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Prefacio

A élgebra linear, em especial a teoria de matrizes, é amplamente aplicada
na resolucdo de problemas nas ciéncias bésicas e nas avangadas, como nas
engenharias, na economia e na estatistica. E dentre as diversas maneiras de
se abordar problemas nessas areas, uma das mais importantes é a resolugao
de sistemas lineares e problemas de quadrados minimos.

O objetivo dessas notas é apresentar as técnicas cldssicas e as mais recen-
tes para a resolucao iterativa de problemas de quadrados minimos lineares.
Embora a abordagem para a resolugdo numérica desses tipos de problemas
possa ser através de métodos diretos ou iterativos, é este 1ltimo que con-
templamos neste material visto que eles constituem a forma mais adequada
de se tratar problemas de grande porte.

Comecamos resumindo aspectos muito importantes e cruciais de algebra
linear que serao necessarios ao longo dos demais capitulos deste livro. Nao
teremos todas as demonstragoes, afinal o objetivo é apenas relembrar con-
ceitos, mas sempre indicaremos bibliografias com mais detalhes.

No Capitulo 2, o problema de quadrados minimos lineares é apresen-
tado e, a partir dai, deduzimos as equagoes normais através de certas inter-
pretagoes geométricas. Ademais, uma curta discussao sobre a estabilidade
dos problemas de quadrados minimos é apresentada.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo dos chamados métodos iterativos
classicos, tais como o método de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR. Além disso,
apresentamos os métodos semi-iterativos, em particular o baseado nos po-
linomios de Chebyshev.

No Capitulo 4, apresentamos os métodos iterativos de Krylov e, para
isso, inicialmente apresentamos os subespagos de Krylov. Posteriormente,
estudamos os métodos de Arnoldi, de Lanczos, de gradientes conjugados e
suas variagbes para abordar problemas de quadrados minimos. Ademais,
sao apresentados os métodos SYMMLQ, MINRES, LSQR e o mais recente
LSMR.

Por fim, o Capitulo 5 é dedicado ao estudo de precondicionamento de
problemas de quadrados minimos, com o objetivo de acelerar tais métodos
iterativos. Apresentamos os principais aspectos dessa teoria, mas sem um
grande aprofundamento.

O livro nasce com o objetivo de fornecer um texto, em portugués e de
facil acesso, para o estudo de métodos iterativos para problemas de qua-

ix



drados minimos lineares. Esperamos que seja de grande valor aqueles que
trabalham com problemas inversos ou que apenas tenham que “resolver” um
sistema linear retangular ou nao simétrico. Também, para cada processo es-
tudado, apresentamos um pseudocédigo que sumariza o contetido e permite
ao leitor implementa-lo, seguindo esse roteiro, para realizar seus préprios
testes numéricos. No total sao apresentados 30 pseudocddigos.

O publico alvo deste livro sao os estudantes de final de graduacao e inicio
de pés graduacgao, além daqueles que se interessam pelo tema ou que queiram
apenas “refrescar” a mente. Assume-se um conhecimento introdutério de
algebra linear, sobretudo as fatoragées LU, Cholesky, QR e SVD, além de
conceitos de projegao, projecao ortogonal e complemento ortogonal. Para
uma boa revisdo desses conceitos sugerimos [68, 102, 147].

Blumenau, 04 de fevereiro de 2022.

Rafael Aleixo de Carvalho e Felipe Vieira



Capitulo 1

Toépicos de Algebra Linear

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar os principais conceitos da Algebra
Linear, que serao necessarios para o desenvolvimento da teoria que aborda
a resolucao de problemas de quadrados minimos.

1.1 Produto Interno

Para comecar, apresentamos um simples conceito que norteia todo o desen-
volvimento da teoria: o produto interno. Note que os produtos internos
estardo presentes ao longo de todo este capitulo. Sempre consideraremos o
espaco vetorial K™ sobre K, onde este é R ou C. Iniciemos com a defini¢ao
do complexo conjugado de um nuimero em K.

Definigao 1.1. Seja z = a+ bi € C, com a,b,€ R. O complexo conjugado
de z, denotado por Z, é dado por Z = a—bi. Caso z € R, perceba que z = Z.

A defini¢do de produto interno se baseia em quatro propriedades a serem
verificadas.

Definicao 1.2. Um produto interno sobre K™ é uma fungao ( , ) : K'xK" —
K que satisfaz
P1. (v1 4 va,v) = (v1,v) + (ve,v), Vv,v1,v9 € K.

P3. (vi,v9) = (vg,v1), Yvi,v9 € K",

(
P2. (\p,v) = Aoy, v2), VA €K e Voup,ve € K™
(
P4. (v,v) >0 se0#veKm

Dado (, ) um produto interno em K" seguem, dessas quatro proprieda-
des:

1. (0,v) = (v,0) = 0, para todo v € K™.

2. (v,v) = 0 se, e somente se, v = 0.
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3. (v, vy +v2) = A {v,v1) + (v, v2).

4. De forma geral, recursivamente, obtém-se

n

<Z a111725jmj> = ZZO@E (li,my) (1.1.1)
i=1 j=1

i=1 j=1
para todos l;,m; € K" e a;, 3, €K, i=1,...,nej=1,...,m.

Propriedade 1.1. Sejam B = {e1,...,e,} uma base ordenada e { ,) um
produto interno de K. O produto interno ( , ) é completamente determinado
pelos valores da matriz G € K"*", onde gi; = (e;, €j).

n n
Demonstragao. Sejam z,y € K", entdo x = Z e e y= Zﬁjej. Assim,
i=1 j=1
pela equagao (1.1.1),

(,y) = <Z aiei,25j€j> = Z azﬂ?‘ (eirej) = Z Fjgijai-
i=1 j=1

i,j=1 =1

Para continuarmos, lembre que se x € K™, entao «* é a transposta conjugada
de z. Ademais, [z]p é o vetor com as coordenadas de x em relagao a base B.
Assim, podemos escrever

(z,y) = WpGlzls = Y*GX,

se definirmos X,Y € K"*! como, respectivamente, as matrizes coluna com
as coordenadas de x e y em relagao a base ordenada B. O

A matriz G é chamada de matriz do produto interno com relacio a base
B.
Considere em K", [ = (I1,...,l,) e m = (mq,...,m,). Entao,

<l7 m> = Z ZZWM
i=1
é chamado de produto interno canénico de K™. Se K = R,
n
i=1

é também conhecido por produto escalar. Por fim, dados «; > 0, com
i =1,...,n numeros reais, temos que

n
(tm) = ailimg
=1

é um produto interno em K".



Produto Interno 3

Observagao 1.1. [20, pdg. 162] Quando K =R a propriedade P3 se torna
(I,m) = (m,l), Vi,m € R. Assim, dizemos que no caso real, o produto
interno € simétrico.

Perceba que se também tivéssemos (I,m) = (m,l) em K = C, entdio

(il il) = i (l,3l) =i (il 1) = 32 (I, 1) = — (I, 1),

o que contradiria um dos (I,1) > 0 e (il,il) > 0 de P4. O

Exemplo 1.1. Vejamos alguns exemplos de produtos internos.

1. O produto interno canonico em K" ™ o espago vetorial das matrizes
quadradas, €

(A,B) =Y ayby;.
ij—=1

Introduzindo a transposta conjugada B* da matriz B, onde b;-‘j = @,
podemos expressar o produto interno acima como, (A, B) = tr(AB*) =
tr(B*A).

2. Seja K™, o espaco das matrizes colunas em K. Se Q € K™ ¢é uma
matriz inversivel, entdo para X,Y € K™ (X|Y) = Y*Q*QX ¢é um
produto interno.

Definigao 1.3. Um espago que possui um produto interno sobre R € dito
um espaco euclidiano. Se esse produto interno for sobre C, dizemos que K"
€ um espago hermitiano.

A proposigao abaixo mostra como construir um produto interno em um
espago vetorial a partir de um produto interno definido em um outro espaco
vetorial.

Propriedade 1.2. [206, pdg. 163] Seja T : K* — K™ uma transformagao
linear injetora (nao singular) e (| ) um produto interno em K™. Entado,

(z,y)p = (T(2),T(y)), Yo,y €K
também é um produto interno em K'™.

Demonstragao. Demonstremos as quatro propriedades de produto interno.
Sejam z1,z9,z,y € K" e A € K:

P1.
(w1 4+ a2, y)p = (T(x1+22),T(y)) = (T(x1) + T(22),T(y))

= (T(21),T(y)) + (T(22), T(y))

- <$17y>T + <z27y>T .
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P2.
Az, y)p = (T(A2),T(y)) = AT(x), T(y))

A <1‘7 y>T .

P3. (2, y)y = (T(2), T(y)) = T, T@) = (2

P4. Suponha que 0 # z. Como T é injetora T'(x) # 0, logo
(x,2)p = (T'(x),T(z)) > 0.

O

Dado M um subespaco vetorial de K", como ¢ : M — K", (z) = =z,
é uma transformacao linear e injetora, chamada de inclusao natural, temos
que qualquer ( , ) de K" restrito & M serd um produto interno em M.

1.2 Normas de Vetores e Matrizes

Nessa segao faremos uma revisdo dos conceitos de normas de vetor e de
matriz, além de introduzir um conceito importante denominado o ntimero
de condicao de uma matriz.

Defini¢ao 1.4. Uma norma em K" € uma fungao real ||-|| que satisfaz as
sequintes propriedades:

NI1. ||z|| = 0 para todo x € K", e ||z|| =0 somente se x = 0.
N2. || Ax|| = |A] - ||z||, para todos x € K™ e X € K.
N3, ||z + y|| < 2] + ly|l, para todos z,y € K™.

Um vetor z € K" ¢ dito unitdrio com respeito & norma ||-||, se ||z = 1.
Existe uma infinidade de fungdes reais que satisfazem os axiomas de norma
e, provavelmente, a mais simples é a fungao médulo sobre R. Para facilitar
a diferenciacdo das normas mais uteis, utilizaremos um subscrito ao lado de
suas notagdes. Uma classe importante delas na algebra linear aplicada é a
das p-normas, onde p é um inteiro positivo:

1
[2ll, = (1]’ + -+ [za[P)?, p =1,

Dentre as p-normas, as mais importantes sao as normas 1, 2 e, com um abuso
de notacéao, oo, que sao dadas por

lzlly, = |zl +- -+ |zal,

2 2N 1
lzlly, = (=P +- 4 |2zal?)? = (a*2)7,
(A —)

1<ign
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Outra importante classe de normas é a formada pelas chamadas normas
elipticas, que sao dadas por

lz]| = («* Bz)?

onde B € K" ¢ uma matriz simétrica definida positiva.

Enunciaremos trés importantes desigualdades que utilizam normas de
vetores em espacos euclidianos. Suas demonstragoes sao deixadas a cargo
do leitor e sdo facilmente encontradas em livros de algebra linear ou andlise
funcional.

Teorema 1.1. Dados x,y € R" e o, 8 € R, valem as seguintes desigualda-
des.

1
1. Desigualdade de Young [101, pdg. 2]: |af| < §|a\2 + 2—|ﬁ|2, e € (0,00).
€

1 1
2. Desigualdade de Holder [58, pdg. 69]: |zTy| < Iz, 1yl ];—i- i 1.

3. Desigualdade de Cauchy-Schwarz [58, pdg. 69]: |=Ty| < ||z |ylly-

Outro conceito referente a normas que é bastante 1til é o de normas
equivalentes.

Definigao 1.5. Duas normas |||, e |||5 definidas em um mesmo espago
vetorial sao ditas equivalentes se existem cy,co escalares positivos tais que

allzll, <llzls < e lllly,
para todos vetores x.

Em particular, para o espago euclidiano K", todas as normas sao equi-
valentes [103, pdg. 18]. Por exemplo,

llly < el < Vo,
2l < llzlly < VR llZllo

2l < llzlly < nllfl-

Uma propriedade das 2-normas é que elas sao preservadas sob trans-
formagoes ortogonais, isto é, se U € K™*" é ortogonal, entao ||Uz|y = ||z|,.

Teorema 1.2. Seja Q € K™*™ uma matriz ortogonal e x € K™. Entdo
2 2
QI3 = [l=l3-

Demonstragio. ||Qz||3 = (Qz)*(Qx) = z*Q*Qx = z*z = ||z||3. O
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Uma maneira rapida de se obter normas ¢é através dos produtos internos,
como vemos na préoxima defini¢ao.

Definicao 1.6. Seja L um K-espaco vetorial com produto interno { , ). Se,
para l € L, definirmos

12l = V{1, 1),
entao obtemos uma norma.

Embora ji estejamos denominando essa .|| de norma, precisamos de-
monstrar que essa defini¢ao satisfaz as trés propriedades das normas. Note
que a mera juncao dessa defini¢do com a Defini¢ao 1.2 implica que valem

NL || =0,VieLe|l|=0 < (=0.
N2. Jlol|| = |a] |I, Va e K e Vi € L.

Para demonstrar N3, que é chamada de desigualdade triangular, preci-
samos de alguns resultados auxiliares que vemos a seguir.

Observagao 1.2. Dado L um K-espago vetorial com produto interno { , ),
a norma proveniente deste satisfaz as sequintes identidades.

1. Para todos ly,ls € L,
1 £ 1* = [[11]|* £ 2Re (11, I2) + [|Ia]|-

Com efeito,

Pl
lh+ 1ol = (41,0l + 1) :)<l17l1+l2>+<l27l1+l2>

=) <l1 —+ lg,l1> —+ <l1 —+ l2,l2>

= (i, l) + (lo, L) + (I, 1) + (l2, 12)
= 6l + ( do) + (o) + ||l

= |ul® +2Re (I, o) + [112]

Analogamente, se demonstra a identidade para |y — lo|?.

2. Se K =R, temos

1 2 1 2
(o) = 7+ 82" = 7 1 = a1
De fato,
11y + Lol|* = [l2 — 1212

= (0l + 2 21, 12) + a2l”) = (Il = 240,82} + ]

=4(ly,1s).
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3. Se K=C, temos
1 2 1 2 7 . 2 7 . 2
= o — Ty — Ui — a2
(k) = J i+ bl” = 2l = Ll + ol +def” = o [lh — |l

A demonstracio desse fato € deizada como exercicio.

0

As duas dltimas identidades sao chamadas de identidades de polarizagao.
Ademais, em um espaco vetorial com produto interno vale a chamada desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz, que aparece em muitas aplicacoes.

Teorema 1.3. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja L um K-espago ve-
torial com produto interno. Entao a norma obtida a partir deste produto
interno satisfaz

[y, 1) < - l2ll s Vi, l2 € L.

A igualdade vale se, e somente se, o conjunto {l1,l2} for linearmente depen-
dente.

Demonstragao. Se l; = 0, vale a desigualdade com 0 < 0. Considere, entao,
l1 # 0 e defina

(U, lz>l

2 — 5 -
[l

Assim,
(l1,12)
212

o< ml? = (- Lty
1121?

7 <11712>W0
[

(lr,m) = (l1,1l2) — (lh,11) = 0.

Portanto,

= <l2vm>

= (la,la) —

({1, 1)
le)®
Logo |(I1,12)* < ||i1]|*-||l2]|*. Perceba que a demonstracio garante que, para
),
il

= |2l ~

l; # 0, temos |(I1,12)| < ||l1]| - |ll2]l, & menos que lp =
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Exemplo 1.2. [67, pdg. 278] Considerando alguns produtos internos es-
pecificos, temos as sequintes aplicagoes da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

1. |tr(AB")| < V4r(AAY) - tr(BBY).

< ﬂ/ﬂ wpas)- ([ ot i)

Assim, finalmente podemos demonstrar que a norma originada de um
produto interno satisfaz V3.

1 —_
2. /0 f(@)g(x)dx

Coroldrio 1.1. (Desigualdade Triangular) Seja L um K-espago vetorial com
produto interno. Entdo a norma obtida deste satisfaz

i+ Ll <l + ), Vi, € L.
Demonstragao. Note que, para todo z € C, Rez < |z|. Portanto,

I+ 202 =6 + 2 Re (1, 12) + 2]

N

Il + 21 (i, d2) |+ el

N

21 + 2 0] - (i)l + 2]

(el + Nz l)?
O

Assim, a partir de agora, quando estivermos trabalhando com um espaco
que possua um produto interno, sempre consideraremos a norma que é obtida
a partir deste. Casos diferentes, serao explicitados.

Considere R™ sobre R com o produto interno canénico. Para todos z.y €
R™, com © = (x1,...,2,) e y = (Y1, ..., Yn), dizemos que

[ —yll =

indica a distancia entre x e y. Isto é condizente com a geometria: basta
construir um n-cubo em R™ com ambos os pontos em vértices opostos. Para
calcular sua distancia, basta fazer uma série de tridngulos retangulos e aplicar
o Teorema de Pitdgoras, que obteremos a mesma expressao.

Em particular, se y = 0, entao ||z|| é a distancia de x até a origem. Assim,
fica explicito o motivo de norma de um vetor ser escrita, muitas vezes, como
o “tamanho” do vetor em questao.

Exemplo 1.3. Se em R? sobre R consideramos o sequinte produto interno
((z1,91), (22, 92)) = 3z122 + 169192,
temos que ||(1,0)] = v/3 ¢ [|(0,1)]| = 4.
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Os métodos iterativos para problemas de quadrados minimos procuram
encontrar solugées aproximadas para os problemas propostos. Assim, é con-
veniente definirmos alguns conceitos tteis.

Definigao 1.7. Suponha que & € K" seja wma aprozimacgao para z € K™.
Para uma dada norma de vetores ||-|| definimos o erro absoluto de & por

eabs = || T — | .

No caso em que x # 0, definimos o erro relativo de & como
Crel =

No caso da norma oo, o erro relativo diz a quantidade de digitos sig-
nificativos da aproximacao . Ou seja, e, ~ 107P significa que a maior
componente de T tem aproximadamente p digitos significantes corretos.

Definigao 1.8. Dizemos que a sequéncia {x(k)} de vetores de K" converge
para z € K", se

lim Ha:(k) — :cH =0.
k— o0

Note que, como em K™ todas as normas sao equivalentes, entdo basta
demonstrar que o limite acima é valido para alguma norma, que sera valido
para qualquer norma.

Utilizando as normas de vetores, podemos definir normas para matrizes,
ja que K™*™ ¢ isomorfo a K™". Assim, como para vetores, utilizaremos a
notagao de dupla barra para a representacao da norma de matrizes, isto é,
denotaremos por ||A| a norma da matriz A € K™*". Ademais, todas as
normas de matrizes sao equivalentes e, novamente, utilizaremos o subscrito
para diferenciar normas distintas.

Uma norma de matriz importante e utilizada com muita frequéncia em
dlgebra linear aplicada é a chamada norma de Frobenius, dada por

1Al F = tr(ATA),

onde A € K™*™,
Também sdo importantes as normas 1 e oo de matrizes, dadas por

1Al = max Z‘azﬂ e [Alle= jpax Z|aw|

ou seja, a norma 1 de uma matriz A é dada pelo méximo das somas dos
valores absolutos das colunas de A, enquanto a norma oo é dada pelo maximo
das somas dos valores absolutos das linhas de A.
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E vale destacar as p-normas, 1 < p < oo,

Jall, = sup L5 = 4],
o lall,  lel,=1
em que a segunda igualdade é valida, pois ||| é uma fungao continua e
S ={z eR"| |z| =1} é um conjunto compacto e, portanto, pelo Teorema

de Weierstrass ||-|| é limitada e atinge seus extremos [90].

Uma descricao mais detalhada dessas p-normas é bastante complicada,
porém estimativas podem ser feitas utilizando uma generalizagdo do método
da poténcia [65]. J4, a 2-norma goza de uma propriedade que permite seu
célculo de forma razoavelmente facil. A ideia aqui apresentada serd a base
para a determinagao dos valores singulares na decomposicao SVD.

Teorema 1.4. [58, pdg. 73] Se A € R™*™ | entdo existe um vetor x, unitdrio
na 2-norma, tal que AT Az = p2x, onde p = || Al|,.

A demonstragao é deixada a cargo do leitor e este teorema implica que
HA||§ = Amax(AT A) [101], o maior autovalor de AT A. Por isso, a 2-norma
de uma matriz A € K™*" também é conhecida como a norma espectral de

A.

Como consequéncia temos que
1Al < 1AL 4]l
Com efeito, para x # 0, temos AT Az = p%z, onde p = ||A|, e, portanto,
¥ ey = [|AT Az, < || AT 1Al 2l = Al Al el -

Logo, 1 < || Al I4]l; -
Uma forma de se obter normas de matrizes é através de normas de ve-
tores.

Definicao 1.9. Seja A € K™*". Dizemos que a norma de matriz ||-|| é
consistente com as normas de vetor |-, do K" e [|-||5 do K™ se

Il
1Al = % = max |Az,.
Wéo [ Zlos

A segunda igualdade é vélida, novamente, pelo Teorema de Weierstrass.
As p-normas em K™*" sao normas consistentes com as p-normas de vetores

HA I,

IAll, =
w;éO H ||

x [l Az]],

Segue imediatamente da definigdo de norma de matriz consistente que,
abandonando subscritos, as seguintes propriedades sao validas

1. || Az]] < ||A|l ||=||, para todos z € K" e A € K™*™.
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2. ||[AB|| < ||A| || B]|, para todos A € K™*? ¢ B € K7*".

Por fim, observe que nem toda norma de matriz é consistente. Por exem-
plo, considere ||A| = max |a;;| e

11
s [l]

Nesse caso, ||AB| > || Al ||B]|-
Da mesma forma que para normas de vetores, temos que a sequéncia
{A®} de matrizes de K™*" converge para K € R™*", se

lim HA(’“) - AH =0.
k—o0

Por conta da equivaléncia das normas de matrizes, a escolha da norma
acima ¢ irrelevante para garantir a convergéncia.

1.3 Bases Ortogonais e Ortonormais

Além de produzirem normas, os produtos internos nos ajudam a refinar o
conceito de base de um espaco.

Definigao 1.10. Seja L um K-espago vetorial com produto interno ( ,) e
sejam l,m € L. Dizemos que 0s vetores sao ortogonais ou perpendiculares
se (I,m) = 0, e um subconjunto M de L é chamado de ortogonal se os
seus elementos sao dois a dois ortogonais. Ademais, definimos que M é um
conjunto ortonormal se for um conjunto ortogonal e se ||m|| =m, Ym € M.

Usaremos a notagdo [ L m para indicar que os vetores [ e m sao orto-
gonais. O vetor nulo é ortogonal a qualquer elemento [ € L, pois (I,0) =
(0,1) =0, V1 € L. Ademais, o vetor nulo é o tinico vetor com essa proprie-
dade. Um conjunto ortonormal pode ser visto como um conjunto onde seus
elementos sao mutualmente perpendiculares, cada um com tamanho 1.

Exemplo 1.4. 1. As bases canonicas de R™, C™, R"*™ e C"*™ com o0s pro-
dutos internos canonicos sao conjuntos ortonormais.

2. EmR2, o vetor (a, b) € ortogonal a (—b,a) com respeito ao produto interno
canonico, pois
((a,b),(=b,a)) = —ab+ba = 0.

Porém, se considerarmos em R? o produto interno
(T,y) = z1y1 — T2y1 — T1Yy2 + 4r2y2,

o0s vetores (a,b) e (—b,a) sao ortogonais se, e somente se, vale a igualdade

b= %(—3 +V13)a.
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3. Sejam L = C™*™ e EP1 q matriz cuja unica entrada nao nula € 1 e estd
na posi¢ao (p,q) da matriz. Entao, o conjunto das matrizes EP? com
respeito ao produto interno (A, B) = tr(AB*) € ortonormal, pois

(EP1,E"®) = tr(EPIE) = §4s tr(EP") = Ogs0pr,
onde dpg =1 sep=q e dpy =0 sep #q.

4. Seja L = €([0,27],R), o espago das fungoes continuas de [0,27] em R,
com o produto interno candénico. Entdo,

M = {f, € L| fn(t) =cosnt, n € N}
€ um congunto ortogonal pois, utilizando integracdo por partes,

2m 0, sem#n,
(fns fm) = / cosntcosmtdt = ¢ m, sem=mn#0,
0 21, sem=mn=0.

cosnt

1
Assim, eg(t) = —— e ep(t) = para n = 1,2,... formam um
V2

subcongunto ortonormal infinito de L.

Exemplo 1.5. Vejamos como encontrar um vetor nao nulo w que seja orto-
gonal al=(1,0,—1) em = (1,2,3) em R3 com o produto interno canénico.
Seja w = (x,y,2). Como queremos que w seja ortogonal a l e m simultane-
amente, devemos impor que (l,w) =0 e (m,w) = 0. Essas condi¢oes geram
0 sequinte sistema linear,

r—z = 0,

r+2y+3z = 0.

Considere z a varidvel livre do sistema. Tomando z = 1, obtemos z =1 e
y = —2. Portanto, w = (1,—2,1) é uma solug¢ao possivel.

Conjuntos ortogonais sao interessantes pois gozam de certas propriedades
lteis em algebra linear. Primeiramente, definamos o conceito de subespaco
gerado por um subconjunto de um espago vetorial.

Definigao 1.11. Seja L um K-espago vetorial e M um subconjunto de L. O
subespago gerado por M e denotado por span M ¢é o espago das combinagoes
lineares (finitas) dos elementos de M. Pode ser demonstrado que span M é
um subespaco vetorial de L.

Propriedade 1.3. [26, pdg. 174] Seja L um K-espago vetorial com produto
interno (, ) e seja M um subconjunto ortogonal de L formado por vetores
nao nulos. Entao:

1. Sel € span M, entdio
¢ <lvll>

| =
i=1 Hll||2

li, com l; € M.
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2. M é linearmente independente.

Demonstracao. 1. Seja | € span M. Entao, existem a; € K e [; € M,
i =1,...,n, tais que

(,4;) = <Z ail¢7lj> = ai (li,1) = a; (I, 1) .
i=1 i=1

Ll L
Portanto, a; = Ly) j=1,...,noquenoslevaal = Z |<\l’ H12>lz

2
151 =1

2. Utilizando o item anterior, se [ € span M, entdao [ = 0 implica

0,1;
a; = < ’ g =0.
14

Logo, M ¢ linearmente independente.

O
Coroldrio 1.2. Seja L um K-espago vetorial com produto interno () e
seja {l1,...,l,} uma base ortonormal de L. Entdo, para todo | € L, temos
n
1= (L) L.
i=1

Definicao 1.12. Sejam L um K-espago vetorial de dimensdo finita com pro-

duto interno {, ), B ={l1,...,l,} um subconjunto ortogonal de L formado
por vetores ndo nulos e | € span{ly,...,l,}. Os escalares
1,1;
a¢:%7 i=1,...,n
(141

sao denominados os coeficientes de Fourier do vetor | em relacdo a base B
de spanB.

1.4 Processo de Gram-Schmidt

Nessa secao veremos o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt que
permite, a partir de um subconjunto finito e linearmente independente, cons-
truir um conjunto ortogonal de forma que o subespago gerado por ambos seja
0 mesmo.

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt foi essencialmente des-
crito por Jgrgen Pedersen Gram! [59] e Erhard Schmidt? [129, pig. 472
de forma independente. Porém, o processo descrito por Gram e Schmidt

"https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gram/
’https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schmidt/
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jé havia aparecido em trabalhos de Pierre-Simon Laplace. Nas definigoes
de hoje, o método de Gram-Schmidt é o método desenvolvido por Schmidst,
ja o método desenvolvido por Gram convencionou-se chamar de método de
Gram-Schmidt modificado. A primeira citagao do “processo de ortogona-
lizagao de Gram-Schmidt” é feita em 1935 [159, pdg. 57], e uma excelente
referéncia que trata da histéria e das propriedades desse método é [88].

Seja L um K-espagco vetorial e B = {l1,...,l,} C L um conjunto linear-
mente independente. Vamos construir, indutivamente, B' = {my,...,my,} C
L que seja ortogonal e tal que, spanB = spanB'.

Tome m; = l; e suponha que mq,...,mg, 1 < k < n ja tenham sido
escolhidos. Assim para cada j, {mi,...,m;}, 1 < j < k é um conjunto
ortogonal. Definimos

k

Ui sy
Mmry1 = lk+1 — Z %ml (1.4.2)
i=1 ”mZH

Assim, para cada 1 < j <k,

k
l ,my
(Mpssmy) = <lk+1,mj>fz<’|““—2><mi,mj>
i=1

= (lk+1,m5) = (g1, my) = 0.

Logo, por construgao, B’ é um conjunto ortogonal com n elementos no su-
bespago vetorial span B, portanto é uma base de spanB. Logo, spanB =
spanB'.

Observagao 1.3. [67, pdg. 281] O processo de ortogonalizagcao de Gram-
Schmidt pode ser usado, apesar de nao ser muito prdtico, para testar se um
conjunto dado em um espaco vetorial com produto interno € linearmente
dependente. Com efeito, suponha que B = {l1,...,1,} seja um conjunto li-
nearmente dependente e assuma ly # 0, para excluir o caso trivial. Seja
k o maior inteiro para o qual ly, ..., l; seja linearmente independente, nem
que precisemos reordenar os vetores l;. Portanto 1 < k < n e considere
{mi,...,my} os vetores obtidos de {li,...,l;;} pelo processo de ortogona-
lizagdo de Gram-Schmidt. Entdo,

k
lk 1,My;

Mpg1 = lpg1 — Z Mmi

=1

.

€ necessariamente 0, pois mp41 € spanB e € ortogonal a cada um desses
vetores. Por outro lado, se my,...,my sio diferentes de 0 e mpy1 = 0,
entdo {ly,...,lk+1} € linearmente dependente. |

Apenas para exemplificar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt,
temos para n = 5,
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e my =1,
l
® M9y — l2 < 27m1> 1
[[ma ||?
l l:
om3:l3—<37m12> 1—<3’m22>m2
[l | [[ma|
l l l )
e my =1y — < 47m12>m1 - < 47m22> 2 < 4’m32>m3.
[l [[ma]| [[ma]|
l l l l
e my =I5 — < 57m12>m1 _ 57m22> 2 < 57m3;> 3 — <5’m42>m4.
[l ] [[ma|l (|| [[mal

Vejamos uma representacao geométrica do cédlculo de mg e ms.

Figura 1.1: Representagao geométrica do processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt.

A Figura 1.1 (esq.) apresenta o vetor l; e o vetor normalizado ¢ =
l1/||l1]]2- Chamando r13 = (I, ¢q1), temos my = ly — 1121, ou seja, o vetor
mg € obtido, subtraindo de s, a sua projecao ortogonal sobre o subespaco
span{q1}. J4 a Figura 1.1 (dir.) mostra uma representagdo geométrica da
obtengao do vetor m3. Assumindo que g1 e g2 sdo conhecidos, projetamos
ortogonalmente o vetor I3 sobre o espaco span{qi, ¢z}, e posteriormente cal-
culamos a diferenca entre /3 e sua projecao ortogonal.

Exemplo 1.6. Considere R* com o produto interno candnico e sejam Iy =
(1,1,1,1), Il = (1,2,4,5) e ls = (1,-3,—4,—2). Vamos utilizar o processo
de ortogonalizagao de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal
do subespago vetorial M = span{ly,lo,ls}. Primeiramente, utilizaremos
o processo de ortogonaliza¢io de Gram-Schmidt para encontrar uma base
ortogonal de M e, posteriormente, normalizamos esses vetores. Com efeito,

m1 = ll = (1,1, 17].),
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O vetor ma € calculado da seguinte forma:

<lg,m1> 12

mo =l — 5 M1 = (1a2347 5) - 7(1717 151) = (72, -1, 132)
[[ma | 4
Por fim,
l3,m l3,m
s s 12> s 22> ,
[[mal [[ma|l

8 7
= (1,-3,-4,-2 —(1,1,1,1 —(—2,-1,1,2
(737 ) )+4(777)+10( ) >7)

1
Assim, os vetores my, mo € mg sao mutuamente ortogonais. Para encontrar
uma base ortonormal de M vamos normalizar os vetores my, ms e ms:

mq 1

Nn=75 7= 7(1717 171)7
el 2
mo 1
@Q2=7—7= 7(727717 172)7
[mal V10
="~ L (16,217, -13,14)
P lmsl T veTo

formam uma base ortonormal de M.

Exemplo 1.7. Considere o C-espaco vetorial C3 com o produto interno
canonico. Vamos encontrar uma base ortonormal do subespaco vetorial M
gerado pelos vetores 1 = (1,4,0) e ly = (1,2,1 — 7). Pelo processo de orto-
gonalizacao de Gram-Schmidt obtemos m1 e mo dados por:

mp = ll = (177/70)

(I, m1)
lma ||?

moy = 12,

1—2¢

= (1,2,1—i)— (1,2,1 —4)

1 , ) )
= —(1+2i,1—2i,2—24).

2
Note que, ||m1]| = V2 e ||ma|| = V18/2. Portanto,
mi 1 .
q1 = = 7(17270)7
[l V2
mo 1

@ = = ——(1+2i,1—2i,2—2i)
[lmal V18
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formam uma base ortonormal de M.

Um possivel algoritmo para o processo de ortogonalizagdo de Gram-
Schmidt é

Algoritmo 1 Processo de Gram-Schmidt
1: function Q=GSC(A)

2: [m, n] =size(A); R =zeros(n);
3: for j=1:ndo
4: qj = aj;
5: fori=1:j—1do
6: iy = (¢, q5);
7 end for
8: fori=1:j5—1do
9: 4 = G5 = Tijqis
10: end for
1L ri5 = llas13;
12: if rj; = 0 then
13: disp(’Os vetores dados sdo LD’)
14: ri=1[1
15: =1
16: g =11
17: Stop
18: else
19: 9 = /755
20: end if

21: end for
22: end function

A entrada do algoritmo é uma matriz A € K™*™ cujas colunas sao os
vetores que queremos ortogonalizar. Primeiramente, observe que se m <
n, entdo as colunas de A formam um conjunto linearmente dependente.
Também, note que nao precisdvamos criar a matriz R cujas entradas sao
i = (¢, ¢;). As linhas 12-17 tém por objetivo identificar se o conjunto de
vetores dados é linearmente dependente, a luz da Observagao 1.3. A linha
14 é baseada em um comando MATLAB que deleta a coluna r; na matriz
R, assim como na linha 16 deletamos a j-ésima coluna de (). Ja a notagao
da linha 15 diz que a linha j de R é deletada. A necessidade de deletar essas
colunas é por conta da criacido da coluna antes de verificar que os vetores
dados sao linearmente dependentes. Ja a ltima linha de R é deletada pois é
nula. Por fim, o algoritmo acima tem como saida um conjunto ortonormal,
as colunas de ). Alguns autores chamam esse método de Gram-Schmidt
classico.

Como consequéncia imediata do processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.5. Todo espago vetorial de dimensao finita com produto interno
possui uma base ortonormal.

Demonstragao. Seja L um espaco vetorial de dimenséo finita com produto
interno (, ) e base B = {ly,...,l,}. Aplicando o processo de ortogona-
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lizagdo de Gram-Schmidt obtemos uma base B’ = {mq,...,m,} ortogo-
e
nal. A base ortonormal de L é obtida trocando m,; por ﬁ7 ou seja,
mg
B = {—ml e e } é uma base ortonormal de L. O
fmal [lmnll

Observagao 1.4. Uma vantagem das bases ortonormais sobre bases quais-
quer de um espago vetorial € que cdlculos envolvendo coordenadas de vetores
se tornam mais simples com as bases ortonormais. Para exemplificar, su-
ponha que L é um espago vetorial de dimensdao finita com produto interno
(,) e considere a base ordenada B = {l,...,l,,} de L. Sabemos que a ma-
triz G, gij = (lj,1;), define completamente o produto interno em L. Se B é
ortonormal, entao G € a matriz identidade e, portanto, Vx,y € L,

n n

(z,y) = Z Yigijrj = Zﬂhﬂz (1.4.3)
ij=1 i=1

Portanto, em termos de uma base ortonormal, o produto interno em L parece

o produto interno canonico em K". O

O método de Gram-Schmidt cldssico (GSC) é numericamente bastante
sensivel a erros de arredondamento que causam a perda da ortogonalidade
dos vetores calculados. Uma solugao é a aplicacio do método de Gram-
Schmidt modificado (GSM), cujo processo de ortogonalizagdo é o mesmo,
com uma alteragdo nos cédlculos. Ja o processo recursivo do GSC é baseado
em (1.4.2), isto é,

j—1
G =1-> i
i1

com 73 = (lj,¢;). Nao hé a necessidade de se dividir pela norma de ¢;, pois
a cada passo normalizamos o vetor resultante. Assim, no GSC calcula-se
todos coeficientes 7;; e, posteriormente, as somas sao efetuadas. No método
de Gram-Schmidt modificado cada novo vetor, digamos ¢;, é computado de
forma que seja ortogonal aos demais vetores ji determinados e, posterior-
mente, a j-ésima coluna de R é determinada. Portanto, a principal diferenca
entre GSC e GSM ¢é como a matriz R é calculada.

Watkins [156, pdg. 229] resume bem o processo GSM. Para atualizar o
vetor I; e transformé-lo em ¢; computa-se o coeficiente ri; = (lj,¢1) que é
utilizado para a atualizagao,

lj(l) = lj — leq14

Assim, l;l) é ortogonal a ¢ (Exercicio 42). O préximo coeficiente rop; é
computado, mas agora utilizando lj(-l) em vez de [l;, ou seja, 795 = (lj(.l), q2)-
Atualizando lﬁl), obtemos

l§-2) = ZJ(-D — T2;q2,
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que é ortogonal a {q1,¢2}. Apds j— 1 passos obtemos l](-jfl) = gj e ortogonal
a {q1,q2,-..,qj—1}. O GSM pode ser resumido no seguinte algoritmo.

Algoritmo 2 Processo de Gram-Schmidt Modificado
1: function Q=GSM(A)

2: [m, n] =size(A); R =zeros(n);
3 for j=1:ndo

4 aj = aj;

5 fori=1:j—1do

6: rij = {4, q5);

T qj = 4 — Tijqi;

8 end for

9: 75 = llasll2;

10: if 7j; =0 then

11: disp(’Os vetores dados sao LD’)
12: ry=[1;

13 ryo= s

14: a =[]

15: Stop

16: else

17: 4 = 4;/7ij;

18: end if

19: end for
20: end function

Um resumo comparativo entre GSC e GSM [88] é
(URD) (GSC),

Tij = j—1
<lj = ria, Qi> (GSM).
i=1

Defina Qj—1 = [q1 ¢2 - gj—1]. A k-ésima coluna de @) é computada da
seguinte forma

(I-Qj1Q5-1) 1 (GSO),
4 = (1.4.4)
(I_ijlq;_l) ~~-(I—q1qf) lj (GS]\/I).

Em ambos os casos, ¢; = §;/||@;ll2. As iteracoes acima sdo para j > 2 e
1 < i < j, jd que as duas primeiras colunas de () e R e a primeira linha de
R sdo determinadas com a mesma aritmética para ambos os processos.

Como dito anteriormente as expressdes em (1.4.4) sdo equivalentes em
aritmética exata, porém em aritmética de precisao finita (caso numérico) sao
diferentes. Vejamos um exemplo para mostrar essa situagao

Exemplo 1.8. Seguindo a metodologia do exemplo proposto por [88, pdg.
503] criamos uma matriz 10 x 10 que € escrita como

A=UTDv,
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onde U eV sio matrizes ortogonais e D = diag(1, 1071, ..., 1079). Assim,
ka(A) = 10°. Bjorck [10] demonstrou que existe uma constante c1(m,n), tal
que ciuk(A) < 1 de forma que a matriz Q calculada através do método de
Gram-Schmidt modificado satisfaz a sequinte desigualdade

* Cl'll,IiQ(A)
_ Q Q < e
HI ” = 1-— cyum(A)’

onde u € o epsilon da mdquina. Smoktunowicz, Barlow e Langou [153, pdg.
302] demonstraram que existe uma constante ca(m,n), tal que cour(A)? < 1
de forma que a matriz Q calculada através do método GSC' ligeiramente
alterado satisfaz a sequinte desigualdade

17 = Q*Qll < caun(A)*.

Porém, essa estimativa nao vale em geral para o método GSC padrao. Sejam
Aj=la1 ... a;] e Qo e Qur as matrizes com colunas ortonormais geradas
pelo GSC e GSM, respectivamente. A Tabela 1.1 fornece uma comparagao

entre || I, — QuQclly € [ Ix — Q3 Qa5

k r(Ar) 11k — Qe Qclly | 11k — QhQull,
1 | 1.0000e + 000 | 1.1102e — 016 1.1102e — 016
2 | 8.2745¢ 4000 | 8.8909¢ — 016 8.8909¢ — 016
3 | 1.4075¢ 4- 002 | 5.6060e — 014 5.7560e — 015
4 | 2.6838e 4 003 | 1.5405e — 012 9.1397e — 015
5 | 2.7027e + 004 | 4.6871e — 011 1.0754e — 012
6 | 2.0873e 4 006 | 3.2880e — 007 8.1200e — 011
7 | 3.7577e + 006 | 8.5099¢ — 006 1.4233e — 010
8 | 1.5424e + 007 | 4.4448e — 004 2.8667e — 010
9 | 1.0744e 4- 008 | 6.8247e — 003 4.2404e — 009
10 | 1.0000e + 009 | 9.8891e — 001 4.4368e — 009

Tabela 1.1: Comparagao da perda de ortogonalidade para GSC e GSM.

Observe que com o aumento das iteragdes o processo GSC apresenta uma
severa perda de ortogonalidade, enquanto que o processo GSM também apre-
senta perda de ortogonalidade, mas em menor escala.

Uma forma de minimizar os efeitos da perda de ortogonalidade no método
de Gram-Schmidt utiliza um processo de reortogonalizacdao dos vetores em
uma dada precis@o finita, com o objetivo de ter vetores ortogonais ao nivel
do epsilon da maquina. Denotaremos tal método por GSMR.

De forma geral esse processo é baseado na seguinte ideia: analise se o ve-
tor ¢; calculado pelo processo de Gram-Schmidt é ortogonal a {¢1,...,¢j—1}
de forma satisfatéria. Caso nao seja, ortogonalize novamente, com g; sendo
o vetor de entrada. Passemos aos detalhes formais desse processo, que foi
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sugerido por Davis [33, pag. 353]. O primeiro a propor uma condi¢ao de
verificacao de ortogonalidade foi Rutishauser [122, pdg. 111] e [123, pag.
290].
j—1
Considere ¢; = [; — Z7'ijgi, 0 j-ésimo vetor do processo de Gram-
i=1
Schmidt. Se ||gj]l2 < %HZJ'HZ com K = 10, entdo ortogonalize ¢;. Daniel

et al. [30, pdg. 774] propuseram K = V2, que é um valor bastante utili-
zado. Uma miriade de artigos foi publicada propondo outros valores de K
ou definindo intervalos para K, usualmente 0,1 < 1/K < 1/ V2. Para uma
revisdo sobre esses fatos vide [88, p.506]. Outras referéncias que discutem o
processo de perda de ortogonalidade e suas propriedades sao [15, 51].

Note que se pode aplicar o processo de reortogonalizacao varias vezes,
porém, em geral, dois processos de ortogonalizagdo sdo suficientes para al-
cancar a ortogonalidade entre os vetores com uma precisao perto da maquina.
Hé autores que propdem a utilizagdo da reortogonalizagdo a cada passo, e
nesse caso, o custo computacional duplica. Para fins didaticos, vamos apre-
sentar um algoritmo de reortogonalizacao utilizando o processo de Gram-
Schmidt modificado.

Algoritmo 3 Processo de Gram-Schmidt Modificado com Reortogona-
lizacao
1: function Q=GSMR(A)

2: [m, n] =size(A); R =zeros(n);
3: for j=1:ndo
4: qj = aj;
5: fori=1:j—1do
6: for k=1:2do
7 auz = (g, 4;);
8: G5 = qj — QU i3
9: Tij = Tij + aux;
10: end for
11: end for
12: 75 = llgj 2
13: if r;; =0 then
14: disp(’Os vetores dados sao LD’)
15: = ;
16: ri=11
17: q =
18: Stop
19: else
20 4 = /7553
21: end if

22: end for
23: end function

Para j > 2 aplicamos a reortogonalizacao da seguinte forma, para i =
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1,2:
~(Z) (I q5— lq] 1) (I QIQI)‘?](Z Y *qj(l 1 ZQZ (qz g 1))7

onde q( ) = =1; e, ap6s o passo j, obtemos ¢; = qf)/Hq(Q)H

(0] algorltmo para o GSC com reortogonalizagao ¢ trivialmente construido
a partir deste tltimo e nao é apresentado. Mais a frente, num contexto mais
sofisticado que utiliza o GSM, apresentamos o algoritmo que reortogona-
liza apenas os casos necessarios. Vejamos novamente o Exemplo 1.8, mas
considerando o GSM com reortogonalizagao.

Exemplo 1.9. Considerando a mesma metodologia apresentada no Exemplo
1.8, obtemos os sequintes resultados.

k K (Ak) 11k — QeQclly | 11k — QuQully | [k — QuupQurll,
1 | 1.0000e 4 000 | 2.2204e — 016 2.2204e — 016 2.2204e — 016
2 | 1.7675e¢ + 001 | 5.5708¢ — 016 5.5708¢ — 016 2.2854e — 016
3 | 2.3042¢ 4+ 002 | 6.3837¢ — 015 2.6212e — 015 2.8371e — 016
4 | 1.9026e 4 003 | 3.6340e — 013 4.8484e — 014 6.7782e — 016
5 | 1.0649¢ + 005 | 7.0439e — 010 4.5256e — 012 1.4358¢ — 014
6 | 2.3575e 4 005 | 2.7008e — 008 1.0084e — 011 2.4828¢ — 014
7 | 1.1370e + 006 | 2.1548e — 006 1.3686e — 010 7.4952e — 013
8 | 1.1165e 4 007 | 2.5030e — 004 1.1356e — 009 6.4295¢ — 012
9 | 1.0052e 4 008 | 6.7349e — 002 3.8516e — 009 1.2464e — 010
10 | 1.0000e 4 009 | 1.0066e + 000 2.3471e — 008 2.6876e — 010

Tabela 1.2: Comparacao da perda de ortogonalidade para GSC, GSM e
GSMR.

Observe que o GSMR apresenta melhores resultados que o GSC e GSM.
Porém, ainda hd margem para melhorias no procedimento de reortogona-
lizagao.

Apresentamos o GSC e o GSM novamente, pois nossas matrizes ortogonais
sdo aleatdrias. Portanto, a matriz A em questao é diferente da matriz do
Ezemplo 1.8.

Observagao 1.5. Ejustiﬁcado que as colunas referentes ao GSC e ao GSM
sao novamente apresentadas devido a aleatoriedade das matrizes geradas. No
entanto, fizrando a semente da geracao, seria possivel reproduzir exatamente
0 mesmo experimento, de modo que a repeticGo nao seria necessdria. O

O processo de reortogonalizagdo pode, eventualmente, ndo apresentar
bons resultados. H& certos problemas que necessitam uma robustez no
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célculo de vetores ortogonais. Uma possivel melhoria é através da super-
ortogonalizacio, termo definido por Rutishauser. Nao pretendemos nos apro-
fundar nesse tema mas sugerimos [45], uma cole¢ao péstuma dos trabalhos
de Rutishauser. Outra opcao para o problema da perda de ortogonalidade
é a utilizagao das transformacoes de Householder.

1.5 Subespacos Ortogonais

Definigao 1.13. Sejam L um espago vetorial com produto interno e S um
subconjunto de L. Definimos o complemento ortogonal de S em L e denota-
mos por S+ como o conjunto de todos os vetores de L que sdo ortogonais a
todos os vetores de S, ou seja,

St={leL|{l,m)=0,Yme S}

Note que, se S = {0}, entido S+ = L. Ademais, se uma base de L
pertence a S, entdo S+ = {0}.

O complemento ortogonal de qualquer subconjunto S de L é um su-
bespaco vetorial de L. Por essa razio, s vezes S+ é denominado subespaco
ortogonal a S.

Propriedade 1.4. Sejam L um K-espago vetorial com produto interno e
S wm subconjunto de L. Entdo, o complemento ortogonal S+ de S é um
subespaco vetorial de L.

Demonstragio. Seja m € S um vetor arbitrario. Note que 0 € S+, pois
(0,m) = 0. Dados Iy,l2 € S* temos (I;,m) = (I, m) = 0, que nos leva a

(i +1la,m) = (ly,m) + (la,m) =0+ 0=0.
Portanto, 1 + Iy € S*. Por fim, se A € K el € ST temos
(A,m)y=X(l,m)=X-0=0.
Portanto, Al € S*+. O

Até agora assumimos S como um mero subconjunto de vetores de L.
Porém, se S é um subespaco vetorial de L, entdo S+ apresenta algumas
propriedades interessantes adicionais.

Propriedade 1.5. [26, pdg. 179] Seja L um K-espago vetorial com produto
interno. Além disso, seja M um subespago vetorial de L e B = {my,...,my}
um conjunto gerador de M. Entdo, | € M+ se, e somente se, (I,m;) = 0,
i=1,...,n.

Demonstragao. Sejam € M e como B é um conjunto gerador de M, existem
escalares ay, ..., ay,, tais que

n
m = E a;my.
i=1
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Assim, para [ € L, tal que (I,m;) =0,i=1,...,n, temos

n n
m) = <z,zaimi> =S tom) =0
i=1 i1
Portanto, | € M. Por outro lado, se | € ML, entdo (I,m) =0, Vm € M,

em particular, para os vetores de B. O

Teorema 1.6. [26, pdg. 179] Sejam L um espago vetorial de dimensao
finita com produto interno e M um subespaco vetorial de L. Entdo,

L=MaoM"
Demonstragao. Seja B = {m1,..., my} uma base ortogonal de M (Proprie-
dade 1.5) e seja € = {my, ..., my, Mg11,..., My} uma base ortogonal de L.

Assim, pela Propriedade 1.3, para todo | € L,

“ ({1, my) k (1, my) L (1,m;)
=2 2””:Z||7mu2m"+ 2 el

~malP ™ T 2
Claramente
m; € M
; Hmzll
e, ainda,
n n [
l,m; 1 m;
my, Z <’m22>m,* = Z <,m12> (mj,m;) =0, j=1,...,k
i=k+1 ”mZH i=k+1 Hml”

Segue-se, portanto, da Proposi¢ao 1.5, que

n

Z <l’m12>ml S MJ'.

i=k+1 HWLZH

Logo, L = M + M*. Por outro lado, seja m € M N M+, Assim, (m,[) =0,
para todo I € M, em particular, para [ = m, ou seja, (m, m) = 0, implicando
em m = 0. O

Uma consequéncia imediata do teorema acima é que
dimyg L = dimgM + dimg M. (1.5.5)

O complemento ortogonal de um subespago vetorial M é utilizado para
aproximar elementos de L por elementos de M e tem diversas aplicacoes em
matematica, como solugoes aproximadas de sistemas lineares incompativeis,
aproximagao de fungbes por polinémios, entre outras.
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Propriedade 1.6. [26, pdg. 182] Sejam L um K-espago vetorial com pro-
duto interno e M um subespago vetorial de L. Entdo, para cadal € L, existe
um tnico m € M, tal que l —m € M*.

Demonstragao. Seja B = {my,...,m,} uma base ortogonal do subespago
vetorial M. Para cada [ € L, considere

l,m l,my,
) m
[[mal [l
Assim, m € M e paracadai=1,...,n,
<l —m, mt> = <l7mt> - <m‘7mf’£>

= 0.
Portanto, pela Propriedade 1.5, 1 — m € M*.
Provemos, agora, a unicidade. Para isso, sejam m, m’ € M, tais que | —m €
Mt el—m'e M*. Entdo,

m—m'm—-m'y = (m—-—m',(m—-—m)+(1-1)

= (m—m/;m—10)~+ (m—m'l—m)

0+0=0,

poism—m' e M, m—1e M‘tel—m'e M. Logo, m —m' =0, ou seja,
m=m'. O

Definigao 1.14. Sejam L um K-espago vetorial com produto interno e M
um subespaco vetorial de L. FEntao para cada | € L, aquele m € M tal
que l —m € M+ € denominado a projecio ortogonal de | sobre o subespago
vetorial M, e denotado por m = proj, (.

Na préxima secao aprofundamos o estudo sobre as projegoes ortogonais.
A Propriedade 1.6 diz que a projecao ortogonal é tinica e

<l7m1>m 4. <l7mn>

2 2
([ [l

projyl = M. (1.5.6)

Propriedade 1.7. [26, pdg. 183] Sejam L um K-espago vetorial com pro-
duto interno e M um subespaco vetorial de L. Para cada l € L, as sequintes
afirmacgdes sao equivalentes.

1. Exziste mg € M tal que l —mg € M*.
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2. Existe mg € M tal que ||l —mgl| < ||l —m||, Ym € M e m # my.

Demonstracio. Seja mg € M tal que | —mg € M+. Para cada m € M,
temos m — mg € M e assim [ — mg L m — myg. Segue do Exercicio 49 que

1= ml* = Il = mo +mo —m||* = |1 = mol|* + [lm — ma||*.
Portanto, para m # my,
[1 = moll < (Il =m].
Por outro lado, seja mg € M, tal que
(1 —moll <l —m]l, Ym € M, m # my. (1.5.7)

Suponha, por absurdo, que | — mg ¢ M*, ou seja, existe m; € M tal que
(l = mg,m1) # 0. Como m; # 0, considere o subespaco vetorial

M’ = span{mg, m1}

que, nos diz que M’ C M e dimgM' = 1 ou 2. Pela Propriedade 1.6, existe
projyy 1= myg. Assim, [ —m{) € M'* e, portanto,

Hl - mE)H < Hl - m'H , VYm' e M', m' # mj,.
Note que, m{, # mg, pois (I — mg,my) # 0. Dal,
(|0 = mg]| < [ = moll- (1.5.8)
De (1.5.7) e (1.5.8) temos
1= mol| < ||l —mb|| < I —maoll,
uma contradigao. O

A interpretagao dessa proposigao é que proj,, [, quando existe, é a melhor
aproximacao de [ por um vetor de M e vice-versa.

Quando a dimenséao de M for finita, o problema de determinar a projecao
ortogonal de um vetor [ € L sobre M é equivalente a determinar um vetor
m € M que melhor se aproxima de L. Na Secao 2.1 veremos o método
dos quadrados minimos para a resolugao de sistemas lineares, que se baseia
essencialmente nesse resultado.

Exemplo 1.10. /26, pdg. 184]

1. Sejam R3 com o produto interno canénico, | = (3,0,2) e o subespago veto-
rial M = span{(1,0,—2),(1,1,1)}. Queremos calcular proj,; [, mas note
que, m; = (1,0,—2) e mgo = (1,1,1) ndo formam wma base ortogonal de
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M. Assim, inicialmente precisamos encontrar uma base ortogonal {l1,l2}
de M. Pelo processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt, obtemos
ll = mip = (1a07_2)

(ma, 11)
I ?

12 = mg —

1
= (1,1,1)+ 5(1707 —2)

1
= -(6,5,3).
2(6,5.,3)

Portanto, por (1.5.6),

<lvll> <l712>l2 _ 1

1 (13,12, 10).
[ 1Y

projyl =

2. Definimos Ri[z] o espago dos polinémios de grau menor ou igual a k.
Seja L = Rs[z] com o produto interno

1
w.0) = [ pla)ato)do.
Vamos calcular o polinémio de grau 1 que melhor aprozima p(z) = x3.
Como Ry[z] tem dimensao finita, o problema € resolvido encontrando
PIOJR, (] x3. Com efeito, seja B = {1,x} a base candnica de Ry[z].
Como a base nao € ortogonal, apliquemos o processo de ortogonalizagao
de Gram-Schmidt,

pi(z) = 1

(z,1) 1

po(z) = x——T5l=x——.

1] 2

Logo,

3 3 1
A Gty <w7w—2>( 1)
PIOJR, (o] Z° = 1+ z— =
Ry [z] ”1“2 H.T B %HQ 2

B I S S W I
4010 2) 10 5

1.6 Projecoes e Projecoes Ortogonais

Para entender as ideias bésicas do método de quadrados minimos precisare-
mos desenvolver alguns conceitos sobre projegoes ortogonais. Seja P € K™*™
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uma matriz quadrada. A matriz P é uma projecdo se, e somente se, P2 = P.
Portanto, chamamos de matriz de projegdo ou projetor, uma matriz qua-
drada P que satisfaz a propriedade P? = P.

A interpretacao geométrica de uma projecao P é que, para todo vetor
x € K", o vetor Pz é a “sombra” de x sobre Im(P). Se z € Im(P), entao a
“sombra” de x sobre Im(P) é o préprio z, ou seja, Px = z. A demonstracao
desse fato é simples: dado x € Im(P), existe y € K™ tal que x = Py. Logo,

Pz = P(Py) = Py = Py =z.

Neste contexto, o Teorema do Ntcleo e da Imagem pode ser reescrito da
seguinte forma: Seja P € K™*"™ uma matriz de projecdo, entao

K" = Ker (P) @ Im(P). (1.6.9)

Embora este resultado valha para qualquer matriz A € K™*" restringimos
as matrizes quadradas e de projecao, pois é o que necessitamos.

Definig¢ao 1.15. Seja P € K™ ™ um projetor. Dizemos que P € uma matriz
de projegio ortogonal ou um projetor ortogonal se os subespagos Ker (P) e
Im(P) sao ortogonais.

Essa definicao é clara do ponto de vista geométrico, porém nao muito
pratica do ponto de vista algébrico. O préximo resultado permite utilizar
matrizes de projegao ortogonal em contextos algébricos.

Propriedade 1.8. [147, pdg. 44] Seja P € K™ um projetor. Entdio, P é
uma matriz de projecdo ortogonal se, e somente se, P = P*.

Demonstragao. (=) Seja P um projetor ortogonal. Note que, para todo
y € K" (y— Py) € Ker (P). Portanto, pela defini¢ao de projetor ortogonal,
para todos z,y € K", (Pz, (y — Py)) = 0 ou, equivalentemente, (Px,y) —
(Pzx, Py) = 0. Logo,

(z, Py) = (Px, Py) = (Px,y) = (z, P*y) .

Assim, P = P*.
(<) Seja P um projetor auto-adjunto. Para todos z,y € K", Px € Im(P) e
(y — Py) € Ker (P). Assim,

(Pz,(y—Py)) = (z,P*(y—Py))=(z,Ply—Py))
= (x,(Py— P%))=0.
Portanto, P é uma matriz de projecao ortogonal. O

Vejamos como determinar a matriz ou operador projecao ortogonal sobre
um subespago vetorial M de K™. Mas antes provaremos um lema que serd
utilizado nessa construgao.
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Lema 1.1. Uma matriz A € K™*™ tem posto completo se, e somente se,
A*A € ndo singular.

Demonstragao. Vamos demonstrar as contra positivas. Se A*A é singular,
entao existe x # 0, tal que A*Ax = 0, que implica 0 = (z, A*Az) = (Az, Az),
ou seja, Az = 0. Logo, A é singular e, portanto, tem posto deficiente.

Reciprocamente, se A tem posto deficiente, entdo existe = # 0, tal que
Ax =0 e, portanto, A* Az = 0. Logo, A*A é singular. O

Propriedade 1.9. [147, pdg. 46] Seja M um subespaco vetorial de K™ de
dimensaon > 1. A matriz P € K™*" de projecao ortogonal sobre M ¢é dada
por

P=A(A*A)" LAY
onde as colunas da matriz A sdo os vetores da base de M.

Demonstragao. Seja B = {ay,...,a,} uma base de M. Defina a matriz
A € K™*" cujas colunas sao os vetores da base B. Claramente, M = Im(A)
e, dado z € K™, considere y € Im(A) a projegdo ortogonal de z sobre
Im(A). Pela definigdo de projegao ortogonal (y — z) L Im(A) e, portanto,
(aj,y —z) = 0,4 = 1,...,n, que matricialmente se torna, A*(y — z) = 0.
Como y € Im(A), existe z € K™, tal que y = Az. Portanto,

AY(Az —2)=0 & A'Az=A": & z=(A"A)"'4%z
Note que, pelo Lema 1.1, (A*A)~! existe. Porém, queremos conhecer a
projecao ortogonal y que, de fato, é
y=Ax = A(A*A)~1A* 2
Chamando a matriz de projegao ortogonal de P e como z é um vetor ar-
bitrdrio de K", temos
P =A(A"A)"tA*
O
Observagao 1.6. A matriz P acima €, por construgdo, um projetor orto-

gonal. Porém, é um bom exercicio demonstrar esse fato e deixamos a cargo
do leitor (Ezercicio 79). O

Os projetores sdo muito utilizados em aplicacoes de dlgebra linear e, para
uma descri¢ao mais completa desse tema, sugerimos [136, 139].

1.7 Subespacos Fundamentais e a Alternativa de
Fredholm

Dada uma matriz A € K™ " seus quatro subespagos fundamentais em
dlgebra linear aplicada sdo o ntcleo de A, o nicleo de A*, a imagem de A e
a imagem de A*. Assim, temos a seguinte definigao.
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Defini¢ao 1.16. Seja A € K"™*",

1. O conjunto {x € K" | Az = 0} € chamado de nicleo de A e serd denotado
por Ker (A).

2. O conjunto {x € K™ | A*z = 0} € chamado de nicleo de A* ou coniicleo
de A e serd denotado por Ker (A*) ou Coker(A).

3. O conjunto {y € K™ |3z € K", Az = y} € chamado de imagem de A e
serd denotado por Tm(A).

4. O conjunto {y € K" |3z € K™, A*z = y} € chamado de imagem de A*
ou coimagem de A e serd denotado por Im(A*) ou Coim(A).

O préximo resultado afirma que Ker (A) e Coim(A) sdo complementos
ortogonais um do outro, assim como, Im(A) tem como complemento orto-
gonal Coker(A).

Teorema 1.7. Seja A € K™*™ wma matriz arbitrdria. Entao:
1. Tm(A)+ = Ker (A4%).
2. Ker (A)+ =TIm(4*).
Demonstracio. Dado = € Im(A)L temos, Vy € K™,
reIm(A)t = (1,4y)=0 <= (A*2,y)=0
— A'z=0 <= z¢c Ker(A4).

A peniltima equivaléncia segue imediatamente do Exercicio 51.
Para 2, seja 2 € Ker (A). Entao, Vy € K", temos

z€ Ker(A) <= (Az,y)=0 <= (z,A*y)=0
— & [Im(4")]*.

Portanto, Ker (A4) = Im(A*)* ou, de forma equivalente, Ker (A)+ = Im(A4*).
O

O seguinte corolario é uma aplicagdo direta desse teorema, do Teorema
do Ntcleo e da Imagem e do fato que rank(A) = rank(A*).

Corolério 1.3. Seja A € K™*™ wma matriz arbitrdria de porto r, entdo
1. dimg[Im(A)] = dimg[Im(A4A*)] = r.
2. dimg[Ker (A)]=n —r.

3. dimg[Coker(A)] =m —r.
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4. K" = Ker (A) @ Im(A*).
5. K™ = Ker (A*) @ Im(A).

Esse resultado é conhecido como Teorema Fundamental da Algebra Li-
near [102, pdg. 114]. Como consequéncia do Teorema 1.7 e do Coroldrio 1.3
demonstramos um resultado chamado de Alternativa de Fredholm.?

Teorema 1.8. [102, pdg. 222] (Alternativa de Fredholm) O sistema
linear Az = b, com A € K™ tem solugao se, e somente se, b € ortogonal
a Ker (A*).

Demonstragao. O sistema linear Az = b tem solucdo se, e somente se, b €
Im(A), e isso é equivalente a b € Ker (A*) pelo Teorema 1.7. O

Observagao 1.7. Em termos de conjuntos a Alternativa de Fredholm diz
que “b € Tm(A) < b€ Ker (4*)L7. Nessa forma a Alternativa de Fredholm
€ um simples coroldrio do Teorema 1.7. 0

Observagao 1.8. Uma forma equivalente de enunciar a Alternativa de
Fredholm € a segquinte [128, pdg. 155].

(Alternativa de Fredholm) Sejam A € K™ ™ ¢ b € K™. Entdo, exata-
mente uma das afirmagoes € verdadeira:

1. Ax = b € consistente, isto €, tem solugdo.
2. Existe y tal que A*y =0 e y*b # 0.

O

Exemplo 1.11. Vejamos como utilizar a Alternativa de Fredholm com base
no resultado da Observacao 1.8. Esse exemplo foi proposto por Scheick [128,
pdg. 155]. Suponha que A € K"*" seja auto-adjunta e tenha posto n — 1.
Suponha também que Au = 0 para uw = (1,...1). Vamos demonstrar que
Ax = b tem solugdo se e somente se by +---+ b, =0.

Com efeito, a Alternativa de Fredholm afirma que b € Im(A) se, e somente
se, b € Ker (A*). Portanto, para todo x € Ker (A*) = Ker (A), z*b = 0.
Por outro lado, Ker (A) é um subespaco 1-dimensional, assim © = Au, ou
seja, w € a base de Ker(A). FEntio, b € Im(A) < u*b = 0, ou seja,
b1+ +b,=0.

Exemplo 1.12. Podemos também utilizar a eliminacao gaussiana para de-
terminar as condigoes que garantam que Az = b tenha solugdo. Vejamos

Shttps://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fredholm/



32 Tépicos de Algebra Linear

um exemplo. Considere a matriz

1 -1 -1
A=1]1 1 1
0 -2 =2

e o wetor b = [by,bo,b3)T. A condi¢do para Az = b ser consistente é by —
by — bs = 0. Com efeito,

1 -1 -1 | 1 -1 -1 ]|b
1 1 1 |b| ~ [0 =2 =2 b —b
0 -2 —2 | by [0 —2 —2 | by

1 -1 —1 |y
~ 0 —2 —2 | by —by
L O 0 0 | by — by — b3

Portanto, a condi¢cdo para a consisténcia do sistema linear Ax = b € by —
by — bs = 0. Calculemos, agora, a condi¢cdo para o sistema linear ser consis-
tente utilizando a Alternativa de Fredholm. De fato, devemos encontrar as
condicées para que b = [b1, by, b3)" pertenca o Ker (A*)* = Tm(A). Primei-
ramente, calculemos uma base para Ker (A*). Com efeito,

11 0 11 0 11 0
-11 -2 |~02 -2|~]10 2 =2
-1 1 -2 0 2 -2 00 0

Logo, hd um grau de liberdade. Assim, Ker (A*) = span{[l, —1,—1]T}. Mas
queremos que b € Ker (A*)L, isto ¢, quando b*[1, —1,—1]7 = 0, se e somente
se, bl—bg—bgzo.

1.8 Exercicios

1. Expanda:
1. (21; + 5l2, 4my + 2my).
2. <4il1 + 3la,3mq + 5mo + m3>.
3. <47,l1 + 3[2, 3mq + dmo + im3>.
4. |1+ 20

2. Considere o espago vetorial K", onde K = C ou R. Sejam [ = (Iy,...,1,)
em = (my,...,my) vetores de K. Demonstre que sdo produtos internos
em K™:

n

Lo (l,m) = Lim;.

i=1
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10.

11.

n
2. (I,m) = ZOZMW, coma; ERF i=1,...,n.
i=1

. Seja L =R% e x = (z1,72) e y = (y1,y2) vetores de R?, demonstre que

(z,y) = T1y1 — T2y1 — T1Y2 + 4Ty

é um produto interno.

. Seja B = {e1,e2} a base canonica de R?. Encontre um produto interno

em R? tal que (e1, eg) = 3.

. Considere os seguintes vetores de R3, = (1,2,3), y = (1,0,1) e z =

(3,2,1). Assuma que (, ) é o produto interno canénico em R3. Calcule

1. 2z +y,2). 3. (z,y+2). 5. ||z
2 (1y). 1. (2,22). 6. Jlyl-

. Considere R? com o produto interno canénico. Sejam z = (1,3) e y =

(2, —1). Encontre o vetor z € R? tal que (z,z) =1 e (y,z) = —1.

. Sejam L = C? 2 = (4,2) € C2 e y = (0,3) € C? . Determine z € C2, tal

que (z,z) =2 e (y,z) = 2i.

. Seja L um R-espago vetorial e sejam x,y € L, tais que ||z|| = |ly|| =1 e
||z — y|| = 2. Determine (z,y).
. Considere L = C[z] e sejam f(t) = t? —it e g(t) = 3 +it?> — (2 + 5i)t + 3.

Considere em L o produto interno,

1

(f.9) = f(x)g(z)d.

0

. Calcule (f, g).
. Calcule || f]|.
. Calcule ||g]|.

=~ W N

. Normalize f e g.

Sabendo que ||I]| = 3 e ||m| = 5, com [ e m vetores de um espago
euclidiano, determine o € R tal que (I + am,l — am) = 0.

Seja L um K-espaco vetorial com produto interno ( , ). Demonstre que:

) =(,0) =0, para todo [ € L.
l =0

,m) , para todo m € L, entao [ = 0.
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12. Sejam L um C-espago vetorial e l1,lo € L. Demonstre a identidade de
polarizacgao

1 5 1 9 ) L2
I1,00) = = ||1 l — —|lly =1 — 1|l l — — |l =il
(I, 1) 4||1+2|| 4Hl 2||+4\|1+Z2|| 4“1 ila|

13. Seja L um C-espago vetorial com produto interno (, ). Sejam z,y € L,
mostre que vale a lei do paralelogramo:

2 2 2 2
[lu+0[" + [lu = vl = 2(|[ul]” + [lv]")-

14. Seja L um R-espaco vetorial com produto interno. Mostre que Va,y € L
vale ) )
l[]l” + llyll

<
() 5

15. Prove que em qualquer espago vetorial complexo com produto interno
vale
el = limllf < ([T = m]|.-

16. Seja S um conjunto de geradores do espago vetorial com produto interno
L. Se os vetores [,m € L sao tais que (I,n) = (m,n), para todo n € S,
entao prove que [ = m.

17. Sejam A € R?*2 ¢ X|Y € R?*! ¢ considere a aplicacio fa(X,Y) =
YTAX. Mostre que f4 é um produto interno em R?*! se, e somente se,
A= AT e det(A), a11, age sdo todos positivos.

18. Seja L um espaco vetorial real com produto interno. Demonstre que,
Vi,m e L, ||[l|| = ||m| se, e somente se, (I +m,l —m) = 0.

19. Sejam [ e m vetores de um espago vetorial euclidiano. Prove que (I, m) =
0 se, e somente se, ||l + am|| > ||l||, Va € R.

20. Demonstre que |||, [|]l5 € |||, S&0 normas.

21. Seja = = (x1, 29,23, 24) € RY. Demonstre que

o]l = 2J2] + /3] + max|as| 2 |z
define uma norma em R%.

22. Seja ||| uma norma em K". Mostre que | |z| — |ly||| < |z — y||, para
todos z,y € K™.

23. Mostre que se x € K", entao plirﬁlo Iz, = %/ -

24. Sejam z,y € R™ e defina ¢ : R — R por ¢(a) = ||z — ayl|,. Demonstre
T
Yy

yTy

que ¢ ¢ minimizada por o =
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25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

Mostre que em K", lim 2 =z se, e somente se, lim ¥ = Zj, para
k—o0 k—oo J

cada j=1,...,n.

|II]| = 1 para qualquer norma de matriz? Justifique.

Sejam A € K™*™ nao singular e ||-|| uma norma submultiplicativa. De-

monstre que [|A| 7! < [[A7Y.

Sejam A, B € K"*™ com A inversivel e [|-|| uma norma matricial submul-

tiplicativa. Demonstre que, se ||A_IB|| < 1, entao

L I+A7'B| < (14 [A71B]).
1

2. [T+ A"'B) N < ———==-
Demonstre que ||-|| g e [|-]|,, satisfazem os axiomas de norma em K™*".

Sejam A € R™ " invertivel ¢ B € R™ ™ tais que vale || B—A|| < [|A7Y|~L.
Prove que B ¢ invertivel.

Seja A € R™" tal que ||A|| < 1. Demonstre que I — A é néo singular.

Seja ||-|] uma norma arbitraria em K" e P € K™ uma matriz nao singu-
lar e defina a norma [|z||, = ||Pz|. Demonstre que, [|A], = ||[PAP™|.

Sejam A € K™, Demonstre que ||A* Al < [|A]|%.

Demonstre que se L é uma matriz triangular inferior com diagonal for-
mada por elementos reais, entao a desigualdade

V2| Lllp < |IL+L*|F.

Seja A € K™*™ de posto p. Demonstre que,
L Allz < [ AllF < VpIAll2.

2. ([ Allz < \/lIAlL [ Alloo-

Sejam A € K™*" ¢ B € K™*". Demonstre a validade da desigualdade
[AB|r < [[All2]|Bl|#-

Mostre que se 0 # x € K" e A € K™ entao

za* Ax|?
o (=52, e 1522
F

xr*x xr*x

Suponha que x € K™ e y € K". Mostre que se ¥ = xy*, entao

LBl = 1By = llzlly ¥z
2. Bl < ll2llog 19l
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39. Seja L = C**2 com o produto interno (A, B) = tr(AB*). O subconjunto

N (E T IEENERD)

é ortonormal?

40. Considere o espaco vetorial R? com o produto interno (I,m) = zy; +
2x9y9, para | = (x1,x2) e m = (y1,y2). Verifique se os vetores abaixo sao
ortogonais em relacdo a esse produto interno.

41. Considere o espaco vetorial R%2. Dé um exemplo de vetores linearmente
independentes que nao sao ortogonais e um outro exemplo de vetores
ortogonais que nao sao linearmente independentes.

42. Seja L um espago vetorial com produto interno. Dados I, m € L com m
(&, m)

2
[[ml]

nao nulo e A = , mostre que [ — Am é ortogonal a m.

43. Seja M = {(z,y,2) € R? |22z — 3y = 0}. Determine uma base ortonormal
de M, considerando o produto interno canénico de R3.

44. Determine a € R tal que os vetores [ = (1,a+1,a) em = (a—1,a,a+1)
sejam ortogonais em R3, considerando o produto interno canénico de R3.

45. Sejam x = (21, 22,73) ey = (y1, Y2, y3) vetores em R3. O produto vetorial
de z por y é definido como o vetor
T Xy = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) -
Prove que valem as seguintes propriedades:
TXY=—yXux.
rx (y+y)=zxy+axy.
z X (ay) =alz xy), v € R.

x x y =0 se, e somente se, {z,y} ¢é linearmente dependente.

AL

x X y é ortogonal a x e a y.

46. Seja L um espacgo vetorial com produto interno de dimensao finita e base
ortonormal {l,...,l,}. Mostre que, para quaisquer vetores [,m € L,

(Lmy =Y (1, L) (m, ).

i=1
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47.

48.

49.

50.

51.

52.

Seja B ={li,...,l,} um conjunto ortogonal de vetores nao nulos em um
espago vetorial L com produto interno. Seja | € L.

1. Demonstre a desigualdade de Bessel:

. l7l7 2
SO BT e,

2
i=1 ”lLH

2. Mostre que a igualdade (chamada de identidade de Parseval) vale se,
e somente se,

ou seja, B é uma base de L.

Seja L um espago vetorial com produto interno. Para quaisquer vetores
l,m € L, prove que ||l|jm + ||m||l e ||I|jm — ||m/||l sdo ortogonais.

Seja L um K-espago vetorial com produto interno e sejam [, m € L.
1. Mostre que se | L m, entao ||l +m|* = [[I||* + ||m]|.

2. Para K = R, mostre que se ||l + m||* = ||I||* + ||m|®, entdo I L m.
3. Mostre que o item anterior é falso para K = C.
4.

Para K = C, mostre: [Jal + m|? = |lal||* + ||8m]|* para todos o, 8 €
C se, e somente se, [ 1 m.

Seja L um espaco com produto interno. A distancia entre dois vetores
l,m € L é definida por

d(l,m) = ||l —m| .

Mostre que,

1. d(l,m) =0

2. d(l,m) = 0 se, e somente se, | =m

3. d(l,m) =d(m,l)

4. d(l,m) < d(l,n) 4+ d(n,m), para todo n € L.

Seja L um espago com produto interno. Mostre que I = m se, e somente
se, (I,n) = (m,n), para todo n € L.

Seja L um K-espago vetorial com produto interno e C' C L um conjunto
convexo e seja | € L fora de C, isto é, 1 ¢ C. Se existirem z1,z9 € C,
tais que para todo x € C,

0=zl <=zl e |l - ol <[l -2,

entao x4 = xo.
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53. Scja B = {[1,2,1]7,[1,0,1]7,[1,2,0]7} uma base de R3. Use processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt classico e modificado para encontrar
um base ortonormal de R? a partir de B, considerando o produto interno
canénico de R3.

54. ScjaB = {[1,0,1,-2]7,[1,-1,1,2]7,[1,2,-1,0]",[~1,1,0,1]7} uma base
de R*. Use processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt classico e mo-
dificado para encontrar um base ortonormal de R* a partir de B, consi-
derando o produto interno canénico de R%.

55. Considere a base B = {[1,4]*, [i,1]*} de C2. Use processo de ortogona-
lizagdo de Gram-Schmidt cldssico e modificado para encontrar um base
ortonormal de C? a partir de B, considerando o produto interno canénico
de C2.

56. Seja B = span{[l +i,1 — 3i,2 +4]*,[1 — 4,3 + 24,1 — i]*} C C3. Use
processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt classico e modificado para
encontrar um base ortonormal do subespago vetorial B, considerando o
produto interno canénico de C3.

57. Ortonormalize o conjunto de vetores
{[1,1,0,2]7,[1,~1,1,2]",[2,0,1,4)7} C R*.
O resultado muda apdés uma permutacao dos vetores?
58. Determine uma base ortonormal para o subespago vetorial
M = {(z,y,z,w) € R} |z +y =1}
59. Encontre uma base do subespaco vetorial ML, onde M é o subespaco

vetorial de R* gerado pelo vetores (1,0,1,1) e (1,1,2,0). Ortonormalize
essa base. Considere o produto interno candnico.

60. Encontre uma base ortonormal para I+ em C?, onde I = (1,i,1 + ).
Considere o produto interno canénico.

61. Considere R* com o produto interno canénico. Encontre uma base orto-
gonal para M e uma base para M=, onde

M ={(z,y,z,w) ER* |z +y + 22 —w=0}.
62. Considere R? com o produto interno
((z1,91,21), (T2, Y2, 22)) = 2122 + 2y1Y2 + 2120.
Encontre uma base do subespago ortogonal a

M = span{(1,1,1),(0,—-2,-3)}.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

1.

T2.

Considere Ra[z] com o produto interno

(v, q) :/o p(z)q(z) dx.

Determine uma base ortonormal de M+ = span{1, 22 + 3}.

Seja L = %([—1,1],R) com o produto interno

(f.9) = /_1 f(x)g(x) dz.

Seja M € L o subespaco vetorial das funcdes impares. Determine M.

Seja L = C™™ com o produto interno (A, B) = tr(AB*). Encontre o
complemento ortogonal do subespaco vetorial das matrizes diagonais.

Demonstre a identidade de Apolénio: Seja L um K-espago vetorial com
produto interno entao, para todos [,m,n € L,

2
2= mlf* + [} = ||

1 1
:§||mfn||2+2Hlf§(m+n)

Sejam L um K-espago vetorial com produto interno e M, N subespacos
vetoriais de L, tais que M C N+ e L = M + N. Mostre que M = N-+.

Sejam L um espago vetorial com produto interno de dimensao finita e
B = {li,...,l,} uma base ortonormal de L. Se T' € L(L,L) ¢ A = [T,
mostre que a;; = (T(l),l;), i, =1,...,n.

Sejam M7, My subconjuntos de um espago vetorial L. Demonstre que se
My C Ma, entdo My~ C Mi-.

Sejam L um K-espago vetorial com produto interno e S um subconjunto
de L.

N\
1. Mostre que span S C (S ) .
N\
2. Se L tem dimensao finita, mostre que (S ) = span S.

Sejam M e N subespagos vetoriais do K-espago vetorial L de dimensao
finita com produto interno. Demonstre que

1. (M +N)t=M-nN-

2. (MNN)t =Mt 4+ N

Sejam L um C-espago vetorial com produto interno e M um subespago

vetorial de L. Suponha que [ € L é um vetor que satisfaz (I, m)+ (m, 1) <
(m,m), ¥m € M. Prove que | € M*.
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73. Sejam L um K-espago vetorial, tal que L = M; & My. Sejam f1 e fa os
produtos internos de My e Mo, respectivamente. Mostre que existe um
Unico produto interno f em L, tal que

1. My=Mj, e

74. Seja M um subespago vetorial de um K-espago vetorial L com produto
interno e de dimenséo finita. Mostre que, cada classe de equivaléncia em
L/M contém exatamente um vetor que é ortogonal a M.

75. Considere R3[z] com o produto interno

1

(p.q) =Y p(k)q(k).

k=-2
Calcule projg, ] (22 —1).

76. Considere ([0, 27],R) com o produto interno

2T

(frg9) = : f(t)g(t)dt.

Determine a fungao de M = span{1,sent,cost} que melhor aproxima
f(t)=t—1em [0,2n].

77. Considere R?*? com o produto interno canénico. Seja
-1 0 70
Mfspan{< 3 1 )’(O 4 )}
Determine o vetor de M que melhor aproxima
0 -1
X = ( - ) |
78. Sejam L um espaco euclidiano de dimensao finita e M um subespago
vetorial de L. Mostre que, VI,m € L,
(projs I, m) = (I, projs; my .

79. Seja A € K"™*™ uma matriz de posto completo. Demonstre que a matriz
P = A(A*A)~1A* ¢ um projetor ortogonal.

80. Sejam
11 1 1 3
- 0 -1
A=1_0 e B=1_ 4
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81

82.

83.

84.

85.

86.

87.
88.

89.

90.

91.

92.

1. Encontre o projetor ortogonal P em Im(A) e calcule P(—1,0,1,2).
2. Encontre o projetor ortogonal P em Im(B) e calcule P(—1,0,1,2).

Seja P uma projegao nao nula. Demonstre que | P, > 1 e que ||P||, =1
se, e somente se, P é uma projegao ortogonal.

Seja A € R™*™ com m > n. Demonstre que ATA é nao singular se, e
somente se, A tem posto completo.

Sejam P, P, € R™ "™ projegoes sobre subespacos distintos. P;+ P é uma
projecao? Justifique.

Seja P € R™™ um projetor. Demonstre que I + P é nao singular e
encontre (I + P)~L.

Demonstre que se P € R™*™ é um projetor ortogonal, entdo I — 2P é
uma matriz ortogonal.

Demonstre que o conjunto dos valores singulares de uma projecao orto-
gonal sdo {0, 1}.

Seja P € K™™ um projetor ortogonal. Demonstre que ||P|ls = 1.

Mostre que A € R™*"™ é simétrica definida positiva se, e somente se, sua
decomposicdo SVD é da forma A = VEVT, com ¥ néo singular.

Demonstre que se A € R™™ é uma matriz simétrica definida positiva e
a > —op, entdao A+ al é também simétrica definida positiva com valores
singulares o; +«a, j = 1,...,n.

Sejam A € R™ ™ e a > 0. Encontre uma expressao para os valores
singulares de (AT A + aI)™'AT em termos de a e dos valores singulares
de A.

Considere a seguinte matriz real

1 2 -2 1
0o 3 2 1
A= -1 -3 2 0
1 -2 2 -1

Encontre uma base de Ker (A*).
Encontre uma base de Ker (A*)+.
Encontre uma base para o subespaco gerado pelas colunas de A.

H4& alguma relacao entre os itens 1, 2 e 37 Justifique.

CU W=

Utilize a Alternativa de Fredholm para determinar as condicoes para
Az = b ser consistente.

Para cada matriz abaixo encontre as condigoes sobre b para que o sistema
linear Az = b seja consistente.
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

Tépicos de Algebra Linear
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
1 -1 10 2 -1 10 3.] -1 -1 0
0 01 0 00 0 01
Demonstre a equivaléncia entre o Teorema 1.8 e a Observacao 1.8.

Seja V' € K™ um subespago vetorial gerado pelos vetores {vi,...,v,}.
Demonstre que z € V=+ se, e somente se, x € Ker(A*), onde A =
[U1,. .., 0p].

Demonstre que:

1. Ker(A) = Ker (A*A) 4. Im(A*) =Im(A*A)
2. Ker (A*) = Ker (44%) 5. rank(A) = rank(AA*)
3. Im(A4) = Im(AA*) 6. rank(A) = rank(A*A).

Seja A € K™*" uma matriz auto-adjunta. Demonstre que o sistema
Az = b é consistente se, e somente se, b é ortogonal a Ker (4).

Seja A € K"™*™, Prove que se {x1,...,z,} formam uma base de Im(A*),
entdo {Axy,..., Az, } formam uma base de Im(A).

Demonstre que um sistema linear Az = b consistente tem uma tdnica
solugdo y € Coim(A) satisfazendo Ay = b. A solucdo geral do sistema
linear Az = béx = y+z, com z € Ker (A). Ademais, a solugao particular
w é a solucao de menor norma euclidiana entre todas as solugdes do
sistema linear Ax = b.



Capitulo 2

Quadrados Minimos

Neste capitulo introduziremos o conceito de quadrados minimos, além de
demonstrarmos algumas propriedades. A disputa sobre a “paternidade” da
ideia de quadrados minimos é um pouco controversa. Em 1805 Adrien-Marie
Legendre publica um livro [87] onde descreve de forma inédita, clara e concisa
o método dos quadrados minimos, enquanto em 1808/1809 um matematico
americano chamado Robert Adrian “descobre” tais ideias naquele livro.
Porém em 1809, Johann Carl Friedrich Gauss publica um trabalho sobre
o calculo de drbitas celestes, descrevendo o método em questao e declara
ser o inventor do método de quadrados minimos, pois o havia desenvolvido
em 1795 [143]. Uma andlise histérica sobre a controvérsia entre Legendre
e Gauss pode ser encontrada em [113], j& uma referéncia técnica sobre o
desenvolvimento do método de quadrados minimos é [100].

2.1 O Problema de Quadrados Minimos Lineares

O método de quadrados minimos é uma ferramenta indispenséavel nas ciéncias
aplicadas. Esse método posto em linguagem de élgebra linear é o arcabouco
para a determinacdo de uma “solugao” de um sistema linear sobredetermi-
nado Ax = b, ou seja, um sistema linear em que A € K™*" tem mais linhas
(equagdes) que colunas (incdgnitas).

O estudo dos problemas de quadrados minimos é muito recorrente e
tem uma vasta produgdo bibliogréfica associada, como [12, 58, 86, 100].
Nessa se¢ao pretendemos dar uma breve introducgao ao assunto e, portanto,
trabalhamos seus aspectos mais basicos. Utilizaremos a expressao quadrados
minimos ao conceito de quadrados minimos lineares, visto que quadrados
minimos nédo lineares nao fazem parte do escopo desse livro.

A ideia que estd por tras desse método é “resolver” um sistema linear
Az = b minimizando o residuo r = b — Az na chamada 2-norma, ou seja, a
norma obtida do produto interno canénico em R™. Mais a frente veremos
as ideias geométricas que fundamentam a escolha da solugdo de quadrados
minimos como sendo aquela que minimiza o residuo.
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Passemos, agora, a formalizacao do conceito de quadrados minimos. Con-
sidere um sistema linear Ax = b com A € R™*™ ¢ m > n. Em geral esse
problema nao tem solugao, pois uma solugao para o problema existe somente
se b € Im(A). Mas, como b € R™ e a imagem de A é um subespago de no
maximo dimensao n, essa escolha de b é bem dificil.

Na impossibilidade de sempre se ter b € Im(A), chamamos de solugao
do sistema linear sobredeterminado o vetor & de tal forma que b — A% tenha
a menor norma possivel. Formalizando matematicamente, pede-se que o
residuo

r=b—Axr e R™
tenha a menor norma possivel. Assim, a solugdo de quadrados minimos é o
vetor £ € R que minimiza
16— Axll, .

Isso indica que a solugao de quadrados minimos é o vetor & com Az € Im(A)
sendo o vetor mais préximo de b com relagao a essa norma. Caso b € Im(A),
entdo & é de fato a solugao do sistema linear, pois nesse caso o minimo da
norma do residuo é zero.

Vejamos um exemplo de como surgem problemas que culminam na re-
solugdo de um sistema linear sobredeterminado.

Exemplo 2.1. [147, pdg. 79] Suponha que sejam dados m pares ordenados
('1.17 91)7 ceey (xmv ym) € R27

com x; # x; para i # j. Esses pontos representam, por exemplo, medigoes
fisicas nos pontos x;. Queremos encontrar um polinémio de grau n — 1

p(m) = qap +a1x+a23;2 4+t anfm:"_l, n<m,

que descreva, de maneira salisfatoria, as medigdes coletadas. Para isso,
vamos determinar os coeficientes do polinomio de forma que minimizem a
soma dos quadrados da diferenca entre o valor de p(x;) e y; medido, ou seja,
estamos interessados em

m
min Y [p(zi) — vil*. (2.1.1)
i=1
O problema pode ser reescrito matricialmente como,

1 x7 - 3771171 Y1
n—1 ao

1 @z - ) Y2
n—1 ai

1oz oo @) Tl
’ Ay

1y - 2t nt Ym

Note que, a soma dos quadrados |p(z;) —yi|? em (2.1.1) € igual ao quadrado
da 2-norma do residuo, ||r||§, desse sistema linear, e a matriz do lado es-
querdo é conhecida como matriz de Vandermonde.

Ezemplificando, considere que tenhamos as sequintes 15 medi¢oes
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1. (1,1.03781) 6. (6,2.23287) 11. (11,0.49072)
2. (2,1.87969) 7. (7,0.89296) 12. (12,0.29978)
3. (3,2.65018) 8. (8,0.39126) 13. (13,2.35501)
4. (4,0.47452) 9. (9,0.29256) 14. (14,0.63270)
5. (5,1.45103) 10. (10,1.71118) 15. (15,2.43428).

Suponha que queiramos encontrar um polinémio de grau 10 que descreva no
sentido de quadrados minimos os pontos experimentais acima. Na Figura
2.1 mostramos os pontos e o polinomio de grau 10.

0 15
Figura 2.1: Polindomio de grau 10 que aproxima, no sentido quadrados
minimos, os pontos experimentais dados.

Nesse exemplo, apenas apresentamos a solugdo de quadrados minimos do
problema (Figura 2.1) e ndo dissemos como ela foi calculada. A chave para
encontrar a solugao de quadrados minimos é a projecao ortogonal.

Primeiramente note que, em geral, os problemas de quadrados minimos
nao cumprem a Alternativa de Fredholm (Teorema 1.8). Como jé dito,
o objetivo é encontrar um vetor & de forma que Az € Im(A) esteja o mais
préximo possivel de b, e nesse caso, a norma do residuo b— Ax é minimizada.
Isso claramente acontece quando projeta-se b ortogonalmente na imagem da
matriz A. A Figura 2.2 mostra, esquematicamente, a projecao ortogonal de
b sobre Im(A).
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Tm(A) %gb

Figura 2.2: Tlustracao para o problema de quadrados minimos em termos de
projecao ortogonal.

Chamando de P a matriz projecao ortogonal, entao a solucao de quadra-
dos minimos de Az = b é o vetor & € R", tal que A% = Pb. Para demonstrar
esse fato, precisaremos dos seguintes resultados auxiliares: o primeiro é o Te-
orema 1.7 e, o segundo, o Lema 1.1, que enunciamos novamente para fins
didaticos.

Lema 2.1. Seja A € R™ " wma matriz arbitrdria. Entio Tm(A)*t =
Ker (AT) ¢ Ker (A)*+ = Im(A*).

Lema 2.2. Uma matriz A € K™*™ tem posto completo se, e somente se,
AT A ¢ ndo singular.

Teorema 2.1. [147, pdg. 80] Sejam A € R™ "™ uma matriz que tem posto
completo (m > n) eb € R™. Um vetor x € R" minimiza a norma do residuo

7|l = [|b — Az|, se, e somente se, r L Im(A), ou seja,
Alr =0, (2.1.2)
ou equivalentemente,
AT Ax = ATb (2.1.3)
ou equivalentemente,
Pb= Ax (2.1.4)

onde P € R™ ™ ¢ o projetor ortogonal sobre Im(A).

Demonstrag¢ao. Como A, por hipdtese, tem posto completo, entao pelo Lema
2.2, AT A admite inversa. Comecemos demonstrando as equivaléncias. A
equivaléncia entre (2.1.2) e (2.1.3) segue da defini¢ao do residuo r,

Alr =0 & AT(b—Az) =0 & ATAz = ATh.

J4 a equivaléncia entre (2.1.2) e (2.1.4) segue das propriedades de projecao
ortogonal:

ATr =0 = ATb=ATAz = A(ATA)"1ATh= A(ATA)'AT Az

= Pb= Ax.
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Por outro lado,
Pb=Ax = Pb=A[(ATA) Y (ATA)x = Pb=PAx = Pr=0
= 0=ATpPr=AT [A(ATA)*lAT] r=ATr.

Agora, suponha que r L Im(A), pelo Lema 2.1, » € Ker (A7), ou seja,
ATy =0. Como ATr = 0 é equivalente a Pb = Az, suponha §j = Pb € Im(A)
e tome z € Im(A) que seja distinto de . Como z — ¢ é ortogonal a b — g,

2 ~112 ~ 2 ~112
10 =215 =116 = allz + 15 = 2llz > b= 9ll2-

Portanto, § € Im(A) é o tnico vetor que minimiza ||b —yl|,, para todo
y € Im(A). Por outro lado, se z € R” minimiza a norma do residuo |||, =
|lb — Azl|,, entdao por propriedades da projegao ortogonal, (b— Pb) L Im(A),
ou seja, r L Im(A). O

Observagao 2.1. 1. O sistema linear n xn (2.1.8) é conhecido pelo termo
“equagoes normais”. Portanto, como demonstrado, o sistema linear com-
posto das equagoes normais € nao singular se, e somente se, A tem posto
completo, ou seja, a solucao do problema de quadrados minimos tem
solugdo unica se, e somente se, A tem posto completo.

2. Caso A nao tenha posto completo convencionamos de considerar a solu¢ao
de minima norma. Ao longo desse livro, focaremos no caso de A ter
posto completo, embora esporadicamente falemos das solug¢des de minima
norma.

3. Em geral, a solugdo de quadrados minimos é encontrada resolvendo-se o
sistema linear AT Az = ATb, em vez de @ = (AT A)~1 AT,
|

Exemplo 2.2. Encontre a solu¢do de quadrados minimos do sistema linear

r+2y = 5
3z + 4y 11
Se+6y = 17

O sistema linear acima pode ser reescrito na forma matricial Az = b, onde

1 2 5
A=|3 4 e b=| 11
5 6 17

Note que, as colunas de A sao linearmente independentes e logo A tem posto
completo. Assim, AT = b admite uma Unica solucdo de quadrados minimos
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que pode ser determinada através da resolucdo do sistema linear AT Ag =

AT,
35 44 x| | 123
i)l ) =l

cuja solugio é x =1 ey = 2.

Para um sistema 2 X 2 encontrar a solu¢do das equagoes normais € simples.
Porém, quando a dimensdo aumenta o trabalho se torna hercileo. Como
AT A ¢ auto-adjunta (hermitiana) e definida positiva podemos aplicar a de-
composicdo de Cholesky, isto é, ATA = RTR, onde R ¢ triangular superior.
Mas, mesmo assim, hd limitagoes para essa abordagem. Para n > 1 a de-

composi¢cdo de Cholesky se torna bastante cara computacionalmente. Nesse
caso, o métodos iteralivos sao de grande valor.

Exemplo 2.3. Encontre a solu¢ao de quadrados minimos do sistema linear

r+2y =1
r+2y = 2

O sistema linear acima pode ser reescrito na forma matricial Az = b, onde

[13] e i)

Observe que esse problema nao satisfaz a hipdtese de A ter posto completo,
pois posto(A) = 1. Vejamos o que ocorre quando a hipdtese de ser posto
completo € quebrada. Para determinar a solu¢cdo vamos resolver o sistema

linear AT Az = AT,
2 4 z | |3
1 8|lyl "6l

O sistema acima tem um grau de liberdade, cuja solu¢do parametrizada €

T
i:[:s—zu A} 7

2

com A € R. Portanto, o sistema linear dado apresenta infinitas solugdes
de quadrados minimos, e nesse caso, tomamos a solu¢ao de menor norma.
Observe que o problema original € incompativel.

Exemplo 2.4. Considere o sistema linear do Exemplo 2.2. Podemos formu-
lar o problema de quadrados minimos utilizando a fatoracao QR da sequinte
forma. Suponha que A € R™*™ m > n, tenha posto completo e, isso nos
diz que eziste a fatoragio A = QR, com Q € R™*™ uma matriz com colunas
ortonormais e R € R™™ ndo singular. Sob estas condigées, ATA=RTR e
o sistema linear AT Az = ATb tem solucdo

i=(ATA)ATY = &= (RTR)HQR)Tb = &=R1Q"b.

LComo hé alguma confusdo entre autores, alertamos que em nossa definicdo exigimos
que a matriz seja simétrica.
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Portanto, o sistema linear AT Az = ATb é convertido em um sistema linear
triangular superior R = QTb. Utilizando o mesmo problema do Ezemplo
2.2,

up = ayp = [17375]T7
(ag, uy) s 44 + [26 8 217
= _—— =12.4.6]" — —[1.3,5]" = |—, —., ——
u2 az H’U,1||2 u1l [ s Ey ] 35[ y 9y ] 357 357 7

Logo,
1/v/35 13/4/210
Q=13/V3 4/v210
5/v35 —5/v2I0

e como R=QTA,
po [ V35 44/V35
L o 12/v/210 |

Assim, o sistema linear AT Az = ATb é convertido em um sistema linear
triangular superior Ri = QTb,

S (] - 2]

O resumo do desenvolvimento para problemas de quadrados minimos
para sistemas lineares sobredeterminados e de posto completo é: dados A €
R™*™ posto completo (m > n) e b € R™, a solugdo (tnica) de quadrados
minimos do sistema linear Az = b é 2 = Afb, onde AT = (AT A)~1AT.

A resolucéo de sistemas lineares subdeterminados de posto completo se-
gue uma metodologia andloga, porém agora busca-se uma solugao de norma
minima, entre as infinitas solugoes do sistema linear Az = b, onde A € R™*"
tem posto completo (m < n) e, nesse caso, = ATb, onde AT = AT (AAT)~1.
Os dois casos falados até agora sao casos particulares de solugao de um sis-
tema linear Az = b, cuja solucio é & = Atb, onde AT é chamada de inversa
de Moore-Penrose ou pseudoinversa.

Observagao 2.2. Vejamos como determinar a pseudoinversa de uma matriz
qualquer utilizando a decomposi¢ao em valores singulares. Com efeito, sejam
A € R™™ de postor e A = USVT a sua SVD. Primeiramente, observe
que a notagio Y. = diag(oy,09,...,0,) se refere 4 diagonal principal de
¥ € R™*", Dependendo da rela¢ao entre m e n, a matriz 3 pode ser uma
matriz quadrada, uma matriz retangular deitada ou uma matriz retangular
em pé. De forma genérica podemos representar a matriz % da sequinte forma

[0
=[5 o)
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onde ¥, = diag(o1,02,...,0,) € R™" é uma matriz quadrada invertivel.
Nessas condigdes, definimos

1o
. r nxm
Y= { 0 0} eR .

Note que, X1 satisfaz as quatro condicées de uma pseudoinversa? [111, pdg.
406]. A pseudoinversa de A é

T

1
AT =N v = V20T

.. 7
=1

onde Uy, = [ug|ug| -+ - |u,] € R™*" e V. = [v1|va] - - - |0, ] € R™™". O

Observagao 2.3. Com a defini¢ao de pseudoinversa podemos modificar a
forma como vemos a projecao ortogonal sobre um subespago vetorial M.
Construimos uma matriz A cujas colunas sao os vetores de uma base de M =
Im(A) e, com essa abordagem, a matriz A trivialmente possui posto completo
e, portanto, P = A(ATA)™1AT = AAT. Resumidamente, P = AAT, onde A
tem posto completo, € a matriz proje¢io ortogonal sobre Im(A). Se A ndo
tivesse posto completo, entao A*A seria singular (Lema 2.2) e, portanto,
para aplicar a metodologia acima teriamos que construir uma matriz A, cu-
jas colunas seriam as colunas de A que formam um conjunto linearmente
independente mazimal. Porém, por construcio, P = AAY ¢ a projecio or-
togonal sobre Im(A), mesmo para matrizes posto deficientes. Ou seja, as
matrizes (ou operadores) P = AAY ¢ Q = AYA sdo projetores ortogonais
(Ezercicio 6) e,

1. P é um projetor ortogonal sobre Im(A).
2. Q ¢ um projetor ortogonal sobre Im(AT).
3. I — P ¢ um projetor ortogonal sobre Ker (AT).

4. I —Q é um projetor ortogonal sobre Ker (A).

2X = A" se, e somente se, satisfaz as seguintes propriedades

AXA = A
XAX = X;
(AX)" = AX;

(AX)" = XA
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2.2 Sensibilidade dos Problemas de Quadrados Mi-
nimos

Nessa se¢ao apresentamos uma andlise de sensibilidade para solugoes de pro-
blemas de quadrados minimos. Vamos iniciar a anéalise entendendo como
perturbagoes sobre A € R™*" afetam a pseudoinversa. Vejamos um simples
exemplo de como as perturbagoes A + JA se tornam nao limitadas, quando
rank(A) # rank(A + 0A) [157, pdg. 219]. Sejam o # 0 e

o[58 - w0

Para e > 0 defina a perturbacao
0 €
=[]
Nao é dificil verificar que ||[0A|, = €. Assim,

€

0

o
A+od= { € /e —o/é

:| = (A+5A)T=(A+§A)*1:|: 0 l/e :|
Note que, rank(A) = 1 e rank(A + 6A) = 2. Logo,
T T: —1/0' 1/5
AT — (A+0A4A) { 1/e _0./62}

e, portanto,

1 1
Al = (a+oa)l|| > == .
H ( 27 ¢ ||04],
Por exemplo, para 0 =2 e ¢ = 0,01 temos
HAT B (A+(5A)TH2 _ \/16002080001.

Defini¢ao 2.1. Uma matriz B € R™™ ¢ dita uma perturbagio aguda de
A, se
rank(B) = rank(A) = rank(P4BPyr),

onde Py € a projegio ortogonal sobre Im(A).

Vamos demonstrar que se A + §A nao é uma perturbacao aguda de A,
entao resultados como os do pardgrafo anterior ocorrem.

Teorema 2.2. [136, pdg. 643] Se B = A+0A nao é uma perturbagio aguda

de A, entao

1
IBT = AT|ls > .
[[6All2

Ademais, se rank(B) > rank(A), entao

1
B> L
15 > 15y,
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Demonstragao. Se rank(B) > rank(A), entdo existe y € Im(B), [lyll, = 1,
tal que y € Tm(A)* (caso contrario trabalhe com A" e BT). Assim,

1=yTy =y Py =y " BBy = y"(A+5A)Bly = y"6 A BTy < ||0A|2||Bly| 2.

ou seja, || Bf|j2 = 1/ 64|, . Note que, Aty = ATP4y = 0, pois y € Tm(A)*.
Portanto,

1
o < 1Byl < [[(B" = ANylls < [ BT = AT[l>.
15A]2

O

Sob certas condigoes é possivel estimar a 2-norma de uma perturbacao
de uma matriz A.

Teorema 2.3. [157, pdg. 220] Sejam A,0A € R™*™. Se

1
rank(A) =rank(A+dA) =r e |0A], < T
ATl
entao ;
A
A+ Ayl < — Al
1—[|A"l2 [[6All2

Demonstragao. Considere os valores singulares de A, 01(A4) = -+ > 0,(A) >
0. Portanto, pela Observacao 2.2,

1
iy = ——

Pelo principio minmax [70, pdg. 89],

1 1

G (A+54) > 0p(A) — [[6Al = ——— — ||5A].
[ e el VU

O

Vejamos um fato conhecido sobre perturbagoes invertiveis de matrizes
invertiveis. Note que

B'A-I=BYB-6A)—1=B'B-B%A-1=-B"144,
o que nos diz que B~! — A=l = —B7 164 A~ com B = A+ §A. Portanto,
1B~ =AY < IBTH AT |8 A].-

Uma desigualdade semelhante é vélida para o caso das pseudoinversas com
certas restrigoes sobre A e B.
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Teorema 2.4. Sejam A, B,0A € R™*™ tais que B = A+ JA e rank(A) =
rank(B). Entao,
BT — AT|| < | BY|[|AT]| |5 Al (2.2.5)

onde p =1 para a norma de Frobenius e, para a 2-norma,

145
2

se rank(A) < min{m,n}

V2 se rank(A) = min{m,n}.

Demonstragido. A demonstracdo desse fato é extremamente longa. O re-
sultado para a 2-norma foi demonstrado por Wedin [157, pdg. 221] e, o
resultado para a norma de Frobenius, foi demonstrado por van der Sluis e
Veltkamp [149, pag. 263]. O

Coroldrio 2.1. [12, pdg. 27] 62[110(14 +0A) = A' se, e somente se,
—

lim rank(A + 0A) = rank(A4).

0A—0

Estimativas para | B — Af|| podem ser determinadas com hip6teses mais
fracas, mas para a norma de Frobenius. Para demonstrar esse fato, precisa-
mos de um resultado auxiliar.

Lema 2.3. [23, pdg. 340] Sejam U = (Uy,Us) € R™™ ¢ V = (1,V,) €
R™ ™ matrizes unitdrias, onde Uy € R™*" e V1 € R"*® comr <m e s < n.
Entao, para qualquer matriz A € R™*"™, temos

16A]17 = |UT SAVA T + |UT SA Va5 + |UF SA VAT + | UF SA V2.

Demonstrag¢ao. Como a norma de Frobenius é unitariamente invariante, ou
seja, |0 A||r = [UTSA V|| F, segue que

2

ULsAV, ULSAV:
||6AH%=\|UT6AV||%=H[1 L Ul }

UTSAV, UTSAV,

o
O

Teorema 2.5. [906, pdg. 958] Sejam A, B,0A € R™*™ tais que B = A+J§A
e rank(A) = r. Entao,

18" = A"l < max { 43,1873} 64 .

Demonstragao. Seja B = A+ §A € R™*™ com rank(B) = s. Considere as
decomposi¢oes em valores singulares de A e B,
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onde U = (Uy,U2),U = (U1,0s) € R™™ e V = (V1,V),V = (V1,Va) €
R™ "™ sdo matrizes unitdrias. A perturbagao dA é escrita da seguinte forma

A =B - A=U5V —U1%,W. (2.2.6)

Ademais,
UTU =1, = UfU =1, eUlU;=0,

VIVv=1I = VVVi=ILeVIVa=0,

UTU:[m = UlTﬁlzfseﬁlTUQZO,

VIV =1, = ViVi=ILeVIVa=0.
A partir dessas quatro identidades e utilizando (2.2.6), obtemos

s VI =0l s, =07 6A W,
o i i (2.2.7)
Ulths, — 2, VIV, = ULsAV,

UTU\S, =UJ6AV,  UTU\S, = —UT6A W,
o ) ) i (2.2.8)
S VIV = UT6AVy,  B,VIVa=—UT6AVs.

Como %, e X, sdo nio singulares, entdo (2.2.7) podem ser reescritas da
seguinte forma

vivist —»7l0fu, = 270l sAvist,
(2.2.9)
s ulo, - viivis;t = tulfsavis;t

As pseudoinversas de A e B sdo dadas por AT = ;2 1UT e Bf = Vi2 10T
e, portanto,
[

S0t - vt S0t
BT 7AT _ s 1 Y1 1 Y1y s 1 Y2
‘/ZT :| ( )(U17U2) |: *VZTV1E;1 0

(2.2.10)

[V @ - an@ow - |

Vst - s ol -2t o, }
vy '

‘/2T‘~/1 i;l 0

(2.2.11)
A partir de (2.2.10) e (2.2.11) e utilizando o fato da norma de Frobenius ser
unitariamente invariante, obtemos

2|BT — Af[|} = 157107 Uy — VIS Mg + 1155 0T Ua 3 + 1V Vi i

HIVIVET = S UT O + 15707 Oa||F + IV VIESH -
(2.2.12)
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Utilizando as equagoes (2.2.8), (2.2.9), (2.2.12) e o Lema 2.3, obtemos
2B — AT|l} = |E71 O SAVIS 5 + £ VT6AT U1
IV SATULE 2 + 12 U SAVIE
HISSEVIESAT DI, + V5 6 AT TSI

1
252
0703

< s [I0T6AVAIE + UT5A TR ]

1 - N
=5 [IVT AT ORI} + V5 AT O3]

54
JS

+=5 [V 6 AT UL + VTS AT Tl

ﬁq»‘ =

1 1 - N N
<max{ g, 2 } (10T 0AVI + 10764 VAl + |57 oA Vil
+ [UT6ATVAIS + |UTSA Va3 + | UF SA Vi3]

11 )
< 2max {U—é, ;} 15AJ%.
Mas, ||AT|| =1/o, ¢ ||BTH = 1/0,. Logo,
1B — A%l < mas {43,183} 4]
O

Observe que, k(AT A) = k(A)?, onde K(A) = ||[A7Y] - ||A| é o niimero de
condicdo da matriz A. Com efeito, seja B = AT A e considere a SVD de A

S 0]y
A=U 0 o] V.
Avaliando o produto AT A, obtemos
(22 0] 1
B=V 0 o] V.

Portanto,
w(B) = o1(B) _ o1(4)? _ K(A)2.
or(B)  o,(A)?
Assim, se A é mal condicionada, entdo o problema de quadrados minimos
sera muito pior condicionado. Uma regra prética é trabalhar com duas vezes
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mais digitos significativos do que os dados por A e b. Uma discuss@o mais
aprofundada sobre a aritmética de ponto flutuante do sistema normal é feita
por Bjorck [13, pag. 224].

Vamos considerar agora o efeito de perturbacgoes nas equagbes normais
AT Az = ATb sobre as soluces de quadrados minimos z = Afb. J4 haviamos
definido P4, a projecao ortogonal sobre Im(A), e agora, definamos Pj{
como a projecdo ortogonal sobre Ker (A7). Primeiramente apresentamos
uma discussdo baseada em Wedin [157] e, posteriormente, enfraquecemos as
hipéteses fazendo uma discussao baseada em Bjorck [13]. Antes de anali-
sarmos as perturbacoes de um sistema normal, demonstremos um resultado
chamado de Teorema da Decomposigao.

Teorema 2.6 (Teorema da Decomposigao). [157, pdg. 218] Sejam A,0A €
R™™ ¢ B= A+ A, entdao

B' — At = —BWGA AT + BIP;y — P AT, (2.2.13)
PyrPgr = —A'6A Par, (2.2.14)
P3P = P{6A BT, (2.2.15)
Bt — AT = —BYSA AT + (BTB)16 AT P{ + P26 AT (AAT)T. (2.2.16)

Demonstracio. Decomponha Bf — AT com respeito & Im(A) ¢ Ker (A7) =
Im(A)t em R™ e com respeito & Im(BT) e Ker(B) = Im(BT)' em R™,
obtendo

Bt — At = (Ppr+ Pg)(Bf — AN (Ps + P7)

= Pgr(BY— A" Py + BIP} — PL AT

Note que, pela Observagao 2.3,
Pgr(B' — A" Py = BTAAT — BTBAT = —BT6A AT, (2.2.17)

demonstrando assim a identidade (2.2.13). A demonstracao de (2.2.14) segue
de
PyrPgr = ATAPE = AY(B — §A)Pgr = —A'6A Py

A identidade (2.2.15) ¢ demonstrada analogamente e, utilizando o fato que
as projegoes ortogonais sao auto-adjuntas, uma consequéncia de (2.2.14) e
(2.2.15) é

P AT = PLPar AT = —PL 6 AT A*TAT,
(2.2.18)
B'P{ = B PgP{ = BIB*16 AT PY.

A identidade (2.2.16) é obtida quando substituimos (2.2.18) em (2.2.13). O
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Vamos estudar o comportamento do sistema normal quando perturbamos
a matriz de coeficientes A € R™*™ e o vetor de dados b € R™. A discussao se
aplica para sistemas sobredeterminados e subdeterminados, posto completo
ou nao. Para facilitar a notacao vamos definir algumas quantidades. Sejam
A+ JA a perturbagao de A e b+ 0b a perturbagao de b. A perturbagao da
solucio # = Afb é x4 6z = (A + 6A)T(b + 6b), j4 a perturbacio do residuo
r =b— Az é dada por r + or = (b + db) + (A + §A)(b + db). Denotemos
por & = ||A]j2||AT|l2 o nimero de condigao espectral (2-norma). Ademais,
€= [|6A|2/||Al]2 e y = ATtz = (AAT)'b. Note que re = ||Af||2 [|6A]|.

Teorema 2.7. [157, pdg. 224] Seja A € R™*™.  Assuma rank(A) =
rank(A + dA) e ke < 1. Entdio

[LEERS [ellzllz2 [[All2 + (1662 + rellr[l2] +ellyll2 [|A]l2 (2.2.19)

R
(1 — rel|All2)

[07]l2 < ellzll2 [[All2 + [150]]2 + welr]l2. (2.2.20)
Demonstracao. Pelo Teorema da Decomposicao, temos

bx = (A+35A)b+b) — ATy

(A +8A)IGAAT + (A+64) P = Py s p0r

AT] b+ (A+5A)6D

[—(A+0A)16Az + (A+6A)r + (A+54)100] — Py ra

Os termos entre colchetes pertencem & Im(A+48A)7, j4 o tltimo pertence ao
Ker (A 4+ §A). Tome a 2-norma de dz, aplique a desigualdade triangular e
fagamos algumas majoragoes de cada termo envolvido no computo de |[dz]|2.
Pelo Teorema 2.3, temos

1ATl2

I(A+84) |2 < — 5
— ATz [16A]12°

Assim,

(A +54) 5 Az]> <

(22.15)  2¢  |Ip
(A +64)Trll2 < (A +84) 2 [ Peassay PAl Il < Iz

1 — re || All2°
4 Ip
At sAsl,< |
A+ 5ayfabl < - T,
HP(JA+5A)T$H2 = |7 JA+§A)TPAT35”2

(2:2.14)

PG 5.ayr AT ATl < (|6 A]I2 [[y]l2-
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Concluindo, assim, a demonstragao de (2.2.19). Para demonstrar (2.2.20),
observe que

or

(b+0b) — (A+6A)(x + dz) — (b — Ax)
Phsay(b+0b) — Pib
= P sa0b+ Pl 5 Pab— PajsaPar.
Utilizando argumento similar & demonstragao de (2.2.14), obtemos
PlassyPa = Pla ) AAT = Pl 5 [(A+6A) — AJAT = — Py 50 AAT.

Da mesma forma que procedemos na demonstragao de (2.2.19), vamos ma-
jorar ||67]]2 estimando cada componente independentemente. Com efeito,

P4 5.40bll2 < [13b]]2,

1P 4 Pabll2 = | P50 AATD]l2 = || Py 50 A2 < [|6A]|2 |2,
n (2.2.15) +

IParsayPirlle < 16l [|AT|2 7]z,

demonstrando assim (2.2.20). O

Teorema 2.8. [13, pdg. 235] Considere o problema de quadrados minimos
dado por min||b — Azl com A € R™ "™ posto completo e b € R™. Sejam
A+ A e b+ b perturbacoes dos dados e assuma que a perturbacdo A+ 0A
é tal que rank(A) = rank(A 4+ dA) = n. Se termos de sequnda ordem sao
negligenciados, entdo

6z ]l2 < [|AT]l2 [H(Sbllz +[[8Al [lzl2 + [1AT]l2 [|6A]2 [Irll2 (2.2.21)

1672 < [16b]l2 + 16Al2 [[]l2 + [1AT]l2 [10A]|2 |72 (2.2.22)

Demonstragao. Considere o sistema aumentado associado ao problema de
quadrados minimos AT Az = ATb,

Lo [2]=1e )

O sistema aumentado é nao singular, pois A tem posto completo. Considere,
agora, o sistema aumentado das perturbagoes,

I A+ A r+or | | b+6b
(A+dA4)T 0 x40z | 0 ’
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Subtraindo o sistema nao perturbado do sistema perturbado e nao conside-
rando os termos de segunda ordem, obtemos

I Al[6or] [ ob—6Ax
AT 0 || oz | T | —0ATr |-

Pela férmula da inversdo de Banachiewicz? [13, pag. 20], temos

I A1 [ I—AMATA)IAT AATA)V) [P oAt
AT 0 | T | (ATA)TTAT  _(ATA)"L | T | AT —Afat |

Portanto,
ox = AN(6b — 5 Ax) + ATAT5 ATy

or = P5(6b— 0Ax) — A6 ATy,

O resultado é demonstrado apds o calculo da 2-norma e a utilizagdo da
desigualdade triangular. U

Se x # 0 e tomando db = 0, obtemos

Joal _ oAl
el =" Al

Af
onde, kg = r(A) {1 + M} )

llll2

Malyshev [92, pdg. 1188] mostra que as estimativas como as acima sao
superestimadores e apresenta uma estimativa mais precisa para krg, dada

por
+ 2
KLS = /-@(A)\/1 + {M} )

llll2

J& Grear [60, pag. 2943] apresenta outra estimativa, tanto inferior quanto
superior, para o niumero de condi¢do krg, além de fazer uma comparagao
entre as estimativas publicadas.

2.3 Exercicios

1. Encontre a solugdo de quadrados minimos para os sistemas lineares a
seguir.

20+22 = 2 z+3y =1
r—y+z =1 9 2e+y = 0
z+y+3z = 1 ' 20 +2y = 0
r+3y+2z = 1 -2y = 1

3MacTutor: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Banachiewicz/



60 Quadrados Minimos

2. Encontre o vetor pertencente & Im(A) mais préximo a b, onde

1 1
A=1|1 -1 e b=1]0
0 2 1

3. E possivel que um sistema de equagoes lineares com mais equagoes que
incégnitas ter mais de uma solucdo de quadrados minimos? Explique.

4. Utilize o método de quadrados minimos para encontrar a reta e a quadrica
que melhor ajustam os dados abaixo.

z|-6 —4 -2
y| 6 1 -1

0 4 6
0 8

2
3 15

Determine qual dessa curvas melhor ajusta os dados computando o erro
quadratico em cada caso.

5. Utilize o método de quadrados minimos para determinar o ponto na reta
y = 2z mais préximo de (1,1).

6. Seja A € K™*". Demonstre que P = AAT ¢ Q = ATA sao projetores
ortogonais.

7. O problema de quadrados minimos
minimize ||b— Ax||§

pode ser reescrito na seguinte forma funcional

m
minimize f(xlv e xn) = Z(ailml + o Qi — b1)2
i=1

Utilize derivacio parcial para deduzir a equacio normal AT Az = ATb.

8. [147] Tome m = 50 e n = 12. Usando o comando de Matlab linspace de-
fina ¢ um vetor coluna m-dimensional correspondente a um grid espacado
linearmente entre 0 e 1. Usando os comandos de Matlab vander e fliplr,
defina A uma matriz m x n associada ao problema de quadrados minimos
nesse grid por um polinémio de grau n — 1. Tome b como sendo a funcao
cos(4t) avaliada no grid definido. Agora, calcule e imprima (com uma pre-
cisao de 16 casas decimais) o vetor de coeficientes de quadrados minimos
x por seis métodos:

1. Formacao e solucao das equacoes normais, usando o comando de Ma-
tlab \,

2. Fatoracao QR computado por mgs (Gram-Schmidt modificado),
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10.

11.

12.

13.

. Fatoragao QR computado por house (Triangularizacao de Househol-

der),

. Fatoragdo QR computado por qr (também triangularizacdo de Hou-

seholder),

5. z = A\b no Matlab (também baseado em fatoragdo QR),
6. SVD, usando o comando svd do Matlab,

7. Os célculos acima irdo produzir seis listas de doze coeficientes. Em

cada lists, marque com caneta vermelha os digitos que parecem erra-
dos (afetados por erros de arredondamento). Comente as diferengas
observadas. As equagbes normais apresentam instabilidade? Vocé nao
precisa explicar suas observagoes.

. Sob as hipéteses do Teorema 2.7, encontre ||0x||2/||z||2 para o caso que

b e Im(A).

Sejam V' e W subespacos vetoriais de R™. Ademais, Py e Py séo
projecoes ortogonais sobre X e Y, respectivamente. Demonstre que, o é

um valor singular de Py Py se, e somente se, o

2 ¢ um autovalor de Py Px.

Mostre que rank(A) = rank(A + dA) nao é suficiente para A + JA ser
uma perturbagao aguda de A.

Considere a estimativa para ||6z|2 dada por (2.2.21). Demonstre que

iy sy [10212 /1541]

Al ”THQ}
ﬁOH(sAuzge lzll2 /1Al

2

){1—%

[58] Assuma ATAx = ATh, (ATA+ F)i = ATb e 2||F|2 < on(A)%
Mostre que se 7 = b — Az ¢ 7 = b— A&, entdo # —r = A(ATA+ F)"'Fz

e

[1£[l2
[l]]2-
1412

17 = rll2 < 2r2(A)
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Capitulo 3

Métodos Iterativos Basicos

Os métodos iterativos para a determinacao da solugdo de um sistema linear
obtido pelo método de quadrados minimos AT Az = ATb, ou para o problema
de norma minima y = Az, AATz = b, também chamadas equacdes normais
do segundo tipo, sdao essencialmente os mesmos métodos iterativos para a
determinacéo da solucéo de sistemas lineares em geral. As diferengas surgem
quando exploramos o fato de estarmos trabalhando com equagdes normais
e, com isso, conseguimos “aprimorar” os métodos ja conhecidos sem que
tenhamos que calcular o produto AT A (ou AAT) explicitamente.

Dado um sistema linear Az = b, com A € R™*™ de posto completo
e m > n, o problema de quadrados minimos AT Az = ATb tem solucio
tnica. Para resolver as equagdes normais em busca de tal solucao, precisamos
calcular AT A com um custo de O(n?m) flops, enquanto uma resolugio dessas
equagdes por algum método direto tem um custo, em geral, de O(n?) flops.
O problema é que, com o avango da ciéncia e da era dos dados, esse custo
computacional torna esses métodos de resolugao impraticaveis, pois n cresce
muito rapidamente.

Assim, chegamos nos métodos iterativos para a resolucao desses sistemas
lineares, e eles tém, em geral, um custo de O(n?) flops ou menos. No caso
de quadrados minimos, geralmente nio precisamos calcular o produto AT A
explicitamente, o que torna a utilizacdo de métodos iterativos para problemas
de quadrados minimos bastante atrativa.

Nesse capitulo trabalharemos com matrizes reais e parametros reais. As
ideias aqui discutidas se estendem naturalmente ao corpo dos complexos com
pequenas adaptacoes, e a bibliografia bésica que seguimos para o desenvol-
vimento do capitulo é o livro de Bjorck [12].

3.1 Meétodos Iterativos Estacionarios
A classe mais simples de métodos iterativos para resolver as equagdes normais

é a classe dos métodos iterativos estacionarios. Considere a decomposicao da
matriz das equacdes normais dada por ATA = M—N, onde M é néo singular.
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Sob essas condigdes os métodos iterativos estaciondrios tém a seguinte forma
Mz#+D = Ng®) 4 AT, k=0,1,2,... (3.1.1)

com z(¥, a aproximacdo inicial. Ademais, a matriz M deve ser escolhida
de forma que, para cada iteracdo k = 0,1,2, ..., o sistema linear Mz*+1) =
Nz®) + b seja de facil resolucio. Para garantir répida convergéncia do
método iterativo estaciondrio, pede-se que M ~ ATA e N ~ 0. Assim,
procuramos uma matriz M nao singular, que de alguma forma aproxime A e
que garanta fécil resolucdo para os sistemas lineares que sao gerados a cada
iteracao do método [156, pag. 545].

Antes de apresentarmos alguns métodos iterativos estacionarios, anali-
semos as condigoes de convergéncia do método iterativo estacionario geral
(3.1.1). Para esse objetivo, defina

G=MI'N=T-M1ATA e c¢=M"1AT, (3.1.2)

onde G é chamada de matriz de iteragdo. Assim, a equagao (3.1.1) pode ser
reescrita como
2D =Gz® 4o, k=0,1,2,... (3.1.3)

Definicao 3.1. Chamamos o método iterativo (3.1.3) de convergente se a
sequéncia de iteragoes {x(k)} convergir, para qualquer valor de 2 dado.

Nao ¢é dificil ver que se x é o limite da sequéncia {z(®)}, entdo é um ponto
fixo de f(z) = Gx + ¢, ou seja, x = Gz + ¢. Para demonstrarmos o teorema
de convergéncia do método (3.1.3) precisamos de uma definigao.

Defini¢ao 3.2. Seja G € R™™"™. O raio espectral de G, p(G), € dado por

p(G) = Jnax [\ (@),

onde \; € o i-ésimo autovalor de G.

Enunciaremos trés resultados que sao a base do estudo de convergéncia
dos métodos iterativos estacionarios.

Teorema 3.1. [144, pdg. 442] Sejam G € R™™™ e ¢ > 0. Entdo existe uma
norma de vetores tal que,

p(G) <G| < p(G) + e (3.1.4)

Demonstra¢ao. Seja x um autovetor associado a um autovalor A de G, assim
Gz = \z. Portanto,

Azl = l[Azl] = NGzl < (|G [l -

Como x é um vetor ndo nulo, entdo |A| < ||G||. Portanto, p(G) < ||G]|.
Agora, considere a forma de Jordan de G, isto é, J = P7'GP. Defina,
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D, = diag(1,¢,€%,...,e" ). Note que, J. = D-'JD, tem a mesma forma
de J, exceto pelo fato que os 1’s foram trocados por €’s. Portanto,

| Jelloo = | D' PTIGPD| < p(G) + €.

Seja S = PD, ¢ defina ||z|| = ||S~'z|| que ¢ uma norma. Logo,
IG]| = max ||Gz|| = max HSileHOO
[l=]l=1 8~ el o =1
= max |[ST'GSy = max ||Jey
lylloo=1 | = o 1o

[elloo < p(G) +e

O

Observe da demonstragao que a primeira desigualdade de (3.1.4) é valida
para qualquer norma.

Teorema 3.2. [103, pdg. 25] Seja G € R™ ™. FEntdo, klim GF =0 se e
—00
somente se, p(G) < 1.

Demonstragio. Se p(G) < 1, entdo, por (3.1.4), |G| < 1 para alguma norma
de R™. Mas,

lim ||G¥|| < lim [|G||* = 0.

k—o0 k—o0
Reciprocamente, suponha p(G) > 1. Portanto, existe autovalor [A\| > 1, e
seja x o autovetor associado a . Portanto, para cada inteiro positivo &,

k k k k
1G 2| = A"z = [AI" ||| = =l = G"|| = 1.
Logo, lim GF #£0. O
k—o00

Essa proposigao nos diz que o estudo de convergéncia de um método ite-
rativo estaciondrio é equivalente ao estudo do espectro da matriz de iteracao.
Os dois teoremas acima podem ser resumidos da seguinte forma.

Teorema 3.3. Seja G € R™™. As sequintes condigdes sao equivalentes:

1. lim G* =0,

k—ro0
2. lim GFz =0, VzeCn,
3. p(G) <1,
4. |G| < 1, para pelo menos uma norma de matriz.

Passemos, agora, ao teorema da convergéncia dos métodos iterativos es-
taciondrios (3.1.3).
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Teorema 3.4. [12, pdg. 275] O método iterativo estaciondrio z++1 =
Gz + ¢ ¢ convergente para qualquer vetor inicial () se, e somente se,

p(G) < 1.
Demonstragao. Subtraindo z = Gz + ¢ de (3.1.3), segue que
2® = G* ) —z)=-.. = G — 1), (3.1.5)
Portanto, lim 2 =z se, e somente se, lim G* = 0. Do Teorema 3.3
—00 k—00
demonstra-se o resultado. U
Da equagdo (3.1.5) e para qualquer par de normas consistentes, obtemos

l2® — 2l < 1G*[[[l2©@ — .

Assim, ||G¥|| é o principal elemento para medirmos o comportamento do
erro local, e®® = 2(®) — 4. a cada iteracdo k do método iterativo. A partir
desse fato, definimos os conceitos de taxa média de convergéncia e de taxa
assintética de convergente.

Definigao 3.3. Considere o método iterativo
PGS :Gx(k)+c, k=0,1,2,....

Definimos,
1
Riy(G) = % log10||Gk|| e Roo(G) = —logyyp(G)

como a taxa média e a tara assintotica de convergéncia, respectivamente.

Para o desenvolvimento de métodos iterativos estaciondrios para proble-
mas de quadrados minimos, temos a seguinte definicdo.

Definigao 3.4. O método iterativo estaciondrio
Mzt = No®) 4+ ATy k=0,1,2,...

€ dito simetrizdvel se a matriz [—G € similar a uma matriz simétrica definida
positiva, onde G € definida em (3.1.2).

Essa defini¢do diz que o método iterativo estaciondrio é simetrizavel se
existe W nao singular, tal que

WI-G)Wt=wMmMtATAw !

seja definida positival. Especificamente, para o caso de métodos iterativos
para problemas de quadrados temos o seguinte resultado.

'Nio esqueca que aqui, consideramos que as matrizes definidas positivas sao, também,
simétricas.
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Teorema 3.5. [12, pdg. 275] Um método iterativo estaciondrio para as
equacées normais é simetrizdvel se a matriz M, da decomposicio ATA =
M — N, for definida positiva.

Demonstragio. Seja R o fator de Cholesky de AT A. Assim,
RMY(ATA)R™* = RMYRT'R)R™! = RM'RT
que é definida positiva, pois M é definida positiva, por hipétese. O

Os conceitos de decomposicao do tipo A = M — N podem ser estendidos
para matrizes retangulares e os trabalhos iniciais sobre o assunto podem ser
encontrados em [7, 114, 146].

3.2 Métodos Iterativos Classicos

Nessa secao estudamos os chamamos métodos iterativos cldssicos, a saber,
métodos de Landweber, Jacobi, Gauss-Seidel e SOR. Como estamos traba-
lhando com as equagdes normais associadas a um sistema linear Az = b,
apresentamos algumas adaptagoes ao contexto em questao para os métodos
supracitados. A discussdo é baseada em [12] e, a menos que dito o contrario,
A e R™™ com m > n e rank(4) = n.

3.2.1 Método de Landweber

Seja o > 0 e considere a seguinte decomposigao

1 1
M=>-I e N=-1-—4TA
« (0%
De (3.1.2),
G =M"'N=1-aATA.

Este método iterativo é chamado método de Landweber ou método de Ri-
chardson? [14, 82, 119] . Note que, como I —Gf, = a AT A é simétrica definida
positiva, entdo o método iterativo é simetrizavel. Nesse caso,

2D = Gra® 4 M1ATh = 20 4 0 AT (b — Az®), (3.2.6)

que nao requer a geragao das equagoes normais. Ademais, os autovalores de
G, sao
2 .
A(GL) =1 - aoj, j=1,...,n,
onde oy, sao os valores singulares de A. Pelo Teorema 3.4, a convergéncia do
método para a solugdo de quadrados minimos é garantida para

2
0<a<— e 2 e R(AT).
91
2MacTutor: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Richardson/




68 Métodos Iterativos Basicos

3.2.2 Método de Jacobi

Seja A = [ai|az|---|ay,] € R™ ™. Defina Dy = diag(dy,...,d,), com
d; = a?aj = [laj||* a matriz formada pela diagonal de ATA e L4 a ma-
triz triangular inferior com diagonal nula formada pelos elementos abaixo
da diagonal principal de ATA. O método de Jacobi® é obtido com a fa-
toragio ATA =L+ D+ LY = D+ (ATA — Dy), ou seja, pela equacio
(3.1.1), M = Da e N =Dy — AT A. Assim, por (3.1.2), temos

Gy=1-D;'ATA e c¢;=D,'A"b. (3.2.7)
Portanto, a iteragdo do método de Jacobi é dada por

) = 2 — DI AT A)z®) + DL AT
(3.2.8)
= 20 4+ DTAT (b — Az®).

Observe que a implementagao do método de Jacobi nao envolve o calculo de
AT A. Componente a componente, o método de Jacobi é representado por

n

w1y _ 1 [ 7 T (k)
5= A bi—Z[A Alijal” |
Jj=1,
i#j
parai=1,...,n.

Note que, o método de Jacobi é simetrizavel pois, como a matriz de
iteracao do método de Jacobi dada por (3.2.7) é Gy =1 — D;lATA, temos

DY*(1-G,)D;"* = DY?ATAD .

Antes de demonstrar dois resultados de convergéncia para o método de
Jacobi, definamos o conceito de matriz estritamente diagonal dominante por
linhas.

s

Definicao 3.5. Uma matriz A € R"*™ é chamada estritamente diagonal
dominante por linhas se
n
\aii| > Z |aij|, i=1,...,n.

J=1,
i#j

s

Uma matriz A € R™"™ é chamada estritamente diagonal dominante por
colunas se

n
|all|>zla2]|7 .]:17777‘
i=1,
J#i
Uma matriz A € R™™ ¢ chamada estritamente diagonal dominante se é
estritamente diagonal dominante por linhas e por colunas.

3MacTutor: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Jacobi/
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Teorema 3.6. O método de Jacobi converge para qualquer ) inicial se
AT A for estritamente diagonal dominante.

Demonstragio. Vamos demonstrar que |G ||, < 1. Com efeito,

n n
_ 1 (327) 3 |asj
1Gllog = poax > 1Igm =" max <L
i

Portanto, pelos teoremas 3.3 e 3.4, o método de Jacobi converge para qual-
quer condigao inicial. O

Se assumirmos que AT A é estritamente diagonal dominante por colunas,
entdo o método de Jacobi converge. A demonstragao é simples, basta con-
siderar a 1-norma de A. Nem toda matriz definida positiva é estritamente
diagonal dominante por linhas e/ou colunas e, portanto, essa proposi¢ao nao
garante a convergéncia do método de Jacobi.

Podemos demonstrar outro resultado de convergéncia para o método de
Jacobi, que é corolario do Teorema de Houscholder*-John® [76, 104].

Teorema 3.7 (Householder-John). Sejam A, B € R™™"™ duas matrizes tais
que A ¢ A— B — BT sio simétricas definidas positivas. Entio p(G) < 1,
onde G = —(A— B)"'B.

Demonstragdo. Sejam A um autovalor de G e x # 0 o autovetor associado,
ou seja, Gx = Ax. Pela definigcdo de G,

Gr=\zr & —Bx=\MA-B)z.
Note que, A # 1, pois caso contrério A seria singular, contradizendo a
hipé6tese. Portanto,
—z*Bx = 2z*(A— B)x & Ma*Br —a*Br = \r*Ax

(3.2.9)

& *Br = z* Ax.

A—1
Observe que, A e z podem eventualmente tomar valores no corpo dos com-
plexos. Ademais, escrevendo x = x1 + i x9, entéo

¥ Ax = (21 + i) * Az + o) = 2T Axy + 21 Az > 0,
pois A é definida positiva. Pelo mesmo argumento, 2*(A — B — BT )z > 0.

Portanto,

0 < z*Ar—2*Bzx—2*BTx (329) (1 - L - A) ¥ Ax

1- |>\|2.§U*
A—1]
Como A # 1, entdo |A — 1| > 0. Assim, 1 — |A]* > 0, ou seja, [A| < 1. O

*MacTutor: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Householder/
SMacTutor: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/John/

Ax.
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Corolério 3.1. Considere o sistema normal AT Az = ATb. Se 2D, — AT A
€ simétrica definida positiva, entdo o método de Jacobi aplicado ao sistema
normal € convergente.

Demonstragdo. No Teorema 3.7 coloque A = ATAe B=ATA—Dy. Com
essa configuragao, obtemos o método de Jacobi para o sistema normal. De
fato,

—(A-B)"'B —(ATA—ATA+Dy) " (ATA-D,)
= D,'(Da-A"A)

02 g,
Mas, AT A é definida positiva e

ATA— (ATA = Dy) — (ATA—Dy)" =2D, — A7 4,

que é definida positiva, por hipétese. Portanto, pelo Teorema 3.7, o método
de Jacobi é convergente. O

O método de Jacobi pode ser utilizado para a resolucgao iterativa das
equagoes normais de segunda ordem, obtendo

YD = k) 4 AD e~ ATyR)),

3.2.3 Métodos de Reducao Residual

Os métodos de reducao residual foram introduzidos por de la Garza [46]
para matrizes quadradas e, posteriormente, estudados com mais detalhes
por Householder e Bauer [69].

Seja p; ¢ Ker(A), j = 1,...,n uma sequéncia de n vetores nao nu-
los. Os métodos de reducao residual sao computados através das seguintes
aproximagoes

20+ = 20) 4 ;p;,

p?AT(b o Ax(j)) (3.2.10)
oy =
’ || Ap; |3
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Seja rU) = b — Azl o j-ésimo residuo. Entdo rU+1) L Apj:
<T<j+1)7Apj> = (b- Am(j+1)7Apj>
= (b= A@Y + a;p)), Ap;)

= (b— Az, Ap;) — (a; Ap;, Ap))

) T AT (h — Az Ap.
= <be(]),Apj><p] (|A ‘; ) p],Apj
Pjlla

= 0.

Assim, Hr(j'H)H; = Hr(j)Hj — Jayj|? ||Apj|\§ < ||7"(j)||§. Por isso, a classe de
métodos (3.2.10) é dita de redugao residual.
3.2.4 Meétodo de Gauss-Seidel

Sejam A e D4 como definidos para o método de Jacobi. O método de
Gauss®-Seidel” é obtido através da fatoracio da matriz das equacdes normais,
ATA=Ls+Dy+ Lg, onde L4 é a matriz estritamente triangular inferior
extraida de AT A.

Tome M =Ls+Djge N = —LZ;, substituindo em (3.1.1), temos

2D = o® - DRt AT Laa®) — (Da+ LE)a®] . (3:210)

Componente a componente, o método de Gauss-Seidel é representado por

i—1 n

Gty L[y Ty (kD) T 41, ()
w = A bZ—Z[A Alijay ™ - Z (AT Al =7 |, (3.2.12)
j=1 j=i+1
para i =1,...,n. A matriz de iteracdo do método de Gauss-Seidel é
Gags=—(La+ DA)ilLZ;. (3.2.13)

Observe que, por possuir uma coluna nula, a matriz Ggg é sempre singular,
e que na equacdo (3.2.12) hé a necessidade de se calcular o produto AT A
sendo, portanto, um problema numérico. Mesmo assim, o método de Gauss-
Seidel pode ser visto como um método de reducgao residual, com construgao
completamente distinta da que temos feito até agora. Bjorck e Elfving [14]
apresentam essa discussao.

Shttps://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gauss/
"https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Seidel/
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Considere que cada atualizagdo de solugdes aproximadas para o sistema
linear AT Az = ATb, onde A = [aj]az|- - |ay] € R™X™, §é feita através de n
passos intermedigrios da forma: z() = z(*) ¢ z*k+1) = ;(*+1) com

A —20) 4 e

Assumimos que A tem posto completo e que e; € R” sao vetores unitarios em
ordem ciclica. O escalar §; é escolhido de forma que a j-ésima componente
do residuo seja nula, ou seja, tomando r() = b — Az0),

0 = (ATrUtD ey = (ATb— ATA(ZY) + §je5), e5)

= (AT(r0) — 6;A¢j),¢5) -

Portanto,
T ()
- a;r
dj

Assim, o método de Gauss-Seidel tem a forma

2 = k),

a7

=~

_ _ 3.2.14
LD — 0) 4 djej, j=1,...,n, ( )

P+ = b A5G+,

pE+D) — (nt1)

Uma vantagem dessa abordagem é que nao ha a necessidade de determi-
nar AT A. Ademais, no j-ésimo passo intermediirio, somente a componente
7 de 29 ¢ alterada e, portanto, podemos atualizar o residuo sem a necessi-
dade de calcular Az a cada iteragdo. Portanto, podemos reformular esse
método:

Algoritmo 4 Sweep do método de Gauss-Seidel

1: function GS-Swrep(z® r*) p)
2: ri= T(k);
z=a®);

3
4 for j=1:ndo
T
ajr
5 = —2—;
5 i &
6: z =z + 0jej;
7 ri=1r—dja;
8 end for
9 D = and 2D = 2
10:

end function
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Um fator importante nessa implementagao é que o custo computacio-
nal depende apenas da esparsidade de A e/ou ATA [125]. O método de
Gauss-Seidel nao é simetrizavel, ao contrario dos métodos de Richardson
de primeira-ordem e o de Jacobi, e a ordem das colunas de A influenciam
na convergéncia do método [12]. Nesse caso, pode-se deduzir o método de
Gauss-Seidel para resolver as equacoes normais de segunda-ordem. Para o
leitor interessado nessa dedugao, vide [12, 125]. Por fim, ambos os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel podem ser generalizados para matrizes em bloco.

O método de Gauss-Seidel para problemas de quadrados minimos é con-
vergente para qualquer z(?), fato esse que é um coroldrio do teorema de
convergéncia do método SOR, que veremos na préxima se¢ao, para matrizes
simétricas e definidas positivas. Também, pode ser demonstrado como um
corolario do Teorema de Householder-John.

Teorema 3.8. Considere o sistema normal AT Az = ATb, com A posto
completo, entao o método de Gauss-Seidel aplicado a esse tipo de sistema
linear € convergente.

Demonstragio. No Teorema 3.7 coloque A = ATA e B = Lg. Com essa
configuracdo, obtemos o método de Gauss-Seidel para o sistema normal.
Com efeito,

(A-B)"'B —(ATA-L%) LY

—(Da+La) ' LY

3.2.13
G219 o o

Mas, AT A é definida positiva e
T
ATA- L — (L) =Da.

que é definida positiva, pois AT A é definida positiva. Portanto, pelo Teorema
3.7, o método de Gauss-Seidel é convergente. O

O método que hoje chamamos de método Gauss-Seidel tem diversos
nomes, por exemplo, na literatura russa ele é conhecido como método de
Nékrasov [99]. Liebmann [89], nos estudos de solugdes discretizadas para a
equagao de Poisson, desenvolveu o método que hoje chamamos de Gauss-
Seidel e, por isso, quando é aplicado para determinar solugoes numéricas de
equagoes diferenciais parciais, é chamado de método de Liebmann [126].

3.2.5 Métodos SOR e SSOR

Uma forma de acelerar a convergéncia de um método iterativo é através de
uma técnica chamada de relaxacao sucessiva e pode ser aplicada, a principio,
em qualquer método iterativo de convergéncia lenta. Utilizaremos essa
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técnica para acelerar a convergéncia do método de Gauss-Seidel e o cha-
maremos de SOR (successive over-relazation). A ideia dos métodos SOR
surge com David Young [160, 161] e Stanley Frankel [42], que chamou de
método de Liebmann acelerado. Nos métodos SOR, em geral, a iteracao
k + 1 ¢ obtida como uma média da iteracio k e do valor *+1) obtido por
algum método iterativo, em nosso caso, Gauss-Seidel [29]. Assim,
ror = (1-w)agop +wags .

O parametro w é denominado parametro de relaxagdo e observe que, para
w =1, o método de Gauss-Seidel é recuperado. Portanto, a partir de (3.2.12),
obtemos

i—1 n
k+1 k) | W k+1 k
7 = (1wt [ AT - YA A 3 (AT A )
* j=1 j=it1
parai=1,...,n. Esse formato do método SOR ¢ ttil para demonstrar que

o método é convergente se, somente se, 0 < w < 2, ja que ATA é definida
positiva.

Sejam L4 e D4 como definidos para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.
O método SOR é obtido através da decomposigdo da matriz das equagdes
normais, ATA =L+ D4+ L%, onde L4 é a matriz estritamente triangular
inferior extraida de AT A. Tome

1 1
M=Lay+—Da ¢ N:(;—l) Da— L%, (3.2.15)

substituindo em (3.1.1), temos

e® ) = (Dy +wLa) ™! [(1-w)Ds— wLﬂ 2+ (Dg+wLy) "t AT
(3.2.16)
Para entender a questao da convergéncia do método SOR precisamos analisar
a matriz G = M !N, que nesse caso é dada por

Gsorw) = (Da+wLa) " [(1-w)Ds—wL}]
(3.2.17)
= (I+wD3'La) ' [(1—w)I —wD3'LY].

Como afirmamos anteriormente, o método é convergente se, somente se,
0 < w < 2. Primeiramente, demonstraremos um teorema que nao tem
como hipdtese que a matriz seja definida positiva. Porém, para manter a
consisténcia de notacéo, continuaremos trabalhando com AT A.

Teorema 3.9. [61, pdg. 150] Para qualquer w € R, temos

Ip (Gsorw))| =11 —w|.
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Demonstragao. De (3.2.17), temos

det (Gsonw) = det{(I+wD3'La)™" [(1-w) —wD;'Lh]}

det [(I+wD3'La) "] - det [(1 - w)l —wD3' L]

= 1-w)".

A ultima igualdade segue do fato de DZIL A€ D;lLE serem matrizes trian-
gulares com diagonal principal formada por zeros. Por outro lado, o deter-
minante de G'sop(w) ¢ 0 produto de seus autovalores. Portanto, pelo menos
um autovalor de Ggop(. deve ser, em médulo, maior ou igual a [1 —w|. O

Queremos garantir a convergéncia do método SOR e, para isso, basta
utilizar o Teorema 3.4:

|]. —w| < |p (GSOR(UJ)>’ <l & we (072)

Esse resultado é uma condigao necessaria para a convergéncia do método
SOR e ¢ devido a William Kahan [72].

Porém, AT A é definida positiva. Utilizaremos esse fato para demonstrar
que todos os autovalores de Ggor(.) sdo em médulo menores que 1, ou seja,
o método SOR para sistemas lineares normais é convergente se, somente se,
0 < w < 2 [34, pag. 290]. Com efeito,

M =1Ly+ épA =w i (Da+wLy)
e, para aliviar a notacdo, chamemos
B=ATA, L=Ls, D=Dj e Q=B '(2M - B).
Note que Re(\;)(Q) > 0 para todo ¢ = 1,...,n, pois dado = € C",
Qr=X & (2M —B)x=MABz < z"(2M — B)z = X\ (z"Bx).
Somando a ultima identidade acima a sua transposta conjugada, obtemos

(M +MT — B)x

(M + M7 — B)x = Re()\) (z*Bz) < Re()\) =

x*Bx
2 *Dx

Como B e D sdo definidas positivas e 2 — 1 > 0, entdo Re(\;)(Q) > 0, para
todo i =1,...,n. Note que,

1 L
Q-DQ+D" =287 (M -=B);M'B=1-M"'B “L Gsomw)
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Considere a série de Laurent [165] de

(e 9]

f(z):i;_i: 3 k(x4 DR,

k=—00

Seja Q = UTUT a decomposicao de Schur de Q. Portanto,

fQ = @-DQ+D7"'= > a(@+1DF
k=—o00
= U i ap (T+ D UT =Uf(m)UT.
k=—o00

Assim, f(Q) e f(T') tém os mesmos autovalores e, como a diagonal de T é
formada pelos autovalores A;(Q), temos que f(\;(Q)) sdo os autovalores de

f(Q). Logo,

Ai(Q) -1
Ai(Q) +1

Tal resultado é conhecido como Teorema de Ostrowski-Reich [105, 117]. A
extensao do teorema para matrizes nao simétricas (hermitianas) foi realizada
por Ortega e Plemmons [104] e, posteriormente, Yuan [163] estendeu esse
resultado para matrizes singulares.

Vejamos agora como p(G), p(Gas) e p(Gsor(w)) estdao relacionados,
onde as matrizes de iteragdo dos métodos de Jacobi, Gaus-Seidel e SOR sao
dadas por (3.2.7), (3.2.13), (3.2.17), respectivamente.

[Xi(Gsor)| = N(f@)] = F(N(Q))] =

<

Definigao 3.6. A matriz B possui a “propriedade A” se existe uma matriz
de permutacdo P, tal que

PBPT = { D1ty }

L1 D
onde Dy e Do sao matrizes diagonais.

Essa definigao pode ser pensada em termos de grafos, vide [34]. Se uma
matriz satisfaz a propriedade A, entdo

D, U
T 1 1
PBPT = { IS DQ}

DR R

D—-L-U.
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Definicao 3.7. Seja B uma matriz com decomposi¢ao B = D(I — L —U),
onde D € uma matriz diagonal ndo singular, L € uma matriz estritamente
triangular inferior, e U € uma matriz estritamente triangular superior. As-
sim, B ¢ dita consistentemente ordenada se os autovalores de

Gla)=aL+a™'U, a #0,
sao independentes de c.

Teorema 3.10. Uma matriz B que satisfaz a propriedade A é consistente-
mente ordenada.

Demonstra¢ao. Suponha que B satisfaga a propriedade A. Entao, pela igual-
dade (3.2.18),

[0 ]0-[ )

Da primeira para a segunda linha cabe uma explicagdo. Note que, a con-
jugagdo de uma matriz diagonal por uma matriz de permutagdo, ainda é
uma matriz diagonal. J& a conjugacdao de uma matriz com diagonal nula,
nesse caso, L + U, ainda ¢ uma matriz com diagonal nula que, posterior-
mente, pode ser decomposta na soma de uma matriz estritamente triangular
inferior e uma matriz estritamente triangular superior, nesse caso L+U.
Considere, para « # 0,

P
G(a):aL—i-a_lU:{ 0 @ Ul}.

—Q L1 0

Como

-1
I 0 I ol [0 -un]_
[o al} G(O‘){o af]*{—Ll 0 }*G(l)’
G(a) e G(1) sao similares e, portanto, possuem os mesmos autovalores. Mas,

os autovalores de G(1) independem de a. Assim, B é consistentemente
ordenada. O
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Definamos

Gjla)=aD'Ly+a ' D' L =aL+a ' U

Observe que, por (3.2.7), G;(1) = G;. Portanto, de forma andloga & de-
monstragao do Teorema 3.10 verifica-se que a matriz de iteragdo de Jacobi,
G j, é consistentemente ordenada.

Teorema 3.11. [34, pdg. 293] Se ATA ¢ wma matriz consistentemente
ordenada e w # 0, entdo valem as sequintes afirmagaoes.

1.

Os autovalores de Gy aparecem em pares, um positivo e o outro negativo,
de mesma multiplicidade.

Se p ¢ um autovalor de Gy e (AMw—1)% = M?u?, entio \ é um autovalor
de GsoR(w)-

Reciprocamente, se X # 0 ¢ um autovalor de Gsop() ¢ (A +w — 1)? =
A2, entdo 1 € um autovalor de Gj.

Demonstrag¢ao. 1. A matriz de iteragao G; é consistentemente ordenada,

portanto os autovalores de G j(«) sdo independentes do parametro o, mais
especificamente, os autovalores de G j(«) sao os autovalores de G ;. Note
que, Gy =Gy(1) e Gj(—1) = —G (1) possuem os mesmos autovalores e
em pares +.

Assuma que ;2 é um autovalor de G e que (A +w — 1)? = Aw?p2. Para
A = 0, obtemos w = 1, ou seja, 0 ¢ autovalor de Gsop(1) = Gas, pois
Ggs ¢ singular. Para \ # 0,
0 = det ()‘I_GSOR(UJ))
= det [(I +wD3'La) (A = Gsorew))]

= det [A+w—1)I+wAD;'La+wD,'LY]

- o[ i ]

(wﬁ)ndet {(HL\;) I+D;'La+ DZILE}
w

o sa[(225) ]

(w\ﬂ)n det (ul —Gy).
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A antepeniltima igualdade segue do fato que a matriz de iteragdo G é
consistentemente ordenada. Assim,

Adw—1 9 9 9
= - Adw—1)" = dw“p”.
I T ( ) It
3. Se A # 0, as igualdades da demonstracao do item 2 podem ser feitas de
baixo para cima.

O

O método de Gauss-Seidel é obtido atribuindo w = 1 ao método SOR e, a
partir desse teorema que acabamos de demonstrar, verifica-se que A2 = \p2.
Portanto, se A # 0, entdo A = 1% e p(Ggs) = [p(G1)]?, demonstrando as-
sim, que a convergéncia do método de Gauss-Seidel é mais rdpida que a
convergéncia do método de Jacobi, na verdade duas vezes mais rdpida (De-
finicdo 3.3). Ademais, se AT A satisfaz algumas condicdes, entdao é possivel
determinar uma férmula para o parametro de relaxagao 6timo, wept, para o
método SOR.

Teorema 3.12. [36, 61] Suponha que AT A seja consistentemente ordenada,
G tenha autovalores reais e aw = p(Gj) < 1. Entdo,

2
Wopt = ————— ,
ot 14++v1—a?

i (aw +Vatw? — 4(w — 1)) ;0 < w < wopt,
p (Gsorw)) =

w—1, Wopt < w < 2,

l’LQ
(1 n ﬁ _M2>27

P (Gs0R(wo)) < P (Gsorw)) » w € (0,2) \ {wopt}-

P (GSOR(wop)) = Wopt —1 =

Demonstracio. As raizes de (A +w — 1) = M?u? sdo

2
2,42 _
A= <Wi Vi 4w+4> . (3.2.19)

Pelo Teorema 3.11, se p é autovalor de G j, entdo ambos os valores para A
expressos em (3.2.19) sdo autovalores de Gsor(.)- Para que as raizes acima
sejam reais, precisamos que p?w? — 4w + 4 > 0. Porém,

24241 — pu?
A=p2? —dw+4=0 < w:fu‘
w
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Portanto, as raizes (3.2.19) sao reais e positivas quando
2—2¢y/1—pu? 2

p? BT )

Nesse caso, ambas as rafzes em (3.2.19) sao positivas e a maior raiz é

O<w<w=

% (uw 4 PR — d(w = 1)) . (3.2.20)

Essa expressao, para algum w € (0,@] é estritamente crescente como uma
fungao de p. J4 para @ < w < 2, as rafzes (3.2.19) sdo complexas de médulo
w — 1, pois
1
A = 1 [1Pw? — 2w + 4w —1)] =w — 1.

Portanto, por continuidade (ou simples verificacao), A(w) = @ — 1. Agora,
observe que w, vista como uma funcao de p, é estritamente crescente e,

portanto,
- 2 —2¢/1—a? 2
@ = = Wopt-
h w2 1+vV1—-a? o
Fixando u = a = p(Gy), em (3.2.20), observa-se que a funcio em w é
estritamente decrescente no intervalo (0, wept] €, portanto, p (GSOR(%M) <

p (Gsorw)), para w € (0,2) \ {wopt }- O

Para visualizar esses fatos apresentamos na Figura 3.1 um gréfico do
raio espectral da matriz de iteragio Gsop(,) em fungao do parametro de
relaxagao w para quatro diferentes a« = p(Gy). Pode-se observar claramente
que P(GSOR(%,,,,)) <p (GSOR(M)), para w € (0,2) \ {wopt}. Apds atingir
Wopt, 08 autovalores de Ggop(y) se tornam complexos, porém com médulo
w—1.

Raio Espectral
o
>
T

o
kS
T

021

—0=06
— =08
0=09
o ) J ) —0=0.95
0 05 1 1.5 2
omega

Figura 3.1: Raio espectral da matriz de iteragdo Gsop(,) para quatro dife-
rentes o = p(G ).
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I. S. Katz [75] fornece outras estimativas para a taxa de convergéncia
do método SOR ja que, segundo o préprio autor, outros autores ofereceram
“estimativas bastante rudimentares da taxa de convergéncia” do método
SOR.

Todo esse trabalho foi feito para estudar a convergéncia do método SOR.
Porém, a implementagao do método como descrito em (3.2.16) necessita da
formacao de AT A. Seguindo a ideia da implementacio do método de Gauss-
Seidel podemos implementar o método SOR como um método de redugao
residual equivalente, como a seguir.

Algoritmo 5 Sweep do método SOR

1: function SOR-Sweep(z™, +*) n)
2: = r®;

= W

g

=

.

Il

—__

3
Yo

o

d;’
z =z 4+ 0j€j;
ri=1r—Jd;a;;
end for
P+ =y and z
end function

(41—

L XIS &

—_

Para a determinagéao do método SOR, que chamaremos de avancado, as
M e N foram determinadas em (3.2.15). Porém, poderfamos ter escolhido
as matrizes M e N como

1 1
M=L%+=-Dy e N:<7—1)DA—LA7
w w

dando origem ao método SOR atrasado. Portanto, o método SOR atualiza
de cima para baixo, enquanto o atrasado, de baixo para cima. Nesse caso, a
implementacao de um passo do método SOR atrasado é dado por

Algoritmo 6 Sweep do método SOR atrasado

: function SOR-Sweep(z®) +*) )

1

2: roi= r(k):,

3: z = :z:(k'>;

4 for j=n: 1Td0
a;r

5 0; = w;—j;

6: z =z 4+ 0j€ej;

7 ri=1r—Jd;a;;

8 end for

9

0

D = p and Y = 2

: end function

Como AT A é simétrica, podemos combinar os métodos SOR avancado e
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atrasado da seguinte forma,

(Da+wLa)y* Y = [(1—w)Da —wLE] z® + ATb,

(Da+wLh) z®) = [(1—w)Dg — wLa]y*+D) + ATp.

Esse método iterativo é chamado de método SOR simétrico (SSOR), e foi
introduzido por John W. Sheldon [131] no estudo de solugbes numéricas
para a equacdo de Laplace. Uma andlise sobre aspectos da convergéncia é
encontrada em [162]. Observe que, se definirmos M e N como em (3.2.15),
entdao uma iteragao do método SSOR, é dada por,

Myt = Ng®) 4 ATp,
(3.2.21)
MTpk+D) NTy(k+1) + ATy,
Assim, substituindo y**1) da primeira identidade na segunda, obtemos
a0 = MTINTMAIN R 4 =T (M + NT) M AT

= Gssor z®) 4 MS_§OR ATp.

Portanto, Gssor = M~TNTM~IN e

Mssor M(]W+NT)71MT

1 1 -1
= M{LA+7DA+(7—1>DA—LA} MT
w w

2—w -1
= M {7134 MT
w

w 1 1
= ——(La+ D4 | D' (L + D4 ).
75 (1 oa) ot (e 5a)
Como AT A tem diagonal positiva, entdo Mgsor é definida positiva. Ade-
mais, Mgsor estd definida se w € (0,2) e, portanto, podemos concluir que
o método SSOR é sempre convergente para w € (0, 2).

Teorema 3.13. [58, pdg. 620] Considere o problema de quadrados minimos
ATA = ATb, com A € R™" w € (0,2),

1 1
M==-Ds+Ly e N:<771>DA7L£.
w w

Entdo, a matriz de iteragio do método SSOR, Gssor = M~ TNTM~IN,
tem autovalores reais e p(Ggsor) < 1.
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Demonstracio. Como Dy = diag(dy,...,d,), a diagonal de ATA, tem en-
tradas positivas por ser definida positiva (d; = aJTaj = Hasz). Entao,
podemos definir Dll4 2= diag(\/dy, . ..,V/dy), ou seja, Dg = D114/2D114/2' Seja
G = DL/2GSSORD;1/2 e L = D21/2LAD21/2. Para determinar G vamos

analisar por partes,
—1 — _
DY?(Da+wLf) ™' = (I +wL”) " D'

[(1—w)Dy — wLy] = DY [(1 —w)DY? — ngl/QLA] ,
(3.2.22)
-1
(D +wLy) ' = D1/2 <D1/2 + wLAD*/?) ,

[(1—w)Da —wL}] D, = DV2 [(1 —w)I —wL"].

A matriz G é encontrada a partir do produto das quatro identidades (3.2.22).
Portanto,

G =(T+wL™) " (1 —w)l —wL] (I +wL) ™" [(1—w)l —wL"].
Porém,
(1 —w) —wL(I+wL) ' =T —w({+wL)™ —20L (I +wL)™!
= (I +wL)™" [(1 twl) —wl — 2w +wL)L(I+ wL)ﬂ
= (T+wL)™! [(1 Y wl) —wl — 2L (I +wL) (I + wL)*l}
= ([ +wL) ' [(1 —w) —wL].
Logo,
Gr=(T+wL") " (I +wL) ™ (1= w)l —wI] [(1 - w)] —wL'].

Afirmamos que, se A € o(G1), entdao A € [0,1). Com efeito, seja v € R™ um
autovetor de (G associado a A, isto é, Giv = \v. Logo,

(1 —w) —wL][1-w)—-wL'v=X({I+wL)(I+wL")v.

Esse problema é um problema de valor singular generalizado ([58, pag. 501]).
Portanto, A é real e A > 0. Assuma, sem perda de generalidade, que ||v||, = 1.
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Assim, temos

(1 —w)yv— wLTvﬂi

lo + wLTol;

(1 —-w)? —2w(l —wpTLTy + w? ||LTUH§

1+ 20T LTy + w? || L]

= 1l-w(2- (;.J)%TLTU2
o+ wLTol}
Porém, como w € (0,2), entdo w(2 —w) > 0. Ademais,
WTDL (AT A)D 0 = WD (Da+ La+ LE) D, 0
= 1+207L7.
Como AT A é definida positiva, entao 1+2v7 LTv > 0 e, portanto, A < 1. O

Uma iteracdo do método SOR simétrico é dada em (3.2.21). Assim,
baseando-se na implementacao dos métodos SOR avancado e atrasado po-
demos implementar o método SSOR da seguinte maneira,

Algoritmo 7 Sweep do método SSOR

1: function SOR-SweEP(z®), ) n)

2: ri= r(k);
3: z = :z:(k>;
4: for j=1:ndo
T
a;r
5: 8 = w——;
=W d;
6: z =z 4+ 0jej;
7 =1 —0ja;
8: end for
9: for j=n:1do
T
a;r
10: 8 = wé—];
11: z =z +0je;;
12: ri=1r—dja;;
13: end for
14: D = pand 2D = 2

15: end function

Em geral, o método SSOR nao apresenta vantagens quando comparado
com o SOR, porém é utilizado como precondicionador de métodos néo esta-
ciondrios.

Vejamos uma simples comparacao entre a performance dos métodos de
Gauss-Seidel e SOR. Primeiramente, comparamos os dois métodos quando
aplicados a uma matriz A gerada pelo comando MATLAB “sprand(20, 15, .6)”
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que cria uma matriz esparsa 20 x 15 com 60% de densidade, e com o vetor
b que foi criado com o comando “rand(20,1)” que cria um vetor coluna
com entradas aleatérias. Para esse teste utilizamos w = 1.1 no método
SOR. Obtivemos p(Ggs) = 0.95981 e p(Gsor) = 0.94639. Como o raio
espectral de Ggor é menor que o raio espectral de Ggg, temos que o
método SOR converge em menos iteragoes. De fato, com o critério de pa-
rada [|z*+D) — z(®)|| . < 107°, 0 método de Gauss-Seidel convergiu em 279
iteragoes, enquanto o SOR em 216 iteragoes.

Como ja discutido, nem sempre o método SOR é mais eficiente que o
método Gauss-Seidel. Para exemplificar esse fato, na Figura 3.2 apresenta-
mos um grafico de w por numero de iteragoes. Para a geracao do gréfico
utilizamos os mesmos A, b e critério de parada supracitados. Para esse
exemplo, a melhor escolha de w é 1.22 que converge em 145 iteracoes.

4500

4000

3500

3000

2500

2000

Number of iterations

1500

1000

500

0 . . . . . . . .
0.1 03 05 0.7 0.9 1.1 13 15 17 19
omega

Figura 3.2: Comparagao do nimero de itera¢ées do método SOR para dife-
rentes valores de w.

Para um segundo experimento utilizamos a matriz “well1850” do Matriz
Market® que é 1850 x 712 com 8758 entradas nio nulas. Nesse caso, temos
p(Gas) = 0.99948 e p(Gsor) = 0.99863, além disso, usamos uma tolerancia
de 1073 e w = 1.45. O método de Gauss-Seidel converge em 1856 iteracdes e
o método SOR em 1546 iteragoes. O método SOR é, nesse exemplo, por volta
17% mais eficiente. Pode parecer pouco, mas quando temos esses algoritmos
como solvers dentro de um lago, 17% ¢ um grande ganho em tempo de
maquina.

Novamente, o estudo do método SOR para as equacoes normais de se-
gundo tipo é bastante similar ao que apresentamos e, para um aprofunda-
mento, recomendamos o livro de Bjork [12]. Muitas propriedades (maioria

Shttps://math.nist.gov/MatrixMarket/
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nao coberta neste texto) do método SOR e métodos relacionados sao discu-
tidas por Hadjidimos [62].

3.3 Métodos Semi-Iterativos

Nesta secao apresentamos o conceito de métodos semi-iterativos focando no
de Chebyshev. Para um bom embasamento, iniciamos com uma pequena
discussao acerca dos polinémios de Chebyshev.

3.3.1 Polinémios de Chebyshev

As chamadas fungoes especiais surgem como solugoes de certas equacoes di-
ferenciais ordinarias de segunda ordem e, uma de suas principais aplicagoes,
aparece em célculos de fisica tedrica. Os polinomios de Chebyshev sao um
caso particular da chamada fun¢do hipergeométrica ou de Gauss, e sua prin-
cipal aplicagdo é em analise numérica. Em nosso caso, os utilizamos no
estudo de aceleragao nos chamados métodos semi-iterativos para a resolucao
de problemas de quadrados minimos.

Eles também aparecem, por exemplo, no estudo de estimativas de autova-
lores de matrizes esparsas via processo de Lanczos. Apresentaremos apenas
alguns fatos sobre polinomios de Chebyshev sem muito rigor matemaético
e para uma leitura mais aprofundada sobre o assunto sugerimos [93, 120].
Para uma leitura completa sobre fungoes especiais sugerimos [1, 116]. Por
fim, a discussdo a seguir é baseada em [2, 153].

A equagao hipergeométrica é uma equagao diferencial ordindria de se-
gunda ordem dada por

d%y

z(l—z)ﬁ+[v—(a+5+1)z]

dy

o aBy=0, (3.3.23)

onde «, 3,7 € R. Observe que os pontos 0, 1 e co sdo pontos singulares re-
gulares dessa equagao. Parece estranho que co seja um ponto singular, mas
aqui estamos considerando o plano complexo estendido (C U {oc}) e, por-
tanto, é possivel encontrar solucoes em série para (3.3.23) através do método
de Frobenius [153]. Pelo menos uma soluc¢ao da equacao hipergeométrica em
torno de zp = 0 é analitica (hd uma em torno de zyp = 1 também), que é
dada por

= (@)n(B)n 2"
nl’

2Py (a, Biy52) =)

n=0

(3.3.24)

Essa série é chamada de série hipergeométrica e (v), = y(y +1)--- (v +
n — 1) é chamado de simbolo de Pochhammer e, por defini¢ao, (7)o = 1. A
notagao 2 F; é motivada pela existéncia de dois simbolos de Pochhammer no
numerador e um no denominador da série. Existe, também, a 1 F) que é a
funcdo hipergeométrica confluente, mas nao estudaremos aqui. Precisamos
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restringir os possiveis valores de v para evitar divisdo por zero. Nesse caso
v #0,—1,-2,..., pois para v = —k, com k inteiro positivo, (7)g+1 = 0.

Para os pontos onde a série hipergeométrica converge definimos a funcao
hipergeométrica, e é ficil ver que para |z| < 1 essa série converge absoluta-
mente, enquanto para |z| > 1, diverge. J4 para |z| = 1 essa série converge
sey—a—pF>0.

Ha ainda a possibilidade de representar a funcao hipergeométrica, defi-
nida para |z| < 1, como uma integral no plano complexo retirando o seg-
mento [0, 00]. Sob essa condigoes,

1
oF (o, By v 2) = m% t5*1(1 _ t)’Yfﬁfl(l — ),

onde B é a funcao beta (outra fungao especial). Para definir a funcao hi-
pergeométrica analisamos apenas uma das 24 solugoes basicas da equagao
hipergeométrica, pois as outras 23 nao sao necessarias para a defini¢do dos
polinémios de Chebyshev.

A partir da série hipergeométrica (e da hipergeométrica confluente) po-
demos definir uma série de polinémios ortogonais que possuem intmeras
aplicagdes, entre eles os polinomios de Chebyshev. Existem dois tipos de-
les, o de tipo I e o de tipo II. N6s precisamos apenas dos de tipo I, que
chamaremos apenas de polinomios de Chebyshev. O n-ésimo polinémio de
Chebyshev T),(x) é definido da seguinte forma,

1 11—z
T, =oF | — = —— .
n(m) 21<n7n727 2 )

Uma propriedade importante dos polinomios de Chebyshev é que eles satis-
fazem a relacao de recorréncia

Tyy1(z) — 22T, () + Th—1(z) = 0. (3.3.25)
Assim, se soubermos Ty e T, entdo todos os outros podem ser deduzidos.
Por exemplo,

To(z) = 2Py (0, 0i 5 1_x> 02205~ QnOn (L 22F

2 = (1/2), 2"n!

J& o polinémio T ¢ dado por

= .1_1*.% T0($)21
file)y = en (_1717577) Ti(z) ==
To(z) =222 — 1
_ i (—=D)n(1)n (1 — )" Ty(z) = 2% — 3z
N —0 (1/2)n 27n! Ty(x) = Szt —8z2 +1
- Ts(x) = 162° — 202> + 5z
_ 6 4 5
n= 2720 =D 2"l Tapela  3.1: Polinomios  de
Chebyshev.

= 1-(1-2)=u.
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Observe que Tp(1) =1 e T1(1) =1 e, a partir da relagdo de recorréncia
para os polinomios de Chebyshev, pode-se demonstrar por inducdo que
T,(1) = 1, para todo n inteiro ndo negativo. Esse é dos fatos que justi-
ficam a utilizagdo desses polindmios na aceleracao de métodos iterativos.
Os outros polinomios de Chebyshev sao determinados através da relagao de
recorréncia (3.3.25), conforme a Tabela 3.1.

Na Figura 3.3 apresentamos o comportamento de alguns polinémios de
Chebyshev. Os gréficos foram feito no intervalo [—1, 1], regido onde os po-
linomios de Chebyshev sdo convergentes. Vale lembrar que a func¢ao hiper-
geométrica é absolutamente convergente em |z| € (—1,1) e é convergente
para |z| = 1se vy —a— 3 > 0. No caso dos polindmios de Chebyshev
a=—-n, 3=ne~vy=1/2 adesigualdade é sempre satisfeita.

[—Tot0 —T,00 —T,00 —T,00 —T, (]

L L
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 3.3: Polinémios de Chebyshev.

Uma propriedade que torna os polinémios de Chebyshev interessantes é
que eles sao ortogonais em El%, o espago das fungdes quadrado integraveis

com peso p(x) > 1, nesse caso p(x) = 1/v/1 — 2. Assim
0 param #mn,
! 1
/ T ()T (2) de ={¢ ™ param=n =0,
g param =mn # 0.
Chebyshev foi provavelmente o primeiro matematico a reconhecer o con-
ceito geral de polinémios ortogonais. Em seu trabalho de 1854, [22], onde os

polinémios que recebem seu nome aparecem pela primeira vez, Chebyshev
introduz os fundamentos da escola russa de teoria da aproximacao.
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3.3.2 O Método Semi-Iterativo de Chebyshev

Considere um método iterativo estaciondrio para determinar uma solugao
para AT Az = ATb dado por

M+ = Ng®) 4 AT, (3.3.26)

Nessa secao queremos apresentar o conceito de aceleragao polinomial de
métodos iterativos. Para tanto, seguiremos a abordagem de [58] e assu-
miremos que G = M~'N = I — M—'AT A é simétrica e p(G) < 1. Caso
o método iterativo estaciondrio seja simetrizdvel, basta seguir [12]. Uma
andlise de aceleracao polinomial utilizando polinomios de Chebyshev é de-
senvolvida em [53, 54] e, por fim, uma boa revisao bibliografica para métodos
semi-iterativos sem a hipdtese de G ser simétrica pode ser encontrada em
(68, pag. 624].

Para acelerar a convergéncia do método iterativo consideramos a com-
binacao linear das primeiras k aproximacoes, ou seja,

k
y(k) = Z Vik ﬂﬁ(i),
i=1

0)

onde y© = 20 ¢

k
Z Vik = ]-7
i=1

que chamamos de método semi-iterativo com respeito ao método iterativo
(3.3.26) ou método de aceleragao polinomial. O objetivo é que y®) represente
uma melhor aproximacao que (k) para a solucao do problema de quadrados
minimos. Para isso, considere o polindémio

k
pr(t) = vt
i=1

com pi(1l) = 1. A expressao do erro para o método proposto é

k k
Yy — = Zvik(a:(i) —z) = ZvikGie(o) = pr(G) e, (3.3.27)
i=1

i=1

Como G é simétrica, é ortogonalmente diagonalizavel e, portanto, existe S
ortogonal tal que G = STDS. Por outro lado, como p(G) < 1, existem reais
a e [ conhecidos de forma que —1 < a < A\; < < 1. Por simplicidade,
assuma o = —f. Logo,

. = ||pg = < e .
Ipk(@), = Ips(D)ll, = mass (W] < _mace_[ps(3)]

Portanto, uma estimativa para a taxa de convergéncia depois de k passos é

p(pr(G)) < _max pk(A)] -



90 Métodos Iterativos Basicos

Queremos minimizar essa quantidade, ou seja, queremos encontrar pi que
satisfaca
inf  max |pr(N)],
prERL[t] AE[—5,0]

onde R}C [t] representa o conjunto dos polinémios com coeficientes reais de
grau k, tais que pr(1) = 1. Uma discussao sobre a solugao desse problema
e que, de fato, essa escolha acelera a convergéncia pode ser encontrada em
[152, pdg. 149-156]. A solugao é

i = THECD

em que T}, é o k-ésimo polinomio de Chebyshev, F' é o homeomorfismo entre
-8, 0] e [-1,1] dado por

z+8 12
B B
e p = F(1). Chamamos esse método de método semi-iterativo de Chebyshev

com relagao ao método iterativo (3.3.26). Note que, pg(1) = 1 e py é limitado
por 1/ |Ti ()| em [—03, B]. Da equagdo (3.3.27), obtemos

F(z) =

1
[T (1)

A implementagao desse método se torna problematica conforme k aumenta
muito, e uma abordagem para contornar essa dificuldade é apresentada em
[93]. Para calcular y*) de forma mais eficiente utilizamos a seguinte relacao
de recorréncia que os polindmios de Chebyshev satisfazem:

ly™ — 2| < lIlpe(@)I 1@ = y™ — 2 < 1.

Tit1(x) — 22Ty () + Tp—1(z) = 0.

A partir dela e definindo,

1
o= FQ) = -G,
(G) 3
obtemos
Tiey1(p) = 220Tk(p) — Th—1(p),

Ti1(®) = 22Tp(®) — Th—1(2).
Por outro lado,

y(k+1) — y(kfl) = (y(k+1) — x) — (y(kil) — CL’)

= [pe1(G) — pr—1(@)]e®

_ (Tk+1(¢’) _ Tkﬁ@’)) 0
T () Th1(p)
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€
Y0 _ g e=1) _ (Tk(‘P) N Tk—l(‘b)) L0
Ti(p)  Th—1(p)
Defina,
Th—1(p) T (1)
T w Ten ()
Note que
(*D —y* ) — ey (y ) — 1) =
1 Tjy—1(®) { Ty (1) }} (0)
Ty (®) — 2uT(B)] — 1-2 ,
{Tkﬂ(u)[ k1 (2) ~ 24T(2)] The—1(e) "ol f €
€ como
T (P) {1 o Ty (1) } _ Ta(®) Tima (i) Thoa(P)
Tip—1(p) Ti1() ] Thoa(p) Tepa(p)  Tega(p)’
temos
(y* =y D) — e () =y ) =
1
= - _ (0)
T () [Tho1(®) — 20T3 (@) + Th—1(P)] €
275 (®) )
= O —pule
Tk+1(#)( #h)
2Ty (1) Ti(®) (o)
S DINCI L
T &~ T
3.3.27
CED (G- D )
= Wk+1 20,
Assim,

yUH—l) _ y(k—l) + wk+1(y(k) 42— y(k—l)).
Ademais, z(®) satisfaz o seguinte sistema linear,
M=% = MG -D(y® —z) = ATA(x —y®)) = ATr*),

Com essa implementagao o método semi-iterativo de Chebyshev nao precisa
acessar os dltimos () . .. ,:r(k) e realizar a combinacao linear para determi-
nar y*). Seu algoritmo é dado por
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Algoritmo 8 Método semi-iterativo de Chebyshev

1: function CHEBYSHEV (8, z(?, A, b)
2: co=1;¢1 =1/8; 4y =20

30 MyW = Ny 4 AT,

4: P =p— AyW: k= 1;

5. while [|r®| > tol do

6: Cry1 = (2/B)ck — cr—1;

7 Wit = 1+ (cr—1/crs1);

8: Mz® = AT’r(k);

9: YD — D) g () g ) )y,
10: k=k+1;

11: r) = p— Ay®),

12: end while
13: end function

3.4 Exercicios

1. Mostre que se xp — z*, para k — 0o, entao limsup|zy — x
k—o0

pendente da norma.

2. Seja

A=

3
-1
0
0
0
-1

-1
3
-1
0
-1
0

0
-1
3
-1
0
0

*||'/% ¢ inde-

0o 0 -1
0 -1 0
-1 0 0
3 -1 0
-1 3 -1
0o -1 3

Mostre que os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SOR convergem quando
aplicados a sistemas lineares da forma Az = b com tal matriz.

1 mesmo que M seja nao singular.

4. [5, pag.

. Mostre que se A = M — N é singular, entdo nio podemos ter p(M ™' N) <

164] Sejam ATA = M — N € R™™ com M nao singular,

Mzt = Nz®) 4 ATh um método iterativo estaciondrio e G = M~'N.
O fator Ry = || B¥||'/* ¢ chamado de fator de convergéncia médio apés k
passos do método iterativo. Demonstre que:

1. Existem constantes positivas ¢, C' € R tais que

em®* L p(G)F < | BF|| < Cm*p(G)F, k=1,2,3,...

onde s é a ordem do maior bloco de Jordan associado a um autovalor

A, com |A| = p(G).
2. R, — p(G), k — <.
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5.

10.

11.

[58, pag. 623] Considere a iteragao
YD Z o(By®) 4 — D) D),

onde B tem a decomposicao de Schur QTBQ = diag(\1,...,\,) como

AL > > Ay, Assuma que x = Bx + d.

1. Deduza uma equacio para e; = y*) — z.

2. Assuma y() = By© 4 d. Mostre que e, = pi(B)eo, onde pj, é um
polinémio par/fmpar se k é par/impar.

3. BEscreva f®) = QTe;. Deduza uma equacio de diferencas para f;m,

para j = 1,...,n. Tente especificar a solucao geral para f;l) e f;o)
dados.

4. Mostre como determinar um w 6timo.

. [5, pdg. 194] Seja ATA = M — N, com M ndo singular. Considere

M(a) = (1+a)M e N(a) = M(a) — ATA = N4+aM, e sejam A\ < Ao <
- Ap < 1 autovalores de M~'N. Demonstre que o método iterativo
M(a)z* ) = N(a)z® + ATb, k = 1,2,3,... converge para qualquer
a, a > —(14+ A)/2 e min, p(M Y (a)N(a)) = p(M~'(a*)N(a*)), onde
o =—(A1+\y)/2.

. Demonstre que a matriz de iteragdo do método de Gauss-Seidel é sempre

singular.

. O método de Gauss-Seidel é dado classicamente como (3.2.12). Deduza

o método de Gauss-Seidel (3.2.14) como um método de redugao residual.

. [25, pdg. 184] Para resolver o problema Az = b definimos uma sequéncia

de decomposigdes regulares A = My — N, com k = 1,2,3,... e M} ndo
singular. Tal decomposicéo estd associada ao método iterativo 21 =
M Nz ™) 4+ Mt

1. Demonstre que a condi¢ao p(M,;lNk) < 1 para k = 1,2,3,... nao é
suficiente, em geral, para garantir convergéncia.

2. Suponha que exista § > 0 tal que p(Mk’lNk) < 1—§ para todo k. O
método iterativo converge?

Implemente os algoritmos apresentados no capitulo e utilize o modelo
well1850 encontrado no Matriz Market.® Compare a performance de cada
algoritmo.

[58, pag. 623] Suponha que queiramos resolver o problema de quadrados
minimos linear min|| Az —b||2, com A € R"™*™ rank(4) =r <nebe R™.
Considere o esquema iterativo

Mz*+) = Ng®) 4 ATp,

“https://math.nist.gov/MatrixMarket/
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onde M = (ATA+AW), N = AW, A > 0e W € R ¢ simétrica
definida positiva.

1. Mostre que M~ é diagonalizavel e que p(M~tN) < 1 se rank(A) =
n.

2. Suponha z¢ = 0 e que ||[v|ly = (VT Wv)Y/2, a W-norma. Mostre que
independente do posto de A, a iterada z(*) converge para a solugao
minima na W-norma.

3. Mostre que se rank(A) = n, entdo ||zps — 5D || < [JaLs — 2 ||y

4. Mostre como implementar o esquema iterativo dada a fatoragdo QR

de
A
M= { VAR }
onde W = FFT ¢ a fatoracio de Cholesky de W.



Capitulo 4

Métodos Iterativos em
Subespacos Krylov

A resolugao de problemas de quadrados minimos lineares (sistemas lineares)
pode ser efetuada de duas formas. A primeira forma é através de métodos
diretos que, em grande parte, se baseiam em fatoracoes matriciais. A van-
tagem dessa abordagem é a determinacao da solugdo do problema em um
numero finito de passos, enquanto a desvantagem é que eles podem destruir a
esparsidade do problema e amplificar erros de arredondamento, entre outros.

A segunda forma ¢é através de métodos iterativos, como os que temos
estudado. Essa abordagem é baseada na construgao de uma sequéncia que,
sob certas hipéteses, converge para a solu¢do. Dessa forma, o nimero de
operagoes para a determinacao nao pode ser medido pois em teoria é infinito,
porém essa abordagem, em geral, preserva a esparsidade do problema, é
menos sensivel a erros de arredondamento e consome menos memoria.

Os métodos iterativos em subespacos de Krylov!, também chamados de
métodos semi-diretos, agregam algumas vantagens dos métodos diretos e dos
iterativos. Sua principal vantagem é que a solucao do problema, a menos
de erros de arredondamento, é alcancada em um niumero finito de passos.
Ademais, eles preservam a esparsidade, ndo sdo muito sensiveis a erros de
arredondamento e nao consomem muita memoria.

Alexei Krylov em 1931 [79] desenvolveu o método para a resolucao de uma
equagao que determina a frequéncia de vibragdo de um sistema mecanico.
A metodologia é trabalhada através do estudo de problemas de autovalores
e, para determinar numericamente os autovalores de uma matriz quadrada
A, Krylov usa sequéncias da forma {b, Ab, A%b,...} na determinacéo do po-
linomio caracteristico de A. Surge, entao, o conceito de subespagos de Kry-
lov. Para uma leitura sobre subespacos e métodos de Krylov, além de outros
aspectos mais avancados que os apresentados neste texto, sugerimos [17, 18].

'https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Krylov_Aleksei/
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4.1 Subespacgos de Krylov

Definicao 4.1. Sejam A € R™™™ e b € R™ nao nulo. Definimos os sequintes
conceitos:

1. {b, Ab, A%b, ...} ¢ chamado de sequéncia de Krylov.

2. K(A,b) = span{b, Ab, A%b, ...} é chamado de espaco de Krylov associado
aAeb.

3. Ki(A,b) = span{b, Ab, A%b, ..., AF=1b} ¢ chamado de subespaco de Kry-
lov de ordem k associado a A e b.

4. Ki(A,b) = [b| Ab| --- | A¥=1b] € R™F ¢ chamada de matriz de Krylov.

Sempre que estiver claro o contexto, chamaremos o espago de Krylov
K(A,b) de K e, da mesma forma, chamaremos Kj(A,b) de K. Observe
que K C R™ e, por convengao, Ky = {0}. Podemos definir o subespago de
Krylov Ky em termos da matriz de Krylov por Ky = Im(K}).

Os subespagos de Krylov satisfazem algumas propriedades.

Teorema 4.1. [138, pdg. 267] Sejam A € R™"™ e b € R"™ nao nulo. Entao,
1. Ki(A,b) C Kiy1(A,b);

2. AKk(A,b) € Ki11(A,b);

3. Ki(A,b) = Ki(cA,&b), para 0,& € R nao nulos;

4. Kip(A4,0) = Kp(A — k1,b), para k € R;

5. Kp(P7YAP, P7'b) = P71K.(A,b), para P € R™™ ndo singular.

A demonstragao desses fatos segue imediatamente da definigao de i (A, b)
e é deixada a cargo do leitor.

Teorema 4.2. [102, pdg. 537] Suponha que Ki_1 # K. Se w € Ky \ Ki_1,
entdo Aw € K1 e K1 = span ({Aw} U AB), com B uma base de K.
Ademais, se Aw € Ky, entao Kiy1 = K, ou seja, os subespagos de Krylov
se estabilizam na ordem k.

Demonstragdo. Como w € Ky, entao
w=c1b+ caAb + c3A%b + - + ¢, AF b,
com ¢; € R e ¢; nao nulo. Portanto,
Aw = 1 Ab + ey A% + c3 A3 + - - - + 1 AFb € Ky

Se Aw € Ky, entao

k k k
S GAT =" Al = AR = (¢ — ¢i) AT,

i=1 j=1 i=1
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com ¢y = 0. Como &, e ¢ sdo nao nulos, entdo A*b é nio nulo e Ky, = K1
Se Aw ¢ Ky, entao
k—1
Ay = L 4 — 35 g,
Ck i— Ck

Como A*b K41, mas é escrito como a combinagao linear de Aw e elemen-
tos da base de Ky, entao Ky é gerado pela uniao de {Aw} e uma base de
K. O

Observe que a base & = {b, Ab, ..., A*~1b} de K} nao é uma base apro-
priada para os subespagos de Krylov do ponto de vista numérico. Com efeito,
pelo método das poténcias, conforme k aumenta o vetor A*b se aproxima
da direcao do autovetor dominante, consequentemente esses vetores se tor-
nam linearmente dependentes na precisao da aritmética de ponto flutuante.
Para evitar essa situacido poderfamos ortogonalizar a base %, porém esse
problema é mal condicionado.

Vamos descrever como obter uma base para os espagos de Krylov que
seja mais apropriada do ponto de vista numérico. Comegaremos com a ideia
geral, chamada de método de Arnoldi [3] e, depois, passaremos ao método
de Lanczos® [80], que supde que a matriz A seja definida positiva, como nos
problemas de quadrados minimos. Para a construcao da base em questao
vamos seguir a metodologia empregada em [138, 151].

Uma base para Ki(A,b) é B = {b, Ab, ..., A¥=1b} e, para uma notagao
mais agraddvel, chamemos u; = Ai~1p e denotemos a matriz de Krylov por
Ui, € R™F_ ou seja, as colunas de Uy, sio os vetores uj, j =1,..., k. Vejamos
a conexao entre a matriz A e a matriz de Krylov Uy.

Teorema 4.3. Sejam A € R*", b € R", U, € R"** ¢ k-ésima matriz de
Krylov e Wy, € RF*F uma matriz de zeros, exceto wiy1j=1,5=1,...,k—1.
Entao,

AUy = Up Wy, + ugy 1€t (4.1.1)

onde e, é o k-ésimo vetor da base canénica de R¥.

Demonstrag¢ao. A demonstracao é feita por indugao. Para k = 1, temos
que Uy = u; = be Wp =0, o que implica que AU; = Auy, UyW; = 0
e uy = A% = Auq. Como e; = 1, entdo uzepf = w9 e, portanto, AU} =
U Wy + 1@6{.

Agora, suponha que AU, = UyWj + Uk+1e£. Como upy1 = AFb, entdo

’https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lanczos/
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Augy1 = upy2. Logo,

AUpy1 = [AUg| Aupy] = [AUg |ugso) = [UWi + uppref | upyo]
= [Uka + Uk+1eg: | 0] + Uk+2€z;+l
= [urfuz| - g | 0] + upgoe]

_ T
= Uk+1Wit1 + upr2€) -

Recursivamente, o resultado acima pode ser reescrito como

k

T
AUy = Zuj-‘rlej ;
j=1

onde e; é o j-ésimo vetor da base canonica de R7.
Seja Uy, = Qi Ry, a fatoragao QR de Uy. Substituindo em (4.1.1), obtemos
AQrRy = QrRpWy, + ukﬂe{ e, portanto,

AQyg QrReWi Ryt + upy1ef B!

QrHy, + upr1ef Ry (4.1.2)

~ 1
= QuHy+ — upiief.
Tkk
Teorema 4.4. Sejam Wy e R como acabamos de definir. Entdo H, =
Rka,R,;l € uma matriz de Hessenberg superior.

Demonstragio. Procedamos por inducdo. Primeiramente, note que H; =
Ry WlRfl é trivialmente Hessenberg superior. Assuma que Hy = RkaRgl,
portanto

Hyp = Rk+1Wk+1R,§+11

(R f][We O] R g
| 0 a el 0 0 1/a

[ ReWiR. '+ fel R, RyWig + felg
ae{Rgl ae{g

[ Hy+ fe] RS ReWig + felg

T p—1 T
aej, Ry, aey g
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que, claramente, é uma matriz de Hessenberg superior. O
Considere a fatoracdo QR de Uiy = Qi+1Ri+1. Note que,

| Rk T
B = { 0 Thrikn } '

Portanto,

U1 = QrT + Tk 1 k1qh+1,

onde gi4+1 € a tltima coluna de Q1. Substituindo em (4.1.2), obtemos

= 1 Thtlkt1
AQy Qr (Hk +— 7“65) + S el
Tk Thk

(4.1.3)
= QrHp+ o qepret .
Dai,
QL AQr = Hy, + a Qf qrref.-

Como as colunas de Q1 sdo ortogonais, entdo a QL grr1el = 0 e, portanto
+ 2 ) L 4k+1€5 p )
T
Qr AQr = H.

Ademais, por (4.1.3) e utilizando a ortogonalidade das colunas de Qp1,

obtemos 0
T T T T T
01 AQk = Gl QT + gk iief = aef.

Por outro lado,

a1 AQQL g = aei Qf ar = a =gl Agk = hiy1k,

pois QkTHAQkH = Hjy41. Para melhor compreender os resultados que de-
monstramos considere o seguinte teorema.

Teorema 4.5. [58, pdg. 381] Seja A € R™ ™. Suponha que as matri-
zes Q,V € R™™ sejam ortogonais com a propriedade que QTAQ = H e
VTAV =G, com H e G matrizes de Hessenberg superiores. Seja k o menor
inteiro positivo, tal que hiy1 =0, com a convengao que k =n para H nao
reduzida (elementos da subdiagonal nao nulos). Se g1 = v1, entdo q; = +v;
elhii—1| = |gii—1| parai=2,...,n. Ademais, se k < n, entio ggr1x = 0.

Demonstragio. Defina W = VTQ, que é ortogonal, e note que GW = WH.
Comparando as colunas dessa igualdade, obtemos

i—1
h“‘_fwi = Gwi_l — E hji_le, = 2, PPN k.
j=1
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Como, por hipétese, wy = ey, segue que [wy | -+ |wy] é triangular superior
e, para i = 2,...,k, temos w; = +e;. Por outro lado, w; = V7T¢q; € hjj_1 =
wiTGwi,l, de onde temos que

vi==%q e |hii—1| =|giiz1], 1=2,... k.
Se k < n, entdo

T T T
Gkr1k = ep1Gep = Fep 1 GWeyp = xep W Hey,

k k
T 2 : § : T
= i€k+1 hikWei = + hikek+1ei = 0.
i=1 =1

O

Essa proposicao afirma que a reducao de A a uma matriz de Hessenberg
H é unicamente determinada por ¢; a menos de sinais. Porém, ¢; = b/||b||2
que é um vetor dado pelas condi¢bes do problema. Vale a pena ressaltar que
a discussao até agora foi feita inteiramente em aritmética exata.

O método de Arnoldi ou iteracido de Arnoldi é baseado nessa construgao
de Qp e Hi. O processo é iniciado com a determinagao de g = b/||b||2 e, para
computar g2, devemos calcular Ag; e ortonormalizar o conjunto {q1, Aq}.
O vetor g3 é obtido da ortonormalizagdo de {qi1,q2, Aga} e, em geral, se
{q1,92,-..,qr} é uma base de K(A,b), entdao tome ¢t = Agy e ortonormalize
o conjunto {q1, q2, - - . , gk, Aqx } para obter gx11. O algoritmo a seguir resume
o método de Arnoldi com Gram-Schmidt modificado (GSM).

Algoritmo 9 Método de Arnoldi com GSM
1: function [H, Q]=ARNOLDI(A,b)
2: [m, n] = size(A);

3 q=b/blly

4 forj=1:n—-1do
5 t = Ag;;

6: fori=1:jdo

7 hij = (¢, t);

8: t=1t— hijq;

9: end for

10: b = |tl2;

11: if hjt1; == 0 then stop
12: else

13: g1 =t/hjt15;
14: end if

15: end for
16: end function

Como resultado, obtemos uma base ortogonal para o subespago K (A, b).
Observe que t pode ser nulo e, nesse caso, o processo é abortado. Isto
acontece quando ¢t é uma combinacao linear dos vetores que sdo utilizados
na ortogonalizacao de t. Seja Q € R™* a matriz cujas colunas sio os
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vetores qi,...,qr. Como Qp é obtida pela mesma metodologia que gerou
(4.1.3), entao

AQr-1 = QrHp -1, (4.1.4)

onde Hyj_1 € RE*k=1 ¢ yma matriz de Hessenberg superior. Essa decom-
posigao é conhecida como decomposi¢ao de Arnoldi de ordem £k, e ela pode
ser obtida de diversos modos. Empregamos o processo de Gram-Schmidt
modificado para minimizar a perda de ortogonalidade dos vetores por causa
de erros de arredondamento. Uma discuss@o sobre a raiz do problema e
como recuperar a ortogonalidade em precisdo finita pode ser encontrada em
[88]. Um possivel refinamento desse algoritmo baseado em um processo de
reortogonalizagao foi proposto por [30, pag. 774].

Algoritmo 10 Método de Arnoldi com GSM e reortogonalizacao

1: function [H, QJ=ARNOLDIREORT(A, b, x)
2: [m, n] = size(A);

3 g =0b/blly;

4: forj=1:n-1do
5: t = Agj;

6: 7 = [[tll2;

7 fori=1:jdo

8: hij = (g, t);

9: t=1— hijq;

10: end for

11: if ||t||2/7 < k then
12: fori=1:jdo
13: p={q,t);
14: t=1t— pqi;
15: hij = hi] + p;
16: end for

17: end if

18: By = [tles

19: if hjy1; == 0 then stop
20: else

21: g1 =t/hjt15;
22: end if

23: end for
24: end function

A ideia é garantir que o conjunto de vetores seja ortogonal na precisdo
que estamos trabalhando. Depois da ortogonalizacao verifica-se se o novo
vetor nao normalizado tem norma significativamente menor do que o novo
vetor no comeco do passo de ortogonalizacao, digamos por um fator k < 1.
No artigo original, Daniel et al. propuseram s = 1/v/2. Nesse caso hi
problemas de cancelamento e o processo de Gram-Schmidt modificado é
aplicado novamente. Ao final garantimos que o conjunto de vetores obtido
tem uma perda mutua de ortogonalidade de um fator limitado a 1/k, de
forma relativa [151, pag. 31].

Vejamos a seguir como que Walker [154] propde a utilizagdo de trans-
formacgoes de Householder para a construgdo da base ortogonal. O método
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de Arnoldi resumidamente é dado por (4.1.4), isto é,

AQp—1 = QrHp 1.

Por construcao, a primeira coluna de Qi é g1 = b/||b||2 e, portanto

b AQk—1] = QrRy,

onde
lellz hi1 hiz - hig—1
0  hor hae -+ hojp_t
Ry, = 0 0 hat - h3r_1
0 0 0 - hpp_1

Assim, o espago coluna de [b| AQi—1] é Ki(A,b) e, além disso, QxR é a
fatoragao QR de [b]| AQk—1]. O método de Arnoldi utilizando transformagoes
de Householder é baseado nesse fato. A ideia a ser utilizada determina a
fatoracao QR de [b| AQj—_1] utilizando as transformacoes de Householder P;
de modo que PyPy_1--- PyPi[b| AQx—_1] = Ri. Imediatamente, segue que

Qr=PiP--- P, 1P

Por construcao P; mantém as primeiras j — 1 linhas inalteradas, assim ¢; =
Piei, ¢o = PiPses, ..., qg = Pr--- PaPre;. Os vetores e; sdo a i-ésima
coluna da matriz I € R"™*™ e, um algoritmo para abordar essa construgao
tem a seguinte forma.

Algoritmo 11 Método de Arnoldi com transformacoes de Householder
1: function [H, Q, R]l=ARNOLDIH(A,b)
2: [m, n] = size(A);

3: z1 = b; I =eye(m,n);

4 Qu=1 Q=1

5: for j=1:ndo

6: [~ wa, ~] =HOUSEHOLDER(2j:m.;);
7 w, = [zeros(j — 1, 1);w,];
8: B = 2/|lwall3;

9: P=1-pw.wl);

10 rj = Pzj;

11: Qa = QaP;

12: Qr = PQr;
13: ¢ =Qalj; % I; =e;
14: zjy1 = QrAg;;
15: end for

16:  H=Q"AQ:1:m-1;
17: end function

Um algoritmo para a fatoracao QR via transformagdes de Householder é
dado a seguir.
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Algoritmo 12 Fatoracdo QR - Transformacgoes de Householder
I: function [Q, R]=HOUSEHOLDER(A)

2: [m, n] =size(A);

3: Q=1I; R=A;

4: for j = 1: min(m,n) do

5: 7= [Rjendllz;

6: s = —sign(Rj;);

7 u = Rj; — sr;

8: v = Rj:end,j/u;

9: v(l)=1;

10: B = —su/r;

11: Rjiend;: = Rjiena, — Bo(v" Rjiena,:);
12: Qi jiend = Q:jiend — B(Q: jiena )V

13: end for
14: end function

Teorema 4.6. [15/, pdg. 156] O conjunto {q1,...,qr} criado pelo Algo-
ritmo 11 € uma base ortonormal de K (A, D).

Demonstracdgo. Vamos demonstrar por inducao sobre os indices k. Para
k =1 o conjunto {¢;} é trivialmente ortogonal. Suponha que {qi,...,qx} é
conjunto ortonormal para 1 < j < k. Pelo fato de Pg; =e; e

PyPy_y - PyPi[b| AQp—1]

ser triangular superior, segue que o vetor de Householder para 1 < j < k tem
as primeiras j — 1 entradas nulas. Entao Py --- PoPiep = q para 1 < j < k,

isto é, Py---P; = [q1] --- |¢;]. Em particular vale para j = k, ou seja,
{@1,...,qr} é um conjunto ortonormal de vetores.
Mostremos, agora, que Ky = span{qi,...,qx}. O resultado segue trivial-

mente para k = 1. Assuma que,

’C] = spcm{ql, AQ17 R Ajilql} = Span{le AR Q_]}a .7 = 17 LR k.
Como 1 < j <k, [q1]|Aq | ---|Ag;] tem posto j + 1 e, portanto,
Pii1-- PaPigi [ Aqr| -+ | Agjl
é triangular superior de posto j + 1, ou seja, span{qi, Aqi, ..., Ag;} é o
subespaco gerado pelas primeiras j 4+ 1 colunas de Py ---P;y;. Portanto,
Kjt1 = span{qi, . .. »Qj+1}- O

Outra forma de demonstrar a ortogonalidade dos vetores g; é conside-
rando 1 < i < j < rank(A) e verificando que

(vi,vj) = (PiPy---Pie;)"(PLPy--- Pjej) = el Piy1--- Pje;

(Pj --~Pi+1€i)T€j = eiTej = 0.
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Se A é simétrica, entao Hjj = Q{AQ;C é uma matriz de Hessenberg
superior simétrica, portanto tridiagonal. A metodologia aplicada na deter-
minagdo da base ortonormal de K (A,b) é chamada de método de Lanczos,
ou processo de Lanczos. Obviamente que a aplicagao do método de Arnoldi
a uma matriz simétrica fornece a base ortogonal procurada mas, em vez de
aplicarmos diretamente o método de Arnoldi, podemos modificd-lo de forma
a necessitar menor processamento de maquina e armazenamento de dados.
Portanto, o método de Lanczos é obtido apds essas pequenas modificagoes
na iteracao de Arnoldi.

Efetivamente, para obter o método de Lanczos defina

ar=hy e Br=hg_1k.

A matriz de Hessenberg (tridiagonal) resultante tem a seguinte forma

ay P
Bo as P
Hyp = fs as ‘ :{ﬁHle
LB, k1€,
By  ag
L Br+1 |

A matriz de Hessenberg construida pelo método de Lanczos possui uma
linha extra e, por isso, definamos a matriz de Hessenberg procurada como
a submatriz principal de ordem k, isto é, Hj, € R¥*¥ A partir de (4.1.3)
obtemos para a primeira coluna

Aqr = a1q1 + Bige.
Da ortogonalidade de ¢q; e ¢2, temos
ar=ql Aq1 e B = ||[Aq — a1qil2
e, para a k-ésima coluna, obtemos
Aqr = Brr1qr+1 + ke + Brqr-1,

onde
ar=qAge e PBrir = | Agk — arge — Brdr—1ll2-

Denominando ¢, = Agy, calculamos a (k-+1)-ésima coluna da seguinte forma

by — axqr — BrGr—1

qk+1 =
Bri1

Dessa forma, um possivel algoritmo para o método de Lanczos é
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Algoritmo 13 Método de Lanczos
1: function Q=LANCZOS(A,b)

2: [m, n] = size(A);

3 Bi=bllz; @0=0; q1=0b/b;
4: for j=1:m—1do

5: t = Agj;

6: a={(gj,t);

T: t=t—aq —Bq-1;

8: By = ltllz:

9: if Bj41 == 0 then stop
10: else

11: gi+1 =1/Bj+1;

12: end if

13: end for
14: end function

Os vetores g; que formam a matriz @) sao chamados de vetores de Lanczos.
Podemos também aplicar as transformacoes de Householder para o método
de Lanczos, como feito em [57].

4.2 O Método dos Gradientes Conjugados e Va-
riagoes

Originalmente, o método dos gradientes conjugados foi deduzido por Heste-
nes e Stiefel [64] no comego da década de 50. Uma de suas vantagens é que,
em aritmética exata, ele converge em um numero finito de passos. Mas, tra-
balhamos com aritmética finita e o método perde essa propriedade quando
erros de arredondamento estao presentes.

Stiefel [140] publicou o primeiro artigo que cita como utilizar o método
de gradientes conjugados para resolver as equagoes normais oriundas de pro-
blemas de quadrados minimos. O primeiro a discutir e aplicar o método
dos gradientes conjugados (CG) precondicionado foi Lauchli [83] em 1959.
Outros dois pesquisadores que discutiram o CG foram Lawson [85] e Chen
[24].

Ainda na década de 70, o método de gradientes conjugados comegou a
ser mais estudado como um método iterativo [118] e, nos dias de hoje, esse
método é uma importante ferramenta no estudo de problemas de quadrados
minimos de grande porte. Para fatos histdricos referentes ao desenvolvimento
do método dos gradientes conjugados sugerimos [4, 56].

Os métodos iterativos que apresentam boa performance sdo os métodos
SOR e semi-iterativo — em nosso caso, Chebyshev. Esses métodos, em ge-
ral, apresentam um problema: a dificil escolha dos parametros. No caso
do método SOR é a escolha de w e no caso do método semi-iterativo de
Chebyshev, a escolha do maior e menor autovalores da matriz de iteracao.
Os métodos baseados em subespacos de Krylov ndo apresentam essa pro-
blemética. Como estamos interessados no estudo de quadrados minimos,
vamos apresentar o método de gradientes conjugados (CG) e suas variantes.
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H4 outros métodos baseados em espagos de Krylov, tais como GMRES [127],
Bi-CG [38, 44, 81], CGS [134] e Bi-CGSTAB [150], que nao sdo cobertos neste
texto. Nesta secdo vamos iniciar com a deduc@o do CG e, posteriormente,
focaremos na teoria de quadrados minimos.

A primeira diferenga entre os métodos iterativos estaciondrios e os mé-
todos de Krylov é a matriz de iteragao. Os métodos de Krylov ndo possuem
matrizes de iteragao, o que, do ponto de vista computacional, é 6timo pois
utiliza-se menos memoria para o cdlculo dos passos iterativos. A hipétese
bésica do CG é que o método ¢é vilido para matrizes (simétricas) defini-
das positivas que surgem naturalmente do estudo de solugoes numéricas de
equagoes diferenciais parciais elipticas [16]. O CG pode ser visto como uma
variagdo do método de Lanczos (Algoritmo 13) estudado na secao 4.1. A
dedugao do método dos gradientes conjugados aqui apresentada é baseada
no método de maxima descida, nos subespacos de Krylov e no método de
Lanczos. Nos basearemos nas discussdes de Golub e Van Loan [58], Shew-
chuck [132], e Stoer e Bulirsch [144].

4.2.1 Sistema Linear x Forma Quadratica

Antes de deduzirmos o método dos gradientes conjugados demonstramos que
encontrar, no caso de uma matriz definida positiva, a solugao de um sistema
linear Az = b é equivalente a minimizar uma forma quadratica.

Defini¢ao 4.2. Sejam A € R™™ uma matriz definida positiva e b € R™.
Uma forma quadrdtica € uma funcao f: R"™ — R, definida por

f(z) = %a:TAz —2Tb+ . (4.2.5)

Por exemplo, sejam

(4] li)

O gréfico da forma quadratica associada a A, b e ¢ = 0 estd apresentada na
Figura 4.1 e, na Figura 4.2, apresentamos suas curvas de nivel. O minimiza-
dor de f é x = [1.8, —2.1]T que, por sua vez, também é a solugao de Az = b,
COMO Vemos a Seguir.
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L
-4 -2 0 2 4

Figura 4.2: Curvas de nivel da forma quadratica, ponto critico de f é x =
[1.8,—2.1]T.

Afirmamos que minimizar (4.2.5) é equivalente a resolver o sistema linear
Az =b. Com efeito,

1 1
Vi(z)= iATx + §Ax —b.

Como, por defini¢do, A é simétrica, entao

Vf(x) = Az —b. (4.2.6)
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Portanto, o ponto critico z, de f(x) é o vetor que soluciona o sistema linear
Az = b. Assim, transformamos o problema de encontrar a solucao de Az = b
em )

min <fxTAx —2Th+ c> .

zeR™ \ 2
Ademais, como A satisfaz a condi¢ao de positividade, entao o ponto critico
T € um minimizador global de f. De fato, seja e um termo de erro, entao

fate) = Lt oA +e)— (o + )bt

1 1
= Em:{Am* +elAx, + ieTAe bl —ble+c

(4.2.7)

1 1
— (ix*TAx* — bl z, + c) +elh+ ieTAe —ple

= flz) + %eTAe.

Como A é definida positiva, entdo e Ae > 0 e, portanto, z, ¢ um minimiza-
dor global de f. Apesar de estarmos interessados em resolver sistemas linea-
res, trocamos a abordagem para um problema de minimizagao, pois o método
de maxima descida e o de gradientes conjugados sao relativamente baratos
computacionalmente e de forma indireta fornecem a procurada solucao do
sistema linear em questao.

4.2.2 O Método de Maxima Descida

O método de méaxima descida ou método do gradiente é um método de
minimizagdo em que, a cada iteragao, escolhe-se a direcdo em que f decresce
mais rapidamente. A discussdo aqui apresentada se baseia em Shewchuck
[132].

Entao, esse método se inicia com um “chute” inicial xg e, a cada iteracao,
busca-se um refinamento da solugdo na diregdo —V f(x;) = b — Ax;, i =
1,2,... ((4.2.6)). Assim, criamos uma sequéncia de aproximagoes que a
cada passo “descem” no paraboloide (forma quadritica) até a aproximagcao
T, estar perto o suficiente do ponto z,.

O vetor erro ou, simplesmente, erro e; = x; — x4, é a medida de quao
longe a solucao aproximada x; esta da solugédo exata e, o residuo r; = b— Ax;
nos diz quao precisa é a aproximagao Ax; de b. Ademais, r; = —Ae; pois

Ae; = A(x; — xy) = Axy — Az = Az — b= —1y.

Suponha que zp = [0, O]T que, por sua vez, cai em alguma curva de nivel
da forma quadratica da Figura 4.2. O préximo passo é calculado de maneira
iterativa, isto é

1 = o + arp. (4.2.8)
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Note que rg = =V f(zp), ou seja, é a direcao de maxima descida de f, e
o escalar a é o fator de alongamento ou encolhimento do vetor gradiente.
O préximo passo é determinar o parametro « e, para isso, utilizaremos o
procedimento de pesquisa linear ou line search que determina o parametro
«a de maneira que a forma quadrética f seja minimizada ao longo da dire¢ao
de maxima descida.

A determinacao de « para passar da iteracao 0 para a iteracio 1 é dada
calculando-se a derivada direcional e, posteriormente, igualando a zero, isto
é, quando

d
— =0.
UG
Pela regra da cadeia, obtemos
d d 2.
%f(l'l) = VTf(.’El)%l’l (4i8) VTf(.’L'l)TO,
ou seja, quando a diregdo V f(z1) é ortogonal ao residuo r9. Como r; =
—Vf(x;),i=1,2,..., a minimiza¢ao ocorre quando r{ro = 0. Mas,
(4.2.8)

Trg=0= (b—Ax1)Trg =0 "= [b— A(xo + arg)|Tro = 0,

que nos leva a
Tg To
T'g A?”o

Portanto, o método de méxima descida é descrito por

T
T T

rT Ary’

(2

ri=b—Ax;, o; = Tip1 = Ti + oyr.

Esse método requer duas multiplicacées matriz-vetor por iteracdo, que aca-
bam por dominar seu custo computacional. Felizmente, um desses produtos
pode ser eliminado multiplicando z;+1 = z; + «;r; por —A em ambos os
lados e adicionando b, obtendo

Tiv1 =T; — OziAT‘i. (429)

Observe que o produto Ar; é necessario para atualizar «;. Além disso, um
ponto negativo dessa abordagem é que o residuo pode ficar contaminado
por erros de arredondamento cujo resultado é a convergéncia para um valor
diferente de x,. Esse problema pode ser evitado através de um uso periédico
de r; = b — Axz; para atualizar o residuo. Um possivel algoritmo para a
determinacéao da solucdo de um sistema linear via método de maxima descida
é descrito a seguir.
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Algoritmo 14 Método de Méxima Descida
1: function [z,i|=MMD(A, b, z, imaz, €)

2: i =0;

3: r=>b— Ax;

4 §=rTr,

5: 50 = 5;

6: while i < imaz e § > €25y do
7 q= Ag;

8 =Ty

9: T =+ ar;

10: if 7 é divisivel por 50 then
11: r==b— Ax;

12: else

13: r=r—agq; %equacao (4.2.9)
14: end if

15: 6 =7r"r;

16: i =14+1;

17: end while
18: end function

A entrada do algoritmo sdo os parametros do sistema linear Ax = b, o
chute inicial zg, o niimero maximo de iteragoes i,,4, € a tolerancia desejada
e. O algoritmo termina quando o nimero maximo de iteragoes é excedido
ou quando ||7;]| < €||rol|. A férmula recursiva rapida® para a determinagio
do residuo é usada, mas a cada 50 iteragdes, o residuo exato é recalculado
para remover eventuais erros causados pela aritmética de ponto flutuante.
O ntimero 50 é arbitrdrio e, para n grande, \/n pode ser mais apropriado.
Isso previne que o procedimento termine cedo e errado por causa de erros
de arredondamento.

Vamos comegar o estudo da convergéncia do método de maxima descida
por um caso particular. Suponha que o erro e; é um autovetor de A associado
ao autovalor \.,. Note que, 7, = —Ae; = —A¢,e;. Subtraindo z* de ambos
os lados de z;4+1 = x; + «;r;, obtemos
TTT‘i TTTZ'

L i =€ — Ae, —
T €4 ALZ )\ci (’['-T’I‘i)

e e; =0
T i 1 1
r; Ar; g

€i+1 = € +

e a convergéncia ocorre em um passo, afinal o ponto x; estd em um dos eixos
principais do elipsoide (Figura 4.2). Assim, o residuo aponta diretamente
para o centro do elipsoide, que é a solugao do problema. Resumidamente, se
o = )\;1, a convergéncia ¢ instantanea.

Para uma anélise mais geral, expressamos e; como uma combinagao li-
near dos autovetores de A. Vamos, primeiramente, supor que os autovetores
formem uma base ortonormal de R™ — matrizes simétricas e normais sa-
tisfazem esse critério pelo Teorema Espectral. O vetor erro, entdo, tem a

3r = r — aq é rdpida porque nao requer o célculo de um produto matriz-vetor.
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seguinte forma
n
e = E §iv;.-
i=1

Observe que nao necessariamente todos os autovalores devem ser distintos.
Logo,

n
ri=—Aei ==Y _ &l (4.2.10)
i=1
Por outro lado,
el = el ei = &2, (4.2.11)
i=1

eiTAei:<Z£iviT> TGN | =D 8N (4212)
i=1 j=1 i=1

n
Iril® = rfr = €N2, (4.2.13)
i=1

rf Ar; = (Z Lxv) ) STGN | =D 8N (4.2.14)
i=1 j=1 i=1
Sob essas hipdteses,

n
., D &N
i=1

A — e+ 2L, (4.2.15)
r; Ar; 9.3

D8N
=1

Se e; é arbitrario, mas todos os autovetores de A estao associados a um tnico
autovalor A\, (4.2.15) se torna

€41 = €; +

n
Ny
€i+1 — €; — 71'?11 ()\62) =0.

Ay e
i=1

Como todos autovalores sao idénticos o elipsoide é esférico, o que faz qual-
quer ponto apontar para o centro da familia de esferas, isto é, a convergéncia
¢é instantanea. Porém, as hipdteses que fizemos até agora sdao bastante res-
tritivas.
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A demonstragio do caso geral esta baseada na existéncia de uma base de
autovetores de A, isto é, A é diagonalizavel, que nao é um problema ja que
A é definida positiva. Claramente, todos os autovalores de A sdo nao nulos
pois estamos trabalhando com matrizes definidas positivas e, portanto, tem
autovalores positivos.

Para facilitar a notacao utilizaremos a A-norma de vetores, que é definida
por |4 = 2T Az. A seguir apresentamos uma relacio entre ||e;41]|% e

leill:,

leivill% e ey = (ef + o] )Alei + airy)

= el'Ae; + 2077 Ae; + o7 Ar; (simetria de A)

T T, 2 7,2
2 TiTi T T T T o (i)
= el —2 riri) + ri Ary = |leil|% —
e = 25T+ () o A = e = 52

= |eilla <1 (rT Ar;) (eiTAei))
n 2
(Se)
i=1
(iﬁ&-‘) <Xn353 *i)
i—1 =1

= el [ 1~

= lesllw?,

onde a peniltima igualdade segue de (4.2.12), (4.2.13), (4.2.14) e de

n 2
(Z f?A?)
i=1
(isﬁ?) (f}@%)
=1 1=1

A andlise de convergéncia do método de maxima descida é finalizada ao
determinarmos um limitante superior para w?. Por simplicidade de notacio

wri=1-

trabalhamos, inicialmente, com n = 2. Assuma A\; > Ay e defina o nimero
de condigdo espectral k = ko(A) = A1 /A2 > 1. A inclinagao de e; em relacao
ao sistema de coordenadas definido pelos autovetores de A, que depende do
ponto inicial, é denotado por pu = £3/&;. Sob essas condigoes,

242 2412)2 2 2\2
L (£1A1¢+ &) ST e ¥ U0 R T:
v @) @ ) o 20
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Na Figura 4.3 apresentamos o gréfico da convergéncia do método de maxima
descida. Observe que para valores pequenos de k e/ou p a taxa é menor e,
portanto, a convergéncia é mais rapida. Por outro lado, se o sistema linear
é mal condicionado, ou seja, k2(A) é grande, entdo a taxa se aproxima de 1

definindo uma convergéncia lenta.

Figura 4.3: Gréfico da convergéncia do método de méaxima descida.

Fixe o nimero de condicao k, pois a matriz A é dada. Com um pouco

de Célculo I, encontramos que a funcio w(y) é maximizada quando ;% = x2.

2

Utilizando esse fato podemos determinar um limitante superior para a taxa

de convergéncia w:

9 4k1 Ko =2kt + K3 (k- 1)?

Portanto,

<li—1
S k41

1- - .
KO+ 2k + k3 KP4 2k 4+ K3 (k4 1)2

(4.2.17)

A Figura 4.4 mostra o comportamento da taxa de convergéncia do método
de méxima descida em fungao do numero de condigao r2(A). Observe que ha
uma estrita faixa onde w é baixo e, portanto, a convergéncia é rapida. Rapi-
damente w atinge valores ao redor de 0, 95 caracterizando uma convergéncia

lenta.



114 Métodos Iterativos em Subespacos Krylov
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Figura 4.4: Gréafico da convergéncia do método de maxima descida.

Como j& dito anteriormente, (4.2.17) é valida para n > 2 [91] e, nesse
caso,

)\min
onde A é uma matriz definida positiva. Ademais,

;
leilla < lleolla (%) (12.18)

€

flai) = flas) @21 sel Ae; _ (K)Q(A) _ 1)22'

fao = f(24)) %eOTAeo S \ke(A)+1)
Dai, )

Jim lealla = leola i (201 <0

€

N 2
lim [ (i) — f(2.)] = [f(z0) — f(x,)] lim (M) o,

k—o00 k—o00 K]Q(A) +1
Para demonstrar o caso geral vamos precisar de um lema conhecido como
desigualdade de Kantorovich [74].

Lema 4.1. [158, pdg. 186] Seja A € R™™ wma matriz definida positiva
com A1 o menor autovalor de A e A, o maior autovalor de A. Entdo,

2T Az 2T Az < (A + An)?

2Te 2Tx = AN\,
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Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade podemos assumir que z € R™

seja unitario. Entao
n
xr = E ZjWs,
i=1

com {wi,...,w,} uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de
A. Assim,
n
T A, 2
xt Ax = E A5,

=1

2TA = Z)\;laﬁ,
j=1
onde mjz € [0, 1]. Definamos
n
A= Z )\jx]z =T Az,
j=1

Assim, A é a combinagao convexa de autovalores de A e, portanto, \ €
[A1, An]. Definamos pontos sobre o gréfico de g(t) = 1/t,

N —1,.2
Pi= X)) A ad
j=1

A fungao g é convexa, entdo os pontos P; estao abaixo do segmento de reta
que liga Py a P,, e observe que o ponto P pode ser visto como

n
P=> 5
=1

ou seja, PP é uma combinacao convexa dos pontos P; e, portanto, estd contido
na envoltéria convexa de Pi,...,P,. Assim, P nao pode estar acima do
segmento de reta que liga P; a P,, que é dado por

A+ A+t
h(t) = ————.
() )\1)\”
Assim,
n
M+ A+ A
T A—1,. _ -1.2 M n
2T A x_;Aj xjgh(A)_T.
Logo,

2T Az)(zT A 2) <
(zt Az)(z" A7 ) < A S
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A expressao do lado direito é uma fungao quadratica cujo maximo é
)\1 + /\n
=5
que nos leva ao resultado desejado. O

A

Teorema 4.7. [158, pag. 187] Sejam A € R™™ uma matriz definida posi-
tiva eb € R™. O método de mazima descida converge, para qualquer g € R™,
para a solucao do sistema linear Ax = b, que denotamos x.. Ademais, se as
iteradas do método sio denotadas por {x;}, entdo

ko(A) —1\°
s < _ R 2.
o = aila < .~ zola (201 (42.19)

Demonstragdo. Comecemos com duas relagoes envolvendo o erro e o residuo
em cada iteragao,

Ciyl = Ty — Ti — QiT5 = € — Q4T

Tiy1 = b— Axip1 = A(wye — 2i41) = Aeiqr.

Logo,
Hei+1||31 = eiTHA(ei — ;) = eiTHAei — aie;ﬂlAri.
Da ortogonalidade de r; e 1,41 (Verifique!) e, como 7,41 = Ae;y1, mostramos
que
eiTHAri = (Aei_H)Tn- = riTHn- =0.

Portanto,

T T
ez‘AeiJrl =T, €41 = T; (ei — Oéi’f'i)

H6i+1||124

_ T
=

T
_ NT . B ] T‘Z- T
= (Ae)'e; (1 ali(Aei)TeZ')

T. T,
= el (1 T —)

rT Ar; rT A=Lp;

Pela desigualdade de Kantorovich, obtemos

T T T
ei —oyry ;= (Ae;)" e; —ayry 1y

DYP
. 2 < 2 1— 1\n
Hez+1l|A X H&HA( ()\1+/\n)2>
()\n - /\1)2

112
HQHA (>\n + )\1)2'

Dessa forma,
gy _ k2(4) -1 2
i < i
lleit1lla ra(A) + 1H€ 14

e para obter o resultado, basta iterar a desigualdade. O
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Como corolario desse teorema podemos estimar a quantidade de iteragoes
do método de méxima descida de forma a reduzir ||eg|la a ||ex,||a < €]leola-
Essa estimativa é valida apenas para aritmética exata.

Coroldrio 4.1. [158, pdg. 187] Seja A € R™*™ wma matriz definida positiva.

Se as iteradas do método sao denotadas por {x;}, entdo para um dado € > 0,
llexlla < elleolla quando

5 L[t ()] wam

Demonstragao. Para facilitar a notagdo defina k = ka(A). De (4.2.19) con-
cluimos que para o erro relativo ser menor que € devemos ter

k
<f<e+1> 2}.
k—1 €

Aplicando o logaritmo natural na desigualdade acima, obtemos

In <}>
E> ¢

_— 4.2.21
= <I€ + 1) ( )
In
K—1
Fazendo a expansao em série, ja que k > 1,
K41 e

1 =2 T > - 4.2.22
n(n—l) ;%H” " (42.22)
Substituindo (4.2.22) em (4.2.21), obtemos (4.2.20). O

Passemos, agora, a discussao sobre a complexidade do método de maxima
descida (Algoritmo 14). A cada iteracao, a multiplicagdo matriz-vetor é o
fator com mais operagoes, em geral da ordem O(n-m), onde m é a quantidade
de elementos nao nulos da matriz A dada. Por outro lado, o nimero de
iteragOes para garantir a convergéncia para uma dada tolerancia e é definida
por (4.2.20). Assim, a complexidade do método de méxima descida é da
ordem O(nmk), onde k = ka(A).

Apesar do método de méxima descida ter garantia de convergéncia, sua
taxa de convergéncia é muito baixa, embora haja variagoes desse método
que convergem mais rapidamente. Ao leitor interessado recomendamos |6,
9, 37, 39, 106, 130]. Outras técnicas igualmente convergentes e com taxa de
convergéncia mais alta foram estudadas, a mais conhecida é o método dos
gradientes conjugados [64].
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4.2.3 Subespagos Interessantes

Para o trabalho de determinar o minimizador da forma quadratica f po-
derfamos utilizar o método de méxima descida, porém sua convergéncia é
bastante lenta (Figura 4.4). Uma forma de melhorar a performance desse
método é aumentando a dimensao do espago de pesquisa (search space).
Lembre que a k-ésima iteracdo desse método trabalha sobre o espago afim
xp + span{V f(zx)}.

Suponha que queiramos resolver Az = b e que haja uma cadeia de su-
bespagos S} C Sy C -+ C S, = R", com dim(S) = k. Ademais, dado o
ponto inicial zg, suponha que no k-ésimo passo de iteragao encontramos

= mi . 4.2.23
T xlgilgkf(w) ( )
Com essas hipéteses, temos f(x1) = f(z2) = -+ > f(xn) = f(x4) e como

S, = R", concluiremos que x, = A~'h. Nosso objetivo é produzir uma
cadeia de subespagos Sp com as propriedades supracitadas. Porém, essa
abordagem tem um ponto fraco para n grande e, para evitar esse tipo de
problema precisamos que essa convergéncia seja rapida de forma a terminar
na iteragao k < n.

Como ja dito, a dire¢do de maior decrescimento da forma quadratica f
em zj é a direcao do gradiente,

4.2.6
ge = V() "2 Az —b.

Faz sentido que Sy inclua xj, e gy pois, dessa forma, garantimos que a iteragao
do método de gradientes conjugados sera pelo menos tdo boa quanto uma
iteragao do método de maxima descida, ou seja,

min  f(zx) = f(@r1) < min f(zg + arg). (4.2.24)

2€x0+Sk41

Seja xp o ponto inicial e gg = Azg —b. Como V f(zy) € span{zy, Az},
entdo a tnica opgao é
Sk = Kk(4, go)-

Uma base conveniente para S é determinada pelo algoritmo de Lanczos
(Algoritmo 13, pdg. 105). Antes de passarmos & descrigao do método dos
gradientes conjugados, vejamos alguns resultados que vao ao encontro dessa
discussdo e que nos ajudam a entender melhor as propriedades de mini-
mizacao do método.

O primeiro resultado afirma que minimizar a forma quadrética f sobre
um subespago de R™ é o mesmo que minimizar ||z — x.||4 nesse subespago.

Teorema 4.8. [77, pdg. 12] Seja S C R™. Se x), minimiza f sobre S, entdo
xp também minimiza ||z — x||a = ||7||4—1 sobre S, onde r = b — Ax.
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Demonstragao. Note que,
lze — z||4 = (zy — 2)TA(ze — ) = 2T Az — 2T Az, — 2T Az + 2T Ag,.
Como A é simétrica e Ax, = b,
—xTAx* — foa: = —QITAI* =227

e, portanto,
e — ||} = 2f(x) + 2L Az, — 2c.

Como f ¢ independente de 27 Ax,, entdo minimizar f é equivalente a mini-
mizar ||z, — z||a. Seja e = x — z,, entdo

el = " Ae = (Ae)T AT (Ae) = [A(z — z)]" AT Az — 2.)] = ||
O

A consequéncia imediata dessa proposicdo é que como xj minimiza f
sobre zg + K(A, go), entao

[z — zklla <z —wlla (4.2.25)

para todo w € zg + K (A4, go). Como w € xg + Ki(A4, go), entao

k—1 k—1
w:z0+Z'yjAJr0 = x*—w:z*—xo—Z’yjA]ro.
Jj=0 j=0

Mas, 1o = b — Azg = A(z. — 20) e, portanto,

k-1
T — W =Ty — Tg — Z’yjAjH(m* —z9) = p(A) (x4 — x0),
j=0
onde
k=1
p(z)=1- Zvjzﬁ'l
j=0

¢ um polinémio de grau k e tal que p(0) = 1. Logo,

e, — 2plla = Ip(A) @, — 70)ll, (4.2.26)

inf
PEPk, p(0)=1

onde Py é o espago vetorial dos polinomios de grau k. Como A é definida
positiva, pelo Teorema Espectral, A = UDUT, com U uma matriz ortogonal
e D uma matriz diagonal cujas entradas sdo os autovalores de A que, por
sua vez, sdo positivos. Assim,

p(A) = Up(D)U™.

Defina A'/2 := UDY2UT, onde [Dl/Z]ii = /dj.
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Lema 4.2. [77, pdg. 16] Seja A € R™™ uma matriz definida positiva com
autovalores positivos A\1 = Ao = --- = \,. Entdo, para todo z € R™,

1A 22|z = [12]L4 (4.2.27)

1/2

A llzla < Azl < A2 4 (4.2.28)

Demonstragao. A identidade (4.2.27) segue de
T
2% = 27 Az = (4122)" (4Y/22) = Atz

Para demonstrar (4.2.28) tome u; um autovalor unitério associado a A;. Pelo
Teorema Espectral, A = UDUT e, portanto,

n

Az = Z)\ (ul 2)u;.

i=1
Assim,
Allallf = Ml A28 = An Y- hi(uf'2)”
i=1
n n
< Z)\?(U?Z)Z < Alei(u?z)Q
i=1 i=1
= M[AVZER = Mzl
Como
n
1Az13 =D~ A (uf2)?
i=1
vale a desigualdade (4.2.28). O

Pelo Lema 4.2, para todo z € R",
Ip(A)zlla = |A2p(A)z]|2 < Ip(A)l|2]lA22]l2 < llp(4)]12]|=]]4-
De (4.2.26) combinado com esse resultado, temos

Ty — X Ty — T inf max 4.2.29
e = willa <l —aolla_inf - ma o) (42:29)

onde o(A) é o espectro de A e, portanto,

[z — 2klla
T S D
|y — zolla zEJ(A) % Pr(2)]-

O polinémio p;, é chamado de polinémio residual [141].
A partir desse ponto seguiremos a proposta de Golub e Van Loan [58,
pég. 628] para apresentar trés versoes do método de gradientes conjugados.
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4.2.4 Método dos Gradientes Conjugados: Versao 1

A primeira versdo do método dos gradientes (CG) é uma versao “bruta’,
ndo lapidada, por assim dizer, mas do ponto de vista tedrico fornece os
rudimentos do CG.

O algoritmo de Lanczos (Algoritmo 13, pdg. 105) gera uma base para
subespagos de Krylov e, em sua k-ésima iteracao, construimos

Q=[qnl...|q] e Rk

com as colunas formando um conjunto ortonormal, a matriz tridiagonal

a1 B 0 - 0
B1 az '

Tk: 0 "4 ’~. '.. 0
: e Brea
0 -+ 0 Br1 oy

e o vetor 7, € Im(Q)* de forma que
AQk = QiTi + et

onde 1, = (A — arl)qr — Br—1qr—1 € ex € a k-ésima coluna da matriz iden-
tidade de R"™™. A matriz T ¢ definida positiva, pois T}, = Q% AQy. Para
facilitar a notagdo chamamos a matriz de Hessenberg Hj, , simétrica (matriz
tridiagonal) de Tj. A solugao para o problema (4.2.23) é encontrada defi-
nindo ¢1 = ro/Bp, onde o residuo rg = —go = b — Axg e Sy = ||rol2. Como
Q. é uma base para Sy, = K(4, go), minimizar f sobre xo+ Si, é equivalente
a

min f(zo + Qry)- (4.2.30)
yERFK
Mas,
flwo+ Qry) = %(&”0 + Qry) " Alzo + Qry) — (z0 + Qry) b+ ¢

1
= f(wo) + 5y (QLAQk)y — y" (Qfro)
(4.2.31)
e BoQk(:,1) = 1. O ponto critico de (4.2.31) é determinado por

V(@0 + Qry) = (QEAQr)y — Qfro =0
se, e somente se,
Teyr = Qi ro = Boex,

onde y; ¢ o minimizador do problema (4.2.30). Um algoritmo para o método
dos gradientes conjugados (versao 1) é
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Algoritmo 15 Método dos Gradientes Conjugados: Versao 1
1: function z.=CGV1(A,b,z0)
2 k=0; ro=b—Azo; Bo=|roll; 0 =0;

3 while 8 # 0 do

4 Q1 = Tk /Br;

5: k=k+1;

6: ap = q,{Aqk;

T Tryr = Boer;

8: Tk = QrYk;

9: rr = (A—arl)gr — Br—1qr-1;
10: B = lIrell2;

11: end while

12: Tu = Tk

13: end function

Esse algoritmo sofre de dois problemas. O primeiro é que zj é deter-
minado através de um produto matriz-vetor, além de haver um sistema li-
near a ser resolvido, fazendo-o ndao muito eficaz para problemas de grande
porte. De fato, esse algoritmo tem complexidade O(n?®) no pior cendrio.
Obviamente, que aqui estamos pensando em resolucao por fatoracao LU ou
Cholesky, porém existem outros algoritmos que envolvem produtos matriz-
matriz como o algoritmo de Coppersmith-Winograd que assintoticamente
tem complexidade da O(n?37), mas nio faz parte do escopo desse livro. O
segundo é que o algoritmo ¢é instavel em aritmética finita. Por isso, vamos
aprimora-lo na préxima secao.

Mas antes, vejamos trés resultados equivalentes que tratam sobre a con-
vergéncia finita do método do gradientes conjugados.

Teorema 4.9. [58, pdg. 630] Se k. é a dimensio do menor espago invari-
ante que contém ro, entdo o Algoritmo 15 do método de gradientes conjuga-
dos termina com Xk, = Ty.

Teorema 4.10. [77, pdg. 15] Seja A € R™™ wma matriz definida positiva
com autovetores ui, ..., u,. Se b € a combinagdo linear de k. autovetores de
A, isto é,

Foxe
b= ui,
J=1

entdo o Algoritmo 15 do método de gradientes conjugados aplicado a Ax = b
com xg = 0 termina com xp, = Ty.

Demonstragdo. Sejam Ay, ..., Ay, 0s autovalores associados aos autovetores
Uiy, . .., ulg, . Portanto,
L
. P Z j
Ly = A b= Tuzj .

j=1""%
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Considere o seguinte polinémio residual,

ke s
p(z) = H LZ])\ )

j=1
em que, claramente, p(0) = 1 e p € Pp. Ademais, p(A;;) = 0, para 1 < j <
ky. Assim,

ko
_ _ Vi
p(A)z, = Zp(AiJ)A—{ui] =0.
j=1 ]
Por (4.2.26) e j& que xo = 0, obtemos
2k, — zulla < [P(A)z4]la =0,
como queriamos demonstrar. O

Teorema 4.11. [77, pdg. 15] Seja A € R™™"™ uma matriz definida positiva.
Assuma que existem exatamente k. < n autovalores distintos de A. Entao,
o Algoritmo 15 do método de gradientes conjugados termina com xy, = X.

A demonstragao desse teorema é similar & demonstragao do Teorema 4.10
e deixada a cargo do leitor. Como o maior subespago invariante de R"™ é o
proprio R”, entao o método dos gradientes conjugados converge no maximo
em n iteragoes, em aritmética exata.

4.2.5 Meétodo dos Gradientes Conjugados: Versao 2

A versao 2 do método dos gradientes conjugados é um aprimoramento da
versao 1. O objetivo dessa versdo é trabalhar em cima do sistema linear
Tryr = Poer e do produto matriz vetor x, = Qryi, evitando a utilizagao de
vetores de Lanczos para as atualizagoes supracitadas.

Como T}, = Q;{AQk ¢é definida positiva possui fatoracao Tj = LkaLkT,,
onde

1 0 --- 0 d 0 - 0
L 1 - 0 0 dy - 0
Ly=1| . . . ) e D=1 . . . )
0 - I 1 0 -~ 0 dy

Realizando o produto LkaLg e comparando com as entradas de T}, obte-

mos
dy = o,

li-1 = Bi—1/di—1 parai=2,...,n,

di =a; —lj_1Pi—1 para i =2,...,n.
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Agora, vamos transformar o sistema linear T, = L DpLLy, = Boer em dois
g ) k Y
sistemas lineares, a saber,

Ly Dy, = Poer,

Lfyk = V.
Por outro lado, se C}, € R™** satisfaz

C,LE = Qy, (4.2.32)
entao

ap = 20 + Qryk = 20 + CuLi yp = w0 + Crup. (4.2.33)

Ainda assim, (4.2.33) ndo estd boa, pois mesmo trocando xy = xo+Qxyx por
) = xg + Cpug, Ch continua sendo uma matriz densa que envolve vetores
de Lanczos. A diferenca entre Qr e Cy é que Cy pode ser determinada
iterativamente. Ademais, também existe uma relacdo recursiva para vg:
considere a bidiagonal inferior do sistema linear L Dpv, = Bpe1. Concluimos
que

d 0 - 0 0 vy Bo
dily dy 0 0 vy 0
0 dlll d3 0 V3 = 0
0 - 0 de—1le—r|di Uk 0
Assim,
41
w=| T |= {M} : (4.2.34)
Vk—1 Vi
vy,
onde
Bo/da para k = 1,
Uy = (4.2.35)

—dkfllkflefl/dk para k> 1.

Agora considere a equagao (4.2.32)

1 L 0 - 0
0 1 Iy - 0
[erfeales| - fex] | e =lalalal| - lal
0 0 1 Iy,
0 0 0 1

Concluimos, entao, que
Cr = [Cr—1] e, (4.2.36)
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onde
q1 para k=1,
Crk = (4.2.37)
qx — lg_1cp—1 para k > 1.

De (4.2.34) e (4.2.36), obtemos
xp = 20 + Cpup = o + Cp_1Vp—1 + VpCL = Tp—1 + VpCp-

Dessa forma, o vetor xj pode ser determinado recursivamente e nao via
uma resolugao de sistema linear com um produto matriz-vetor. Utilizando
(4.2.35) e (4.2.37) no Algoritmo 15, obtemos a segunda versao do método
de gradientes conjugados. Cada iteracdo, agora, tem apenas um produto
matriz-vetor e as outras operagoes que somam 13n flops.

Algoritmo 16 Método dos Gradientes Conjugados: Versao 2
1: function z.=CGV2(A, b, z0)
2: k=0; ro=0b— Azo; Bo=|lroll2; g0 =0; co=0

3 while 8r # 0 do

4 Qe+1 = Tk /Br;

5: k=k+1;

6: ap = q;{Aqk;

7 if k=1 then

8 dlzal; V1:50/d1; C1 = g1,

9: else

10: le—1 = Br—1/dr—1; dp = g — Br—1lp—1;
11: v = —Br—1vk—1/dr; cr = qx — lk—1ck—1;
12: end if

13: Tk = Tk—1 + VkCk;

14: e = (A —axl)qr — Be-1qr—1;

15: Br = HTkH2§

16: end while

17: Te = Tk;

18: end function

Como dito anteriormente, o método de gradientes conjugados, em aritmé-
tica exata, converge em no maximo n iteragoes para uma matriz R™*™ defi-
nida positiva. Para outras discussoes tedricas sobre esse algoritmo recomen-
damos [58, pag. 628].

Vejamos agora o resultado que justifica o nome método dos gradientes
conjugados, ou seja, V f(z;)TV f(z;) = 0 para i # j.

Teorema 4.12. [58, pdg. 633] Se x1,...,x sdo gerados pelo Algoritmo
16 (pdg. 125), entdo glg; = 0 para todo i # j e 1 < i,j < k. Ademais
g = VT, onde vy, e 1y sao definidos pelo Algoritmo 16.

Demonstracdo. Observe que da tridiagonalizacdo parcial
gk = Azy, — b= A(zo + Qryr) — b= —70 + (QkTk + rref) Y-

Como QrTryr = BoQre1 = 719, entdo gp = (efyk)rk. Mas rp é multiplo
de qi+1 €, portanto, os vetores g sao mutuamente ortogonais. A segunda
afirmacao é trivial. O
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O proéximo resultado demonstra que as diregoes de busca cq, ..., ¢ sdo
A-conjugadas (A-ortogonais) no produto interno induzido por A, isto é,
(ciyej) 4 = ¢l Acj = 0 para i # j.

Teorema 4.13. [58, pdg. 633] Se c1,...,cx sao gerados pelo Algoritmo 16,
entao
cZ-Tch = { ; para Z 7 j:’
i parai = j,

onde 1 <i,j < k.
Demonstracdo. Sabe-se que Qp = CkLg el = Q{AQ;c e, portanto,
T, = Li(CL ACy) L,
Pela unicidade da fatoracdo LDLT, temos
Dy = CFAC, = ¢l Acj = [Dylij.
O
4.2.6 Método dos Gradientes Conjugados: Versao Hestenes-
Stiefel

A formulagdo de Hestenes e Stiefel [64] é obtida quando reescrevemos o
Algoritmo 16 de forma a evitar os vetores de Lanczos e remover os fatores
explicitos referentes & fatoracdo LDLT. Uma vantagem dessa alteracio é que
o critério de parada pode ser formulado em termos do residuo r, = b—Axy em
vez dos vetores de Lanczos 7, = (A — apl)qr — Brk—1qk—1, cuja interpretagio
geométrica é de mais dificil entendimento.

Considere a diregao de busca no Algoritmo 16,

Ck = Qg — lg—1Ck—1-
Como ¢, é miltiplo de g = Vf(zx), a diregao de pesquisa pode ser
reescalonada, digamos para py, de forma que
Pk = Gk—1 T Tk—1Pk—1
e, consequentemente,
Apr, = Agr—1 + Tk—1Apk—1.

Pela A-ortogonalidade das diregoes de busca ¢ (Teorema 4.13), piTAp]' =0
para i # j. Portanto,
Ph_1Agr1

(4.2.38)
p£_1Apk71

Th—1 = —

Pk Agr—1 = pi. Api.- (4.2.39)
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Como py, é um multiplo de ¢, a férmula de atualizagdo zp = xp_1 + Vg no
Algoritmo 16 toma a forma

Tk = Tp—1 + [kDPk

e, portanto, Axy = Axp_1+purApy. Subtraindo b de ambos os lados, obtemos
9k = gk—1 + ki Apr

e, pela A-ortogonalidade dos gradientes (Teorema 4.12) e de (4.2.39), temos

A Ay

gl Ape  plApy

Mk
Das identidades gx—1 = gr—2 + pp—1Apr—1 € ng,lgkfz = 0 concluimos que
9F_19k—1 = —pk-19]_1 APk-1,

I oGk—2 = pk—19% 9 APK—1 = pk—1DE | Apk_1.

Substituindo as identidades acima em (4.2.38), temos

9r_19k—1
Tk—1 — T
9j—29k—2
Por fim, o residuo r; é calculado através de rp, = —gr = b — Axp. Reescre-

vendo o Algoritmo 16, obtemos o algoritmo para o método dos gradientes
conjugados.

Algoritmo 17 Método dos Gradientes Conjugados: Versao de Hestenes e
Stiefel

1: function 2.=CGVHS(A, b, z0)

2: k=0; ro=0b— Axo;

3: while ||ri[|2 > 0 do

4: k=k+1;

5: if k=1 then

6: Pk = To;

7 else

8: Tho1 = (rio1mi-1) /(MR a7e-2);
9: Pk = Th-1+ Th—1Pk—1;
10: end if

11: ar = Apy;

12: e = (ri_yre—1)/ (i ar);
13: Tk = Tk—1 + [kPk;
14: Tk = Th—1 — WkqQk;
15: end while
16: Te = Tk

17: end function

Assim como na fatoragdo QR, o Algoritmo 17 pode apresentar perda
de ortogonalidade entre os residuos por conta da aritmética finita. Uma
apresentacgao detalhada do assunto pode ser encontrada em [97].
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O Lema 4.2 (pdg. 120) nos permite demonstrar uma proposi¢ao que
ajuda a analisar o término das iteragbes e convergéncia dos residuos do
método dos gradiente conjugados.

Teorema 4.14. [77, pdg. 16] Se A € R™*" é uma matriz definida positiva,
entao

Tp — Txlla
il < /(A ol 122 = Zella

w0 = @alla”

Demonstragdo. Como A é definida positiva, entao pelo Teorema Espectral,
A =UDUT, com U uma matriz ortogonal e D uma matriz diagonal cujos
elementos sao os autovalores de A (d;; = A;). Ademais, A\ > Xy > -+ >
A > 0. Sabemos que || A2 = A1, [A7Y 2 = /A, e ka(A) = A/, e, assim,

16— Azpllz _ [[ACe —xp)lla A1 [l2x = 24lla

b= Azollz A —wo)llz ~ V Ay lzo — w4’
demonstrando o resultado. O
Segue imediatamente dessa proposigao que ||7g,|l2 = [[b — Azg, |2 = 0,

garantindo que tanto o erro, quanto o residuo, convergem em no maximo n
iteragoes.

Uma caracteristica do CG é que o erro relativo é monotonicamente de-
crescente entre iteragoes, conforme o teorema a seguir.

Teorema 4.15. [158, pdg. 196] Seja A € R™™ "™ wma matriz definida posi-
tiva. A sequéncia de iteracoes do método dos gradientes conjugados € mo-
notonicamente decrescente na A-norma, ou seja, para todo k

lze — zpp1lla < 2w — 2k A

Demonstragao. De (4.2.25), xj; minimiza f sobre xg + Ki(A4,90) C zo +
Kr+1(A, go). Portanto, segue imediatamente que ||z, —xpi1]ja < |2 — 2kl 4,
pois xp4+1 minimiza f sobre zo + KCrr1(A4, go). O

Exemplo 4.1. Para ver esse efeito, considere uma matriz aleatoria A, 50 X
50, com entradas no intervalo [0,100] e calcule AT A, obtendo uma matriz
definida positiva. A Figura 4.5 mostra o grifico da A-norma do erro (||zs —
xklla) e a solugao “exata” foi determinada por fatora¢io de Cholesky.
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25| T

N |

Figura 4.5: Gréfico da A-norma do erro de CG para uma matriz aleatdria
definida positiva.

O proéximo resultado refere-se a uma estimativa para o erro relativo do
método dos gradientes conjugados, e foi demonstrado em [27, 32, 73, 95].

Teorema 4.16. [147, pdg. 299] Se x. € a solugao do sistema linear positivo
definido Ax = b e é calculada pelo Algoritmo 17 (pdg. 127), entdo

k
ko(A) —1
[Ze+1 — @alla <2 < 2(4) ) llwo — zs]la- (4.2.40)

\/I{Q(A) +1

Demonstragao. Para facilitar a notagdo, denote r = ka(A). Por (4.2.29),
basta encontrar um polinémio de forma que seu méximo sobre o espectro de
A seja a expressao do meio na desigualdade abaixo,

lexlla _ 2 \/ﬁ—l)’“

lleolla [(ﬁi)k+(ﬁi)_k] <2(x/EH

O polindémio que satisfaz essa condigdo é um polinomio de Chebyshev esca-

lado e transladado,
v —2x
T -
_ F (Amax - /\min>
Dr(z) =

Ti(7) 7
onde T} é o polinémio de Chebyshev de grau k e

Amax + Amin _ kK +1

Amax = Amin k=1
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Note que, para Apmin < T < Apax 0 argumento do polinomio de Chebyshev
no numerador de p;, é, em médulo, limitado por 1, isto é, o numerador de
Dy, ¢ limitado superiormente por 1. Portanto, basta demonstrar que

o= (220) 3 [(F5) - (45 ]

k—1) 2
Considere a seguinte mudanga de variaveis
1 N 1
r=-|z4+-).
2 z
1/, 1
Tk(x) = 5 <Z + ka) .

Kk+1 1
=z+ -
z

Assim,

Se & = 7, devemos ter

k—1
que implica em uma equagao quadratica, a saber,

1, [(r+1 1
2" ‘<H_1)Z+§*07

cuja solugao é

z—\/g—i—l
=T

o= (o) =3[ () ]

como querfamos demonstrar. O

Logo

Vejamos um exemplo com duas formas de estimar o niimero minimo de
iteragoes, em aritmética exata, para garantir a convergéncia do CG para
uma dada tolerancia.

Exemplo 4.2. Esse ezemplo foi sugerido por [77, pdg. 17]. Assuma xzg =0
e que os autovalores de A estao contidos no intervalo (9,11). Tomemos os
sequinte polinomio residual

_ (10— 2)*
pk:(z) - 10% .
Aplicando (4.2.29), obtemos
— < 5 — 7k.
ek = zufla < llzafla jmax [y (2)] = [l4] 410
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Assim, o tamanho da A-norma do erro relativo serd reduzido por um fator
de, digamos, 1073 quando,

1077"<10® = k>3
Do Teorema 4.14, obtemos

10— Awglla _ [ A1 [log = 2]la
ol = Ve [llla

e, substituindo os valores,

||b— AIkHQ < \/ﬁ x 107k
bl 3 '

Assim, o tamanho da A-norma do residuo relativo serd reduzido por um
fator de 1073 quando,

3-1073
V11

Veja que as estimativas que fizemos foram para um polinémio Dy, especifico.
Vejamos estimativas mais precisas que as feitas acima. Pelo Teorema 4.16,

k
Zes1 — xalla ro(A) — 1
<2 4.2.41

Hx*HA \/KQ(A) +1 ( )

\//{2(14)71 < \/ﬁ—g z0’057
Ve2(A)+1 V11 +3

podemos predizer quantas iteracoes sao necessdrias para que a A-norma do
erro relativo seja reduzido por um fator de 1073:

107F < k>4

€ como

2.0,055 <1073 = k> —log;(2000)/log;(0,05) ~ 3,3/1,3 ~ 2,6.

Parece que a estimativa do nimero de iteragoes utilizando (4.2.41) € o me-
lhor caminho comparada & estimativa determinando um polinomio residual.
Mas, (4.2.41) aplicada a um problema que tem os autovalores organizados
em clusters pode produzir um apocalipse numérico. Com efeito, seja xg =0
e suponha que os autovalores de A estejam organizados em dois clusters nos
intervalos (1;1,5) e (399, 400). Assim, sabemos que ko(A) < 400. Aplicando,
(4.2.41), obtemos

[k 11 — 2]l a

< 2(19/21)F ~ 2(0,91)*.
[EMP

Para reduzir o erro relativo a um fator de 1073, temos que

20091)F <107 = k> —log;o(2000)/log;(0,91) ~ 80,6.
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Agora, usemos o sequinte polinémio residual

_ 1,25 — 2)%(400 — z)%k
pSk(z) = ( )k ok )
1,25%400

Nesse caso,
max [Psy,(2)] < (0,25/1,25)% = 0,2".
z€a(A)
Para haver wma redugdo do erro relativo por um fator de 1073 precisamos
que
028 <107 = k> —3/log;(0,2) ~ 4,3.

Enquanto a metodologia utilizando (4.2.41) prevé 81 iteragoes, a metodologia
utilizando um determinado polinémio residual prevé 15 iteracdes, que € o
menor multiplo de 3 maior que 3 x 4,3 = 12,9.

Analisando as estimativas de convergéncia, observamos que quando o
nimero de condigao satisfaz ko (A) &~ 1, a convergéncia é rdpida. Se rka(A) >
1 a convergéncia é lenta. A transformacao de um problema em outro com os
autovalores clusterizados ao redor de 1 é chamado de precondicionamento,
que veremos mais a frente.

Como coroldrio do Teorema 4.16, podemos estimar a quantidade de
iteragoes do método dos gradiente conjugados de forma a reduzir ||egplla &

llex.
Teorema 4.17. [158, pdg. 212] Seja A € R™ "™ wma matriz definida posi-

tiva. Se as iteradas do método dos gradientes conjugados sao denotadas por
{z;}, entao para um dado € > 0, |lex|la < €lleo|la quando

A < €lleg||a. Essa estimativa é vélida apenas para aritmética exata.

1 1

oo L [vammn (L)) w2

Demonstragio. Para facilitar a notagdo, defina k = ko(A). De (4.2.40)
concluimos que para o erro relativo ser menor que € devemos ter

(22

o
Aplicando o logaritmo natural na desigualdade acima, obtemos
1
In (;)
€
k> ——2—.
- (Ve
VE—1
Fazendo a expansdo em série, ja que k > 1,

n (ﬁf 1) =2 ; 5 1+ [(VR) T > % (4.2.44)

Substituindo (4.2.43) em (4.2.44), obtemos (4.2.42). O

(4.2.43)
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A titulo de exemplo, geramos uma matriz aleatéria com ra(A) = 53,42
e tomamos ¢ = 1074 Assim, (4.2.42) forneceu uma estimativa de con-
vergéncia, em aritmética exata, de 32 iteracOes e, em aritmética finita, o
método convergiu em 57 iteracoes. Apenas para comparacao, o método de
maxima descida convergiu em 319 iteracoes.

Passemos, agora, a discussdo mais aprofundada sobre a complexidade
do método dos gradientes conjugados (Algoritmo 17). A cada iteragao a
multiplicagdo matriz-vetor é o fator com mais operagdes (O(n - m), onde m
é a quantidade de elementos nao nulos da matriz A dada). Por outro lado,
o numero de iteragoes do CG para garantir a convergéncia para uma dada
tolerancia € é definido por (4.2.42), o que faz a complexidade do método dos
gradientes conjugados ser O(nm+/k), onde k = ra(A).

Existem vérias técnicas para a deducao do método dos gradientes con-
jugados, e escolhemos essa abordagem por ser bastante intuitiva. Para uma
abordagem via métodos de diregdes conjugadas sugerimos [132, pdg. 21],
e para uma abordagem via propriedade de minimizacao recomendamos [77,
pég. 11]. Na verdade, todas essas abordagens sdo equivalentes.

Muito se publicou e se publica sobre CG, e para o leitor interessado
sugerimos alguns artigos relevantes como [31, 40, 48, 63, 148]. Por fim, o
método de gradientes conjugados é de extrema importancia para problemas
aplicados, como podemos ver em [112, 121, 145, 164].

4.2.7 Método dos Gradientes Conjugados para Equagoes Nor-
mais

Sejam A € R™*™ com m > n e b € R™. O sistema linear sobredeterminado
Ax = b pode ser resolvido no sentido de quadrados minimos através das
equacoes normais AT Az = ATb. Como AT A é definida positiva podemos
aplicar o método dos gradientes conjugados e, dessa forma, a iteragao produz
um vetor z tal que,

T =

min T A(T
z€z0+ICk(ATA,ATr0)fA A(@),

onde f4r4 6 a forma quadrética associada a AT A e ATb, isto é,
L 17 T AT 1 2 Lop
fara(z) = 3% A"Az — 27 A" b+c= §|\Az7b|\2 — §b b+ c.

Essa abordagem é conhecida como CGLS, Conjugate Gradient Least Squares
[110] ou CGNR, Conjugate Gradient Normal Equation Residual [44, 98]. O
segundo nome é dado, pois o residuo é minimizado a cada iteragdo. Com
efeito,

2+ — zelldr 4 (2 — 2p) AT Ay — 21) = (Azy — Azy)T(Azy — Axy)

= (b—Az)T(b— Azy) = |rall3



134 Métodos Iterativos em Subespacos Krylov

é minimizado sobre x9+K; (AT A, ATb) em cada iteracdo. O grande problema
desse método é a sua ineficiéncia, pois ka(ATA) = k3(A). Esse fato torna
o CGNR muito lento, além da solucdo aproximada ser bastante sensivel a
erros de arredondamento.

Abaixo apresentamos um algoritmo do CGLS tomando o cuidado de
nao calcular AT A por duas razdes: primeiro pelo impacto na complexidade
espacial, j4 que hé a necessidade de se guardar a matriz AT A na memdria
além da complexidade temporal da O(n3) para o célculo de AT A. Segundo,
a esparsidade da matriz A é reduzida quando passamos para AT A.

Algoritmo 18 Método dos Gradientes Conjugados: CGLS
1: function z,=CGLS(A, b, z0)
2: k=0; ro=>0—Axo; po=s0=ATro; 0= |s0]3;

3: while ||ri[|2 > 0 do
4: qr = Apr;

5: e = i/ llarl|3;

6: Tk+1 = Tk + WkDk;
& Thil = Tk = [Wkqk;
8: set1 = ATrpg;

9: Yetr = |lse1ll3;
10: Th = Yrt1/Ve3

11: Dk+1 = Sk+1 + TkPk;
12: k=k+1;

13: end while

14: Tu = Tk

15: end function

Esse algoritmo é uma reorganizagao do Algoritmo 17, mais as adequagoes
necessarias para resolver equagoes normais. A justificativa dessa alteragao é
deixada ao leitor.

Observagao 4.1. 1. Podemos aplicar ideias similares na resolucdo de sis-
temas subdeterminados Ax = b, e esse método é chamado de CGNE:
Conjugate Gradient Normal Equation Error [/4], pois o erro é minimi-
zado a cada iteragdo.

2. Caso A € R™™ seja nao simétrica nao podemos aplicar CG ao sistema
linear Az = b. Porém, podemos transformar o problema em um equiva-
lente, a saber, AATy = b, x = ATy e aplicar CG a esse sistema. Essa
abordagem sofre dos mesmos problemas que o CGLS.

O

Na literatura encontra-se uma variante desse algoritmo, onde a recorréncia
é sobre o resfduo das equacoes normais s = AT (b— Az) e nao sobre 7 = b— Az,
A seguir, apresentamos esse algoritmo.
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Algoritmo 19 Método dos Gradientes Conjugados: CGLS (instéavel)
1: function z.=CGLS(A, b, zo)
2: k=0; ro=0b— Axg; pozsr):ATTt)% %:HSOH%%

3: while v, > 0 do

4: qx = Apr;

5: i = i/ llai |35

6: Tk+1 = Tk + UkPk;
7 skt = sk — (AT qr);
8: Yetr = |lse1ll3;

9: Tk = Vh+1/7Vk;

10: Dk+1 = Sk+1 + TkPk;
11: k=k+1;

12: end while

13: T = Tk

14: end function

Bjorck demonstra que o Algoritmo 19 é instavel. Assuma xg = 0, observe
que nao ha referéncia sobre b no algoritmo, exceto nas condigGes iniciais.
Para ATb temos?,

mu

| B(ATD) — ATH] < | ATI[D], = 7 —,
—mu

que é uma boa aproximagao, como esperado. A solugdo perturbada corres-

pondente a ¢ = fi(ATb) satisfaz

AT Az + 62) = ATb + 8¢, [8¢| < ym|AT|[B].

Portanto, dz = (AT A)~!6c, obtendo uma limitante componente a compo-
nente. Em termos de normas, temos

|||
]

Sem a referéncia a b na fase da recorréncia os erros de arredondamento nao
sao compensados.

A melhoria da performance do CGLS pode ser feita através de precondi-
cionadores ou através de alguma outra técnica de abordagem do problema,
tal como LSQR.

Exemplos envolvendo o CGLS sdo mostrados mais a frente quando com-
parado a outros métodos numéricos, tais como LSQR, LSMR e PCGLS.

AN b
<4y el =) ()

4.3 SYMMLQ e MINRES

Como acabamos de ver, o método dos gradientes conjugados é uma excelente
opcao para sistemas lineares definidos positivos, mas para a resolucao das

*Usamos a notacdo de [66], onde () é a representacio de  em ponto flutuante e u é
a precisao da maquina.
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equacoes normais apresenta alguns problemas. Assim, temos de encontrar
alternativas para esse caso.

H& outros métodos iterativos sobre espacos de Krylov que tém, como
hipé6tese, a simetria da matriz em questao, e eles podem ser aplicados em
sistemas lineares definidos positivos. Entre esses métodos dois se destacam,
ambos desenvolvidos por Paige e Saunders [108] e chamados de SYMMLQ
e MINRES. Esses métodos buscam ser mais eficientes que o CGLS e sa@o
baseados nos vetores de Lanczos.

Considere o sistema linear

r+Ax=5b, Ar=0 (4.3.45)

onde A € R™ " ¢ simétrica e pode ser indefinida ou singular. A ideia dos
métodos SYMMLQ e MINRES é determinar uma sequéncia x = Viy. Nos
interessa solugoes xy, = Viyx que fornecem os valores estaciondrios para

fu(y) = (AVey — b)" B(AViy — 1), (4.3.46)

onde B é alguma matriz simétrica. Note que se B for definida positiva,
fx(y) é a norma-B ao quadrado do residuo e a matriz B foi definida para
fins tedricos, nao é utilizada explicitamente. O ponto estaciondrio de fi é a
solugao do sistema linear

Vi(y) =0 = 2VT AB(AViy, — b) =0 = V' ABAV,y;, = Vil ABb,

(4.3.47)

ou seja, quando

VkTABTk = O7 Ty = b— Al‘k

Os métodos SYMMLQ e MINRES tentam resolver (4.3.47). Como a segunda

derivada é 2VkTABAVk, segue que se ABA é definida positiva, entdo ha um

dnico y que minimiza f.. Se ABA é semidefinida positiva, entdo y minimiza

f&, mas nao é tnico. Se ABA ¢ indefinida, y é apenas um ponto estacionario.

Duas possiveis escolhas para B sio B = A"! ou B = I.

Caso 1. Tomando B = A~!, vamos considerar na verdade a pseudoinversa
de Moore-Penrose, ou seja, B = Af. De (4.3.45), obtemos

AATh = AATr + AAT Az = Az,
e de (4.3.47)
ViE AViye = ViE Axy = VEIb — Vi,

que nao pode resolvida diretamente, a menos que saibamos o valor
de VkTrk. Vamos trabalhar apenas com os casos r, = 0 ou v; €
Im(A),i=1,...,k e, portanto,

ViEAViye = ViLb, ap = Vi (4.3.48)

fornece o ponto estacionario de (4.3.46). Se Vi gera Im(A), entao
temos a solugdo de quadrados minimos de menor norma.
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Caso 2. Tomando B = I podemos minimizar ||ry||2 resolvendo
VI A2V, = VEAb, 2, = Vi uy. (4.3.49)
Se Vi, gera Im(A), entdo z, é a solu¢do de quadrados minimos de
minima norma de (4.3.45). O método baseado em (4.3.49) é cha-

mado de MINRES (minimum residual).

Por outro lado, o processo de Lanczos [80] dado pelo Algoritmo 13 (pag.
105), resulta em uma matriz de Hessenberg simétrica, ou seja, uma matriz
tridiagonal, que chamaremos de T. Uma efetiva variante computacional do
processo de Lanczos [107] é

T
,BijjH = Avj — QU5 — 5]'7)3‘_1, ay = Uj AU]‘,

com Bj41 > 0 escolhido de forma que v;y1 seja unitdrio. O processo de
Lanczos em sua k-ésima iteragao pode ser resumido da seguinte forma

v1 =0b/p1, B1= b2,
AV, = V. T + /8k+lvk+1€{7 (4.3.50)

VIV, =1, V@vq =0,

onde
ar B 0 )
fo as B3 - 0

T,=1] 0

S B a1 B
0 0 - B

O processo termina quando 5k, = 0. Portanto, podemos assumir que todos
B sao nao nulos e, de (4.3.50), obtemos

VEAVE = Ty, Vilb = Bier.
Com esses vetores no Caso 1, a equagdo (4.3.48) se torna
Tryk = Brer, = Vi (4.3.51)

A partir dessa equacao, podemos determinar zj através do método de gradi-
entes conjugados. Porém, estamos interessados em trabalhar com matrizes
simétricas nao necessariamente definidas positivas.

Considere a fatoracao LQ da matriz Ty,

Ty = LeQr, QFQr=1, (4.3.52)
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com Lj uma matriz triangular inferior. As quantidades com barra podem
ser determinadas recursivamente e, como em (4.3.51), y, nao precisa ser
computado. Para isso, defina

Wk = [w1 ‘wg | ce ‘wk,1 |@k} = Vsz (4.3.53)

Zp = (Cl? [ Ck*l?Zk)T = QkYk- (4354)
Entao de (4.3.51) temos

fk§k = fre1, xp = Wkgk. (4.3.55)

Matematicamente, essa solucdo é a mesma que a de gradientes conjugados,
porém sua fatoracao é mais estavel para T}’s indefinidos, ao contrario do
método dos gradientes conjugados que utilizam a fatoracio LDLT.

A fatoragdo LQ em (4.3.52) é determinada através de rotagoes de Givens.
Assim,

71
d2 72
T4Qi2 Qu-1x =ThQf =Ly = | € 6 3 . (4.3.56)

& Ok Vi
com Q41 sendo a matriz que difere da matriz identidade apenas nos ele-
mentos

Qe = —Qkt1,k+1 = Ck = cOS Oy,
Qk,k+1 = Qk+1,k = Sk = Sen 0.
Ademais,
= W+ B a =7 - 4.3.57
Ve = Ve + Bit1) "k =T/ Sk = Bt/ (4.3.57)

Na discussao a seguir, por sugestao de Paige e Saunders [108, pag. 622],
vamos utilizar Ly, para denotar Ly e 7, sendo substituido por v;. Da mesma
forma, 2z = (C1y- -5 Goo1, Go)T € Wi = [wy |wa | - |wp_1 | wi] e, portanto

Lyzy, = Bier.

De (4.3.55) e (4.3.57) B 3

Gk = VCk = kG-
Os autores afirmam que essa mudanca de varidveis fornece melhores resul-
tados numéricos. De (4.3.53) e de Qf k+1,

Wy, = CkWk + SkVk+1,

W41 = SEWk — CkUk+1,
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com w; = v1. Combinando as equagdes (4.3.52) e (4.3.53) obtemos
—T —T
(L, W] = Qi[Tk, VkT]'

Essa relacio mostra que Lj e W}, sdo obtidos transformando T}, e VkT a
forma Hessenberg superior.

O processo apresentado nas equagoes (4.3.52) a (4.3.55) nao deve ser
implementado diretamente, pois geraria o calculo de xj, a cada passo. Como
a cada iteracao a parte lider de xj permanece a mesma, basta atualiza-lo
iterativamente. Assim,

xf = Wiz = 2k | + Gag. (4.3.58)
De (4.3.55) e (4.3.58) -
T1 = Tf + Cop1 W1

Esse método é chamado de SYMMLQ.

Para definir um critério de parada vamos monitorar o residuo r, = b —
Axzy, porém determinar ||ry|l2 a cada iteragao é desnecessario. De (4.3.50) e
(4.3.51), obtemos

ry, = b—Axy = fiv1 — AViys
= Biv1 — ViTyyk — Br41Vk+1€L Yk

= —Brt1MkkVi415

onde Mg € o k-ésimo elemento de yi. O vetor y; nao estd disponivel nos
célculos computacionais, mas ha como determiné-lo a partir dos parametros
do algoritmo. Com efeito, como T = T} = foz, a equagao (4.3.51)
fornece

Tiyr = BiQrer.

Dos tltimos elementos dessa igualdadede,

Finkk = B15152 -+ Sp—1

e, portanto, de (4.3.57)

re = —(B1s182 - Sk /Ck)VE—1.

Logo,
Irelle = |Bisisz - sk/ckl-

Paige e Saunders [108, pdg. 626] reportam que o SYMMLQ fornece, essen-
cialmente, os mesmos resultados que o método de gradientes conjugados,
porém recomendam o uso de CG, para matrizes definidas positivas, por ser
mais eficiente.
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Passemos, agora, para a dedugao do método MINRES. De (4.3.50) temos

VEA2V, = TP + B2, exel (4.3.59)

Vi Ab = B ViE Aby = B Tex, (4.3.60)

e note que a matriz em (4.3.59) é pentadiagonal e ao menos semidefinida
positiva. Portanto podemos utilizar a decomposigao de Cholesky,

T2 + Brrenel = LiLy + Brrrenel = LiLE,
ou seja, o fator de Cholesky vem diretamente de Ty. De (4.3.49) temos
LiLFup = B1L1Qrer (4.3.61)
e, de (4.3.56) e (4.3.57),
Ly = LDy, Dy = diag(1,1...,1,c3).
Logo, Ly é nao singular. A equagao (4.3.61) fornece

L{uk = 01 DpQrer = (7‘17 .. ,Tk)T = tr, (4.3.62)

T1 = ﬁlcl, T = 515152 0 8i-16g, L= 2, ey k (4363)
e, novamente, nao precisamos determinar uy pois, denotando
— -T
My, =V, L, ",

temos
T = Vkuk = VkL,;Tquk = Mktk.

O método MINRES é recomendado para matrizes simétricas indefinidas de
grande porte. Existem outras alternativas mais eficientes que o MINRES,
uma delas é o método LSMR que veremos mais a frente.

4.4 Bidiagonalizagcao de Golub-Kahan

Seja A € R™*™ com m > n, que nao é uma restri¢do, pois, caso contrario,
aplicamos o processo sobre AT. A ideia da bidiagonalizacio de Golub-Kahan
[52] é utilizar, em seu formato original, matrizes de Householder para zerar
os correspondentes termos, por linhas e por colunas, a cada iteragao para
obter-se uma matriz bidiagonal ao final do processo. Assim, vamos construir
uma sequéncia de matrizes A = AW, A A= de forma que

AT = QAW P,
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onde Py e Q) sdo matrizes de Householder. Como exemplo, apds o primeiro
passo da bidiagonalizacao, temos

@ e 0O --- 0
1 1 1

0 aé%) ag%) agln)

A® — QAP | 0 af af) =
0 o al) o alh

A matriz @1 foi determinada para zerar os n — 1 elementos da primeira
coluna e a matriz P; para zerar os n — 2 elementos da primeira linha de A.
Ao final, apds n — 1 iteragbes, temos uma fatoracio da forma

_ B T
AfU{ 0 ]V ,
onde U=Qy-Q1, VI =P P, se

g1 ex O 0
0 ¢ e3 -+ 0
B=|0 0 :
. : Gn—1 €n
0o 0 --- 0 ¢

O custo da reducio & forma bidiagonal é O(n?m) flops. As vezes trabalhamos
com matrizes triangulares que necessitam ser transformadas em matrizes bi-
diagonais. Assim, uma implementagao da bidiagonalizagdo de Golub-Kahan
é através de rotagoes de Givens. Uma extensa andlise sobre o assunto pode
ser encontrada em [19, 20].

Nosso objetivo, na proxima secao, é estudar o método LSQR de Paige e
Saunders que, por sua vez, estd baseado em um processo de bidiagonalizagao.
Nessa segdo seguiremos a abordagem de [12, pag. 303] e [11, pdg. 661]. O
processo de bidiagonalizagao que vamos detalhar é o processo de bidiagona-
lizagdo de Golub-Kahan que foi aplicado no calculo de valores singulares e
seus respectivos vetores singulares.

Seja A € R™*™ com m > n, que admite a seguinte fatoragao

A=U { v ] VT, (4.4.64)
onde UTU =1,,, VTV =1, e
ar B 0 0
0 a B 0
B=|0 0 .
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As matrizes U e V sao determinadas por reflexdes de Householder ou rotagoes
de Givens, e suas colunas sdo geradas sequencialmente, assim como no pro-

cesso de Lanczos. Suponha que Uy = [uy | -+ |uy]. De (4.4.64), temos
AV = UB,
(4.4.65)
AU, = vBT.

Igualando as colunas de ambas as identidades, obtemos

A’Uj = aju; + ﬁj_1u]'_1, (4.4.66)

ATUj = ayv; + /ijj+17 (4467)

onde j =1,...,n e Boug = Bpvnt1 = 0. Resolvendo esse sistema linear para
u; e vjy1, lembrando que |lu;|2 = ||vj]]2 = 1, obtemos

rj=Av; = Biujr, o = |rjll2, uj =ri/ay, (4.4.68)

pj = ATuj — v, B = lIpjll2s vjr = pi/B;, (4.4.69)

onde j = 1,...,n. A seguir, apresentamos um algoritmo para a bidiagona-

lizacao de Golub-Kahan (superior).

Algoritmo 20 Bidiagonalizagao de Golub-Kahan (superior)
1: function [U, B, S]=BDLS(A)

2: [m, n] = size(A);

3: v1 = e1; %e1 primeira coluna da matriz identidade
4: Bouo = Bnvn+1 = 0;

5: for j=1:n do

6: r; = Av; — Bi_1uj—1;

T o = [Irjll2;

8: uj =7;/a5;

9: p; = ATUJ — QU5

10: Bi = lIpsll2;

11: vj+1 = p;/Bj;

12: end for
13: end function

Apesar de apresentarmos o algoritmo com um loop, o algoritmo acima
termina quando o; =0 ou ; = 0 (por qué?)
Das relagdes de recorréncia (4.4.68) e (4.4.69) vemos que, para todo j =
1,...,n, vale
v € Kj(ATA, Ul),

uj € ’Cj (AAT7 Avl),
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Podemos também desenvolver um processo de bidiagonalizacao, de forma
que o resultado seja uma matriz bidiagonal inferior, a saber,

ap 0 0 0
By as 0 - 0
g |0 B~ ’ :
: : Q1 0
0 0o - Bn Qpy
(0 0 0 B

Novamente, igualando as colunas em (4.4.65), obtemos

ATUj = ﬁj’l@;l + a;v;, (4470)

AU]' = ajuj + ﬁj+1u]'+1, (4.4.71)
e, isolando v; e w41, obtemos

rj = ATuj — Bjvjo1, aj = |lrjll2, v = rj/ay, (4.4.72)

pj = Avj — ajug, Biy1 = lpjll2, wjr1 = pj/Bjv1- (4.4.73)

Um possivel algoritmo é dado a seguir.

Algoritmo 21 Bidiagonaliza¢ao de Golub-Kahan (inferior)
1: function [U, B, S|=BDLI(A)

[m,n] = size(A);

3 v1 = e1; %e; primeira coluna da matriz identidade

4 B1vo = @nt1Unt1 = 0;

5: for j=1:n do

6:

7

8

— AT e
rj = A u; — Bivj—;

a; = [Irsll2;

v; = 1i/a;
9: p; = Av; — ajuy;
10: Bi = lp;ll2;
11: wit1 = pj/Bj+1;

12: end for
13: end function

Das relagdes de recorréncia (4.4.72) e (4.4.73) vemos que, para todo j =
1,...,n, vale
u; € le(AAT,ul),

uj; € ’Cj(ATA, ATU1).
Bjorck discute de forma objetiva a relagao entre a bidiagonalizagao de Golub-
Kahan e o processo de Lanczos aplicado s matrizes AAT e ATA. Para
uma discussdo mais aprofundada recomendamos [28]. Para uma versao da
bidiagonalizag¢do de Golub-Kahan por blocos recomendamos [55].
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4.5 LSQR

Nesta se¢ao vamos apresentar uma alternativa para o método dos gradientes
conjugados, chamado de método LSQR. Esse método foi desenvolvido por
Paige e Saunders [110], e a discuss@o a seguir é baseada em [12, 21].

Gostarfamos de encontrar uma sequéncia de aproximagoes para O pro-
blema de quadrados minimos dado,

min [|Az — b2, A€R™", m=n.
TeR™

Para isso utilizamos as recorréncias (4.4.72) e (4.4.73). Comecando com b,
tome

Blul = b7 a1v1 = AT’U,l (4574)
eparaj=12,...
ﬁj+1u]'+1 = Avj — Uy, (4575)
ajp1vie1 = ATujr — Biv;, (4.5.76)
onde ajq1, fj+1 = 0 sdo determinados de forma que [Jujt1]l2 = ||vj41]l2 = 1.
Apés k passos temos computado Vj cujas colunas sao os vetores vj, j =
1,...,k, Upy1, cujas colunas sao os vetores uj, j = 1,...,k+1, ¢
[z O 0 .- 0 ]
B as O - 0
Bi=| " ot | ROk (4.5.77)
: . Qp—1 0
0 0 - B ag
[0 0 - 0 B |

As relagoes de recorréncia de (4.5.74) até (4.5.77) podem ser reescritas ma-
tricialmente da seguinte forma

61Uk+1€1 = b, (4578)
AVy = U1 By, (4.5.79)
ATUk+1 = VkBZ; + ak+1vk+1e£+1. (4.5.80)

A solugdo que procuramos é z € K(AT A, ATb) = span(Vj41), assim
@ = ViY. (4.5.81)
Multiplicando (4.5.79) por y, temos

Az = AViyr = Ugq1 By
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Por (4.5.78)

re =b— Axg = Ugs1tirt, (4.5.82)

tkr1 = Bre1r — By

Veja que |[b — Axg||2 é minimizado sobre span(Vy) se y, é a solugdo do
problema de quadrados minimos

rr;ianBkyk - 5161”2. (4583)

Essa é a base do método LSQR: transformar um problema de minimizagao
em outro mais simples. Vejamos agora como encontrar a solugao do pro-
blema (4.5.83), e vale mencionar que o método LSQR é matematicamente
equivalente ao CGLS [12, pdg. 307].

O problema (4.5.83) é resolvido pela fatoragao QR de By,

R
QrBy = { Ok } » Qr(Brer) = { gfk } ) (4.5.84)
k+1
onde Ry é uma matriz bidiagonal superior,
P1 61 0 . 0 ¢1
0 ps By - 0 b
Ry = 0o 0 ° ’ e fr= .
: : pn—1 On-1 Ph—1
0 0 -~ 0 pa Pk
A matriz Q) ¢ o produto de rotacoes de Givens Qr = G k+1Gr—1,1 -+ ,G1,2
de forma a eliminar a subdiagonal (5s,..., fr+1 de By. Para obter a solucao

Yk € o residuo tiy1 resolvemos os sistemas lineares

Riyk = fr. (4.5.85)

tee1r = QF [ 0 } . (4.5.86)
Prt1

Observe que nao podemos calcular a fatoracao QR (4.5.84) a cada iteragao,

pois o custo computacional do algoritmo LSQR seria altissimo, inviabilizando

sua utilizagdo e, por isso, empregamos uma relacdo de recorréncia para re-

alizar o trabalho. Assuma que tenhamos a fatoracao de Bi_i. Assim, no

passo k, a k-ésima coluna ¢ adicionada, Qr = G p+1Qr—1 €

0 O

Grr+1Gr-1k | o | = | Pk e Grii [ %’C } - {ﬁb’“ } .
6k+1 0 k+1
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Note que as rotacoes Gj—2 1, .,G1,2 nao sao utilizadas, pois nao afetam
a k-ésima coluna.

Como xp = Viyk, precisariamos salvar os vetores vy, ..., v, mas isso
pode ser evitado. Combinando (4.5.81) com (4.5.85), obtemos

zr = (ViR ) fr = Zn. f,

e a determinagao de Zj, é feita através do sistema triangular inferior R%ZICT =
VkT. Assim, as colunas de Zj sao determinadas por substituicao direta,

2 = i(vk —Orzp—1) € Tp=Tp-1 + Pr2k (4.5.87)
A seguir, apresentamos o algoritmo do método LSQR. Matematicamente,
LSQR gera a mesma sequéncia de aproximagoes xj que CGLS [12, p. 307],
entretanto, LSQR é mais confidvel em situagoes extremas como quando mui-
tas iteragoes devem ser feitas até atingir a convergéncia, ou quando A é mal
condicionada [110, pag. 70].

Algoritmo 22 Método LSQR
1: function z=LSQR(A,b)

2: zo = 0;

33w =0b fi= w2 v =w1/B;

4: T = ATy a1 = ||B1]]2; vi =01 /ou;

5: w1 = v1;

6: ¢ = By

T P = Qi;

8: while o critério de parada nao é satisfeito (discussao abaixo) do
9: Tit1 = Av; — aiui; Bivr = ||[Titall2; wirr = Wiv1/Bit1;

10: Tiv1 = ATuip1 — Bis1vis qigr = [Digall2; vigr = Vi1 /cisr;
11: pi= (72 + B2

12: ci = p;/pis si = Bit1/pi;

13: 9¢+1 = SiQj41; pi+1 = CiQit1;

14: Gi =iy g = —Si;

15: i = i—1 + (@i pi)wi;

16: Wit1 = Vig1 — (0it1/pi)wi;

17: i=i+ 1

18: end while

19: T =Ti-1;

20: end function

A varidvel w = pgzp foi introduzida para poupar um pouco de esforgo
computacional em (4.5.87). A implementacao do método LSQR em Fortran
é dada em [109].

Bjorck [12, pdg. 309] analisa o custo computacional de LSQR que requer
3m + 5n multiplicagbes e o armazenamento de dois vetores m-dimensionais
(u, Av) e trés vetores n-dimensionais (z,v,w). J4 o CGLS requer 2m + 3n
multiplicagoes, dois vetores m-dimensionais e dois vetores n-dimensionais.

Antes de discutirmos os critério de parada para o método LSQR, vamos
apresentar estimativas para ||[7xl2, [|AT7rsl2, |lzklle, [|AllF ¢ sr(A) que de-
pendam das quantidades que ja calculamos no Algoritmo 22, ou seja, com



LSQR 147
um custo computacional menor do que calcular as quantidades utilizando
suas defini¢oes formais.

Estimativa de ||73]|2: De (4.5.82) e (4.5.86), obtemos

e = b Un 11 Qf e (4.5.88)

e, como U e  tém normas unitdrias, temos

l7xll2 = Bisksp—1 - s1.

O método LSQR ¢ nao usual por ndo estimar ||rgll2 durante a execugao
do cddigo, porém sua estimativa é possivel e praticamente de graca. Ade-
mais o produto dos senos decai monotonicamente. Por fim, se Az = b for
compativel, ||rg|l2 — 0.

Estimativa de ||ATry||o: Para problemas de quadrados minimos a estima-
tiva de || ATrg||2 é importante, pois é o residuo do sistema linear das equacoes
normais. De (4.5.88), (4.5.80) e (4.5.84), obtemos

ATTk = $k+1(VkBg + ak+1vk+1e£+1)Q£€k+1

= Gp1VilRE Oleryr + dppronia(ef 1 QF erv1) vk

O primeiro termo é nulo. Ja o k + 1-ésimo elemento da diagonal de @y é
—cp. Portanto,

Alr = —(Gpp1hr1ck) k11
e, consequentemente,
AT 7k]lo = Gppranialex]
lembrando que VkTVk =1.

Estimativa de |zj|2: A matriz bidiagonal Ry pode ser transformada em
uma matriz bidiagonal inferior pela fatoragao ortogonal LQ,

RiQr =Ty (4.5.89)
onde @, é um produto de rotagoes de Givens. Definindo Zj a solugao de
Lize = fr. (4.5.90)

segue que,
oy = (ViR ') fr = (Vi@ )z = Wiz
e, portanto,
lzkllz = lIZk]l2- (4.5.91)

Pode parecer um custo alto a determinacao de ||z ||2, porém as partes lideres
de L, Q, W} e Z; ndo mudam com o avango das iteracoes. A determinagao
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de ||zk||2 custa 13 multiplicagoes por iteragao que é negligencidvel para n
grande.

Estimativa de ||A||r e sp(A): De (4.5.76) v € Im(AT) = Ker (A)* =
Ker (AT A)L e, de (4.5.79), obtemos

BB, = Vil AT AV}, (4.5.92)

Pelo Teorema Min-Max de Courant®-Fischer,® os autovalores de BgBk sa0
limitados pelo menor e maior autovalor de ATA. O mesmo vale para os
valores singulares de By, que sao limitados pelos valores singulares de A.
Assim,

[ Bellp < I|Allp, p=2,F.
Vamos utilizar ||Bg||r como uma estimativa para ||A||p. Por outro lado,
pelos mesmos argumentos apresentados acima e de (4.5.84),

Bl'By = RI Ry,
e, portanto,
1B o = 1BLl, < [ATllp, p=2,F.
Como Zj = VkRgl, entao
1< |IBilipll Zellp < 1AlpllATllp = 5p(A), p=2,F.

Vamos utilizar || Bg||p|| Zk||p como estimativa de kp(A). Note que, o cdlculo
das normas || Bg||r e ||Zk||r pode ser efetuado iterativamente via

I1BrllE = 1Br-1lli + ok + Biyr e ZellE = 1 Ze-allF + l2ll3, (4.5.93)

cuja demonstracao é deixada como exercicio.
Para determinar o critério de parada para o método LSQR, Paige e Saun-
ders [110] propoem trés regras de parada, a saber, quando

S1. [Irxll2 < BTOL|[bl|l2 + ATOL[| Al ¢ |lzk[l2,

A 712
Al Fllrell2
S3. kp(A) > COLIM.

Os parametros ATOL, BTOL e COLIM sao fornecidos pelo usuario. Ade-
mais, a regra S1 é valida para sistemas compativeis, S2 para sistemas in-
compativeis e S3 para ambos. Os parametros ATOL e BTOL podem ser
definidos em termo da acurdcia do dado, isto é, se (A,b) é o dado fornecido
e (A,b) sio os dados reais (desconhecidos), entiio

S2. < ATOL,

1A~ Al
ATOL = ————
[ All

Shttps://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Courant/
Shttps://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fischer/
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O mesmo vale para BTOL. A justificativa para os critérios de parada é

encontrada em [110, 135].

Exemplo 4.3. Para esse ezemplo considere a matriz A como sendo o modelo

WELL1850 do Matrix Market” e b um vetor de 1’s.

CGLS LSQR
# de iteracoes 438 440
2k, —x.ll2 | 1.0349e — 006 | 9.4378¢ — 007
|A(zx, — 2|2 | 1.2666e — 007 | 1.1463¢ — 007

Tabela 4.1: Comparacao entre CGLS e LSQR.

Utilizamos o critério de parada S1 com ATOL = BTOL = 10719, Observe
que tanto CGLS e LSQR apresentam o mesmo nivel de aproximacao, com
aproximadamente o mesmo numero de iteragoes.

Em resumo, o método LSQR é equivalente ao CGLS, ou seja, quando
aplicamos o método dos gradientes conjugados as equagdes normais. Uma
caracterfstica importante do LSQR ¢é que ||7g||2 decresce monotonicamente.

4.6 LSMR

O método LSMR foi desenvolvido por Fong e Saunders [41] e é equivalente ao
método MINRES aplicado as equagbes normais, tendo como caracteristica
principal o decrescimento monoténico de || A7 |2, embora também seja ob-
servado um decaimento monotdnico de ||rgl|2. Assim, o método LSMR é
indicado para problemas de grande porte cujo solver precisa ser encerrado
antecipadamente.

Novamente, comecemos com o processo de bidiagonalizacao de Golub-
Kahan. As identidades (4.5.79) e (4.5.80) no k-ésimo passo do processo de
bidiagonalizagao sao

AV, =Up1By, e ATUpir = Vi LE 4,

onde

(a7 0 0O . 0 ]
Bo as O - 0
0 )

By=1 6.3 e Lpy1 = [Br agg1€p41)-

. : Qp—1 0
0 0 Br g

L 0 0 0 Bry1 |

"https://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/1sq/well11033.html
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Como estamos interessados em aplicar essas ideias as equagoes normais, con-
sidere

BT
ATAV, = ATU By, = Vi LBy = Vk+1[ ko :|Bk
Q1€ 41
BI'B,. ]
Vi k
kel { +1B+1€6r
(4.6.94)

que é equivalente ao processo de Lanczos aplicado a ATA e ATb.

As solugoes de quadrados minimos minimizam o residuo |72, com r =
b — Az. Por essa razdo, em LSQR, a escolha de y;, em (4.5.81) foi a de
minimizar o residuo a cada passo de iteragao. Note que,

e = b— AViyk = frur — U1 Bryr = Ur1(Bre1 — Bryi)-

Assim, transformamos o problema min||Azy — b2 em min||S1e1 — Bry |2
Tk Yk

Como j& apresentado, o objetivo do LSMR é minimizar ||ATry||l2. Para
tanto, defina 8, = ajBx. Logo, de (4.6.94),

ATTk = ATb—ATA:ck = 51a1v1—ATAkak

_ BB, }
= v — Vj k
fror = Vien { 1 Berie)
- BB,
AT Bri1€t

Portanto, no método LSMR o problema min||Azy — b||2 é resolvido através
Tk

do subproblema

L (4.6.95)

Brya€p,

Blel - { BgBk :|

min||ATry||z = min
Y Y 5

Diferentemente do método LSQR, o método LSMR é deduzido utilizando-
se duas fatoragoes QR. A primeira é praticamente idéntica a fatoracao apli-
cada em LSQR

p1 O
Rk- p2
Qry1Br = , com Ry = . 4.6.96
+ 0 .
. Gk;
Pk

Defina t;, = Ryyx. Agora, resolvamos Rqu = E,H_lek, cuja solugao é

@k = (Bri1/pr)er = ek,
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onde py = [Rg]gk. Diferentemente de LSQR, aplicamos uma segunda fa-
toracdo QR
by Rg Blel :| |:ﬁk Zk :|
= _ , 4.6.97
Qe { wrer 0 0 Cryt ( )
com
pr 02
Ry, = 2
O
Pk

Combinando o resultado das duas fatoragoes com (4.6.95), obtemos

, - RI'Ry,
AT = —| O F

miny, || A" ry||2 n?}in Bie1 { quk }yk ,
. [ A
= min Bre1 — { orel } 2 , (4.6.98)

—T
= min {JZ}C } | B (2
173 Ck+1 0 9

Portanto, o subproblema (4.6.95) é resolvido encontrando a solugao de Rty =
Zk, € nao ha a necessidade de determinarmos t;, tampouco yi. Podemos de-
terminar x;, recursivamente, a partir de 2, = Viyr, Riyr = tr ¢ Rity = 2.
Tome ¢ = 0 e considere RfWkT = V,CT e FfWZ = WkT . Assim,

xp = WiRpyp = Wity = Wi Rty = Wiz, = Tp—1 + (e

Continuando com a descri¢ao do método LSMR vamos determinar relagoes
de recorréncia para Wy e Wy. Para tanto, escrevamos

Vk:[v1|v2|...\vk], Wk:[w1|w2\...|wk],
Wi = [w1 @2 ... |wk], 2= (C1,C2, -, Ga) T

Assim como acontecia com o método LSQR, as partes lideres dessas quanti-
dades permanecem constantes, e apenas incluimos termos na ultima entrada
quando aumentamos a dimensdo dos subespagos de Krylov. Ambas as fa-
toragoes QR propostas sdo feitas através de rotacgoes de Givens, que sao
matrizes identidade exceto nas posi¢oes que queremos rotacionar. Em nosso
caso, seja P; a rotagdo de Givens que opera nas linhas e colunas [ e [ + 1.
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Dessa forma, Qp41 = Py -+ - PaP) e obtemos

[ Bi apti€r41 Bic Ovier
Qk+1Bri1 = Qra1 PR — Qi | 0 @
| 0 Br+2
0 Brio
[ Rk Opiier Ry Oryiex
QrreBry1=Pg1 | 0 aprr | =] 0 prs1
0 Brio 0 0

e, portanto, Opi1 = Spagr1 = (Bit1/pr)ki1 = Bryi/Pk = @k, ou seja,
podemos utilizar 61 em vez de py.

Ja da segunda fatoragao QR

- RT o Rk 5k+16;€ Rk 9k+1€£
Qrto { 9k+§2£1 ) } =Pit1| 0 Cprrr | =] 0 D
+ 0 Oppo 0o 0
(4.6.99)

. . . =T T
Considerando a ultima linha de R{_,_kaTH = VIZH e Rp Wiy = W,CT_~_17
obtemos as relacoes de equivaléncia para w41 € W41

T T _ T
0k’+1wk; + Pk+1Wr 1 = Vi1
4 =T = =T _ T
Ok 10y, + Prp1Wiy = Wiy y-

De forma a facilitar a compreensao de certos pardmetros que aparecem no
algoritmo de LSMR temos

|:Ck Sk}{ak 0}:{% 0k+1]
—Sk  Ck Brr1 i1 0 apyr |’

{ Cp Sk } { Ce-1pe 0 Gy } _ { P Ok G ]

—3 Ck Opr1 prr1 O 0 Cprt1 Cpgr |

Por fim, o método corre mais eficientemente com a mudanga de varidveis
hi = prwy, e hy = prpppk, e lembre que uma mudanca de varidveis similar
foi feita no método LSQR. A seguir, apresentamos um algoritmo para o
LSMR e, assim como no LSQR, ainda vamos discutir os critérios de parada
e a estimativa de alguns parametros.
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Algoritmo 23 Método LSMR
1: function z=LSMR/(A,b)
2: 20 =0; ho=0;

3w =b; Bi=|ulle; w1 =u1/B;

4: U1 = ATuli a1 = HT/lHQ; U1 :El/al;

5: @ =a1; (G =a1p;

6:  po=1 py=ay

7 co=1; 350=0;

8: h1 =

9: while o critério de parada ser satisfeito (discussao abaixo) do
10: Tit1 = Avi — asuiy Pirr = [Tirall2s wits =Uivr/Bit1;
11: Tit1 = ATuis1 — Biv1vis i1 = |[Bis1ll2; vie1 = ip1/is1;
12: pi = (@ + B

13: ci =ai/pi; i = Piv1/pi;

14: Oiv1 = SiQuit1; Qit1 = CiQtit1;

15: 0 =%im1pis Py = [@-1p)” +074]"%

16: Ci =Ci—1pi/Py; 5i = 0i41/Di;

17: G = Eicz'-, Ci+1 = _gmqi?

18: hi = hi = [0ipi/ (pi1P;_1)] hi-1;

19: T = mi-1 + G/ (pipy)]his

20: hiv1 =vig1 — (Oig1/pi)hi;

21: =14+ 1;

22: end while

23: T =Tio1;

24: end function

Antes de discutirmos os critérios de parada para o método LSMR, va-
mos apresentar estimativas para ||7x||2, [|ATxll2, |zkll2, [[AllF e £r(A) que
dependam das quantidades que jd calculamos no Algoritmo 23, ou seja, com
um custo computacional menor.

Estimativa de ||r;||2: Para a estimativa de ||rg||2 precisamos aplicar uma
nova fatoracio QR. A ideia é simples, transformamos Rj, & forma bidiagonal
superior via fatoracdo QR, a saber, Ry, = Qkﬁf, onde Qp = ﬁk+1~~~ﬁ1.
Essa fatoracdo QR extra tem custo baixo, pois requer apenas uma rotagao
a cada iteragdo. Sejam

_ . 0
ty=Qrty e bp=p { on 1 } Qr1e1.



154 Métodos Iterativos em Subespacos Krylov

Entao, r, =b— Az = fruy — AViyr = Ugs1€181 — Ugy1 Bryy fornece

Uk+1 (6151 Qty { B ]yk>

T 23
Uk+1 (6151 — Qi1 { 0 ])

A7 B AT
colen [ 2 %)

- e[ 4] [5])

Por argumentos de ortogonalidade,
B 7
ik

Os vetores by, e t, podem ser escritos da seguinte forma

Tk

[lrill2 =

2

~ ~ ~ P T . N 5 .
bk = (ﬂlf o 7/61€717Bk7/61€+1) € tk = (T17 .. ~7Tk717T/€)T'

O vetor t;, é solucio do sistema linear triangular R{fk = z;. No apéndice
A de [41] é demonstrado que B; = 7, i =1,...,k — 1, ou scja, uma vez
determinado o vetor iy, os primeiros k—1 elementos de by, sdo determinados
faltando apenas determinar ﬁk e ﬁk+1 A seguir, apresentamos um algoritmo
para a determinagao de ||7g]|2.

Algoritmo 24 Método LSMR: estimativa ||ry||2

1: function |7y 2=L SMRRK(f)k,p,c Crs Cl—1, €k, Sk B1)

BBri Bo=0; po=1; F1=0; Oh=0; ¢o=0;

Br = ciBr; Brvrsib

%% % %% % % % % % % % %6 %0 % % %6 %0 % %o % %6 %0 %o % %6 %0 %o % % %0 % % % %6 %o
%% %% %% Para a k-ésima iteracio repita os passos abaixo %%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Pr—1 = B3y + 00?5 Gt = prer/Pr—1s Sr—1 = On/Prr;

Ok = Bh-1Pp; Pr = Cro1pp; ) .

9: Br-1 = Guo1Bror + Su-1Br; Br = —8k—1Br—1 + Er—1Dr;

10: To—1 = (G 1= O 17 2)/Pk—1; Tk = (C — OkTr—1)/pPr;

10 oy =Bk — 1)+ Bt Irellz = v

12: end function

Estimativa de ||AT7y[j2: De (4.6.98) concluimos que [|ATrg|2 = [(jpql-
Por outro lado ;1 = —35(;, demonstra que ||ATry[|2 decresce monotonica-
mente.

Estimativa de ||z3]j2: Note que, como zp = Viyr, Rryr = ti e Ryt =
2k, entao xp = VkR,;lE,;lzk. Da terceira fatoragao QR, Qkﬁz = Ry ¢,
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depois da aplicagao de uma quarta fatoracao QR, obtemos Qk(QkRk)T = Rk
Portanto,

11 el A AT A A AT
zp = ViR 'Ry 2 = ViR 'Ry, RiQL % = Vi R, QF QR Qi 2 = Vi Q4 2.

Os sistemas lineares, resolvidos por substituicao direta, R{ék =z e R{ék =
Z), fornecem Zj. Logo, por argumentos de ortogonalidade, ||zk|2 = ||2k]|2-

Estimativa de ||A||p e kp(A4): Do estudo de LSQR sabemos que os valores
singulares de A e By, estdo entrelagados e os limitantes sao, respectivamente,
o menor e o maior valor singular de A. Assim, a estimativa para ||A|p é
|Bk|lr. J& a estimativa de kp(A) é kp(By), com argumentos similares aos
trabalhados no método LSQR. Sabemos que a matriz By satisfaz a seguinte
relagao de recorréncia

IBusillF = | BrllE + ok + B4

Considere (4.6.96), (4.6.97) e (4.6.98), e entao vale a seguinte fatoracao QLP

[137]
T
—T R 0
Qr1BrQ), = ( ok ) .
Orer_1  Cr—1pPk

Stewart demonstra que os valores singulares de Bj sdo aproximados pelos
elementos da matriz bidiagonal inferior [137]. Como os elementos das dia-
gonais sao positivos, entao

max %

min %’

KF(Bk) =

onde B = {py, .., Pp_1,Ch—1Pk}-
Os critérios de parada para LSMR sdo os mesmos que foram desenvolvi-
dos para o LSQR, a saber,

S1. [Irxll2 < BTOL|[bl|2 + ATOL| Al [[zk[l2,

AT 712
Allellrrlle
S3. kp(A) > COLIM,

onde ATOL, BTOL e COLIM sao definidos pelo usuério e dependem do
modelo utilizado.

S2 ATOL,

Exemplo 4.4. Vamos comparar os métodos CGLS, LSQR e LSMR na re-
solugdo do problema de minimos quadrados

min|| Az — b2,
T

com A € R™*" retirada do SuiteSparse Matrix Collection® e b € R™ um
vetor formado por 1’s. Vamos analisar os trés principais parametros para

Shttps://sparse.tamu.edu/, antigo Florida University Sparse Matriz Collection.
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aferir a qualidade da solugdo encontrada. Utilizamos trés modelos, a saber,
well1850, lp_pilot e lp_woodw.

Modelo | Linhas | Colunas | Elementos nao nulos Ko (A)
well 1850 | 1850 712 8755 1.113129e + 02

Ip_pilot 4860 1441 44375 2.661950e + 03
Ip-woodw | 8418 1098 37847 4.701471e + 04

Tabela 4.2: Informagoes bésicas dos modelos utilizados.

Na Tabela 4.3 apresentamos o modelo well1850 com seus dados de con-
vergéncia para CGLS, LSQR e LSMR.

well1850 CGLS LSQR LSMR
# de iteragoes 438 440 443
llex |2 1.0349e-006 | 9.4378e — 007 | 1.1719e — 006
[l7k|l2 1.2666e — 007 | 1.1463e — 007 | 1.1287¢ — 007
| AT 4|2 5.4132e — 008 | 4.6619e — 008 | 1.4145e — 008

Tabela 4.3: Comparagao entre CGLS, LSQR ¢ LSMR, para well1850.

Na Figura 4.6 a sequir, apresentamos os graficos do e; = x — xy, 7; = Ae; e
ATr;. Na subfigura a) vemos a taza de convergéncia de cada um dos métodos
iterativos. Observe que os trés tém taxas de convergéncia similares, vide a
subfigura b), que é um zoom da subfigura a). Na subfigura ¢) mostramos ape-
nas os residuos e note seu rapido decaimento. Vemos que ambos os métodos
tém um decaimento monoténico. Na subfigura d) vemos que o decaimento
monotonico de LSMR, como esperado, enquanto o decaimento de LSQR nao
€ monotonico.
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a) e, (well1850) b) e, (well1850)
50 50
40 40
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o —LSMR '
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c) r, (well1850) d) ATr, (well1850)
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0.4
40
30 —LSQR Lo —
- =5 o

20 < 02
10 0.1

0 0

0 50 100 150 200 0 10 20 30 40 50 60

k k

Figura 4.6: Resultados de ¢; = « — x3, 7 = Ae; e ATr; para o modelo
well1850.

Na Tabela 4.4 apresentamos o modelo lp_pilot com seus dados de convergéncia
para CGLS, LSQR e LSMR.

Ip_pilot CGLS LSQR LSMR
# de iteracdes 5000 5000 5000
llex]l2 1.6281¢ — 009 | 1.4756¢ — 012 | 2.1785¢ — 011
AR 1.0448¢ — 009 | 1.6653¢ — 012 | 3.6366e — 012
AT 7y || 1.0442¢ — 008 | 1.7679¢ — 010 | 1.5916¢ — 010

Tabela 4.4: Comparagao entre CGLS, LSQR e LSMR para Ip_pilot.

Na Figura 4.7 a sequir, apresentamos os grdficos do e; = v — xy, r; = Ae; e
ATr;. Deizamos o solver correr até wm nimero mdzimo de iteracées de 5000
para CGLS, LSQR e LSMR. Na subfigura a) vemos a taza de convergéncia
de cada um dos métodos iterativos, e observe que os trés métodos tém taras
de convergéncia similares, vide a subfigura b). Comparando os grdficos das
figuras 4.6 e 4.7, vemos que com o aumento do numero de condi¢do de A, a
discrepancia entre as convergéncias de LSQR-LSMR e CGLS se torna mais
evidente. O subfigura a) confirma que LSQR e LSMR sao alternativas mais
robustas para problemas de quadrados minimos. Na subfigura c¢) vemos que
0s métodos tém wm decaimento monoténico e, na subfigura d), vemos que
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o decaimento de LSMR ¢é monoténico (pela construgcao do método), mas o
decaimento de LSQR ndo é monotonico, porém é convergente.

a) e, (Ip pilot) b) e, (Ip pilot)
70 70
60 60
8 e B _—
40 40 —
'S —LSMR 'S LSMR
30 30
20 20
10 10
0 0
0 5000 10000 15000 20000 0 1000 2000 3000 4000 5000
k
<) r, (Ip pilot) d) ATrk(Ip pilot)

60

50

40 —LSQR
30 —LSMR
20

10
0

0
0 500 1500 2000 2500 0

200

400
k

1000 600
k

Figura 4.7: Resultados de ¢; = = — x3, 7, = Ae; e Alry
Ip_pilot.

para o modelo

Na Tabela 4.5 apresentamos o modelo Ip_woodw com seus dados de con-
vergéncia para CGLS, LSQR e LSMR. Deizamos o solver correr até um
numero mdzrima de iteragoes de 1500 para os trés métodos. LSQR apre-
senta um melhor comportamento final em rela¢do ao erro e ao residuo porém,
quando analisamos ATy, ou o residuo das equagdes normais, observamos que
LSMR apresenta um melhor resultado. Isso se deve a dois fatos: primeiro,
o decaimento do residuo das equagdes normais para LSMR é monoténico
enquanto para LSQR nao, veja subfigura 4.8 d). Segundo, 1500 iteragées é
pouco para observar que LSQR também converge para ATry.

Ip-woodw CGLS LSQR LSMR
# de iteragoes 1500 1500 1500
lex]l2 4.5094e — 009 | 9.2429e¢ — 012 | 9.7958e — 012
75 |2 8.2994¢ — 009 | 7.4612¢ — 011 | 7.5144e — 011
AT 7yl 1.8340e — 005 | 9.8288¢ — 007 | 9.8166e — 007

Tabela 4.5: Comparacao entre CGLS, LSQR e LSMR para lp_woodw.

Na Figura 4.8, apresentamos os grdficos do e; = x—xy,, 7 = Ae; e ATr;. Na
subfigura a) vemos a taza de convergéncia de cada um dos métodos iterativos.
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Observe que apesar de LSQR parecer ter uma curva de decaimento mais
inclinada que LSMR, a convergéncia de ambos se dd para wm nidmero similar
de iteragies, vide a subfigura b). Na subfigura c) mostramos que os trés
métodos tém um decaimento monotonico esperado e, na subfigura d), vemos
o decaimento monotonico de LSMR e o decaimento oscilatorio de CGLS e
LSQR. A oscilagio do CGLS € mais acentuada e, em geral, LSQR ¢ LSMR
s@o mais precisos que CGLS.

a) e, (Ip woodw) b) e, (Ip woodw)

80 80
60 J— 60

CGLS —Lsar

—LSQR —LSMR
@ 40 —LSMR @ 40
20 20
0 0

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 200 400 600 800 1000
k k
c) r, (Ip woodw) d) ATrk(Ip woodw)
100 1
140000
80 120000
6 —saR 100000
- p—

= ~—LSMRJ = 80000 ::23::
40 < 60000
40000

20

20000
0 0

0 100 200 300 400 500 0 20 40 60 80 100 120 140

k k

Figura 4.8: Resultados de ¢; = = — x5, 7, = Ae; e ATr; para o modelo
Ip-woodw.
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4.7 Exercicios

1. Demonstre o Teorema 4.1.

2. [77] Demonstre que se A € R™ ™ tem exatamente k < n autovalores
distintos, entdo o método dos gradientes conjugados termina em no
maximo k iteragoes.

3. [77] Seja {zx} a sequéncia das iteradas do método de gradientes con-
jugados. Demonstre que o residuo r; € Ki(A,rg), i < k.

4. [144] Seja A € R™"™ uma matriz definida positiva e b € R™. Entao,
para cada vetor inicial zgp € R" existe um menor inteiro nao negativo
m < n, tal que p,, = 0. Demonstre que os vetores x, pi e 7 gerados
pelo Algoritmo 17 tem as seguintes propriedades:

1. Az, =b.

2. Tiji=0para0<i<j<m.

3. riTpi:riTn- para i < m.

4. piTAPjZOParaOSi<j<mepprj>Oparaj<m.
5. T?TjZOParaO§i<j<meTjTTj>0paraj<m.

6. r; = b— Ax; parai < m.

5. Demonstre, no contexto do método de maxima descida que r; e 741
sao ortogonais, para ¢ =0,...,n — 1.

6. Demonstre o Teorema 4.11 (pag. 123).

7. Sejam A € R™™ uma matriz definida positiva e py, ..., pp—1 € R™\ {0}
vetores dois a dois A-conjugados. Dado x¢, considere rg = b — Axg.
Para k=0,...,n—1,

Pgrk
Q. = T )
Dy, APk

Tht1 = T + Dk,

Tht1 = Tk — QR ADE.
Demonstre que:
1. rp, =b— Axy,.
2. Tpy1 = Ioflelﬁf(l'k + agpr), onde f(x) = %xTAm —zTh+c.

3.z, = A b

4. zp = min_ f(z), onde Sy = span{po,...,Pk_1}
€T+ Sk
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8.
9.
10.

11.

12.

13.

Justifique teoricamente o Algoritmo 18.
Demonstre que o Algoritmo 20 termina quando a; = 0 ou 3 = 0.

Implemente o processo de bidiagonalizagao proposto por Golub e Kahan
[52] utilizando reflexdes de Householder. Faga o mesmo com rotagoes
de Givens.

Demonstre que o Algoritmo 20 termina com «; = 0, j < n, se tivermos
rank(A) < n.

Demonstre o resultado (4.5.93).

[41] Demonstre que tanto LSQR quanto LSMR fornecem solugdes de
norma minima, quando A é posto deficiente.
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Capitulo 5

Precondicionamento

Muitos métodos iterativos utilizados na resolugdo de problemas de quadra-
dos minimos tém, como ponto fraco, a lenta convergéncia quando o niimero
de condigao do modelo que estd sendo trabalhado é elevado, vide CGLS. Por
outro lado, os mesmos algoritmos convergem mais rapidamente quando o
nimero de condicdo do modelo “esté perto” do niimero de condi¢ao da iden-
tidade. A nocao de precondicionamento surge com o objetivo de transformar
um problema com alto niimero de condigdo em um matematicamente equi-
valente com ntimero de condigao baixo, proporcionando assim, uma rapida
convergencia.

Nesse capitulo apresentamos o conceito de precondicionamento e como
aplicd-lo aos métodos iterativos que estudamos. Nao temos como objetivo
uma discussao aprofundada sobre o assunto, que por sua vez, é bastante
vasto. Queremos apenas que o leitor saiba as nogoes basicas e como utiliza-
las rapidamente para impor um ganho computacional aos métodos numéricos
estudados nesse texto. As principais bibliografias sobre esse assunto, nas
quais nos apoiamos, sao os livros de Bertaccini e Durastante [§], Bjorck
[12, 13] e Golub e Van Loan [58].

5.1 Nogoes Basicas

Considere o sistema linear Az = b, com b € R" e A € R"*"  geralmente
de grande porte e esparsa. Gostariamos de acelerar a convergéncia de um
método numérico aplicado ao sistema linear em questdo. Para isso, precisa-
mos encontrar um sistema linear equivalente Az = b que possua propriedades
espectrais mais interessantes e, portanto, que tenha um ntmero de condig¢ao
baixo.

Defini¢ao 5.1. Seja S € R™™ ™ uma matriz invertivel, chamada de precon-
dicionador. Podemos efetuar trés tipos de precondicionamento.

1. Precondicionamento a esquerda:

SAz =951, A=S5"'A.
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2. Precondicionamento a direita:

ASTly=b, A=A45"1 ex=5"1y.

8. Precondicionamento misto: para esse precondicionamento precisamos que
S possa ser fatorada na forma S = S1.5 e, assim

STTASy 'y =S, A=S71ASy e a =Sy ly.

Uma primeira abordagem que viria a nossa mente é S = A e nesse caso
S—1 = Ale, portanto, A = I. Assim, o método convergiria em zero passos!
Porém, essa abordagem nao é possivel por duas razoes bem conhecidas. A
primeira é que o célculo de A~! é muito mais caro computacionalmente que
resolver o sistema. A segunda é que, em geral, a inversa de uma matriz
esparsa ¢ densa [49)].

Para problemas de quadrados minimos tomamos S € R™ ™ uma matriz
invertivel e transformamos o problema

min|| Az — b2
x
em um problema equivalente

min||AS~ly — bll2, Sz =y.
Y

Em geral, utilizam-se precondicionadores a direita ou mistos pois, do ponto
de vista computacional, AS~! néo deve ser formado por razdes ja explica-
das. Porém, nos métodos numéricos precondicionados os produtos AS™ 1y e
S~T ATy estardo presentes na deducdo teérica dos mesmos e, portanto, um
custo extra do precondicionamento sera adicionado a um método iterativo
para resolver Sz = y e STq = s como alternativa & formacio de matrizes
inversas. A ideia é que o custo adicional de resolver sistemas lineares seja
diluido no ganho computacional advindo do precondicionamento. Ademais,
gostariamos que os sistemas lineares fossem de facil resolugao.

Bjorck [12, pdg. 283] resume o que se espera de um bom precondiciona-
dor, note que algumas caracteristicas sao parcialmente contraditérias:

1. AS™! deve ser melhor condicionada que A e/ou possuir poucos valores
singulares distintos;

2. S deve ter mais ou menos o mesmo nimero de elementos nao nulos que
A;

3. deve ser computacionalmente barato resolver sistemas lineares com S e

ST,
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5.2 CGLS Precondicionado

Assuma que o precondicionador S seja dado — formas de obter precondicio-
nadores é o tema das préximas segoes. Vamos iniciar essa se¢ao entendendo o
precondicionamento do método dos gradientes conjugados e, posteriormente,
passamos ao CGLS.

Sejam A € R™ "™ uma matriz simétrica definida positiva e b € R", e
considere o sistema linear Az = b. O principal fato a ser notado é que a
busca pelo precondicionador S deve ser feita de forma que o sistema Az = b
seja definido positivo. Uma 6bvia opgao é S simétrica definida positiva.

Observe que S™!'A é simétrica para os A-produto interno e S-produto
interno:

(S Az, y) g = (Az,y) = (2, Ay) = (x, 55 Ay) = (2,57 Ay),

<S_1Aa:,y>A = <AS_1AJ:,y> = <J:,AS_1Ay> = <a:,S_1Ay>A.

Queremos determinar um método iterativo para solucionar o sistema linear
Ax = b e, para isso, vejamos o residuo 7,

fk = i) — Al’k = S_l(b — Axk) = S_lTk = Zk.

O algoritmo do método dos gradientes conjugados é alterado substituindo-se
o produto interno canénico de R™ pelo S-produto interno. Essa substitui¢ao
nao necessita ser explicita, pois

(2h,2) g = (S7'ry STlra) g = (rhs 28)

(S~ Apr, pr) g = (Apr, pr) -
Para finalizar a construcao do método iterativo note que,
P =k + tkPe = STk + kP = 2k + pkDr-

De forma andloga a dedugdo do CG precondicionado podemos deduzir o
CGLS precondicionado, que é deixado como exercicio. A seguir, apresenta-
mos um algoritmo para a resolucao de sistemas lineares utilizando o método
dos gradientes conjugados precondicionado.
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Algoritmo 25 Método dos Gradientes Conjugados precondicionado
1: function z.=PCG(S, A, b, zo)
2: k=0; ro=b— Axo; Szo = ro;

3 while HTkHQ >0 do

4 k=k+1,;

5 if k=1 then

6: Pk = 20}

7 else

8 i1 = (ri_1ze1)/(ri_22i-2);
9: Pk = Zk—1 + Tk—1Pk—1;
10: end if

11: qr = Api;

12: e = (r_12e-1)/ (pF r);
13: Tk = Th-1 + [kDk;

14: Tk = Tk—1 — UEQk;

15: Szk = ri;

16: end while

17: Ty = Tp;

18: end function

Observe que um precondicionador & direita, ou seja, AS™1, ndo é simétrico
no produto interno canénico, tampouco no S-produto interno. Matematica-
mente, a cada iteragdo estamos realizando operagoes da forma

x— STl Az,

Sejam A € R™*™ e b € R™ e considere o sistema linear Az = b. A solugao
de quadrados minimos do sistema linear é obtida resolvendo o problema de
minimizagao

min|| Az — bl|s.
x
Gostariamos de acelerar o método CGLS e, para isso, vamos resolver o se-
guinte problema (equivalente ao original)

min||AS™ 'y — ]2, Sz =y.
y

As equagbes normais para esse problema sao
STTAT(AS y —b) = S TAT(Az —b) = 0.

Por esse fato, o CGLS precondicionado ainda minimiza o funcional ||r.—7]|2,
onde ry = b — Az, mas essa minimizacdo ocorre em outro subespaco de
Krylov. Da Teorema 4.16, obtemos

K(AS™H —1
Ire =l <2 (55557 ) I = ol

A seguir, apresentamos um algoritmo para o CGLS precondicionado (PC-

GLS).
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Algoritmo 26 Método dos Gradientes Conjugados: CGLS precondicionado
1: function z.,=PCGLS(S, A, b, z0)
2 k=0; ro=>b—Axo; STpo=ATre; so=po Y0 = [ls0l3;

3 while v, > 0 do

4 St = pk

5: qr = Aty;

6: i = i/ llaw |3;

& T41 = Tk + Hrly;
8 Tk+1 = Tk — [kQk;
9: STsp1 = ATrig;
10: Yer1 = [lsr4113;
11: Th = Y+1/Vk

12: Dk4+1 = Sk4+1 + TkPk;
13: k=k+1;

14: end while

15: T = Th;

16: end function

A préxima secao é dedicada a determinacao de precondicionadores para
os método CG e CGLS.

5.3 Precondicionadores de Fatoragoes Incompletas

Nessa secao estudaremos as fatoragoes incompletas e como utilizé-las para
precondicionar um método iterativo, apresentando algumas técnicas basicas.
O objetivo dos precondicionadores de fatoragoes incompletas é obter uma
fatoracdo aproximada que preserve a esparsidade de A em seus fatores trian-
gulares. Esses fatores triangulares sdo utilizados como precondicionadores,
€OMO Veremos a seguir.

Definigao 5.2. Precondicionadores obtidos de uma aprorimacdo para uma
matriz A sdo chamados de precondicionadores implicitos.

Nas préximas secoes apresentamos a fatoracao de Cholesky incompleta,
as fatoragoes ortogonais incompletas e como determinar precondicionadores
através da fatoragao LU.

5.3.1 Fatoracao de Cholesky Incompleta

Sejam A € R"™™™ e b € R™. Considere A definida positiva e, portanto, A
admite fatoracao de Cholesky A = RTR, com R € R™ ™ triangular superior.
Sendo A esparsa, sua fatoracao de Cholesky pode produzir R mais densa
que A ou mesmo cheia. Seguindo a ideia de [8, 78, 94], sob condiges que
ainda veremos, a fatoragao incompleta de Cholesky (IC) é

A=RTR-C

onde R é uma matriz triangular superior e C' é uma matriz contendo os

elementos que sdo descartados ao longo da decomposicao para manter R
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com o mesmo padrao de esparsidade da matriz A dada. Ademais, queremos
que ||C|F seja “pequeno”.

Existem vérias estratégias de como descartar elementos durante a fa-
toragao e acumuld-los em C. Vamos apresentar uma dessas estratégias, a
chamada fatoragao de Cholesky incompleta com preenchimento de zeros ou,
como ¢é conhecida, 1C(0). A ideia é durante o processo da fatoracao de
Cholesky descartar os elementos com posigao (i,7) iguais a zero na parte
triangular superior de A.

Sejamos um pouco mais precisos matematicamente. Defina

P= {(Z,]) S {1,...,71} A= [aij], Qij 750},

ou seja, P é o conjunto das posigdes das entradas de A nao nulas, que definem
o padrao de esparsidade de A. Durante o processo de fatoracdo de Cholesky,
se (i,7) € P, entao calcula-se normalmente o elemento e se (i, j) ¢ P, entao
o elemento 7;; = 0.

A seguir, apresentamos um algoritmo para o calculo da fatoracao de
Cholesky incompleta, e note que nao estamos construindo C, pois o fator
relevante é R.

Algoritmo 27 Fatoracao de Cholesky Incompleta
1: function G=INCCHOL(A)

2: [m, n] =size(A);

3: ain = \/ait;

4: for j =2:ndo

o aij = aij/ai;

6: end for

7 fori=2:n—1do

8: fork=1:i—1do

9: Qi = ai; — a3,

10: end for

11: Qii = \/Qii;

12: for j=i+1:ndo

13: if (¢,j) ¢ P then

14: Aij = 0;

15: else

16: fork=1:i—1do
17: Qij = Qij — Qkilky;
18: end for

19: aij = aij/@ii;

20: end if

21: end for

22: end for
23: fork=1:n—1do

2

24: Qnn = Gnpn — Qi

25: end for

26: Ann = \/Qnn;

27: R = A—tril(A, —1); % extrai a diagonal e as entradas acima da diagonal

28: end function

A hipétese de A ser definida positiva ndo é suficiente para garantir esse
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algoritmo, isto é, a existéncia da fatoracdo de Cholesky incompleta. A
existéncia é garantida através do conceito de M-matriz.

Definicao 5.3. Uma matriz A = [a;;] € R™*" é uma M-matriz se
1. a;; <0 para i # j, 3. det(A) # 0,
2. a; >0, 4. AL >0.

Observagao 5.1. Podem ser encontradas na literatura outras defini¢ées
de M-matriz, embora Bertaccini e Durastante [8, pdg. 95] demonstram a
equivaléncia entre as defini¢coes. Para outras propriedades das M-matrizes,
vide [115]. O

O préximo resultado, demonstrado por Stieljes [142] em 1887, fornece
uma relacdo entre M-matrizes e matrizes definidas positivas.

Teorema 5.1. (Stieljes) Seja A € R™*™, com a;; < 0, para i # j. Entdo,
A € uma M-matriz se A for definida positiva.

Meijerink e van der Vorst [94, pdg. 151] demonstram a existéncia e
estabilidade da fatoragdo de Cholesky.

Teorema 5.2. [12, 9/] Se A é uma M-matriz simétrica, entao existe para
cada conjunto simétrico P, tal que (i,j) € P para i = j, uma dnica ma-
triz triangular superior com ri; = 0 se (i,j) ¢ P, tal que A = RTR —
C, (RTR)"' >0, C>0.

A demonstragao envolve a equivaléncia entre fatoragao de Cholesky e
fatoragao LU e é feita através da fatoragao LU incompleta que foge do escopo
do livro.

5.3.2 Fatoracgoes Ortogonais Incompletas

Nessa segao vamos explorar o algoritmo de Gram-Schmidt modificado para
deduzir uma fatoracao incompleta, que também é chamada de IMGS ou
Gram-Schmidt modificado incompleto, via fatoragao QR. Com essa metodo-
logia 0 método PCGLS converge mais rapido que IC.

Jennings e Ajiz [71] apresentam a ideia do método de Gram-Schmidt
incompleto. Assim como para a fatoracdo de Cholesky incompleta, vamos
utilizar uma tolerancia para determinar os elementos a serem descartados. A
ideia é comparar os elementos de R que nao pertengam a diagonal e verificar
se sao menores que a tolerancia multiplicada pela norma da i-ésima coluna
de A, ou seja, |rij| < Tllaill2. A cada passo de IMGS determinamos uma
matriz R que ¢ triangular superior com elementos da diagonal positivos e
uma matriz Q, tal que A = QR e spanf{ai, ..., ar} = span{q,...,qx} k=
1,...,n. Importante dizer que se A tem posto completo entao o seguinte
algoritmo fornece a solugao esperada.
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Algoritmo 28 Processo de Gram-Schmidt Modificado Incompleto
1: function Q=IMGS(A)

2: [m, n] =size(A); R =zeros(n);
3: for j =1:ndo

4: qj = a3

5: fori=1:j—1do

6: rij = (4, 45);

7 if ‘7’,‘,]" < THaiHQ then
8: Tij = 0

9: end if

10: 9 =45 —Tijgis

11: end for

12: 75 = llgsllz;

13: 4 = q;/7is;

14: end for
15: end function

Outras alternativas de implementagao do IMGS sdo dadas por Saad [124]
e Zlatev e Nilsen [166]. Wang, Gallivan e Bramley [155] propuseram o
CIMGS ou método compacto de Gram-Schmidt incompleto, desenvolvendo
um algoritmo em que nao hé a necessidade de armazenar a matriz Q. Pode
ser mostrado que em aritmética exata o algoritmo CIMGS produz exata-
mente o mesmo resultado que o algoritmo IMGS. A seguir, apresentamos
um algoritmo para CIMGS.

Algoritmo 29 Processo de Gram-Schmidt Modificado Incompleto: CIMGS
1: function [Q, R|=IMGS(A)
2: fori=1:ndo

3 Tii = \/Qii;

4 for j=i+1:ndo

5: aij = aij/Ti;

6: if (i,7) ¢ P then r;; = 0;
7 else

8: Tij = Qij;

9: end if

10: end for

11: for j=i+1:ndo

12: fork=i+1:ndo
13: if (¢,7) € P || (4,k) € P then ax; = ar; — airaij;
14: end if
15: end for
16: end for

17: end for
18: end function

Exemplo 5.1. Vejamos o desempenho de PCGLS comparado a CGLS,
LSQR e LSMR. Para isso, utilizamos quatro matrizes m X n do SuiteSparse
Matrix Collection, a saber, ash958, well1033, well1850 e lp_woodw. O vetor
b € R™ € formado por 1’s e a solugcdo exata foi calculada via decomposi¢ao
LU.
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Modelo | Linhas | Colunas | Elementos nao nulos Kao(A)
well 1033 1033 320 4732 1.661333e + 02
well 1850 1850 712 8755 1.113129¢ + 02
Ip_-woodw 8418 1098 37847 4.701471e + 04
ash958 958 292 1916 3.201358¢ + 00

Tabela 5.1: Informagoes basicas dos modelos utilizados.

Para os trés primeiros modelos procuramos analisar a convergéncia e apre-
sentamos os resultados na Tabela 5.2. Observe que PCGLS converge mais
rapidamente que CGLS, LSQR e LSMR. Jd no quarto teste tomamos um
modelo mais robusto e temos como objetivo analisar o erro cometido por

cada método.

Para isso corremos o0s solvers até wm numero mdximo de

iteragoes, 5000 neste caso, e observamos os erros. Note que, novamente,
PCGLS apresenta um desempenho superior, ou seja, erros menores, quando
comparado com CGLS, LSQR e LSMR.

ash958 CGLS LSQR LSMR PCGLS
# de iteragoes 21 23 23 18
[lex]|2 2.5308e — 006 | 1.2218e¢ — 006 | 1.5509e — 006 | 2.9212e — 006
I7ll2 4.4229e — 006 | 2.1477e — 006 | 2.3900e — 006 | 6.7951e — 006
lAT 7|2 9.7189¢ — 006 | 4.8337e¢ — 006 | 4.2110e — 006 | 1.7751e — 005
well1033 CGLS LSQR LSMR PCGLS
# de iteracoes 154 157 161 140
lle |2 3.0791e — 005 | 1.5813e — 005 | 1.4918e — 004 | 1.9634e — 005
ll7x2 7.6860e — 006 | 4.2473e — 006 | 1.9492e¢ — 006 | 1.4276e — 005
AT 7y |2 5.3717e — 006 | 1.6972e — 006 | 2.5648e — 007 | 1.8393e — 005
well1850 CGLS LSQR LSMR PCGLS
# de iteragdes 395 397 403 312
[lex]|2 1.5920e — 004 | 1.4774e — 004 | 2.0242e — 004 | 2.1690e — 004
I7k ]2 1.2251e — 005 | 1.1552e — 005 | 1.1611e — 005 | 1.2205e — 005
AT 75 |2 3.4020e — 006 | 3.4199e — 006 | 8.0873e — 007 | 3.1401e — 006
Ip_-woodw CGLS LSQR LSMR PCGLS
# de iteragoes 5000 5000 5000 5000
[lex]|2 3.7123e — 012 | 1.0428e — 011 | 1.0226e — 011 | 2.8796e — 013
I7 ]2 4.4692e — 012 | 7.4607e — 011 | 7.4593e — 011 | 1.9063e — 012
AT 7 |2 6.1527e — 008 | 9.8313e — 007 | 9.8318e — 007 | 2.2444e — 008

Tabela 5.2: Comparagao entre CGLS, LSQR e LSMR para ash958, well1033,
well1850 e Ip_woodw.
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5.4 Precondicionadores Baseados na Fatoragao LU

Nesta se¢do veremos um método que determina o precondicionador a partir
de um sub-bloco de A mais fatoragao LU, e o primeiro a sugerir esse fato foi
Léuchli [84].

Assuma A € R™*™ m > n, uma matriz posto completo cujas linhas
Ay
A
gular. Usamos A; como precondicionador a direita e, desta forma, considere
o problema equivalente de quadrados minimos

foram permutadas de forma que A = { } , com A € R™™ seja nao sin-

min||AAT 'y — bll2, y = Ajz. (5.4.1)
y

Léuchli computa as matrizes A;l eC = AgAfl utilizando eliminacdo gaus-
siana com pivoteamento completo e aplica os método dos gradientes conju-
gados sobre as equacoes normais desse problema de minimizacao. Léauchli
nédo levou em conta esparsidade. A forma mais eficiente de computar a fa-
toragao LU é utilizando um algoritmo de fatoracao LU para matrizes esparsas
[47, 50].

Particionando os vetores b e r conforme a particao feita em A, o problema
de quadrados minimos (5.4.1) se torna

K

com C' = AgAl_l, A forma aumentada das equagbes normais é

min
y

2

I, 0 I, r1 by
0 Ijpwn C T2 = | bo
I, ¢ o Y 0

e, eliminado y, obtemos

In CT 71 o 0
C Inpan r2 - by —Cby |-

Podemos resolver o sistema utilizando o método dos gradientes conjugados
[35] ou continuar com a eliminagao e eliminar ry. Portanto, o sistema linear
acima se torna, (I+C7C)ry = CT(by—Cby), que é um sistema linear definido
positivo. Adaptando o Algoritmo 26 obtemos
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Algoritmo 30 Método dos Gradientes Conjugados: CGLS precondicionado
(LU)

1: function z.=PCGLSLU(C, A, b, )

2 k=0; ro=b—Axo; po=ri,+CTra; so=po; o= |s0l3;

3: while v, > 0 do

4: qr = Cpi

5: e =/ (lprll3 + llgrll3);
6: Tigpr = T — HkPk;

T T2 11 = T2, — Hkqk;

8: Skl = T1, +CT7°2H1;
9: Yirr = [lsrsll3;

10: Th = Vit 1/ Yk

11: Pk+1 = Sk+1 + TkDk;

12: k=k+1;

13: end while
14: Az = b1 —ry;
15: end function

A convergéncia desse algoritmo foi discutida em [12, 43], e os autovalores
de I, - CTC sao \j =1 + 02(C),i=1,...,n. Assim,

1 2(C
K(AATY) = V1+0i(C) <V1+a?
1+02(0)
onde a = 07(C) = ||C|]2 = ||A2A] !|]2. Portanto, a taxa de convergéncia é

2%
(e}
[r —7ell2 < 2 (m) [ —7oll2.

5.5 Exercicios

1. A luz da dedugao do método dos gradientes conjugados precondicionado
deduza o CGLS precondicionado de modo a refletir o Algoritmo 25.

2. Implemente os algoritmos apresentados no capitulo e utilize o modelo
well1033 encontrado no Matriz Market.! Compare a performance de cada
algoritmo.

"https://math.nist.gov/MatrixMarket/
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