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Prefacio

Na histéria da matematica, a Geometria de Distancias aparece em diferentes
momentos [63, 6, 7]: o Teorema de Heron de Alexandria (50AC), sobre a 4rea
do triangulo em fungao de seus lados, que foi posteriormente generalizado
por Cayley (1841) para volumes de simplexes em dimensdo arbitréria; a
conjectura de Euler sobre rigidez de poliedros (1776), seguida pelo Teorema
de Cauchy (1813) para poliedros convexos e o contra-exemplo de Connelly
para poliedros nao-convexos (1978); o tratado sobre o tema organizado por
Menger (1931), o resultado de Godel (1933) sobre realizacao de simplexes na
esfera e o Teorema de Schoenberg (1935) relacionando matrizes de distancias
e matrizes positivas semidefinidas sdo alguns destes marcos.

Na maior parte deste passado da Geometria de Distancias, o que hoje
chamamos de problema fundamental (Problema de Geometria de Distancias,
ou PGD) apareceu apenas implicitamente e restrito a grafos completos. Em
outras palavras, buscava-se a correspondéncia entre distancias e pontos ape-
nas quando todas as distancias entre pares de pontos eram conhecidas. Em-
bora existam tracos da importancia do PGD no passado, somente muito
tempo depois, provavelmente em decorréncia do avanco dos computadores,
é que este problema central foi formalizado pela primeira vez no trabalho de
Yemini [114].

O PGD é um modelo abstrato adequado em diversas aplicagbes em
ciéncias e engenharias, onde é possivel obter distancias entre objetos ad-
jacentes, com a finalidade de determinar as posi¢oes de tais objetos. Dentre
estas aplicagoes, destacamos o problema de sincronizagao de relégios [103],
a localizagdo em rede de sensores [114, 18, 104, 55, 9], a determinagao de es-
truturas de protefnas a partir de dados experimentais [51, 112, 71, 82, 5, 16],
algumas aplicagdes em processamento de sinais [31] e em ciéncia de da-
dos [20, 29, 76], além da forte relagdo com rigidez de grafos e estruturas
[58, 41, 11, 12, 25, 54, 3].

Nestas notas, o objetivo é apresentar os conceitos tedricos fundamentais
em Geometria de Distancias, acompanhados de consideragoes préticas e/ou
computacionais, sempre que possivel. Sendo um texto voltado a um mi-
nicurso no Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional,
cuidado foi tomado para que as defini¢oes sejam apresentadas de forma clara
e os principais conceitos ilustrados por meio de exemplos e aprofundados em
exercicios.
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Apesar de existirem outros livros introdutérios sobre o tema [62, 77, 65,
70, 60], inclusive um deles [62] publicado pela SBMAC no CNMAC 2014,
o tratamento aqui apresentado é diferente dos anteriores e tem o objetivo
de servir como referéncia para um curso de final de graduagao ou inicio de
mestrado, de modo a fornecer o contetido necessério ao aluno e/ou profes-
sor/pesquisador interessado para iniciar seus estudos nessa fascinante drea
que é a Geometria de Distancias, preenchendo de alguma forma a caréncia
deste tipo de material em lingua portuguesa.

Como pré-requisitos para o bom entendimento do texto, o leitor deve
estar familiarizado com conceitos de geometria analitica, dlgebra linear e
calculo, além de ter algum conhecimento sobre teoria de grafos.

O texto estd organizado em seis capitulos. O Capitulo 1 traz a definicao
formal do problema fundamental em Geometria de Distancias (PGD), bem
como comentarios sobre a dificuldade deste problema, classes especiais e
aplicagoes. A questao da existéncia de solugoes para o PGD é apresenta no
Capitulo 2 através do conceito de determinantes de Cayley-Menger. Matrizes
de distancias Euclidianas, que sdo uma importante ferramenta, tanto tedrica
quanto pratica, sao apresentadas no Capitulo 3. A questdo da unicidade
de solugdes do PGD estd associada a rigidez de grafos e estruturas, que é o
assunto do Capitulo 4. O Capitulo 5 apresenta os algoritmos de reconstrugao
geométrica sequencial, fundamentados na teoria apresentada nos capitulos
anteriores. Ainda assim, o leitor interessado unicamente nos métodos de
resolucao pode, apds a leitura do primeiro capitulo, seguir diretamente para
o Capitulo 5, retornando a capitulos anteriores para detalhes tedricos e/ou
de implementacao. O texto é encerrado no Capitulo 6 que traz problemas
recentes e desafios na drea de Geometria de Distancias que podem servir de
tema para pesquisas futuras.

Douglas S. Gongalves

Floriancpolis, Paris
2019-2020
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Capitulo 1

Introducao

Dado um conjunto de n pontos em R¥, de posicoes z1,x2,...,z, € RF
conhecidas, é uma tarefa simples determinar a distancia Euclidiana ||z; — ;||
entre qualquer par de pontos i e j (ao longo do texto, ||.| denotard a norma
Euclidiana e x; € R¥ um vetor coluna de k componentes). Por argumentos
combinatérios, nao é dificil verificar que o total de distancias entre estes n
pontos é de n(n —1)/2.

Agora, suponha que nos é dada uma lista de distancias D = {d;;}ijcr
entre alguns destes n(n —1)/2 pares de pontos e que precisamos encontrar n
vetores ; em R* tais que as distancias realizadas ||z; — x| coincidam com
as distancias d;; nesta lista D. A este problema inverso damos o nome de
Problema Fundamental em Geometria de Distancias.

Este problema encontra aplicacoes em diversas areas, como em loca-
lizagao em rede de sensores [18, 55], determinacao de estruturas de proteinas
[28, 80, 32] e nanoestruturas [16], além de estar relacionado a problemas em
ciéncia de dados [76], como reducao de dimensionalidade [107, 29].

Discutiremos brevemente tais aplicacoes ao final deste capitulo. Antes,
apresentaremos alguns aspectos tedricos.

1.1 O problema fundamental

Dado um conjunto D de distancias entre pares de pontos, o problema de
Geometria de Distancias (PGD) consiste em encontrar, quando possivel,
as posigoes desses pontos em um dado espago Euclidiano k-dimensional de
modo que as distancias em D sejam satisfeitas.

Podemos formalizar o problema através da realizacao de grafos. Seja
G = (V, E,d) um grafo simples, conexo, nao-orientado, em que {u,v} € F
somente se a distancia entre u € V e v € V é conhecida, e d : E — Ry
atribui a uma certa aresta a distancia correspondente.

Definigao 1.1 (PGD). Dado G = (V, E,d) e um inteiro positivo k, o Pro-
blema Fundamental de Geometria de Distancias consiste em determinar
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(quando possivel), uma aplicagio x : V — R*, tal que
|en, — 2ol] = duw, V{u,v} € E. (1.1.1)

Na defini¢do acima, usamos d,, para denotar d({u,v}), a distancia entre
os vértices u e v, e 1, = x(u) e x, = x(v) para denotar os respectivos vetores
posicdo. Uma solucio « : V — R para o PGD ¢é chamada de realizacdo.
Assim, encontrar uma solu¢ao para o PGD (quando possivel) consiste em
associar cada vértice em V a um ponto em RF de modo que as equacdes
(1.1.1) sejam satisfeitas.

Exemplo 1.1. Suponha que as distancias entre 3 objetos sao dadas por
dip = di3 = doz = 1, e que queremos saber se existe realizagdo em R? para
tal conjunto de distancias. Nao é dificil imaginar que posicionando os objetos
como vértices de um triangulo equildtero, obtemos uma realizacdo em duas
dimensées. Por exemplo, 1 = (0,0)T, 2o = (1,0)T e x3 = (1/2,v/3/2)T
formam uma possivel solugdo para o sistema de equagoes (1.1.1).

E importante notar que, dada uma realizagao x, é possivel encontrar
outras solugoes para o PGD através de translacoes, rotacoes ou reflexoes
totais. Estas transformacgoes sao chamadas de isometrias. Se uma realizacao
é obtida a partir de outra por meio de isometrias, dizemos que tais realizagoes
sdo congruentes'.

Definicao 1.2. Dizemos que uma aplicagio T : R¥ — R* € uma isometria
se

IT(z) =Tl = lle —yl, Vz,yeR"

Exercicio 1.1. Encontre uma outra realiza¢do para o PGD do Exemplo 1.1
na qual as coordenadas de cada ponto sdo ndao positivas.

Exercicio 1.2. Seja Q € R¥** wma matriz ortogonal.

a) Prove que | Qx| = ||z, Vz € R*.

b) Mostre que @ define uma isometria.

¢) Dé exemplos de matrizes ortogonais @Q que representam rotagoes e re-
flexoes.

Exercicio 1.3. Toda isometria é uma transformagao linear?

Exercicio 1.4. Epossz’vel encontrar solugoes distintas para o sistema (1.1.1)
que nao sejam congruentes?

10 conceito de congruéncia de realizagdes/estruturas sera discutido em mais detalhes
no Capitulo 4.
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1.2 Sistemas nao-lineares e quadrados minimos

A primeira vista, o problema (1.1.1) pode ser considerado como um sistema
de equagoes nao-lineares:

20 — 2| = do V{u,v} € E. (1.2.2)

Sejam = |D| = |E|, i.e., o numero de equagdes em (1.2.2), e n = |V/|. Assim,
se k é a dimensao de interesse, teremos kn variaveis em nosso problema. Ao
longo do texto, organizaremos essas varidveis em uma matriz X € RF*",
denotando as colunas por z;.

O numero de varidaveis pode ser reduzido, removendo os graus de liber-
dade de translacao e rotacao (ja que tais operagoes preservam as distancias).
Se existe um clique? de k pontos, ento tais pontos podem ser previamente
fixados de modo a evitar solugdes congruentes médulo rotacao e translagao.
Por exemplo, podemos fixar algumas varidveis (coordenadas de certos pon-
tos) iguais a zero:

ry = (0,0,0,...,0)

ra = (x,0,0,...,0)
x3 = (%,%,0,...,0)
T = (*7*7*7 70)
Tpp1 = (k% %, .00, %)
Tn = (*7*7*7 a*)

Desse modo, ficamos com um nimero de varidveis igual a:

k(n — k) + (g)

Em geral, em varias aplicagoes, temos que m > kn, isto é, temos mais
equagbes que varidveis, e portanto o sistema (1.2.2) é sobredeterminado.
Tal sistema sobredeterminado pode ser reformulado como um problema de
quadrados minimos nao-linear:

min f(X) = % S (lew—zol® —d2,)° (1.2.3)

{uv}eF

O problema (1.2.3) é um problema de otimizagao nao-convera, ja que a
fungao objetivo f(X) é ndo-convexa, e para o qual X* é minimizador global
se e somente se f(X™*) = 0.

2Um subgrafo completo de G.
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Figura 1.1: Gréfico e curvas de niveis da fun¢ao objetivo do Exemplo 1.2.

Uma das razoes para a nao convexidade de f(X) é que distintas solugoes
para o problema podem ser obtidas por meio de reflexoes parciais de uma
realizagao conhecida. Por exemplo, considere k = 3. Supondo que tenhamos
um clique entre 3 vértices, tais vértices podem ser fixados, para remover
graus de liberdade de translacao e rotacao, e reduzir o nimero de varidveis
de 3n para 3n — 6. Estes trés vértices fixados, definem um plano Py, e se X
¢ uma solucdo para o problema, entdo X', uma reflexdo de X em torno P,
também serd uma solucao.

Exemplo 1.2. Considere os sequintes pontos em R?:

e (0) e (1) e (1),

e a sequinte funcao a ser minimizada:
f(@) = (Jlzg — o|* = 2)* + (lzc — 2> — 1)

Isto é, queremos encontrar € R? tal que |z —z| = V2 e ||zc—z| = 1.
A Figura 1.1 apresenta o grdfico da fung¢ao bem como suas curvas de nivel.
A nao convexidade da funcao fica evidente mo grafico. Analisando as
curvas de nivel, € possivel classificar os pontos estaciondrios de f(z). Os

pontos
(1 (1
xy = 0/’ Lo = 9 |

correspondem aos minimizadores globais do problema. Jd os pontos

e-(2) (%)

correspondem, respectivamente, a um mazimizador local e um ponto de sela.
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2 2

Figura 1.2: Gréfico de f(x) para o Exemplo 1.3.

6

i > 3
Figura 1.3: Gréfico de f(z) da Equagio (1.2.4).

Além disso, nem todo minimo local é global, como mostra o exemplo
unidimensional (k = 1) a seguir.

Exemplo 1.3. Considere agora a sequinte funcao em R:
f@) = ((x = 20)® = 1)* + ((z — ) — 4)?,

onde xq, = 0 e 2, = 1. Note que queremos encontrar x € R cuja distancia
em rela¢ao a zero é um e a distancia em relagio a um é dois. A Figura 1.2
mostra o grdfico da fungao.

Claramente, o ponto &' = 3/2, é um minimizador local, nio global de
nosso problema.

Mesmo para a fungao alternativa
f(@) = (|z — 24| — 1)+ (Jz — x| — 2)?, (1.2.4)

que nao envolve o quadrado das distancias, também notamos o problema
dos minimos locais, conforme mostra a Figura 1.3.

No entanto, nos dois exemplos anteriores, ndo consideramos exatamente
(1.2.3), mas uma versao restrita deste problema de otimizagao na qual al-
gumas posigdes (z, e xp, ou Xp e X¢) estdo fixadas. Se substituirmos no



6 Introducao

Exemplo 1.3, x, por uma variavel y e z; por uma variavel z e, consequente-
mente f(z) por f(z,y,z), entdo Vf(3/2,0,1) = (0,—15/2,15/2), indicando
que (3/2,0,1) ndo é nem ponto estaciondrio.
A fungao
a(X) = ([l — zjll — di)? (1.2.5)
1<j

¢ conhecida na literatura de redugdo de dimensionalidade [115, 29] como
STRESS, enquanto que a funcao

s(X) =D (llzi =l - d3)?, (1.2.6)

i<j
é chamada de SSTRESS (Smooth STRESS). Em [109, 115], é apresentada
uma andlise mais detalhada sobre minimizadores locais e globais, das fungoes
STRESS e SSTRESS sob certas condi¢oes. Porém, a existéncia de minimi-
zadores nao-globais de (1.2.3) no caso geral (sem fixar/restringir algumas

varidveis) ainda é um problema em aberto. Para mais detalhes, veja [86] e
[96, Capitulo 3, Segao 3.5].

1.3 Complexidade e Classes especiais do PGD

Acabamos de ver que, ao tentar reformular o PGD como um problema de
otimizacao, chegamos a um problema de otimizacao nao-convexa, ja que a
funcao objetivo de (1.2.3) é ndo-convexa e pode apresentar minimos locais,
nao-globais, caso alguns graus de liberdade sejam removidos. Logo, é de
se esperar que, em geral, o problema de geometria de distancias seja um
problema dificil. Com efeito, foi provado em [100] que o PGD é NP-dificil
[38].

No entanto, é comum que PGDs relacionados a problemas reais tenham
uma estrutura especial. Ao longo do texto, veremos que duas classes espe-
ciais do PGD admitem métodos eficientes de resolugao:

1. PGDs em que G é completo: nestes problemas, todas as distancias
estdo disponiveis, i.e., |E| =n(n —1)/2 em que n = |V|;

2. PGDs em que G admite uma (k + 1)-lateracdo: embora nem todas as
distancias estejam disponiveis, é possivel reordenar os vértices de G de
modo que os k + 1 primeiros formem um clique (subgrafo completo) e
para os demais vértices, ha pelo menos k + 1 distancias em relagao a
vértices predecessores.

A realizacao de grafos completos serd tratada em detalhes no Capitulo 3,
enquanto que algoritmos sequenciais para os grafos de (k+1)-lateragdo serdo
discutidos no Capitulo 5. Veremos que para estas classes, a solugao (quando
existente) é unica, o que é explicado pela teoria de rigidez de grafos e estru-
turas do Capitulo 4. A questao da existéncia serd discutida em detalhes no
Capitulo 2.
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Por enquanto, apresentaremos apenas exemplos destas classes de PGDs
em R? e R3, e como ideias de resolucao passam por problemas geométricos
como o de interseccao de esferas [26, 85].

Exemplo 1.4. Considere o grafo formado pelo conjunto de vértices V. =
{a,b,c} e seu devido conjunto de arestas E = {{a,b},{a,c},{b,c}} com
pesos dgpy = 1, doe = 1 € dpe = V2, € suponha que buscamos uma realizacdo
em R2.
Fizando x4 = (0,0) e xp, = (0,1), temos o sistema
lze — zo|| = dac, (1.3.7)

ch - xb“ = dbc-
FElevando as duas igualdades ao quadrado obtemos um sistema nao linear

||$CH2 —22c-xq + HxaHQ = dicv (1.3.8)
2
dbc’

lzell® = 2z - @ + [l ]|

onde x; - ; denota o produto escalar

- xj = xiTx]- = Z(l’i)g(xj)g.

4

Subtraindo (1.3.9) de (1.3.8), temos
2zc - (2 — Ta) + ||2al* — l|zo* = dF, — .
2(zp — a) - Te = dag — di + [Jap]|* — ||zal|.
Considerando x. = (x,y), seque que
200,1) - (z,y) =1—-2+1—-0=0,

isto €, y = 0. Substituindo este valor em (1.3.7), temos

V(@=02+0-02=1=Jz| =1

Portanto podemos observar duas solugcoes para este PGD: a primeira em
que z, = (0,0), 2, = (0,1), 2. = (1,0) e a segunda x, = (0,0), 2, = (0,1),
z. = (—1,0). Note que uma ¢ reflexio da outra sobre o eixo vertical.

O Exemplo 1.4 é um caso particular do processo de k-lateragao que sera
discutido no Capitulo 5, Segao 5.2, e que se baseia na seguinte proposigao.

Proposicdo 1.1. A interseccio de k esferas em RF, com centros afimente
independentes, resulta em no mdximo 2 pontos.

Exercicio 1.5. Provar a Proposi¢ao 1.1.

Exercicio 1.6. Generalizar a Proposi¢io 1.1 para o caso de k + 1 esferas
em RE,



8 Introducao

(a) (b) (@

(d) (e)

Figura 1.5: Determinacao do vértice 3.

Considere agora um grafo completo G com 4 vértices {vg, v1,v2,v3} €
suponha que buscamos uma realizacdo em R®. Denotemos as distancias
conhecidas por d01, dog, dog, Cl127 dlg, d23.

Inicialmente, fixe uma aresta no espaco que possua a distancia dp;: suas
extremidades serao as posicoes xg e x1 para os vértices vy e v1.

A partir dos centros zg e x1, tracamos as esferas de raios dpo e dis
respectivamente. Note que recaimos na situagao do Exemplo 1.4. Analisando
este problema de intersecgao de esferas, temos trés casos:

(a) as esferas ndo se interceptam em nenhum ponto;
(b) as esferas se interceptam em um tinico ponto, ou seja, sdo tangentes;
(c) as esferas se cruzam tendo uma circunferéncia como intersegao.

Note que, na Figura 1.4, o caso (a) corresponde & intersecgao vazia: isso
ocorre quando as distancias envolvidas {do1, do2, d12} violam a desigualdade
triangular. Neste caso, G ndo admitiria realizacio em R®, tampouco em R¥,
para qualquer k.

No caso (b), temos os vértices xg, x1 e xo alinhados. Tracemos novas
esferas de centros nestes pontos e raios dos, di3 e da3. Sera possivel localizar
o vértice 3 somente quando estas trés esferas se intersectarem num tnico
ponto ou em infinitos pontos de uma circunferéncia como mostra a Figura
1.5.

Portanto, na Figura 1.5, tomando o ponto de interse¢ao do caso (d) e
escolhendo um ponto qualquer da circunferéncia gerada no caso (e), terfamos
como realizagao de G as estruturas da Figura 1.6.
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(), (9)

Figura 1.7: Determinacao do vértice 4.

No caso (c¢), representado na Figura 1.4, tomando o vértice 2 como um
ponto qualquer da circunferéncia da intersecdo das duas esferas, temos que
os vértices 0, 1 e 2 estdo nao alinhados e, portanto, formam um triangulo.

Novamente, tracemos as esferas de centro g, x1 € 2 e raios dog, di3 € dog
respectivamente. Havera posicionamento para o vértice 3 somente quando as
esferas se cruzarem num tnico ponto ou em dois pontos distintos. Perceba
pela Figura 1.7 que, para que as esferas se cruzem num tunico ponto, é
preciso que duas destas esferas sejam tangentes e a terceira esfera contenha
o ponto de tangéncia: caso (f). E ainda, para que as esferas se cruzem em
dois pontos distintos, as trés esferas devem se cruzar nao sendo tangentes
duas a duas: caso (g).

Da Figura 1.7, tomando os pontos gerados no caso (f) e escolhendo
um dos dois pontos da intersecao das trés esferas do caso (g), temos outras
novas estruturas como realizagdo do 4-clique, que podem ser visualizados,
respectivamente, na Figura 1.8.

0 z \ 0
3

1 1

Figura 1.8: Possiveis realizagoes de G nos casos (f) e (g).
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Perceba que, somente no caso (g), obtemos um 3-simplex® como a rea-
lizacao do 4-clique. E importante ressaltar que para que a construgao desse
3-simplex seja possivel, as distancias devem obedecer a desigualdade trian-
gular, isto é, todas as faces (2-simplex) que compdem este 3-simplex devem
satisfazer tal condicao.

Embora necesséria, a validade das desigualdades triangulares nao é sufici-
ente para garantir que um conjunto de distancias admita realizagao. Condigoes
necessarias e suficientes serao apresentadas no Capitulo 2.

Exercicio 1.7. Dé um exemplo de um conjunto de 6 distancias entres 4
vértices que satisfaz as desigualdades triangulares para todas as triplas de
vértices, mas ndo admite realizacio em RF para k = 1,2, 3.

1.4 Aplicagoes

Uma das razoes para o crescente interesse em Geometria de Distancias nas
dltimas décadas é a diversidade de aplicagoes em ciéncias e engenharias [49,
92, 81, 31, 16]. Como ji& mencionamos, encontramos aplica¢des do PGD
em: localiza¢do em rede de sensores [18, 55], determinagdo de estruturas de
proteinas [28, 80, 32] e nanoestruturas [16], ciéncia de dados [76], reducao de
dimensionalidade [107, 29], entre outras areas. Nesta se¢ao, descreveremos
brevemente algumas destas aplicagoes.

1.4.1 Sincronizacao de relégios

Neste problema é conhecida apenas a diferenca no horario indicado por
relégios de certos individuos (estes estdo adiantados e/ou atrasados em
relagdo uns aos outros) e a diferenca do hordrio de alguns destes para um
servidor central que indica a hora certa. O objetivo é determinar os possiveis
horarios nos reldgios de cada individuo.

Embora nao aparecam distancias, no sentido estrito da palavra, estas po-
dem ser empregadas para modelar a diferenca (o médulo da diferenca) entre
os horarios dos relégios. Temos entao um PGD na reta, i.e., em dimensao
k=1.

Exercicio 1.8. O relogio de Alice estd errado em 5 minutos. A diferenca do
reldgio de Bob para o de Alice é de 7 minutos, o de Charles estd 3 minutos
atrasado em relagao a Alice e 4 minutos adiantados em relagdo a Bob. Se a
hora correta é 11:27, quais os hordrios nos reldgios de Alice, Bob e Charles?

1.4.2 Rede de sensores

Nesta segunda aplicagao, a dimensao de interesse geralmente é k = 2. Ima-
gine que em um determinado andar de uma empresa existam roteadores de

3Um k-simplex é um conjunto de k 4 1 pontos afimente independentes em R¥.
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internet, de posigao conhecida, aos quais se conectam dispositivos utilizados
por funciondrios, equipados com sensores. Tais sensores sao capazes de se
comunicar com roteadores e outros sensores dentro de um certo raio e, com
base na intensidade de sinal por exemplo, é possivel estimar a distancia entre
um determinado sensor e seus dispositivos vizinhos.

Suponha que por algum motivo, o gerente da empresa tenha interesse
em determinar a posigdo dos dispositivos/funciondrios em um dado instante
de tempo. A Figura 1.9 traz um exemplo de tal situagdo, em que as ancoras
(sensores fixos, roteadores) sdo representadas por nds escuros e a distancia
entre dispositivos vizinhos é representada por uma aresta. O circulo ponti-
lhado representa o alcance (a vizinhanga) dos sensores e roteadores.

Figura 1.9: Exemplo do problema de localizagao de sensores em uma rede.

Exercicio 1.9. Proponha wma estratégia de resolucio do PGD em R? as-
sociado a rede de sensores da Figura 1.9. Lembre-se de que os nos escuros
correspondem a sensores de posi¢oes conhecidas e arestas indicam que a
distancia entre um par de sensores € conhecida. Assuma também que o raio
de alcance (o raio do circulo pontilhado) é conhecido.

1.4.3 Estruturas de proteinas

O calculo da estrutura tridimensional de proteinas é um problema funda-
mental na drea de bioinformatica, com importantes aplica¢oes na industria
farmacéutica, a exemplo do desenvolvimento de novos medicamentos. A
importancia do problema reside no fato de a fun¢do de uma proteina ser
determinada nao s6 por sua composi¢ao, mas também pela conformagao que
esta assume no interior das células [28, 65].

Aqui a dimensao de interesse é k = 3 e as distancias entre pares de &tomos
sao obtidas de modelos tedricos e dados experimentais. Do modelo tedrico
para a protefna, como uma cadeia de amino-dcidos [28, 32], podemos consi-
derar que a distancias entre atomos separados por uma ligacdo covalente é
conhecida, bem como o angulo entre duas ligacoes covalentes consecutivas.
Assim, pela lei dos cossenos, podemos deduzir a distancia entre 4tomos sepa-
rados por até duas ligagoes covalentes. As distancias entre atomos separados
por 3 ou mais ligagoes covalentes podem ser obtidas através de procedimentos
experimentais como cristalografia e difracao de raios-X, ou por ressonancia
magnética nuclear.
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Em geral, o grafo associado a este problema nao é completo, pois os
experimentos nao sao capazes de fornecer todas as distancias, mas somente
aquelas entre dtomos proximos no espaco.

Figura 1.10: Modelo para a cadeia principal de uma proteina. As barras em
cinza representam ligacoes covalentes.

A Figura 1.10 apresenta um modelo para a estrutura de uma proteina
como uma cadeia de amino-acidos: cada tripla N — C, — C' consecutiva deli-
mita um amino-acido, juntamente com o oxigénio O ligado a C' e o hidrogénio
H, ligado a C,,. O que difere um amino-acido do outro é o chamado residuo
(ou cadeia lateral), que em nosso modelo simplificado é representado apenas
pela dupla Cz, Hg (veja [113] para conhecer os 20 tipos de amino-dcido).

As sequéncias N — C, — C formam a chamada cadeia principal (ou back-
bone) da proteina. Em nosso modelo, os amino-dcidos aparecem “em linha
reta”, um a lado do outro, mas é comum uma proteina “se enovelar” e for-
mar estruturas especificas como hélices, por exemplo [28, 32]. Além disso,
é interessante mencionar que devido a restrigoes fisico-quimicas, algumas
regioes da proteina podem ser consideradas rigidas, como os chamados pla-
nos peptidicos e os tetraedros em torno dos carbonos C,.

Explorando este modelo tedrico e, assumindo que experimentos sao capa-
zes de fornecer distancias adicionais (por exemplo, entre dtomos separados
por 3 ligagoes covalentes), é possivel mostrar que o grafo resultante admite
trilateracao e, entdao, métodos sequenciais (veja Capitulo 5) podem ser em-
pregados para a reconstrucao de estruturas de proteinas.

Exercicio 1.10. Suponha que as distancias entre dtomos separados por
até 3 ligagoes covalentes consecutivas sdo conhecidas. Verifique que a or-
dem (enumeragdo) da Figura 1.10 garante que para cada dtomo i > 3, as
distancias entre i e pelo menos 3 dtomos anteriores sdo conhecidas. Com
esta informagao, e aproveitando as ideias usadas para resolver 0s erercicios
anteriores, proponha uma estratégia para posicionar os dtomos da proteina.

1.4.4 Reducgao de dimensionalidade

Nosso ultimo exemplo de aplicagao da geometria de distancias estd rela-
cionado a estatistica e ciéncia de dados. No problema de reducao de di-



Aplicagoes 13

mensionalidade linear [29], busca-se representar pontos z; de um espago de
dimenséo elevada R? por pontos #; em um espaco de dimensédo k < d, de
modo que alguma relacao entre os pontos seja preservada.

Por exemplo, na andlise de componentes principais (PCA: Principal Com-
ponent Analysis), buscamos P € R**? tal que os dados projetados X =PX
preservem a variancia nos dados originais X da melhor maneira possivel [29)].
Se os dados originais sao representados como colunas de uma matriz X, uma
solugao para este problema pode ser obtida pela decomposicao espectral da
matriz de Gram XTX que, por sua vez, estd relacionada a matrizes de
distancias Euclidianas, assunto do Capitulo 3.

Um problema um pouco mais geral é o Multidimensional Scaling (MDS).
Diferente do PCA, neste problema nao conhecemos explicitamente as posicoes
dos pontos, mas sim dissimilaridades (ou distancias) entre pares de pontos
em um espaco d-dimensional, ¢ buscamos novamente X em um espago de
dimensao k < d tal que as dissimilaridades par-a-par sejam preservadas da
melhor forma possivel [20].

Exemplo 1.5. A Tabela 1.1 apresenta as correlagdes entre crimes ocorridos
em 50 estados Americanos no século passado.

1 2 3 4 5 6 7

assassinato 111.00 0.52 034 081 0.28 0.06 0.11

estupro 21052 1.00 0.55 0.70 0.68 0.60 0.44

latrocinio 31034 055 1.00 0.56 0.62 0.44 0.62

assalto 4108 070 056 1.00 0.52 0.32 0.33

roubo 51028 0.68 0.62 0.52 1.00 0.80 0.70

furto 61006 0.60 044 0.32 0.80 1.00 0.55
7

roubo de carro 0.11 044 0.62 0.33 0.70 0.55 1.00

Tabela 1.1: Tabela de correlacao entre diferentes crimes. Extraido de [20].

Suponha que buscamos uma representacdo no plano destes 7 tipos de
crime de modo que 0s que apresentem maior correla¢do fiquem mais proximos.
Note que nao temos exatamente a informacao sobre as distancias, ou dissi-
milaridades, mas sim a correlacao entre estes delitos. Uma maneira de obter
tais dissimilaridades, por exemplo, € definir d;j = 1— p;;, em que p;; corres-
ponde a correlacao entre os crimes i e j. Com isso obtemos uma matriz de
“distancias” D := [d;;].

A sequir, aplicando as técnicas do Capitulo 3 para obter uma realiza¢do
para esta matriz de distancias, obtemos a visualiza¢do da Figura 1.11.

Desta visualizacdo, nao € dificil inferir a associagao entre “latrocinio” e
“roubo de carro”, e entre “assalto” e “assassinato”.



14

Figura 1.11:
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Capitulo 2

Determinantes de
Cayley-Menger

Seja D uma matriz simétrica, com diagonal nula, e com entradas D;; = d?j >
0. Chamamos D de matriz de distancias ou semimétrica.

Dada uma matriz de distancias D € R™ ™ uma pergunta que aparece
naturalmente é se o conjunto de n(n —1)/2 distancias representadas em D é
realizdavel em RF para alguma dimenséo k especifica, i.e., se existem vetores
z; € R tais que ||z; — 2;||? = Dyj, Vi, j.

Neste capitulo, veremos que uma ferramenta tutil para decidir se uma
semimétrica é realizavel num espaco Euclidiano de certa dimensao é dada
pelo determinante de Cayley-Menger [81, 50, 49].

2.1 Definicao e exemplos

Definicao 2.1. A matriz de distancias associada a n+1 pontos po, ..., pn
¢ dada por

D(p07 R 7pTL) = [dfj],
em que i,j € {0,...,n} e d?j corresponde ao quadrado da distancia entre os
pontos p; € p;.

Na Defini¢ao 2.1, e ao longo deste capitulo, p; denotard um vértice do
grafo G = (V, E, d), cujo conjunto de vértices é V(G) = {po, p1,- -, pn}. Nao
confundir p; com x; = x(p;), o vetor posigao de p;.

A matriz de distancias associada a estes n + 1 pontos tem o formato

[ 0 d(2)1 d(2)2 d(2)3 te d%’n 1
d§1 g d3, diS dzn
D - d82 d%2 (2) d3g ... d%n
Pos---sPn) = dgs di; ds3 0 ... ds,

L d%'ﬂ d%n d%'ﬂ d%n st O |
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Sabendo que as entradas de tal matriz correspondem a distancias ao qua-
drado, fica claro que tal matriz deve ser simétrica e que os elementos da
diagonal sao nulos.

Definigao 2.2. O determinante de Cayley-Menger de um conjunto de
n+ 1 pontos po,p1,...,pn € dado por

D(po,...pn) 1
CM(p077pn) = (pO 1T pn) R

em que D(po,p1,-..,Pn) € a matriz de distancias correspondente e 1 € um
vetor coluna de uns de dimensao apropriada.

Vejamos, através de exemplos, como se compartam os determinantes de
Cayley-Menger, para diferentes problemas de geometria de distancias.

Exemplo 2.1. Dada somente uma distincia (entre pontos py € p1), € tri-
vial concluir que haverdo infinitas solugoes para o PGD, pois hd infinitas
possibilidades de posicionamento de dois pontos sobre uma reta satisfazendo
tal distancia. Porém, se fixarmos um dos pontos, digamos pg na posi¢do xg,

o outro deverd obedecer a igualdade ||zo — z1|| = do1, podendo haver entdo
apenas duas solugoes distintas.

Por exemplo, seja do1 = 5 e xg = 2. Entao ||zg — 21| = do1, logo
|12 = z1]| = 5, que implica em x1 =7 ou x1 = —3.

Tomando ainda a distancia dgy = 5, o determinante de Cayley-Menger
€ dado por

D ) 1 0 5% 1
CM(pmm):‘ pIOT’pl 0 ‘: 52 0 1|=50
1 1 0

Perceba que CM (po,p1) > 0. Naturalmente esse resultado jd poderia ser
esperado pois

0 d3 1
dy 0 1 :zd%h
11 0

e como dp1 € R entao CM (pg,p1) > 0.

No caso em que dy; = 0, i.e. CM(pg,p1) = 0, terfamos uma realizacao
degenerada, com dois pontos de mesmas coordenadas.

O proximo exemplo mostra que para n > 2 pontos, nem sempre havera
realizaciao em R2.

Exemplo 2.2. Considere trés distancias dap = 4, dac = 2 e dpo = 1.
Fizada a aresta {A, B}, as circunferéncias de raios dac e dpc nao se in-
terceptam e, com isso, ndo hd um ponto C em R? tal que ||z4 — xc|| =2 e
lzp —zcll = 1.

Neste exemplo, os determinantes CM (A, B),CM(B,C),CM(A,C) e
CM(A, B,C) sdo todos positivos (verifique!).
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Figura 2.1: PGD com duas solugdes.

No Exemplo 2.2 as distancias dadas nao satisfazem a desigualdade trian-
gular e, portanto, o PGD associado nao possui solugao.

Proposicao 2.1. Dadas trés distancias dap, dpo e dac, haverd uma rea-
lizagio dos pontos A, B e C em R* se, e somente se, forem satisfeitas as
desigualdades triangulares

dap < dpc+dac,
dpc < dap+dac, (2.1.1)
dac < dap+dpc.

Exercicio 2.1. Demonstre a Proposi¢ao 2.1.

Exercicio 2.2. Mostre que

|dsc — dac| < dap < dpc +dac,
se, e somente se, as condigoes (2.1.1) sao satisfeitas.

Exemplo 2.3. Considere as distancias dap = 3, dac = 2 ¢ dpe = 2.
Fizando a aresta {A, B} e tracando as circunferéncias centradas em A e
B de raios dac e dpc, obtemos dois pontos de intersecio C' e C”, como
mostra a Figura 2.1. Para cada escolha de um ponto C teremos um conjunto
de pontos que serd uma realizacdo deste 3-clique em R%.  Lembre-se que
em R? outras realizacées podem ser obtidas por transla¢ées, rotagoes ou
reflexdes totais. Além disso, a partir de uma realizacdo em R? podemos
obter realizacoes em R¥, para k > 2, simplesmente adicionando coordenadas
nulas aos vetores posi¢ao.

Note que CM (A, B),CM(A,C) e CM(B,C) sdo todos positivos e agora
CM(A, B,C) <0.

Outra situagao particular ocorre quando a soma de duas distancias é
igual a terceira, caso que ainda satisfaz as desigualdades triangulares.
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Figura 2.2: PGD com solugao tnica.
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Exemplo 2.4. Sejam distancias dap = 4, dac = 2 e dpc = 2. Neste caso a
Figura 2.2 mostra que a tinica solug¢io (a menos de transformagoes rigidas)
serd o ponto C localizado sobre a prépria aresta {A, B}. Agora, temos que
CM(A,B),CM(A,C) e CM(B,C) sao positivos e CM(A, B,C) = 0.

Para este caso em que uma das desigualdades triangulares é satisfeita
através da proépria relacao de igualdade, tem-se nao so a realizacao de um
3-clique em R?, mas também em R.

Dos exemplos acima, notamos que ha uma relagao entre a desigualdade
triangular e o sinal do determinante de Cayley-Menger de trés pontos. Dadas
as distancias dyi, dog2 e di2, a matriz das distancias associada serd dada por

0 dgy df,
D(P07P17P2) = d(2)1 0 d%Z
gy diy 0

Com isto, temos o determinante de Cayley-Menger de pg, p1, p2:

g d3, d§2 1
_|du 0 diy 1
CM((po, p1,p2) = ey, £y, 0 1
1 1 1 0
= dgy + dgy + diy — 2 (dtzndgz +dgydiy + d%ﬂ%z) . (2.1.2)

Se substituirmos as distancias dos trés exemplos anteriores e analisarmos
o sinal dos determinantes de Cayley-Menger, podemos conjecturar que, a tri-
pla de distancias do1, doz, d12 admite realizacio em R? quando C' M (pg, p1,p2) <
0e CM(p;,pj) >0 parai,j€ {0,1,2} e # j.

Exercicio 2.3. Calcule os determinantes de Cayley-Menger de trés pontos
para 0s trés exemplos anteriores.

Para provar esta afirmagao, sera utilizada a Férmula de Heron. Esta
férmula relaciona a area de um triangulo com as medidas de seus lados e seu
semiperimetro.
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Teorema 2.1 (Férmula de Heron). Considere um triangulo de drea A >0
cujas medidas dos lados valem a, b e c. Entao

A=+/plp—a)(p—b)(p—c)

a+b+c
2 .

A Foérmula de Heron toma como hipdtese a existéncia de um triangulo
de drea A > 0, de modo que existe uma realizacdo de um 3-clique, em R?
caso A > 0, ou ainda em R, caso A = 0.

Admitindo a existéncia de um tridngulo de vértices 0, 1 e 2 e suas
distancias como dy1, dogo € di2 tem-se pela férmula de Heron

em que p € o semiperimetro, ou seja, p =

V(P — do1)(p — do2)(p — d12) > 0,

do1 + doz + di2

ou seja p(p — do1)(p — do2)(p — d12) > 0. Como p = 5

que

segue

1
27(d01 + doz + di2)(—do1 + doz + di2)(dor — doz + di2)(dor + do2 — d12) > 0,

de onde, apds algumas manipulagoes algébricas e utilizando a Equagao (2.1.2),
podemos concluir que

CM (po,p1,p2) = doy + dgg + diy — 2 (dgydgy + dydiy + dipdiy) < 0.

Assim, se hé alguma solugdo para o PGD em R?, entdo o determinante
de Cayley-Menger formado pelas trés distancias dadas deve ser um valor real
nao positivo, enquanto que C M (po,p1), CM (po, p2) e CM(p1,p2) devem ser
nao negativos.

J4 analisamos quando um 3-clique admite realizacdo em R2. Vejamos
agora quando um 4-clique admite realizacdo em R3. De acordo com [63],
Tartaglia deduziu uma férmula para o calculo do volume de um tetraedro
qualquer.

Teorema 2.2 (Férmula de Tartaglia). Considere um tetraedro qualquer de
vértices 0, 1, 2 e 3 e arestas de medidas dyi, do2, dos, di2, di3, dos. Entdo
o quadrado do volume do tetraedro é dado por

0 dg di, diy
dg, 0 di, di
iy di; 0 di
iy dis d3; 0
1 1 1 1

L
288

(-1*

V2: == M 3)-
23(3!)20 (po, p1, P2, P3)

O === =

Perceba que esta férmula ja considera o determinante de Cayley-Menger
em sua esséncia.
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Note que se V = 0, ou seja, quando se trata de um poliedro degenerado
em R2, tem-se CM(po,...,p3) = 0. Assim, podemos dizer que se a rea-
lizagdo de um 4-clique for um 3-simplex nao-degenerado (tetraedro) entdo
CM(pO,-..,p3) > 0.

Exemplo 2.5. Para exemplificar o resultado acima, considere o tetraedro
reqular de lados unitdrios. Assim
0 12 12 12 1
2 0 12 121
CM(po,...,p3)=112 12 0 12 1 |=4>0.
1212 12 0 1
1 1 1 1 0
Modificando a distancia dgg = 2, 0 novo valor do determinante de Cayley-
Menger serd
0 12 12 22 1
12 0 12 121
CM(po,...,p3) =112 12 0 1> 1 |=-8<0.
22 12 12 0 1
1 1 1 1 0
Nao é dificil verificar que se todas as distancias entre {po,p1,p2,P3} SG0
iguais a um, com excecdo a dog, entdo o 4-clique admite realizacdo em R3
somente se doz € (0,v/3).

Exercicio 2.4. Usando a lei dos cossenos e o conceito de angulo entre pla-
nos, mostre que {1,1,1,1,1,do3} admite realizacdo em R3, se doz € (0,/3)
e em R? se dog = 0 ou doz = V3.

No entanto, é importante destacar que nao basta que CM (pg, ...,p3) >0
para que se obtenha um 3-simplex em R3. Todas as faces deste tetraedro
também devem satisfazer a condicdo CM (p;, pj,pr) < 0, i.e., as desigualda-
des triangulares também devem ser satisfeitas. O exemplo a seguir, extraido
de [98], ilustra este fato.

Exemplo 2.6. Considere o conjunto de seis distancias entre os pontos
0,1,2 e 3 listadas abaizo:

do1 =1 dpe = 1,78 doz = 2,67582
di2 = 0,5 dijz3 =1,06066 da3 =0,25.

Temos que C M (po, p1,p2, p3) = 3,20375 > 0. Contudo, tomando apenas
os pontos 0,1 e 2 temos que CM (po,p1,p2) = 2,68026 > 0. Perceba que
estes trés pontos nao satisfazem a desigualdade triangular, pois do1 + d12 =
140,5=1,5<1,78 = dpz.

Nesta se¢ao, vimos que condicoes para existéncia de triangulos e tetrae-
dros estao relacionadas a determinantes de Cayley-Menger. Esta conexao se
da através das nogoes de drea e volume. A préxima segao generaliza estes
conceitos para mais de trés dimensoes.
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2.2 Determinantes e volumes orientados

Ja vimos que o determinante de Cayley-Menger pode ser usado para calcular
a drea de um triangulo ou o volume de um tetraedro. Para os casos de
um k-simplex, em que k& > 3, também é possivel calcular seu volume pela
generalizacao das férmulas de Heron e Tartaglia.

Antes de apresentar tal generalizacao, precisaremos de alguns lemas au-
xiliares cujas demonstragoes detalhadas podem ser encontradas em [47, 49].

Lema 2.1. Considere um k-simplex em R* de vértices x;, i =0, ...k, cujas
coordenadas :rg, j=1,...,k, sio conhecidas. O volume orientado V desse
k-simplex é dado pela expressao

1,2 k
:r(l) xg mg 1
1| @ 27 ... a7
V=—
k! .
1,2 k
T, w ... wp 1

Demonstracdo. Em R?, trés pontos nio colineares determinam um triangulo
cuja area pode ser calculada através dos vetores formados por estes pontos.
Se as coordenadas de tais pontos sdo xg,x1 e x2, respectivamente, é sabido
da geometria analitica que a area orientada do paralelogramo definido pelos
vetores coluna x1 — xg e x9 — ¢ é dada por

T

A= (.131 — .27())
= _\T

(z2 — 20)

Assim, a area orientada Vy do triangulo induzido pelos vetores x1 — xg e
xro — Io é
Vo= 2|4
2= 5 14
Analogamente, quatro pontos afimente independentes em R? determinam

um tetraedro. Dados os pontos de coordenadas xg, x1, 22 e x3, respectiva-
mente, o volume orientado V3 deste tetraedro é dado por

1] (= o)
V3 = G (w2 — x0)T
(z3 —x0)T

A férmula para o calculo de um volume orientado V,, de um n-simplex
pode ser entendida como a generalizagao desta férmula. Uma observacao
deve ser feita quanto ao fator multiplicativo que aparecerda na expressao.
Perceba que o volume V, é obtido através da metade da area do paralelo-
gramo, assim como o volume V3 é obtido por um sexto do volume do pa-
ralelepipedo. Estes fatores estdo diretamente relacionados com a dimensao
k do espaco no qual se encontra o k-simplex. Assim, é possivel provar (por
inducéo) que a expressio do volume Vy, conterd o fator # [47].
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Deste modo temos

(21 — )"

1| (w2 —20)"
Vk — E :

(zx — z0)”

Pela expansao de Laplace, temos que

(zo)" 1
(:L’l — CIJo)T 0
Vk = l ((ﬂg - (L‘o)T 0

k! . ’
({L‘k — LE(])T O

e como adicionar a uma linha um multiplo de outra nao altera o determi-
nante, chegamos a

(ro)" 1
(z0)" 1
Vp= | (@2)" 1
k — k' ] b
()" 1
concluindo a demonstragao.
Lema 2.2. Considere um k-simplex em RF de vértices x;, i =0,1,...,k. O
quadrado do volume deste k-simplex é dado pela expressao
0 d3 ... d&3 1
2 2
(—1)F+1 ds; 0 ... dy, 1
V2 = : s Do
2k (K!1)2 é ; o
dg, dy .. 0 1

1 1 1 1 0

Demonstragao. Pelo Lema 2.1 temos

1,2 k
g x5 ... wg 1
R T L |
V=—
k! .
1 2 k
x, xp ... oxp 1

Se aumentarmos a matriz do determinante com uma borda de zeros e
um 1 na diagonal nao alteraremos o valor do determinante. Logo temos

vy ot ... xlg 10
) vt ook 1 .
V= Pl T T Hdet(A). (2.2.3)
x}c m% :rllg 1 0

0 0 ... 0 01
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Permutando as duas tltimas colunas, alteramos o sinal do determinante
anterior e como det(A) = det(AT), temos que

I A T |
2SS I N P ¥ 2.2.4
T ™ S S '__EE( ) (224)
0 T1 k
0 0 0 1
1 1 10

Como ambas matrizes dos determinantes de (2.2.3) e (2.2.4) s@o quadra-
das de ordem k + 2, temos que det(AA”T) = det(A)det(AT), logo

;rg;rg xg:cl S xOTxk 1

1\2 olay otz .0 2Tz 1

Vi _ (7 o e
k! . . . .

CE{:L‘() :rz:rl S xzxk 1

1 1 ... 1 0

Mais ainda, usando o fato de que

1
vlr; = 3 ( Toi + x?xj — d?j) , (2.2.5)

podemos alterar cada linha de indice ¢ (i = 0,...,k) pela soma da prépria
com a tltima linha previamente multiplicada por —%xZTxZ e, também alterar
cada coluna de indice j (j = 0,...,k) pela soma da prépria com a ultima

coluna previamente multiplicada por —éijxj, para obter

BT A
A

2 _ (1 . . . .
V a <k') 1: 2 1: 2 . 1. 2 )
—gdy, —adyy, .. —gdy, 1

1 1 1 0

Para cada coluna, retiramos o fator f% de dentro do determinante, ob-
tendo

o dy doy 1
1 1\ A+l g, dfy i), 1
()
2 :
(kY) 2 d?, d? 2, 1
ok Mk kk
-2 =2 -2 0

Segue que
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By dby g1
, _1 (—1)kH dgy d1y dy, 1
R A
dg, dy .. dy, 1
1 1 ... 1 0
Portanto, sendo d;; = 0 para qualquer ¢ = 0, ..., k, temos como expressao
final,
(3 d3, ... d§k 1
(—1)k+1 dy 0 ... dy 1
V2 — . S .
2k (!1)2 N é o
dg, di, ... 0 1
1 1 ... 1 0

O

Concluimos entao que o determinante de Cayley-Menger esta relacionado

com o quadrado do volume orientado de um k-simplex em R* pela expressio
5 (_1)k+1

Na proxima secao utilizaremos esta expressao para determinar condicoes

necessarias e suficientes para a realizacio de um (n + 1)-clique em RF, para
k<n.

2.3 Condicoes necessarias e suficientes

A relagao entre volumes orientados e determinantes de Cayley-Menger per-
mitem estabelecer condigOes necessérias e suficientes para existéncia de uma
realizagao de um conjunto completo de distancias. O teorema a seguir tem
como referéncia [49)].

Teorema 2.3. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que um (n + 1)-
clique tenha uma realizacio em RF, para k < n, € que todos os determi-
nantes de Cayley-Menger, nao nulos, de m + 1 pontos tenham sinal dado
por (=1)™FY para todo m = 1,2,...,k. Além disso, os determinantes de
Cayley-Menger de mais de k + 1 pontos devem ser nulos.

A prova de que a condi¢ao acima é necessaria pode ser encontrada em
[49], enquanto que a prova da suficiéncia é apresentada em [105]. Para uma
apresentagao unificada e detalhada, consulte [27].

Em verdade, segundo [19], a dltima condi¢do do Teorema 2.3 pode ser
simplificada, exigindo-se apenas que os determinantes de k42 e k+ 3 pontos
sejam iguais a zero.
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Além disso, um (n 4 1)-clique é realizdvel em R, mas nio em R®, com
s < k, se pelo menos um dos determinantes de k& + 1 pontos é nao nulo.
Por exemplo, se estamos interessados em condicdes para realizacio em R3,
0 teorema acima nos diz que:

1. os determinantes de Cayley-Menger de 3 pontos nao colineares, devem
ser negativos, C'M (p;,pj,pr) < 0, o que significa que a desigualdade
triangular deve ser satisfeita;

2. os determinantes de 4 pontos, nao coplanares, devem ser positivos, i.e.,
CM (pi,pj, pr,p) > 0. Essa condicao, conhecida como desigualdade
tetrangular, corresponde ao volume positivo de um tetraedro em R3
(veja Exercicio 2.4);

3. os determinantes de 5 e 6 pontos, devem ser nulos.

Exercicio 2.5. Considere a matriz de distancias

=N = O
NN = O =
—= O = N
S = N =

Calcule os determinantes de Cayley-Menger de 2, 3 e 4 pontos e determine
se D € realizdvel em R? ou em R3.

Note que o Teorema 2.3 supde que todas as distancias entre os n + 1 pontos
sao conhecidas. Porém, em grande parte dos problemas reais, relacionados a
Geometria de Distancias, é comum que nem todas as distancias entre pares
de objetos sejam conhecidas. Ainda assim, podemos explorar o Teorema 2.3
para completar distancias faltantes.

Exemplo 2.7. Considere 4 pontos (po,p1,p2,p3) em R3 tais que
dor =1, dop=v?2, do3=2, dia=2, diz=V2.

Queremos determinar os possiveis valores de dss para que exista uma Tea-
lizagdo de wm 4-clique em R3.
Inicialmente perceba que

OM(pUaplapQ) = OM(p07p17p3) =-7< 07

ou seja, estes dois 3-cliques que compoem o 4-clique satisfazem as hipoteses
do Teorema 2.3. Além disso, chamando d§3 = x, temos que

CM (po, p2,p3) = CM(p1,pa,p3) = 2> — 122 + 4 < 0,
que nos fornece como conjunto solu¢dio

{z€R:6—-4V2 <z <6+4V2}. (2.3.7)
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Figura 2.3: Valores maximo e minimo para a distancia dsg4. Tal intervalo é
determinado pela desigualdade tetrangular, que pode ser obtida via determi-
nantes de Cayley-Menger. Para valores no interior do intervalo, a realizacao
é em R3, e para os valores méaximo e minimo temos uma realizacio em R2.

De acordo com o Teorema 2.3, devemos verificar que C M (po, p1, p2, p3) >

0. Segue que

CM (po,p1,p2,p3) = = —222 4+ 30z — 88 > 0.

=R NN = O
— N RO
—= 8 O &= N
—= O 8 N
O ==

Considerando (2.3.7) e a desigualdade acima, temos que 4 < x < 11. Segue
que
2 <dy3 < V11,

Perceba que para dog = 2 ou dog = /11 obtemos a realizacdo do 4-clique em
R2, ou seja, um 3-simplex degenerado, pois C M (po, p1,p2,p3) = 0 e entdo,
em R3, o volume do 3-simplex € nulo, de acordo com (2.2.6).

Exemplo 2.8. Considere 5 pontos (po, p1,p2,D3,p4) em R? e apenas uma
distancia faltante. Suponha que esta distancia € dsy, e as demais distancias
dadas por

di=1, dpe=1, doz=1, dou=+3,
diz =2, diz=v?2, dis=+72,
dog = V2, doa =2, dss= /7.

Note que CM (po, p1,p2,p3) = CM(po,p1,p2,ps) = 8 > 0. Além disso
CM (po,p1,p2) = CM(po,p1,p3) = CM(po, p2, p3) =

= CM(p07p17p4) =-4<0.
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Também
CM (p1,p2,p3) = CM(p1,p2,pa) = =12 <0

CM(p07p27p4) =-8<0.

Logo, os 4-cliques e 3-cliques de distancias conhecidas acima satisfazem
as condig¢oes do Teorema 2.3.
Veja também que

CM(po,p3,ps) =22 =8z +4<0=2(2-V3) <z <22+ V3)

CM(p1,p3,p1) = CM (p2, p3,ps) =2 — 82 < 0=>0<z <8

A intersecdo desses intervalos resulta em
22— V3) <z <22+ V3).
Se queremos uma realizacio do 5-clique em R3, sequndo o Teorema 2.3,

OM(p07p17p27p3ap4) = 07

ou seja,

CM((po, p1,p2,03,P4) = = 42® — 320 +48 = 0.

W == O
= NN N O -
=N N O NN =
— 8 O NN
— O 8 NN W
O = = =

Seque que © =2 ou x = 6. Ambas sao possiveis solugdes pois pertencem
ao intervalo encontrado anteriormente. Assim, se dss assume os valores v/2
ou V6, entdo o 5-clique € realizdvel em R3.
Exercicio 2.6. Considere a matriz de distancias incompleta

0 2
1
2

N = O =

x
2
1
0

—= O = N

72

Para quais valores de x a matriz D é realizdvel em R3, mas ndo em R%?

Portanto, além de fornecer condigoes necessarias e suficientes para a rea-
lizagao de um conjunto completo de distancias, vimos que os determinantes
de Cayley-Menger também podem ser tteis quando precisamos completar
algumas poucas entradas de uma matriz de distancias incompleta.

Por outro lado, se o objetivo é assegurar a realizacao de uma dada matriz
de distancias D, ao invés de impor varias restrigoes de Cayley-Menger sobre
os subdeterminantes de D, basta exigir que uma transformacao linear de D
seja positiva semidefinida. Este é o assunto do Capitulo 3.
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Capitulo 3

Matrizes de Distancias
Euclidianas

No capitulo anterior vimos que, dado um conjunto completo de distancias,
para decidir se o PGD associado admite solucio em R¥ precisamos verificar
certas condigdes sobre os determinantes de Cayley-Menger. Apesar de sua
importancia tedrica, o uso destes determinantes pode nao ser atrativo do
ponto de vista computacional.

Neste capitulo, explorando a relacao entre norma Euclidiana e produto
interno, veremos que podemos associar uma matriz de distancias D a uma
“matriz de produtos internos” G. Se esta matriz G for positiva semidefinida,
entdo o PGD associado a D admite solu¢ao para todo k > r = posto(G).
Este é o famoso Teorema de Schoenberg [101].

Do ponto de visto pratico, é computacionalmente mais vidvel determinar
se uma matriz é simétrica positiva semidefinida do que avaliar um grande
nimero de determinantes. Além disso, veremos como obter uma realizacao
X € RF¥™ g partir de G, o que serd til para o desenvolvimento de algoritmos
de reconstrucgao sequencial em capitulos posteriores.

Além disso, a teoria deste capitulo também é 1til ao desenvolvimento
de algoritmos de completamento de matrizes de distancias com dados fal-
tantes ou com ruido, estes ultimos tendo aplicagoes em machine learning,
psicometria, cristalografia, acistica, etc [56, 31].

3.1 Definicao

Lembramos que uma matriz simétrica D com entradas nao negativas e di-
agonal nula é chamada matriz de distancias. Uma matriz de distancias
D e R™™ ¢ dita uma matriz de distincias Fuclidiana (ou EDM, do inglés
Euclidean Distance Matrix) se existe um inteiro positivo 7 e X € R"™*"
r < n tal que

Dj; = ||lzi — @l Vi, j, (3.1.1)
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em que z; denota a i-ésima coluna de X. O menor inteiro r para o qual
(3.1.1) é satisfeito é chamado de dimensdo de realizagado [31].

A principal diferenga entre o problema de determinar se D é uma EDM
e 0 PGD é que no PGD a dimensao de interesse é fixada, enquanto que para
D ser EDM, basta que exista realizacao em qualquer dimensao.

Exercicio 3.1. Verifigue se as matrizes abaizo sio ou nao Euclidianas.
Justifique.

01 1
(@D=1|10 5 (b) D =
150

=== O
— = O
— O~
O =

Exercicio 3.2. Para que valores de x a matriz abaizo € Fuclidiana? Para
que valores de x a dimensao de realizacio é k = 22 Para que valores a
dimensao de realiza¢ao € k =37

8 == O
== O =
= O ==
S = =R

3.2 Matriz de Gram

Na literatura de algebra linear, uma matriz de produtos internos da forma
G=XTX, com X € RF*" & conhecida como matriz de Gram.

Sendo X uma matriz formada por n vetores coluna z; € R*, temos que
G pode ser escrita como

T T fU1T
TIX1 ... TTp o7
2
T T :
TpTy ... Ty T
:LITL

Exercicio 3.3. Dizemos que uma matriz simétrica A € R™ ™ ¢ positiva
semidefinida, quando ¥ Az > 0 para todo x € R™. Mostre que as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) A € simétrica positiva semidefinida;

(ii) os autovalores de A sdo reais e ndo-negativos;

(iii) existe B € R¥*" tal que A = BT B.

Exercicio 3.4. Mostre que toda matriz de Gram € simétrica positiva semi-

definida.
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Exercicio 3.5. Mostre que toda matriz positiva semidefinida € a Gramiana
de algum conjunto de vetores.

E importante destacar que a matriz de Gram G' = X7 X ¢ invariante por
transformacgoes ortogonais de X. Por exemplo, rotagoes e reflexdes podem
ser representadas por uma matriz ortogonal Q € RF**_ Ao aplicarmos esta
transformacio a um conjunto de pontos X € R¥*" je. X’ = QX, temos

XTX' = (QX)TQx = XxTQTQx = XTX.

Nas préximas secoes, veremos que se D é Euclidiana, entdo ela pode
ser associada a uma matriz de Gram G dos pontos correspondentes a uma
realizacao.

3.3 Propriedades de uma matriz EDM

Sejam X e D tais que (3.1.1) é satisfeito e assuma que a realizagdo X é
centralizada, i.e., X1 =0, em que 17 = (1,1,...,1,1) é um vetor coluna de
uns de dimensao apropriada. Da relagao entre norma Euclidiana e produto
interno:
2 2 T, 2
2 — 5] = ll2ill® — 227 25 + [|=5]°,

a EDM D é relacionada a matriz de Gram G = X7 X pela equacio

D = K(G) := diag(G)17 + 1diag(G)" — 2G, (3.3.2)
em que diag(G) denota um vetor com os elementos da diagonal de G.
Exercicio 3.6. Prove a relagio (3.3.2).

Exercicio 3.7. Se D ¢ uma EDM correspondente a um conjunto de n > k
pontos em R¥, mostre que o posto de D € no mdzimo k + 2.

Embora a matriz de Gram seja afetada por translacées do conjunto de
pontos, é notério que (3.3.2) permanega invariante por tais transformacoes.

Exercicio 3.8 (Invaridncia por translagoes). Mostre que a relagcdo (3.3.2)

¢ invariante por translagées, i.e., se X' = X + b17, entio K(XTX) =
KXTX").

Uma consequéncia dessa invariancia é que nao é possivel determinar a
posicao absoluta de um conjunto de pontos usando apenas as distancias entre
eles.

Vejamos agora como obter G a partir de uma matriz de distancias Eu-
clidiana. A matriz

1
J=1-=-117
n
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é chamada matriz de centragem e serda usada com frequéncia no restante
do texto. Perceba o efeito de J quando aplicada a direita da matriz de
coordenadas X:

1 1
XJ=X(1I--11T)y=Xx - ~(x1)17,
n n

ou seja, as colunas de XJ correspondem as colunas de X centralizadas ao

. 1
redor da origem, uma vez que —(X1) é o “centro de massa” das colunas de
n
X.

Exercicio 3.9. Prove que J € projetor ortogonal sobre o complemento or-
togonal de span{1}.

Exercicio 3.10. Mostre que o conjunto das matrizes simétricas n X n €
subespacgo vetorial do espago de matrizes de ordem n.

Definiremos dois importantes subespagos vetoriais do espago vetorial das
matrizes simétricas S™ de ordem n. Seja

c={YesS": JYJ=Y}
o subespaco das matrizes simétricas centralizadas e
H" ={Z e S" : diag(Z) =0}

o subespaco das matrizes simétricas com diagonal nula.
Por um lado, a aplicagao K : S¢; — H" de (3.3.2) define uma trans-
formacao linear de S para H™ [1].

Exercicio 3.11. Mostre que K : S§;, — H" € de fato uma transformagdo
linear.

Por outro lado, podemos obter a matriz de produtos internos G a partir
de D pela expressao:

G = KH(D) = —%JDJ, (3.3.3)

em que Kt denota a inversa generalizada de K [1].
De fato, sem perda de generalidade, suponha que X1 = 0. Tal condicao
equivale a centralizar uma outra realizacao Xj:

X =XoJ = Xo— %XollT.
Multiplicando a Eq. (3.3.2) por J de ambos os lados, obtemos
JDJ = —-2JGJ,
ja que J1 =0, e assim

f%JDJ =JGJ =G,



Teorema de Schoenberg 33

uma vez que G1 =0, pois G = XTX e X1 =0.

Para resumir, denotando o conjunto das matrizes simétricas positivas
semidefinidas por S’} e por £" o conjunto das matrizes de distancias Euclidi-
anas de ordem n, em vista da equagao (3.3.2), uma elegante caracterizagao
de EDMs ¢ dada por [30]:

EM = K(ST NSE). (3.3.4)

3.4 Teorema de Schoenberg

O teorema a seguir, demonstrado por Schoenberg [101], estabelece a conexao
entre matrizes de distancias Euclidianas e as matrizes positivas semidefini-
das, através da relagao (3.3.3).

Teorema 3.1. Uma matriz de distancias D é uma matriz de distancias
FEuclidiana se, e somente se, ICT(D) € positiva semidefinida. Além disso, a
dimensdo de realizacio r € igual ao posto de KT (D).

Demonstracio. Se D é EDM, sabemos que existe uma matriz X € RF*"

com X1 = 0, tal que Dj; = |[&; — ;]| ¥{i,j} (lembrando que z; € R

denota a i-ésima coluna de X ). Entdo, da relagdo (3.3.3), temos que X7 X =
1

G= ngDJ. Logo, Vv € R", vT (=1JDJ) v = vTGv = vT(XTX)v > 0.

Por outro lado, seja D uma matriz de distancias e defina G = —%JDJ.
Suponha que G é positiva semidefinida. Como D é matriz de distancias,
temos que D é matriz simétrica e, assim, f%J DJ também é simétrica. Pelo
teorema espectral, temos que existe @ matriz ortogonal tal que G = QAQT,
em que A é uma matriz diagonal cujas entradas sao os autovalores de G.
Temos entao que:

T
Y 7
G=QAQ"=]a @ ... a ]

Como G é positiva semidefinida, assuma que os autovalores estao em ordem
decrescente A\y > -+ > A\ > A\p1 = ...\, = 0. Dessa forma, podemos
considerar a matriz G' em blocos da seguinte forma:

Ay 50 QT

&)

Il
O
@z

0 : 0 Qr

QA QI = (V) (VAQT),
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em que A, é matriz diagonal com os autovalores positivos de G na diago-
nal, @), é matriz ortogonal com entradas sendo os r autovetores associados
aos r autovalores positivos de A, e Qr é matriz ortogonal com os demais
autovetores associados aos autovalores nulos.

Temos entdo que as colunas de X = /A, Q! formam uma realizagao
para D em R” e portanto D é EDM com matriz de Gram associada G =
—(1/2)JDJ e dimensao de realizagio 7 = posto(G).

O

Portanto, dada uma matriz de distancias D, apés calcular Kf(D) pela
expressao (3.3.3), para determinar se D é EDM, podemos calcular a decom-
posicao em autovalores KT(D) = QAQT, em que diag(A) = (A1,...,\n), €
checar se todos os autovalores \; sao nao negativos.

Em caso afirmativo, KT(D) é de fato uma matriz de Gram, e podemos
escrever KT(D) = G = XTX. Para determinar a realizagio X € R"™"
seguimos os passos a seguir. Assumindo que A\; > Ay > - > A\ > Ay =
-+ = Ay, = 0, uma realizacao para D em R" é dada por

X =VAQ = /AL : 1 1:1)Q(,1: )T, (3.4.5)

em que A, := A(1 : 7,1 : r) corresponde ao primeiro bloco r x r de A e
@, = Q(:,1: 7) denota a matriz formada pelas primeiras r colunas de Q.

Exercicio 3.12. Se o objetivo é apenas determinar se D é uma matriz de
distancias Fuclidianas, sem obter uma realiza¢do, proponha uma alternativa
computacionalmente mais barata que a decomposi¢ao espectral.

3.5 Realizacao de grafos completos

A demonstracao do Teorema 3.1 nos fornece um procedimento para encontrar
(quando possivel) uma realizacdo de n pontos em R”, para algum r inteiro
positivo, caso todas as n(n — 1)/2 distancias entre estes n pontos sejam
conhecidas.

Basta organizar as distancias ao quadrado em uma matriz de distancias D
e entdo obter uma realizagao X € R™*™ por meio da decomposigao espectral
de —(1/2)JDJ.

Se G = —(1/2)JD.J é simétrica positiva semidefinida e seu posto r =
k, em que k é a dimensao desejada, entdao as coordenadas dos n pontos
correspondem as colunas de

X =/AQF.

Porém, se G é simétrica positiva semidefinida mas a dimensao desejada
é k < r = posto(G), encontraremos uma realizagdo X € R™*"™ em dimensio
r, mas nao em dimensao k. Isto implica que o PGD associado, em dimensao
k, nao possui solucao.
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No entanto, em algumas situacoes é de interesse entao encontrar uma
realizacio aproximada em R¥. Neste caso, uma possibilidade é considerar a
melhor aproximacao de posto k para G, dada por G = XTX, em que

X=VA1:k1:k)QG,1:k)T (3.5.6)

define uma realizacdo correspondente em R*. Nao é dificil observar que X
pode violar algumas restri¢oes em (3.1.1), e teremos apenas uma realizagao
aproximada. Mais detalhes sdo discutidos na Se¢ao 3.5.1.

Exercicio 3.13. Encontre uma realizacdo em R? para a matriz de distincias
abaizo.

0 16 2 10
16 0 10 2
D= 2 10 0 4
10 2 4 0
Exercicio 3.14. Seja
01 11
1 011
D= 11 01
1110

Mostre que D é EDM e que sua dimensdo de realizagao € v = 3. Encontre
uma solucdo aprozimada X em R? (k = 2) sequndo (3.5.6). Qual é a maior
violacdo de X em relagao as distancias de D¢

3.5.1 Dados com ruido

No caso em que as entradas de D sao perturbadas por ruido, a matriz G =
—(1/2)JDJ pode inclusive apresentar autovalores negativos.

Seja G = QAQ a decomposicao espectral de G e assuma que os autovalo-
res em A estdo em ordem nao-crescente. A matriz G positiva semidefinida
de posto no méximo k mais préxima de G' (na norma de Frobenius!) é dada
por G4 = XIX.H em que

X, =+A1:k1:k)1Q(:1: k)T, (3.5.7)

e (A1) = A\ == (\)+ = max{\;,0}. Em outras palavras, X ¢ solucio
para o problema de minimizar | X7 X — G||r sujeito a X € R¥>™,

Este resultado é similar ao conhecido teorema de Eckart-Young [36] sobre
a melhor aproximacao de posto k e formalizado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. Seja G wma matriz simétrica tal que G = QAQT e os au-
tovalores em A estao em ordem ndao-crescente. A matriz simétrica positiva

'Lembre-se que a norma de Frobenius de uma matriz A é dada por ||A[|7 = >, > az; =
tr (ATA)7 em que tr (B) denota o trago de uma matriz B.
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semidefinida G, de posto menor ou igual a k, mais proxima de G na norma
de Frobenius é

k
Gy = Zmax{/\i, 0} qiql .

i=1

Demonstragio. A prova é similar aquela apresentada em [87].

Suponha que os autovalores de G estdao em ordem decrescente. Usando
a invariancia da norma de Frobenius por transformagoes ortogonais, temos

Gy = CGllF = Q"G Q—Al%
= > ((Q"G1Q)ii — )\i)Q +) (QTGLQ)
i=1 i)
> Z (QRTG+Q)ii — )\i)z :
i=1

Desta ultima desigualdade, temos que, dentre as matrizes simétricas po-
sitivas semidefinidas de posto menor ou igual a k, aquela que minimiza
|G+ — G||% é dada por G4+ = QAL QT, em que (A}); = max{)\;,0} para
1 < K and (Ay); =0, para i > k. |

Exemplo 3.1. O grafo abaizo representa cinco aeroportos brasileiros e o
peso de cada aresta traz o tempo estimado de voo entre dois aeroportos.

60
GRU GIG
110
100 60 BSB
80
GYN )——————————( CNF
85

Figura 3.1: Tempo estimado de voo entre alguns aeroportos brasileiros.

Apesar do tempo de véo nao ser uma estimativa precisa da distancia entre
0s aeroportos, podemos ainda montar uma “matriz de distancias”, e.g., se
associamos 1 a GRU e 2 a GIG, entdo D1y = 602, e assim por diante. Para
a bije¢ao 1 — GRU, 2 — GIG, 3— BSB, 4—CNF,5— GYN, obtemos a
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oFormosa

Brasilia
[ )
Anépolis
]
Guﬁnia
° MINAS GERAIS
Uberlandia
o
[ ]
Belo Hagizonte
N
Betim
Séo José do
Rio Preto
o
Ribeirdo Preto
o
RIO DE
JANEIRO
SAO PAULO L]
Campinas Rio de‘aneiro
o S&o José
dos Cgmpos
Sao Paulo
S
Santos.
o
°

Figura 3.2: Localiza¢do dos aeroportos (em azul) e localizagdo aproximada
(em vermelho) com base nos tempos de voo.

sequinte matriz de distancias

0 3600 12100 5625 10000
3600 0 12100 3600 12100
D = | 12100 12100 0 6400 2025
5625 3600 6400 0 7225
10000 12100 2025 7225 0

Construindo G = —(1/2)JDJ e calculando a decomposicio espectral G =
QAQT, verificamos que D é Buclidiana, mas possui 4 autovalores positivos
e, portanto, ndo admite realizacio em R2.

No entanto, utilizando o procedimento descrito nesta se¢do, podemos ob-
ter uma visualizacdo (realizacdo aprovimada) em R? a partir deste conjunto
de “distancias” (tempos de véo). A Figura 3.2 apresenta a solugdo ob-
tida, representada por pontos vermelhos, apds um pos-processamento: es-
calamento, rotag¢do e translagio apropriadas (mais detalhes nas Segoes 5.3
e 5.4.2).

Embora os tempos de véos sejam aproximacoes grosseiras para as distan-
cias, obtemos uma aprorimagao razodvel para o posicionamento relativo dos
aeroportos.
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3.6 Completamento de EDMs

Dado G = (V, E,d), o problema de Completamento de Matriz de Distancias
Euclidiana (em inglées EDMCP: Euclidian Matrix Completion Problem) con-
siste em [56]:

encontrar D € "

) o (3.6.8)

tal que Dy =dj;, Y{i,j} € E,
lembrando da equacdo (3.3.4) que " denota o conjunto de matrizes de
distancias Euclidianas de ordem n.

Em outras palavras, gostariamos de encontrar uma EDM D cujas en-
tradas (¢, j) e (j, ) coincidam com o quadrado das distancias d;;, para todo
{i,j} € E. E como se tivéssemos uma matriz de distancias incompleta M,
na qual apenas as entradas (i,7) € Q = {(,4) € V. xV : {i,j} € E} séo
conhecidas: M;; = dgj,V(i,j) €.

Por vezes, o problema (3.6.8) é formulado como

min |W o (D — M)|%
b (3.6.9)
s.a De&m",

em que

W = {1, (i,5) € Q
0, c.c.,
e o denota o produto de Hadamard. A formulagao (3.6.9) é mais adequada
quando as distancias conhecidas néo sao precisas.

A principal diferenca do EDMCP? para o PGD é que no EDMCP a
dimensao k nao é fixada, i.e., queremos apenas completar D de modo que
esta seja uma EDM, nao importando a dimensao de realizagao.

De um ponto de vista pratico, isto nos permite resolver o EDMCP através
de Programagao Semidefinida (SDP: Semidefinite Programming) [4, 1], com
precisdo arbitrdria, em tempo polinomial [94].

A formulagdo SDP para (3.6.8) explora a relagio D = K(G) e o Teo-
rema 3.1:

mén 0

s.a WoK(G)=WoM, (3.6.10)
G1=0
G =0,

em que G = 0 significa que G € S'}.

2Note que ja abordamos o EDMCP no Exercicio 3.2.
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Exercicio 3.15. Considere a matriz de distancias incompleta abaizo:

0

°
0

S e e
S e e e
S e e e

S e e e

na qual ® representa as distancias conhecidas (e por simetria, apresentamos
apenas a parte triangular superior). Suponha que C’M(pi,pj7p[)2 > 0 para
qualquer tripla de indices i,j,¢ e que as distancias sio exatas. Para esta
M, quantas solugdes possui o problema (3.6.8)? E se fizarmos a dimensdo
k=237

Para um estudo mais aprofundado sobre matrizes de distancias Euclidi-
anas, recomendamos o survey [31] e o capitulo de livro [56]. Os artigos [4, 1]
discutem a resolucao do EDMCP usando programacao semidefinida. Para
o problema de completamento de EDMs com distancias intervalares, veja
[13].
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Capitulo 4

Rigidez de grafos e
estruturas

Nos capitulos 2 e 3 apresentamos condiges para existéncia de solugoes do
PGD. Vimos que as distancias de uma lista completa D devem nao so sa-
tisfazer a desigualdade triangular, mas também outras condigbes sobre os
determinantes de Cayley-Menger, dadas pelo Teorema 2.3. Condigoes simi-
lares podem ser impostas sobre a matriz de distancias D associada a lista D,
como no Teorema 3.1. Para uma lista incompleta de distancias, a existéncia
estd relacionada a questao de completar uma matriz de distancias D de modo
que esta seja EDM, como discutido na Secao 3.6.

Nesta se¢ao, estudaremos a questao da unicidade de solugoes para o PGD.
Veremos que a unicidade ou finitude de solugdes para as equagoes (1.1.1),
moédulo transformacoes rigidas, esta ligada a rigidez de possiveis estruturas
para o grafo G associado.

As notas desta segdo sdo baseadas nas referéncias [9, 11, 12, 52, 53, 54].

4.1 Rigidez de estruturas

Definigao 4.1. Chamaremos de estrutura, um grafo G = (V, E) juntamente
com uma realizacio x : V. — RF, e denotaremos pelo par (G,x).

Definigao 4.2. Duas estruturas (G, x) e (G, &) sdo ditas equivalentes se

i =l = 12 — 2, ¥{i,j} € E.

Definigao 4.3. Duas estruturas (G,z) e (G, &) sdo ditas congruentes se
s — il = 7 — &5ll, Vije V.

Se (G, x) e (G, T) sdo congruentes, entdo (G, z) pode ser obtida de (G, %)
por uma congruéncia (ou isometria), i.e., uma transformagao que preserva
todas as distancias entre pares {i,j}.



42 Rigidez de grafos e estruturas

Figura 4.1: RealizagGes congruentes.

Figura 4.2: Realizacoes equivalentes mas nao congruentes.

Exercicio 4.1. Com base nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3, dé exemplos de estru-
turas equivalentes e congruentes com trés vértices em R2.

Definigao 4.4. Uma estrutura (G,x) é dita rigida se existe € > 0 para o
qual (G, ) e (G, %) sao equivalentes e ||x; — &;|| < ,Vi € V se e somente se
(G,x) e (G,%) sao congruentes.

A defini¢do acima também é conhecida como rigidez local: (G, x) é local-
mente rigida se qualquer estrutura (G, ) localmente equivalente a (G, ) é
congruente a (G, x). E importante notar que existem estruturas rigidas (G, x)
e (G, ) que podem ser equivalentes mas nao congruentes. Veja Figura 4.3.

Além disso, perceba que a nocao de rigidez local, também depende da
dimensao em que consideramos a realizagdo. As estruturas da Figura 4.3 sao
localmente rigidas em R?, mas se considerarmos R?, a estrutura da esquerda
pode ser deformada continuamente até a estrutura da direita. Para isto,
basta considerar uma rotagao do vértice 4 em torno do eixo que passa pelos
vértices 1 e 2.

Exercicio 4.2. Dé um exemplo de estrutura com 3 vértices que € rigida em
R mas ndo em R2.

Definigao 4.5. Uma estrutura (G,z) é globalmente rigida quando toda es-
trutura equivalente (G,Z) € também congruente a (G, x).

Por exemplo, toda estrutura associada a um grafo completo é global-
mente rigida. Estruturas globalmente rigidas sao desejaveis quando lidamos
com o PGD, pois se o PGD tiver solucao, a solugéo serd unica (a menos de
movimentos triviais).

Exercicio 4.3. Se considerarmos estruturas (G,x) em R, qual a relagdo
entre rigidez e conectividade de G?
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Figura 4.3: Exemplo de duas rigidas que nao sao globalmente rigidas.

4.1.1 Matriz de rigidez

Um grafo que possui realiza¢do unica (médulo congruéncias) ndo pode ser
suscetivel a deformagoes (flexoes).

Uma deformagao de uma estrutura (G, ) é uma familia de realizagoes de
G, parametrizadas por ¢ € [0, 1], tal que z;(t) a posi¢ao de um vértice i no
tempo t é uma funcao diferencidvel de t e

lzi(t) —a;0I° = df,  V{i,j} € B, Vte[0,1].

Diferenciando as equagbes acima com respeito a ¢, avaliando em ¢t = 0 e
considerando x;(0) = x;, temos:

(xi —zj) (v; —v;) =0,  V{i,j} €E, (4.1.1)

em que v; = 24(0) pode ser interpretado como a velocidade instanténea do
vértice . Um vetor de velocidades v que satisfaca a equag@o acima para
todo {i,j} € E, é chamado de deformagdo (deslocamento) infinitesimal da
estrutura.

O sistema de equagdes (4.1.1) pode ser escrito em forma matricial como:

Rv =0,

em que v € R™ e R € R™ ™ com m = |E|, n = |V|, é chamada matriz de
rigidez.

Algumas vezes, denotaremos a matriz de rigidez por R(G,z) para des-
tacar a dependéncia do grafo G e de sua realizagdo especifica x, e outras
simplesmente por R, quando estiver claro pelo contexto qual a estrutura
(G, x) associada. Note que uma matriz de rigidez de uma estrutura (G,z)
de dimensao k terd suas m = |F| linhas indexadas pelas arestas e as colunas
indexadas por cada coordenada de um vértice v € V, i.e. terd kn colunas,
em que n = |V| é o ntimero de vértices do grafo G.
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(%]

Figura 4.4: Grafo G

(2,1)

(1,.9/\@@

Figura 4.5: Estrutura (G, z)

Exemplo 4.1. Abaizo temos a matriz de rigidez para uma estrutura (G, x)
qualquer associada ao grafo da Figura 4.4. Por conveniéncia, denotaremos
x; = (i1, 242), parai = 1,2,3, as coordenadas dos vértices v; (jd que estamos
interessados em estruturas em ]RQ).

R— | T2 Tiz—Txn Tn-Tu T2 T 0 0
0 0 Tl — T3] Tz — X3z T3l — T2l T32 — T2

Se consideramos uma fungao de distancia d que satisfaga d(vi,ve) =

V2 = d(v2,v3), podemos escolher a realiza¢do que toma o mesmo grafo e o
coloca nos sequintes pontos da Figura 4.5. Assim

Uiz U1y U2z U2y U3z U3y
p_ L2} (1-2 0-1 2—-1 1-0 0 0
2,33\ 0o 0 2-3 1-0 3-2 0-1) "~

ou seja
-1 -1 1 1 0 0
R‘(o 0 -1 11 71>'
Exercicio 4.4. Encontre a matriz de rigidez associada a estrutura em R2
da Figura 4.6.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 4.6: Estrutura localmente rigida em R2.
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Vejamos agora, como o posto da matriz de rigidez esta diretamente rela-
cionado com a rigidez da estrutura. Em um espago de dimensao k, temos k
translagoes independentes e k(k — 1)/2 rotacoes. Estes tipos de movimento
sao ditos triviais.

Definicao 4.6. Se uma realizagdo admite um movimento infinitesimal nao
trivial entdo dizemos que a estrutura é flexivel. Caso contrdrio, ela € dita
infinitesimalmente rigida.

Exercicio 4.5. Ezxplique porque as transformagoes triviais(rotagies, trans-
lagdes e reflexdes totais) formam um subespago vetorial T C N(R), em que
N(R) denota o nicleo da matriz R.

Exercicio 4.6. Em R*, mostre que o nimero de graus de liberdade de uma
translagao é k, e de wma rotagao € k(k —1)/2.

Como determinar se uma estrutura é rigida? E intuitivo que grafos com
um maior nimero de arestas tenham maiores chances de serem rigidos que
grafos com poucas arestas. Em um espago de dimensao k, n vértices tem nk
graus de liberdade. Como os movimentos triviais compreendem k translacoes
e k(k—1)/2 rotagoes de toda a estrutura, vamos definir uma quantidade ttil:

[ nk—k(k+1)/2, n>k
S(n. k) '_{ n(n—1)/2, n < k.

Se cada aresta acrescenta uma restrigao independente, entao S(n, k) arestas
devem ser necessarias para eliminar os movimentos nao rigidos de um grafo.

Teorema 4.1. (G, ) ¢ infinitesimalmente rigida em R* se e somente se a
matriz de rigidez associada tem posto igual a S(n, k).

Demonstragao. Caso n > k: se R tem posto S(n,k), entdo pelo teorema
do nicleo e imagem dim(N(R)) = k(k + 1)/2. Mas as combinagoes dos
movimentos(globais) triviais sempre formam um subespago 7' de dimensao
k(k + 1)/2, tal que T C N(R). Portanto 7' = N(R), i.e., as equagoes
(4.1.1) tem como solugdo apenas os movimentos triviais, e portanto, (G, x)
é infinitesimalmente rigida.

Caso n < k: neste caso se R tem posto S(n, k) =n(n—1)/2 < n? < kn,
R possui n(n — 1)/2 linhas linearmente independentes, que correspondem a
todas as arestas possiveis entre n pontos, ou seja, neste caso G é completo e
portanto rigido.

A reciproca é deixada como um exercicio. O

Exercicio 4.7. Demonstre que se (G,x) € infinitesimalmente rigida, entio
posto(R) = S(n, k).

Exercicio 4.8. Analise as matrizes de rigidez do Fxemplo 4.1 e do Ex. 4.4
e, usando o Teorema 4.1, determine se as estruturas correspondentes sao
rigidas ou flexiveis.
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Figura 4.7: Estrutura (Gp,zp)

Figura 4.8: Rotagao parcial da estrutura (Gp, xp)

Os proximos dois exemplos das Figuras 4.7 e 4.8, foram baseados em
Asimow e Roth [11, pg. 288] e [12, pg. 188]. Este grafo, com estrutura
(G, zp) na Figura 4.7, considerada em R?, aparenta ter uma estrutura
rigida mas é na verdade infinitesimalmente flexivel, pois podemos rotacionar
continuamente (e simultaneamente) os dois tridngulos que o compdem, sem
violar o tamanho das arestas. De fato, podemos calcular o posto de sua
matriz de rigidez posto(Rp) =8 < 6 x 2 —3 =9 = 5(6,2). Logo, trata-se
de uma estrutura infinitesimalmente flexivel.

Teorema 4.2. Se (G,p) € infinitesimalmente rigida, entao a estrutura (G, p)
€ localmente rigida.

Demonstrag¢ao. Vamos provar pela contra-positiva. Suponha que (G, p) nao
¢é localmente rigida, entdo deve existir um movimento nao trivial z;(t) tal
que
2 2
i (t) = 2 ()7 = [lzi — ]l

parat # 0 e V{i,j} € E, mas com
lli(t) — 25 ()1 # |z — 4|

para algum {i,7} ¢ E; isto é, um movimento que leva a realizagdes local-
mente equivalentes mas nao congruentes. Em outras palavras, temos uma
realizacao préoxima a nossa realizagao original que preserva o tamanho das
arestas, mas nao preserva a distancia entre todos os vértices.

Como este movimento v ndo é um movimento trivial (pois movimentos
triviais sdo congruéncias), entdo v ¢ T, mas v € N(R). Logo temos que
dim(N(R)) > dim(T) = k(k 4+ 1)/2, e entao posto(R) < nk — dim(T), e
concluimos que posto(M) < S(n, k), e pelo Teorema 4.1, a estrutura nao é
infinitesimalmente rigida. O



Rigidez de estruturas 47
V4

U3

(gAer)

U5

U1

(a) (b)

Figura 4.9: Grafos nao genéricos.

4.1.2 Estruturas Genéricas

Para analisar a reciproca do Teorema 4.2, discutiremos nesta se¢ao o conceito
de estruturas genéricas [53, pg. 4].

Definigao 4.7. Uma estrutura (G,x) € genérica quando o conjunto das co-
ordenadas x(v),Yv € V' é algebricamente independente sobre Q.

Dizemos que um conjunto é algebricamente independente sobre os racio-
nais quando os elementos deste conjunto nao sao raizes de nenhum polinémio
com coeficientes em Q.

Assim, se existe um polinémio Q(x11,...,Zg,) tal que uma realizagao &
para G satisfaz Q(Z11, ..., ZTk,) = 0, entdo (G, z) é chamada de nado genérica.
Tais estruturas terao caracteristicas que queremos evitar, por exemplo, trés
(ou mais) pontos colineares, quatro pontos coplanares, etc.

A Figura 4.9 apresenta exemplos de estruturas nao genéricas. Tais es-
truturas sao localmente rigidas mas nao sao infinitesimalmente rigidas.

Por exemplo, a estrutura (Ga,z4) da Figura 4.9(a), quando em R? tem
matriz de rigidez com posto 7, porém S(6,2) = 9. Logo a estrutura é
infinitesimalmente flexivel em R?, apesar de ser localmente rigida.

Exercicio 4.9. Sem calcular o posto da matriz de rigidez, mostre que a
estrutura da Figura 4.9(b) é localmente rigida, mas nao infinitesimalmente
rigida.

Agora, considere novamente grafo da Figura 4.7, mas com outra atri-
buigao de distancias d(u,v) de modo que a aresta central seja suficiente-
mente curta para impossibilitar o movimento de rotagdo que tinhamos an-
tes (veja Figura 4.10). Logo, a estrutura é localmente rigida. Porém, se
calculamos explicitamente a matriz de rigidez R e seu posto, veremos que
posto(R) = 8 < 9 = 5(6,2). Desse modo, a estrutura é rigida em R?, mas
continua nao sendo infinitesimalmente rigida.

Em vista dos exemplos acima, s6 poderemos garantir a equivaléncia entre
rigidez local e infinitesimal quando tratarmos de estruturas genéricas.
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(0,2) (3,2)

(1,1) (2,1

(0,0) (3,0)
Figura 4.10: (Gco,zc) em R?

Teorema 4.3. Seja (G, x) uma estrutura genérica, entio (G, x) € localmente
rigida se e somente se € infinitesimalmente rigida.

Demonstragio. Veja [12, pg. 173]. O

4.2 Rigidez de grafos

Como vimos na segao anterior, a rigidez infinitesimal de uma estrutura (G, x)
pode ser determinada pelo posto de sua matriz de rigidez R. Assim, podemos
dizer informalmente que a rigidez de uma estrutura depende da quantidade
de arestas independentes existentes no grafo. Por arestas independentes,
queremos dizer que as linhas de R associadas a estas arestas sao linearmente
independentes. Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.8. Dizemos que um grafo G = (V,E) € independente em RF
quando posto(R(G,x)) = |E| para toda realizacio genérica x de G em RF.

Em outras palavras, dizemos que G ¢é independente quando todas as
linhas de sua matriz de rigidez genérica' sio linearmente independentes,
i.e., o posto de R(G,z) é maximal para qualquer realizagdo genérica x em
RE.

A nocao de grafo independente nos permite analisar a rigidez de um
ponto de vista combinatério, olhando especificamente para o conjunto de
arestas do grafo, sem se preocupar com possiveis realizagoes.

Definigao 4.9. Dizemos que uma estrutura genérica (G, x) € minimalmente
rigida, quando € infinitesimalmente rigida e G € independente:

posto(R(G,x)) = |E| = S(|V], k).

Note que se uma estrutura é minimalmente rigida entao ao removermos
qualquer aresta, ela se torna (infinitesimalmente) flexivel.

Exercicio 4.10. Explique porque ao remover uma aresta de uma estrutura
minimalmente rigida a mesma se torna infinitesimalmente flexivel.

"Determinar o “posto genérico” de R(G,x), considerando x varidvel sobre todas as
realizacdes genéricas de G em R¥ néo é tarefa facil; pelo menos nio para k > 3 [53].
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Definigao 4.10. Dizemos que uma estrutura genérica localmente rigida
(G,x) € redundantemente rigida, se dado {u,v} € E e uma subestrutura
(G, p') tal que G' = (V,E') em que E' = E\ {u,v}, (G',2") € localmente
rigida.

Exercicio 4.11. Prove que se (G,z) é genérica e localmente rigida, entdo

[El = S([V], k).

Lema 4.1. Toda estrutura genérica localmente rigida (G,x) admite uma
subestrutura localmente rigida (G', ') com exatamente S(n,k) arestas, em
que n. € o numero de vértices de G.

Demonstragao. Veja [52, pg.5]. O
Estamos prontos para um dos principais resultados desta secao.

Teorema 4.4 (Condigdo de Maxwell). Se um grafo G = (V, E) é indepen-
dente em R¥, entdo para todo subgrafo G' = (V', E') com |V'| > k+1, temos
que |E'] < S([V'|, k).

Demonstragdo. Suponha que |E'| > |V'|k — w, para algum V' C V
com |V'| > k + 1. Entao temos que, H = (V' E') terd matriz de rigidez

R(H,zy) := Ry tal que

k(k+ 1)

postO(RH) < S(‘V/Lk) = |V/‘k - 2

< |E'|,

Logo devem haver linhas linearmente dependentes em Ry, pois esta matriz
tem exatamente |E’| linhas. Como H ¢ subgrafo de G entdo temos que
E' C E, e R(G, ) tem linhas linearmente dependentes, o que contradiz a
hipétese de G ser independente. O

A condigao de Maxwell é também suficiente para k = 1 como mostra o
seguinte resultado discutido em [53, pg.9].

Lema 4.2. Um grafo G é independente em R se e somente se |E'| < |V'|—1
para todo V! C V', com |V'| > 2.

Com este resultado, caracterizamos complemente a rigidez de grafos re-
alizados na reta.

s

Teorema 4.5. Seja (G, x) uma estrutura genérica em R. Entio (G,x) é
localmente rigida se, e somente se, G é conezo.

Exercicio 4.12. Demonstrar o Teorema 4.5.

Laman provou que a condigao de Maxwell também ¢é suficiente para k = 2
[53].

Teorema 4.6 (Teorema de Laman). Um grafo G ¢ independente em R? se
e somente se |[E'| < 2|V'| =3, VV' CV, com |V'| > 3.
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1,0)

(0,0) (1,0)

Figura 4.11: Estruturas em R2.

v

Figura 4.12: Para k = 3, a estrutura acima (conhecida como double banana)
satisfaz o critério de Laman, mas nao ¢ rigida.

Lembre que uma estrutura é minimalmente rigida se for infinitesimal-
mente rigida e o grafo correspondente for independente. Entao é direto que
unindo estas condicdes com o Teorema de Laman, teremos o seguinte resul-
tado.

Coroldrio 4.1. Uma estrutura (G,x) é minimalmente rigida em R? se e
somente se |E| = 2|V| — 3 e para todo V! C V, com |V'| > 3, |E'| <
2|V’ - 3.

Exercicio 4.13. Verifiqgue o Teorema de Laman para os grafos da Figura 4.11.
O que podemos dizer com respeito ao Coroldrio 4.17

Infelizmente a condi¢ao de Maxwell nao é suficiente para k > 3, conforme
mostra a Figura 4.12. Para este grafo, cada uma das suas subestruturas
obedece a condi¢do de Maxwell, porém a estrutura admite uma flexdo em
torno do eixo que passa pelos vértices u e v e portanto o grafo ndao pode ser
independente.



Capitulo 5

Algoritmos de reconstrucao
sequencial

Neste capitulo apresentaremos métodos de reconstrugao geométrica sequen-
cial para classes especiais do PGD. A ideia destes métodos é explorar se-
quencialmente a rigidez local ou global de subgrafos de G, o que garante
uma quantidade finita de realizag¢ées (médulo movimentos rigidos) para cada
subgrafo.

Os métodos mais bem sucedidos, na verdade, assumem que ha uma se-
quéncia de cliques adjacentes em G e acabam reconstruindo a estrutura “um
clique apés o outro”. Dentre os principais métodos dessa familia, destacamos
o Geometric Build-up [111, 112] que explora sequéncias de (k + 1)-cliques
adjacentes, obtendo uma realizacio tnica em R¥ e o Branch-and-Prune
[22, 66, 67] capaz de trabalhar com k-cliques adjacentes a fim de determi-
nar uma quantidade finita de solucdes incongruentes para o PGD em RF.
Estes métodos, detalhes de implementagao e variantes serao tratados neste
capitulo.

5.1 Distancias exatas, resolugao em tempo linear

No Capitulo 3 vimos que se uma matriz de distancias D € R™*"™ admite uma
realizacio em R” (para algum inteiro positivo k), entdo as coordenadas dos
pontos podem ser obtidas, em tempo polinomial, utilizando a decomposic¢ao
espectral da matriz de Gram G (veja Segao 3.5).

No entanto, assumindo que D é realizavel, é possivel fazer ainda melhor.
Em [33], os autores mostram que, se sabemos a priori que D é realizével em
R3, entéo é possivel obter a realizacio em tempo linear.

Em verdade, ndo precisamos de todas as distancias de D. O método
consiste em posicionar um ponto de cada vez, e assume que pelo menos 4
distancias sao conhecidas, entre o ponto a ser posicionado e outros quatro
pontos de referéncia ja realizados.

Assim, supondo que inicialmente podemos fixar as posi¢oes de 4 re-
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feréncias iniciais, digamos {x1, 2,3, x4}, a posicdo xp do k-ésimo ponto
é dada pela solucao de

lzr — 21| = dga,
lzx — 22| = dyo,

’ 5.1.1
lox —zsll = di, (5.1.1)
lzx — 24|l = dga-

Elevando as equagbes ao quadrado, e subtraindo a primeira das demais,
obtemos um sistema linear

Az = b, (5.1.2)
em que,
(21 —a2)" (di o —di 1) = (lz1]* = [lz=]1*)
A=2| (z1— xs); b= | (diz—dis)— (laa]® = [l3]*)
(71— 24) (dF4—di 1) = (lz1]? = [lza]l?)
(5.1.3)

Logo, se {x1,22, 23,24} sdo ndo coplanares, existe uma tnica solu¢ao
para o sistema linear que corresponde a posi¢ao xi. Supondo que podemos
repetir o processo para todos os n — 4 pontos restantes, teremos a resolucao
de n — 4 sistemas lineares 3 X 3 e, portanto, o custo computacional é O(n).
Este método é conhecido como Geometric Build-up [33, 111].

Exercicio 5.1. Explique porque a matriz A em (5.1.3) € ndo singular quando
{x1,x2,23,24} sGo ndo coplanares.

Exercicio 5.2. Generalize a ideia que resultou no sistema linear definido
por (5.1.2) e (5.1.3) para encontrar a posigio de um ponto x € R¥, dadas
as distancias entre tal ponto e k + 1 pontos x1,xa,...,Tk11 previamente
posicionados. Sob que condi¢ées sobre x1,x2,. .., Tpr1, a matriz A associada
€ nao singular?

Note que o problema definido por (5.1.1) esté relacionado com deter-
minar os pontos na intersecao de 4 esferas em R3. Se os centros de tais
esferas x1, x2, r3, T4 ndo moram no mesmo plano entdo, quando nédo vazia,
a intersecao ¢é unica. O procedimento descrito acima quando aplicado a lo-
calizacdo de um ponto em R?, usando as distancias entre tal ponto e outros
trés pontos de posicao conhecida, é também conhecido como trilaterac¢do
[33, 84]. Tal processo pode ser generalizado para R*, com k > 3, desde que
para cada novo ponto a ser posicionado, as distancias em relagdo a k + 1
pontos ja localizados sejam conhecidas. Para detalhes sobre interseccoes de
esferas em RF e sua aplicacdo em Geometria de Distancias, veja [85, 2].

Implicitamente, o método assume a existéncia de uma ordenagao, para
os vértices (v1,v2,...,vy) tal que (i) os primeiros k + 1 vértices formam um
clique; e (ii) para todo vértice v;, com i > k + 1, hd pelo menos k + 1 prede-
cessores adjacentes, i.e., hd pelo menos k + 1 vértices em {v1,ve,...,v;_1}
que sao adjacentes a v;.
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Embora em algumas aplicagoes, como em localizacao de rede de sensores
[18, 55, 104], tal hipdtese seja razodvel, ela pode ser restritiva em outros
casos, como no problema de determinacdo de estruturas proteicas [22, 66].
Na proxima se¢ao veremos que esta hipétese pode ser relaxada, ao prego de
trocar uma complexidade polinomial (ou linear) por uma exponencial, no
pior caso.

5.2 Uma abordagem combinatéria para o PGD

Para uma classe especial de PGDs, é possivel mostrar que o espago de busca
continuo (lembre-se que buscamos solugdes para o sistema nao-linear (1.1.1)
em R"k) pode ser discretizado e a procura por realizagoes se reduz a uma
busca em arvore [83]. A motivagdo para esta classe de problemas, vem da
trilateragao ((k + 1)-lateragao), mas com hipéteses um pouco mais fracas.

Definigao 5.1. Seja G = (V, E,d) uma instincia do PGD para a qual bus-
camos uma realizacio em R*. Dizemos que tal instincia do PGD ¢é discre-
tizdvel, se existe uma ordem (v1,va,...,vy,) para os vértices em V tal que:

1. o subgrafo induzido G[{v1,ve,...,vp}] é completo;

2. para i > k, existe um conjunto U(i) C P(1) := {v; € V : j < i} tal
que

(a) U(i) = {uy,ug,...,u};
(b) {u,v;} € E, YuecU(i);
(c) CM(uy,usg,... u)? > 0.

Na Definigao 5.1, a condicao (1) assegura que todas as distancias entre
os k primeiros vértices sao conhecidas. Desse modo, temos uma submatriz
de distancias k x k completa, e podemos determinar a posicao deste k-clique
inicial através da decomposigao espectral da matriz de Gram associada, como
ja discutido na Segao 3.5.

A condigao (2) basicamente diz que para todos os vértices v; posteriores
aos k primeiros (segundo a ordem definida pela sequéncia (v, va,...,v,))
devem possuir ao menos k predecessores adjacentes. Além disso, a condi¢ao
(2¢) pede que as possiveis realizagoes dos vértices de referéncia {uq, ..., ux}
sejam nao-degeneradas em R*~1 isto é, seu volume (k — 1)-dimensional deve
ser estritamente positivo. Em (2¢), CM (uy,us,...,u;) denota o determi-
nante de Cayley-Menger discutido no Capitulo 2.

Tais condigbes garantem que as possiveis posigoes z; para o vértice v;
podem ser determinadas pela intersecdo de k esferas em RF com centros
afimente independentes [85], o que resulta em no mdximo duas posigoes
candidatas =} e ;. Veja a Figura 5.1 para um exemplo em R?. Em outras
palavras, dada uma realizagao parcial, até o vértice v;—1 por exemplo, o
préximo vértice v; a ser posicionado podera ocupar apenas duas posicoes que
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Figura 5.1: Intersecao de 3 esferas, com centros nao colineares.

dependem das posigoes dos vértices anteriores (dos vértices de referéncia).
Portanto, este processo nos leva a busca em uma arvore binaria, cujos nds
de cada nivel i representam as possiveis e finitas posi¢oes para o vértice v;.
Assim, temos um problema combinatorio.

Exercicio 5.3. Usando um raciocinio andlogo ao usado para obter as equa-
¢oes (5.1.1), (5.1.2) e (5.1.3), mostre que a intersec¢io de 3 esferas em R3,
com centros nao-colineares, é composta por no maxrimo 2 pontos.

Exercicio 5.4. Considere a instincia do PGD em R? definida pelas distin-
cias dlg = d13 = d14 = d15 = 1, d23 = d24 = d34 = d35 = d45 = \/5 Mostre
que essa instancia € discretizdvel, i.e., que existe uma ordenag¢do dos vértices
{1,2,3,4,5} tal que as condi¢des da Definigao 5.1 sao satisfeitas. Em se-
guida, usando as ideias discutidas nesta se¢ao, encontre todas as solugoes
para este PGD a menos de transformacgoes rigidas.

Exercicio 5.5. Seja G = (V, E,d) um PGD discretizdvel em dimensao k.
Determine wm limitante inferior para |E|.

Exemplo 5.1. Nos problemas de predi¢ao de estruturas protéicas, as dis-
tancias entre datomos separados por uma ou duas ligagdes covalentes sao
conhecidas a priori [32, 59, 69]. Portanto, os trés primeiros dtomos de uma
dada molécula de proteina, digamos {i"',i",i'}, podem ser fizados. O quarto
atomo, denotado por i, € determinado pelo angulo diedral w formado pelos
quatro datomos da sequéncia.

Se, além das distancias dy; e di»;, a distancia dy»; também € exata,
entdo € possivel calcular o cos(w) e obter apenas duas possibilidades para a
posi¢ao do dtomo i (veja Figura 5.2). Esta é a chave para a discretizagdo
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Figura 5.2: Possiveis posicoes para o dtomo ¢ quando as distancias entre 7 e
trés dtomos de referéncia {i’,4”,4"} sdo conhecidas.

do problema, pois sem essa informagao, o quarto dtomo poderia estar em
qualquer ponto da circunferéncia C [80, 83, 85].

Conhecendo entdao todas as distancias entre atomos separados por uma,
duas e trés ligacoes covalentes, o PGD Molecular pode ser visto como um
problema combinatdrio.

Exercicio 5.6. Na Figura 5.2, suponha que todas as distancias entre os
dtomos {i,i,1",i"} sio conhecidas. Usando {#',i",i""} como referéncias
para posicionar i, e assumindo que i’ estd na origem, que {i’,i",i""} definem
o plano xy com i" e i’ definindo o eiro x, encontre uma expressio para x;
dependendo apenas das distancias envolvidas, de cosf, sinf, cosw, sinw.
A sequir determine os wvalores de cosf, sinf, cosw, sinw em func¢do das
distancias envolvidas.

Em [66], foi introduzida uma nova classe de PGDs moleculares discre-
tizdveis: DMDGP (do inglés Discretizable Molecular Distance Geometry
Problem). Com essa estrutura combinatéria, o problema continua sendo
NP-dificil [80, 83], mas a nova abordagem possibilitou o uso de ferramentas
da matematica discreta, trazendo novas maneiras de abordar o problema.

Vale ainda ressaltar que se nas condigoes (1) e (2) da Definigao 5.1 trocar-
mos k por k + 1, entao terfamos uma ordenacao dos vértices que permitiria
a aplica¢do da (k + 1)-lateragao da Secao 5.1.

5.2.1 Branch-and-prune

7

O procedimento que acabamos de descrever é analogo ao da Secao 5.1,
baseando-se também na intersecao de esferas, de centros nos atomos de
referéncia e raios iguais a distancia entre o dtomo a ser posicionado e as
referéncias previamente realizadas. Em R3, o procedimento da Secdo 5.2,
exige apenas 3 referéncias (ao invés de 4 como na Sec@o 5.1) e as 3 distancias
necessarias, geralmente, estao disponiveis em instancias de proteinas.
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Algorithm 1 Branch-and-Prune (BP)
1: BP(i,n,k,G,¢e,x) % (i > k)
2: if (i > n) then

3:  print (imprimir solucdo encontrada)

4: else

5: Determine os predecessores adjacentes U (i), segundo a Definigao 5.1.

6 Calcule a interseccao de k esferas em R¥: de centros u; € U(i) e raios d(u;,v;), para
i=1,...,k, e guarde as posicdes candidatas {z;",z; }.

7: if ] é vidvel then

8: Faga x; = ;" e chame BP(i + 1,n,k, G, ¢, x). % 1% posi¢ao candidata

9:  end if

10: if z; é vidvel then

11: Faga z; = x; e chame BP(i + 1,n,k, G, ¢, z). % 2 posi¢io candidata

12:  end if

13: end if

Como consequéncia, perdemos a unicidade na realizagdo do dtomo i.
Apés definir uma ordem na qual os dtomos serdo realizados (de tal modo
que cada dtomo tenha pelo menos 3 referéncias [91, 43]), usando as distancias
entre o dtomo i e suas 3 referéncias (ndo colineares) obtemos no maximo 2
posicoes candidatas. Este procedimento pode ser repetido e o espago de
busca representado por uma arvore binaria, de tal modo que o ¢-ésimo nivel
terd 2673 nés.

Note que usando apenas as distancias envolvidas na discretizagdo, uma
busca na arvore tem um pior caso exponencial. No entanto, geralmente em
uma instancia do DMDGP temos distancias adicionais, além daquelas uti-
lizadas para obter as posicoes candidatas. Tais distancias sao denominadas
distdncias de poda. Ao tentar realizar o i-ésimo dtomo (com base em uma
realizagao parcial) podemos eliminar uma das 2 posigoes candidatas, usando
a distancia de i a um outro 4tomo h anteriormente posicionado (nao copla-
nar com {i",i",i'}). Assim, se 2] e z; sdo as posigdes candidatas para i,
apenas uma das igualdades:

lon = &l = dni  ou lzn — 27| = dn,

é satisfeita. A posi¢do que ndo satisfaz a igualdade acima (dentro de uma
certa tolerancia) é podada e o ramo da drvore correspondente ndo precisa
ser explorado.

O algoritmo que emprega o procedimento acima para explorar a arvore
de um DMDGP ¢ denominado Branch-and-Prune (BP) [80, 66, 43]. Tal
busca em arvore pode ser implementada de forma recursiva, como apresen-
tado no Algoritmo 1.

Limitacao na largura da arvore. Como ji mencionado, em um pior caso,
quando as distancias de poda aparecem em um nimero muito pequeno, o
BP é exponencial. No entanto, em determinados procedimentos experimen-
tais, verifica-se que tais distancias aparecem em uma quantidade razoavel, a
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Figura 5.3: Representagao da arvore de busca bindria do BP, juntamente
com possiveis realizacoes em R? para uma instancia do DMDGP. Os arcos
coloridos representam as distancias das possiveis posicoes dos vértices em
relagdo ao primeiro.

ponto de manter a largura(nimero de nés ativos) da érvore limitada, o que
torna o BP bastante eficiente quando aplicado a DMDGPs provenientes de
proteinas [82]. Por exemplo, é possivel obter todas as solugdes incongruentes
de um DMDGP com 3861 atomos e 35028 distancias em menos de 5s em um
computador pessoal [81].

Pela Figura 5.2, podemos perceber que as duas posigoes candidatas sao
simétricas com respeito ao plano definido por {i",i",i'}. Esse fato, aliado
a ordem pré-estabelecida para os atomos, induz uma série de simetrias na
arvore de busca de um DMDGP, que permitem provar a limitagdo no nimero
de nds ativos em um certo nivel [84, 37].

Proposicao 5.1. Considere um problema DMDGP. Se existe uma distincia
de poda do primeiro dtomo na sequéncia até o j-ésimo dtomo, entdo, com
probabilidade 1, haverdo apenas dois (dentre os 29=3 possiveis) nds factiveis
no j-ésimo nivel da drvore de busca do BP.

Uma demonstracao baseada em operadores de reflexao parcial e teoria de
grupos pode ser encontrada em [82, 79, 84]. A Figura 5.3 ilustra a proposi¢ao
anterior para um DMDGP em R2. A vantagem em considerar a dimensio
k = 2, é que podemos representar na mesma figura a estrutura de arvore de
busca e as possiveis realizacoes de cada vértice.

E claro que, se para todo atomo tivermos ao menos uma distancia de
poda, entao o método se reduz a aquele da Secao 5.1, e o problema pode ser
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resolvido em tempo linear.

Exercicio 5.7. Considere um DMDGP (k = 3) com o sequinte conjunto de
arestas

E o= {12} {1,3},{2,3}, {1, 4}, {2,4}, {3, 4} {2, 5}, {3, 5},
{4,5},{1,6},{2,6},{3,6},{4,6},{5,6}}.

Ezplique porque nao € suficiente que xg satisfaca 4 distancias quaisquer
das 5 disponiveis para o vértice 6.

5.3 Algoritmo usando EDMs

Nas Secgoes 5.1 e 5.2 estudamos as bases dos algoritmos de reconstrugao
geométrica sequencial. Tanto no caso da (k+1)-lateragao (Segao 5.1) quanto
da k-lateragao (Secao 5.2), as possiveis posigoes de um novo ponto podem
ser calculadas a partir da resolucao de um sistema de equacoes quadraticas
similar a (5.1.1), que corresponde a encontrar a intersecgdo de k + 1 (ou
k) esferas em R*. Embora esta tarefa possa ser feita através da resolucdo
de sistemas lineares, similares a (5.1.2) e (5.1.3), ou geometricamente (vide
Exercicio 5.6) [43], nesta segdo discutiremos uma alternativa baseada em
EDMs (apresentadas no Capitulo 3).

A razao para isto é que o formalismo de EDMs permite uma genera-
lizacao natural destes algoritmos para dimensoes maiores (k > 3) bem como
o tratamento de dados com ruido. Focaremos no caso da (k + 1)-lateragio
por ser mais direto, mas a aplicacdo destes conceitos a k-lateracao (e ao
algoritmo BP) também é possivel (consulte [42] para mais detalhes).

Na Secao 3.5, vimos como uma realizagdo para um grafo completo pode
ser encontrada usando EDMs. A questdo é que em problemas praticos nao
dispomos de todas as distancias entre pares de pontos. No entanto, se temos
um grafo que permite a (k4 1)-lateragao, i.e., um grafo associado a um PGD
que satisfaz as condigoes 1 e 2 da Defini¢do 5.1 com k + 1 no lugar de k,
entdao podemos empregar EDMs da seguinte forma.

O clique inicial nos k + 1 primeiros vértices pode ser realizado conforme
a Secao 3.5.

A seguir, para cada novo vértice 7 a ser posicionado, construimos uma
(sub)matriz de distancias com as disténcias entre os pontos {i} U U(i), em
que U(i) = {u € P(i) | {u,v;} € E} representa o conjunto de todos os
predecessores adjacentes a . Por hipdtese, U (7) contém um subconjunto de
vértices U (i) ja realizados, tal que |U(¢)| = k+1, e cujas posigoes sao afimente
independentes. Lembre-se que isso garante a unicidade na localizacao de
1. Também por hipdtese, todas as distancias entre ¢ e vértices de ﬁ(z) sao
conhecidas. Embora algumas disténcias entre os vértices de U (i) possam nao
ser conhecidas, estas podem ser explicitamente calculadas, uma vez que os
vértices em U (i) ja estao posicionados. Assim, temos uma submatriz D; com
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todas as distancias entre vértices de {i} UU(i). Sem perda de generalidade,
assuma que as linhas e colunas de G; estao em ordem crescente segundo os
indices em {i}UU (i), de modo que a iiltima coluna corresponde as distancias
entre i e os vértices em U(z)

A partir de D;, obtemos G; = —(1/2)JD;J, em que J é a matriz de
centragem de dimensio compativel. Note que, se |{i} U U(i)| = p, entdo
D;,G; € RP*P, Pelo que vimos na Secao 3.5, se GG; é positiva semidefinida,
e de posto r = k, entao

X, =+AQ1:k1:E)Q(,1: k)T

fornece uma realizacéo valida para os vértices de {i}UU (i), e a tiltima coluna
de X; € RF*P corresponde a posicio do novo vértice i.

Aqui é importante notar que, como G;1 = 0, entdo X;1 = 0, ou seja,
as colunas de X; correspondem a vetores posicao que estao centralizados
na origem. Por essa razao, as novas posi¢oes para os vértices de ﬁ(z) nao
coincidem com as posigoes ja calculadas. E necessério realizar um movimento
rigido para que os pontos de X; (primeiras p — 1 colunas) se encaixem aos
pontos previamente localizados.

Para isso, escolhemos k + 1 colunas afimente independentes de X;, com
excecao da tltima, e calculamos uma translacao e rotagao/reflexao adequa-
das. Sejam Y e Z matrizes cujas k + 1 colunas contém as posi¢oes antigas e
novas dos k + 1 pontos que escolhemos de U (i), respectivamente.

Apoés centralizar estes pontos: Z. = Z—z.1, Y. =Y —y.1, em que y,. e .
sa0 o0s respectivos centros de massa, devemos encontrar a matriz ortogonal
Q que minimiza ||QZ, — Y.||% (a solugdo deste problema é discutida na
Segao 5.4.2). Finalmente, se x; representa a ultima coluna de X;, a posicao
para o vértice 7 é dada por

51 = Qi — 22) + pe (5:3.4
Distancias com ruido. Como vimos na Segao 3.5.1, se as entradas de D;
s@o perturbadas por ruido, a matriz G; = —(1/2)JD;.J pode apresentar au-

tovalores negativos, o que indica que D; nao é EDM. Mesmo assim, podemos

considerar G = X/, Xi, em que X;p = JA(1:k,1:k)izQi(5,1 : k)T,

como a melhor aproximagao positiva semidefinida de posto k para Gj.
Para determinar se esta é uma aproximacao “aceitavel”, consideramos a

razao .
+
_ XA
J=17"

(5.3.5)

lembrando que /\j' = max{0, \;}. Note que p < 1, sendo exatamente um
quando D; é uma EDM com dimensao de realizagao k. Como G;y é uma
aproximacao para G;, p mede a qualidade de tal aproximagao (quanto mais
préximo de um, melhor). A razdo (5.3.5) aparece com frequéncia em algo-
ritmos para reducgao de dimensionalidade [20]. Um valor de p muito menor
que um indica que o conjunto de distancias em D; nio é realizdvel em R¥.
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Algorithm 2 Geometric Build-up usando EDMs

1: GBU(n, D, k,¢)

2: Encontre uma realizagdo X (:,1: (k + 1)) para a submatriz D(1: (k+1),1: (k+1)).
3: fori=k+2,...,ndo

4:  Determine U(i), o conjunto dos predecessores adjacentes a i. Faga p = |U(i)U{v; }.
5 Construa a submatriz de distancias D; para U(i) U {v;} e a matriz G; associada.
6 Encontre X; € R**? segundo (3.5.7).
kot
7. Fagap= gffl i;, em que \;” = max{)\;,0}.
i=1 "1
8 if (1 —p) > e then
9: return pare (distancias incompativeis).
10:  end if

11:  Use Xi(:,p) para calcular &; segundo (5.3.4).
12 Armazene X (:,1) = &;.

13: end for

14: return uma realizacio aproximada X € R**™.

Com a discussao apresentada nesta se¢do, podemos empregar o algoritmo
de reconstrugao sequencial descrito na Seg¢ao 5.3 mesmo quando as distancias
sao corrompidas por um pequeno ruido, bastando usar X;,, a melhor apro-
ximagao positiva semidefinida de posto k, no lugar de X;. Este esquema
geral estd resumido no Algoritmo 2.

5.4 Qualidade da solugao encontrada

Para avaliar a qualidade de uma dada realizagdo para um certo PGD, em
geral emprega-se dois tipos de medida/erro. Se uma solugdo esperada é
conhecida previamente, entdo parece natural quantificar o desvio de uma
realizacao encontrada por um algoritmo para tal solucao. Tal desvio é dado
pelo RMSD (Root Mean Square Deviation) que consiste em uma média das
distancias ponto-a-ponto, apés um movimento rigido que minimize tais des-
vios. Outra medida importante, quando a solugao do PGD néo é conhecida,
ou quando acredita-se que existam solugdes diferentes para o PGD, é me-
dir a violagdo das equagoes (1.1.1). Estes dois tipos de erro sao discutidos
nas proximas subsegoes. Para uma discussao mais detalhada destas e outras
medidas de erro para o PGD, veja [57].

5.4.1 LDE e MDE

Duas medidas bastantes utilizadas para quantificar a violacao das distancias
conhecidas, dada uma realizagao, sao o LDE (Largest distance error) e o
MDE (mean distance error).

Dada uma realizacio X € RF¥*" em RF para G = (V, E,d), o LDE ¢
definido por

LDE(X,E,CZ) = Imax | ‘|X1—Xj“2—dij|, (546)
{i.j}eE
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em que o maximo é tomado sobre todas as distancias disponiveis/conhecidas,
i.e., todos os pares {i,j} € E.
Por outro lado, o MDE ¢ uma média de tais violagoes:
1
MDE(X,E.d) = T3] Z [1Xi — Xjll2 — dij |- (5.4.7)
{i,j}eE

5.4.2 RMSD

RMSD (Root Mean Square Deviation) é uma medida para comparar o quao
distantes sao duas estruturas (conjuntos de pontos). Sejam X € RFX™ ¢
Z € R¥*™ matrizes que representam as coordenadas de dois conjuntos de n
pontos centrados na origem. O RMSD é definido por:

1
RMSD(X,Z) =min —||QZ — X 5.4.8
(X, Z) = min \/EIIQ 7, (5.4.8)
em que @ € RF*F ¢ uma matriz ortogonal que representa uma rotacio (ou

reflexdo). Desse modo, busca-se a matriz () que rotacione a estrutura Z de
modo que esta fique o mais proximo possivel da estrutura X.

Teorema 5.1. A matriz Q, solugdo de (5.4.8), é dada por
Q=UvT,

em que U eV sdo as matrizes ortogonais da decomposicao em valores sin-
gulares de S = ZXT =UxVT.

Demonstragao. O problema (5.4.8) pode ser reescrito como:
mn o QZ - X[}
sa QTQ=QQ" =1.

Este problema é conhecido como problema de Procrustes ortogonal [102]. A
condigao de Lagrange para o problema acima é dada por:

(5.4.9)

2277 —22XT + (L+LT)Q =0,

em que L € RFxFk

acima, obtemos

é a matriz de multiplicadores de Lagrange. Da equacao

zX"Q" =Qzz"Q" + (L+L")/2,
que implica que ZXTQT é simétrica:
QxzT =zx7TQT,

ou ainda

0xzTQ=2zx".
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Chamando S = ZXT, obtemos
SST = QSTsQ”. (5.4.10)

Note que STS e SST sio simétricas e portanto unitariamente diagona-
lizaveis:

STS =VAVT, SST = UAUT,

em que U e V estao associadas & decomposigao em valores singulares (SVD
— Singular Value Decomposition) de S: S = UXVT. Assim, de (5.4.10)
concluimos que

Q=UvT.
0

Exercicio 5.8. Com a ajuda de um pacote computacional capaz de obter a
SVD de uma matriz, determine o RMSD entre as estruturas em R? abaizo,
cujas coordenadas estao representadas como colunas das respectivas matri-

zes:
00 —1 1 2 1
2=[o 0 o) 2= 1)

5.5 Algoritmo de ordenagao

Os algoritmos de reconstrugao sequencial que vimos neste capitulo pre-
sumem (implicitamente) a existéncia de uma ordenagdo para os vértices
(v1,v2,...,v,) de V de modo que as hipdteses da Definigdo 5.1 sejam satis-
feitas. No entanto, tais hipéteses podem nao ser verificadas diretamente na
pratica, isto é, a ordem/enumeracao natural dada aos vértices pode nao sa-
tisfazer tais hipéteses. Entdo surge a pergunta: dado G = (V, E), é possivel
encontrar uma ordenacao dos vértices de forma que as hipéteses da De-
finigdo 5.1 sejam satisfeitas? Tal ordenacao é também conhecida como ordem
de discretizagao [61, 43, 23, 73].

Nesta segao discutiremos um algoritmo para determinar a existéncia (ou
nao) de uma ordenagao de vértices satisfazendo as hip6teses da Defini¢ao 5.1
com k + 1 no lugar k, ou seja, um algoritmo para determinar uma ordem
nos vértices que permita a (k + 1)-lateracao.

O algoritmo, discutido em detalhes em [61], tenta completar uma ordem
de discretizagao a partir de um (k4 1)-clique C' em G. No Algoritmo 3, §(v)
denota o conjunto de vértices adjacentes a v.

Perceba que na entrada do Algoritmo 3, é necessario um clique C' em
k + 1 vértices de G. Uma maneira ingénua de determinar um (k + 1)-clique
é considerar as possiveis combinagoes de k + 1 dentre n vértices, e verificar
se todas as distancias na combinacao sao conhecidas. Em caso afirmativo,
podemos invocar o algoritmo acima. Se nenhuma das combinagoes formar
um (k + 1)-clique, entdo néo existe ordem de (k + 1)-lateragdo para G.
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Algorithm 3 Algoritmo de ordenagao (Ganancioso)
1: DVOP(G(V, E),C, k)

2: Faga B=Ce(C,=V\B.

3: while C}, # () do

4:  Para todo u € O, faga a(u) = |6(u) N B.

5:  Seja v = argmax{a(u) : ue Cp}.
6.

7

8

if a(v) <k+1 then
pare (nao existe ordenagao a partir do clique C').
: end if
9:  Para cada u € §(v) \ B, atualize a(v) < a(v) + 1.
10:  Atualize B = BU{v}, Cp = Cy \ {v}.
11: end while
12: return Se ndo parou por falha, B representa a ordenagdo procurada.

Exercicio 5.9. Mostre que o procedimento acima para encontrar um (k+1)-
clique em G € polinomial em n para k fizo.

Assumindo que existe um (k + 1)-clique C, os vértices em C serdo as
entradas de uma lista chamada de B. Entao, para cada v € Cp, o comple-
mentar de B, calculamos o niimero de vértices adjacentes a v que ja estao
em B. Tais quantidades sao armazenadas como entradas de um vetor .
Para completar a ordenagio (caso possivel), enquanto Cj # (), adicionamos
ao conjunto B o vértice v em C} que possui o maior nimero de vértices
adjacentes em B (analisando os valores correspondentes no vetor «; empates
sao quebrados arbitrariamente). Assim, B = BU {v} e Cp, = Cp \ {v} (em
verdade v ocupa a nova posi¢do na ordem definida em B). Apds o vértice
em C ter sido incorporado a lista B, os valores das entradas de « s@o atu-
alizados: somamos 1 a cada valor a(u) caso u seja adjacente a v, o vértice
recém incluido em B. O processo se repete para os proximos vértices em Cp,
até que Cp = (). Caso exista ordenacio valida a partir de C, esta é revelada
ao final do processo na lista B. Se durante o processo, todos os valores de
a(v), para v ¢ B, forem menores que k + 1, o algoritmo para pois ndao hd
ordenagao a partir do clique inicial C, e entao outro clique deve ser testado.

A corretude do algoritmo de ordenagao descrito acima foi provada em
[61], assim como sua complexidade polinomial. Como no Passo 4 escolhemos
o vértice que possui o maior niimero de vértices adjacentes em B, o algoritmo
em questao também é conhecido como algoritmo ganancioso (greedy).

Embora tenhamos este algoritmo polinomial, ordens de discretizagao po-
dem ser obtidas de outras maneiras em algumas aplicagoes, explorando ca-
racteristicas de um problema em particular. Assim ocorreu com ordenagoes
“artesanais” desenvolvidas para o problema de determinagao de estruturas
moleculares [72, 66, 68, 64]. A busca por ordens de discretizagao étimas, com
respeito a certas propriedades, ainda é um tépico ativo de pesquisa [44, 95].

Exercicio 5.10. Dada um grafo G, mostre que para existir uma ordem sa-
tisfazendo as hipdteses da Defini¢ao 5.1, o grau minimo de cada vértices
deve ser k.
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Figura 5.4: Grafos do Exercicio 5.11.

Exercicio 5.11. Determine (se possivel) uma ordem de trilateragdo para os
grafos da Figura 5.4. Primeiro aplique o algoritmo ganancioso e em sequida
tente encontrar (manualmente) uma ordenagao diferente.

Exercicio 5.12. Em algumas aplicagoes € desejdvel que na condi¢do 2 da
Defini¢ao 5.1, os vértices de U(i) sejam predecessores adjacentes imedia-
tos de i, i.e., U(i) = {vi—g,...,vi—2,vi_1}. Neste caso dizemos que temos
uma ordem de k-latera¢ao consecutiva. Para os grafos do exercicio anterior,
determine se hd uma ordem de 2-laterac¢ao consecutiva.

Exercicio 5.13. Dé um exemplo de grafo que admite uma ordem de 2-
lateragdo, mas nao admite uma ordem de 2-lateragao consecutiva.

5.6 Um estudo de caso

Encerramos este capitulo com um estudo de caso relacionado a aplicacao
discutida na Se¢ao 1.4.2: localizacdo de sensores em rede.

Tipicamente, esta aplicacao considera n sensores espalhados no plano,
entao k = 2. Além disso é comum conhecer a posicao de alguns destes
sensores, que recebem o nome de ancoras. O conhecimento de 3 ancoras nao
colineares e uma quantidade suficiente de distancias entre sensores e sensores
e ancoras, permite a localizagdo absoluta de todos os objetos da rede.

A fim de simular os dados do problema, vamos considerar n = 1000 pon-
tos distribuidos de forma aleatéria, amostrados de uma distribuigao uniforme
no quadrado unitdrio: [0, 1] x [0, 1] como mostra a Figura 5.5.

Sem perda de generalidade, consideramos como ancoras os 3 pontos mais
proximos da origem.

Para gerar os dados deste exemplo, vamos calcular todas as distancias
entre pares de objetos e manter como dados de entrada apenas as distancias
inferiores a um certo limiar R. Isto serve para simular o alcance do sinal
de cada sensor/ancora, que s6 “enxerga” objetos dentro de um raio R. Em
nosso exemplo, tomamos R = 0.07. Com isso temos o grafo Figura 5.6.

Agora sim, temos um PGD como na Defini¢do 1.1, em o conjunto de
vértices V' é formado por ancoras e sensores, uma aresta {i,j} estd em F
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Figura 5.5: Localizagao original de sensores e ancoras.

Figura 5.6: Grafo G representando nosso exemplo.
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Figura 5.7: Matrizes de distancias (incompletas) antes e depois da or-
denacao.

somente se d;; < R, e a dimensdo de interesse é £k = 2. Note que [E| <
n(n — 1)/2, uma vez que removemos as distancias maiores que R = 0.07.

Porém, a fim de aplicar o Algoritmo 2 para resolver este problema, pre-
cisamos antes determinar uma ordem de discretizacao para os vértices de V
que garanta que os primeiros 3 vértices formam um clique e para todos os
outros vértices seguindo tal ordem, hé pelo menos 3 predecessores adjacen-
tes.

Como clique inicial escolhemos as 3 ancoras de posigoes conhecidas. Apli-
camos entao o Algoritmo 3 para obter a ordem de discretizacao desejada.
Neste exemplo, felizmente tal ordem existe, mas nem sempre este é o caso.
Pode ser que tal ordenacao de interesse exista, mas nao com as 3 ancoras
como clique inicial. Para ter certeza, todos os cliques devem ser testados.
Note que se a ordem de discretizagao existir com outro 3-clique inicial, isto
nao nos impede de localizar globalmente os sensores, desde que conhegamos
posicoes de 3 ancoras nao colineares. Por fim, é importante notar que a
existéncia de tal ordem depende do limiar R: para valores muito baixos
pode ser que o grafo correspondente seja muito esparso e nao exista ordem
de discretizac@o (lembre-se que uma condi¢do necessdria para existéncia de
tal ordem é que cada vértice do grafo tenha grau pelo menos k + 1).

A Figura 5.7 mostra a localizacdo das distdncias conhecidas em uma
matriz de distancias antes e depois da ordenacao.

Uma vez os vértices re-ordenados, podemos aplicar o Algoritmo 2 para
encontrar uma realizagao valida. O resultado é apresentado na Figura 5.8,
que mostra a sobreposi¢ao da realizacao obtida com a original da Figura 5.5.
O RMSD entre as estruturas é de 0.0014 indicando que recuperamos o posi-
cionamento original com boa precisao.

Infelizmente, em problemas reais, as distancias ndo sao estimadas com
precisao e, quando disponiveis, sempre vem acompanhadas de ruido.

Para ter uma nocao de como o ruido pode afetar a reconstrucao obtida
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Figura 5.8: Superposi¢ao das posigoes originais e reconstruidas (o = 0).

por algoritmos sequenciais, como o Algoritmo 2, vamos introduzir um erro

multiplicativo:

dj; = d3;(1+ aN(0,1)),

em que o € (0,1) e N(0,1) denota um valor obtido de uma distribui¢ao

Gaussiana padrao.

Para o = 0.01, apds aplicar o Algoritmo 2, obtemos a realizagdo apre-
sentada na Figura 5.9. Agora o RMSD entre a estrutura reconstruida e a

original é de 0.0143.

O desenvolvimento de algoritmos para o PGD de larga escala e com

distancias imprecisas ainda é tépico de pesquisas recentes [9, 68, 42].
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Figura 5.9: Superposi¢ao das posigoes originais e reconstruidas (o = 0.01).



Capitulo 6

Problemas em aberto

Encerramos estas notas com uma breve discussao sobre alguns problemas
em aberto na area de Geometria de Distancias. As proximas secoes descre-
vem variagoes do problema fundamental de Geometria de Disténcias que sao
objeto de pesquisas recentes e que podem servir de tema para estudantes de
pos-graduacao e novos pesquisadores da area. Para mais detalhes sobre estes
e outros desafios em Geometria de Distancias, veja [78].

6.1 PGD intervalar

J& comentamos que para um conjunto incompleto de distancias, o problema
(1.1.1) é NP-dificil [100]. Em aplicagoes praticas, além do conjunto de
distancias nao ser completo, as distancias disponiveis ainda sao imprecisas.

Por exemplo, em conformacao de proteinas, métodos experimentais como
a Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) [28, 71, 32, 68] ndo sdo capazes
de fornecer distancias exatas d;;, mas sim, limitantes [dij, Jij], para algumas
disténcias entre pares de dtomos afastados nio mais do que 5A[28, 32].

Assim, em situagoes praticas, o problema (1.1.1) se torna, encontrar
z:V — RF tal que

o qual chamamos de PGD intervalar. Portanto, o PGD intervalar consiste
em encontrar uma realizacdo em R* partindo de um conjunto esparso e
impreciso de distancias [68, 43, 81].

E importante destacar que, mesmo quando a distancia correta d;; per-
tence ao intervalo [d;;, dy;], para todo {i,j} € E, nem todas as distancias
nestes intervalos sao realizdveis [45]. Por exemplo, poderiamos amostrar um
conjunto de distancias que violam a desigualdade triangular mesmo perten-
cendo aos intervalos [d,;, dij]. Este é um dos motivos pelos quais os métodos
sequenciais do Capitulo 5 nao podem ser estendidos trivialmente para o caso
com distancias intervalares.
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Neste cenario, parece mais natural o emprego de métodos de otimizacao
continua. Uma possibilidade é considerar métodos especializados para o
problema de otimizagao global inspirado em (1.2.3):

. 1 2
min o 3 (lew =l - 42,)" = F(Xy)
Y T uvier (6.1.2)

S.a duu S yu,v S Ju'uy V{'lhv} S E.

Como a fungao objetivo de (6.1.2) é ndo-convexa, métodos cldssicos de
otimizacao frequentemente acabam encontrando um minimizador local, a
menos que o ponto inicial esteja muito proximo da solugao global. Lembre
que X ¢é solucdo de (6.1.1) se, e somente se, f(X,y) = 0.

Outra linha promissora, é explorar a relacao entre EDMs e matrizes se-
midefinidas positivas estudada no Capitulo 3. Mais especificamente, segundo
[31], podemos formular o PGD intervalar como:

min 0
G=GT
sa df < (A;,G) <djj, V{i,j} € E,
Gl1=0, G*=0,
posto(G) = k,

(6.1.3)

em que A;; = (e;—ej)(e; —e;)T, (Y, Z) = tr(Y ZT) denota o produto interno
do trago, e; o i-ésimo vetor candnico e G > 0 significa que G é positiva
semidefinida.

O problema acima seria um problema de programacao semidefinida linear
se nao houvesse a restrigao do posto. Tal restri¢ao torna o conjunto viavel de
(6.1.3) nao-convexo, dificultando a resolugéo de tal problema. No entanto,
omitindo a restricao do posto, obtemos a seguinte relazacdo conveza:

min  —([,G)
G=GT
s.a 412] < <AZ],G> < CZ2

5 Vi jrEeE (6.1.4)
Gl1=0, G=0,

em que o termo —tr (G) é adicionado a fungao objetivo como uma heuristica
de redugao de posto [5].

A questao é que nem sempre a solugao de (6.1.4) terd o posto desejado.
Se G, é solugdo Gtima de (6.1.4), mas posto(G4) = r > k, a partir de
G, obtemos uma solu¢do para as equagoes (6.1.1), mas em dimensdo r >
k. Neste caso, uma solucio aproximada X pode ser obtida pela melhor
aproximacao de posto k da expressdo (3.5.6).

Esta solucdo aproximada X estard na dimensdo correta, mas possivel-
mente violard alguma inequagao em (6.1.1). Neste caso, poderfamos aprovei-
tar X para gerar um ponto inicial vidvel para (6.1.2), por exemplo (Xg,yo) =

(X,9), em que Gup = max{d,,,, min{||Z, — Zo||, duv } }-
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Figura 6.1: Superposicao da solugao aproximada (em vermelho) com a rea-
lizagao esperada (em azul). A solugdo aproximada foi obtida por relaxagio
convexa seguida de refinamento.

Com isso temos o seguinte procedimento para encontrar solugoes aproxi-
madas de (6.1.1):

1. Resolva a relaxacao convexa (6.1.4) e obtenha G.

2. Calcule a decomposicio espectral G = QAQT.

3. Caleule X = /Ay(1:k,1:k)Q(,1: k)T e

V{u,v} € E, Jup = max{d,,, min{||z, — jv“aduv}}“

4. Resolva (6.1.2) usando (X, ¥) como ponto inicial.

Exemplo 6.1. Neste ezemplo, consideramos dados intervalares referentes a
proteina 2JMY, com 120 dtomos e 660 distincias cujos intervalos [d, d] sdo
tais que d — d € [0,2; 3,2]. Apds resolver (6.1.4) usando o solver SDPT3
[108] para Matlab, e realizar o passo 8 do procedimento acima, obtemos uma
solugdo aprozimada X tal que f(X,y) = 18,0336, indicando que algumas
distancias violam seus respectivos limitantes.

Em seguida, a partir do ponto inicial (X,4), executamos um método de
Gradiente Projetado Espectral [17], que apds 391 iteragdes, retornou uma
solugdo refinada (X*,y*) tal que f(X*,y*) ~ 1072, o que indica que as
desigualdades (6.1.1) sdo satisfeitas com uma boa precisio. A Figura 6.1
mostra a superposi¢ao da solugao refinada (em vermelho) com uma solugao
esperada (em azul). O RMSD entre elas é de 1,06.

Infelizmente a abordagem aplicada neste exemplo nao escala bem, e a
busca de métodos para problemas de geometria de distancias com dados
intervalares que funcionem bem para problemas de grande porte continua
sendo um importante tépico de pesquisas na area [8, 46, 5, 45, 93].

6.2 PGD nao-rotulado

Na defini¢ao formal do PGD, utilizamos um grafo G(V, E,d) em que o con-
junto de arestas F corresponde aos pares {u,v} de vértices em V para os



72 Problemas em aberto

quais as distancias d(u,v) sdo conhecidas, isto é, sabemos a qual par de
vértices uma determinada distancia esta associada.

No entanto, em certas aplicagbes, como na determinacao de nanoestru-
turas [15], a Unica informagao disponivel é uma lista de distancias D, e nao
se sabe a priori a qual par de vértices cada distancia de D esta associada.
Este é o chamado PGD ndo-rotulado [35]: a partir da lista de distancias D
buscamos determinar um grafo G juntamente com uma realizacao x vélida
para G em R”.

1 V2 Q 9
V2 o1 PGD PGD

0 1 rotulado néo—rotulad((l’ 1’ 1’ 1’ ﬁ’ \/5)
s 99

Figura 6.2: PGD rotulado ¢ PGD nao-rotulado.

Formalmente, seja D = (di,ds,...,dy;,) uma lista de distancias e M =
{1,...,m}. Dado um inteiro k& > 0, o PGD néao-rotulado consiste em deter-
minar (se possivel) uma funcdo injetiva @ : M — V x V e uma aplicagio
z:V — RF, tais que

||CL’Z — .Z]H = dofl(i,j)7 V{Z,j} S Oé(M), (625)
em que o~ ! denota a imagem inversa de o e a(M) a imagem de M por a.
Perceba que a(M) faz o papel de E no caso rotulado, i.e., o conjunto de
arestas associadas as distancias. Como no caso rotulado, x é chamada de
realizacao e a funcao « é chamada de fun¢do de atribuicao.

Segundo [35], este problema ¢é mais envolvente que o caso rotulado pois
descobrir uma atribui¢ao adequada ja é em si um problema dificil. Note que
a atribuicao deve ser tal que as distancias atribuidas satisfacam as condic¢oes
do Capitulo 2 pois, do contrario, nao existira realizagao.

Mais ainda, mesmo quando estdao disponiveis todas as |V|(|]V| — 1)/2
distancias, é possivel que exista mais de uma atribuigao véalida. Isto ocorre
nas chamadas estruturas fracamente homométricas [15, 16], conforme ilus-
trado na Figura 6.3.

4
V2 V10 0 Vio

V2 vio 2

Figura 6.3: Estruturas fracamente homométricas.
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Generalizagoes dos algoritmos de reconstrucao sequencial do Capitulo 5
vem sendo propostas [35, 15]. A ideia é explorar subestruturas redundan-
temente rigidas para, simultaneamente, realizar a atribuicao de arestas e
posicionar os vértices sequencialmente usando (k + 1)-lateracao e validagio
cruzada.

Outra possibilidade é formular o problema nao-rotulado como um pro-
blema de otimizagao nao-linear com varidveis mistas (continuas e inteiras)
[34]. Para facilitar a discussdo, vamos assumir que m = |D| = n(n — 1)/2,
n = |V], o que implicard em G completo. Analogamente a (1.2.3), e usando
fj (afj =1, se a(f) = {i,j} e afj = 0, caso contrario)
para representar a atribuicao, temos o seguinte modelo

n n m 9
. ¢
min > > >y (e —)* - d)

i=1 j=i+1 £=1

variaveis bindrias «

m
Zafj:l’ 1::]_7_,‘7’[’L’j:i+1,..‘,n
(=1

n n
Z Z aszl, (=1,....m

i=1 j=i+1
Oéf] € {0’ 1}7 Vﬁa Zv]

(6.2.6)

Além do problema (6.2.6) ser nao-convexo, o ntmero de varidveis bindrias
i —1)° : . -
é ————, crescendo rapidamente ao aumentar o nimero de vértices n.
Assim, tal abordagem mostra-se vidvel para problemas pequenos.

Devido ao elevado nimero de (n(n—1)/2)!/(n(n—1)/2—m)! atribuigdes
possiveis (verifique!), o principal desafio para estas duas abordagens para o
PGD nao rotulado é a escalabilidade.

Veja o trabalho recente [34] que combina as duas abordagens acima
para resolver problemas de conformacao molecular com algumas centenas
de 4dtomos.

6.3 PGD dinamico

No PGD cldssico buscamos localizar os objetos a partir de uma lista de
distancias entre alguns pares destes objetos. Mas e se tais objetos se movem?
Neste caso, o PGD classico pode ser visto como uma fotografia instantanea
da configuragdo de pontos. No entanto, como as posigoes dependem do
tempo, inclusive o conjunto de distancias conhecidas pode variar a cada
instante.

Recentemente, foram apresentadas algumas propostas para estender o
PGD estético para o dinamico [90, 106]. Em [90], é considerado o caso
de tempo discreto, em que T representa um conjunto finito de instantes de
tempo. O conjunto de vértices V' é substituido por um conjunto V' xT" que re-
presenta os vértices em cada instante de tempo. Agora, o conjunto de arestas
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E é um subconjunto de (V xT') x (V xT), ou seja, além de indicar distancias
conhecidas entre vértices em um mesmo instante de tempo {uy, v; }, restrigoes
de distancias também sao impostas entre vértices em instantes de tempo di-
ferentes {u¢,vq}. Estas tltimas sdo responsdveis por restringir os tipos de
movimento. Assim, o PGD dinamico (dynDGP — dynamical Distance Geo-
metry Problem) é representando por um grafo G(V x T, E,d), e buscamos
uma aplicacdo = : V x T — R¥, tal que

lz(u, t) — z(v,q)|| = d(us, vg), Y{uy,ve} € E. (6.3.7)

Note que o subgrafo G[V x {t}] representa uma instancia do PGD cldssico
no instante de tempo t. Em geral, o PGD dinamico corresponde a um
PGD cléssico com |V| x |T'| vértices, mas no qual algumas situagoes atipicas
podem ocorrer: por exemplo, dois pontos podem estar na mesma posicao
2(u,t) = z(u,t 4+ 1) caso o vértice u ndo se mova. Além disso, quando

E\Uperze(V x {t}) x (V x {t'}) =0, (6.3.8)

isto é, ndo h&a arestas conectando vértices em tempos distintos, o PGD
dinamico se reduz a uma sequéncia de PGDs estaticos.

Este modelo para o PGD dinamico foi aplicado com sucesso em problemas
de simulagio de posturas e movimentos humanos [89, 14].

J4 em [106], é utilizado um modelo diferente, no qual a condigao (6.3.8) é
satisfeita, mas as trajetérias (v, t) sdo restritas a um conjunto de trajetérias
admissiveis, seguindo modelos polinomiais ou periédicos.

Por exemplo, para trajetorias polinomiais, o modelo assume que a rea-
lizacdo dependente do tempo X (t) € R¥*™ pertence a

P
X=SY "4, : A, e RFvp
p=0
Deste modo, a Gramiana dependente de ¢ pode ser descrita como
2P
G(t) = X(OTX(t) =Y _¢'Bi, (6.3.9)
i=0

min{i,p}

j=max{0,i—p} AJTAi_j. E possivel mostrar que (6.3.9) pode ser

em que B; =
reescrita como

2P
G(t) = wi(t)G, (6.3.10)
(=0
em que Gy = G(ty), para £ = 0,1,...,2P sao Gramianas constantes em di-
ferentes instantes de tempo tp e w(t) = (wo(t), wi(t), ..., wap(t))” é solugdo
do sistema linear
1 1 1
to 4 top
. w(t) =

2P 2P 2P 2P
©roBro 3k t
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A questao entao se torna encontrar as Gramianas Gy que melhor ajustam as
distancias disponiveis em diferentes instantes de tempo. Usando a teoria do
Capitulo 3, em particular a formulagao (3.6.10), temos o seguinte modelo de
programagao semidefinida:

T 2P
i i | W5 [)z - K ti)G
o, S| (i (S mia)

s.a Gyg1=0, £=0,1,...,2P
Gy =0, (=0,1,...,2P

2

2P
— A tr(Gy)
=0

F

2P
ng(t)Gg =0, VteT,
=0

(6.3.11)
em que D; sio matrizes de distancias incompletas (possivelmente com ruido)
coletadas em T diferentes instantes de tempo, «; e A sdo pesos escolhidos
previamente, W; sdo matrizes de incidéncia, como W em (3.6.9) e T DT é
um conjunto discreto de tempos distintos. Para mais detalhes, veja o artigo
[106].

6.4 PGD em Ciéncia de Dados

O papel da Geometria de Distancias em Ciéncia de Dados, juntamente com
técnicas de redugao de dimensionalidade, é o de fornecer a representagao dos
dados como vetores em um espaco vetorial de baixa dimensao, de modo que
as dissimilaridades/distancias sejam preservadas da melhor forma possivel.
Tais vetores sao entao usados como entrada para algum algoritmo responsavel
por uma tarefa de aprendizado nao-supervisionado, por exemplo, cluste-
rizagdo usando K-means [76].

Para ilustrar, vamos considerar um tépico de pesquisa recente na area de
processamento de linguagens naturais que consiste em representar palavras
em um corpo de texto como vetores em um espaco vetorial de modo a cap-
turar relagoes sintdticas e seméanticas entre as palavras [21, 110, 74, 24, 48].
Tais vetores s@o chamados de “vetores de palavras” (word vectors) na lite-
ratura [88, 97, 75].

Vetores de palavras sao tteis em varias tarefas de processamento de lin-
guagens naturais, por exemplo, detecgdo de analogias, completamento de
sequéncias e classificacdo. A ideia geral é ilustrada na Figura 6.4. Na de-
tecgao de analogias, espera-se que os vetores de palavras fornecam respostas
para perguntas do tipo “rei estd para homem, assim como rainha estd para
7?7 através da regra do paralelogramo. No completamento de sequéncias
esperamos que a resposta para “unidade:dezena:?” seja “centena”. Ja em
classificacdo, esperamos que mais proximo ao centréide de “cavalo”, “burro”

¢

e “zebra” esteja a palavra “ponei”, ao invés de “cachorro” ou “peixe”.
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a Id a
L —— ° [ b
) t o, 2 -
y st o g o1
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| c ®u
e} S — e
Analogia Completamento Classificacao

de sequéncia

Figura 6.4: Utilidade de vetores de palavras em algumas tarefas comuns em
processamento de linguagens naturais. O ponto ideal é representado por
“Id” e possiveis escolhas por s;. A escolha correta (ponto mais préximo do
ideal) esta em azul.

Um possivel modelo para representar a relagoes entre palavras é o cha-
mado “grafo de palavras” [99, 39]: cada palavra em um vocabuldrio V' (ex-
traido do texto) corresponde a um vértice do grafo G e uma aresta entre dois
vértices v; e vj indica que duas palavras distintas ocorrem em um mesmo
contexto (por contexto, podemos considerar uma sequéncia de m palavras
consecutivas). O peso Cy; da aresta {v;,v;} corresponde ao nimero de con-
textos nos quais as palavras ¢ e j aparecem juntas.

Este modelo, lembra bastante o PGD (Defini¢ao 1.1), exceto pelo fato de
que C': E — Ry ndo associa arestas a distancias, mas a co-ocorréncias [21].
Alguns trabalhos propoe modelos probabilisticos que relacionam as conta-
gens de co-ocorréncia com distancias Euclidianas [40]. Em [10] é estudada a
relacao entre o produto interno (z;,z;) e a informagao mutual pontual

PMI(i,j) =log M7
p(i)p(j)
em que p(i, j) é a probabilidade das palavras i e j aparecerem no mesmo con-
texto e p(i) é a probabilidade marginal da palavra i. Ambas probabilidades
sao aproximadas empiricamente explorando as contagens de co-ocorréncias
Cj; e ocorréncias C;. J4 em [48], os autores sugerem que quando o tamanho
do texto tende a infinito, para um tamanho m de contexto suficientemente
grande, V.1, j, existem a; e b;, tais que

|#; — x> ~ —log(Cij) + a; + b;.

Os dois modelos parecem condizentes com métodos de fatoracao matricial
[75] ou regressdo para o problema [97]. Um método interessante para obter
vetores de palavras a partir de contagens de co-ocorréncias Cj; é o chamado
Global Vectors (GloVe) [97]. GloVe busca obter uma realizacio = em R,
resolvendo o problema de otimizacao:

mlI} Z Z f(C”) (2(1‘17 (L‘j> +a; + l;j — IOg(Cij))2 s

z,a,b



7

em que f(Cy;) = min(C;;,100)*4. Usando a mudanca de varidveis a; =
ai — ||zi||* e b; = bj — ||x;]|?, chegamos a

min Z Z F(Cij) (@i + b — log(Ciy) — Il — z5]%)*. (6.4.12)
i

z,a,b

Assim, se conhecéssemos a e b, considerando dfj = a; + b; — log(Cyj), po-
derfamos ver (6.4.12) como uma versao ponderada (por f(Cj;)) de (1.2.3).

Portanto, o uso de técnicas de Geometria de Distancias para deter-
minagao de vetores de palavras parece natural e aponta para uma linha
de pesquisa promissora e desafiadora [76].
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