NOTAS EM MATEMATICA APLICADA ISSN 2175-3385
E-ISSN 2236-5915

Volume 89, 2019
Editores

Alexandre Loureiro Madureira (Editor Chefe)
Laboratério Nacional de Computagdo Cientifica - LNCC

Petropolis, RJ, Brasil

Amanda Liz Pacifico Manfrim Perticarrari
Universidade Estadual Paulista Jilio de Mesquita Filho - UNESP

Jaboticabal, SP, Brasil

Max Oliveira de Souza
Universidade Federal Fluminense - UFF

Niter6i, RJ, Brasil

Eduardo V. O. Teixeira (Editor Executivo)
University of Central Florida - UCF

Orlando, FL, EUA

Lilian Markenzon
Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ

Rio de Janeiro, RJ, Brasil

Sandra Augusta Santos
Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP

Campinas, SP, Brasil

JBC Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

2019



A Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional - SB-
MAC publica, desde as primeiras edi¢des do evento, monografias dos cursos
que sdo ministrados nos CNMAC.

Para a comemoracdo dos 25 anos da SBMAC, que ocorreu durante o
XXVI CNMAC em 2003, foi criada a séric Notas em Matematica Apli-
cada para publicar as monografias dos minicursos ministrados nos CN-
MAC, o que permaneceu até o XXXIII CNMAC em 2010.

A partir de 2011, a série passa a publicar, também, livros nas dreas de
interesse da SBMAC. Os autores que submeterem textos a série Notas em
Matematica Aplicada devem estar cientes de que poderdo ser convidados a
ministrarem minicursos nos eventos patrocinados pela SBMAC, em especial
nos CNMAC, sobre assunto a que se refere o texto.

O livro deve ser preparado em Latex (compativel com o Miktex versao
2.9), as figuras em eps e deve ter entre 80 e 150 paginas. O texto deve
ser redigido de forma clara, acompanhado de uma excelente revisao bibli-
ogrifica e de exercicios de verificacdo de aprendizagem ao final de cada
capitulo.

Veja todos os titulos publicados nesta série na pagina
http://www.sbmac.org.br/p_notas.php

JBWC Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

2019



PROBLEMAS INVERSOS EM PESQUISA ESPACIAL

Haroldo Fraga de Campos Velho

haroldo.camposvelho@inpe.br

Laboratério Associado de Computagido e Matematica Aplicada — LABAC
Coordenagao de Laboratérios Associados — COCTE
Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais — INPE

JBWC Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

Sao Carlos - SP, Brasil
2019



Coordenagdo Editorial: Luiz Mariano Carvalho
Coordenagdo Editorial da Série: Alexandre L. Madureira
Editora: SBMAC

Capa: Matheus Botossi Trindade

Patrocinio: SBMAC

Copyright (©2008 by Haroldo Fraga de Campos Velho

Catalogacao elaborada pela Biblioteca do IBILCE/UNESP
Bibliotecaria: Maria Luiza Fernandes Jardim Froner

Campos Velho, Haroldo Fraga de
Problemas Inversos em Pesquisa Espacial — Sao Carlos, SP :
SBMAC, 2019, 100 p., 21.5 cm - (Notas em Matematica
Aplicada; v. 89)

ISBN 978-85-8215-092-4 / e-ISBN 978-85-8215-093-1
1. Problemas inversos 2. Solucdes regularizadas 3. Métodos
implicitos 4. Redes neurais artificiais 5. Ciéncia Espacial
6. Engenharia Espacial 7. Aplica¢des Espaciais
I. Campos Velho, Haroldo Fraga. IV. Titulo. V. Série

CDD - 51







vi



Agradecimentos

Durante os anos de pesquisa na drea, muitos colegas do INPE e de outras institui¢des estdo
associados ao trabalho desenvolvido: Alexandre Martinez (USP, Sdo José do Rio Preto),
Atair Rios Neto (INPE e Embraer), Andrea S. Charao (Computagdao, UFSM), Antonio José
da Silva Neto (IPRJ-UERIJ), Antonio de Padua Braga (Engenharia Eletronica, UFMG),
Cynthia F. Segatto (Instituto de Matematica, UFRGS), Domenico Anfossi (ISAC-CNR),
Ezzat S. Chalhoub (LABAC-INPE), Fernando Manuel Ramos (LABAC-INPE), Gervisio
A. Degrazia (Fisica, UFSM), Joao P. Braga (Instituto de Quimica, UFMG), Jodo Batista C.
Silva (Geofisica, UFPA), José Demisio S. da Silva (LAC-INPE), Juliana K. Vizzotto (CRS-
INPE), Julio Cezar Ruiz Claeyssen (Instituto de Matematica, UFRGS), Liliane B. Bari-
chello (Instituto de Matematica, UFRGS), Mariangela Amendola (FEAGRI-UNICAMP),
Marco Tulio de Vilhena (Instituto de Matemadtica, UFRGS), Milton Kampel (OBT-INPE),
Nandamudi L. Vijaykumar (LABAC-INPE), Nelson J. Ferreira (CPTEC-INPE), Paolo Gas-
barri (Depto. de Engenharia Aero-espacial, Universidade de Roma “La Sapienza”), Pedro
P. B. de Oliveira (Universidade MacKenzie), Stephan Stephany (LABAC-INPE), Valéria
Cristina F. Barbosa (ON-MCT); bem como estudantes de pds-graduacdo (atuais ou ja for-
mados) que trabalham (ou trabalharam) sob minha supervisdo ou junto ao grupo de pro-
blemas inversos do INPE: Ana Paula C. Cuco, Alexandre G. Nowosad, Claudio Faria,
Cristiano Strieder, Débora R. Roberti, Eduardo F. P. da Luz, Elcio H. Shiguemori, Fabi-
ana F. Paes, Fabiano L. de Sousa, Fabricio P. Hirter, Helaine Cristina M. Furtado, Jodo C.
Carvalho, Leonardo D. Chiwiacowsky, Marcelo R. de Moraes, Mario R. Retamoso, Renata
S. da Rocha Ruiz, Ricardo Varela Correa, Roberto Affonso da Costa Jinior, Roberto L.
Galski, Rodrigo Barcelos Platte, Rosangela S. C. Cintra, Sabrina B. M. Sambatti, Wagner
B. Muniz. A todos, meu especial agradecimento. Finalmente quero agradecer ao prof.
Paolo Santini (in memorian, emérito da Universidade de Roma “La Sapienza”).

Um agradecimento importante a Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Com-
putacional (SBMAC) e a Comissdo de Programa do Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional (CNMAC) por apoiar o tema para apresentagdo como um Mini-
Curso do CNMAC-2008.

Aos 6rgaos de suporte a pesquisa: CNPq, CAPES, FINEP e FAPESP.






Conteudo

Prefacio xiii

1 Introducao 1
1.1  Problemas Inversos: Conceito e Classificacdo . . . . ... ... ... ... 2

1.2 Condigao Inicial em Condugdode Calor . . . . . . ... ... ... .... 5

2 Técnicas de Inversao 9
2.1 Técnicade Regularizagdo . . . . . ... ... ... ... .......... 9
2.2 Regularizagdo de Tikhonov . . . . . . . . . .. .. ... ... 11
2.3 Regularizagdo Entrépica . . . . .. ... ... 11
2.4 Regulariza¢do por Entropia Ndo-Extensiva . . . . . .. .. ... ... ... 12
2.4.1 Teorema da Unificacdo da Regularizagdo . . ... ... ... ... 13

2.5 Parametro de Regularizacdo . . . . ... ... ... ... ... ..., . 14
2.5.1 Principio da discrepancia generalizado . . . . . . . ... ... ... 15

2.6 Técnicasde Otimizagdo . . . . . . . . . . . . . 16
2.6.1 Método de Newton e quase-Newton (MNe, MQNe) . . . . . . . .. 16

2.6.2 Método de Levenberg-Marquardt MLM) . . . ... ... ... .. 18

2.6.3 Método do Gradiente Conjugado (MGC) . . . ... ... ... .. 18

2.6.4 Recozimento Simulado (SA) . . . . ... ... ... .. ...... 19

2.6.5 Algoritmo Genético Epidémico (EGA) . . . ... ... ... ... 20

2.6.6  Otimizagdo por Colonia de Formigas (ACO) . . .. ... ... .. 22

2.7 Meétodo Variacional . . . . . . ... oo 23
2.8 Redes Neurais Artificiais (RNA) . . . . . . ... ... ... ... ..... 26
2.8.1  Perceptron de Mdltiplas Camadas (PMC) . . . .. ... ... ... 26

2.8.2 FuncaodeBaseRadial (FBR) . . . ... ... ........... 27

3 Problemas Inversos em Ciéncia Espacial 29
3.1 [Inversdo Magneto-teldrica . . . . . ... ... ... ... ......... 29
3.1.1 Formulagao do Modelo Direto . . . . . ... ... ......... 29

3.1.2  Formulacdo do Problema Inverso . . . . . ... .. ... ..... 32

3.1.3 Resultados Numéricos . . . . . . .. ... .. ... ... ..... 34

3.2 Outras Aplicagdes de Entropiade AltaOrdem . . . . . ... ... ... .. 36

4 Problemas Inversos em Engenharia Espacial 37
4.1 Detecgdo de Danos na Estagdo Espacial Internacional (EEI) . . . . . . . .. 38
42 ModeloDireto. . . . . ... L 39
43 AndliseInversa . . . .. ... 40
43.1 OProblemade Sensitividade . . . . . ... ... .......... 40

4.3.2 O Problema Adjunto e a Equa¢do do Gradiente . . . . .. ... .. 41



4.3.3 O Método do Gradiente Conjugado . . . . . ... ......... 42

4.3.4 O Critério de Parada: Principio da Discrepancia . . . . . . ... .. 42
4.3.5 Algoritmo Genético Epidémico . . . . ... ... ... ... ... 43
4.4  Detecgao de Danos: Resultados Numéricos . . . . . ... ... ... ... 43
Problemas Inversos em Aplicacoes Espaciais 51
5.1 Meteorologia: Estimagdo de Temperatura Atmosférica com dados de satélite 52
5.1.1 Inversdo com Regularizagdo . . . . .. ... ... ......... 54
5.1.2  Inversdo por Redes Neurais Artificiais . . . . . ... ... ..... 54
5.2 Oceanografia: Propriedades Oticas . . . . . . ... ............. 56
521 OMEtodo LTSN . . . o oot 58
5.2.2 Identificacio Multi-espectral de Propriedades Oticas . . . . . . . . 60
Consideracdes Finais 67
Conceitos e Propriedades Matematicas 69
A.1 Conceitos Preliminares . . . . ... ... ... ... ... ... .. ... 69
A.2 A Alternativade Fredholm . . . ... ... ... ... ... ........ 71
A.3 Operadores Compactos . . . . . . . .o v v vttt 72
A.4 Espectro de Operadores Compactos . . . . . . . .. .. ... ... .... 72
Termo-estatistica Nao Extensiva: Propriedades 75
B.1 Definigdes . . . . . . . .. 75
B.2 Propriedades . ... ... ... ... 75

Bibliografia 77






xii



Prefacio

Estas notas foram elaboradas através de versdes mais reduzidas de mini-cursos ministrados
em encontros cientificos e por 2 anos consecutivos foram temas na Escola de Verdo em
Computagao Aplicada (ELAC), promovida e patrocinada pelo Laboratério Associado de
Computacio e Matematica Aplicada (LABAC) do Instituto Nacional de Pesquisas Espaci-
ais (INPE) — parte dos slides do mini-curso Problemas Inversos: Conceitos Bdsicos e Apli-
cagoes, apresentado durante o IV Encontro de Modelagem Computacional do IPRJ/EURJ
em 2001, estd disponivel na internet: www.lac.inpe.br/~haroldo/scip.html (ver
também: referéncia [14]).

Este minicurso é dividido em 2 partes. Primeiramente, descricdo de técnicas gerais
para a soluc@o de problemas inversos. como o método de regularizagio, onde vdrios ope-
radores sdo introduzidos: regularizadores de Tikhonov e de entropia — e variantes recentes:
entropia de alta ordem e entropia nao-extensiva, apresentando o teorema da unificagao da
regularizagdo baseado no principio da médxima entropia ndo extensiva. Métodos para o
célculo do pardmetro de regularizacdo sdo apresentados, bem como uma generaliza¢do do
principio da discrepancia de Morozov. Outras técnicas de inversdo sdo também descritas:
método variacional e redes neurais artificiais.

Quando o problema inverso é formulado como um problema de otimizacdo, hd varias
técnicas para solugdo do problema sdo apresentadas no texto, baseadas em técnicas deter-
ministicas, estocasticas e hibridas.

A segunda parte do minicurso estard voltada a aplicacoes.

As metodologias de inversdo sao aplicadas em problemas da pesquisa espacial. Ha
quadro pilares que compdem a drea espacial: ciéncia espacial, engenharia ou tecnologia
espacial, aplicacdes espaciais e medicina espacial. Os exemplos trabalhados no minicurso
se situam nos 3 primeiros ramos da drea espacial, que se constituem os campos de atuacdo
do INPE.

Ha viarios anos se estabeleceu no LABAC-INPE um grupo de problemas inversos. Ti-
vemos o apoio da FAPESP, via projeto temadtico: [terative Approaches to Inverse Problems
with an Emphasis on Evolutionary Algorithms (Proc. 1996/07200-8). A area espacial tem
grande demanda em problemas inversos, que foram e sdo grandes desafios cientificos e
tecnoldgicos.

O objetivo do minicurso é apresentar um conjunto de metodologias e mostrar, através
de problemas praticos, como estas técnicas podem ser empregadas em problemas reais que
respondem a desafios cientificos. As aplicagdes sdo todas da area espacial, mas as técnicas
de inversdao podem ser empregadas em aplicacdes de outras areas.

Sédo José dos Campos, 07 de maio de 2008.

Haroldo F. de Campos Velho
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Capitulo 1

Introducao

A ciéncia tem um duplo papel: responder a necessidades do ser humano e da sociedade;
desenvolver e organizar o conhecimento. Entender os fendmenos naturais e culturais é o
desafio da ciéncia. E hoje um consenso que as aplicacdes da ciéncia é aspecto essencial
para o desenvolvimento da sociedade. Osvaldo Cruz, um dos nomes mais importantes
da ciéncia brasileira, se pronunciava da seguinte maneira: Meditai se so as nagées fortes
podem fazer ciéncia ou se é a ciéncia que as torna fortes.

Parte do conhecimento cientifico € o estudo de problemas diretos e de problemas inver-
sos. Como a teoria geral de problemas inversos se estabeleu muito recentemente, ¢ natural
termos uma idéia mais precisa do seja o problema direto.

Observamos a luz e nos perguntamos: o que € a luz? Como se propaga? Ou ainda,
como se dd o deslocamento de uma onda no mar, ou como se processa a dindmica das
orbitas dos corpos celestes? Tentar dar respostas a questdes como estas € o desafio da
ciéncia. Um marco histdrio na ciéncia foi a edi¢ao do livro de Isaac Newton: Principios
Matematicos de Filosofia Natural (o texto foi escrito em latim: Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, e a la. edigcdo data de 1687 — na verdade, s@o 3 livros: Livro
I: Do Movimento dos Corpos, Livro 1I: Do Movimento dos Corpos aos quais é oferecida
Resisténcia na Razdo da Velocidade, Livro 1II: Do Sistema do Mundo). Ha uma tradua-
¢do para o portugués do Principia [62]. Newton muda, ou consolida, para sempre muitos
aspectos do pensamento cientifico. Uma delas tem conseqiiéncia direta para a fisica: dife-
rentemente do que propunha Aristételes, a fisica para o planeta Terra, ndo difere da fisica
para os corpos celestes. Mais ainda, as ciéncias naturais devem ser quantitativas, isto ¢,
as quantidades envolvidas se relacionam de acordo com relagcdes matematicas. Através do
desenvolvimento do célculo diferencial e integal (em que Newton teve papel fundamental),
as relagdes quantitativas se expressam em equagdes diferenciais e integrais.

Assim, houve um longo desenvolvimento até que pudessemos descrever, com relativa
precisao, as equagdes (diferenciais) da dinamica dos fluidos, por exemplo, para finalmente
entendermos qualitativamente e quantitativamente o deslocamento de uma onda no mar.
Deste modo, a descricdo das equagdes matemadticas, propriedades do material (equacgdes
constitutivas) e as condi¢des inicias e de contorno, constitui o que chamamos de Problema
Direto.

Mas, o que é um Problema Inverso?

E atribuido a Oleg Mikailivitch Alifanov, importante pesquisador russo na drea de
problemas inversos (PI), a afirmagdo: a solugdo de um problema inverso consiste em
determinar causas baseado na observagdo dos seus efeitos (citagdo disponina internet:
www.me.ua.edu/inverse/whatis.html).

A distin¢@o entre o que seja um problema direto ou inverso para um dado fendomeno,
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modelo direto

modelo inverso

M: Espago de parametros (modelos) D: Espaco de dados (observacgoes)

Figura 1.1: Representagdo de problema direto (M) x problema inverso (D).

estd ligada a nossa cultura, isto €, trata-se do que se interpreta como causa e efeito!

Do ponto de vista pratico, convenciona-se chamar problema direto aquele em que o
estudo antecedeu-se historicamente. Tal ambigiiidade (em relacdo ao par: direto/inverso),
pode ser exemplificada do seguinte modo, se 0 modelo matemdtico € expresso por A(u) =
f, o modelo inverso pode ser representado por: A~1(f) = u. Por outro lado, definindo-se
B = A~1, o par problema direto-inverso torna-se: B(f) = v = B~'(u) = f! Mais
adiante no texto, vamos notar que nem sempre a operagdo inversa como descrita aqui é
possivel.

Como se percebe, a propria definicdo de PI pode apresentar controvérsias. Entretanto,
neste texto, a observacao de Oleg M. Alifanov é a base para a conceituacdo de PI. Uma
defini¢do, bem como classificacdes de PI, € apresentada na préxima secdo.

1.1 Problemas Inversos: Conceito e Classificacao

Considera-se o astrofisico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian (para mais in-
formacdes sobre este cientista consulte o sitio na internet:
http://www.physastro.sonoma.edu/BruceMedalists/Ambartsumian/)

como aquele que cunhou a expressao problema inverso (PI). Uma defini¢ao bastante abran-
gente, porém, é apresentada no livro de Engl et al. [44]: “Resolver um problema inverso
é determinar causas desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Note-
se que a area de projeto 6timo ou projeto inverso (inverse design) também estd incluida
nesta definicdo. Em geral, as observagdes sao imprecisas (dados contaminados com ruidos
ou erros experimentais) e incompletas. Diferentemente, problemas diretos requerem um
conhecimento completo e preciso das causas para a determinagdo dos efeitos.

A Figura 1.1 mostra de maneira pictdrica a relacdo entre problema direto e inverso.
Causas, num modelo matematico, sdo as condic€s iniciais e de contorno, termo de fon-
tes/sumidouro e propriedades do sistema (material). Efeitos sdo as propriedades calculadas
a partir de um modelo matematico (direto), como o campo de temperatura, concentragao
de particulas, corrente elétrica e propriedades vetoriais, como campo de velocidade.

Para a classificacdo de problemas inversos, o tipo de causa a ser determinada pode ser
usado para classificar um PI. Contudo, outras classificagdes sdo possiveis:
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1. Quanto a natureza matemdtica do método: Explicito (inversao direta),
Implicito;

2. Quanto a natureza estatistica do método: Determinista,
Estocastico;

3. Quanto a natureza da propriedade estimada: Condi¢do inicial,
Condicao de contorno,
Termo de fonte/sumidouro,
Propriedades do sistema;

4. Quanto a natureza da solu¢do (Beck): Estimagdo de parametros,
Estimacao de fun¢do;

5. Quanto a natureza da dimensao do problema (Silva Neto e Moura Neto):
Tipo-1 (PDf e PIf),
Tipo-2 (PDoo e PIf),
Tipo-3 (PDoo e Ploo),
Tipo-4 (PDf e Ploco),

Nota-se que, a classificacdo dos itens 1 e 2 estdo ligada aos métodos de solucao do PI.
No item 3, como jd mencioando, tipifica-se o problema inverso pela causa a ser determi-
nada. A classifica¢d do item 4 foi sugerida pelo prof. James V. Beck. Ao que parece,
o autor desta classificagdo tinha em mente como estimativa de fun¢do a nocdo de fun-
¢do continua, desta forma a determinacgdo de coeficientes c;, da expansido de uma funcao
f(t) = > ¢k dr(t) caracterizar-se-ia como estimagdo de pardmetros e ndo como esti-
magao de funcdo. Por outro lado, estimar propriedades caracteristicas e constantes de um
sistema (como a condutividade térmica k de um material, ou a intensidade S de uma fonte
pontual de calor estaciondria), ¢ um problema de estimagdo de pardmetros. Num caso, o
vetor de pardmetros desconhecidos € X = [c1 ¢z ... cn]¥, noutro caso X = [k, S]7. Um
caso distinto € estimar uma fungdo amostrada: f(t;) = f; (i =1, 2,..., N), nesse caso:
X=[fifo... fin|T.

A classificacao indicada no item 5 foi proposta recentemente [ 135] e estd baseada na di-
mensao do modelo do fendmeno fisico (problema direto: PD) e na dimenséao da quantidade
a ser estimada (problema inverso: PI) se finita (f) ou infinita (co0): a expressdo dimensao
infinita estd ligada ao conceito de funcdo continua (ou continua por partes): esta classifi-
cado, entretanto, nao ¢ uma idéia de exclusdo. Problemas inversos do tipo reconstrucao
de imagens sdo exemplos de PI do Tipo-1, estimac@o de parametros pode ser classificada
como do Tipo-2 ou Tipo-3, enquanto estimagao de fun¢do continua é sempre um problema
do Tipo-3.

E pertinente se fazer um comentdrio sobre o caso de estimagdo de funcdo. Pode-se
querer estimar a fung¢do, ela mesma, ou quando a fun¢@o € obtida por uma expansao. Os
dois casos de uma funcao real sdo listados a seguir:

o0
caso-l: f(r) =Y e nla);
k=0
caso-2: f(z) com z € [0, 1].
Tanto no caso-1 como no caso-2, ter-se-a infinitos valores para se identificar. Entretando,

no caso-1, os valores {c; } 72, formam um conjunto enumeravel, enquanto que no caso-2,
a quantidade de valores a serem identificados formam um conjunto ndo enumardvel. Em
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ambos 0s casos, sdo conjuntos com uma quantidade infinita de elemenos, mas a cardina-
lidade destes dois conjuntos sdo diferentes. Conjuntos enumeraveis (onde é possivel de
alguma forma uma associa¢do com os niimeros naturais), com uma quantidade infinita de
elementos, tem cardinalidade Ny. O caso-2 é um exemplo de conjunto ndo enumeravel, que
tem cardinalidade ¢ = 2%°. George Cantor provou que X # 2% [81]. Desta forma, um
problema de identificagdo de pardmetros nunca € similar a um problema de identificagdo
de funcéo continua.

Matematicamente, problemas inversos pertencem a classe de problemas malpostos. No
inicio do século XX, o matematico francés Jacques Hadamard definiu um problema mate-
maticamente bem-posto como sendo aquele que cumpre as trés condi¢des abaixo:

(i) a solug@o existe;
(ii) a solugdo € unica;
(iii) a solugdo tem uma dependéncia continua (suave) com os dados de entrada.

Assim, o problema ¢ dito mal-posto se alguma das condicdes acima ndo € satisfeita.
Problemas discretos e finitos sdo chamados mal condicionados, se a condi¢@o (iii) ndo
se cumpre. Em geral, nenhuma das condi¢cdes de Hadamard ¢ satisfeita num problema
inverso!

Exemplos simples podem ser usados para ilustrar os conceitos acima. Por exemplo,
considere a solugdo da equagdo do lo. grau:

20 —4=0. (1.1.1)
O problema (direto) algébrico acima tem solucio tdnica: & = 2. O problema algbrico
inverso

ar+b=0 (1.1.2)

com x = 2, ndo apresenta solucdo unica. O problema de estabilidade é exemplificado por
uma equacao algébrica do 2o. grau:

ar’ = 224+1=0 (1.1.3)

o qual para @ = 1, possui as seguintes solugdes: ;1 = x2 = 1. Introduzindo um erro de 1%
no coeficiente a, isto é, a = 1,01 - a solugdo da Eq. (1.1.3) torna-se: x; » = 1+£0, 14, sendo
7 a unidade dos nimeros imaginarios. Ou seja, uma variacio de 1% (ruido) no coeficiente
a, faz com que a Eq. (1.1.3) ndo tenha mais solu¢@o no campo dos niimeros reais.

Os exemplos acima sdo simples, mas servem para ilustrar que problemas malpostos
sdo muito freqiientes. Contudo, Hadamard acreditava que fendmenos naturais (problemas
da fisica) sempre se configuram como problemas bem-postos. Nos seus estudos sobre
equagdes diferenciais, esta convicgdo foi desenvolvida (por vezes problemas malpostos
eram identificados com formula¢des que violavam as leis da termo-dindmica). Embora
tenha apresentado exemplos de problemas malpostos, Hadamard afirmou que um modelo
matematico para um fendmeno fisico deve ser bem posto [55, 56].

A convic¢do de Hadamard impregnou por décadas a comunidade matemdtica. Desta
forma, os matematicos para ajudar as outras comunidades cientificas, passaram a investigar
tenazmente as duas primeiras propriedades de um problema bem-posto

Seja como for, na metade do século XX ficou evidente que problemas malpostos sao
problemas comumente encontrados em aplica¢des da ciéncia e da tecnologia.

Mesmo sendo uma drea em franco desenvolvimento, PI ¢ um capitulo relativamente re-
cente na ciéncia. Ha legitimos PI que ndo eram reconhecidos como tais. Contudo, existem
vérias outras dreas da ciéncia que estao correlacionadas com esta nova area, seja pela natu-
reza do objetivo de estudo, seja do ponto de vista metodoldgico. A lista a seguir apresenta
areas correlatas aos PI (esta lista nao pretende ser completa):
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- Identificacdo de sistemas;

- Controle 6timo em sistemas estocasticos;

- Algebra linear computacional em problemas de posto incompleto;
- Processamento de imagens;

- Teoria de filtragem;

- Assimilag@o/iniciacao de dados;

- Teoria da estimacao.

Porque PI emergiram como uma nova drea da ciéncia? Devido a sua importéncia cien-
tifica, econdmica, social e mesmo politica.

Por exemplo, ondas de som constituem um dos resultados mais significativos a partir de
mapas da radiagdo césmica de fundo em microondas [64], ou RCFM, sendo uma previsSo
de modelos de instabilidade gravitacional da teoria da relatividade geral. Mapa de RCFM
¢ um modelo matemadtico, onde o padrdo de flutuagdes de temperatura é dado por uma ex-
pansdo em harmonicos esféricos. Outro exemplo, o telescépio espacial Hubble levou cerca
de 10 anos para ser construido e custou 4,7 bilhdes de délares': depois de seu lancamento,
notou-se que as imagens produzidas nao tinham a nitidez desejada (projetada). O problema
apresentado na fabricacdo das lentes do telescopio foi solucionado por software (métodos
matemadticos de PI [57]). Centenas de exemplos podem ser citados, mas ndo se pode deixar
de citar a revolu¢ao na medicina (e na sociedade) desde a introducdo da tomografia com-
putadorizada [71, 100, 155], um cldssico problema inverso. Para finalizar, lembramos a
discussdo sobre o aquecimento global: a metodologia de problemas inversos € até agora o
unico procedimento para identificar o ciclo bio-geo-quimico dos gases do efeito estufa [72]
— este tema tem despertado uma discussao mundial sobre o aquecimemto global de efeito
antrépico.

1.2 Condicao Inicial em Conducao de Calor

Aqui serd tratado o problema de determinar a condicao inicial de um problema de linear de
conducao de calor numa barra isotrépica e homogénea, sem fontes internas e considerando-
se condi¢cdes de contorno do tipo Neumann homogénea. O problema é formulado matema-
ticamente como:

00 0%0
—=k—, 7>0, z,€(0,L) (1.2.4)
or ox?
com as condi¢des iniciais e de contorno:
(C]
O(7,zL)|r=0 = f(z1) ; ﬁzo, emz;, =0, 2, =1L. (1.2.5)
'L

Na equag@o acima, num meio isotropico e homogéneo, a condutividade térmica % é cons-
tante e definindo: = 2z, /L, T = ©/60g et = kr/L? a Eq. (1.2.4) torna-se adimensio-
nal [97].

ICusto original estimado em US$ 400 milhdes, mas o custo total foi estimado em US$ 4,7 bilhdes até o tempo
do langamento. O custo cumulativo foi estimado em cerca de US$ 10 bilhdes em 2010, em 20 anos de operagdo
— fonte: Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/Hubble_Space_Telescope)



6 Introdugao

Desta forma, o problema teste considerado neste texto € o seguinte problema evolutivo
de conducio do calor numa barra com condi¢des de contorno adiabaticas:

or o0’T _

5T o t>0, 2€Q=(0,1)

or

— = R T = =1, 1.2.

e 0, t>0,z=0,z , (1.2.6)
T(z,0) = f(x), =z€l0,1].

A solugdo do problema direto para uma dada condigdo inicial f(z) é obtida explicita-
mente usando separagdo de varidveis [106], para (z,t) € [0,1] x R*:

1

400 )
T(I7t) = Z 67Bmt W

) X (B ) /Q X (B, ') f(a)da' (1.2.7)

m=0

onde X (f3,,, ) sdo as auto-fungdes associadas ao problema, f3,, os auto-valores e N (3,,)
representa a normalizacdo da integral (ou a norma [106]). Para as condig¢des de contorno
do problema, tem-se:

X(Bm,x) = cos(Bm ), param € NU {0}
ﬁnl

1
N(Bn) = /O X2(By, ) d .

mT

A Eq. (1.2.7) pode ser escrita numa formulagao integral:
1
T(x,t) = / K(z,2',t)f(z)da’ , (1.2.8)
Jo

onde o niicleo K (z,2’,t) é definido por:

+o0
Koo/ t)= Y e fht N(,lB 5 X () X () (12.9)
m=0 m

A representa¢@o acima requer que a temperatura inicial f(z) seja uma fun¢do limitada
satisfazendo as condigdes de contorno no intervalo [0, 1] [20].

Se a temperatura T'(x, t) é conhecida para um tempo ¢ = 7 e usando a ortogonalidade
das fungdes X (., ) a condi¢do inicial pode ser obtida analiticamente.

Teorema 1.1. Se a temperatura T (z,t) é conhecida para um tempo T > 0 sobre todo o
dominio espacial x € (0,1), entdo a temperatura inicial f(z) é dada por

S X 1X NT(! 7) da’ 1.2.10
f(x)_m;)m (5m,x)/0 (B, ') T(x', 7) da’ . (1.2.10)

Prova: (7 > 0) A solugdo do problema direto é expressa como

T(x,7) =Y emX (B, w)e Pn7 (1.2.11)
m=0
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Multiplicando a Eq. (1.2.11) por X (8, ) e integrando sobre o domino espacial, obtém-se

1
/ T([E’,T)X(Bk,fﬂ’)dx, = Z Cm€ BT X Blﬁ ﬂTTM )
0

0
= ckefﬁkTN(ﬁk) .
Consequentemente, os coeficientes sdo calculados como

BT

ckzm/o T(z',7)X (B, 2" )dz" . (1.2.12)

Aplicando a condicdo inicial (¢ = 0) e a expresao (1.2.12), obtém-se

fl@) = Zcm (B )
m=0
= mZOe’F Bm X (Bns ) / X(Bo 2T, )’ . O

Para festar o resultado do teorema 1.1, podemos ir a um laboradrio, instrumentar uma
barra metdlica (isto é, inserir sensores ao longo da barra para medir a temperatura em varios
pontos) isolada nas extremidades e usar a férmula:

f(z) = Z 652

m=0

1
X(ﬁm,x) /0 X (B, )00 (2, 7)d’ (1.2.13)

onde a temperatura medida (x, 7) difere da temperatura verdadeira 7'(z;, 7) somente por
um pequeno erro experimental

0°(2,7) =T(2,7)+6 . (1.2.14)

Pode-se considerar que o desvio aleatério ¢ seja de no maximo 1%. O resultado da inverséo
sob estas condigdes € mostrada na figura 1.2 (ver também [124]). Fica claro que o resultado
da inversdo analitica ndo funcionou. A razdo é que este problema inverso viola a 3a.
condi¢@o de Hadamard.

Empregando o resultado do teorema 1.1, pode-se mostrar que o problema de determinar
a condicao inicial é mal-posto [96, 97].

Teorema 1.2. O problema de determinar a condigao inicial f, onde (f,T) € L2([0,1]) x
L5([0,1]), ndo depende continuamente (na métrica-Lo) sobre os dados T (temperatura
transiente), isto é, o problema é mal-posto no sentido de Hadamard, visto que a exigéncia
de estabilidade ndo ¢ satisfeita.

Prova: Considere duas condi¢des iniciais f1, fo € Lo([0,1]) tal que fo(z) = fi(z) +
CX(Bn,x),com C € R —{0} e n € N. Assuma que a correspondente solugdo transiente
(para um 7 > 0 fixo) sdo respectivamente os perfis 7 (z,7), To(x, 7). Pela linearidade,
ver Eq. (1.2.7), tem-se que

652

To(z,7) = (z, T)+ZWW/ CX (Bn, 2" )X (B, z")dx'

= Ti(z,7)+ Ce_ﬂszX(ﬂn, x)
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2 T T T T

—— Funcao original
—— Funcao recuperada
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Figura 1.2: Solugao calculada com a expressao (1.2.13).

Consequentemente, a diferenca entre 7' (x, 7) e T (z, 7) é dada por
1
12~ T3 3= [ (Tatar) = Ta(o, )P do = CPe 57N (5,)
0

Entéo, para qualquer nimero C, a quantidade || 7> — T} ||2 pode ser feita arbitrariamente
pequena, pela escolha de n sufficientemente grande.

Analogamente, avaliando-se a diferenga entre f; e fo na métrica-Lo com C' # 0,
obtém-se

1
| fa— f1ll3= / C%2X2%(By,x)dx = C2N(B,) = constante > 0.
Jo

Consequentemente, com discrepancias arbitrariamente pequenas entre 73 e T, pode-se
escolher n e C' de tal modo que a discrepancia entre as solu¢des inversas correspondentes
(f1 e f2) pode ser arbitrdria, isto é:

H T1 — TQ Hg‘) 0., mas : || fl — f2 Hﬁ‘—> 0. O

O resultado ndo surpreende. Uma propriedade conhecida como a alternativa de Fredholm
[45, 76] garante a solucd@o para equagdes integrais do tipo (1.2.8). De forma mais precisa,
a alternativa de Fredholm somente aplica-se quando o operador integral é um operador
compacto. Dito de outra maneira, da teoria de Fredholm, niicleos suaves de equacdes inte-
grais sdo operadores compactos. Tais operadores t&€m um espectro que € um sub-conjunto
finito (inclui o niimero zero) ou infinito (mas contdvel), de nimeros complexos (no dltimo
caso, tem o zero como seu ponto limite). Deste modo, da teoria espectral dos operado-
res compactos, € possivel reconhecer que o operador inverso de Eq. (1.2.8) ird apresentar
singularidades (uma descri¢do mais detalhada ¢ feita no apéndice A).

No préximo capitulo, veremos algumas técnicas para calcular boas inversées, evitando
as singularidades na operagdo de inversao.



Capitulo 2

Técnicas de Inversao

Como ja mencionado, problemas inversos formam um tdpico muito importante na ciéncia
e tecnologia. Desta forma, hd um esforco continuado no desenvolvimento tedrico e de
métodos para encontrar a solugdo desta classe de problemas.

Neste capitulo, técnicas de inversdo usadas nas aplicagdes expostas neste texto sdo aqui
explicitadas. Inicialmente a teoria de regularizagdo é apresentada, formulada como um
problema de otimizacdo com restri¢gdes. Alguns operadores de regulari¢do sao descritos,
bem como o teorema da unificagdo dos operadores de Tikhonov e de entropia. A teoria da
regulariizacdo estd completa com o calculo do parametro de regulari¢do e com métodos de
solucdo do problema de otimizac¢do — quatro técnicas deterministicas e trés estocdsticas sdo
detalhadas.

Por tltimo, duas técnicas de solugdo de problemas inversos sdo descritas: método vari-
acional e de redes neurais artificiais. Dois tipos de redes neurais sdo apresentados: percep-
tron de multiplas camadas (PMC) e fun¢@o de base radial (RBF) — estd também incluida a
rede RBF nao-extensiva, desenvolvida no LABAC-INPE.

2.1 Técnica de Regularizacao

Como visto no capitulo anterior, mesmo tendo sucesso na busca de uma solugdo analica
para um problema inverso (outro problema resolvido explicitamente € a solugdo de Burgraff
para identificacdo de fluxo superficial em problemas de condugdo de calor — ver Beck et
al. [5], pdgina 67), a solucdo inversa pode ndo ser estdvel em relacdo a presenca de ruido
nos dados (efeito de inser¢do de informacao ndo ligada ao fendmeno observado ou efeito
numéricos, como erro de truncamento de uma série ou mesmo o erro de arredondamento).
Assim, mesmo que o problema direto seja bem-posto, com operadores suaves e continuos
(se for um operador de Fredholm com ntcleo de quadrado integravel, por exemplo, implica
num operador compacto), a operagdo inversa nao € continua [53]:

Aw)=f # u=A"1(f).

No caso particular de alguns sistemas lineares indeterminados (com nimero de incog-
nitas inferior ao nimero de equagdes), uma soludo estudada foi a abordagem de minimos
quadrados de norma minima, isto €, existe um termo adicional (a norma do vetor de in-
cognitas) associado ao termo de discrepancia quadrdtica. Isso pode ser generalizado. A
idéia € a seguinte: para resolver problemas malpostos, € necessario fornecer informacao
adicional. Na década de 60, varios pesquisadores também notaram este fato. Nomes como
V. K. Ivanov [67], D. L. Phillips [109] e S. Twomey [153] merecem destaque, mas foi com

9
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problema + informacio _’ problema
malposto a priori bem-posto

realidade

fisica

Figura 2.1: Idéia bésica para solugdo de problemas mal-postos: informagao adicional (a
priori) é incorporada ao problema e o problema modificado (muito similar ao problema
original) € um problema bem-posto!

o trabalho de Andrei Nikolaevich Tikhonov em 1963, o inicio de uma formulacdo geral
para problemas malpostos, chamada teoria ou método de regularizacdo. O prof. Tikhonov
foi um matemdtico proeminente e trabalhou no prestigioso Instituto de Matemadtica Steklov
da Academia Russa de Ciéncias (matematicos como A. N. Krylov, D. K. Faddeev, L. S.
Pontryagin, S. L. Sobolev, A. N. Kolmogorov e A. A. Markov, formam uma pequena lista
de importantes cientistas do mesmo Instituto), tendo trabalhos importantes em topologia,
andlise funcional, matemética computacional e fisica-matematica.

O método da regularizag@o consiste na determinagdo da solugdo aproximada e suave,
compativel com os dados de observagdo, para certo nivel de ruido. A busca da solucao
mais suave (regular)é uma informagao adicional, que transforma o problema malposto num
problema bem-posto (ver Figura 2.1).

Na implementacdo matemdtica do método, o PIé formulado como um problema de
otimizagdo com restri¢des:

LneigHA(u) - f‘SHZ sujeito a Q[u] < p (2.1.1)
onde A(u) = f? representa o modelo direto e Q[u] é o operador de regularizagdo [150].
A técnica dos multiplicadores de Lagrange permite colocar na mesma funcio custo os
objetivos de fidelidade dos parametros com o modelo direto — primeiro termo da expressao
abaixo — e de regularidade (ou, suavidade) — segundo termo da expressao abaixo - exigida
da quantidade desconhecida:

gleilljl {HA(U) — j‘;H; + a(l[u]} (2.1.2)
onde « € o parametro de regularizacio. Note que, para « — 0, o termo de fidelidade dos
dados na fung@o objetivoé superestimado, enquanto que para o« — oo toda a informagao
contida no modelo matemadtico é perdida.

Uma defini¢do mais formal considera-se a aplicacdo A(u) = f entre espagos normados
U e F, onde um operador inverso modificado aproxima-se da operacao de inversdao, mas
resolve a inversdo de modo estavel [53, 97].

Definicao 2.1. Familia de operadores de regularizacdo: Uma familia de operadores
continuos R, : ' — U é chamada um esquema de regulariza¢do para a operagdo inversa
de: A(u) = f, quando

iigh R {A(u)} =u (2.1.3)
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paraw € U e « é o parametro de regularizagdo.

A expressdo (2.1.2) mostra uma implementagdo pratica para a defini¢ao 2.1. Porém
para completar a teoria é necessario indicar o operador de regularizacdo e como calcular
o pardmetro de regularizacdo (a). Vdrios tipos de operadores de regulariza¢do tém sido
investigados desde o trabalho dos pioneiros na drea. Aqui somente serdo comentadas trés
classes destes operadores de regularizacao.

Técnicas estatisticas para resolver problemas inversos em geral se baseiam na regra
de Bayes, onde a funcdo de distribui¢do de probabilidade a posteriori é obtida a partir do
produto de uma uma fun¢ao de maxima verossimilhanca (¢ a distribuicdo da discrepancia
entre os dados de medida e os dados computados pelo modelo matemadtico) e de uma dis-
tribui¢do probabilidades a priori do vetor de pardmetros desconhecidos [149]. Sob certas
circunstancias (hipdtese de ditribui¢des gaussianas e discrepancia avaliada pelo quadrado
da norma-2) o resultado da estimacao por médxima verossimilhanca produz resultado equi-
valente ao resultado obtido com regulariza¢ao de Tikhonov de ordem-zero — ver Se¢do 1.10
de [8] e [102].

2.2 Regularizacao de Tikhonov

Aqui o operador de regularizagdo é expresso por:
P

Q) =Y ™3 (2.2.4)
k=0

onde u®) denota a k-ésima derivada (difereng) e 1, > 0. Em geral, k = dj; (delta de
Kronecker), e o operador torna-se

Ofu] = [lu™|3 2.2.5)

e a técnica é chamada de regularizacdo de Tikhonov de ordem-k. O efeito da regulari-
zacao de Tikhonov-0 é reduzir oscilagdes na funcdo u (busca por fungdes suaves, neste
caso u(® = y ~ 0). J4 na regularizagdo de la. ordem, toma-se v ~ 0, ou seja, u é
aproximadamente constante.

O problema inverso da Secao 1.2 foi resolvido usando este operador de regularizacao
por Muniz et al. [96].

2.3 Regularizacao Entropica

De maneira similar é técnica de Tikhonov, o método da maxima entropia busca regulari-
dade global, produzindo as reconstru¢des mais suaves de acordo com os dados disponiveis
(medidos).

O principio da maxima entropia foi proposto por Jaynes [68] como um critério geral
de inferéncia, baseado na teoria matemadtica da informagdo de Shannon [127]. A Figura
2.2 mostra diferentes probabilidades num fenomeno em que 8 estados sdo possiveis. A
condicdo de mdxima entropia ocorre quando todos os estados sao igualmente provaveis
(Figura 2.2a), enquanto o estado de minima entropia € ilustrado na Figura 2.2b: todos os
estados t€m probabilidade nula de ocorrer, com exce¢@o de um tnico estado.

Da mesma forma que a regularizacao de Tikhonov, podem ser estabelecidos operadores
de entropia de varias ordens. Uma expressao genérica para regularizacao entropica é:

Ny ()
S(u) = qu log s, , com: s, =

R (2.3.6)
N‘I -~
q=1 Zq:l ()
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t

(2) (b)

Figura 2.2: (a) Mdxima entropia: estados igualmente provaveis, (b) minima entropia: todos
estados tem probabilidade nula de ocorréncia exceto um tnico estado com probabilidade
de 100% de ocorréncia.

valida para o caso discreto, onde u = [uy ug ... uq ... qu]T. Neste contexto, diferentes
ordens do operador podem ser consideradas [12, 13, 114, 115]:

Uqg parak =0
Ty =1 Ugr1 — Ug + (Umax — Umin) + S parak =1 (2.3.7)
Ugt1 — 2Uq + Ug—1 + 2(Umax — Umin) + ¢ Pparak =2
onde r,(lk) representa a k-ésima diferenca (derivada) da quantidade a ser estimada. A funcao
de entropia atinge seu valor maximo, Smax = log(N,), quando a fungéo de densidade de
probabilidade é uniforme, e tem seu valor minimo, Spi, = 0, se os valores de r, estiverem
distribuidos por uma delta de Dirac (ou delta de Kronecker, no caso discreto) [98].

Em termidindmica macrocéspica, a entropia ¢ uma maneira de se quantificar a irrever-
sibilidade nos sistemas e a entropia tem um papel central na fisica estatistica. A entropia
de Shannon é uma medida da informacao perdida. No contexto de problemas inversos, ela
& uma entropyia de forma.

O problema inverso da Se¢@o 1.2 foi resolvido usando regularizagdo entrépica de ordem
zero e de alta ordem [98].

2.4 Regularizaciao por Entropia Nao-Extensiva

Uma formulation ndo extensiva para a entropia foi proposta por Constatino Tsallis [151,
152]. Recentemente, a forma ndo-extensiva da entropia (5,) foi usada como um novo ope-
rador regularizacao [116], usando somente ¢ = 0.5. O parametro ¢ tem um papel central
na thermo-estatistica de Tsallis, em que para ¢ = 1 a entropia Boltzmann-Gibbs-Shannon
¢é recuperada. A entropia de Tsallis inclui como um caso particular a entropia extensiva
(g = 1). Entretanto outro importante case particular da entropia ndo-extensiva ocorre
quando ¢ = 2. Neste caso, o principio da mdxima entropia ndo-extensiva para o operador
de regularizacdo S € equivalente a regularizagdo de Tikhonov [150] (ou regularizagdo de
Tikhonov de ordem-zero). Na proxima secdo este fato sera demonstrado: o Teorema da
Unificagao.

Este novo operator regularizacao foi testado para estimar a condicao inicial do problema
de condugdo do calor descrito na secdo 1.2 [17]. Uma investigacdo para resolver este
problema foi avaliada para vdrios valores de g [17, 128].
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A forma ndo-extensiva da entropia proposta po Tsallis [151] é dada pela expressdo’:

N,

k P

Sop) = =7 |1~ > vl 2.4.8)
=1

onde p; € uma probabilidade e ¢ € um parametro livre (0 pardmetro de ndo-extensividade.
Em termodinamica o paramettro k£ € conhecido com a constante de Boltzmann. Analo-
gamente como na teoria matematica da informagdo, £ = 1 é considerado na teoria de
regularizacdo. A entropia de Tsallis se reduz a forma padrao de Boltzmann-Gibbs-Shanon
no limite ¢ — 1:

N,
Si(p) =~k > piInp;. (2.4.9)
i=1

Para ¢ < 5/3, o teorema central do limite se aplica, implicando que se p; € escrito como
uma soma de N, varidveis aleatdrias independentes, no caso limite /N, — oo, a fun¢io de
densidade de probabilidade para p; no espago de distribuicdes € uma distribuicoes normal
(gaussiana) [152]. Entretanto, para 5/3 < ¢ < 3 o teorema central do limite de Levy-
Gnedenko’s aplica-se, resultando que para M — oo a distribui¢do de Levy é fungdo de
distribui¢do de probabilidade para a varidvel aleatdria p;. O indice de tal distribuigdo de
Levy év=(3—¢q)/(¢— 1) [152].

Tal como na forma extensiva da entropia, a condi¢cdo de equiprobabilidade produz o
maximo para a funcao da entropia ndo-extensiva. Esta condi¢ao € expressa como

1

(50) max = - (Ny77=1) (N, >1) (2.4.10)

onde, no limite N, — 0o, Sy diverge se ¢ < 1 e saturaem 1/(¢ — 1) se ¢ > 1 [152].

A condigio de equiprobabilidade leva a um operador de regularizagio defido por Sy (p),
dado pela Eq. (2.4.8), que ird identificar a solug@o mais suave para o vetor de parametros
desconhecidos p [17, 116].

O problema inverso da Sec@o 1.2 também foi resolvido usando entropia ndo-extensiva
[17].

24.1 Teorema da Unificacdo da Regularizacio

Propriedades de regularizag@o para a entropia emergem do critério de inferencia de Jaynes:
o principio da mdxima entropia, onde todos os estados sdo igualmente provaveis: p; =
1/N,. O seguinte lema extende este resultado para a entropia ndo-extensiva.

Lema 2.1. A fungdo de entropia ndo-extensiva Sq tem um mdximo quando p; = 1/N,
para todo 1.

Prova: O problema ¢é determinar o maximo da fungao (2.4.8) sob a seguinte restricao

NP
> opi=1 2.4.11)
=1

visto que p; representa uma probabilidade. Consequentemente, é possiivel definir uma
fungdo objetivo em que a restricdo acima ¢é adicionada a funcdo nao-extensiva (2.4.8):

NP
J(p) = Se(p) + A [ D _pi—1 (24.12)

i=1

1Ver também Egs. (B.1.1) e (B.1.2) no Apéndice B.
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onde A é o multiplicador de Langrange, que, neste caso, pode ser determinado quando um
minimo para funcao objetivo € calculado como segue:

97 _ 1 q—1 _ _ )‘(‘1—1)ﬁ
S q_l(qp, >+/\_0 =>p1—|: ; 2.4.13)

Este resultado pode ser usado para obter os valores de p;’s que maximizam a fungdo J(p):

e e

1
= pi=or (2.4.14)
P

ou seja, se p; = 1/N,, paratodo i = 1,..., N,, a entropia ndo-extensiva ¢ maxima.
O teorema a seguir unifica os operadores de regularizacdo de Tikhonov e de entropia
extensiva [17].

Teorema 2.1. (Teorema da Unificac@o) Para os valores de ¢ = 1 e ¢ = 2 da entropia ndo
extensiva Sy, o efeito de regularizacdo deste operador é equivalente ao da regularizag¢do
entropica extensiva e de Tikhonov, respectivamente.

Prova: (i) ¢ = 1: Tomando o limite,

N, N, .
lim S,(p) = lim L2zl i Lo s
q—1 q—1 q — 1 g1 q — 1
N, lo Np
=il logpgedlosri
-3 1 = pilogp; 2.4.15)

i=1

(ii) ¢ = 2: Lembrando que max Sy é equivalente a min(—Ss), segue

P
max Sa(p) = max | 1 — pr < min{—S52(p)} = min Zpl -1

agora, para os valores de mdximo (minimo) tem-se VS> = 0, consequentemente
NP
V, 9 (p ZpL —1 =9, | Y0 | =Vallpl (24.16)
i=1
Ou seja, max Sy (p) = min ||p||3: regularizagio de ordem-zero de Tikhonov. []

2.5 Parametro de Regularizacao

Para completar a teoria de regularizagdo, € necessario um método para calcular o pardmetro
« na Eq. (2.1.2). O parametro de regularizacdo realiza o balango entre o termo da dife-
renga quadrdtica entre os dados de observacao e o modelo matemadtico (termo de fidelidade
dos dados) e o termo de regularizacdo (termo de suavidade dos dados). A literatura re-
gistra varios métodos para a determinagdo do multiplicador de Langrange [7]: critério da
discrepancia de Morosov, o método da curva L, validacdo cruzada.
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O critério de Morosov baseia-se no fato de que a diferenca, ou discrepancia, entre os
dados de observagao e os dados do modelo deve ter a mesma magnitude do erro de medida.
Dessa maneira, se ¢ é o erro no processo de medida, a* € a raiz da equagio

{lA@w) = fIP},. =4 (2.5.17)

O critério da discrepancia foi validado para o caso do operador de entropia de alta or-
dem [98] e para a entropia ndo-extensiva de Tsallis [17, 128].

O critério da curva L é um critério geométrico introduzido por Hansen [58]. A idéia
aqui € encontrar o ponto de maxima curvatura da curva construida para o grafico: Q[u,] X
||A(u(,) —f 5‘ Z, que em geral apresenta uma forma tipo-L. Este critério também foi exa-
minado para a regularizagdo com a entropia ndo-extensiva [17, 128].

2.5.1 Principio da discrepancia generalizado

Se as medidas sdo tomadas por um mesmo intrumento e sao indepentes e, ainda, os erros
de medidas podem ser expressos por uma estatistica gaussiana, o principio da discrepancia
pode ser expresso como:

|A(u) = fO)|? ~ N o (2.5.18)

onde N é o niimero de pardmetros a serem estimados e o2

gaussina dos erros de medida (f7).

A hipétese implicitamente assumida € que a distribuicao associada ¢ uma distribuicao
normal, com média zero e desvio padrdo o. Esta € uma hipétese geralmente aceita e estd
embasada num dos teoremas mais fortes da estatistica: o teorema central do limite?.

Como fica o critério se a distribui¢do dos erros aleatérios da medida f forem uma
distribui¢do com o segundo momento estatistico nao definido?

Ha muitas distribui¢des estatisticas importantes que nio tem o segundo momento (a
variancia) definido. Exemplos sdo as distribui¢des de Cauchy e de Lewi. Para casos deste
tipo, uma generalizagdo do critério de Morosov pode ser proposta.

Seja py(x) a distribuigao da varidvel aleatéria d, que estd associada ao erro de medida
da varidvel f:

¢ a variancia da distribuicao

fo=f+r«é (2.5.19)

onde 7 € o erro mdximo. O segundo momento estatistico é definido por:

0=
J—oo

+oo
ol= / 22 p(z)da . (2.5.20)

E sempre possivel normalizar a distribui¢do para fixar o2 = 1, desde que a integral (2.5.20)
convergir. No caso da integral acima divergir (02 — ©0), pode-se redefinir o dominio da
varidvel aleatdria J, denotada por § € p[_gq,q), tal que

d
/ 2?p(z)de =1. (2.5.21)

—d

Assim, para uma distribuicdo normalizada (¢> = 1), o principio da discrepancia é
re-definido como:
|A() = fOII* ~ N, (2.5.22)

20 resultado é o seguinte: Se uma varidvel aleatdria § resulta de uma soma infinita de varidveis aleatérias inde-
pendentes e com momentos estatisticos finitos, a distribui¢do da varidvel aleatéria ¢ é uma distribui¢do gaussiana,
mesmo que as distribui¢cdes das demais varidveis ndo o sejam.
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que sera valido para distribuicdes com segundo momento finito e unitario, ou para dis-
tribuicdes com segundo momento nao definidos, mas com dominios re-definidos pela Eq.
(2.5.21).

Esta forma generalizada do principio da discrepdncia para distribuicdes em que a va-
ridncia ndo € definida, foi testada para a determinac@o de condigdo inicial (problema da
Secdo 1.2), onde os erros de medida eram varidveis aleatérias com distribui¢des de Cau-
chy, ¢t-Student e de Tsallis com ¢ = 1,5 [130]. A generalizacio proposta mostrou-se efetiva
em todos os casos.

2.6 Técnicas de Otimizacao

A solucdo inversa no método de regularizacdo € obtida resolvendo-se o problema de oti-
mizacdo expresso pela Eq. (2.1.2). Ha uma grande variedade de métodos na literatura,
divididos em 2 grandes grupos: métodos deterministicos e métodos estocasticos:

- Deterministicos: maxima descida, método de Newton, quase-Newton, Gradiente
Conjugado, Método de Levenberg-Marquadt, Método Simplex.

- Estocidsticos: Recozimento simulado (SA: Simulated Annealing), Algoritmos genéti-
cos (GA: Genetic Algorithm), busca Tabu, otimizag@o extrema, otimizag¢ao por cold-
nia de formigas (ACO: Ant Colony Optimization), otimiza¢ao por enxame de parti-
culas (SPO: Swarm Particle Optimization).

- Métodos hibridos: Combinam a estratégia de busca global dos métodos estocasticos
com busca local dos métodos deterministas (GAPlex: GA + Simplex, SAPlex: SA +
Simplex, GA-CG: GA + Gradiente Conjugado).

2.6.1 Método de Newton e quase-Newton (MNe, MQNe)

O objetivo de um método de otimizacdo é encontrar o minimo/maximo de uma funcao es-
calar J(X') sendo X um vetor de um espago de dimensdo m (X € R™). Porém, determinar
o minimo da fun¢do J(X') é equivalente a encontrar o ponto X tal que V.J(X) = 0. O gra-
diente de uma fungdo escalar ¢ um vetor. Denotando este gradiente por Q(X) = VJ(X),
a série de Taylor da fungdo vetorial Q(X) é dada por:

QX +AX) = Q(X)+VQ(X) - AX + %V[VQ(X) AX]-AX +O(AX?) (2.6.23)

Realizando truncamento de la. ordem na expressdo acima e adotando-se a aproximagio:
(X + AX) = 0, chega-se a relagdo de recorréncia do método de Newton (AX = Xy 14 —
X k)

X1 = X + [VVI(XR)] L VI(XR) (2.6.24)

Do ponto de vista computacional, a inversa da matriz hessiana da fungéo F(X) ndo é cal-
culada explicitamente, ao invés disso resolve-se o sistema associado de equacdes lineares
e avalia-se sua convergéncia — a precisao ¢ definida previamente por uma quantidade e. De
forma algoritmica, o método de Newton pode ser descrito da seguinte forma:

1. Resolver o sistema linear de equagdes algébricas:

[VVI(Xp)]AX = =VJ(X¢);

2. Atualizar o vetor de pardmetros: X1 = AX + Xy ;
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3. Avaliagdo de convergéncia:

(1 X k1 — Xkl “. Sim: processo finaliza ,
| X k41 ] Nio: retorna ao passo-1 .

Em notacdo indicial, a matriz hessiana (N x NN) é calculada como segue, onde o vetor

de parametros desconhecidos de dimensdo N ¢ denotado por X = [X;, Xa,..., X N]T:
0%J
VVIJ(X)]ii = =———— .
VI (X)L 0X;0X;

O cdlculo da matriz hessiana, em geral, € o processo computacionalmente mais custoso
(pode-se usar técnicas numéricas para o calculo da matriz). Varias estratégias sao propostas
para minimizar o custo computacional, evitando o cdlculo da matriz hessiana. Estes sdo
os métodos quase-Newton, ou ainda, métodos de métrica varidvel, como muitas vezes é
denominado na literatura [82]. O processo implementado na rotina EO4UCF da biblioteca
numérica NAG [43] é o seguinte:

1. Resolver o problema direto para X}, e calcula o valor da func@o objetivo J(X}).
2. Calcular o gradiente por diferengas finitas: V.J(X}).

3. Calcular a aproximacao quase-Newton positiva-definida Hj, para a matriz hessiana

(VVJ):
()" Hy—ywg(u) " Hy—y
Hp1=H —
k1 BE brug (uk)THk.,luk
onde
bk = Xk _Xk—l :AXk
ur = A.](Xk) —AJ(Xk_l) .

4. Calcular a diregdo de busca d* como a solugio do seguinte sub-problema de progra-
magao quadratica:

MMMRMﬂXMTﬁ+;MFmM,

sujeito a: [y — p’; <d, < u}; — p’; .

5. Calcular: X1 = X + 3% d* , onde o passo de comprimento ¥ minimiza J( X+

prdt).
6. Testar a convergéncia: finalizar ou retornar ao Passo 1.

E possivel demonstrar que a solu¢io 6tima do processo acima, converge para solugdo do
método de Newton [82]. Antes de finalizar esta se¢@o, € pertinente informar que o método
de Newton tem uma convergéncia quadratica, porém pode nao convergir, dependendo se
a estimativa inicial X estiver fora de uma regido de convergéncia (regido préxima ao
maximo/minimo). Um método mais robusto em relagdo ¢é escolha da estimativa inicial € o
método da maxima descida, que tem convergéncia linear [82].

O método quase-Newton da rotina EO4UCF (NAG) foi aplicado ao problema de otimi-
zagdo empregando regulariza¢do de Tikhonov, entrépia extensiva e ndo extensiva de vdrias
ordens para o problema inverso da Secdo 1.2 [17, 27, 96, 98].
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2.6.2 Método de Levenberg-Marquardt (MLM)

Conforme mencionado anteriormente, os métodos de Newton e quase-Newton podem apre-
sentar problemas de convergéncia: além disso, a matriz associada no algoritmo de solucao
do método de Newton pode ser singular ou quase singular — que pode apresentar caracte-
risticas de uma matriz singular, devido as aproximagdes numéricas. O método da maxima
descida, por sua vez, além de apresentar uma convergéncia lenta, ndo tem uma estraté-
gia definida para a escolha da primeira estimativa do processo iterativo. Estes problemas
podem ser minorados pelo método de Levenberg [79] e Marquardt [86], que combina as
estratégias de maxima descida com o mftodo de Newton.

Denotando J(X) = A(X) — f°, onde A(.) representa o modelo direto, f? representa
os dados experimentais e @ = AJ (isto é: Q;; = 0J;/0X;) e assumindo a seguinte
aproximacao:

JX+AX)=J(X)+VJ-AX + O(AX?H) ~ J(X)+ QAX
as equacdes normais podem ser escritas como:
QTIX +AX)~ QT [J(X)+QAX] =0,

ou seja:
QTQ)AX =-Q"J.

A idéia do MLM é modificar a matriz do sistema M = Q7'Q, da seguinte maneira:
M — M ; onde: M = M;j + AM;j0;5 . (2.6.25)

Se A € grande (A — 00), os termos da diagonal irdo dominar a expressdo, que € justamente
o método da maxima descida. Quando A ~ 0, o método torna-se similar ao método de
Newton. Assim, a abordagem do MLM atualiza o célculo para os pardmetros desconheci-
dos através da férmula:

X1 =X — [QTQ + M7 QT J . (2.6.26)

onde \j, decai quando a iterag@o avanga: limy_, o, Ay — 0.
A rotina DBCLSF da biblioteca numérica IMSL [42] implementa uma versdo do mé-
todo de Levenberg-Marquardt.

2.6.3 Meétodo do Gradiente Conjugado (MGC)

Ha uma extensa literatura sobre o Método do Gradiente Conjugado, devido a grande pes-
quisa dedicada a esta técnica — € considerada um dos 10 algoritmos mais importantes da
computagao cient 1fica! O emprego de direcdes conjugadas para a busca da solugdo Gtima
¢ utilizado com o objetivo de acelerar a convergéncia do método da maxima descida. Di-
ferentemente do método da méxima descida, que na versdo classica assume passos em
direcdes de busca idénticas a direcdes de busca anteriores, 0 MGC assume outra estratégia,
empregando dire¢des ortogonais conjugadas. Todavia, assim como o método da maxima
descida, o MGC também emprega apenas informagao referente ao gradiente (jacobiano)
da fung¢@o objetivo (ao invés de informagdes da derivada segunda — a hessiana da fungdo
objetivo).

Aqui vamos dar somente a versao algoritmica do método. A dedug@o dos passos do
MGC € bem descrita na literatura especializada [82, 85]. Outra referéncia a ser mencionada
¢ a tese de Chiwiacowsky [31]: além da dedug¢do do MGC, o método variacional € descrito
com detalhes na sua aplicacdo a problemas inversos — o método variacional serd tratado
mais adiante neste texto. Um algoritmo para o MGC pode ser descrito como:
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1. Escolher uma estimativa inicial para X(;
2. Célculo do modelo direto A(X}) e da fungdo objetivo J(X});
3. Calcular o gradiente da fungéo objetivo: V.J(X});

4. Cslculo do coeficiente conjugado (versao Fletcher-Reeves):

k_ _IVI(X0)[3

= (2.6.27)
VI (X5-1)3
5. Cilculo da direcdo de busca:
v | —J(Xk) parak =0
P= { —J(Xy) +~FpFt parak >0 (2.6.28)
6. Realizar uma busca em linha na direcio p* para calcular:
B = ming {J (X}, + Bp*)} ; (2.6.29)

7. Atualize o vetor de pardmetros: X, = Xj + 35 pF;
8. Teste de convergéncia: finaliza ou retorna ao passo-2.

A expressdo gradiente conjugado deriva do fato de que as dire¢des consecutivas de
busca sdo A-ortogonais ou A-conjugadas: (p*~1)T Ap* = 0.

2.6.4 Recozimento Simulado (SA)

Esta técnica foi o primeiro método de otimizacao estocastica inspirado em emular um pro-
cesso natural de otimizacdo de func¢des, no caso, minimizar a energia interna de ligacao
entre atomos de uma rede cristalina. A técnica é muito conhecida pela expressao em in-
glés: Simulated Annealing (SA): é uma meta-heuristica para o problema de otimiza¢io
global. O nome da técnica foi cunhado a partir do processo em metalurgia de aquecimento
e resfriamento controlado de um material para a obtengdo de uma rede cristalina com o
minimo de defeitos — o recozimento (annealing). O aquecimento altera a energia interna
de ligacdo entre os dtomos da rede cristalina, permitindo que o sistema se desloque aleato-
riamente através de estados de energia mais alta (novas configuragdes da rede cristalina); o
resfriamento lento torna o sistema capaz de se acomodar numa configuracdo com energia
interna mais baixa do que a energia inicial, ou seja, numa configuracdo mais estavel (menor
energia) e a rede cristalina sera mais bem estruturada, ou ainda, com menos imperfeigdes.

Em analogia com o processo fisico, no algoritmo SA a energia interna ¢ identificada
como a fung@o objetivo do problema de otimizagdo. Em cada passo a solug@o atual é atu-
alizada, sendo substituida por uma outra solugdo grosseiramente aleatéria, escolhida com
uma probabilidade que depende dos valores da func@o objetivo entre a solugdo anterior e
a solucdo atual e de um parametro global 7" (“temperatura”), que vai gradualmente redu-
zindo seu valor durante o processo iterativo. Quando o parametro 7" é grande, praticamente
qualquer solugdo é permitida, mas, a medida que 7’ se aproxima de zero, somente solu¢des
que reduzam o valor da fungao objetivo sdo consideradas. O estdgio do processo iterativo
que permite solu¢des com valor da fung@o objetivo acima do valor obtido na itera¢do an-
terior torna o método efetivo em evitar estacionar em minimos locais. Outra vantagem do
SA ¢ que neste método nao € necessdrio o cdlculo do gradiente da funglao objetivo, nem a
exigéncia de continuidade da func@o objetivo e de suas derivadas.
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O método foi descrito por Kirkpatrick et al. [73] e é uma adaptagdo do algoritmo de
Metropolis, um método de Monte Carlo empregado em sistemas termodinamicos [89]. O
algoritmo a seguir foi implementado por Press et al. [110]:

1. Definir a temperatura inicial e um conjunto inicial de M solugdes: X' (m =
1,2, ..., M),

2. Cilculo da fungdo objetivo de cada solucdo candidata da iteragdo: J(X}");

3. Escolher novas solucdes candidatas aleatoriamente e recalcular a fung¢@o objetivo
associado (se o valor da fung@o objetivo coincidir em algumas das solu¢des geradas
ou com solugdes candidatas no passo da itera¢@o anterior, escolhem-se outras);

4. Avaliacdo das solucdes candidatas:
(i) Se J(X) < J(XJ*, asolucdo é aceita - caso contrdrio,

(i) Seum valor aleatério rand satisfizer: rand > e=2¥/Tm onde AE = |J(X[")—
J(X )|, asolugdo € aceita;

5. Redugdo da temperatura T Tj,1 = r % T}, (r é o fator de redugdo: |r| < 1);
6. Teste de convergéncia: finaliza ou retorna ao passo-1.

Ha muitas variantes do algoritmo SA: fast SA, very fast SA, simulated re-annealing (ou
SA com ciclos térmicos).

2.6.5 Algoritmo Genético Epidémico (EGA)

Algoritmos genéticos sdo métodos de otimiza¢@o baseados na teoria da evolucdo proposta
por Charles Darwin e Alfred Russel Wallace. Darwin e Wallace coletaram evidéncias para
sua teoria evoluciondria a partir de viagens que ambos fizeram na América do Sul. Darwin
foi o naturalista convidado durante a viagem do navio Beagle, em expedi¢do para mapear
a costa da América do Sul, e Wallace foi um naturalista que viveu na regido Amazonica
por 4 anos. Ambos conceberam o mecanismo da sele¢do natural apds terem lido o livro
de Thomas Malthus: An Essay on the Principle of Population, onde Malthus afirma que a
populag@o humana cresce mais rapido do que a produgdo de alimentos.

A teoria de Darwin-Wallace € a idéia principal da moderna teoria da evolugdo, mas a
proposta original tinha problemas. Por exemplo, ndo estava muito claro com a especiag¢do
funcionava (mais ainda, como ocorriam explosdes de bio-diversidade, como identificado
no periodo Cambriano): também nao estava claro como se davam as pequenas mudangas
entre individuos de uma mesma espécie. Um nome central para a sintese da moderna
teoria evolucionaria é Ernst Mayr. Ele ¢ identificado com o principal responsavel pela
grande sintese, que integra a teoria da hereditariedade de Mendel com a teoria da evolucao
de Darwin-Wallace (e o processo de selecdo natural). A teoria da evolugdo ainda estd
em desenvolvimento. As propostas do equiibrio pontuado e da endo-simbiose sdao dois
exemplos de idéias novas no campo.

Na formulac@o dos algoritmos genéticos (GA: Genetic Algorithm) os procedimentos
sdo concebidos a partir da verdo moderna da teoria da evolugdo — a grande sintese [61]. No
contexto da otimizacdo, a fung@o objetivo (chamada de fungdo de aptiddo) funciona como
o ambiente (0 mecanismo da pressdo evolutiva). Seguindo a selecdo natural, somente os
individuos mais aptos na populacgdo serdo selecionados para serem os pais dos individuos
da nova geracdo. A nova geracdo serd levemente distinta da gera¢@o anterior por uma
variacdo aleatéria em algum ou mais itens do gendtipo.
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Na versao classica de GA, hd 3 operadores fundamentais: (i) sele¢do, (ii) cruzamento,
(iii) mutag@o. Na versdo empregada neste minicurso, um novo operador genético, deno-
minado epidémico, é implementado [27, 88]. O operador epidémico € ativado quando um
ndmero especifico de geragdes é atingido sem alteragdo do melhor individuo (mais apto)
durante algumas iteracdes. Assim, a populagdo € afetada por uma praga e somente os in-
dividuos com melhor aptiddo (um percentual pré-definido de 2% a 10%) irdo sobreviver.
Os individuos extintos serdo substituidos por novos individuos (como imigrantes recém
chegados) gerados aleatoriamente. Assim, dois novos pardmetros sao necessdrios para a
versao do EGA (Epidemic GA): o nimero de geragdes sem melhoria do melhor individuo
para ativar o operador epidémico e a quantidade de individuos que sobreviverdo a praga.

Outro ponto importante na codificagdo do GA cl$ssico é a descri¢@o dos individuos (nd-
meros ou func¢des) em codificacdo bindria. Esta descri¢do permite uma similaridade aparen-
temente mais nitida com o mapa génico de um individuo para as operagdes de cruzamento
e de mutagdo. Assim, o problema era codificado para estrutura bindria e o resultado fi-
nal, decodificado para ntimeros reais decimais. Na verdade, esta codificacao/decodificacao
bindria ndo € necessaria. Ha muitas formas de se aplicarem os operadores genéticos com
ndmeros reais. Aqui sé serd descrito o algoritmo do EGA usado nas aplicagdes espaciais
descritas na proxima se¢ao.

1. Geragdo aleatéria da populagdo de M individuos (possiveis solugdes): X{* (m =
1,2, ..., M);

2. Cilculo da aptiddo (fungdo objetivo) de cada individuo: J(z}");
3. Ativa operador de selecdo (estratégia torneio [27]);

4. Ativa o operador de cruzamento: z, = zf'y! (z; e y; sdo 2 pais selecionados
(24, y;) € X™) e z; um individuo da nova geracdo k + 1, u = 0,25 é o pardmetro
usado para o cruzamento: equivale igual peso para ambos os pais);

5. Ativa operador de mutagao:
gl A + A(k, lsup — z;)  se: digito aletorio bindrio 6 0
T 2 — A(k, 2 — Ling)  se: digito aletério bindrio é 1’

onde: A(k,y) = y[1 — rand~*/N)¥] (rand=nimero aleatério entre [0,1), k é o
passo da iteracdo atual, [V, é o nimero maximo de iteragdes, b = 5);

6. Teste de convergéncia: finaliza ou avalia aplicacdo do operador epidémico — se a
epidemia ndo acontece, retorna ao passo-2.

A estratégia da epidemia tem uma similaridade com a estratégia dos ciclos térmicos (ou
re-anneling) do SA. O EGA € muito similar a implementacido do micro-GA [77]. Cuco et
al. [38] discutem a similaridade entre as duas abordagens (EPA e u-GA) e comparam os
resultados na solucdo de um problema inverso de identificacdo de parametros (constante
de dissociag@o e da concentracdo mdxima adsorvida) em transferéncia de massa com ad-
sor¢do de bio-moléculas em leito de resina. Este trabalho também faz uma avaliacdo do
desempenho da solugdo inversa obtida com o EGA e GEO (Generalized Extreme Optimi-
zation [144]).

O método EPA foi aplicado ao problema de otimizagdo empregando regularizacio de
Tikhonov para o problema inverso da Secao 1.2 [17].
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2.6.6 Otimizacao por Colonia de Formigas (ACO)

A otimizagao por colonia de formigas (ACO: Ant Colony Optimization) ¢ um método que
emprega uma meta-heuristica baseada no comportamento coletivo de formigas escolhendo
um caminho entre o ninho e uma fonte de alimento [41]. Nota-se que o trajeto estabele-
cido pela maioria das formigas ¢ o menor caminho entre o ninho e o alimento. Assim,
ao se emular artificialmente este comportamento das formigas, ter-se-4 um método para
otimizacao de funcdes.

Cada formiga marca seu caminho depositando uma quantidade de ferormdnio em tal
caminho, estabelecendo uma comunicagdo quimica precebida por outras formigas. A
Figura 2.3 ilustra o comportamento mencionado, onde a maior parte das formigas (Fi-
gura 2.3c) escolhe o caminho mais curto. No método ACO, vdrias geracdes sao produzi-
das. Para cada gerag@o, uma quantidade fixa de formigas (n,) € avaliada. Cada formiga
estd associada a um caminho possivel e este caminho representa uma solugdo candidata.
Cada formiga é gerada a partir destes caminhos.
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Figura 2.3: Formigas ultrapassando um obstaculo (adaptada de [41]).

Quando a estratégia ACO é empregada para identificar uma fun¢do continua f(x), ini-

cialmente adota-se a seguinte parti¢do: f, = fmin + 7% A (r =0, 1, ..., n,), onde
A¢ = | fmax — fmin|/7s, fmax/min = max/min |f(z)|. A varidvel z € [a, b] é entdo dis-
cretizada: vy = a+sxAx (s =0, 1, ..., np), com Az = |b—a|/n,. Os caminhos serdo

constituidos pela poligonal que une os pontos escolhidos aleatoriamente entre os nodos 7
da parti¢do f, no nivel x5 (um grafo unindo pontos na matriz n, x n,). Cada solugdo é
entdo expressa por uma ns-upla [, j].

Uma matriz de ferormoénio T € definida com dimensdo ng X n,. Para cada geracao,
todas as formigas (solucdes candidatas) sdo avaliadas por meio da func@o objetivo e a
melhor formiga é marca com ferormonio o seu caminho - na verdade o valor dos elementos
correspondentes a esta ng-upla na matriz 7;; € magnificado. Denotando por p a taxa de
decaimento do ferormdnio, a quantidade de ferormonio 7;; para a geracdo k € dada por

Tij(k) =1 —p)Tij(k—1), para:k =1, 2, ...,my (2.6.30)

onde m;; é o nimero maximo de iteragdes e a quantidade inicial de ferorménio em k = 0
¢ calculada por [10]
1

=g

A probabilidade de um dado caminho [i, j] ser escolhido para cada gera¢do de formigas é

T,;(0) = T, (2.6.31)
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dada por

oy (k) (i (k)]7]
Pisth) = S= T o1 bR}

onde [ € [1,n,] e n;; é a visibilidade/custo para cada caminho (este conceito associa-se ao
problema do caixeiro viajante). Os pardmetros « e /3 sdo escolhidos de forma a estabelecer
um limiar entre ferormdnio e visibilidade. Nos problemas trabalhados usou-se &« = 1 e
£ = 0. Fixando-se um valor ¢, € gerado um nimero aleatério rand e comparado com .
Se rand > qo entdo o caminho escolhido € o de maior probabilidade P;;. Caso contrdrio,

(2.6.32)

serd escolhido o caminho (i, j*) cuja a probabilidade cumulativa Zj:l Pi; > ro.
Apds este processamento, a formigas sdo avaliadas e no caminho de menor custo
(4, 7)min € depositada uma quantidade adicional de ferormonio:

Ttijyin (6) = Tyigy i (k) + To - (2.6.33)

ACO com Regularizac¢io Intrinseca

Uma informacao a priori assumida em problemas inversos é impor uma certa suavidade na
solug@o. Deste modo, apds se produzir uma geragao de formigas, antes de se fazer uma ava-
liac@o destas solucdes em relagdo a funcio objetivo, faz-se uma pré-sele¢do, onde somente
os caminhos mais suaves s20 selecionados [112]. A suavidade # pode ser quantificada por
uma norma de Tikhonov-2:

2
o4 = |2, - (2.6.34)
2
Esta estratégia permite ndo s6 reduzir o esforco computacional, como também obter
melhores solugdes inversas. Outras penalidades podem ser incorporadas, como o critério
da 2a. derivada [141].

2.7 Método Variacional

A técnica variacional foi primeiramente desenvolvida pelo pesquisador russo Oleg M. Ali-
fanov, especialista de problemas inversos com aplicacdes em transferfncia de calor da drea
espacial. Basicamente o esquema consiste em associar o método do gradiente conjugado
a equagdo adjunta (algumas vezes é chamado de método da equagdo adjunta). é devido
ao uso do MGC que esta técnica de resolugdo de problemas inversos é apresentada apés a
secdo de otimizagdo.

O método variacional foi desenvolvido para se determinarem extremos de funcionais.
Uma fungdo é uma transformagdo (ou mapeamento) que relaciona nimero (e também ve-
tores e/ou tensores) com nimeros (ou vetores/tensores). Funcionais sdo mapeamentos que
relacionam funcdes com nimeros. No caso de fun¢des, usamos propriedades das derivadas
para o célculo de extremos de fungdes. No caso de funcionais, usa-se a variacd (ao invés da
diferenciag3o) para se determinar extremos de funcionais (ou ainda, pontos estaciondrios
do funcional). Numa descri¢@o pouco técnica, se duas funcdes diferem uma da outra pela
soma de outra func¢do @(x) = u(z) + en(x), a variagio da fungio u(z) é dada por:

du(z) = u(x) —u(x) = en(z), (2.7.35)

onde 7n(x) é uma fungdo arbitrdria (mas que se anula na fronteira) e ¢ é um parimetro
pequeno. A diferenca entre o operador variacional 0 e o operador diferencial d é clara:
du e du sdo ambos mudangas diferenciais da fun¢do u(x); porém: du se refere a uma
mudanca infinitesimal de u(z) causada pela variagiio infinitesimal do argumento dz, isto €,
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Figura 2.4: Fungdoes u(x), 4(x) e a variagdo du = en(x) — adaptado de [39].

du = u(x + dx) — u(z); enquanto que du é uma variac¢do infinitesimal de u(z) que produz
uma nova funcdo: du = n(x) (ver Fig. 2.4).

O cerne da teoria do método variacional é uma metodologia para se determinar o ex-
tremo de um funcional J tomando-se a primeira variagdo deste funcional e igualando-se a
zero: 6.J = 0, similar ao estudo de fung¢des do célculo diferencial. Ndo serd apresentada
a teoria do célculo variacional. Porém, somente para ilustrar o procedimento, vamos con-
siderar a varia¢do da integral I abaixo, onde as fungdes u(z), sua derivada e a varidvel x
estdo relacionadas por uma fungio F'(.):

5/ (z),x d;v—/éFdJ:

OF  OF
6./,1 <8u aarm /") de, x€(ab); (2.7.36)

onde u'(x) é a derivada da fun¢do u(z). Integrando por partes a expressdo acima:

b
OF d oF oF
ol = — ——> ] d
E/ (8u dm@u) vt e )(9’
Para determinar o ponto estaciondrio do funcional 61 /e, lembramos que a fungdo n(x)

¢ arbitrdria e anula-se nos extremos: 7)(z) = 0, paraz = a e * = b. Assim, a condi¢do
para tornar nula a expressao acima é:

oF d OF _
ou  drou

ol

b
(2.7.37)

(2.7.38)

A equagido (2.7.38) é a condi¢do necesséria e suficiente para anular §J e é conhecida
como a equacdo de Euler-Lagrange, em homenagem aos dois grandes matematicos que
trabalharam no desenvolvimento do célculo variacional. Entretanto, diferentemente da téc-
nica de regularizacao, ¢ dificil gerar uma formulac@o variacional para qualquer problema.
A deduciao da equacdo de Euler-Lagrange € calculada caso a caso.

O caso de minimiza¢do de um funcional com certos vinculos pode ser holomonico
(quando o vinculo é dado a partir de um outro funcional da relacdo entre as fungdes do
funcional original a ser minimizado), ou ndo holomdnicos (equacdes que relacionam fun-
¢oes do funcional a ser minimizado). Vinculos sao equacdes adicionais que impdem certo
comportamento ou propriedade da funcido que minimiza o funcional. Neste caso, o pro-
blema pode ser formulado pela minimizagdo de um novo funcional sem restricdes, onde as
restri¢des sdo incorporadas ao novo funcional com a ajuda de multiplicadores de Lagrange,
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que s@o fungdes desconhecidas. As equacdes que definem os multiplicadores de Lagrange
sdo as equagdes adjuntas.
Para o caso de condic¢des auxiliares (vinculos):

b
restricdo holondmica : / glu, v’ z)de =0,
Ja

restri¢do ndo holondmica : glu,u' 2] =0.

A equagdo de Euler-Lagrange para o primeiro caso é

7] d 0

—(F+Xg) — — F+Xg)=0. 2.7.39

gu Ft29) = o5 (F+Ag) ( )
no segundo caso se a fungéo g depender de (), o vinculo é uma equacdo diferencial e a
Euler-Lagrange associada é dada por

0 d 0

%[F + Az)g] - dr o

onde A é um multiplicador de Lagrange [78]. Para o vinculo holonémico (2.7.39) o multi-
plicador de Lagrange € constante, no caso nao holondmico A depende da varidvel x. Vere-
mos nas aplicagdes como determinar os multiplicadores de Lagrange.

O método iterativo de Alifanov[1] pode ser sumarizado como:

[F' 4+ A(z)g] =0 (2.7.40)

1. Escolher uma estimativa inicial X,
. Resolver o problema direto A(u) = f, onde: X = [uy, ..., un]T),
. Resolver o problema adjunto: multiplicador de Lagrange (),
. Conhecendo ), calcular o gradiente: 9.J/0X,
. Calcular o coeficiente conjugado (*): Eq. (5.1.9),

. Fixar: AX = p” para o problema de sensitividade,

2
3
4
5
6. Calcular a diregdo descendente p*: Eq. (2.6.28),
7
8. Calcular o tamanho do passo (5%): Eq. (2.6.29),
9

. Atualizar a estimativa X1,
10. Verificar a convergéncia.

O método variacional de Alifanov, como descrito no algoritimo acima, foi aplicado ao
problema inverso da Secéo 1.2 [17].

Embora o método variacional de Alifanov seja uma técnica elegante e poderosa, quando
aplicada em problemas inversos de vibrag@o (vibragdo em placas sao problemas hiperboli-
cos), o procedimento ndo apresentou o mesmo desempenho como em problemas inversos
de condug@o do calor (aqui o problema direto € parabdlico). Diferentemente do que afirma
Huang [65, 66], a técnica falha quando sao considerados muito graus de liberdade [28], ou
no caso de danos severos, ou ainda porque a rigidez na estrutura ndo tem um alto valor [32].
Basicamente a convergéncia ndo ocorre se a estimativa inicial ndo estiver préxima a bacia
de convergéncia do MGC (Segdo 2.6.3).

Deste modo, para o método variacional ser aplicado em problemas inversos de vibracao
com vdrios graus de liberdade, sob danos severos ou uma estrutura de baixa rigidez, é
necesdrio uma técnica hibrida [28]. Em nossas aplicagdes, combinamos o método EGA
com o método variacional. O EGA serd executado para suprir a estimativa inicial para o
passo-1 do método variacional [32]. Mais detalhes serdo apresentados no Capitulo 4.
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2.8 Redes Neurais Artificiais (RNA)

O uso de redes neurais para solu¢@o de problemas inversos ¢ muito recente. No Brasil,
o grupo do prof. Joao P. Braga do Instituto de Quimica da UFMG foi também um dos
pioneiros na aplicagao de redes neurais para problemas inversos, empregando, por exemplo,
arede de Hopfield [101]. O prof. Braga também desenvolveu uma formulagdo nao linear da
rede de Hopfiled para ser a aplicada em problemas inversos. As redes neurais examinadas
nesta Sec¢do, sao aquelas usadas de maneira mais sistemdtica no grupo do LABAC-INPE.

2.8.1 Perceptron de Multiplas Camadas (PMC)

Redes neurais artificiais (RNAs) s@o arranjos de elementos de processamento chamados
neur6nios (Figura 2.5b). O modelo de neurdnio artificial consiste de uma combinacgio
linear seguida de uma func¢ao de ativacdo (ver Figura 2.5a):

N
Ym = @(Vm) =@ (Z WynTn + bm) (2841)
n=1

onde w;y,,, sd0 os pesos das conexdes e b,, € o viés [59]. A fung¢do de ativagdo pode assumir
vérias formas funcionais. As mais usadas sdo as fun¢des sigmoide e tangente hiperbdlica
(respectivamente):

(14e )™ (2.8.42)
tanh(z) = (1— ) (14¢ %) " (2.8.43)

s s
& =
(]

As redes podem ser supervisionadas ou ndo supervisionadas. Nas redes supervisionadas,
os pesos das conexdes sao determinados de tal maneira que a saida da rede neural produz
um resultado similar ao do objetivo alvo. Assim, para as redes supervisionadas, tem-se 2
conjuntos y*V° e y™4¢(W), onde W é a matriz dos pesos das conexdes. Para determinar
esta matriz, o objetivo é minimizar a diferenca quadratica:

T(W) = [y — yrede (W) (2.8.44)

Um método ndo muito eficiente, mas muito usado, € o algoritmo de retro-alimentagcao
(back-propagation), onde a atualiza¢do da matriz W ¢ dada pela regra ¢:

WE =Wk L AW, (2.8.45)

mn mn

onde o termo AW,,,,, é calculado como:

AW = 1 OF = N0nTrm » (2.8.46)
OWpmn
) 2
E = Z [y —yrede (W)™, (2.8.47)
ne saida RN
oF OF 0oylN oF oF
= n = =—. 2.8.4
OWn, OYEN Owyy,  OyBEN Tn = On OyREN (2.8.48)

entre o valor de saida da rede (y*"V) e o valor de referéncia (). Qualquer técnica de
otimizacdo estudada até aqui pode ser usada para encontrar a matriz W. de pesos das
conexdes entre os neurdnios artificiais.
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(a) (b)

Figura 2.5: (a) Neurdnio artificial simples, (b) rede neural de multi-camada.

Quando se considera além das entradas x,,, um limiar b,,, a regra ¢ de atualizagdo dos
pesos sindpticos na camada-/ torna-se

Wk, =W+ o[ Wh, — WE+ 60 (k) ' (k) . (2.8.49)

Porque a regra ¢ funciona? A resposta é simples. Se a dire¢do de busca (AW) na equa-
¢a0 (2.8.45) fosse dada em termos do método de Newton, na expressdo ter-se-ia o produto
da inversa da matriz hessiana H pelo o gradiente do erro. Como vimos no método quase-
Newton, a matriz hessiana ndo € calculada explicitamente: a inversa da matriz hessiana é
aproximada por outra expressao. Assim, num extremo de simplificac¢do, a inversa da matriz
hessiana poderia ser dada pela matriz diagonal homogénea: H~! = 71, sendo I a matriz
identidade?.

Aqui foi feita uma descricdo muito breve da rede perceptron de mdltiplas camadas.
Todavia, redes neurais ¢ um campo vasto e fascinante e hd uma verdadeira explosdo de
aplicacodes e de novas redes neurais sendo desenvolvidas.

As redes neurais foram efetivas para resolver o problema inverso da Secdo 1.2 [129].

2.8.2 Funcao de Base Radial (FBR)

Este tipo de rede tem somente uma tnica camada escondida [59]. Vdrios tipos de fun-

¢oes de base radial podem ser usadas, mas geralmente é empregada a fungdo gaussiana —

aqui chamamos de FBR padrdo. Os pesos da camada de entrada para a camada escondida

representam centros de classes e podem ser determinados como nos métodos de agrupa-

mento. Os pesos entre a camada escondida e a camada de saida podem ser determinada por

qualquer regra de treinamento (otimizagdo), como a regra delta, revisada na Se¢ao anterior.
O processo de ativacio da rede ¢ dado pela equag@o:

N
y(x) = wio (|lv —t])) (2.8.50)
i=1

onde x € o vetor de entrada, w; sdo pesos da conexao entre os neurdnios, ¢ ¢ a fungao de
base radial e ¢; sdo os centros da i-ésima FBR.

A estatistica ndo extensiva de Tsallis pode ser usada para desenvolver uma nova rede
neural de base radial ndo extensiva. Como apresentado por Tsallis [151], as distribui¢cdes
pq(r) em (2.4.8) assumem expressoes distintas para diferentes valores de ¢ (pardmetro de
nao extensividade).

Formas funcionais para a distribui¢ao de Tsallis de acordo com o parametro g:

3Uma matriz C' é uma inversa aproximada [36] da matriz A se: [|[I — C' A|| < 1.
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Seq > 1:

a1 r F<+l> ! ‘ (2.8.51)

) = o0r) = & | A=

Se q = 1 (FBR padrao):

pe(r) = o(r) = Ulﬁe*“/w ; (2.8.52)
Seq < 1:
Cgry = L[ La ”(2‘?1—3%)[_(1—@2}@
i) =800 = 2 |5 v el o



Capitulo 3

Problemas Inversos em Ciéncia
Espacial

3.1 Inversao Magneto-telirica

O objetivo da prospecgao geofisica € inferir o tipo de estrutura geoldgica sob a superficie
da Terra a partir de medidas de alguma propriedade de interesse.

Na inversao magneto-teltrica, o campo geo-eletro-magnético ¢ medido por sensores na
superficie. A crosta terrestre ¢ compreendida como um condutor estratificado que, com a
chegada de uma onda eltro-magnética proveniente de fontes naturais (raios csmicos, por
exemplo), vai se propagar para o interior da Terra e induzir uma corrente neste condutor. A
anomalia no campo geomagnético € entdo registrada. Porém, este registro depende das pro-
priedades do material. Aqui vamos apresentar uma técnica de inversao, chamada de método
da minima entropia de primeira ordem (MINENT-1), para reconstru¢io de distribui¢des bi-
dimensionais de condutividade geoelétrica, a partir de dados magnetoteldricos (MT). O
método combina uma busca iterativa com uma técnica de regularizagido baseada na mini-
mizagdo da medida de entropia do vetor de diferengas primeiras das condutividades a serem
estimadas. Simula¢Ges numéricas, com a utilizacdo de dados sintéticos contaminados com
ruido gaussiano, mostram que o algoritmo MINENT-1 produz excelentes reconstrugdes de
condutividade, com resultados melhores que os obtidos pelo método da maxima entropia.

Diferentemente dos outros esquemas cldssicos de regularizacio, que maximizam sua-
vidade para um dado conjunto de dados, o método proposto limita a classe de possiveis
solugdes a um conjunto restrito de modelos de baixa entropia, constituido por regides lo-
calmente lisas separadas por descontinuidades abruptas. Esta abordagem pode ser bastante
eficaz para incorporagdo de informagdo a priori sobre a natureza da suavidade local do
modelo fisico real.

A descri¢do aqui segue o artigo publicado na revista Brasileira de Geofisica. [12] (ver
também [114]).

3.1.1 Formulaciao do Modelo Direto

Varias abordagens sdo possiveis para resolver o problema direto, podendo ser técnicas
analiticas ou numéricas (diferencas finitas, elementos de contorno ou elementos finitos,
volumes finitos, métodos spectrais e técnicas hibridas). A escolha do método esta ligada
a muitos fatores, deste consideragdes como velocidade de processamento, precisdo e sim-
plicidade. Nesta aplicagdo, os cdlculos para solucdo do problema direto, requeridos pelo

29
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esquema de inversdo, sdo realizados por um cddigo de diferencas finitas, baseado num
modelo de condutividade ndo homogénea bi-dimensional proposto por Jones e Price [70].
A formulacdo matematica do problema é dada pelas equacdes de Maxwell numa regiao
bi-dimensional com condi¢des de contorno adequadas. Esquematicamente, o dominio do
problema é esbogado na Figura 3.1.1, onde Q1 e Q™ correspondem & zona condutiva (z <
0) e a zona de espago livre (z > 0), respectivamente. O campo oscilante tem periodo 2 7 /w,
suficientemente longo para permitir que correntes de deslocamento possam ser ignoradas.
A permeabilidade magnética é tomada como unitdria. As equacdes sao consequentemente

VxH=drcE (3.1.1)
VxE=—iwH, (3.1.2)

onde o fator temporal exp(iwt) é assumido em todas as quantidades de campos e o =
o(y, z) é a condutividade elétrica.

H(Q)=H,

H(z— 0" )=H(z—0%)

o V2H —igH, em Q"

H(z >x)=0

H{yl> ©)=He ™"

Figura 3.1: Geometria e condigdes de contorno do problema direto.

Visto que H e E sio independentes da direcao-z, Egs. (3.1.1) e (3.1.2) tomam a forma
de dois conjuntos de equacdes

O0H./0y —0H,/0z = 4rmoE,
OH, 02 = 4noB, (3.1.3)
—0H, /0y = 4noFE,
e também,
0FE./0y —0E,/0z = —iwH,
OE, )0z = —iwH, (3.1.4)
78Ez/ay = *Z‘sz )

que podem ser resolvidas separadamente.

Eliminando H,, e H_ das Eq. (3.1.3), as equagdes do modo elétrico transverso (TE)
(problema de E-polarizagdo) sao obtidas:

= ’E, ’E

V2E, = OB, O

Oy? 022

=i E, , (3.1.5)
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0FE,/0z = —iw H, (3.1.6)
—0E,/0y=—iwH, , (3.1.7)

onde
772=47er . (3.1.8)

Analogamente, eliminando F, e E. da Eq. (3.1.4), as equacdes do modo magnético
(TM) (problema de H-polarizac¢do) sao dadas por

- 0%H. 0%H.
2 _ x x - 2
V°H, = 9,2 + 922 =in“H, , (3.1.9)
aHz/az:47rUEy (3.1.10)
—0H,/0y=47oc E, . (3.1.11)

Dados magneto-teliricos (MT) podem ser characterizados pelas impedancias dos mo-
dos TE e TM, dados respectivamente por

E,
Lpy = — 3.1.12
W= (3.1.12)
E
Zye = =2, 3.1.13
=g (.L13)

ou pelas resistividades e fase aparentes, da forma:

1
Pa = uO—WIZ\2 (3.1.14)
¢ =arg(Z) , (3.1.15)

onde Z refere-se a Z,,, e Z,, para os modos TE e TM, respectivamente.
Embora a inversdo 2D agrupe ambas as polarizagdes [8], por simplicidade somente o
problema da H-polarizagdo sera considerada na andlise.

Condicoes de Contorno

E assumido que as ndo homogenidades condutivas inseridas em Q7 sdo suficientemente
pequenas para permitir que o meio conporte-se como um condutor uniforme, para grandes
distancias das descontinuidades em o. Consequentemente, quando y — +o0, a Eq. (3.1.9)
torna-se
0’H,
022

e o campo tende a zero para grandes valores positivos de z. Desta forma, a solu¢ao apro-
priada da Eq. (3.1.16) é

=in*H, (3.1.16)

H, = Hye "*Vi, (3.1.17)

Nas interfaces entre QT e 2~ (z = 0) e também entre medios diferentes dentro da
regido condutiva, H, é continua. Fora do condutor, onde 0 = 0, H, € independente de y
ez.
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Formula¢do Numérica

—

Separando o campos magnético em suas componentes real e imagindria, H = F+id, Eq.
(3.1.9) pode ser escrita como

V?H =V?*F +iV?G = (—n*G) + i ()*F) (3.1.18)

ou, escrita na forma matricial
Ve =i’ M@ (3.1.19)

F 0 -1
=le] om=[1 W)

Discretizando a Eq. (3.1.19) por diferengas finitas sobre uma malha ndo uniforme de
primas retangulares, cada um tendo uma condutividade elétrica uniforme o 3, o sistema
resultante de equacdes algébraicas pode ser iterativamente resolvido pelo método de Gauss-
Seidel [60].

Um cédigo de computador foi escrito baseado no procedimento de cdlculo acima e
validado contra resultados apresentado por [70].

com

3.1.2 Formulacao do Problema Inverso

O vetor de condutividades a ser determinado pela andlise inversa é denotado por

p={p1,p2s-- D¢, PQ} = {011,021, .-, Ojps .., OIK}

ondeg=J(k—1)+j,comj=1,...,Jand k = 1,..., K. A inversao MT pode ser
formulada como um problema de minimizagao com restricao,

man(p) ’ lquqguq ) qzlﬂQ ) (3120)

onde
J(p) = R(P) — Y0 S0(P)/Smaz + 71 51(P)/Smaz (3.1.21)

So e 51 sdo operadores de regularizag@o, yg e y; sdo parametros positivos de regularizacao
€ Smax € uma constante de normalizagdo. Os limites [, e u, sdo escolhidos para permitir
que a inversdo vd se restringir dentro de limites fisicos conhecidos a priori.

A diferenga quadratica entre dados do modelo e de observgdo é dada por

N, M

Rip)=>_Y [#F, - 2%, 0)]" . (3.1.22)

j=1m=1

onde os superescritos £ e C' denotam os dados experimentais e dados calculados, res-
pectivamente. E assumido que as medidas P estdo disponiveis para j = 1,2,..., N,
posicdes horizontais e para wy,, m = 1,2,..., M freqiiéncias diferentes. Considerando
que o campo magnétic para o0 modo TM ¢ constante em z = 0, o algoritmo de inversao
¢ suprido com valores H, preditos pelo modelo direto sobre a grade horizontal abaixo da
superficie da Terra. Isto é equivalente a uma aproximacao de diferenca finita de primeira
ordem da Eq.(3.1.10) para o cdlculo de Z,,, em z = 0.

A escolha do operador de regularizacdo e dos parametros de regularizac@o serdo discu-
tidos na proxima Secao.
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Regularizacio de Minima Entropia de Primeira Ordem

E bem conhecido que dados observacionais sdo geralmente insuficientes para prover uma
solugdo udnica e estdvel para lidar com um problema inverso. Uma aboradagem recomen-
dada neste caso € o uso de alguma técnica de regularizagdo, para assegurar que a variacao
dos parametros estejam limitadas de tal modo que a solucio final seja fisicamente razodvel.
Geralmente, esta nogdo algo vaga significa de fato uma condicdo de suavidade imposta a
solugdo inversa. Em outras palavras, técnicas cldssicas de regularizagao, tais como a regu-
larizag@o de Tikhonov e o formalismo da maxima entropia, buscam for regularidade global
e permitem as reconstru¢des mais suaves que sao consistentes com os dados disponiveis.

O principio da maxima entropia foi primeiramente proposto por Jaynes como um pro-
cedimento geral de inferéncia [68], com base na caracterizacdo axiomadtica de Shannon da
quantidade de informagdo [127]. O principio da mdxima entropia tem sido sucessivamente
usado a uma variedade de aplica¢des, incluindo radioastronomia [54], tomografia [137],
teste ndo destrutivo [113], reconhecimento de padrdes [47] e cristalografia [9].

Este novo operador de regularizac@o foi introduzido baseado na minimizacao da me-
dida de entropia S7 do vetor das diferencas-primeiras de p. Adotando a terminologia pa-
drao [150], esta técnica de regularizacdo é chamada de minima entropia de primeira-ordem
(MINENT-1). Analogamente, o método da maxima entropia, que usa a medida de entropia
de ordem zero Sy(p) como operador de regularizagdo, é denotada por MAXENT-0. Deste
modo, os operadores de regularizacao na Eq. (3.1.21) sdo dados por

Q
Sa(p) ==Y sqlog(sy) , a=0,1, (3.1.23)
q=1
onde
Q
Sq=7q/ Y g (3.1.24)
q=1
e rq é dado de acordo com o método de regularizagio
o _ ) pg sea =0 3.1.05
7q {‘pq_pq—l""g sea:l, ( )
¢ é uma pequena constante positiva (¢ = 1071%) que assegura a entropia de primeira-

ordem ter sempre um valor definido. A fungl ao S, tem seu méaximo global quando todos
os valores 7, s30 0s mesmos, que corresponde a uma distribuicdo uniforme com valor de
Smaz = log Q. Por outro lado, o menor valor de entropia, S,,;, = 0, é atingido quando
todos os elementos, exceto um, sao nulos.

Aspectos essenciais do operador de regularizagdo MINENT-1 sdo discutidos por Cam-
pos Velho e Ramos [12]. Naquele trabalho, trés modelos bem distintos: distribui¢ao
uniforme (modelo-a), distribuicdo gaussiana (modelo-b) e uma fun¢do de onda quadrada
(modelo-c), sdo avaliados. Estes 3 modelos apresentam entropia de ordem-zero muito si-
milares: S¢ = 1,0000, S§ = 0,9969, S§ = 0,9955. Entretanto, a medida de entropia
de primeira-ordem para estes modelos é: S¢ = 1,0000, S? = 0,5958, S¢ = 0,1502.
Assim, a descontinuidade no modelo acarreta um valor mais baixo para sua entropia de
primeira-ordem, permitindo quantificar as diferengas entre os 3 modelos de maneira muito
mais nitida.

Desta forma, enquanto os esquemas de regularizacio cldssicos, tais como maxima en-
tropia e inversdo de Occam, buscam pelo modelo mais suave que concorda com os dados
dentro de uma tolerdncia esperada [35], o método MINENT- 1 busca por regides localmente
suaves separadas por descontinuidades de forma.
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O teorema da concentragdo de entropia [69] € uma justificativa quantitativa para o mé-
todo MINENT-1. De acordo com este teorema, a grande maioria dos resultados possiveis
num experimento aleatério tem distribuicdo préximas a uniforme. Em outras palavras,
distribui¢des com baixa entropia sdo completamente atipicas. Consequentemente, se ha
uma evidéncia a priori de um contetido de baixa entropia de primeira-ordem de uma estru-
tura geoldgica, o método MINENT-1 leva a uma redugdo drdstica no nimero de solu¢des
candidatas (isto é, aquelas que sdo consistentes com os dados disponiveis) para serem ite-
rativamente avaliadas pelo algoritmo de inversao.

O(s) parametro(s) de regulariza¢ao pode(m) ser deteminado(s) por algum método men-
cionado no Capitulo 2. No exemplo descrito neste Capitulo, os valores destes pardmetros
foram determinados por experimentacdo numérica.

3.1.3 Resultados Numéricos

O método descrito nas se¢des anteriores deste Capitulo foi testado para diferentes mode-
los de crosta terrestre, usando dados sintéticos. Em todas as simulagdes, o semi-espaco
condutivo (QF, ver Fig. 3.1.1) foi dividido em células computacionais de 8 x 11 blocos,
com Ay = 10 km e Az variando de 1 a 10 km. Dados MT (parte real e imagindria de
H,) foram generadas pelo modelo direto, usando a mesma malha do esquema de inversao,
para 11 stacdes em z = 0, e para 20 freqiiéncias logaritmicamente espagadas variando de
0,0001 a2 0,01 H z. Para simular os erros experimentais, um ruido gaussiano foi adicionado
aos dados exatos. As computacdes foram realizadas até atingir convergéncia, usando uma
conditividade uniforme para o semi-espaco o como modelo de partida.

Os resultados sdo apresentados na forma de mapas de condutividade 2D em escala loga-
ritmica. Os valores desconhecidos de condutividade foram agrupados no vetor p, partindo
do topo do canto esquerdo. A coluna mais a esquerda (condi¢cdo de contorno) e a linha mais
acima (superficie da Terra) sdo assumidas conhecidas e, portanto, estdo fora do processo
de inversao.

O método de inversao MINENT-1 foi aplicado a uma estrutura consistindo de um
prisma condutivo ¢ e um prima resistivo 2", ambos inseridos no semi-espago Q7 com
a razdo de condutividade 0¢/oc™ = 10 e 0" /o = 0.1. Resultados numéricos foram
calculados considerando os seguintes casos testes: (1) sem regularizacio; (2) MINENT- 1
regularizacao; (3) e (5) MAXENT-0 regularizacdo, e (4) MAXENT-0 e MINENT-1 regula-
rizagdo hibrida.

Mapas de condutividade, em escala logaritmica, sdo mostrados na Fig. 3.1.3a até 3.1.3f,
mostrando o modelo verdadeiro (referéncia) usado para gerar os dados sintéticos dos ca-
sos analisados. Para cada caso teste, a Tabela 3.1.3 apresenta o nimero de iteragdes até a
convergéncia final I, o residuo normalizado rms, p = R(p)/R(p°), as entropias norma-
lizadas Sy e S1, bem como o erro da raiz média quadratica rmg definido por

Q 1/2
€= Z(pq _ pgzact)2/(p2 _ pgmcz)z ) (3.1.26)

A figura 3.1.3c mostra que o algoritmo de inversao MINENT-1 recupera apropriada-
mente a distribuicdo condutiva. A combinagdo de de ambas as técnicas entropicas num es-
quema hibrido, mostrado na Figura 3.1.3e, ocorre uma pequena degradagdo, se comparado
com a Fig. 3.1.3c. Por outro lado, as reconstru¢des 3.1.3b e 3.1.3d foram contaminadas
com valores incorretos. Em particular, Fig. 3.1.3d indicaria que 7o deveria aumentar para
melhorar a regularizacido MAXENT-0. Entretanto, uma valor mais alto para o pardmetro
de regularizacdo neste caso somente aumenta a filtragem e estruturas com baixa entropia
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Figura 3.2: Mapas de condutividade em escala logaritmica.
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na soluc@o inversa, removendo artefatos e teambém informacéo util, como mostrado na
Fig. 3.1.3f.

Tabela 3.1: Resultados numéricos para os casos teste da Figura 3.1.3.
‘ Test case H Figure ‘ Yo ‘ " ‘ Iy ‘ € ‘ P ‘ So ‘ S1 ‘
4b 0.00 | 0.00 | 88 | 0.6355 | 0.0210 | 0.8536 | 0.7953
4c 0.00 | 0.03 | 210 | 0.0078 | 0.0233 | 0.8791 | 0.4054
4d 0.03 | 0.00 | 70 | 0.3134 | 0.0222 | 0.9003 | 0.8123
4e 0.03 | 0.03 | 176 | 0.5095 | 0.0272 | 0.9160 | 0.4726
Af 0.30 | 0.00 | 138 | 0.8000 | 0.0280 | 0.9575 | 0.8266

DB W=

Uma comparag@o dos resultados de entropia na Tabela 3.1.3 indica que, enquanto os
valores de entropia de ordem-zero se situam num intervalo estreito (0,85 < Sy < 0, 96),
a entropia de primeira-ordem tem uma variabilidade muito maior (0.41 < S§; < 0, 83),
os niveis mais baixos estdo associados as melhores inversdes. Este resultado sugere que
a técnica de regularizacdo MINENT-1 confina a classe de solugdes possiveis a um con-
junto restrito de modelos de baixa entropia, constituido por regides suaves separadas por
descontinuidades de forma.

3.2 OQOutras Aplicacoes de Entropia de Alta Ordem

Nesta Sec¢@o nao serdo descritas nenhuma aplicagdo adicional, mas serdo mencionadas ou-
tros resultados de inversdes em usando entropia de alta ordem.

Na linha de inversao geofisica, outra abordagem nao sismica € a inversdo gravimétrica,
onde a variacdo de densidade do(s) corpo(s) incrustado(s), o que acarreta numa anomalia
da gravidade observada. Resultados com a técnica MINENT-1 obteveram bons resultados
em inversdo gravimétrica [16, 104, 136].

Inversdo com maxima entropia de segunda-ordem:

- Em meteorologia de camada limite: determinacdo de propriedades turbulentas: coe-
ficiente de difuséo turbulenta [13], termo de contra-gradiente [118].

- Identificacdo de fontes de poluicao atmosférica (esta metodologia é também apropri-
ada para identificar o ciclo bio-geo-quimico de gases do efeito estufa). Primeiros re-
sultados obtidos com otimiza¢ao deterministica quase-Newton [118, 119, 120, 121].
O problema de estimagdo de fonte de drea [119, 120] obteve melhor estimativa
quando um método estocdstico de busca foi utilizado (PSO: Particle Swarm Opti-
mization) [84].

- Identificacd@o de perfis de temperatura atmosférica a partir de dados de satélites [115].



Capitulo 4

Problemas Inversos em
Engenharia Espacial

O setor espacial enseja muitos desafios tecnoldgicos: tele-comunicagdo, andlise térmica e
de radiac@o e andlise estrutural, de tal forma a garantir um bom funcionando de todos os
componentes e do sistema como um todo em um ambiente que se tinha poucas informacdes
(na verdade, o espaco € um lugar inéspito: é um viacuo com temperaturas muitas baixas,
de intenso fluxo de radiag@o e de particulas cosmicas), além do controle e atitude de naves
espaciais.

Embora a drea espacial tenha 4 grandes pilares, ¢ a engenharia espacial que dd nome a
drea: a era espacial s6 tem inicio quando a humanidade desenvolveu tecnologia para levar
um artefato para longe da superficie da Terra, com capacidade de controle e mesmo deixar
sensores orbitando em torno do planeta. O estudo da resposta de estruturas a vibragdes
provocadas pela ascencio e deslocamento de um foguete, devido a propulcéo e até mesmo
o acoplamento acustico, foram alguns dos desafios dos pioneiros da tecnologia espacial.

A teoria matemadtica das vibragdes constitu-se num tema permanente de investigagao.
Um 4rea particularmente importante ¢ o monitoramento da satide estrutural, ou identifica-
¢do de danos estruturais. Este é um problema de inverso de vibra¢ao. Pode-se configurar o
problema de idenficag@o de danos em varios niveis:

1. Existéncia do dano;

2. Localizacao do dano;

3. Avaliagdo da severidade do dano;
4. Previsao da vida ttil da estrutura.

Aqui vamos descrever uma técnica desenvolvida recentemente para deteccdo de da-
nos estruturais, que esta baseada no método variacional [1], porém a estimativa inicial
para o esquema do gradiente conjugado é obtida por um algoritmo genético epidémico:
desenvolvido na tese de mestrado de Medeiros [88] e aplicada a problemas inversos (es-
timagdo de condig¢do inicial, ver Se¢do 1.2) por Chiwiacowsky e Campos Velho [27]. A
técnica foi desenvolvida para o dominio do tempo [28, 29, 49] e para o dominio da freqiién-
cia [30, 32, 49].

E pertinente destacar que, embora a abordagem variacional seja mencionada na litera-
tura de problemas inversos em engenharia mecénica (por exemplo: [11]), sé muito recen-
temente esta técnica foi proposta para problemas de identificacdo de danos [28, 65, 66].

37



38 Problemas Inversos em Engenharia Espacial

Todavia, a elegante técnica variacional, diferentemente do que afirma Huang em seus ar-
tigos [65, 66], ndo funciona em identificacdo de danos para sistemas com altos graus de
liberdade (maiores do que 5) [28] e/ou quando o sistema nao € tao rigido (por exemplo, es-
truturas de aluminio [31]). Foi prevendo uma falha na convergéncia do método variacional
a per se, que a técncia hibrida foi proposta, combinando o Algoritmo Genético Epidémico
(AGE) — ou seu acronimo em ingles EPA: Epidemic Genetic Algorithm — com o método do
gradiente conjugado com a equagdo adjunta, ou seja, a técnica hibrida: EGA + abordagem
variacional.

4.1 Deteccao de Danos na Estacao Espacial Internacional
(EEI)

Futuras missdes espaciais envolverdo o uso de estruturas grandes e leves. Porém, estruturas
espaciais grandes e flexiveis apresentam uma grande incerteza no comportamente do seu
comportamento dinamico. Em geral, o estudo das caracteristicas fisicas de componentes
de grandes estruturas espaciais ¢ uma aproximagao ao sistema real e somente pode ser ve-
rificado apés a estrutura estar em Orbita, para entdo se avaliar a resposta da estrutura aos
distdrbios que estard submetida. De fato, muitos pardmetros estruturais, tais como rigidez
de alguns dos seus membros ou coeficiente de amortecimento, entre outros, podem variar
durante a missio, modificando a dindmica e/ou comportamento estatico da prépria estru-
tura. Além disso, estruturas complexas tem um nimero tdo grande de graus de liberdade,
que para objetivos praticos € necessdria realizar uma redu¢do no modelo. Esta reducao
introduz um alto grau de incerteza no modelo matematico que descreve a dinamica do sis-
tema a ser usado e no projeto do sistema de controle para vibragdes estrutural, bem como
controle de atitude de toda a estacdo ou aeronave espacial. Desta forma, problema de
identificacdo de pardmetros estruturais e de detec¢@o de falhas (ou danos) estruturais sao
consideradas técnicas adequadas para obter um modelo de estrutura com um alto grau de
fidelidade sobre o tempo de vida orbital de uma estacio ou nave espacial.

Dano ¢ definido como uma alteragdo introduzida num sistema, que intencional ou néo,
que afeta o desempenho atual ou futuro daquele sistema e métodos de identificacdo de
danos sdo aqueles capazes de identificar e localizar um dano numa estrutura. Técnicas
de detecc@o de danos sdo: inspegdo visual ou ténicas experimentais (métodos acusticos e
ultrasdnicos, eddy-current e métodos de térmicos). Estas técnicas experimentais requerem
que um conhecimento a priori da localizazacido do dano (sem muita precisio) e/ou que a
porg¢do da estrutura para inspegdo seja acessivel.

A necessidade de detecgdo quantitativa de danos aplicada a estruturas complexas (como
as estruturas aero-espaciais), levaram ao desenvolvimento de métodos que avaliem as al-
teragdes nas caracteristicas da vibrac@o da estrutura. Uma revisdo de vdrias técnicas pode
ser vista nas referéncias [40, 138]. A idéia de que alteracdo na resposta da vibragdo podera
prover informagdo relativa ao dano € muio intuitiva. Entretanto, o problema mostrou-se
muito dificil.

Aqui serd apresentada a aplicacao de uma metodologia que usa diretamente a resposta
dindmica da estrutura para a identificacdo de um ou mais danos em uma grande estrutura
espacial. A técnica pode ser classificada como um método particular de atualizacdo (up-
dating) que combina o método do gradiente conjugado e a equacgdo adjunta (abordagem
variacional) e o método do algoritmo genético, ou seja, um esquema hibrido.

A figura 4.1 mostra a EEI e sua representac@o simplificada por um aestrutura de trelica
plana com 68 graus de liberdade.

A estacdo espacial internacional (EEI) € um dos principais e mais importantes projetos
de engenharia espacial da atualidade. E um esforco que envolve o consércio de 15 paises,
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Figura 4.1: (a) Estacdo Espacial Internacional [99], (b) estrutura simplificada da EEI e
numeracao dos elementos.

sob a lideraca dos Estados Unidos. A técnica serd empregada na deteccdo de danos da
estagdo espacial internacional.

A descricao aqui segue o trabalho publicado recentemente na revista Acta Astronau-
tica [33].

4.2 Modelo Direto

Na andlise da EEI, a versao simplificada da estac@o constitui-se de 72 barras de aluminio
concectadas por nds. Cada elemento ndo danificado tem as seguintes caracteristicas: com-
primento L = 6 m, drea da se¢io transversal A = 80 ¢m?, densidade p = 2700 Kg-m ™2,
moédulo de Young £ = 70 GPa. A estratégia de discretizagdo dos elementos finitos ¢ apli-
cada e o comportamento mecanico da estrutura € representado por um conjunto de equagdes
diferenciais:

M(t) + Cx(t) + Kx(t) = £(1), 4.2.1)

com as condigdes iniciais:
x(0) =x9 and %x(0) =%, (4.2.2)

onde M, C e K sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, respectivamente, x(t)
é o vetor (N x 2) de deslocamento nodal (sendo N o nimero de nés) e o ponto superposto
indica derivada em relagdo ao tempo. O vetor f(¢) representa as forgas externas aplicadas
aos nés da estrutura. A matriz de amortecimento C é assumida ser proporcional as matrizes
de massa e de rigidez:

C=aM+ K. (4.2.3)

Sob a hipétese acima, as equagdes da dindmica podem ser desacopladas, usando a
transformagao modal
x = ®y, (4.2.4)

I'A sugestio desta aplicagio partiu do prof. P. Gasbarri (Universidade de Roma “La Sapienza”) e foi realizada
no periodo em que Leonardo D. Chiwiacowsky esteve no periodo de doutorado sanduiche
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onde ® € a matriz modal cujas colunas sdo auto-vetores. Substituindo as Egs. (4.2.3)
e (4.2.4) na Eq. (4.2.1) e pré-multiplicando por ®7, segue

™MPy + («®"™™MP + 3P'KP) y + P'KPy = B'f, (4.2.5)

sendo y o vetor de amplitudes modais. Se os auto-vetors sao orto-normalizados com res-
peito & matriz de massa tal que ®TM® = I (onde I é a matriz identidade) o seguinte
resultado ¢ obtido:

y+Dy+Q%y=f", (4.2.6)

onde 22 é uma matriz diagonal de auto-valores w?, que sdo o quadrado das freqiiéncias
naturais, f* o vetor de forgas generalizado (projec@o sobre o espago modal) e D € a matriz
modal de amortecimento:

D=al+39Q. 4.2.7)

4.3 Analise Inversa

A técnica de problema inverso de estimagdo de dano localiza e e quantifica o dano a partir
de medidas do deslocamento, que foi mencionada na Sec¢do 2.7. Cada etapa do processo é
detalhada a seguir, exceto o modelo direto, que ja foi descrito pela Eq. (4.2.1).

4.3.1 O Problema de Sensitividade

O problema € formulado a partir de uma perturbacdo da matriz de rigidez, que altera o
valor do deslocamento. Sao N, parimetros de rigidez desconhecidos (N, é o nimero
de elementos da estrutura discretizada). Para o caso sob consideracdo, p. ex.; o i-ésimo
elemento da treliga, este coeficiente é representado pelo valor genérico K; = EA/L.; onde
E é o médulo de Young’s, A é a drea da secdo transversal e L, é o comprimento do i-ésimo
elemento finito. A matriz de rigidez da estrutura é uma fung ao de K;, i.e., K = f[K],
onde K = [Kj,...,Kn,]. Para deduzir o problema de sensitividade para cada funcao
desconhecida K;, cada parametro de rigidez deveria ser perturbado. Supondo que K; é
perturbado por uma quantidade pequena AKj; d;;, onde §;; € o delta de Kronecker e j =
1,..., N, como conseqiiéncia uma pequena variagdo no deslocamento Ax;;(t) é obtida.
A quantidade Az;;(t) representa a variagdo do dislocamento em cada né-i associado a
variagap de rigidez do elemento j. O problema de sensitividade é obtido repassando no
modelo direto, Egs. (4.2.1)-(4.2.2), K; por K; + AK; 055, x;(t) by x;(t) + Axyj(t), e
subtraindo da expressdo resultante o problema direto original, negligenciando os termo
de segunda ordem. Desta maneira, os N, problemas de sensibilidade obtidos para cada
parametro de rigidez perturbado, pode ser escrito como

M A%, (t) + CA%; (1) + KAx () = AK; x(t)  (j=1,...,Ne) (4.3.8)
onde Ax; = [Ax1j, Ay, . .., Azy;]", com as condigdes iniciais

ALx;(0)=0 e A%x;(0)=0. (4.3.9)

A matriz AK; representa a contribui¢do da uma alteragdo associada a cada elemento

Kj na matriz de rigidez completa. Consequentemente, estas matrizes tem elementos nulos,
exceto aqueles com conexdes com o elemento-j.
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4.3.2 O Problema Adjunto e a Equacao do Gradiente

O problema inverso é formulado como um problema de otimizagdo, onde a fung@o desco-
nhecida K deveria minimizar a it distancia entre os deslocamentos calculados e os deslo-
camentos medidos, isto é minimizar o funcional J[K] definido por

JiK) = /O "1k, 1) = xom ()] [x(K, 1) — x<7(8)] dt, (4.3.10)

onde t; é o tempo final, x(¢) and x**?(t) sdo os deslocamentos calculados e medidos
no tempo ¢, respectivamente. Para resolver o problema de otimizacdo (4.3.10), o vetor
multiplicador de Lagrange \(¢) é usado para associar as restri¢des (4.2.1) a forma funcional

JIK] = /o ' [x(IC, t) — x°*P(1)]" [x(K, t) — x°*P(t)] dt +

N /‘ﬁ_f \T {MX(IC7t) I C).((’C, t) ¥ ’CX(K.:, t) _ f(t)} dt . (4.3.11)
0

A variagdo AJ;[K] do funcional é obtida perturbando JC por AKC; na Eq. (4.3.11) e
isto implica (de acordo com a Eq. (4.3.8)) numa perturbagio do deslocamento x(¢) por
Ax;(t). Subtraindo a expressdo resultante a Eq. original (4.3.11) e negligenciando os
termos de segunda ordem, a variagdo do funcional segue

ty
AJIK] = /0 2 [x —xP|T Ax; dt +

tr
+ / A {MA%; + CA%; + KAx; + AK;x}dt . (43.12)
0

Integrando por partes o lado direito da expressdo acima e empregando as condi¢des
inicais nulas do problema de sensitividade, o seguinte problema adjunto € obtido (equagcao
para os multiplicadores de Lagrange, o vetor A(t)):

MA(t) — CA®E) + K A®t) = 2[x°°P(t) — x(t)] , (4.3.13)

com condi¢ao final )
Atyp) =0 and A(ty)=0. (4.3.14)

Como o problema adjunto ndo tem dependéncia sobre a rigidez perturbada (AK ), o
subscrito j foi omitido.

O problema adjunto é um problema de valor final. Entretanto, o problema (4.3.13)-
(4.3.14) pode ser transformado num problema de valor inicial, introduzindo uma nova va-
ridvel: 7 =ty —t. Entdo a técnica padrdo do método de Newmark pode ser aplicada para
a solugdo do problema transformado.

Ap06s obter a equacao do problema adjunto, a primeira variacdo do funcional pode ser
deduzida das Egs. (4.3.8) e (4.3.13):

N ty
AJ[K] = Z/ AAK; x dt . (4.3.15)
=i
Por defini¢do, a derivada direcional de J[IC| na diregdo de um vetor AK ¢é dada por

N
AJIK) =Y J) MK, (4.3.16)
j=1
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onde J’ ¢ a direcdo do gradiente do funcional J[K]. Uma comparacdo das Egs. (4.3.15)
e (4.3.16) revela que a j-ésima componente da dire¢do do gradient, J J/-, ¢é dada por

tr -
Ji[K] = / ANAK; x dt, 4.3.17)
0
onde Af(j refere-se a j-ésima matriz de rigidez perturbada, i.e., Af(]. = J0[AK]/0K;.

4.3.3 O Método do Gradiente Conjugado

O procedimento iterativo do método do gradiente conjugado € usado para estimar a matriz
de rigidez:
Krftl=K"—-8"P", n=0,1,2,.., (4.3.18)

onde 3" é vetor do tamanho do passo e P ¢ a direcao do vetor descendente definido como
P'=J"+~4"P" !, with 7°=0, (4.3.19)

onde " € o vetor coeficiente conjugado. O caso especial v"* = 0, para qualquer n, cor-
responde ao método da maxima descida. Aqui, o vetor coeficiente conjugado é adotado
como
W IO
[ )

O vetor do tamanho do passo 3", Eq. (4.3.18), é determinado por minimizando o
funcional J []C" '] dado pela Eq. (4.3.10) em relagdo 8", i.c.

n=12,.. (4.3.20)

t
néinn JICMTH )] = nginn / ’ [x(IC" 1) —x”p(t)]Q dt . (4.3.21)
0

Fazendo uma expansido em série de Taylor do integrando da Eq. (4.3.21) o valor de 8"
para o minimo pode ser avaliado analiticamente:

-1

/" = { /0 v [Ax(8)" [Ax(t)]} x { /0 N [Ax()]" [x(t) fxezp(t)]} dt. (4.3.22)

4.3.4 O Critério de Parada: Principio da Discrepancia

Na auséncia dos erros experimentais (erros dos instrumentos de medida) um critério de
parada seria:
JIK] < €, (4.3.23)

onde J[K] é defino pela Eq. (4.3.10) e ¢* é um valor pequeno especificado. Entretando, nas
aplicacdes, erros de medida estdo sempre presentes. O principio da discrepdncia [93, 130]
pode ser aplicado para estabelecer um critério de parada. Seja o desvio padrdo o dos erros
de medida independentes e comuns a todas os sensrores e medidas, isto €,

[[x(t) =x“* (@), = o . (4.3.24)

Substituindo este resultado na Eq. (4.3.10), produz

ty
/ ot dt =0ty = €% (4.3.25)
J0
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Entdo o principio da discrepancia para o critério de parada é tomado como:
JK] < =a%ty. (4.3.26)

Com a aplicacdo deste critério de parada, o processo iterativo prossegue até .J[IC] atingir
um valor abaixo dos erros de medida. A iteracao € interrompida mesmo que o minimo nao
tenha sido alcancado. De fato, se o processo iterativo continuar além desse limite, J[IC]
continuard a decrescer, porém o resultado da inversao ird se degradar.

4.3.5 Algoritmo Genético Epidémico

As fases mais importantes nos algoritmos genéticos sao a selecdo (competi¢do), reprodu-
¢do, mutacdo e avaliagdo da fungdo objetivo. A seleg¢do € a operacdo para decidir que
individuos da populagdo serdo usados para as acdes de reproducdo e mutacdo, para gerar
uma nova populagdo,na busca do ponto de 6timo. Reproducao (ou cross over) é o processo
pelo qual o material genético dos pais é combinado para obter um ou mais descendente.
Mutacdo € aplicada para introduzir uma alterag@o aleatéria na genética do descendente. E
testando os elementos da populagdo na fungdo objetivo é que se avalia a adequacdo dos
individuos ao ambiente (solugdo 6tima). Conduzindo a busca sobre todo o espago de so-
lucdo e associado ao operador de mutagdo, os algoritmos genéticos reduzem a chance de
convergéncia em minimos locais.

Tal como no método do gradiente conjungado, a aplica¢@o de algoritmos genéticos para
resolver o problema de identificacdo de danos ¢ também um problema de minimizacdo. O
objetivo é minimzar o funcional J[KC] da Eq. (4.3.10). Na implementagdo do AGE (ou
EPA), o algoritmo opera sobre um tamanho fixo de popula¢do, gerada aleatoriamente. Os
individuos desta populacdo sdo varidveis reais que representam a funacéo que o algoritmo
estd tentando otimizar (KC). Especificamente, os operadores evoluciondrios empregados
sdo:

1. Selecao por torneio [90];
2. Cruzamento (cross-over) aritmético [90];
3. Mutag@o nao-uniforme [90];

4. Epidemia [27, 88].

4.4 Deteccao de Danos: Resultados Numéricos

Antes de estudar os efeitos dos danos sobre a estrutura e de como estima-los, é interessante
uma andlise sobre as caracteristicas dindmicas da estrutura (e.g., as freqii€ncias naturais e
modos normais de vibragdo) da configuracao integra. Figira 4.1 mostra o esbogo da treliga
considerada (o nimero de cada elemento do modelo de elementos finitos estd também
reprsentado na figura). A estrutura € considerada engastada na parte inferior. O cdlculo dos
auto-valores mostra que as freqiiéncias naturais da estrutura variam de um valor minimo
de 2,2 Hz a um valor maximo de 450 Hz. A tabela 4.1 registra os primeiros 15 valores de
freqiiéncia.

Figura 4.2 mostra 2 modos de vibra¢do: modo-1 e o modo-11. E possivel perceber
que para baixas freqiiéncias a estrutura comporta-se similar a uma viga (barras simples
ndo estdo envolvidas no movimento global da estrutura), composta por uma viga vertical
e 2 vigas horizontais conectadas a viga vertical. Quando as freqiiéncias aumentam, os
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MODO 1 MODO 11

LIS | L

(a) (b)

Figura 4.2: Esboco de modo-1 (w; = 2.2 Hz) e modo-11 (wj; = 62.2 Hz).

efeitos locais das barras tornam-se muito mais relavantes e os modos relevantes sao aqueles
associados a suas deformagoes (ver Figura 4.2b).

Agora o efeito de danos sobre o comportamento dindmico da estrutura serd considerado.
Aqui, o efeito do dano é assumido com uma reducéo da rigidez original (/;, 7 = 1,..., N,
onde N, é o nimero de elementos na trelica). Uma andlise de freq"uéncia foi efetuada e
as Figuras 4.3-4.4 mostram a variacdo percentual das freqiiéncias induzidas pelo dano. A
intensidade e diferentes localiza¢des dos danos sdo mostrados nas Tabelas 4.2 e 4.3.

E bem conhecido que o deslocamento da freqiiéncia ndo assume o mesmo valor para
todas as freqiiéncias, como mostrado nas Figuras 4.3 a 4.4. Este efeito é relevante quando o
lagoritmo de detec¢@o de danos; pois 0 método € aplicado no dominio do tempo, isto forca
considerar todos os graus de liberdade da estrutura, e.g., integrar diretamente as equagdes
do movimento sem aplicar a técnica de redu¢do modal, ver see Eq. (4.2.6), que, de um
lado poderia nos ajudar a reduzir a ordem so sistema (reduzindo o tempo computacional),
mas por outro lado reduz também informagdes associadas ao comportamento dinamico da
estrutura, necessdrias para a caracteriza¢do da prépria estrutura. Uma histéria temporal
tipica € apresentada na Figura 4.5, onde os deslocamentos u ao longo da dire¢@o horizontal
e v ao longo da dire¢do vertical. Em toda a andlise realizada, somente o coeficiente «
do amortecimento estrutural foi considerada. Em particular foi assumido o« = 1.7, que
corresponde ao amortecimento critico ¢; = 6% sobre o modo-1, (o = 2% sobre 0 modo-2,
(3 = 1% sobre 0 modo-3, e os outros valores de amortecimento decrescem de acordo com

No. domodo | w (Hz) || No.domodo | w(Hz)

1 2.24 9 48.49
2 6.90 10 50.61
3 12.66 11 62.19
4 14.48 12 62.55
5 18.43 13 72.27
6 26.38 14 74.07
7 28.64 15 83.88
8 40.24

Tabela 4.1: Primeiras 15 freqiiéncias naturais da estrutura nio danificada.
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Variacao da Frequencia - estrutura integra
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Figura 4.3: Seis elementos danificados: 15, 29, 42, 58, 62, 68.

[ Element [ 42 [ 29 [ 58 [ 15 [ 68 [ 62 |
| % Reduction | 5% | 10% | 15% | 20% | 25% | 35% |

Tabela 4.2: Seis elementos danificados e redugdo de rigidez.

Variacao da Frequencia - estrutura integra
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Figura 4.4: Vinte elementos danificados: 4, 8, 10, 15, 17, 24, 29, 30, 32, 35, 42, 43, 46, 50,
52, 55, 58, 60, 62, 68.

Elememt 30 8,24,42 4,10,29 17,32 15,43
46, 55,68 | 35,52,60 | 50,58 62
% Reduction | 2% 5% 10% 15% 20%

Tabela 4.3: Vinte elementos danificados e reducdo de rigidez.
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a Eq. (4.2.3) quando a freqiiéncia aumenta.

Deslocamento - historia temporal

— Deslocamento u
- = Deslocamento v

5 T T T
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\
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0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
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Figura 4.5: Histéria temporal do nodo-2 para a estrutura com vinte elementos danificados.

A integracao numérica da Eq. (4.2.1) foi realizada usando o método de Newmark [31,
33], assumindo o tempo final de ¢ty = 5 s e passo de tempo At = 5.0 x 1072 5. Forgas
externas foram aplicadas aos nés A e B (Figura 4.1), com componentes F£A> =10 N,
FY =5N,F® =10 N e F{") =20 N, e condigdes iniciais: x(0) = 0 e %(0) = 0.

Dados experimentais sintéticos sdo obtidos da solugio exata do problema direto adicionando-
se uma perturbag@o aleatdria, da seguinte forma:

xP(t) = x(t)[1 + o R] , 4.4.27)

onde o € o desvio pardrdo dos erros de medida e R € uma varidvel aleatéria com distribui-
¢o gaussiana, tal que R ~ Aformal(0;1). O valor adotado para o é para produzir um ruido
com 1% de desvio médio nos dados (este nivel de ruido é somente para teste do algoritmo,
na pratica o valor pode ser mais alto). O critério de parada € fixado usando a Eq. (4.3.23)
(e* = 10719, para o caso de dados sem ruido). A Eq. (4.3.26) é aplciada para o caso de
dados com ruido.

A abordagem variacional foi avaliada através da inversao de diferentes problemas de
detec¢@o de danos, onde a localizagdo, intensidade e quantidade dos elementos danificados
foram calculados. Os cendrios de danos adotados sdo apresentados nas Tabelas 4.2-4.3 e
para avaliar a qualidade da estimaccao, o fator de dano foi definido como

u d
DE:% i=1,...,N. (4.4.28)
K
onde K} e K¢ sdo parAmetros para a estrutura ndo danificada e danificada, respectiva-
mente.

Figuras 4.6 e 4.7 apresentam uma comparacio entre valores de fator de danos estimado
e exato, quando dados sem ruido s empregados. A abordagem variacional padrio foi bem
sucedida com uma perfeita estimacdo de danos.
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Figura 4.6: Fator de dano estimado com 6 elementos danificados — ver Tabela 4.2 (dados
sem ruido).

Num caso mais realistico, o problema da estimagdo de danos ¢ resolvido com dados
experimentais corrompidos por ruido. Se alguma informacdo adicional estd disponivel,
como a localizag¢do e/ou a dimensdo do dano, deveria ser usada para garantir uma boa
estimativa inicial para o método do gradiente conjugado e assim, assegurar a convergéncia.
Entretanto, este tipo de informagao pode nao ser disponivel. Assim, uma outra metodologia
deve ser empregada para escolher uma melhor estimativa inicial para o processo iterativo.

O uso de dados contaminados com ruido na detec¢do de danos estruturais, tem-se obser-
vado que a estimativa inicial para o métdo do gradiente conjugado nao pode ser arbitraria,
pois ndo ocorre convergéncia.

Por exemplo, tomando o cendrio de danos descrito pela Tabela 4.2, a hipdtese de usar
como estimativa inicial a configuragdo nao danificada mostra-se inadequada. Figura 4.8
apresenta uma comparagao entre os valores exatos e estimados do fator de danos, quando a
configurag ao ndo dabificada foi adotada como iniciativa inicial para o caso de 6 elementos
danificados. Os resultados néo sdo satisfatorios.

Para contornar esta dificuldade, o método estocdstico de algoritmo genético (GA: Ge-
netic Algorithm), foi adotado para calcular uma solugdo primaria, que ¢ assumida como
estimatova inicial para o método do gradiente conjugado. Com esta abordagem hibrida,
boas estimativas foram calculadas. As Figuras 4.9 e 4.10 apresentam uma comparagdo en-
tre os valores do fator de dano estimados e exatos, no caso em que os valores de rigidez
estimados foram maiores do que seus valores nao danificados, esta estimativa foi negligen-
ciada.

Em relagdo a qualidade da estimac¢do dos danos, hda uma certa dificuldade em se de-
terminar os valores exatos. O critério de parada (princicio da discrepancia) cauda uma
interrupcao do processo de convergéncia, antes que o ruido nos dados experimentais pos-
sam corromper as estimativa de rigidez. devido a esta interrupcao, alguns coeficientes de
rigidez estimados ndo apresentaram convergéncia completa aos valores exatos, como fica
evidente nas Figuras 4.9 e-4.10. Contudo, os resultados quanto a localizagdo e quantificacd
danos podem ser considerados satisfatérios.
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Figura 4.7: Fator de dano estimado com 6 elementos danificados — ver Tabela 4.3 (dados
sem ruido).
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Figura 4.8: Estimacgdo de danos de 6 elementos com uma estimativa inicial arbitraria.
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Figura 4.9: Fator de dano estimado com 6 elementos danificados — ver Tabela 4.2 (dados
com ruido).
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Figura 4.10: Estimacdo de danos com 20 elementos danificados — ver Tabela 4.3 (dado
experimental com ruido).
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Capitulo 5

Problemas Inversos em
Aplicacoes Espaciais

Ha um interesse permanente do ser humano em entender o cosmos onde estamos inseri-
dos. O estudo da astronomia nos seus primoérdios estava contaminado com questdes sobre-
naturais. A medida que o conhecimento humano foi se desenvolvendo e amadurecendo,
a investigac@o da dindmica dos corpos celestes foi se dando em bases mais cientificas,
desde das Leis de Kepler até culminar com a cosmologia de Isaac Newton, de um Universo
estatico e infinito. Nos tempos modernos, houve um grande avanco da astrofisica, com
uma melhor compreensdo da evolugdo estelar, do movimentos dos planetas, asterdides,
cometas, galdxias e estrutas de grande escala. Foi gracas ao desenvolvimento de moder-
nos telescopios, que hoje temos um modelo padrao de um cosmos dindmico: o Universo
em expansao. No final do século XX, os cosmblogos descobriram que o Universo estd
em expansao acelerada (e nao desacelerada, como se acreditava): para explicar este com-
portamento sugeriu-se a introduc@o do conceito de energia escura (uma forma de energia
gravitacionalmente repulsiva).

A tecnologia espacial tem estado presente nos desenvolvimento da ciéncia espacial:
astronomia, astrofisica, fisica solar e em muitas outras areas, através de lancamentos de
satélites cientificos e o langcamento do telescopio espacial Hubble. Porém, estas sao apli-
cagoes cientificas da engenharia espacial, que € um item mandatdrio de qualquer programa
espacial.

Porém, quando se menciona aplicagdes espaciais, estamos nos referindo a aplicacdes
permanentes, como sistema de tele-comunicacdes, sistemas globais de navegacdo por saté-
lites (GNSS: Global Navigation Satellite Systems, hoje s6 existe o sistema americano total-
mente operacional: o GPS: Global Positioning System), satélites meteoroldgicos e satélites
de observacdo da Terra (voltados para a avaliacdo e monitoramento dos recursos naturais,
circulacdo ocednica, dindmica da criosfera e, mais recentemente, satélites ambientais de
monitoramento de gases minoritdrios da atmosfera).

Neste capitulo serdo trabalhadas 2 aplicagdes: estimag@o de perfis verticiais de tempe-
ratura e umidade atmosféricas a partir de dados de satélite; e, identificacao de propriedades
éticas do oceano.

Antes de encerrar este preambulo, é importante ressaltar que atividades até recente-
mente de cunho estritamente cientifico (como obervacdo da atividade solar e ejecdes de
massa coronal, por exemplo), irdo desempenhar um papel mais relevante no século XXI,
com o desenvolvimento da atividade de Clima Espacial (Space Weather). De forma muito
resumida, clima espacial é uma atividade complexa que pretende englobar desde o moni-
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toramento, entendimento e previsao da atividade solar, sua propagacgdo através do espaco,
para finalmente interagir com o planeta Terra. Durante erupgdes solares e/ou ejecdes de
massa coronal, particulas energéticas, propagam-se pela heliosfera, atingindo a magnetos-
fera terrestre, para ento alterar as propriedades da ionosfera. Entender, modelar e desen-
volver uma ciéncia para fazer previsdes de toda esta cadeia de processos € o objetivo final
do clima espacial. O INPE esta iniciando uma nova atividade que pretende estabelecer um
Centro de Previsdo para clima espacial: pode-se acessar o sitio do clima espacial direta-
mente da pagina principal do INPE na internet (http://www.inpe.br). O quadroe a
importincia que marcaram a previsdo numérica do tempo no século XX, deverd haver um
paralelo para o Clima Espacial no século XXI.

5.1 Meteorologia: Estimacdao de Temperatura Atmosfé-
rica com dados de satélite

No inicio do século XX, a ciéncia fez a humanidade mudar sua visao do mundo e do Uni-
verso. Em 1900 Max Planck propunha a hipdtese quantica e em 1905, Albert Einstein
apresentou a teoria da relatividade restrita. Um ano antes, 1904, a previsdo do tempo era
finalmente reconhecida como um problema de valor inicial (teorema do meteorologista
noruegués Vilhelm Bjerknes). Desde entdo, o desenvolvimento da meteorologia foi me-
tedrico: em 1922 Lewis Fry Richardson publica o livro Weather Prediction by Numerical
Process (o procedimento fracassou por vdrias razoes, uma delas é que a andlise numérica
ndo tinha se desenvolvido e ndo se sabia sobre as restricdes que deveriam ser impostas as
discretizacdes numéricas).

No periodo de 1941 a 1943, a Inglaterra desenvolveu o primeiro computador digital
(projeto Colossus), quase ao mesmo tempo os Estados Unidos no periodo de 1943 a 1945
desenvolveu o computador digital ENIAC. A primeira aplicagdo do ENIAC foi realizar o
sonho de Richardson: fazer previsdo do tempo por processos numéricos. Isso mudou de-
finitivamente a meteorologia e os beneficios que uma previsao mais precisa do tempo e
do clima vem trazendo para a sociedade sdo incalculdveis. Porém, desde que a primeira
previsdo numérica do tempo foi realizada até os anos 80, um aspecto persistiu: a previ-
sdo para o hemisfério norte era significativa e sistematicamente melhor do que a previsao
para o hemisfério sul. O desenvolvimento do computador, dos métodos numéricos e me-
lhor entendimento do fendmeno (ou ainda, melhores parametrizagcdes, como denominam
os profissionais de modelos computacionais para previsao numérica do tempo, para turbu-
Iéncia, micro-fisica de nuvens e outros processos) nao estavam resolvendo este hiato de
previsdo. No final da década de 70 apareceram os satélites ambientais, que permitiam ob-
ter informagdes sobre todo o planeta — isto foi crucial para garantir informagdes em partes
do planeta desabitadas (florestas tropicais, os p6los do planeta e sobre os oceanos). Com
a introducdo destas novas informacdes e o continuo desenvolvimento obtidas com a tec-
nologia espacial, em meados de 2002 finalmente as previsdes para ambos os hemisférios
tornaram-se equivalentes em qualidade.

A radiacdo do corpo negro ¢ uma das muitas evidéncias que dao suporte a hipétese
quantica. Neste caso, a energia radiante esta relacionada com a temperatura do corpo (Lei
de Planck):

2hc?

No[e(ha)/(kpAT) — 1] G.1.D

BA(T) =
sendo B, a energia irradiada, 7" a temperatura absoluta, A o comprimento de onda, c a
velocidade da luz no vacuo e h, kp as constantes de Planck e Boltzmann. A Eq. (5.1.1) s6
foi deduzida gracas a hipdtese de Planck da quantiza{cdo da luz, isto €, a energia luminosa



Meteorologia 53

¢ propagada em pacotes (ou particulas): E = nhv (A = 1/v).

A equagao de Planck para a radiagdo do corpo negro, mostra que a temperatura atmos-
férica pode ser inferida pela radiacdo medida por um satélite. Esta proposta foi formulada
na metade da década de 1950 [74].

A transferéncia diferencial da intensidade de radiagdo monocromdtica /) pode ser ma-
tematicamente expressa como (aqui vamos usar a notacao padrao dos textos de meteorolo-
gia, ver por exemplo [80]):

dIx(t,p,s) = — (kx + on) Inpds + jrpds (5.1.2)

onde ¢, p e s 330 o tempo, a pressao e a direcdo do feixe incidente e p é a massa especifica do
ar. Os coeficientes k), oy € jx = k) B\ (T) representam a absor¢do, espalhamento e termo
de fonte, respectivamente. Uma simplificacdo importante para a Equacao de Transferéncia
Radiativa (ETR) € quando ndo ocorre espalhamento (equacdo de Schwarschild), que na
geometria plano-paralela é dada por:

dIy(T,
" NGAD)

S = DT ) BA(T) (5.1.3)
-

onde ;1 = cos €, com 6 o angulo de espalhamento polare 7 = fzoo kxpdz' é profundidadade
Stica. A formulagido integral da ETR para um sensor posicionado no zénite (11 = cosf ~ 1)
¢é dada por
T1 ,
I(r) = I\(r) e ("77) — / By[T(7)]de™ =7 (5.1.4)
sendo que 7 = 7} para z = 0 e no topo da atmosfera: z — coe 7 = 0.
Definindo-se a transmitdncia monocromdtica como:

S\, z)=e 7 (5.1.5)
a radiacdo medida por um sensor a bordo de um satélite pode ser aproximada por:
N po O (As,
100 = BT8O + [ B 0] B8y e

Ps

escrita em coordenada de pressdo, sendo ps a pressdo a superficie e py a pressao no topo
da atmosfera. A Eq. (5.1.6) é uma equagdo de Fredholm de primeira espécie, ou seja, a
inversdo da ETR é uma problema mal-posto, pois viola a 3a. condi¢cdo de Hadamard. O
modelo direto (5.1.6) € resolvido com uma aproximacdo de diferencas finitas centradas:

N,

L BL i+ BL i -

I = B, s(T5)Sis + Z <%) (S — Sij-1] (5.1.7)
j=1

sendo i = 1,2,..., Ny, j = 1,2,..., N}, com I; = I,,(0), N é o nimero de canais no
radidmetro do satélite e IV,, ¢ o nimero de camadas atmosféricas consideradas.

A sondagem remota da atmosfera por satélites meteoroldgicos é uma questdo crucial
para previsao do tempo para o hemisfério sul. Os satélites da série TIROS-N (Zelevision
and Infrared Observational Satellite) da NOAA (National Oceanic and Atmosferic Ad-
ministration) conta hoje com sensores do tipo AVHRR (Advanced Very High Resolution
Radiometer) e MSU (Microwave Sounding Unit). Varias técnicas de inversdao tem sido
propostas para dados de satélites [122] da classe TOVS (TTROS Operational Vertical Soun-
der). Um dos pacotes de inversdo disponiveis é o ITPP-5.0 (International TOVS Proces-
sing Package), cuja a versao incorpora algoritmos para o sensor AVHRR, constituido de
um conjunto de cameras que utilizam 2 bandas do COs, sete canais na banda de 15 ym e
seis canais na banda 4,3 pm.
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Pressao | EMQ Max-Ent-2 | NE-MaxEnt-2 | NE-MaxEnt-1
(hPa) q=0.5 q=0.5
50-0.1 13,248 13,646 9,598
250-50 7,442 8,723 5,818

500-250 5,216 5,508 5,532

700-500 1,283 1,817 1,478

1000-700 4,428 3,475 5,334

Tabela 5.1: Erro médio quadratico (EMQ).

5.1.1 Inversao com Regularizacao

Conforme visto na Se¢@o 2.1, o problema inverso pode ser formulado como um problema
de otimizacdo, com o objetivo de minimizar o funcional de Tikhonov (2.1.2). O operador
de regularizagio aqui serd a entropia (extensiva) de 2a. ordem (técnica MaxEnt-2) [21, 22,
115] e a entropia néo extensiva de Tsallis [17] (NE-MaxEnt-n).

Como resultado do teorema da unificagdo, a forma da entropia nao extensiva de ordem-
7 € definida como

N,
k; P

S;*Eq_—l 175 ril (5.1.8)
i—1

onde o vetorr = [ry 7 ...7x,]7 é dado por:
r=A"p (5.1.9)

onde v =0, 1, 2,..., p é o vetor de termos desconhecidos (temperatura ou umidade) e
A é o operador de diferenga. O operador MaxEnt-2 pode ser deduzido de (5.1.8) e (5.1.9)
impondo 7 = 2 e ¢ = 1. Um pequeno valor deve ser adicionado ao valor do operador de
diferecga (¢ = 1071%) para assegurar uma quantidade bem definida para todos os valores
de q.

A Figura 5.1a mostra a inversao de temperatura atmosférica a partir de dados de sensor
HIRS-2 do satélite NOAA-14 com estimativa inicial a partir de médias climatoldgicas para
o TOVS. Figura 5.1b é a mesma inversdao, mas considerando uma estimativa inicial de
um perfil uniforme e idéntico a da temperatura do solo. Esta figura mostra que o método
implicito baseado em MaxEnt-2 é mais robusto em relac@o perfil inicial usado no processo
iterativo de inversao do que o método instalado no ITPP-5.

Os resultados para MaxEnt-0 ndo-extensiva (simplesmente: NE-MaxEnt) ndo foram
bons [17]. Entretanto, resultados com NE-MaxEnt-1 e NE-MaxEnt-2 sdo similares aos
obtidos com MaxEnt-2. Porém, na camada mais préxima ao solo (1000 a 700 hPa), os
resultados com ¢ = 0,5 (outros valores foram testados, mas nao melhoram a inversio)
para NE-MaxEnt-2 foram os melhores obtidos considerando as técnicas de regularizacido
baseadas em entropia [17] (ver Tabela 5.1).

5.1.2 Inversao por Redes Neurais Artificiais

O mesmo problema tratado na Sec@o 5.1.1 pode ser resolvido com a aplicagdo de redes
neurais artificiais. O primeiro resultado foi obtido com a rede perceptron de multiplas ca-
madas. Um aspecto importante € o conjunto de dados usados no treinamento. Trés tipos
de dados foram usados para treinamento das redes: (i) dados sintéticos SDB1, com radian-
cias calculadas com o modelo direto (5.1.7) a partir de perfis de temperatura conhecidos;
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Figura 5.1: Inversdo de temperatura atmosférica com MaxEnt-2 e ITTP-5 usando dados de
satélite NOAA-14 com 2 tipos de estimativa inicial: (a) TOVS; (b) perfil uniforme.

(i1) banco de dados TIGR (TOVS Initial Guess Retrieval): uma biblioteca de situagdes
atmosféricas disponivel na internet; (iii) um banco de dados constituido pela unido dos an-
teriores: SDB1+TIGR. A melhor inversao € obtida com o conjunto de treinamento (iii). A
figura 5.2a mostra a inversdao com RNA-PMC [131]. Resultados similares sao obtidos com
redes neurais do tipo FBR [133]. Um resultado muito significativo vem com a defini¢ao de
uma nova rede neural do tipo FBR: a FBR ndo extensiva. A rede FBR nao extensiva foi
também aplicada para o problema da inversdo de temperatura, melhorando os resultados
obtidos com a rede FBR padrao [134].

A importancia do uso de redes neurais se deve também por um aspecto de grande re-
levancia: € possivel implementar as redes neurais em dispositivos de hardware, os neuro-
computadores. Este tipo de computagiao (uma maquina nao von Neumann) pode ser imple-
mentada em sistemas de hardware configuraveis: FPGA (Field Programmable Gate Array),
cuja configuragio pode ser realizada com o uso de VHDL (VHSIC Hardware Description
Language, VHSIC: Very-High-Speed Integrated Circuit). Algumas linhas de computadores
de alto desempenho (computacdo paralela) estdo desenvolvendo maquinas hibridos: parte
do processamento realizado por software e parte por hardware. Em outubro de 2004, a
Cray Research langou a linha XD1: computadores multi-processados com dispositivos de
FPGA incluidos no sistema, com capacidade de processamento em ponto flutuante (em
muitas versdes, as FPGAs operavam somente com ponto fixo, sendo esta uma das limi-
tacOes apontadas para a tecnologia) — atualmente a linha XD1 foi substituida pela familia
XTs.

A tecnologia de FPGA ird permitir que o processamento seja feito a bordo dos satétiles,
com dispositivos acoplados diretamente aos radidmetros (uma nova geracdo de sensores
inteligentes), ao invés do processamento computacionalmente dispendioso que é realizado
hoje em dia com os procedimentos de inversdo em grandes computadores de alto desem-
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Figura 5.2: Inversdo para a temperatura atmosférica usando dados do satélite NOAA-14
(treinamento com SDB1+TIGR): (a) RNA-PMC, (b) software x hardware.

penho. A figura 5.2b mostra a inversao por redes neurais com software e com hardware
(versao VHDL) [19].

5.2 Oceanografia: Propriedades Oticas

O programa de pesquisa em Otica hidroldgica inversa junto ao grupo do LAC/INPE tem
mais de uma década de atividade, identificando inicialmente fontes de bioluminescén-
cia [146, 147] a partir de dados de radiancia in situ. McCormick [87] e Gordon [52]
apresentam artigos de revisdao nesta area importante com aplicagdes em ciéncia e enge-
nharia.

O problema direto é dado pela equacao linear de Boltzmann do transporte de fétons no
interior do corpo d’dgua — a figura 5.3 ilustra o problema direto. Em qualquer ponto do
meio, a luz pode ser absorvida, espalhada ou transmitida, de acordo com os coeficientes de
absorcdo (ay), espalhamento (b)) e a funcdo de fase de espalhamento. Um coeficiente de
atenuacdo € ¢, é definido como ¢ = a + b e, como antes, a profundidade € substituida pela
espessura Otica 7. Assumindo geometria plano-paralela, a Eq. de Boltzmann 1D (ETR)
pode ser escrita para uma dado comprimento de onda como (aqui serd usada a notag@o
tipica da drea, ver [91])":

b
po LT 1 9) + L(T, 1 0) =
o (5.2.10)
47? / / B, w31y )L, 1t ") dp’ + S (7)
—-1J0

onde 7 € a profundidade 6tica, ;1 = cos 6, 0 e o sdo os angulos incidentes polar e azimutal,
respectivamente; @y = b/c € o albedo de espalhamento simples e S(7) é termo de fonte. A

A dedugio desta equagio foi apresentada por Souto [139].
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Figura 5.3: Diagrama esquematico do problema direto em ética hidroldgica.

fungdo de fase de espalhamento 3(7, p1, ; 1/, ') representa a distribui¢do angular do feixe
luminoso. Para simplificar a notagdo, a dependéncia com o comprimento de onda A foi
omitida, quando necessdrio serd explicitado. A equagdo estd sujeita as seguintes condi¢des
de contorno

L(0, 1, 0) fw, @)
L(Tmaxv_/uvgo) = g(.”v@)'

Em nossos estudos, trés técnicas foram aplicadas na solu¢ao numérica da Eq. (5.2.10):

Insercio Invariante: Sua descricdo € feita por Mobley [91]. Nesta abordagem, a ETR
para um corpo de dgua é transformado num problema de valor inicial ndo linear
(equag@o matricial de Ricatti, resolvida por um bem estabelecido c6digo de solugao
de equagoes diferencias ordindrias. O pacote Hydrolight [92] permite a escolha de
varios tipos de fontes internas e diferentes condi¢des do tempo.

Método Sy Analitico: Aqui, primeiramente a radidncia é separada em componentes es-
palhada e ndo-espalhada. A solucdo para a componente ndo espalhada é dada por
uma expressao simples, enquanto que a componente espalhada € expandida em solu-
¢oes elementares das equagdes de ordenadas discretas. Os coeficientes da expansao
sao obtidos resolvendo o sistema de equacdes algébricas lineares associado. Uma
descri¢do completa do método € feita na referéncia [23].

Método LTSy: Este esquema apareceu no inicio dos anos 90 no contexto de transporte
de neutrons e foi mais tarde aplicado a problemas de tranferéncia radiativa [126].
Convergéncia do método foi estabelecida usando teoria de semi grupo-C [111].

Em todos os métodos citados, o tratamento da varidvel azimutal se da através da de-
composicao espectral de Fourier:

N,
L¥ (1, p,0) = Z [Lfm(T, 1, ) cos(mp) + L;ﬁnl(r, Iy 90)} (5.2.11)

m=0
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Ng
BEr 1 @) = > B (r s 1) cos[k(e — )] (52.12)
k=0
onde o sinal “+” denota radidncias direcionadas para baixo e o sinal “-” para radiancias
direcionadas para cima, os subscritos 1,2 denotam as amplitudes espectrais. A dependén-
cia em relacdo ao angulo azimutal ¢ € expressa pelos m-modos. Ou seja, a decomposicao
espectral de Fourier, transformada a equag@o integro-diferencial (5.2.10) com dependén-
cia em p e ¢, num sistema de Ny equacdes integro-diferenciais com dependéncia em /1
somente.
A precis@o e eficiéncia dos diferentes métodos para resolver a equag@o (5.2.10) foi
investigada por Chalhoub et al. [25] e o desempenho da versdo paralela dos cédigos foi
realizada por Souto et al. [141].

5.2.1 O Método LTSy

O método das ordenadas discretas é uma esquema de colocagdo, onde a varidvel angu-
lar 1 € discretizada em N, dire¢des (ou ordenadas) discretas [26]. A funcdo de fase de
espalhamento € escrita como expancio em polindmios de Legendre:

0
P L ) + L, ) =
N . (5.2.13)
O m . T m m
TR [P GOL i+ 57

l=m

onde Ng é o grau de anisotropia do meio. Finalmente, a integral de espalhamento ¢é disre-
tizada por uma regra de quadratura gaussiana. Isto é, a Eq. (5.2.13) € escrita como:

d
lujiLm(ﬂ :uj) + Lm(7—7 ﬂj) =

dr

N N, (5.2.14)
O m T T m m

S5 D2 WP ) D P () L (i) + 8™ (7)
l=m 1=1

onde j = 1,2,..., N, en; € o peso da quadratura gaussiana. Deste modo, a equagdo integro-
diferencial (5.2.10) € transformada num sistema de Ny X INV,, equagdes diferenciais.

No problema inverso deste capitulo, o método LTSy serd empregado para resolver o
problema direto associado. Neste método, aplica-se a transformada de Laplace na equa-
¢do de ordenada discreta (5.2.14), resultando num sistema de equagdes algébricas sobre a
varidvel complexa s:

Ny Ng
—m 1—m Wy m >m m —m
sL o (s)+—L " (s) — 24] D BIPM(g) > mP ()L (s) =
Hj L — im1 (5.2.15)
. 1—m
L7(0) + —S5 " (s)
Hj
sendo fm(s) = fooo L™(7)e™*T dr. A forma matricial da Eq. (5.2.15) torna-se
My, (s)T"(s) =L™(0)+ Q" (s) (5.2.16)

onde a matriz WT"L (s) de ordem N,,, chamada de matriz LTS, é dada por

M, (s) = sT+ A™ (5.2.17)
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sendo I a matriz identidade de ordem NV, enquanto a matriz A™ é dada por

— = B ()i P (1),
11 2%;7; YAV ])
sei =7,
A™(i,5) = (5.2.18)
— =0 S ),
’l]l m
sei#j

os vetores I (s),

I"(s) = [I'(s) "(s) - Th ()]
5/"(s) 5'(s) S;L(S)} |

M1 H2 o UN,

Q" (s) =

Para resolver a equag@o matricial (5.2.16), ela deve ser multiplicada pela matriz inversa
5 m
My, (s), como segue

") = [M"(s)] " 10)+ [ @™ () 62192

I"(s)=B"(s)I™(0)+B"(s)Q " (s). (5.2.19b)
Aplicando a transformada inversa de Laplace
I™(r) = B™(1)I™(0) + H™(7) (5.2.20)
onde
B (r) =L {E’”(s)} . H™(1) = B™(r) % Q™ (1) (5.2.21)

IR

no qual a convolucdoo é denotada por “x

Inversdo matricial € uma operacao computacionalmente custosa. A diagonalizagio tira
vantagem do fato de que a matriz LTS y matrix, Eq. (5.2.17), é ndo degenerada, isto é todos
os auto-valores sdo distintos e consequentemente pode ser diagonalizada

A™ = X™ D™ (X™) ! (5.2.22)

onde D™ é uma matriz diagonal contendo os auto-valores de A™ e X™ é a correspondente
matriz de auto-vetores.

B™(r) =L [(sT+A™) ™
=X"L7' [(sT+D™) 7' (x™) ! (5.2.23)
—Xm eDmT(Xm)*l

substituindo a Eq. (5.2.23) na Eq. (5.2.20), chega-se
I™(r) = X"eP 7 (X™) = ™ (0) + H™(r) (5.2.24)

onde dT e d~ sdo auto-valores positivos e negativos, respectivamente.
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O método, tal como descrito pelas Eqs. (5.2.20) ou (5.2.24), ndo funciona devido
ao overflow numérico: valor da funcao exponencial quando avaliada em dominios com
grande espessura e/ou grandes valores de N,,. Um mudanga de varidveis exita este efeito
indesejado. A Eq. (5.2.20) pode ser escrita como segue

I™(1)=B™(7)£™(0) + H™(7) (5.2.25)
onde
. et o "
B™(r) = X { ) ed7:| , (5.2.26)
m0) = [edoc (1’] (X™)=11(0) . (5.2.27)

Equaccdo (5.2.25) pode ser representada por matrizes bloco:

- 150 B0 T80T (5] e

onde os indices 1 e 2 indexam as radiancias transmitidas nas dire¢des para baixo e para
cima, respectivamente. Na superficie da dgua, NV, /2 valores de radiancias incidentes sdo
conhecidas. Deste modo, aplicando as condi¢des de contorno (por conveniéncia, o indice
do modo azimutal m foi omitido):

B21(¢)€1(0) = I*(¢) — B22(¢)&%(0) — H?(C) (5.2.29)

permitindo calcular os valores desconhecidos de N, /2 componentes do vetor £(0), para
cadam =0,1,2,..., Ny.

5.2.2 Identificacao Multi-espectral de Propriedades Oticas

O grupo do LAC-INPE iniciou o estudo de problemas inversos em 6tica hidrolégica, com
uma metodologia que fazia uso de dados experimentais in situ, ou seja, medidas de ra-
didncia eram tomadas em vdrias profundidades do corpo d’dgua. Dados deste tipo tem
relevéncia, porém este tipo de observaciio experimental tem aplicagdo local. E dificil infe-
rir um comportamento do estado de uma propriedade fisica em posi¢do distante do local da
medida.

Desta forma € preciso tecnologia espacial (satélites) para se fazer observagdes em es-
cala planetdria. Porém, sdo poucos os métodos de inversdo apresentando estimacdo de
propriedades Gticas a partir de imagens de satélites. Frequentemente o problema é simpli-
ficado, por exemplo fazendo a hipétese de oceano homogéneo ou a lei de empregando a lei
de Gershun [91] na estimacao de propriedades oticas aparentes.

A recuperacdo de propriedades 6ticas de sensores multi-espectrais (como aqueles usa-
dos em satélites) ¢ um tema em aberto. O primeiro resultado do grupo de problemas inver-
sos do LABAC-INPE em estimacdo multi-espectral em 6tica hidroldgica foi a estimativa
de fontes de bioluminescéncia [24], onde o termo de fonte foi parametrizado por uma
forma funcional parabdlica e o método de Levenberg-Marquardt foi usado para identificar
os coeficientes da pardbola. Neste problema, modelos bio-6ticos [91] foram empregados
para representar os coeficientes de absor¢do e espalhamento. Além dessas consideracdes,
nenhuma outra hipétese simplificadora do problema foi adotada.

Uma hipétese chave € assumir que as propriedades possam ser definidas em termos
de separacdo de varidveis, isto €, a dependéncia funcional destas propriedades no dominio



Oceanografia 61

espacial e com o comprimento de onda, possam ser escritas como um produto de 2 fungdes:
uma com dependéncia espacial e outra com dependéncia espectral, somente.

O passo seguinte foi tentar identificar propriedades 6ticas inerentes, com o uso da hip6-
tese da separacdo de varidveis. De fato, nos modelos bio-6ticos, os coeficientes de absorcao
e espalhamento sdo dados por [91]:

a(zA) = [a¥+0,06a5CO%(2)] x [1+o,26*0>014“r44°> (5.2.30)
b(z,A) = (‘r’/\ﬁ) 0,30 C%%2(2), (5.2.31)
g9

onde ag’ € o coeficiente de absorgdo da dgua pura e C'() € a concentragdo de clorofila.

Assim, o problema direto a ser resolvido € a versao multi-espectral da Eq. (5.2.10). O
problema inverso ¢ a reconstrucdo do perfil de concentragao de clorofila. A ETR é resolvida
discretizando a variavel espacial (profundidade) em NN, regides (ver Fig. 5.4) e funcao de
fase de espalhamento de Henyey-Greenstein [91]:

1
(1= ¢*) [L+9* —2gcosv

Ng

2 +1

21 g' Pi(cos ) (5.2.32)
= 4

Brc(cos ) ]73/2

Q

onde os coeficientes da expansio g' sdo obtidos da relacio de ortogonalidade do polindmio
de Legendre P;(cos ¢) [15, 117] e ¢ é o angulo de espalhamento entre as dire¢des (6’, ')
e (0, 9):

costh = pp' + (1 — p)?(1 — p')? cos(¢’ — ) (5.2.33)

por ultimo, ¢g ¢ um fator de assimetria: quando ¢ — 1 o feixe de fétons é espalhado da
diregdo de propagacdo do feixe, g = 0,9 foi utilizado.

O problema inverso € bem desafiador. Uma técnica implicita foi aplicada para a inver-
sdo. O método de coldnia de formigas (ACO) com regularizacdo intrinseca foi empregada
para resolver o problema de otimiza¢do. A tabela 5.2 mostra os pardmetros usados na
meta-heuristica ACO. Porém, como o método ACO ¢é uma técnica estocdstica, o sistema
foi executado diversas vezes com varias sementes, produzindo alugumas solugdes inversas
pobres [143], o resultado final ¢ uma média dessas execugdes. Desta forma foram propostas
outras 2 estratégias adicionais para melhorar a solugdo inversa [143]:

1. Muitos dos perfis gerados no processo de inversao apresentavam solugdes com uma
curvatura que ndo é observada (ver Fig. 5.5a), assim selecionou-se automaticamente
somente os perfis gerados pela inversao com ACO, com a curvatura adequada, usando
um teste de derivada segunda citeSouto:08 (ver Fig. 5.5b;

2. O critério adicional da derivada segunda melhorou os resultados, porém foi possivel
melhorar ainda mais o resultado congelando os valores da inversdo dos perfis de
concentragdo de clorofila da superficie até o valor maximo de clorofila e submetendo
o problema para nova inversao — ou seja, o processo completo de inversao é com 2
passos, o resultado é mostrado na Fig. 5.5c.

A clorofila oceanica faz parte da cadeia tréfica dos oceanos, ¢ componente importante
para fito-plancton, que por sua vez é a base da cadeia alimentar de pequenos moluscos,
pequenos peixes, até a escala dos grandes predadores. Ou seja, a concentragdo de clorofila
nos oceanos ¢ uma medida da satide do planeta. Desta forma, o monitoramento da concen-
tracdo de clorofila nos oceanos é um importante parametro ambiental no planeta Terra. Este
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Supetficie do oceano

To=0 T
regido 1
T
regifio 2
T2
Te—1
regifio 1
Te
TR-2
regidio R-1
TR-1
regiio R
TR=(

Figura 5.4: Discretizagdo do dominio vertical do oceano: aqui ¢ = Tiax.

sementes ns np na mit p qo
{17,33,55,81,99} 10 3000 90 500 0,03 O

Tabela 5.2: Parametros usados na meta-heuristica ACO.

monitoramento para se tornar eficiente em escala planetaria necessita de um imageamento
por satélite.

Em julho de 2008, divulgamos um procedimento onde se poderia processar uma tomo-
grafia 3D da concentrag@o de clorofila oceanica a partir de dados de satélites [142]. Esta
inversdo requer cerca de 4 horas de processamento por pixel da imagem, onde foram feitas
vdrias andlises para diminuir o esfor¢o computacional. Tal procedimento consistiu numa
avaliac@o da reducdo do grau de anisotropia (N, = Ng = 173), uso de processamento
paralelo (8 processadores) e aplicacdo de regularizagdo intrinseca para o ACO — que reduz
80% do custo computacional efetivo. Sem a a melhoria do desempenho numérico usando
regularizagdo da forma padrio e aplicagdo de ACO com um tnico processador, a inversao
é realizada em aproximadamente 39 dias.

Nos exemplos executados, os perfis de concentracdo de clorofila foram representados
por curvas gaussianas:

h 1/ 2— zmaz 2
O(2) = Ciy + = exp {—2 <70 > } (5:234)

onde z é a profundidade em metros e C'(2) é dado em mg/m®. A tabela 5.3 mostra valores
numéricos para a obtengdo de 3 perfis (o perfil-1 € a concentragdo verdadeira mostrada na
Fig. 5.5).

Uma reconstrug@o tomografica 3D foi desenvolvida usando a técnica de computacdo em
grade [48], sob a plataforma OurGrid [105]. A grade se constituiu de 3 sistemas compu-
tacionais geograficamente distribuidos: no Departamento de Computacdo da UFSM (SGI
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Figura 5.5: Perfis de concentragio de clorofila: (a) ACO e regularizagdo intrinseca (RI),
(b) ACO-RI com critério da 2a. derivada, (c) ACO-RI com 2 passos.
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Perfil  Cy, h 0 Zmax
1 0,2 144 17

0,2 144 9 25

0,2 144 12 17

[SSIN 5]
=)

Tabela 5.3: Pardmetros dos perfis de clorofila para a Eq. (5.2.34).

A[nm] 410 520 580 600 640 680 700
ay 0,017 0,048 0,108 0,245 0,330 0,450 0,650
as 0,828 0,528 0,291 0,236 0,334 0,502 0,215

Tabela 5.4: Coeficientes a} e a§ da Eq. (5.2.30), de acordo com [91].

P1 P1 P1 P1 P1 P1

P1 P3 P3 P3 P3 P1

P1 P3 P2 P2 P3 P1

P1 P3 P2 P2 P3 P1

P1 P3 P3 P3 P3 P1

P1 P1 P1 P1 P1 P1

Figura 5.6: Representac@o de pixels de uma imagem com resolu¢ao de 10 Km x 10 Km
por pixel, onde P1, P2 e P3 sao os perfis construidos com os valores da Tabela 5.3.
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Altix XE com 8 cores 2 GHz), Instituto de Informatica da UFRGS e LABAC-INPE (Cray
XD1 com 4 e 8 processadores AMD Opteron 2.8 GHz, respectivamente). Este problema
¢ um bom exemplo onde a computagdo em grade pode ser eficiente, pois a inversao a par-
tir de radiancias (sintéticas, no exemplo) medidas em N canais de satélite ¢ realizada de
maneira independente para cada pixel da imagem 5.6.

A figura 5.7 € o resultado da tomografia 3D para a concentragdo de clorofila para aguas
do tipo-1 (longe da costa). Bons resultados para inversao sdo obtidos até a profundidade de
22 m aproximademante, para um corpo d’dgua de 40 m de profundidade. Esta reconstru-
¢do tomogréfica representa uma busca de quase 15 anos de pesquisa em 6tica hidrolégiva
inversa.

Reconstruciion I Chioropindl Concentration [nghl’]

x[km)

Figura 5.7: Reconstrucdo 3D da concentracao de clorofila em dguas oceanicas longe da
costa.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

A drea espacial € uma rica fonte para aplicgdes da metodologia de problemas inversos. Um
problema tépico € a estimativa do fluxo de calor ao qual um veiculo espacial estard sujeito
na reentrada da atmosfera. Neste texto, foi realizada uma introducdo de alguns métodos
matemadticos para a solucdo de problemas inversos, e alguns problemas da drea espacial
foram selecionados para ilustrar como essas técnicas poderosas sao aplicadas no céalculo de
solugdes inversas.

Dois pontos importantes ndo foram tratados neste texto. Na parte de metodologia, ndo
foi apresentada a técnica de decomposicao truncada em valores singulares (TSVD: Trun-
cated Singular Value Decomposition) e nem a técnica estatistica de estimagdo Bayesiana
(a referéncia mais conhecida nesta abordagem € o texto do prof. Tarantola [149]). Uma
aplicac@o importante refere-se a restauracdo de imagens, na drea espacial este ¢ um tema
muito importante, tanto em sensoriamento remoto (imagens de satélite), como em imagens
astrondmicas. Porém, ha uma extensa literatura sobre estes temas [2, 3, 7, 108, 135, 154].

E pertinente ressaltar que muito do que o grupo de problemas inversos do LABAC-
INPE vem desenvolvendo ndo foi visto aqui. Como destaque de desenvolvimentos signifi-
cativos pode-se citar o novo algoritmo para otimizacao extrema [145]: GEO (Generalized
Extreme Optimization) e sua aplicagdo em problemas multi-objetivos (M-GEO) e o em-
prego em sistemas espaciais: o projeto térmico de radiadores da Plataforma Multimissao
(PMM) do INPE e a obtenc@o da configuracido de uma constelacio de satélites de sensori-
amento remoto [50]. O operador de epidemia para GA, foi proposto na tese de mestrado
de Medeiros [88] e seu emprego em problemas inversos foi realizado por Chiwiacowsky e
Campos Velho [27]. A versdo paralela do EGA foi o tema da tese de mestrado de Sambatti
[124] — ver também [18, 125].

Outro desenvolvimento que merece destaque € a aplicagdo do método de coldnia de
formigas para otimizacdo (ACO). Na aplicagdo do ACO em problemas inversos, a idéia
de regularizacdo intrinseca foi concebida, onde somente caminhos mais suaves sao con-
siderados - a suavidade do caminho ¢é avaliada por uma norma de Tikhonov [139]. Esta
estratégia ainda faz uso de regularizag¢@o, mas nao faz uso do parametro de regularizag@o.
Claramente, a estratégia pode ser adotada em outras meta-heuristicas.

Aplicagdes importantes sdo novos algoritmos para producdo de mapas de radiacdo cOs-
mica de fundo, onde foi usada uma versdao do SA com ciclos térmicos [37], e o projeto
de arranjo de antenas para o projeto BDA (Brazilian Decimetric Array) do INPE, onde
a estratégia do ACO foi usada para maximizar uma fun¢do objetivo da entropia da ima-
gem do telescépio BDA [46]. Um problema relevante nos dias atuais é a determinagio
de fluxos superficiais do ciclo bio-geo-quimicos de gases de efeito estufa. Roberti [120]
desenvolveu uma metodologia para atacar este problema, maximizando entropia de 2a. or-
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dem, utilizando o método quase-Newton para determinar a solugdo ttima. Neste contexto,
usou-se a estratégia de identificar os valores funcionais de uma fungdo amostrada. O mé-
todo de Levenberg-Marquardt, que € muito eficiente em problemas inversos de estimacao
de parametros, ndo conseguiu bons resultados neste caso. Isso indica que o problema de
estimac¢do de fungdes (mesmo no caso de fun¢ido amostrada) tem uma natureza matematica
distinta da estimagdo de parametros. O mesmo problema foi resolvido usando uma técnica
de otimizagdo estocdstica: enxame de particulas, melhorando o resultado obtico com o mé-
todo quase-Newton [83]. Os resultados foram ainda melhores com a aplicacao de redes
neurais [107].

Do ponto de vista tedrico, Campos Velho et al. [17] usaram o principio da maxima en-
tropia ndo-extensiva para unificar a regularizacao de Tikhonov e a regularizag@o entrdpica.

A maior parte dos resultados obtidos e grande esfor¢o de desenvolvimento, estio li-
gados a concepgao tradicional de resolucdo de problemas inversos: métodos de solucdo
de problemas de otimizacao para obter solucdes regularizadas. Nao ha nada de errado em
seguir por este caminho, pelo contrdrio, os resultados mostram que esta é¢ uma linha de
pesquisa com muito a oferecer. Por outro lado, a aplicagdo de redes neurais é uma me-
todologia realmente nova neste campo de pesquisa, permitindo atacar problemas em que
sequer o problema direto esteja matematicamente formulado. A aplicagdo da técnica de re-
des neurais em problemas inversos ¢ um campo de pesquisa muito promissor. Nosso estudo
iniciou-se com a identificacdo de condicdes iniciais e de contorno em problemas simples de
conducio do calor. Como comentado na Se¢do 3.4, as redes neurais foram aplicadas com
sucesso na recuperacdo de perfis verticais de temperatura e umidade atmosféricas a partir
de dados de satélite meteoroldgicos com sensores na banda espectral do infra-vermelho.
Além da rede perceptron de mdltiplas camadas, outras redes podem ser utilizadas com re-
sultados igualmente excelentes [132]. Inversdes com redes neurais podem ser aplicadas
com outros tipos de sinais de satélites, como sinais de GPS [34]. Porém, talvez o aspecto
mais relevante nesta nova técnica seja sua potencialidade de implementacao em dispositi-
vos de hardware. Neurocomputadores podem representar um salto fantdstico no ganho de
desempenho de processamento.



Apéndice A

Conceitos e Propriedades
Matematicas

A.1 Conceitos Preliminares

Espaco com produto interno, espagco normado e espaco métrico.

Definicao A.1. Espagco com produto interno: é um espago vetorial, denotado por exem-
plo H, onde estd definida uma fun¢do complexa bilinear (), que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) (f.9) = (g, f), onde f,g € H;
(ii) {f,a191 + az92) = a1 (f, 1) + a2(f, g2), onde a1 e g sdo niimeros complexos;
(i) (1) # 05 f £ 0; e (f, f) =0 f =0,

Definicao A.2. Espaco normado: uma norma sobre um espago vetorial B é um funcional
linear || f|| com as seguintes propriedades:

(i) |fll >0, paratodo f € Be|f|| =0« f=0;
(ii) |lef|| = |e| || f]], para todo o escalar (niimero complexo);
(iii) ||f +gll < IS+ llg

Um espaco linear B equipado com uma norma || f|| é chamado um espago linear nor-
mado.
Todo o produto interno, de um espaco de produto interno, induz uma norma dada por:

fIF =< ) -

Espagos com produto interno e espacos normados podem conter uma fungdo de distdn-
cia, dada pela norma da diferenca:

|, para f,g € B.

If =gl = d(f,9)

esta norma da diferenca é chamada de distincia entre as func¢des f e g e pela propriedade
(iii) da norma, tem-se que:

If =Rl <IIf =gl +llg =l < d(f,h) < d(f,g)+d(g,h) .

69
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Definicao A.3. Espago métrico: dado o par (X, d), para um conjunto X e uma fun¢do de
distancia d, de valor real d(f, g) definida para f,g € X com as seguintes propriedades:

(i) d(f,g) > 0paratodo f,g € X e: d(f,g9) =0< f=g;
(i) d(f,g) = d(g, f);
(iii) d(f,h) < d(f,g) +d(g,h).

Todo espago linear normado sdo espagos métricos, pois: d(f,g) = || f — g||; entretanto
nem todo o espago métrico € um espago normado.

As defini¢des acima, vao servir para tornar preciso outros conceitos. Por exemplo,
diz-se que a seqiiéncia de elementos f1, fo, ... de um espaco métrico converge para f se

lim f,=f.

n—r00

e o elemento f é chamado de limite da seqiiéncia { f,, }. Mais precisamente, diz-se que a
distancia

d(fn: f) = fn = £l

pode ser arbitrariamente pequena quando n — co.
Supondo que uma seqiiéncia { f,, } seja uma seqiiéncia convergente, isto &, lim,,_,o. f, =
f, desta forma considerando f1, fo,..., fin,- .., fn,... pode-se escrever:

”fn - f'm” = ”(fn - f) + (f - f’m)H S ”f’n - fH + Hf - f'm” =0 quando m,n — o0

ou, para um espago métrico:

A(fry frm) < d(fn, [) +d(f, fm) — 0 quando m,n — co .

Desta forma, quando:

lim || f, — fm|| =0 num espago vetorial (A.1.1)
n,m—00
ou
lim  d(fn, fm) = 0 num espago métrico (A.1.2)
n,m— oo

¢ uma seqiiéncia {f,,} cujos os elementos satisfazem esta condi¢@o limite e é chamada
de segiiéncia de Cauchy. Deste modo, toda a seqiiéncia convergente ¢ uma seqiiéncia de
Cauchy.

O prof. Gerlach [51] mostra um exemplo simples e interessante para mostrar que um
espaco de fungdes continuas Cla, b] = {f(z) : f continua em = € [a, b]}, ndo é completo,
ou seja, o limite de uma seqiiéncia de Cauchy nao é¢ um elemento deste espaco. O exemplo
¢é o seguinte: considere a seqiiéncia:

11
up(x) = 5t ;tanfl(kx) ze[-1,1].

Considerando o produto interno e anorma: (f, ) = || f||* = jjl ffdx, 0espago C[—1,1]
é incompleto em relac@o a esta norma-Ls. Pois:

-1

. _ 2 _ _ 2 _ . A s L
1. p’guﬁnoc llup — gl p}llgloo 71(up ug)“dz = 0. Ou seja, a seqiiéncia {uy, : k

1,2,...} é uma seqiiéncia de Cauchy.
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2. Para x fixo:
1 0<zx<l1

lim ug(z) =v(z)=¢ 1/2 =0
ke 0 -1<a<0

que é uma fungdo descontinua: v(x) ¢ C[—1,1].

1
3. lim |Jv — ugl|? = lim / [v(z) — up(z))?dx = 0.
k—o0 k—oo J_1

4. Pode ser mostrado que ndo exite qualquer fungdo continua w(x) tal que: ||w—wu|| —
0 quando k — oo.

Este exemplo é para ilustrar que o espago de fungdes continuas Cla,b] é Cauchy in-
completo, no sentido que o limite de uma seqiiéncia de Cauchy ¢ um elemento que pode
ndo pertencer ao espago.

Espacos completos com produto interno sdo espacos de Hilbert. Espagos normados
lineares completos sdo espagos de Banach.

A.2 A Alternativa de Fredholm

No capitulo 1, vimos que a equagdo do calor, pode ser formulada como uma equacao inte-
gral — Eq. (1.2.8) (ver também referéncia [53]). Portanto, prova de existéncia e unidade
de solugdo pode ser tentada via estudo de equacdes integrais. Um resultado importante é o
teorema abaixo.

Teorema A.1. Alternativa de Fredholm: Para a equacdo integral de Fredholm homogénea

)
NOE / K(z,9)f(y)dy =0

ou a equagdo integral de Fredholm heterogénea

b
M) - / K(z.9)f(y)dy = g(z)

a alternativa de Fredholm declara que, para qualquer N\ € C ndo nulo, ou a equagdo
homogénesa tem uma solugdo ndo trivial, ou a segunda equagdo tem solugdo para todo

g(x).
Uma condigdo suficiente para o teorema é que o nicleo K (x,y) seja de quadrado inte-
gravel sobre [a, b] X [a, b]. O resultado para o operador de Fredholm generaliza o resultado

para espagos vetoriais de dimensdo infinita (espago de Banach). O operador de Fredholm
T :V — V & expresso como:

T(xz,y) = No(z,y) — K(z,y)
deste modo,
b
o) = [ Ty

Em termos mais precisos, a alternativa de Fredholm se aplica somente quando K € um
operador compacto. Da teoria de Fredholm, niicleos integrais suaves sdo operadores com-
pactos.

Prova: Consulte [45], pagina 641.
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A.3 Operadores Compactos
Sejam X e Y espagos de Banach.
Definicao A.4. Operador Compacto: Um operador linear limitado

K:X—=Y

é chamado compacto se para cada seqiiéncia limitada {u, }32; C X, a seqgiiéncia { Kuy}32 |
¢ precompacta em Y, isto é, existe uma subseqiiéncia {uy, };2, tal que {Kuy;}32, con-
verge em Y .

Nio ¢ dificil perceber que para um espago de Hilbert real, com produto interno (, ), o
operador linear K : H — H é compacto e que se uy — u, entdo Kui — Ku.

A.4 Espectro de Operadores Compactos

Se T' € um operador linear continuo de um espago de Hilbert: 7" : H; — Ho, 0 operador
adjunto T : Ho — H; € o operador linear continuo definido por:

(T,y) = (@, T"y)

parax € Hy ey € Ha. O posto R(T) e o espaco nulo N(T') de um operador linear com
dominio D(T') sdo definidos por:

R(T) = {Txz:zeD(T)}
N({T) = {zeD(T):Tx=0}.
Ha uma propriedade importante entre o complemento ortogonal destes espagos.

Teorema A.2. Se T : Hy — Ha é um operador linear continuo, entdo R(T)* = N(T*)
e N(T)*+ = R(T™).

O operador 7" é limitado se:
[T = sup [Tz < oo
ll=ll
O espectro de um operador linear 7' : H — H € o conjunto de nimeros complexos
o(T) definido por
o(T) = {A € C: T — AI ndo tem inversa limitada}

onde I é o operador identidade sobre .
Um operador 1" : H x ‘H é chamadao auto-adjunto se 7' = 7.

Teorema A.3. Auto-vetores de um operador compacto e simétrico: Se H é um espago de
Hilbert separdvel e o operador T : H — H é compacto e simétrico, entdo existe uma base
ortonormal de H, consistindo de auto-vetores de T'.

Prova: Consulte [45] pagina 645, ou [75] pagina 237.
O teorema espectral para dimensao finita é apresentado em [135]. No caso de dimensao
infinita, a equag@o dos auto-valores é:

T¢n = >\n ¢n
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e fazendo a ordenac@o dos auto-valores
A= el 22 Al 2020

com
An #0 = dim{ker(T — N\, 1)} < 00

Se dim(H) = oo, entdo: lim, oo A, = 0.
Os operadores compactos auto-adjunto tem um espectro simples: cada ponto nao nulo
do espectro € um ponto isolado que € um auto-valor do operador.



74

Conceitos e Propriedades Matematicas



Apéndice B

Termo-estatistica Nao Extensiva:

Propriedades

B.1 Definicoes

Al: Entropia ndo extensiva:

B.2 Propriedades

1. Seq — 1:
N,

S1= kZpi Inp;,

i=1

NP
Or=3 pi0; .
i=1

2. A entropia ndo-extensiva é positiva: S; > 0.
3. Naio extensividade:

Sq(A+ B) = 54(A) +54(B) + (1 = 9)5,(A)S,(B)

Og(A+B) = Og(A) +0q(B)

(1= 9)[04(A)S¢(B) + OgSy(A)] .

75

(B.1.1)

(B.1.2)

(B.2.3)

(B.2.4)

(B.2.5)

(B.2.6)
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Termo-estatistica Nao Extensiva: Propriedades

4. Méximo de S, sob a restrigdo O, = >_. p’e; (ensemble canonico):

1
pi= —[1=B(1— )]/ (B.2.7)
Zy
onde ¢; € a energia de estado-i, O, = U, é a forma ndo-extensiva para a energia
interna e o fator de normalizacdo Z, (func@o de particdo), para 1 < ¢ < 3, é dada
por

r }1/2 LB-a)/20¢-1)] (B.2.8)

-
! {6(1 -q) I'1/(g—1)]
Para ¢ = 1 tem-se

pi=e’/ 7y (B.2.9)
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