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Prefácio

Estas notas foram elaboradas através de versões mais reduzidas de mini-cursos ministrados

em encontros científicos e por 2 anos consecutivos foram temas na Escola de Verão em

Computação Aplicada (ELAC), promovida e patrocinada pelo Laboratório Associado de

Computação e Matemática Aplicada (LABAC) do Instituto Nacional de Pesquisas Espaci-

ais (INPE) — parte dos slides do mini-curso Problemas Inversos: Conceitos Básicos e Apli-
cações, apresentado durante o IV Encontro de Modelagem Computacional do IPRJ/EURJ

em 2001, está disponível na internet: www.lac.inpe.br/∼haroldo/scip.html (ver

também: referência [14]).

Este minicurso é dividido em 2 partes. Primeiramente, descrição de técnicas gerais

para a solução de problemas inversos. como o método de regularização, onde vários ope-

radores são introduzidos: regularizadores de Tikhonov e de entropia – e variantes recentes:

entropia de alta ordem e entropia não-extensiva, apresentando o teorema da unificação da

regularização baseado no princípio da máxima entropia não extensiva. Métodos para o

cálculo do parâmetro de regularização são apresentados, bem como uma generalização do

princípio da discrepância de Morozov. Outras técnicas de inversão são também descritas:

método variacional e redes neurais artificiais.

Quando o problema inverso é formulado como um problema de otimização, há várias

técnicas para solução do problema são apresentadas no texto, baseadas em técnicas deter-

minísticas, estocásticas e híbridas.

A segunda parte do minicurso estará voltada a aplicações.

As metodologias de inversão são aplicadas em problemas da pesquisa espacial. Há

quadro pilares que compõem a área espacial: ciência espacial, engenharia ou tecnologia

espacial, aplicações espaciais e medicina espacial. Os exemplos trabalhados no minicurso

se situam nos 3 primeiros ramos da área espacial, que se constituem os campos de atuação

do INPE.

Há vários anos se estabeleceu no LABAC-INPE um grupo de problemas inversos. Ti-

vemos o apoio da FAPESP, via projeto temático: Iterative Approaches to Inverse Problems
with an Emphasis on Evolutionary Algorithms (Proc. 1996/07200-8). A área espacial tem

grande demanda em problemas inversos, que foram e são grandes desafios científicos e

tecnológicos.

O objetivo do minicurso é apresentar um conjunto de metodologias e mostrar, através

de problemas práticos, como estas técnicas podem ser empregadas em problemas reais que

respondem a desafios científicos. As aplicações são todas da área espacial, mas as técnicas

de inversão podem ser empregadas em aplicações de outras áreas.

São José dos Campos, 07 de maio de 2008.

Haroldo F. de Campos Velho
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Capítulo 1

Introdução

A ciência tem um duplo papel: responder a necessidades do ser humano e da sociedade;

desenvolver e organizar o conhecimento. Entender os fenômenos naturais e culturais é o

desafio da ciência. É hoje um consenso que as aplicações da ciência é aspecto essencial

para o desenvolvimento da sociedade. Osvaldo Cruz, um dos nomes mais importantes

da ciência brasileira, se pronunciava da seguinte maneira: Meditai se só as nações fortes
podem fazer ciência ou se é a ciência que as torna fortes.

Parte do conhecimento científico é o estudo de problemas diretos e de problemas inver-

sos. Como a teoria geral de problemas inversos se estabeleu muito recentemente, é natural

termos uma idéia mais precisa do seja o problema direto.

Observamos a luz e nos perguntamos: o que é a luz? Como se propaga? Ou ainda,

como se dá o deslocamento de uma onda no mar, ou como se processa a dinâmica das

órbitas dos corpos celestes? Tentar dar respostas a questões como estas é o desafio da

ciência. Um marco histório na ciência foi a edição do livro de Isaac Newton: Princípios

Matemáticos de Filosofia Natural (o texto foi escrito em latim: Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, e a 1a. edição data de 1687 — na verdade, são 3 livros: Livro

I: Do Movimento dos Corpos, Livro II: Do Movimento dos Corpos aos quais é oferecida
Resistência na Razão da Velocidade, Livro III: Do Sistema do Mundo). Há uma tradua-

ção para o português do Principia [62]. Newton muda, ou consolida, para sempre muitos

aspectos do pensamento científico. Uma delas tem conseqüência direta para a física: dife-

rentemente do que propunha Aristóteles, a física para o planeta Terra, não difere da física

para os corpos celestes. Mais ainda, as ciências naturais devem ser quantitativas, isto é,

as quantidades envolvidas se relacionam de acordo com relações matemáticas. Através do

desenvolvimento do cálculo diferencial e integal (em que Newton teve papel fundamental),

as relações quantitativas se expressam em equações diferenciais e integrais.

Assim, houve um longo desenvolvimento até que pudessemos descrever, com relativa

precisão, as equações (diferenciais) da dinâmica dos fluidos, por exemplo, para finalmente

entendermos qualitativamente e quantitativamente o deslocamento de uma onda no mar.

Deste modo, a descrição das equações matemáticas, propriedades do material (equações

constitutivas) e as condições inicias e de contorno, constitui o que chamamos de Problema
Direto.

Mas, o que é um Problema Inverso?

É atribuído a Oleg Mikailivitch Alifanov, importante pesquisador russo na área de

problemas inversos (PI), a afirmação: a solução de um problema inverso consiste em
determinar causas baseado na observação dos seus efeitos (citação disponína internet:

www.me.ua.edu/inverse/whatis.html).

A distinção entre o que seja um problema direto ou inverso para um dado fenômeno,
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M: Espaço de parâmetros (modelos) D: Espaço de dados (observações)

Figura 1.1: Representação de problema direto (M) × problema inverso (D).

está ligada a nossa cultura, isto é, trata-se do que se interpreta como causa e efeito!

Do ponto de vista prático, convenciona-se chamar problema direto àquele em que o

estudo antecedeu-se historicamente. Tal ambigüidade (em relação ao par: direto/inverso),

pode ser exemplificada do seguinte modo, se o modelo matemático é expresso por A(u) =
f , o modelo inverso pode ser representado por: A−1(f) = u. Por outro lado, definindo-se

B ≡ A−1, o par problema direto-inverso torna-se: B(f) = u =⇒ B−1(u) = f ! Mais

adiante no texto, vamos notar que nem sempre a operação inversa como descrita aqui é

possível.

Como se percebe, a própria definição de PI pode apresentar controvérsias. Entretanto,

neste texto, a observação de Oleg M. Alifanov é a base para a conceituação de PI. Uma

definição, bem como classificações de PI, é apresentada na próxima seção.

1.1 Problemas Inversos: Conceito e Classificação

Considera-se o astrofísico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian (para mais in-

formações sobre este cientista consulte o sítio na internet:

http://www.physastro.sonoma.edu/BruceMedalists/Ambartsumian/)

como aquele que cunhou a expressão problema inverso (PI). Uma definição bastante abran-

gente, porém, é apresentada no livro de Engl et al. [44]: “Resolver um problema inverso
é determinar causas desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Note-

se que a área de projeto ótimo ou projeto inverso (inverse design) também está incluída

nesta definição. Em geral, as observações são imprecisas (dados contaminados com ruídos

ou erros experimentais) e incompletas. Diferentemente, problemas diretos requerem um

conhecimento completo e preciso das causas para a determinação dos efeitos.

A Figura 1.1 mostra de maneira pictórica a relação entre problema direto e inverso.

Causas, num modelo matemático, são as condiçẽs iniciais e de contorno, termo de fon-

tes/sumidouro e propriedades do sistema (material). Efeitos são as propriedades calculadas

a partir de um modelo matemático (direto), como o campo de temperatura, concentração

de partículas, corrente elétrica e propriedades vetoriais, como campo de velocidade.

Para a classificação de problemas inversos, o tipo de causa a ser determinada pode ser

usado para classificar um PI. Contudo, outras classificações são possíveis:
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1. Quanto a natureza matemática do método: Explícito (inversão direta),

Implícito;

2. Quanto a natureza estatística do método: Determínista,

Estocástico;

3. Quanto a natureza da propriedade estimada: Condição inicial,

Condição de contorno,

Termo de fonte/sumidouro,

Propriedades do sistema;

4. Quanto a natureza da solução (Beck): Estimação de parâmetros,

Estimação de função;

5. Quanto a natureza da dimensão do problema (Silva Neto e Moura Neto):

Tipo-1 (PDf e PIf),

Tipo-2 (PD∞ e PIf),

Tipo-3 (PD∞ e PI∞),

Tipo-4 (PDf e PI∞),

Nota-se que, a classificação dos itens 1 e 2 estáo ligada aos métodos de solução do PI.

No item 3, como já mencioando, tipifica-se o problema inverso pela causa a ser determi-

nada. A classificaçõ do item 4 foi sugerida pelo prof. James V. Beck. Ao que parece,

o autor desta classificação tinha em mente como estimativa de função a noção de fun-

ção contínua, desta forma a determinação de coeficientes ck da expansão de uma função

f(t) =
∑

k ck φk(t) caracterizar-se-ia como estimação de parâmetros e não como esti-

mação de função. Por outro lado, estimar propriedades características e constantes de um

sistema (como a condutividade térmica k de um material, ou a intensidade S de uma fonte

pontual de calor estacionária), é um problema de estimação de parâmetros. Num caso, o

vetor de parâmetros desconhecidos é X = [c1 c2 . . . cN ]T , noutro caso X = [k, S]T . Um

caso distinto é estimar uma função amostrada: f(ti) = fi (i = 1, 2, . . . , N), nesse caso:

X = [f1 f2 . . . fN ]T .

A classificação indicada no item 5 foi proposta recentemente [135] e está baseada na di-

mensão do modelo do fenômeno físico (problema direto: PD) e na dimensão da quantidade

a ser estimada (problema inverso: PI) se finita (f) ou infinita (∞): a expressão dimensão

infinita está ligada ao conceito de função contínua (ou contínua por partes): esta classifi-

caão, entretanto, não é uma idéia de exclusão. Problemas inversos do tipo reconstrução

de imagens são exemplos de PI do Tipo-1, estimação de parâmetros pode ser classificada

como do Tipo-2 ou Tipo-3, enquanto estimação de função contínua é sempre um problema

do Tipo-3.

É pertinente se fazer um comentário sobre o caso de estimação de função. Pode-se

querer estimar a função, ela mesma, ou quando a função é obtida por uma expansão. Os

dois casos de uma função real são listados a seguir:

caso-1: f(x) =
∞∑
k=0

ck φk(x) ;

caso-2: f(x) com x ∈ [0, 1] .

Tanto no caso-1 como no caso-2, ter-se-á infinitos valores para se identificar. Entretando,

no caso-1, os valores {ck}∞k=0 formam um conjunto enumerável, enquanto que no caso-2,

a quantidade de valores a serem identificados formam um conjunto não enumarável. Em
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ambos os casos, são conjuntos com uma quantidade infinita de elemenos, mas a cardina-

lidade destes dois conjuntos são diferentes. Conjuntos enumeráveis (onde é possível de

alguma forma uma associação com os números naturais), com uma quantidade infinita de

elementos, tem cardinalidade ℵ0. O caso-2 é um exemplo de conjunto não enumerável, que

tem cardinalidade c = 2ℵ0 . George Cantor provou que ℵ0 �= 2ℵ0 [81]. Desta forma, um

problema de identificação de parâmetros nunca é similar a um problema de identificação

de função contínua.

Matematicamente, problemas inversos pertencem à classe de problemas malpostos. No

início do século XX, o matemático francês Jacques Hadamard definiu um problema mate-

maticamente bem-posto como sendo aquele que cumpre as três condições abaixo:

(i) a solução existe;

(ii) a solução é única;

(iii) a solução tem uma dependência contínua (suave) com os dados de entrada.

Assim, o problema é dito mal-posto se alguma das condições acima não é satisfeita.

Problemas discretos e finitos são chamados mal condicionados, se a condição (iii) não

se cumpre. Em geral, nenhuma das condições de Hadamard é satisfeita num problema

inverso!

Exemplos simples podem ser usados para ilustrar os conceitos acima. Por exemplo,

considere a solução da equação do 1o. grau:

2x− 4 = 0 . (1.1.1)

O problema (direto) algébrico acima tem solução única: x = 2. O problema algb́rico

inverso

ax+ b = 0 (1.1.2)

com x = 2, não apresenta solução única. O problema de estabilidade é exemplificado por

uma equação algébrica do 2o. grau:

ax2 − 2x+ 1 = 0 (1.1.3)

o qual para a = 1, possui as seguintes soluções: x1 = x2 = 1. Introduzindo um erro de 1%

no coeficiente a, isto é, a = 1, 01 - a solução da Eq. (1.1.3) torna-se: x1,2 = 1±0, 1i, sendo

i a unidade dos números imaginários. Ou seja, uma variação de 1% (ruído) no coeficiente

a, faz com que a Eq. (1.1.3) não tenha mais solução no campo dos números reais.

Os exemplos acima são simples, mas servem para ilustrar que problemas malpostos

são muito freqüentes. Contudo, Hadamard acreditava que fenômenos naturais (problemas

da física) sempre se configuram como problemas bem-postos. Nos seus estudos sobre

equações diferenciais, esta convicção foi desenvolvida (por vezes problemas malpostos

eram identificados com formulações que violavam as leis da termo-dinâmica). Embora

tenha apresentado exemplos de problemas malpostos, Hadamard afirmou que um modelo

matemático para um fenômeno físico deve ser bem posto [55, 56].

A convicção de Hadamard impregnou por décadas a comunidade matemática. Desta

forma, os matemáticos para ajudar as outras comunidades científicas, passaram a investigar

tenazmente as duas primeiras propriedades de um problema bem-posto

Seja como for, na metade do século XX ficou evidente que problemas malpostos são

problemas comumente encontrados em aplicações da ciência e da tecnologia.

Mesmo sendo uma área em franco desenvolvimento, PI é um capítulo relativamente re-

cente na ciência. Há legítimos PI que não eram reconhecidos como tais. Contudo, existem

várias outras áreas da ciência que estão correlacionadas com esta nova área, seja pela natu-

reza do objetivo de estudo, seja do ponto de vista metodológico. A lista a seguir apresenta

áreas correlatas aos PI (esta lista não pretende ser completa):
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- Identificação de sistemas;

- Controle ótimo em sistemas estocásticos;

- Álgebra linear computacional em problemas de posto incompleto;

- Processamento de imagens;

- Teoria de filtragem;

- Assimilação/iniciação de dados;

- Teoria da estimação.

Porque PI emergiram como uma nova área da ciência? Devido a sua importância cien-

tífica, econômica, social e mesmo política.

Por exemplo, ondas de som constituem um dos resultados mais significativos a partir de

mapas da radiação cósmica de fundo em microondas [64], ou RCFM, sendo uma previss̃o

de modelos de instabilidade gravitacional da teoria da relatividade geral. Mapa de RCFM

é um modelo matemático, onde o padrão de flutuações de temperatura é dado por uma ex-

pansão em harmônicos esféricos. Outro exemplo, o telescópio espacial Hubble levou cerca

de 10 anos para ser construído e custou 4,7 bilhões de dólares1: depois de seu lançamento,

notou-se que as imagens produzidas não tinham a nitidez desejada (projetada). O problema

apresentado na fabricação das lentes do telescópio foi solucionado por software (métodos

matemáticos de PI [57]). Centenas de exemplos podem ser citados, mas não se pode deixar

de citar a revolução na medicina (e na sociedade) desde a introdução da tomografia com-

putadorizada [71, 100, 155], um clássico problema inverso. Para finalizar, lembramos a

discussão sobre o aquecimento global: a metodologia de problemas inversos é até agora o

único procedimento para identificar o ciclo bio-geo-químico dos gases do efeito estufa [72]

– este tema tem despertado uma discussão mundial sobre o aquecimemto global de efeito

antrópico.

1.2 Condição Inicial em Condução de Calor
Aqui será tratado o problema de determinar a condição inicial de um problema de linear de

condução de calor numa barra isotrópica e homogênea, sem fontes internas e considerando-

se condições de contorno do tipo Neumann homogênea. O problema é formulado matema-

ticamente como:
∂Θ

∂τ
= k

∂2Θ

∂x2
L

, τ > 0 , xL ∈ (0, L) (1.2.4)

com as condições iniciais e de contorno:

Θ(τ, xL)|τ=0 = f(xL) ;
∂Θ

∂xL
= 0 , em xL = 0, xL = L . (1.2.5)

Na equação acima, num meio isotrópico e homogêneo, a condutividade térmica k é cons-

tante e definindo: x ≡ xL/L, T ≡ Θ/Θ0 e t ≡ kτ/L2 a Eq. (1.2.4) torna-se adimensio-

nal [97].

1Custo original estimado em US$ 400 milhões, mas o custo total foi estimado em US$ 4,7 bilhões até o tempo

do lançamento. O custo cumulativo foi estimado em cerca de US$ 10 bilhões em 2010, em 20 anos de operação

– fonte: Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/Hubble Space Telescope)
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Desta forma, o problema teste considerado neste texto é o seguinte problema evolutivo

de condução do calor numa barra com condições de contorno adiabáticas:

∂T

∂t
=

∂2T

∂x2
, t > 0 , x ∈ Ω ≡ (0, 1)

∂T

∂t
= 0 , t > 0 , x = 0, x = 1 , (1.2.6)

T (x, 0) = f(x), x ∈ [0, 1] .

A solução do problema direto para uma dada condição inicial f(x) é obtida explicita-

mente usando separação de variáveis [106], para (x, t) ∈ [0, 1]× R+:

T (x, t) =

+∞∑
m=0

e−β2
mt 1

N(βm)
X(βm, x)

∫
Ω

X(βm, x′) f(x′) dx′ , (1.2.7)

onde X(βm, x) são as auto-funções associadas ao problema, βm os auto-valores e N(βm)
representa a normalização da integral (ou a norma [106]). Para as condições de contorno

do problema, tem-se:

X(βm, x) = cos(βm x) , para m ∈ N ∪ {0}
βm = mπ

N(βm) =

∫ 1

0

X2(βm, x) dx .

A Eq. (1.2.7) pode ser escrita numa formulação integral:

T (x, t) =

∫ 1

0

K(x, x′, t)f(x′)dx′ , (1.2.8)

onde o núcleo K(x, x′, t) é definido por:

K(x, x′, t) =
+∞∑
m=0

e−β2
mt 1

N(βm)
X(βm, x)X(βm, x′) . (1.2.9)

A representação acima requer que a temperatura inicial f(x) seja uma função limitada

satisfazendo as condições de contorno no intervalo [0, 1] [20].

Se a temperatura T (x, t) é conhecida para um tempo t = τ e usando a ortogonalidade

das funções X(βm, x) a condição inicial pode ser obtida analiticamente.

Teorema 1.1. Se a temperatura T (x, t) é conhecida para um tempo τ > 0 sobre todo o
domínio espacial x ∈ (0, 1), então a temperatura inicial f(x) é dada por

f(x) =
+∞∑
m=0

eβ
2
mτ

N(βm)
X(βm, x)

∫ 1

0

X(βm, x′)T (x′, τ) dx′ . (1.2.10)

Prova: (τ > 0) A solução do problema direto é expressa como

T (x, τ) =

∞∑
m=0

cmX(βm, x)e−β2
mτ . (1.2.11)
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Multiplicando a Eq. (1.2.11) por X(βk, x) e integrando sobre o domíno espacial, obtém-se

∫ 1

0

T (x′, τ)X(βk, x
′)dx′ =

∞∑
m=0

cme−β2
mτ

∫ 1

0

X(βk, x
′)X(βm, x′)dx′

= cke
−β2

kτN(βk) .

Consequentemente, os coeficientes são calculados como

ck =
eβ

2
kτ

N(βk)

∫ 1

0

T (x′, τ)X(βk, x
′)dx′ . (1.2.12)

Aplicando a condição inicial (t = 0) e a expresão (1.2.12), obtém-se

f(x) =

+∞∑
m=0

cmX(βm, x)

=
+∞∑
m=0

eβ
2
mτ 1

N(βm)
X(βm, x)

∫ 1

0

X(βm, x′)T (x′, τ)dx′ . �

Para testar o resultado do teorema 1.1, podemos ir a um laboraório, instrumentar uma

barra metálica (isto é, inserir sensores ao longo da barra para medir a temperatura em vários

pontos) isolada nas extremidades e usar a fórmula:

f(x) =

N∑
m=0

eβ
2
mτ 1

N(βm)
X(βm, x)

∫ 1

0

X(βm, x′)θδ(x′, τ)dx′ (1.2.13)

onde a temperatura medida θ(x, τ) difere da temperatura verdadeira T (x, τ) somente por

um pequeno erro experimental

θδ(x, τ) = T (x, τ) + δ . (1.2.14)

Pode-se considerar que o desvio aleatório δ seja de no máximo 1%. O resultado da inversão

sob estas condições é mostrada na figura 1.2 (ver também [124]). Fica claro que o resultado

da inversão analítica não funcionou. A razão é que este problema inverso viola a 3a.

condição de Hadamard.

Empregando o resultado do teorema 1.1, pode-se mostrar que o problema de determinar

a condição inicial é mal-posto [96, 97].

Teorema 1.2. O problema de determinar a condição inicial f , onde (f, T ) ∈ L2([0, 1])×
L2([0, 1]), não depende continuamente (na métrica-L2) sobre os dados T (temperatura
transiente), isto é, o problema é mal-posto no sentido de Hadamard, visto que a exigência
de estabilidade não é satisfeita.

Prova: Considere duas condições iniciais f1, f2 ∈ L2([0, 1]) tal que f2(x) = f1(x) +
CX(βn, x), com C ∈ R− {0} e n ∈ N. Assuma que a correspondente solução transiente

(para um τ > 0 fixo) são respectivamente os perfis T1(x, τ), T2(x, τ). Pela linearidade,

ver Eq. (1.2.7), tem-se que

T2(x, τ) = T1(x, τ) +

∞∑
0

e−β2
mτX(βm, x)

N(βm)

∫ 1

0

CX(βn, x
′)X(βm, x′)dx′

= T1(x, τ) + Ce−β2
nτX(βn, x)
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Figura 1.2: Solução calculada com a expressão (1.2.13).

Consequentemente, a diferença entre T1(x, τ) e T2(x, τ) é dada por

‖ T2 − T1 ‖22=
∫ 1

0

[T2(x, τ)− T1(x, τ)]
2dx = C2e−2β2

nτN(βn)

Então, para qualquer número C, a quantidade ‖ T2 − T1 ‖2 pode ser feita arbitrariamente

pequena, pela escolha de n sufficientemente grande.

Analogamente, avaliando-se a diferença entre f1 e f2 na métrica-L2 com C �= 0,

obtém-se

‖ f2 − f1 ‖22=
∫ 1

0

C2X2(βn, x)dx = C2N(βn) = constante > 0 .

Consequentemente, com discrepâncias arbitrariamente pequenas entre T1 e T2, pode-se

escolher n e C de tal modo que a discrepância entre as soluções inversas correspondentes

(f1 e f2) pode ser arbitrária, isto é:

‖ T1 − T2 ‖2→ 0 , mas : ‖ f1 − f2 ‖� 0. �

O resultado não surpreende. Uma propriedade conhecida como a alternativa de Fredholm
[45, 76] garante a solução para equações integrais do tipo (1.2.8). De forma mais precisa,

a alternativa de Fredholm somente aplica-se quando o operador integral é um operador
compacto. Dito de outra maneira, da teoria de Fredholm, núcleos suaves de equações inte-

grais são operadores compactos. Tais operadores têm um espectro que é um sub-conjunto

finito (inclui o número zero) ou infinito (mas contável), de números complexos (no último

caso, tem o zero como seu ponto limite). Deste modo, da teoria espectral dos operado-

res compactos, é possível reconhecer que o operador inverso de Eq. (1.2.8) irá apresentar

singularidades (uma descrição mais detalhada é feita no apêndice A).

No próximo capítulo, veremos algumas técnicas para calcular boas inversões, evitando

as singularidades na operação de inversão.



Capítulo 2

Técnicas de Inversão

Como já mencionado, problemas inversos formam um tópico muito importante na ciência

e tecnologia. Desta forma, há um esforço continuado no desenvolvimento teórico e de

métodos para encontrar a solução desta classe de problemas.

Neste capítulo, técnicas de inversão usadas nas aplicações expostas neste texto são aqui

explicitadas. Inicialmente a teoria de regularização é apresentada, formulada como um

problema de otimização com restrições. Alguns operadores de regularição são descritos,

bem como o teorema da unificação dos operadores de Tikhonov e de entropia. A teoria da

regulariização está completa com o cálculo do parâmetro de regularição e com métodos de

solução do problema de otimização – quatro técnicas determinísticas e três estocásticas são

detalhadas.

Por último, duas técnicas de solução de problemas inversos são descritas: método vari-

acional e de redes neurais artificiais. Dois tipos de redes neurais são apresentados: percep-

tron de múltiplas camadas (PMC) e função de base radial (RBF) – está também incluída a

rede RBF não-extensiva, desenvolvida no LABAC-INPE.

2.1 Técnica de Regularização
Como visto no capítulo anterior, mesmo tendo sucesso na busca de uma solução analíca

para um problema inverso (outro problema resolvido explicitamente é a solução de Burgraff

para identificação de fluxo superficial em problemas de condução de calor – ver Beck et

al. [5], página 67), a solução inversa pode não ser estável em relação a presença de ruído

nos dados (efeito de inserção de informação não ligada ao fenômeno observado ou efeito

numéricos, como erro de truncamento de uma série ou mesmo o erro de arredondamento).

Assim, mesmo que o problema direto seja bem-posto, com operadores suaves e contínuos

(se for um operador de Fredholm com núcleo de quadrado integrável, por exemplo, implica

num operador compacto), a operação inversa não é contínua [53]:

A(u) = f � u = A−1(f) .

No caso particular de alguns sistemas lineares indeterminados (com número de incóg-

nitas inferior ao número de equações), uma soluão estudada foi a abordagem de mínimos

quadrados de norma mínima, isto é, existe um termo adicional (a norma do vetor de in-

cógnitas) associado ao termo de discrepância quadrática. Isso pode ser generalizado. A

idéia é a seguinte: para resolver problemas malpostos, é necessário fornecer informação

adicional. Na década de 60, vários pesquisadores também notaram este fato. Nomes como

V. K. Ivanov [67], D. L. Phillips [109] e S. Twomey [153] merecem destaque, mas foi com

9
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Figura 2.1: Idéia básica para solução de problemas mal-postos: informação adicional (a
priori) é incorporada ao problema e o problema modificado (muito similar ao problema

original) é um problema bem-posto!

o trabalho de Andrei Nikolaevich Tikhonov em 1963, o início de uma formulação geral

para problemas malpostos, chamada teoria ou método de regularização. O prof. Tikhonov

foi um matemático proeminente e trabalhou no prestigioso Instituto de Matemática Steklov

da Academia Russa de Ciências (matemáticos como A. N. Krylov, D. K. Faddeev, L. S.

Pontryagin, S. L. Sobolev, A. N. Kolmogorov e A. A. Markov, formam uma pequena lista

de importantes cientistas do mesmo Instituto), tendo trabalhos importantes em topologia,

análise funcional, matemática computacional e física-matemática.

O método da regularização consiste na determinação da solução aproximada e suave,

compatível com os dados de observação, para certo nível de ruído. A busca da solução

mais suave (regular)é uma informação adicional, que transforma o problema malposto num

problema bem-posto (ver Figura 2.1).

Na implementação matemática do método, o PIé formulado como um problema de

otimização com restrições:

min
u∈U

∥∥A(u)− fδ
∥∥2 sujeito a Ω[u] ≤ ρ (2.1.1)

onde A(u) = fδ representa o modelo direto e Ω[u] é o operador de regularização [150].

A técnica dos multiplicadores de Lagrange permite colocar na mesma função custo os

objetivos de fidelidade dos parâmetros com o modelo direto – primeiro termo da expressão

abaixo – e de regularidade (ou, suavidade) – segundo termo da expressão abaixo - exigida

da quantidade desconhecida:

min
u∈U

{∥∥A(u)− fδ
∥∥2
2
+ αΩ[u]

}
(2.1.2)

onde α é o parâmetro de regularização. Note que, para α → 0, o termo de fidelidade dos

dados na função objetivoé superestimado, enquanto que para α → ∞ toda a informação

contida no modelo matemático é perdida.

Uma definição mais formal considera-se a aplicação A(u) = f entre espaços normados

U e F , onde um operador inverso modificado aproxima-se da operação de inversão, mas

resolve a inversão de modo estável [53, 97].

Definicao 2.1. Família de operadores de regularização: Uma família de operadores
contínuos Rα : F → U é chamada um esquema de regularização para a operação inversa
de: A(u) = f , quando

lim
α→0

Rα{A(u)} = u (2.1.3)
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para u ∈ U e α é o parâmetro de regularização.

A expressão (2.1.2) mostra uma implementação prática para a definição 2.1. Porém

para completar a teoria é necessário indicar o operador de regularização e como calcular

o parâmetro de regularização (α). Vários tipos de operadores de regularização têm sido

investigados desde o trabalho dos pioneiros na área. Aqui somente serão comentadas três

classes destes operadores de regularização.

Técnicas estatísticas para resolver problemas inversos em geral se baseiam na regra

de Bayes, onde a função de distribuição de probabilidade a posteriori é obtida a partir do

produto de uma uma função de máxima verossimilhança (é a distribuição da discrepância

entre os dados de medida e os dados computados pelo modelo matemático) e de uma dis-

tribuição probabilidades a priori do vetor de parâmetros desconhecidos [149]. Sob certas

circunstâncias (hipótese de ditribuições gaussianas e discrepância avaliada pelo quadrado

da norma-2) o resultado da estimação por máxima verossimilhança produz resultado equi-

valente ao resultado obtido com regularização de Tikhonov de ordem-zero – ver Seção 1.10

de [8] e [102].

2.2 Regularização de Tikhonov
Aqui o operador de regularização é expresso por:

Ω[u] =
P∑

k=0

μk‖u(k)‖22 (2.2.4)

onde u(k) denota a k-ésima derivada (diferenç) e μk > 0. Em geral, k = δkj (delta de

Kronecker), e o operador torna-se

Ω[u] = ‖u(k)‖22 (2.2.5)

e a técnica é chamada de regularização de Tikhonov de ordem-k. O efeito da regulari-

zação de Tikhonov-0 é reduzir oscilaçães na função u (busca por funções suaves, neste

caso u(0) ≡ u ≈ 0). Já na regularização de 1a. ordem, toma-se u(1) ≈ 0, ou seja, u é

aproximadamente constante.

O problema inverso da Seção 1.2 foi resolvido usando este operador de regularização

por Muniz et al. [96].

2.3 Regularização Entrópica
De maneira similar é técnica de Tikhonov, o método da máxima entropia busca regulari-

dade global, produzindo as reconstruções mais suaves de acordo com os dados disponíveis

(medidos).

O princípio da máxima entropia foi proposto por Jaynes [68] como um critério geral

de inferência, baseado na teoria matemática da informação de Shannon [127]. A Figura

2.2 mostra diferentes probabilidades num fenômeno em que 8 estados são possíveis. A

condição de máxima entropia ocorre quando todos os estados são igualmente prováveis

(Figura 2.2a), enquanto o estado de mínima entropia é ilustrado na Figura 2.2b: todos os

estados têm probabilidade nula de ocorrer, com exceção de um único estado.

Da mesma forma que a regularização de Tikhonov, podem ser estabelecidos operadores

de entropia de várias ordens. Uma expressão genérica para regularização entrópica é:

S(u) =

Nq∑
q=1

sq log sq , com: sq =
r(k)∑Nq

q=1 r
(k)

(2.3.6)
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) Máxima entropia: estados igualmente prováveis, (b) mínima entropia: todos

estados tem probabilidade nula de ocorrência exceto um único estado com probabilidade

de 100% de ocorrência.

válida para o caso discreto, onde u = [u1 u2 . . . uq . . . uNq
]T . Neste contexto, diferentes

ordens do operador podem ser consideradas [12, 13, 114, 115]:

rkq =

⎧⎨
⎩

uq para k = 0
uq+1 − uq + (umax − umin) + ς para k = 1
uq+1 − 2uq + uq−1 + 2(umax − umin) + ς para k = 2

(2.3.7)

onde r
(k)
q representa a k-ésima diferença (derivada) da quantidade a ser estimada. A função

de entropia atinge seu valor máximo, Smax = log(Nq), quando a função de densidade de

probabilidade é uniforme, e tem seu valor mínimo, Smin = 0, se os valores de rq estiverem

distribuídos por uma delta de Dirac (ou delta de Kronecker, no caso discreto) [98].

Em termidinâmica macrocóspica, a entropia é uma maneira de se quantificar a irrever-

sibilidade nos sistemas e a entropia tem um papel central na física estatística. A entropia

de Shannon é uma medida da informação perdida. No contexto de problemas inversos, ela

é uma entropyia de forma.

O problema inverso da Seção 1.2 foi resolvido usando regularização entrópica de ordem

zero e de alta ordem [98].

2.4 Regularização por Entropia Não-Extensiva
Uma formulation não extensiva para a entropia foi proposta por Constatino Tsallis [151,

152]. Recentemente, a forma não-extensiva da entropia (Sq) foi usada como um novo ope-

rador regularização [116], usando somente q = 0.5. O parâmetro q tem um papel central

na thermo-estatística de Tsallis, em que para q = 1 a entropia Boltzmann-Gibbs-Shannon

é recuperada. A entropia de Tsallis inclui como um caso particular a entropia extensiva

(q = 1). Entretanto outro importante case particular da entropia não-extensiva ocorre

quando q = 2. Neste caso, o princípio da máxima entropia não-extensiva para o operador

de regularização S2 é equivalente a regularização de Tikhonov [150] (ou regularização de

Tikhonov de ordem-zero). Na próxima seção este fato será demonstrado: o Teorema da
Unificação.

Este novo operator regularização foi testado para estimar a condição inicial do problema

de condução do calor descrito na seção 1.2 [17]. Uma investigação para resolver este

problema foi avaliada para vários valores de q [17, 128].
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A forma não-extensiva da entropia proposta po Tsallis [151] é dada pela expressão1:

Sq(p) =
k

q − 1

⎡
⎣1− Np∑

i=1

pqi

⎤
⎦ (2.4.8)

onde pi é uma probabilidade e q é um parâmetro livre (o parâmetro de não-extensividade.

Em termodinâmica o parâmettro k é conhecido com a constante de Boltzmann. Analo-

gamente como na teoria matemática da informação, k = 1 é considerado na teoria de

regularização. A entropia de Tsallis se reduz a forma padrão de Boltzmann-Gibbs-Shanon

no limite q → 1:

S1(p) = −k

Np∑
i=1

pi ln pi . (2.4.9)

Para q < 5/3, o teorema central do limite se aplica, implicando que se pi é escrito como

uma soma de Np variáveis aleatórias independentes, no caso limite Np → ∞, a função de

densidade de probabilidade para pi no espaço de distribuições é uma distribuições normal
(gaussiana) [152]. Entretanto, para 5/3 < q < 3 o teorema central do limite de Levy-

Gnedenko’s aplica-se, resultando que para M → ∞ a distribuição de Levy é função de

distribuição de probabilidade para a variável aleatória pi. O índice de tal distribuição de

Levy é γ = (3− q)/(q − 1) [152].

Tal como na forma extensiva da entropia, a condição de equiprobabilidade produz o

máximo para a função da entropia não-extensiva. Esta condição é expressa como

(Sq)max =
1

1− q

(
N1−q

p − 1
)

(Np ≥ 1) (2.4.10)

onde, no limite Np → ∞, Sq diverge se q ≤ 1 e satura em 1/(q − 1) se q > 1 [152].

A condição de equiprobabilidade leva a um operador de regularização defido por Sq(p),
dado pela Eq. (2.4.8), que irá identificar a solução mais suave para o vetor de parâmetros

desconhecidos p [17, 116].

O problema inverso da Seção 1.2 também foi resolvido usando entropia não-extensiva

[17].

2.4.1 Teorema da Unificação da Regularização
Propriedades de regularização para a entropia emergem do critério de inferencia de Jaynes:

o princípio da máxima entropia, onde todos os estados são igualmente prováveis: pi =
1/Np. O seguinte lema extende este resultado para a entropia não-extensiva.

Lema 2.1. A função de entropia não-extensiva Sq tem um máximo quando pi = 1/Np

para todo i.

Prova: O problema é determinar o máximo da função (2.4.8) sob a seguinte restrição

Np∑
i=1

pi = 1 (2.4.11)

visto que pi representa uma probabilidade. Consequentemente, é possíivel definir uma

função objetivo em que a restrição acima é adicionada a função não-extensiva (2.4.8):

J(p) = Sq(p) + λ

⎛
⎝ Np∑

i=1

pi − 1

⎞
⎠ (2.4.12)

1Ver também Eqs. (B.1.1) e (B.1.2) no Apêndice B.
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onde λ é o multiplicador de Langrange, que, neste caso, pode ser determinado quando um

mínimo para função objetivo é calculado como segue:

∂J

∂pi
= − 1

q − 1

(
q pq−1

i

)
+ λ = 0 ⇒ pi =

[
λ(q − 1)

q

] 1
q−1

(2.4.13)

Este resultado pode ser usado para obter os valores de pi’s que maximizam a função J(p):

Np∑
i=1

pi =

Np∑
i=1

[
λ(q − 1)

q

] 1
q−1

=

[
λ(q − 1)

q

] 1
q−1

Np = 1

⇒ pi =
1

Np
(2.4.14)

ou seja, se pi = 1/Np para todo i = 1, ..., Np a entropia não-extensiva é máxima.

O teorema a seguir unifica os operadores de regularização de Tikhonov e de entropia

extensiva [17].

Teorema 2.1. (Teorema da Unificação) Para os valores de q = 1 e q = 2 da entropia não
extensiva Sq , o efeito de regularização deste operador é equivalente ao da regularização
entrópica extensiva e de Tikhonov, respectivamente.

Prova: (i) q = 1: Tomando o limite,

lim
q→1

Sq(p) = lim
q→1

1−∑Np

i=1 p
q
i

q − 1
= lim

q→1

1−∑Np

i=1 e
q log pi

q − 1

= lim
q→1

−∑Np

i=1 log pi e
q log pi

1
=

Np∑
i=1

pi log pi (2.4.15)

(ii) q = 2: Lembrando que maxS2 é equivalente a min(−S2), segue

maxS2(p) = max

⎛
⎝1−

Np∑
i=1

p2i

⎞
⎠ ⇔ min {−S2(p)} = min

⎧⎨
⎩

Np∑
i=1

p2i − 1

⎫⎬
⎭

agora, para os valores de máximo (mínimo) tem-se ∇pS2 = 0, consequentemente

∇pS2(p) = ∇p

⎛
⎝ Np∑

i=1

p2i − 1

⎞
⎠ = ∇p

⎛
⎝ Np∑

i=1

p2i

⎞
⎠ = ∇p ‖p‖22 (2.4.16)

Ou seja, maxS2(p) = min ‖p‖22: regularização de ordem-zero de Tikhonov. �

2.5 Parâmetro de Regularização
Para completar a teoria de regularização, é necessário um método para calcular o parâmetro

α na Eq. (2.1.2). O parâmetro de regularização realiza o balanço entre o termo da dife-

rença quadrática entre os dados de observação e o modelo matemático (termo de fidelidade
dos dados) e o termo de regularização (termo de suavidade dos dados). A literatura re-

gistra vários métodos para a determinação do multiplicador de Langrange [7]: critério da

discrepância de Morosov, o método da curva L, validação cruzada.
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O critério de Morosov baseia-se no fato de que a diferença, ou discrepância, entre os

dados de observação e os dados do modelo deve ter a mesma magnitude do erro de medida.

Dessa maneira, se δ é o erro no processo de medida, α∗ é a raiz da equação{‖A(u)− fδ‖2}
α∗ = δ (2.5.17)

O critério da discrepância foi validado para o caso do operador de entropia de alta or-

dem [98] e para a entropia não-extensiva de Tsallis [17, 128].

O critério da curva L é um critério geométrico introduzido por Hansen [58]. A idéia

aqui é encontrar o ponto de máxima curvatura da curva construída para o gráfico: Ω[uα]×∥∥A(uα)− fδ
∥∥2
2
, que em geral apresenta uma forma tipo-L. Este critério também foi exa-

minado para a regularização com a entropia não-extensiva [17, 128].

2.5.1 Princípio da discrepância generalizado
Se as medidas são tomadas por um mesmo intrumento e são indepentes e, ainda, os erros

de medidas podem ser expressos por uma estatística gaussiana, o princípio da discrepância

pode ser expresso como:

‖A(u)− fδ‖2 ≈ N σ2 (2.5.18)

onde N é o número de parâmetros a serem estimados e σ2 é a variância da distribuição

gaussina dos erros de medida (fδ).

A hipótese implicitamente assumida é que a distribuição associada é uma distribuição

normal, com média zero e desvio padrão σ. Esta é uma hipótese geralmente aceita e está

embasada num dos teoremas mais fortes da estatística: o teorema central do limite2.

Como fica o critério se a distribuição dos erros aleatórios da medida fδ forem uma

distribuição com o segundo momento estatístico não definido?

Há muitas distribuições estatísticas importantes que não tem o segundo momento (a

variância) definido. Exemplos são as distribuições de Cauchy e de Lewi. Para casos deste

tipo, uma generalização do critério de Morosov pode ser proposta.

Seja ρf (x) a distribuição da variável aleatória δ, que está associada ao erro de medida

da variável f :

fδ = f + r ∗ δ (2.5.19)

onde r é o erro máximo. O segundo momento estatístico é definido por:

σ2
ρ ≡

∫ +∞

−∞
x2ρ(x)dx . (2.5.20)

É sempre possível normalizar a distribuição para fixar σ2 = 1, desde que a integral (2.5.20)

convergir. No caso da integral acima divergir (σ2 → ∞), pode-se redefinir o domínio da

variável aleatória δ, denotada por δ̂ ∈ ρ̂[−d,d], tal que

∫ d

−d

x2ρ(x)dx = 1 . (2.5.21)

Assim, para uma distribuição normalizada (σ2 = 1), o princípio da discrepância é

re-definido como:

‖A(u)− fδ‖2 ≈ N , (2.5.22)

2O resultado é o seguinte: Se uma variável aleatória δ resulta de uma soma infinita de variáveis aleatórias inde-

pendentes e com momentos estatísticos finitos, a distribuição da variável aleatória δ é uma distribuição gaussiana,

mesmo que as distribuições das demais variáveis não o sejam.
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que será válido para distribuições com segundo momento finito e unitário, ou para dis-

tribuições com segundo momento não definidos, mas com domínios re-definidos pela Eq.

(2.5.21).

Esta forma generalizada do princípio da discrepância para distribuições em que a va-

riância não é definida, foi testada para a determinação de condição inicial (problema da

Seção 1.2), onde os erros de medida eram variáveis aleatórias com distribuições de Cau-

chy, t-Student e de Tsallis com q = 1, 5 [130]. A generalização proposta mostrou-se efetiva

em todos os casos.

2.6 Técnicas de Otimização
A solução inversa no método de regularização é obtida resolvendo-se o problema de oti-

mização expresso pela Eq. (2.1.2). Há uma grande variedade de métodos na literatura,

divididos em 2 grandes grupos: métodos determinísticos e métodos estocásticos:

- Deterministicos: máxima descida, método de Newton, quase-Newton, Gradiente

Conjugado, Método de Levenberg-Marquadt, Método Simplex.

- Estocásticos: Recozimento simulado (SA: Simulated Annealing), Algoritmos genéti-

cos (GA: Genetic Algorithm), busca Tabu, otimização extrema, otimização por colô-

nia de formigas (ACO: Ant Colony Optimization), otimização por enxame de partí-

culas (SPO: Swarm Particle Optimization).

- Métodos híbridos: Combinam a estratégia de busca global dos métodos estocásticos

com busca local dos métodos deterministas (GAPlex: GA + Simplex, SAPlex: SA +

Simplex, GA-CG: GA + Gradiente Conjugado).

2.6.1 Método de Newton e quase-Newton (MNe, MQNe)
O objetivo de um método de otimização é encontrar o mínimo/máximo de uma função es-

calar J(X) sendo X um vetor de um espaço de dimensão m (X ∈ �m). Porém, determinar

o mínimo da função J(X) é equivalente a encontrar o ponto X tal que ∇J(X) = 0. O gra-

diente de uma função escalar é um vetor. Denotando este gradiente por Q(X) ≡ ∇J(X),
a série de Taylor da função vetorial Q(X) é dada por:

Q(X+ΔX) = Q(X)+∇Q(X) ·ΔX+
1

2!
∇[∇Q(X) ·ΔX] ·ΔX+O(ΔX3) (2.6.23)

Realizando truncamento de 1a. ordem na expressão acima e adotando-se a aproximação:

(X +ΔX) ≈ 0, chega-se a relação de recorrência do método de Newton (ΔX = Xk+1 −
Xk):

Xk+1 = Xk + [∇∇J(Xk)]
−1 ∇J(Xk) (2.6.24)

Do ponto de vista computacional, a inversa da matriz hessiana da função F (X) não é cal-

culada explicitamente, ao invés disso resolve-se o sistema associado de equações lineares

e avalia-se sua convergência – a precisão é definida previamente por uma quantidade ε. De

forma algorítmica, o método de Newton pode ser descrito da seguinte forma:

1. Resolver o sistema linear de equações algébricas:

[∇∇J(Xk)]ΔX = −∇J(Xk) ;

2. Atualizar o vetor de parâmetros: Xk+1 = ΔX +Xk ;
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3. Avaliação de convergência:

‖Xk+1 −Xk‖
‖Xk+1‖ ≤ ε

{
Sim: processo finaliza ,
Não: retorna ao passo-1 .

Em notação indicial, a matriz hessiana (N ×N ) é calculada como segue, onde o vetor

de parâmetros desconhecidos de dimensão N é denotado por X = [X1, X2, . . . , XN ]T :

[∇∇J(X)]ij =
∂2J

∂Xi∂Xj
.

O cálculo da matriz hessiana, em geral, é o processo computacionalmente mais custoso

(pode-se usar técnicas numéricas para o cálculo da matriz). Várias estratégias são propostas

para minimizar o custo computacional, evitando o cálculo da matriz hessiana. Estes são

os métodos quase-Newton, ou ainda, métodos de métrica variável, como muitas vezes é

denominado na literatura [82]. O processo implementado na rotina E04UCF da biblioteca

numérica NAG [43] é o seguinte:

1. Resolver o problema direto para Xk e calcula o valor da função objetivo J(Xk).

2. Calcular o gradiente por diferenças finitas: ∇J(Xk).

3. Calcular a aproximação quase-Newton positiva-definida Hk para a matriz hessiana

(∇∇J):

Hk+1 = Hk +
bk(bk)

T

bkuk
− Hk−1uk(uk)

THk−1

(uk)THk−1uk

onde

bk ≡ Xk −Xk−1 = ΔXk

uk ≡ ΔJ(Xk)−ΔJ(Xk−1) .

4. Calcular a direção de busca dk como a solução do seguinte sub-problema de progra-

mação quadrática:

Minimize [ΔJ(Xk)]
T dk +

1

2
(dk)THkd

k ,

sujeito a: lq − pkq ≤ dq ≤ uk
q − pkq .

5. Calcular: Xk+1 = Xk+βk dk , onde o passo de comprimento βk minimiza J(Xk+
βk dk).

6. Testar a convergência: finalizar ou retornar ao Passo 1.

É possível demonstrar que a solução ótima do processo acima, converge para solução do

método de Newton [82]. Antes de finalizar esta seção, é pertinente informar que o método

de Newton tem uma convergência quadrática, porém pode não convergir, dependendo se

a estimativa inicial X0 estiver fora de uma região de convergência (região próxima ao

máximo/mínimo). Um método mais robusto em relação é escolha da estimativa inicial é o

método da máxima descida, que tem convergência linear [82].

O método quase-Newton da rotina E04UCF (NAG) foi aplicado ao problema de otimi-

zação empregando regularização de Tikhonov, entrópia extensiva e não extensiva de várias

ordens para o problema inverso da Seção 1.2 [17, 27, 96, 98].
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2.6.2 Método de Levenberg-Marquardt (MLM)
Conforme mencionado anteriormente, os métodos de Newton e quase-Newton podem apre-

sentar problemas de convergência: além disso, a matriz associada no algoritmo de solução

do método de Newton pode ser singular ou quase singular – que pode apresentar caracte-

rísticas de uma matriz singular, devido às aproximações numéricas. O método da máxima

descida, por sua vez, além de apresentar uma convergência lenta, não tem uma estraté-

gia definida para a escolha da primeira estimativa do processo iterativo. Estes problemas

podem ser minorados pelo método de Levenberg [79] e Marquardt [86], que combina as

estratégias de máxima descida com o mŕtodo de Newton.

Denotando J(X) ≡ A(X) − fδ , onde A(.) representa o modelo direto, fδ representa

os dados experimentais e Q ≡ ΔJ (isto é: Qij = ∂Ji/∂Xj) e assumindo a seguinte

aproximação:

J(X +ΔX) = J(X) +∇J ·ΔX +O(ΔX2) ≈ J(X) +QΔX

as equações normais podem ser escritas como:

QT J(X +ΔX) ≈ QT [J(X) +QΔX] = 0 ,

ou seja:

(QT Q)ΔX = −QTJ .

A idéia do MLM é modificar a matriz do sistema M ≡ QTQ, da seguinte maneira:

M → M̂ ; onde: M̂ = Mij + λMijδij . (2.6.25)

Se λ é grande (λ → ∞), os termos da diagonal irão dominar a expressão, que é justamente

o método da máxima descida. Quando λ ≈ 0, o método torna-se similar ao método de

Newton. Assim, a abordagem do MLM atualiza o cálculo para os parâmetros desconheci-

dos através da fórmula:

Xk+1 = Xk − [QTQ+ λkI]
−1 QT J . (2.6.26)

onde λk decai quando a iteração avança: limk→∞ λk → 0.

A rotina DBCLSF da biblioteca numérica IMSL [42] implementa uma versão do mé-

todo de Levenberg-Marquardt.

2.6.3 Método do Gradiente Conjugado (MGC)
Há uma extensa literatura sobre o Método do Gradiente Conjugado, devido à grande pes-

quisa dedicada a esta técnica – é considerada um dos 10 algoritmos mais importantes da

computação cient ıfica! O emprego de direções conjugadas para a busca da solução ótima

é utilizado com o objetivo de acelerar a convergência do método da máxima descida. Di-

ferentemente do método da máxima descida, que na versão clássica assume passos em

direções de busca idênticas a direções de busca anteriores, o MGC assume outra estratégia,

empregando direções ortogonais conjugadas. Todavia, assim como o método da máxima

descida, o MGC também emprega apenas informação referente ao gradiente (jacobiano)

da função objetivo (ao invés de informações da derivada segunda – a hessiana da função

objetivo).

Aqui vamos dar somente a versão algorítmica do método. A dedução dos passos do

MGC é bem descrita na literatura especializada [82, 85]. Outra referência a ser mencionada

é a tese de Chiwiacowsky [31]: além da dedução do MGC, o método variacional é descrito

com detalhes na sua aplicação a problemas inversos – o método variacional será tratado

mais adiante neste texto. Um algoritmo para o MGC pode ser descrito como:



Técnicas de Otimização 19

1. Escolher uma estimativa inicial para X0;

2. Cálculo do modelo direto A(Xk) e da função objetivo J(Xk);

3. Calcular o gradiente da função objetivo: ∇J(Xk);

4. Cślculo do coeficiente conjugado (versão Fletcher-Reeves):

γk =
‖∇J(Xk)‖22

‖∇J(Xk−1)‖22
; (2.6.27)

5. Cálculo da direção de busca:

pk =

{ −J(Xk) para k = 0
−J(Xk) + γkpk−1 para k > 0

; (2.6.28)

6. Realizar uma busca em linha na direção pk para calcular:

βk = minβ{J(Xk + βpk)} ; (2.6.29)

7. Atualize o vetor de parâmetros: Xk+1 = Xk + βKpk;

8. Teste de convergência: finaliza ou retorna ao passo-2.

A expressão gradiente conjugado deriva do fato de que as direções consecutivas de

busca são A-ortogonais ou A-conjugadas: (pk−1)T Apk = 0.

2.6.4 Recozimento Simulado (SA)
Esta técnica foi o primeiro método de otimização estocástica inspirado em emular um pro-

cesso natural de otimização de funções, no caso, minimizar a energia interna de ligação

entre átomos de uma rede cristalina. A técnica é muito conhecida pela expressão em in-

glês: Simulated Annealing (SA): é uma meta-heurística para o problema de otimização

global. O nome da técnica foi cunhado a partir do processo em metalurgia de aquecimento

e resfriamento controlado de um material para a obtenção de uma rede cristalina com o

mínimo de defeitos – o recozimento (annealing). O aquecimento altera a energia interna

de ligação entre os átomos da rede cristalina, permitindo que o sistema se desloque aleato-

riamente através de estados de energia mais alta (novas configurações da rede cristalina); o

resfriamento lento torna o sistema capaz de se acomodar numa configuração com energia

interna mais baixa do que a energia inicial, ou seja, numa configuração mais estável (menor

energia) e a rede cristalina será mais bem estruturada, ou ainda, com menos imperfeições.

Em analogia com o processo físico, no algoritmo SA a energia interna é identificada

como a função objetivo do problema de otimização. Em cada passo a solução atual é atu-

alizada, sendo substituída por uma outra solução grosseiramente aleatória, escolhida com

uma probabilidade que depende dos valores da função objetivo entre a solução anterior e

a solução atual e de um parâmetro global T (“temperatura”), que vai gradualmente redu-

zindo seu valor durante o processo iterativo. Quando o parâmetro T é grande, praticamente

qualquer solução é permitida, mas, a medida que T se aproxima de zero, somente soluções

que reduzam o valor da função objetivo são consideradas. O estágio do processo iterativo

que permite soluções com valor da função objetivo acima do valor obtido na iteração an-

terior torna o método efetivo em evitar estacionar em mínimos locais. Outra vantagem do

SA é que neste método não é necessário o cálculo do gradiente da funç|ão objetivo, nem a

exigência de continuidade da função objetivo e de suas derivadas.
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O método foi descrito por Kirkpatrick et al. [73] e é uma adaptação do algorítmo de

Metropolis, um método de Monte Carlo empregado em sistemas termodinâmicos [89]. O

algorítmo a seguir foi implementado por Press et al. [110]:

1. Definir a temperatura inicial e um conjunto inicial de M soluções: Xm
0 (m =

1, 2, . . . , M);

2. Cálculo da função objetivo de cada solução candidata da iteração: J(Xm
k );

3. Escolher novas soluções candidatas aleatoriamente e recalcular a função objetivo

associado (se o valor da função objetivo coincidir em algumas das soluções geradas

ou com soluções candidatas no passo da iteração anterior, escolhem-se outras);

4. Avaliação das soluções candidatas:

(i) Se J(Xm
k ) < J(Xm

k−1 a solução é aceita - caso contrário,

(ii) Se um valor aleatório rand satisfizer: rand > e−ΔE/Tm , onde ΔE ≡ |J(Xm
k )−

J(Xm
k−1)|, a solução é aceita;

5. Redução da temperatura T : Tk+1 = r ∗ Tk (r é o fator de redução: |r| < 1);

6. Teste de convergência: finaliza ou retorna ao passo-1.

Há muitas variantes do algoritmo SA: fast SA, very fast SA, simulated re-annealing (ou

SA com ciclos térmicos).

2.6.5 Algoritmo Genético Epidêmico (EGA)
Algoritmos genéticos são métodos de otimização baseados na teoria da evolução proposta

por Charles Darwin e Alfred Russel Wallace. Darwin e Wallace coletaram evidências para

sua teoria evolucionária a partir de viagens que ambos fizeram na América do Sul. Darwin

foi o naturalista convidado durante a viagem do navio Beagle, em expedição para mapear

a costa da América do Sul, e Wallace foi um naturalista que viveu na região Amazônica

por 4 anos. Ambos conceberam o mecanismo da seleção natural após terem lido o livro

de Thomas Malthus: An Essay on the Principle of Population, onde Malthus afirma que a

população humana cresce mais rápido do que a produção de alimentos.

A teoria de Darwin-Wallace é a idéia principal da moderna teoria da evolução, mas a

proposta original tinha problemas. Por exemplo, não estava muito claro com a especiação

funcionava (mais ainda, como ocorriam explosões de bio-diversidade, como identificado

no período Cambriano): também não estava claro como se davam as pequenas mudanças

entre indivíduos de uma mesma espécie. Um nome central para a síntese da moderna

teoria evolucionária é Ernst Mayr. Ele é identificado com o principal responsável pela

grande síntese, que integra a teoria da hereditariedade de Mendel com a teoria da evolução

de Darwin-Wallace (e o processo de seleção natural). A teoria da evolução ainda está

em desenvolvimento. As propostas do equiíbrio pontuado e da endo-simbiose são dois

exemplos de idéias novas no campo.

Na formulação dos algorítmos genéticos (GA: Genetic Algorithm) os procedimentos

são concebidos a partir da verão moderna da teoria da evolução – a grande síntese [61]. No

contexto da otimização, a função objetivo (chamada de função de aptidão) funciona como

o ambiente (o mecanismo da pressão evolutiva). Seguindo a seleção natural, somente os

indivíduos mais aptos na população serão selecionados para serem os pais dos indivíduos

da nova geração. A nova geração será levemente distinta da geração anterior por uma

variação aleatória em algum ou mais itens do genótipo.
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Na versão clássica de GA, há 3 operadores fundamentais: (i) seleção, (ii) cruzamento,

(iii) mutação. Na versão empregada neste minicurso, um novo operador genético, deno-

minado epidêmico, é implementado [27, 88]. O operador epidêmico é ativado quando um

número específico de gerações é atingido sem alteração do melhor indivíduo (mais apto)

durante algumas iterações. Assim, a população é afetada por uma praga e somente os in-

divíduos com melhor aptidão (um percentual pré-definido de 2% a 10%) irão sobreviver.

Os indivíduos extintos serão substituídos por novos indivíduos (como imigrantes recém

chegados) gerados aleatoriamente. Assim, dois novos parâmetros são necessários para a

versão do EGA (Epidemic GA): o número de gerações sem melhoria do melhor indivíduo

para ativar o operador epidêmico e a quantidade de indivíduos que sobreviverão à praga.

Outro ponto importante na codificação do GA clśssico é a descrição dos indivíduos (nú-

meros ou funções) em codificação binária. Esta descrição permite uma similaridade aparen-

temente mais nítida com o mapa gênico de um indivíduo para as operações de cruzamento

e de mutação. Assim, o problema era codificado para estrutura binária e o resultado fi-

nal, decodificado para números reais decimais. Na verdade, esta codificação/decodificação

binária não é necessária. Há muitas formas de se aplicarem os operadores genéticos com

números reais. Aqui só será descrito o algoritmo do EGA usado nas aplicações espaciais

descritas na próxima seção.

1. Geração aleatória da população de M indivíduos (possíveis soluções): Xm
0 (m =

1, 2, . . . , M);

2. Cálculo da aptidão (função objetivo) de cada indivíduo: J(xm
k );

3. Ativa operador de seleção (estratégia torneio [27]);

4. Ativa o operador de cruzamento: zk = xμ
i y

μ
i (xi e yi são 2 pais selecionados

(xi, yi) ∈ Xm) e zi um indivíduo da nova geração k + 1, μ = 0, 25 é o parâmetro

usado para o cruzamento: equivale igual peso para ambos os pais);

5. Ativa operador de mutação:

z′i =
{

zi +Δ(k, lsup − zi) se: dígito aletório binário é 0
zi −Δ(k, zi − linf) se: dígito aletório binário é 1

;

onde: Δ(k, y) = y [1 − rand(1−k/Nk)b] (rand=número aleatório entre [0,1), k é o

passo da iteração atual, Nk é o número máximo de iterações, b = 5);

6. Teste de convergência: finaliza ou avalia aplicação do operador epidêmico – se a

epidemia não acontece, retorna ao passo-2.

A estratégia da epidemia tem uma similaridade com a estratégia dos ciclos térmicos (ou

re-anneling) do SA. O EGA é muito similar a implementação do micro-GA [77]. Cuco et

al. [38] discutem a similaridade entre as duas abordagens (EPA e μ-GA) e comparam os

resultados na solução de um problema inverso de identificação de parâmetros (constante

de dissociação e da concentração máxima adsorvida) em transferência de massa com ad-

sorção de bio-moléculas em leito de resina. Este trabalho também faz uma avaliação do

desempenho da solução inversa obtida com o EGA e GEO (Generalized Extreme Optimi-
zation [144]).

O método EPA foi aplicado ao problema de otimização empregando regularização de

Tikhonov para o problema inverso da Seção 1.2 [17].
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2.6.6 Otimização por Colônia de Formigas (ACO)

A otimização por colônia de formigas (ACO: Ant Colony Optimization) é um método que

emprega uma meta-heurística baseada no comportamento coletivo de formigas escolhendo

um caminho entre o ninho e uma fonte de alimento [41]. Nota-se que o trajeto estabele-

cido pela maioria das formigas é o menor caminho entre o ninho e o alimento. Assim,

ao se emular artificialmente este comportamento das formigas, ter-se-á um método para

otimização de funções.

Cada formiga marca seu caminho depositando uma quantidade de ferormônio em tal

caminho, estabelecendo uma comunicação química precebida por outras formigas. A

Figura 2.3 ilustra o comportamento mencionado, onde a maior parte das formigas (Fi-

gura 2.3c) escolhe o caminho mais curto. No método ACO, várias gerações são produzi-

das. Para cada geração, uma quantidade fixa de formigas (na) é avaliada. Cada formiga

está associada a um caminho possível e este caminho representa uma solução candidata.

Cada formiga é gerada a partir destes caminhos.

Figura 2.3: Formigas ultrapassando um obstáculo (adaptada de [41]).

Quando a estratégia ACO é empregada para identificar uma função contínua f(x), ini-

cialmente adota-se a seguinte partição: fr = fmin + r ∗ Δf (r = 0, 1, . . . , ns), onde

Δf ≡ |fmax − fmin|/ns, fmax/min = max/min |f(x)|. A variável x ∈ [a, b] é então dis-

cretizada: xs = a+s∗Δx (s = 0, 1, . . . , np), com Δx = |b−a|/np. Os caminhos serão

constituídos pela poligonal que une os pontos escolhidos aleatoriamente entre os nodos r
da partição fr no nível xs (um grafo unindo pontos na matriz ns × np). Cada solução é

então expressa por uma ns-upla [i, j].

Uma matriz de ferormônio T é definida com dimensão ns × np. Para cada geração,

todas as formigas (soluções candidatas) são avaliadas por meio da função objetivo e a

melhor formiga é marca com ferormônio o seu caminho - na verdade o valor dos elementos

correspondentes a esta ns-upla na matriz Tij é magnificado. Denotando por ρ a taxa de

decaimento do ferormônio, a quantidade de ferormônio Tij para a geração k é dada por

Tij(k) = (1− ρ)Tij(k − 1) , para: k = 1, 2, . . . ,mit (2.6.30)

onde mit é o número máximo de iterações e a quantidade inicial de ferormônio em k = 0
é calculada por [10]

Tij(0) ≡ T0 =
1

ns Q
. (2.6.31)

A probabilidade de um dado caminho [i, j] ser escolhido para cada geração de formigas é
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dada por

Pij(k) =
[Tij(k)]

α [ηij(k)]
β ]∑

l{[Til(k)]α [ηil(k)]β ]} (2.6.32)

onde l ∈ [1, np] e ηij é a visibilidade/custo para cada caminho (este conceito associa-se ao

problema do caixeiro viajante). Os parâmetros α e β são escolhidos de forma a estabelecer

um limiar entre ferormônio e visibilidade. Nos problemas trabalhados usou-se α = 1 e

β = 0. Fixando-se um valor q0, é gerado um número aleatório rand e comparado com q0.

Se rand > q0 então o caminho escolhido é o de maior probabilidade Pij . Caso contrário,

será escolhido o caminho (i, j∗) cuja a probabilidade cumulativa
∑j∗

j=1 Pij > r0.

Após este processamento, a formigas são avaliadas e no caminho de menor custo

(i, j)min é depositada uma quantidade adicional de ferormônio:

T{ij}min
(k) = T{ij}min

(k) + T0 . (2.6.33)

ACO com Regularização Intrínseca

Uma informação a priori assumida em problemas inversos é impor uma certa suavidade na

solução. Deste modo, após se produzir uma geração de formigas, antes de se fazer uma ava-

liação destas soluções em relação a função objetivo, faz-se uma pré-seleção, onde somente

os caminhos mais suaves são selecionados [112]. A suavidade θ pode ser quantificada por

uma norma de Tikhonov-2:

θ(fr) =
∥∥∥f (2)

r

∥∥∥2
2
. (2.6.34)

Esta estratégia permite não só reduzir o esforço computacional, como também obter

melhores soluções inversas. Outras penalidades podem ser incorporadas, como o critério

da 2a. derivada [141].

2.7 Método Variacional
A técnica variacional foi primeiramente desenvolvida pelo pesquisador russo Oleg M. Ali-

fanov, especialista de problemas inversos com aplicações em transferr̂ncia de calor da área

espacial. Basicamente o esquema consiste em associar o método do gradiente conjugado

à equação adjunta (algumas vezes é chamado de método da equação adjunta). é devido

ao uso do MGC que esta técnica de resolução de problemas inversos é apresentada após a

seção de otimização.

O método variacional foi desenvolvido para se determinarem extremos de funcionais.

Uma função é uma transformação (ou mapeamento) que relaciona número (e também ve-

tores e/ou tensores) com números (ou vetores/tensores). Funcionais são mapeamentos que

relacionam funções com números. No caso de funções, usamos propriedades das derivadas

para o cálculo de extremos de funções. No caso de funcionais, usa-se a variaçõ (ao invés da

diferenciaçs̃o) para se determinar extremos de funcionais (ou ainda, pontos estacionários

do funcional). Numa descrição pouco técnica, se duas funções diferem uma da outra pela

soma de outra função û(x) = u(x) + ε η(x), a variação da função u(x) é dada por:

δu(x) = û(x)− u(x) = ε η(x) , (2.7.35)

onde η(x) é uma função arbitrária (mas que se anula na fronteira) e ε é um parâmetro

pequeno. A diferença entre o operador variacional δ e o operador diferencial d é clara:

δu e du são ambos mudanças diferenciais da função u(x); porém: du se refere a uma

mudança infinitesimal de u(x) causada pela variação infinitesimal do argumento dx, isto é,
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Figura 2.4: Funçõoes u(x), û(x) e a variação δu = εη(x) – adaptado de [39].

du = u(x+dx)−u(x); enquanto que δu é uma variação infinitesimal de u(x) que produz

uma nova função: δu = η(x) (ver Fig. 2.4).

O cerne da teoria do método variacional é uma metodologia para se determinar o ex-

tremo de um funcional J tomando-se a primeira variação deste funcional e igualando-se a

zero: δJ = 0, similar ao estudo de funçães do cálculo diferencial. Não será apresentada

a teoria do cálculo variacional. Porém, somente para ilustrar o procedimento, vamos con-

siderar a variação da integral I abaixo, onde as funções u(x), sua derivada e a variável x
estão relacionadas por uma função F (.):

δI = δ

∫ b

a

F [u(x), u′(x), x] dx =

∫ b

a

δF dx

= ε

∫ b

a

(
∂F

∂u
η +

∂F

∂u′ η
′
)

dx , x ∈ (a, b) ; (2.7.36)

onde u′(x) é a derivada da função u(x). Integrando por partes a expressão acima:

δI = ε

∫ b

a

η

(
∂F

∂u
− d

dx

∂F

∂u′

)
dx+ εη(x)

∂F

∂u′

∣∣∣∣
b

a

. (2.7.37)

Para determinar o ponto estacionário do funcional δI/ε, lembramos que a função η(x)
é arbitrária e anula-se nos extremos: η(x) = 0, para x = a e x = b. Assim, a condição

para tornar nula a expressão acima é:

∂F

∂u
− d

dx

∂F

∂u′ = 0 . (2.7.38)

A equação (2.7.38) é a condição necesséria e suficiente para anular δJ e é conhecida

como a equação de Euler-Lagrange, em homenagem aos dois grandes matemáticos que

trabalharam no desenvolvimento do cálculo variacional. Entretanto, diferentemente da téc-

nica de regularização, é difícil gerar uma formulação variacional para qualquer problema.

A dedução da equação de Euler-Lagrange é calculada caso a caso.

O caso de minimização de um funcional com certos vínculos pode ser holomônico

(quando o vínculo é dado a partir de um outro funcional da relação entre as funções do

funcional original a ser minimizado), ou não holomônicos (equações que relacionam fun-

ções do funcional a ser minimizado). Vínculos são equações adicionais que impõem certo

comportamento ou propriedade da função que minimiza o funcional. Neste caso, o pro-

blema pode ser formulado pela minimização de um novo funcional sem restrições, onde as

restrições são incorporadas ao novo funcional com a ajuda de multiplicadores de Lagrange,
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que são funções desconhecidas. As equações que definem os multiplicadores de Lagrange

são as equações adjuntas.

Para o caso de condições auxiliares (vínculos):

restrição holonômica :

∫ b

a

g[u, u′, x] dx = 0 ,

restrição não holonômica : g[u, u′, x] = 0 .

A equação de Euler-Lagrange para o primeiro caso é

∂

∂u
(F + λg)− d

dx

∂

∂u′ (F + λg) = 0 . (2.7.39)

no segundo caso se a função g depender de u′(x), o vínculo é uma equação diferencial e a

Euler-Lagrange associada é dada por

∂

∂u
[F + λ(x)g]− d

dx

∂

∂u′ [F + λ(x)g] = 0 (2.7.40)

onde λ é um multiplicador de Lagrange [78]. Para o vínculo holonômico (2.7.39) o multi-

plicador de Lagrange é constante, no caso não holonômico λ depende da variável x. Vere-

mos nas aplicações como determinar os multiplicadores de Lagrange.

O método iterativo de Alifanov[1] pode ser sumarizado como:

1. Escolher uma estimativa inicial X0,

2. Resolver o problema direto A(u) = f , onde: X = [u1, . . . , uN ]T ),

3. Resolver o problema adjunto: multiplicador de Lagrange (λ),

4. Conhecendo λ, calcular o gradiente: ∂J/∂X ,

5. Calcular o coeficiente conjugado (γk): Eq. (5.1.9),

6. Calcular a direção descendente pk: Eq. (2.6.28),

7. Fixar: ΔX = pk para o problema de sensitividade,

8. Calcular o tamanho do passo (βk): Eq. (2.6.29),

9. Atualizar a estimativa Xk+1,

10. Verificar a convergência.

O método variacional de Alifanov, como descrito no algorítimo acima, foi aplicado ao

problema inverso da Seção 1.2 [17].

Embora o método variacional de Alifanov seja uma técnica elegante e poderosa, quando

aplicada em problemas inversos de vibração (vibração em placas são problemas hiperbóli-

cos), o procedimento não apresentou o mesmo desempenho como em problemas inversos

de condução do calor (aqui o problema direto é parabólico). Diferentemente do que afirma

Huang [65, 66], a técnica falha quando são considerados muito graus de liberdade [28], ou

no caso de danos severos, ou ainda porque a rigidez na estrutura não tem um alto valor [32].

Basicamente a convergência não ocorre se a estimativa inicial não estiver próxima a bacia

de convergência do MGC (Seção 2.6.3).

Deste modo, para o método variacional ser aplicado em problemas inversos de vibração

com vários graus de liberdade, sob danos severos ou uma estrutura de baixa rigidez, é

necesário uma técnica híbrida [28]. Em nossas aplicações, combinamos o método EGA

com o método variacional. O EGA será executado para suprir a estimativa inicial para o

passo-1 do método variacional [32]. Mais detalhes serão apresentados no Capítulo 4.
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2.8 Redes Neurais Artificiais (RNA)
O uso de redes neurais para solução de problemas inversos é muito recente. No Brasil,

o grupo do prof. João P. Braga do Instituto de Química da UFMG foi também um dos

pioneiros na aplicação de redes neurais para problemas inversos, empregando, por exemplo,

a rede de Hopfield [101]. O prof. Braga também desenvolveu uma formulação não linear da

rede de Hopfiled para ser a aplicada em problemas inversos. As redes neurais examinadas

nesta Seção, são aquelas usadas de maneira mais sistemática no grupo do LABAC-INPE.

2.8.1 Perceptron de Múltiplas Camadas (PMC)

Redes neurais artificiais (RNAs) são arranjos de elementos de processamento chamados

neurônios (Figura 2.5b). O modelo de neurônio artificial consiste de uma combinação

linear seguida de uma função de ativação (ver Figura 2.5a):

ym = ϕ(νm) = ϕ

(
Nr∑
n=1

wmnxn + bm

)
(2.8.41)

onde wmn são os pesos das conexões e bm é o viés [59]. A função de ativação pode assumir

várias formas funcionais. As mais usadas são as funções sigmóide e tangente hiperbólica

(respectivamente):

ϕ(x) =
(
1 + e−ax

)−1
(2.8.42)

ϕ(x) = tanh(x) =
(
1− e−ax

) (
1 + e−ax

)−1
(2.8.43)

As redes podem ser supervisionadas ou não supervisionadas. Nas redes supervisionadas,

os pesos das conexões são determinados de tal maneira que a saída da rede neural produz

um resultado similar ao do objetivo alvo. Assim, para as redes supervisionadas, tem-se 2

conjuntos yalvo e yrede(W), onde W é a matriz dos pesos das conexões. Para determinar

esta matriz, o objetivo é minimizar a diferença quadrática:

J(W) =
∥∥yalvo − yrede(W)

∥∥2
2

(2.8.44)

Um método não muito eficiente, mas muito usado, é o algoritmo de retro-alimentação

(back-propagation), onde a atualização da matriz W é dada pela regra δ:

W k
mn = W k−1

mn +ΔWmn (2.8.45)

onde o termo ΔWmn é calculado como:

ΔWmn = η
∂E

∂wmn
= ηδnxnm , (2.8.46)

E =
∑

ne saida RN

[
yalvo − yrede(W)

]2
, (2.8.47)

∂E

∂wmn
=

∂E

∂yRN
n

∂yRN
n

∂wmn
=

∂E

∂yRN
n

xn ⇒ δn ≡ ∂E

∂yRN
n

. (2.8.48)

entre o valor de saída da rede (yRN ) e o valor de referência (yalvo). Qualquer técnica de

otimização estudada até aqui pode ser usada para encontrar a matriz W. de pesos das

conexões entre os neurônios artificiais.
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Figura 2.5: (a) Neurônio artificial simples, (b) rede neural de multi-camada.

Quando se considera além das entradas xn, um limiar bm, a regra δ de atualização dos

pesos sinápticos na camada-l torna-se

W k
mn = W k−1

mn + α[W k
mn −W k−1

mn ] + δ(l)m (k) yl−1
n (k) . (2.8.49)

Porque a regra δ funciona? A resposta é simples. Se a direção de busca (ΔW ) na equa-

ção (2.8.45) fosse dada em termos do método de Newton, na expressáo ter-se-ia o produto

da inversa da matriz hessiana H pelo o gradiente do erro. Como vimos no método quase-

Newton, a matriz hessiana não é calculada explicitamente: a inversa da matriz hessiana é

aproximada por outra expressão. Assim, num extremo de simplificação, a inversa da matriz

hessiana poderia ser dada pela matriz diagonal homogênea: H−1 ≈ ηI, sendo I a matriz

identidade3.

Aqui foi feita uma descrição muito breve da rede perceptron de múltiplas camadas.

Todavia, redes neurais é um campo vasto e fascinante e há uma verdadeira explosão de

aplicações e de novas redes neurais sendo desenvolvidas.

As redes neurais foram efetivas para resolver o problema inverso da Seção 1.2 [129].

2.8.2 Função de Base Radial (FBR)
Este tipo de rede tem somente uma única camada escondida [59]. Vários tipos de fun-

ções de base radial podem ser usadas, mas geralmente é empregada a função gaussiana –

aqui chamamos de FBR padrão. Os pesos da camada de entrada para a camada escondida

representam centros de classes e podem ser determinados como nos métodos de agrupa-

mento. Os pesos entre a camada escondida e a camada de saída podem ser determinada por

qualquer regra de treinamento (otimização), como a regra delta, revisada na Seção anterior.

O processo de ativação da rede é dado pela equação:

y(x) =
N∑
i=1

wiφ (‖x− ti‖) (2.8.50)

onde x é o vetor de entrada, wi são pesos da conexão entre os neurônios, φ é a função de

base radial e ti são os centros da i-ésima FBR.

A estatística não extensiva de Tsallis pode ser usada para desenvolver uma nova rede

neural de base radial não extensiva. Como apresentado por Tsallis [151], as distribuições

pq(r) em (2.4.8) assumem expressões distintas para diferentes valores de q (parâmetro de

não extensividade).

Formas funcionais para a distribuição de Tsallis de acordo com o parâmetro q:

3Uma matriz C é uma inversa aproximada [36] da matriz A se: ‖I − C A‖ < 1.
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Se q > 1:

pq(r) = φ(r) =
1

σ

[
q − 1

π(3− q)

] 1
2 Γ

(
1

q−1

)
Γ
(

3−q
2(q−1)

) 1(
1 + q−1

3−q
r2

σ2

) 1
q−1

, (2.8.51)

Se q = 1 (FBR padrão):

pq(r) = φ(r) =
1

σ
√
2π

e−r2/2σ2

; (2.8.52)

Se q < 1:

pq(r) = φ(r) =
1

σ

[
1− q

π(3− q)

] 1
2 Γ

(
5−3q
2(1−q)

)
Γ
(

2−q
1−q

) [
1− (1− q)

(3− q)

r2

σ2

] 1
(1−q)

. (2.8.53)



Capítulo 3

Problemas Inversos em Ciência
Espacial

3.1 Inversão Magneto-telúrica
O objetivo da prospecção geofísica é inferir o tipo de estrutura geológica sob a superfície

da Terra a partir de medidas de alguma propriedade de interesse.

Na inversão magneto-telúrica, o campo geo-eletro-magnético é medido por sensores na

superfície. A crosta terrestre é compreendida como um condutor estratificado que, com a

chegada de uma onda eltro-magnética proveniente de fontes naturais (raios cósmicos, por

exemplo), vai se propagar para o interior da Terra e induzir uma corrente neste condutor. A

anomalia no campo geomagnético é então registrada. Porém, este registro depende das pro-

priedades do material. Aqui vamos apresentar uma técnica de inversão, chamada de método

da mínima entropia de primeira ordem (MINENT-1), para reconstrução de distribuições bi-

dimensionais de condutividade geoelétrica, a partir de dados magnetotelúricos (MT). O

método combina uma busca iterativa com uma técnica de regularização baseada na mini-

mização da medida de entropia do vetor de diferenças primeiras das condutividades a serem

estimadas. Simulações numéricas, com a utilização de dados sintéticos contaminados com

ruído gaussiano, mostram que o algoritmo MINENT-1 produz excelentes reconstruções de

condutividade, com resultados melhores que os obtidos pelo método da máxima entropia.

Diferentemente dos outros esquemas clássicos de regularização, que maximizam sua-

vidade para um dado conjunto de dados, o método proposto limita a classe de possíveis

soluções a um conjunto restrito de modelos de baixa entropia, constituído por regiões lo-

calmente lisas separadas por descontinuidades abruptas. Esta abordagem pode ser bastante

eficaz para incorporação de informação a priori sobre a natureza da suavidade local do

modelo físico real.

A descrição aqui segue o artigo publicado na revista Brasileira de Geofísica. [12] (ver

também [114]).

3.1.1 Formulação do Modelo Direto

Várias abordagens são possíveis para resolver o problema direto, podendo ser técnicas

analíticas ou numéricas (diferenças finitas, elementos de contorno ou elementos finitos,

volumes finitos, métodos spectrais e técnicas híbridas). A escolha do método esta ligada

a muitos fatores, deste considerações como velocidade de processamento, precisão e sim-

plicidade. Nesta aplicação, os cálculos para solução do problema direto, requeridos pelo

29
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esquema de inversão, são realizados por um código de diferenças finitas, baseado num

modelo de condutividade não homogênea bi-dimensional proposto por Jones e Price [70].

A formulação matemática do problema é dada pelas equações de Maxwell numa região

bi-dimensional com condições de contorno adequadas. Esquematicamente, o domínio do

problema é esboçado na Figura 3.1.1, onde Ω+ e Ω− correspondem à zona condutiva (z <
0) e a zona de espaço livre (z > 0), respectivamente. O campo oscilante tem período 2π/ω,

suficientemente longo para permitir que correntes de deslocamento possam ser ignoradas.

A permeabilidade magnética é tomada como unitária. As equações são consequentemente

�∇× �H = 4π σ �E (3.1.1)

�∇× �E = −i ω �H , (3.1.2)

onde o fator temporal exp(i ω t) é assumido em todas as quantidades de campos e σ =
σ(y, z) é a condutividade elétrica.

Figura 3.1: Geometria e condições de contorno do problema direto.

Visto que �H e �E são independentes da direção-x, Eqs. (3.1.1) e (3.1.2) tomam a forma

de dois conjuntos de equações⎧⎨
⎩

∂Hz/∂y − ∂Hy/∂z = 4π σ Ex

∂Hx/∂z = 4π σ Ey

−∂Hx/∂y = 4π σ Ez

(3.1.3)

e também, ⎧⎨
⎩

∂Ez/∂y − ∂Ey/∂z = −i ωHx

∂Ex/∂z = −i ω Hy

−∂Ex/∂y = −i ω Hz ,
(3.1.4)

que podem ser resolvidas separadamente.

Eliminando Hy e Hz das Eq. (3.1.3), as equações do modo elétrico transverso (TE)

(problema de E-polarização) são obtidas:

�∇2Ex =
∂2Ex

∂y2
+

∂2Ex

∂z2
= i η2 Ex , (3.1.5)
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∂Ex/∂z = −i ω Hy (3.1.6)

− ∂Ex/∂y = −i ω Hz , (3.1.7)

onde

η2 = 4π σ ω . (3.1.8)

Analogamente, eliminando Ey e Ez da Eq. (3.1.4), as equações do modo magnético

(TM) (problema de H-polarização) são dadas por

�∇2Hx =
∂2Hx

∂y2
+

∂2Hx

∂z2
= i η2 Hx , (3.1.9)

∂Hx/∂z = 4π σ Ey (3.1.10)

− ∂Hx/∂y = 4π σ Ez . (3.1.11)

Dados magneto-telúricos (MT) podem ser characterizados pelas impedâncias dos mo-

dos TE e TM, dados respectivamente por

Zxy =
Ex

Hy
(3.1.12)

Zyx =
Ey

Hx
, (3.1.13)

ou pelas resistividades e fase aparentes, da forma:

ρa =
1

μ0ω
|Z|2 (3.1.14)

φ = arg(Z) , (3.1.15)

onde Z refere-se a Zxy e Zyx para os modos TE e TM, respectivamente.

Embora a inversão 2D agrupe ambas as polarizações [8], por simplicidade somente o

problema da H-polarização será considerada na análise.

Condições de Contorno

É assumido que as não homogenidades condutivas inseridas em Ω+ são suficientemente

pequenas para permitir que o meio conporte-se como um condutor uniforme, para grandes

distâncias das descontinuidades em σ. Consequentemente, quando y → ±∞, a Eq. (3.1.9)

torna-se
∂2Hx

∂z2
= i η2 Hx (3.1.16)

e o campo tende a zero para grandes valores positivos de z. Desta forma, a solução apro-

priada da Eq. (3.1.16) é

Hx = H0 e
−η z

√
i . (3.1.17)

Nas interfaces entre Ω+ e Ω− (z = 0) e também entre medios diferentes dentro da

região condutiva, Hx é contínua. Fora do condutor, onde σ = 0, Hx é independente de y
e z.
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Formulação Numérica

Separando o campos magnético em suas componentes real e imaginária, �H = �F + i �G, Eq.

(3.1.9) pode ser escrita como

∇2H = ∇2F + i∇2G =
(−η2 G

)
+ i

(
η2 F

)
(3.1.18)

ou, escrita na forma matricial

∇2 Φ = iη2 MΦ (3.1.19)

com

Φ =

[
F
G

]
, M =

[
0 −1
1 0

]
.

Discretizando a Eq. (3.1.19) por diferenças finitas sobre uma malha não uniforme de

primas retangulares, cada um tendo uma condutividade elétrica uniforme σj,k, o sistema

resultante de equações algébraicas pode ser iterativamente resolvido pelo método de Gauss-

Seidel [60].

Um código de computador foi escrito baseado no procedimento de cálculo acima e

validado contra resultados apresentado por [70].

3.1.2 Formulação do Problema Inverso

O vetor de condutividades a ser determinado pela análise inversa é denotado por

p = {p1, p2, . . . , pq, . . . , pQ} = {σ11, σ21, . . . , σjk, . . . , σJK} ,

onde q = J (k − 1) + j, com j = 1, . . . , J and k = 1, . . . ,K. A inversão MT pode ser

formulada como um problema de minimização com restrição,

min J(p) , lq ≤ pq ≤ uq , q = 1, . . . , Q , (3.1.20)

onde

J(p) = R(p)− γ0 S0(p)/Smax + γ1 S1(p)/Smax , (3.1.21)

S0 e S1 são operadores de regularização, γ0 e γ1 são parâmetros positivos de regularização

e Smax é uma constante de normalização. Os limites lq e uq são escolhidos para permitir

que a inversão vá se restringir dentro de limites físicos conhecidos a priori.

A diferença quadrática entre dados do modelo e de observção é dada por

R(p) =

Ny∑
j=1

M∑
m=1

[
ΦE

j,m −ΦC
j,m(p)

]2
, (3.1.22)

onde os superescritos E e C denotam os dados experimentais e dados calculados, res-

pectivamente. É assumido que as medidas ΦE
j,m estão disponíveis para j = 1, 2, . . . , Ny

posições horizontais e para ωm, m = 1, 2, . . . ,M freqüências diferentes. Considerando

que o campo magnétic para o modo TM é constante em z = 0, o algorítmo de inversão

é suprido com valores Hx preditos pelo modelo direto sobre a grade horizontal abaixo da

superfície da Terra. Isto é equivalente a uma aproximação de diferença finita de primeira

ordem da Eq.(3.1.10) para o cálculo de Zyx em z = 0.

A escolha do operador de regularização e dos parâmetros de regularização serão discu-

tidos na próxima Seção.
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Regularização de Mínima Entropia de Primeira Ordem

É bem conhecido que dados observacionais são geralmente insuficientes para prover uma

solução única e estável para lidar com um problema inverso. Uma aboradagem recomen-

dada neste caso é o uso de alguma técnica de regularização, para assegurar que a variação

dos parâmetros estejam limitadas de tal modo que a solução final seja fisicamente razoável.

Geralmente, esta noção algo vaga significa de fato uma condição de suavidade imposta a

solução inversa. Em outras palavras, técnicas clássicas de regularização, tais como a regu-

larização de Tikhonov e o formalismo da máxima entropia, buscam for regularidade global
e permitem as reconstruções mais suaves que são consistentes com os dados disponíveis.

O princípio da máxima entropia foi primeiramente proposto por Jaynes como um pro-

cedimento geral de inferência [68], com base na caracterização axiomática de Shannon da

quantidade de informação [127]. O princípio da máxima entropia tem sido sucessivamente

usado a uma variedade de aplicações, incluindo radioastronomia [54], tomografia [137],

teste não destrutivo [113], reconhecimento de padrões [47] e cristalografia [9].

Este novo operador de regularização foi introduzido baseado na minimização da me-

dida de entropia S1 do vetor das diferenças-primeiras de p. Adotando a terminologia pa-

drão [150], esta técnica de regularização é chamada de mínima entropia de primeira-ordem
(MINENT-1). Analogamente, o método da máxima entropia, que usa a medida de entropia

de ordem zero S0(p) como operador de regularização, é denotada por MAXENT-0. Deste

modo, os operadores de regularização na Eq. (3.1.21) são dados por

Sα(p) = −
Q∑

q=1

sq log( sq ) , α = 0, 1 , (3.1.23)

onde

sq = rq/

Q∑
q=1

rq (3.1.24)

e rq é dado de acordo com o método de regularização

rq =

{
pq se α = 0
|pq − pq−1|+ ς se α = 1 ,

(3.1.25)

ς é uma pequena constante positiva (ς = 10−15) que assegura a entropia de primeira-

ordem ter sempre um valor definido. A funç| ao Sα tem seu máximo global quando todos

os valores rq são os mesmos, que corresponde a uma distribuição uniforme com valor de

Smax = logQ. Por outro lado, o menor valor de entropia, Smin = 0, é atingido quando

todos os elementos, exceto um, são nulos.

Aspectos essenciais do operador de regularização MINENT-1 são discutidos por Cam-

pos Velho e Ramos [12]. Naquele trabalho, três modelos bem distintos: distribuição

uniforme (modelo-a), distribuição gaussiana (modelo-b) e uma função de onda quadrada

(modelo-c), são avaliados. Estes 3 modelos apresentam entropia de ordem-zero muito si-

milares: Sa
0 = 1, 0000, Sb

0 = 0, 9969, Sc
0 = 0, 9955. Entretanto, a medida de entropia

de primeira-ordem para estes modelos é: Sa
1 = 1, 0000, Sb

1 = 0, 5958, Sc
1 = 0, 1502.

Assim, a descontinuidade no modelo acarreta um valor mais baixo para sua entropia de

primeira-ordem, permitindo quantificar as diferenças entre os 3 modelos de maneira muito

mais nítida.

Desta forma, enquanto os esquemas de regularização clássicos, tais como máxima en-

tropia e inversão de Occam, buscam pelo modelo mais suave que concorda com os dados
dentro de uma tolerância esperada [35], o método MINENT-1 busca por regiões localmente

suaves separadas por descontinuidades de forma.
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O teorema da concentração de entropia [69] é uma justificativa quantitativa para o mé-

todo MINENT-1. De acordo com este teorema, a grande maioria dos resultados possíveis

num experimento aleatório tem distribuição próximas a uniforme. Em outras palavras,

distribuições com baixa entropia são completamente atípicas. Consequentemente, se há

uma evidência a priori de um conteúdo de baixa entropia de primeira-ordem de uma estru-

tura geológica, o método MINENT-1 leva a uma redução drástica no número de soluções

candidatas (isto é, aquelas que são consistentes com os dados disponíveis) para serem ite-

rativamente avaliadas pelo algorítmo de inversão.

O(s) parâmetro(s) de regularização pode(m) ser deteminado(s) por algum método men-

cionado no Capítulo 2. No exemplo descrito neste Capítulo, os valores destes parâmetros

foram determinados por experimentação numérica.

3.1.3 Resultados Numéricos

O método descrito nas seções anteriores deste Capítulo foi testado para diferentes mode-

los de crosta terrestre, usando dados sintéticos. Em todas as simulações, o semi-espaço

condutivo (Ω+, ver Fig. 3.1.1) foi dividido em células computacionais de 8 × 11 blocos,

com Δy = 10 km e Δz variando de 1 a 10 km. Dados MT (parte real e imaginária de

Hx) foram generadas pelo modelo direto, usando a mesma malha do esquema de inversão,

para 11 stações em z = 0, e para 20 freqüências logaritmicamente espaçadas variando de

0,0001 a 0,01 Hz. Para simular os erros experimentais, um ruído gaussiano foi adicionado

aos dados exatos. As computações foram realizadas até atingir convergência, usando uma

conditividade uniforme para o semi-espaço σ+ como modelo de partida.

Os resultados são apresentados na forma de mapas de condutividade 2D em escala loga-

rítmica. Os valores desconhecidos de condutividade foram agrupados no vetor p, partindo

do topo do canto esquerdo. A coluna mais a esquerda (condição de contorno) e a linha mais

acima (superfície da Terra) são assumidas conhecidas e, portanto, estão fora do processo

de inversão.

O método de inversão MINENT-1 foi aplicado a uma estrutura consistindo de um

prisma condutivo Ωc e um prima resistivo Ωr, ambos inseridos no semi-espaço Ω+, com

a razão de condutividade σc/σ+ = 10 e σr/σ+ = 0.1. Resultados numéricos foram

calculados considerando os seguintes casos testes: (1) sem regularização; (2) MINENT-1

regularização; (3) e (5) MAXENT-0 regularização, e (4) MAXENT-0 e MINENT-1 regula-

rização híbrida.

Mapas de condutividade, em escala logarítmica, são mostrados na Fig. 3.1.3a até 3.1.3f,

mostrando o modelo verdadeiro (referência) usado para gerar os dados sintéticos dos ca-

sos analisados. Para cada caso teste, a Tabela 3.1.3 apresenta o número de iterações até a

convergência final If , o resíduo normalizado rms, ρ = R(p)/R(p0), as entropias norma-

lizadas S0 e S1, bem como o erro da raiz média quadrática rmq definido por

ε =

[
Q∑

q=1

(pq − pexactq )2/(p0q − pexactq )2

]1/2
. (3.1.26)

A figura 3.1.3c mostra que o algorítmo de inversão MINENT-1 recupera apropriada-

mente a distribuição condutiva. A combinação de de ambas as técnicas entrópicas num es-

quema híbrido, mostrado na Figura 3.1.3e, ocorre uma pequena degradação, se comparado

com a Fig. 3.1.3c. Por outro lado, as reconstruções 3.1.3b e 3.1.3d foram contaminadas

com valores incorretos. Em particular, Fig. 3.1.3d indicaria que γ0 deveria aumentar para

melhorar a regularização MAXENT-0. Entretanto, uma valor mais alto para o parâmetro

de regularização neste caso somente aumenta a filtragem e estruturas com baixa entropia
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(a) Referência (b) γ0 = 0, γ1 = 0

(c) γ0 = 0, γ1 = 0.03 (d) γ0 = 0.03, γ1 = 0

(e) γ0 = 0.03, γ1 = 0.03 (f) γ0 = 0.30, γ1 = 0

σ/σ+: 0.1 1 10

Figura 3.2: Mapas de condutividade em escala logarítmica.
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na solução inversa, removendo artefatos e teambém informação útil, como mostrado na

Fig. 3.1.3f.

Tabela 3.1: Resultados numéricos para os casos teste da Figura 3.1.3.

Test case Figure γ0 γ1 If ε ρ S0 S1

1 4b 0.00 0.00 88 0.6355 0.0210 0.8536 0.7953

2 4c 0.00 0.03 210 0.0078 0.0233 0.8791 0.4054

3 4d 0.03 0.00 70 0.3134 0.0222 0.9003 0.8123

4 4e 0.03 0.03 176 0.5095 0.0272 0.9160 0.4726

5 4f 0.30 0.00 138 0.8000 0.0280 0.9575 0.8266

Uma comparação dos resultados de entropia na Tabela 3.1.3 indica que, enquanto os

valores de entropia de ordem-zero se situam num intervalo estreito (0, 85 < S0 < 0, 96),

a entropia de primeira-ordem tem uma variabilidade muito maior (0.41 < S1 < 0, 83),

os níveis mais baixos estão associados as melhores inversões. Este resultado sugere que

a técnica de regularização MINENT-1 confina a classe de soluções possíveis a um con-

junto restrito de modelos de baixa entropia, constituído por regiões suaves separadas por

descontinuidades de forma.

3.2 Outras Aplicações de Entropia de Alta Ordem
Nesta Seção não serão descritas nenhuma aplicação adicional, mas serão mencionadas ou-

tros resultados de inversões em usando entropia de alta ordem.

Na linha de inversão geofísica, outra abordagem não sísmica é a inversão gravimétrica,

onde a variação de densidade do(s) corpo(s) incrustado(s), o que acarreta numa anomalia

da gravidade observada. Resultados com a técnica MINENT-1 obteveram bons resultados

em inversão gravimétrica [16, 104, 136].

Inversão com máxima entropia de segunda-ordem:

- Em meteorologia de camada limite: determinação de propriedades turbulentas: coe-

ficiente de difusão turbulenta [13], termo de contra-gradiente [118].

- Identificação de fontes de poluição atmosférica (esta metodologia é também apropri-

ada para identificar o ciclo bio-geo-químico de gases do efeito estufa). Primeiros re-

sultados obtidos com otimização determinística quase-Newton [118, 119, 120, 121].

O problema de estimação de fonte de área [119, 120] obteve melhor estimativa

quando um método estocástico de busca foi utilizado (PSO: Particle Swarm Opti-
mization) [84].

- Identificação de perfis de temperatura atmosférica a partir de dados de satélites [115].



Capítulo 4

Problemas Inversos em
Engenharia Espacial

O setor espacial enseja muitos desafios tecnológicos: tele-comunicação, análise térmica e

de radiação e análise estrutural, de tal forma a garantir um bom funcionando de todos os

componentes e do sistema como um todo em um ambiente que se tinha poucas informações

(na verdade, o espaço é um lugar inóspito: é um vácuo com temperaturas muitas baixas,

de intenso fluxo de radiação e de partículas cósmicas), além do controle e atitude de naves

espaciais.

Embora a área espacial tenha 4 grandes pilares, é a engenharia espacial que dá nome a

área: a era espacial só tem início quando a humanidade desenvolveu tecnologia para levar

um artefato para longe da superfície da Terra, com capacidade de controle e mesmo deixar

sensores orbitando em torno do planeta. O estudo da resposta de estruturas a vibrações

provocadas pela ascenção e deslocamento de um foguete, devido a propulção e até mesmo

o acoplamento acústico, foram alguns dos desafios dos pioneiros da tecnologia espacial.

A teoria matemática das vibrações constitu-se num tema permanente de investigação.

Um área particularmente importante é o monitoramento da saúde estrutural, ou identifica-

ção de danos estruturais. Este é um problema de inverso de vibração. Pode-se configurar o

problema de idenficação de danos em vários níveis:

1. Existência do dano;

2. Localização do dano;

3. Avaliação da severidade do dano;

4. Previsão da vida útil da estrutura.

Aqui vamos descrever uma técnica desenvolvida recentemente para detecção de da-

nos estruturais, que está baseada no método variacional [1], porém a estimativa inicial

para o esquema do gradiente conjugado é obtida por um algorítmo genético epidêmico:

desenvolvido na tese de mestrado de Medeiros [88] e aplicada à problemas inversos (es-

timação de condição inicial, ver Seção 1.2) por Chiwiacowsky e Campos Velho [27]. A

técnica foi desenvolvida para o domínio do tempo [28, 29, 49] e para o domínio da freqüên-

cia [30, 32, 49].

É pertinente destacar que, embora a abordagem variacional seja mencionada na litera-

tura de problemas inversos em engenharia mecânica (por exemplo: [11]), só muito recen-

temente esta técnica foi proposta para problemas de identificação de danos [28, 65, 66].

37
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Todavia, a elegante técnica variacional, diferentemente do que afirma Huang em seus ar-

tigos [65, 66], não funciona em identificação de danos para sistemas com altos graus de

liberdade (maiores do que 5) [28] e/ou quando o sistema não é tão rígido (por exemplo, es-

truturas de alumínio [31]). Foi prevendo uma falha na convergência do método variacional

a per se, que a técncia híbrida foi proposta, combinando o Algorítmo Genético Epidêmico

(AGE) – ou seu acrônimo em ingles EPA: Epidemic Genetic Algorithm – com o método do

gradiente conjugado com a equação adjunta, ou seja, a técnica híbrida: EGA + abordagem

variacional.

4.1 Detecção de Danos na Estação Espacial Internacional
(EEI)

Futuras missões espaciais envolverão o uso de estruturas grandes e leves. Porém, estruturas

espaciais grandes e flexíveis apresentam uma grande incerteza no comportamente do seu

comportamento dinâmico. Em geral, o estudo das características físicas de componentes

de grandes estruturas espaciais é uma aproximação ao sistema real e somente pode ser ve-

rificado após a estrutura estar em órbita, para então se avaliar a resposta da estrutura aos

distúrbios que estará submetida. De fato, muitos parâmetros estruturais, tais como rigidez

de alguns dos seus membros ou coeficiente de amortecimento, entre outros, podem variar

durante a missão, modificando a dinâmica e/ou comportamento estático da própria estru-

tura. Além disso, estruturas complexas tem um número tão grande de graus de liberdade,

que para objetivos práticos é necessária realizar uma redução no modelo. Esta redução

introduz um alto grau de incerteza no modelo matemático que descreve a dinâmica do sis-

tema a ser usado e no projeto do sistema de controle para vibrações estrutural, bem como

controle de atitude de toda a estação ou aeronave espacial. Desta forma, problema de

identificação de parâmetros estruturais e de detecção de falhas (ou danos) estruturais são

consideradas técnicas adequadas para obter um modelo de estrutura com um alto grau de

fidelidade sobre o tempo de vida orbital de uma estação ou nave espacial.

Dano é definido como uma alteração introduzida num sistema, que intencional ou não,

que afeta o desempenho atual ou futuro daquele sistema e métodos de identificação de

danos são aqueles capazes de identificar e localizar um dano numa estrutura. Técnicas

de detecção de danos são: inspeção visual ou ténicas experimentais (métodos acústicos e

ultrasônicos, eddy-current e métodos de térmicos). Estas técnicas experimentais requerem

que um conhecimento a priori da localizazação do dano (sem muita precisão) e/ou que a

porção da estrutura para inspeção seja acessível.

A necessidade de detecção quantitativa de danos aplicada a estruturas complexas (como

as estruturas aero-espaciais), levaram ao desenvolvimento de métodos que avaliem as al-

terações nas características da vibração da estrutura. Uma revisão de várias técnicas pode

ser vista nas referências [40, 138]. A idéia de que alteração na resposta da vibração poderá

prover informação relativa ao dano é muio intuitiva. Entretanto, o problema mostrou-se

muito difícil.

Aqui será apresentada a aplicação de uma metodologia que usa diretamente a resposta

dinâmica da estrutura para a identificação de um ou mais danos em uma grande estrutura

espacial. A técnica pode ser classificada como um método particular de atualização (up-
dating) que combina o método do gradiente conjugado e a equação adjunta (abordagem

variacional) e o método do algorítmo genético, ou seja, um esquema híbrido.

A figura 4.1 mostra a EEI e sua representação simplificada por um aestrutura de treliça

plana com 68 graus de liberdade.

A estação espacial internacional (EEI) é um dos principais e mais importantes projetos

de engenharia espacial da atualidade. É um esforço que envolve o consórcio de 15 países,
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Figura 4.1: (a) Estação Espacial Internacional [99], (b) estrutura simplificada da EEI e

numeração dos elementos.

sob a lideraça dos Estados Unidos. A técnica será empregada na detecção de danos da

estação espacial internacional1.

A descrição aqui segue o trabalho publicado recentemente na revista Acta Astronau-
tica [33].

4.2 Modelo Direto
Na análise da EEI, a versão simplificada da estação constitui-se de 72 barras de alumínio

concectadas por nós. Cada elemento não danificado tem as seguintes características: com-

primento L = 6m, área da seção transversal A = 80 cm2, densidade ρ = 2700Kg ·m−3,

módulo de Young E = 70GPa. A estratégia de discretização dos elementos finitos é apli-

cada e o comportamento mecânico da estrutura é representado por um conjunto de equações

diferenciais:

Mẍ(t) +Cẋ(t) +Kx(t) = f(t) , (4.2.1)

com as condições iniciais:

x(0) = x0 and ẋ(0) = ẋ0 , (4.2.2)

onde M, C e K são as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, respectivamente, x(t)
é o vetor (N × 2) de deslocamento nodal (sendo N o número de nós) e o ponto superposto

indica derivada em relação ao tempo. O vetor f(t) representa as forças externas aplicadas

aos nós da estrutura. A matriz de amortecimento C é assumida ser proporcional às matrizes

de massa e de rigidez:

C = αM+ βK . (4.2.3)

Sob a hipótese acima, as equações da dinâmica podem ser desacopladas, usando a

transformação modal

x = Φy , (4.2.4)

1A sugestão desta aplicação partiu do prof. P. Gasbarri (Universidade de Roma “La Sapienza”) e foi realizada

no período em que Leonardo D. Chiwiacowsky esteve no período de doutorado sanduiche
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onde Φ é a matriz modal cujas colunas são auto-vetores. Substituindo as Eqs. (4.2.3)

e (4.2.4) na Eq. (4.2.1) e pré-multiplicando por ΦT , segue

ΦTMΦÿ +
(
αΦTMΦ+ βΦTKΦ

)
ẏ +ΦTKΦy = ΦTf , (4.2.5)

sendo y o vetor de amplitudes modais. Se os auto-vetors são orto-normalizados com res-

peito à matriz de massa tal que ΦTMΦ = I (onde I é a matriz identidade) o seguinte

resultado é obtido:

ÿ +Dẏ +Ω2 y = f∗ , (4.2.6)

onde Ω2 é uma matriz diagonal de auto-valores ω2
k, que são o quadrado das freqüências

naturais, f∗ o vetor de forças generalizado (projeção sobre o espaço modal) e D é a matriz

modal de amortecimento:

D = α I+ βΩ . (4.2.7)

4.3 Análise Inversa

A técnica de problema inverso de estimação de dano localiza e e quantifica o dano a partir

de medidas do deslocamento, que foi mencionada na Seção 2.7. Cada etapa do processo é

detalhada a seguir, exceto o modelo direto, que já foi descrito pela Eq. (4.2.1).

4.3.1 O Problema de Sensitividade

O problema é formulado a partir de uma perturbação da matriz de rigidez, que altera o

valor do deslocamento. São Ne parâmetros de rigidez desconhecidos (Ne é o número

de elementos da estrutura discretizada). Para o caso sob consideração, p. ex.; o i-ésimo

elemento da treliça, este coeficiente é representado pelo valor genérico Ki = EA/Le; onde

E é o módulo de Young’s, A é a área da seção transversal e Le é o comprimento do i-ésimo

elemento finito. A matriz de rigidez da estrutura é uma funç ao de Ki, i.e., K = f [K],
onde K = [K1, ...,KNe

]. Para deduzir o problema de sensitividade para cada função

desconhecida Ki, cada parâmetro de rigidez deveria ser perturbado. Supondo que Ki é

perturbado por uma quantidade pequena �Ki δij , onde δij é o delta de Kronecker e j =
1, . . . , Ne, como conseqüência uma pequena variação no deslocamento �xij(t) é obtida.

A quantidade �xij(t) representa a variação do dislocamento em cada nó-i associado a

variaçãp de rigidez do elemento j. O problema de sensitividade é obtido repassando no

modelo direto, Eqs. (4.2.1)–(4.2.2), Ki por Ki + �Ki δij , xi(t) by xi(t) + �xij(t), e

subtraindo da expressão resultante o problema direto original, negligenciando os termo

de segunda ordem. Desta maneira, os Ne problemas de sensibilidade obtidos para cada

parâmetro de rigidez perturbado, pode ser escrito como

M�ẍj(t) +C�ẋj(t) +K�xj(t) = �Kj x(t) (j = 1, . . . , Ne) (4.3.8)

onde �xj = [�x1j ,�x2j , . . . ,�xNj ]
T

, com as condições iniciais

�xj(0) = 0 e �ẋj(0) = 0 . (4.3.9)

A matriz ΔKj representa a contribuição da uma alteração associada a cada elemento

Kj na matriz de rigidez completa. Consequentemente, estas matrizes tem elementos nulos,

exceto aqueles com conexões com o elemento-j.
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4.3.2 O Problema Adjunto e a Equação do Gradiente
O problema inverso é formulado como um problema de otimização, onde a função desco-

nhecida K deveria minimizar a it distância entre os deslocamentos calculados e os deslo-

camentos medidos, isto é minimizar o funcional J [K] definido por

J [K] =

∫ tf

0

[x(K, t)− xexp(t)]
T
[x(K, t)− xexp(t)] dt, (4.3.10)

onde tf é o tempo final, x(t) and xexp(t) são os deslocamentos calculados e medidos

no tempo t, respectivamente. Para resolver o problema de otimização (4.3.10), o vetor

multiplicador de Lagrange λ(t) é usado para associar as restrições (4.2.1) a forma funcional

J [K] =

∫ tf

0

[x(K, t)− xexp(t)]
T
[x(K, t)− xexp(t)] dt+

+

∫ tf

0

λT {Mẍ(K, t) +Cẋ(K, t) +Kx(K, t)− f(t)} dt . (4.3.11)

A variação �Jj [K] do funcional é obtida perturbando K por �Kj na Eq. (4.3.11) e

isto implica (de acordo com a Eq. (4.3.8)) numa perturbação do deslocamento x(t) por

�xj(t). Subtraindo a expressão resultante a Eq. original (4.3.11) e negligenciando os

termos de segunda ordem, a variação do funcional segue

�Jj [K] =

∫ tf

0

2 [x− xexp]
T �xj dt+

+

∫ tf

0

λT
{
M�ẍj +C�ẋj +K�xj +�Kjx

}
dt . (4.3.12)

Integrando por partes o lado direito da expressão acima e empregando as condições

inicais nulas do problema de sensitividade, o seguinte problema adjunto é obtido (equação

para os multiplicadores de Lagrange, o vetor λ(t)):

M λ̈(t)−C λ̇(t) +Kλ(t) = 2 [xexp(t)− x(t)] , (4.3.13)

com condição final

λ(tf ) = 0 and λ̇(tf ) = 0 . (4.3.14)

Como o problema adjunto não tem dependência sobre a rigidez perturbada (�Kj), o

subscrito j foi omitido.

O problema adjunto é um problema de valor final. Entretanto, o problema (4.3.13)-

(4.3.14) pode ser transformado num problema de valor inicial, introduzindo uma nova va-

riável: τ = tf − t. Então a técnica padrão do método de Newmark pode ser aplicada para

a solução do problema transformado.

Após obter a equação do problema adjunto, a primeira variação do funcional pode ser

deduzida das Eqs. (4.3.8) e (4.3.13):

�J [K] =
N∑
j=1

∫ tf

0

λT �Kj x dt . (4.3.15)

Por definição, a derivada direcional de J [K] na direção de um vetor �K é dada por

�J [K] =

N∑
j=1

J ′
j �Kj , (4.3.16)
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onde J ′ é a direção do gradiente do funcional J [K]. Uma comparação das Eqs. (4.3.15)

e (4.3.16) revela que a j-ésima componente da direção do gradient, J ′
j , é dada por

J ′
j [K] =

∫ tf

0

λT �K̃j x dt , (4.3.17)

onde �K̃j refere-se a j-ésima matriz de rigidez perturbada, i.e., �K̃j ≡ ∂[�K]/∂Kj .

4.3.3 O Método do Gradiente Conjugado
O procedimento iterativo do método do gradiente conjugado é usado para estimar a matriz

de rigidez:

Kn+1 = Kn − βn Pn, n = 0, 1, 2, ..., (4.3.18)

onde βn é vetor do tamanho do passo e Pn é a direção do vetor descendente definido como

Pn = J ′n + γn Pn−1, with γ0 = 0, (4.3.19)

onde γn é o vetor coeficiente conjugado. O caso especial γn = 0, para qualquer n, cor-

responde ao método da máxima descida. Aqui, o vetor coeficiente conjugado é adotado

como

γn =
[J ′n(K)]

2

[J ′n−1(K)]
2 , n = 1, 2, ... (4.3.20)

O vetor do tamanho do passo βn, Eq. (4.3.18), é determinado por minimizando o

funcional J [Kn+1] dado pela Eq. (4.3.10) em relação βn, i.e.

min
βn

J [Kn+1(t)] = min
βn

∫ tf

0

[
x(Kn+1, t)− xexp(t)

]2
dt . (4.3.21)

Fazendo uma expansão em série de Taylor do integrando da Eq. (4.3.21) o valor de βn

para o mínimo pode ser avaliado analiticamente:

βn =

{∫ tf

0

[�x(t)]
T
[�x(t)]

}−1

×
{∫ tf

0

[�x(t)]
T
[x(t)− xexp(t)]

}
dt . (4.3.22)

4.3.4 O Critério de Parada: Princípio da Discrepância
Na ausência dos erros experimentais (erros dos instrumentos de medida) um critério de

parada seria:

J [K] < ε∗, (4.3.23)

onde J [K] é defino pela Eq. (4.3.10) e ε∗ é um valor pequeno especificado. Entretando, nas

aplicações, erros de medida estão sempre presentes. O princípio da discrepância [93, 130]

pode ser aplicado para estabelecer um critério de parada. Seja o desvio padrão σ dos erros

de medida independentes e comuns a todas os sensrores e medidas, isto é,

‖x(t)− xexp(t)‖2 ∼= σ . (4.3.24)

Substituindo este resultado na Eq. (4.3.10), produz

∫ tf

0

σ2 dt = σ2 tf ≡ ε2. (4.3.25)
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Então o princípio da discrepância para o critério de parada é tomado como:

J [K] < ε2 = σ2 tf . (4.3.26)

Com a aplicação deste critério de parada, o processo iterativo prossegue até J [K] atingir

um valor abaixo dos erros de medida. A iteração é interrompida mesmo que o mínimo não

tenha sido alcançado. De fato, se o processo iterativo continuar além desse limite, J [K]
continuará a decrescer, porém o resultado da inversão irá se degradar.

4.3.5 Algorítmo Genético Epidêmico
As fases mais importantes nos algorítmos genéticos são a seleção (competição), reprodu-

ção, mutação e avaliação da função objetivo. A seleção é a operação para decidir que

indivíduos da população serão usados para as ações de reprodução e mutação, para gerar

uma nova população,na busca do ponto de ótimo. Reprodução (ou cross over) é o processo

pelo qual o material genético dos pais é combinado para obter um ou mais descendente.

Mutação é aplicada para introduzir uma alteração aleatória na genética do descendente. É

testando os elementos da população na função objetivo é que se avalia a adequação dos

indivíduos ao ambiente (solução ótima). Conduzindo a busca sobre todo o espaço de so-

lução e associado ao operador de mutação, os algorítmos genéticos reduzem a chance de

convergência em mínimos locais.

Tal como no método do gradiente conjungado, a aplicação de algorítmos genéticos para

resolver o problema de identificação de danos é também um problema de minimização. O

objetivo é minimzar o funcional J [K] da Eq. (4.3.10). Na implementação do AGE (ou

EPA), o algorítmo opera sobre um tamanho fixo de população, gerada aleatoriamente. Os

indivíduos desta população são variáveis reais que representam a funação que o algorítmo

está tentando otimizar (K). Especificamente, os operadores evolucionários empregados

são:

1. Seleção por torneio [90];

2. Cruzamento (cross-over) aritmético [90];

3. Mutação não-uniforme [90];

4. Epidemia [27, 88].

4.4 Detecção de Danos: Resultados Numéricos
Antes de estudar os efeitos dos danos sobre a estrutura e de como estimá-los, é interessante

uma análise sobre as características dinâmicas da estrutura (e.g., as freqüências naturais e

modos normais de vibração) da configuração integra. Figira 4.1 mostra o esboço da treliça

considerada (o número de cada elemento do modelo de elementos finitos está também

reprsentado na figura). A estrutura é considerada engastada na parte inferior. O cálculo dos

auto-valores mostra que as freqüências naturais da estrutura variam de um valor mínimo

de 2, 2 Hz a um valor máximo de 450 Hz. A tabela 4.1 registra os primeiros 15 valores de

freqüência.

Figura 4.2 mostra 2 modos de vibração: modo-1 e o modo-11. É possível perceber

que para baixas freqüências a estrutura comporta-se similar a uma viga (barras simples

não estão envolvidas no movimento global da estrutura), composta por uma viga vertical

e 2 vigas horizontais conectadas a viga vertical. Quando as freqüências aumentam, os
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             MODO 1            MODO 11

(a) (b)

Figura 4.2: Esboço de modo-1 (ω1 = 2.2 Hz) e modo-11 ( ω11 = 62.2 Hz).

efeitos locais das barras tornam-se muito mais relavantes e os modos relevantes são aqueles

associados a suas deformações (ver Figura 4.2b).

Agora o efeito de danos sobre o comportamento dinâmico da estrutura será considerado.

Aqui, o efeito do dano é assumido com uma redução da rigidez original (Ki, i = 1, . . . , Ne,

onde Ne é o número de elementos na treliça). Uma análise de freq"uência foi efetuada e

as Figuras 4.3-4.4 mostram a variação percentual das freqüências induzidas pelo dano. A

intensidade e diferentes localizações dos danos são mostrados nas Tabelas 4.2 e 4.3.

É bem conhecido que o deslocamento da freqüência não assume o mesmo valor para

todas as freqüências, como mostrado nas Figuras 4.3 a 4.4. Este efeito é relevante quando o

lagorítmo de detecção de danos; pois o método é aplicado no domínio do tempo, isto força

considerar todos os graus de liberdade da estrutura, e.g., integrar diretamente as equações

do movimento sem aplicar a técnica de redução modal, ver see Eq. (4.2.6), que, de um

lado poderia nos ajudar a reduzir a ordem so sistema (reduzindo o tempo computacional),

mas por outro lado reduz também informações associadas ao comportamento dinâmico da

estrutura, necessárias para a caracterização da própria estrutura. Uma história temporal

típica é apresentada na Figura 4.5, onde os deslocamentos u ao longo da direção horizontal

e v ao longo da direção vertical. Em toda a análise realizada, somente o coeficiente α
do amortecimento estrutural foi considerada. Em particular foi assumido α = 1.7, que

corresponde ao amortecimento crítico ζ1 = 6% sobre o modo-1, ζ2 = 2% sobre o modo-2,

ζ3 = 1% sobre o modo-3, e os outros valores de amortecimento decrescem de acordo com

No. do modo ω (Hz) No. do modo ω (Hz)

1 2.24 9 48.49

2 6.90 10 50.61

3 12.66 11 62.19

4 14.48 12 62.55

5 18.43 13 72.27

6 26.38 14 74.07

7 28.64 15 83.88

8 40.24

Tabela 4.1: Primeiras 15 freqüências naturais da estrutura não danificada.
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Figura 4.3: Seis elementos danificados: 15, 29, 42, 58, 62, 68.

Element 42 29 58 15 68 62

% Reduction 5% 10% 15% 20% 25% 35%

Tabela 4.2: Seis elementos danificados e redução de rigidez.
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Figura 4.4: Vinte elementos danificados: 4, 8, 10, 15, 17, 24, 29, 30, 32, 35, 42, 43, 46, 50,

52, 55, 58, 60, 62, 68.

Elememt 30 8, 24, 42 4, 10, 29 17, 32 15, 43

46, 55, 68 35, 52, 60 50, 58 62

% Reduction 2% 5% 10% 15% 20%

Tabela 4.3: Vinte elementos danificados e redução de rigidez.
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a Eq. (4.2.3) quando a freqüência aumenta.
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Figura 4.5: História temporal do nodo-2 para a estrutura com vinte elementos danificados.

A integração numérica da Eq. (4.2.1) foi realizada usando o método de Newmark [31,

33], assumindo o tempo final de tf = 5 s e passo de tempo �t = 5.0 × 10−2 s. Forças

externas foram aplicadas aos nós A e B (Figura 4.1), com componentes F
(A)
x = 10 N ,

F
(A)
y = 5 N , F

(B)
x = 10 N e F

(B)
y = 20 N , e condições iniciais: x(0) = 0 e ẋ(0) = 0.

Dados experimentais sintéticos são obtidos da solução exata do problema direto adicionando-

se uma perturbação aleatória, da seguinte forma:

xexp(t) = x(t) [1 + σR] , (4.4.27)

onde σ é o desvio pardrão dos erros de medida e R é uma variável aleatória com distribui-

ção gaussiana, tal que R ∼ Normal(0;1). O valor adotado para σ é para produzir um ruído

com 1% de desvio médio nos dados (este nível de ruído é somente para teste do algorítmo,

na prática o valor pode ser mais alto). O critério de parada é fixado usando a Eq. (4.3.23)

(ε	 = 10−10, para o caso de dados sem ruído). A Eq. (4.3.26) é aplciada para o caso de

dados com ruído.

A abordagem variacional foi avaliada através da inversão de diferentes problemas de

detecção de danos, onde a localização, intensidade e quantidade dos elementos danificados

foram calculados. Os cenários de danos adotados são apresentados nas Tabelas 4.2-4.3 e

para avaliar a qualidade da estimaccão, o fator de dano foi definido como

DFi =
Ku

i −Kd
i

Ku
i

i = 1, . . . , Ne (4.4.28)

onde Ku
i e Kd

i são parâmetros para a estrutura não danificada e danificada, respectiva-

mente.

Figuras 4.6 e 4.7 apresentam uma comparação entre valores de fator de danos estimado

e exato, quando dados sem ruído sõ empregados. A abordagem variacional padrão foi bem

sucedida com uma perfeita estimação de danos.
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Figura 4.6: Fator de dano estimado com 6 elementos danificados – ver Tabela 4.2 (dados

sem ruído).

Num caso mais realístico, o problema da estimação de danos é resolvido com dados

experimentais corrompidos por ruído. Se alguma informação adicional está disponível,

como a localização e/ou a dimensão do dano, deveria ser usada para garantir uma boa

estimativa inicial para o método do gradiente conjugado e assim, assegurar a convergência.

Entretanto, este tipo de informação pode não ser disponível. Assim, uma outra metodologia

deve ser empregada para escolher uma melhor estimativa inicial para o processo iterativo.

O uso de dados contaminados com ruído na detecção de danos estruturais, tem-se obser-

vado que a estimativa inicial para o métdo do gradiente conjugado não pode ser arbitrária,

pois não ocorre convergência.

Por exemplo, tomando o cenário de danos descrito pela Tabela 4.2, a hipótese de usar

como estimativa inicial a configuração não danificada mostra-se inadequada. Figura 4.8

apresenta uma comparação entre os valores exatos e estimados do fator de danos, quando a

configuraç ao não dabificada foi adotada como iniciativa inicial para o caso de 6 elementos

danificados. Os resultados não são satisfatórios.

Para contornar esta dificuldade, o método estocástico de algorítmo genético (GA: Ge-
netic Algorithm), foi adotado para calcular uma solução primária, que é assumida como

estimatova inicial para o método do gradiente conjugado. Com esta abordagem híbrida,

boas estimativas foram calculadas. As Figuras 4.9 e 4.10 apresentam uma comparação en-

tre os valores do fator de dano estimados e exatos, no caso em que os valores de rigidez

estimados foram maiores do que seus valores não danificados, esta estimativa foi negligen-

ciada.

Em relação a qualidade da estimação dos danos, há uma certa dificuldade em se de-

terminar os valores exatos. O critério de parada (princício da discrepância) cauda uma

interrupção do processo de convergência, antes que o ruído nos dados experimentais pos-

sam corromper as estimativa de rigidez. devido a esta interrupção, alguns coeficientes de

rigidez estimados não apresentaram convergência completa aos valores exatos, como fica

evidente nas Figuras 4.9 e-4.10. Contudo, os resultados quanto a localização e quantificaçõ

danos podem ser considerados satisfatórios.
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Figura 4.7: Fator de dano estimado com 6 elementos danificados – ver Tabela 4.3 (dados

sem ruído).
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Figura 4.8: Estimação de danos de 6 elementos com uma estimativa inicial arbitrária.
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Figura 4.9: Fator de dano estimado com 6 elementos danificados – ver Tabela 4.2 (dados

com ruído).
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Figura 4.10: Estimação de danos com 20 elementos danificados – ver Tabela 4.3 (dado

experimental com ruído).
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Capítulo 5

Problemas Inversos em
Aplicações Espaciais

Há um interesse permanente do ser humano em entender o cosmos onde estamos inseri-

dos. O estudo da astronomia nos seus primórdios estava contaminado com questões sobre-

naturais. A medida que o conhecimento humano foi se desenvolvendo e amadurecendo,

a investigação da dinâmica dos corpos celestes foi se dando em bases mais científicas,

desde das Leis de Kepler até culminar com a cosmologia de Isaac Newton, de um Universo

estático e infinito. Nos tempos modernos, houve um grande avanço da astrofísica, com

uma melhor compreensão da evolução estelar, do movimentos dos planetas, asteróides,

cometas, galáxias e estrutas de grande escala. Foi graças ao desenvolvimento de moder-

nos telescópios, que hoje temos um modelo padrão de um cosmos dinâmico: o Universo

em expansão. No final do século XX, os cosmólogos descobriram que o Universo está

em expansão acelerada (e não desacelerada, como se acreditava): para explicar este com-

portamento sugeriu-se a introdução do conceito de energia escura (uma forma de energia

gravitacionalmente repulsiva).

A tecnologia espacial tem estado presente nos desenvolvimento da ciência espacial:

astronomia, astrofísica, física solar e em muitas outras áreas, através de lançamentos de

satélites científicos e o lançamento do telescópio espacial Hubble. Porém, estas são apli-

cações científicas da engenharia espacial, que é um item mandatório de qualquer programa

espacial.

Porém, quando se menciona aplicações espaciais, estamos nos referindo a aplicações

permanentes, como sistema de tele-comunicações, sistemas globais de navegação por saté-

lites (GNSS: Global Navigation Satellite Systems, hoje só existe o sistema americano total-

mente operacional: o GPS: Global Positioning System), satélites meteorológicos e satélites

de observação da Terra (voltados para a avaliação e monitoramento dos recursos naturais,

circulação oceânica, dinâmica da criosfera e, mais recentemente, satélites ambientais de

monitoramento de gases minoritários da atmosfera).

Neste capítulo serão trabalhadas 2 aplicações: estimação de perfis verticiais de tempe-

ratura e umidade atmosféricas a partir de dados de satélite; e, identificação de propriedades

óticas do oceano.

Antes de encerrar este preâmbulo, é importante ressaltar que atividades até recente-

mente de cunho estritamente científico (como obervação da atividade solar e ejeções de

massa coronal, por exemplo), irão desempenhar um papel mais relevante no século XXI,

com o desenvolvimento da atividade de Clima Espacial (Space Weather). De forma muito

resumida, clima espacial é uma atividade complexa que pretende englobar desde o moni-
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toramento, entendimento e previsão da atividade solar, sua propagação através do espaço,

para finalmente interagir com o planeta Terra. Durante erupções solares e/ou ejeções de

massa coronal, partículas energéticas, propagam-se pela heliosfera, atingindo a magnetos-

fera terrestre, para então alterar as propriedades da ionosfera. Entender, modelar e desen-

volver uma ciência para fazer previsões de toda esta cadeia de processos é o objetivo final

do clima espacial. O INPE está iniciando uma nova atividade que pretende estabelecer um

Centro de Previsão para clima espacial: pode-se acessar o sítio do clima espacial direta-

mente da página principal do INPE na internet (http://www.inpe.br). O quadro e a

importância que marcaram a previsão numérica do tempo no século XX, deverá haver um

paralelo para o Clima Espacial no século XXI.

5.1 Meteorologia: Estimação de Temperatura Atmosfé-
rica com dados de satélite

No início do século XX, a ciência fez a humanidade mudar sua visão do mundo e do Uni-

verso. Em 1900 Max Planck propunha a hipótese quântica e em 1905, Albert Einstein

apresentou a teoria da relatividade restrita. Um ano antes, 1904, a previsão do tempo era

finalmente reconhecida como um problema de valor inicial (teorema do meteorologista

norueguês Vilhelm Bjerknes). Desde então, o desenvolvimento da meteorologia foi me-

teórico: em 1922 Lewis Fry Richardson publica o livro Weather Prediction by Numerical
Process (o procedimento fracassou por várias razões, uma delas é que a análise numérica

não tinha se desenvolvido e não se sabia sobre as restrições que deveriam ser impostas às

discretizações numéricas).

No período de 1941 a 1943, a Inglaterra desenvolveu o primeiro computador digital

(projeto Colossus), quase ao mesmo tempo os Estados Unidos no período de 1943 a 1945

desenvolveu o computador digital ENIAC. A primeira aplicação do ENIAC foi realizar o

sonho de Richardson: fazer previsão do tempo por processos numéricos. Isso mudou de-

finitivamente a meteorologia e os benefícios que uma previsão mais precisa do tempo e

do clima vem trazendo para a sociedade são incalculáveis. Porém, desde que a primeira

previsão numérica do tempo foi realizada até os anos 80, um aspecto persistiu: a previ-

são para o hemisfério norte era significativa e sistematicamente melhor do que a previsão

para o hemisfério sul. O desenvolvimento do computador, dos métodos numéricos e me-

lhor entendimento do fenômeno (ou ainda, melhores parametrizações, como denominam

os profissionais de modelos computacionais para previsão numérica do tempo, para turbu-

lência, micro-física de nuvens e outros processos) não estavam resolvendo este hiato de

previsão. No final da década de 70 apareceram os satélites ambientais, que permitiam ob-

ter informações sobre todo o planeta – isto foi crucial para garantir informações em partes

do planeta desabitadas (florestas tropicais, os pólos do planeta e sobre os oceanos). Com

a introdução destas novas informações e o contínuo desenvolvimento obtidas com a tec-

nologia espacial, em meados de 2002 finalmente as previsões para ambos os hemisférios

tornaram-se equivalentes em qualidade.

A radiação do corpo negro é uma das muitas evidências que dão suporte a hipótese

quântica. Neste caso, a energia radiante está relacionada com a temperatura do corpo (Lei

de Planck):

Bλ(T ) =
2hc2

λ5[e(hc)/(kBλT ) − 1]
(5.1.1)

sendo Bλ a energia irradiada, T a temperatura absoluta, λ o comprimento de onda, c a

velocidade da luz no vácuo e h, kB as constantes de Planck e Boltzmann. A Eq. (5.1.1) só

foi deduzida graças a hipótese de Planck da quantiza{cão da luz, isto é, a energia luminosa
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é propagada em pacotes (ou partículas): E = nhν (λ = 1/ν).

A equação de Planck para a radiação do corpo negro, mostra que a temperatura atmos-

férica pode ser inferida pela radiação medida por um satélite. Esta proposta foi formulada

na metade da década de 1950 [74].

A transferência diferencial da intensidade de radiação monocromática Iλ pode ser ma-

tematicamente expressa como (aqui vamos usar a notação padrão dos textos de meteorolo-

gia, ver por exemplo [80]):

dIλ(t, p, s) = − (κλ + σλ) Iλρds+ jλρds (5.1.2)

onde t, p e s são o tempo, a pressão e a direção do feixe incidente e ρ é a massa específica do

ar. Os coeficientes κλ, σλ e jλ = κλBλ(T ) representam a absorção, espalhamento e termo

de fonte, respectivamente. Uma simplificação importante para a Equação de Transferência

Radiativa (ETR) é quando não ocorre espalhamento (equação de Schwarschild), que na

geometria plano-paralela é dada por:

μ
dIλ(τ, μ)

dτ
= Iλ(τ, μ)−Bλ(T ) (5.1.3)

onde μ ≡ cos θ, com θ o angulo de espalhamento polar e τ =
∫∞
z

kλρdz
′ é profundidadade

ótica. A formulação integral da ETR para um sensor posicionado no zênite (μ = cos θ ≈ 1)

é dada por

Iλ(τ) = Iλ(τ1) e
−(τ1−τ) −

∫ τ1

τ

Bλ[T (τ
′)] d[e(τ

′−τ)] (5.1.4)

sendo que τ = τ1 para z = 0 e no topo da atmosfera: z → ∞ e τ = 0.

Definindo-se a transmitância monocromática como:

�(λ, z) ≡ e−τ (5.1.5)

a radiação medida por um sensor a bordo de um satélite pode ser aproximada por:

I(λi) = B[λi, T (ps)]�(λi, ps) +

∫ p0

ps

B[λi, [T (p)]
∂�(λi, p))

∂p
dp (5.1.6)

escrita em coordenada de pressão, sendo ps a pressão à superfície e p0 a pressão no topo

da atmosfera. A Eq. (5.1.6) é uma equação de Fredholm de primeira espécie, ou seja, a

inversão da ETR é uma problema mal-posto, pois viola a 3a. condição de Hadamard. O

modelo direto (5.1.6) é resolvido com uma aproximação de diferenças finitas centradas:

Ii = Bi,s(Ts)�i,s +

Np∑
j=1

(
Bi,j +Bi,j−1

2

)
[�i,j −�i,j−1] (5.1.7)

sendo i = 1, 2, ..., Nλ, j = 1, 2, ..., Np, com Ii ≡ Iλi
(0), Nλ é o número de canais no

radiômetro do satélite e Np é o número de camadas atmosféricas consideradas.

A sondagem remota da atmosfera por satélites meteorológicos é uma questão crucial

para previsão do tempo para o hemisfério sul. Os satélites da série TIROS-N (Television
and Infrared Observational Satellite) da NOAA (National Oceanic and Atmosferic Ad-
ministration) conta hoje com sensores do tipo AVHRR (Advanced Very High Resolution
Radiometer) e MSU (Microwave Sounding Unit). Várias técnicas de inversão tem sido

propostas para dados de satélites [122] da classe TOVS (TIROS Operational Vertical Soun-
der). Um dos pacotes de inversão disponíveis é o ITPP-5.0 (International TOVS Proces-
sing Package), cuja a versão incorpora algorítmos para o sensor AVHRR, constituído de

um conjunto de câmeras que utilizam 2 bandas do CO2, sete canais na banda de 15 μm e

seis canais na banda 4,3 μm.
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Pressão EMQ Max-Ent-2 NE-MaxEnt-2 NE-MaxEnt-1

(hPa) q = 0.5 q = 0.5
50-0.1 13,248 13,646 9,598

250-50 7,442 8,723 5,818
500-250 5,216 5,508 5,532

700-500 1,283 1,817 1,478

1000-700 4,428 3,475 5,334

Tabela 5.1: Erro médio quadrático (EMQ).

5.1.1 Inversão com Regularização
Conforme visto na Seção 2.1, o problema inverso pode ser formulado como um problema

de otimização, com o objetivo de minimizar o funcional de Tikhonov (2.1.2). O operador

de regularização aqui será a entropia (extensiva) de 2a. ordem (técnica MaxEnt-2) [21, 22,

115] e a entropia não extensiva de Tsallis [17] (NE-MaxEnt-n).

Como resultado do teorema da unificação, a forma da entropia não extensiva de ordem-

γ é definida como

Sγ
q ≡ k

q − 1

⎡
⎣1− Np∑

i=1

rqi

⎤
⎦ ; (5.1.8)

onde o vetor r = [r1 r2 . . . rNp ]
T é dado por:

r = Δγp (5.1.9)

onde γ = 0, 1, 2, . . . , p é o vetor de termos desconhecidos (temperatura ou umidade) e

Δ é o operador de diferença. O operador MaxEnt-2 pode ser deduzido de (5.1.8) e (5.1.9)

impondo γ = 2 e q = 1. Um pequeno valor deve ser adicionado ao valor do operador de

diferecça (ς = 10−15) para assegurar uma quantidade bem definida para todos os valores

de q.

A Figura 5.1a mostra a inversão de temperatura atmosférica a partir de dados de sensor

HIRS-2 do satélite NOAA-14 com estimativa inicial a partir de médias climatológicas para

o TOVS. Figura 5.1b é a mesma inversão, mas considerando uma estimativa inicial de

um perfil uniforme e idêntico a da temperatura do solo. Esta figura mostra que o método

implícito baseado em MaxEnt-2 é mais robusto em relação perfil inicial usado no processo

iterativo de inversão do que o método instalado no ITPP-5.

Os resultados para MaxEnt-0 não-extensiva (simplesmente: NE-MaxEnt) não foram

bons [17]. Entretanto, resultados com NE-MaxEnt-1 e NE-MaxEnt-2 são similares aos

obtidos com MaxEnt-2. Porém, na camada mais próxima ao solo (1000 a 700 hPa), os

resultados com q = 0, 5 (outros valores foram testados, mas não melhoram a inversão)

para NE-MaxEnt-2 foram os melhores obtidos considerando as técnicas de regularização

baseadas em entropia [17] (ver Tabela 5.1).

5.1.2 Inversão por Redes Neurais Artificiais
O mesmo problema tratado na Seção 5.1.1 pode ser resolvido com a aplicação de redes

neurais artificiais. O primeiro resultado foi obtido com a rede perceptron de multiplas ca-

madas. Um aspecto importante é o conjunto de dados usados no treinamento. Três tipos

de dados foram usados para treinamento das redes: (i) dados sintéticos SDB1, com radiân-

cias calculadas com o modelo direto (5.1.7) a partir de perfis de temperatura conhecidos;
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Figura 5.1: Inversão de temperatura atmosférica com MaxEnt-2 e ITTP-5 usando dados de

satélite NOAA-14 com 2 tipos de estimativa inicial: (a) TOVS; (b) perfil uniforme.

(ii) banco de dados TIGR (TOVS Initial Guess Retrieval): uma biblioteca de situações

atmosféricas disponível na internet; (iii) um banco de dados constituído pela união dos an-

teriores: SDB1+TIGR. A melhor inversão é obtida com o conjunto de treinamento (iii). A

figura 5.2a mostra a inversão com RNA-PMC [131]. Resultados similares são obtidos com

redes neurais do tipo FBR [133]. Um resultado muito significativo vem com a definição de

uma nova rede neural do tipo FBR: a FBR não extensiva. A rede FBR não extensiva foi

também aplicada para o problema da inversão de temperatura, melhorando os resultados

obtidos com a rede FBR padrão [134].

A importância do uso de redes neurais se deve também por um aspecto de grande re-

levância: é possível implementar as redes neurais em dispositivos de hardware, os neuro-

computadores. Este tipo de computação (uma máquina não von Neumann) pode ser imple-

mentada em sistemas de hardware configuráveis: FPGA (Field Programmable Gate Array),

cuja configuração pode ser realizada com o uso de VHDL (VHSIC Hardware Description
Language, VHSIC: Very-High-Speed Integrated Circuit). Algumas linhas de computadores

de alto desempenho (computação paralela) estão desenvolvendo máquinas híbridos: parte

do processamento realizado por software e parte por hardware. Em outubro de 2004, a

Cray Research lançou a linha XD1: computadores multi-processados com dispositivos de

FPGA incluídos no sistema, com capacidade de processamento em ponto flutuante (em

muitas versões, as FPGAs operavam somente com ponto fixo, sendo esta uma das limi-

tações apontadas para a tecnologia) – atualmente a linha XD1 foi substituída pela família

XT5.

A tecnologia de FPGA irá permitir que o processamento seja feito a bordo dos satétiles,

com dispositivos acoplados diretamente aos radiômetros (uma nova geração de sensores

inteligentes), ao invés do processamento computacionalmente dispendioso que é realizado

hoje em dia com os procedimentos de inversão em grandes computadores de alto desem-
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Figura 5.2: Inversão para a temperatura atmosférica usando dados do satélite NOAA-14

(treinamento com SDB1+TIGR): (a) RNA-PMC, (b) software × hardware.

penho. A figura 5.2b mostra a inversão por redes neurais com software e com hardware

(versão VHDL) [19].

5.2 Oceanografia: Propriedades Óticas
O programa de pesquisa em ótica hidrológica inversa junto ao grupo do LAC/INPE tem

mais de uma década de atividade, identificando inicialmente fontes de bioluminescên-

cia [146, 147] a partir de dados de radiância in situ. McCormick [87] e Gordon [52]

apresentam artigos de revisão nesta área importante com aplicações em ciência e enge-

nharia.

O problema direto é dado pela equação linear de Boltzmann do transporte de fótons no

interior do corpo d’água – a figura 5.3 ilustra o problema direto. Em qualquer ponto do

meio, a luz pode ser absorvida, espalhada ou transmitida, de acordo com os coeficientes de

absorção (aλ), espalhamento (bλ) e a função de fase de espalhamento. Um coeficiente de

atenuação é cλ é definido como c = a+ b e, como antes, a profundidade é substituída pela

espessura ótica τ . Assumindo geometria plano-paralela, a Eq. de Boltzmann 1D (ETR)

pode ser escrita para uma dado comprimento de onda como (aqui será usada a notação

típica da área, ver [91])1:

μ
∂

∂τ
L(τ, μ, ϕ) + L(τ, μ, ϕ) =

�0

4π

∫ 1

−1

∫ 2π

0

β(τ, μ, ϕ;μ′, ϕ′)L(τ, μ′, ϕ′)dϕ′dμ′ + S(τ)

(5.2.10)

onde τ é a profundidade ótica, μ ≡ cos θ, θ e ϕ são os ângulos incidentes polar e azimutal,

respectivamente; �0 = b/c é o albedo de espalhamento simples e S(τ) é termo de fonte. A

1A dedução desta equação foi apresentada por Souto [139].
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Figura 5.3: Diagrama esquemático do problema direto em ótica hidrológica.

função de fase de espalhamento β(τ, μ, ϕ;μ′, ϕ′) representa a distribuição angular do feixe

luminoso. Para simplificar a notação, a dependência com o comprimento de onda λ foi

omitida, quando necessário será explicitado. A equação está sujeita as seguintes condições

de contorno

L(0, μ, ϕ) = f(μ, ϕ)

L(τmax,−μ, ϕ) = g(μ, ϕ) .

Em nossos estudos, três técnicas foram aplicadas na solução numérica da Eq. (5.2.10):

Inserção Invariante: Sua descrição é feita por Mobley [91]. Nesta abordagem, a ETR

para um corpo de água é transformado num problema de valor inicial não linear

(equação matricial de Ricatti, resolvida por um bem estabelecido código de solução

de equações diferencias ordinárias. O pacote Hydrolight [92] permite a escolha de

vários tipos de fontes internas e diferentes condições do tempo.

Método SN Analítico: Aqui, primeiramente a radiância é separada em componentes es-

palhada e não-espalhada. A solução para a componente não espalhada é dada por

uma expressão simples, enquanto que a componente espalhada é expandida em solu-

ções elementares das equações de ordenadas discretas. Os coeficientes da expansão

são obtidos resolvendo o sistema de equações algébricas lineares associado. Uma

descrição completa do método é feita na referência [23].

Método LTSN: Este esquema apareceu no início dos anos 90 no contexto de transporte

de neutrons e foi mais tarde aplicado a problemas de tranferência radiativa [126].

Convergência do método foi estabelecida usando teoria de semi grupo-C0 [111].

Em todos os métodos citados, o tratamento da variável azimutal se dá através da de-

composição espectral de Fourier:

L∓(τ, μ, ϕ) =
Nφ∑
m=0

[
L∓
1,m(τ, μ, ϕ) cos(mϕ) + L∓

2,m(τ, μ, ϕ)
]

(5.2.11)
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β±(τ, μ′, ϕ′;μ, ϕ) =
Nβ∑
k=0

β±
k (τ, μ;μ′) cos[k(ϕ′ − ϕ)] (5.2.12)

onde o sinal “+” denota radiâncias direcionadas para baixo e o sinal “-” para radiâncias

direcionadas para cima, os subscritos 1,2 denotam as amplitudes espectrais. A dependên-

cia em relação ao ângulo azimutal ϕ é expressa pelos m-modos. Ou seja, a decomposição

espectral de Fourier, transformada a equação integro-diferencial (5.2.10) com dependên-

cia em μ e ϕ, num sistema de Nφ equações integro-diferenciais com dependência em μ
somente.

A precisão e eficiência dos diferentes métodos para resolver a equação (5.2.10) foi

investigada por Chalhoub et al. [25] e o desempenho da versão paralela dos códigos foi

realizada por Souto et al. [141].

5.2.1 O Método LTSN

O método das ordenadas discretas é uma esquema de colocação, onde a variável angu-

lar μ é discretizada em Nμ direções (ou ordenadas) discretas [26]. A função de fase de

espalhamento é escrita como expanção em polinômios de Legendre:

μ
∂

∂τ
Lm(τ, μ) + Lm(τ, μ) =

�0

2

Nβ∑
l=m

ωm
l Pm

l (μ)

∫ 1

−1

Pm
l (μ′)Lm(τ, μ′)dμ′ + Sm(τ) .

(5.2.13)

onde Nβ é o grau de anisotropia do meio. Finalmente, a integral de espalhamento é disre-

tizada por uma regra de quadratura gaussiana. Isto é, a Eq. (5.2.13) é escrita como:

μj
d

dτ
Lm(τ, μj) + Lm(τ, μj) =

�0

2

Nβ∑
l=m

ωm
l Pm

l (μj)

Nη∑
i=1

ηiP
m
l (μi)L

m(τ, μi) + Sm(τ)

(5.2.14)

onde j = 1, 2, ..., Nμ e ηi é o peso da quadratura gaussiana. Deste modo, a equação integro-

diferencial (5.2.10) é transformada num sistema de Nφ ×Nμ equações diferenciais.

No problema inverso deste capítulo, o método LTSN será empregado para resolver o

problema direto associado. Neste método, aplica-se a transformada de Laplace na equa-

ção de ordenada discreta (5.2.14), resultando num sistema de equações algébricas sobre a

variável complexa s:

sL
m
(s) +

1

μj
L

m
(s) − �0

2μj

Nφ∑
l=m

βm
l Pm

l (μj)

Nβ∑
i=1

ηiP
m
l (μi)L

m
(s) =

Lm
j (0) +

1

μj
S

m
(s)

(5.2.15)

sendo L
m
(s) =

∫∞
0

Lm(τ)e−sτ dτ . A forma matricial da Eq. (5.2.15) torna-se

M
m

Nμ
(s)I

m
(s) = Lm(0) +Q

m
(s) (5.2.16)

onde a matriz M
m

r (s) de ordem Nμ, chamada de matriz LTSN , é dada por

M
m

r (s) = sI +Am (5.2.17)



Oceanografia 59

sendo I a matriz identidade de ordem Nμ, enquanto a matriz Am é dada por

Am(i, j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

μj
− �0

2μj

Nφ∑
l=m

βm
l Pm

l (μj)ηjP
m
l (μj),

se i = j,

−�0

2μj

Nφ∑
l=m

βm
l Pm

l (μj)ηiP
m
l (μi),

se i �= j

(5.2.18)

os vetores I
m
(s),

I
m
(s) =

[
I

m

1 (s) I
m

2 (s) . . . I
m

Nμ
(s)
]
,

Q
m
(s) =

[
S

m

1 (s)

μ1

S
m

2 (s)

μ2
. . .

S
m

Nμ
(s)

μNμ

]
.

Para resolver a equação matricial (5.2.16), ela deve ser multiplicada pela matriz inversa

M
m

Nμ
(s), como segue

I
m
(s) =

[
M

m
(s)
]−1

Im(0) +
[
M

m
(s)
]−1

Q
m
(s) (5.2.19a)

I
m
(s) = B

m
(s)Im(0) +B

m
(s)Q

m
(s). (5.2.19b)

Aplicando a transformada inversa de Laplace

I m(τ) = B m(τ)Im(0) +Hm(τ) (5.2.20)

onde

Bm(τ) = L−1
[
B

m
(s)
]
, Hm(τ) = Bm(τ) ∗Qm(τ) (5.2.21)

no qual a convoluçãoo é denotada por “∗”.

Inversão matricial é uma operação computacionalmente custosa. A diagonalização tira

vantagem do fato de que a matriz LTSN matrix, Eq. (5.2.17), é não degenerada, isto é todos

os auto-valores são distintos e consequentemente pode ser diagonalizada

Am = Xm Dm (Xm)−1 (5.2.22)

onde Dm é uma matriz diagonal contendo os auto-valores de Am e Xm é a correspondente

matriz de auto-vetores.

Bm(τ) = L−1
[
(sI +Am)−1

]
= XmL−1

[
(sI +Dm)−1

]
(Xm)−1

= Xm eD
mτ (Xm)−1

(5.2.23)

substituindo a Eq. (5.2.23) na Eq. (5.2.20), chega-se

I m(τ) = XmeD
mτ (Xm)−1Im(0) +H m(τ) (5.2.24)

onde d+ e d− são auto-valores positivos e negativos, respectivamente.
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O método, tal como descrito pelas Eqs. (5.2.20) ou (5.2.24), não funciona devido

ao overflow numérico: valor da função exponencial quando avaliada em domínios com

grande espessura e/ou grandes valores de Nμ. Um mudança de variáveis exita este efeito

indesejado. A Eq. (5.2.20) pode ser escrita como segue

I m(τ) = B m(τ)ξm(0) +H m(τ) (5.2.25)

onde

B m(τ) ≡ Xm

[
ed

+(τ−ζ) 0

0 ed
−τ

]m
, (5.2.26)

ξm(0) ≡
[

ed
+ζ 0
0 1

]m
(Xm)−1Im(0) . (5.2.27)

Equacção (5.2.25) pode ser representada por matrizes bloco:[
I1(τ)
I2(τ)

]m
=

[ B11(τ) B12(τ)
B21(τ) B22(τ)

]m [
ξ1(0)
ξ2(0)

]m
+

[
H1(τ)
H2(τ)

]m
(5.2.28)

onde os índices 1 e 2 indexam as radiâncias transmitidas nas direções para baixo e para

cima, respectivamente. Na superfície da água, Nμ/2 valores de radiâncias incidentes são

conhecidas. Deste modo, aplicando as condições de contorno (por conveniência, o índice

do modo azimutal m foi omitido):

B21(ζ)ξ
1(0) = I2(ζ)− B22(ζ)ξ

2(0)−H2(ζ) (5.2.29)

permitindo calcular os valores desconhecidos de Nμ/2 componentes do vetor ξ(0), para

cada m = 0, 1, 2, ..., Nφ.

5.2.2 Identificação Multi-espectral de Propriedades Óticas
O grupo do LAC-INPE iniciou o estudo de problemas inversos em ótica hidrológica, com

uma metodologia que fazia uso de dados experimentais in situ, ou seja, medidas de ra-

diância eram tomadas em várias profundidades do corpo d’água. Dados deste tipo tem

relevância, porém este tipo de observação experimental tem aplicação local. É difícil infe-

rir um comportamento do estado de uma propriedade física em posição distante do local da

medida.

Desta forma é preciso tecnologia espacial (satélites) para se fazer observações em es-

cala planetária. Porém, são poucos os métodos de inversão apresentando estimação de

propriedades óticas a partir de imagens de satélites. Frequentemente o problema é simpli-

ficado, por exemplo fazendo a hipótese de oceano homogêneo ou a lei de empregando a lei

de Gershun [91] na estimação de propriedades óticas aparentes.

A recuperação de propriedades óticas de sensores multi-espectrais (como aqueles usa-

dos em satélites) é um tema em aberto. O primeiro resultado do grupo de problemas inver-

sos do LABAC-INPE em estimação multi-espectral em ótica hidrológica foi a estimativa

de fontes de bioluminescência [24], onde o termo de fonte foi parametrizado por uma

forma funcional parabólica e o método de Levenberg-Marquardt foi usado para identificar

os coeficientes da parábola. Neste problema, modelos bio-óticos [91] foram empregados

para representar os coeficientes de absorção e espalhamento. Além dessas considerações,

nenhuma outra hipótese simplificadora do problema foi adotada.

Uma hipótese chave é assumir que as propriedades possam ser definidas em termos

de separação de variáveis, isto é, a dependência funcional destas propriedades no domínio
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espacial e com o comprimento de onda, possam ser escritas como um produto de 2 funções:

uma com dependência espacial e outra com dependência espectral, somente.

O passo seguinte foi tentar identificar propriedades óticas inerentes, com o uso da hipó-

tese da separação de variáveis. De fato, nos modelos bio-óticos, os coeficientes de absorção

e espalhamento são dados por [91]:

a(z, λ) =
[
awg + 0, 06 acg C

0,65(z)
]× [1 + 0, 2 e−0,014(λg−440)

]
(5.2.30)

b(z, λ) =

(
550

λg

)
0, 30 C0,62(z), (5.2.31)

onde awg é o coeficiente de absorção da água pura e C(z) é a concentração de clorofila.

Assim, o problema direto a ser resolvido é a versão multi-espectral da Eq. (5.2.10). O

problema inverso é a reconstrução do perfil de concentração de clorofila. A ETR é resolvida

discretizando a variável espacial (profundidade) em Nr regiões (ver Fig. 5.4) e função de

fase de espalhamento de Henyey-Greenstein [91]:

βHG(cosψ) =
1

4π
(1− g2)

[
1 + g2 − 2g cosψ

]−3/2

≈
Nβ∑
l=0

2l + 1

4π
glPl(cosψ) (5.2.32)

onde os coeficientes da expansão gl são obtidos da relação de ortogonalidade do polinômio

de Legendre Pl(cosφ) [15, 117] e ψ é o ângulo de espalhamento entre as direções (θ′, ϕ′)
e (θ, ϕ):

cosψ = μμ′ + (1− μ)2(1− μ′)2 cos(ϕ′ − ϕ) (5.2.33)

por último, g é um fator de assimetria: quando g → 1 o feixe de fótons é espalhado da

direção de propagação do feixe, g = 0, 9 foi utilizado.

O problema inverso é bem desafiador. Uma técnica implícita foi aplicada para a inver-

são. O método de colônia de formigas (ACO) com regularização intrínseca foi empregada

para resolver o problema de otimização. A tabela 5.2 mostra os parâmetros usados na

meta-heurística ACO. Porém, como o método ACO é uma técnica estocástica, o sistema

foi executado diversas vezes com várias sementes, produzindo alugumas soluções inversas

pobres [143], o resultado final é uma média dessas execuções. Desta forma foram propostas

outras 2 estratégias adicionais para melhorar a solução inversa [143]:

1. Muitos dos perfis gerados no processo de inversão apresentavam soluções com uma

curvatura que não é observada (ver Fig. 5.5a), assim selecionou-se automáticamente

somente os perfis gerados pela inversão com ACO, com a curvatura adequada, usando

um teste de derivada segunda citeSouto:08 (ver Fig. 5.5b;

2. O critério adicional da derivada segunda melhorou os resultados, porém foi possível

melhorar ainda mais o resultado congelando os valores da inversão dos perfis de

concentração de clorofila da superfície até o valor máximo de clorofila e submetendo

o problema para nova inversão – ou seja, o processo completo de inversão é com 2

passos, o resultado é mostrado na Fig. 5.5c.

A clorofila oceânica faz parte da cadeia trófica dos oceanos, é componente importante

para fito-plancton, que por sua vez é a base da cadeia alimentar de pequenos moluscos,

pequenos peixes, até a escala dos grandes predadores. Ou seja, a concentração de clorofila

nos oceanos é uma medida da saúde do planeta. Desta forma, o monitoramento da concen-

tração de clorofila nos oceanos é um importante parâmetro ambiental no planeta Terra. Este
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Figura 5.4: Discretização do domínio vertical do oceano: aqui ζ = τmax.

sementes ns np na mit ρ q0
{ 17, 33, 55, 81, 99 } 10 3000 90 500 0,03 0

Tabela 5.2: Parâmetros usados na meta-heurística ACO.

monitoramento para se tornar eficiente em escala planetária necessita de um imageamento

por satélite.

Em julho de 2008, divulgamos um procedimento onde se poderia processar uma tomo-

grafia 3D da concentração de clorofila oceânica a partir de dados de satélites [142]. Esta

inversão requer cerca de 4 horas de processamento por pixel da imagem, onde foram feitas

várias análises para diminuir o esforço computacional. Tal procedimento consistiu numa

avaliação da redução do grau de anisotropia (Nμ = Nβ = 173), uso de processamento

paralelo (8 processadores) e aplicação de regularização intrínseca para o ACO – que reduz

80% do custo computacional efetivo. Sem a a melhoria do desempenho numérico usando

regularização da forma padrão e aplicação de ACO com um único processador, a inversão

é realizada em aproximadamente 39 dias.
Nos exemplos executados, os perfis de concentração de clorofila foram representados

por curvas gaussianas:

C(z) = Cbg +
h

σ
√
2π

exp

[
−1

2

(
z − zmax

σ

)2
]

(5.2.34)

onde z é a profundidade em metros e C(z) é dado em mg/m3. A tabela 5.3 mostra valores

numéricos para a obtenção de 3 perfis (o perfil-1 é a concentração verdadeira mostrada na

Fig. 5.5).

Uma reconstrução tomografica 3D foi desenvolvida usando a técnica de computação em

grade [48], sob a plataforma OurGrid [105]. A grade se constituiu de 3 sistemas compu-

tacionais geograficamente distribuídos: no Departamento de Computação da UFSM (SGI
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.5: Perfis de concentração de clorofila: (a) ACO e regularização intrínseca (RI),

(b) ACO-RI com critério da 2a. derivada, (c) ACO-RI com 2 passos.
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Perfil Cbg h σ zmax

1 0,2 144 9 17

2 0,2 144 9 25

3 0,2 144 12 17

Tabela 5.3: Parâmetros dos perfis de clorofila para a Eq. (5.2.34).

λ [nm] 410 520 580 600 640 680 700

awλ 0,017 0,048 0,108 0,245 0,330 0,450 0,650

acλ 0,828 0,528 0,291 0,236 0,334 0,502 0,215

Tabela 5.4: Coeficientes awλ e acλ da Eq. (5.2.30), de acordo com [91].

Figura 5.6: Representação de pixels de uma imagem com resolução de 10 Km × 10 Km

por pixel, onde P1, P2 e P3 são os perfis construídos com os valores da Tabela 5.3.



Oceanografia 65

Altix XE com 8 cores 2 GHz), Instituto de Informática da UFRGS e LABAC-INPE (Cray

XD1 com 4 e 8 processadores AMD Opteron 2.8 GHz, respectivamente). Este problema

é um bom exemplo onde a computação em grade pode ser eficiente, pois a inversão a par-

tir de radiâncias (sintéticas, no exemplo) medidas em Nλ canais de satélite é realizada de

maneira independente para cada pixel da imagem 5.6.

A figura 5.7 é o resultado da tomografia 3D para a concentração de clorofila para águas

do tipo-1 (longe da costa). Bons resultados para inversão são obtidos até a profundidade de

22 m aproximademante, para um corpo d’água de 40 m de profundidade. Esta reconstru-

ção tomográfica representa uma busca de quase 15 anos de pesquisa em ótica hidrológiva

inversa.

Figura 5.7: Reconstrução 3D da concentração de clorofila em águas oceânicas longe da

costa.
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Capítulo 6

Considerações Finais

A área espacial é uma rica fonte para aplicções da metodologia de problemas inversos. Um

problema tópico é a estimativa do fluxo de calor ao qual um veículo espacial estará sujeito

na reentrada da atmosfera. Neste texto, foi realizada uma introdução de alguns métodos

matemáticos para a solução de problemas inversos, e alguns problemas da área espacial

foram selecionados para ilustrar como essas técnicas poderosas são aplicadas no cálculo de

soluções inversas.

Dois pontos importantes não foram tratados neste texto. Na parte de metodologia, não

foi apresentada a técnica de decomposição truncada em valores singulares (TSVD: Trun-
cated Singular Value Decomposition) e nem a técnica estatística de estimação Bayesiana

(a referência mais conhecida nesta abordagem é o texto do prof. Tarantola [149]). Uma

aplicação importante refere-se a restauração de imagens, na área espacial este é um tema

muito importante, tanto em sensoriamento remoto (imagens de satélite), como em imagens

astronômicas. Porém, há uma extensa literatura sobre estes temas [2, 3, 7, 108, 135, 154].

É pertinente ressaltar que muito do que o grupo de problemas inversos do LABAC-

INPE vem desenvolvendo não foi visto aqui. Como destaque de desenvolvimentos signifi-

cativos pode-se citar o novo algoritmo para otimização extrema [145]: GEO (Generalized
Extreme Optimization) e sua aplicação em problemas multi-objetivos (M-GEO) e o em-

prego em sistemas espaciais: o projeto térmico de radiadores da Plataforma Multimissão

(PMM) do INPE e a obtenção da configuração de uma constelação de satélites de sensori-

amento remoto [50]. O operador de epidemia para GA, foi proposto na tese de mestrado

de Medeiros [88] e seu emprego em problemas inversos foi realizado por Chiwiacowsky e

Campos Velho [27]. A versão paralela do EGA foi o tema da tese de mestrado de Sambatti

[124] – ver também [18, 125].

Outro desenvolvimento que merece destaque é a aplicação do método de colônia de

formigas para otimização (ACO). Na aplicação do ACO em problemas inversos, a idéia

de regularização intrínseca foi concebida, onde somente caminhos mais suaves são con-

siderados - a suavidade do caminho é avaliada por uma norma de Tikhonov [139]. Esta

estratégia ainda faz uso de regularização, mas não faz uso do parâmetro de regularização.

Claramente, a estratégia pode ser adotada em outras meta-heurísticas.

Aplicações importantes são novos algoritmos para produção de mapas de radiação cós-

mica de fundo, onde foi usada uma versão do SA com ciclos térmicos [37], e o projeto

de arranjo de antenas para o projeto BDA (Brazilian Decimetric Array) do INPE, onde

a estratégia do ACO foi usada para maximizar uma função objetivo da entropia da ima-

gem do telescópio BDA [46]. Um problema relevante nos dias atuais é a determinação

de fluxos superficiais do ciclo bio-geo-químicos de gases de efeito estufa. Roberti [120]

desenvolveu uma metodologia para atacar este problema, maximizando entropia de 2a. or-
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dem, utilizando o método quase-Newton para determinar a solução útima. Neste contexto,

usou-se a estratégia de identificar os valores funcionais de uma função amostrada. O mé-

todo de Levenberg-Marquardt, que é muito eficiente em problemas inversos de estimação

de parâmetros, não conseguiu bons resultados neste caso. Isso indica que o problema de

estimação de funções (mesmo no caso de função amostrada) tem uma natureza matemática

distinta da estimação de parâmetros. O mesmo problema foi resolvido usando uma técnica

de otimização estocástica: enxame de partículas, melhorando o resultado obtico com o mé-

todo quase-Newton [83]. Os resultados foram ainda melhores com a aplicação de redes

neurais [107].

Do ponto de vista teórico, Campos Velho et al. [17] usaram o princípio da máxima en-

tropia não-extensiva para unificar a regularização de Tikhonov e a regularização entrópica.

A maior parte dos resultados obtidos e grande esforço de desenvolvimento, estão li-

gados a concepção tradicional de resolução de problemas inversos: métodos de solução

de problemas de otimização para obter soluções regularizadas. Não há nada de errado em

seguir por este caminho, pelo contrário, os resultados mostram que esta é uma linha de

pesquisa com muito a oferecer. Por outro lado, a aplicação de redes neurais é uma me-

todologia realmente nova neste campo de pesquisa, permitindo atacar problemas em que

sequer o problema direto esteja matematicamente formulado. A aplicação da técnica de re-

des neurais em problemas inversos é um campo de pesquisa muito promissor. Nosso estudo

iniciou-se com a identificação de condições iniciais e de contorno em problemas simples de

condução do calor. Como comentado na Seção 3.4, as redes neurais foram aplicadas com

sucesso na recuperação de perfis verticais de temperatura e umidade atmosféricas a partir

de dados de satélite meteorológicos com sensores na banda espectral do infra-vermelho.

Além da rede perceptron de múltiplas camadas, outras redes podem ser utilizadas com re-

sultados igualmente excelentes [132]. Inversões com redes neurais podem ser aplicadas

com outros tipos de sinais de satélites, como sinais de GPS [34]. Porém, talvez o aspecto

mais relevante nesta nova técnica seja sua potencialidade de implementação em dispositi-

vos de hardware. Neurocomputadores podem representar um salto fantástico no ganho de

desempenho de processamento.



Apêndice A

Conceitos e Propriedades
Matemáticas

A.1 Conceitos Preliminares
Espaço com produto interno, espaço normado e espaço métrico.

Definicao A.1. Espaço com produto interno: é um espaço vetorial, denotado por exem-
plo H, onde está definida uma função complexa bilinear 〈 , 〉, que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) 〈f, g〉 = 〈g, f〉, onde f, g ∈ H;

(ii) 〈f, α1g1 + α2g2〉 = α1〈f, g1〉+ α2〈f, g2〉, onde α1 e α2 são números complexos;

(iii) 〈f, f〉 �= 0, se f �= 0; e 〈f, f〉 = 0 ⇔ f = 0.

Definicao A.2. Espaço normado: uma norma sobre um espaço vetorial B é um funcional
linear ‖f‖ com as seguintes propriedades:

(i) ‖f‖ > 0, para todo f ∈ B e ‖f‖ = 0 ⇔ f = 0;

(ii) ‖αf‖ = |α| ‖f‖, para todo α escalar (número complexo);

(iii) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖, para f, g ∈ B.

Um espaço linear B equipado com uma norma ‖f‖ é chamado um espaço linear nor-
mado.

Todo o produto interno, de um espaço de produto interno, induz uma norma dada por:

‖f‖ =
√
〈f, f〉 .

Espaços com produto interno e espaços normados podem conter uma função de distân-
cia, dada pela norma da diferença:

‖f − g‖ ≡ d(f, g)

esta norma da diferença é chamada de distância entre as funções f e g e pela propriedade

(iii) da norma, tem-se que:

‖f − h‖ ≤ ‖f − g‖+ ‖g − h‖ ⇔ d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h) .
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Definicao A.3. Espaço métrico: dado o par (X , d), para um conjunto X e uma função de
distância d, de valor real d(f, g) definida para f, g ∈ X com as seguintes propriedades:

(i) d(f, g) ≥ 0 para todo f, g ∈ X e: d(f, g) = 0 ⇔ f = g;

(ii) d(f, g) = d(g, f);

(iii) d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h).

Todo espaço linear normado são espaços métricos, pois: d(f, g) = ‖f − g‖; entretanto

nem todo o espaço métrico é um espaço normado.

As definições acima, vão servir para tornar preciso outros conceitos. Por exemplo,

diz-se que a seqüência de elementos f1, f2, . . . de um espaço métrico converge para f se

lim
n→∞ fn = f .

e o elemento f é chamado de limite da seqüência {fn}. Mais precisamente, diz-se que a

distância

d(fn, f) = ‖fn − f‖
pode ser arbitrariamente pequena quando n → ∞.

Supondo que uma seqüência {fn} seja uma seqüência convergente, isto é, limn→∞ fn =
f , desta forma considerando f1, f2, . . . , fm, . . . , fn, . . . pode-se escrever:

‖fn − fm‖ = ‖(fn − f) + (f − fm)‖ ≤ ‖fn − f‖+ ‖f − fm‖ → 0 quando m,n → ∞

ou, para um espaço métrico:

d(fn, fm) ≤ d(fn, f) + d(f, fm) → 0 quando m,n → ∞ .

Desta forma, quando:

lim
n,m→∞ ‖fn − fm‖ = 0 num espaço vetorial (A.1.1)

ou

lim
n,m→∞ d(fn, fm) = 0 num espaço métrico (A.1.2)

é uma seqüência {fn} cujos os elementos satisfazem esta condição limite e é chamada

de seqüência de Cauchy. Deste modo, toda a seqüência convergente é uma seqüência de

Cauchy.

O prof. Gerlach [51] mostra um exemplo simples e interessante para mostrar que um

espaço de funções continuas C[a, b] = {f(x) : f continua em x ∈ [a, b]}, não é completo,

ou seja, o limite de uma seqüência de Cauchy não é um elemento deste espaço. O exemplo

é o seguinte: considere a seqüência:

uk(x) =
1

2
+

1

π
tan−1(kx) x ∈ [−1, 1] .

Considerando o produto interno e a norma: 〈f, f〉 = ‖f‖2 =
∫ 1

−1
f̄f dx, o espaço C[−1, 1]

é incompleto em relação a esta norma-L2. Pois:

1. lim
p,q→∞ ‖up − uq‖2 = lim

p,q→∞

∫ 1

−1

(up − uq)
2dx = 0. Ou seja, a seqüência {uk : k =

1, 2, . . .} é uma seqüência de Cauchy.
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2. Para x fixo:

lim
k→∞

uk(x) = v(x) =

⎧⎨
⎩

1 0 < x ≤ 1
1/2 x = 0
0 −1 ≤ x < 0

que é uma função descontínua: v(x) /∈ C[−1, 1].

3. lim
k→∞

‖v − uk‖2 = lim
k→∞

∫ 1

−1

[v(x)− uk(x)]
2dx = 0.

4. Pode ser mostrado que não exite qualquer função contínua w(x) tal que: ‖w−uk‖ →
0 quando k → ∞.

Este exemplo é para ilustrar que o espaço de funções contínuas C[a, b] é Cauchy in-
completo, no sentido que o limite de uma seqüência de Cauchy é um elemento que pode

não pertencer ao espaço.

Espaços completos com produto interno são espaços de Hilbert. Espaços normados

lineares completos são espaços de Banach.

A.2 A Alternativa de Fredholm
No capítulo 1, vimos que a equação do calor, pode ser formulada como uma equação inte-

gral — Eq. (1.2.8) (ver também referência [53]). Portanto, prova de existência e unidade

de solução pode ser tentada via estudo de equações integrais. Um resultado importante é o

teorema abaixo.

Teorema A.1. Alternativa de Fredholm: Para a equação integral de Fredholm homogênea

λf(x)−
∫ b

a

K(x, y)f(y)dy = 0

ou a equação integral de Fredholm heterogênea

λf(x)−
∫ b

a

K(x, y)f(y)dy = g(x)

a alternativa de Fredholm declara que, para qualquer λ ∈ C não nulo, ou a equação
homogênesa tem uma solução não trivial, ou a segunda equação tem solução para todo
g(x).

Uma condição suficiente para o teorema é que o núcleo K(x, y) seja de quadrado inte-

grável sobre [a, b]× [a, b]. O resultado para o operador de Fredholm generaliza o resultado

para espaços vetoriais de dimensão infinita (espaço de Banach). O operador de Fredholm

T : V → V é expresso como:

T (x, y) = λδ(x, y)−K(x, y)

deste modo,

g(x) =

∫ b

a

T (x, y)f(y)dy .

Em termos mais precisos, a alternativa de Fredholm se aplica somente quando K é um

operador compacto. Da teoria de Fredholm, núcleos integrais suaves são operadores com-

pactos.

Prova: Consulte [45], página 641.
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A.3 Operadores Compactos
Sejam X e Y espaços de Banach.

Definicao A.4. Operador Compacto: Um operador linear limitado

K : X → Y

é chamado compacto se para cada seqüência limitada {uk}∞k=1 ⊂ X , a seqüência {Kuk}∞k=1

é precompacta em Y , isto é, existe uma subseqüência {ukj}∞j=1 tal que {Kukj}∞j=1 con-
verge em Y .

Não é difícil perceber que para um espaço de Hilbert real, com produto interno 〈 , 〉, o

operador linear K : H → H é compacto e que se uk → u, então Kuk → Ku.

A.4 Espectro de Operadores Compactos
Se T é um operador linear contínuo de um espaço de Hilbert: T : H1 → H2, o operador

adjunto T ∗ : H2 → H1 é o operador linear contínuo definido por:

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉
para x ∈ H1 e y ∈ H2. O posto R(T ) e o espaço nulo N(T ) de um operador linear com

domínio D(T ) são definidos por:

R(T ) = {Tx : x ∈ D(T )}
N(T ) = {x ∈ D(T ) : Tx = 0} .

Há uma propriedade importante entre o complemento ortogonal destes espaços.

Teorema A.2. Se T : H1 → H2 é um operador linear contínuo, então R(T )⊥ = N(T ∗)
e N(T )⊥ = R(T ∗).

O operador T é limitado se:

‖T‖ = sup
‖x‖

‖Tx‖ < ∞ .

O espectro de um operador linear T : H → H é o conjunto de números complexos

σ(T ) definido por

σ(T ) = {λ ∈ C : T − λI não tem inversa limitada}
onde I é o operador identidade sobre H.

Um operador T : H×H é chamadao auto-adjunto se T = T ∗.

Teorema A.3. Auto-vetores de um operador compacto e simétrico: Se H é um espaço de
Hilbert separável e o operador T : H → H é compacto e simétrico, então existe uma base
ortonormal de H, consistindo de auto-vetores de T .

Prova: Consulte [45] página 645, ou [75] página 237.

O teorema espectral para dimensão finita é apresentado em [135]. No caso de dimensão

infinita, a equação dos auto-valores é:

Tφn = λnφn
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e fazendo a ordenação dos auto-valores

|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| ≥ . . . ≥ 0

com

λn �= 0 ⇒ dim{ker(T − λnI)} < ∞ .

Se dim(H) = ∞, então: limn→∞ λn = 0.

Os operadores compactos auto-adjunto tem um espectro simples: cada ponto não nulo

do espectro é um ponto isolado que é um auto-valor do operador.
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Apêndice B

Termo-estatística Não Extensiva:
Propriedades

B.1 Definições
A1: Entropia não extensiva:

Sq(p) ≡ k

q − 1

⎛
⎝1−

Np∑
i=1

pqi

⎞
⎠ . (B.1.1)

A2: q-expectativa de um observável:

Oq ≡ 〈O〉q =

Np∑
i=1

pqiOi . (B.1.2)

B.2 Propriedades
1. Se q → 1:

S1 = k

Np∑
i=1

pi ln pi , (B.2.3)

O1 =

Np∑
i=1

piOi . (B.2.4)

2. A entropia não-extensiva é positiva: Sq ≥ 0.

3. Não extensividade:

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B) + (1− q)Sq(A)Sq(B) (B.2.5)

Oq(A+B) = Oq(A) +Oq(B)

+(1− q)[Oq(A)Sq(B) +OqSq(A)] . (B.2.6)
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4. Máximo de Sq sob a restrição Oq =
∑

i p
q
i εi (ensemble canonico):

pi =
1

Zq
[1− β(1− q)εi]

1/(1−q) (B.2.7)

onde εi é a energia de estado-i, Oq = Uq é a forma não-extensiva para a energia

interna e o fator de normalização Zq (função de partição), para 1 < q < 3, é dada

por

Zq =

[
π

β(1− q)

]1/2
Γ[(3− q)/2(q − 1)]

Γ[1/(q − 1)]
. (B.2.8)

Para q = 1 tem-se

pi = eβεi/Z1 . (B.2.9)
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[106] M.N. Özişik, “Heat Conduction”, Wiley Interscience, New York, 1980.

[107] F. F. Paes, H. F. Campos Velho, E. F. P. Luz, A. R. Carvalho, Identifing Atmospheric

Pollutant Sources Using Artificial Neural Networks, The Meeting of the Americas,
AGU 2008 Joint Assembly, May 27-30, Fort Lauderdale (FL), USA.

[108] V. Pereyra, G. Scherer, Least Squares Scattered Data Fitting by Truncated SVDs,

Applied Numerical Mathematics, 40 (2002), 73–86.

[109] D. L. Phillips, A Technique for the Numerical Solution of Certain Integral Equations

of the First Kind, J. Assoc. Comput. Mach. (J-ACM), 9 (1962), 84–97.

[110] W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, “Numerical Recipes:

The Art of Scientific Computing”, Cambridge University Press, 1992.

[111] R. P. Pazos, M. T. Vilhena, Convergence in Transport Theory, Applied Numerical
Mathematics, 30 (1999), 79–92.

[112] A. J. Preto, H. F. Campos Velho, J. C. Becceneri, N. N. Arai, R. P. Souto, S.

Stephany, A New Regularization Technique for an Ant-colony Based Inverse Solver

Applied to a Crystal Growth Problem, 13th Inverse Problem in Engineering Seminar
(IPES-2004), 14-15 June 2004, University of Cincinnati, Ohio, USA, 147-153.

[113] F. M. Ramos, A. Giovannini, Résolution d’un problème inverse multidimensionnel

de diffusion de la chaleur par la méthode des eléments analytiques et par le principe

de l’entropie maximale, International Journal of Heat and Mass Transfer, 38 (1995),

101-111.



84

[114] F. M. Ramos, H. F. Campos Velho, Reconstruction of Geoelectric Conductivity Dis-

tributions Using a Minimum First-Order Entropy Technique, 2nd International Con-
ference on Inverse Problems on Engineering, Le Croisic, France, vol. 2, 199–206.

[115] F. M. Ramos, H. F. Campos Velho, J.C. Carvalho, N.J. Ferreira, Novel Approaches

on Entropic Regularization, Inverse Problems, bf 15 (1999), 1139–1148.

[116] L. Rebollo-Neira, J. Fernandez-Rubio, A. Plastino, A Non-extensive Maximum En-

tropy Based Regularization Method for Bad Conditioned Inverse Problems, Phys. A,

261 (1998), 555–568.

[117] M. R. Retamoso, “Estimação de Condições de Contorno e do Termo de Fonte em

Transferência Radiativa de Águas Naturais”, Tese de Doutorado, Engenharia Mecâ-

nica, UFRGS, Porto Alegre (RS), 2000.

[118] D. R. Roberti, H. F. Campos Velho, G. A. Degrazia,Identifying Counter-gradient

Term in Atmospheric Convective Boundary Layer, Inverse Problems in Engineering,

12 (2004), 329–339.

[119] D. R. Roberti, D. Anfossi, H. F. Campos Velho, G. Degrazia, Estimação da Taxa de

Emissão e Localização de Fontes, Ciencia e Natura, (2005), 131–134.

[120] D. R. Roberti, Problemas Inversos em Física da Atmosfera, Tese de Doutorado em

Física, Universidade Federal de Santa Maria, 2005.

[121] D. R. Roberti, D. Anfossi, H. F. Campos Velho, G. Degrazia, Estimation of Pollutant

Source Emission Rate from Experimental Data, Nuovo Cimento 30 (2007), 177–186.

[122] C. D. Rodgers, “Inverse Methods for Atmospheric Sounding: Theory and Practice”,

in Series on Atmospheric, Oceanic and Planetary Physics, Vol. 2, World Scientific,

2000.

[123] A. Rytter, “Vibration Based Inspection of Civil Engineering Structures”, Ph.D. dis-

sertation, Dept. of Building Technology and Structural Engineering, Aalborg Uni-

versity, Denmark, 1993.

[124] S. M. B. Sambatti, “Diferentes Estratégias de Paralelização de um Algoritmo Ge-

nético Epidêmico, Aplicadas na Solução de Problemas Inversos”, Tese de mestrado

em Computação Aplicada, CAP-INPE, São José dos Campos (SP), 2004.

[125] S. B. Sambatti, H. F. Campos Velho, L. D. Chiwiacowsky, S. Stephany, A. J. Preto,

Some parallel strategies for an epidemic genetic algorithm applied to an inverse heat

conduction problem, International Conference on Computational and Experimental
Engineering and Sciences (ICCES), 26-29 July, Ilha da Madeira, Portugal - paper

ICCES04-435 (6 pages), 2004.

[126] C. F. Segatto, M. T. Vilhena, Extension of the LTSN Formulation for Discrete Ordi-

nates Problem without Azimuthal Symmetry, Annals of Nuclear Energy, 21 (1994),

701–710.

[127] C. E. Shannon, W. Weaver, “The Matemathical Theory of Communication”, Univ.

of Illinois Press, 1949.



Bibliografia 85

[128] E. H. Shiguemori, H. F. Campos Velho, F. M. Ramos, J. D. S. da Silva, A Parametric

Study of a New Regularization Operator: Non-extensive Entropy, 4th Internatio-
nal Conference on Inverse Problems in Engineering: Theory and Practice (ICIPE-

2002), May 26-31, Angra dos Reis (RJ), Brazil - Proc. in CD-Rom: paper code 093

- Proceedings Book: Inverse Problems in Engineering: Theory and Pratice (Editor

Helcio R. B. Orlande), Vol. II, Part Heat and Mass Transfer, pp. 243–250 (2002) -

[=] e-papers, Rio de Janeiro, Brasil.

[129] E. H. Shiguemori, H. F. Campos Velho, J. D. S. Silva, Estimation of Initial Condition

in Heat Conduction by Neural Network, Inv. Prob. Sci. Eng., 12 (2004), 317–328.

[130] E. H. Shiguemiri, H. F. Campos Velho, J. D. S. da Silva, Generalized Morozov’s

Principle, Inverse Problems, Design and Optimization Symposium (IPDO), 17-19

March, Rio de Janeiro (RJ), Brazil, Proceedings in CD-Rom, paper code IPDO-079

(8 pages), Vol. 2, 290–298 (2004).

[131] E. H. Shiguemori, J. D. S. Silva, H. F. Campos Velho, J. C. Carvalho, Neural

Network based Models in the Inversion of Temperature Vertical Profiles from Sa-

tellite Data, Inv. Prob. Sci. Eng., 14 (2006), 543–556.

[132] E. H. Shiguemori, “Recuperação de Perfis de Temperatura e Umidade da Atmosfera

a partir de Dados de Satélite – Abordagnes por Redes Neurais Artificiais e Imple-

mentação em Hardware”, Tese de Doutorado, Computação Aplicada, INPE-13269,

São José dos Campos (SP), 2007

[133] E. H. Shiguemori, J. D. S. Silva, H. F. Campos Velho, J. C. Carvalho, Atmosphe-

ric temperature retrieval by a Radial Basis Function neural network, International
Journal of Information and Communication Technology 1 (2008), 224–239.

[134] E. H. Shiguemori, J. D. S. Silva, H. F. Campos Velho, Atmospheric Temperature

Retrieval from Satellite Data: New Non-extensive Artificial Neural Network Ap-

proach, Proceedings of the 2008 ACM symposium on Applied computing (Session:

Artificial Intelligence in Space Applications), March 16-20, Fortaleza (CE), Brazil

(2008), pp 1688–1692, ISBN 1-59593-753-7.

[135] A. J. Silva Neto, F. D. Moura Neto, “Escolha de Modelos: Problemas Inversos em

Engenharia”, Mini-curso, Congresso Nacional de Matemática Aplicada e Computa-
cional, SBMAC, Santos (SP), Brasil, 2000.

[136] J. B. C. Silva, V. C. F. Barbosa, F. S. Oliveira, H. F. Campos Velho, Gravity Inversion

Using Entropic Regularization, Geophysics, 74 (2007), 151–160.

[137] R. T. Smith, C. K. Zoltani, G. J. Klem, M. W. Coleman, Reconstruction of tomo-

graphic images from sparse data sets by a new finite element maximum entropy

approach, Applied Optics, 30 (1991), 573–582.

[138] H. Sohn, C. Farrar, F. Hemez, D. Shunk, D. Stinemates, B. Nadler, “A Review of

Structural Health Monitoring Literature: 1996-2001”, Los Alamos National Labo-

ratory (LA-13976-MS), USA, 2003.

[139] R. P. Souto, “Recuperação de Perfis Verticais de Propriedades Óticas Inerentes a

partir da Radiação Emergente da Água”, Tese de Doutorado, Computação Aplicada,

INPE, São José dos Campos (SP).



86

[140] R. P. Souto, H. F. Campos Velho, S. Stephany, E. S. Chalhoub, Performance Analysis

of Radiative Transfer Algorithms in a Parallel Environment, Transport Theory and
Statistical Physics, 33 (2004), 449–468.

[141] R. P. Souto, V. C. F. Barbosa, H. F. Campos Velho, S. Stephany, Determining Ch-

lorophill Concentration in Off-shore Sea Water from Multi-spectral Radiances by

Using Second Derivative Criterion and Ant Colony Meta-Heuristic, Inverse Pro-
blems, Desing and Optimization Symposium (IPDO-2007), Miami (USA), Vol. 1
(2007), 341–348.

[142] R. P. Souto, F. F. Paes, S. Stephany, H. F. Campos Velho, P. O. A. Navaux, A. S. Cha-

rão, A. J. Preto, 3D Tomography of Ocean Chlorophyll Applying Grid Computing,

The Tenth International Conference on Integral Methods in Science and Engineering
(IMSE-2008), July 07-10, Santander, Spain, 2008.

[143] R. P. Souto, H. F. Campos Velho, S. Stephnay, V. C. F. Barbosa, Multi-spectral

Inversion for Chlorophyll Concentration in Offshore Sea Water by Using the Ant

Colony Optimization and the Second Derivative Criterion, International Journal of
Remote Sensing, (2008) – submetido.

[144] F. L. Souza, F. M. Ramos, P. Paglione, R. M. Girardi, New Stochastic Slgorithm for

Design Optimization, AIAA Journal, 41 (2003) 1808–1818.

[145] F. L. Sousa, “Otimização Extrema Generalizada: Um Novo Algorítmo Estocás-

tico para o Projeto Ótimo”, Tese de Doutorado, Computação Aplicada, INPE-9564-

TDI/836, São José dos Campos (SP), 2003.

[146] S. Stephany, “Reconstrução de Propriedades Óticas Inerentes e Bioluminescência

em Águas Naturais”, Tese de Doutorado em Computação Aplicada, Instituto Nacio-

nal de Pesquisas Espaciais, 1997.

[147] S. Stephany, F. M. Ramos, H. F. Campos Velho, C. D. Mobley, A Methodology

for Internal Light Sources Estimation, em Computer Modeling and Simulation in

Engineering (CMSE), 3 (1998), 161–165.

[148] S. Subbey, “Regularizing the Volterra Integral Equation - The Capillary Pressure

Case”, Ph.D. Dissertation, Dept. of Physics, University of Bergen, Bergen, Norway,

2000.

[149] A. Tarantola, “Inverse Problem Theory and Methods for Model Parameter Estima-

tion”, SIAM, 2004.

[150] A.N. Tikhonov, V.Y. Arsenin, “Solution of Ill-posed Problems”, John Wiley & Sons,

1977.

[151] C. Tsallis, Possible Generalization of Boltzmann-Gibbs Statistics, J. Statistical
Phys., 52 (1988), 479–487.

[152] C. Tsallis, Nonextensive statistics: theoretical, experimental and computational evi-

dences and connections, Braz. J. Phys., 29 (1999), 1–35.

[153] S. Twomey, On the Numerical Solution of Fredholm Integral Equations of the First

Kind by the Inversion of the Linear System Produced by Quadrature, J. Assoc. Com-
put. Mach. (J-ACM), 10 (1963), 97–101.



Bibliografia 87

[154] C.R. Vogel, “Computational Methods in Inverse Problems”, in Frontiers in Applied

Mathametics, SIAM, 2002.

[155] J.P. Zubelli, “An Introduction to Inverse Problems: Examples, Methods, and Questi-

ons”, Mini-curso no 22o. Colóquio Brasileiro de Matemática, IMPA, Rio de Janeiro,

1999.


