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Prefacio

Este livro é destinado a alunos e profissionais de matematica aplicada, ciéncia da
computagao e dreas afins que estejam interessados em implementar um algoritmo
que aproxima os zeros de fungoes em quaisquer dimensoes por uma malha de poli-
topos, seja para representacao grafica, seja para outras aplicagoes geométricas.

O livro inclui uma revis@o bibliogréfica de métodos de aproximacao de varieda-
des definidas implicitamente, exemplos de aplicagoes em alta dimensao, técnicas de
contagem e enumeracao usadas para resolucao eficiente do problema, e dois algo-
ritmos completos para este fim: um mais simples que varre todos os simplexos do
dominio e outro que varre somente os simplexos que sao transversais a variedade.

O texto também acompanha cédigos em Matlab/Octave dos algoritmos apre-
sentados.

Sao Carlos, 01 de setembro de 2019.

Antonio Castelo Filho
Lucas Moutinho Bueno
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Capitulo 1

Introducao

Este livro apresenta dois algoritmos, o Marching Simplex e o Continuation Simplex,
para aproximacao de variedades implicitas de qualquer dimensao usando técnicas de
contagem e enumeracao. Estes algoritmos sao baseados nos trabalhos de Allgower
e Georg [1] e de Antonio Castelo [9]. O livro também acompanha cédigos de Ma-
tlab/Octave usados para implementar os algoritmos. Os c6digos estao disponiveis
em “https://github.com/antoniocastelofilho/marching_simplex”.

As figuras deste livro foram geradas por um software de visualizagdo desenvol-
vido por Gabriel Scalet Bicalho, em um projeto de final de curso orientado pelo
professor Antonio Castelo Filho. A entrada desse software de visualizagao é justa-
mente a saida do cédigo Matlab do Marching Simplex ou do Continuation Simplex.
O cédigo do software de visualizagdo pode ser obtido em
“https://github.com/GSBicalho/TrueNgine”.

1.1 Aproximacao de Variedades Implicitas

Dada uma funcao de classe C', F : R* — R¥ n > k, o conjunto dos pontos onde
F' se anula:

M =F"50) = {x € R" | F(z) = 0},

é uma variedade definida implicitamente se para todo ponto em M a derivada de
F' neste ponto tem posto méximo. Neste caso a variedade M tem dimensao n — k
(veja o Teorema 2.1 da Secao 2.1 do Capitulo 2). Os casos mais comuns geralmente
vistos nos cursos de cédlculo sao:

e Paran=2c¢ k=1, F71(0) é uma curva em R
e Paran=3e¢ k=2 F1(0) é uma curva em R3;
e Paran =3¢k =1, F71(0) é uma superficie em R3.

Para visualizar uma variedade implicita, ha basicamente dois tipos de técnicas
computacionais: tragado de raio (ray tracing) e aproximagao por politopos. O pri-
meiro gera imagens mais realistas, principalmente em termos de iluminacao, mas é
mais lento. O segundo é menos realista, mas é mais simples, rapido e flexivel. Neste
livro vamos focar exclusivamente em aproximagao de variedades implicitas por po-
litopos. Para maiores informacoes sobre técnicas de tracado de raio, recomendamos
[23].
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Para se ter uma ideia melhor de uma aproximacao de variedade, a Figura 1.1
mostra um toro tridimensional, $2 x S' (S' é uma esfera unidimensional e S? é
uma esfera bidimensional). Neste exemplo, F' : R — R? é definida por

{Fl(m,y,z,u,v) =22 +y2+22 -1

2 02 1
Fy(z,y,z,u,v) =u®+wv -3

Figura 1.1: Projecdo da aproximacio de um toro S? x S! definido em R?.

1.2 Aplicagoes em alta dimensao

Variedades definidas implicitamente aparecem em vérias aplicagoes em duas ou trés
dimensoes, tais como: modelagem geométrica, modelagem molecular, animacao, jo-
gos digitais, geometria computacional, métodos numéricos para equagoes diferenci-
ais com restrigao e bifurcagoes, dentre outras. Métodos tradicionais de aproximagao
de variedades implicitas podem ser usados para essas aplicagoes.

Um dos principais diferenciais dos algoritmos descritos neste livro é sua genera-
lizagao para qualquer dimensao. O leitor pode se perguntar qual a utilidade de se
trabalhar em dimensoes maiores que trés, se o mundo que percebemos tem somente
trés dimensoes. Essa se¢ao responde brevemente esta pergunta ao mostrar algumas
aplicagoes com variedades de dimensao maior ou igual a 4.
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1.2.1 Fisica Moderna

A fisica classica newtoniana ensinava até o inicio do século XX que o mundo era
tridimensional e que o espago e o tempo eram varidveis independentes. Apesar
da teoria classica funcionar para a maior parte de nossa vida cotidiana, ela se
mostrou equivocada em diversos casos desde a fisica de particulas sub-atomicas até
a cosmologia.

Espago-tempo

A teoria da relatividade geral desenvolvida por Albert Einstein mostrou uma relacao
entre o espago tridimensional e o tempo, criando o espago-tempo, de quatro di-
mensoes.

Uma forma simples de representar o espago-tempo é pelo espago de Minkowski,
que combina o espaco euclidiano tri-dimensional com o tempo de tal forma que o
intervalo entre quaisquer dois eventos seja independente do frame de referéncia em
que eles foram obtidos. O espaco de Minkowiski é um tipo especial e mais simples
de uma variedade de Lorenz que, por sua vez, é um tipo especial de variedade
pseudoriemanniana. Mais detalhes sobre variedades pseudoriemannianas e suas
aplicagoes em fisica podem ser lidas em [43].

Teorias em dimensao maior que 4

A teoria da relatividade geral, apesar de explicar mais fenomenos que a fisica
classica, nao se mostrou suficiente para explicar qualquer fenémeno fisico e uma
“teoria de tudo”, caso exista, ainda estd para ser descoberta.

Ainda no inicio do século XX, a teoria de Kalusa-Klein foi concebida, e esta uniu
gravitagao e electromagnetismo em um espago de 5 dimensdes. A teoria foi iniciada
por Theodor Kaluza [30] e Oskar Klein a complementou com uma interpretacao
quantica [32].

Em meados da década de 70 surgiu a teoria da supergravidade [14], que combina
a teoria da relatividade com o principio de supersimetria, advindo de teorias em
fisica de particulas. A supergravidade foi inicialmente formulada em 11 dimensdes
mas, logo na década de 80, perdeu espaco para formulagoes de 10 dimensoes [24],
em um periodo de pesquisa que ficou conhecido como a primeira revolucao das su-
percordas. Na década de 90, surgiu a Teoria M, que unificou teorias consistentes de
supergravidade e de cordas [58], dando inicio & segunda revolugao das supercordas.

Na teoria de supercordas, conjectura-se que as seis dimensoes extras além do
espaco-tempo tem a forma de uma variedade de Calabi-Yau. Esta variedade foi in-
troduzida por Eugenio Calabi [6], aprofundada por Shing-Tung Yau [59] e nomeada
e contextualizada na fisica por Candelas et al. [8].

Uma forma de reduzir a lacuna de percepcao entre entre o universo observavel
3D e teorias de miiltiplas dimensoes é através da compactagao de 10 ou 11 dimensoes
em espagos menores, como a esfera esmagada de 7 dimensoes [41].

Para maior aprofundamento no tema, um livro com diversas aplicagoes de vari-
edades multi-dimensionais em fisica pode ser encontrado em [12].

1.2.2 Processamento de imagens 4D

Imagens 4D juntam trés dimensoes de espaco e uma dimensao de tempo em uma
Unica matriz de pixels em quatro dimensoes.
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Cada coordenada de tempo da imagem indica o frame do qual os valores de
espaco foram obtidos. A jungao do espago e tempo se mostra especialmente eficaz
para imagens de objetos em movimento, por conta da dificuldade de se identificar
dinamica e oclusoes desses objetos em imagens 3D estaticas.

O método proposto neste livro pode usar os préprios valores dos pixels das
imagens para calcular a variedade M em vez de funcoes analiticas.

Aplicagoes em Medicina

Em medicina, modelos 4D podem ser usados em imagens de ressonancia magnética,
tomografia computadorizada e ultra-som.

No caso de ressonancia magnética, métodos que utilizam imagens 4D se mostra-
ram eficazes para facilitar o diagnéstico de doengas cardio-vasculares [38]. Eles se
diferem a métodos anteriores, tanto pela maior precisao em obter um modelo 3D do
coragao, como por sua capacidade de calcular o fluxo sanguineo em todas diregoes.

No caso de tomografia computadorizada, um novo protocolo de escaneamento
foi criado para gerar imagens 4D do pulmao [47]. Comparativamente a protocolos
anteriores, este novo possui um tempo de escaneamento menor e obtém imagens de
todo o ciclo respiratorio.

Em ultra-som aplicado a exames de pré-natal, um método 4D permite a visua-
lizagao dinamica de imagens do coragao do feto em diversos niveis de profundidade
e facilita o diagndstico de anomalias congénitas|7].

Aplicagoes em reconstrugao de objetos

E de interesse para diversas aplicacoes, como detecgao de eventos, robética, jogos
eletronicos, animagao, interacao humano-computador, etc., a reconstrugao modelos
computacionais 3D a partir de objetos fisicos. Geralmente isso é feito com técnicas
de visao computacional a partir de imagens 2D ou com dados de sensores, que
também podem ser interpretados como imagens binarias.

Quando os objetos a serem reconstruidos estao em movimento, imagens 4D po-
dem ser usadas para identificar dinamica e oclusoes dos objetos e, assim, possibilitar
a criacao de modelos computacionais de forma eficaz. Técnicas adicionais podem
ser usadas para complementar a reconstrugao, como propriedades de conservacao
de massa e topologia [53].

1.3 Revisao de Métodos para Aproximacao de Va-
riedades

Esta se¢ao faz uma revisao historica de métodos de aproximagao de variedades
implicitas e discursa brevemente sobre problemas correlatos.

1.3.1 Meétodos baseados em cubos

Para uma funcio F : R?> — R (com as mesmas propriedades apresentadas na
Sec@o 1.1), os pontos onde F' se anula geram uma variedade M bidimensional,
também chamada de superficie. Um dos métodos mais conhecidos para aproximar
uma superficie é o algoritmo chamado Marching Cubes, publicado por Lorensen e
Cline em 1987 [37]. Nesse algoritmo, a regiao de interesse é subdividida em uma
malha uniforme de cubos. Cada cubo da malha é testado para saber se ele contém
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uma parte da superficie. Esse teste é feito por meio dos sinais de F' nos vértices do
cubo e uma tabela de referéncia: para cada padrao de sinais de F' nos vértices, o
algoritmo cria uma malha de poligonos determinada pela tabela, que separa vértices
de sinais opostos. Quando todos cubos sao testados, obtém-se uma aproximacao
para a superficie.

Um dos problemas do Marching Cubes é a presenca de ambiguidades nos testes
da malha, que podem resultar em inconsisténcias topoldgicas. Uma ambiguidade
ocorre quando ha mais de uma forma de gerar uma malha para um mesmo padrao
de sinais de F' nos vértices. Ela é um problema se o algoritmo escolhe uma forma
inconsistente com a topologia de M. A Figura 1.2 mostra um exemplo de ambigui-
dade, onde os vértices destacados tem mesmo sinal quando aplicados por F.

Figura 1.2: Exemplo de ambiguidade gerada pelo algoritmo Marching Cubes. Duas
malhas que separam vértices de sinais opostos podem ser geradas.

Trabalhos posteriores resolvem o problema de ambiguidade, sem alterar a esséncia
do algoritmo original: Chernyaev [11] propoe uma tabela de referéncia extendida,
usada também por Lewiner et. al. [34], além de testes de consisténcia nas faces
dos cubos. J4 Plantinga e Vegter [48] usam octrees para refinar a malha inicial,
aumentando a densidade de cubos em partes ambiguas, e geometria intervalar para
garantir consisténcia topolégica.

Mais recentemente, uma extensao do Marching Cubes para F : R” — R (n > 3)
foi proposta, mas que necessita de uma tabela de referéncia de tamanho 22" [4], o
que torna a extensao custosa computacionalmente.

1.3.2 Meétodos baseados em triangulacao

Esta segao faz referéncia ao conceito de simplexo, que é uma generalizao do conceito
de triangulo para qualquer dimensao (por exemplo, um tetraedro em dimensao tres).
Sua definigdo formal serd retomada no Capitulo 2. Uma subdivisao simplicial, ou
triangulagao, é a subdivisao de um espago em simplexos.

Outro problema do Marching Cubes é sua dificil extensao para dimensoes ele-
vadas, por conta do aumento exponencial da tabela de referéncia na medida que
a dimensao aumenta. Neste caso, os métodos mais utilizados sao os baseados em
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subdivisao simplicial do dominio e aproximagao de F' em cada simplexo por uma
fungao mais simples (fungao afim, por exemplo), encontrando os pontos onde es-
tas aproximagoes se anulam. Esse tipo de método teve origem em 1967 (antes do
Marching Cubes ser criado) no trabalho de Scarf [52], que mapeia um simplexo S
n-dimensional para outro pela aproximacio de uma funcio F : S € R**! — R”.

Posteriormente, novos métodos de subdivisao simplicial extenderam o trabalho
de Scarf usando uma grade de hipercubos no espago do dominio [16] [17], onde
cada hipercubo é subdividido por um padrao de simplexos. Até entdo, os trabalhos
citados de subdivisao simplicial nao eram diretamente aplicados em aproximacao
de variedades. Dentre os pioneiros que perceberam que tais trabalhos podiam ser
usados para esse fim, Allgower e Georg tiveram grande importancia [1]. Desde entao,
a imagem de F' pode ter qualquer dimensao k& menor que n e variedades implicitas
de dimensao n — k puderam ser formadas. Apesar disso, provavelmente o algoritmo
mais usado baseado em triangulagao até hoje é o Marching Tetrahedra, com n = 3
e k =1, original de Doi e Koide [15] e reimplementado por outros autores [26][56].

Métodos baseados em triangulagdo, embora mais simples e generalizaveis que
métodos baseados em cubos, tém a desvantagem de serem geometricamente mais
irregulares, precisando de um maior refinamento para a aproximagao parecer mais
suave. Para amenizar esse problema, foram propostos métodos de aproximagao com
refinamento adaptativo, ou seja, onde cada regiao triangulada tem uma densidade
de simplexos determinada conforme a necessidade. O refinamento é geralmente
baseado na triangulagdo de quadtrees (2D), octrees (3D) [27] e suas generalizagdes
para dimensao elevada [10][45][57].

1.3.3 Owutros métodos de aproximacao por partes

Outros métodos de aproximacgao de variedades implicitas foram propostos na lite-
ratura, que nao se encaixam exatamente nos dois tipos anteriores.

Em particular, uma série de trabalhos fazem aproximagao de F' por partes,
assim como nos métodos baseados em triangulacao, porém usam um dominio sub-
dividido em politopos variados (ndo necessariamente simplexos). O algoritmo de
Bloomenthal [5] é um deles, que inclui refinamento adaptativo por octrees, mas
funciona somente para superficies.

Posteriormente, Henderson [28] cria um método em que cada regiao do dominio
de F' é formada por politopos de qualquer dimensao n que, por sua vez, sao formados
pela interse¢ao de bolas de dimensao n. A imagem de F' pode estar em qualquer
dimensao k < n.

1.3.4 Problemas correlatos

Alguns trabalhos mais recentes na literatura resolvem problemas de aproximacao
de variedades que desviam parcialmente do problema que tratamos neste livro, mas
que podem despertar interesse do leitor.

Em computagao gréfica, Ohtak et. al. [42] usam pontos dispersos em R? para
criar superficies. O algoritmo desenvolvido aproxima os pontos do dominio em
fungoes usando o método de minimos quadrados. A aproximagao é feita por partes
e cada parte é uma célula de uma octree (possui, portanto, refinamento adaptativo).

A criacao de variedades a partir de pontos dispersos é também um assunto
de interesse das areas de aprendizado de méaquina e andlise visual de dados, onde
técnicas sao usadas para aproximar pontos de alta dimensionalidade por varieades e
representa-los em dimensoes menores. Dentre as técnicas mais conhecidas, temos o
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Isomap [29] e o LLE [51], que foram publicados contemporaneamente na prestigiada
revista cientifica Science.

Finalmente, na area de sistemas dinamicos, métodos foram criados para apro-
ximar variedades invariantes, que resumidamente sao variedades que se modificam
com o tempo em 6bitas periddicas, dentro de um sub-espago limitado de R™ [54][25].

1.4 Contagem e Enumeragao

A medida que a dimensao n do dominio aumenta, o volume de informagoes ne-
cessarias para todos os dados do dominio cresce exponencialmente. Portanto, uma
representacao compacta se torna essencial. Os algoritmos apresentados neste livro
usam técnicas baseadas em contagem e enumeragao para este fim. A contagem é
usada especialmente para definir contadores em comandos de repeticao. A enu-
meragao serve para discernir os véarios dados do problema em tempo de execugao,
de forma que apenas uma fracao minima dos dados estejam guardados na memoria
para um mesmo instante de tempo.

Esta drea de pesquisa denomina-se Algoritmos Combinatérios e exemplos de
livros classicos sao [19], [40] e [44]. Dentre os tipos de técnicas mais importantes
que usam contagem e enumeragao, podemos citar o produto cartesiano discreto,
permutagoes e combinagoes. Com o primeiro, podemos simular um ninho de lacos
em um unico comando de repeticdo em um programa de computador, enumerar
malhas cartesianas e enumerar vértices de um hipercubo em qualquer dimensao,
dentre outros problemas. A enumeragao de combinagoes é usada quando temos um
conjunto de n dados e queremos obter todos os seus subconjuntos de k£ < n dados,
como quando queremos listar todas as faces de dimensao k de um simplexo de
dimensao n. Por tltimo, mas ndo menos importante, a enumeracao das permutagoes
de um conjunto de n simbolos ordenados é necessédria em problemas onde a ordem é
requerida, como seguir uma ordem de processamento de simplexos de um hipercubo,
evitando-se repeticoes.

1.5 Marching Simplex e Continuation Simplex

Dois algoritmos sao apresentados neste livro para aproximacao de variedades defi-
nidas implicitamente por uma funcio F : R® — R*, n > k: o Marching Simplex e
o Continuation Simplex.

Ambos sao métodos baseados em triangulagao e criados a partir dos trabalhos
de Castelo [9] e, especialmente para o segundo algoritmo, Allgower e Georg [1].

O Marching Simplex usa técnicas de contagem e enumeragao pra dividir, em
tempo de execugao, o dominio em uma malha de hipercubos onde cada hipercubo
é subdividido em simplexos de mesma dimensao. Em seguida, verifica-se as faces
de dimensao k +1i, i = 0,...,n — k de cada simplexo que sao transversais a M,
gerando assim as faces da aproximacao.

O Continuation Simplex é uma extensao do Marching Simplex que permite,
através de um pré processamento, percorrer apenas hipercubos do dominio que sao
transversais a F'. O Continuation Simplex é especialmente vantajoso para varieda-
des esparsas, onde poucos hipercubos sao processados.
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1.6 Organizacao do Livro

O Capitulo 2 define alguns conceitos de topologia e aproximagao de fungoes implicitas
que serao usados posteriormente no livro.

O Capitulo 3 apresenta os algoritmos combinatérios que serdo usados para a
codificagao da aproximacao de variedades implicitas.

O Capitulo 4 apresenta os algoritmos Marching Simplex e Continuation Simplex
para aproximagao de variedades implicitas. Seus cddigos em Matlab/Octave se
encontram nos apéndices deste livro, apds as referéncias.

Finalmente o Capitulo 5 apresenta técnicas de modelagem de hipersuperficies,
permitindo combinar fungdes implicitas utilizando operagoes booleanas.

Este livro adota as convengoes do software Matlab/Octave para fazer referéncia
a vetores e matrizes, ou as suas partes. Algumas partes de c6digo sao mostradas ao
longo do livro também em Matlab/Octave.



Capitulo 2

Aproximacoes de Variedades
Implicitas

Este capitulo apresenta definigbes sobre variedades, triangulagoes e aproximacao
de fungoes por interpolagao linear por partes. Ele também cita alguns teoremas
da literatura que sao importantes para que os algoritmos apresentados neste livro
funcionem corretamente. As definigoes e teroremas apresentados neste capitulo
sao de grande importancia para a leitura do restante do texto, pois os conceitos
serao utilizados nos capitulos que tratam de aproximagoes lineares por partes de
variedades definidas implicitamente, que é o foco deste livro. As provas dos teoremas
citados nao serao apresentadas, porém referéncias para tais provas se encontram ao
longo do texto. As definigoes e teoremas das primeiras se¢oes serao utilizadas nas
demais segoes deste capitulo e dos Capitulos 4 e 5.

Este capitulo é matematicamente denso. Caso o leitor esteja interessado pri-
mordialmente na parte pratica dos algoritmos, e tenha alguma familiaridade com
topologia, geometria e interpolagao de fungdes, sugerimos comegar pelo o Capitulo 3
e usar este aqui como referéncia.

2.1 Conceitos Basicos sobre Variedades

Vamos apresentar alguns conceitos bésicos sobre variedades diferencidveis, mais
especificamemnte variedades definidas implicitamente. Para detalhes e provas su-
gerimos a leitura dos livros cldssicos “Curso de Anélise Vol. 27[36] e “Variedades
Diferencidveis”de Elon Lages Lima [35], em “Introducao aos Sistemas Dinamicos”de
Jabob Palis Junior e Welington de Melo [46] e em “Toplology form the Differentiable
Viewpoint”de John Milnor [39].

Definigao 2.1. (Difeomorfismo) Uma aplicagio f: U — V é um difeomorfismo de
classe C" (1 < r < 00) se é uma aplicagdo invertivel e sua inversa f~1:V — U ¢
uma aplicagdo de classe C".

Definicao 2.2. (Valor Regular) Seja f : U C R™ — RF uma aplicacio de classe
C" (r>1). c € R¥ € walor regular de f se para todo x € f~'(c), Df(x) : R® — RF
tem posto mdximo. Se ¢ nao for valor reqular de f, diremos que é valor critico de
f.

Definigao 2.3. (Variedade Diferencidvel) M C R™ € uma variedade diferencidvel
de dimensao n e de classe C" (1 < r < 00) se para todo x € M exitirem vizinhangas
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abertas U C R™ de x, V. C R"™! x Rt ¢ um difeomorfismo de classe C™ de M NU
em V. Um difeomorfismo ¢ : V. — U N M € chamado de parametriza¢ao da regido
UNnM. A fronteira de M, OM ¢é o conjunto dos pontos de M correspondentes a
R"1 x {0} pelas parametrizacoes.

Definigao 2.4. (Espago Tangente) Sejam M uma variedade diferencidvel de di-
mensaon e ¢ : V. — UNM uma parametrizacio de UNM, onde o(u) = v. Defini-
mos o espago vetorial tangente a M no ponto v como TyM = {Dp(u)-y |y € R"},
onde Dy(u) € o operador derivada da parametrizagao ¢ no ponto u € V.

Teorema 2.1. (Variedade Definida Implicitamente) Sejam U C R™ um aberto e
f: U = R¥ uma aplicagio de classe C™ (1 < r < 00). Se ¢ € R* € valor regular
de f, ou f~1(c) € vazio ou é uma variedade diferencidvel de dimensdo n —k e de
classe C" em R™. Além disso, para todo p € f~'(c), o espaco tangente em p é o
niicleo de Df(p) : R™ — R,

Teorema 2.2. (Vizinhanga Tubular) Seja F : U — R™ uma aplicagao de classe C”
no aberto U CR™ comm >n el <r <oo. SeceR"™ é um valor reqular de F,
entdo existe uma vizinhanca fechada Vag da variedade M = F~1(c) constituida de
variedades, isto €, se x € Vq, entdo F~Y(F(x)) é uma variedade contida em V.

Definigao 2.5. (Conjunto de Medida Nula) Uma conjunto X C R™ € um conjunto

de medida nula em R™ se para cada € > 0 dado, € possivel obter uma sequéncia de

hipercubos de dimensao n abertos C,Ca,...,Ck, ... em R" tais que X C U2 ,Cy
[ee]

e peqvol(Cy) <e.

Definicao 2.6. (Conjunto Denso) Uma conjunto X C R™ é um conjunto denso em
R"™ se o complementar R™ — X tem medida nula em R™.

Teorema 2.3. (Sard) Seja f : U C R™ — RF uma aplicacio de classe C7 (r >
max{l,n—k+1}). O conjunto dos valores requlares de [ € aberto e denso em RE.

Definigao 2.7. (Subvariedade Diferencidvel) Seja M C R™ wuma variedade dife-
rencidvel de dimensao n e de classe C™ (1 <r < o00). N C M € uma subvariedade
diferencidvel de dimensao k de M e de classe C* (1 < s <) se para todo v € N
exitirem vizinhangas abertas U C R™ de z, V C RF1 x RY ¢ um difeomorfismo de
classe C° de NNU em V.

Definicao 2.8. (Transversalidade) Sejam M e N duas variedades de dimensdo m
e n respectivamente em R* (k > max{m,n}) e de classe C" (1 <r < c0). Dizemos
que M e N sdo transversais em um ponto p € M NN se TM, + TN, =RE. Se
MNON =0, entio M e N sao transversais por vacuidade.

2.2 Conceitos Basicos sobre Triangulacoes

Para maior aprofundamento no tema apresentado nesta e nas préoximas segoes, é su-
gerida a leitura da tese [9], do livro [1], do artigo [10] e do curso no proceedings [18].
Defini¢ao 2.9. (Espago Afim) Dados os pontos vy, v1,...,v; € R™, chama-se o
congunto af f(vo,...,v;) = {v € R" | Zf:() Aiv; = v e Zf:() Ai = 1} de conjunto

afim gerado pelos pontos vy, ..., V.

Definigao 2.10. (Dimensao) Chama-se de dimensao de af f(vo,...,vx) e denota-
se por dim(af f(vo,...,v;)) o maior nimero de vetores linearmente independentes
entre os do conjunto {vy — vo,..., v — Vo }.
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Definigao 2.11. (Célula Convexa Afim) Chama-se de célula convexa afim, gerada
. n k
pelos pontos v, v, ..., vk, 0 conjunto o = [vo,...,vx) = {v € R™ | > Nv; =
v, Zf:o Ai =1eX; > 0}. Definimos a dimensao de o por dim(c) = dim(af f(vo,...,vn)).

Definigao 2.12. (Decomposi¢io Celular) Uma cole¢io C de células convezas afins
€ dita decomposi¢io celular de um conjunto S C R™ se:

o S=U,cc o5
e seoy,00€C, entio oy Noy =10 ouocyNoy €C;
e todo subconjunto compacto de S intersecta um numero finito de células de C.

Definigao 2.13. (Simplexo) Uma célula convera afim o = [vo,...,vg] de R™ €
chamada de simplezo, se dim(o) = k, isto €, um simplezo k-dimensional é uma
célula convexa afim de dimensao k gerada por k+ 1 pontos.

Definigao 2.14. (Faces) Dado um simplexo o = |vo,...,vg] de R™ e {wp,...,wi} C
{vo,...,vr}, chama-se a célula convexa afim T = [wo,...,w] de face de dimensdio
| de 0. As faces de o geradas por um tnico ponto denomina-se vértices de o; por
dois pontos, de arestas de o; e por k pontos, de facetas de o.

Definigao 2.15. (Triangula¢ao) Uma decomposi¢io celularC de S C R™ é chamada
de triangulagdo de S, se todas as células de C sao simplezos.

Definig¢ao 2.16. (Propriedades de Simplezos) Dado um simplexo o = [vy, ..., vk]
de R™, define-se :

e a fronteira de o, o, como a uniao de todas as faces de dimensio k —1 de o;
e 0 baricentro de o, b(c) = %ﬂ Ei‘c:o Vi ;

e o didmetro de o, p(o) = maz{| v; —v; ||;4,7 =0,...,k};

e o raio de o, r(o) = min{| v—">b(o) || |veE I(o)};

e a robustez de o, 0(c) = r(o)/p(o).

Definigao 2.17. (Propriedades de Triangulagao) Se T é uma triangula¢iao de S C
R™, define-se:

e o diametro de T, p(T) = sup{p(c) | 0 € T com dim(c) > 0};

o a robustez de T, O(T) = inf{0(c) | 0 € T com dim(c) > 0}.

2.3 Interpolacao Linear Simplicial

Definigao 2.18. (Aprozimagdio Simplicial) Seja F : S C R™ — R* uma aplicagio
e T uma triangulagio de S. Se o = [vo,...,v,] € T, tem-se para cada v € o uma
dnica (n+ 1)-upla A = (Xo,..., Ay) tal que > i g Av; =v, > o hi=1eX >0,
i=0,...,n. Define-se F, : 0 — RF onde F,(v) = Fy (31 g Aivi) = > i o M (3).

Observe que F, é uma aplicagao afim e que F,,(v;) = F(v;), i =0,...,n, isto é,
F, é uma interpolagao linear de F' nos vértices de o.
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Definicao 2.19. (Aprozimacao Linear por Partes) Define-se uma aprozimagao
linear por partes para F sendo, Fr : S C R*™ — R* onde Fr(v) = F,(v) para
veoeT.

Portanto, Fr é uma interpolagdo de F para os vértices de T' (nos simplexos de
dimensao zero de T') e que é afim em cada simplexo de dimensao n de T

Teorema 2.4. Sejam S C R aberto, F : S — R* uma aplicacio de classe C* com
| D*F(z) ||< a para todox € S e o = [vg, . .., v,] um simplexo de uma triangulagdo
robusta T de S (A(T) > 0), entdo

1. | F(v) = Fr(v) [|< ap?*(T)/2 para todo v € S e

2. || DF(v) — DFr(v) ||< ap(T)/6(T) para todo v no interior de simplezos de
dimensdo n de T

Embora DF,(v) esteja bem definida para todo simplexo ¢ de dimensao n, se
7 é uma face comum de dois simplexos o1 e 05 de dimensdo n e v € 7, DF, (v) e
DF,,(v) podem ser distintas e, portanto, DFr(v) nao estd bem definida.

2.4 Esquema de Diferencas Simplicial
Esta secao e a proxima sao importante para mostrar o funcionamento das apro-

ximagoes de variedades implicitas e suas limitagoes.
Seja F': S € R® — R* uma aplicacio de classe C? e T uma triangulacao de S.

Seja 0 = [vg,...,v,] € T. Como o é um simplexo de dimensdo n, os vetores
{v1 — v, v2 — Vg, ...,V — Vo } sdo linearmente independentes; logo, fazendo
di =||vi—wvo || ew; = (v; —vo)/di, @ = 1,...,n, temos que a matriz cujas colunas
sao os vetores {wi,...,wy,} é invertivel.

Para v € o, seja A, tal que > i v, =0, >r oA =1eX >0,i=0,...,n.
Entao, pode-se escrever

vV — Ty =

2oim0 Nl = Vo X g Ai =
Zi:l Ai(vi —vo) =

it Aidiw; =

A161
(wl e W'n)
Andp
ou
A10q
:(wl---w7L)71(U7vo).
)\n(Sn
Agora

Fr(v) — F(v) =

Fy(v) = F(vo) =

Yoo MF (vi) — Fug) Yol g Ai =
S A(F(vi) = F(v)) =

Doy Aidi(F(vi) — F(v0))/ds
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ou

Fr(v) = F(v) =
A0y

(F(m)—F(vo) F(vn)*F(vg)> . _

o1 Sn :

Andn

(F(Ul)glp(vo) . F(v,»&;F(vu)) (Wi wn) (v =)

Dai, como w; = (v; — vg)/d;, tem-se v; = vy + d;w;, i = 1,...,n, e portanto

F(vg + 81w1) — F(vo) - F(vo + 0nwn) — F(vo)
&1 On

Fr(w) - Poo) = ( ) rerwm) ™ (0 = o).

Observe que as colunas da matriz

(F(v0+51w1) — F(vo)  F(vo+ dpwn) *F(Uo))
51 5n

sao aproximacoes para as derivadas direcionais de F' nas diregoes wq,...,w,, em
torno do ponto vy; portanto este é um esquema de diferencas que chamaremos de
esquema de diferencas simplicial.

Assim, se §; — 0 para ¢ = 1,...,n com uma certa proporcionalidade, isto
é, se o diametro de o tende a zero mantendo a robustez limitada para que os
vetores wq,...,w, continuem sendo linearmente independentes, entao F, é uma
aproximacgao para os dois primeiros termos da série de Taylor de F', em torno do
ponto vg. Outra observagao é que a mesma analise pode ser feita para qualquer
outro vértice de o; portanto, o esquema descrito anteriormente nao depende apenas
do ponto vy e sim do simplexo o.

2.5 Resultados sobre Aproximagoes Simpliciais

Seja F : U — R* uma aplicacao de classe C? no aberto U C R", com n > k,
p > mazx{l,n/k — 1} e tendo 0 € R* como valor regular. Considere a variedade de
dimensdo n — k e classe C?, M = F~1(0) e uma vizinhanca tubular de M, V4, tal
como no Teorema 2.2.

Como desejamos uma aproximagao de M que possa ser representada compu-
tacionalmente, vamos restringir o dominio de F' a um compacto S C U. Assim,
existe a > 0 tal que || D?F(z) ||< « para todo x € K e, portanto, se T for uma
triangulagao robusta de S, fica valendo o Teorema 2.4 para Fr.

Para estabelecermos algumas propriedades sobre a aproximagao Mp = F 1(0)
de M, vamos observar algumas propriedades que F' e T' devem satisfazer.

Seja ¢ = [vp,...,vr] um simplexo de dimensao k de U. Para que F,(0) =
[F(vp),. .., F(vy)] seja um simplexo de dimensdo k em R”, basta que os de vetores
F(v1) — F(vg),...,F(vr) — F(vg) sejam linearmente independentes, pelo fato de
F, ser uma aplicagao afim. Neste caso, se 7 é uma face de o de dimensao r < k,
teremos que F,(7) é uma face de F, (o) de dimensao 7.

Com relagao a este assunto temos o seguinte teorema:

Teorema 2.5. (Veja [20]) Para quase todo simplexo o de dimensaor < k de SNV,
temos que F,(c) é um simplezo de dimensdo r em RF.
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Definigao 2.20. Diremos que v € o = [vg,...,v,] € T € um ponto regular de Fr,
se DF,(v) for sobrejetora, ou de forma equivalente, que a matriz

1 . 1
F(vg) -+ Fl(un)
tenha posto k + 1. Se v nao for um ponto reqular de Fr, diremos que é um ponto
critico de Fr. Diremos que ¢ € R* € valor regular de Fr se todo v € Ffl(c) for

ponto reqular de Fp. Se ¢ nao for valor reqular de Fr, diremos que € valor critico
de FT-

Teorema 2.6. (Veja [18]) Seja T uma triangulagao de S. Se 0 € R™ for wvalor
reqular de Fr, entio My = FEI(O) € uma variedade linear por partes de dimensao
n—k.

Observe-se que o teorema 2.6 nao garante que F;, L(0) N o seja uma célula de
dimensao r se o for um simplexo de dimensao k +r, r = 1,...,n — k. Com
relacdo a esta observacio, temos o seguinte exemplo: F : R2 — R definida por
F(z,y) =z + 2y e o = [vg,v1,02] com vg = (0,0),v1 = (1,0) e vo = (0,1). Como
F(vg) = 0,F(v1) = 1 e F(vz) = 2, temos que F;1(0)N o = {(0,0)}, que é uma
célula de dimensao 0.

Como DF(z) tem posto k para todo x € SNV, a inversa de Moore-Penrose
para DF(z), DF(z)* = DF(z2)t - (DF(z) - DF(x)!)~! estd bem definida. Como
SNV é um conjunto compacto, existe p > 0, tal que || DF(z)" ||< p para todo
x e SNVpm.

Teorema 2.7. (Veja [20]) Para quase todo simplezo o de dimensao k de SNV com
app(a)/0(o) < 1, cujo interior intercepta M, temos que o interior de o intercepta
o
Como S é compacto, para quase toda triangulagao 7" de S, seus simplexos de
dimensao maior ou igual a k tém interior transversal a M. Dali, segue o coroléario
do teorema 2.7.

Corolario 2.1. (Veja [20]) Para quase toda triangula¢iao robusta T de S com
diametro suficientemente pequeno, temos que todo simplexo de dimensdo maior ou
igual a k tem interior transversal a M e My, e se intercepta M, entao também
intercepta M.

O corolario 2.1 nos d4 duas propriedades muito importantes: para quase toda
triangulagao 7" de S com diametro suficientemente pequeno, temos

e se ¢ for um simplexo de dimensao k de T' e x € 0 N M, existe v € c N My e
consequentemente d(x,v) =[x — v ||< p(o) < p(T);

e se o for um simplexo de dimensao k +r de T com 0 < r < n — k, temos que
se FrH(0)No # 0, entdo Fr'(0) No é uma célula convexa afim de dimensio
r.

A segunda propriedade serd muito importante para representagdo computacional
das células de Mp. Também com relacao a aproximagao entre M e My, temos os
seguintes teoremas:

Teorema 2.8. (Veja [22]) Dado € > 0, existe uma triangula¢io T de S tal que, se
v € My = F;1(0), entdo d(v, M) = inf{|| u—v ||;u € M} <e.

Teorema 2.9. (Veja [2]) Sejam x € M ey € Myp. Se ||z —y ||< 1/(ap), entao
|2 =y < app*(T).
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2.6 As Triangulacoes K; e J;

Inicialmente serd apresentada a triangulagdo CFK (devida a Coxeter [13], Freu-
denthal [21] e Kuhn [33]) do cubo unitdrio I"™ = [0,1]", da qual derivam as trian-
gulacoes K e J; de R™.

Sejam 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} uma permutagao de {1,2,...,n} a qual

vamos denotar pela n-upla ordenada m = (m1,7m2,...,7,), € {e1,€a,...,€,} base
canonica de R"™.
Considere o simplexo o = [vg, 1, ..., 0,], onde
Vo :(0770)61n7
Vi =Vi_1+er, =€r +--ten, t=1,...,n.

E fécil verificar que o, é um simplexo de dimensao n contido em ™.

A triangulacao CFK é definida como o conjunto dos simplexos o, e suas faces,
tal que 7 seja uma permutagao de {1,2,...,n}.

Para exemplificar, a Figura 2.1 representa as triangulacoes CFK de I? e I3,
respectivamente.

@)

©;

Figura 2.1: A esquerda, a triangulacdo CFK de I? e & direita, a triangulacio CFK
de I3,

Observe que existe uma relagao biunivoca entre m e o; portanto, a triangulagao
CFK de I"™ contém n! simplexos de dimensao n.
A triangulacao K; de R™ é obtida pela translacao da triangulacao CFK de 1.

Para cada vg € Z™ e m permutacao de {1,2,...,n}, definimos o = K (vg,7) =
[vo, V1, ..., 0p], onde
Vi=vi—1ter, =vgten +teq, i1=1...,n

A triangulacao K; de R™ é formada pelos simplexos K (vg, 7) e suas faces.
A triangulacao J; de R™ é obtida pela reflex¢ao da triangulagao CFK de I™, com

relagao as faces de dimensdao n — 1 de I, isto é, para cada vy € {(z1,x2,...,2,) €
Z"™ | x; épar}, s = (S1,...,8,) € {—1,1}" e m permutagao de {1,2,...,n}, defini-
mos o = Jy(vo, 7, $) = [vo,V1,...,0,], onde

Vi = Vi—1 + Sx,€x; = Vo + Sy €x, + -+ Spen, 1=1,...,n.
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A triangulacao J; de R™ é formada pelos simplexos Ji (v, 7, s) e suas faces.
A figura 2.2 apresenta as triangulacdes K e J; de R2, respectivamente.

Figura 2.2: A esquerda, a triangulacio K; de R? e a direita, a triangulacdo J; de
R2.

Dados dois vetores v e 6 em R™ com §; > 0, i = 1,...,n, pode-se obter as
triangulagoes v + dKy e v + §.J;, trocando os vetores da base canbnica ey, ..., e,
pelos vetores dieq, ..., d,6, nas triangulagoes K; e Ji, e somando a seus vértices o
vetor v. Estas triangulacoes sao as triangulacoes K e J; escalonadas e transladadas.

Note-se que p(K1) = p(J1) = Ve p(v+0K1) = p(v+0J1) = /67 +--- + 02 =
16 -

2.7 Exercicios

1. Suponha que F' : S ¢ R® — R* seja uma aplicacdo de classe C? com ||
D?F(z) ||< « para todo x € S e seja T uma triangulagio robusta de S
(6(T) > 0). Mostre que || F(v) — Fr(v) |< ap?(T)/2 para todo v € S.

2. Suponha que F' : S C R" — RF seja uma aplicacio de classe C? com ||
D?F(x) ||< «a para todo © € S e seja T uma triangulagio robusta de S
(0(T) > 0). Mostre que || DF(v) — DFrp(v) ||< ap(T)/0(T) para todo v no
interior de simplexos de dimensao n de T'.

3. Refaca os calculos do esquema de diferencas simplicial da se¢ao 2.4 em torno
do vértice vq.

4. Combine translagoes e reflexoes da triangulagdo CFK de I™ para gerar novas
triangulagoes de R™.



Capitulo 3

Contagem e Enumeracao

Este capitulo mostra técnicas de contagem e enumeracao usadas para representar
malhas cartesianas e triangulacoes pelos algoritmos de aproximagao de variedades
apresentados neste livro. Para maior aprofundamento nos temas de contagem e
enumeracao, sugerimos textos cldssicos sobre algoritmos combinatérios, tais como
[44], [19] e [40]. Os cédigos em Matlab/Octave que sao apresentados neste capitulo
sao, em geral, sub-rotinas dos algoritmos Marching Simplex e Continuation Simplex.

3.1 Produtos Cartesianos Discretos

3.1.1 Definigao

Dado um conjunto de n conjuntos discretos, Ifl R Ifz, . ,Ifl’", onde k; é o niimero de
elementos do conjunto I¥, define-se o produto cartesiano I = IT? x I5? x -+ x [¥n

como o conjunto
I:{(2177127"'7Zn) ‘ 7/161117126]227...,7%6[2 }

Como exemplo, considere os conjuntos I? = {0,1} e I3 = {a,b,c}, entdo pela
definicao acima tem-se

I=1%x1I3=1{(0,a),(0,b),(0,¢),(1,a), (1,b),(1,¢)}

A contagem (nimero de elementos neste caso) do conjunto I = Ifl X 152 XX
I,’j“ é bastante simples e é dada por kiks ... k.

A enumeragao (quais sao os elementos apresentados em alguma ordem) j& pode
nao ser uma tarefa tao simples. Veremos a seguir alguns casos de enumeragao de
produto cartesiano importantes para este livro.

3.1.2 Exemplos

Considere T = I} x I x ... x I*» onde I" = {0,1}. Como os elementos de
cada conjunto ]i’” sao 0 e 1, o conjunto I pode ser olhado como a representacao na
base 2 dos ntimeros 0 a 2! — 1. Neste caso, podemos enumerar o conjunto com a
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seguinte ordem:

0= 0-2°40-2'4..-40-2" correspondente a (0,0,...,0)
1= 1-2040-2'4+...40-2" correspondente a (1,0,...,0)
2= 0-204+1-2'+...40-2" correspondente a (0,1,...,0)

o+l 1= 1.2041-2 ... 4+1.2" correspondente a (1,1,...,1)

Um raciocinio andlogo pode ser feito para a representagao de nimeros em qual-
quer base como produto cartesiano com uma enumeracgao apropriada. Observem
que é possivel obter a ordem de uma enumeragao de um produto cartesiano a partir
de cada elemento, tal como a regra do exemplo acima, e também é possivel obter o
elemento a partir da ordem deste elemento na enumeragao utilizando um algoritmo
bem simples de divisao por 2 (que neste caso é a base).

Se y é um nimero entre 0 e 2”1 — 1, para obter o digito que multiplica 2°
que vamos denominar (1), basta encontrar o resto da divisdo de y por 2. Para
encontrar o digito que multiplica 2! que vamos denominar z(2), basta encontrar o
resto da divis@o de (y — 2(1))/2 por 2, e assim sucessivamente.

Uma aplicagao importante para este livro envolvendo a enumeragao de produtos
cartesianos é a possibilidade de enumerar as células de uma malha cartesiana e
também obter uma célula a partir da ordem da enumeragao desta. Por exemplo,
uma malha cartesiana no plano pode ser rotulada da seguinte forma:

5100,5) ] (1,5) [ (2.5) [ (3,5) | (4,5) [ (5,5) [ (6,5)
10,9129 [ BH ][ (@D ][ (5,4] 6,9
31(0,3) | (1,3) | (2,3) | (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
21(0,2) [ (1,2) [ (2,2) | (3,2) | (4,2) | (5,2) | (6,2)
10D L)) [GH] &Y ] (5.1)](6,1)
0(0,0) | (1,0) | (2,0) | (3,0) | (4,0) | (5,0) | (6,0)
0 1 2 3 1 5 6

Se uma enumeragao for feita por linha, a ordem da enumeracao fica:

51(0,5) | (1,5) | (2,5) | (3,5) | (4,5) | (5,5) | (6,5)
35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41
41(0,4) 1 (1,4) [ (2,4) | (3:4) | (4,4) | (5,4) | (6,4)
28 | 20 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34
3100,3) 1 (1,3) [ (2,3) | (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27
21(0,2) 1 (1,2) [ (2,2) | 3,2) | (4,2) | (5,2) | (6,2)
14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

11(00,1)](1,1)](2,1)(3,1)] (4,1)] (5,1) | (6,1)
7 8 9 10 11 12 13

0](0,0) | (1,0) | (2,0) | (3,0) | (4,0) | (5,0) | (6,0)
0 1 2 3 4 5 6
0 1 2 3 4 5 6

Assim se (z(1),2(2)) é um elemento da malha, a enumeragao fica y = (1) +7-
x(2) e por exemplo (4, 3) é o elemento ntimero 4+7-3 = 25. Para obter (x(1),2(2))
a partir de y, 2:(1) é o resto da divisdo de y por 7 e z(2) = (y —x(1))/7. No exemplo
anterior se y = 25, (1) = mod(y, 7) = mod(25,7) =4 e x(2) = (y — 2(1))/7 = 3.
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3.1.3 Programas em Matlab/Octave

Se y é um inteiro entre 0 e 2™ — 1, entao a n-upla (z1,,...,x,) pertencente a
I que corresponde a representacao de y na base 2 pode ser obtida com o seguinte
algoritmo em Matlab/Octave:

copy = y;
for j = 1:n-1
x(j) = mod(copy,2);
copy = (copy-x(j))/2;
end
x(n) = copy;

Por exemplo, se n =4 e y = 13, temos:

copy =13

z(1) =mod(13,2) =1
copy =(13-1)/2 =6
x(2) =mod(6,2) =0
copy =(6-0)/2 =3
z(3) =mod(3,2) =1
copy =(3-1)/2 =1
z(4) =1

y=x(1)-2+2(2)-2' +2(3)- 22 +2(4)-2°=1-14+0-2+1-44+1-8=13

Observe que os vértices do hipercubo I"™ = [0,1]™ podem ser obtidos por este
mesmo algoritmo.

for i = 0:2°n-1
[Coords] = HyperCubeCoords(n,i);
end

function [Coords] = HyperCubeCoords(n,i)
copy = i
for j = 1:n-1
Coords(j) = mod(copy,2);

copy = (copy-Coords(j))/2;
end
Coords(n) = copy;
return
end
Se I =TI x If2 % ... x I¥ com I?’ = {1,...,k;}, definimos Base(l) =1 e

Base(j+1) = kj1-Base(j), j=1,...,n—1. Assim se (z(1),2(2),...,z(n)) é um
elemento de I, a enumeracao equivalente ao exemplo anterior é dado por:

iT (4) - Base(j)
Jj=1

O processo de recuperagao do elemento de uma malha cartesiana com coor-
denadas inteiras a partir de seu rétulo y é obtida com o seguinte algoritmo em
Matlab/Octave:
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copy = y;

for j = n:-1:2
aux = mod(copy,Base(j));
x(j) = (copy-aux)/Base(j);
copy = aux;

end

x(1) = copy;

No exemplo anterior, Base(1) = 1, Base(2) = 7 e o elemento nimero 18 da
malha é dado por:
copy =18
aur = mod(18,7) =4
x(2) =(18—-4)/71 =2
copy =4
z(l) =4

y = 2(1) - Base(1) + 2(2) - Base(2) =4-1+2-7 = 18

A seguir, temos um trecho de cdédigo Matlab/Octave para gerar uma malha
cartesiana com o nimero de células em cada coordenada dado pelo vetor Division =
[k1, k2, ..., kn]. A fungdo InitGrid define os valores de Base(i) a partir de Division,
para 1 <i<n-+1. A funcao GridCoords encontra as coordenadas inteiras de um
elemento da malha cartesiana a partir de sua enumeragao. A Base calculada na
funcao InitGrid é usada como parametro da funcao GridCoords.

Base InitGrid(n, Division);
for g = 0:Base(n+1)-1

[Grid] = GridCoords(n,g,Base) ;
end

function [Base] = InitGrid(n, Division)
Base(1) = 1;
for i = 2:n+1
Base(i) = Base(i-1)#*Division(i-1);
end
return
end

function [Grid] = GridCoords(n,i,Base)

copy = 1i;

for j = n:-1:2
aux = mod (copy,Base(j));
Grid(j) = (copy-aux)/Base(j);
copy = aux;

end

Grid(1) = copy;

return

end

Para gerar as coordenadas dos vértices dos hipercubos de uma malha cartesiana,
usamos os vetores Flirst, correspondendo ao canto com as menores coordenadas da
malha, Last, correspondendo ao canto com as maiores coodenadas da malha, e
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Division, correspondendo ao nimero de divisdes da malha em cada diregdo. Com
eles obtemos o vetor Delta, que equivale aos comprimentos dos lados dos hipercubos.
Todo hipercubo tem o mesmo tamanho definido por Delta.

Pode-se agrupar os trechos de codigo anteriores como segue. A mnova funcao
GenVert é chamada para cada elemento g da malha cartesiana e retorna as coorde-
nadas dos vértices do hipercubo correspondente a g. Por sua vez, para cada vértice
u do hipercubo, a fung¢ao GenVert chama duas outras: HyperCubeCoords, que
calcula as coordenadas de u em um hipercubo unitario e HyperCube, que translada
e escalona as coordenadas de u do hipercubo unitédrio para sua posicao final (Vert)
na malha.

Delta (Last-First)./Division;
Base InitGrid(n, Division);
for g = 0:Base(n+1)-1
[Grid] = GridCoords(n, g, Base)
[Vert] = GenVert(n, Grid, First, Delta)
end

function [Base] = InitGrid(n, Division)
Base(1) = 1;
for i = 2:n+1
Base(i) = Base(i-1)#*Division(i-1);
end
return
end

function [Grid] = GridCoords(n,i,Base)

copy = 1i;

for j = n:-1:2
aux = mod (copy,Base(j));
Grid(j) = (copy-aux)/Base(j);
copy = aux;

end

Grid(1) = copy;

return

end

function [Vert] = GenVert(m, Grid, First, Delta)
Vert = [1;
for i = 0:2°n-1
[Coords] = HyperCubeCoords(n,i);

[VHC] = HyperCube(n,First,Delta,Grid,Coords) ;
Vert = [Vert; VHC];

end

return

end

function [Coords] = HyperCubeCoords(n,i)
copy = 1i;
for j = 1:n-1
Coords(j) = mod(copy,2);
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copy = (copy-Coords(j))/2;
end
Coords(n) = copy;
return

end

function [VHC] = HyperCube(n, First, Delta, I, Coords)
for i = 1:n
VHC(i) = First(i) + (I(i)+Coords(i))*Delta(i);
end
return
end

3.2 Permutacoes

3.2.1 Definicao

Seja 7 : {1,2,...,m} — {1,2,...,m} uma permutacdo de {1,2,...,m} a qual

pode-se denotar pela m-upla ordenada m = (71, 7, ..., Tpm).

Pretende-se enumerar o conjunto das permutagoes de {1,2,...,m} e para isto
pode-se listar o conjunto das permutagoes de maneira indutiva, usando o fato que
cada permutacao de {1,2,...,m} pode ser obtida das permutagoes de {1,2,...,m—
1}, adicionando a coordenada m em todas as posigoes possiveis. Por exemplo
se (i1,%2,...,4m—1) ¢ uma permutacao de {1,2,...,m — 1} pode-se gerar m per-
mutagoes de {1,2,...,m} incluindo m como segue:

(Tnail»i% cee 7inl,—1)
(i1, M0, -y im—1)
(i1, d2,m, .. im—1)
(ilviQ, ceey mvim—l)
(ilai% e imfly 7”/)

Permutagoes serao usadas pelos algoritmos de aproximagao de variedades deste
livro para representar os simplexos de dimensao m de um hipercubo das trian-
gulagoes J; ou K7, vistas na Secao 2.6 do Capitulo 2.

3.2.2 Exemplos

A seguir mostra-se como sao geradas as permutagoes de {1}, {1,2}, {1,2,3} e
{1,2,3,4}.
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(1,2,3)

N U N i e S I S S U U UGV GUIUR N
N NSNS NN NSNS NN NGNS IS AN NN N

(1,2) (1,3,2)

(3,1,2)

(3,2,1)

(2,1) (2,3,1)

(2,1,3)

DO IO N T N O N 00 0o o s e T o o e e e e e e e
o R NN R W N R W W e NN

—
—_
~—
. m — —

Figura 3.2.3

3.2.3 Programas em Matlab/Octave

Pode-se gerar as permutagoes de {1,2,...,m} a partir do produto cartesiano. Pri-
meiro observa-se que o conjunto {1} x {1,2} x {1,2,3} x --- x {1,2,...,m} tem
exatamente m! elementos e pode-se relacionar cada elemento deste conjunto [, =
(i1,%2,...,%m) unicamente com uma permutagao de {1,2,...,m}. A seguir vamos
descrever um mapeamento destes dos conjuntos. Primeiro sabe-se que i1 = 1,45 = 1
ou 2, i3 = 1 ou 2 ou 3, assim por diante. A permutagio é construida da seguinte
forma:

e O digito 1 é colocado na posicio i¥, ou seja (1).

e O digito 2 ¢ colocado na posicao i, isto ¢, se i = 1 tem-se (2,1) e caso i§ = 2
tem-se (1,2).

e O digito 3 é colocado na posicio 5, ou seja se a permutacio de {1,2} obtida
foi (2,1) por exemplo e i§ = 1 tem-se (3,2,1) e caso i = 2 tem-se (2,3,1) e
se if = 3 tem-se (2,1,3).

Por exemplo, se m = 4 e I, = (i¥ ik ik %) = (1,1,3,2) a permutagdo corres-

pondente serd gerada como segue:
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Um algoritmo para obter uma permutacao a partir de um elemento [, é dado
abaixo

function [F] = Map_Perm(m,f)
for i = 1m
F(i) = 0;
end
for i = 1m
if F(£(1)) ==
F(£(1)) = 1;
else
for j = m:-1:£(i)+1
F(j) = F(§-1);
end
F(£(1)) = 1;
end
end
return
end

Para gerar todas as permutagoes de {1,2,...,m} temos:

function [P] = Enumerate_Perm(m)
P=1[];
for i = 1:m
Division(i) = i;
end
[Base] = InitGrid(m,Division);
for k = 0:Base(m+1)-1
[f] = GridCoords(m,k,Base);

f = f+1;
[F1 = Map_Perm(m,f);
P = [P; Fl;

end

return

end

3.3 Combinacgoes

3.3.1 Definicao

Combinagoes podem ser definidas como todos os subconjuntos de k elementos de

um conjunto de n elementos. Se C' = {1,2,3,...,n}, as combinagdes de k elementos
deste conjunto variando-se um tnico elemento sao: {1,2,...,k—1,k}, {1,2,...,k—
1,k+1}, ..., {1,2,...,k—1,n}, .... Para obter as outras combinagoes, varia-se os

demais elementos. Para isso, pode ser usado o produto cartesiano, descartando-se
repeticoes.

Se C ={1,2,3,...,n}, para obter as combinagoes de k elementos de C, considere
I=L xIyx - xIy, I; ={1,...,n—k+1i},i =1,...,k e observe que o nimero
n

k

de elementos de I é (n—k+1)(n—k+2)---n=k! ( . Entao, basta descartar



Combinacoes 25

os elementos que nao estdo em ordem lexicografica (ordem crescente), isto é, se
(i1,42,...,1;) ¢ um elemento do produto cartesiano, ele vai pertencer ao conjunto
formado pelas combinagoes se i1 < iy < -+ < if.

Combinagoes serao usadas pelos algoritmos de aproximagao de variedades deste
livro para representar as faces de dimensdao k de simplexos de dimensdao n, na
Se¢ao 4.1 do Capitulo 4.

3.3.2 Exemplos

Por exemplo se C' = {1,2,3,4,5}, todas as combinagdes com 3 elementos sao:
{1,2,3), {1,2.4}, {1,2,5}, {1.3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5} ¢
{3,4,5}.

Para este exemplo, se C' = {1,2,3,4,5}, para obter todas as combinagoes com 3
simbolos, enumera-se os elementos de I = {1,2,3} x {1,2,3,4} x {1,2,3,4,5} que

sior (L1 1),(21,1), (3,1,1), (1,2,1),(2,2,1),(3,2.1), (1,3,1),(2,3.1),(3,3,1),
(1 471)7(274’1) (37471)7 (1’172) (27172)7(37]‘72) (1’272)7(27272)7( 7272) (1’372)
(2,3,2), (3,3,2), (1,4,2), (2,4,2), (3,4,2), (1,1,3), (2, 1,3), (3,1,3), (1,2,3), (2,2, 3),
(3,2,3), (1,3,3),(2,3,3), (3,3,3), (1,4,3), (2,4,3), (3,4,3), (1,1,4), (2,1,4), (3,1,4),
(17274)7(27274)7(37274)7(17374)7(27374) (3’374) (]‘7474)7(27474)7( ’474)7 (17175)7
(2,1,5),(3,1,5), (1,2,5), (2,2,5), (3,2,5), (1,3,5), (2,3,5), (3,3,5), (1,4,5), (2,4,5),
(3,4,5).

Os elementos que estdo em ordem lexicografica sao: (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4),
(2,3,4), (1,2,5), (1,3,5), (2,3,5), (1,4,5),(2,4,5),(3,4,5).

3.3.3 Programas em Matlab/Octave

Um algoritmo para gerar todas as combinagoes P de k elementos de um conjunto
com elementos {1,2,...,n} é apresentado a seguir. A fung¢ao Lexico é responsavel
por eliminar combinagoes repetidas, aceitando apenas as que estao em ordem lexi-
cografica.

= [1;
for i=1:k
Division(i) = n-k+i;
end
[Base] = InitGrid(k,Division);
for j = 0:Base(k+1)-1
[f] = GridCoords(k,j,Base);

f = f+1;
[lex] = Lexico(k,f);
if lex ==

P = [P; £f1;
end

end

function [lex] = Lexico(k,f)
for i = 1:k-1
if £(i) >= f(i+1)
lex = 0;
return
end
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end

lex = 1;

return
end

3.4 Exercicios

1. Gere um algoritmo para gerar os digitos de um niimero na base 16.

2. Considere que vocé tem a enumeracao dos elementos de I = I} x Iy, pelo
algoritmo dado na segao 3.1. Escreva um algoritmo que gere os elementos de
I x I3 a partir da enumeracao de I.

3. Gere um c6digo em Matlab/Octave que leia um nimero n e dois vetores First
e Last de dimensao n e simule o ninho de loops como o descrito abaixo

for i_1 = First(1):Last(1)
for i_2 = First(2):Last(2)

for i_n = First(n):Last(n)

end

end
end

utilizando enumeragao de produto cartesiano.

4. Defina um mapeamento diferente do que foi definido na se¢ao 3.2 entre o
conjunto {1} x {1,2} x {1,2,3} x --- x {1,2,...,m} e o conjunto de todas
as permutagoes de {1,2,...,m}, e assim gere uma nova enumeracao destas
permutacoes.

5. Utilizando produto cartesiano discreto e permutagcoes, escreva um cédigo em
Matlab/Octave que gere todos os arranjos de {1,2,...,n} com k < n elemen-
tos.

6. Modifique a fungao
function [lex] = Lexico(k,f)

para gerar as combinagoes de {1,2,...,n} com k elementos em ordem decres-
cente.



Capitulo 4

Métodos Baseados em
Simplexos

Este capitulo apresenta os algoritmos Marching Simplex (Sec@o 4.6) e Continua-
tion Simplex (Segdo 4.7) para aproximacao de variedades implicitas. Os cédigos
completos e comentados desses algoritmos se encontram nos Apéncices A, B e C,
respectivamente. Para que os algoritmos sejam implementados de forma eficiente,
algumas estruturas de dados, descritas nas Secoes 4.1-4.5 sdo usadas.

4.1 Representagao de Simplexos e suas Faces

Observe que nosso objetivo aqui nao é uma representagao geométrica e sim algébrica
utilizando rétulos.

Um simplexo de dimensdo n em R™, m > n, gerado pelos vértices {v1,va,...,
Un,Unt1} € denotado por o = [v1,Va,...,0n,Unt1], pode ser representado pelos
indices dos vértices em ordem lexicogrifica e denotado por £(o) = (1,2,...,n,n+1).

Como uma face de dimensao k, denotada por 7, de um simplexo de dimensao
n, o, também é um simplexo de dimensao k gerado pelo fecho convexo de k + 1

vértices de o, a representagao de 7, £(7) = (i1,..., %k, ix+1) ¢ uma combinagao de
k + 1 rétulos de £(o) = (1,2,...,n,n+ 1) em ordem lexicografica.
Exemplo: Se £(0) = (1,2,3,4,5) representa o simplexo o = [v1, va, 3, V4, V5],

suas faces de dimensao 2 sao:
1. 4(m1) = (1,2, 3) representando a face 71 = [v1, va, v3];
2. U(72) = (1,2,4) representando a face 7o = [v1, V2, V4);

1,2,5) representando a face 73 = [v1, v, vs];

1,3,5) representando a face 75 = [v1, v, vs];
1,4, 5) representando a face 76 = [v1, vy, Us];

(
(
=(
= (1,3,4) representando a face 74 = [v1, v3,v4];
=
=
= (2,3,4) representando a face 77 = [vg, v3,v4);
= (

)
)
)
)
)
)
)
)

2,3,5) representando a face 75 = [vg, v3, V5);
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9. £(19) = (2,4,5) representando a face 79 = [va, v4, V5);
10. ¢(110) = (3,4,5) representando a face 719 = [v3, v4, v5];

Um algoritmo para gerar todas as faces de dimensao k de um simplexo de di-
mensao n é um mero exercicio da utilizagdo de combinagoes, como o trecho de
codigo abaixo.

for i = 1:k+1
DivisionC(i) = n-k+i;
end
[BaseC] = InitGrid(k+1,DivisionC);
for j = 0:BaseC(k+2)-1

[c] = GridCoords(k+1, j,BaseC);
C = C+1;
[lex] = Lexico(k+1,C);
if lex ==
C
end
end

4.2 Os Vértices da Aproximacao

Seja uma aplicacio F : S — RF de classe C? no aberto S € R® com n > k e
seja M = {z € S| F(z) = 0}. Suponha que 0 € R* é valor regular de F, isto
é, se © € M entdao DF(x) tem posto mdximo. Neste caso M é uma variedade de
dimensao n — k, pelo Teorema 2.1.

Caso 0 € R* nio seja valor regular de F, podemos escolher € > 0 pequeno e
arbitrério de modo de M, = {z € S | F(z) = €} seja uma variedade. A existéncia
de € tal que M, seja uma variedade é garantido pelo Teorema de Sard 2.3.

Dado um simplexo de dimensao k, o = [vg, ..., v;] a interse¢ao de M com o é

aproximada por
k
v = E A\iv;
i=0

onde A\ é dado por

Lo 1 o (1
< F(vo) -+ F(ug) ) : ( 0 ) (4.2.1)
Ak

Caso A; > 0, v pertence ao simplexo ¢ e caso \; > 0, v pertence ao interior do
simplexo o.

Para garantir que M e o interior de ¢ sejam transversais de acordo com a
Definigao 2.8 é necessario que a matriz da Equacao 4.2.1 seja invertivel e que a
solugao A; > 0.

Para calcular uma aproximagao para M em um simplexo de dimensao n, basta
obter o fecho convexo da aproximagao para M em cada face de dimensao k, isto é,
escolhendo todas as combinacgoes de k vértices dos n vértices deste simplexo. No
caso de que cada face de dimensdo k de um simplexo o de dimensao n tenha o
interior transversal a M diremos que o é transversal a M.
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No Apéndice A Segao A.1 é apresentado um trecho de c6digo para o célculo dos
vétices da aproximacao.

4.3 Perturbacao

Observe que se a matriz do sistema linear definido em 4.2.1 for invertivel, existe
uma unica solu¢ao para v. Pode-se escolher os vértices do simplexo o com uma
pequena perturbagao de modo que esta matriz seja sempre invertivel, e que \; # 0,
concluindo que v pertence ao interior de ¢ ou nao pertence a o. Caso isto ocorra
teremos o simplexo transversal a variedade.

A perturbagao para o dominio todo pode ser feita a partir de um bloco inicial e
estendido para todo o dominio por refexao. A figura 4.1 mostra como uma malha
cartesiana de um paralelepipedo em R? pode ser pertubada somando-se um valor
fixo para cada vértice do bloco inicial na posigao g = (0,0) e refletindo-se este para
todo o dominio.

0O — 1 — 0 — 1 — 0 — 1 — 0 —— 1
| 0,5) | L5 | 25 | 35) | 45 | 65 | (65 |
2 —— 3 — 2 — 3 —— 2 —— 3 —— 2 —— 3
|04 | @14 | @4 | B4 | &) | G4 | (64) |
0O — 1 — 0 — 1 — 0 — 1 — 0 —— 1
[ ©03) | @3 | @23 | 33 | 43 | 63 | (63 |
2 — 3 — 2 —— 3 —— 2 —— 3 —— 2 —— 3
02 | 12 | 22 | 32 | &2 | 62 | (62 |
O — 1 — 0 — 1 — 0 — 1 — 0 — 1
o | @y [ @y | G | @y | 61 | (61) |
2 —— 3 —— 2 —— 3 —— 2 —— 3 —— 2 —— 3
| 0,00 | (1o) | (20 | 3,0 | (40 | (5,0 | (6,0 |
O — 1 — 0 — 1 — 0 — 1 — 0 —— 1

Figura 4.1: Perturbacio de uma malha em R? a partir da reflexdo de um bloco na
posi¢do g = (0,0). Nos centros os rétulos dos hipercubos e nos cantos os rétulos
dos vértices.

Para perturbar toda a malha o procedimento é como segue:

1. Para cada vértice v do hipercubo unitdrio I", seja w = rand(v,¢) tal que
|| w||< € (e tao pequeno quanto se queira) o vértice correspondente do cubo
unitdrio perturbado I7.

2. Considere a transformacgao que define uma reflexao na malha para os vértices
de I, Ry : {0,1}"™ — {0,1}" definida por R4(v) = u, onde
{ v; se g; é par
U; = s
1—wv; seg; éimpar
3. Entao para perturbar um vértice v do hipercubo na posi¢ao g da malha, basta
somar a perturbagao do cubo I7? refletido ve = v + rand(Ry(v), €).

No Apéndice A Secao A.2 é apresentado um trecho de cédigo para o célculo dos
vétices dos hipercubos ja pertubados com a perturbagao descrita nesta Secao.
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4.4 Regras de Pivoteamento

Dado um simplexo o = [vg,...,0;,...,0,], para cada faceta 7, = [vg,...,v—1,
Vit1,--.,Up], 0 simplexo o; = [vg,...,0j,...,V,] que também contém a faceta 7; é
denominado i-ésimo pivoteamento de o ou pivoteado de o pelo vértice v;.

Regras de pivoteamento de uma triangulacao sao regras que permitem encontrar
0 i-ésimo pivoteado de um simplexo qualquer da triangulacao. Este procedimento
permite passear pelos simplexos vizinhos a um dado simplexo que tem uma faceta
em comum apenas pivoteando cada vértice deste simplexo.

Para a triangulagao K3 de R™, a regra de pivoteamento é a seguinte :

Se 0 = Ky (v, ) = [0g, V1, .+, Vi, ..., Un], 0i-ésimo pivoteado de o é o simplexo
0; = K1 (v}, m) dado por v} e 7 como a seguir :

) vy =uvgte
i=0 :>{ 0 0T M

T = (T, .., T, M)
. vy ="
0<i<n = 0 0
T = (1, T 1, Wi s Wiy Tt 2, - Tn)

. vy, =vg—e
i=n = 0 0 T
T = (T, T1ye e s Tno1)

Observe-se que para 0 < i < n,

v, =Votem +Fen =
:v0+e771+"'+e7ri,1 +e77i+1 =
=Woten +-tern )= (otern +--ter)+ (Woten +oFen,,) =
= Vi1 — Vi + Vi—1.

Para a triangulagao J; de R™, a regra de pivoteamento é a seguinte :
Se o = Jy(vo, 7, 8) = [V, V1, .., Vi,..., 0] 0i-ésimo pivoteado de o é o simplexo
o; = Ji(vy, ™, s7) dado por v e T como a seguir :

vy =V + 287, €x,

i=0 =< ™ = (T, )
$  =85—25€n
vy = Vo

0<i<n = U :(71'1,...,TI',L',177TZ'+1,7T¢,7TZ'+2,...77Tn)

s =8
vy =g — 287, €x,

i=n =< ™ = (Tp, T,y Tno1)
§ =8s—28g,6¢n,

Considere as triangulacoes v/ + 6K e v/ 4 6.J;, com v/ e v pontos inicial e
final de um paralelepipedo em R™, N = (Ny,...,N,) e 6; = (v} — vlf)/N,-. Cada
simplexo de v/ + 0K e v/ +6J1, 0 = Ki(g,7) e ¢ = J1(g, ) respectivamente, pode
ser unicamente identificado pelo par (g,7), onde g define um bloco da malha e 7
uma permutacao.

Para a triangulaciao v/ + 0K, temos 3 tipos de regra de pivoteamento, como
mostra o exemplo na figura 4.2.
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n%

Figura 4.2: Triangulacdo K; de R? com destaque a simplexos e seus pivoteados.

Para este exemplo temos :

oo = Ki(go,m0) g0 =(2,0) mo=(1,2) £(o0)=(0,1,3)
O'lzKl(gl,ﬂ'l) g1 :(2,0) 7T1=(2,1) 6(01):(0,273)
09 = Kl(gg,ﬁz) g = (07 ].) T = (2. ].) 4(0'2) = (072,3)
o3 = Ki(gs3,m3) g3=1(0,2) m=(1,2) {(o3)=(0,1,3)

onde, 0g é o 1-ésimo pivoteado de o1, 01 é 0 1-ésimo pivoteado de o, o2 é 0 2-ésimo
pivoteado de o3 e 03 é 0 0-ésimo pivoteado de os.

Seja 0 = Ki(g,7) = [vo,v1,...,0,]. O i-ésimo pivoteado de o é o simplexo T
dado por:
Regra 1
T = Ki(g,m) = [V0s -+, Vi1, Vie1 — Vi 4 Vig1, Vit 15+ -+ 5 Un]
) ™ = (7T1,~-~77Tz'—177T1:+177Ti,7T1:+27~~-,7Tn)
o<i<n =
e Ur) = (L(vo),. .., 0(vi—1),l(vi) — €(vi) + L(Vig1), L(Vig1), - - -

()
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Regra 2
T = Ki(g,m)=[v1,02,...,,00 + 0r, €x,]
i=0 N g = g+en
Gy <Nry—1 ™ = (7T27--.,7Tn,71'1)
L)y = (U(vy) =27 o l(v,) — 277 L))
Regra 3
T - I<1 (glt 71—/) = [170 - 6’/r,,,,67r,,,,71707 Uiy ,Un,ﬂ
i=n } - g/ = g—eénx,
Grn >0 m = (Tp,T1yeeey Tpo1)
E(T) = (6(1’())7€(U[)) +27T"'71.,...7€(17n,1)+27‘_"’71)

Para a triangulacao v/ + 6.J;, temos 3 tipos de de pivoteamento, como mostra
o exemplo na figura 4.3.

Y v
(o Oy (83
Vo M Vo MV A%
Vo M
G,
.
Vi )
(o7 2
VU 0{]
Vo v

Figura 4.3: Triangulacdo J; de R? com destaque a simplexos e seus pivoteados.
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Para este exemplo temos :

Jl(goﬂro) g0 =(2,0) 7o =(1,2) £(og)=(0,1,3)
Ji(gr,m) g1=(2,0) m =(2,1) £(o1)=(0,2,3)
Ji(ge,m2) g2 =(0,1) m=(1,2) {(o2)=(2,3,1)
Ji(gs,m3) g3 =1(0,2) w3 =(1,2) £(o3)=(0,1,3)
(94771—4) g4 = (272) Ty = (172) 6(04) = (0>1a3)

05 = Jl(go7 5) g5 =(3,2) w5 =(1,2) {(os)=(1,0,2)

onde, 0g é o 1-ésimo pivoteado de o1, o1 é 0 1-ésimo pivoteado de o, o2 é 0 2-ésimo
pivoteado de o3, o2 é 0 2-ésimo pivoteado de o3, 04 é 0 0-ésimo pivoteado de o5 e
o5 ¢ o 0-ésimo pivoteado de 4.

Seja o = Ji(g,m) = [vo,v1,...,0,]. O i-ésimo pivoteado de o é o simplexo 7
dado por:
Regra 1
T = Ji(g,m) = [v0, ..., Vim1,Vim1 — Vi + Vi1, Vig1, - ., Un]
T = (T Tim 1, i1, Ty Tt 2y - - -5 Tn)
0<i<n = s’ = S
K(T) = E( ) ,4(1)2'_1),5(’[)7;_1) —é(vi)+€(vi+1),f(vi+1),...

.,f('un))

Regra 2
T = ']1(97771"):[UO+257r157r167r17v17-~~7vn}
io g = g+Smeém
™ = (m1,...,m
gry <Ne,_1 OU =1 . _ (9_1 o P”)
gmy =Kx -1 é il’l’lp‘dI‘ e T1—1 m1—1
Ur) = (Ulvo) + sm, 2M 71 E(v1) — 57,270, L
S l(vp) — 85,271
Regra 3
T = Jl(!]’ﬂT’) = [UO?vlvavn*hvm72571'"5#,,,6#,,}
g = 99— Sr,€n,
i=n } = ™ = (7T7L>7T17~'-77Tn71)
Grn >0 s = S— 2571'",6‘"",
) = (B(vg) + 8x, 2™ L o l(vp—1) + 85,2771
L(vy) — 55,2771
Observe-se que, se 0 = K1(g,7) = [vo,v1, ..., 0y, entdo, se gr, = N, 1, a face
[v1,...,v,] pertence a fronteira de S e, se g, = 0, a face [vg,...,v,—1] também

pertence a fronteira de S.
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Da mesma forma, se o = Jy(g,m) = [vg, V1, . .., Up), entdo, se g, = N, —1 é par,
entdo a face [v1,...,v,] pertence a fronteira de S, e se g, = 0, a face [vo, ..., V1]
também pertence a fronteira de S.

No Apéndice A Segao A.3 é apresentado um trecho de c6digo para o pivotea-
mento de simplexos da triangulagao K;.

4.5 Esqueleto Combinatdério

Dado um simplexo de dimensao n, o, cada vértice de M, = 0 N M pertence a uma
face 7, de dimensao k, de o.

Cada face de dimensao i de M, estd em uma face de dimensao k + i de o, para
i=0,...,n—k, pela observacao da completude da dimensao. Além disso cada face
de dimensao k + i de o pertence a exatamente duas faces de dimensao k+ i+ 1 de
0.

Assim, é possivel gerar a partir dos rétulos dos simplexos toda relagao de ad-
jacéncia e incidéncia de M,.

Por exemplo, considere o caso de n = 4 e k = 1 com um simplexo o com a
seguinte rotulagem de seus vértices £(o) = (0,8,12,14, 15). Considere também que
as seguintes arestas do simplexo sejam transversais a variedade, que representaremos
apenas seus rotulos:

1. Vértices de M,: numero total 6

(a) £(m1) = (0,14), que estd na aresta que une os vértices 0 e 14 de o
(b) £(72) = (8,14), que estd na aresta que une os vértices 8 e 14 de o
(c) £(r3) = (12,14), que estd na aresta que une os vértices 12 e 14 de o
(d) £(r4) = (0,15), que estd na aresta que une os vértices 0 e 15 de o
(e) £(15) = (8,15), que estd na aresta que une os vértices 8 e 15 de o
(f) £(76) = (12,15), que estd na aresta que une os vértices 12 e 14 de o

2. Arestas de M,: nimero total 9

—
o

(

M
=(0,8,14), que contém £(71) = (0,14) e {(72) = (8,14)
=(0,12,14), que contém £(1) = (0,14) e £(13) = (12,14)
= (8,12,14), que contém £(1) = (8,14) e {(13) = (12,14)
= (0,
= (
=(
= (0,
=8
=

—~
o

—
o o

0,8,15), que contém £(14) = (0,15) e £(75) = (8,15)
0,12,15), que contém £(74) = (0,15) e (76
8,12,15), que contém £(75) = (8,15) e ¢ (12,15)
) )=1(0,14) e ¢ (0,15)

)= (8,14) e ¢ (8,15)
12,14,15), que contém ¢(73) = (12,14) e {(76) = (12,15)

) = (12,15)

(76) =

0,14, 15), que contém £(7; (14) =
(75)

T

—_— o~

8,14, 15), que contém £(7o

— o~
=28 o208
e N
P
&
il es e

3. Faces de M,: numero total 5

(a) £(p1) = (0,8,12,14), que contém £(vy) = (0,8,14), £(rz) = (0,12,14) e
L(vs) = (8,12, 14)

(b) £(p2) = (0,8,12,15), que contém £(vy) = (0,8,15), £(vs) = (0,12,15) e
0(vg) = (8,12,15)
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0,

( 14,15), que contém f(v1) = (0,8,14), £(v4) = (0,8,15),
= (07

15) e (vg) = (8,14, 15)

(u3) = (0,8,

(vr) 14,

(1a) = (0,12,14, 15), que contém £(v5) = (0,12,14), £(vs5) = (0,12, 15),
(v7) = (0,14, 15) e £(vg) = (8, 14, 15)

(15) 8,12,

(vg) = (8,14,

0
(8,12,14,15), que contém £(v3) = (8,12,14), £(vs) = (8,12,15),
8,14,15) e {(1) = (12,14, 15)

4. Sélido de M, : nimero total 1

(a) £(o1) = (0,8,12,14,15), que contém £(u1) = (0,8,12,14), £(u2) = (0,8,12,15),
3) =

Up

Pode-se observar que este é um sélido contendo duas faces triangulares e trés
faces quadrangulares, isto é, um prisma de base triangular.

No Apéndice A Segao A.4 é apresentado um trecho de cédigo para gerar o
esqueleto combinatoério.

(0,8,14,15), £(ju3) = (0,12,14,15) e £(us) = (8,12, 14, 15)

4.6 Marching Simplex

O programa Marching Simplex percorre todos os simplexos da triangulacao de uma
malha cartesiana em n dimensoes para obter uma aproximacao de uma variedade
M definida implicitamente, de dimensao n — k.

Neste livro utilizaremos a triangulacao K;. Serd gerado todos os politopos que
aproximam Mo para cada simplexo o da triangulagao. Cada politopo de dimensao
n — k é a aproximacao da intesegao da variedade com um simplexo da malha de
entrada.

Os métodos utilizados sao os descritos anteriormente neste Capitulo, os cédigos
no Apéndice A e o c6digo Marching Simplex é apresentado no Apéndice B.

A medida que a dimensao n cresce, a quantidade de simplexos processados cresce
de forma exponencial, ao ponto de ser inviavel guardar todos os dados do programa
simulataneamente em memoria. Para resolver esse problema, usamos as técnicas
explicadas nos capitulos anteriores.

A Tabela 4.1 mostra a economia de memoria resultatante da implementagao do
Marching Simplex usando técnicas de contagem e enumeracao, em contraste com
uma implementacao que guarda todos elementos processados em memoria. Para
que a economia seja efetiva, alguns vetores auxiliares sdo usados: um vetor Base
que armazena a base das dimensoes 1 a n da malha cartesiana , um vetor BaseP
que armazena a base das permutagoes para cdlculo da triangulacao K7 e um vetor
BaseC que armazena a base de combinagoes para célculo de faces de dimensao n—k
dos simplexos de dimensao n.

Tabela 4.1: Nimero de elementos processados pelo Marching Simplex e maximo de
cada elemento alocado em memoria para qualquer instante durante sua execucgao.

Tipo de elemento Numero total processado | Nimero maximo em memoria
Hipercubos da Malha H= H" Division(i) 1
Vértices da Malha [ 1{Dwzswn( i)+ 1} 2n=1[, 2
Simplexos de dimensao n S = Hn! 1
Faces de dimensdo n — k S (2) 1
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Em contrapartida, por conta da economia de memoria, alguns dados sao calcula-
dos mais de uma vez como, por exemplo, o valor da fun¢ao implicita nos vértices do
dominio. Ainda assim, o Marching Simplex executa em poucos minutos (menos que
dez) para os exemplos encontrados neste livro em um notebook com processador
Intel Core i7 de 3.1 GHz, com 256KB de L2 Cache e 8MB de L3 Cache, também com
16GB de meméria Ram. A economia de dados se dé por conta do uso de operagoes
combinatérias que, por serem feitas com nimeros inteiros, sao rapidas.

4.6.1 Parametros de Entrada e Saida
Os dados de entrada para o c6digo Marching Simplex sdo os seguintes:

1. Dimensoes do dominio e contradominio n e k respectivamente;

2. First: Ponto inicial da malha em R";

3. Last: Ponto final da malha em R";

4. Division: numero de divisoes em cada dimensao da malha;

5. Funcao que define a variedade implicita M;

6. Nome do arquivo de saida em que sera escrito o esqueleto combinatério que
aproxima a variedade M em cada simplexo o.

A saida possui a seguinte estrutura:

n k
[Division]

<esqueleto combinatério de politopos na célula O da malha>
<esqueleto combinatério de politopos na célula 1 da malha>

<esqueleto combinatério de politopos na célula Base(n+1)-1 da malha>
-1

Considerando sua defini¢ao no final do Capitulo 2, o esqueleto combinatério de
politopos em uma célula da malha é escrito da seguinte forma:

nimero da célula [rétulos das coordenadas da célula]
1

nimero de vértices da aproximagéo

<lista de vértices>

nimero de arestas da aproximag&o

<lista de arestas>

nimero de politopos de dimensdo n-k da aproximag&o
<lista de politopos>
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Os rétulos das coordenadas de uma célula i tem valores inteiros definidos pela
fungao GridCoords(n,i, Base), descrita no Capitulo 3.

A saida do programa escreve um vértice, aresta ou politopo de qualquer di-
mensao por linha.

O rétulo de um vértice, aresta ou politopo de qualquer dimensao é igual a linha
em que ele aparece em sua respectiva lista (comegando por 1).

Para cada vértice v da aproximagdo, as seguintes informagoes sdo escritas em
sequéncia:

1. rétulos dos dois vértices da malha que sao extremidades da aresta na qual v
se encontra;

2. coordenadas cartesianas de v.

Para cada célula de dimensao j > 0, escreve-se os rotulos das células de dimensao
j — 1 de sua fronteira.

4.7 Continuation Simplex

Com a finalidade de economizar ainda mais tempo de processamento, o programa
Continuation Simplex, modifica o Marching Simplex para processar apenas hiper-
cubos da malha cartesiana que sao transversais a variedade M. Em contrapartida,
um pré-processamento, que explicaremos adiante, se faz necessario. O Continuation
Simplex é especialmente vantajoso quando a variedade M é esparsa, ou seja, ocupa
uma fragao diminuta do dominio. Nestes casos, a economia de tempo ao longo da
execugao é bem maior que o custo do pré processamento.

4.7.1 Métodos de Continuagao

Métodos de continuagao e métodos de homotopia tém sido utilizados a bastante
tempo na matematica moderna, e por matematicos de renome, tais como Poincaré
(1881-1886) [49], Klein (1882-1883) [31] e Bernstein (1910) [3].

Métodos de homotopia consistem no seguinte. Suponha que queremos a solugao
de um sistema de equagoes nao lineares,

onde F': R™ — R™ é uma aplicacdo suave, para simplificar.
Definimos uma homotopia ou deformacao H : R™ x R — R™ tal que

H(z,1) = G(x), H(z,0) = F(x),

onde G : R™ — R™ é uma aplicagao suave e trivial (que conhecemos seus zeros) e
H também suave. Uma homotopia tipica é a convexa, tal que

H(z,\) = AG(z)+ (1 =) F(x).

Considere uma curva c¢(s) € H~1(0) que passa pelo ponto (z1,1) (z1 € G71(0))
a um ponto (7, 0). Pela homotopia implica que Z € F~1(0) e portanto uma solugao
do problema inicial.

Existem algumas técnicas para seguir esta curva, e uma delas é fazendo uma
parametrizacao por comprimento de arco s da curva c e resolvendo a equagao:

H(c(s)) =0, (4.7.2)
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e um problema de valor inicial da seguinte equagao diferencial:
DH(c) ¢ =0, | ¢|=1, c(0) = (x1,1). (4.7.3)

Desde os anos 70, véarios autores contribuiram para o crescimento da litera-
tura relativa a métodos denominados métodos de continuagao do tipo preditor-
corretor, que consite em predizer uma solucao da equagao 4.7.2 utilizando um
método numérico para o problema de valor inicial e posteriormente corrigir (equagao
4.7.3) com um método do tipo quase Newton.

Eaves (1972) [16] observou que uma classe de algoritmos para obter solugdes
podem obtidos por considerar uma aproximacgao linear por partes de H. Esta
classe de métodos que emergiu em paralelo com os métodos de continuagao do
tipo preditor-corretor denominou-se métodos de continuacao simplicial.

Os métodos de continuacao simplicial para o problema de homotopia consiste
em, a partir de uma triangulagao de R™ x [0, 1], considerar uma aproximagao linear
por partes em cada simplexo e seguir a curva linear por partes que aproxima c(s)
a partir do ponto (z1,1). Posteriormente estes métodos foram generalizados para
aproximar ¢(s) € F~1(0), com F : R**! — R" a partir de uma condicdo inicial
¢(0).

Para seguir a curva a partir de uma condigao inicial, o principio door-in door-
out que diz que se a curva entra por uma face de dimensao n de um simplexo
de dimensao n + 1, ela tem que sair por apenas uma outra face de dimensao n.
Este principio juntamente com as regras de pivoteamento da triangulacio de R"*!
permite passar de um simplexo para outro da triangulacao até obter a aproximacao
de ¢(s) no dominio de interesse a partir da condigao inicial.

Posteriormente este método foi generalizado para aproximar componentes cone-
xas de variedades M € F~1(0), com F : R" — R* n —k > 1, a partir de uma
condicdo inicial zy € M. Assim como no caso de curvas, as regras de pivoteamento
da triangulagao sao utilizadas para saber quais simplexos vizinhos a um dado sim-
plexo transversal também sao transversais, e o principio door-in door-out para gerar
0 esqueleto combinatério de cada politopo que aproxima a variedade em um dado
simplexo.

4.7.2 Condigao Inicial

Como descrito na se¢ao anterior, um método de continuagao simplicial necessita de
uma dada condigo inicial 9 € M € F~(0), com F : R® — R* n > k, encontrar
um simplexo de dimensao n, o, que contenha xy em seu interior.

A seguir vamos descrever um procedimento que encontra um simplexo de uma
triangulagao que contenha um determinado ponto.

Dado um simplexo o = [vg,...,v,] de R" e um ponto € R"™, saber se x
pertence ao interior de o, a fronteira de o, ou ao exterior de o pode ser respondido
com o calculo das coordenadas baricéntricas de x relativo ao simplexo 0. O célculo
das coordenadas baricéntricas de x é dado por:

Ao

(o =)
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Em outras palavras, utilizando Cramer

)
Ai = -
L)
Vo e U e Up
que é o volume orientado do simplexo 7 = [vg,...,z,...,v,]| dividido pelo volume
orientado do simplexo o = [vg,. .., Vi, ..., Up].

Caso algum )\; < 0, o ponto x pertence ao exterior do simplexo o, caso todos
Ai > 0, o ponto = pertence ao interior do simplexo o e caso todos A; < 0 e algum
Ai = 0, o ponto = pertence a fronteira de o.

A coordenada baricéntrica de um ponto z € R™ com relagdo a um simplexo

de R™, ¢ = [vg,...,vn], \; para @ = 0,...,n, é a menor distancia com sinal do
ponto z até o hiperplano definido pelos vértices do simplexo retirando o vértice v;,
af f(voy...,0im1,Vit1,-..,0p), dividida pela menor distancia com sinal do vértice
v; até o mesmo hiperplano. Esta observagao segue, desde que o volume orientado
de o é igual a metade do volume orientado da faceta [vo,...,vi—1,Vit11,..., V]
vezes a altura definida pela distancia orientada do vértice v; até o hiperplano
aff(U(), ey Vi1, V41,000 Un).

Se o ponto x estiver sobre o hiperplano, o valor da coordenada baricéntrica \; é
zero, caso x estiver do lado oposto ao vértice v;, \; terd sinal negativo e se = estiver
do mesmo lado do vértice v; com relagao ao hiperplano, \; tera sinal positivo.

A Figura 4.4 ilustra o significado geométrico das coordenadas baricéntricas para
o caso bidimensional. Nesta figura, para simplexo o = [v1,v2,v3], temos A\ =
dzl/dvl, Ay = dz2/dv2 e A3 = —dx3/dv3.

Figura 4.4: Interpretacao geométrica das coordenadas baricéntricas

Um algoritimo para dado um ponto z € R" e uma triangulacao 7" de um para-
lelepipedo de R™, encontrar um simplexo o de T que contenha x é definido pelos
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seguintes passos:

1.

6.
7.

Escolha um simplexo o9 de T como passo inicial. Caso a triangulagao T
forneca uma boa estimativa, tal como em qual hipercubo da malha o ponto x
esteja, escolha um simplexo deste hipercubo;

. Faga 0 = 0y;
. Calcule as coordenadas baricéntricas de x com relagio a o;

. Se todas as coordenadas baricéntricas de = forem positivas, retorne o como o

simplexo que contém x;

. Caso contrario, encontre a coordenada baricéntrica \; negativa com menor

valor;
Encontre o simplexo de T', o; que é o pivoteado de o pelo vértice v;;

Faca 0 = 0; e retorne ao passo 3;

Este processo pode ser visto na sequéncia de simplexos gerado pelo algoritimo
acima para uma caso bidimensional na Figura 4.5. Nesta Figura podemos ver a

sequéncia de simplexos da triangulacao K, 0g,01,...,010, com z no interior de
010-
Go
oK
G10 Gg
G7 Cs
G6 G4
G3
o2
GC1
Go

Figura 4.5: Sequéncia de simplexos até encontrar o simplexo o1y contendo x

No Apéndice A Secao A.5 é apresentado um trecho de cédigo que encontra um
simplexo inicial utilizando as regras de pivoteamento com a triangulagao K.

4.7.3 Estruturas de Dados

Os métodos de continuagao simplicial, consistem em a partir de um ponto na va-
riedade, encontrar um simplexo da triangulagao que contenha este ponto e, a par-
tir deste simplexo transversal, criar uma lista de simplexos adjacentes a este que
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também sejam transversais. Dal para cada simplexo transversal que ainda nao foi
processado, deve-se processéd-lo e colocéd-lo em uma lista de simplexos ja processa-
dos. Para isto sao necessarias duas listas, uma dos simplexos que ainda tem que ser
processados e outra dos simplexos que ja foram processados (para que nio sejam
novamente processados).

No caso das triangulagdes K; ou .Ji, podemos criar listas de pares (g, s), como
o rétulo do hipercubo g, e o rétulo do simplexo s. Para estas listas precisamos
de apenas trés fungoes: uma para inserir elemento na lista, outra para eliminar
elementos da lista e outra para pesquisar elementos em uma lista.

Vamos processar primeiramente os simplexos de um mesmo hipercubo antes de
passar para o préoximo hipercubo, para aproveitar as rotinas ja implementadas do
Marching Simplex.

No Apéndice A Segao A.6 é apresentado um trecho de cdigo responsavel pela
pesquisa, insercao e remoc¢ao de simplexos das listas de simplexos processados e da
lista dos simplexos que ainda estao por ser processados.

4.7.4 Parametros de Entrada e Saida

O cédigo Continuation Simplex percorre todos os simplexos de dimensao n da tri-
angulacao Kj que s@o transversais a variedade M e que estao dentro do dominio
definido. Esta varredura é feita a partir de um ponto inicial em M.

O c6digo Continuation Simplex é apresentado no Apéndice C e as rotinas utiliza-
das sao as descritas anteriormente no Capitulo 3 e nas segoes iniciais deste capitulo,
e os codigos sao apresentados no Apéndice A.

Os dados de entrada do cédigo Continuation Simplex sao os seguintes:

1. Dimensées do dominio e contradominio n e k respectivamente;
2. Fisrt: Ponto inicial da malha em R";

. Last: Ponto final da malha em R";

s w

. Division: nimero de divisoes em cada dimensao da malha;

ot

. FirstPoint: Ponto inicial da variedade M;
6. Funcao que define a variedade implicita M;

7. Nome do arquivo de saida em que sera escrito o esqueleto combinatério que
aproxima a variedade M em cada simplexo o.

A saida possui a mesma estrutura do cédigo MarchingSimplex:

n k
[Division]

<esqueleto combinatério de politopos na célula O da malha>
<esqueleto combinatério de politopos na célula 1 da malha>

<esqueleto combinatério de politopos na célula Base(n+1)-1 da malha>

-1
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4.8 Exemplos

Os exemplos das proximas subsecoes podem ser utilizados tanto com o c6digo Mar-
ching Simplex quanto com o cédigo Continuation Simplex.

4.8.1 Exemplos da Utilizagao do Marching Simplex

A seguir exibe-se um programa para gerar uma aproximagao da esfera de dimensao
3, 8% em R* com centro na origem e raio 1 utilizando o programa Marching Simplex:

O programa a seguir que utiliza o cdédigo Marching Simplex gera os dados de
entrada que do paralelepipedo que define o dominio, o nimero de divisoes deste
paralelepipedo para gerar o grid a ser varrido, a fun¢ao que gera a esfera e o arquivo
onde sera escrita a saida de politopos da aproximagao da estera, e finalmente aciona
a fungao que implementa o método Marching Simplex.

Y Y O Y Y Y A Y A Y Y A Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y N Y Y Y YA Y
% Fungdo para gerar uma aproximagdo de uma esfera de dimensdo 3
% em R™4
Y Y Y A Y Y N Y Y Y Y N N Y Y YN Y Y Y YA Y
function Esf4

% First: ponto extremo inicial do paralelepipedo que sera gerado

% o grid

First = [-1.1 -1.1 -1.1 -1.1];

% Last: ponto extremo final do paralelepipedo que serd gerado
% o grid

Last =[1.11.1 1.1 1.1];

% Division: nimero de divisdes em cada direg8o para gerar o grid
Division = [10 10 10 10];

% Fungdo que gera a aproximagdo da esfera utilizando o método

% Marching Simplex
MarchingSimplex(4,1,First,Last,Division,@esfera4,’esfera4_MS.pol’);
return

Y Y Y Y Y A Y Y Y Y Y Y A N Y Y Y Y Y Y N N Y Y Y N N Y Y YA
% Fungd@o cujo conjunto dos zeros é a esfera unitdria S°3 em R74
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S N S Y Y Y Y Y Y Y Y Y A
function [f] = esferad(n,v)

£(1) = v(D*v(1) + v(2)*v(2) + v(3)*v(3) + v(4*v(4) - 1;

return
end

end

Um trecho da saida, escrita no arquivo esfera_MS.pol, é dado a seguir:

4 1

3 3 3

o o0 O o0 o0

1

4

0 15 -0.44545473 -0.44545564 -0.44545416 -0.44545351
8 15 -0.47171715 -0.47171840 -0.47171697 -0.36666583

12 15 -0.52424256 -0.52424339 -0.36666636 -0.36666604
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-0.

-0.
-0.
-0.
-0.

68181883

44545473
47171715
52424256
36666681

.36666658
.36666623
.36666681
.26161678
.20909166
.05151589

-0.

-0.
-0.
-0.
-0.

36666694

44545564
47171840
52424339
68181876

.47171817
.52424347
.68181876
.47171645
.52424191
.68181765

-0.

-0.
-0.
-0.
-0.

36666638

44545416
47171697
36666636
36666632

.47171698
.52424235
.36666632
L47171768
.52424301
.36666677

-0.

-0.
-0.
-0.
-0.

36666580

44545351
36666583
36666604
36666603

.47171630
.36666572
.36666603
L4AT171679
.36666615
. 36666634
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4 6

5 6

1 4

2 5

3 6

5

1 2 3

4 5 6

1 4 7 8
2 5 7 9
3 6 8 9
1

1 2 3 4 b

A Figura 4.6 mostra as células de saida que foram escritas acima usando o
software de visualizagdo mencionado no inicio do Capitulo 1. Observe que todas as
células convexas definidas por 4 pontos sao tetraedros e por 6 pontos sao prismas
com base triangular, mas poderiam ser tetraedros, prismas, piramides, hexaedros,
entre outros. A Figura 4.7 mostra a esfera S em R* completa, e um corte por um
hiperplano.

Figura 4.6: Subconjunto de células da aproximacao de uma esfera 3D.
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Figura 4.7: Esquerda: Projecio da aproximacio de esfera tridimensional S definida
em R*; Direita: Corte da aproximacio da esfera a esquerda por um hiperplano.

Um outro exemplo é o toro S* x S' de dimensdo 2 em R*, definido por

2?2 +y? =
u? 402 =

= =

O seguinte programa aproxima o toro usando Marching Simplex:

Y Y N N Y N Y Y N Y Y N Yy Y Y Y Y Y N Y Y SN S Y YN
% Fung8o para gerar uma aproximagdo de um toro de dimens&o 2
% em R™4
Y Y N N Y N Y N Y Y Y N Y Y N N Y Y Y N Y Y SN NS YN
function Tor4

% First: ponto extremo inicial do paralelepipedo que serd gerado

% o grid

First = [-1.1 -1.1 -0.51 -0.51];

% Last: ponto extremo final do paralelepipedo que sera gerado
% o grid

Last = [1.1 1.1 0.51 0.51];

% Division: numero de divisdes em cada direg8o para gerar o grid
Division = [10 10 10 10];

% Funcg8o que gera a aproximag8o do toro utilizando o método

% Marching Simplex
MarchingSimplex(4,2,First,Last,Division,@toro,toro.pol’);

return
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Tl oo o 1o 1o 1o 1o 1o ToToToTo o o o o o oo oo oo o T T To T To o o o oo oo oo o oo o To T T oo o oo o oo oo o o o Fo T o
% Fungdo cujo conjunto dos zeros é toro S°1 x S”1 em R"4
ToToToToloto o o o o o o o oo ToToToToToToTo oo o o o fo o o o o o o o o To To ToToToTo o oo o oo oo o o o o o To T To To T Fo T o o
function [f] = toro(n,v)
£f(1) = v(D*v(1) + v(2)*v(2) - 1;
£(2) = v(3)*v(3) + v(4)*v(4) - 0.25;
return
end
end

Um trecho da saida, escrita no arquivo toro.pol, é dado a seguir:

4 2
10 10 10 10

302 2 0 3 O

1

3

0o 8 15 -0.45038738 -0.89039056 -0.12566715 -0.48292561
0 12 15 -0.45038736 -0.89039058 -0.12361153 -0.48361082
0 14 15 -0.45717100 -0.88662188 -0.12361150 -0.48361083
3

1 2

1 3

2 3

1

1 2 3

32 2 0 3 O

1

3

0 8 15 -0.45038738 -0.89039056 -0.12566715 -0.48292561
0 12 15 -0.45038736 -0.89039058 -0.12361153 -0.48361082
0 13 15 -0.44661876 -0.89248424 -0.12361154 -0.48361081
3

1 2

1 3

2 3

1

1 2 3

302 2 0 3 O

1

4

0 8 15 -0.45038738 -0.89039056 -0.12566715 -0.48292561
0 9 15 -0.44422070 -0.89381650 -0.12753581 -0.48230273
8 11 15 -0.45038750 -0.89039053 -0.13444705 -0.47999899
9 11 15 -0.43999734 -0.89616283 -0.13444713 -0.47999896
4

1 2

1 3
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2 4

3 4

1

1 2 3 4

302 2 0 3 O

302 2 0 3 O

302 2 0 3 O

3

0 14 15 -0.45717100 -0.
2 14 15 -0.46909008 -0.
10 14 15 -0.46909016 -0.
3

1 2

1 3

2 3

1

1 2 3

1

4

0 12 15 -0.45038736 -0.
4 12 15 -0.45038735 -0.
0 14 15 -0.45717100 -0.
4 14 15 -0.45319759 -0.
4

1 2

3 4

1 3

2 4

1

1 2 3 4

1

4

0 12 15 -0.45038736 -0.
4 12 15 -0.45038735 -0.
0 13 15 -0.44661876 -0.
4 13 15 -0.44882615 -0.
4

1 2

3 4

1 3

2 4

1

1 2 3 4

89039058
89039058
88662188
88882933

89039058
89039058
89248424
89125791

88662188
88000017
88000015

-0.
-0.
-0.

.123611563
.11999975
.12361150
.11999974

.123611563
.11999975
.12361154
.11999975

12361150
12361146
13444710

47

-0.48361082
-0.48481476
-0.48361083
-0.48481476

-0.48361082
-0.48481476
-0.48361081
-0.48481476

-0.48361083
-0.48361086
-0.47999897

A Figura 4.8 mostra as células de saida que foram escritas acima. Observe que
todas as células convexas desta saida sao triangulos, quadrilateros e pentagonos. A

Figura 4.9 mostra o toro completo.
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Figura 4.8: Subconjunto de células da aproximacao de um toro 2D.

Figura 4.9: Esquerda: Projecio de uma aproximacio do toro bidimensional S x
S' definido em R*; Direita: Corte da aproximacdo do toro a esquerda por um
hiperplano.

Na figura 4.9, lado direito, observe que o corte efetuado pelo hiperplano no toro
gerou uma curva que é homeomorfa a S', para outras escolhas poderiamos ter duas
curvas homeomorfas a S?.

Observe que o Marching Simplex varre todos os simplexos de dimensao n da
triangulacio, sendo tranversais ou ndo a variedade. E interessante uma alternativa
que somente varra os simplexos transversais a variedade, s6 que neste caso uma
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componente conexa por vez.

Um programa que responde a esta espectativa é o que serda apresentado na
préoxima Secao sobre o Método de Continuacao Simplicial que a partir de uma
semente (um ponto pertencente a uma componente conexa da variedade) percorra
a partir do simplexo que contém este ponto, todos os simplexos tranversais desta
componente.

4.8.2 Exemplos da Utilizagao do Continuation Simplex

Como exemplo da utiliza¢ao do cédigo Continuation Simplex vamos aproximar cur-
vas no plano complexo, isto é, F : C? — C, F(z,w) = 0. Tais curvas também podem
ser aproximadas pelo cédigo MarchingSimplex, vamos utilizar aqui o cédigo Conti-
nuationSimplex para diversificar, e também pelo motivo que o tempo de execugao
do cédigo ContinuationSimplex é inferior ao do cédigo MarchingSimplex devido a
somente processar simplexos transversais a variedade.

Como primeiro exemplo, vamos aproximar o grafico da func¢ao cosseno, z =
cos(w), com z,w € C. Reescrevendo as coordenadas reais e imagindrias, esta temos

x e "cos(u) 42» e’cos(—u) y = x4y
y = e sen(u) 4+ esen(—u) com w = u-+iv
- 2

O c6digo a seguir gera esta aproximacao e a Figura 4.10 apresenta uma projecao
de z = cos(w) gerado por este cédigo.

Tt ol e e o o 1o 1o 1o 1o ToToToToTo o o o o o oo oo oo oo To T T o o o oo oo oo oo o Fo T To T T oo oo oo oo oo o o o To T o
% Fungdo Complexl

% Esta fungdo retorna o esqueleto combinatério da aproximagdo
% de z = cos(w), com z e w complexo, utilizando o método de
% continuagdo simplicial com a triangulacdo K_1.

Y O Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y N N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA A
function Complexl
% Dimens&o do dominio

n = 4;

% Dimens&o do contradominio

k = 2;

% Ponto inicial da malha em R"n

First = [-pi -pi -pi -pil;

% Ponto final da malha em R°n

Last = [pi pi pi pil;

% Numero de divisdes em cada dimensdo da malha
Division = [10 10 10 10];

% Ponto inicial da variedade
FirstPoint = [0.0 0.0 1.0 0.0];

% Metodo de continuagdo simplicial para a trinagulagdo K_1
ContinuationSimplex(n,k,First,Last,Division,FirstPoint,@zcosw,’zcosw.pol’);
return

Toto o oo ToTo s o o o To s o o oo To oo o o T T o o o o To o o o o o To o oo o Jo o o oo o To T o o o o To T o oo o To T o o
%h z=cos(w), w=x(1) +ix(2), z=x(3) +1ix(4)
To o To o To o To oo To o To o foTo o To o Fo o o To o Fo o oo o To o Fo o o oo Fo o Fo o o oo Fo o o o o Fo o Fo o oo Fo o Fo o o oo Fo o



50 Método Baseados em Simplexos

function [f] = zcosw(n,x)
% Parte real
(1) = x(3)-0.5%exp(-x(2))*cos (x(1))-0.5%exp(x(2))*xcos(-x(1));
% Parte imagindria
£(2) = x(4)-0.5%exp(-x(2))*sin(x(1))-0.5%exp(x(2))*sin(-x(1));
return

end

end

L LN
.
i%ﬁ%ﬁiﬂ=!!!§%
<] =
S

Figura 4.10: Projecao da aproximagao de z = cos(w).

No préximo exemplo vamos aproximar uma curva complexa um pouco mais
sofisticada , 22 = cos(w), z,w € C. Reescrevendo as coordenadas reais e imagindrias
desta equacao temos

2 2 e Ycos(u) + e’cos(—u)
royo= 7 2, com { N
21‘y _ e sen(u) -|2— esen(—u)

T 41y
U+ v

g
I

O c6digo a seguir gera esta aproximacao e a Figura 4.11 apresenta uma projecao
da curva complexa 22 = cos(w) gerado por este cédigo.

Y A Y Y A Y Y A Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y A Y YN Y YA
% Fung&do Complex2
% Esta fung&@o retorna o esqueleto combinatério da aproximagdo
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% de z°2 = cos(w), com z e w complexo, utilizando o método de
% continuagdo simplicial com a triangulacdo K_1.
ToToto oo ToToTo o o s To To oo o o To To o o o o T To o o o o Jo To o o o o To Fo o o o o To Fo o oo o To Fo o oo T To To o oo T To T o o o T To o
function Complex2
% Dimens&o do dominio

n = 4;

% Dimens&do do contradominio

k = 2;

% Ponto inicial da malha em R"n

First = [-pi -pi -pi -pil;

% Ponto final da malha em R°n

Last = [pi pi pi pil;

% Numero de divis®es em cada dimens&o da malha
Division = [10 10 10 10];

% Ponto inicial da variedade
FirstPoint = [0.0 0.0 1.0 0.0];

% Metodo de continuagdo simplicial para a trinagulagdo K_1
ContinuationSimplex(n,k,First,Last,Division,FirstPoint,@z2cosw,’z2cosw.pol’);
return

Toto o o ToToo o o T To To o o o o To o o o o To To o 1o o o To Fo o o o o Jo T o o o o To T o oo o To To o o o T To T o o o T To T 1o o

%h z°2 =cos(w), w=x(1) +1ix(2), z=x@@3) +i x(4)

Tototo oo To 1o o To o o ToTo o o o o To To o o o o To To o o o o To Fo o o o o To T o o o o To T o oo o To T o o o T To T o oo T To T o o

function [f] = z2cosw(n,x)
% Parte real
£(1) = x(3)*x(3)-x(4)*x(4)-0.5%exp(-x(2))*cos(x(1))-0.5%exp(x(2))*cos(-x(1));
% Parte imaginaria
£(2) = 2.0*%x(3)*x(4)-0.5*%exp(-x(2))*sin(x(1))-0.5%exp(x(2))*sin(-x(1));
return

end

end
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Figura 4.11: Projecdo da aproximacio de 22 = cos(w).

Para encerrar exemplos de curvas complexas, vamos aproximar uma curva poli-
nomial , 22 = w® + 141, z,w € C. Reescrevendo as coordenadas reais e imaginarias
desta equacao temos

T+ 1y

{:c2fy2 = v’ 4+ 10u’v? + 5uv? + 1 {z
com .
U+ 1

2y v® + 10u?v® + Sute + 1

g
\

O cddigo a seguir gera esta aproximagao e a Figura 4.12 apresenta uma projecao
da curva complexa 22 = w® + 1 + 4 gerada por este codigo.

ToloToTololo o o o o o o o oo oo To o ToToToToTo oo o o o o o o o o o o o o To To To ToToFo oo o o oo oo oo o o o T T To T Fo Fo To o o
% Fungdo Complex3

% Esta funcgdo retorna o esqueleto combinatério da aproximacgédo
% de z°2 = w5 + (1+i), com z e w complexo, utilizando o método
% de continuacgdo simplicial com a triangulacdo K_1.

TotoToToTo o o To o ToTo fo o o To o To o oo o To o Fo o o oo Jo o Fo o o oo JoFo Fo o o oo o o o oo Jo o Fo o o oo Jo o Fo o o oo Fo o o Fo o o
function Complex3
% Dimensdo do dominio

n = 4;

% Dimens&o do contradominio

k = 2;

% Ponto inicial da malha em R"n
First = [-4.0 -4.0 -4.0 -4.0];
% Ponto final da malha em R°n

Last = [4.0 4.0 4.0 4.0];

% Numero de divis®es em cada dimens&o da malha
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Division = [12 12 12 12];
% Ponto inicial da variedade
FirstPoint = [0.0 -1.0 1.0 0.0];

% Metodo de continuagdo simplicial para a trinagulagdo K_1
ContinuationSimplex(n,k,First,Last,Division,FirstPoint,@z2w5, ’z2w5.pol’);
return

ToTo o To o o ToTo o Jo To o o o To o o To o o Fo oo T o o oo o o oo o Fo o o Voo To o Fo o o o oo o To o o Fo oo o To o o Fo oo o
hz2=wb+ (t+is), w=x(1)+1ix(2), z=x@3) +ix(4)
Too o Too o ToTo o Jo To o o o To o o To o o Fo oo o Tt o oo o o oo o To o o Voo To o Fo o o Fo oo o oo o Voo o o oo o Jo oo fo o
function [f] = z2w5(n,x)
t =1.0;
s =1.0;
% Parte real
£(1) = x(1)"2-x(2)"2-x(3)"5-10.0*x(3) "3*x(4) "2-5.0*x(3) *x(4) ~4-t;
% Parte imagindria
£(2) = 2.0%x(1)*x(2)-5.0%x(3) "4*x(4)-10.0*x(3) "2*x(4) "3-x(4) "5-5s;
return
end
end

Figura 4.12: Projecdo da aproximacio de 22 = w® 4+ 1 + 4.
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4.9 Exercicios

N o Gt e W

10.

11.

12.

13.

. Prove a regra de pivoteamento Regra 1 de K;(g,7).
. Prove a regra de pivoteamento Regra 2 de K;(g, 7).
. Prove a regra de pivoteamento Regra 3 de K;(g,7).
. Prove a regra de pivoteamento Regra 1 de .J;(g, ).
. Prove a regra de pivoteamento Regra 2 de Ji(g, 7).
. Prove a regra de pivoteamento Regra 3 de Ji(g, ).

. Utilizando MarchingSimplex gere uma aproximacio para a esfera S* de di-

mensao 4 em R, definida por

P+l =1

. Utilizando MarchingSimplex gere uma, aproximacio para o toro S2 x S de

dimenséo 3 em R, definido por

PN

x2+y2+z2
u? + v? =

. Pode-se representar uma superficie parametrizada

= f(s,t)
= g(s,t)
= h(s,t)

IS IS ]

na forma implicita definida por F : R> — R3, com

x— f(s,t) = 0
y—yg(s,t) = 0
z—nh(s,t) = 0

A seguir desconsiderar as coordenadas s e t. Seguindo este procedimento, gere
uma aproximagao para a faixa de Mobius.

Com o mesmo procedimento do exercicio anterior, gere uma aproximacao para
a Garrafa de Klein.

Utilizando ContinuationSimplexr gere uma aproximagao para a superficie em
C3, definida por
w0t +w?=1,

com u,v,w € C.

Utilizando ContinuationSimpler gere uma aproximacao para a superficie em
C*, definido por
{ > +y? =

u? +0? =

PN

Utilizando ContinuationSimpler gere uma aproximagao para cada variedade
dos exercicios 7 a 10 e compare o tempo de execugao.
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4.10 Projetos

1. Modifique a geragao de simplexos do programa MarchingSimplex para trocar
a triangulacao K pela triangulacao J;.

2. Modifique a geragao de simplexos do programa MarchingSimplex para trocar a
triangulagao K7 pela triangulacao definida por duas translagoes e uma reflexao
em cada dire¢ao da triangulagao CF/X do hipercubo unitario I™.

3. Modifique a geracao de simplexos do programa ContinuationSimplex para
trocar a triangulacao K pela triangulagao J.

4. Modifique a geracao de simplexos do programa ContinuationSimpler para
trocar a triangulacao K; pela triangulagao definida por duas translagoes e
uma reflexdo em cada dire¢ao da triangulagao CFX do hipercubo unitario ™.
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Capitulo 5

Modelagem Implicita

5.1 Combinagao de Hipersuperficies

Uma técnica muito usada em modelagem geométrica é a de se combinar objetos
geométricos relativamente simples para se obter objetos geométricos mais comple-
x0s. Um exemplo desta técnica é utilizado no sistema de modelagem semelhante
ao CSG (Construtive Solid Geometry, veja Requicha [50]) cujas operagdes para
combinar primitivas geométricas vamos expor nesta secao.

Denominaremos hipersuperficie uma variedade definida implicitamente de di-
mensao n — 1 em R", isto é, quando a dimensao do contradominio da fun¢ao que a
define é 1.

Sejam as aplicacoes fi,..., fr : R®™ — R tendo 1 como valor regular de f;,i =
1,..., k. Entdo, cada hipersuperficie M; = f; *(1) divide R" em duas partes M, =
{z eR"| fi(zx) >1} e M ={z eR"| fi(z) <1}, i=1,... k.

O seguinte resultado pode ser visto em [55]: Sejam finaz, fmin : R™ — R dadas
POr fraz(z) = maz{fi(x),..., fu(z)} e fmin(x) = min{fi(x),..., fr(z)}. Entdo
Mn = flo(1) = O(My A= AM;) e My = £,1,(1) = My U=+ U M),

Uma observac¢ao importante é que My e Mn podem nao ser variedades dife-
renciaveis. Mas se My,..., M se intercectam transversalmente duas a duas, entao
My e Mp sao diferencidveis, exceto, possivelmente, na uniao de um ntimero finito
de subvariedades de dimensao n — 2.

Para evitar a falta de diferenciabilidade pode-se usar uma aproximagao dife-
rencidvel para My e Mqn. Os dois resultados a seguir podem ser vistos em [55].

Se fi,..., fr : R™ — R sdo aplicagdes diferencidveis com f;(x) >0,i=1,... k,
entao limy oo (ff ++ -+ )7 =maz{f1, ..., fi} e limpoo(fy P4+ ")
m’i’ﬂ{fl, ey fk}

Sejam fonaz.ps fruingp : R = R dadas por fraep(@) = (ff (@) + -+ + f{(2))7 e

s _ 1 - - . -
Jminp(@) = (f1 P(x) + -+ f,"(2)) 7. Entdo, fmaw,p € fmin,p 580 aproximacoes
pontuais de classe C' de fimaz € fmin, respectivamente.

-1
mazx,p

(1) é uma variedade diferencidvel que

1
P =

Deste tltimo resultado segue que, Mpn ), = (1) é uma variedade dife-

-1

renciavel que aproxima Mn, e My, = fr i,

aproxima M.

Para f1, fo : R? — R dadas por fi(z,y) = 22 + 32 e fa(z) = (z — 1) + o2,
My, M{ e M7 sdo mostrados na Figura 5.1 & esquerda e My, M3 e M; na
Figura 5.1 a direita.
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Figura 5.1: Esquerda: My, M{ e M7 ; Direita: Mo, M3 e M.

My = f1 (1) = dM; UMy) é mostrado Figura 5.2 & direita e Mp =

min

L (1) =0(M] N My ) é mostrado Figura 5.2 & esquerda.

max

Figura 5.2: Esquerda: Mn = 0(M; N My ); Direita: My = 9(M; UM;).

Um exemplo utilizando o cédigo MarchingSimplex ou ContinuationSimplex é
dado pela unido de duas esferas f1, f> : R® — R dadas por fi(z,y,2) = 2% +y% + 22
e fa(w,y,2) = (x — 1)2 + % + 22 Entdo My = f,;}n(l) onde fin(z,y,2) =
min{z? +y? + 22, (x — 1)% + y% + 2%} é mostrado na Figura 5.3

Na Figura 5.4 temos a unido de duas esferas aproximada por My , = ,‘,;,}n’p(l)
com frinp(T,y,2) = (@2 + 9> +22) P+ ((z — 1) + 92 + 22)*1')7% para diversos
valores de p.
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Figura 5.3: My, de duas esferas.

c d

Figura 5.4: My, de duas esferas para p=2 (a), p=4 (b), p =8 (c) e p =16 (d).

5.2 Exemplos

O seguinte programa usa MarchingSimpler para gerar a uniao de oito toros cujos
centros estao ao longo de um ciclo. Neste caso:

8

fmin,p(xvy,z) = (Z(t(Z)Q + ZQ)_I’)_I/P -1

i=1

tal que
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t(i) = /(& — 20(0))% + (y — yo(0))? — 2
xo(i) e yo(i) sdo os centros do toro t(i), que definimos manualmente no cédigo
abaixo. Usamos p = 10.
ToToToTolototo o o o o o oo ool To o ToToToToTo o To o o o o o oo o o o o o To To T To T T oo 1o o o o oo oo o o o T T T To Fo Fo T o o

% Funcdo oito_toros

% Esta fungdo retorna o esqueleto combinatério da aproximacgédo
% da unido de oito toros utilizando a normna p, com p = 10,
% utilizando o método Marching Simplex com a triangulagdo K_1.

Too o To o o ToTo o Jo To o o To o o o To o o To o o Jo T o o To o o oo o o oo o Jo o o o o Jo o To o o oo o oo o oo o o o o To o o o o o
function oito_toros
% Dimensdo do dominio

n = 3;

% Dimens&o do contradominio

k =1;

% Ponto inicial da malha em R"n
First = [-9.1 -9.1 -2.1];

% Ponto final da malha em R°n
Last =[9.1 9.1 2.1];

% Numero de divis®es em cada dimens&o da malha
Division = [30 30 8];

% Metodo Marching Simplex para a trinagulagio K_1
MarchingSimplex(n,k,First,Last,Division,@toro8_p, ’toro8_10_MS.pol’);

rerturn

To o To o Too ToTo o To o To o o To o ToTo oo o To o Fo o oo o To o Fo o o oo Fo o Fo o o oo Fo o o o o oo Fo o o oo Fo o Fo o o oo Fo o
% Unido de oito toros
Do o 1o o To o oo o To o To o o To o Jo o oo o oo Fo o o oo oo Fo o o oo Jo o o o o oo oo o o o oo Fo o o o o Jo o Fo o o oo Fo o
function [f] = toro8_p(n,x)

P = 10.0;

t(1) = sqrt((x(1)-6.0)*(x(1)-6.0)+(x(2)-0.0)*(x(2)-0.0))-2.0;
t(2) = sqrt((x(1)+6.0)*(x(1)+6.0)+(x(2)-0.0)*(x(2)-0.0))-2.0;
t(3) = sqrt((x(1)-0.0)*(x(1)-0.0)+(x(2)-6.0)*(x(2)-6.0))-2.0;
t(4) = sqrt((x(1)-0.0)*(x(1)-0.0)+(x(2)+6.0)*(x(2)+6.0))-2.0;
t(5) = sqrt((x(1)-4.0)*(x(1)-4.0)+(x(2)-4.0)*(x(2)-4.0))-2.0;
t(6) = sqrt((x(1)-4.0)*(x(1)-4.0)+(x(2)+4.0)*(x(2)+4.0))-2.0;
t(7) = sqrt((x(1)+4.0)*(x(1)+4.0)+(x(2)-4.0)*(x(2)-4.0))-2.0;
t(8) = sqrt((x(1)+4.0)*(x(1)+4.0)+(x(2)+4.0)*(x(2)+4.0))-2.0;
£(1) = 0.0;
for i = 1:8
£(1) = £(1) + (D) *t(D)+x(3)*x(3))"(-p);

end
£(1) = £(1)°(-1.0/p) - 1.0;
return

end

end

A Figura 5.5 representa a saida do cédigo acima, escrita no arquivo
toro8_10_MS.pol.
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Figura 5.5: My ,, para p = 10.

O préximo programa usa MarchingSimplexr para gerar a uniao de 150 esferas
cujos centros estao ao longo de um né parametrizado.
Neste caso:

fminp(:y,2) = (Z((x —20(i))* + (y = 90(i)* + (= = 20(1))* =r* + 1) 77) "V — 1

i=1
tal que
xo(i) = (1404 cos(@)) cos(%),
y(i) = (1+04 cos(%)) sen(%)7
z(i) = 0.5 sen(%),

Usamos p = 30, r = 0.24 e m = 150.

Tl o oo o 1o 1o 1o 1o ToToTo oo o o o o o o o oo oo oo oo T o o o o o o oo oo oo oo T oo o o o o o o oo o oo oo ToTo o

% Fungdo no_de_esferas

% Esta funcdo retorna o esqueleto combinatério da aproximacg&o

% da unido de esferas com centro em um né parametrizado,

% utilizando a normna p, com p = 30.

% Foi utilizando o método Marching Simplex com a triangulacdo K_1.

Tt o oo o 1o 1o 1o ToToToTo To oo o o o o o o oo oo oo oo oo o o o o o o oo oo oo To oo oo o o o o o o oo oo oo o To T o

function no_de_esferas
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% Dimens&o do dominio

n = 3;

% Dimensdo do contradominio

k =1;

% Ponto inicial da malha em R°n
First = [-1.7 -1.7 -1.1];

% Ponto final da malha em R°n
Last =[1.7 1.7 1.1];

% Numero de divisdes em cada dimensdo da malha
Division = [28 28 22];

% Metodo Marching Simplex para a trinagulagdo K_1
MarchingSimplex(n, k, First, Last, Division, @no_p, ’no_30_MS.pol’);

return

Toto o oo ToTo s o o oo To oo o oo To oo o o T To o o o o T T o oo o o To o Jo o o oo o oo o To o o oo o To oo oo o To o o o
% Esfera com centro em x0 e raio r
Too o To o o ToTo o Jo To o o oo o o To o o To o o o o o Fo o o o oo o To o o o oo Jo o o o oo o oo o Fo oo oo o Yoo o o
function [f] = ESFERA(x,x0,r)
f = (x(1)-x0(1))*(x(1)-x0(1))+(x(2)-x0(2))*(x(2)-x0(2))
+(x(3)-x0(3))*(x(3)-x0(3) ) -T*r;
return
end

Y Y N Y N N Y Y Y N Y Y Y N S Y Y YN N Y Y SN NSV
% Parametrizag&o de um né
ToToToTototo o o o o o o oo o T o ToToToToTo oo o 1o o o o oo o o o o T To To T ToTo o 1o oo o oo oo o o o T o To T Fo Fo T o o
function [x0] = PARAMETRIZACAO(t)

x0(1) = (1.0+0.4*cos(1.5%t))*cos(t);

x0(2) = (1.0+0.4*cos(1.5*%t))*sin(t);
x0(3) = 0.5%sin(1.5%t);
return

end

Tt to oo o To oo ToTo o To o oo o o o o oo oo oo To oo o o o o o o oo oo oo ToTo T T o o o o o oo oo oo o To T o
% Uni&o de esferas com centro no né parametrizado e raio r

% utilizando a norma p, com p = 30.

Tt oo lo o To oo ToTo o To oo o o o o o o oo oo oo To oo o o o o o oo oo oo To o T o o o o o oo oo oo o To T o

function [f] = no_p(n,x)

P = 30.0;
m = 150;
r = 0.24;
£(1) = 0.0;
for i = O:m
t = 4.0%pixi/m;

[x0]
£(1)
end
£(1) = (£(1))"(-1.0/p)-1.0;
end

PARAMETRIZACAO(t) ;
£(1) + (ESFERA(x,x0,r)+1.0)"(-p);
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end

A Figura 5.6 representa a saida do cédigo acima, escrita no arquivo
n0-30_MS.pol.

Figura 5.6: My ,, para p = 30.

63



64 Modelagem Implicita

O 1ltimo exemplo usa o programa MarchingSimplex para gerar a intersecao de
trés esferas com centros equidistantes no plano (z,y) e mesmo raio:

filz,y,2) = 224942 +22-1
foz,y,2) = 2+ (@y—1)2+2-1
Ba@y,2) = (@) + -3 +2-1,

assim, a intersecao é dada pela funcao:

fmazﬁp(l" Y, Z) = ((fl(x’yvz) + l)p + (fQ(I=yvz) + 1)p + (f:s(iU-,:l,h Z) + 1)1))1/1) -1

O cddigo a seguir gera uma aproximagao para a intersecao das trés esferas com
p =10.

Y Y Y Y Y Y A Y Y A Y Y Y N Y Y Y Y N N Y Y Y N N Y Y YA

% Funcio intersecao_esferas

% Esta fung8o retorna o esqueleto combinatério da aproximacé&o
% da interseg8o de trés esferas utilizando a normna p, com p = 10.
% Foi utilizando o método Marching Simplex com a triangulagdo K_1.

Too o To o o ToTo o o To o o To o o o To o o Jo o o o o o oo o Fo oo o T o oo o o oo o To oo Yoo o oo o oo o o oo o To o o o o
function intersecao_esferas
% Dimensdo do dominio

n = 3;

% Dimens&o do contradominio

k =1;

% Ponto inicial da malha em R°n
First = [-1.1 -1.1 -1.1];

% Ponto final da malha em R°n
Last =[2.1 2.1 1.1];

% Numero de divis®es em cada dimensdo da malha
Division = [30 30 20];

% Metodo Marching Simplex para a trinagulagdo K_1
MarchingSimplex(n,k,First,Last,Division,@intesf_p,’intesf_10_MS.pol’);

rerturn

Y Y Y Y Y Y O Y Y Y Y S Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S N Y S Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA
% Intersecdo de trés esferas utilizando a norma p, com p = 10.
Tt to oo o To oo ToTo o To oo o o o o o o oo o oo To o oo o o o o o o oo oo oo To o T oo o o o oo oo oo oo To o
function [f] = intesf_p(n,x)

P = 10.0;

esf(1) = x(1)"2+x(2)"2+x(3)"2-1.0;

esf(2) = x(1)"2+(x(2)-1.0)"2+x(3)"2-1.0;
esf(3) = (X(l)—sqrt(S.O)/Q.O) ~2+(x(2)-0.5)"2+x(3)"2-1.0;
£(1) = ((esf(1)+1.0) p+(esf(2)+1.0) "p+(esf(3)+1.0)"p)~(1.0/p)-1.0;
return
end

end

A Figura 5.7 representa a saida do cédigo acima, escrita no arquivo
intesf-10_MS.pol.



Projetos 65

Figura 5.7: Mn ,, para p = 10.

5.3 Exercicios

1. Sejam fraz, frmin @ R™ — R dadas por fie.(xz) = mazx{fi(z),..., fu(x)} e
fmin(z) = min{fi(z),..., fr(z)}. Mostre que Mn = f;1 (1) = d(M] N
SOM) e My = fri, (1) = O(M; U---UM,).

2. Defina uma funcao que gere a diferenga entre duas hipersuperficies com in-
tersegao nao nula.

3. Sejam fi,..., fr : R™ — R aplicagoes diferencidveis com f;(z) > 0, i =
1,...,k. Mostre que limp_, o (f7 + -+ + f,f)% =max{fi,..., fr}

4. Sejam f1,...,fr : R" — R aplicagoes diferencidveis com f;(z) > 0, i =
1,..., k. Mostre que limp_,oo (f; 74+ + fk_p)*% =min{f1,..., [x}.

5.4 Projetos

=

1. Utilize o cédigo MarchingSimpler para aproximar um toro em R? gerado
patir de uma unido de esferas em R3.

2. Utilize o cédigo MarchingSimplex para aproximar superficies em R? geradas
a partir da uniao, intersecao e diferenca de superficies mais simples tais como
esferas, toros, cilindros, hiperboldides em R3.
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Apéndice A

Cédigos Auxiliares

A.1 Os Vértices da Aproximacao

Tl o oo o 1o 1o 1o ToToTo o To o o o o o o oo oo oo oo oo oo o o o o o o o oo oo oo oo To o o o o o o o oo oo oo o To To o

h
)
)
)

Calcula as coordenadas (Vertex) dos vértices da aproximagdo de M
na face Face do simplexo s.

Vert s&o as coordenadas dos k vértices de um simplexo s do domino,
rotulado por Face

ToTo o o ToTo oo o o To o o oo To o o oo To oo o o o To o o oo T To o Jo o o o To o Jo o o To o o o o o T To o o o o To T o o o o To
function [Vertex trans] = GetVertexManifold(n,k,Face,Vert,FVert)

% FVert eh a imagem de Vert para uma fungio Func

% GetVertexManifold aproxima f por uma interpolagdo linear de FVert
% e calcula o zero da aproximagdo

for i = 1:k+1

A(1,i) = 1;
A(2:k+1,i) = FVert(Face(i)+1,:);
end
b = [1; zeros(k,1)];
lamb = A\b;
trans = O;

Vertex = zeros(1,n);
% Se lamb >= 0, ent8o o zero da aproximagdo esta no interior ou na
% fronteira da face Face.
% trans = 1 significa que a aproximagdo é transversal a face Face e
% que Vertex serd incluso na aproximagdo de M
if lamb >= 0

for i = 1:k+1

Vertex = Vertex + lamb(i)*Vert(Face(i)+1,:);

end

trans = 1;
end
return

end
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A.2 Perturbacao

O cédigo abaixo gera os vértices de todos os hipercubos em uma malha cartesiana
com pontos inicial First e final Last, e nimero de divisdes Division em R"™ com
n = 4. Observe que os vértices da malha foram pertubados utilizando uma distri-
buicao normal para gerar um hipercubo de perturbagoes Pert, que é adicionado aos
vértices dos hipercubos da malha depois de uma reflexao adequada de acordo com
a posi¢ao do hipercubo na malha para preservar a continuidade. Exceto a parte da
pertubacao, o c6digo abaixo é basicamente o c6digo visto no Capitulo 3.

% Dimens3o do dominio
n = 4;
% Ponto inicial do dominio
First = [0.0, 0.0, 0.0, 0.0];
% Ponto final do dominio
Last = [1.0, 1.0, 1.0, 1.0];
% Numero de divisdes da malha
Division = [10, 10, 10, 10];
% Delta: comprimento dos lados de cada célula da malha
Delta = (Last-First)./Division;
% Pert: fungdo de pertubagdo com distribuigdo normal
Pert = random(’Normal’,0,1,2°n,n)*0.000001;
% Base: base de cada dimensfo da malha (ver definicdo de base no
% cap. contagem e enumeragio)
Base = InitGrid(m, Division);
% Repete para cada célula g da malha
for g = 0:Base(n+1)-1
% Calcula os rétulos das coordenadas de g na malha a partir de
% sua enumeragdo
[Grid] = GridCoords(n,g,Base);
% Calcula as coordenadas dos vértices de g e o valor da funcgio
% Func nesses vértices
[Vert] = GenVert(n, Grid, Pert, First, Delta);
end
return

Tt o oo 1o 1616167670 ToToTo o o o o o o o oo o oo oo oo o o o o o o o oo oo oo oo oo o o o o o o oo oo oo o ToTo o
% Calcula as coordenadas (Grid) enumerada por i de uma malha de

% n dimensdes, a partir da base de cada dimens3o.

% Usa formula do cap. contagem e enumeragdo para obter Grid
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA A

function [Grid] = GridCoords(n,i,Base)

copy = 1i;

for j = n:-1:2
aux = mod(copy,Base(j));
Grid(j) = (copy-aux)/Base(j);
copy = aux;

end

Grid(1) = copy;
return
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end

Tl o oo 1o 1616167070 ToToTo o o o o o o o o oo oo oo oo oo o o o o o o oo o oo oo o oo o o o o o o oo oo oo To To o
% Calcula as coordenadas Vert dos vértices de uma célula (hipercubo)
% da malha rotulada por Grid
Tl o oo o 1o 1o 167070 ToTo oo o o o o o o o o o oo oo oo oo o o o o o oo oo oo oo oo oo o o o o o o oo oo oo o To oo
function [Vert] = GenVert(n, Grid, Pert, First, Delta, Func)
Vert = [];
% Repete para cada vértice i do hipercubo
for i = 0:2°n-1
% Calcula as coordenadas do vértice no hipercubo unitério
% de dimens&o n
[Coords] = HyperCubeCoords(n,i);
% Perturba o vértice pela fung&o Pert
[CoordPert] = HyperCubePert(n,Grid,Coords,Pert);
% Encontra a posig8o do vértice do hipercubo escalonado,
% transladado e pertubado

[VHC] = HyperCube(n,First,Delta,Grid,Coords,CoordPert) ;
Vert = [Vert; VHC];

end

return

end

Tt o oo o 1o 1o ToToToTo o To oo o o o o oo oo oo oo oo oo o o o o o oo oo oo oo oo oo o o o o o o oo oo oo To T o
% Calcula as coordenadas (Coords) de um vértice enumerado por i em
% um hipercubo unitdrio de dimens&o n.
% Usa férmula do cap. contagem e enumeragdo para obter Coords
Y N O Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Y Y Y Y Y N N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA A
function [Coords] = HyperCubeCoords(n,i)

copy = 1i;

for j = 1:n-1

Coords(j) = mod(copy,2);

copy = (copy-Coords(j))/2;
end
Coords(n) = copy;
return

end

Y O Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y A
% Calcula as coordenadas perturbardas pela fungdo Pert (CoordPert) de
% um vértice i com coordenadas Coords no hipercubo unitario de
% dimensdo n
Y Y Y Y Y A Y A Y Y A Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y N Y Y Y YA Y
function [CoordPert] = HyperCubePert(n,Grid,Coords,Pert)
pot = 1;
label = 0;
for i = 1:n
% Reflete perturbag8o se coordenada de dimensfo i do vértice
% estiver em um hipercubo rotulado por Grid, tal que Grid(i)
% seja impar
P = abs(Coords(i) - mod(Grid(i),2));
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label = label + potx*p;

pot = 2*pot;
end
CoordPert = Pert(label+1,:);
return

end

ToToToToTototo oo o o o o o oo o o T T To T To ToTo o o o o o o o o oo o o o o T T T To T T T o o 1o o o oo oo o o o T T T T T Fo To o
% Calcula as coordenadas VHC de um vértice de um hipercubo, na
% malha de dimensio n
ToToToToToto o oo o o o o o o oo T T To T To ToTo o o o o o o oo oo o o o o T T T To T T o o o 1o o o oo o oo o o T T T T Fo Fo T o o
function [VHC] = HyperCube(n,First,Delta,I,Coords,Pert)

% 0 vértice é transladado por First, escalonado por Delta, tem

% coordenadas Coords no hipercubo unitdrio e é perturbado por Pert

for i = 1:n

VHC(i) = First(i) + (I(i)+Coords(i))#*Delta(i) + Pert(i);

end

return
end

A.3 Regras de Pivoteamento

O cddigo a seguir devolve o simplexo que é o i-ésimo pivoteado de um dado simplexo
definido por Grid e P de acordo com as regras de pivoteamento definidos na se¢ao
44.

Y Y A Y Y A Y Y A Y Y Y N Y Y Y Y N Y Y Y SN Y Y Y YA YA
% Esta func8o devolve o simplexo que é o i-ésimo pivoteado de um

% dado simplexo definido por Grid e P.

% Entradas

% n: dimensdo do dominio

% i: rétulo do vertice a ser pivoteado

% Grid: posigdo do hipercubo na malha

% P: permutag&o

% Division: dimesdes da malha

% Base: base para gerar a malha

% BaseP: base para gerar a permutagéo

% Saidas

% g: rétulo da malha onde estd o simplexo pivoteado

% s: rétulo do simplexo pivoteado no hipercubo rotulado por g
% value: se value = 1 o simplexo estd no dominio e se
% value = 0 o simplexo ndo estd no dominio

TotoTo o To o o To o To o Fo o o To o To o Fo o o oo Fo o fo o o oo Fo o o oo Fo o Fo o o oo Fo o o o o oo Fo o o o o oo Fo o o oo oo o o o oo
function [value g s] = Pivoting(n, i, Grid, P, Division, Base, BaseP)
% Vértice 0
if 1 ==
if Grid(P(1)) < Division(P(1))-1
% Pivoteado no dominio
% De acordo com a regra 2 de pivoteamento da i
%  triangulagdo K1
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else

en
end

d

G = Grid;

G(P(1)) = G(P(1)) + 1;

g = Get_Label_Prod(n,Base,G);
Q = [P(2:n) P(D];

s = Get_Label_Perm(n,BaseP,Q);
value =1;

return

% Pivoteado fora do dominio

g =0;

s = 0;

value = 0;

return

% Vértice n
if i == n
if Grid(P(@m)) > 0

else

en
end

d

% Pivoteado no dominio
% De acordo com a regra 3 de pivoteamento da i
%  triangulagdo K1

G = Grid;
G(P()) = G(PM)) - 1;
g = Get_Label_Prod(n,Base,G);

Q = [P(n) P(1:n-1)];

s = Get_Label_Perm(n,BaseP,Q);
value =1;

return

% Pivoteado fora do dominio

g = 0;

s = 0;

value = 0;

return

% Vértice i
% Pivoteado no dominio

% De acordo com a regra 1 de pivoteamento da triangulag&o

g

Q

s

value

return
end

Get_Label_Prod(n,Base,Grid);
[P(1:i-1) P(i+1) P(i) P(i+2:n)];
Get_Label_Perm(n,BaseP,Q);

1;

75
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% Esta fung8o retorna o vertice de Simp que nfo estd em Face,

% isto é, o vétice a ser pivoteado
Tt oo oo o 161676 ToToTo oo o o o o o o o o o To oo ToTo o o o o o o o oo oo oo ToTo oo o o o o o o oo o oo oo T To Jo o oo

function [i] = GetPivotSimplex(n, Simp, Face)
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for i = 1:n
vertex = Simp(i);
% verifica se vertex esta em Face

[k] = Include(1,vertex,n-1,Face);
if k ==
% Retorna o vertice i a ser pivoteado
return
end
end
% Nenhum vertice de Simp estd em Face
i=0;
return
end

ToloToToTototo o o o o o o oo oot TotoTo oo To o oo o o o o o o o oo oo To oo To oo oo o o o o o o o o o o o TofoTo ToToToTo oo
% Verifica se face y de dimens&o m-1 contém face x de dimensdo n-1
Y O Y A Y Y Y A Y Y Y N Y Y Y Y N N Y Y YN S Y Y YN A
function [k] = Include(n,x,m,y)

% k & o nimero de rétulos que estfo em x e y ao mesmo tempo.

% Se k = n, entao y contém x

k = 0;
for i = 1:n
j=1

% Faz varredura supondo que os rétulos de x e y est&o em
% ordem lexicografica
while (j < m) && (y(j) < x(i))

Jo= 3+
end
if y(3) == x(1)
k = k+1;
end
end
return
end

Too o To o o ToTo o JoTo o o To o o o To o o Jo o o o T o o To o o Fo o o o Tt o To o o o oo o To o o o oo o o o oo o T o o To o o Fo o o
% Gera o rétulo do produto cartesiano dado por f
ToToTo o T ToTo o o o T To o o o T To s o o o o To o o o o o oo Jo oo o oo Jo o o o oo Jo o o T To o oo o T T o oo o T T o o o To
function [label] = Get_Label_Prod(n, Base, f)

% Calculo do rotulo

label = 0;

for i = 1:n

label = label + f(i)*Base(i);

end

return
end

Yy Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y O Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y A
% Gera o rétulo da permutagio p

Tolo oo o oo 1o 1o 167670 To o To oo o o o o o oo o oo oo oo oo o o o o o o oo o oo oo T o o o o o o o oo oo oo To o o
function [label] = Get_Label_Perm(n, Base, p)
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% Gera o mapeamento inverso da permutagdo para produto cartesiano
[£] = Map_Inv_Perm(n,p);
% Gera o rétulo do produto cartesiano
[label] = Get_Label_Prod(n,Base,f);
% Inverte a ordem do rétulo
label = Base(n+1)-1 - label;
return
end

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y O Y Y Y Y Y Y Y Y N N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA
% Gera o mapeamento inverso da permutacgdo para produto cartesiano
Tl o oo o 161616 ToToToTo oo o o o o o oo oo oo oo oo oo o o o o o o oo oo oo oo T oo o o o o o o oo o oo oo To To o
function [f] = Map_Inv_Perm(n,p)
% Copia p em q
q =P
for i = n:-1:2
% Encontra a posig8o j em x que estd i
[j] = Find(i,i,q);
% Define o valor da posig8o i do produto cartesiamo

£(1) = j;
% Retira a j-ésima coordenada de q
q = [q(1:j-1) q(+1:1)];
end
% Define a primeira posigZo
£(1) = 15
% Subtrai 1 de todas as coordenadas para que iniciem com O
f =f -1;
return
end

Tl oo o 1o 1o 1o 1o ToToToTo oo o o o o oo oo oo o oo T To T o o o oo oo oo oo o oo To T o o o o o oo oo oo oo o To T o
% Encontra a posig8o j em x que estd i
Y O Y O Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y A Y

function [j] = Find(n,i,x)

j=0;
for k = 1:n
if x(k) == i
j=k;
return
end
end
return
end

A.4 Esqueleto Combinatorio

O c6digo a seguir gera o esquleto combinatdrio de um politopo (aproximagao linear
da variedade M, = ¢ N M em um simplexo o).

Tl oo o 1o 1o o 1o ToToToToTo o o o o oo oo oo oo ToToTo T T o o o o oo oo oo o oo o T T o oo o oo oo oo oo oo To T o
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% Gera o esqueleto combinatério

% Entrada:

% n: dimensdo do dominio

% Simp: rétulo do simplexo

% k: dimens&o do contradominio

% nVertex: niumero de vértices da aproximacgdo da variedade
% FaceVertex: rétulo das faces de dimensdo k que contém os
% vértices da aproximacgdo da variedade

% Saida:

% nSkel: niumero de faces de cada dimens&o da aproximag&o

% Skel: rétulos das faces dos simplexos que contém as faces de
% cada dimensdo da aproximagZo

% AdjSkel: relagdo de adjacéncia das faces da aproximagdo

ToToToToToto o oo o o o o o o o T T T To T To To T To o o o o o o oo oo o o o T T T To T T T o o 1o o o oo oo o o o T T T T Fo T To o
function [nSkel Skel AdjSkel] = Skeleton(n, Simp, k, nVertex, FaceVertex)
% nSkel(i): numero de faces da aproximagio com dimens8o i-1
nSkel(1) = nVertex;
% Skel{i}: rétulo das faces da aproximagdo com dimensdo i-1
Skel{1} = FaceVertex;

% Repete para cada dimens&o s entre k+l e n
for s = k+l:n
% Gera os rétulos das faces da aproximagdo de dimens&o s
for i = 1:s+1
DivisionC(i) = n-s+i;

end

[BaseC] = InitGrid(s+1,DivisionC);
FacesSimp = [];

FacesAdj = [;

nSkel (s-k+1) = 0;

% Repete para cada combinagdo j de vértices
for j = 0:BaseC(s+2)-1
% Gera as faces de dimens3o s do simplexo a partir da
% enumeragdo j
[C] = GridCoords(s+1,j,BaseC);
C = C+1;
[lex] = Lexico(s+1,C);

% Verifica unicidade de C
if lex ==
for i = 1:s+1
% Rotula Face em fungdo dos vértices
Face(i) = Simp(C(i));

end
cont = 0;
Adj = [I;

% Para cada face do esqueleto combinatério
for i = 1:nSkel(s-k)
% Verifica se a face Face de dimens&o s
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end

end

% contém face de dimens&o s-1 no esqueto combinatério
[np] = Include(s,Skel{s-k}(i,:),s+1,Face);
% Se positivo, atualiza adjacéncia

if np == s
cont = cont+1;
Adj(cont) = i;
end
end

% Se Face contém alguma face de dimensdo s-1 na saida:
if cont > O
% Atualiza nimero de faces de dimensdo s-k

nSkel (s-k+1) = nSkel(s-k+1)+1;
% Inclui os rétulos dos vértices de Face na saida
FacesSimp = [FacesSimp; Face];

% Inclui faces de dimens8o anterior que est&o
% adjacentes a Face
FacesAdj{nSkel(s-k+1)} = Adj;
end
end
end

% Atualiza lista de faces da aproximag8o e suas faces adjacentes
Skel{s-k+1} = FacesSimp;
AdjSkel{s-k} = FacesAdj;

return

Tt oo o 1o 1o ToToToTo o To oo o o o o o o oo oo oo o To o o o o o o o oo oo oo To oo oo o o o o o o oo oo oo o To T o
% Verifica se face y de dimens&o m-1 contém face x de dimens&o n-1
Y Y Y Y A Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S N Y Y YN N Y Y YN A
function [k] = Include(n,x,m,y)

% k & o nimero de rétulos que estfo em x e y ao mesmo tempo.

% Se k = n, entao y contém x

k = 0;
for i = 1:n
j=1
% Faz varredura supondo que os rétulos de x e y estdo em
% ordem lexicografica
while (j < m) && (y(j) < x(i))
Jo= 3+
end
if y(3) == x(1)
k = k+1;
end
end
return

end
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A.5 Condicao Inicial

A seguir apresentamos um codigo que encontra um simplexo definido pelos rétulos
g do hipercubo e s do simplexo que contém o ponto inicial FirstPoint. Parte do
c6digo que foi descrito nas segoes 4.4 do capitulo 2 nao sera repetida.

T T T T T o o T o o T o o T T e o T oo o T o o T T e o T o oo T oo o T o oo oo o T o o oo e
% Fung8o GetFirstSimplex

% Esta fungdo percorre os simplexos da triangulagdo K_1

% de acordo com o método da secdo 5.2 do capitulo 5 para

% encontrar o simplexo da triangulacdo que contenha o ponto
% inicial.

Y Y Y Y Y Y N Y Y Oy Y Y Y Y Y Y N N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA A

% Entradas:

% n: Dimensdo do dominio

% k: Dimens8o do contradominio

% Fisrt: Ponto inicial da malha em R™n

% Last: Ponto final da malha em R°n

% Division: nuimero de divisdes em cada dimens8o da malha
% FirstPoint: Ponto inicial da variedade

% Func: Fungdo que define a variedade implicita

% Saidas:

% g: rétulo do hipercubo que contem o ponto inicial

% s: rétulo do simplexo no hipercubo com rétulo g que contem
% o ponto inicial

% value: retorno de sucesso ou ndo da busca

Y Y Y Y Y Y Y Y Y O Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA
function [g s value] = GetFirstSimplex(n,k,First,Last,Division,FirstPoint,Func)
% Tolerancia para o erro do ponto inicial pertencer a variedade
tol = 0.000001;
% Calculando a fungdo no ponto inicial
[F] = Func(n,FirstPoint);
% Verificando se o ponto pertence a variedade
if norm(F(1:k),2) > tol
% Ponto inicial longe da variedade, retorne

g = -4

s = -1;

value = -1;

fprintf (’Ponto nao pertence a variedade\n’);
return

end
% Verificando se o ponto inicial pertence ao dominio
for i = 1:n

if (FirstPoint(i) < First(i)) || (FirstPoint(i) > Last(i))
% Ponto inicial fora do dominio, retorne
g = -1;
s = -1;
value = -2;
fprintf (’Ponto fora do dominio\n’);
return

end
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end

% Calculando o espagamento da malha
Delta = (Last-First)./Division;

% Criando o hipercubo de perturbagdes

Pert = random(’Normal’,0,1,2°n,n)*tol;
% Calculando uma base para a malha
Base = InitGrid(m, Division);

% Calculando uma base para as permutagdes
for i = 1:n
DivisionP(i) = i;
end
[BaseP] = InitGrid(n,DivisionP);
% Calculando as coordenadas do hipercubo mais préximo do
% ponto inicial

Grid = fix((FirstPoint-First)./Delta);
% Calculando o rétulo do hipercubo
g = Get_Label_Prod(n,Base,Grid);

% Inicializando o rétulo do simplexo como o primeiro
s = 0;
% Inicializando o rétulo do dltimo hipercubo
gold = -1;
% Repete enquanto ndo encontrou o hipercubo e o simplexo contendo
% o ponto inicial
while g > 0
% Imprimindo o rétulo do hipercubo e do simplexo
fprintf (’Simplexo: g = %d s = %d\n’,g,s);
% Verificando se o hipercubo é o mesmo que o dltimo calculado

if g "= gold
% Gerando as coordenadas do hipercubo
[Grid] = GridCoords(n,g,Base);

% Calculnado os vértices e a fung8o avalida nos vértices do
% hipercubo
[Vert FVert] = GenVert(n, Grid, Pert, First, Delta, Func);

end
% Calculando a permutagdo que gera o simplexo
[P] = Get_Perm(n,BaseP,s);

% Calculando as coordenadas dos vértices do simplexo a partir
% da permutagio
[Simp] = GenLabelSimplex(n,P);
% Calculando as coordenadas baricéntricas do ponto inicial com
% respeito a este simplexo e verificando se estd no simplexo ou
% retornando o melhor vértice a ser pivoteado para chegar no
% ponto inicial
[trans] = GetBestSimplex(n,Simp,Vert,FirstPoint);
if trans < 0

% Ponto inicial no simplexo, retorne sucesso

value = 1;

return
end
% Calculando o rétulo do hipercubo e do simplexo pivoteado
gold = g;
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[value gl s1] = Pivoting(n,trans,Grid,P,Division,Base,BaseP);
% Verificando se o hipercubo estd no dominio
if value ==
% Hipercubo fora do dominio
g =1
else
% Hipercubo e simplexo no dominio
g =gl
s = si;
end
end
% Ponto inicial fora do dominio, retorne fracasso
g = -4
s = -1;
value = -2;
fprintf (’Ponto fora do dominio\n’);
return
end
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% Fungdo GetBestSimplex

)
)
)

Caso o ponto inicial esteja dentro do simplexo, retorna éxito,

caso contrdrio encontra o melhor simplexo (pivoteado do simplexo

de entrada) que define o caminho até o ponto inicial.

Y Y Y Y N Y Yy Y Y Y Y Y Y Y N N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YA A

)
)
)

Entradas:
n: Dimens&do do dominio
Simp: rétulos dos vértices do simplexo
Vert: vértices do hipercubo
FirstPoint: Ponto inicial
Saidas:
trans: retorno de sucesso caso o ponto inicial esteja
no simplexo e caso contrario o melhor vértice
a ser pivoteado para chegar ao ponto inicial

%%%%%7%7% 6To o o o ToTo o o o To o o o o o To o o oo o T o oo o To T o o o T To o o o oo To o o o o To T o oo o T T o o oo
function [trans] = GetBestSimplex(n,Simp,Vert,FirstPoint)

% Montando a matriz
for i = 1:n+1
A(L,1) = 1;
A(2:n+1,i) = Vert(Simp(i)+1,:);
end
% Montando o vetor independente
b = [1; FirstPoint(1:n)’];
% Calculando as coordenadas baricéntricas

lamb = A\b;
% Verificando as coordenadas baricéntricas
trans = 0;

if lamb >= 0.0
% Coordenadas todas positivas, ponto no simplexo
trans = -1;

else
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% Alguma coordenada negativa, ponto fora do simplexo
% Calculando a coordenada mais negativa
min = lamb(1);
imin = 1;
for i = 1:n+1
if lamb(i) < min
min = lamb(i);
imin = i;
end
end
% retornando o vértice a ser pivoteado
trans = imin-1;
end
return
end

A.6 Estrutura de Dados

A seguir apresentamos o codigo de pesquisa, inser¢ao e remocao de elementos de uma
lista armazenada na forma de um vetor cujos elementos possuem duas coordenadas
(g, s) correspondendo ao rétulo do hipercubo e do simplexo no hipercubo.

ToloToTolotoo o o o o o o oo oo To o ToToToTo oo o o o o o o o o o o o o o ToToTo ToToFo oo o o oo oo oo o o o T T To To To Fo To o o
% Funcdo InList

% Esta fung8o verifica se um elemento (g,s) estd na lista.
ToToToToTotoo o o o o o o oo oo To o ToToToToTo oo o o o o o o o o o o o o ToTo ToToTo oo oo o oo oo o o o o o T T To To Fo Fo To o o

% Entradas:

% NList: Numero de elementos da lista

% List: Lista

% g: rétulo de um hipercubo da malha

% s: rétulo de um simplexo no hipercubo com rétulo g

% Saidas:

% value: retorna O se ndo estd na lista e 1 se estd na lista

Toto o To o o ToToTo o Too o To o o o To o o Jo o o o To o o To o o oo o o To o o To o o o To o o To o o o oo o To o o Jo o o o To o o To o o Fo o o
function [value] = InList(NList, List, g, s)
% N&o esta na lista é o usual
value = 0;
% Se a lista ndo é vazia
if NList > O
% Percorrendo os elementos da lista
for i = 1:NList
% Se g & menor ou igual ao elemento da lista
if List(i,1) >= g
% Se g estd na lista e s é menor ou igual ao
% elemento da lista
if (List(i,1) == g) && (List(i,2) >= s)
% Se s menor que o elemento da lista
if List(i,2) > s
% N&o estd na lista
return
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end
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else
% Esta na lista
value = 1;
return
end
else

% Se g menor que o elemento da lista
if List(i,1) > g
% N&o estd na lista
return
end
end
end
end
end
return
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% Funcdo GetAndRemoveList

)
)

Esta fungdo retorna um elemento da lista e remove este
elemento.

Y O Y Y Y A O Y A Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y S Y Y Y YN S Y Y YN N

% Entradas:

h
)
)

NList: Numero de elementos da lista
List: Lista
g: rétulo de um hipercubo da malha

Saidas:

g: rétulo de um hipercubo da malha

s: rétulo de um simplexo no hipercubo com rétulo g
NList: Nimero de elementos da lista atualizado
List: Lista atualizada
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function [g s NList List] = GetAndRemoveList(NList, g, List)

% Se a lista é vazia

if NList ==
% retorne que ndo hi este elemento na lista
g =4
s = -1;
return
end

% Percorre a lista
for i = 1:NList
% Se o rétulo do hipercubo g estad na lista
if List(i,1) == g
% Retorne (g s) e remova da lista
s = List(i,2);
List [List(1:i-1,:); List(i+1:NList,:)];
NList = NList - 1;
return

end
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end

% Se g ndo estd na lista, retorne (g s) do primeiro
% elemento da lista

g = List(1,1);

s = List(1,2);

List = List(2:NList,:);
NList = NList - 1;
return

end

Tl o oo 1o 1616167070 ToToTo o o o o o o o o oo oo oo o oo o o o o o oo oo oo oo o T o o o o o o o oo oo oo o To o o

% Fungdo InsertList

% Esta fung8o insere em uma list um elemento (g,s) composto
% por um hipercubo com rétulo g e um simplexo neste hipercubo
% com rétulo s.

Y Y Y Y A Y A Y Y A Y Y Y Y N Y Y Y Y N N Y Y Y N N Y Y YN A

% Entradas:

% NList: Numero de elementos da lista

% List: Lista

% g: rétulo de um hipercubo da malha

% s: rétulo de um simplexo no hipercubo com rétulo g
% Saidas:

% NList: Numero de elementos da lista atualizado

% List: Lista atualizada

VY Y A Y A Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y A Y YN Y YA
function [NList List] = InsertList(NList, List, g, s)
% Se a lista ndo é vazia
if NList > O
% Percorre a lista
for i = 1:NList
% Se o rétulo do hipercubo for menor que o rétulo do
% hipercubo da lista
if List(i,1) >= g
% Se o rétulo do hipercubo for igual ao rétulo do
% hipercubo da lista e o rétulo do simplexo for menor
% que o rétulo do simplexo da lista
if (List(i,1) == g) && (List(i,2) >= s)
% Se o rétulo do simplexo for menor que o da lista
if List(i,2) > s
% Insere (g s) na lista e retorna

List = [List(1:i-1,:); g s; List(i:NList,:)];
NList = NList + 1;
return
else
% (g s) ja esta na lista, retorne
return
end

else
% Se o rétulo do hipercubo for menor que o da lista
if List(i,1) > g
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end

end
end
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% Insere (g s) na lista, retorne

List = [List(1:i-1,:); g s; List(i:NList,:)];
NList = NList + 1;
return

end

end
end

% Lista vazia, insere (g s) na lista

List =
NList =
return

[List; g s];
NList + 1;



Apéndice B
Cdédigo Marching Simplex

Segue abaixo o cddigo inteiro do programa, com comentérios.
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% Fungdo MarchingSimplex

% Esta funcg8o percorre todos os simplexos da triangulagdo K_1
% de R°n para obter uma aproximagdo de uma variedade definida
% implicitamente, definida pela fung&o Func: R"n -> R7k.
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% Entradas:

% n: Dimens&o do dominio

% k: Dimens8o do contradominio

% First: Ponto inicial da malha em R°n

% Last: Ponto final da malha em R°n

% Division: numero de divisdes em cada dimens8o da malha
% Func: Func8o que define a variedade implicita

% filename: Nome do arquivo de saida em que serd escrito o
% esqueleto combinatério

Tl oo oo o 1o 1616167670 To o To o o o o o o o oo o oo oo o oo o o o o o o oo o oo oo T oo o o o o o o oo oo oo To o o
function MarchingSimplex(n,k,First,Last,Division,Func,filename)

% Abre arquivo para escrita do esqueleto combinatrio e escreve

% pardmetros de entrada

file = fopen(filename,’w’);

fprintf(file,’%3d %3d\n’,n,k);

fprintf(file,’%3d ’,Division(1:n));

fprintf(file,’\n\n’);

% Delta: comprimento dos lados de cada célula da malha

Delta = (Last-First)./Division;

% Pert: fungdo de pertubagdo com distribuigio normal

Pert = random(’Normal’,0,1,2"n,n)*0.000001;

% Base: base de cada dimensdo da malha (ver definig3o de base no
% cap. contagem e enumerag&o)

Base = InitGrid(m, Division);

% BaseP: base de permutagdes
for i = 1:n
DivisionP(i) = i;
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end
[BaseP] = InitGrid(n,DivisionP);

% BaseC: base de combinagdes
for i = 1:k+1
DivisionC(i) = n-k+i;
end
[BaseC] = InitGrid(k+1,DivisionC);

% Repete para cada célula g da malha
for g = 0:Base(n+1)-1

% Calcula os rétulos das coordenadas de g na malha a partir de
% sua enumeragdo

[Grid] = GridCoords(n,g,Base);

% Calcula as coordenadas dos vértices de g e o valor da funcdo
% Func nesses vértices

[Vert FVert] = GenVert(n, Grid, Pert, First, Delta, Func);

% Repete para cada simplexo s de g

for s = 0:BaseP(n+1)-1
fprintf(’Simplexo: g = %d s = %d\n’,g,s);
% Calcula n-upla f a partir da enumeragdo de s em g
[f] = GridCoords(n,s,BaseP);
% Mapeia f em uma permutagdo P
f = f+1;
[P] = Map_Perm(n,f);
% Encontra os rétulos dos vértices de s a partir de P
[Simp] = GenLabelSimplex(n,P);
% VertexManifold: coordenadas dos vértices da aproximag&o
% de M em s
VertexManifold = [];
% FaceVertex: rétulo das células da aproximagio de M
FaceVertex = [1;
% NumberVertex: nuimero de faces de s na aproximag&o
NumberVertex = 0;

% Repete para cada face formada pela combinagio de
% k+1 vértices de s
for j = 0:BaseC(k+2)-1
% Calcula combinagdo C a partir da enumeragdo j
[C] = GridCoords(k+1, j,BaseC) ;
C = C+1;
[lex] = Lexico(k+1,C);

% Verifica unicidade de C (desconsidera-se todas permutagdes,
% exceto uma)
if lex ==
% Rotula a face em fung8o dos rétulos dos vértices de s
for i = 1:k+1
Face(i) = Simp(C(i));
end
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% Calcula as coordenadas dos vértices da aproximagdo (Vertex)
[Vertex trans] = GetVertexManifold(mn,k,Face,Vert,FVert);

% Inclui Vertex na aproximagdo de M, assim como os rétulos
% de Face, caso a variedade seja transversal ao simplexo

if trans ==
VertexManifold = [VertexManifold; Vertex];
FaceVertex = [FaceVertex; Face];
NumberVertex = NumberVertex + 1;
end
end

end

% Calcula o esqueleto combinatério da aproximagdo no simplexo s
if NumberVertex > 0O
[nSkel Skel AdjSkel] = Skeleton(n,Simp,k,NumberVertex,FaceVertex) ;
% Escreve a enumeragio da célula g e os rétulos de suas
% coordenadas na malha
fprintf(file,’%3d ’,g);
fprintf(file,’%3d ’,Grid);
fprintf(file,’\n’);
fprintf(file,’ 1\n’);
% Escreve o numero de vértices de uma célula da aproximag&o
fprintf(file,’%3d \n’,nSkel(1));
% Escreve os rétulos dos vértices extremos das arestas
% da triangulac8o de entrada que contém vértices da
% aproximag8o e as coordenadas desses vértices da aproximag&o
for i = 1:nSkel(1)
fprintf(file,’%3d ’>,Skel{1}(i,:));
fprintf(file,’%15.8f ’,VertexManifold(i,:));
fprintf(file,’\n’);
end

% Escreve a dimens8o de cada face da aproximagdo, e o rétulo de
% suas facetas
for j = 1:n-k
fprintf(file,’%3d\n’,nSkel (j+1));
for i = 1:nSkel(j+1)
fprintf(file,’%3d ’,AdjSkel{j}{i}(:));
fprintf(file,’\n’);
end
end
fprintf(file,’\n’);
end
end
end
fprintf(file,’-1\n’);
fclose(file);
return
end
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Apéndice C
Cédigo Continuation Simplex

Serao apresentadas apenas as fungoes que ainda nao foram descritas nas segoes e
capitulos anteriores.

Tt ol o o 1o 1o 1o 1o ToToToToTo o o o o o oo oo oo o oo To To T o o o oo oo oo oo o o To T o oo o oo oo oo oo o o To T o

% Fungdo ContinuationSimplex

% Esta fungdo percorre os simplexos da triangulagdo K_1

% de acordo com o método da segdo 5.2 do capitulo 5 para

% encontrar o simplexo da triangulacdo que contenha o ponto
) inicial.
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% Entradas:

% n: Dimens&o do dominio

% k: Dimens8o do contradominio

% Fisrt: Ponto inicial da malha em R°n

% Last: Ponto final da malha em R°n

% Division: nimero de divisdes em cada dimens8o da malha
% FirstPoint: Ponto inicial da variedade

% Func: Fungdo que define a variedade implicita

% filename: nome do arquivo que serd escrito o esqueleto
% combinatério

Too o To o o To oo o To o o To o o o To o o Jo o o o o o oo o oo o o Tt o oo o o T o o To oo oo o oo o oo o o T o o To o o o o
function ContinuationSimplex(n,k,First,Last,Division,FirstPoint,
Func,filename)

% Abrindo o arquivo de saida de dados que serd escrito o

% esquleto combinatério e escrevendo as dimensdes do dominio,

% contra-dominio e nimero de divisdes da malha

file = fopen(filename,’w’);

fprintf(file,’%3d %3d\n’,n,k);

fprintf(file,’%3d ’,Division(1:n));

fprintf(file,’\n\n’);

% Calculando o espagamento da malha

Delta = (Last-First)./Division;

% Gerando o hipercubo de perturbagdes

Pert = random(’Normal’,0,1,2"n,n)*0.000001;
% Gerando a base para a malha
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Base = InitGrid(m, Division);
% Gerando a base para as permutagdes
for i = 1:n
DivisionP(i) = i;
end
[BaseP] = InitGrid(n,DivisionP);
% Gerando a base para as combinagdes
for i = 1:k+1
DivisionC(i) = n-k+i;
end
[BaseC] = InitGrid(k+1,DivisionC);

% Inicializando as listas vazias
NSimpTrans = O;
1;

SimpTrans =
NSimpProc = 0;
SimpProc = [];

% Encontrando o primeiro hipercubo com rétulo g e simplexo com
% rétulo s
[g s value] = GetFirstSimplex(n,k,First,Last,Division,FirstPoint,Func);
% Analizando se houve falha
if value < O
% Falha da pesquisa pelo simplexo inicial
fprintf (’Nenhum simplexo transversal\n’);
return
end

% Inserindo (g,s) na lista de simplexo transversais

% ndo processados

[NSimpTrans SimpTrans] = InsertList(NSimpTrans,SimpTrans,g,s);
gold = -1;

% Percorrendo a lista de simplexos transversais n8o processados
while NSimpTrans > 0
% Removendo um simplexo transversal nfo processado da lista
[g s NSimpTrans SimpTrans] = GetAndRemoveList(NSimpTrans,g,SimpTrans) ;
% Inserindo (g,s) na lista de simplexo transversais
% ja processados
[NSimpProc SimpProc] = InsertList (NSimpProc,SimpProc,g,s);
fprintf (’Simplexo: g = %d s = %d N = %d\n’,g,s,NSimpTrans);
% Verificando se o simplexo pertence ao mesmo hipercubo do
% dltimo simplexo processado
if g "= gold
% Novo hipercubo, gerando os vértices e a fung8o avaliada nos
% vértoces deste hipercubo
[Grid] = GridCoords(n,g,Base);
[Vert FVert] = GenVert(n, Grid, Pert, First, Delta, Func);
end
% Gerando a permutagdo com rétulo s
[P] = Get_Perm(n,BaseP,s);
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% Gerando os rétulos dos vértices do simplexo a partir da permutagio
[Simp] = GenLabelSimplex(n,P);
% Inicializando o esquelto combinatério deste simplexo
NumberVertex = 0;
VertexManifold [1;
FaceVertex = [1;
% Gerando os vérices do esqueleto combinatério deste simplexo
% percorrendo as faces de dimensZo k
for j = 0:BaseC(k+2)-1
% Calculando a combinag&o
[C] = GridCoords (k+1, j,BaseC) ;
C = C+1;
% Verificando se é lexicografica
[lex] = Lexico(k+1,C);
if lex ==
% Calculando os rétulos dos vértices da face
for i = 1:k+1
Face(i) = Simp(C(i));

end
% Verificando se a face é transversal e caso sim
% armazenado o véritce do esqueleto combinatério
[Vertex trans] = GetVertexManifold(n,k,Face,Vert,FVert);
if trans ==
VertexManifold [VertexManifold; Vertex];
FaceVertex = [FaceVertex; Facel;
NumberVertex NumberVertex + 1;

end
end
end
% Se o simplexo é transversal
if NumberVertex > O
% Gerando o esqueleto combinatério
[nSkel Skel AdjSkel] = Skeleton(n,Simp,k,NumberVertex,FaceVertex);
% Escrevendo o esqueleto combinatério
fprintf(file,’%3d ’,g);
fprintf(file,’%3d ’,Grid);
fprintf(file,’\n’);
fprintf(file,’ 1\n’);
fprintf(file,’%3d \n’,nSkel(1));
for i = 1:nSkel(1)
fprintf(file,’%3d ’,Skel{1}(i,:));
fprintf(file,’%15.8f ’,VertexManifold(i,:));
fprintf(file,’\n’);
end
for j = 1:n-k
fprintf (file,’%3d\n’ ,nSkel(j+1));
for i = 1:nSkel(j+1)
fprintf(file,’%3d ’,AdjSkel{j}{i}(:));
fprintf(file,’\n’);
end
end
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end

Cddigo Continuation Simplex
fprintf(file,’\n’);
% Gerando os simplexos adjacentes que também s&o transversais
% Varrendo as faces de dimens8o n-k do esqueleto combinatério
for i = 1:nSkel(n-k)
% Calculando o vértice a ser pivoteado
[r] = GetPivotSimplex(n+1,Skel{n-k+1}(1,:),Skel{n-k}(i,:));
% Pivotendo com relagdo a esta faceta
[value gl s1] = Pivoting(n,r-1,Grid,P,Division,Base,BaseP);
% Se o pivoteado esta no dominio
if value ==
% Verificando se este simplexo ja foi processado
[value] = InList(NSimpProc, SimpProc, gl, si);
if value ==
% Insere na lista de simplexos a serem processado
[NSimpTrans SimpTrans] = InsertList(NSimpTrans,SimpTrans,gl,si.
end
end
end
end
% Armazenando o dltimo hipercubo processado
gold = g;
end

% Finalizando o arquivo do esqueleto combinatério
fprintf(file,’-1\n’);

% Fechando o arquivo com o esqueleto combinatério
fclose(file);

return



