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Prefacio

Este texto pretende introduzir, brevemente, e de forma bésica, defini¢oes e resul-
tados importantes da Andlise Funcional, visando o entendimento de alguns méto-
dos variacionais cldssicos aplicados na resolucao de equagoes diferenciais parciais
(EDPs).

O publico-alvo sugerido é de alunos de graduagao dos cursos de Bacharelado em
Matemética e cursos iniciais de pés-graduacao (Mestrado). A ideia é apresentar os
resultados para aqueles que desejam estudar Andlise Funcional, com o objetivo de
se especializar nas dreas de andlise de EDPs (solugoes fracas) e também da anélise
numérica. O diferencial desse texto, em relagdo aos que ja existem na literatura,
pode ser, por exemplo, a apresentacao dos temas via motivagao de problemas simples
de interesse da Engenharia Mecanica, e a tentativa de introdugao dos mesmos via
uma linguagem acessivel. Porém, todos os tépicos abordados podem ser encontrados
em livros cldssicos de Analise Funcional e de EDPs.

Finalmente, vale comentar que a base do manuscrito submetido é fruto de um
curso ministrado pelos autores no Verao de 1996 do LNCC (Laboratério Nacional
de Computacao Cientifica, no Rio de Janeiro e também apresentado na forma de
minicurso nas edigdes do CNMAC de 1988 (Ouro Preto-MG) e 1997 (Gramado-RS).

Rio de Janeiro, Junho de 2019.

Sandra Malta
Luis Adauto Medeiros
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivagao

Inicia-se com um problema de Fisica servindo de exemplo para outras aplicagoes.
Trata-se de encontrar o modelo matematico representando a configuragao de equi-
librio de uma membra eldstica, presa no bordo, submetida a um campo de forcas
modificando a configuragao de equilibrio inicial.

Idealiza-se a membrana como um aberto limitado conexo € do plano R2, cuja
fronteira denota-se por I'. Supbe-se a membrana presa ao longo de I' e submetida a
um campo de forgas f(z1,z2). Uma hipétese fundamental é que os deslocamentos
dos pontos (z1,x2) de €, sob a agdo de f(z1,x2), sdo perpendiculares ao plano
x10x,. Tais deslocamentos sao considerados pequenos. Por esta razao, o modelo
matematico a ser encontrado denomina-se pequenas deformagoes verticais de uma
membrana eldstica presa no bordo.

Dado um ponto (z1,x2) de £, sua posi¢ao, pela acdo de f(z1,x2), representada
por S, é definida pelo conjunto

S = {(z1,29,2) € R®; 2 = u(xy, x2), (x1,22) € Q}.

O objetivo desta segdo é caracterizar S por meio uma equagao.

A acao de f(z1,x2), no ponto (x1,z2) de €, gera uma reacao, em sentido
contrério, suposta proporcional ao deslocamento u(xy,z2). Assim, em cada ponto
atua a for¢a f(z1,22) — ku(z1,22), onde k > 0 é o coeficiente de reagao do meio
(membrana). O trabalho realizado por esta forga para efetuar o deslocamento du
é [f(z1, ) — ku(x1, 22)]du. Desse modo, o trabalho realizado para deslocar, verti-
calmente, o ponto (x1,22,0) de Q ao ponto (z1,x9,u(x1,2z2)) de S é representado
por fou(f — ku)du = fu — Eu?. Finalmente, o trabalho total ao deformar Q em S

2
serd o somatério sobre os pontos de 2, isto é,

U, = /Q(fuf §u2)dac. (1.1.1)

Procura-se, a seguir, tornar inteligivel a no¢ao de tensao na membrana. Pense na
membrana cortada em duas partes A e B ao longo de uma curva [, lembrando-se
todavia, de que se esta supondo que, em repouso, a membrana esteja esticada, ou
melhor, que ela esteja presa em seu bordo. Assim, admitindo-se o corte [, uma parte
exerce ac¢do sobre a outra. Suponha-se que a acao da parte A sobre B, ao longo
de [, possa ser substituida por uma forga uniformemente distribuida ao longo de [,
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fronteira de B, de modo que a cada elemento de arco dl esteja aplicada uma forga
7dl, dirigida segundo a normal externa a [, situada no plano tangente & membrana
e 7 chama-se vetor tensao. Limitar-se-d4 ao estudo de oscilagoes de membranas no
caso em que ha distribui¢ao uniforme de tensoes sobre a membrana, isto é, em que
a tensao 7 nao depende da diregao nem do corte [.

Supoe-se que a tnica for¢a externa atuando sobre a membrana seja f(z1,x2) e
que além desta atua apenas a tensao 7, suposta constante em 2. A seguir encontra-
se o trabalho realizado pela tensdao 7, quando 2 assume a posicao S. De fato,
considere-se um retangulo dz;dzs de © o qual deformou-se, por f(z1,z2), na por¢ao
ds de S. O trabalho efetuado pela tensao para deformar dxydrs em ds é dado por
7(ds — dzydzs). Note-se que

ou \? ou\? :

Representando-se por Vu o gradiente da funcao real u, obtém-se:

ou \? ou \?
VuP=(-—] +(=) .
| ‘ ( 895 1 ) 81‘2
Portanto, ds = (14-|Vu|?)"/2dz1dzs. Aproximando-se esta raiz por meio do binémio
de Newton, levando-se em conta a hipdtese de pequenas deformagoes, obtém-se:

1
ds = (1 + §|Vu\2) dzidxs.

Logo,
g\VuFdzldxg

é o trabalho da tensao realizado na deformagao de dxidzs em ds. Por outro lado,
o trabalho da tensao na deformacao de 2 em S é dado por

@:I/Wm%n (1.1.2)
25)

Concluf-se de (1.1.1) e (1.1.2) que o trabalho total para deformar Q em S é definido

como .
s = [ vupa - [ (u-fu) as (113)
Q Q

onde J(.) é um funcional linear, que serd estudado a seguir. Note-se que representa-
se por jQ a integral dupla sobre €2 e por dxr a medida dxidzs.

Qualquer funcio regular (suave) definida em 2, nula sobre I', pode ser pensada
como representando deformagoes verticais da membrana eldstica, presa no bordo
I". Denomina-se classe admissivel sobre €2, o espaco vetorial real das fungoes reais
em Q = QUT, continuamente diferencidveis em ) e nulas em I'. Representa-se
esta classe por A(Q). Consequentemente, J(u) dado por (1.1.3) é bem definido em
AQ), ie., J: AQ) — R.

O Principio da A¢do Minima afirma que de todos os objetos de A(Q) o que
representa a deformagao vertical da membrana elastica é aquele que torna esta-
ciondrio o funcional J(u), isto é, que anula a derivada de J(u). De modo explicito,
posi¢oes de equilibrio sio funcdes u de A(Q) tais que

£%§UW+AM—JWH:Q N4 0, (1.1.4)
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para todo v € A(f2). A expressao em (1.1.4) é a derivada de Gateaux do funcional
J(-) na direcao de v.
Passa-se agora ao cédlculo do limite em (1.1.4). Por definigdo tem-se

J(u—i-/\v):%/ \Vu+)\v|2dr—/(u+)\v)fd1’+
Q Q

+§/ (u+)\v)2dx:1/ \Vu|2dx+7'/\/ Vu - Vodz+
2 Ja 2 Ja Q

A2 9
+— [ |Vo|*de — | ufde—X [ vfde+
2 Ja Q Q

k kA2
+7/u2d:v+k)\/uvdx+—/v2da:
2 Ja Q 2 Ja

Juw4+ A v) = J(u)+ 1A / Vu.Vvdmf)\/ vfdx + kX / uvdx+
Ja Q Ja

ou seja,

A2 kA2
+I |Vol?de + —— | v?da.
2 Jo 2 Ja

Dai, resulta que o limite em (1.1.4) reduz-se & equagao

T/Vu~Vvdaf+k/uvdm:/fvdx, (1.1.5)
Jo Q Q

para toda v € A(Q). Conclui-se, portanto, que as fun¢des u, que representam de-
formagoes da membrana 2, submetida ao campo de forga f(z1,x2), sdo caracteriza-
das pela equagao (1.1.5), que deve ser satisfeita para toda v admissivel (v € A(£2).)

1.2 Roteiro

Um dos objetivos dessse texto ¢ o estudo da equagio (1.1.5). Inicialmente, suponha
que u seja duas vezes continuamente diferencidvel em 2 e v € A(Q). Aplicando a
Primeira Formula de Green ou o Lema de Green , dada por,

/VU'VUdl':*/’UA’U,d.’IJ+/U@dF, (1.2.6)
Q O Jr on

& primeira integral em (1.1.5) e supondo 7 = 1, obtém-se

/Vu.Vvdx:—/ Auvdz.
Q Q

Portanto, a equagao (1.1.5) fica re-escrita como

/[7Au+ kulvdx = / fodx
Q Ja

para todo v € A(Q). Deduz-se dai que u, descrevendo as deformacdes de uma
membrana eldstica, presa no bordo I'; é solu¢ao do problema

—Au(xy, z2) + ku(z1,22) = f(x1,22) em Q,
u(zy,22) =0 sobre T.

(1.2.7)
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Note-se a profunda distin¢ao entre as formulagoes (1.1.5) e (1.2.7). Na primeira
exige-se apenas uma derivada de u enquanto que na segunda necessario se torna que
u possua duas derivadas. Em (1.1.5) a solugo é vista sob a forma de uma igualdade
integral e em (1.2.7) exige-se uma igualdade pontual. Nessa dltima formulacao
as derivadas que aparecem sao no sentido local de Isaac Newton (1642-1727) e
Gottfried Leibniz (1646-1716). Por outro lado, na formulagao (1.1.5), prova-se, a
seguir, que a nocao de derivada, sugerida pela prépria formulagao, serd uma nocao
global idealizada por Laurent Schwartz (1945) e Sergei Sobolev (1930).

Examinando o problema sob a forma pontual (1.2.7) encontra-se uma grande
dificuldade imposta pela forma geométrica de €. Assim, as solu¢oes quando € é
um retangulo ou um circulo sao estudadas nos primeiros cursos de matematica da
graduacao. A formulacao (1.1.5) sendo global sdo exigidas determinadas condigdes
de integrabilidade.

Para estudar matematicamente o modelo da membrana eldstica presa no bordo
(1.1.5) introduzimos no Capitulo 2 conceitos fundamentais de espagos de Hilbert e
entao retornamos, no Capitulo 3, ao estudo da membrana eldstica, onde analisamos
a regularidade da solu¢ao e uma formulagdo mais geral para o problema, i.e., as
deformacdes da membrana com obstdculos. No Capitulo 4 comentamos resultados
classicos de existéncia, unicidade e regularidade para problemas de evolugao, cujas
solugoes variam no espago e tempo, tais como a equacao linear de ondas e a equacao
do calor. E introduzido no Apéndice A o conceito de solucdo fraca de uma EDP
e apresentada, no Apéndice B, uma demonstracao do Teorema de Hahn-Banach,
retirada das notas de aula de um curso de Anélise de Leopoldo Nachbin (1922-
1993). Finalmente, no Apéndice C exibimos a andlise numérica da discretizagio
temporal e espacial da equagao do calor pelos métodos nimericos de diferencas
finitas e elementos finitos, respectivamente.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais de
Espacos de Hilbert

2.1 Projecao sobre Subespagos
Definigao 2.1 (Espago de Hilbert). Um espago de Hilbert é um espago vetorial
munido de um produto interno, e completo em relagdo a norma definida por esse

produto interno [7]. Com L?(Q) representa-se o espaco de Hilbert das fun¢oes reais
em Q cujo quadrado € integrdvel a Lebesgque [12, 13] em Q. Isto significa dizer que

LX) ={u:Q— R;/Q |u(x)|? de < oo}

O produto escalar e a norma por ele induzida, em L%*(Q), sdo respectivamente,
definidos por:

= U.T’U.’I?.TE'U2: 'UTE2.T.
(uw)—/ﬂ()()d o /Q|<)|d

De modo geral, considere-se um espaco de Hilbert real V', cujo produto escalar
representa-se por ((.,.)) e a norma por ele induzida por ||.|y. Tem-se para cada
v € V que sua norma ¢ dada por

vl = ((v,0)).
Diz-se que um subconjunto M de V' é um subespago de V', quando M for um
subespaco vetorial de V' e fechado em V', segundo a topologia de V' dada pela norma.
Definigao 2.2. Seja M um subespaco préprio de V' e ug um vetor de V.. Denomina-

se distancia de ug a M ao niumero positivo

0 = inf - .
ulélM”uO ullv
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Proposicao 2.1. Se M C V for um subespaco proprio de V e uy € V entao existe
um unico v € M tal que
0 = |lug — v|v.

Demonstracao: Seja ug ¢ M, pois se ug € M o resultado é trivial. Para provar a
unicidade de v, suponha-se que existam dois vetores v e © em M tais que

6 = [luo — vllv = [luo — 0lv-

Tem-se %(v +0) € M pois M é um subespago vetorial. Entao, pela defini¢ao de §

como um infimo, resulta

v—10
2

lluo — v >4

Tem-se,
v+ 0
2

1 R
[luo — v = 5lluo —v+uo —dllv <

1 1 R
< Slluo =vllv + S lluo = 2llv = 4.
Das duas ultimas desigualdades para ¢, obtém-se
l[(wo — ) + (uo = D) [lv = [luo = vllv + [luo — dlv. (2.1.1)

Demonstra-se que (2.1.1) implica a dependéncia linear de ug — v e ug — 0, isto é,
ug —v = Aug —0) com XA # 0. Se A =1 entdo v = 0. Se A # 1 é contraditério pois
uo nao pertence a M. Logo v = 0.

A seguir, prova-se a existéncia do vetor v. De fato, sendo 6 um infimo, existe
uma sucessao (v, )neny de vetores de M tais que:

lim [Jug — vy|lv = 9.
n—o0

E suficiente mostrar que (v, )nen é convergente para v, que pertence a M. Para
isto, basta provar que (vp)nen €é uma sequéncia de Cauchy do subespago M. De
fato, tem-se,

Um + v 1 1
luo = =5—llv < Slluo = vmllv + 5 lluo = vallv-
Resulta que,
lim [lup — 22 <6
m,n— 00 2
Sendo %(vm + v,) € M, conclui-se que
lim flup — 2y > 0,
m,n—00

Das duas desigualdades anteriores segue-se

. vm + ’U/n(
lim |ug — ——
m,n—0o0 2

v =é.

Sabe-se que um espago vetorial V', dotado de produto escalar ((-,)), vale a Identi-
dade do Paralelograma, ou seja,

l = oIl + [l + 0l = 2(lfull§, + [10]17), (2.1.2)
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para todo par de vetores u,v de V. Logo, tomando-se em (2.1.2) u = ug — v, €
v = ug — Uy, obtém-se
U + Up, 2

lvm — Un||\2/ = 2fluo — U"LH%/ +2[Juo — 'UHH%/ —4 2

Uy —

v
Considerando-se o limite quando m, n tendem para o infinito, tem-se

Um  |jvy, — vplly = 0.
m,n— oo

Resulta que (v,)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em M, logo convergente para
v € M pois M é fechado em V. Tem-se ||ug — v|ly > § porque § é o infimo. Logo,

8 < Hlug = vllv < fluo = vallv + [[v = vallv.

Portanto, tomando-se o limite quando n tende para o infinito, obtém-se ¢ = ||ug —
v|ly. Conclui-se que a cada vetor uy de V fica associado um tinico v de M tal que

—vlly = inf |Juo — ullv-
ol = inf fluo — ully
|

Observa-se na demonstracao da Proposicao 2.1 que a tnica propriedade vetorial
de M crucial na prova foi que: se v,,,v, € M tem-se %(vm +v,) € M. Isto diz
que o resultado vale quando M é apenas um convexo fechado de V. Desse modo,

suponha-se que exista um vetor © nao nulo e nao perpendicular a ug — v, isto é,

((ug —v,0)) =X #0.

Considere o vetor

vy =v+ P sendo (=

Efetuando-se os cédlculos, chega-se a contradi¢ao

Tem-se,

)\2
((9,9))
pois v é o vetor que minimiza a forma quadrética ||ug — w||?,. Logo, up — v é

perpendicular ao subespago M. Conclui-se que todo vetor ug em V| nao pertencente
a M, decompoe-se, de modo 1nico, sob a forma

luo = valf5r = [lu —v]l¥, — < Jluo —v]?

Uy = v+ w.

Este resultado é conhecido como oTeorema da Proje¢ao , com v € M e w perpen-
dicular a M. Diz-se que v é a componente de ug em M ou projecao de ug sobre M.

O
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2.2 Formas Lineares Continuas

Denomina-se forma linear continua sobre um espago de Hilbert real V', a uma funcao
f 'V — R, linear e continua em V. Diz-se que uma forma linear f : V — R é
limitada, quando existe um constante C' positiva tal que

|f(v)] < Clv|ly para todo v € V.

Demonstra-se que as nogoes de forma linear continua e forma linear limitada sao
equivalentes e também que

1l = sup{‘f(”)'~ v o}. (22.3)

l[oflv”

é uma norma para f e tem-se ainda a desigualdade

IF @< I f[Hvllv-

Exemplo 2.1. Fizando-se u € V, a fun¢io f(v) = ((u,v)) é uma forma linear
continua em V. Assim, firada uma coordenada no produto escalar de V' obtém-se
uma forma linear continua.

A seguir, demonstra-se o Lema de Riesz-Fréchet provando que as formas lineares
continuas em um espago de Hilbert V' sdo representadas por um produto escalar,
de modo unico. Porém, antes disto, apresenta-se duas importantes e tteis desigual-
dades, a saber

Desigualdade de Cauchy-Schwarz Para quaisquer dois vetores z,y de um es-
pago vetorial V' com produto interno e norma (|| - ||), tem-se

|(z 9)| < ll=llllyll; (2.2.4)

Desigualdade de Poincaré Seja C' > 0 uma constante que depende de €, logo

IVulre) > Clulrz), para todo u € Hy(Q). (2.2.5)

Lema 2.1 (Lema de Riesz-Fréchet). Seja V' um espago de Hilbert. A cada forma
linear continua f:V — R, corresponde um tinico vetor v € V tal que

f(u) = ((u,v)), para todo weV.

Ll = lollv-

Além disso, tem-se

Demonstra¢ao:  Suponha f diferente da forma nula. Pode-se mostrar que da
continuidade da forma linear f tem-se

N={veV; f(v)=0}

é um subespago de Hilbert de V. Portanto, existe ug € V,ug # 0, perpendicular a
N. Considere-se os vetores f(u)ug— f(ug)u quando u € V. Estes vetores pertencem
a N. Sendo ug perpendicular a N resulta que

((f(w)uo — f(uo)u,ug)) = 0.
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Logo, prova-se que para todo u € V', existe v = %uo tal que

flu) = ((u,v)). (2.2.6)

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha que existam dois vetores v e v em V'
satisfazendo (2.2.6), ou seja,

f(u) = ((u,v)) = ((u,9)) paratodo wueV.

Entao, encontra-se ((u,v — 0)) = 0; tomando-se u = v — ¥ obtém-se v = 0.
Finalmente, resta provar que || f|| = [Jv[|y. De fato, de (2.2.6) e da desigualdade
de Cauchy-Schwarz (2.2.4)

|f ()] = [((w, o) < [lullvlv]v,
o que implica ||f|| < |jv||v. Tomando-se u = v chega-se a f(v) = ((v,v)) = ||v|3-

resultando || f[| = [[v]lv. Logo, || fllv = [|v]l- u

Represente-se por V' o espaco vetorial das formas lineares continuas em V . Do
Lema de Riesz-Fréchet 2.1 resulta que existe uma isometria J de V em V. Assim,
dadas f,g € V' define-se um produto escalar em V' por

((f.9)v = ((J7'f. T g)). (2.2.7)

Com este produto escalar V’ é um espaco de Hilbert denominado espa¢o Dual do
espago V.

2.3 Convergéncias Fraca e Forte

Em um espaco de Hilbert ha dois conceitos de convergencia - um dado pela norma,
outro pelo produto escalar. Considere-se um sucessao (vy,)neny de vetores de V.
i) diz-se que (vy,)nen converge para v na norma de V quando lim [|v — v,y =0
n—o0
em R.

ii) diz-se que (v, )nen converge para v segundo o produto escalar de V', quando

lim ((vn,w)) = ((v,w)), paratodo w e V.

n—00

Proposigao 2.2. Se (v,)nen converge para v seqgundo a norma entao ela converge
para v sequndo o produto escalar.

Demonstracao: De fato, tem-se
|((vn, w)) = ((v,w))] < [lon = vllv[wlv,

para todo w € V. Logo a sucessao converge sequndo o produto escalar. |

A recfproca da Proposigao 2.2 nao ¢ verdadeira, em geral. De fato, seja (én)nen
um sistema ortonormal completo de V' [7]. E possivel provar da identidade de
Parceval que para todo v € V' a série

e}

|((en, 0)I?

n=1
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é convergente. Logo, seu termo geral converge para zero, isto é, lim |((en,v))| =0,
n—o00

para todo v € V. Portanto, (e,)nen converge para zero segundo o produto escalar
((,-)). Sabe-se que |le; — enlly = V2, para todo m,n € N, logo ndo converge
segundo a norma de V.

Dai diz-se que a convergéncia segundo a norma ser forte e segundo o
produto escalar ser fraca . Com esta nomenclatura a Proposi¢ao 2.2 afirma que
se uma sucessao de V' converge forte ela converge fraco.

Teorema 2.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Para toda sucessao limitada
(vn)nen de wm espago de Hilbert V extrai-se uma subsucessio (vn,)jen fracamente
convergente.

Demonstracao:  Sendo (vp)neny C V limitada, existe C' > 0 tal que |lv,|ly < C
para todo n € N. Represente-se por M o subespaco de V gerado pelo conjunto
dos vetores v,,n € N. Assim, M ¢é o fecho forte em V' do conjunto das combinagoes
lineares finitas ), a;v; e pode-se mostrar que M ¢é separavel (existe um subconjunto
enumerdavel e denso em M) [15].

Seja agora {u,}neny um conjunto enumerdvel denso em M. A sucessio de
nimeros reais {((vn, u1))}nen ¢é limitada. Do Teorema de Bolzano-Weierstrass em
R resulta que ela possui uma subsucessao {((vin,u1))}nen convergente. A sucessao
{((vin,u2))}nen sendo limitada possui uma subsucessao {((ven,us2))} convergente.
Por este processo constréi-se uma sucessao de sucessoes

(vln)n€N7 (U2n)n€N7 s (vkn)nENv e

tal que cada uma é subsucessao da anterior e {((vgn, ur))}nen é convergente para
todo k € N. Resulta que a sucessio diagonal {((vsn,ur))}men converge para
k = 1,2,.... Assim,obtém-se uma subsucessdo (v,,)ven tal que {((vn,,ur))}ven
é convergente para k =1,2,....

A seguir, demonstra-se que a sucessao {((vn,,w))}ven converge para todo w €
V. De fato, peloTeorema da Proje¢ao, todo w € V decompoe-se, de modo unico,
sob a forma w = v + z, sendo v = proj,;w e z perpendicular a M. Portanto,
((vn,,w)) = ((vn,,v)). Resta provar, apenas, que ((v,,,v)) converge para todo
v € M. E suficiente demonstrar que a sucessao ((vn,,v)) é de Cauchy em R. De
fato, tem-se

[((vn, = vn,, 0))] = [((0n, = vn,, 0 —vp +01))] <

< (W, = vng,ve))l + (v, = on,, v —vp))|
< ((vn, = ong, 08)) +2C 0 = vi[lv-

Note que {((vn,,vr))}ven é convergente pra todo k = 1,2, ..., por construgao, logo
uma sequéncia de Cauchy *. Os vy, sdo densos em M, logo |lvx —v||y converge para
zero. Dal resulta que {((vn,,v))}ven é de Cauchy para todo v € M.
Seja agora f : V — R definida por
f(v) = lim ((vn,,v)).
V—00

para todo v € M e zero no perpendicular. Sendo V = M @ M=+ de modo tnico, f
é bem definida em V. Esta f é uma forma linear e continua em V. Portanto, do

Y(vn)nen é uma sequéncia de Cauchy em V se, e somente se, para cada e > 0 existe ng = ng(€)
tal que |un — um| < € para todo m > ng,n > ng
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Lema de Riesz-Fréchet, existe um tnico v € V tal que f(v) = ((u,v)) para todo

v € V. Logo,
Tim ((v,.2)) = ((u,v))
para todo v € V. A subsucessao converge fraco. |

2.4 Distribuicoes

Inicia-se com o caso unidimensional, isto é, Q =Ja,b[ é um aberto da reta real R,
podendo € ser a prépria reta R.

Denomina-se suporte de uma fungao u :Ja,b[— R ao fecho do conjunto dos
pontos & de Ja, b[ onde u é diferente de zero. Note que o suporte de u é fechado em
R. Quando o suporte de u for limitado é um compacto da reta. Sao consideradas
as fungoes u :]a, b[— R com suporte compacto.

Representa-se entao por C§°(a, b) o espago vetorial das fungoes reais em Ja, b|, in-
finitamente continuamente diferencidveis em a, b[, com suporte compacto em |a, b|.
A primeira questao é saber que C§°(a,b) é nao vazio. De fato,

1
u(z)=| © =2 se |z <1
0, se |z|>1

pertence a C§°(R). Logo C§°(a, b) nao é vazio.

Defini¢ao 2.3. (Nogao de Convergéncia em C§°(a,b)) Diz-se que uma sucessdao
(¢v)ven de fungoes ¢, € C§°(a,b) converge para zero quando forem satisfeitas as
condigoes

i) as fungoes @, possuem seus suportes contidos em um compacto firo K Cla,b[;

ii) a sucessao (v, )uen € a sucessao de derivadas de todas as ordens convergem para
zero em K.

O espago vetorial C3°(a,b) munido dessa nog¢ao de convergéncia representa-se por

D(a,b).

Definigao 2.4. (Distribuicao sobre ]a,b) Denomina-se distribui¢io sobre ]a,b[ a
toda forma linear continua em D(a,b). Assim, uma distribuicao sobre |a,b| é uma
fungao T : D(a,b) — R, satisfazendo as condigoes:

i) T ¢ linear, isto €,
T(ap + pv) = aT () + BT ()
para todo par ., B € R e ¢, € D(a,b);

ii) T € continua em D(a,b), isto €, se (¢,)ven converge para zero em D(a,b), entdo

T(p,) =0 em R, quando v — co.

Denota-se o valor de T em ¢ por T'(¢) como usual mas usa-se também (T, o).

Definigao 2.5 (Nogao de Convergéncia). Diz-se que uma sucessio (T,),en de dis-
tribuigoes converge para T, quando a sucessao numérica ((Ty,,))ven converge para
(T, ) para toda ¢ em D(a,b). O espago vetorial das distribui¢oes sobre |a,b[ com
esta nog¢ao de convergéncia representa-se por D'(a,b).
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Exemplo 2.2. Representa-se por L (a,b) com 1 < p < 0o, o espago vetorial das

fungoes u :Ja, b[— R cujo o mddulo elevado a p, restrito a cada compacto K de ]a, b],
€ integrdvel. Dito simbolicamente, significa dizer que para todo compacto K Cla,b]
tem-se

/ [u(z)Pdr < oco.
JK

Com LP(a,b), onde 1 < p < oo representa-se o espago vetorial das fungoes cujo o
mddulo elevado a p € integrdvel em ]a,b[. Destaca-se com énfase o caso p = 2, isto
é, L*(a,b). Considere-se u € L} (R) e a forma linear de T' definida em D(R) por

(T, p) = /Ru(x)w(a?)dm, para toda ¢ € D(R). (2.4.8)

A integral em (2.4.8) € finita jd que ¢ possui suporte compacto K no qual

€ finita. A sequir prova-se que T € uma distribui¢cao. Primeiro observa-se que T
linear em D(R) pois, para todo a, B € R e ¢,1 € D(R), tem-se

T(ap+ B) = /Ru(x)(agp + Bi)de = a/Rugpdx + A /R wibdr = oT(p) + BT (V).

Resta provar que T é continua. De fato, para cada ¢ € D(R), encontra-se
(19l < [ lu@llp@lds < (mavsexlot@) [ fute)ld.

1
loc

Como u € L}, .(R) a integral em K ¢é finita, ou seja, ela é constante. Logo,

(T, @) < C(mazsexp(z)]) -

Provando que T € continua em D(R), no sentido da convergéncia definida em D(R).
Realmente, se (¢,)ven for uma sucessao de objetos de D(R) convergente para zero
em D(R), entdo existe um compacto firo K de R contendo os suportes das ¢, .
Além disto, ¢, — 0 uniformemente em K, isto é, mazycx|py(x)] — 0, quando
v — oo. Logo (T,p,) — 0, provando a continuidade de T. Deste modo, T ¢é
uma distribuicao, ou seja, T € D'(R). A sequir, demonstra-se que a distribui¢do
T ¢ univocamente definida por u € L}, .(R). De fato, suponha T definida por duas
fungoes u,v € L} (R). Tem-se

loc

(T, p) = /Rugodx e (T, ) = /Rvgpd;v
[ lute) @)ty o (2.0.9)
para toda ¢ € D(R).

Lema 2.2 (Lema de Du Bois Raymond). Se u € L}, (R) for tal que

loc

/ updx =0 para toda ¢ € D(R),
R
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entdo u =0 quase sempre em R. [15, 4]
Resulta do Lema de Du Bois Raymond 2.2 e da identidade (2.4.9) que

u=wv quase sempre em R,

isto €, T é univocamente definida por u. Por esta razao identifica-se T com a fung¢ao
u que a define dizendo que a distribuicio u € L}, _(R) [15]. O

loc

Exemplo 2.3. Considere-se a forma linear dy definida em D(R) por

(00, 9) = (0).

E simples verificar a continuidade de 8o em D(R), portanto dg € uma distribuicdo
sobre R, demominada massa de Dirac concentrada no ponto zero.

Proposicao 2.3. A distribuicio &y ndo é definida por uma fun¢io de L, (R).

loc
Demonstragao: A demonstragao sera feita por reducao a uma contradigao. De

fato, suponha-se que dy seja definida por uma fungao u de L}UC(R)7 isto é,
©(0) = (bo, ) = /}Rwdw,
para toda ¢ € D(R). Sendo ¢ € D(R) resulta que z¢ € D(R),. Logo,
/Ruaxpdx = 2p(x)|z=0 =0,
para toda ¢ € D(R). Isto implica que
/R(ux)god:c =0 paratoda ¢ € D(R).

Logo, sendo uz € L}, (R), do Lema de Du Bois Raymond 2.2 tem-se ux = 0 quase

sempre em R, isto é, u = 0 quase sempre em R. Portanto,
»(0) = / updr =0 paratoda ¢ € D(R).
R
Esta conclusao ¢ falsa, pois

e =7, se |z|<1
0, se |z[>1

pertence a D(R); porém, ¢(0) = e~ # 0. Conclui-se entdo que dp nao ¢ definida
por uma func¢io u € L}, .(R). ]

Tem-se deste modo dois exemplos significantes de distribui¢oes. A primeira
sendo L] .(R) mas a segunda, a massa de Dirac dp, ndao. Assim o espago vetorial
D'(R) das distribui¢des sobre R contém efetivamente o espago vetorial L}, (R). O
leitor poderd consultar [15] se tiver interesse em outros exemplos.
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2.4.1 Derivada de Distribuigoes

A guisa de motivagao sera feita a revisao do método de integracao por partes.
Suponha-se que u, ¢ sejam objetos de C'(a, b), obtém-se

b b
/ ug'dz = up|’ f/ u'pdx,
a

a

que é o processo de integracao por partes. Se ¢ for um vetor de D(a,b), tem-se
v(a) = ¢(b) = 0 e daf resulta que

b b
/ up'dr = 7/ u'pdx.
Ja a

Tomando esta igualdade como motivagao, Sergei Sobolev [19] introduziu o conceito
de derivada fraca como segue.

Definigao 2.6 (Derivada Fraca Sobolev). Foi visto que u € L}, (a,b) identifica-se
uma distribuicao, isto €, u € uma distribuicao por abuso de linguagem. Segundo So-

bolev, a distribuicao u € L}, .(a,b) possui derivada fraca, quando existe h € L}, .(a,b)
tal que

b b
/ up'dr = —/ hpdx

para toda ¢ € D(a,b). Tal objeto h de L, (a,b) verificando a igualdade em D(a, b)

loc
denomina-se a deriwada fraca de u sequndo Sobolev [19]. Escreve-se,

d
deZh ou u' =h.

Note-se que esta nogao de derivada é dada apenas numa parte prépria L, .(a,b)
de D'(a,b). Esta nocao é suficiente para o estudo de uma larga classe de proble-
mas de matemética e suas aplicagoes. A nogao de derivada idealizada por Laurent

Schwartz [18] é dada para toda distribui¢ao T° de D’(a,b), como vemos a seguir.

Definigao 2.7 (Derivada Schwartz). Define-se para toda T € D'(a,b), sua derivada
no sentido das distribuicoes ou seqgundo Laurent Schwartz, a distribui¢ao % definida
sobre ]a,b[, do modo sequinte:

T dp
— =—(T,— 24.1
< dz’ tp> < ' dx> ' ( 0)
para toda ¢ € D(a,b).

Assim, toda distribui¢ao T' € D’(a,b) é derivdvel indefinidamente o que repre-
senta um progresso substancial do uso das distribuigoes nas aplicagoes. Isto nao
acontece ao adotarmos a nogao de derivada fraca introduzida por Sergei Sobolev.
A derivada de ordem n, isto é, % é definida por

T , dne
C o= (1,2
<dx"’(p> (-1 < 7dxn>,

para toda ¢ € D(a,b).
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Exemplo 2.4. Foi demonstrado, ver Proposi¢ao 2.3, que 09 nao é um objeto

de L}, .(a,b), entretanto é derivdvel no sentido das distribuicoes (sequndo Laurent

Schwartz). De fato,

ddo dy ,
v = LN =_ D(a,b).
< e g0> <(507 da:> ¢'(0), para toda ¢ € D(a,b)

De modo geral,

o N _ iy ls TN Cynpm
(o) = 0" (8 L) = (060, para tods € D(asd

a"r
Usa-se a notacao Zom 8 T para a derivada de ordem n e T” para a derivada
x

primeira.

Exemplo 2.5. Considere-se a fun¢ao u(zx) = |z|, para x € R. Representando por
u' sua deriwada no sentido das distribui¢oes, tem-se por definigao

(o]
<u,7 99> = 7<'LL7 (P/> = / Ug@ldl’7

J =00

para toda ¢ € D(R), porque u € L}, (R). Calculando-se a integral, resulta

o] 0 00
7/ uy'dz =/ ;vga/dxf/ z¢'dw
—0o0 —o0 0

0 0 0
/ z'dr = x| —/ (+1)pdx :/ (—=1)pdz,

pois @ possui suporte compacto em R.
De modo andlogo encontra-se

—/ xcp'dx:/ (+1)pdz.
0 0

Portanto, das iltimas identidades e definigoes, escreve-se

onde

0 00
(1/799):/ (_1)<ﬂd$+/0 (+1)pdz. (2.4.11)

—00
Considerando agora a fun¢ao sigx, denominada sinal de x, ou seja,

.| 1, se x>0
SIgr = -1, se <0
e de (2.4.11), tem-se que a derivada no sentido das distribuicoes de |u| em R € dada
por
(u,p) = (sigw,p) para toda ¢ € D(R),

ou seja, u' = (|x|') =sigzx. O
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Exemplo 2.6. Calcule a derivada de sigx. Tem-se, por defini¢ao,

+oo
((sige)’, o) = —(sigz, ¢') = —/ siga ¢'dr =

—00

0 [e%s}
= +/ o dx — / @' dr = 20(0) = (200, ).
0

—00
Portanto, tem-se
(sigz) = 260.

Note que u(x) = |z| € localmente integrdavel em R sendo sua derivada sigx que
também € localmente integrdvel. Entretanto, sigx possui 20y para derivada a qual
nao € localmente integravel, embora derivavel. Este exemplo mostra o aspecto geral
da idéia de derivada sequndo Laurent Schwartz, [18]. O

Até o momento considerou-se fungoes reais definidas em Ja, b[C R; porém, as
nogoes se estendem sem dificuldade ao caso de um aberto €2 do R™. Assim, tomando
¢ : Q — R define-se em C§°(Q2) e D(N) distribui¢ao e derivada de distribuigao . Por

17)
exemplo, e é a distribuicao definida por
1

oT _ Op
<39Ei’@> o <T7 3~’Ei> '

Uma distribuicao possui derivadas parciais de todas as ordens.

2.5 Espacos de Sobolev

O leitor interessado em mais detalhes sobre este assunto pode consultar [15].

Seja 2 um aberto do R", podendo ser o préprio R™. Como foi visto anterior-
mente, toda u € L} (a,b) é identificado a uma distribui¢do sobre |a, b[. Mutatis
mutandis conclui-se o mesmo resultado para os objetos de L},.(§2) e, portanto, os
vetores de L?(Q) sdo considerados distribuigoes sobre Q. Portanto, se u € L?(Q)
sendo uma distribuigao possui derivada de todas as ordens no sentido das distri-
buicoes. O que nao é verdade é que estas derivadas sejam definidas por fungoes de
L?(), ou seja, pertencam a L2(£2). Um exemplo simples desta situacio é sig x para
—1 <z < +1 que é L?(—1,+1) mas sua derivada 25 ndo é L? .(—1,+1). Motivado
por este aspecto, Sobolev introduziu um novo espago de distribuigoes sobre €2 de

largo uso nos problemas de contorno.

Definicdo 2.8 (Espaco de Sobolev H(Q2)). Denomina-se espaco de Sobolev de
ordem um sobre Q, ao espago vetorial H'(Q) constituido das distribui¢oes de L?(£2)
cujas derivadas parciais também pertencem a L*(Q). Assim,

v
ox i

HY(Q) = {v € L*(Q); € L*(Q), com 1<i<n} (2.5.12)

Em HY(Q) define-se o produto escalar e norma, respectivamente, do modo sequinte:

((u,v)) = Vu.Vvdr—f—/uvdx e H’UH2:/ |Vv\2dx+/v2d:r. (2.5.13)
Q Q Q Q
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Proposicao 2.4. O espago H' (), com o produto escalar ((-,-)), é um espaco de
Hilbert real.

Demonstragio: De fato, seja (v,),eny uma sucessio de Cauchy em H'(Q). Resulta

8 v ~ = . .
que (vy)pen, (%) , 1 < < nsdode Cauchy em L?(2). E suficiente examinar
i/ yen
a norma em H'(). Sendo L?(Q) um espaco de Hilbert ele é completo, logo
v, — g em L*(Q),

converge fraco em L%(Q) e, portanto, no sentido das distribuicoes em 2. Desse
modo,

0 0
— | v ? dw — —/ Vo ? da para toda ¢ € D(Q), com 1<i<n.
o Oz o Oz

Por definicao, do resultado acima, tem-se

v,
o Oz

0
pdr — / ﬂcp dx
Q 81/
para toda ¢ € D(Q2), para 1 < i < n. Logo, conclui-se que

v, . Ovg
82131' 8x1 ’

D'(Q), para 1<i<n.

Sendo a sucessio das derivadas de Cauchy, em L?(f2), obtém-se

Deve-se provar que % € L*(Q). Note-se que esta convergéncia implica

v,

oz, — v, em D(Q), 1<i<n.

Portanto, da unicidade do limite, v; = g;ﬁ’ pertence a L?(€2). Logo,

v, — vy em L*(Q),

v, Ovg 2 .
L (Q2 1< <
oz, — oz, em (Q), <i<n,
com vy € L*(Q), g%? € L*(Q), 1 < i < n, provando que vy € H'(Q), isto é,
H'(Q) é completo, logo um espaco de Hilbert. [ ]

Representa-se por H{(Q) o fecho de D(Q) em H'(Q). Demonstra-se que se
v € H}() entdo o trago de v na fronteira I' = 9Q é zero [15] . O trago de v
representa-se por v|p que se 1é v restrito a I'. Este é um abuso de notagao. Assim,

HY Q) ={ve H(Q);v=0 sobre T}. (2.5.14)
Portanto, H}(Q) é o espago apropriado para a andlise do modelo que representa

a posicao de equilibrio de uma membrana eldstica presa no bordo (ver equagao
(1.1.5)). Sendo HE () um espago de Hilbert tem sentido falar em seu dual que
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representa-se por H~1(Q). Caracteriza-se o dual H~!(2) como sendo o espaco das
distribuigoes sobre €2 da forma

oy vy,
T = — .+ —
Yo+ Oz et Ox,,’

onde vg, v1, ..., v, sa0 objetos do L%(Q2). Tem-se as inclusdes
D(Q) C Hy(Q) c LA(Q) c H Q) c D'(Q),

ap6s identificar-se L?(£2) como seu dual (L?(Q2))’. Mais detalhes, consulte [11, 15].

2.6 O Teorema de Lax-Milgram

Sejam V' e H dois espacos de Hilbert, V' C H denso com inje¢ao continua. Dada
uma forma bilinear a(u,v) em V' e uma forma linear continua L € V' satisfazendo

a(u,v) = (L, v)vxv, (2.6.15)
deseja-se resolver as seguintes questoes:

i) quais restrigoes devem ser feitas a forma bilinear a(u,v) para que exista uma
dnica u € V solugao de (2.6.15)7

ii) quais restrigdes devem ser feitas a forma a(u,v) para que a solugao do problema
(2.6.15) seja o tinico u € V' que minimize o funcional

J(v) = %a(v,v) — (L, v)vixv (2.6.16)

em V?

Estas questoes resolvidas com a generalidade proposta incluem todos os proble-
mas lineares dito V-eliticos-simétricos. Antes de respondé-las é necessario introduzir
algumas defini¢oes importantes.

Definigao 2.9. a) diz-se que uma forma bilinear a(-,-) : V. x V. — R ¢é continua
em V' quando existe uma constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < Cllullv||vllv, paratodo w,v eV,
onde por || - ||v denota-se a norma do espago V.

b) diz-se que uma forma bilinear a(-,-) : V. x V — R € coerciva (ou V -elitica) em
V' quando eziste uma constante o > 0 tal que

a(u,u) > a|lull¥, para todo we V.

c) diz-se que a forma linear L é continua em V se
(L,v)vixv < C|lv|lv, paratodo v e V.

Tem-se L € V' (o dual de V).
O teorema que serd demonstrado a seguir responde a questao i).
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Teorema 2.2 (Teorema de Lax-Milgram). Seja a(u,v) uma forma bilinear continua
e coerciva em V. Entao para toda L € V' existe um tinico u € V' solugdo do pro-
blema (2.6.15).

Demonstragao: Primeiro demonstra-se a unicidade e a seguir a existéncia. Sejam
uy e ug solugbes do problema (2.6.15). Logo, tem-se

a(ui,v) = (L,v)yxy, paratodo veV,

a(uz,v) = (L,v)v/xy, paratodo ve V.

Das identidades acima, encontra-se
a(u; —ug,v) =0, paratodo veV.

Fazendo v = u; — ug e usando a coercividade da forma af(-,-), obtém-se
alluy — qu%/ < a(u; — ug,u; —ug) =0.

Consequentemente, u; = us ja que a # 0.
Do Lema de Riesz-Fréchet 2.1 existe um tunico [ € V' tal que

(L,v)yrxv = ((l,v)) paratodo veV, (2.6.17)

onde por ((-,-)) denota-se o produto escalar em V. Supde-se v fixo em a(v,w);
sendo a aplicacio w — a(v,w) linear e continua, entao de (2.6.17) é possivel ter
um unico vetor de V' denotado por A(v) tal que

a(v,w) = (A(v),w), paratodo v,weV. (2.6.18)
O operador A(v) é linear. De fato, tem-se
a(Av1 + Aave, w) = (A(Mv1 + Agv2), w), VA1, A € R, Vo, v0,w € V. (2.6.19)
Por outro lado, da bilinearidade de a(-,-), segue-se
a(Av + Agve,w) = Aa(vy,w) + Aa(ve, w)
=M (A(v1),w) + A2 (A(ve), w) (2.6.20)
= (MA(v1) + A2 A(v), w).
Portanto, de (2.6.19) e (2.6.20), obtém-se
AN o1 + Ava) = A A(v1) + A A(va),

ou seja conclui-se a linearidade de A(v). Desta propriedade denota-se A(v) = Av.

Demonstra-se a seguir a continuidade de A(v). De fato, da continuidade de
a(-,-) existe C' tal que

la(u,v)| < Cllullv[[v]lv, paratodo v,u€eV.
Fazendo-se w = Av em (2.6.18), tem-se

[[Avflv < Cllollv-
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De (2.6.17) e (2.6.18) o problema (2.6.15) equivale ao problema linear em V/,
Au=1. (2.6.21)
Reescreve-se (2.6.21) da seguinte forma

Encontrar u tal que
u=u—p(Au—1) paraalgum p>0.

Para resolver o problema de ponto-fixo (2.6.22), considera-se a aplicacao W, : V
V', definida por
W,(v) = v — p(Av —1). (2.6.22)

Para vy, vy € V, tem-se
W, (v2) = Wp(v1)[|* = [[vg = v1]|* = 2pa(ve — v1,v2 — v1) + p*[[A(va — 01|,
Logo,
Wy (v2) = W, (01)[[? < (1 = 2pa+ p?[|A]?) [z — oa %,

sendo W, uma contracio estritamente uniforme se 0 < p < 2al|A||?. Considerando-
se p variando neste intervalo, tem-se uma tunica solu¢ao do problema de ponto-
fixo (2.6.22), que implica na existéncia de uma solugao para o problema (2.6.15) e
completa-se, assim, a demonstracao do teorema. | |

Antes de responder a questao ii), isto é, quando é possivel a equivaléncia entre
os problemas (2.6.15) e (2.6.16), acrescenta-se a defini¢do (2.9) o seguinte conceito

d) Diz-se que uma forma bilinear a(-,-) : V' x V — R é simétrica quando a(u,v) =
a(v,u) para todo u,v € V.

Teorema 2.3. Seja a(-,-) : V x V. — R uma forma bilinear, continua, coerciva e
simétrica em 'V e L € V'. Entao u € V solugao do problema variacional (2.6.15)
€ 0 Unico elemento que minimiza o funcional J(v) definido em (2.6.16) e vice-versa.

Demonstragao: Prova-se incialmente que (2.6.15) implica em (2.6.16). De fato, seja
u solugao do problema (2.6.15) e v € V, calcula-se

J(v):J(u+v—u):%a(u—l—v—u,u—&-v—u)—L(u-{-v—u)
1 1
= §a(u,u)—L(u)+a(u,v—u)—L(U—u)—&-ia(u—v,u—v)

= J(u) 4+ a(u,v —u) — L(v —u) + %a(u —v,u— v).
Ja que u é solugao de (2.6.15) e a(-,-) é coerciva, obtém-se
a(u,v —u) — L(v—u) =0, paratodo veEYV,
a(v —u,v —u) >0, paratodo veV.
Logo, tem-se
J(v) > J(u), paratodo v eV,

ou seja, u é a solucdo de (2.6.16). Demonstra-se a seguir que (2.6.16) implica
(2.6.15). Seja u solugao de (2.6.16) e v € V, observa-se que

J(u+tv) — J(u)

p >0, YweV, Vt#0cR. (2.6.23)
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Além disso,

lim J(u+tv) — J(u)

t—0 t

=a(u,v) — L(v), para ¢>0.
Entao de (2.6.23) obtém-se
a(u,v) — L(v) >0, paratodo veV.
Tomando-se —v ao invés de v, conclui-se que
a(u,v) — L(v) =0, paratodo veV,
isto é, u é uma solucao de (2.6.15). |

Conclusao: A partir dos Teoremas 2.2 e 2.3 demonstra-se para uma forma bilinear,
continua, coerciva e simétrica a equivaléncia entre os problemas:

Encontrar w €V tal que
a(u,v) = L(v), paratodo veV; (2.6.24)
‘ Encontrar w €V tal que (2.6.25)

J(u) < J(v), paratodo veV;

Na terminologia do Calculo Variacional, a identidade (2.6.24) corresponde a
Equagao de Euler do problema de minimizacao (2.6.25).

2.6.1 O Problema de Dirichlet Homogéneo
Seja V = H}(Q) (2.5.14) com © C R? um aberto limitado. Define-se:

a(u,v):/Vu~VvdJ;+/u~vdJ;,
Q Q

<f,v):f(v):/ﬂf-vd:r7 com f € L*9).

O produto escalar em V fica dado por: ((u,v)) = a(u,v). A norma associada
escreve-se Como:

lolly = (/Q|Vv\2dq:+/ﬂv2dx)2 — ((0,0))%.

Logo, (V.|| - ||v) é um espaco de Hilbert.

wl=

Lema 2.3. As formas a(u,v) e f(v) satisfazem as condi¢oes do Teorema de Laz-
Milgram 2.2.
Demonstracao: Sejam u,v € V. Entao

i) a(u,v) é continua. De fato, tem-se

|a(u,v)|§|/Vu~Vvdx|+|/u~vda:\
Q Q

= |(Vu’ V’U)| + |(u7 ’U)|7
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onde (-,-) é o produto escalar em L?(Q). Da desigualdade de Cauchy-Schwarz
(2.2.4) chega-se a

la(u,v)| < |Vulrz0)|Volrz@) + [ulr2 @) v L2 @)
Dal obtém-se
1
la(u,v)| < (|VU‘%2(Q) + ‘U‘%%Q))Z (|VU‘%2(Q) + ‘U‘%%Q))-

Portanto,
la(u,v)| < [lullv(ollv, VYu,veV.

ii) a(u,v) é coerciva. Seja u € V, logo
a(u,v) = |VulZa gy + |ulF2(0),

ou seja,
a(u,u) = JJully,.

iii) f(v) é uma forma linear continua em V (em outras palavras, f € V' =
(H(Q)) = H71(Q)). Da desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.2.4), obtém-
se

[f()| = [(f;0)] < [flre@lvlz@)-
Além disso, usando a desigualdade de Poincaré (2.2.5), encontra-se

[f(0)] < Clflr2llvllv-

Logo, como f € L?(12), segue-se o resultado desejado, ou seja,
[f(v)] < Clollv
|

Do Lema 2.3 e aplicando o Teorema de Lax-Milgram 2.2 encontra-se um tnico
u € H () satisfazendo o problema variacional

/Vu-Vvder/uvvdx:/fmd:c, para todo v € H}(Q).  (2.6.26)
Q Q Q

O problema (2.6.26) é conhecido como a formulag¢ao fraca do problema de Diri-
chlet homogéneo
—Au4+u=f em
u=0 sobre 0N.

2.6.2 O Problema de Neumann Homogéneo

Seja agora V = HY(Q) (2.5.12) sendo a(u,v) e f(v) como na subsecio anterior.
Também aqui tem-se (V.| - [[v) um espago de Hilbert. Estando a forma bilinear
a(u,v) e o funcional linear f(v) nas condi¢oes do Teorema de Lax-Milgram 2.2,
existe um unico u € V tal que

a(u,v) = f(v), paratodo v & H'(Q),
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ou seja,

Vu-Vvdac—i—/

u-vdr = / f-vdz, paratodo ve HY Q). (2.6.27)
Q Q

Q

Sendo f € L?(9), o teorema de regularidade afirma que a solucdo u € H?(Q),
quando a fronteira de Q é regular [15]. Logo, usando o Lema de Green 1.2.6 e
tomando v € D(2) C H'(Q), encontra-se

/Q[*Aquu}‘”dx:/ﬂf-vd.z:

Portanto, partindo-se da equacao acima e do Lema de Du Bois Raymond 2.2, tem-se
— Au+u=f quase sempre em (). (2.6.28)

E a condigdo de contorno? Multiplicando agora (2.6.28) por v € H(f2) e integrando,

segue-se
—/Au~vdx+/u~vdx:/f~vdz.
Q Q Q

Entao pelo Lema de Green 1.2.6, tem-se
ou 1
Vu-Vvde+ | — vde+ [ w-vde= [ f-vde,Yvoe H(Q). (2.6.29)
Q r ov Q Q
De (2.6.27) e (2.6.29), obtém-se
ou 1
— -vdr =0, paratodo ve H (Q).
r v

Por meio de uma andlise delicada [14], conclui-se que

0
8—3 = sobre I.

Portanto, u € H2(12) satisfaz o problema de Neumann homogéneo

—Au+u=f em Q

%:0 sobre T

Assim como no exemplo anterior, a formula¢ao fraca do problema acima esta
representada pela igualdade (2.6.27).

2.6.3 O Problema Misto Dirichlet-Neumann

Seja © C R? cuja fronteira I' é tal que: I' = ToUT'y, onde T'y possui medida positiva
e’y =T'—Ty. Supondo-se I' suficientemente regular, faz sentido definir a aplicacao

v HYQ) — L3(T)
v — (V) = v, (2.6.30)

denominada fung¢do trago de v sobre I'y [15].
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Demonstra-se que v é uma aplicagdo linear e continua de H'(2) sobre L?(Ty).
Portanto, o subespago V = {v € H'(Q); ~v = 0} é fechado em H'(f2), com a
norma induzida de H'(Q). Lembre-se que definiu-se

ol = ol oy = /Q Vol de + /Q o2 da.

Tem-se, entdo H} () C V C H'(Q). Considera-se em V a aplicagao T : V — R,

tal que )
2 o\ 2 2
v— T(v) =[v], onde [v]= <;/Q (5@) dx) .

Lema 2.4. A aplicagio T : V +— R define uma norma em V.
Demonstracao: De fato, se [v] = 0 entao

ov .
=0, para todo 1<i<mn.
8@-

Logo v é constante em Q. Como v € V entao vjr, = 0 e, deste modo v =0 em Q. B

Proposicao 2.5. Em V as normas [] e || - ||[v sao equivalentes, isto €, existem
constantes positivas Cy e Cy tais que:

Ch|vllv < [v] < Coljvlly, YveV.

Demonstragao: Consulte [15]. |

Viu-se na subsecao anterior que a forma bilinear
a(u,v) = / Vu~Vvdr+/ u-vdr.
Q Q

é contfnua e coerciva em H'(Q) com a norma || - ||y. Usando a equivaléncia das
normas (Proposigao 2.5) em V, obtém-se:

i) a(u,v) é continua em V;

ii) a(u,v) é coerciva em V.

Portanto, do Teorema de Lax-Milgram 2.2, conclui-se que dado f € L2?(Q) (por
exemplo) existe um dnico u € V' tal que

a(u,v) = / f-vdx, paratodo wveV. (2.6.31)
Q

Analogamente aos exemplos anteriores, partindo de (2.6.31) encontra-se
—Au+u=f em Q.

Multiplicando-se por v € V' e integrando em €2, obtém-se

7/Au-’Ud.’L'+/u-Ud.’L':/f‘Udl'.
Q Q Ja
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Supondo u € H?(Q) e pelo Lema de Green 1.2.6, segue

/VU'VUdiE+/ 8fu-vdach/ @-vdl’+/u-vdr=/f-vd;v.
Q r, OV r, v Q Q

Ja que v € V, tem-se
ou
Vu - Vudr + — vdr+ [ u-vder= | f-vdz. (2.6.32)
Q Ty ov Q Q

Entao de (2.6.31) e (2.6.32), encontra-se

% -vdr =0, paratodo veV.
T 87/

Aqui hé outro ponto delicado, mas “interpreta-se” a igualdade acima como sendo

ou
Y =0 sobre I'.
Conclui-se que a solugao v € V' do problema misto satisfaz
u € H?(Q)
—Au4+u=f em
u=0 sobre Ty (2.6.33)
19}
a—z =0 sobre IY.

Interpreta-se o problema (2.6.33) como o da posigao de equilibrio de uma membrana
Q) fixa ao longo de uma parte I'y de sua fronteira I'. Obtém-se uma condicao de
Dirichlet em I'y ¢ Neumann em I'y. [J

O leitor poderd consultar [14] se tiver interessado na andlise de problemas
elipticos, como aqueles apresentados nesta sub-se¢ao, com condi¢oes de contorno
nao-homogeéneas.

2.7 Exercicios
1. Considerando a relacao
[[(uo = v) + (uo — D) |lv = [luo — vllv + [[uo — 2l[v. (2.7.34)

Demonstre que (2.7.34) implica na dependéncia linear de ug — v e ug — 0, isto
é, up — v = Aup — ) com A # 0.

2. Demonstre que um espago vetorial V', dotado de produto escalar ((,)), vale
a Identidade do Paralelograma, ou seja,

llu = wll3 + [lu+ol3 = 2(/[ul3 + [[0]), (2.7.35)
para todo par de vetores u,v de V.

3. Seja V um espaco de Hilbert real e f : V' — R uma forma linear e continua

em V. Demostre que
111 =sup {0 20},

llollv”
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11.

Conceitos Fundamentais de Espacos de Hilbert

é uma norma para f e que vale a desigualdade

[F @) < 1Al

Supondo f diferente da forma nula, mostre que da continuidade da forma
linear f tem-se

N={veV; f(v)=0}
um subespaco de Hilbert de V.

. Represente-se por V’ o espago vetorial das formas lineares continuas em V .

Do Lema de Riesz-Fréchet 2.1 resulta que existe uma isometria J de V' em
V', Assim, dadas f,g € V' demonstre que

((f,9)v = ((J7 ., 1)), (2.7.36)

define um produto escalar em V.

. Represente-se por M o subespaco de V', espaco de Hilbert real, gerado pelo

conjunto dos vetores {vp,en}. Assim, M é o fecho forte em V' do conjunto
das combinagoes lineares finitas >, a;v;. Mostrar que M é separdvel (existe
um subconjunto numerével e denso em M).

. Considere-se a forma linear ¢y definida em D(R) por

(00, ) = (0).

Verifique a continuidade de dy em D(R) (dp é uma Distribui¢do - massa de
Dirac concentrada no ponto zero).

. Discutir a existéncia e unicidade de solugao do problema

—Au=f em €

u=0 sobre 0f) (2.7.37)

. Analogamente ao caso do exercicio anterior, considere o problema (2.7.37)

ou
condigoes de Neumann, isto é, — = 0 sobre 0f).
v

. O que pode ser dito sobre o problema

—Au+a-Vu=f em

u=0 sobre 00 (2.7.38)

onde @ € R? é constante.

Demonstrar que se v € Hg () entdo o traco (fungdo trago) de v na fronteira
T =09 é zero. O trago de v representa-se por v|pr que se 16 v restrito a T

Seja (en)nen um sistema ortonormal completo de V' [7]. Prove, usando a
identidade de Parceval, que para todo v € V' a série

oo

> l((en, o))

n=1

é convergente.



Capitulo 3

O Problema da Membrana

Foi deduzida no Capitulo 1 a equagdo da membrana (1.1.5), dada pela seguinte
expressao

T/Vu.Vvdx+k/uvdx:/fvdm (3.0.1)
Q Q Q

para toda u,v € A(ﬁ). Note-se que A(ﬁ) é um espago vago sem uma estrutura
topoldgica definida, e serviu apenas de apoio a imaginagoes para o trabalho inicial
de dedugao. O problema (1.1.5) formula-se agora, de modo claro, em um espago
de Sobolev, precisamente, no espago H}(€2), pois a membrana estd presa no bordo
I". Supondo-se 7 = k = 1 para simplificar a notac¢do, o problema da membrana
consiste em:

Problema M Dada f € L?(f2), determinar u € Hg(Q), tal que

/V?L.V/uda:—&-/?wdx: / fodx (3.0.2)

para toda v € H{(Q).

3.1 Analise da Solucao do Problema da Membrana

Nesta se¢ao analisamos a solu¢ao do problema da membrana a partir de uma nova
metodologia, que dispensa o uso do Teorema de Lax-Milgram 2.2. Desse modo, a
solucao do Problema M consiste nas etapas:

i) provar que existe uma solugao;
ii) provar que a solucdo é unica,
iii) mostrar que a solugdo depende continuamente dos dados iniciais.

A seguir, demonstrar-se-4 que o Problema M satisfaz as condigoes i), ii), iii)
ou, de modo equivalente, é bem posto no sentido de Hadamard .

Existéncia: Observando o produto escalar em H} () o Problema M consiste em
determinar u € H} () tal que

((u,v)) = /va dz, paratodo v € H(Q), (3.1.3)
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onde ((u,v)) = [, [Vu-Vo|dz + [;, uvdz. Observe que fixada a fungdo f € L*(Q)
a aplicagao Ly : H}(Q) — R definida por

Lf(v)z/ﬂf'ud:c

para toda v € H}(Q2), é uma forma linear continua. Logo, sendo Hg (£2) um espago
de Hilbert, conclui-se, do Lema de Riesz-Fréchet (2.1), a existéncia de um vetor
wy € HY(N) tal que

L(v) = ((wg,v)) paratodo ve HH(Q). (3.1.4)
De (3.1.3) e (3.1.4), deduz-se que o Problema M equivale a dizer que a solucao u

é tal que
((u,v)) = ((wy,v)), paratodo v e Hg(f)

isto é, a solucao u do Problema M é dada por
U= wgs.

O
Unicidade: A unicidade da solucdo é simples. Fixada a funcio f € L?(£2), suponha
que existam duas solugoes u e 4 de (3.1.3), isto é

((u,v)) :/ fodx, e ((4,v)) :/fvdx para toda v € Hy ().
Q Q
Subtraindo-se membro a membro as duas igualdades, encontra-se
((u,v)) — ((2,v)) =0 para toda v € H}(Q).

Como
((u,v)) = ((4,v)) = /Q(Vu — Va)Vodz + /Q(u —a)vdr = ((u— 4,v)),

entao
((u—1,v)) =0 paratoda v €& H}(Q).

Tomando-se v = u — @ € Hi(2), obtém-se
((u—,u—a) = |lu—1ilFq =0
provando que u = u.[J

Dependéncia dos dados: Considere-se a aplicagao u : L%(Q) — HE(Q) que a
cada f € L*(Q2) associe a tinica solugao do Problema M, isto ¢, p1; = wy. Tem-se

((,uf,v))z/ﬂfvd.z para todo v € HE(Q).

Logo, sendo f e f, € L2(R), obtém-se
(g = pj0)) = (f = fov) paratodo v e Hy(Q),
ou seja, tomando v = g — iy € H(9Q), tem-se

(g = pgoig — ) = (f = fop = ). (3.1.5)
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Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz (2.2.4) e de Poincaré (2.2.5) na
equagao (3.1.5), chega-se a

iy = gl < 1f = fl

mostrando a continuidade da aplicagio f — wy de L%(Q2) em Hg(€2). Diz-se que a
solugao wy depende continuamente de f. [J

A partir do método de aproximagoes de Galerkin serda demonstrada a existéncia
de solugao do Problema M. Para mais detalhes consulte [1].

Método de Galerkin - O espaco de Hilbert H{ () é separdvel [15]. Logo constréi-
se em H{(£2) uma sucessio (w,),en de vetores tais que

a) para cada m os vetores wi, wa, ..., w,, sdo linearmente independentes;
b) as combinagoes lineares finitas dos w, sdo densas em Hg ().

De posse de tal sucessao demonstra-se a existéncia de uma solugao do Problema
M. O método de Galerkin é construtivo, isto é, obtém-se a solucao como limite de
uma sucessao de solugdes conhecidas em dimensdo finita. Deseja-se construir a
solugdo u € H¢ () da equagao

((u,v)) :/vadm, para todo v € H}(Q). (3.1.6)

Problema Aproximado: Represente-se por V;,, o subespaco de H}(2) gerado pe-
los m primeiros vetores wy, wa, ..., w,,. Tem-se o problema aproximado em dimensao
m.

(3.1.7)

Encontrar  w,, € V,,, tal que
((um,v)) = [, fuda  para todo v € V.

A etapa seguinte consiste em provar que o sistema linear (3.1.7) possui solu¢ao. De
fato, sendo u,, € V,, ele representa-se por

m

i=1

sendo gim, 1 <17 < m as coordenadas de u,, na base wy,ws, ..., w,, de V,,. Fazendo-
se v =wj, 1 <j <m, em (3.1.7) obtém-se o sistema equivalente

Z%‘gim =f; 1<j<m, (3.1.8)
i=1
sendo

Aq5 = ((wzwj)) (&} fj = /wa] dx.

Para provar que (3.1.8) possui solucao é suficiente provar que a matriz (a;;), 1 <
i,j < m é inversivel. Logo, é suficiente mostrar que se

m
ZGLJC/ =0,1<j<m,
i=1
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entao Cy,Cy, ...,Cp, = 0, ou seja, os vetores linha de (a;;) sao linearmente indepen-
dentes. Note que para A uma matriz de V,,, com Au = 0, u € V,,,, tem-se u = 0
entao A é inversivel. Logo, por hipdtese tem-se

S (i w)))Cy =0,
j=1
isto é,

((wi. > Cyuy)) =0.
j=1
Multiplicando-se por C; > 0 e adicionando-se, obtém-se
((um, um)) =0, com  w, = ZC’jwj € Vin.
j=1

portanto, u,, é o vetor nulo de V,,, o que implica C; = Cy = ... = ('}, = 0, provando
que (ai;), 1 < 14,7 < m é invertivel, logo (3.1.8) possui solucao tu,,.0]

Estimativa: A préxima etapa consiste em obter subsucessoes para passar ao limite
nas equagoes aproximadas e chegar a solucdo u de (3.1.6). De fato, considere v = w,,
em (3.1.7). Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.2.4) tem-se

((tmy i) = / ftm dz < | Fl12 ol 1112,
Q

ou seja
lumllmr) <C, C=|flrz@)- (3.1.9)

A desiguladade (3.1.9) diz que a sucessao de aproximacoes (U, )men ¢ limitada na
norma em H¢ (). Em um espago de Hilbert vale o Teorema de Bolzano- Weierstrass
2.1 com a convergéncia fraca [7, 15]. Assim, extrai-se uma subsucessao (u,),en de
(um)men tal que converge fracamente para u em Hg (). Isto significa dizer que

lim ((ug,v)) = ((u,v)) paratodo v e HE(S).
k—o0
Portanto, em (3.1.7) tem-se
((ug,v)) = / fvdx paratodo v e H(Q).
Q
Tomando o limite quando k& — oo obtém-se a solugao do Problema M, isto é,
((u,v)) :/ fvdzr paratodo wve H}(Q)
Q
ou ainda, existe u € H} () tal que
/ Vu.Voudx +/ uvdr = / fvdz, paratodo v e H(Q).
Q Q Q

Como o problema possui solu¢ao tinica, o limite u nao depende da subsucessao
escolhida. Sendo a solugao w limite fraco da sucessao (uy,)men pode-se considerar
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Uy, como uma aproximacao da u. A seguir, calcula-se o erro que se comete ao tomar
Uy, como valor aproximado de u. Para tanto, seja

((u,v)) :/vadx para todo v € H}(Q)

((um,v)) = / fvdx para todo v € V,,.
Q

Sendo V;, C H}(?), a primeira igualdade vale para v € V,,, em particular. Logo,
subtraindo-se membro a membro, obtém-se

((u = tp,v)) =0 paratodo v e V.
Tomando-se v = v,,, — Uy, € V}p,, tem-se
((u = Uy U, — Upn)) =0

ou
(U= U, — um)) = (U — Uy — V).

Entao, aplicando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.2.4), encontra-se que
llu = w* < Jlu = wmllu = v,

ou seja,
lu — upm| < sup |ju—vn,. (3.1.10)
Vm €V
Deste modo, conclui-se que (U )men € Vin, dado pelo método de Galerkin, é a
melhor aproximagao para u € H} (). Este resultado, equagao (3.1.10), é conhecido
na literatura como sendo o Lema de Céa. [J

Proposicao 3.1. A fungdo u, inica solu¢io do Problema M, ¢ o 4dnico objeto de
H(Q) que minimiza o funcional

J(v) = %((v,v)) —/vad:r em Hy(Q).

Demonstracao: A demonstracao é andloga aquela apresentada no Teorema 2.3. ®

3.2 Regularidade das Solugoes Fracas

Do que acabou de ser demonstrado na segao anterior, a solu¢ao do Problema M
é apenas um objeto do H}(£2). Do problema da membrana (1.2.7), apresentado
como motivacao no Capitulo 1, deduz-se que sua solucao u satisfaz as condigoes do
Problema M.

Uma pergunta natural seria agora saber sob quais condi¢oes a solugdo u do
Problema M ¢ solugio de (1.2.7)%. No presente caso simples é verdade quando
possui fronteira I' de classe C?, sendo consequéncia da hipétese f € L%(Q). Tal tipo
de problema foi investigado por varios matemaéticos, L. Nirenberg, F. E. Browder,
S. Agmon, consulte [1]. Para aplicar o método é necessério que a fronteira I' seja
regular, no caso em estudo do Problema M, seja C2. Apenas para dar ao leitor
uma mostra do método, o estudo serd apresentado para 2 = R"™.
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Proposigao 3.2. A solugio u do Problema M, pertence a H}(Q) mas sendo
f € L%(Q) ela pertence a H*(Y), quando T é C2.

Demonstragao: Seja entao = R™, ou seja, I' = ). Como D(R") é denso em
H'(R"), demonstra-se também que se u € H'(R") entdo u(x) — 0 quando |z| —
oo. Considere-se u € H'(R") e h = (hy,ha, ..., hy,) com h, > 0,1 <v < n.
Represente-se por 75, a translagao

mpu(z) =u(x +h), z€R” e z+hecR™
Demonstra-se inicialmente o seguinte lema.

Lema 3.1. Se u € H'Y(R") entdo

1
hT/ |Thu—u\2dx§/ |Vu|?dz.
|hfzn Jrn R

Demonstragao: E suficiente provar para u € D(R™) e por densidade segue-se para
o HL(R"). Assim, seja u € D(R") e

v(t) =u(x +th), teR.

Tem-se,
V'(t) = %hi = h.Vu(z + th)
P y;
¢ 1 1
o(1) — v(0) = / o ()dt = / hVu(z + thdt,
0 0
ou ainda,
1
u(z + h) —u(z) = / h.Vu(z + th)dt,
0
isto é,

1 1 1/2
|Thu — u| < / [h]|Vu(x + th)|dt < |h|gn (/ [Vu(x + th)\th) .
0 0

Finalmente,
1
[Thu —ul? < |hf3. / |Vu(z + th)|*dt.
0

Integrando no R", obtém-se

1 1
72/ [T — ul?dx S/ / |Vu(x + th)|*dzdt :/ |Vu(y)|2dy.
|h‘]R" JRn 0 n R™

O

Voltando a demonstracao da Proposicao 3.2, escreve-se a equacao do Problema
M sob a forma

(Vu, Vo) + (u,v) = (f,v) paratodo ve H'(R"). (3.2.11)

Calculando-se (3.2.11) em v(xz + h) e v(z), subtraindo-se membro a membro e
dividindo-se por |h|gn, obtém-se

1

1 1
Tl (Vu,V(mv —v)) + m(% (thv —v)) = |h|$(f, ThU —v)). (3.2.12)
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Note-se que

/n uv(z + h)
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—v(z)]de = /n wo(z + h)dz — / wv(z)dx

n

= /n u(x + h)v(z)dr — / u(z)o(z)dr = (mu —u,v).

Portanto, modifica-se a equagao (3.2.12), obtendo-se

1 1
—(V(mpu —u), Vo) + ———(Thu — u,v) =
‘h‘R"( (Thu — ), Vo) |h|Rn(h )
(.0 =) < T a0 — vl ] (3:2.13)
= ——(f,mhv —v) < —— |1V — V| 2R 2(Rn)- 2.
e h il h L2(®) || L2 (R

Do Lema 3.1, segue-se

BT
s 7

<

Fazendo

1 1/2
’U|L2(IR7.,) = (m / |Thv —v\2dx) <

1/2
(/ |Vv\zdx) = |Vv|p2(mn)- (3.2.14)
Jrn
1
Dpu = ———1pu — u,
| ]rn

e usando (3.2.14), re-escreve-se a desigualdade (3.2.13) da seguinte forma

(VDpu, Vo) + (Dpu,v) < |f|L2(Rn)|V’U‘L2(Rn).

Tomando-se v = Dju € H'(R™), encontra-se

‘VDhu‘%Q(R"

Dali, resulta a estimativa

)+ ‘Dhu|2L?(]R") < | fle2 @) VDrul g2 ).

[Dpulp2eny < |flr2mn), independente de  h. (3.2.15)

Entao

|VD)1,U|%12(]R”) = /
R

n 2
|VDyu(z)?dr = Z/ ((;zDhu(:p)) dr =
" i=17R" i

Z/ 2% o < 112
i—1 /R hafﬂi = VAR

pela estimativa (3.2.15). Logo,

ou
Dy, —
/n ( ha.Tl

2
) dr < ‘f‘%2(Rn) para todo 1 <i<n.

ou
Consequentemente, Dy —— é limitada em L?(R"), independente de h. Portanto,

6$i

pode-se extrair uma subsucessao

n.2)
8Zi veN
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convergente fracamente para um vetor w € L?(R™); logo no sentido das distribuicoes
sobre R™, isto é, no sentido de D’(R™). Tem-se

. ou 0*u
lim

A D, 5= P para todo 1 <i<n. (3.2.16)

E simples fazer este cédlculo; entretanto pode ser encontrado em [5], pg. 20. De
(3.2.16) e da unicidade do limite, resulta que

82
073 = w e L2(R™),
para todo 1 < i < n, provando que u € H(R"). ]

Portanto a solucio u do Problema M estd em HE(Q) N H2(Q). Assim,

/Vu.V'deJr/uvd;c:/fvdw,

para todo v € H}(Q). Aplicando o Lema de Green 1.2.6, obtém-se

/[7AU+’LL]’Ud.'I)=/fUd.’IJ,
Ja Q

para toda v € D(Q) C H}(Q). Sendo f € L?(R™), —Au +u € L*(R"), resulta que
a solugao fraca u é uma solugao genuina do problema de Dirichlet em 2, isto é

—Au+u=f em Q

w=0 em T. (3.2.17)

Note que no problema (3.2.17) propde-se a encontrar u solugao de —Au+u = f
em  com v = 0 em I, isto é, o problema de Dirichlet com condigbes nulas na
fronteira I' de 2. Ha varias outras condigoes na fronteira, representando problemas
de Fisica, como aquelas de Neumann ou Mistas, analisadas nos capitulos anteriores.
O

As motivagoes servem para descobrir-se o que é geral no particular exemplo esco-
lhido e isolar o que é permanente. Alids este é o objetivo da investigacao cientifica,
segundo A.N. Whitehead e B. Russel (Principia da Mathematica, 1910). Assim,
examina-se, a seguir, o exemplo estudado dentro do principio acima estabelecido.

3.3 Deformacgoes da Membrana com Obstaculos

Nas segoes anteriores estudou-se o modelo matemadtico representando as defor-
macgoes de uma membrana eldstica €2 presa no bordo I'. Demonstrou-se, com a
aplicagdo do Lema de Riesz-Fréchet 2.1 e pelo método (construtivo) de Galerkin,
que o Problema M possui uma tnica solu¢io fraca u no H}(2). Tendo em vista
a simetria da forma bilinear

((u,v)):/QVu.Vvdx+/uvdx,

Q

provou-se que a solugao fraca u é o tinico objeto de H{ (Q) que minimiza em H{ ()
o funcional

J(v) = %((u,u)) - /Q fodz, ve H(Q). (3.3.18)
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e, reciprocamente, o vetor u € Hg(Q) que minimiza o funcional (3.3.18) é a tinica
solucao fraca do Problema M .

Na presente secao estuda-se o problema da deformagao de uma membrana
elastica porém com um obstaculo sob as posi¢oes admissiveis. Formulando de modo
claro, tem-se uma fungao admissivel fixa 1), isto é, deseja-se resolver o problema

Problema MO. Caracterizar o minimo u de

J(v) = %((U,U)) f/vadx, ve HHRQ), feL?)

em H}(Q), de modo que v > 9 em €2, com ¢ € H}(Q), ¥ > 0.
Antes de estudar este problema examinam-se alguns casos que facilitam a com-
preensao da solugao a ser encontrada.

i) Suponha u como objeto de C*'([a,b]; R), com um minimo em xq pertencente a
la,b]. Note —0o < a < b < co. Entéo tem-se:

w(zg) =0 se a<zg<b

W (zg) >0 se a=uxg
' (29) <0 se b=y

Estas trés condi¢oes permitem caracterizar o ponto de minimo zy pela ine-
quacao
' (w)(x —x9) >0 paratodo a <z <b.

Note que o intervalo compacto [a, b] é um convexo da reta. A seguir considera-
se o caso n-dimensional.

ii) Seja K um conjunto convexo do R e u uma fun¢ao de C*(K;R). Suponha que
u possul um minimo em um ponto xy de K, isto é,
u(zg) = min u(z).
Sendo K convexo, se y for um ponto qualquer de K e 0 < A < 1, resulta que
o ponto (1 — Az + Ay pertence a K. Considere-se a funcao U : [0,1] — R

definida por
UA) =u((1 = Nzo + Ay).

Logo,
U(0) = u(zg) = inelgu(x)
Deste modo,
U(0) = u(zo) < u((l— Nz + Ay) =U(N),

pois u(xg) é o valor minimo de v em K. Sendo a desigualdade vélida para
todo 0 < A <1, resulta que U(0) é o valor minimo de U ().

Pelo caso ) tem-se U’(0) > 0 para todo 0 < A < 1. Isto é, o minimo é caracterizado
por U’(0) > 0. Calculando ‘é—()]\ no ponto A = 0, encontra-se

U'(0) = Vu(zo).(y — z0),
sendo «.f3 o produto escalar no R"™. Portanto o minimo é caracterizado pela ine-

quacao
Vu(xo).(y — o) >0 paratodo y € K.
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Retornando-se ao problema da membrana com obstaculo, Problema MO, note-
se que tomando-se ¥ em HE(Q) e ¢ > 0, o conjunto

K={ve H}(Q);v > em Q}

é um convexo de H{ ().

Para resolver o Problema MO utilizamos as duas proposi¢oes que sao apre-
sentadas a seguir. Porém, antes disso, suponha que J(v) assuma o valor minimo
emu € K. Sev e K, ovetor (1 —X)u+ \v e K. Considerando-se a fun¢ao real

gA) = J((1 = Nu+ ), para 0< A<,

calcula-se 1
¢'(0) = lim —(g(\) —g(0)) com X > 0.
A——0\

Pelos casos i) e ii), determina-se que u € K minimizando J(v) em K, satisfaz

/ Vu.V(v—u)de + / u(v—u)de > [ f(v—u)de (3.3.19)
Q Q Q

A inequacao (3.3.19) escreve-se sob a forma mais cémoda

((uy,v —u)) > (f,o—u), YveK. (3.3.20)

A expressao (3.3.20) é conhecida como inequagio variacional do Problema MO . O

Do que se acabou de mostrar conclui-se o seguinte resultado.

Proposigao 3.3. Se u € K minimiza o funcional J(v) em K entio u satisfaz a
inequagao variacional (3.3.20).
Também ¢é possivel mostrar que vale a volta da Proposigao 3.3.

Proposigao 3.4. Se u € K satisfaz a inequacao variacional (3.3.20) para todo
v € K, entdo u minimiza o funcional J(v) em K.

Demonstragao: Do fato de K ser convexo é possivel ver que J(v) é um funcional
convexo, isto é,

J((T=XNu+ ) < (1—=N)J(u) +AJ(v), 0<A<1
Dali resulta que para qualquer v € K, tem-se
J(v) = J(u) > %[J((l —Nu+ ) — J(u)]
com A > 0. Tomando-se o limite quando A — 0, obtém-se
J() = J(w) = ((u,v =) = (f,v—u) =0,

para todo v € K, provando que J(u) é o minimo. [ ]

Conclusao: Usando-se Proposicoes 3.3 e 3.4 chega-se a equivaléncia entre os pro-
blemas

Encontrar u € K talque
(wv—u) > (fo—u), Yoek, (3:3.21)
onde ((u,v —u)) = (Vu, V(v —u)) + (u,v —u) e
' Encontrar w € K minimizando o funcional (3.3.22)

J(U) = %((v,v)) - (f,l)), em K.
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Proposigao 3.5. Se f € L2(Q) a solugdo do problema variacional (3.3.21) pertence
a KN H*Q).
Demonstragao: Veja [1].

Uma aplicagao imediata da Proposicao 3.5 é que a solugao u da inequagao vari-
acional (3.3.21) satisfaz o problema

u € H?(Q)
—Au+u>f em
u>1p em €
u=0 sobre I.

(3.3.23)

Uma generalizacao do problema exposto nesta subsegao é dada por: Seja af(-,-)
uma forma bilinear em V, (V,|| - ||) wm espaco de Hilbert e L uma forma linear e
continua (L € V'), tal que

a(u,v —u) > (L,v —u)yixyr, paratodo v € K, (3.3.24)

onde K C'V é um convezxo fechado.

A questao que se impoe ¢é - quais as hipéteses deverio ser feitas sobre a(-, ) para
que o problema variacional abstrato (3.3.24) possua uma unica solu¢do u € K? O
teorema que sera apresentado a seguir respondera a esta pergunta.

Teorema 3.1 (Teorema de Lions-Stampacchia). Seja a(-,-) wma forma bilinear,
continua e coerciva em Ve K CV um convezo fechado. Entdo para cada L € V'
existe um tnico u € K satisfazendo a inequagao variacional (3.3.24).
Demonstracao: Prova-se primeiro a unicidade e depois a existéncia. Sejam u; e us
solugoes de (3.3.24), tem-se

a(u, v —uy1) > (L,v —uy)yrxyr, paratodo veV,

a(ug,v —ug) > (L,v —ug)yrxys, paratodo veV.

Fazendo-se v = ug na primeira desigualdade e v = u; na segunda, subtraindo-se as
duas e levando-se em conta a coercividade da forma a(-, ), obtém-se

allu; — UQH%/ < a(ug — uz,u; —ug) <O0.

Consequentemente, u; = ug ja que a > 0.

Para provar a existéncia, reduz-se o problema (3.3.24) a um problema de ponto-
fixo. Do Lema de Riesz-Fréchet 2.1, existe um tnico A € L(V,V) (representa-se
por L(V,V) o conjunto dos funcionais lineares e continuos de Vem V) el € V tais
que

(A(u),v) = a(u,v), Yu,veV

(L,v)vrxvr = L(v) = (l,v), YveV.

Entao o problema variacional (3.3.24) é equivalente a encontrar u € V' tal que
(u—p(Au—1) —u,v—u) <0, YWwekK, uekK, p>0,
ou seja, equivale a encontrar u tal que

u= Pg(u—p(Au—1)), paraalgum p >0,
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onde Pk denota o operador projegio de V em K na norma || - ||. Considere a
aplicagao W, : V = V definida por

W,(v) = Prclv — p(Av — D).
Sejam vy, vy € V, ja que Pk é uma contragao, obtém-se

W, (v2) = Wy (v)|? < [Jvz = v1* = 2pa(vs — w1, v2 — v1) + p?|| Avz — 01)||*.
Portanto,
Wy (v2) = Wy(vi)[* < (1 = 2pa + p?[|A]I*) oz — v >

Logo, W, torna-se uma contracio estritamente uniforme se 0 < p < 2af Al

Considerando-se p variando neste intervalo tem-se uma unica solu¢ao do problema
de ponto-fixo implicando na existéncia de uma solugao para (3.3.24). ]

Do que se acabou de demonstrar observa-se
i) Se K =V entao a inequagao variacional (3.3.23) transforma-se na equagao vari-
acional classica
a(u,v) = L(v), paratodo veV,
reduzindo-se, neste caso, o Teorema de Lions-Stampacchia 3.1 no Teorema de
Lax-Milgram 2.2.

ii) As inequagoes variacionais elipticas (introduzidas aqui) algumas vezes ocorrem
com formas bilineares nao simétricas em modelos matematicos para os se-
guintes problemas
= fenoémenos de lubrificagao;
= filtragem de liquidos em meios porosos;
= escoamentos irrotacionais em duas dimensoes.

A titulo de informagao recomenda-se a consulta dos livros [17] e [6].
Conclui-se chamando a atencao do leitor que as inequagoes variacionais foram

investigadas inicialmente por G. Stampacchia, J.L. Lions, H. Brezis, G. Duvaut e

outros, constituindo um aspecto fascinante do Célculo de Variagoes dos nossos dias.
Consulte a titulo de informacao o texto em [8].

3.4 Exercicios

1. Demonstre a Proposicao (3.1).

2. Seja k C R™ um conjunto convexo. Mostrar que v € K minimizando o
funcional J(v) (3.3.18) em K, satisfaz

/Q Vu.V(v —u)de + /Q u.(v —u)de > /Q f(v—wu)dx (3.4.25)

3. Do fato de K ser convexo é possivel ver que J(v) é um funcional convexo, isto
é7
J((1=Nu+ ) < (1=NJ(u)+AJ(v), 0<A<1.
Deste modo, mostre que se v € K, entao

J(w) = J(u) > %[J((l —Nu+ M) — J(u)]

com A > 0.



Capitulo 4

Problemas de Evolucao

4.1 Equacao Linear de Ondas

Seja Q C R™ com fronteira I' com regularidade C2. Para T > 0, niimero real,
considera-se o cilindro do R"! definido por © x (0,7) = Q, cuja fronteira lateral
é¢Y =T x(0,T). Com A- denota-se o operador Laplaciano definido por (com as
derivadas no sentido das distribuicoes)

82~ 82'
A= b+
0x? 072
Representa-se por x = (z1,22,...,2,) um ponto do R™ e por u = u(x,t) uma

funcao definida em (x,¢) € @ com valores em R. Por v’ e u” tem-se as derivadas
ou  0%u
o o
compacto em 2. Com H™ () representa-se o espago de Sobolev de ordem m € N e
H(Q) o fecho de D(Q) em H(Q). As fungoes u € Hg(Q) possuem trago zero em
I

Relembre-se que D(Q) é um espaco de fungoes C* em ) com suporte

4.1.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Pretende-se aqui analisar, sob o ponto de vista de existéncia e unicidade, o seguinte
problema :

u'(x,t) — Au(x,t) = f(x,t), em Q, (4.1.1)
u = 0 sobre 3, (4.1.2)
u(x,0) = wup(x), v (x,0) = uy(x), (4.1.3)

onde as fungoes ug e u; sao conhecidas. A primeira questao é saber em que sentido
considera-se u = u(x,t) solu¢ao do problema (4.1.1)-(4.1.3).

Para tornar clara a exposicao serd fixada alguma notacao. Considere um espago
de Banach X e 1 < p < co. Representa-se por LP(0,T; X) o espaco das fungdes
t — f(t) de (0,T) — X limitadas e mensurdveis, tais que jOT lf(0)]5%dt < 0. A
norma em LP(0,T; X), com 1 < p < co é dada por

T
D 1
o = ([ 17050
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Para p = oo define-se
supess || f ()l x = [If|lze(0,7:x)-
0<t<T

Demonstra-se que LP(0,7; X) é um espaco de Banach para 1 < p < co. O
Observa-se que o problema (4.1.1)-(4.1.3), para o operador de ondas u — u” —

Au — f contém uma condi¢ao na fronteira 3 do cilindro @ (4.1.2) e uma condi¢ao

inicial (4.1.3). Por esta razao diz-se que (4.1.1)-(4.1.3) é um problema misto.

Definigao 4.1. Denomina-se solugao fraca do problema misto (4.1.1)-(4.1.3) uma
fungao u: QQ — R, com a sequinte regularidade:

we L¥(0,T; Hy(Q), o' € L®(0,T; L*(Q))
satisfazendo a igualdade:

4

dt
no sentido de D'(0,T) e as condig¢oes iniciais dadas em (4.1.3).
Observagoes:

(u(t),v) + ((u(t),v)) = (f(t),v), Vo€ Hy(Q) (4.1.4)

1. Observa-se que ((u,v)) representa o produto escalar de H¢(9), isto é,
((u,v)) = / Vu - Vudz.
Q
2. Também nota-se que f = g no sentido de D’ (0,T) equivale a dizer que

T T
/f.edt:/ g-0dt, Y6 eDO0,T).
0 0

Teorema 4.1 (Existéncia e Unicidade). Dados f € L'(0,T;L?()), ug € H (),
uy € L3(Q), existe uma tinica solugdo fraca do problema (4.1.1)-(4.1.3).

Demonstragio: Sabe-se que H{(€2) é um espaco de Hilbert separdvel. Logo, existe
uma sucessdo (w;)jen de vetores w; de Hg(€2) satisfazendo as condigdes:

i) Para cada m € N, os valores wq, wa, . .., w,, sdo linearmente independentes;
ii) As combinagoes lineares finitas dos w; sao densas em H ().

Essa sucessdo (w;);en de vetores w; de H3(S2), satisfazendo as condigdes i) e i),
denomina-se uma base Hilbertiana de H}(€2). De posse da base (w;);jen de H3 (),
emprega-se 0 método de Faedo-Galerkin para a obtencao de um sistema aproxi-
mado do problema (4.1.1)-(4.1.3). Considera-se o subespago V,,, = [wy, wa, ..., W]
de H} (), gerado pelos m primeiros vetores da sucessao (w;) en. O problema apro-
ximado de (4.1.1)-(4.1.3) consiste em determinar w,,(t) € V,, solugdo do seguinte
sistema de equacoes diferenciais ordinérias

(um(t),v)  +  ((um(t),v)) = (f(t),v) Vv € Vp, (4.1.5)
Um(0) = upm em Hg(Q), (4.1.6)
u,(0) = w, em L), (4.1.7)

onde g, € U1y, sao definidos a seguir. Observa-se que se uy, (t) € Vi, entao um, (t) =

m
Zgjm(t)wj. Logo, em (4.1.5)-(4.1.7) calcula-se
j=1
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o ((um(t),v)) = Jo Vum(t) - Vodz que é o produto escalar em Hg (£2);

fQ Vull,(t) - Vodz que é o produto escalar em L?();

e Por hipétese ug € H(Q), logo ug = Z((uo,wij))w‘j. Portanto,
J
Ugy = Z((uo,wj))wj —ug em HI().
j=1

e De modo anélogo, tem-se

Uy — up em  L3(Q).

Devemos provar que o sistema de equagoes ordindrias (4.1.5)-(4.1.7) possui solugao.
Note que ele é linear, o que torna mais simples o problema. Considerando v = w; €

Vin 1o sistema, (4.1.5)-(4.1.7) e substitua u,, (t) = Zgim(t)wi em (4.1.5), obtém-se
i=1

Zg;lm(t)(’wi, wj) + Zgim(t)((wiv wj)) = (f7 wj)' (418)
i=1 =1

Da ortonormalizagio de (w;);jen em L?(€), isto é,
(wi,w;) =0, se i#j e (w,wj)=1 se i=yj,
tem-se de (4.1.8) a equagao

m

g]m(t +Zgzm t)le”Hl(Q) (fij)v J=1...,m. (4.1.9)

Como H{ () € L*(£2) (continua) entdo |w;|r2(q) < |Jw;|. Logo, é possivel normali-
zar (w;)jen em H} (). Logo, tem-se que 0s gj,(t) sdo solucdo do seguinte sistema
de equagoes ordindrias

Gt +ng = (f,wy), j=1,...,m. (4.1.10)

Condigoes iniciais para (4.1.10) sao dadas por

0) = > gim(0)w; = uom = »_((uo, w;))wy,
=1 =1
de onde conclui-se
gim(0) = ((wo,wj)), Jj=1,...,m. (4.1.11)

Além disso, de forma andloga, define-se

m
u"m(o) Zg]m, = Uim = Z(u17wj)wj7
j=1
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de onde resulta
g;nl(o) = (u17wj)7 j=1...,m. (4112)

Deste modo, resolver (4.1.5)-(4.1.7) consiste em determinar as funcées g;n, (t), j =
1,...,m solucdo do sistema de m equagoes diferenciais ordinarias lineares (4.1.10)
de segunda ordem, com condigoes iniciais (4.1.11)-(4.1.12). Sabe-se que existe uma
tnica solucdo gjm(t), j =1,...,m, definida em [0, T, para todo T" > 0 [10]. Conse-

quentemente, conclui-se que o sistema aproximado (4.1.5)-(4.1.7) possui uma tnica
m

solugéo um(t) = Zgim(t)wi, definida em [0, +00). Devemos considerar limites
i=1

quando m +— oo para as solugoes aproximadas u,,(t). Para tal, necessitamos de

estimativas, as quais passamos a calcular a seguir.

Seja v =ul,(t) € Vi, em (4.1.5), obtém-se

1d 1d
5l O sy + 5 3 lom By < Ol Ol (41.13)

Integrando-se (4.1.13) de 0 a ¢
1 / 2 1 2
§|um(t)|L2(Q) + §||u7‘rL(t)HH1(Q) <
1, 1, o k ,
gl + gl + [ @l @l@ds. @114

Observe-se que

1)zt ()] 20y = /1F () 200 /1) 20y 1 (5) 200 <
1 1
§\f(5)\%2(9) + g‘f(s)‘LQ(ﬂ)‘U;L(S)@?(Q)' (4.1.15)

Sendo f € LY(0,T,L?(9)), de (4.1.14) e (4.1.15) resulta que

1
[ (D)[22(0) + (D170 < K+/0 () 2@ lum(9)[i2(yds,  (4.1.16)

com K > 0 constante. A inequagao (4.1.16) é do tipo

meK+An@wwm (4.1.17)

com p(t) = |um(t) 120t [t (£)[|2. A seguir prova-se que ¢(t) solugdo de (4.1.17) é

limitada. De fato, dividindo ambos os membros de (4.1.17) por K+f0t n(s)e(s)ds >
0, multiplicando por u,(t) e observando o Teorema Fundamental do Célculo para
a integral de Lebesgue, obtém-se

n(e(t) < di(K-i-/ n(s)gp(s)ds).

Integrando de 0 a t < 7T tem-se

o T
log (K + '/0 n(s)e(s)ds)|3=h < /0 n(s)ds.
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resultando em

¢ T
log (K+/ n(s)p(s)ds) —log K g/ n(s)ds.
Jo 0
Logo, chega-se-a
¢
K +/ n(s)p(s)ds) < K explo (). (4.1.18)
0
Portanto, de (4.1.17)-(4.1.18) tem-se
o(t) < Kexp-fﬂT n(s)ds (4.1.19)

De (4.1.19) obtém-se a primeira estimativa, para todo ¢ > 0, ou seja
[ty (D) 720y + [l (8) |71 () < C- (4.1.20)
A seguir, de (4.1.20) conclui-se que

(u)))men  limitada em L*>(0,T;L*(Q)) (4.1.21)
(Um)men  limitada em L*>(0,T; Hy (Q)) (4.1.22)

Portanto, de (4.1.21)-(4.1.22) extrai-se uma subsucessao (u,)uen de (Um)men €
define-se uma funcdo u : @ — R satisfazendo as condi¢oes

Uy — U fraco estrela em L>(0,T; H}(Q)); (4.1.23)

uy, — fraco estrela em L>(0,T;L*(Q)), (4.1.24)

pois os espagos L>°(0,T; H3()) e L*°(0,T; L*(2)) sio Banach separaveis [15, 1]
Considerando-se que

HYQ) c L¥() C (LA(Q)) € (H(Q))

sendo E’ o dual do espago de Banach E. Identificando L?(f2) ao seu dual (L?())’,
obtém-se das inclusoes acima que

HY () c L3(Q) C (HH(Q)),

onde representa-se o dual de Hg(Q) ((HL(Q))" por H71(Q). Portanto, o espago
L>°(0,T; HY(2)) se identifica ao seu dual forte de L*(0,7; H1(2)) [1]. Logo, de
(4.1.23) escreve-se

T T
/) <u(t),w(t) >pryxu-1(o) dt —>/ <u(t),wt) >m@xa-1@) 4,

( ’ (4.1.25)
para toda w(t) € H~1(Q). Portanto, restringido w(t) a L*(Q) ¢ H~Y(Q), tem-se
< (), w(t) >= (u,(t),w(t)), produto escalar no L2(f2), pelo Lema de Riesz-
Fréchet 2.1, pois u,(t) € H}(Q). Consequentemente, resulta de (4.1.25), para
w(t) € L3(Q), que a dualidade reduz-se a um produto escalar no L*(2). Desse
modo, de (4.1.25), para todo w(t) € L?(), tem-se

T T
/ (up(t), w(t)) dt — / (u(t),w(t)) dt. (4.1.26)
0 0
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Por outro lado, para w(t) € L%(Q) existe v(t) € H(Q) N H2(Q) tal que —Av(t) =
w(t), devido a regularidade da solugao do problema de Dirichlet para o Laplaciano
(—A), com condigoes de Dirichlet nulas na fronteira de Q. Portanto, substituindo
w(t) por —Av(t) em (4.1.26), obtém-se

/0 (up(t), —Av(t dt—>/ u(t)) dt.

Finalmente, pelo Lema de Green 1.2.6 , j& que u,(t) e u(t) pertencem a Hg(Q),
chega-se ao seguinte resultado, vélido para toda v(t) € H(Q),

/U ' ((up(t), v0(t))) dt —> / ) dt. (4.1.27)

A seguir, da convergéncia em (4.1.24), conclui-se que para toda v(t) € H}(Q) C
L2(Q)

/( u(t), t)dt—>/ t),v(t)) (4.1.28)

Considerando agora m = u no sistema aproximado (4.1.5), multiplicando ambos os
membros por § € D(0,T) e integrando em (0,7), obtém-se para toda v € V,,, C
Hy ()

T T T
7/0 (ul, (1), v)0 dt+/0 ((uﬂ(t),v))G(t)dt:/O (f(t),v) dt. (4.1.29)

Fazendo p — oo em (4.1.29) e usando as convergéncias obtidas até aqui, tem-se
para toda v € V,, e 0(t) € D(0,T)

T T
—/O (u(t),v)ﬁ(t)dt—&—/o ((u(t), v))0(t) dt = /(f ‘. (4.1.30)

Sendo as combinagdes lineares finitas de vetores de (w;)jen densas em H{(Q) ,
resulta de (4.1.30) e (4.1.17) que a fungdo u : @ — R obtida é solugao do problema
(4.1.1)-(4.1.3), isto é, u € L>=(0,T; H}(2), v’ € L*°(0,t; L?(2)) e satisfaz

d,
S (0),0) + (W(t),v) = (F(1),0),

para toda v € H} (), no sentido de DI(O7 T). A seguir, provamos que esta fungio
satisfaz as condigoes iniciais do problema, i.e., u(0) = uy e v/(0) = uy em Q.

Das hipdteses u € L*(0,T; H(Q)) e v’ € L>(0,T;L?()) resulta que u €
CY([0,T); L*(2)) [1]. Portanto, faz sentido calcular u(0). Demonstra-se agora que
u(0) = ug. De fato, da estimativa (4.1.6) , sendo Hi(Q) C L*(Q2) conclui-se que
(um) € limitada em L*(0,T; L?(£2)). Entdo existe uma subsucessdo (uy) C (um)
tal que

T T
/ (up(t), w)dt — / (u(t),w)dt, Yw e LY(0,T; L*(Q)).
0 0

Em particular, toma-se w = 'v, com v € L*(Q) e § € C*([0,7]), com 6(0) = 1 e
6(T) = 0. Logo, substituindo w = #’v na ltima equagao tem-se

/ (uy(t),v)0'dt H/ v)0'dt.
0
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De (4.1.5), obtém-se

/ (u), 9dt—>/ v)0'dt,
0

para a mesma fungao 6 escolhida anteriormente. Adicionando membro a membro
as duas ultimas equagoes, vem que

T
d
/ —[(up(t),v)0(t)]dt — / —[ u(t),v)0(t)]dt = 0.
Jo dt

Integrando de 0 a T', segue

(u,(0),0) — (u(0),v), Vv e L*(Q).
De (4.1.6), sendo H}(Q2) C L?*() continuamente, resulta

(1 (0),0) — (ug,v), Vo€ L*(Q).
Das duas tltimas convergéncias e da unicidade do limite conclui-se que u(0) = ug no
sentido de L2(2). Prova-se em seguida que u/(0) = u;. Para isso deve-se verificar,

inicialmente, que faz sentido calcular u/(0). De fato, observe-se (4.1.4) que é possivel
calcular

T T
7/0 (u(t),v)@dt+/0 < —Au(t),v > 0dt = / (f(t),v)0dt,
ou ainda, . .
(7/0 u'(8)0'dt, v) = (/O g(t)bdt,v), (4.1.31)
para todo v € HE(Q), 0 € D(0,T) com
g(t) = Au(t) + f(t) € L'(0, T; H ()

pois u(t) € HY(Q) e —A : H}(Q) — H~1(Q). Portanto, da igualdade (4.1.31)
resulta

T T
7/ o' (£)0'dt :/ g(t)0dt, (4.1.32)

0 0
no sentido de HE(Q). Note que u é uma distribuicio vetorial e u’, u” suas de-
rivadas. De (4.1.32) deduzimos que v’ = g no sentido de D'(0,T). Sendo g €
LY(0,T; H=1(2)), resulta que u” € L'(0,T; H~(Q)). Além disso,

u' € LY0,T; L*(Q)),
concluindo-se que v’ € C°([0,T]; H~(9)) e fazendo sentido calcular

o'(0) € H1(Q).

Com o objetivo de chegar a identidade u/(0) = u;, considere § > 0 e defina a fungao

05 € H(Q) como segue

_f —t/o+1 se 0<t<0
9“(”*{0 se d<t<T.
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Multiplique ambos os membros da equagao aproximada (4.1.5) por 85(¢) e integre
m (0,7"). Obtém-se para m = p, indice das sucessoes, que

4 s 4
| o+ [ (oot = [ omson @139
0 0 0

para todo v € V' — m. Integrando-se (4.1.33) por partes e observando a defini¢ao de
05(t) tem-se

[
0.0+ 4 [ s [ omon= [ oo

Quando y — 00, com v € V,,, resulta

s 5
0.0+ 5 [ o [ @oomoa= [ oo,
0
(4.1.34)
para toda v € H}(Q), pois V,, é denso em HE(Q2). Fazendo § — 0 em (4.1.34)
e, novamente, observando o Teorema Fundamental do Calculo para a Integral de
Lebesgue, chega-se em

—(u1,v) + (u'(0),v) = 0,Vv € Hy (),
provando que v/ (0) = uj no sentido de H}(€2).

Finalmente, prova-se a unicidade da solugao. Suponha que u e v sejam duas
solugoes do problema (4.1.1)-(4.1.3). Entao u — v = w é solugao de

w’(x,t) —Aw(x,t) =0, em Q, (4.1.35)
w =0 sobre X, (4.1.36)
w(x,0) =0 w(x,0)=0. (4.1.37)

Devemos mostrar que w = 0 ou v = v. A demonstragao nao é simples, consulte,
por exemplo [11]. A solugao w € L>(0,T; H} (), w’ € L>=(0,T; L*(Q)) e w” =
Aw € L>=(0,T; H~*(Q)). Portanto, ndo faz sentido compor w” € H~1(Q) com w’ €
L%(Q) porque H}(Q) C L?(Q) € H~Y(Q). Assim hd uma dificuldade para provar a
unicidade, ou seja, solu¢ao nula para o problema (4.1.35)-(4.1.37), mesmo neste caso
linear de solugoes fracas. Entretanto, fazemos apenas uma demonstracao formal.
Multiplica-se ambos os membros de (4.1.35) por w’ e integra-se em Q x (0,7, para
todo T" > 0, tem-se

T T
/ (w”(t)7w’(t))dt+/ ((w(t), w'(t)))dt = 0.
0 0

Segue entao que

T Ty .
/0 —|w (t)|L2 dt+/ an(t)HHlm)dt:OA
Calculando as integrais, considerando as condigoes (4.1.37), obtém-se
[w' ()| 220 + lw®)l7 ) =0, ¥t >0.

Dai resulta que w = 0 ou seja u = v. u



Equacgao Linear de Ondas 47

4.1.2 Regularidade da Solucao
Teorema 4.2. Considere-se
fif € LNO,T; L2(Q); wo € Ho(Q) N H?(Q); wy € Hg(9).
Entéo existe uma tinica solugio de (4.1.1)-(4.1.3) tal que
w€ L0, T; H Q)N H2(Q)); o € L0, T; H} (Q)) e u' € L>(0,T; L*()).

Demonstracao: Serd empregada aqui a mesma metodologia da demonstracao do
Teorema 4.1. Considera-se uma base Hilbertiana (w;);en do espago de Hilbert
H () N H?(Q). Constréi-se uma solugio aproximada por meio do sistema

W (£),0) + (um(t),v)) = (f(t),v), Yv €&V, te(0,T). (4.1.38)

Devido a regularidade de ug e uy, obtém-se as condigoes iniciais de (4.1.38) como
sendo

Um(0) = ugm — ug  forte em HE(Q)N H?(Q) (4.1.39)
', (0)= wuy —uy forte em H(Q). (4.1.40)

Desse modo, obtém-se uma estimativa suplementar aquelas encontradas no Teorema
4.1. De fato, observe que a hipStese sobre f agora resulta que f € C°([0, T]; L*(Q)),
fazendo sentido f(0) € L?(R2). De (4.1.39), sendo a norma de HE(Q) N H2(Q)
equivalente & norma L*(Q2) do Laplaciano, resulta que |Augm|rio) ¢ limitada por
uma constante C' > 0. Portanto, fazendo ¢ = 0 em (4.1.38) e v = u//, (0), tem-se

[ (0)[72(0) < (I£(0)]22(0) + |Atom|z2(e)) [ur, (0) |2 (@),

resultando
[, (0)|L2(0) < C, (4.1.41)

independente de m € N. Para estimar ), (t) deriva-se em relacdo & ¢ ambos os
membros de (4.1.38) com v = ul,,(t) € V;,, obtendo-se

d
a(Wﬁ%(t)l%zm) +lun O (@) < 20 )] z2@lup ()] 22 - (4.1.42)

De modo anélogo aos célculos desenvolvidos em (4.1.15), encontramos

207/ 2ol (1) 20y = 2/ 17Ol 200 L Ol 200w () 210y <
1 (B)] 220y + I ()] 2@ [t (D32 () (4.1.43)
Portanto, substituindo (4.1.43) em (4.1.42) e integrando de 0 a T, tem-se
[y, (D)2 () + 1 ()| T2 0y < i (0)[ 72y + s (0)]* +

T T
/O|fl(l7)|2u(g)d0+/0 | (0)] L2 [, ()] 22 0y do- (4.1.44)

De (4.1.39) e da hipétese |f(t)| ) € L*(0,T) é possivel empregar um argumento
similar ao usado na desigualdade (4.1.16) em (4.1.44) e concluir que

(u”)  limitada em L>(0,T;L*(Q)) (4.1.45)

m

(u!))  limitada em L°°(0,T;Hj(Q)). (4.1.46)
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Finalmente, das convergéncias acima juntamente com as estimativas (4.1.33), véli-
das também para o caso regular, tem-se a existéncia de u : Q — R satisfazendo

u' € L®(0,T; HY(Q));  u” € L*(0,T; L*(Q)).

Resta verificar que u € L>(0,T; H}(2) N H%(2)). Do Teorema 4.1, temos que
w € L>(0,T; H}(2)). Vamos mostrar que u € L°°(0,T; H*(Q2)), para o caso u” €
L>(0,T; L2()), f, f' € L'(0,T; L*(R)). De fato, demonstrou-se a partir de (4.1.32)
que u” = Au + f no sentido das distribuigoes vetoriais, logo

Au=1u" — f € L>®(0,T; L*()). (4.1.47)

Prova-se entdo que u € L>(0,T; H?(f2)). |

4.2 Equacgao do Calor

O texto apresentado nesta segdo baseia-se nas notas publicadas por L. A. Medeiros
e M. Milla Miranda [15], onde detalhes sobre o argumento aplicado na solugao da
equagao do calor encontram-se no Capitulo 1.

Denota-se, como anteriormente, @ = Q x (0,7) o cilindro de fronteira lateral
Y =T x (0,7). Portanto, o Problema Parabdlico a ser estudado ¢ ilustrado pela
equacio do calor descrita por: dadas f € L*(Q) e up € L?(f2), encontrar a funcio
real u = u(z,t) definida em @ , satisfazendo as seguintes condi¢oes

% —Au = f em Q (4.2.48)
u(z,0) = wup(z) em Q (4.2.49)
u(z,t) = 0 em 3. (4.2.50)

Inicia-se formulando o conceito de solugao. Para u,v € HE(Q) considere-se a

forma bilinear
() / "\ u v
a(u,v) = .
Q Oz; Ox;

i=1

E possivel verificar que lull g3 ) = a(u,u), Vu € Hg(Q2) é uma norma em Hg ().
Entende-se por solucao fraca do problema parabdlico (4.2.48)-(4.2.50) uma funcao
w:(0,T) — H}(w) tal que

L ult),) + a(u(t),0) = (), Vo € HY(®)

sendo a igualdade entendida no sentido das distribui¢oes sobre (0,7"). Assim,
enuncia-se o seguinte teorema, que é o principal resultado dessa segao.

Teorema 4.3. Dadas
feL*0,T;L3(Q)), wuo € L*(Q),
existe uma unica u tal que
u € L20,T; Hy(Q)) N C°0,T; LA(Q)) (4.2.51)

%(u(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v), Yoe HL(Q), (4.2.52)
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com a igualdade (4.2.52) no sentido das distribui¢ées em (0,T). Além disso,

u(0) = ug. (4.2.53)

Demonstragio: Primeiramente, recordamos que se u € L*(0,T; H} () entao tem-
se as aplicagoes

t — (u(t),v) € L*(0,T) t — a(u(t),v) € L*(0,T).
Além disso, sendo f € L2(0,T; L*(Q) obtém-se
t — (f(t),v) € L*(0,T).

Desse modo, resulta que as derivadas em (4.2.52) fazem sentido em D’(0,T).
E possivel mostrar (ver [14], por exemplo) que existe uma sucessao de valores
propriosde A, 0 < A\ <A < A3 <--- <), < -+, com

lim A, = oo,
v—>00
e uma base ortonormal de L?(£)) composta por fun¢des préprias (w, ), sendo w, €
HE(9), satisfazendo a condicio

a(w,,v) = M\ (wy,v), Yo € HYQ), v=1,2,....

O método de demonstracao aqui empregado (utilizado anteriormente neste texto)
consiste em aproximar a solucao que deseja-se encontrar por solugoes de problemas
analogos, porém em dimensao finita. A dificuldade reside em provar que esta su-
cessao de solugoes obtidas em dimensao finita, converge para a solugao do problema.
Este método foi utilizado originalmente por Faedo e Galerkin [15].

Problema Aproximado: Seja V;, = spanfwy, wa, -+ ,w,y,] o subespaco de HE ()
gerado pelos m primeiros vetores préprios. Procura-se u, : [0,7] — V,,, solucao
do sistema

%(um(t),v) +a(um(t),v) = (f(t),v), Yv €&V, (4.2.54)
um(o) = UOm, (4255)

no qual wug, = Z(uo,wu)wy e Up(t) € Vi, com uy,(t) = Z(um(t),w,,)wy.

v=1 v=1
Fazendo-se em (4.2.54), v = w,,, 1 < v < m, resulta que as funcgoes t — (um, (t), w,)
sao determinadas por

%(um(t),w,,) + A (U (t),w,) = (f(t),w,), 1<v<m, (4.2.56)

(um (0),wy) = (uo, wy). (4.2.57)

A solugao de (4.2.56)-(4.2.57) é

t
(um (t),w,) = (ug, wy) exp Mt +/ epr/\"“*S)(f(t)A, wy,)ds.
0
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Portanto, tem-se a solugao aproximada do problema como sendo
m t
U, (t) = Z g, w, ) exp +/ exp M (F(1), w, )ds]w
=1 0

Resta demonstrar que a sucessao (u.n,(t)) das solugdes aproximadas converge em
CO([0,T); L2()) N L2(0,T; HL () e que o limite é a solugio de (4.2.52) e (4.2.53).

Convergéncia em C°([0,7]; L2(Q)): E suficiente provar que (um(t)) é uma se-
quéncia convergente em C°([0,T7]; L2(€2)). De fato, suponha-se que n < m. Sendo
(w,) ortonormal em L2(Q), pelo Teorema de Pitigoras tem-se

[ (t) — wn (t)| L2 ()

m

:( Z [(uo,w,,)exp_’\”t-i-/ exp‘*"(t_‘”(f(t),wu)ds]2)1/2. (4.2.58)

v=n+1 0

Aplicando a desigualdade de Minkowsky em (4.2.58)

m

_ 1/2
() = (D] p2ey < (Y (woyw,)?exp=) 2 4
v=n+1

Z (/ exp M (f(1),w,)ds)?) 2 (4.2.59)

v=n+1

e a desigualde de Cauchy-Schwarz no segundo termo do lado direito de (4.2.59),
vem que

t t t
/ (exp™ = (f (1), w,)ds)* < / (f(t),wy)?ds / exp (70 ds
0 0 0
Sendo A\, > A1, para todo v, obtém-se
‘ 27, (t—s) 1
/0 exp ds < ﬁ

Portanto, coletando os resultados obtidos tem-se

|'me(t) - un( )ILZ(Q) <

m

( Z (g, w,)? exp*Z/\ Y2 Z / t), w,)?ds). (4.2.60)
2/\1
v=n+1 v=n+1
o0
Note que ug(z) = Z(uo,w,,)wl,, e aplicando a identidade de Parseval conclui-se
que =t
m
Jim, = > (0w 0.
m—o0 v=n+1
Analogamente, sendo
o0



Equacao do Calor 51

conclui-se que a segunda parcela da desigualdade (4.2.60) também converge para
zero quando n,m tendem para o infinito. Logo,

nlgrolc Omax [t () = un(t)|22(0) = 0,
provando que (u,,(t)) é uma sequéncia de Cauchy em C°([0, T]; L%(Q2)) e, portanto,
convergente para uma fungao u deste espaco.

Convergéncia em L2(0,T; H}(Q) Para todo v € H(Q), tem-se ”U”%é(fl) =

Z )\V(vv wl/)2' LOgO,

[lum (t) — un(t HHl(Q) Z A (U (t) = up (1), w,)? =

v=n+1

m t
S A (o w,) expt + / exp M=) (f(s), w, )ds] %

v=n+1 0

donde, pela desigualdade elementar de nimeros reais, (a + b)? < 2a? + 2b%, resulta

m
et () = un (Bl @) S D 20 (uo,wy)? exp™ M +
v=n+1

+ Z 2\, /expme(t*S)(f(s),w,,)ds]z. (4.2.61)

v=n+1

Por meio de cédlculos simples e aplicando-se o mesmo raciocinio utilizado na con-
vergéncia anterior, conclui-se que

/0 [l (£) — wn (t ||H1(Q)< Z ug, w,)? +T Z/ (f(t),w,)?

v=n+1 v=n+1
Dali resulta que
T
lim [ () — un(t)H%{g(ﬂ) =0.
0

n—00
m—00

Logo, () é uma sequéncia de Cauchy em L2(0,T; H}(S2)), convergindo para u*
neste espaco. Sendo C°([0,77; L2(Q)) e L2(0,T; Hi()) continuamente imersos em
L2(0,T; L*(Q)) [15], conclui-se, do que acabou-se de provar, que u = u*. Desse
modo, resulta que
lim  w, =u em C°([0,T];L*()) N L0, T; Hl(Q))
m—00
Para verificar que u(0) = ug, basta observar que u,,(0) = g, — u(0) em L3(Q) e

m

Ugm = Z(uo,wu)wy —uy em L*(Q).
v=1

Demonstra-se a seguir que u é solugdo da equagao (4.2.52). Seja 6 € D(0,T) e
mo € N fixo. Portanto, para todo m > my, de (4.2.54) tem-se

%(um(t),v) + aum(t),v) = (f(t),v), Vv € Vi, (4.2.62)
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para todo v € Vi, C Viy, sendo u,y, (t) € Vi,. Note que as fungoes t — (u,(t),v)
et — a(up(t),v) pertencem a L%(0,T), logo definem distribuicoes sobre (0, 7).
Multiplique-se (4.2.62) por 6(t) e aplique-se a definigdo de derivada no sentido de
D'(0,T) para obter-se

T d0 T T
- / (1), 0) S+ / (1 (1), 0)0(8) dt = / (1), 0)0(0)dt.  (4.2.63)

Das convergéncias fortes em C°([0, T]; L?(£2)) e L*(0, T; H} (£2)) obtém-se, tomando
m — oo em (4.2.63) e com v € V,,, mo < m, fizo,

T 4o T T
—/0 (u(t),v )dtdt+/ a(u(t),v)O(t)dt:/o (F(),v)0(t)dt.

Novamente, usando a defini¢ao de derivada no sentido das distribui¢oes, obtém-se

T T
(%(u,v)ﬁ(t)) +/0 a(u(t),v)0(t)dt = ./0 (f(t)v)o(t)dt

para toda 0§ € D(0,T) e toda v € V,,,,. Portanto, fica verificada a equagao (4.2.52),
porque myq é arbitrdrio e a sucessio (w,) é densa em HE(€).

Note que em virtude de u € L2(0,T; H}(Q)), resulta que u(t) € Hi(Q2), para
quase todo ¢ > 0. Logo o (fungdo) trago de u(t) em I' é zero , ou seja, prova-se que
a solugao é nula na fronteira lateral de @ (equagao (4.2.50)).

Unicidade: E simples provar a unicidade, porque u € L2(0,T; HY(Q)). De fato,
sejam u; e ug duas solugoes do problema parabdlico nas condigoes do teorema,
conclui-se que w = uy — uy é solugao de

d
d—l;’ “Aw=0 em L20,T;H"Y(Q)). w(0)=0. (4.2.64)
Logo, multiplicando (4.2.64) por w(t) tem-se
d
S @12 0) +alw(), w(t)) =0
ou J
a\w(t)\%%m <0.
Sendo w(0) = 0, resulta que |w(t)|r2() = 0 em [0, 7], provando que u1 = us. |

4.3 Exercicios

1. Mostre que
((u,v)) = / Vu - Vudz.
Q

é um produto escalar em H}(2). Além disso, para u,v € Hg () considere-se
a forma bilinear

Demonstre que [[ul gz (o) = a(u,w)?, Vu € H§(Q) é uma norma em Hy (Q).



Exercicios 53

2. Represente-se por Vj,, o subespago de Hg () gerado pelos m primeiros vetores
m

W1, W, ..y Wy, € define-se uy,(t) = Z(um(t),w,,)w,, € V. Mostre que a
v=1

sequéncia (U, )men é de Cauchy em L2(0, T; HL(2)).
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Apéndice A

Conceito de Solucao Fraca de
uma EDP

O objetivo aqui é obter a formulacao matematica do conceito de solugdo fraca para
uma equagao diferencial parcial. Como motivacao toma-se a equagao diferencial
parcial que modela o problema unidimensional de deformacoes verticais de uma
corda eldstica, conforme L.A. Medeiros, M. Milla Miranda e A.T. Louredo .

Considera-se uma corda eldstica [0, L] em repouso, estendida sobre o eixo 0z de
um sistema de coordenadas Cartesianas xOu, presa nos extremos x = 0 e z = L,
submetida a uma tensao 7. Represente por S a deformagao de 0L no instante ¢ > 0.
As deformagoes sao pequenas e perpendiculares ao eixo 0x, no plano xOu. Supoe-se,
em cada instante ¢t > 0, a deformacgao ou vibragao S denotada pela funcao real

u(z,t), 0<xz<L, t>0,

duas vezes continuamente diferencidvel no dominio [0, L] x [0, T'], cujos pontos sao re-
presentados por (z,t). A deformacao média do ponto (z,t) é denotada por au(m, t)

ou ug(z,t). Supde-se que estas deformagoes sdo pequenas, isto &,
|ug(z,t)| < 1. (A.0.1)

Como os extremos estao presos tem-se que u(0,t) = u(L,t) = 0 para todo t. Se
dz for um segmento de [0, L], representa-se por ds em S o transformado de dz pela
tensao 7. Portanto, pequenas deformacoes equivale a supor dz =~ ds. Observa-se
que a tensdo contante 7 é uma for¢a atuando em cada ponto de [0, L]. Consequen-
temente, a energia potencial de dx em ds, no instante ¢, € dada por

dV(t) = 7(ds — dz). (A.0.2)

Este é o trabalho de 7 ao deformar dz em ds. Com a hipdtese de pequenas de-
formagoes, (A.0.1), a equagao (A.0.2) serd agora re-escrita de modo mais conveni-
ente.

Sabe-se que
1,0u

)de ~ [1 + §(E)2]dx,

ou
0

! Modelo Matemdtico para Vibracées de Cordas Eldsticas dedicado ao Prof. Plinio Sussekind
Rocha (em meméria), ndo publicado

ds = 1+(
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onde desenvolveu-se a raiz quadrada em série binomial e considerou-se apenas os
dois primeiros termos. Portanto, tem-se que

1,0u,2 1,0u,2
ds—dr= |14+ =-(=—) |de —de = =(—)".
s—dv = [1+5(57) Jdv —de = 5(57)
Substituindo esta expressao na equagao (A.0.2) encontra-se que
T ,0u,2
dV(t) = = (=) .
=30

Conclui-se que a energia potencial de deformagao de [0, L] em S, pela tensao 7, no
instante t > 0, é
T ou

L
V(t)= 5/0 (5)2. (A.0.3)

A seguir, calcula-se a energia cinética na transformacao de [0, L] em S, por meio
da tensdo 7. De fato, represente-se por p(x) a densidade do material da corda
eldstica [0, L], isto é, a massa por unidade de comprimento. Supoe-se p(z) uma
fungao numérica regular. A massa de dz é p(x)dz. A velocidade de deformacao é

0 -
au(x, t). Logo, a energia cinética no instante ¢ na deformacgao de dz em ds fica

dada por
1 Ouy2 1 Ou, 2
dU(t) = §(P(x)d7€)(a) = §p(x)(§) da.
A energia cinética na configuragdo S, no instante ¢, segue como sendo

L
U(t) = %/0 p(m)(%fdx.

Finalmente, sejam dois instantes de tempo t; < t5, a integral

to
/ [U®) — V(t)]dt, (A.0.4)
t1

denomina-se acao do sistema constituido por pequenas deformagoes de uma corda
eldstica no intervalo de tempo t1 < to, que pode ser re-escrita a partir das definigoes
anterior via a seguinte expressao

ta oL ” u
%/t] A (p(x)(%f - T(%>2)d{bdt (A05)

Buscando a fomulagao matemética do conceito de solugao fraca do problema de
pequenas deformagoes verticais de uma corda eldstica [0, L], considera-se o funcional
(A.0.5) representado explicitamente em [0, L] x [0,7]. Desse modo, tem-se

ta pL w. o w
L G oGy asae o

Sejam Q = (0,L) x (0,T) e u(x,t) € R tal que u: Q@ — R. Denota-se por H(Q) o
espago vetorial real das fungdes reais continuas, u(z,t) definidas em @, derivdveis
em ( enulasem x =0 ez = L, para todo 0 < t < T, com o quadrado da funcao
e de suas derivadas (em z e t) integréveis em Q. Escreve-se o funcional (A.0.6) sob
a forma

J(u) = 5/@ (pu? — Tul)dzdt, Yu € H(Q), (A.0.7)



o7

denominado funcional energia ou ac¢ao do sistema. O espago vetorial H(Q) é cha-
mado de espaco de energias. Aqui aplica-se o Principio Variacional de Hamilton?.
O Principio de Hamilton afirma que as fungdes de H(Q) representando pequenas
deformagoes verticais de uma corda eldstica [0, L], presa nos extremos, sao as que
tornam o funcional J(u) (A.0.7) estacionario, ou, tornam minimo o funcional. Por
esta razdo o Principio de Hamilton é conhecido como Principio da A¢ao Minima (
Capitulo VI de [20]).

Do ponto de vista da Andlise Matematica deve-se procurar as fungoes u € H(Q)
anulando a derivada de Gateaux do funcional de energia J(u), definido por (A.0.7),
isto é, os vetores de H(Q) tais que:

X 1
i 1w+ v) = J(w)] =0,

para todo v € H(Q), A € R. Por um célculo simples obtém-se
\? 2 2
Juw+ ) —Jw) =X [ (puoy — Tuzv,)drdt + = (pv; — Tv)dxdt.
Q Q

Dividindo por A > 0 e tomando o limite quando A — 0, da expressao acima
tem-se

J'(u) v = /Q (purvy — Tugv, )dadt,

que é a derivada de J(u) na dire¢ao de v (Derivada de Gateaux de J(u)). As funcoes
u que tornam J(u) minimo (ou estaciondrio) sao as u € H(Q) tais que

/ (purvy — Tugzvy)dedt =0, Yo € H(Q). (A.0.8)
Q

Conclui-se do Principio de Hamilton que as fungoes u € H(Q) representando as
deformacoes verticais de uma corda eldstica [0, L], presa nos extremos, sao aquelas
que anulam a derivada de Gateaux de J(u), isto é, que satisfazem a equagao (A.0.8).
A seguir serd feita uma andlise da equagao (A.0.8).

Representa-se por C§°(Q) o espago vetorial das fungdes infinitamente, continu-
amente, diferencidveis em @ com suporte contido em Q. Tem-se C§°(Q) C H(Q).
Portanto, é possivel escolher v = ¢ € C5°(Q) em (A.0.8) e integrando-se por parte,
chega-se em

/ (pust — Tuzy)pdzdt = 0 (A.0.9)
Q

para toda ¢ € C§°(Q). Resulta do Lema de Lagrange (1736-1813), ou do Lema
Fundamental do Caculo das Variagdes ou ainda do Lema de Du Bois Raymond 2.2,
que u é solugao da equagao

Pt — TUge = 0, (A.0.10)

pontualmente em Q. O modelo (A.0.10) foi pela primeira vez estudado por d’Alem-
bert (1717-1783), via aplicagdo de outra metodologia. Esta foi a primeira equagao
diferencial parcial representando um fenémeno da Fisica Matemaética.

Observando a integral em (A.0.9) e a igualdade pontual em (A.0.10) deduz-se
duas maneiras de formular matematicamente o fenémeno de pequenas vibragoes de
uma corda eldstica [0, L], presa nos extremos, submetida a uma tensao constante

2Sir Willian Rowin Hamilton (1805-1865), segundo historiadores, foi um matemdtico do século
XIX nao se associando as correntes matemadticas da época
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7. Do que se conclui que ha dois modelos matematicos e, portanto, duas solugoes,
para formular o problema fisico - uma global dada por (A.0.9) e outra pontual dada
por (A.0.10). De fato, para simplificar a notacdo suponha p = 7 = 1. Podemos
formular os seguintes dois problemas

Encontrar w € H(Q) tal que

L
Bu ov  Oudv
= = A0.11
/ / 8t6t 6z8;v)d zdt =0, Yue H(Q). (A.0.11)
u(z,0) = up(z), 8 (at 0) =ui(x), em [0,L], t>0. (A.0.12)
e
Pu  O%u
D 9 0 pontualmente em @
u(0,t) =u(L,t)=0 em Q (A.0.13)
u(z,0) = up(x), %(I’ 0) =wui(xz), em [0,L], t>0. (A.0.14)
Os modelos (A.0.11) e (A.0.13) sdo denominados problemas mistos para o opera-
0% 9%
dor 2 92 porque ambos envolvem uma condigao de contorno e uma condigao
inicial.

Na formulacao (A.0.13) a igualdade é no sentido pontual, exigindo mais regu-
laridade da fungao u(z,t); por outro lado, em (A.0.11) a solugao é dada por meio
de uma integral, exigindo menos da funcao u(x,t). O modelo (A.0.13), idealizado
por D’Alembert na segunda metade do século XV III, quando haviam poucos re-
cursos matematicos, expressa bastante bem a fisica do problema se comparando a
formulagao (A.0.11), mais avancada, da primeira metade do século XIX.

Com o progresso da Andlise Matematica na segunda metade do século X X,
principalmente com a criagdo da nogao de derivada fraca por S. Sobolev (1908-1989),
foi possivel formular (A.0.11); de modo inteligivel definindo-se um novo espago de
fungoes para substituir H(Q), que é muito vago. Com objetivo de introduzir a
nocao de solugdo fraca do modelo de Hamilton (A.0.11) apresentamos conceitos
matematicos associados a derivada fraca para definir o espago de Hilbert onde vivem
as fungoes da formulacio (A.0.11). A integral empregada é a de Henri Lebesgue
(inicio do século X X). Desse modo, representa-se por L2(0, L) o espago de Hilbert
das fungdes reais u com quadrado integravel a Lebesque em (0, L), cujos produto
escalar e sua norma induzida sao dados por

L

L
(u,v):/o u(z)v(z)dz, e |u|%2(0’m:/0 u(z)?de.

Define-se o espaco H'(0, L) como sendo o espago vetorial

HY0,L) = {u e L0, L); g— e L*(0,L)}.

com o produto escalar

oL
((w)):/o u()o(e)ds+ | gZSZd

L
||u||2=/0 uZ(;L‘)dl'Jr/O (gZ) de.

€ norma
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O espago H'(0, L) com o produto escalar definido é um espaco de Hilbert, denomi-
nado Espaco de Sobolev de ordem um sobre (0, L). Demonstra-se que se u € H*(0, L)
tem-se u € C[0, L]. Logo, faz sentido calcular u(0) e u(L). Por esta razdo, define-se
HZ (0, L) como sendo constituido das fungoes u € H'(0, L) tais que u(0) = u(L) = 0.

Retorna-se agora a equagao (A.0.11) para obtermos a nogao de solugao fraca pelo
Principio de Hamilton . De fato, considere-se a funcao 0(t)v(z) com 6 € C3°(0,T)
ev € H'(0,L), pertencente a H(Q). Portanto, tem-se de (A.0.11)

L ou v
—0’ d dt—/ —6O—dxdt =0
/ /o v o Jo Ov Ox

/O ( t)dt — /(u )0(t)dt = 0. (A.0.15)

Aplicando a defini¢ao de dcrlvada fraca na primeira integral de (A.0.15), obtém-se

ou

/T [i(@ v) + ((u(t),v))]0(t)dt = 0 (A.0.16)
o tdt oz’ ’ ’ e

para toda 6 € C5°(0,T), v € H'(0,L). Portanto, motivado por (A.0.11) define-se
solugdo fraca da equagdo de d’Alembert a funcdo u(z,t), 0 <z < L, t > 0 tal que

d
we CO0, T HY(0.Ts HY(0,1) e o € OO0, T3 H (0,15 L*(0, L)

satisfazendo a equacao (A.0.16) para toda 6 € C3°(0,T).

A.1 Exercicios

1. Calcule a derivada de Gateaux do funcional abaixo, definido em (A.0.7)
1
J(u) = 5/ (pu? — Tu?)dadt, Yu € H(Q), (A117)
Q

e mostre que o minimo de J(-) é atingido quando tem-se u € H(Q) ( o espago
vetorial real das fungoes reais continuas, u(z,t) definidas em @, derivdveis em
Qenulasem z =0e¢ x = L, para todo 0 < t < T, com o quadrado da funcao
e de suas derivadas (em z e t) integrdveis em Q.) tal que

/ (pugvy — Tumvg)dadt =0, Yv € H(Q). (A.1.18)
Q

2. Define-se o espaco H(0, L) como sendo o espaco vetorial
u
HY0,L) = {u e L0, L); 5 € L*(0,L)}.
com o produto escalar

L
() = / w(@)o(@)ds + %%d

0

L L Ou, o
2 _ 2
|| 7/0 u (ar)dac—i—/o (895) dx.

O espago H'(0,L) com o produto escalar definido é um espaco de Hilbert,
denominado Espago de Sobolev de ordem um sobre (0, L). Demonstre que se
u € HY(0, L) tem-se u € C[0, L].

€ norma
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Apéndice B

O Teorema de Hahn-Banach

A demonstragao do Teorema de Hahn-Banach apresentada aqui foi introduzida nas
aulas do Curso de Anélise, na Faculdade Nacional de Filosofia da Universidade do
Brasil (atual UFRJ), em 1958, ministradas pelo Prof. Leopoldo Nachbin (ver [3, 16]
e as bibliografias mencionadas).

Teorema B.1 (Hahn-Banach). Seja E um um espago vetorial real, p : E — R
tal que
p(u+v) < p(u) + p(v), p(Au) = Ap(u), X >0,

e M um subespaco de E. Se f: E — R for uma forma linear tal que
fu) < p(u), vV ou€eM,

entao, existe uma forma linear ¢ : E — R tal que o(u) < p(u) em E e a restri¢io
ola de o a M édgual a f (ol = f).

Demonstragao: Sejam m/, m’ e M , segue-se que m —m” € M e das hipéteses do
teorema

"

fm)—f(m )= f(m —m ) <plm —m). (B.0.1)
Seja ug um vetor de £ — M, entao resulta que
p(m/ - m”) < p(m/ + up) +p(—mN — up).

Portanto, de (B.0.1) obtém-se

”

— fm") = p(=m" —ug) < —f(m") + p(m’ + uo). (B.0.2)

Desse modo, quando u varia em M e uy é um vetor de E, tem-se os seguintes dois
conjuntos de nimeros reais

{=f(w) =p(-u—wuo)} e {=f(u)+p(u+uo)}

A desigualdade (B.0.2) nos diz que qualquer ntimero do primeiro conjunto é sempre
nao maior do que qualquer niimero do segundo. Resulta, portanto, que o primeiro
conjunto possui um supremo a e o segundo um infimo b, sendo a < b. Consequen-
temente, tomando a < a < b, obtém-se para todo m € M que

= f(m) = p(=m —ug) < a < —f(m) + p(m + uo). (B.0.3)
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Considerando-se agora o subespago M + [ug], gerado por M e g, isto é,
M + [uo) = {m+ Aug ; A€ R,m € M}.

definimos ¢ : M + [ug] — R tal que ¢(u) = f(m) + Aa, para todo u = m + Auo.
Esta funcao ¢ goza das seguintes propriedades

a) Fixado o em [a, D], ¢ fica bem definida, porque cada vetor de M + [ug] escreve-se
univocamente sob a forma m + Auo;

b) ¢ é linear;
c) A restricio de ¢ a M (p|ar) € igual a f;
d) ¢(u) < p(u) para todo u € M + [ug].

Para demonstrarmos o item d), tomemos A # 0 e na desigualdade (B.0.3) subs-
titufmos m por m/\. Logo,

—F(m/A) = p(=5 = wo) < @ < = f(m/X) + p(5 + o).

Dai, se A > 0, obtém-se
Aa < —f(m) + p(m + Aug)

ese A <0,
“Af(m/) = Ap(= T = u0) 2 ha
isto é,
—f(m) + p(m + Aug) > Aa.

De ambas as desigualdades, para todo A € R, concluimos que
f(m) + da < p(m + Aug),

isto é, p(u) < p(u) para todo u € M + [ug).

Consequentemente, obtivemos a forma linear ¢ que prolonga a f no subespago
M + [ug], nas condigoes do teorema. A demonstracao para o espago inteiro F, é
feita usando o lema de Zorn![2], como segue.

Representemos por S o conjunto das formas lineares ¢, cada uma definida em um
subespago L, C E, tal que L, D M ¢ a restricao de ¢ a M (p|ar) é igual a f. Pelo
que acabamos de demonstrar, S é nao vazio. Ordenemos S do seguinte modo: diz-se
que ¢ < V¥, quando L, € Ly e ¥ for uma extensao de . Vejamos que S é indutivo
superiormente, isto é, toda cadeia de S possui um supremo. De fato, seja I' = {¢\}
uma cadeia de S, sendo ¢, definida em L,,. Fazendo L = |J Ly, , segue-se que L
é um subespago vetorial, porque é a uniao de uma cadeia de subespacos.

Seja ¢ definida em L de modo a estender a cada uma das ¢,. Segue-se que
© > @y para cada A, pois L,, C L para cada A e ¢ = ¢y em Ly, , sendo ¢ definida
em L. Aplicando o lema de Zorn, conclui-se que S possui um elemento méximo, o
qual pode ser estendido e que é definido em F. |

1Se, em um conjunto nao-vazio e parcialmente ordenado, todo subconjunto totalmente ordenado
tem uma quota superior, entdo o conjunto tem um elemento maximal
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Lema B.1. Seja f: M — C uma forma linear continua. Entdo, existe g : E —
R, linear e continua tal que f(u) = g(u) — i(iu).

Demonstragao: De fato, como f(u) um ndmero complexo tem=se f(u) = g(u) —
th(u), sendo g, h fungoes reais sobre E. Sendo f(iu) = if(u), tem-se que g(iu) +
th(iu) = ig(u) — h(u) e, pela igualdade de nimeros complexos, h(u) = g(iu); con-
sequentemente, f(u) = g(u) — ig(iu). |

Corolario B.1. Seja E um espaco vetorial normado sobre R ou C, M um subespago
vetorial normado de E, e f : M — R ou C uma forma linear continua. Entdo,
existe uma ¢ : E — R ou C, linear e continua tal que plar = f e ||o| = || f]-

Demonstracao:  Caso Real - Consideremos a funcao p : £ — R definida por
p(u) = ||f||-[Ju||. Verifica-se que p satisfaz as condigdes do teorema de Hahn-Banach
(B.1) e além disto,

flu) <[f@)] < WSl flull = p(w), ¥V we M,

pois f : M — R é continua. Aplicando o teorema (B.1), existe uma forma linear
¢ : E— R tal que ¢y = f, p(u) < p(u), para todo u € E. Resta provar que ¢ é
continua. Tem-se

p(u) <p(u) <|IfI-llull e —@(u) = p(—u) < p(=u) <||f] - [lull,

do que resulta |[o(u)| < || f||-[Ju], isto é ¢ é continua e ||| < ||f]|. Se u € M, entao

[f(w)] = lp(u)] < llgllllwl,

e, portanto, concluimos que ||¢| = || f]-

Caso Complexo - Pelo Lema (B.1) , sendo f : M — C linear e continua, tem-se
f(u) = g(u) —ig(iu) com g : M — R linear e continua. Logo, pelo caso real, g
admite uma extensao linear continua ¢ : F — R, com |¢|| = [lg]|. A ¥ : E — C
definida por ¥(u) = p(u) — ip(iu), é uma extensao linear continua de f ao espago
E. Provaremos que ||¥|| = ||f||. De fato, seja u € E e 0 <9 < 2, tal que e”¥(u)
seja um numero real negativo, entao,

(@ (u)| = e ¥(u) = [¥(e”u)| = |p(e™u)| < llol|ul

porque ¢’ Psi(u) sendo real, reduz-se a sua parte real. Sendo |[¢| = |lgl| < |If]],
resulta que || < || f||.

Para provar a desigualdade no sentido contrario, observe que, sendo |¥(u)]
[[@]|||u|| ¢ ¥ uma extensdo de f, para todo w em M, |f(u)| < [|¥]|ul], isto
I f]l < ¥, o que demonstra o Corolério (B.1).

>IN

Corolario B.2. Seja E um espago vetorial normado e ug # 0 um vetor de E.
Entao existe uma forma linear continua ¢ : E — C, tal que ¢(ug) = |luo] e

lell = 1.

Demonstragao: Representemos por [ug] o espago gerado por ug. A forma linear
f ¢ [up] — C definida por
F(Aug) = Alluol|
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é continua, possui || f|| = 1 e f(ug) = ||uo||. Aplicando o Corolario (B.1), do teorema
de Hahn-Banach (B.1), obtém-se o Coroldrio (B.2). |

Corolario B.3. Seja M um subespago fechado do espaco vetorial normado E, g
um vetor de E nao pertencente a M e d a distancia de ug a M. Entao existe uma
forma linear limitada ¢ : E — C, tal que o(ug) =d, (u) =0 em M e ||| = 1.

Demonstragao: Consideremos o subespaco [ug] + M gerado por ug e M. Sendo M
fechado, segue-se que d > 0, sendo

= inf [lup — ul|.
d= inf fluo - uf

Os elementos de [ug] + M pode ser representados, também, por Au, —u, com A € C
eu€ M. A fungao f : [ug] + M — C, definida por f(lug —u) = Ad, é uma forma
linear continua. Para verificar que f é continua calculamos

— ) = IMd = M inf llug — ull = d = i — |l < | Aug — ul|.
[ty = )] = [N = N] inf Jlug — ul] = d = inf. [ Xuo — ] < |[Auo — ul

Tem-se
|f Ao —u)] |Ad|
fll = sup tri—2—" =sup —— = SUp ————
= ol = 228 o —al — 5% Tao— ]
= d/ ulél]{[ [[Aug — ]| = 1.
Além disso, observa-se também que f(u) =0 em M. [ ]

E importante notar que o Coroldrio (B.3) nos d4 a existéncia de formas lineares
continuas sobre um espaco vetorial normado.



Apéndice C

Analise Numérica da
Equacao do Calor

Este capitulo baseia-se no texto Galerkin Finite Element Methods for Parabolic
Problems de Vidar Thomée [21] e também nas notas de aula do curso de Andlise
Numérica de Elementos Finitos (GB-080) da Pés-Graduagao em Modelagem Com-
putacional do LNCC (Laboratério Nacional de Computagio Cientifica), ministrado
no periodo de 2008-2011 por Sandra Malta e Abimael Loula.

C.1 O Problema Estacionario

Antes de iniciarmos o estudo da equagao do Calor (problema parabdlico transiente)
vamos apresentar a analise numérica de uma equagao bastante usada em muitas
aplicagoes de interesse (dindmica de populagoes, turbuléncia e transporte em geral),
conhecida como a equagao de convecgao-difusao-reagao , no caso estaciondrio (nao
depende do tempo).

Seja Q C R? um aberto limitado com fronteira suave 9Q = I', o problema de
convecgao-difusao-reagao é entao definido como:

—cAu+pB-Vutu=f em Q
div =0, em €
u=0 em T. (C.1.1)

com 3 € (L>())? = L>®(Q) x L=(Q) e f € L*(Q) fungdes conhecidas.
A formulagao variacional (ou formulagao fraca) do problema (C.1.1) é dada por:

Achar w eV = Hj(Q), tal que

A(u,v) = F(v), paratodo veV, (C.1.2)
onde
Awv) = e(Vu, Vo) + (8- Vu,v) + (u,0)
F(w) = (f.),

e (u,u) = [, u?dz denota o produtor escalar em L*(9).
A seguir, demonstraremos a coercividade e a continuidade da forma bilinear
Ac(+,-) : V x V — R. A partir destas propriedades, via a aplicaio do Teorema de
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Lax-Milgram , demonstraremos uniciadade e existéncia de solugao para problema
(C.1.2).

e Continuidade: Da defini¢ao de A (-, -) e desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtem-
se

\Ae(u, ’l))| < €|VU‘L2<Q)‘V'U|L2(Q> + |§‘00|VU‘L2(Q)‘U|L2(Q) + |U|L2(Q)‘U|L2(Q)7

onde |B|so ¢ a norma em L, |- |12(q) a norma em L*(Q) e | -| o médulo em R".
Somando termos convenientes do lado direito da ultima desigualdade segue que

|Ae(w, 0)] < Clllullle[lv[lle,

onde
ulll? = e[ Vuliaq) + ulfz(q), (C.1.3)

e C > 0 é uma constante positiva tal que C' = C(¢, |B|oo)-
e Coercividade (ou Elipticidade): Antes de demontrarmos a coercividade de A (-, -)
chamamos atencao que por integracao por partes, tem-se

1 1
(U,ﬁ~V1})=/ vf - Vodr = = 8- nov? dxff/ div Bv? dx.
- Jao = 2 Joa — 2 Ja -

Logo, j& que v € H}(Q) e div 3 = 0 entdo
(v,-Vv)=0
Deste modo, segue que
Ac(v,0) = e[ Tol2a gy + 022 = l0l2 (C.14)

demonstrando assim a coercividade da forma bilinear A(-,-).

C.1.1 O Problema Aproximado

Antes de apresentarmos o problema aproximado associado a (C.1.2), via o Método
de Elementos Finitos [9] , serdao introduzidas algumas notagoes e definigdes comple-
mentares.

Definicao C.1. Uma particao (ou malha) de 2 em elementos K, e denotada por
Th, € chamada de conforme se

Q =Uger, K
e tal que K1 N Ky =0, um nd, ou uma aresta, onde K1, Ko € Ty,.
Seja hx = diam(K )=maior lado de K e h = maxgeT;, hi. Desse modo, defini-
mos o espago de dimensao finita das fungoes de elementos finitos

Vi = {vn € C°9) : wnlk € Pr(K) e vplag = 0}, (C.1.5)

onde Py(K), k > 1, é o espaco dos polinomios por partes de ordem k > 1 em K.
Da definigio de Vi¥ é imediato que V¥ € V = H}().
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O Método de Galerkin

Logo, a aproximagao do problema (C.1.2) através do método de Galerkin [6, 9, 21]
é dada por

Achar w, € V¥, tal que
Ac(up,vp) = F(vp), para todo wy € th. (C.1.6)

Como th C V os resultados de continuidade e coercividade, apresentados para
a forma A.(-,-), sdo imediatamente transferidos para o problema discreto (C.1.6)
garantindo assim a existéncia e unicidade de uma solugdo discreta uy, € Vi¥.

Da continuidade de A.(+,-), calcula-se

€|V(u— uh)l%Q(ﬂ) + |u— uh\%zm) = A (u— up,u — up).
Logo,
= unll)? = Ac(u — up,u —up) = Ac(t — up, u —vp,) + Ac(u — up, up — vp,).

Como o Método de Galerkin (C.1.6) é consistente, isto ¢, a solucao exata u satisfaz
o problema aproximado, obtém-se

Ac(u—up,vp) =0, paratodo v, € Vi¥.

Logo,
lu = unl]? = Ac(u —un,u —vn) = e(V(u —up), V(u —vp))
+(8-V(u—up),u—vp) + (4 —up,u—vp).
Observando que ||| - ||| (C.1.3) ndo possui um termo do tipo - V-; aplica-se inte-

gracao por partes no termo (3 - V(u — up),u —vs) e obtém-se da tltima igualdade
que

lu—un |2 = e(V(u—up), V(u—vp)) = (u—up, 8- V(u—vp)) + (u—up,u—ovp).

Agora, tomando o mdédulo em ambos os lados da equagao acima e utilizando a
desigualdade de Young, encontra-se

€

€
e = wnllZ < 51V (w = un)lf2i0) + 5

IV (u— Uh)&?(n)

1 1
+Z\u - ’LL}L|%2(Q> + |ﬁ . V(u - 'U}L)|%2(Q> + Z|LL — U}L‘%z(g) + \u - ’U}L|%2(Q).
Agrupando termos convenientes do lado esquerdo da desigualdade, tem-se
= unl[ < €[V (u = vn) |22 () + 218 - V(u—va)[F2(q) + 2Ju — val72(q)- (C.1.7)

Fazendo vy = uy (us é a interpolante de u) em (C.1.7) usando a seguinte estimativa
da teoria de interpolagao [6]

|u — UI‘L2((2) + h|u' - ’U,II|L2(Q) S Chk+1\u\k+1, (018)
onde | - |41 denota a semi-norma de H*+1(Q). Logo, é possivel estimar

[Ilw = unllle = v —un|p20) + 2V (u— un)lr20) < Ch*|ulps1- (C.1.9)
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Finalmente, concluimos de (C.1.9) que

|u — Uh|L2(Q> < Chk‘u|k+1 (C.1.10)
hk
‘V(u—uh)hz(g) S C’$|u|k+1 (Clll)
A norma ||| - [||e (C.1.3) é denominada norma da energia. Como podemos notar

esta norma nao garante controle sobre as derivadas de ordem mais alta (estabilidade
fraca). Em (C.1.11) quando € < 1 a solugao uy torna-se altamente oscilante a
medida que e — 0. Este fato deve-se a fraca estabilidade do método de Galekin para
problemas com pouca difusdo. Além disso, a estimativa apresentada em (C.1.10) €
sub-6tima ji que para a norma L? a func¢do (problemas elipticos) deve exibir taxa
de convergéncia uma ordem superior a do seu gradiente, ou seja, O(hk“). Esta
propriedade (taxa de convergéncia Gtima para a funcio na norma L?) pode ser
demonstrado utilizando-se o truque de Nitshe [21].

O Método SUPG

O método aplicado aqui serd o método estabilizado de elementos finitos denomi-
nado SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) [9], o qual estd baseado numa
formulagao de Petrov-Galerkin com fungoes peso discontinuas [9]. Este método
acrescenta estabilidade ao problema, é consistente (ndo hd perda de precisdo) e
possui estimativa de erro quasi-étima para o caso de conveccao dominante, ou seja,
quando € << h.

Supondo que 0 < € < h e que § seja um parametro arbitrario suficientemente
pequeno de forma que § = O(h), a formula¢do SUPG do problema (C.1.2) é descrita
por

Achar w, € V¥ tal que
Ap(up,vn) = Fp(vp), Yo, € th. (C.1.12)

onde

Ah(uh,vh) A€(11,h,vh) + (—EAU}L -‘rﬁ -Vupn + Up, (Sﬁ . Vvh)h
Fy(vn) = F(vn)+ (f,08- Vo),

com (-, -)p dado por
(vh,wh)h = Z/ VpWh dK, Vvh,wh e Th.
< JK
e Consisténcia: Seja u a solugao do variacional (C.1.1) e uy, satisfazendo o problema
discreto (C.1.12), é facil ver que:
Ap(u — up,vp) =0,V € th.

A existéncia e unicidade de solugao para o problema aproximado (C.1.12) segue,
como anteriormente, da aplicagao do Teorema de Lax-Milgram . Para tal, definimos

vnlll = €lVonlizy + 018 - VonlLa(q) + lonliz()- (C.1.13)
e consideramos a seguinte expressao para a desigualdade inversa [6, 9]

Cinvh2|Avh‘%2(Q) < ‘V’U}—Jiz(g), Yoy, € Vf (0114)
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e Continuidade de Ay(-,-). Da defini¢ao de Ay(-,-) e usando a desigualdade de
Holder, tem-se

| An (un, vn)| < €|Vun|r2)|Vonlr2) + |8 - Vunlr2 ) lvnl 2 o)

+ |unlr2 ) lvnlL2(0) + (5e|lAuplr2(a) + 618 - Vun| 12y + dlunlL2)) 18 - Vonlrz@)-
(C.1.15)
Agora, aplicando a desigualde inversa (C.1.14) no termo de|Aup|r2(q) de (C.1.15),
encontra-se
delAup|p2q) < 66((%7”))71/2}1/71|vu}L|L2(Q). (C.1.16)
Substituindo (C.1.16) em (C.1.15) e usando a defini¢ao da norma |||-||5, demonstra-
se a continuidade da forma Ay(-,-), ou seja,

|An (un, vn)l < Clllunll[alllvnll]n,
com C' uma constante positiva tal que C' = C(4, ¢, h, 0;11)/2)
e Coercividade (ou Elipticidade) de Ap(-,-): Fazendo v, = wup na definigao de
Ap(+,-) e usando a propriedade que (v, 8 - Vuy,) = 0, calcula-se

Ah(’l}}”’l}h) = E‘Vvhﬁg(ﬂ) + |'Uh|%2(Q) + (5|é . V’Uh|%2(ﬂ) - ée(Avh,§~ Vvh)h.

1
Aplicando a desigualdade —2(a,b) > —g|a‘%2(ﬂ) - Z‘b@z(m no tltimo termo do

lado direito da identidade acima, com a escolha 1 = ¢, h?, tem-se
Ah(vh,vh) > G‘V’U}Lﬁz(g) + |’Uh‘%2(g) + 6‘@ vvh‘%z(g)

€ 2 2 e 1 o 2
_§Ci7wh |A’Uh‘L2(Q) - 501:7”’}125 ‘é . V’Uh‘L2(Q).

Agora, usando a desigualdade inversa (C.1.14), tem-se

Ap(vn,vn) > €[ Vunliziq) + valizq) + 018 - VoulZzq)

€ _ € 11—
—*Cinq,h2(0m1,h2) 1|v1}h|iZ(Q) - *(Cinvh2) IChé‘é VUhl%?(Q)'

2 2
com § = ¢ch. Tomando ¢ suficientemente pequeno de forma que
€c . he;
<1 ouseja ¢< —22.
heinw €

encontra-se a seguinte expressao para a forma bilinear Ap(-,-)
€ 2 d 2 ! 2
An(vn,vn) = §\Vvh|L2(n) + §|ﬁ “Vn|zo ) + §|vh|L2(Q)’ (C.1.17)
provando a continuidade de Aj(-,-) na norma ||| - |||,. Finalmente, de (C.1.17)
conclui-se que
1
An(vn,vn) 2 5\\|Uhm;2l~
Observagoes:

1. Comparando a coercividade obtida com o método de Galerkin (C.1.4) com
aquela apresentada pelo método SUPG (C.1.17), observa-se que a tultima é
mais estavel ja que controla a derivada na direcao das linhas de corrente,
fornecendo, deste modo, maiores informagoes sobre a solucao aproximada uy,.
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2. Uma outra forma de tratar o termo fée(Avh,é~ Vup)p seria
6 5 2 d 2
7(56(A’Uh7g . Vvh)h 2 *56 |Avh‘L2(Q) - 5‘@ . V’Uh‘Lz(Q)

1€ 0
> —de(cinuh®) 1§\Vvh|2L2(Q) - §|§ : V”h|2L2(Q>-

hci v

Ja que § =¢h com ¢ < 6" , segue

€ 0
—de(Avp, - Vo), > 75|Vvh\%2(9) - §‘ﬁ'v'[}h‘%2(ﬂ).

Seja uy € V,ﬁ“ a interpolante de u satisfazendo as estimativas apresentadas pela
equagao (C.1.8). Dos resultados de coercividade e consisténcia do método SUPG
escrevemos que para todo up — uy € V,,k vale

1
o lun = wrl|[f; < An(un —wr,up —ur) = Ap(u — ur, up —ur)
+Ah(uh —U,uy — uh) = Ah(u —Ur,uUp — uI).
Logo,
1
§H|uh7u1H|g < Ap(u—up,up—ur) = e(V(u—ur), V(up—ur))+(8-V(u—ur), upn—ur)
+(u—ur,up —ur) + 0(—eA(u —ug), B - V(up —ur))
+6(B - V(u—ur), B V(up —ur)) +0(u—ur, B - V(un —ur)).

Deste modo,
1
Sl = wrllly < Ty + To + Ty + Tu+ Ts + T (C.1.18)

Vamos limitar cada termo T;, 7 = 1,...,6 de (C.1.18), para isto aplica-se varias vezes

a desigualdade |(a, )| < g|a\2Lz(Q) + ?\b\%Z(Q), com 7 > 0 conveniente. Segue que
Y

€

€
Ty < Je(V(u—ur), V(up —ur)| < TV (u - ur) 2agq) +
2 2m

IV (w, — u1)|2L2(Q)'
Aplicando integracao por partes em T, tem-se
Ty < (8- V(u—ur),up —ur)| = [(u—uz, - V(up, — ur))|
N2 1
S ?(5 1|’U, - U[‘QLZ(Q) + %(5'@ . V(Uh - ’LL[)|%2(Q)

Na sequéncia, encontra-se que

N3 1
T3 S |(U* Ur, Up, — uI)\ S ?|u - U[‘%z(g) + %Wh — u1|i2(9)7

Ty < |5(—eA(u —ug), B+ V(up —ur))nl

N4 g
< 55€2|A(U —ur)[fa(q) + 2774|ﬁ - V(up —ur)[72q),
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T5 S |(5(é V(u - ul),é . V(Uh - u]))h|
s 2 4 2
S 5(5|é . V(U - U‘I)‘LZ(Q) + 72715 |é : V(Uh - UI)|L2(Q>,

e
e 2 5 2
To < |6(u—ur, - V(up —ur))nl < ?6\11 —urlr2q) + 3 18- V(up, — )|z
"6

Tomando 7y =n3 =2 e =14 =15 = 1 = 8, agrupando os termos semelhantes e
substituindo em (C.1.18), obtém-se

1
Sl = wllli; < €|V (u = un)lfage) + (144671 +48)lu — wilfz(q)

+46¢%|A(u — UI)|%2(Q) +46|8 - V(u— UI)‘%?(szy

Entao pela teoria de interpolagao (C.1.8), calcula-se as taxas de convergéncia
Iwn — urlll < 2¢Ch* |ulzyy +2(1+407" + 45)Ch2k+2\u\§+1.

+862Ch* 2 |uf? ,y + 8|8|oc0Ch ul?

Levando em conta que € < h e § = O(h), segue da ultima desigualdade que
lan — wrlln < CR*FY2|ufgy . (C.1.19)

Agora, escrevendo o erro u — up, = u — uy + uy — uy, aplicando a desigualdade
triangular (|ja + || < ||a]| + ||b]|), considerando a estimativa (C.1.19) e utilizando
novamente a teoria de interpolagao, concluimos que

I = wnllln < CREFY 2 gy . (C.1.20)

A estimativa em (C.1.20) é quasi-6tima pois |(u — wp)|r2) < CR*FV/2|ufpyq.
Porém, se comparada com aquela apresentada pelo método de Galerkin (C.1.10)
observa-se um ganho da ordem de h'/2 (O(h'/?).

Notemos que ao proceder com a estimativa de erro do método SUPG primei-
ramente usamos o artificio de se calcular o erro para a diferenga uy — uy. Isto
deve-se ao fato de que sendo em ambos os casos € # 0, a coercividade do problema
aproximado foi obtida a partir da aplicacao da desigualdade inversa no termo eAuvy,.
Portanto, s6 é vélida no caso de estarmos trabalhando com elementos do espago th
(dimensao finita). J4 com o método de Galerkin, calculou-se diretamente o erro
u — up, porque a coercividade foi demonstrada primeiramente para o caso continuo
e entao transferida para o discreto. Em outras palavras, desde que u —up, € V é
permitido calcular A (u — up,u — up) > Cl||u — up|||? diretamente.

C.2 O Problema Transiente

Seja agora Q C R? e Q = Q x [0, T] um cilindro com fronteira ¥ = T' x [0, 7], onde
I' = 09, entao o problema de valor inicial e de fronteira para a equacao do calor é
dado por
u—Au = 0 em @
u = 0 sobre X
u(0) ug em £, (C.2.21)
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onde u = u(z,t) representa a dissipacao do calor na regiao Q. A equagao do calor
(C.2.21); é caracterizada como uma equagao parabdlica. Aqui, considera-se um
problema homogéneo com forga externa f nula, para simplificagdo dos célculos,
sem perda de generalidade.

Inicialmente encontra-se a formulagao variacional de (C.2.21). Multiplicando
(C.2.21); por v € V = H}(Q), integrando em Q e aplicando o Lema de Green
(1.2.6) , obtém-se

(ug,v) + (Vu, Vo) =0, YveV, Vte [0,T)]. (C.2.22)

Na préxima secio trataremos da aproximagao do problema variacional (C.2.22).

C.2.1 O Problema Semi-Discreto

Como na segao anterior, seja
Vi = {v, € C%Q); vl € PL(K)} CV = H}(Q),

definido em (C.1.5). O método de Galerkin aplicado ao problema (C.2.22) é dado
por

Achar  uy(t) € V¥ tal que
(uh7t(t), ’Uh) + (Vu;,,(t), V’Uh) = 07 Yy, € V,f (C223)

com t € [0,T], e up, a derivada de uy(t) em relacao a varidvel t. Lembre-se que
para cada t € [0, 7], up(t) € Vj¥. Por simplicidade, no texto que se segue, usaremos
a notagao uy, no lugar de wuy(t). O problema (C.2.23) é chamado de aprozimagao
semi-discreta ou aproximagdao continua no tempo, desde a varidvel temporal nao
estd sendo discretizada.

A andlise numérica de equagoes parabdlicas estd baseada na definicao de uma
fun¢ao comparativa @y, que é solucao de um problema eliptico auxiliar. Portanto, a
idéia é escrever o erro u — uy, da seguinte forma:

U —Up =U— Up + Up — Up, (C.2.24)

onde a primeira parte de (C.2.24), isto é, a diferenca u — @, é calculada pela teoria
das equagoes elipticas a qual sabemos estimar, via teoria de interpolagao (C.1.8). A
segunda parte, @, — uy ¢ a diferenga de duas fungoes no espaco de dimensao finita
Vf. Devemos entao encontrar uma relagao entre estas duas parcelas. Denota-se

Pu = U — Uy e €y = Up — Up,

observando que e, € V,f Logo, das defini¢bes acima e voltando a equagao semi-
discreta (C.2.23), calcula-se

(€utsvn) + (Vew, Vup) = (unt — Une, o) + (V(up — ap), Vo) =

= (unt,vn) + (Vun, Vop) — [(@n.e,vn) + (Vag, Vop)). (C.2.25)

J& que uy, € V¥ ¢é a solugdo do problema semi-discreto (C.2.23) a soma das duas
primeiras parcelas de (C.2.25) é igual a zero. Portanto, somando e subtraindo o
termo (Vu, Vo) em (C.2.25), segue que

(eu,t,vn) + (Vew, Vup) = (V(u — @r),vp) + (Vu, Vop) — (Gnt, vn)-
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Usando o fato que V}¥ C V e relembrando a formulagdo variacional (C.2.22), obser-
vamos que (Vu, Vop) = (ug,vp,). Portanto,

(eutrvn) + (Veu, Vup) = (V(u — @n), vn) + (ur — Gny,vn),
ou seja,
(€utrvn) + (Vey, Vup) = (V(u —an), vn) + (purt, vn), (C.2.26)

onde py; = u; — Up,. Deste modo, a equacao (C.2.26) relaciona as varidveis p, e
e, como estavamos buscando.

Resta agora apresentar uma definicao para a funcao auxiliar 4. Por con-
veniéncia (usando da teoria das equagoes elipticas) toma-se @y, como sendo a proje-
cao eliptica de u em V,f‘ , ou seja, escolhe-se 1y, satisfazendo o problema

(Vian, Vop) = (Vu, Vo), v, € ViF (C.2.27)

Sendo ((u,v)) = (Vu, Vo) o produto interno em V = H} (), entao iy, é a projecao
de u em relac@o a este produto interno. Portanto, usando a definicao (C.2.27) em
(C.2.26), tem-se

(eu,ta Uh) + (Veua VU}L) = (ﬂu,h 'Uh)- (C228)
Vamos agora encontrar estimativas para u — uy e V(u — u) em L%(Q) a partir
da identidade (C.2.28). Primeiramente, escolhendo v, = e, = up — 4p € V}f*' em
(C.2.28), calcula-se

(eu,f,y eu,) + (Veu,7 Veu,) = (pu,h 6“),

ou seja,
d, 2 2 1 2 2
%|6H‘L2(Q) +2|Veulz2 () < E\Pu,th?(n) + ez q)- (C.2:29)

Na célculo de (C.2.29) foi usou-se que (€y,¢, €,) = %%|e“‘%2(9) e a desigualdade de
Young. Agora, aplicando a desigualdade de Poincaré (|Veu|%2(m > %|eu|2L2(ﬂ>) no
segundo termo do lado esquerdo de (C.2.29)e apds algumas manipulagoes algébricas,
obtém-se

d 2n
TI%'&LFLZ(Q) + (E - 772) ‘eu|%,2(g> < pu,e QLZ(Q)- (C.2.30)

Tomando n = n(C) tal que 24 —n? > 0, encontra-se

d 1
Ekuﬁ?(n) < 5|Pu,t T2 (C.2.31)

Integrando (C.2.31) de 0 a t € [0,7]

1t 1/2
lew(®)]L2 (@) < lew(0)]2() + (5/0 |Put(8) |72 d8> : (C.2.32)

A estimativa (C.2.32) ndo é muito adequada quando tentamos simular fenémenos
mais realisticos (aqueles que acontecem em tempos muito grandes). Por exemplo,
quando t — oo o dltimo termo do lado direito de (C.2.32) cresce muito, ou seja,
acrescenta ao lado direito contribui¢es cada vez maiores. Logo, (C.2.32) s6 valeria
para um tempo finito.
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Passaremos agora a calcular uma nova estimativa a partir da equagao (C.2.30).
Dividindo (C.2.30) por 1 > 0 e fazendo Cy = % —n>0eCy= %, tem-se

d
@\eu@(n) + CileulZ2(q) < Colputlia)- (C.2.33)
Multiplicando (C.2.33) por exp®'!, segue que

d
&(QXPCIt ‘eu|i2(g)) < Cyexp™! |Pu,t‘%2(n)~

Integrando agora de 0 a ¢t € [0,7]

t
leu(® < exp™C eu(O) oy + Co [ exp™ ) lpuu(n)ie dr. (C230)
JO

Vamos limitar o dltimo termo do lado direito de (C.2.34). Seja,

t t
02/0 eXp7C1<t7T> |pu,t(7—)‘%2(52) dr < 02 Slilg |pu,t(7)|%2(s2)/0 Eprcl(th) dr =

C, )
< —su wt(T)7200)-
=0 TSIZ\P (ML Q)

l—exp_clt)
= Oy sup |pus(T)]?2 (7
275\9 (D220 oy

Voltando & desigualdade (C.2.34) tem-se
lew(t)|72(0) < exp™ " lew(0)[72(q) + Cs sup |Pu,t(T) 20
Logo,
leu®lzz(@) < exp™ T lew(O)] 20 + Cs 5up |pus() 12 (C.235)

A seguir, apresentaremos duas formas de estimar o termo ||, (0)|| em (C.2.35). A
primeira op¢ao é aproximar o dado inicial através da projecao eliptica, isto é, toma-
se up(0) = x(0). Logo, €,(0) = up(0) — 4x(0) = 0 e nada mais tem-se a fazer. A
segunda opc¢ao é escolher o dado inicial como sendo a interpolante, ou seja, toma-
se up(0) = ur(0) e usando a teoria de interpolagao (C.1.8), o fato que 7, (0) é a
projegao eliptica de u(0) e a desigualdade triangular, escreve-se

lew(0)]z2(0) < [u(0) — un(0)| 20 + [u(0) — @ (0)|r2() < CRF M ug g1
Deste modo, a desigualdade (C.2.35) torna-se

C
lew(®)] 120y < Caexp™ 2t hF  ugpy + Cs sup 1pu,i(T)|L2(0)- (C.2.36)
T<t

A nova estimativa (C.2.36) vale para tempos infinitos. Quando t — oo, caso de
problemas de consolidacao, tem-se

leu(®)lz2(@) < Cssup [pue(7)l12(@)-
T<t

Relembramos que o erro total de discretizagdo do problema semi-discreto (C.2.23)
foi definido como sendo u(t) — up(t) = eu(t) + pu(t), restando ainda calcular a
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estimativa total de erro. Pela desigualdade triangular e usando o resultado (C.2.36),
obtém-se

u(t) = un(t)|L2@) < lew(t)|z2(0) + lpu(t)|L2) < Cpexp™ O pFH
+Cj Slgﬂpu,t(ﬂ\m(m +1pu(7)]2(0))-

Levando-se em conta a teoria de interpolacao para as equagoes elipticas (C.1.8),
onde [pui(t)z2() < CHF  ug(t)lks1 e [pu(®)]r2(@) < CHF M u(t)|k+1, segue da
dltima equagao que

lu(t) = un(t)|z2() < Caexp™ R4 CahH (fug ()1 + [u() 41)- (C-2.37)

Em (C.2.37) apresenta-se apenas a estimativa em L2(Q) para fungo u(t), resta
ainda encontrar a estimativa em L?({)) para o gradiente da fungdo, ou seja, para
|V (u(t) —un(t))]r2(q). Toma-se v, = ey em (C.2.28) e aplica-se a desigualdade de
Young. Logo, tem-se

1d 1 n
lewt|Z2 () + gﬁweu@zm) < %V’u,t\%z(n) + §|€u7t\%2<9)7

ou seja,

d
Cslew,tl72(a) + @W@uﬁ?(m < Célputliz()

com Cs =1—-2 >0eCs = % Ja que 05‘6“""%2(52) > 0 e integrando de 0 a
t €[0,7T], obtém-se

t

¢ 1/2
|V6u(t)|Lz(Q> S C7|V€u(0)‘L2(Q) + Cg (/ ‘pu,t(7)|%2(ﬂ) d‘l’) . (0238)
0

Novamente, observa-se que (C.2.38) é vélida somente para um tempo finito pois
quando ¢ — oo o ultimo termo do lado direito acrescenta niimeros positivos cada
vez maiores na equagio. Portanto, apresenta-se a seguir uma estimativa para |u —
un|r2() + [V(u — un)|p2(0) com decaimento. Tomando-se agora v, = e, + €y, em
(C.2.28) e apés manipulagoes algébricas, obtém-se

1d

§E(|V€u|i2(m+\€u|2L2(Q))+C9(|V€u|2m(n)+|eu|2L?(Q)) < Clo‘pu,t@,?(ﬂ)' (C.2.39)

Analogamente ao caso da estimativa (C.2.36), multiplica-se (C.2.39) por exp®®t e
integra-se em [0,T], encontrando

lew(®)[72() + [Veu()]72(0) < exp™ (e (0)[72(q) + [Veu(0)[720))
t
+ Cho / exp” @ |y (1) 720 dr. (C.2.40)
0
Relembrando que |eu(t)|2Lz(Q) + |Veu(t)|2LQ(Q) ¢ a norma da energia. Sabendo que
' c 2 1 2
| e )y dr < sl o
0 Cy r<t

tem-se de (C.2.40) que

lew(t)[72(0) + [Veu(t) 720y < eXP_Cgt(|eu(0)|2L?(Q) +Veu(0)[72a))
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+Ch15up | pui (7)|72(0)-
7<t

Aplicando a desigualdade de Poincaré (||e,,(0)]|?> < C2||Ve,(0)||?, considerando que
ey (t)|| > 0 e calculando a raiz quadrada de ambos os lados da tltima desigualdade,
tem-se

[Veu(t)|z20) < Cra(|Veu(0)|r2(0) + sup [put(T)]r2(2)- (C.241)

Finalmente, para a estimativa de erro total adiciona-se a (C.2.41) a parte relativa
ao erro da projecao eliptica, ou seja,

[V (u(t) —un(t))|r2(0) <
Ci3(IV (u(0) — un(0))|r2(0) + Su<ft)(||pu,t(7)|L2(Q) +Vou(®)|r20)-

Consequentemente, escolhendo ||V (u(0) —u,(0))|| < Ch¥|u(0)|41 e usando a teoria
de interpolagao (|Vp,(t)|r2() < ChF|u(t)|k11), obtém-se

IV (ult) = un(t)]z2(0) < Crah* (Jue(®)ler1 + [u() es1)- (C.2.42)

Combinando as estimativas (C.2.37) e (C.2.42) conclui-se que a taxa de con-
vergéncia do erro para a func¢do, do problema semi-discreto (C.2.23), na norma
H'(Q), é da ordem de h* e da ordem de h**!, na norma L2(Q2), ou seja,

fult) = un (D] @) + IV (u(t) = un(®) 2@y < Crsh™ (fue(®lss + [u(®)er1)-
(C.2.43)
A estimativa (C.2.43) apresenta taxas étimas de convergéncia .

C.2.2 O Problema Totalmente Discretizado

Vamos agora analisar numéricamente o problema do calor (C.2.21) quando as va-
ridveis espago e tempo sao discretizadas. Para tanto, serd aplicado o método de
diferencas finitas na discretizagao temporal, mais precisamente o esquema de Euler
Implicito , e o método de Galerkin de elementos finitos na aproximacao espacial.
Esta metodologia é conhecida como o método de Rothe , ou seja, discretiza-se no
tempo e depois no espaco.

Primeiramente, denota-se u:(t) por dyu(t) e dividi-se o intervalo [0,7] em sub-
intervalos [ty,—1,tmy], onde t,, = mAT, m=1,...,K com tg =0 e tx =T. Além
disso, seja u™ = u(t,,). Logo, o esquema de Euler Implicito para aproximar o termo
u(t) é dado por:

u™m — umfl
At
Substituindo (C.2.44) no problema variacional (C.2.22) e usando o método de Galer-
kin, o problema totalmente discretizado 1é-se: Dado m = 1,..., K, achar ul* € V}F
tal que

ut(tm) = (9,51/" ~

(C.2.44)

(Deul, vp) + (Vul', Vup) = 0,  para todo vy, € ViF. (C.2.45)

Na andlise numérica do problema (C.2.45) também lan¢amos mao de uma varidvel
auxiliar @}, a projecao eliptica de u", que satisfaz

(Vay, vp) = (Vu, Vo), Yo, € VX (C.2.46)
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Novamente, partindo das definigoes para o erro apresentadas no caso semi-discreto,
tem-se
u(ty,) —up' = (u(ty) —ap') + (ap' —up'), (C.2.47)

onde pI" = u(ty,) — @) pode ser estimada pela teoria de interpolacao, ou seja,
de (C.2.46), obtemos |p|12(q) < CR* ' u™ |41, O segundo termo de (C.2.47),
e’ = uy’ — up', deve ainda ser estimado. Seguindo o mesmo raciocionio da secao
anterior, quando obteve-sea o problema variacional que relacionava p,, e e, (C.2.28),
resulta aqui também que

(D™, vp) + (Ve Vo) = (w™,vp), Yo, € V¥, (C.2.48)

onde w™ = w(t,,) — 0yu}*. Lembre-se que no caso semi-discreto tinhamos p, ; =
uy — Up, no lugar de w™ em (C.2.48). Somando e substraindo dyu(t,,) em w™,
segue que

w™ = (Opu(tm) — Ovap') + (ur(ty) — Ou(ty)) = wi* + wi', (C.2.49)
com wi' = dyu(ty,) — Oy = Opplt € wh' = uy(tm) — Opu(ty,). Assim,
w™ = atP;n + (ut(tm,) - 6tu(tm))7

onde o primeiro termo vem do erro dado pela discretizacao através do método de
Galerkin (aproximagcao espacial) e o segundo (a soma de duas parcelas) provém do
esquema de Euler Implicito (aproximagao temporal).

A seguir, vamos calcular estimativas em L?({) para o erro definido em (C.2.47).
Fazendo vy, = e € V¥ em (C.2.48), tem-se

(ateT> eum) + (VEZLa Veum) = (wm’ BZL)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a defini¢do do operador 9;" -, obtém-se

em em—l 9
(7n Atu 7621') +Ver'li2i) < W™ L2 @ler L2 )
ou seja,

lew 220y = lew ™ L2 lel | 2@
At

+|Ver ta) < W™ r2@)lel|2@)- (C.2.50)

Logo, j& que \Vemig(m > 0 e simplificando os termos semelhantes, segue que

lent| o) < lef Moz ) + Atlw™|L2(q). (C.2.51)

E facil ver que a desigualdade (C.2.51) acarretard numa estimativa de erro sem
decaimento. De fato, somando (C.2.51) para todos os intervalos de tempo de 1 a
m, tem-se

enll + At flw|. (C.2.52)

=1

lle™ ]l <

Em (C.2.52) resta estimar os erros provenientes de w’ = w{ + wj. Primeiramente,
seja

j j— t;
Iy A T
wy = Oyp], = Al = AL . Put(T) dr.
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Deste modo,

. 1[4
w20y < — / 1Pt () 12y 7,
1 ( ) At tj,1 ( )
ou seja,
mo tm
ALY wl[p2) < / Pt (T)] 12(0) dT. (C.2.53)
j=1 0

A estimativa (C.2.54) é idéntica aquela obtida no caso semi-discreto sem decaimento.
Vamos agora limitar o termo w} = w,(¢;) — dyu(t;). Tem-se

= w(ty) - % _ Ait/ (7 =ty )un(r) dr.  (C.2.54)

(7
Logo, de (C.2.54) encontra-se

tj

At|w%|L2(Q) S / |(T — tjfl)Utt(T)‘Lz(Q) dr.

Jtji-1

Ja que |1 —t;_1| < At e somando os termos de 1 a m, obtém-se
m . tm
ALY wh|peo) < At / e (7)| 2 (g2) A (C.2.55)
j=1 0

Combinando as limitagoes apresentadas em (C.2.53) e (C.2.55) com (C.2.52) e as
estimativa dadas pela teoria de interpolagao, chega-se na seguinte estimativa de erro

tm tm
|em|L2(Q) < \eg\p(g) + Chk"'l/ [ (7)1 d7 + At/ |’U/tt(7)|L2(Q) dr.
0 0

(C.2.56)
Outra vez, observa-se que (C.2.56) ndo possui decaimento, pois a medida que o
tempo cresce os termos do lado direito aumentam. Deste modo, partindo da equacao
(C.2.50), buscaremos uma estimativa em L?*(Q2) com decaimento. Aplicando a de-
sigualdade de Poincaré no segundo termo do lado esquerdo de (C.2.50), segue que

e 172y — len iz lel 2
At

+ Clen |72y < [w™ 2@ len |2 @)
ou seja,
lex L2y < (14 CA) T (el ) + Atlw™|L2())-

Agora, somando as equacoes de 1 a m, obtém-se

|6'T|L2(Q) < (]. + CAt)_m ‘€2|L2(Q) + 015At2 |wj|L2(Q) . (0257)

j=1

Observa-se que quando m cresce muito, ou seja, m — 0o, a expressao (1+CA¢)~™
tem um comportamento do tipo exp~Ctm . pois f, = (1 4+ CAL)~™ = (%Ctm)*m
ja que At = tﬁ, por defini¢do. Deste modo, a estimativa (C.2.57) possui um
decaimento do tipo exponencial, conforme obtido no caso semi-discreto.

Finalmente, combinando os resultados (C.2.57), (C.2.53), (C.2.55), a definigao
do erro u(t,,) — uj* com a desigualdade triangular, conclu” i-se que

T T
u(ty) — ul| < Cig (h’“rl/ |t () |41 dt+At/ luat (8)] L2 ds>. (C.2.58)
0 0
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A estimativa (C.2.58) diz que o erro total na discretizagdo espago-tempo para a
func¢do, na norma L%(Q), é da ordem de hF*1 4 At. Por causa da escolha néo
simétrica na discretizacao temporal o método de FEuler-Galerkin é apenas de pri-
meira ordem no tempo.

Finalmente, apresenta-se um outro método de discretizacao temporal, com taxa
de convergéncia da ordem de (At)%, o Método de Crank-Nicolson . Este método
aproxima a equagao semi-discreta de uma forma simétrica ao redor do ponto

tho1/2 = (n —1/2)At,

ou seja, o problema totalmente discretizado 1é-se agora como: Dado m =1,..., K,
achar up' € Vh’c tal que

m m—1
Up,' + Uy,

(Oruy? 1) + (V(“=

), Vo) =0, paratodo vy, € ViF. (C.2.59)

C.3 Exercicios

1. Seja © € R? um aberto limitado com fronteira suave 9Q = I, o problema de
convecgao-difusao-reagao é definido como:

—cAu+pB-Vutu=f em Q
div =0, em
u=0 em 0. (C.3.60)

com 3 € (L®(Q))? = L*(Q) x L=(Q) e f € L*(Q) fungdes conhecidas.

Calcule a formulagao variacional, ou formulagao fraca, do problema (C.3.60).

2. Consideramos uma condi¢ao de Neumman no problema acima, ou seja, % =0
sobre Jf) apresente a formulagéo fraca.

3. Se e =1, B =0 mostre que a solugao aproximada u;, do problema correspon-

dente, com condicio de Dirichlet homogénea e f € L%(Q), dada pelo método
de Galerkin, possui taxas 6timas de convergéncia na norma-L?2.

4. Integre por partes o termo

1 b
E/ (T —tj—1)uw(r) dr

ti1

e conclua que é igual a w) = u,(t;) — %

5. Mostrar que o método Crank-Nicolson-Galerkin, definido em (C.2.59), apre-
senta taxa de convergéncia da ordem de (At)? no tempo.
Sugestao: Lembremos que a estimativa para ||p'|| é conhecida pela teoria
de interpolagao. Portanto, resta estimar somente ||e)'||, para isto seguimos
raciocinio analogo ao do método Euler-Galerkin obtendo a seguinte equagao
a partir de (C.2.59):

m e:”ll + eZL71 m
(Orer, vp) + (V(f),vuh) = —(w™,vp), (C.3.61)
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onde

+

Escolhe-se vy, =

vas.
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8t (ﬂZl - u(tm)) + (8tu(t7n) - u(tmfl/Z))

1
Au(tp—1/2) — i(u(tm) + u(tm-1))) = w1 + we + w{C.3.62)
e + e

5 em (C.3.61) e procede-se o célculo das estimati-
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