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Prefacio

A ideia de redigir este volume surgiu como consequéncia da introducdo, no pri-
meiro semestre de 2016, de uma discussao sobre a aplicagao do método de Monte
Carlo na solucdo da equacdo de conducdo de calor na disciplina de pds graduacao
AGG-5923 ”Transferéncia de Calor em Materiais Geolégicos”, ministrada por um
dos autores (F.B.R) no Programa de Pés Graduacgao em Geofisica do Instituto
de Astronomia, Geofisica e Ciéncias Atmosféricas da Universidade de Sdo Paulo.
Nessa ocasiao, ficou claro que a maioria dos alunos nao teve contato prévio com os
principios do método de Monte Carlo e com as suas aplicacoes mais elementares:
integracao multipla e solugao de sistemas lineares. Ficou evidente também que,
embora exista uma extensa literatura sobre o método de Monte Carlo e sobre as
suas diversas aplicagoes, falta, na literatura em portugués, um texto introdutério,
simples e conciso. O propésito desta monografia é apresentar os principios basicos
desse método.

O texto se destina a alunos dos ultimos dois anos de diferentes cursos de gra-
duacao, como geofisica, fisica, quimica, matemética, engenharias e economia e a
alunos de pds graduagao que precisam utilizar técnicas de Monte Carlo nas suas ati-
vidades de pesquisa, mas nao tiveram contato com o assunto durante a graduagao,
0 que parece ser o caso mais comum entre os egressos das nossas universidades. Os
autores esperam também que o texto seja tutil ao publico profissional em geral que
deseje se iniciar no uso dessa metodologia.

O texto é composto de uma introdugao, onde se discute a natureza dos algorit-
mos deterministicos e dos cdlculos probabilisticos e se apresenta um resumo muito
breve da histéria do desenvolvimento do método. Nos dois capitulos seguintes é
feita uma apresentagdo bastante resumida dos principais resultados da teoria da
probabilidade que sdo indispensaveis para a compreensao do restante do texto. O
quarto capitulo se destina a descrever diferentes técnicas para geragao de sequéncias
de numeros pseudo aleatérios. O quinto capitulo apresenta o método de Monte
Carlo de integracao numérica, comegando com um exemplo ingénuo de integracao
em uma unica dimensdo. O exemplo é introduzido para apresentar os principios
mais fundamentais do método de integragdo e para ressaltar, de um lado, as de-
ficiéncias naturais do método e, de outro, o fato de que, normalmente, o método de
integracao de Monte Carlo s6 é realmente 1til quando as técnicas mais comuns de
integragao numérica apresentam dificuldade de utilizagao. O capitulo prossegue com
o problema do calculo de integrais multiplas, que constitui a principal aplicagao do
método de integragao, sobretudo quando o ntimero de varidveis a serem integradas
é grande.

O 1ltimo capitulo discute a aplicagdo do método de Monte Carlo na solucao de
sistemas de equagOes lineares e de alguns problemas com operadores lineares. O
capitulo ressalta que a aplicacao do método de Monte Carlo comega com a iden-
tificagao de um experimento aleatério no qual uma varidvel aleatéria, definida a
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partir dos resultados elementares que formam o seu espago amostral, é associada a
solugao procurada do sistema linear. Em seguida um procedimento pratico para a
simulacao numérica do experimento aleatério é estabelecido e o método é aplicado
na solucgéo de sistemas lineares. Como exemplo final, o método é aplicado na solugao
da equacao de condugao de calor, escrita em um esquema implicito de diferencas
finitas.

Todos os capitulos sao acompanhados por uma lista de exercicios. A partir
do capitulo 4 essa lista é formada principalmente por problemas numéricos onde o
leitor deve desenvolver o seu proprio cédigo para computador e aplicar esse c6digo na
solugao do problema proposto. Isso significa que é necessaria alguma familiaridade
com, pelo menos, uma linguagem de programacgao, ou que o leitor se disponha a
desenvolver essa habilidade paralelamente a leitura do texto.

Sao Paulo, 15 de marco de 2017.

Fernando Brenha Ribeiro
Eder Cassola Molina
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Algoritmos deterministicos e calculos proba-
bilisticos
Considere o problema de resolver o sistema de equagoes lineares:

4xq1 + 0,242 — 0,082z3 = 8
0,0921 + 3z2 — 0,153 =9 (111)
0,04z1 — 0,085 + 425 = 20

O sistema formado pelas equagoes [I.1.1] pode, por exemplo, ser resolvido pelo
regra de Cramer que fornece formalmente uma solugdo na exata, obtida a partir de
uma sequéncia finita de operagoes encadeadas, ou de um algoritmo, que é o conjunto
dessas operagoes. Outro exemplo de algoritmo para a solugao do sistema é
o método de Gauss. Nos dois casos, a solugao pode ser truncada dentro de uma
precisao qualquer, mas a solucao, que aproximada até a quinta casa decimal é:

z1 = 1,90920; 2 = 3,19496; 25 = 5, 04481

¢é formalmente exata.

Por outro lado, o método das aproximagoes sucessivas fornece uma solugao que,
em principio é aproximada. Nesse método, a solucao do sistema é feita repetindo-
se indefinidamente e de forma ciclica uma sequéncia de operagoes, ou iteragoes,
cada uma fornecendo uma solu¢do aproximada s1, 82, .....; Sk, -..... Se a matriz do
sistema satisfizer algumas condigbes, no limite em que o numero de iteragoes se
torna indefinidamente grande, a solugao converge para o valor S da solucao do
sistema:

lim s, =S8
k— 00
Na pratica, o processo é repetido até que a solugao convirja dentro de uma
aproximagao previamente estabelecida. A tabela apresenta solucao do sistema
[[-1.1] por aproximagdes sucessivas no final de diferentes iteragoes.
Existem situagdes como no caso das equagoes:

x = exp (—0,5x)
x = tan(x)



Iteragao T1 To T3
0 2 2 5
1 1,92 3,19 5,04
2 1,9004  3,1944  5,0446
3 1,90923 3,19495 5,04485

Tabela 1.1:  Solugao do sistema 1.1 por aproximagoes sucessivas para as trés primeiras
iteragoes

onde nao é possivel se obter uma solugao exata de forma fechada, ou seja, uma
expressao ou férmula que permita, pelo menos em principio, obter a solugao, no caso
da equacao que envolve a funcao exponencial, ou solugoes, no caso da equagao que
envolve a fungao tangente, que transformam as equagoes em identidades. FExiste,
no entanto, mais de um algoritmo iterativo que permite encontrar uma solugao
aproximada com qualquer precisao desejada. Na realidade a solugao de qualquer
uma das equagoOes é extremamente simples. A figura mostra a solugao grafica
da equagao x = exp(—0,5x), cujo valor aproximado é 0,7. A substitui¢cio desse
resultado como valor inicial em um esquema iterativo de Newton fornece a solugao
0,703467 com a sexta cifra exata.

5,0

4,0 1

3,0

2,0

1,0

—_ —

2 00

-1,0

-2,0

-3,0

-4,0

X
5,0 — — |
-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Figura 1.1: Solugdo gréfica da equagio x = exp(—0, 5z)

Existem também problemas como a equacao diferencial:

dy 4 4
k(yt — 1.1.2
onde k e yp s@o constantes, com a condigdo inicial y(0) = y;. A solugdo dessa

equagao, que pode ser obtida separando as varidveis e integrando diretamente a



equagao com varidveis separadas, é:

1 _
Y~ Yoy YLt Yoy _ arctan(ﬂ) - arctan(y—l)]

kt = n
4yo)® “ytyo v —wo 2(yo)?3 | Yo Yo

Embora a solucao seja expressa em uma férmula fechada, contendo um nimero
finito de termos expressos por fungoes transcendentes elementares, esta solugao é
por sua vez, uma equagao transcendente em y, para cada valor fixo de t. Esta
equagao deve ser resolvida por um processo grafico ou iterativo. Na realidade, uma
solucao mais simples da equacao é obtida por diferencas finitas.

Todos os procedimentos de cédlculo mencionados até agora sao caracterizados
por uma sequéncia de operagoes encadeadas, ou, como se costuma dizer, por um
algoritmo deterministico, que recebe esse nome porque o resultado é determinado
apenas pelo algoritmo. A aplicagdo repetida do procedimento ao mesmo problema
fornece sempre a mesma resposta, descontando-se eventuais diferencas de arredon-
damento.

Os procedimentos deterministicos sao os mais utilizados na matemaética e nas
ciéncias, de uma forma geral, e sao a principal forma de solugao de problemas da ma-
tematica aplicada e da fisica matemaética, como a solucao de equacoes algébricas,
de equacoes diferenciais, integrais e integro-diferenciais e problemas de contorno.
Existem, no entanto, problemas onde nao é possivel se estabelecer um algoritmo
deterministico, ou, embora seja possivel estabelecé-lo, ele é tao dificil de ser utili-
zado que a sua utilizagao fica muito reduzida, ou mesmo anulada. Problemas que
envolvem a solucao da equagao de Boltzmann (ver, por exemplo, [19]; [32]), como os
problemas de transporte de radiacao e de néutrons no interior de um reator nuclear,
sdo exemplos de problemas que, com frequéncia, se encaixam nessa categoria.

Uma opcao para a solucao desses problemas é realizar um grande ntmero de
simulagGes com base em um experimento aleatério de forma que o valor procurado
corresponda a uma variavel aleatériaﬂ X(v) = x associada ao resultado elemen-
tar v do experimento. Se o experimento for repetido k vezes, o resultado serd uma
sequéncia de nimeros x1, Lo, T3, ....... , T, que sao estimativas de X (v). Em principio,
pode-se obter uma sequéncia infinita x1, s, ...., Tk, .... € a solucao do problema é defi-
nida pelo limite da sequéncia. Uma sequéncia de varidveis aleatdrias pode convergir
em mais de um sentido. A sequéncia converge ”em probabilidade”para a x = X (v)
se, dado um nimero real € estritamente positivo tal que:

lim P(jz —ax| >¢)=0

k— o0

onde P é a probabilidade associada & varidvel aleatéria X. A escolha da varidvel
aleatéria depende do problema que estiver sendo considerado. Um exemplo simples
de uma solugao desse tipo é dado pelo método da agulha de Buffon para o calculo
do nuimero 7, que serd considerado mais adiante.

Os métodos de solucao baseados em simulacoes de processos aleatérios sao
coletivamente conhecidos, como métodos de Monte Carlo. O nome “método de
Monte Carlo” foi introduzido na literatura no final da década de 1940, mas algumas
solugbes de problemas fisicos e matematicos baseadas em simulagoes de processos
aleatérios sao bem anteriores a essa época. De uma forma pouco rigorosa, o método
de Monte Carlo pode ser definido como o conjunto de procedimentos para solugao
de problemas numéricos que fazem uso de, ou recorrem a, variaveis aleatorias para
simular um principio fisico ou matemaético.

1Varidveis aleatérias e fungdes de varidveis aleatérias sdo os temas centrais dos capitulos 2 e 3.



Uma das principais caracteristicas do método de Monte Carlo é a necessidade
utilizar nimeros obtidos de extracoes de processos aleatdrios com distribuicao de
probabilidade definida. Esses nimeros podem ser obtidos a partir de processos
fisicos, como por exemplo, o nimero de contagens registrado por um contador
Geiger-Miiller em um intervalo de tempo fixo, produzido pela deteccao de radiacao
proveniente de uma fonte de atividade constante. Na realidade, proveniente de uma
fonte composta por um radionuclideo de meia vida muito longa quando comparada
com intervalo de tempo em que a experiéncia é conduzida. De uma forma geral,
embora as sequéncias de valores obtidos dessa forma sejam realmente sequéncias
aleatérias, frequentemente, ou quase sempre, é pouco pratico adotar esse expedi-
ente.

Uma forma de contornar esse problema é gerar, numericamente, uma sequéncia
de valores aleatérios. O problema é que nao é possivel gerar numericamente um
conjunto de nimeros aleatérios porque os procedimentos numéricos que podem ser
criados sao todos eles deterministicos. O que se pode fazer é criar um conjunto de
nimeros que parecem ser aleatérios dependendo da forma com que sao vistos, ou
testados. Esses nuimeros sao chamados de pseudoaleatorios e a forma de geragao de
uma sequéncia desse tipo é o assunto central do capitulo 4.

1.2 A origem do Método de Monte Carlo

A solucgao de problemas fisicos e matemédticos baseados em simulacoes de processos
aleatérios nao é muito recente, embora existam muito poucos exemplos desse tipo
de abordagem antes da metade do século XX. Um dos exemplos mais antigos ja foi
mencionado. Trata-se do método da agulha de Buffon, no qual uma agulha com
comprimento 2a é deixada cair ao acaso sobre um padrao de linhas paralelas com
espacamento 2b, maior do que o comprimento da agulha. Pode ser demonstrado
que a probabilidade p da agulha interceptar uma das linhas paralelas é:

2a
— 1.2.3
p ) ( )

Repetindo o experimento de deixar a agulha cair sobre o padrao por um ntmero
grande de vezes n e contando o niimero de vezes em que a agulha intercepta uma das
linhas Mgycess0, & probabilidade p pode ser estimada pela frequéncia do sucesso da
experiéncia, que é interceptar as linhas, na forma (o capitulo 2 se dedica a formalizar
o conceito de probabilidade):

_ nsucesso
N n
Com essa estimativa de p, o nimero m pode ser estimado.

O termo Monte Carlo para se referir a utilizagao de experimentos aleatorios na
solucao aproximada de problemas da fisica e da matematica foi cunhado na metade
do seculo XX, logo apds o final da Segunda Guerra Mundial. A histéria que vai
ser contada aqui corresponde ao relato que pode ser encontrado com uma riqueza
muito maior de detalhes em [31] e [7].

Como é conhecido da histéria do século passado (ver, por exemplo, [26]), durante
a Segunda Guerra foram desenvolvidas, nos Estados Unidos, as primeiras armas
atomicas. Esse desenvolvimento foi feito a custa de se concentrar em um tnico
projeto, o Projeto Manhattan, um nimero grande cientistas e técnicos, muitos
deles imigrantes de paises da Europa Central, que se refugiaram na Inglaterra e nos
Estados Unidos durante a guerra. A equipe do projeto Manhattan incluia cientistas



de peso da época como Enrico Fermi , Robert Oppenheimer, Hans Bethe e Ernest
Lawrence . A maior parte desses cientistas e técnicos foi concentrada no que hoje é
o Laboratorio Nacional de Los Alamos, no Novo México.

Entre os membros da equipe de Los Alamos estava o matemético polonés Stanis-
law Ulam que, entre outras atividades, trabalhou com o problema da multiplicacao
de néutrons durante a reacao em cadeia que leva a explosao da bomba atémica.
Logo em seguida ao final da guerra, varios cientistas se desligaram do laboratério
de Los Alamos. Alguns voltaram para as suas instituigoes de origem e outros, como
Ulam que era imigrante, receberam convite para trabalhar em universidades ame-
ricanas. Ulam foi convidado pela Universidade do Sul da Califérnia (University of
Southern California - USC), em Los Angeles.

Acontece que logo em seguida a sua chegada em Los Angeles, Ulam teve uma
encefalite viral que quase lhe custou a vida. Pego de surpresa em plena mudanca
de emprego e de cidade, Ulam acabou sendo recontratado pelo laboratério de Los
Alamos e retornando ao Novo México. Antes disso, no entanto, Ulam permaneceu
em uma longa convalescenga na Califérnia.

Os médicos recomendaram que Ulam nao se dedicasse, por algum tempo, a
tarefas que exigissem um esforco intelectual muito grande e, como passatempo, ele
se ocupou com um jogo de cartas de paciéncia, conhecido em inglés como ” Canfield
Solitaire”. Nao demorou muito para que Ulam comecasse a tentar estabelecer,
usando os métodos da andlise combinatéria, as probabilidades de se ter sucesso
no jogo, que € essencialmente, um jogo de azar. Também nao demorou muito
para ele concluir que o problema tinha solu¢ao praticamente impossivel, devido ao
crescimento muito rapido das possiveis combinagoes durante o jogo. Ele concluiu
que, no caso do jogo, era melhor se satisfazer com a simples estimativa dada pela
frequéncia de sucessos em um numero relativamente grande de tentativas.

Ulam percebeu um paralelo entre o problema do jogo de paciéncia e processos
envolvendo a ramificacao de eventos, como é o caso da geracao e multiplicagao de
néutrons em materiais que podem sofrer fissao nuclear, como o uranio. O processo
é complicado porque envolve a probabilidade de um néutron ser absorvido por um
ntcleo do material em questao, a probabilidade dessa absorcao resultar em fissao e
na producao de mais néutrons, a probabilidade dos néutrons nao serem absorvidos
mas apenas mudarem a diregao e a velocidade do seu movimento apés a colisao com
um ntcleo e, eventualmente, escapar do material fissil.

Como consequéncia desse paralelo, Ulam propos que alguns problemas de solugao
muito dificil poderiam ser tratados de forma andloga ao problema de se estimar a
probabilidade de sucesso no jogo de azar. Em vez de se procurar uma solu¢ao mate-
maticamente rigorosa, fazer estimativas relativamente simples da solucao baseadas
em um numero relativamente grande de experimentos numéricos. De volta a Los
Alamos, Ulam discutiu o problema com John von Neumann, que era um matemaético
hingaro de grande prestigio internacional e que havia se estabelecido nos Estados
Unidos antes da guerra. von Neumann também participou do projeto Manhattan.
Da colaboracao entre Ulam e von Neumann, que desenvolveram juntos os aspec-
tos matematicos do problema, e da montagem de uma equipe de pesquisadores e
técnicos que comegavam a utilizar os primeiros computadores eletronicos, surgiu o
que hoje se chama de método de Monte Carlo. O nome do método, aparentemente,
foi dado por um dos principais membros dessa equipe, Nicholas Metropolis , devido
ao uso de niimeros gerados ao acaso, como em um jogo de azar, nos algoritmos que
foram sendo desenvolvidos.

O uso do método de Monte Carlo se expandiu rapidamente nos anos 1950 e 1960.
Essa expansao foi, de certa forma exagerada, no sentido que muitos problemas que



foram tratados por Monte Carlo tém solugao mais econémica, precisa e eficiente por
métodos deterministicos. O método de Monte Carlo, na realidade, é ttil naqueles
problemas onde os métodos convencionais nao funcionam, ou funcionam mal. Exis-
tem vérias situagoes como essa, nao sé na fisica e na matematica, mas também em
outras ciéncias, como a biologia e a economia.

1.3 Exercicio

1. Faca o experimento de Buffon e obtenha a probabilidade de que a agulha
intercepte o padrao de linhas paralelas. Usando a equacao [1.2.3| estime o
valor de .



Capitulo 2

Probabilidade e variaveis
aleatorias

2.1 Introducgao, probabilidade definida
pela frequéncia

Experimentos aleatorios sao experimentos que fornecem, mantidas constantes as
condic¢oes em que sao realizados, resultados que podem se excluir entre si e que nao
podem ser previstos de forma definitiva. Em contraposi¢ao aos processos aleatdrios
se colocam os processos deterministicos, os quais, mantidas as condigoes, fornecem
o mesmo resultado toda vez em que sao realizados.

O jogo de dados é um exemplo de processo aleatdrio, uma vez que nao é possivel
prever qual serd o resultado de cada langamento, considerando, é claro, que os
dados sejam honestos. Lancamentos distintos fornecem com frequéncia resultados
distintos. Por outro lado, o langcamento obliquo de uma bola de ago, sempre com
o mesmo angulo em relagao a horizontal e com a mesma velocidade em um campo
gravitacional vertical fornece sempre o mesmo alcance.

Existem situagoes em que, embora em principio seja possivel descrever um pro-
cesso de forma deterministica, é conveniente, ou mesmo mandatério, adotar uma,
descrigao considerando o processo como sendo aleatério. Em principio, se poderia
descrever de forma deterministica o movimento de todas as moléculas de um gés
mantido a pressao e a temperatura constantes. No entanto, o nimero de equagoes
seria da ordem de trés vezes o numero de Avogrado e, mesmo que se conseguisse
obter a solugao desse conjunto de equagoes, a sua interpretagao seria virtualmente
impossivel.

Alguns processos aleatérios tém a propriedade de poderem ser caracterizados
por um nimero pequeno de propriedades. Tipicamente essas propriedades cor-
respondem a valores que podem ser calculados a partir de um nimero grande de
realizagoes do processo. O comportamento de um gas é descrito de forma satis-
fatoria pela temperatura e pela pressao, que representam o valor médio da energia
cinética das moléculas e do momento linear que elas transferem para a parede do
recipiente que o contém.

Um exemplo de um valor que pode ser obtido de um ntimero grande de experi-
mentos é o que se costuma chamar de probabilidade baseada na frequéncia relativa.
Considere um experimento simples de lancamento simultaneo de dois dados e consi-
dere que o resultado desejado, para se ganhar uma aposta, por exemplo, seja obter



os numeros 4 e 6. Pode-se estimar a chance de se ganhar a aposta repetindo, antes
de enfrentar um adversario, o lancamento dos dois dados por um numero grande
de vezes. Fica aqui entendido que o experimento deve ser realizado com os mesmos
dados a serem utilizados na aposta. A probabilidade Psycesso de se obter os niimeros
4 e 6 é estimada como sendo a razao entre o nimero de sucessos obtidos nycesso €
o numero total de tentativas, ou de lancamentos, niotqr:

Nsucesso
Psucesso i — (211)
Ntotal

Se a razao definida na equagao [2.1.1] tender a um ntmero fixo & medida em que
o numero de lancamentos se torna cada vez maior, Pyycesso fornece uma estimativa
da probabilidade de sucesso definida pela frequéncia relativa do sucesso.

O tratamento matematico dos processos aleatérios recebe o nome de teoria da
probabilidade, que é o assunto que sera resumido, em muito breves pinceladas, a se-
guir. Para uma apresentagao rigorosa e em profundidade da teoria da probabilidade
se recomenda a leitura de [9], [10], [21] ou [23].

2.2 A definigao classica da probabilidade

Considere um experimento aleatério. Chama-se de conjunto universo V' do expe-
rimento ao conjunto formado por todos os resultados possiveis desse experimento.
Por outro lado, qualquer subconjunto do conjunto universo é chamado de evento.
O resultado de uma tnica realizagao do experimento, que é um evento composto
por um tunico elemento, é, algumas vezes, chamado de tentativa, de resultado expe-
rimental, ou de evento elementar.

Usando a notacao da teoria dos conjuntos, se A for um evento particular de um
experimento, entdo o seu evento complementar A é definido como:

A=V - A (2.2.2)

onde o resultado da diferenca entre os conjuntos V' e A consiste no subconjunto de
V formado pelos elementos de V' que nao pertencem a A:

A = {todos elementosv € V | v ¢ A}

A probabilidade de um evento A representada por P(A) de um experimento
que tem o conjunto universo V pode ser definida de forma classica como sendo o
nimero de elementos contidos em A representado por n(A) dividido pelo ntimero
de elementos contidos em V':

Uma vez que, por definicdo o conjunto vazio @), aquele conjunto que nao possui
elemento algum, é um subconjunto de qualquer outro conjunto e A é um subconjunto
de V, ou seja, § C A C V, tem-se:



onde as igualdades sé valem para A vazio ou para A igual ao conjunto universo.

Em substituicado da definicao classica da probabilidade pode-se introduzir uma
definicao axiomatica que serd apresentada um pouco mais adiante.

Voltando ao exemplo do jogo de dois dados, o conjunto universo é formado por
todos os pares (a,b), com a e b podendo assumir os valores (1,2,3,4,5,6). Os
pares nao sao ordenados ou seja, (1,5) e (5,1), por exemplo, representam o mesmo
resultado. O nimero de elementos do conjunto universo é o nimero de pares que
podem ser formados com o langcamento dos dois dados. Esse ntmero é igual a 36,
seis resultados para cada dado, menos 15 para remover a dupla representacao de um
mesmo resultado. Esse nimero corresponde ao niimero de combinagoes simples, dos
valores das seis faces do dado, tomados dois a dois. Portanto, o niimero de elementos
do conjunto universo é 21. Como o resultado que leva a vitéria no jogo é (4,6), a
probabilidade de se ganhar a aposta é 1/21, pouco menos do que 5 porcento.

Dados dois eventos A e B, a probabilidade da unido dos dois eventos é:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) (2.2.3)

Lembrando rapidamente, o conjunto formado pela unido de dois conjuntos A
e B, operacao representada por U, é o conjunto cujos elementos sao os elementos
que pertencem a A ou pertencem a B, ou pertencem aos dois conjuntos simultane-
amente. O conjunto formado pela interseccao de dois conjuntos A e B, operagao
representada por N, é o conjunto formado pelos elementos que pertencem simulta-
neamente a A e a B.

O resultado expresso na equagao é consequéncia direta da definicao de
probabilidade. Se a interseccao de A e B for diferente do conjunto vazio §) a soma
da probabilidade de A com a probabilidade de B inclui duas vezes a probabilidade
de AN B.

2.2.1 Eventos mutuamente exclusivos, probabilidade condi-
cional e eventos independentes

Dois eventos sao mutuamente exclusivos quando:

ANB=10 (2.2.4)

ou seja,A e B nao tém elementos em comum: se o experimento fornece um resultado
que pertence a A, esse resultado nao pertence a B. Nesse caso:

P(AUB) = P(A) + P(B) (2.2.5)

Define-se probabilidade condicional P(A | B) como sendo a probabilidade de
que o evento A ocorra, uma vez que o evento B ja ocorreu. Isso significa que, nesse
caso, o conjunto universo se restringe ao evento B e o evento que inclui os elementos
pertencentes a A é mais restrito e definido por AN B. A probabilidade P(A | B) é
entao dada por:

n(ANB)
~n(AnB)  n(V)  PANB)
PAIB) == = —uB) =~ P
(V)

ou:
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P(ANB) = P(A| B)P(B) (2.2.6)

Da mesma forma:

P(BN A) = P(B| A)P(A)

e como a a operagao interseccao é comutativa:

ANB=BnNnA

tem-se:

P(ANB) = P(A| B)P(B) = P(B | A)P(A)

Dois eventos sao chamados de eventos independentes quando:

P(A|B) = P(A)e P(B | A) = P(B)

ou seja, quando a probabilidade do evento A néo é condicionada & probabilidade de
B e a probabilidade de B nao é condicionada a probabilidade de A. Nesse caso:

P(AN B) = P(A)P(B) (2.2.7)

A probabilidade de dois eventos independentes ¢é igual ao produto das probabi-
lidades de cada evento.

2.3 Definicao axiomatica de probabilidade

O conceito classico de probabilidade leva a uma série de inconsisténcias na teoria
desenvolvida a partir desse conceito. Uma discussao detalhada sobre essas incon-
sisténcias, que foge muito do objetivo deste texto, pode ser encontrada em [23]. Os
problemas gerados pela definigao classica de probabilidade sao resolvidos quando se
adota uma definicao axiomatica da probabilidade . Trata-se de um desenvolvimento
relativamente recente devido, principalmente, a A. Kolmogorov no inicio da década
de 1930.

O tratamento axiomatico da teoria da probabilidade se inicia definindo o con-
junto universo como sendo o evento de probabilidade igual a um, aquele que ocorre
com certeza. O conjunto vazio () é definido como o evento impossivel . Trés axiomas
bésicos sao adotados:

I. Sendo V' o conjunto universo, P(V) = 1. V é também chamado de evento
certo ou de espago de probabilidade .

II. Sendo A um evento de V, P(A) >0
III. Se A e B sao eventos de V tais que ANB = 0, entao P(AUB) = P(A)+ P(B)

Decorre desses axiomas que:

PW0)=0

uma vez que AN =0 e AUP = A. Note que aqui surge uma diferenca importante
em relagao a definigao cldssica. Na defini¢ao cldssica se P(A) é igual a zero, A é o
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conjunto vazio (). Na definigdo axiomética isso nao é dito. O que é dito é que P(()
é igual a zero, mas nao exclui a possibilidade de A diferente de () ter probabilidade
nula.

Por outro lado, para qualquer evento A, tem-se da equagao que:

V=AUAecANA=10
de onde (axioma III):
P(AUA)=P(A)+ P(A) =1

Uma vez que as probabilidades P(A) e P(A) sdo nimeros positivos (axioma II):

P(A)<1eP(A) <1

Considerando dois eventos A e B tais que AN B # (), o evento:

C=ANB
tem intersecgao vazia com A e:
AN(AnB)=10
Como:
AUB=AU(ANB)
tem-se:

P(AUB) = P(AU(ANB)) = P(A) + P(AN B) (2.3.8)

Por outro lado:

B=(ANB)U(ANB)

(ANB)N(ANB) =10

e, portanto:

P(B)=P(ANB)+ P(ANDB) (2.3.9)
Eliminando P(A N B) das equacdes e obtém-se a equagdo [2.2.3]

Para concluir, a probabilidade condicional na definicao axioméatica de probabi-
lidade ¢é definida como sendo:

P(ANB)

P(A| B) = ~ [

(2.3.10)
desde que P(B) seja diferente de zero e que corresponde & equagio m E im-
portante notar a diferenca entre os conceitos de probabilidade condicional. En-
quanto que na formulacao classica a definigao de probabilidade condicional conduz
a equacao [2.2.6] na formulagao axioméatica a equagao [2.2.6] é a definicao de proba-
bilidade condicional.
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2.4 Igualdade entre eventos

Dois eventos sao iguais quando contém os mesmos elementos. Dois eventos A e B
sa0 iguais em probabilidade quando P(A) é igual a P(B) . Quando se diz que dois
eventos sao iguais em probabilidade, nada se pode dizer sobre a probabilidade de
AN B, os dois eventos podem ser inclusive mutuamente exclusivos.

A diferenga simétrica entre dois conjuntos A e B é definida como sendo o con-
junto formado pela unido do subconjunto dos elementos de A que néo pertencem a
B, ou seja, a diferenca de conjuntos A — B, com o subconjunto dos elementos de B
que nao pertencem a A, ou seja B — A. Utilizando a notagdo /A para identificar a
diferenca simétrica:

AANB=(A-B)U(B-A4)
A operagao A pode também ser escrita como:

AAB=(AUB)N(ANB)=(ANB)U(ANB) (2.4.11)

A probabilidade de ocorréncia do evento diferenga simétrica entre os eventos A
e B pode ser inferida da proépria definicao de A:

P(A A B) = P(A) + P(B) — 2P(AN B)

A construgao de um diagrama de Venn ajuda a demonstrar isso.
Impondo que a probabilidade da diferenca simétrica entre os eventos A e B seja
nula tem-se:

P(A)+ P(B) =2P(ANB) (2.4.12)
Por outro lado, a imposicao de que:
P(AAB)=0 (2.4.13)
junto com a equacio leva a:
P(AUB) = P(AN B)

Isso significa que, quando a diferenca simétrica entre A e B é igual a zero, o
evento A condiciona o evento B e o evento B condiciona o evento A da mesma forma.
Ou seja, a probabilidade de B, dado que A aconteceu é igual a probabilidade de A
dado que B aconteceu, ou:

P(B|A)=P(A|B) (2.4.14)
Usando a defini¢do de probabilidade condicional:
P(ANnB)=P(A|B)P(B) e P(BNA)=P(B|APA)

lembrando que a operagao intersegao é comutativa e usando a equagao 2.4.14] tem-se
que P(A) = P(B). Dessa igualdade e da equacao [2.4.12| conclui-se que:

P(A)=P(B)=P(ANB) (2.4.15)
quando P(A A B) =0.
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Além da solugao trivial em que A = B, A sendo vazio ou nao, existem duas
situagoes notaveis em que a equagao é satisfeita. Na primeira, um dos eventos,
B, por exemplo, é vazio, mas o outro nao. Nesse caso, para que a equagao seja
satisfeita é necessério que P(A) seja nula. Por outro lado, se P(A) = P(B) =1, a
equacao também é satisfeita.

Usando a equagao nessa hipétese particular:

P(AUB)=1+1-P(ANB)

Como P(A U B) é no méximo igual a 1, P(A N B) tem que ser no minimo
igual a 1. No entanto, como P(A N B) também é no méximo igual a 1, para que a
equacao seja satisfeita P(A N B) tem que ser igual a 1, o que fixa P(AU B)
em 1 também, e a equagao é satisfeita. E importante notar que essas duas
situac¢oes ndo sao as Unicas que satisfazem a equagao [2.4.15

A equacao [2.4.13] ou de forma equivalente, a equagao define um terceiro
tipo de igualdade entre probabilidades. Dois conjuntos A e B sdo iguais com pro-
babilidade 1, quando a equagdo 2:4.13] ou de forma equivalente, a equagio 2.4.15]
é satisfeita [23]. No entanto, dizer que A e B sdo iguais com probabilidade 1, nao
significa, necessariamente, que P(A) = P(B) = 1. Igualdade de dois conjuntos A e
B com probabilidade 1 significa que as probabilidades condicionais P(A | B) e
P(B | A) sdo iguais a um.

2.5 Classes de eventos

Eventos sao, por defini¢ao, subconjuntos de V', mas o conjunto de todos os eventos
nao precisa corresponder a todos os subconjuntos que possam ser formados a partir
de V. O que o primeiro axioma da teoria das probabilidades estabelece é que P(V')
seja igual a 1. Isso significa que os eventos podem corresponder a um grupo, ou a
uma classe particular de subconjuntos de V', desde que a probabilidade de ocorrer
qualquer um dos eventos definidos em V seja igual a 1.

Uma classe de subconjuntos de V' é um conjunto de diferentes conjuntos de V'
que conservam pelo menos uma caracteristica comum. Por exemplo, o conjunto
formados por todos os conjuntos disjuntos que podem ser formados a partir de V'
é uma classe de subconjuntos de V. A caracteristica comum ¢é o fato de serem
conjuntos disjuntos entre si.

Na teoria da probabilidade o interesse nao se limita as probabilidades dos di-
versos eventos contidos em V', mas se estende & uniao e a interseccao dos diversos
eventos. Por isso, os eventos precisam pertencer a uma classe particular F' de sub-
conjuntos de V, caracterizada pelo seguinte fato: se A e B pertencem a F', entao
AU B e AN B também pertencem a F'.

A classe dos subconjuntos formada por todos os conjuntos disjuntos que podem
ser selecionados de V' é um exemplo de classe que nao satisfaz as condigoes ne-
cessdrias a teoria das probabilidades, uma vez que a uniao de dois conjuntos A e B
dessa classe forma um conjunto que tem intersec¢ao com A e com B.

2.6 Definicao de campo de probabilidade

Um campo de probabilidade F' é uma classe nao vazia de V' que satisfaz as seguintes
propriedades:

i- Se um conjunto A pertence a ', A € F, entdo, A€ F.
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ii- Se A€ FeBegF,entdo, ( AUB) € F

Dessas duas condicoes, segue que, se A e B pertencem a F' entdo:

AUBeF AUBeF AUBEF

AUB=ANB e€F

Além disso, V = AUA e AN A = () pertencem a F. Portanto, um campo de
probabilidade é uma classe de eventos que satisfaz as condigoes necessarias a teoria
da probabilidade.

A definicao de campo de probabilidade considera, ainda que de forma implicita,
que todos os seus elementos possam ser representados na forma de unioes e inter-
secgoes de um nimero finito de subconjuntos do campo. Algumas vezes é necessario
realizar nao apenas unioes e intersecgoes, mas considerar limites dessas operagoes
com o numero de subconjuntos tendendo ao infinito.

Considere que {A1, A3, Ag, -+ , Ak, - - - } seja uma sequéncia infinita de elementos
de um campo de probabilidade. Se a uniao e a intersecgao desses elementos também

pertencer ao campo de probabilidade, entao o campo recebe o nome de campo de
Borel.

Se {A1, Ag, Ag, - -+, Ax} for um conjunto de n conjuntos disjuntos:

P(A; UAUA3U---UA,) = P(Ay)+ P(A2) + P(A3) +---+ P(Ax) (2.6.16)
A equagao[2.6.16|ndo se estende a um conjunto {A;, A, As, -+, Ag, - } infinito

de eventos. Um axioma adicional, ou uma generalizacao do axioma III, tem que ser
introduzido na forma:

axioma IV - Se {A;, A, A3, -+ , Ak, - - } for uma sequéncia infinita formada por
eventos mutuamente exclusivos, entao:

P(AJUAUA3U---UAU---)=P(A;)+ P(As) + P(A3) + -+ P(Ag) + - --

2.7 Definicao axiomatica de um experimento ale-
atdrio
Um experimento aleatdrio é definido por:
a) conjunto E de todos os resultados experimentais (tentativas ou eventos elemen-
tares)
b) campo de Borel de todos os eventos de E

¢) probabilidades desses eventos
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2.7.1 Espacos contaveis

Um conjunto A é chamado de conjunto finito com n elementos quando se pode
estabelecer uma funcao bijetora (ver apéndice deste capitulo) entre o subconjunto
dos nimeros naturais {1,2,3,---n} e os elementos do conjunto A. Um conjunto A
é chamado de conjunto infinito, mas enumeravel, quando se pode estabelecer uma
funcéo bijetora entre o conjunto dos nimeros naturais e os elementos de A.

Se o conjunto E = {e;} dos resultados de um experimento aleatério é for-
mado por um conjunto finito com n elementos ou por um conjunto infinito, mas
enumeravel, a probabilidade de qualquer evento pertencente ao campo de Borel
associado a E pode ser expressa em termos das probabilidades de cada resultado
experimental P(e;) = p;.

Dos axiomas da teoria do probabilidade se um conjunto E é formado por n
eventos elementares, a cada evento elementar e; se associa uma probabilidade:

P(e;)) =pi >0
com:

n

> Ple) =1

i=1
No caso do conjunto E ser infinito, mas enumeravel, a somatéria se estende sobre
todo o conjunto dos nimeros naturais.
A probabilidade de qualquer evento A pode ser gerado a partir de m eventos
elementares {ey,} de E, com {i =1,2, 3,---m} de E, é dada por:

m

P(Ay) =) Plex,)

i=1

2.7.2 Espagos nao contaveis

Um espago de probabilidade V' pode ser formado por um conjunto nao contavel
de pontos, como, por exemplo, uma reta ou um segmento de reta, uma area, um
volume ou subconjuntos equivalentes em um espago com n, n > 3, dimensoes. Em
casos como esses nao é possivel definir uma probabilidade para cada subconjunto
de V.

Considerando inicialmente o caso da reta real, pode-se definir como evento para
construir um espago de probabilidade toda e qualquer semirreta I:

I = {x = ntimeroreal | z < a, areal fixo} (2.7.17)

Sendo a reta real R o conjunto universo, qualquer que seja I tem-se que:

IeR e T€R

e, além disso, se I e J pertencem a R, entao:

ITuJeR

e R é um campo de probabilidade. Por outro lado, se {I;, 5, , I, -} for uma
sequéncia infinita de eventos de R, todas as suas unides e interseccoes pertencem a
R e, portanto, R é um campo de Borel.
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Supondo que se tenha uma fungdo real f, tal que f(z) > 0, absolutamente
integravel em (—o0, 00), de forma que se pode escrever, sem perda de generalidade
que:

[ 0; F@)de =1

A probabilidade do evento I definido na equacao [2.7.17] pode ser definida como:

P{x <a} = / f(x)dx
Seguindo o que os axiomas da teoria da probabilidade estabelecem:
1 axioma I

P(R} = lim_Pr <a) = /_oo F@)dz =1

2 axioma II .
P{z<a} = / f(z)dx >0
— 00
para qualquer A real, ou seja, para qualquer evento contido em R.

A intersecgao de dois eventos x < a e z < b, com a < b é um evento do espago
de probabilidade e:

P <an(@<b) = [ ; flayts -~ [ oo flaia = [ ' fla)a

Oseventosa <z <bec<xz<d coma<b<c<dsao eventos mutuamente
exclusivos uma vez que nao ha intersecgao entre os dois intervalos:

(a<z<b)Nc<z<d) =0
A probabilidade da uniao dos dois eventos mutuamente exclusivos é:
Plla<xz<b)U(c<z<d)=
(S f@)da = [* fla)dw) + (7, fl@)de = [, f(z)da)
ou:
Plla<xz<b)U(c<z<d)=

(fff(a:)dx—kfcdf(:ﬁ)dx) =Pla<z<b+Plc<z<d)

que corresponde ao que é estabelecido no axioma IIL
A probabilidade do complemento I do evento I definido na equagao [2.7.17] é:

P{zx>a}=1-P{z <a}

ou:

P{z >a} = /aoo flz)dr =1 —/_; f(z)dz
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Finalmente, a probabilidade do evento {X (v) = 2o} pode ser obtida através da
probabilidade do evento {zg —e < X (v) < zo +¢}:

xo+e xTo—€
Plzg—e< X(v) <zg+e} = / f(z)dx —/ f(z)dz

— 00 — 0o

onde € é um numero estritamente positivo e pequeno, ou:

Plzg—e < X(w) <azog+e}=P{X(w) <zog+e}—P{X(w) <zp—e}

Fazendo o limite:

Eli_r>nOP{x0 —e<X(w)<zog+e}=P{X{Ww) <zo+} — P{X(v) <x9-}

A tnica restricao imposta sobre f é que ela seja absolutamente integréavel em
(—00,00). Uma condicdo suficiente para que ela seja absolutamente integrével é
que para qualquer intervalo finito (a,b), F' seja continua por partes e tenda a zero
quando z se torna indefinidamente grande (x — o) ou indefinidamente pequeno
(x — —00).

Uma fungéo é continua por partes em um intervalo (a,b) quando:

a) ela for continua nesse intervalo com a excegdo de um conjunto finito de n pontos
isolados {z1,x2, - ,x,}, ou seja, nos subintervalos (x;_1, ;) C (a,b), com i =
2,3,--+,n, f é continua

b) embora a fungao f ndo precise nem mesmo ser definida nos pontos {x1, 2, - ,-
Zn }, os limites laterais:

lim f(x) e lim  f(x)

T——1, T—T, 4
tém que ser finitos.

Admitindo que f seja uma funcao continua por partes, além de absolutamente
integravel. a equacao (1.61) fornece:

P{Xw)=x0} =0, =z ¢ {x1, z2, ... , T}
P{X(v) = w0} = P{X(v) < wp+} = P{X(v) < wo-}, @0 C {x1, 22, .0l T}

Nesse ultimo caso, a probabilidade é descontinua em xzg.

Na forma que o espago de Borel sobre o eixo dos nimeros reais foi definido, a
probabilidade dos eventos X (v) = z¢ é igual a zero. E importante lembrar aqui que
o fato de um evento ter probabilidade igual a zero nao implica, na teoria axiomatica
das probabilidades, que o evento seja vazio.

2.8 O conceito de variavel aleatoria

Considere agora o espaco de probabilidade V' de um processo aleatério qualquer e
um conjunto numeérico, por exemplo, o conjunto dos nimeros reais R. Chama-se de
uma varidvel aleatéria X a uma fungdo (ver apéndice deste capitulo) de V em R,
X :V—R, ou, X = X(v), onde v é um evento elementar de V.
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O significado da variavel aleatodria é diferente do significado usual dado as fungoes
de uma forma geral. A expressio:

X((w)<a (2.8.18)

nao tem o sentido de um intervalo numérico no eixo real. Essa expressao designa o
subconjunto de todos os eventos elementares v contidos no espago de probabilidade,
cujo valor da varidvel aleatdria é igual ou inferior ao nimero real a. A expressao
designa um subconjunto de V. Da mesma forma, a expressao:

a< X(w)<b

designa o subconjunto dos eventos elementares de V' cujo valor da varidvel aleatoria
estd contida no intervalo fechado [a, b].
A expressao:

X((v)=a

representa o subconjunto dos eventos elementares de V cujo valor da varidavel
aleatdria é igual a a. Quando T representa um conjunto de nimeros reais, X (v) € T
representa o subconjunto dos eventos elementares correspondentes aos valores da
varidvel aleatéria contidos em 1.

Para concluir a definicao de varidvel aleatdria se impoe:

lim P{X(v)=a}=0 e lim P{X(v)=a}=0

a—>»00 a—r—00

O conjunto numérico utilizado como exemplo para definir uma variavel aleatéria
foi o conjunto dos ntimeros reais. Nada impede que o conjunto numérico se limite
a um dos conjuntos numéricos que formam o conjunto dos nimeros reais (naturais,
inteiros, racionais e irracionais). Por outro lado, uma varidvel aleatéria complexa
Z(v) pode ser definida como:

Z(v) = X(v) +1iY (v)

onde X e Y sao variaveis aleatérias reais e ¢ é a unidade imagindria. Além disso,
nada impede que a varidvel aleatoria tenha um caracter vetorial, ou seja uma
variavel com n dimensoes, cada dimensao sendo uma variavel aleatéria.

2.9 Funcao distribuicao de probabilidade e funcao
densidade de probabilidade

Define-se probabilidade cumulativa F'(zo) de uma varidvel aleatéria X (v) como
sendo:

F(x9) = P{X(v) < a0}

onde zg é um valor fixo do conjunto numérico sobre o qual se define a varidvel
aleatéria.
Se a varidvel aleatéria for discreta, a definigdo de F'(xg) leva a:

F(xg) = ZP{Xi(’U) <o}
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A somatéria se estende a n termos, no caso de {X;(v) < zp} ser um conjunto
finito, ou ao infinito, no caso de {X;(v) < zg} ser um conjunto finito, mas enu-
meravel.

No caso de X (v) ser uma varidvel aleatéria continua, com f definida tal como

na segao [2.7
Flao) = [ fieyis

Quando g é permitido assumir todo e qualquer valor do conjunto numérico sobre
o qual a varidvel aleatéria X (v) é definida, a agora fungdo F(x) = P{X(v) < z}
recebe o nome de fungao distribuicao cumulativa ou de fungao de distribuigao de
probabilidade . A funcdo f recebe o nome de funcio densidade de probabilidade e:

dF
%Zf(x)

nos pontos onde F' for derivavel.

Propriedades da funcgao distribuicao de probabilidade

Considere dois eventos A e B, sendo que B estd contido em A. Se B C A, entao:

A=BU(A-DB)
e

BN(A-B)=1
Usando a equagao tem-se que:

P(A) = P(BU (A — B)) = P(B) + P(A - B) > P(B)

j& que P(A — B) esta contida no intervalo real [0,1].

Considere agora que x1 e xo sdo dois nimeros reais, tais que x; < xo. A relacao
entre os eventos {X(v) < x1} e {X(v) < a2} é que {X(v) < 21} C {X(v) < a2}
e, em consequéncia, P{X(v) < z1} < P{X(v) < z2}. Da defini¢do de funcao
distribui¢ao cumulativa, F(z1) < F(x2), ou seja, F(z) é uma fungao nao decrescente
de x.

No caso de uma varidvel aleatdria continua, decorre da defini¢do de probabilidade
em um espaco nao enumeravel e da funcao distribuicdo cumulativa que:

F(—0)=0 e F(0)=1

No caso de um espaco finito ou de um espaco finito, mas enumeravel o mesmo
resultado ¢ obtido de forma andloga.
Considere o caso de um espago infinito mas enumeravel. Nesse caso:

ZP{Xi(U)} =1

Como X; é um nimero real —oo < X; < co. O conjunto {X;} estd contido em
(—00,00) e X; < xy para qualquer xg finito, estd contido em {X;}. Isso significa
que:

To—>00
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Tog—r—00
Desse resultado e da defini¢do de probabilidade cumulativa tem-se que F(—o0) =
0 e F(c0) = 1 para o caso de uma varidvel infinita, mas enumerdvel. No caso de
uma variavel aleatdria finita, a conclusao ¢é imediata.
Decorrem da definicao de densidade de probabilidade cumulativa e do que foi
discutido na secao [2.7]

1. Se F(xzo) =0, entdo F(x) = 0 para qualquer z <

2. A funcao F(x) é continua pela direita F(zy) = F(x)
3. P{rg < X(v) <1} = F(x1) — F(x0)
4

. Como {zg < X(v) < x1} e {X(v) = 20} sdo mutuamente exclusivos e {zg
XW) <z} ={ro < X(v) < 21} U{X(v) = 20}, entdo P{zy < X(v)
.’L‘l} = F(Z‘l) - F(.’L‘Oi)

IAIA

2.9.1 Distribuicao de probabilidade condicional

Lembrando que, dados dois eventos A e B de um espaco de probabilidade V' a proba-
bilidade de que o evento A ocorra, uma vez que o evento B ocorreu (probabilidade
condicional) é dada pela equagao a distribuicao cumulativa probabilidade
de uma varidvel aleatéria X (v) dada que um evento B do espago de probabilidade
ocorreu F'(z | B) é definida como:

P({X(v) <z} N B)
P(B)

Uma vez que quando o evento B estd contido no evento A a probabilidade
condicional P(A | B) é igual a 1 a funcdo de distribuicdo cumulativa F(x | B)
tende a 1, quando z tende ao infinito, porque, nesse caso, qualquer evento B do
espago de Borel definido sobre o eixo real estd contido em {X (v) < co}. Por outro
lado, como X (v) < x é o conjunto vazio, quando x tende a menos infinito, F(x | B)
tende a zero, quando x tende a menos infinito.

A funcao densidade de probabilidade condicional f(z | B) é definida como:

F(z | B) =

.. Plr<X(v)<z+ Ax| B}
fl|B)= ALIEO Ax

F(oo|B):/_oof(x|B)dx:1

Teorema da probabilidade total e teorema de Bayes

Neste ultimo item, serao enunciados, sem demonstracao, os teoremas da proba-
bilidade total e o teorema de Bayes. A demonstracdo desses teoremas pode ser
encontrada, por exemplo, em [23].

Define-se uma particdo de um conjunto V' como sendo uma cole¢ao de subcon-
juntos, ou um conjunto de subconjuntos {Aj, As, - -+ , A, }, mutuamente exclusivos,
A, NA; =0, comi#j, de V, tais que:

AjUAU---UA, =V
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Da definicao de probabilidade condicional entre dois eventos A e B tem-se que:

P(A|B) = P(B]L(“gf(“‘)

No caso de uma varidvel aleatéria continua, se A = {xg < X(v) < z1} e B for
um evento qualquer do campo de Borel definido sobre o eixo dos ntimeros reais:

P({zo < X(v) <z | B)})P(B)

P(B|{zg < X(v) <x:}) = P({zo < X(v) < x1})

o F(z) | B) — F(zo) | B)

F(x1) — F(xo)
O caso particular onde {X (v) = 2o}, P(B | {X(v) = x0}) é definido como:

P(B|{zo < X(v) <@1}) =

P(B)

P(B|{X(v) =wo}) = lim P(B|{zo < X(v) <20+ Ac})

z—0

o f(x0) | B)
f(zo)

Teorema 2.1 (Teorema da probabilidade total). Se {41, Aa, ...., A, } € uma parti-
¢ao de um espaco de probabilidade V e B é um evento arbitrdrio de V', entao:

P(B[{X(v) = 20}) = P(B)

P(B) = P(B | A1)P(A)) + P(B | A2)P(As) + ... + P(B | A,)P(4,)  (29.19)

Teorema 2.2 (Teorema de Bayes). Se {41, Aqg,....,Ap} € uma particao de um
espaco de probabilidade V e B é um evento arbitrdrio de V, entao:

P(B| Ay)P(A))
(B A1)P(Ay) + P(B | A2)P(A2) + .+ P(B | A,)P(A,)
(2.9.20)

P B) = 5

Teorema 2.3 (Teorema da probabilidade total no caso de uma varidvel aleatéria
continua).

P(B) = / T P(B | {X(0) = 1) f(2)da (2.9.21)

— 00
Teorema 2.4 (Teorema de Bayes no caso de uma varidvel aleatéria continua).

PB{X()=aPf(x) _ PB[{X(v)=z})f(z)
P(B) [0 P(B[{X(v) = 2}) f()dx

flz|B) = (2.9.22)

2.10 Exercicios

Observagao. A solug@o dos exercicios a seguir requer alguma familiaridade com a
algebra dos conjuntos (ver, por exemplo, [12]; [2]). Para uma visdo mais atual e
axiomatica da teoria dos conjuntos ver [6].
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10.

. Se A e B sao partes de um conjunto FE, entao A C E e B C E. O con-

junto complementar de A em relagdo a E, que pode ser representado como
Cg(A), é definido como sendo o conjunto formado pelos elementos de E que
ndo pertencem a A. Quando o conjunto E é igual ao conjunto universo V,
Cy(A) = A onde A recebe o nome de complementar de A. Com base nessas
defini¢oes, demonstre as leis de de Morgan:

(a) o complementar da interseccdo é o igual & unido dos complementares
CE(A N B) = CE(A) @] CE(B)

(b) o complementar da unido é igual & intersecgao dos complementares
Cr(AUB) =Cg(A)NCg(B)

(c) escreva as expressoes equivalentes para o caso particular em que E é igual
ao conjunto universo V.

. Tlustre, através de dois ou trés exemplos, a seguinte consequéncia das leis de de

Morgan. Considere uma identidade entre conjuntos expressa em termos das
operagoes de uniao e intersecgao entre conjuntos e passagem ao complementar.
Se todos os conjuntos forem substituidos por seus complementos, as operagoes
de uniao e intersecgao forem substituidas, respectivamente, pelas operagoes de
intersecgao e de uniao, a identidade é preservada.

. Demonstre que, se A e B sao partes de um conjunto F entao:

ACB& Cg(B) CCg(A)
Cr(A)c B Cg(B)C A

. Os exercicios 1, 2 e 3 ilustram o fato da dlgebra dos conjuntos possuir um

principio de dualidade . Enuncie esse principio.

. Demonstre a equagao 2.4.11]

. Considere um conjunto formado por n elementos. Mostre que o ntimero total

de subconjuntos que podem ser formados ¢é igual a 2.

. Mostre a probabilidade definida pela frequéncia é compativel com a definigao

axiomatica de probabilidade.

. Mostre que se AN B =), entdo P(A) < P(B).

. Em que condicao dois eventos A e B, mutuamente exclusivos, ou seja ANB =

(), podem também ser eventos independentes?

Dados quatro eventos A, B, C e D de um mesmo espaco de probabilidade,
mostre que:

P(ANBNCND)=PA|BNCND)x P(B|CND)xP(C|D)x P(D)
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Generalize esse resultado para obter a assim chamada regra da cadeia. Dado
um conjunto de eventos {4;}, comi=1, 2, 3,---, n:

P(A1 ﬂA20-~-ﬂAn_1ﬂAn):P(A1 | (A2m"'ﬁAn_1ﬂAn))><
P(Ay | (Asn-- NA,_1 NA,)) X -

XP(An,Q | (An,1 n An)) X P(An,1 | An) X P(An>

2.11 Apéndice: O conceito de funcao

Considere dois conjuntos quaisquer F' e GG. Define-se como uma funcao f de F' em
G, de forma simbdlica:

f: F—>G

como sendo toda regra que a cada um dos elementos de F', sem excecao, associa um
tinico elemento de G. E importante notar que em uma fungao cada um dos elementos
do conjunto F', chamado de dominio de f, estd ligado a um tnico elemento de G,
chamado de contradominio de f. O elemento de G ligado a um elemento de F' é
chamado de imagem de F' e o conjunto de todos os elementos de G que sao imagem
dos elementos de F' é chamado de conjunto imagem de f, Im(f). A defini¢ao nao
exige que todos os elementos de G sejam imagem de um elemento de F'. O conjunto
G pode conter elementos que nao sejam imagem de um elemento de F. Por outro
lado, um elemento de GG pode ser imagem de dois ou mais elementos de F.
Casos especiais:

I. uma funcao f : F' — G é chamada de func¢ao injetora, quando cada elemento
do conjunto Im(f) é a imagem de um tnico elemento de F.

II. Uma funcao f : F — G é chamada de fungao sobrejetora, quando o conjunto
imagem coincide com o contradominio G.

III. uma fungao f : F — G é chamada de uma funcgao bijetora, quando ela for,
ao mesmo tempo, injetora e sobrejetora. Nas funcoes bijetoras, a cada um
dos elementos de F' é associado a um unico elemento de G e cada elemento
de G, sem excegao, é imagem de um tunico elemento de F. A uma funcao
bijetora, e sé para funcdes bijetoras, se pode definir uma funcéo inversa f~!,
ft:G—F.

Considere agora trés conjuntos F', G e H e duas fungées f : F - Geg: F - H
e considere que Im(f) estd contida no conjunto G (Im(f) C G). Chama-se de
composicao da fungao f com a funcao g:

(gof): F - H

a associagao de cada elemento da I'm(f) a um tnico elemento de H.

Como cada elemento de F', sem excecdo, estd associado, através de f a um
elemento de G que pertence a Im(f), e cada elemento de G, sem excegdo, estd
associado, através de g a um tnico elemento de H que pertence & I'm(g), cada
elemento de F', sem excegao, estd associado, através de g o f a um unico elemento
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de H pertencente & imagem de I'm(g o f). Portanto, g o f é uma fungdo de F em
H.

A composicao de fungbes ndo é uma operagdo comutativa. De uma forma geral,
a existéncia de g o f ndo implica, nem mesmo, na existéncia de fog. A composicao
de funcoes é associativa. A composicao de fungoes sobrejetoras é uma fungao sobre-
jetora, o mesmo acontecendo com a associagao de fungoes injetoras e bijetoras. No
caso particular das fungoes bijetoras a associacao da uma fungao f : F — G com
a sua funcdo inversa f~! : G — F ¢ a funcdo identidade I : F — F, que associa
cada elemento F' a ele mesmo.



Capitulo 3

Funcoes de variaveis
aleatorias

3.1 Funcoes de uma variavel aleatéria

Se X (v) é uma varidvel aleatdria associada a um elemento do espago de probabili-
dade V:

X: V=R

R sendo a reta real e g(x) é uma func¢ao de uma varidvel real z, continua por partes,
a variavel:

é uma nova varidvel aleatéria associada a v formada pela composicao das fungoes
g e X. Para que a varidvel Y possa ser definida, a imagem de X tem que estar
contida no dominio de g (ver figura [3.1]) .

Campo 'V

\‘cv >R
/ q B \ Eixo Real
T j- >

c

Imagem de X(v)

Dominio de g(x)

Figura 3.1: Relagao entre a imagem de X(v) e o dominio de g(x).
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3.1.1 A funcao distribuicao de probabilidade da variavel ale-
atéria Y (v) = g(X(v))

O evento Y (v) < yo é um subconjunto de V formado pelos elementos v para os
quais a varidvel aleatéria Y é inferior ao ntimero real yg. A funcao distribuicao de
probabilidade Fy (yg) é definida como:

Fy(yo) = P{Y (v) < yo} (3.1.1)

onde:

y=Y() <yo
corresponde a um segmento semi-infinito no eixo ordenado y dos ntimeros reais. Da
equagao [3.1.1] tem-se que:

Fy (yo) = P{g(X(v) < wo}

0 que implica na imposigao de que:

9(x) < yo (3.1.2)

A solugao da inequagao [3.1.2] ¢ um subconjunto R, do eixo ordenando x dos
nimeros reais e a distribuicao de probabilidade Fy (yo) pode ser escrita como:

Fy(yo) = P{(E S Ry} (313)

Isso significa que o subconjunto R, do eixo ordenado z, que corresponde ao
semieixo y < yg, deve ser composto por unides e/ou intersecgbes de um conjunto
enumerdvel de intervalos semi-infinitos z < z; no eixo ordenado x (ﬁgur. Além
disso, como a fungao g(z) deve representar uma varidvel aleatéria associada a um
evento v do espago de probabilidade V', é necesséario que ela satisfaga a condigao:

P{g(x) — o0} =0 e P{g(zr) — —o0} =0

A fungao distribuicao de probabilidade Fy (y) de uma varidvel aleatéria YV defi-
nida por pode ser expressa em fungao da distribuigdo de probabilidade Fx(x)
da varidvel aleatéria X e de g(z). Para isso é necessdrio encontrar o subconjunto
R, do eixo real e encontrar a probabilidade de = X (v) esteja nesse subconjunto.

Exemplo 3.1. E| Ezxpresse Fy (y) em termos de Fx(x) paraY = aX +b.
A fungio Fy(y) € definida como:

Fy(y) = P{Y(v) <y)}
Usando a relagdo y = ax + b para expressar x em relagdo a y:

y—2>b
a

Tr =

Se a>0: .
P(Y(v) < y) = P{X(0) < 2} = P{X(v) < ©—}

1Os exemplos 3.1 e 3.2 foram extraidos de [23]
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>
X

Figura 3.2: Composicao do subconjunto R,,, que corresponde & solucao de g(z) < yo

ou seja:

Por outro lado, se a < 0:
P{Y(v) <y} = P(X(v) > 2} = P{X(v) > yT‘b} 1Py (T))

Exemplo 3.2. Um exemplo importante
Considere que a funcdo g(z) seja definida como:

r+c para < —cC
glx)=¢ 0 para —c<z<c
xr—cCc para T >c

ou seja, g € constante e igual a zero no intervalo [—c,c|. Isso significa que, para y
menor do que zero:

P{Y(v) <y} = P{X(v) Sy —c} = Fx(y —¢)

e, para y maior do que zero:

P{Y(v) <y} =P{X(v)<y+c}=Fx(y+c)
A fungao distribuicdo de probabilidade Fy (y) = P{Y (v) <y} tem uma descon-
tinuidade em y igual a zero:

P{Y(v) <y, comy — 0_} = Fx(—¢)
P{Y(v) <y, comy — 04} = Fx(c)

com uma magnitude de:
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Ay—o = Fx(c) — Fx(—c)

O mesmo resultado seria formalmente obtido calculando-se:

P{Y(v) =0} = P{—c < X(v) < ¢} = Fx(c) — Fx(—c¢)

E importante recordar aqui que Y (v) = 0 nao tem o significado de um intervalo
numérico. P{Y (v) = 0} significa a probabilidade do evento v cujo valor da varidvel
aleatdria Y (v) é zero.

Esse resultado pode ser facilmente generalizado para o caso em que g(x) € cons-
tante em um intervalo (zg,x1].

3.1.2 Relagao entre as densidades de probabilidade de X (v)
e de Y(v) = g(X(v))

A funcao densidade de probabilidade fy é definida por:

Fr)= [ vy o rty) = 2

Se Y (v) = g(X(v)), a pergunta que pode ser feita é qual é a relagao entre fy e fx,
que tem uma expressao andloga a fy.

A forma mais direta é obter Fy como descrito na segao e derivar o resultado
em relacdo a y. No entanto, quando a funcdo g(x) ndo é monotonica, surgem
dificuldades para se obter fy diretamente.

Dependendo da funcao g, a equagao real:

Yo = g() (3.1.4)

pode nao ter solugao alguma como pode ter uma, varias solugdes ou um conjunto
infinito, mas enumeravel, de solu¢oes. Mais especificamente, a pergunta que deve
ser feita é se a equagdo tem solucdo em R,. Se ndo houver solucdo nesse
conjunto, o conjunto X (v) que satisfaz (3.16) é vazio e fy é nula. Se {z;,i =
1,2,3,-+- ,n,---} for o conjunto de solugdes da equagao e admitindo que g
seja continua em uma Vizinhan(;aﬂ de cada uma das raizes, quando y esta contido
no intervalo (yo — Ay/2 < y < yo + Ay/2), com Ay estritamente positivo, = estd
contido na uniao dos intervalos:

Ax; Az,
T — ;Z<x<xi+ 2331 (3.1.5)

com Agz; estritamente positivo. Como o conjunto de raizes é um conjunto enu-
meravel, sempre é possivel definir um Ay de forma que os Ax; correspondentes
sejam suficientemente pequenos para que os intervalos definidos em [3.1.5 nao te-
nham intersecgao.

A probabilidade:

Yyo+Ay/2
P ({yo - %y <Y(v) <yo+ &y }) = / fy (n)dn = fy(9)Ay
Y

2 0—Ay/2

2Vizinhanca de um ponto x; da reta real é qualquer intervalo centrado em z;. A expressio
|z — ;| < &, com & sendo um nimero estritamente positivo, define uma vizinhanca de z;. Note
que a defini¢do independe da magnitude de €, que pode ser tao pequeno quanto se queira.
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A A
onde <y0—2y<y<yo+2y).

Da mesma forma, a probabilidade:

T T zi+Az,; /2
P ({1‘1 — Az, <XW) <z + Az; }) Z/ fx(&)dE = fx(z;)Ax;

7,7AI1/2
onde:
Al‘i << + AJ%
€T; — T Z;
2 2

. AIl _ sz ~ ..
Como os conjuntos ¢ z; — — <T; <xp+ - sao disjuntos:

A.Ti A,’L‘i
2

Pl — 5L <¥0) <wo+ 50 = Y P({e = S < ai <+ S

fy(9)Ay = fo(fz')ﬁm (3.1.6)

Lembrando da equagao para um Ay estritamente positivo o conjunto Az;
estritamente positivo fica fixado em:

dg

Ay == Ax;

=), |

a equagao [3.1.6] passa a ser escrita como:
_ Ay
@Ay =32, fx (@) —
g
(2).

ou:

fx (%)

(@) =2

dg
dx 2

No limite em que Ay tende a zero, todos os Ax; tendem a zero, assim como ¥
tende a yo e todos T; tendem a x; e, de uma forma geral, tem-se:

fr(y) = ; ’ (%i

onde {z;} s@o as solugoes de y = g(z) com y fixo.
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O problema inverso

Considere uma varidvel aleatéria X (v), uma fungado de uma varidvel real g e uma
segunda varidvel aleatéria e Y (v) = g(X (v)). As fungoes distribuigdo de probabili-
dade F; e F), sao definidas como Fx(z) = P{X(v) <z} e Fy(y) = P{Y(v) < y}
e sao continuas pela direita e nao decrescentes. Se a fungao g for monotonica cres-
cente e dotada de funcdo inversa, o conjunto R, ¢ o conjunto numérico sobre no
qual a varidvel aleatéria X (v) é definida e:

Fy(y) = Fy(g(x)) = P{X(v) < 2} = Fx(x)

com Fy (y) = Fx(z) com probabilidade lﬂ Isso significa que, se a fun¢ao Fy (y)
tiver inversa vale a afirmagao:

se y=F,"(Fx(z)) entdo P{Y(v) <y}

ou seja, se Fx(z) e Fy(y) s@o conhecidas, a fungdo g(z) que transforma a variavel
aleatdria X (v) na varidvel aleatéria Y (v) com funcdo de distribui¢do cumulativa
igual a Fy (y) é igual a composicao g(x) = (Fy ' o Fx)(x).

Exemplo 3.3. Um primeiro exemplo discutido.
Considere duas funcoes de densidade cumulativa:

com —1<zx<1
e:
Fy:\/gj com 0<y<I1

|8

A fungio real uw = Fy(y) : {0 <y <1} — ({0 < u < 1} € continua e
estritamente crescente e, por isso, possui fungao inversa F;l(u) =92

A fungdo g(x) que transforma uma varidvel aleatéria X (v) com a distribuicdo
cumulativa F, na varidvel Y (v) com a distribuicio Fy é:

_ 1 z\°
y=o(e) = P (Fx(e) = (5 + 5)
Exemplo 3.4. Um segundo exemplo discutido.
Considere agora as fungoes de probabilidade cumulativa:

A fungao real z = Fy (y) : {—oo <y < oo} — ({0 < z <1} € continua, bijetora
e estritamente crescente e, por isso, possui funcao inversa F;l(z). A contrdrio do
exemplo 1, no entanto, essa funcao nao tem expressao analitica, mas os seus valores
sao determinados da solug¢iao da equagao transcendente z = Fy(y). De qualquer
forma, a funcao g(x) que transforma a varidvel aleatéria X (v), com fungao de
distribuicao cumulativa Fx na varidvel aleatdria Y (v), com distribuigdo cumulativa
Fy éy= g(z) = Fy (Fx (2)).

3Reveja o conceito de probabilidade 1 no capitulo 2
4Est4 se referindo aqui & fungdo real Fy(y) da varidvel real y.
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A ﬁgum ilustra a solugdo grdfica dada ao problema de se encontrar y = g(x).
Uma varidvel z, definida na forma z = Fx, e uma varidvel w € definida na forma
w = Fy. Como as imagens de Fx e de Fy correspondem ao mesmo intervalo
[0,1], a varidvel w € feita igual a z e, o valor de y é determinado, formando o par
ordenado (x,y), que forma a funcio y = g(z) = Fy ' (Fx(z)).

1,0 9,

w=F,)

-1,0 -0,5 0,0

40 -20 00 2,0 4,0

Figura 3.3: Solucao grafica do problema inverso

A ﬁgum apresenta a func¢ao y = g(x) obtida graficamente a partir de Fx (x)
(& Fy (y)

3.1.3 Esperanca matematica, varidncia, momentos de ordem
superior

Define-se esperanga matemaética, ou média, de uma varidvel aleatéria continua X (v)
que tenha uma densidade de probabilidade fx como:

BE(X(v)) = / o fx (2)dz (3.1.7)

— 00

Da definigdo de valor esperado, a integral imprépria contida na equagao [3.1.7
tem que existir e a existéncia de:

(oo}
I:/ | zfx(z) | dx
— 00
é condigao suficiente para isso.

No caso de uma distribuigao discreta onde a varidvel X (v) pode assumir valores
x; com probabilidade p; a esperanca matematica é definida como:

E(X(v)) = Z%Pz com p; = P{X(v) = z;}
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5,0

4,0

3,0

\\\

2,0

1,0

0,0

-10 -08 -06 -04 -02 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 3.4: Solucao do problema inverso. Fungao y = g(x) calculada graficamente
a partir das fungdes Fx(z) e Fy (y) fornecidas no segundo exemplo discutido.

3.1.4 Média condicional

Lembrando que a probabilidade condicional de um evento A, assumindo que o evento
B tenha ocorrido, é definida como:

P(ANB)

P(A|B) = —55

e que a distribuicao de probabilidade é definida como:

P{X(w)<z}nB

F(X(v) | B) = P{X(v) <a} | B) =

P(B)
e a densidade de probabilidade é definida como:
dF(X(v) | B
fx(e| By = EEO1B
a esperanca matemadtica condicional é definida como:
E(X(v) |B):/ xfx(z | B)dx

No caso de uma variavel discreta:

E(X(v) | B) = Zl’iP{X(’U) =i | B}
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Exemplo 3.5. Um exemplo muito simples
O valor médio de uma varidvel aleatdria X (v) considerando que B = {X (v) > a}
é:

3.1.5 A esperanca matematica de Y (v) = g(X(v))

Considere uma varigvel aleatéria continua X (v) com uma densidade de probabili-
dade fx, uma fungdo real de varidvel real g(z) e uma segunda varidvel aleatéria
Y (v) definida em fungao de X (v) na forma:

Y(v) = g(X(v))
A esperanca matemética da varidvel Y (v) é dada por:

o a

E(Y(v)) = / i@y = lim [ yfy(y)dy

— 00 a—>00 —a

A integral prépria no intervalo (—a, a) pode ser escrita como uma soma integral
na forma:

a I
[ vy = dm ; bify (1) Ayi
onde Ay; sdo uma particao arbitraria do intervalo (—a,a) em I subintervalos de-
finidos por I + 1 pontos —a = yg < y1 < Y2 < .... < yr = a e g; estd contido no
intervalo y; < ; < y; + Ay = Yit1.

Cada intervalo Ay; é relacionado, em principio, a um conjunto finito de intervalos
Ax;, através da funcdo g(x) (figura Existem muito poucas restrigdes impostas
sobre g(z) (figura . Para um Ay; suficientemente pequeno o conjunto {Ax;, }
é um conjunto disjunto. Isso significa que a diferencial fy (7;)Ay; no eixo y é
aproximadamente igual a uma soma de diferenciais no eixo real z na forma:

fy(gl)AyZ ~ fx (i'il)AfEil + fx (fh)ACEiz + ... + fX(fzk)szk (318)
onde {Z;, } é o conjunto solucdo de §; = g(x), uma vez que:

Fr@) Ay = Py <Y () <y + Ay} = > Pla, < X(0) < iy}
k

Multiplicando o primeiro membro da equagao |3.1.8| por ¥; e o segundo membro
pela sua representacao em fungao de g tem-se:

Ui fy (U:) Ayi = 9(Tiy) fx (Ti)) Aziy + g(Ziy) fx (Tiy) ATy + oo + 9(Tiy ) fx (Tiy ) Az,

Definindo um novo conjunto como a uniao dos conjuntos {Z;,} para todos os
valores de i e de k:

{z;} =Vir{zi}



34

=flx)

Figura 3.5: A relagdo entre o intervalo Ay no eixo y e os intervalos correspondentes
Az; no eixo x.

com os elementos ordenados de forma crescente, tem-se:

Zysz i) Ay; ~ ZQ ;) fx (Z;)Ax;

onde J é o nimero total de elementos do conjunto {z;}. Como os intervalos Ay;
sao feitos suficientemente pequenos para que Az; sejam disjuntos, no limite em que
maximo de Ay; tende a zero:

a J
/ yfy(y)dy = lim Zg(ffj)fx(fj)ﬂwj

—a maximo de Ax; —0

Se y é feito variar continuamente sobre todo o intervalo —oco < y < oo, = é feito
variar sobre todo o intervalo —oo < z < oo e:

| wivtias= [ s

—0o0 —0o0

ou seja:

EW@D=/wﬂ@hth=ﬂﬂ@)

— 00

a esperanga matemdtica de Y'(v) é igual & esperanga matematica de g(X (v)).

3.1.6 Variancia e momentos de ordem superior
Define-se variancia de uma varidvel aleatdria como:

0*(X(v)) = E(X(v) = B(X(v))?)

No caso de uma varidvel aleatéria continua:
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o%anz/ (& — n)? fx (x)de

onde n = E(X(v)). No caso de uma varidvel discreta:

n

o? = pilwi—n)? pi=P{X©) =1}

Nao ¢ dificil mostrar qu;:
0*(X(v) = B((X(v))*) = (E(X(v)))®

Define-se momento de ordem n e momento central de ordem n como:
my = E((z(v))") = [T 2" fx (x)dx

e
pn = E((x(v) =n)") = [7 (& = n)" fx(2)dz

Momento absoluto de ordem n e momento central absoluto de ordem n sao defi-
nidos, respectivamente como E(|X (v)|™ e E(|X(v) —n|)”. Momento generalizado
e momento absoluto generalizado sao definidos da mesma forma que os modelos
centrais, com o valor médio ) sendo substituido por um valor real qualquer a.

Nao é dificil demonstrar que:

=Sl (] ) mitont

[§]

I —3
My = Zf:o < . ) ,UWI

?

3.1.7 Funcao caracteristica e fungao geratriz de momento

A fungdo caracterfstica de uma varidvel aleatéria X (v) é definida como sendo a
transformada de Fourier da sua funcao densidade de probabilidade:

B(w) = /_ T b a)e = Bler)

de onde:

f(x) L /OO B (w)e™X W) dy

:% .

Como f(z) > 0 é integravel, | ®(w) |< ®(0) =1
A funcao geratriz de momento é definida como:

O(s) = [ T f@)etdn = B{esX0)) (3.1.9)

onde s é, de uma forma geral, um nimero complexo.
No caso de uma varidvel aleatéria X (v) discreta:

D(w) =Y pje’t
j
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onde p; é a probabilidade P{X (v) = z;}. Quando a varidvel aleatéria X (v) assume
apenas valores inteiros:

O(w) =X P2
com:
z =

Se a varidvel aleatéria X (v) se limitar ao conjunto dos inteiros positivos, mais
0 ndmero zero:

P(w) = >0 Puz"

onde I'(z) é a transformada zeta unilateral da varidvel complexa z.
Da equacao [3.1.9] tem-se que:

d®e o

o = St f@)ede = B{X ()Fe¥ )

e (3.1.10)

d*e
< ds(®) )S_O = B{X(v)"} = my,

No caso de uma varidvel aleatéria N (v) inteira e positiva com a fungao geratriz
expressa na forma de uma transformada zeta:

4T ()
= = E{N(©)(N(v) = 1)...(N(v) = k + 1)z
d()"
e: (3.1.11)
dkrl(l) = E{N(U)(N(U) — 1)(]\7(1)) —k+ 1)}
d(2)

As equagoes e sao expressoes do que se costuma chamar de teorema

do momento.

3.2 Duas variaveis aleatorias

Considere duas varidveis aleatérias X;(v) e Xa(v), com funcdes de probabilidade
cumulativa F'x, (21) e Fix,(z2). A probabilidade do evento {X; (v) < z1}N{X32(v) <
22} néo pode ser definida a partir das fungdes de distribuigdo Fx,(z1) e Fx,(x2)
uma vez que as duas fungoes nao contemplam a possibilidade de intersecgao entre
os eventos {X;(v) < z1} e {Xa(v) < z2}.

Define-se como fungao cumulativa conjunta de probabilidade como:
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Fx, x,(w1,22) = P ({X1(v) <21} N{X2(v) < 72})

onde z1 e o sdo numeros reais arbitrarios.

Os eventos {X;(v) < z1} e {X2(v) < 3} pertencem ao conjunto dos ntimeros
reais R, enquanto que o evento {X;(v) < z1} N {X2(v) < 22} pertence ao produto
cartesiano R x R, ou a R%. O evento {X;(v) < 21} é isomorfo ao evento {{X;(v) <
21 }N{X2(v) < oo} } uma vez que esse evento de R? independe da varidvel X(v). Da
mesma forma, o evento {{ X2(v) < x5}} é isomorfo ao evento { X1 (v) < coNXsz(v) <
x9} uma vez que esse evento de R? independe da varidvel X;(v).

Por outro lado:

{Xi(v) <z} N {Xo(v) <wa}) € {{Xi(v) <21} N {Xo(v) < o0}}

{X1(v) S} 0 {Xa(v) S @2}} € {{X1(v) < 00} N{Xa(v) < 22}}

Em particular:

{X1(v) £ =00} N{Xa(v) < w2}} C {{X1(v) < —00} N {Xz(v) < oo}}
{X1(v) <21} N {Xa(v) < —o0}} C {{X1(v) < 00} N{X>(v) < —oo}}
Como P{X;(v) = —oo} e P{Xz2(v) = —o0} s@o definidas como sendo iguais
a zero, Fx, x,(x1,—00) = Fx, x,(—00,22) = 0. Por outro lado Fx y(00,00) =

P{R? = conjunto universo} = 1.
O evento:

He, < Xi(v) Sz} N {X(v) S 22}} =
{{X1(v) <21, } N {Xe S 22} = {Xa(v) S @1, } N {Xo S 22}}
tem a probabilidade:
P{{z1, <Xi(v) Sz, }N{Xs < ao}} =
P{{X1(v) < z1,} N{X2(v) S @2}} — P{X1(v) < 21, } N {X2(v) < 22}}
ou seja:

P{{z1, < X1(v) < 21,} N {X2(v) < 22}} =

Fx, x,(x1,,22) — Fx, x,(71,,72)

Da mesma forma:
P{H{X1(v) < a1} N {ze, < Xo(v) <@2,}} =

FX17X2('I1VI22) - FX1,X2(I17:C21)
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O evento:
{z, <Xa(v) <@, } N {we, < Xo(v) S wo,}} =
o, <Xi(v) S 21,3 N {X2(v) S @2, }—
{z1, < X1(v) S a1, } N {Xo(v) < 2, }}
de onde:

P{{z1, < Xi(v) <z} N{ze, < X2(v) < x9,}} =
P{{zy, < X1(v) S 21,1 N {X2(v) < 22,}—
P{zy, < X1(v) <a1,} N{X2(v) < a9, }} =
P{X1(v) <21, } N{X2(v) Swo,}} — P{H{X1(v) < a1, } N {Xa(v) < @2, }}—

P{X1(v) <21, } N{X2(v) <22, }} + P{X1(v) < 21, } N{X2(v) < 22, }}

ou:

P{{z1, < Xi(v) <@, } N {r2, < Xa(v) <, }} =
FXl,X2 ($12,$22) - FX1,X2 (xlanQ)_

FX1=X2 (xlz’x%) + FX17X2 (x11’x21)

A funcao de densidade de probabilidade conjunta fx, x, é definida como :

62FX1’X2
le,Xz(iUhxz) m

de onde:

Fy, x,(21,22) = / / Fxr xa (€ m)dédn

A probabilidade de um evento (X;(v), X2(v)) estar contido em uma regido (ver
o apéndice deste capitulo) D pertencente a R? é:

P{(X,(v), X(v)) € D} = /D / Fxr xa (€ m)dédn

Como os eventos {X;(v) < x1}, com X;(v) pertencente a R, e {{X1(v) <
71} N X2(v) < 29 < 00}} , com (X1(v), X2(v)) pertencente a R?, sio isomorfos:

P{Xl(v) < 56‘1} = P{Xl(’U) < .’El} N {Xg < OO}}

de onde:

Fx,(z1) = Fx, x,(%1,00)

ou seja:

le(xl) = Lw fX1,X2(x1ax2)dx2
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Da mesma forma:

Fx,(w2) = Fx, x,(00, 72)

fralaz) = [ " o (o1 a0)din

3.2.1 Independéncia estatistica

Considere que X;(v) e X2(v) sdo duas varidveis aleatérias definidas, respectiva-
mente, sobre os eixos reais x; e X2. Se A e B sao dois subconjuntos do eixo x1 e do
eixo Xa, os eventos {X1(v) € A} e {X2(v) € B} sdo estatisticamente independentes
se:

P{{X1(v) € A} N {Xa(v) € B}} = P{X1(v) € AYP{X1(v) € B}  (3.2.12)

Se A = (—o0,z1] e B = (—o00, 23] e os eventos {X1(v) < 21} e {Xa(v) < z2}
forem estatisticamente independentes entao, da definicao de probabilidade cumula-
tiva e de densidade de probabilidade:

Fx, x,(x1,72) = Fx, (21) Fx, (72)

e: (3.2.13)

Ix1,x. (@1, @2) = fx, (1) fx, (22)

Por outro lado, se a equagao for verdadeira, em qualquer que seja o
dominio de R?, a equagao ¢ valida.

Considere agora que X1 (v) e X5(v) sdo duas varidveis aleatdrias e considere duas
fungoes de uma varidvel real g; e go. Duas novas varidveis aleatérias Yi(v) e Ya(v)
podem ser definidas na forma Y7 (v) = ¢g1(X1(v)) e Ya(v) = g2(X2(v)).

Se Y1(v) < y1, onde y; é um numero real arbitrério, entdo X; (v) € Ry, , onde Ry,
¢ o conjunto solucao da inequacao y; < g1(x). Nesse caso os eventos {X1(v) € Ry,
e Yi(v) < y1} sfo iguais. Da mesma forma {Xs(v) € Ry, } = {Y2(v) < y2}. Como
X1(v) e X5(v) s@o independentes, Y;(v) e Ya(v) também sao.

3.2.2 Independéncia entre experimentos aleatérios

Dois espagos de probabilidade V7 e V5 sao independentes quando, para qualquer
{A € Vi} e para qualquer {B € V,}, ocorrer que P{{A € Vi} N{B € W}} =
P{AcVi}P{B e VW}.

Considere agora dois espagos de probabilidade V; e V5 e o produto cartesiano
desses espacos V4 x V. Considere também que a varigvel aleatéria X1 (vy) é definida
exclusivamente para os resultados elementares de V; e a varidvel aleatéria Xs(vg) é
definida exclusivamente para os resultados elementares de V5. Isso significa que a
varidvel aleatéria X calculada para um ponto (vi,v9) € Vi x V, fornece Xi(v1),
o mesmo acontecendo com Xs. Se os espacos de probabilidade V; e V5, forem
independentes, as varidveis aleatérias X;(v1) e Xo(v2) sdo independentes também,
uma vez que ela se referem a subconjuntos de V; e de V5.
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3.3 Funcao de duas variaveis aleatorias

Considere duas varidveis aleatérias X1(v) e Xo(v) e uma fungao z3 = g(x1,x2) de
duas varidveis reais com a restrigao de que o conjunto solugao da inequacao:

x3, < g(z1,x2)

seja formado pela unido e/ou intersecgao R, deum conjunto enumerdvel de regices
no plano R2.
Definindo uma nova varidvel X3(v) na forma:

X3(v) = g(X1(v), X2(v))

a probabilidade do evento {X35(v) < x3,} é dada por:

P{X3(v) < w3} = P{(X1(v), X2(v)) € Ray, }

ou:

Fy, (23) = P{(X,(0), Xa(0)) € Ry, } = /R / Fxs xa (1, 22) ey

A funcdo densidade de probabilidade da varidvel X5(v) é definida através da
diferencial de Fx,(z3):

P{l‘g < X3(’U) <x3+ A{)Sg} = AFX3 = fX3 (l‘g)Al‘g =

/ / fx1 x5 (21, x2)dz1ds
ARy,

onde AR,, ¢ a variacao da regiao R, correspondente a variagio Azs.
A expressao de f,, depende de g e nem sempre é possivel expressar fx, de forma
fechada. Por exemplo, se x3 = x1 + z2, a expressdo de Fx, é:

o0 r3—T2

Fxs(z3) = P{X3(v) <z =1 + 22} = / / fx1 x, (21, x2)dz1dzo
— 00 — 00

Derivando F'x, em relacao a x3, tem-se:

fxs(w3) = / Ix1,x. (23 — 22, 22)ds

No caso em que as varidveis aleatérias X7 (v) e Xo(v) serem independentes:

) = [ " (e — 2) () dey

o que significa, no caso em que a varidvel aleatéria X3(v) é igual a soma de outras
duas varidveis independentes, que a fungio densidade de probabilidade de X3(v) é
igual & convolucao das fungoes de densidade dessas duas varidveis aleatorias.
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3.4 Duas funcoes de duas variaveis aleatoérias

Considere duas varidveis aleatérias X;(v) e Xa2(v) e duas fungoes de duas varidveis
reais y1 = g(x1,22) e y2 = h(x1,22) que permitem definir duas novas varidveis
aleatédrias Y1 (v) = g(X1(v), Xa2(v)) e Ya(v) = h(X1(v), X2(v)).

Para que isso ocorra, os dominios das funcées g e h devem incluir os conjuntos
imagem de X;(v) e Xa(v). E importante lembrar aqui que uma variavel aleatéria
é uma fungao que a cada evento elementar do espago de probabilidades associa um
nimero real. Além disso, as fungbes g e h devem satisfazer a condi¢do de que os
conjuntos solugao das inequagoes:

Y1, < 9(x1,72) € Y2, < M1, 72)

para todo par yi, € ya, real fixo, sejam compostos de unides e/ou intersecgoes
de um conjunto finito, ou infinito mas enumeravel, de regides em R?. Por fim,
9(X1(v), X2(v) e h(X;1(v), X2(v)) devem ter probabilidade nula quando X;(v) ou
‘X2(v), ou ambas simultaneamente, tendam a menos infinito.

Como as varidveis X;(v) e X(v) tém uma densidade de probabilidade conjunta
fx,,x, (21, z2) a pergunta que pode ser feita é: como a funcao densidade de proba-
bilidade conjunta de Y7 (v) e Y2(v) pode ser expressa em temos de fx, x,(z1,z2)?

Considere que o sistema:

Y1, = 9(x1,22) € ya, = h(x1,22) (3.4.14)
tenha um conjunto finito, ou infinito mas enumerével, de solu¢ées na forma:
{(xlju'ij)7 Comj = 17 27 37 ) n7}

Em funcgao das propriedades das fungoes g e h, dados dois intervalos Ay; e Ay, das
variaveis y; e ys:

A A A A
Py, — = < Yi(0) Syig + =} x {uy — == < Ya(0) Sym + =21} =

P{(X1(v), X2(v)) € By, v, }

onde Ry, y, é composto pela unido e/ou interseccao de regides AS; no plano real
(w1, 2). As regides AS; incluem as solugdes (z1,,2;) do sistema

Uma vez que as raizes de sao pontos isolados, sempre é possivel escolher
Ay, e Ays pequenos o suficiente para que as regides AS; nao tenham interseccao
e, nesse €aso:

Y20 +AY2/2  py1y+Ay1/2
/ / fyiva (Y1, y2)dyrdys = Z/ /fxl,X2($1,l‘2)d$1dx2
Y Yy j RYl,YQ

20— DY2/2 Jy1,—Ay1/2
(3.4.15)
A equagao [3:4.15] pode ser escrita na forma;
Ty ve (U1, 92) Ay1 Ays = Z Ix1,x. (%1, T2,)AS; (3.4.16)
J

onde o ponto (71,7=2) estd contido na regido Ay;Ays centrada em (y10,y2,) € 0
ponto (T1,,T2;) estd contido na regidao AS; em torno da raiz (z1;,2;).
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O sistema[3.4.14] pode ser entendido como uma regra de mudanga de coordenadas
de um sistema ortogonal (y;,y2) para um sistema curvilineo (x1,x2). Usando as
regras usuais do célculo com mais de uma varidvel, a relagdo entre Ay Ays e cada
um dos AS; é:

99 99
(9.’171 8:}52
Oh Oh

dxy Oy

15025

onde:

99 99
8:01 8£C2

o on
Oz1 Oxs T15,%2;

é o determinante funcional, o jacobiano, ou o determinante de Jacobi, da trans-
formacao definida em calculado em (z1;,72;). Quando Ay;Ays se torna
indefinidamente pequeno, AS; se torna indefinidamente pequeno e a aproximagcao
na equacao [3.4.17] se transforma em uma identidade.

Substituindo em e tomando o limite em que Ay;Ays se torna indefinida-
mente pequeno:

[xi,x: (21, @2))

i ye (Y105 Y20) = Z

7 || 99 99
81‘1 8.%’2
oh oh

8$1 8$2 Py

Deixando y1,, y2, variar continuamente em R? se obtém a relagdo entre as den-
sidades de probabilidade fy, v, e fx, x,-

3.5 Valor esperado, covariancia e momentos de or-
dem superior para funcoes de duas variaveis
aleatorias

Sendo a varigvel aleatéria Y (v) sendo definida como uma fungao de duas varidveis
aleatdrias X;(v) e Xa(v) através da fungao y = g(x1,x2) tem-se que a varidncia de
Y (v):

oo

E{Y(v)} = / yfy (y)dy

— 00

pode ser expressa em termos da funcao g e da densidade de probabilidade conjunta
fz1,x, na forma:

E{g(X: (v), Xa(v)} = /_ h /_ " g1 w9) s xa (w1, 2 dars v
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A covariancia Cx, x, entre duas varidveis aleatérias X (v) e Xa(v) é definida
como:

Cx,.x, = B{(X1(v) = 02, ) (X2(v) =1, )} = B{X1(0) Xa(v)} — B{X1 ()} E{X5(v)}

onde nx, e nx, sdo, respectivamente, o valor esperado de X;(v) e o valor esperado
de XQ (’U)

As covariancias Cx, x,) e Cx, x, sdo as variancias de X;(v) e de X5(v) e séo
algumas vezes representadas por 0%, e 0%, , ou por var(Xi(v)) e var(Xz(v)), res-
pectivamente. A raiz quadrada das variancias sao os desvios padrao das varidveis
X1(v) e X3(v), representados por ox, e ox,, respectivamente.

O coeficiente de correlacao 7x, x, entre essas varidveis é definido como:

C
X, Xy = ﬂ (3518)

UXlazQ

Uma vez que:

E{(a(Xl - 77X1) + (X2 - 77X2))2} = a20§(1 + 2aOX1,X2 + Ug{g

é sempre uma forma quadratica positiva ou nula em para qualquer a real, o discri-
minante C% x, — 0%,0%, é sempre menor ou igual a zero e, em consequéncia da
equagao [3.5.18] tem-se que —1 < r < 1.

As varidveis X; e X5 ndo sao correlacionadas quando Cx, x, =0, ou rx, x, =
0, o que implica em E{X;(v)X2(v)} = E{X1(v)}E{X2(v)}. Note que se X; e
X5 forem independentes, elas nao sdo correlacionadas. As varidveis X; e Xy sao
ortogonais quando F{X;(v)X3(v)} = 0.

E importante notar que se as varidveis aleatérias X (v) e Xo(v) forem inde-
pendentes, Y;(v) = g(X1(v), X2(v)) e Ya(v) = h(X;(v), X2(v)) também sao inde-
pendentes. No entanto, de uma forma geral, o fato de X;(v) e Xo(v) serem nao
correlacionadas nao implica que Y7 (v) e Y2(v) também o sejam.

Os momentos conjuntos das varigveis X;(v) e Xa(v) sdo definidos como:

oo oo
kvl k1
my, = E{X{ X5} = / / 1T fxy, x, (71, T2)dT1dT2
— 00 — 00
e os momentos centrais sao definidos como:

s = E{(X1 —nx,)* (X2 —nx,)'} =

T2 170 (@1 = nx, )R (X — nx,)! fxy x, (21, w2)day das

Define-se como fungao caracteristica conjunta ®(wjws) das varidveis aleatérias
X (v) e Xa(v) como E{exp(i(wix1 +waexa)}, que corresponde & transformada dupla
de Fourier da funcéo densidade de probabilidade conjunta fu, x,. Se X1(v) e Xa(v)
forem independentes E{exp(i(wix1 + wexe) = E{exp(iwiz1)} E{exp(iwaz2)}.
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3.6 Vetores de variaveis aleatorias

Um vetor X (v) de varidveis aleatérias com dimens@o n é um vetor cujas n compo-
nentes sao varidveis aleatérias:

Xi(v)

B Xa(v)
X(v) = | Xs(v)
Xn(v)

No caso de um espaco de probabilidade nao enumeréve a funcao distribuicao de
probabilidade conjunta Fg(x1, 22, x3,---, ,) do vetor aleatério X (v) é definida
como:

F)?(xla T2y, T3y, -Tn) =

P{X1(v) <@} N {Xa(v) Sz} N--- N {Xn(v) <zn}}

e a funcdo densidade de probabilidade conjunta f¢(z1, 22, x3,---, ) é definida
como:

8”F“($1 To, X3, "+, X )

X s , , y Tn
¢\ \T1, T T3, , T =

f)(( 1, 42, L3, ) n) 9$19x29x3"'9xn

A probabilidade de que X (v) esteja na regiao D do dominio n-dimensional é:
P{X(v) € D} = [, f¢(@)dZ =

Sy [ e, x2, x3,---, xp)dzrdaedrs - - - day,

onde:

I

T2

T = I3

T

Dado o vetor de fungoes:

91(1”1, T2, T3, ", zn)
92(1'1; T2, T3, -+, xn)
g(f): g3(x17 T2, T3y, (En)
gn(xl, X2, T3, ) xn)

um novo vetor de varidveis aleatérias Y (v) pode ser definido como Y (v) = §(X (v))
ou:

5No caso de espacos de probabilidade finitos, ou infinitos, mas enumerdveis, o tratamento
dos vetores aleatérios é equivalente ao tratamento ja descrito para o caso de varidveis aleatodrias
discretas.
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Yl(U) gl(X1<’U), X2 ’U), Xg(’l))," s Xn(U))
Ya(v) 92(X1(v), X3(v), X3(v), -+, Xu(v))
Y3(v) | = | g3(X1(v), X2(v), X3(v),--+, Xu(v))
V@) | | ga(Xi(0), Xav), Xa(v)-o- , Xa(v))
Existem poucas restrigdes impostas sobre g;(x1, T2, 3,---, ®,). A imagem

do vetor aleatério X(v) tem que estar contida no dominio de g(Z), as fungdes
gj(z1, z2, x3,---, x,) devem ser continuas por partes e:

P{gj(X1<v)’ X2(v)7 XS(U)v' T Xﬂ(v))} — _OO} =0
e:
P{gj(Xl(U)v XQ(U)v XB(U)v"' ) Xn(’l)))} — OO} =0
Além disso, o conjunto Ry, solugao da inequagao:
Yo < §(&)

ou do sistema de inequagoes:

Yijo < gj($17 T2y T3y eeny xn)

com j =1, 2,---, n, onde yj é um vetor arbitrario e fixo do conjunto imagem
da fungao § = g(Z) deve ser composto por unides/intersecgbes de um conjunto
enumeravel de regioes do espago R™.

Com essas condigoes, a distribuicao de probabilidade Fy(3o) é dada por:

P{Y (v) = §(X(v)) < fio} = P{X(v) C Ry}

A densidade de probabilidade fg (%) = fvi,va,.v, (Y1, Y2," -+, Yn) pode ser
expressa em termos de f¢(%) = fx, x,,. x, (21, Z2, -+, ) seguindo o procedi-
mento descrito no B4l O sistema:

Y1, gl(xh X2, T3, ", xn)
y20 gZ(xlv T2, T3, ", xn)
y30 == 93(1'17 X2, T3, ", xn)
yno gn($17 :I:Qa 1‘3,"' bl xn)

onde %y é um vetor arbitrério fixo do conjunto imagem da funcdo ¢ = §(&), é
resolvido gerando um conjunto de solugoes que pode ser vazio, conter um tunico

elemento 7o ou um conjunto de solugdes To, com j = 1, 2,---, n,. A fungao
densidade de probabilidade fy, v;,... v, (Y1, ¥2, -+, yn) é dada por:
s le,Xg,-u,Xn(xlo.y T2y 5", xno.)
fi Yo Yo W00 Y2057 5 Yno) = S— 22 (3.6.19)
1,Y2 0 0 no ; |J(xloj7x20j"“’x"0j)|
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onde o jacobiano da transformagao, J(xloj, Lo 5 ws Tng, ), é:
J(acloj, T2, ﬂfnoj) =| Ox1 Oxs oz, (3.6.20)
G O O
dr1  Oxs oz, (w10j7x20j7~~7xn0])

As componentes X;(v) do vetor de varidveis aleatérias sdo independentes quando
os eventos {X;(v) < z;} com j =1, 2,..., n sdo independentes, ou seja a intersegao
entre os eventos é o conjunto vazio. Nesse caso:

Fx, Xy, X, (%1, Toy o, Tn) = Fix, (21)Fx, (72) -+ Fx,, (zn)

fX1-,X27"' Xn (mla Loy mn) = fX1 (l'l)fXg (xQ) to an (:En)

As componentes do vetor aleatério podem formar grupos de varidveis indepen-
dentes entre si. Por exemplo um grupo G, formado pelas componentes X (v),

comj=1, 2,---, J, e um grupo G, ,, formado pelas componentes X;(v), com
j=J+1,2,---, J, cujos eventos {X;(v) < z;} de cada grupo sao independentes.
Nesse caso:
Fx, x5, X, (xlv T2, l'n) =
Fx, xo0 x, (@1, T2, 5 27) Fxy X0, %, (01, T2, @)
e:
fx1.x0 X, (X1, 2,00, ) =
fxl,X27---,XJ(3317 To, e, T) fXJ+1,X27---7X,,L($1, T, -, Tp)
Vetores aleatérios complexos podem ser definidos na forma Z(v) = [Z;(v)] =

[X;(v) +iY;(v)] onde ¢ é a varidvel complexa, respeitando-se as regras da algebra
complexa. A fungao densidade de probabilidade do vetor complexo Z(v) é fz(Z) =

FX1 1, X0, Vs X0, Yo (Z1, Y1, T2, Y2, , Tpy Yn). No caso de componentes comple-
xas independentes:

le,Yl,Xz,YQMXn,Yn(‘Tla Y1, T2, Y2, , Tn, yn) =
le (xla yl) sz,Y2(m2a yZ) : "an-,Yn(xna yn)

3.6.1 Matriz de covariancia

Considerando um vetor aleatério complexo:

z1(v)
. z2(v)
Z(v) = | z3(v)
2n (V)

a covariancia entre duas componentes j e k é definida como por:

E{Z;(v)Z1(v)} — E{Z;(0) } E{Z)(v)} o
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onde Z;(v) = X;(v) —iY;(v) é o complexo conjugado de Z;(v) . No caso de uma
varidvel real, Y;(v) = 0, a defini¢do de covaridncia corresponde & definicao dada no
capitulo 3. Quando j ¢ igual a k a equagao [3.6.21] fornece a variancia componente
aleatéria Z;(v).

As covariancias () entre os possiveis pares de componentes aleatérias podem
ser unificados na forma de uma matriz, conhecida como matriz de covariancia:

01,1 01,2 C1,n
R
Cn,l Cn,2 e Cn,n

Da defini¢io de correlagao tem-se que Cj = Cj ;. Uma matriz com componentes
que possuem essa propriedade tem a seguinte caracteristica: C, = CI onde C,
representa a matriz formada pelos complexos conjugados dos elementos da matriz
C,, e CI representa a transposigao de C,,, ou a matriz formada trocando as linhas
pela colunas de C,,. Matrizes com essa propriedade sdo chamadas de matrizes
hermitianas. Quando a matriz tem componentes reais, a matriz é chamada de
simétrica. .

Define-se Ry, = [Rj 1 = E{ Z;(v) Z(v) }] = E{ Z(v) ZT(v) } como sendo a
matriz de correlacdo entre as componentes j e k do vetor aleatério. Da definigao
de Cj e de R, tem-se que Cjj, = Rj, — E{Z;(v)}E{Z;(v)} e que Rj = Ry, 0
que significa que Ry, também é hermitiana.

A toda matriz quadrada B com n linhas e n colunas se associa uma forma
quadrética () com a formas:

onde:

425
é um vetor arbitrario com n componentes, ou uma matriz com n linhas e uma
coluna.

Se Q > 0 a matriz é dita definida nao negativa e se @ < 0, a matriz é dita
definida nao positiva. Quando @ > 0, para todo d@ # 0, a matriz é chamada de
positiva definida e quando @ < 0 a matriz é chamada de negativa definida. A
matriz correlacao R, é uma matriz nao negativa definida. O valor esperado do
quadrado do médulo da combinagao linear a1 Z1(v) + asZa(v) + -+ + apZ, (v) é:

E{| CL1Z1(U) + CLQZQ(U) +---+ anZn(v) |2} =

a" Ry d=30_ Yoy ajanE{ Z;(v) Zy(v) > 0

onde oS pesos ai, as, -+, a, formam o vetor com componentes complexas a.
Define-se um conjunto de vetores aleatérios Z;(v) com j =1, 2, 3,..., n como
linearmente independentes, quando:

E{@a" Ry @} = E{| a1Z1(v) + a2 Z2(v) + -+ + anZy(v) |*} > 0

para todo a # 0 ou seja, quando Ry, for positiva definida. Se, @’ R, @ = 0 para
algum a # 0, entao os vetores aleatorios sao linearmente dependentes.
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3.7 Processos estocasticos

No capitulo 2, uma varidvel aleatéria X (v) foi definida como uma fungéo, que a
todo evento elementar de um espago de probabilidade {Vv € V'} associa um niimero
real x = X (v). Através das varidveis aleatdrias e das suas fungoes de distribuicao
se estabelecem as probabilidades dos diversos eventos contidos no espago de proba-
bilidade.

Um processo estocdstico é uma fungao X (v,t), cujo dominio é o produto carte-
siano do conjunto dos eventos elementares de um espago de probabilidade, tal como
acontece na definicao de uma variavel aleatdria, com com o conjunto dos ntimeros
reais, ou um subconjunto 7" dos numeros reais. De uma forma geral, se interpreta
o conjunto ou o subconjunto real como representando o tempo.

Os processos estocdsticos X (v, t) podem ser classificados como processos discre-
tos no tempo, quando assumem um conjunto finito, ou infinito, mas enumeravel, de
valores. Quando o processo assume um conjunto nao enumerdvel de valores, ele é
classificado como um processo continuo no tempo.

Os processos estocasticos podem ser interpretados de mais de uma forma. Na
primeira, tanto v € V quanto o tempo ¢ sao variaveis e o processo estocastico ¢é in-
terpretado como uma variavel aleatoria que descreve um espaco de probabilidades
que se modifica com o tempo, ou evolui com o tempo. Por outro lado, se um evento
elementar, ou um subconjunto de eventos elementares {v;, j =1, 2,..n} € V é
mantido fixo, o processo estocédstico é uma fungao exclusiva do tempo e é inter-
pretado como uma amostra do processo, ou a evolugao do subconjunto de eventos
elementares com o tempo. Se o tempo for mantido fixo, por exemplo, em ty, o
processo estocdstico se reduz a uma varidvel aleatdria que, junto com a sua fungao
de probabilidade cumulativa, para aquele instante fixo, permite calcular a probabi-
lidade dos diversos eventos do espago de probabilidade no instante tg. Costuma-se
dizer que, quando o tempo é mantido fixo, o processo estocastico descreve o estado
do espago de probabilidade.

Dois processos estocésticos X (v,t) e Y (v,t) sdo iguais em todo espago amostral
quando as suas amostras X (v;,t) e Y (v;,t) sdo iguais qualquer que seja o evento
elementar particular v; € V. Dois processos estocésticos sao iguais no sentido dos
minimos quadrados, quando:

B{| X(v,t) = Y(v,t) [’} =0
para qualquer instante t € T. Em um instante ¢ € T' arbitrério e fixo:

E{| X(v,t) =Y (v,1) |’} = Rx (o, X (0,8) = 2Rx (0.0) Y (0.t) + By (0,0),¥ (00)

Quando X (v,t) e Y(v,t) sdo iguais em todo espago amostral Rx(, s, X (v,t)
Ry (v4),y(wt) = Rx(0,¢),y(v,t) € como consequéncia, E{| X (v,t) — Y (v,t) 12} =
O contrario nao é sempre verdade.

o

3.7.1 Valor médio, correlagao

No caso de um processo estocastico onde o espago de probabilidade V' é um conjunto
de um ndmero infinito e nao enumeravel de varidveis aleatérias cada uma associada
a um valor de t € T, pode-se escrever, para um t fixo:

F(z,t) = P{X(v,t) <z}
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A funcao densidade de probabilidade ¢ definida como:

OF (x,t)

As fungodes F(x,t) e f(x,t) sdo chamadas, respectivamente, distribui¢ao de proba-
bilidade de primeira ordem. e fungao densidade de probabilidade de primeira ordem
Dados dois processos estocdsticos X (v,t) e Y (v,t), define-se distribuicdo e funcao
de densidade de segunda ordem, respectivamente, como sendo:

F(z,y;t1,t2) = P{X (v, t1) <2znY(v,t2) <y}

OF (x,y;t1,t2)

f(x,y;thtg) = axay

Distribuigoes e fungoes de densidade de ordem n sao definidas de forma analoga.
O valor médio de um processo estocastico varia em funcao do tempo:

n(t) = /oo xf(z,t)dx

— 00

Define-se autocorrelagao como:
R(tl,tg) ZE{X(’U,tl) X(U,tQ)} = / / 1‘1$2f(131,$2;t1,t2)d131d$2

onde x7 se refere ao processo estocdstico no instante ¢; e zo se refere ao processo
estocdstico no instante t5. A autocorrelacao calculada no instante ¢, ou seja R(t, 1),
recebe 0 nome de poténcia média de X (v,t).

A auto-covariancia C(t1,t2) é definida como:

C(t1,t2) = R(t1,t2) — n(t1)n(t2)
A covariancia C(t,t) é a varidncia de X (v, t).

Expressoes correspondentes para o caso de um processo aleatério onde V' é finito,
ou infinito mas enumeravel, sao simples de serem obtidas.

3.7.2 Processo estocastico vetorial

Um processo estocastico vetorial é um vetor onde as componentes sao, cada uma de-
las, processos estocasticos. Para processos estocédsticos vetoriais, valem as seguintes
definicoes:

1. autocorrelagdo Rz z(t1,t2) e auto-covariancia de Cyzz(t1,t2):

Ryz(tt2) = E{Z(v,t1) Z7 (v, 1)}

Czz(t1,t2) = Rzz(tr,t2) —n(t1)n(t2)
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2. As matrizes Rzz(t1,t2) e Czz(t1,t2) sdo hermitianas:

=,

Rzt ts) = E{Z(v,t,) Z7 (v, t2)} = E{Z(v,t2) ZT(v,t,)} = Ry z(ta, t1)

Czz(t1,t2) = Czz(ta, t1)
3. A autocorrelagdo de processos estocasticos é uma matriz positiva definida:
E{a’ Ryyz(t1,tz) @} >0
para todo @ # 0

4. A razao: o
t1,t
raa(ti,bs) = zz(t1,t2)

- VCzz(ti,t1) Czz(ta,ts)

é o coeficiente de correlagao do processo estocastico.

5. Correlacao cruzada e covaridncia cruzada entre dois processos estocdsticos
vetoriais X (v,t) e Y (v,t) complexos:

=

Ry (t1,t2) = E{X(v,t:) YT (v, )}

Cxy (t1,t2) = Rxvy (t1,t2) — nx (t1)7y (t2)

6. Dois processos estocasticos vetoriais sao ortogonais quando:

Rxy(t1,t2) =0
para cada t; e to.

7. Dois processos estocasticos vetoriais sao nao correlacionados quando :
Cxy(t1,t2) =0

para cada t; e to

3.7.3 Processos estocasticos estacionarios

Um processo estocastico é dito estacionario em senso estrito se as propriedades
estatisticas do processo X (v, tg) sdo iguais as propriedades estatisticas de X (v, to+c)
para qualquer que seja tg e qualquer que seja ¢. Dois processos estocésticos X (v, t)
e Y (v,t) sdo conjuntamente estaciondrios no senso estrito se eles tiverem a mesmas
propriedades estatisticas conjuntas para X (v,tg) e Y(v,tp) e para X(v,tg + ¢) e
Y (v,t0 + ¢).

Um processo estocastico é dito estaciondrio em senso lato se:

E{X(v,t)} =n

B{X(v,t +7) XT(v,t)} = R(7)
ou seja o valor médio nao depende do tempo, e a matriz de correlacao depende
apenas da diferenga 7 entre os tempos t e t 4 7.
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3.8 Convergéncia de sequéncias de nimeros alea-
torios
3.8.1 Convergéncia certa e convergéncia quase certa

Considere um espaco de probabilidade formado por um conjunto finito, ou infinito
mas enumeravel, de eventos elementares V = {v1, va,.....; Uk,.....} e um conjunto
infinito mas enumeravel de varidveis aleatérias {X;(v), X2(v), ..., Xi(v),...}. Esco-
lhendo um evento elementar em particular, por exemplo vz, a sequéncia de variaveis
aleatdrias gera uma sequencia numérica {x1 3, z23,....., T 3,.....}. Essa sequéncia
numérica pode convergir ou ndo. A sequéncia numérica convergird para um valor
xr,3 se, escolhido de forma arbitraria um nimero real € > 0, que pode ser feito tao
pequeno quanto se queira, exista um ntimero N para o qual:

|(L’n73 — l‘L,3| <é€

para todo n > N. Se, para todos os eventos elementares, sem nenhuma excecgao, as
séries numéricas geradas pelas varidveis aleatérias forem convergentes, a sequéncia
de varidveis aleatérias é dita convergente com certeza, que a sequéncia tem con-
vergéncia certa ou que a sequéncia converge em todo o espago V.

Existem, no entanto situagoes onde a convergéncia pode nao ocorrer para todos
os eventos elementares. Considere o exemplo, um tanto artificial, de um experimento
aleatério que consiste em extrair uma carta de um baralho honesto sem os coringas,
honestamente embaralhado, onde existem dois resultados: naipes vermelhos, ouros
ou copas, cujo evento elementar v; é a cor vermelha da carta extraida, e naipes
pretos, espadas ou paus, cujo evento elementar vy é a cor preta da carta. Nesse
experimento ao conjunto de resultados naipes vermelhos se associa a probabilidade
0,5 e ao conjunto de resultados naipes pretos se associa a probabilidade 0, 5.

Aos eventos elementares do conjunto naipes vermelhos se associa uma sequéncia
de varidveis aleatérias na forma X, (v1) = s, =1+1/2+1/3+---+1/n e aos
eventos elementares do conjunto naipes pretos se associa a sequéncia de varidveis
aleatérias na forma X,(ve) = s, =1—-1/24+1/3 —--- + (=1)""11/n. No caso
dos naipes vermelhos, a sequéncia, que é a soma parcial da série harmoénica, nao
converge quando n se torna indefinidamente grande, e no caso dos naipes pretos, a
sequéncia converge para In(2). A probabilidade de que o resultado do experimento
resulte em uma série convergente, e nesse caso no valor In(2) é igual a probabilidade
de se obter um naipe vermelho, ou seja:

PlveV | Erl snzln(Q)}:P{vg}:%

Por outro lado, considere um segundo experimento que também consiste em ex-
trair uma carta do mesmo baralho e definir quatro resultados: o primeiro é a carta
pertencer ao naipe de paus, o segundo é a carta pertencer ao naipe de espadas,
o terceiro é a carta pertencer ao naipe de copas e o quarto é carta pertencer ao
naipe de ouros. Ao conjunto dos eventos elementares v; que constituem o primeiro
resultado se associa a probabilidade 1/3, ao conjunto dos eventos elementares vq
que constituem o segundo resultado se associa a probabilidade 1/3, o mesmo ocor-
rendo ao conjunto dos eventos elementares vz que formam o terceiro resultado. Ao
conjunto de eventos elementares v4 que formam o quarto resultado se associa a
probabilidade zero.

Considere que aos eventos elementares do primeiro resultado se associe a sequén-
cia de varidveis aleatérias X1 ,,(v1) = s1, =1—1/241/3—---+(=1)""11/n, aos
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eventos elementares do conjunto naipes pretos se associe a sequencia de varidveis
aleatérias na forma X ,,(v2) = s2, = 14+1/224+1/3%+--- 4+ 1/n? e aos even-
tos elementares do terceiro resultado se associe a sequéncia de varidveis aleatérias
Xan(vs) = s3n = 1-1/22+1/32+ .-+ (=1)""1/n% Ao quarto resultado é
associada a a sequéncia Xy ,(v4) = sS4 =14+1/2+1/3+---+1/n. As trés
primeiras sequéncias convergem quando n se torna indefinidamente grande: pri-
meira para In(2), a segunda para %2 e a terceira para 7{—; A quarta sequéncia nao
é convergente. A probabilidade de se obter um resultado que gere uma sequéncia
numérica convergente é igual a um, uma vez que:

P{{’UlEV}U{UQEV}U{QO,EV}}:P{’UlEV}+P{U2€V}+{’U3€V}=

1 1
44 =1
3+ 3

W =

que é a probabilidade do campo de probabilidade dos resultados do experimento,
que por definicao é igual a um, e:

PloeV}=P{vyeV}+P{uveV}i+{vseV}+P{oyeV}=

1 1 1
44z =1
3+3+3+0

A unido dos trés resultados com probabilidade ndo nula é igual, com proba-
bilidade 1, ao campo de probabilidades do experimento. Lembrando do que foi
definido no capitulo 2, dois conjuntos A e B sdo iguais, com probabilidade 1,
quando P(A | B) = P(B | A) = 1, ou, equivalentemente, quando P(A A B) = (ﬂ
O fato de dois conjuntos serem iguais, com probabilidade 1, nao implica que as
probabilidades de A e de B sejam iguais a um. No caso do exemplo dado, V e a
uniao dos trés resultados sao iguais, com probabilidade 1, e a probabilidade de
cada um deles é igual a um terco.

Este exemplo ajuda a interpretar a seguinte defini¢ao: se existir um subconjunto
S de eventos elementares do espaco de probabilidades finito, ou infinito mas enu-
meravel, V, para o qual a cada evento elementar v; € S é associada uma sequéncia
de varidveis aleatérias, convergente quando n se torna indefinidamente grande, e
além disso, P(S) = 1:

PloeSCV | lim X,(v)=X@)}=P{SCV}=1

entao se diz que as sequéncias aleatérias convergem quase com certeza, tém con-
vergéncia quase certa ou convergem em quase todo o espago V' . Também se pode
dizer que as sequéncias convergem com probabilidade 1.

As sequéncias com convergéncia quase certa diferem das sequéncias com con-
vergéncia certa, por que o fato da P(S) = P(V) = 1 néo garante que S e V sejam
iguais. Entre V e S pode existir uma diferenca D =V — S # () com P(D) = 0. Ou
seja pode existir um subconjunto nao vazio de V' com probabilidade nula.

6A expressio probabilidade 1 as vezes pode causar alguma confusdo. O leitor deve rever a
definigao desse tipo de igualdade entre conjuntos sempre que se sentir desconfortavel com o termo.
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3.8.2 Convergéncia no sentido dos minimos quadrados, con-
vergéncia em probabilidade e convergéncia em distri-
buicao

A sequéncia de varidveis aleatérias {X;(v), i =1, 2,..., n,...} converge para X (v)

no sentido dos minimos quadrados se:

lim E{| X;(v) — X(v) |*, comv €V} =0
11— 00
A sequéncia de varidveis aleatérias {X;(v), i« = 1, 2,..., n,...} converge para

X (v) em probabilidade se, dado um nimero real e positivo €, que pode ser arbitra-

riamente tao pequeno quanto se queira tem-se:

dim P{| X;(v) —X(v) |>¢, comveV}=0
11— 00

Note que se uma sequéncia de varidveis aleatérias {X;(v), i = 1, 2,..., n,...}
converge no sentido dos minimos quadrados ela também converge no sentido da
probabilidade, uma vez que, a desigualdade de Chebychev estabelece que:

E{7 ‘ XZ(U) — X(U) ‘27 com v € V}
2
€

P{| X;(v) — X(v) |[> ¢, comv €V} <

O contrério nao é necessariamente verdadeiro. O mesmo acontece com a con-
vergéncia quase certa, uma vez que esse tipo de convergéncia é estabelecido impondo
a existéncia de um subconjunto S de V onde a probabilidade de convergéncia, uti-
lizando o critério de convergéncia de uma série numérica, € igual a um.

Considere que uma sequéncia de varidveis aleatérias {X;(v), i = 1, 2,....., n}
tenha uma distribuicao de probabilidade F;, e que uma varidvel aleatéria X (v) tenha
uma distribui¢ao de probabilidade F. Se para todos os pontos do eixo real onde F
é continua for valido o limite:

lim F,(z) = F(x)
n—o0
entdo se diz que a sequéncia X, (v) converge em distribui¢ao de probabilidade para
X (v).

Se uma série de variaveis aleatérias converge em distribuicao de probabilidade,

ela converge também nos demais critérios.

3.9 Exercicios

1. X(v) é uma varidvel aleatéria com distribuicdo de probabilidade F,.(x) e uma
nova variavel aleatéria é definida através de Y (v) = aX (v)?.Encontre a dis-
tribui¢do de probabilidade de Y (v), considerando que a é um ndmero real
qualquer, podendo ser positivo ou negativo. Se a for positivo qual é a proba-
bilidade de Y (v) ser menor do que zero?

2. A fungao distribuicao de probabilidade de uma varidvel aleatéria X (v) é:

1
56””, <0
Fx((E): e_gg
1—7, I‘ZO

Qual é a probabilidade de que uma nova varidvel aleatéria Y (v), definida como
Y (v) = 2X(v) + 1 seja igual ou inferior a 5 (Y (v) < 5)?
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. Uma varigvel aleatéria X (v) pode assumir qualquer valor inteiro maior do que

zero. A probabilidade de que essa varidvel seja igual a n é (1)”. Considere

2
uma nova varidvel Y (v) definida como:

1, quando X (v) é par
—1, quando X (v) é impar

Y (v) = {

Qual é a probabilidade de que Y (v) = —17

. Considere que Y = aX? onde a é estritamente positivo. Sendo: f,(x) =

1
—— exp(—2?) qual ¢ a forma de f,?

Ver

. Considere a distribui¢do de Laplace, cuja funcao densidade de probabilidade

é: )
fx(x) = 567|$|

e a distribuicao de Cauchy, cuja funcao densidade de probabilidade é:

1 1
fry) = ;Tyg
Encontre a fungao y = g(z) que transforma uma varidvel aleatdria continua
X (v) com distribuigdo de Laplace em uma varidvel aleatéria continua Y (v)
com distribui¢ao de Cauchy.

. Mostre que se a densidade de probabilidade fx de uma varidvel aleatéria X (v)

for simétrica em relagdo a um ponto a do eixo real, entdo: E(X(v)) = a.

. Considere uma varigvel aleatdria X (v) com densidade de probabilidade fx (),

uma funcao real g(x) = ax?, onde a é uma constante estritamente positiva, e
uma nova varidvel aleatéria Y (v) = g(X (v)). Mostre que:

(42

2/ya (1~ Fx(0))

fy(ylz>0)=

sey >0e:

fr=0

sey < 0.

. Mostre que se uma varigvel aleatéria X (v) tem a fungao densidade de probabi-

T —n)2
lidade: f,(z) = 1/(o+/(27) exp(—%) entdo F(X(v)) = n e a varidncia
de X (v) é o2.

. Demonstre a desigualdade de Chebychev:

2

Se € > 0, entao, P{|X(v) —n| >¢e} < %.
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10. Demonstre a desigualdade de Markov :

Se f.(x) = 0 para z < 0, entdo, para qualquer @ > 0, P{X (v) > a} < .
a

11. Considere que uma varidvel aleatéria X (v) é normalmente distribuida na
forma:

(z —n)*
Ix(z) = ?@ 20

Calcule E(| z |).

12. Considere que o par ordenado de varidveis aleatérias (X (v),Y(V)) tem uma
funcéo distribuigdo de densidade conjunta fx y(z,y). Sendo z = g(x,y) e
w = h(x,y) onde g e h s@o fungdes reais das varidveis x e y, mostre:

(a) que o valor esperado da soma das varidveis aleatérias
Z(v) = 9(X(v), Y (v)) e W(v) = h(X(v),Y(v)) é:

E(Z(v) + W(v)) = E(Z(v)) + E(W(v))
(b) se X(v) e Y(v) sao duas varidveis aleatérias quaisquer, entao:
E(X(v) +Y(v)) = E(X(v) +Y(v))
(¢) generalize o resultado acima para um conjunto de n varidveis aleatérias.
13. Mostre que:

(a) Se X (v) for uma varigvel aleatéria e C' for uma constante:

var(X (v) + C) = var(X (v))

var(C X (v)) = C% var(X (v))

(b) Considere que o par ordenado de varidveis aleatérias (X (v),Y(V)) tem
uma fungao distribuicdo de densidade conjunta fx y(z,y). Mostre que,
se X(v) e Y(v) forem independentes, entao:

var(X (v) + Y (v)) = var(X (v)) + var(Y (v))
14. Dadas duas varidveis aleatérias X (v) e Y (v) calcule:

(a) Fxy(z,ylzr < X(v) < x2)
(b) fxy(z,y|lzr < X(v) < x2)
(¢) fy(zylzr < X(v) < 22)
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(d) fazendo z1 = x e 3 = x4+ Ax, com Az pequeno, e tomando o limite em
que Az —> 0 mostre que:

fX y(l‘, y)
frly | X(v) =2) = ———<=
fx (@)
Observagao: o resultado acima pode ser generalizado para um conjunto
de n varidveis aleatdrias Xi(v), Xa(v), -+, Xp_1(n — 1), X,(v) para

gerar uma regra de cadeia com a forma:

fX17X27"' 7Xn (xl) m27mn) -

an(xn | Xn—l = xn—l;Xn—2 =Tp—2,""" aXl = 1171)
X an—l(xnfl ‘ Xn2=2Tp-2,Xpn 3=2p_3, -, X1 = xl)

X an72($n72 ‘ Xn73 = IIJn737Xn74 =Tn—4," " >X1 = :L'l)

X fX3(fC3 | Xo =29, X1 =21)
X fx,(za | X1 = 21)
x fx,(71)

15. Escreva uma rotina de computador para calcular a correlagao entre dois ve-
tores aleatérios com n dimensoes.

3.10 Apéndice. Dominios e regioes

O termo geral ‘conjunto de pontos’ pertencentes ao plano R x R é utilizado para
indicar qualquer colegao, finita ou nao de pontos desse plano. O conjunto:

{(Ov 7) (37 9) (57 _7) <_35 O)}

é um conjunto finito de pontos em R2. A reta 1 +z2 = 5 e a elipse 22 /4+x3/9 = 1
sdo conjuntos infinitos de pontos em R2, assim como {(x1,z2) | 1 <5 exy < —T}.
Define-se vizinhanga de um ponto (z1,,22,) como sendo o conjunto de pontos
contidos no circulo:
(@1 — 21,)° + (02 — 32,)* < &°

Um conjunto de pontos é chamado de conjunto aberto se, para todo e qualquer
um dos seus elementos for possivel definir uma vizinhanga que esteja totalmente
contida nesse conjunto. Por exemplo, o conjunto {(z; — 5)% + (xo — 4)2 < 7} é
um conjunto aberto. O retangulo {(z1,22) | =2 < x1 < 5e7 < 22 < 19} é outro
exemplo de conjunto aberto. A caracteristica comum a todos os conjuntos abertos
é que para todos os seus membros é possivel encontrar um raio J, ndo importa o
quanto pequeno ele seja, para que a desigualdade (3.84) seja satisfeita.

Um conjunto F de pontos é chamado de conjunto fechado se os pontos que nao
pertencam a E, ou seja para os pontos de £ = R? — F formarem um conjunto
aberto. Por exemplo, os conjuntos:

{(z1,22) | 2T + 23 > 1}

{(z1,22) | 2% + 23 < 1}

{(w1,22) | ] + 23 =1}
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sao conjuntos fechados, ja que os conjuntos:
{(21,22) [ 2] +23 <1}

{(z1,22) | 27 4+ 23 > 1}

{(z1,22) | 22 + 23 < Lou (x1,29) | 23 + 23 > 1}

sao conjuntos abertos.

Fronteira de um conjunto é um ponto tal que qualquer vizinhanga sua contém
pelo menos um ponto do conjunto e pelo menos um ponto que nao pertencga ao
conjunto. Os conjunto abertos nao incluem os pontos de fronteira. Os conjuntos
fechados incluem os pontos de fronteira.

O motivo para se introduzir o conceito de vizinhanga de um ponto e distinguir
de forma clara conjuntos abertos e conjuntos fechados é permitir a definicdo de
varias operagoes do calculo em duas ou mais dimensoes. Por exemplo, a definigao
de derivada parcial em um ponto (x1,x2) envolve a realizagdo de um processo de
limite em uma vizinhanga de (z1, z2).

Um arco continuo no plano real é definido como o conjunto de pontos (x1,z2)
tais que:

x1 = ¢(t) e o = P(¥) (3.10.22)

onde ¢ e 1 sao fungoes continuas do parametro t. Quando nenhum par de valores
distintos de t coincide em um mesmo ponto, o arco recebe o nome de arco de Jordan
(figura a). Uma curva é chamada de curva fechada simples quando existe um
nico ponto do plano R? para o qual, dados dois valores distintos a e b do parametro
t, tem-se ¢(a) = ¢(b) = x1 e Y(a) = P(b) = x3, com (z1,22) dados pela equacao
(figura[3.6)b). A circunferéncia z1 = rcos(t) e xa = rsen(t) com 0 <t < 2r
é um exemplo de curva fechada simples. Note que o dominio das fungoes reais ¢ e
1 foi discriminado.

Um conjunto é chamado de conjunto aberto conexo, ou de um dominio, se
dois pontos quaisquer desse conjunto podem ser unidos por uma linha poligonal
formada apenas por pontos pertencentes ao conjunto (ﬁgura a). Por exemplo, a
uniao de dois conjuntos abertos e disjuntos nao forma um dominio. Um dominio é
chamado de simplesmente conexo, se qualquer curva fechada simples tracada sobre
esse dominio contiver, no seu interior, apenas pontos do dominio (figura[3.7b). Uma
segunda forma de definir um dominio simplesmente conexo é exigir que qualquer
curva simples tragada no seu interior possa ser continuamente deformada mantendo
todos os seus pontos no dominio. Um dominio multiplamente conexo é um dominio
conexo que nao respeita a definicdo de dominio simplesmente conexo.

Regiodes sao definidas como a uniao de dominios com um subconjunto dos pontos
da sua fronteira. Uma regiao fechada é uniao do dominio com todos os pontos de
sua fronteira, enquanto que uma regiao aberta é o préprio dominio.

O conceito de dominios e regides podem ser diretamente estendidos para espacos
com N dimensoes.
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A
A) Arco de Jordan
B) Curva fechada simples
X1
>

Figura 3.6: Curva ou arco de Jordan (a); curva fechada simples (b)

A
X2

A) Dominio conexo

B) Dominio simplesmente conexo

X1

>

Figura 3.7: Dominio ou conjunto aberto conexo (a); dominio simplesmente conexo

(b)



Capitulo 4

Geracao de numeros
aleatodrios

Existem muitas formas de se gerar nimeros pseudo aleatérios. No que segue serao
apresentadas algumas das formas mais populares de produzir esse tipo de nimero.
Trés métodos para a producao de numeros pseudo aleatérios com distribuigao uni-
forme sao discutidos inicialmente. Dois algoritmos sao discutidos em maior detalhe
e ¢é feita uma discussao sobre os diferentes testes que podem ser aplicados para
verificar a qualidade e as limitacoes desses algoritmos na geracao de sequéncias
pseudo aleatoérias. O terceiro algoritmo, conhecido como algoritmo de Fibonacci, é
brevemente discutido. Como foi visto em capitulos anteriores, a distribuicao uni-
forme pode ser utilizada, fazendo-se uma mudanca adequada de varidveis, para gerar
sequéncias de ntmeros definidas por fungoes de distribuigao com carater muito ge-
ral. Além da técnica de mudanca de varidveis, os métodos da inversao e da rejeigao
de von Neumann para a geragao de sequéncias aleatorias com distribuicoes nao
uniformes sao discutidos.

E importante ter em conta que, por melhor que seja o procedimento para criar
numeros pseudo aleatdrios, eles serao sempre pseudo aleatérios. Eles podem ser
utilizados para enganar pessoas, ou esconder coisas de pessoas, mas nao podem
ser usados para enganar a natureza. Isso significa que o uso de numeros pseudo
aleatdérios na matemadtica e nas ciéncias naturais requer um cuidado extremo.

4.1 Numeros pseudoaleatérios - féormula de con-
gruéncia de Lehmer

Considere a sequéncia infinita e enumeravel x;, com i = 1, 2, ... definida como:

x; = resto da divisdo de ax;_1 + c por m (4.1.1)

onde xg, a, ¢c € m sao numeros inteiros positivos escolhidos previamente sendo a
Unica restrigao imposta que xg, a e ¢ sejam inferiores a m. A expressao |4.1.1] é
normalmente representada na literatura como:

z; = ax;—1 + ¢ (modulo m) (4.1.2)

Observe que a notagao pode causar alguma confusao por causa da palavra ‘mo-
dulo’ .
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A sequéncia ¢é limitada aos valores 0,1,2,3,4,--- ,m — 1 que sao os restos
possiveis da divisao de um ndmero inteiro positivo por m também inteiro positivo.
Além disso, uma vez definido um x; particular, os outros membros da sequéncia
estao definidos pela férmula Como o nimero de valores possiveis é limitado,
é de se esperar que algum xj com k maior que [ repita o valor de x;. Considere a
seguinte situagao. Suponha que um x( seja escolhido e se obtenha a sequéncia:

Zo
x1 = resto da divisao de axy + ¢ por m

o = resto da divisdo de ax; + ¢ por m, sendo xo # 1

x3 = resto da divisao de axs + ¢ por m, sendo x3 # 1 € # X

Tm—o = resto da divisao de ax,,_3 + ¢ por m, sendo
Tm—o # detodosoutros x;, i < m — 2

T.n—1 = resto da divisao de ax,, _s + ¢ por m, sendo
Tm—17 de todos outros x;, i < m — 1

O préximo resultado é, necessariamente, um dos x; anteriores, com i = 0,1, 2,-
3,---,m — 1. Supondo que x,, seja igual a x;, com [ entre zero e m — 1:

Tm = Xy
Tm+1 = Ti41

Tm+(m—1) = Tm

T4 (m—1)+(m—1) = Tm+(m—1)

ou seja, a partir de x;, os membros da sequéncia se repetem com periodicidade m—I.
No entanto, como a relagao entre x;_1 e z; é bijetora, ou seja, dado x;_; um tnico
valor de x; é obtido e a partir de x; a operagao inversa leva obrigatoriamente a x;_1,
a sequéncia toda é periddica. Isso significa que, depois dos m valores distintos, o
préximo membro da sequéncia é igual ao primeiro membro. Se tivesse corrido de um
dos x; repetir um valor anterior antes de se obter m valores anteriores distintos, o
resultado continuaria sendo uma sequéncia periédica, mas com um periodo menor.
A periodicidade é no méximo, m (ver a demonstracao desse resultado em [20]).

A sequéncia obtida ndo tem nada de aleatéria. Ela é perfeitamente determinada
pela escolha dos pardmetros a, ¢, m e xg. Pode-se estabelecer a condicao para que
o periodo seja igual a m. O que acontece é que se o periodo for suficientemente
longo, onde longo depende da aplicagao, a sequéncia se comporta como aleatoria,
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quando a ela se aplicam alguns testes estatisticos. Por essa razao, a sequéncia
gerada pela equagao [£.1.2] pertence a uma classe de sequéncias conhecidas como
sequéncias pseudoaleatérias. A sequéncia [£.1.2] foi proposta por D. H. Lehmer em
1951 e expressoes como a sao chamadas de relagoes de congruéncia.

Um exemplo de como verificar se a sequéncia fornecida pela equagao [£.1.2] com
0s parametros:

a =3
c=2%2
m — 929 (4.1.3)
o — 214

se aproxima de uma distribuigao uniforme, é gerar um niimero grande de valores, no
exemplo a ser discutido foram 5000 (ﬁgura, normalizar esses valores dividindo-os
por m e calcular, por exemplo, o seu valor médio, a sua variancia e a sua assimetrieﬂ
Os valores que foram obtidos foram:

z = 0,50
var(x;) = 0,084
asstmetria = —0,014

Os valores exatos para uma distribuigdo unitdria no intervalo (0, 1] sdo 0,5,
0, 833333.... (dizima periddica) e zero, o que significa se a verificagdo se limitar ao
calculo desses trés valores, a sequéncia pode ser considerada, em primeira apro-
ximacgao, como uniformemente distribuida.

Uma segunda verificacao que pode ser feita consiste em gerar uma sequéncia
longa de valores {y; = z;/m,i =1, 2,....... , I}, sendo I um ndmero inteiro positivo
e grande, onde os x; sao dados pela equacao dividir o intervalo (0,1] em um
numero N de subintervalos com o mesmo comprimento e contar quantos valores
de y; caem em cada subintervalo. Como se imagina, a principio, que a equagao
gera uma sequéncia que pode ser confundida com uma variavel aleatéria uni-
formemente distribuida em (0, 1], é de se esperar que o nimero de valores n;, com
7 =1,2, ..., N, contido em cada um dos intervalos seja igual ao ntimero total de
membros da sequéncia I dividido por N.

Na realidade, os valores devem variar e a forma mais simples de verificar se essas
variagoes sao flutuagoes aceitaveis em torno do valor esperado é calcular a varidavel
aleatéria x2 de Pearson, definida como :

=1 =

onde v é o chamado numero de graus de liberdade envolvidos na verificacao. O
nimero de graus de liberdade em um teste estatistico é definido como o ntimero de
dados a serem submetidos ao teste, menos o nimero de vinculos estabelecidos entre
os dados, definidos ou calculados a partir do préoprio conjunto de dados, necessarios
para se aplicar o teste. Neste caso, o nimero de dados é o nimero de subintervalos
do intervalo (0, 1]. Entre esses dados existe apenas um vinculo dado pela razdo I/N
e, portanto, o numero de graus de liberdade € igual a N — 1.

A varigvel x2 de Pearson fornece uma indicagio da sequéncia {y;} se afastar ou
nao de valores extraidos de uma distribuigao uniforme. Nao existe forma objetiva

I Assimetria é o momento de ordem 3 de uma distribuicdo de probabilidade.
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Figura 4.1: Distribuigao dos 5000 valores gerados pela férmula de congruéncia[4.1.2]
com os valores definidos em e normalizados pelo valor de m = 22°. Note que o
diagrama apresenta alguns alinhamentos como os dois, que parecem os mais eviden-
tes, com extremidade perto da letra a marcada no diagrama. Note o espagcamento
regular entre os pontos.

de se determinar qual valor da variavel x2 de Pearson a partir do qual se pode dizer
que a sequéncia {y;} é, ou nao é, extraida de uma distribuigdo uniforme.

O procedimento usual é se realizar um teste de hipdtese, que consiste em assumir
que a sequéncia foi extraida de uma distribuicao uniforme e considerar a probabili-
dade de que o valor da varidvel 2 de Pearson calculada para essa sequéncia assuma
um valor diferente de zero.

Pode-se demonstrar que a varidvel x2 de Pearson se distribui como a varidvel
aleatéria x2 definida por:

F(z) = P{x} <z} = ﬁ /Om ¢(*2%) exp <—§> ¢ x>0  (4.14)
2

A distribuicdo F ¢ positiva para x positivo. Na equacio I' é a funcao
gama definida como:

P(z) = /0 e exp(—€)de

sendo x real estritamente positivo.
A funcao I satisfaz a férmula de recorréncia:

Iz +1)=al(x)
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0 que permite estender o seu dominio para incluir os nimeros reais negativos e nao
inteiros. Se z for um numero inteiro positivo:

I'(n+1) =n!

0 que permite definir:

(1) =T(0+1)=0l=1

No teste, se faz a afirmacao, conhecida em estatistica como hipétese nula, de que a
sequéncia {y;} é uma extragdo de uma varidvel aleatéria com distribuigao uniforme
e se estabelece uma probabilidade maxima de se cometer um erro quando se rejeita
essa afirmagao. Quem estabelece essa probabilidade é quem esta fazendo o experi-
mento numérico com base nas caracteristicas do experimento e nos seus objetivos.
O teste de hipdtese consiste em fixar um valor de x. de forma que a probabilidade
de que a variavel x2 de Pearson seja maior do que esse valor é:

a=1-F(z.) (4.1.5)

O parametro a recebe o nome de nivel de significincia e o seu valor deve, em
principio, ser escolhido pequeno.

Usando o valor calculado do Y2 encontra-se o valor correspondente de x para
que F(z) = P{x? < x}. Se z for superior a x. dado pela equagio a hipétese
nula é rejeitada, ou seja, se considera que {y;} ndo é uma extragio de uma varidvel
aleatéria com distribuigao uniforme. A hipotese é rejeitada porque a probabilidade
de que a varidvel x2 de Pearson de uma extracio de uma distribuicio uniforme
superar o valor x. é no maximo igual a «.

Se z for inferior a x. dado pela equagao [1.1.5] a hipStese nula nao é rejeitada.
E importante perceber que rejeitar a hipdtese nula tem um significado muito mais
forte do que nao rejeitar. Quando se rejeita a hipdtese nula a probabilidade de
errar, ou seja, considerar que a sequéncia nao é uma extragao de uma distribuigao
uniforme quando ela é de fato, é perfeitamente estabelecida como sendo igual a a.

O teste, por outro lado, nao estabelece a probabilidade de erro para a decisao
de nao rejeitar a hipdtese nula. O maximo que se pode dizer nesse caso é que
nao ha evidéncia de que a sequéncia tenha sido extraida de um processo aleatério
caracterizado por uma distribuicao diferente da distribuicao uniforme.

O teste da varidvel x2 de Pearson foi aplicado aos 5000 valores individuais da
sequéncia gerada pela equacio com os valores definidos na equacao 6)
intervalo (0, 1] foi dividido em 25 subintervalos com comprimento 0,04. O valor es-
perado em uma distribui¢ao uniforme para cada intervalo é 200 e o nimero de graus
de liberdade é 24. A varidvel x2 de Pearson calculada foi de 7,49. Considerando
um nivel de significancia de 0,05, o valor critico de rejeicao z. é 39,4. Isso significa
que a a hipdtese nula nao foi rejeitada.

A combinagao dos dois resultados obtidos, média e variancia amostrais muito
préximas dos valores correspondentes de uma distribuigao uniforme e a rejeicao da
hipdtese nula sugerem que os 5000 valores da sequéncia calculada seja uma extragao
de uma variavel aleatéria com distribuicao uniforme.

Outro teste que pode ser feito é verificar se a sequéncia é periddica e qual é o
periodo, Na realidade, foi demonstrado que a sequéncia é periédica, o periodo nao é
determinado, mas o seu valor méaximo é m. Em uma sequéncia com poucos valores
em relagao ao valor de m, pode ser que nao seja possivel determinar o seu periodo.
A forma mais simples de se verificar se os valores calculados da sequéncia cobrem
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pelo menos um periodo da sequéncia é comparar o valor inicial com todos os valores
seguintes. A repeticdo do valor, neste caso particular, indicaria definitivamente que
a sequéncia é periédica. No caso do exemplo apresentado, onde m ¢ igual a 229, ou,
536.870.912 e a sequéncia utilizada tem 5000 valores, nao foi possivel identificar o
periodo.

A conclusao até aqui é, embora na realidade a sequéncia calculada nao seja uma
sequéncia de uma varidvel aleatéria, os testes feitos nao permitem perceber isso. No
entanto, uma inspe¢ao mais atenta da figura[4.1| mostra a existéncia de alinhamentos
de alguns valores da sequéncia, algo dificil de acontecer em uma sequéncia verda-
deiramente aleatdria. Um teste adicional que pode ser feito consiste em verificar se
a sequéncia apresenta autocorrelacdo significativa.

Para verificar a possibilidade de autocorrelacao entre os termos da sequéncia
pseudoaleatéria contendo os elementos {e;, sendoi = 1, 2, --- | 21}, o segmento
contendo os primeiros I elementos pode ser comparado com os I segmentos que
podem ser formados, deslocando-se a posi¢ao de inicio desses segmentos em relagao
ao primeiro segmento e mantendo-se o nimero de elementos fixos em I. Isso significa
que o primeiro segmento:

Sl:{ela €2, ", 6[}

é comparado, sucessivamente, com os elementos dos segmentos:

Si:{er, ea,---, er}

Sy :{e2, ez, -+, ery1}
S3 : {637 €4, 61+2}
S4 : {64’ €5, , 61—0—3}
Siier, ery1,--- ear—1)}
Sry1:{ery1, erya, -, ear}
formando um conjunto de I+1 valores r,, com {L =0, 1,2,--- , I}. A comparacao

entre os segmentos 51 e Sp, é feita calculando-se o coeficiente de correlagdo linear
r,, ou coeficiente de correlagao de Pearson, definido como:

rp =

I _ _
Z (ei - 61,L) (ei+L - €L+1,L+1)
i=1 \/(ei - él,L)2\/(ei+L - éL+1,L+I)2

onde e; 7 é o valor médio do primeiro segmento Sy € 141,741 é o valor médio do
segmento Sr11. O valor de ry, é limitado ao intervalo [—1,1]. O valor correspon-
dente a L igual a zero corresponde a correlagdo de S com S; e é sempre igual a
um.
A figura apresenta os coeficientes r;, em funcao L para a segmentos separa-
dos da sequéncia correspondente & figura Diagramas desse tipo mostram como
o valor do coeficiente de correlacao entre S; e Sy, variam a medida que o desloca-
mento L aumenta e sao chamados de diagramas de correlacao cruzada entre os dois
segmentos. Como os segmentos sao extraidos de uma mesma sequéncia, o coefici-
ente ry, sdo algumas vezes chamados de coeficientes de autocorrelagdo da sequéncia
completa e o diagrama é chamado de autocorrelacao. O diagrama de autocorrelacao
da figura se estende até 2500 deslocamentos, uma vez que a sequéncia tem 5000
valores.
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Figura 4.2: Diagrama de autocorrelagao da sequéncia pseudoaleatoria apresentada
na figura As linhas tracejadas correspondem ao coeficiente de correlagao critico
rL_..  Dpara a rejeicao da hipotese nula de que os valores de correlagao tenham
sido extraidos de uma populacao com correlacao nula. O nivel de significancia
adotado foi de 0,05, distribuido simetricamente para valores negativos e positivos e
| rL,.,... |=0,0392. Em 45 valores do deslocamento L o médulo do coeficiente de
correlacao foi superior a rp,

critico

O coeficiente 7, é, ele mesmo, uma variavel aleatoria e tem uma distribuigao
de probabilidade prépria. A verificagdo se sequéncia apresenta autocorrelagao sig-
nificativa é feita fazendo-se um teste de hipétese, onde a hipdtese nula é que os
diferentes ry sdo extracbes de uma populacao com coeficiente de autocorrelacao
igual a zero.

Apesar da variavel rj, ter uma distribuicao prépria, para se verificar se I valores
de r1 sao extracoes ao acaso de uma populacao caracterizada por r igual a zero,
é conveniente definir uma nova variavel aleatoria z, conhecida como varidvel z de
Fisher :

1 1+7rg
z=—=In
2 1-— TL
Quando rp, é igual a zero e quando I é igual ou superior a 10, a varidvel z pode
ser considerada como sendo normalmente distribuida em torno de um valor médio
igual a zero e com variancia igual a:

com —xo<z<x e —1<r; <1

Isso significa que:
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I-3. 1+4+7rg

T =4/—1

(re) 2 11

pode ser considerada como tendo a distribuicao de probabilidade igual a da distri-
buicdo de Gauss normalizada (Z = 0 e var(z) = 1):

= ()

Considerando como hipétese nula que ry, é igual a zero e fixando um valor «,
pequeno e contido no intervalo [0, 1], como indice de significancia, fica determinado
o numero real e positivo ¢ tal que:

FTon) =0 = o [ ew <_€2) i€ 2

Uma vez que a densidade de probabilidade de f da distribuigdo normal é uma
funcao simétrica em relagao a zero:

(4.1.6)

F(T(r) = 0) = 2= /OO exp <_€2) dg—1-2

Isso significa que, se |T'(rr)| > ¢ a probabilidade de se obter esse valor de T'(rr)
a partir de uma amostra extraida de uma populacao com ry nulo é menor do que
a. A hipétese nula pode entao ser rejeitada, considerando que o erro maximo que
pode ser cometido ao se tomar essa decisao € igual a a.

Da equagao tem-se que, a hipdtese nula é rejeitada, com um nivel de
significancia «, quando:

1+rg 2c
In > =
1—-rg I-3 b
ou (4.1.7)
1+7rg —2c

ln < = —
1—rp I-3 P

E importante lembrar que o valor ¢ ¢ fixado pelo nivel de significancia a. A
equacao [£.1.7) leva a conclusdo que a hipdtese nula é rejeitada quando:

-1
_ ¢ _ 1 (B
L2 T = gp g — (AR <2>
ou
_ ¢ _ (B
"L < =TL, s = e tanh <2>

onde tanh™! representa a funcio inversa de tanh.

No caso do diagrama de autocorrelacdo apresentado na figura o nivel de
significancia escolhido foi de 0,05, simetricamente dividido para valores negativos
e positivos. O valor critico para a rejeicao da hipotese nula de que um determi-
nado valor particular do coeficiente de correlagao de Pearson seja extraido de uma
populacao com coeficiente de correlagao nulo foi calculado em 0,0392.

Em 45 valores do deslocamento L o médulo do coeficiente de correlacgao foi su-
perior ao valor de r,_. . . O teste de rejeigao foi repetido 2500 vezes, com um nivel
de significancia de 0,05, o que permite esperar, no caso de auséncia de correlacao,
um ntmero maximo de 125 valores com mddulo maior do que 0,0392. Isso significa
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que, sob esse ponto de vista, a sequéncia aleatéria nao apresenta autocorrelacao.
Existem, no entanto, valores visivelmente altos em relagao a maioria dos valores de
correlacao para deslocamentos maiores do que zero. A combinacao deste resultado
com o aspecto da figura sugere que talvez seja conveniente procurar uma nova
sequéncia pseudoaleatoria.

4.2 Numeros pseudoaleatodrios - algoritmo de Bays
e Durham

O algoritmo utilizado para gerar a série pseudoaleatéria apresentado na figura
é muito utilizado devido a sua simplicidade de programagao. No entanto, existe
uma série de restrigdes ao uso desse algoritmo (ver, por exemplo, [25]. Uma das
restricoes é que a férmula fornece resultados que nao sao livres de correlagao
sequencial entre valores sucessivos. Uma forma de aprimorar a geracao de uma
sequéncia pseudoaleatoria é utilizar o algoritmo proposto por Bays e Durham.

Em termos simples, o algoritmo de Bays e Durham gera inicialmente um vetor
V(j) com dimensao L, onde os valores de cada componente sdo obtidos por uma
férmula de congruéncia como a expressao m . Press et al.[25] utilizam L igual a
97 e chamam a atencao que o valor exato nao é importante. Em seguida a propria
relagao de congruéncia é utilizada para gerar de forma pseudoaleatéria um nimero j
tal que, 1 < 7 < L. O valor armazenado na componente j do vetor é utilizado como
um membro da sequéncia pseudoaleatoéria que se deseja formar, e a componente j
é imediatamente substituida por outro ntimero pseudoaleatério gerado pela relagao
de congruéncia. Com isso se gera uma sequéncia pseudoaleatéria livre, ou quase
livre, de correlagao sequencial.

Utilizando a férmula de congruéncia com os valores definidos na equagao
e uma rotina baseada no algoritmo de Bays e Durham, foi gerada uma sequéncia
pseudoaleatéria com 5000 elementos, cuja distribuigao é apresentada na figura [£.3]
Nesse exemplo, o vetor auxiliar V'(j) tem 100 componentes. O valor médio dessa
sequéncia foi de 0,50, a variancia é 0,083, muito semelhantes ao resultado corres-
pondente a figura A assimetria é nesse caso 0,015. O teste da varidvel x3,
de Pearson foi de 9,39. Compare a figura com a figura A maijoria dos
alinhamentos observados na figura foi eliminada.

A figura[f.4]apresenta o diagrama de autocorrelagio correspondente a figura[4.3
Em 131 valores do deslocamento L o médulo do coeficiente de correlagao foi superior
aovalordery . . Como onimero maximo esperado de valores com médulo maior
do que 0,0392 é 125, a série produzida apresenta evidéncia clara de autocorrelacao.
No entanto, nao ha valores do coeficiente de correlacao para deslocamentos maiores
do que zero que se destaquem no conjunto geral.

Convém, neste momento investigar a influéncia dos parametros utilizados no
cdlculo da relagao de congruéncia definidos na equagao [£.1.3] A figura [1.4] apre-
senta o diagrama de autocorrelacao de uma sequéncia pseudoaleatoria gerada pelo
algoritmo de Bays e Durham, mudando-se os parametros da relagao de congruéncia
para:

a =3
c=0
m — 929 (4.2.8)

o = 214
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Figura 4.3: Distribuicao dos 5000 valores gerados pelo algoritmo de Bays e Durham
aplicado sobre os resultados fornecidos pela férmula de congruéncia [4.1.2) com os
valores definidos na equacgao e normalizados pelo valor de m = 22°. O vetor
auxiliar tem 100 componentes. Note que a maioria dos alinhamentos observados na
figura [£.1] foi eliminada.

Nesse ensaio, o vetor auxiliar V' (j) também tem 100 componentes. O valor médio
dessa sequéncia foi de 0,50, a variancia é 0,082, muito semelhantes aos resultados
anteriores e a assimetria é nesse caso -0,018. O teste da varidvel x3, de Pearson foi
de 14,43. E importante notar que o valor obtido do x3, de Pearson é ainda inferior
ao valor de 39,4 do valor critico para a rejeicao da hipdtese nula.

A figura [£.5] apresenta o diagrama de autocorrelagdo correspondente a esse en-
saio. Em 125 valores do deslocamento L o médulo do coeficiente de correlacao foi
superior ao valor de ry_. . Como o nimero mdximo esperado de valores com
moédulo maior do que 0,0392 é 125, o série produzida nao apresenta evidéncia de
autocorrelagao. Nao hé também neste caso valores do coeficiente de correlagao para
deslocamentos maiores do que zero que se destaquem no conjunto geral.

Em outro ensaio de geragao de sequéncia pseudoaleatoria utilizando o algoritmo
de Bays e Durham foram utilizados como parametros da relagao de congruéncia:

a=37

c=0
m — 230 (4.2.9)
o = 214

A figura[£.6] apresenta a distribui¢ao dos 5000 elementos gerados pelo algoritmo
de Bays e Durham usando os parametros definidos na equagao[£.2.9 O vetor auxiliar
V() tem 100 componentes. O valor médio dessa sequéncia é de 0,50, a varidncia
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Figura 4.4: Diagrama de autocorrelagao da sequéncia pseudoaleatoria apresentada
na figura As linhas tracejadas correspondem ao coeficiente de correlagao critico
rL_ ... Dbaraarejeicao da hipétese nula de que os valores de correlagao tenham sido
extraidos de uma populagao com correlagao nula. Em 131 valores do deslocamento
L o médulo do coeficiente de correlagao foi superior a 7y,

critico

é 0,081 e a assimetria é -0,00024, bem menor do que a calculada anteriormente. O
teste da varidvel x2, de Pearson foi de 26,88, ainda inferior ao valor critico de 39,4.

A figura [£.7] apresenta o diagrama de autocorrelagdo correspondente a esse en-
saio. Em 100 valores do deslocamento L o médulo do coeficiente de correlagao foi
superior ao valor de TL, o Como o ntimero maximo esperado de valores com
modulo maior do que 0,0392 é 125, a série produzida nao apresenta evidéncias de
autocorrelagao.

O algoritmo de Bays e Durham, com os parametros definidos em[4.1.2 gerou uma
sequéncia pseudo aleatéria com caracteristicas muito proximas de uma distribuigao
uniforme no intervalo (0,1]. Embora parametros do tenham sido definidos depois
de um numero pequeno de testes, o algoritmo de Durham, com os parametros
definidos na equagao serd utilizados nos exemplos de aplicagao do Método de
Monte Carlo que serao apresentados mais adiante.

4.3 Numeros pseudoaleatérios - gerador de Fibo-
nacci
Um terceiro método muito utilizado para a geracao de nimeros aleatérios é o cha-

mado de gerador de Fibonacci, ou algoritmo de Fibonacci . O gerador de Fibonacci
consiste em escolher dois niimeros inteiros ag e a; no intervalo (0, p— 1) para iniciar
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Figura 4.5: Diagrama de autocorrelagao para a sequéncia gerada usando os

parametros da equagao As linhas tracejadas correspondem ao coeficiente
de correlagao critico r,_. .~ para a rejeicio da hipdtese nula de que os valores
de correlacao tenham sido extraidos de uma populagao com correlagao nula. Em
125 valores do deslocamento L o mddulo do coeficiente de correlagao foi superior a
TL

critico

a sequéncia e definir um terceiro na forma:

as = {ap + a1 } modulo p

A repeticao continua desse esquema leva a:

ap+1 = {an—1 + an} modulo p (4.3.10)
Note que a equacao |4.3.10| é equivalente a:
An41 1 1 Qp—1
= modulo p (4.3.11)
Ap42 1 2 Ay,

O gerador de Fibonacci recebe esse nome uma vez que a expressao:

An4+1 = {anfl + an}

onde a aritmética baseada na operagao 'modulo’ é abandonada na equagao [£:3:10]
ou na equacao [4.3.11] e considerando que ag e a; sdo iguais a 1, gera a famosa
sequéncia de Fibonacci:

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, -- -
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Figura 4.6: Distribuicao dos 5000 valores gerados pelo algoritmo de Bays e Durham
aplicado sobre os resultados fornecidos pela férmula de congruéncia com 0s
valores definidos em e normalizados pelo valor de m = 23°. O vetor auxiliar
tem 100 componentes.

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia deterministica com propriedades mar-
cantes e bem definidas. Por exemplo, pode ser demonstrado, e o leitor é convidado
a demonstrar que, se a, for o termo de ordem n da sequéncia de Fibonacci entao

(291; [8)):
1. Gpy1 X @1 = a2 + (—=1"), quando n > 2

{1+ V) - (1- VB
2n

S 5

1
3 Tim, e — —
Ap—1 2

4. a, e an41 sao primos entre si

E dificil imaginar que uma sequéncia desse tipo possa dar origem a um bom
gerador de numeros aleatérios e, de fato, ndo da. Fica para a lista de exercicios
no final deste capitulo, avaliar a qualidade do gerador de Fibonacci, utilizando a

equagao [£.3.10]
A equagao [£:3.10] pode ser modificada na forma:
ap+1 = {@n—k + an—;} modulo p

onde k e [, sendo | < k, sao chamados de deslocamentos, ou retardos da sequéncia.
Pode-se mostrar que se esses parametros satisfizerem um pequeno conjunto de
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critico

condicoes, o gerador de ntimeros aleatérios que se obtém, chamado de gerador de
Fibonacci com atraso, pode ser feito muito eficiente . A demonstracdo e discussao
das condicbes para que isso aconteca fica, no entanto, fora do alcance de um texto
introdutdrio como este. O leitor interessado pode consultar, por exemplo, [27] e as
referéncias nele citadas.

4.4 Numeros pseudoaleatérios com distribuicoes
nao uniformes.

Até o momento, foram discutidos métodos de geracao de nimeros pseudoaleatérios
simulando uma distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1]. No que segue serd discutido
a geragao de sequéncias de nimeros pseudoaleatérios simulando distribui¢cdes nao
uniformes.

4.4.1 Mudanca de variaveis

No capitulo 3, foi demonstrado que, se uma varidvel aleatéria Y (v) é definida como
Y(v) = g(X(v)), onde X (v) é outra varidvel aleatéria e g(x) é uma funcao real,
continua por partes e integravel, a densidade de probabilidade fy (y) da varidvel
Y (v) em um ponto yo é dada por:
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_ fx(wo,) | fx(wo,) Ix(zo,)
dz 'O dz "2 dx "Om

onde fx(x) é a fungao densidade de probabilidade da varidvel X (v) e:

{33017 TOgy """ Z'OH}

sao solucoes de:

Yo = g(x) (4.4.12)

No caso de g(x) ser uma funcdo bijetora, a equagdo 4.4.12| tem solu¢do tnica
para todos os pontos Y do conjunto imagem de y = g(x) e existe uma fungéo inversa
x =g Y(y). Além disso, é conhecido do calculo diferencial que:

dg 1
de  dg~!
dy
e, portanto, pode-se escrever, de uma forma geral que:
dg=*
_ -1
Fr(v) = Ixta™ )|

Considere agora uma varidvel aleatéria, real e continua, X (v) e a sua probabi-
lidade cumulativa:

Pxa) = [ " (@)

onde fx(x) = dFx/dz é a densidade de probabilidade da varidvel X (v).
Uma nova varidvel aleatéria Y (v) pode ser definida como:

Y(v) = Fx(X(v))

com 0 < Y(v) < 1. Como Fx é bijetora, monotdnica e crescente:

o = £3) St
dx

ou seja, Y (v) é uniformemente distribuida em (0, 1], independentemente de qual
seja Fx (z).

Para se obter uma variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade Fx, basta
calcular X (v) = Fx' (Y (v)) com Y (v) uniformemente distribuida em (0, 1].

Por exemplo, para gerar uma varidvel aleatéria com distribuicao de probabili-
dade exponencial , ou seja, gerar X (v) com densidade de probabilidade:

=1

fx(x) = e M

Fx(z)=1—¢e

com 0 < x < oo, basta calcular:
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F' (Y (o) = X(o) = ; In (1ly<>>

com Y (v) uniformemente distribuido em (0, 1)ﬂ

O mesmo raciocinio pode ser, em principio, aplicado para gerar uma variavel
aleatéria com distribuigao normal, que, sem limitar o raciocinio, pode ser conside-
rada como tendo valor esperado igual a zero e variancia igual a um. Nesse caso:

1 a2
fx(z) = me
e:
1 r z2 1 1 T
F - “Sdr =~ + —erf [ —
x (2) \/g/_ooe dx 2+Zer (\/§>
onde:

2 z 2
erf(x) = —/ e S d¢
VT Jo
é a fungao erro.

A representacao de Fy na forma que envolve a fungao erro é uma representacao
conveniente, uma vez que ela pode ser facilmente calculada através de uma apro-
ximagao racional (ver [I]).

A funcdo Fy é bijetora e monotonicamente crescente. O problema é que nao
existe forma analitica para a inversa de Fy . E sempre possivel obter a funcao inversa
por métodos graficos ou numéricos, mas, neste caso, hd uma segunda alternativa.

Considere duas varidveis aleatérias independentes X (v) e Y (v), normalmente
distribuidas com valor esperado igual a zero e variancia igual a um onde:

1 a2 1
fx(z) = N e fy(y) = ot

A densidade de probabilidade conjunta fx y é dada por:

e
e

(4.4.13)

1 x4y

fxy(x,y)=5-e 2
2T

onde as varidveis = e y podem ser consideradas como componentes de um sistema
cartesiano ortogonal de varidaveis. Mudando para um sistema de coordenadas p e 6
planas polares obtém-se:

x = pcos(f) y= psin(6)
onde: (4.4.14)

p=+/(x?2+y?) em (0,00) e tan(f) = % em (0, 27)

Definindo duas novas varidveis aleatérias independentes R(v) e ©(v) na forma
da equacao a densidade de probabilidade nesse novo sistema se escreve:

2

1
fre(p.0) = ﬁe’%p

2Note que o limite superior do intervalo foi excluido para evitar a ocorréncia de uma divisdo
por zero.
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de onde:

1 e?

fol®)= 5= ¢ fu=c"%p

ou seja, a varidvel ©(v) é uniformemente distribuida em (0, 27] e R(v) segue uma
distribuigao de Rayleigh no intervalo [0, 00). A fungao de probabilidade cumulativa
de Rayleigh é:

_ p
Fr(p)=1- BXP(—g)

Da equacao as varidveis aleatérias X(v) = R(v)cos(©(v)) e Y(v) =
R(v) sin(O(v)) simulam varidveis aleatérias normalmente distribuidas quando ©(v)
simula uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida em (0,27] e R(v) simula
uma varidvel aleatéria de Rayleigh.

Nao custa lembrar que, se U(v) simular uma varidvel uniformemente distribuida

em (0, 1] a varidvel:
R(v) = | /2ln(1%U(v))

simula uma variavel aleatéria de Rayleigh.

4.4.2 Método da inversao

No capitulo 3 foi mostrado que a funcdo g(z) que transforma uma varidvel aleatéria
X (v) com distribuigdo de probabilidade Fx em uma varidvel aleatéria Y (v) com
funcao distribuicao de probabilidade Fy é:

g(x) = Fy' (Fx(2))

Essa relagao é usada, de uma forma geral, para se obter uma sequéncia de
nimeros aleatdrios caracterizada por uma funcao de distribuicdo Fy partindo de
uma sequéncia caracterizada por Fx.

Tanto o método da mudanga de varidvel, quanto o método da inversao, envol-
vem o calculo da funcao inversa de uma funcao de probabilidade cumulativa. Em
algumas situagoes, como nos casos da distribuicao exponencial e da distribuicao de
Rayleigh, a inversao é feita algebricamente de forma simples. Existem, no entanto,
distribuicoes de probabilidade em que o calculo da inversa recai em uma equagao
transcendente que s6 pode ser resolvido graficamente ou numericamente. A distri-
buic¢ao normal é um exemplo, embora exista, como ja foi visto na subsecao [4.4.1
uma forma de se contornar essa dificuldade, para o caso dessa distribuicao.

O método de rejeigdo de von Neumann é um exemplo de método que dispensa
o cdlculo da inversa de uma distribuicao de probabilidade.

4.4.3 Método da rejeicao de von Neumann

O método da rejeicao de von Neumann é baseado no seguinte argumentcﬂ . Consi-
dere uma varidvel aleatéria X (v) caracterizada por uma uma fungdo de probabili-
dade cumulativa Fx (z) e um evento A definido em fungao de X (v). A probabilidade

30 desenvolvimento apresentado a seguir é essencialmente o desenvolvimento de [23]
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condicional do evento {z < X (v) < x+ Az} ocorrer, dado que o evento A ocorreu,
é:

P{{zx < X(v) <z + Az}n A}
P(A

Plz < X(v) <z + Azx|A} =

Se Az for um intervalo suficientemente pequeno:

P{z < X(v) <x+ Az|A} = fx+Ax

T

fx(z|A)dr ~ fx(z|A)Az =

P{{r < X(v) <z +Ax}n A} (4.4.15)

)
P(A

onde x < T < x + Ax.

Uma sequéncia pseudo aleatéria {y;,7 = 1, 2, ---} pode ser gerada a partir
de uma sequéncia pseudo aleatéria {x;,j =1, 2, ---} caracterizada por uma dis-
tribuicao de probabilidade Fx e de um evento arbitrdario A pré-determinado na
forma:

Zj s€ 0 evento A ocorre

Yi =
o valor é rejeitado se o evento A néo ocorre

Se deseja que {y;,i = 1, 2, ....} seja uma sequéncia pseudo aleatdria caracte-
rizada por fy, é necessdrio encontrar um evento A tal que fy(y) = fx(z|4). A
solugao desse problema ¢é definida pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja X (v) uma varidvel aleatdria caracterizada por uma densidade
de probabilidade fx, U(v) uma varidvel aleatdria uniformemente distribuida em
(0,1] e independente de X (v), e fy(y) uma fungdo densidade de probabilidade, tal
que fy (x) = 0 nos intervalos onde fx(x) = 0. Seja A um evento definido como:

A={U(v) <g(X())}

onde:

(4.4.16)
B afY(w)

e a € uma constante positiva

entao:

fr(z) = fx(z]A) (4.4.17)

Demonstracao: A regiao onde o par de varigveis aleatérias independentes X (v) e
U(v) é definido é D = {{—00 < z < oo} x {{0 < w < 1}}. A probabilidade do
evento A = {(X(v),U(v)) C {—0c0o < X(v) <00} N{0 < u < g(X(v))} éigual a:

puay = [ Z ( / " fX,U(x,umu) s [ O;g(l’)fx (2)do

uma vez que fx y(z,u) =1 x fx(z). Da equacao [4.4.16| tem-se:
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P{A} —a /_ T h@)dr—a (4.4.18)

Note que a equagao [{.4.18|limita a ao intervalo 0 < a < 1, embora essa limitagao
nao faga parte das hipdteses do teorema.
Por outro lado, a probabilidade P{{z < X(v) <z + Az} N A} é:

P{{z < X(v) <z + Az} N A} = fx(T)g(Z)Az (4.4.19)

ondez < T < z+ Aux.
Substituindo as equacoes na equacao e tomando o limite em

que Az tende a zero, tem-se:

fx(z) g(x)
(o] 4) = LD
Usando novamente a equacao (4.4.16]), obtém-se (4.4.17]). ]

O método de geracao de uma sequéncia de nimeros pseudo aleatérios que si-
mule uma varidvel aleatéria Y (v) caracterizada por uma funcao de densidade de
probabilidade fy (y), a partir de uma simulagao de uma varidvel aleatéria X (v) ca-
racterizada por fx(z) e por uma simulagido de uma distribui¢ao uniforme, consiste
em gerar um par de nimeros pseudo aleatérios (x;,u;) e definir uma sequéncia y;
na forma:

Yi =
fY(iEi)

Ix (i)
Por exemplo, pode-se gerar uma sequéncia que simula uma distribui¢ao normal
com média zero e variancia igual a 1:

o valor é rejeitado se, u; > a

1 Yy n2
Fy :—/ e ZTdn com —oo<y< oo
() Nl A n y
a partir de uma distribuigao exponencial:

1 1
FX(m):§e’” se —oo<x<0 ou Fx(x)zl—ie_’” se 0 <x < oo

As funcgoes de densidade de probabilidade correspondentes sao:

fx(x) = el
€
1 y2

fY(y): \/%6_7

fr@) 2 (s _ 26 (el
fx(x)  Vor T

A razao:
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é maior do que 1 no intervalo —2,39 < z < 2,39. Fazendo:

[
=4/— <1
“ 2e

a sequeéncia y; gerada por:

B z;se, u; < e—3(l2-1)? <1
Yi = 1(lz|-1)?

o valor é rejeitado se, u; > e~

simula uma sequéncia de nimeros pseudo aleatérios caracterizados por uma fungao
densidade de probabilidade fy (y).

4.5 Exercicios

1.

(a) Escreva uma rotina para computador, baseada no gerador de Fibonacci,
sem atraso, para gerar numeros pseudoaleatérios, uniformemente dis-
tribuidos em (0, 1].

(b) Gere uma sequéncia de 5.000 niimeros pseudo aleatérios com a sua rotina
e verifique se essa sequéncia tem média, variancia e assimetria préximas
do que se espera para uma distribuicao uniforme.

(¢) Construa um diagrama de dispersao e critique o resultado fornecido pelo
gerador de Fibonacci.

(d) Olhando para o diagrama de dispersdo parece razodvel combinar o gera-
dor de Fibonacci, sem atraso, com o algoritmo de Bays e Durham?

(a) Na falta de coisa melhor, pelo menos por enquanto, escreva uma rotina
combinando a férmula de congruéncia (4.2) com o algoritmo de Bays e
Durham para gerar uma sequéncia de nimeros pseudo aleatérios unifor-
memente distribuidos em (0,1].

(b) Gere uma sequéncia de 5.000 ntimeros pseudo aleatérios com a sua rotina
e verifique se essa sequéncia tem média, variancia e assimetria préximas
do que se espera para uma distribuicao uniforme.

(¢) Construa um diagrama de dispersao e critique o resultado obtido.

(d) Ajuste os parametros utilizados para obter o que lhe parecer o melhor
resultado.

3. Usando a rotina para computador desenvolvida no exercicio 15 do capitulo

3, construa um diagrama de autocorrelagao da sequéncia de nimeros pseudo
aleatérios gerados no exercicio 1. Analise estatisticamente o resultado.

Usando a técnica de mudanca de varidveis, gere uma sequéncia de 5.000
nimeros pseudo aleatérios com distribuicao de probabilidade de Cauchy:

Fx(x) = % (arctan(m) + g)

7r
-5 < arctan(z) <

bl 3

Verifique se essa sequéncia tem média, varidncia e assimetria proximas do que
se espera para distribuicao de probabilidade de Cauchy.
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5. Usando o método da inversao, gere uma sequéncia de 5.000 niimeros pseudo
aleatérios com distribuigao de probabilidade de Laplace:

1
§6I7 parax < 0
Fx(z) =

1
1-— ie*"’”, parax > 0

Verifique se essa sequéncia tem média, variancia e assimetria proximas do que
se espera para uma distribuicao de Cauchy.

6. Usando o método da rejeicao de von Neumann, gere uma sequéncia de 5.000
numeros aleatorios com distribuicao de probabilidade de Maxwell, sabendo
que a funcao de densidade de probabilidade é, nesse caso:

2 2
9 _z=
fx(x)=1/—z"e 2
0
Verifique se essa sequéncia tem média, varidncia e assimetria préximas do que
se espera para uma distribuigao de Maxwell.

7. Considere que uma particula se movimenta em uma caixa bidimensional com a
forma de um quadrado com um metro de lado. A regra que define o movimento
da particula é a seguinte:

(a) sendo a posicao inicial da particula (xo,yo), com, 0 < 2o <le0 <y <1
encontre a menor distancia d do ponto & parede da caixa.

(b) escolha ao acaso um angulo 6 considerando que esse angulo se distribui
ao acaso com uma distribuicao de probabilidade uniforme no intervalo
0<60<2m.

(c) defina a nova posigéo (z1,y1) como sendo x1 = d cos(8) e y; = d sen(h).

(d) repita o processo até que a menor distancia entre a particula e a parede
da caixa seja igual ou menor a 0,001 metro. A essa distancia a particula
é atraida pela parede e 14 se fixa.

Escolha ao acaso dez pares (zg,yo), uniformemente distribuidos em {0 <
x < 1} x{0 < y < 1} e trace a trajetéria das particulas inicialmente
nesses pontos até a sua adsorgao pela parede da caixa.

8. Considere uma caixa bidimensional que corresponde a area entre dois qua-
drados com os lados paralelos e desenhados em torno de um mesmo ponto
central. O quadrado maior tem lado igual a 1 metro e o menor tem lado igual
a 0,25 metro. Nessa area existem particulas de p6é que se movem seguindo a
regra definida no exercicio 7. Uma particula ndo influencia o movimento das
outras. A parede externa da caixa (quadrado com um metro de lado) adsorve
as particulas quando a distancia entre a parede e a particula é igual ou menor
do que 0,001 metro. A parede interna permite que a particula escape da caixa
para a area central quando a distdncia entre a particula e a parede é igual
ou menor a 0,001 metro. A particula de p6 que entra no espago central é re-
movida por um aspirador que nao influencia o comportamento das particulas
dentro da caixa. Qual é a probabilidade de que uma particula de pd escape
da caixa? Vocé tem certeza, nao tem certeza ou nao arrisca?
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Planeje e conduza um experimento numérico para estimar, com base na fre-
quéncia do sucesso do experimento, essa probabilidade e compare com a sua
avaliacao inicial.



Capitulo 5

Integracao pelo método de
Monte Carlo

O método de Monte Carlo pode ser utilizado, em principio, para estimar o valor
numérico de integrais definidas de qualquer ordem. Nestas notas, o método sera
inicialmente exemplificado de forma bem simples integrando uma fungao de uma
Unica varidvel. Na realidade, ninguém com um minimo de bom senso, faz, na
préatica, uma integracao desse tipo pelo método de Monte Carlo e o motivo disso
vai ficar absolutamente claro logo em seguida. O argumento a ser apresentado tem
o objetivo apenas de ressaltar os aspectos mais simples dessa técnica de integragao.

O método é indicado para integrais multiplas com um ntmero muito grande
de variaveis e integrais muito dificeis de serem integradas pelos métodos numéricos
tradicionais.

Um exemplo muito simples onde a aplicacdo do método de Monte Carlo passa
a ter maior significado é dado pelo cédlculo da geometria de detecgdo em um es-
pectrometro de radiacao alfa, onde o detector é do tipo barreira de superficie. Nesse
caso, é comum o arranjo experimental onde tanto fonte radioativa, quanto detector,
podem ser representados por superficies circulares e coaxiais, separadas por uma
distancia fixa.

5.1 Uma integracao simples

O problema consiste em calcular a integral definida de uma funcao g de uma tnica
varidvel, absolutamente integravel, continua no intervalo (a, bl:

b
I= / g(x)dx (5.1.1)
Definindo uma nova variavel z na forma:

x=a+(b—a)z

a integral I passa a ser escrita como:
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I= fol G(z)dz
com:

G(z) = (b—a)gla+(b—a)z)

Considere que Z(v) seja uma varidvel caracterizada por uma fungao densidade
de probabilidade fz em (0, 1] e defina uma varidvel aleatéria Y como:

Y(v) = G(Z(v))

O valor esperado da varidvel aleatéria Y (v) é:

E{Y(0)} = / () f2(2)dz

Se a varidvel aleatéria Z(v) for uniformemente distribuida em (0,1], o valor
esperado da varidvel Y (v) serd:

B{Y (v)} = /O G(2)dz

ou seja, a integral serd o valor esperado da varidvel Y (v).

Uma estimativa do valor esperado Y (v) pode ser obtida calculando G em um
nimero N grande de pontos {z;,7 = 1,2, .-, N} uniformemente distribuidos no
intervalo (0, 1] e calcular o valor médio desses valores de G, na forma:

N

BE{Y (1)} = /0 Gl2)dz ~ %ZG(%)

i=1
A precisdo da estimativa I é o erro padrao da média op(I) dessa estimativa,
que é calculado na forma:

op(l) = (G(z) —1)?

N
=1

1
N(N -1

K2

Note que a incerteza dos valores de I depende do nimero de termos utilizados
no seu calculo. A variancia de I deve tender a um valor fixo & medida que N cresce,
enquanto que o desvio padrao da média depende aproximadamente do inverso da
raiz quadrada de N.

O método de integracao de Monte Carlo tem uma precisdo que aumenta de forma
lenta com o aumento de N. A precisao do resultado pode ser melhorada através de
algumas técnicas, onde a mais simples é a repeticao do cédlculo da integral e o uso
da média e do erro padrao da média como estimativa da integral desejada.

5.1.1 Um exemplo pratico

Considere a funcao erro, definida como:

2 r 2
erf(z) = 7= e S dx

O valor de da fungao erro para um valor fixo de = pode ser estimado como:
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N
2
erf(z) ~ Tj? Z e (5.1.2)
i=1

onde 7; sdo extragoes de uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida em (0, 1].
A incerteza da estimativa da funcao erf(x) é:

N

f) = 22 1 —aryz _ L - —a2n? 2 5.1.3
Up(er(a:))—ﬁ mz e !—N;B i (5.1.3)

i=1

A tabela apresenta valores estimados da funcao erf(z) calculados pelo
método de integragao de Monte Carlo e o valor da incerteza dessas estimativas. Os
valores foram estimados utilizando de 10.000 extracoes da sequéncia pseudoaleatodria
discutida no capitulo 4, que simula uma distribuigdo uniforme no intervalo (0, 1].
As incertezas apresentadas correspondem a um erro padrao da média. A tabela
apresenta também o mesmo valor calculado como a média de 10 repeticoes do
calculo por Monte Carlo para o mesmo valor do argumento da funcao erro e a
incerteza apresentada corresponde a um erro padrao da média calculada com esses
10 valores. Os valores estimados pelo método de integragdo de Monte Carlo séo,
também, comparados com os valores da fungéo erf(z) calculados pela aproximagao
racional:

1
(1+ a1z + asa? + azz® 4+ agz* + asa® + agx®)16

erf(x) =1— +e(z) (5.1.4)

com [I]:

| e(z) |[< 31077
a; = 0,0705230784
as = 0,0422820123
a3 = 0,0092705272
aq = 0,0001520143
as = 0,0002765672
ag = 0,0000430638

Essa ultima comparagao é feita aqui para estimar a exatidao do calculo, que
parece ser bastante boa.

Convém aqui lembrar que precisao e exatidao tém significados diferentes quando
se fala de ciéncia. Precisao de um resultado é uma indicacao de como esse resultado
é conhecido. Quanto maior a precisao da estimativa de um nimero, menor é a faixa
de variagao dos valores individuais em torno do valor estimado. Exatidao, que é um
parametro bem mais dificil de estabelecer, indica o quanto o valor estimado, nao
importa com que precisao, representa de fato a grandeza que se deseja determinar.

A tabela[5.1.1Jmostra também mostra que, embora o objetivo da comparagao nao
seja esse, mesmo utilizando um nimero grande (10.000) de extragdes da distribuicao
uniforme, a precisao do célculo feito por Monte Carlo é menor do que a precisao
da aproximacéo racional. Na realidade a precisao varia com o argumento da funcao
erro, mas com a excecao de valores muito pequenos, com o argumento z < 0,1, a
diferenca de precisao é muito grande. Por exemplo, de z = 0,3, o erro padrao da
média é 0,000086, ou seja da ordem de 10~%. Como a precisio do calculo por Monte
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argumento  aproximacao racional Monte Carlo Monte Carlo
(com repeticao)
0,1 0,11246275 0,1124670 0,1124633
+0, 0000030 +0, 0000015
0,2 0,22270277 0,222733 0,2227079
+0, 000026 +0, 0000098
0,3 0, 32862702 0,328714 0, 328646
40, 000086 40, 000033
0,4 0, 42843994 0,42859 0, 428440
+0, 00020 +0,000075
0,5 0,52049965 0,52086 0,52059
+0,00037 +0,00014
0,6 0, 60400802 0,60443 0,60401
+0, 00062 +0, 00024
0,7 0,67780101 0,67863 0,67803
+0,00093 +0, 00036
0,8 0,74210101 0,7432 0,74243
40,0013 +0,00051
0,9 0, 79690844 0, 7983 0,79734
40,018 +0, 00068
1,0 0,84270102 0,8444 0,84326
40,0022 40, 00087

Tabela 5.1: Funcao erf(x) calculada pelo método de integragdo de Monte Carlo,
com e sem repeticao, equa(;éo com estimativa de incerteza (um erro padrao da
média), equagao e comparada com o valor obtido por aproximacao racional
O valor absoluto do resto da aproximagao racional é igual ou inferior a
3x107".

Carlo aumenta com a raiz quadrada do numero de termos utilizados, para atingir
a precisao da aproximacao racional seriam necessérias da ordem de 10'° extracoes
da sequéncia pseudoaleatéria, um nimero verdadeiramente enorme.

Considere, por outo lado que a integral que define a fungao erro seja feita pela
regra generalizada do trapézio ([5]; [30]). Fazendo:

2 2
y = NG exp(—z*)

e dividindo o intervalo (0,x) em n subintervalos de de comprimento h = z/n e
limitados pela sequéncia de pontos {zg, 1, 2, ..... , Tn} a regra generalizada do
trapézio se escreve:

/ y(x)dz =h (% +y1+y2+ .+ Y1+ y?n) + resto
0

onde y; é o valor do integrando em z; e:
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nh® d%y zh? d?y
resto = ———— |z= ——— |z
12 da? 12 da?
com
0<z<z

Utilizando n = 300, a funcao erf(z) pode ser calculada, no ponto z = 0,3 com
um resto da ordem de 1076.

O resultado apresentado acima nao deve desiludir ninguém. Ele foi apresentado,
primeiro para introduzir da forma mais simples possivel o principio do método e, se-
gundo, para mostrar de forma explicita que o método de Monte Carlo é um recurso
que, devido as sua limitagoes de precisao e ao trabalho computacional envolvido,
deve ser escolhido quando nao ha outra alternativa pratica. Integrais com inte-
grando relativamente regular em um espago com poucas dimensoes, em geral, sao
integradas de forma mais simples e com melhor precisao através de métodos tradi-
cionais de integragao numérica. O método de integracao de Monte Carlo, em geral,
é reservado para problemas em espagos de muitas dimensoes.

Existem procedimentos, além da repeticao do célculo, que melhoram a pre-
cisao da integragao. Esses procedimentos nao serao discutidos nesta introducao aos
métodos de Monte Carlo, mas o leitor interessado pode consultar, por exemplo, [14]
e [16].

5.2 Integrais multiplas

5.2.1 Primeiro método - valor esperado

Considere, inicialmente, a integral de uma fungao de duas varidveis reais g(x1, x2):

I:/ /g($1,I2)dI1dI2
R

onde a R={{a1 <x1 < A1} x {as < za < As}}.
Definindo novas varidveis:
xr1 =a1 + (A1 — al)zl e Xy =as + (A2 - QQ)ZQ (525)

a integral I passa a ser escrita como:

I= /a/g((m + (A1 —a1)z1), (as + (A2 — a2)22)) (A1 — a1)(Az — as)dz1dzs

onde (A1 — a1)(A2 — ag) é o determinante funcional da transformagao eo =
{{0< 21 <1} x {0 < 2 < 1}}, ow

I://G(zl,zg)dzldzg

com G(z1,22) = g((a1 + (A1 — a1)z1), (a2 + (As — a2)22)) (A1 — a1)(As — az).

Repetindo o argumento utilizado quando se tratou da integracao em uma tnica
diregao, se Z1(v) e Z2(v) forem varidveis aleatérias independentes no intervalo (0, 1],
o valor esperado da varidvel aleatéria Y (v) = G(Z1(v), Z2(v)) é igual a I.
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Escolhendo-se um ntimero N grande de valores de Z;(v) e Z(v) extraidos de
uma distribuigao uniforme em (0, 1] e formando um nimero N de pares {(z1,, 22,)}
com {i=1,2 ... , N}

1
/0 /G(Zl, Zg)dzleQ = N zl: G(Zli, ZQZ.) (526)

A estimativa de incerteza do valor de I calculado pela equacao é dada por:

op(l) = \/ N LGl — 17

)

Considere agora que a funcdo g é integrada em uma regiao S de R? limitada por
uma fronteira Fs formada pela uniao de um conjunto de curvas simples:

I://g(ﬁcl,l‘g)dﬂjldl‘g
S

Usando as transformacées [5.2.5] onde a1, A1, as e As sao escolhidos de forma
que {S C{a1 <z <A1} x{as <z < A3}}

I://G<Zl,22)d21d22
r

onde I' C {0 < 23 < 1} x {0 < 29 < 1}} e onde a fronteira Fs se transforma na
fronteira ®r.

Definindo varidveis aleatérias Zi(v) e Za(v), independentes e uniformemente
distribuidas em (0, 1] e uma nova varidvel aleatéria Y (v) = G(Z1(v), Z2(v)), o valor
esperado de Y (v), agora com a condicao de que {{(Z1(v), Z2(v))} C T'} é dada por:

fFfG(Zl,Zg)dzleQ
frfdzleQ

Para o cdlculo aproximado de I, gera-se um niimero N grande de valores de Z; (v)
e Zy(v) extraidos de uma distribui¢do uniforme em (0, 1], formando um nimero N
de pares {(z1,,22,) com i = 1, 2,...... , N}, e desse conjunto escolhe-se os n pares
{(#1,,22,) CT}. A integral I passa entao a ser estimada por:

E{Y (v) [ (Z1(v), Z2(v)) C T} =

(5.2.7)

I [ G(z1, 20)dz1dzy =

fF f ledZQ
n

Z?:l G(Zlmz?i)
ou:

fr [ G(21, 22)dz1dzs =

I'
. Zi:l G(Zli’ZQi)
n
com a condicao:
{(Zli’z2i)} C F}

A estimativa de incerteza do valor de I calculado pela equagao [5.2.7] é obtida da
mesma forma que anteriormente:
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op(D) =T, | ———— 3" (Glz1,,20,) — G)?

n(n—1) —

onde G é a média dos n valores de G.

A extensao desse resultado para uma integral multipla de ordem M é imediata.
Nesse caso, no entanto, o cdlculo de I' pode, por si s6, representar alguma dificul-
dade. Uma estimativa de I" pode ser feita, a custa de piorar a precisao do célculo,
na forma:

T~ — (5.2.8)

desde que N seja grande, para justificar a equacao [5.2.8] como uma aproximacao de:

. n
P{(z1,,2,) CT} = Nh—n>100 N

5.2.2 Segundo método - probabilidade

A integral da funcdo y = g(z1,z2) > 0 em uma regido S de R? limitada por uma

curva fechada simples Fg:
I://g(ffbfz)dfldfz
s

é igual ao volume do sélido geométrico definido pelo conjunto de pontos:

V= {{(z1,22)} x {0 <y < g(z1,22)} | (21,22) C S}} (5.2.9)

Considerando y como uma nova varidavel independente, o mesmo volume pode

ser calculado na forma:
I:// /dxldxgdy
%

com V dado pela equagao [5.2.9
Considerando, sem perda de generalidade, que 0 < z;1 < le 0 <z < 1, e
fazendo B = max(g(x1,x2)), pode-se definir uma varidvel:

e o volume [ passa a ser escrito como:

1= B///d$1d$2dx3

o= ({(rn,02)} < {0 < 25 < g(or,22)} | (1,22) € S}

onde:

Definindo-se trés varidveis independentes X (v), X2(v) e X3(v), uniformemente
distribuidas em (0, 1], o volume I pode ser considerado como sendo:
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I = B P{(X1(v), X2(v), X3(v)) C 0} =

B (5.2.10)

=oB
volume ({0 <2y < 1} x {0<a2 <1} x{0<a3<1}} =

Extraindo-se um ntimero grande N de amostras para cada uma das varidveis
aleatdrias X (v), Xs(v) e X3(v), formando um conjunto com N ternos ordenados
{(Xq,(v), X2, (v), X3,(v)), } com {i =1, 2,---, N} e escolhendo desse conjunto o
subconjunto com M elementos {(X71,(v), Xs,(v), X3, (v)) C 0}, o volume I pode ser
estimado como:

M
I =B P{(X;1(v), X2(v),X3(v)) Co}~ B (N) (5.2.11)
Considere agora que a fungéo g(z1, z2) seja limitada na forma b < g(x1,x2) < B
quando {(z1,z2) C S}. Definindo uma nova funcdo G(x1,z2) na forma g(z1,z2) =
b+ (B —b)G(x1,x2) a integral I se escreve:

I = / /g(xl,xg)dxldxg =bS+ (B fb)/ /G(wl,xg)dmldxg
s s

onde 0 < G(x1,x2) < 1. A integral:

//G(I17l’2)dl’1dl’2 :///dildﬁcgd?ﬂg
S o

onde, neste caso, 0 = {{(z1,22)} x {0 < 23 < G(z1,22)} | (1,22 C S}. O resto
do célculo segue o procedimento que levou a equagao lembrando que o fator
correspondente a B naquela equacao tem, neste caso, o valor 1.

Imagine o experimento aleatorio que consiste em fixar um volume o contido em
um volume unitario em R3 e escolher N pontos (21,2, 23) onde cada coordenada
é uma extracao de uma variavel aleatéria independente das outras duas coordena-
das e uniformemente distribuida em (0, 1]. Nesse caso, o conjunto de N pontos do
espaco R? {(z1,,22,,73,)} com {i =1, 2,---, N} pode ser tido como uma amostra
do espago de probabilidade discreto e finito desse experimento. Sendo p a proba-
bilidade de que um ponto (x1,x2,x3) em particular esteja contido no volume o, a
probabilidade de se escolher ao acaso M pontos que estejam contidos nesse volume
é dada pela distribui¢cao binomial:

N)!
P{(z1,22,23) Co} = ]\M pM (1 —pN-M
cujo valor esperado é E{Mpontos C ¢} = Np e cuja variancia é var{Mpontos C
o} = Np(1—p). A equagdo mostra que a probabilidade p é o préprio volume
sigma, que é desconhecido. Adotando, por falta de outra alternativa melhor, a
estimativa p = M/N, a estimativa de I dada pela equagao passa a ter como

estimativa de variancia:
B2 /M M
N~ —|(—(1-—
i =% (3 (1-5))

Quando N se torna muito grande, a razao M/N tende a um valor fixo e a
variancia de I passa a depender essencialmente de .
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5.2.3 Um exemplo simples - o calculo de um angulo sélido

Considere que a atividade de uma fonte delgada de um emissor alfa, na forma de
um disco com raio R, é medida por um detector do tipo barreira de superficie [17],
que pode ser, do ponto de vista geométrico, aproximado a um circulo de raio Ry.
O arranjo experimental, esquematizado na figura consiste em uma montagem
onde detector e fonte sao mantidas com as suas superficies paralelas e alinhadas a
um eixo perpendicular as superficies e que passa pelo centro dos dois elementos. A
distancia entre fonte e detector é h.

Fonte plana de
raio Rg

Detector cilindrico
e muito delgado
de raio Rg

Figura 5.1: Esquema geométrico para o calculo da geometria de detecgao de uma
fonte plana na forma de disco por um detector cilindrico e muito delgado.

A contagem por unidade de tempo registrada no detector nao corresponde
atividade real da fonte 7R2Sy, onde Sy é a atividade da fonte por unidade de drea,
primeiro porque nem todas as particulas alfa sao emitidas na direcao do detector e,
segundo, porque os detectores, de uma forma geral, tém uma eficiéncia intrinseca
de deteccao inferior a 1. O problema a ser considerado aqui consiste na corregao do
primeiro aspecto, que é um aspecto puramente geométrico.

Seguindo o esquema da figura[5.1.1] o angulo sélido com que o ponto P da fonte
enxerga o elemento de drea dA do detector S é:

h

= RdAR
(v/h? + 12+ R? — 2rRcos ¢)3

dQp

onde r é a distancia do ponto P ao centro da fonte, R é a distancia do centro do
elemento de area ao centro do detector e ¢ é o angulo entre as diregoes de r e R.
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Integrando sobre o detector tem-se:

T Ry h
sz?/ / RdR
o Jo (v/h?+7r2+ R%2—2rRcos¢)3

e integrando-se sobre a fonte tem-se:

R, ™ Rq h
Q= 47r/ rdr/ d¢/ RdR
0 0 0 (\/h2+T2+R2—2TRCOS¢)3

O ntmero de particulas que incidem sobre o detector é:

R, ™ Rq h
N = SO/ rdr/ dgb/ RdR
0 0 0 (\/h2+T2+R272TRCOS¢)3

e a fragao das particulas emitidas pela fonte que atingem o detector é:

1 R, T Ry h
I= —2/ ’I“d?“/ d(b/ RdR (5.2.12)
mRZ Jo 0 o (Vh2+7r2+ R2—2rRcos¢)3

Usando o método do valor esperado, a integral (5.43) é aproximada por:

T1,;T3;

I~hR}> (5.2.13)

i (\/h2 + R3x? + R2x3 — 2R, Ryx1,w3, cos(my,))3
onde x1,, Ta, e x3, sao extracgoes de distribui¢ées uniformes em (0, 1]. A tabela
apresenta os valores da integral [5.2.12] estimados pela aproximagao de Monte Carlo
5.2.13] onde foram utilizadas 10.000 extracoes de cada componente para formar, de
forma pseudoaleatéria, 10.000 pares do terno (x1, 2, x3). As incertezas nos valores
de Monte Carlo correspondem a um erro padrao da média. As incertezas relativas
calculadas de um maximo de 0,12, para o menor valor de h, 0, 1, para valores entre
0,007 e 0,009 para valores de h superiores a 2, 5.

A integral ¢ um exemplo de integral multipla para o qual o método de
Monte Carlo comega a representar, de fato, uma alternativa de calculo. No caso
particular dessa integral, no entanto, existe uma solugao alternativa, que nao é
muito conhecida e que foi apresentada por [28](ver apéndice deste capitulo). A
integral [5.2.12) representa um arranjo experimental com simetria cilindrica e, por
isso, pode ser expressa em termos de uma expressao, na realidade uma integral em
uma dimensao, envolvendo fungoes de Bessel de ordem um, na forma:

R, Jo

A equacdo [5.2.14] pode ser integrada de forma simples por métodos convencio-
nais de integragao numérica. O resultado fornecido pela equagao também é
apresentado na tabela como uma estimativa da exatidao do resultado obtido
pelo método de Monte Carlo.

A equagao [5.2.14) é vélida para o caso de uma montagem coaxial de fonte e
detector. Nao existe, ou pelo menos os autores nao conhecem, solugao em forma
fechada para situacoes onde a simetria axial deixa de existir. Por exemplo, se fonte e
detector forem lateralmente deslocados um em relagao ao outro. Nesse caso, e para
arranjos com geometria bem mais complexa, a integracao pelo método de Monte
Carlo é um recurso importante e, muitas vezes, indispensavel.

I e MATLTL(ARL) J1(ARg)dA (5.2.14)
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altura b raio do detector Rq  fracao I Monte Carlo  fracao I Integral

(5.45)
0,1 0,5 0,1153 &= 0, 0048 0,1111
0,1 1,0 0,369 + 0,018 0,3922
0,1 2,5 0,419 + 0,038 0,4788
0,1 5,0 0,443 + 0,053 0,4920
0,1 7,5 0,396 + 0,041 0,4963
0,1 10,0 0,528 £ 0,085 0, 4984
1,0 0,5 0,03463 % 0, 00029 0,03471
1,0 1,0 0,1166 = 0,012 0,11610
1,0 2,5 0,3069 & 0, 0034 0,3055
1,0 5,0 0,3950 = 0, 052 0, 4009
1,0 7,5 0,4238 & 0, 0066 0,4344
1,0 10,0 0,4410 & 0, 0081 0,4515
2,5 0,5 0, 008764 % 0, 000093 0,008737
2,5 1,0 0,03291 + 0, 00028 0,03271
2,5 2,5 0,1419 40,0011 0,1411
2,5 5,0 0,2755 & 0, 0021 0,2742
2,5 7.5 0,3412 £ 0,0029 0,3411
2,5 10,0 0,3736 = 0,0035 0, 3786
5,0 0,5 0,002417 & 0, 000021 0, 002410
5,0 1,0 0,009475 & 0, 000081 0,009445
5,0 2,5 0,05193 & 0, 00043 0,05173
5,0 5,0 0,1459 & 0, 0011 0, 1451
5,0 7,5 0,2231 & 0, 0016 0,22176
5,0 10,0 0,2772 & 0, 0020 0,27588
10,0 0,5 0,0006212 + 0, 0000054 0,0006192
10,0 1,0 0,002471 % 0, 000022 0,002463
10,0 2,5 0,01488 & 0,00013 0,01482
10,0 5,0 0,05273 & 0, 00043 0,05251
10,0 7,5 0,10014 & 0,00077 0,09965
10,0 10,0 0, 1469 & 0, 0011 0, 1461

Tabela 5.2: Calculo da integral pelo método de Monte Carlo e através da
equagao O raio da fonte R, foi mantido fixo em 1 e a altura h e o raio
do detector Ry sdo expressos na mesma escala de R,. As incertezas dos valores
obtidos por Monte Carlo correspondem a um erro padrao da média. Os resultados
fornecidos pela equagao [5.2.14] sdo apresentados com quatro cifras exatas.
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5.3 Exercicios

1. Quando se deseja calcular a eficiéncia de deteccao de sensores de radiagao
nuclear, como, por exemplo, espectréometros gama, é comum ter-se necessi-
dade de calcular integrais que representam geometrias de deteccao com pouca
simetria. Nesses casos, o método de Monte Carlo é particularmente 1til. No
caso deste exercicio, a integral que sera resolvida aparece em problemas de
calibragao de espectrometros portateis ou aerotransportados para prospecgao
geofisica. Trata-se de um caso de geometria cilindrica que simplifica muito o
problema. A integral em questdo é:

T (R
o Jo V(H+z)2+1r?

Escreva um programa para calcular essa integral e utilize os seguintes fatores
numéricos: R =150, T =50, H =10 e u = 0,08337.

2. Considere uma barra de ago homogénea com densidade p, na forma de um
prisma reto com secgao transversal octogonal inscrita em um circulo de raio
igual a 1 e com altura igual a 2. Nessa barra de ago é feito um furo conico que,
sobre a base e sobre o topo do prisma, tem um diametro de 1,5 e na metade
da altura do prisma tem um diametro de 0,5. Usando o método de integragao
de Monte Carlo, calcule o momento de inércia dessa barra em torno do seu
eixo de simetria.

Observagoes:

(a) Escreva seu préprio programa.

(b) Os autores, quando testaram o exercicio, acharam mais ficil calcular
separadamente o momento de inércia do prisma macico, 0 momento de
inércia correspondente a um corpo igualmente macigo com a forma do
furo e subtrair o momento do corpo com a forma do furo do momento
do prisma macigo.

(¢) O célculo dos momentos requer que o volume do corpo seja calculado
nas varidveis transformadas para coordenadas cartesianas no intervalo
(0,1]. Esses volumes podem ser calculados analiticamente. Compare o
valor calculado com a estimativa dada pela fracao do niimero de pontos
aleatérios gerados, que foi realmente utilizada no célculo.

5.4 Apéndice - Calculo analitico da geometria de
deteccao, para o caso de um arranjo cilindrico
coaxial

Neste apéndice serd obtida a equagao[5.2.14] Essa integral, citada em [28], foi obtida
originalmente, como esses autores mencionam, por [24].

O integrando da integral [5.2.14}

h

Hher B ) = T R 9 Reos(9))

Fazendo p? = r? + R? — 2r R cos(¢), usando a integral de Lipschitz:
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dX (5.4.15)

1 _ o —Ah
m‘/ S

onde Jy é a funcao de Bessel de primeira espécie e ordem zero e derivando a equagao
(5.47) em relagdo a h se obtém:

o [avun o
(h2 +r24+ R2 — 2TRC05(¢))2 0

A fungao de Bessel Jy(A\p) pode ser escrita como ([15], capitulo 3, exercicio 3.12):

Jo(Ap) = Jo(AW/h2 + 72 + R2 — 2rRcos(p)) = z:: ™ Iy (A) Jon (AR)

- (5.4.17)
onde ¢ = v/—1 é a unidade imagindaria.
Expandindo a somatoria do segundo membro da equagao
ST e, (M) T (AR) = Jo(Ar) Jo(AR) +
(5.4.18)

S (€ T (AP) T (AR) + €9 (Ar).J_pn (AR))

m=1
e, lembrando da propriedade das fungoes de Bessel de ordem inteira J_,,(z) =
(=1)" I ():

Sl (€M T (M) T (AR) + €™ T (Ar) J_m (AR)) =

m=1

S (eimé p e=ime) T, (Ar) Jm(AR) =

m=1
23 et co8(m@)Jum (A1) Jm(AR)
A equagao p.4.18|fica entao:

ST e T (M) I (AR) = Jo(Ar) Jo(AR)+

m=—0o0

25" cos(m) I (Ar) Jm (AR)

Substituindo em
h o0
e MMAJ (M) Jo(AR) A+
(Vi - 1)

2 [0 e MASZ cos(m) i (Ar) Jm (AR)

m
A integral:

R, ™ Raq h —
Am fo " rdr Jo 4o Jo (h2 + 712 4+ R2 — 2rRcos(¢))2 hakt =

Ar2 [ e~ M) ( S v gy Orydr [ RJO(AR)dR) A\t

8 [ e\ (z:ji" I cos(me)de [ v (r)dr [ RJm(/\R)dR) A
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O segundo termo do segundo membro é igual a zero. Por outro lado:

1 [Ba R,
- / A Jo(Ar)Mdr = 12 1L (AR,)
0

e:

1 R

1 / ARI(ARNR = 2.1, (\Ry)

A2 J A
e: h

Ra ™ Ra
A rdr [, d - RdR =
fO fO (bfo (h2 +r2 4+ R2 — QT’RCOS((ZS))E

AT R, Ry [7° e AT T (ARG) 1 (ARq)dA

Substituindo essa integral no calculo da fracao I de particulas que s@o emitidas
pela fonte e que atingem o detector obtém-se a equagao



Capitulo 6

Processos de Markov e a
solucao de alguns problemas
de equacoes lineares

Transformagoes lineares, ou operadores lineares, sao fungoes com a forma 7 : V —
W onde V e W sao espacgos vetoriais, reais ou complexos, que podem ou nao coinci-
dir. A transformacao é linear se, e sé se, dados x; e X2, que tenham, como imagem
da transformacdo y = T'(x), y1 e y2, respectivamente, a transformagdo de uma
combinacgao linear de x; e de x5 com a forma:

X = 1X1 + Qi2Xa2
a1 e ag sendo nimeros reais ou complexos, tem como imagem:
T(a1X1 + agXa) = a1y1 + a2y2

Quando o elemento x é desconhecido e o elemento y é conhecido e T é uma
transformacao linear, a expressao:

y =T(x)

é uma equagao linear. Em muitos casos, o operador T pode ser representado por
uma matriz com n linhas e m colunas, o elemento x pode ser representado por um
vetor do espaco V', com m dimensoes e o elemento y por um vetor do espago W com
n dimensoes. Em outras situagoes, uma solugao aproximada da equagao linear pode
ser obtida transformando a equagao original em um sistema de equagoes lineares.

O tema deste capitulo é a solucao de alguns problemas lineares que podem ser
representados por um sistema de equagoes lineares cuja matriz satisfaz um conjunto
pequeno de condicoes.

6.1 Processos de Markov
Um processo estocdstico, definido para o produto cartesiano do espago amostral

V e um subconjunto T" dos numeros reais, ¢ chamado de processo de Markov se
o estado do processo em um instante t; condiciona o estado do processo em um
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instante posterior t; > tg, independentemente dos estados do processo em instantes
anteriores ¢ < tg, ou seja:

P{X(w,t1) <z1 | X(v,t) comt <t} = P{X(v,t1) < x| X(v,t0)}

Isso significa que se o estado do processo estocastico é conhecido em uma sequéncia
de instantes tq, t1, to,...,tn,...., tem-se:

P{X(v,tn11) < Zpt1 | X(0,t0), X(0,tn-1);ceeene. , X(v,to)} =
P{X(v,tn41) < Tny1 | X(v,1n)}
Existem trés categorias de processos de Markov:

1. Processos onde o espago de probabilidades V' e o conjunto 7' sao finitos ou
infinitos e enumeraveis.

2. Processos onde o espago amostral V' ¢é finito ou infinito e enumeravel e o
conjunto T é continuo.

3. Processos onde V e T sao nao enumeraveis.

A primeira categoria, que tem uma importancia particular para o desenvolvi-
mento apresentado neste capitulo, recebe o nome de cadeias de Markov.

6.1.1 Cadeias de Markov

A cadeia de Markov é definida em termos da probabilidade do estado {v;,t;} onde
i e k sao fixos:

e pela probabilidade de transicao do estado v;,t; para o estado v;,;:
mi (k1) = P{{X (vj,t1) = a;} [ {X(vi, tk) = ai}}
Como:

P{X(j,t) = aj} N {X(vi, t) = a;}}
P{X(vi,tk) = ai}

PUH{X(vj,t1) = a} | { X (visty) = ai}} =

e P{{X(vj,t;)) = a;} N {X (v, tx) = a;}} é a probabilidade conjunta dos eventos

X (vi,ty) = a; e X(vj,t;) = aj, a probabilidade marginal de X (v;,t) = a; é:

ZP{{X(vj,tz) = a;} N{X (vi, 1) = ai}} = pi(k)

J

e, por isso:

> ik 1) =1 (6.1.1)

J
A cadeia de Markov é chamada de homogénea quando as probabilidades de
transicao nao dependem dos tempos t; e ti, mas apenas da diferenca ot =t — ;.



97

6.2 Solucao de sistemas lineares
O problema aqui consiste em resolver o sistema de equagoes lineares:

1,171 + a12T2 + -+ a1, Ty = by
2,171 + G2.2T2 + -+ + A2 n Ty, = bo
a3 171 + a3 2T2 + -+ az Ty = b3

Gn, 121 + Un 222 +-- Anndn = bn

cuja solugao é possivel e determinada, ou seja a matriz do sistema:

i1 a2 -0 Q1n
A — a1 Q22 -+ A2n
an,1  Qp2 T An.n
. ~ — T . .
tem determinante ndo nulo. Fazendo ¥ = [z1, 29, -+, x,] , onde T indica a
- . - T . .
operacao de transposigdo, e b = [by, ba, -+, b,]", o sistema pode ser escrito na

forma matricial A & = b.

6.2.1 A preparacao do sistema

Seguindo o procedimento descrito no apéndice 2 deste capitulo, o sistema pode ser
escrito na forma:

#=ALFA 7+ f (6.2.2)

prépria para a solucao do sistema pelo método das aproximagoes sucessivas, algumas
vezes chamado de método iterativo. Na equacao|6.2.2c; j = —a; j/a;; € Bi = bi/a; ;.
No apéndice 2, sdo apresentadas as condigoes necessarias e suficientes para que a
solucao do sistema pelo método das aproximacoes sucessivas exista e seja Unica.
O apéndice 2 apresenta como condicao suficiente a matriz ALFA ter uma norma
candnica inferior a um (para uma revisao do conceito de norma canénica de uma
matriz, ver apéndice 1 deste capitulo).
Os elementos da matriz ALFA podem ser escritos na forma:

Qij = Vij Tij

onde v; ; sdo fatores escolhidos para fazer com que 7; ; sejam positivos para oy j ndo
nulos. Quando oy ; é nulo, m; ; ¢ feito igual a zero e v; ; fica indefinido podendo ser
fixado em qualquer valor, por exemplo v; ; = 1. Nesse caso, a escolha de um valor
para v; ; ¢, como serd mostrado um pouco mais adiante, irrelevante para a solucao
do sistema de equagoes lineares.

A definigao dos fatores v; ; deve ser feita de forma que:

n
Y omp<li=1,2,--,n
=1

Se a norma-m da matriz ALFA for inferior a 1, a soma em j das probabilidades
m;,; € naturalmente menor do que 1 para qualquer i e, nesse caso, v; ; ¢ igual a 1 ou
igual a -1. No entanto, a norma-m pode ser igual ou maior do que 1 e a norma-1
ou a norma-k, ou as duas, podem ser inferiores a 1.
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Sendo norma —m > 1 e norma — 1 < 1, uma forma de definir os fatores v; ; é
escrever:

norma—m  «;j

@5 = horma — 1 | ;| &

ou:

norma — 1

"i = norma—m | %7 |

A soma em j de 7; ; fica sendo:

n n
Z norma — 1 | |
= E Q; ;
¢ J norma —m 4 J
Jj=1 Jj=1

Isso significa que:

n n
norma — 1
max; E Tij = —————— Max; E | @ j |=norma—1<1
- norma — m :

j:

j=1

Portanto, no caso da norma-m ser igual ou superior a 1 e a norma-1 ser inferior
a 1, os fatores v; ; podem ser definidos como:

norma —m Qg

Y4l T Thorma — 1 | i j |

No caso da norma-m ser igual ou superior a 1 e a norma-k ser inferior a 1, os
fatores v; ; podem ser definidos como:

norma —m Qg

Y9 = horma — k | cij |

Pode-se definir também os termos adicionais:

n
Timpr=1=Y  m
=1

e Tpt1,; =0 paraj < n+1,eainda mpy1 41 = 1.

Uma matriz IT (n + 1) x (n+ 1), associada ao sistema [6.2.2] pode ser composta
na forma:

1,1 1,2 T1,n T1,n+1
2,1 2,2 te T2.n T2, n+1
II = . .. e =
Tn,1 Tn,2 T Tn,n Tn,n+1
Tn+1,1 Tn41,2 °° Tpt+ln  Tntlntl
(6.2.3)

11 71,2 - Tin Tlntl
2,1 T22 0 T2pn T2 n4l
Tn,l Tnp2 0 Tn,n  Tnntl

0 o - 0 1
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Note que, como no caso da equacao [6.1.1

n+1

> miy =1
j=1

6.2.2 O experimento aleatério

Considere agora o seguinte experimento aleatério. Uma particula se move ao acaso
ocupando, uma por vez, um numero finito de posicoes diferentes

{517 527 533"' S’n; S’n+l}

A passagem da posicdo S; para a posigao .S; independe das posicoes anteriormente
ocupadas e nao vincula as posicoes posteriores. A probabilidade dessa troca de
posigoes é m; 4, j =1, 2,---, n, n+ 1. Quando a particula atinge a posicao
Sn+1 ela 14 permanece e, por isso, essa posicao é chamada de fronteira ou barreira
absorvente.

Isso significa que 7,41, é nulo para j =1, 2,---, n e 1 nt1 éigual a 1. O
processo de passagem de uma posicao para outra é uma cadeia de Markov, discreta,
finita e homogénea, porque nesse caso nao depende explicitamente do tempo. A
matriz, cujos elementos correspondem a transicao de um estado da cadeia para
outro, é chamada de cadeia de transicao de estados, ou lei da cadeia de Markov.

A lei da cadeia de Markov que representa o experimento aleatério descrito tem a
mesma estrutura e as mesmas propriedades da matriz IT definida na equagao [6.2.3
que é associada ao sistema [6.2.2] muito embora o significado das matrizes sejam
diferentes.

Uma particula ocupa inicialmente uma posigao S; qualquer, desde que nao seja
a fronteira, e ao final de m + 1 transigoes atinge a barreira absorvente. Para exem-
plificar, suponha que a posigao inicial seja S3, o que pode ser chamado de estado
S3,. A sequéncia de transicoes, ou trajetéria , para estados subsequentes Ss, , que
podem ser qualquer uma das posigoes do conjunto {S7, Sa, S3,---, Sp} e termina

,

em Sz, ., = Spq1 &

T;f{SSO, S317 5327"' ) S3m’ S3m+1} =
{(S3 =83, = 53,); (S3, = S3,);--+;(53,,_, = 53,,); (53, = 53,1 = Sny1)}

onde o indice superior p indica que se trata de uma trajetéria particular entre muitas
outras trajetorias possiveis.

As transigoes que compdem a trajetéria T3 sao estatisticamente independen-
tes, uma vez que a transicao S3, — S3,,, depende apenas da posicao S3, e essa
posicao nem tem nenhuma influéncia sobre as transigoes posteriores. Portanto, a
probabilidade associada & trajetéria T§ é:

P
P{T3} = 3,3, X 73,3, X M3,3, X ~* T3, _, 3, X 73,3, (6.2.4)

Expressoes analogas a equagao podem ser escritas para trajetérias que se
iniciem em qualquer uma das posicoes S; com j =1, 2,---, n.

E importante notar que, se uma transicao S; — S; qualquer tiver probabilidade
de transigao nula, a probabilidade das trajetdrias que incluem essa transicao é nula.
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6.2.3 A conexao entre o sistema a ser resolvido e o experi-
mento aleatério - funcionais de trajetéria

O experimento utilizado na solugao de um sistema de n equacgoes lineares com n
incognitas é o movimento ao acaso de uma particula que tem como espago amostral
um conjunto de n+1 posigdes, ou estados, {S1, S2, Sz, -, Sn, Sp+1} onde S, 41 é
a fronteira absorvente. Pode-se imaginar que as posi¢oes ocupadas pelas particulas
correspondam as colunas da matriz aumentada do sistema:

a1l Q12 -t Qin b
a1 G2 - A2n bo
as1 asz -+ Az, b3
an1 Qp2 - An . n bn

Nessa interpretacao, a barreira absorvente corresponde a tltima coluna dessa ma-
triz. Considerando que a posigao inicial de uma particula seja .S;, existe um conjunto
de trajetorias T7(S;,, Siy, Si s Sipns Siper) com m 41 posigoes e onde S;
é o ponto de fronteira. As trajetérias sao associadas as incognitas do sistema. A
incognita x; se associam as trajetérias que tém inicio na primeira linha do sistema
e na posigao S; que corresponde a primeira coluna. A incégnita x; se associam as
trajetérias que tém inicio na j - ésima linha na posicao correspondente a j - coluna
da matriz. A forma como se traga uma trajetéria particular serd descrita a seguir.

0yttt N

Considere, para exemplificar,um experimento aleatério associado a um sistema
de 9 equagoes lineares a 9 incégnitas. O conjunto de posigoes possiveis é:

{Sl, SQ, Sg, S4, 55, SG, S7, Ss, Sg, 510 = fronteira absorvente}

e uma trajetéria particular com inicio em S3 e com cinco transigoes até a fronteira
absorvente é:

T3 = {(Ss = s3, = 3, = 57); (97 = 83, = 53, = S5);

<S5 = 83, — 533 = Sl); (Sl = 83, — 534 = Sl); (51 = 83, — 535 = 510)}
(6.2.5)
Nesse esquema a particula associada & incégnita xz ocupa inicialmente a terceira
coluna. Como a particula estd associada a w3 as trajetdérias se iniciam na terceira
linha. Na primeira transicao a particula sai da posicao correspondente a terceira
coluna e cai ao acaso na posicao correspondente a sétima coluna. Na segunda
transicao a particula sai da sétima posicao e ocupa, dirigida pelo acaso, a quinta
coluna. Da quinta posicao a particula passa para a primeira posicao, e assim por
diante, até atingir a décima coluna da matriz aumentada do sistema que corresponde
a barreira absorvente.
Além a trajetéria descrita acima existem outras onze trajetérias partindo de Ss
e ocupando com diferentes ordenagoes as mesmas cinco posicoes. As trajetdrias
particulares T3 que tém inicio no ponto S formam, na realidade, um conjunto
infinito e enumerdvel T35 = {7}, uma vez que nao existe limitagao imposta ao
comprimento da trajetoria. O comprimento pode ser qualquer nimero natural.
A cada trajetéria particular pertencente ao conjunto {17}, por exemplo, 77 =
{Sio» Sirs Siys+ s Sinys Sinit b, comm transicoes que terminam em S, = Sp41,
pode ser associada uma variavel aleatéria, algumas vezes chamada de funcional da
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trajetoria , com a forma:
Py _
X(Tz ) - Bio + Uioyilﬁh + Uioyi1vi17i2ﬁi2

FVig i1 Viy yiaVi,isBis T+ F Vig iy Vig inVig is -+ -Vim _1,im Bim

onde os coeficientes 3;,, com j = 1, 2,---, m, sao extraidos do vetor constante
[B1, B2, B, -+ ,Bn]T do sistema a ser resolvido. A constante (3;, = f3;, onde S;
¢é a posicao onde a trajetéria se inicia, 8;; = f3;, sendo S; a segunda posicao da
trajetoria, 3;, = Bk, Sk sendo a terceira posicao da trajetéria, e assim por diante.
Note que a trajetoria pode incluir a transicao da particula de uma posigao S; para
a mesma posi¢do, o que significa ficar na mesma posicao. A probabilidade desse
evento particular é m; ;.

Para exemplificar, o funcional associado & trajetéria particular T4 descrita na

equagao [6.2.5] é:

X(T%) = B3, + 34,3, 83, + 34,3,03,.3, 33, +

V30,31 V31,35 V32,35 335 T V30,31 V31,35 V32,35 V35,34 34

ou, identificando as posigoes:

X(TY) = B3 + vs3,707 4 v3,707,505 + V3,707 505,181 + V3,707 505,101,101

O funcional adotado tem a forma da linha 3 equagao [6.7.19] que aparece no
apéndice 1 e que corresponde a incégnita x3, com a soma truncada em k = 5,
sendo que apenas o coeficiente da matriz ALFA correspondente a cada transicao é
incluido. Na transicao de S3 para S; s6 o termo a3 7 é incluido, como se todos os
outros fossem nulos, na transicao de S7 para S5 s6 termo o 5 € incluido e assim por
diante. O funcional definido dessa forma traga a trajetéria seguida pela particula,
ou seja, identifica os vérios estados que a particula ocupa antes de atingir a barreira
absorvente. Note que em qualquer situagao, o funcional correspondente ao estado
S, corresponde sempre & j - ésima linha do sistema. Ou seja as trajetérias podem
ser interpretadas como movimentos ao longo das linhas do sistema.

Escrevendo o funcional na forma descrita, a transicao do estado S; para o estado
S; depende s6 do estado S; e, com isso, a simulacdo do processo de movimento ao
acaso mantém a caracteristica de um processo de Markov. Esse é o vinculo entre
o método estocastico que estd sendo desenvolvido com o método das aproximacoes
sucessivas.

As trajetérias que comegam com a mesma posicao S; podem ser agrupadas em
classes ou tipos {7};}, onde as trajetérias individuais tém a forma:

T'pl = {S’H 517 Sizu Tty Sim1+1p}
TPQ = {Szv S27 S’iz; Ty Sim2+1p}

TP3 = {S’L? 537 S’iQ} Tty Sim3+1p}
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Cada classe tem um nimero grande de membros, com a excegao do grupo 77, .,
que corresponde a transicao de .S; direto para a fronteira absorvente Sy, 1.
O funcional da trajetéria X (77;) se escreve:

X(Tfj) = Bi + ;85 + Vi V545 Bis

+vixjvj>i2vi2,i36i3 Tt ViV Vi iy Uimfljmﬂim
ou:
X(TY;) = Bi +vij(Bj + 0,05 Bin + 0jinVinisBis +++ + VjigVig,is = Viny 1 i Bi)
ou ainda:
Py P
X(T7;) = Bi + i T,
(6.2.6)
No caso extremo de T; 41, X(Tint1) = Bi. A probabilidade de uma transicao

particular 7}; pertencer a classe {7/} é igual & probabilidade da primeira transiao
de todas as Tfj, ou seja, m; ;. Isso significa que:

P(T?,) =735 x P(T?) (6.2.7)

A esperanga mateméatica de {T7} é:

n+1
B{T!} =Y X(IP)P(TF)=> > X(IF,)P(TF)) (6.2.8)
{7} I=1{T?}

Se uma trajetéria particular 7} contiver uma transi¢ao entre estados com pro-
babilidade nula, a probabilidade da trajetoria é nula e ela nao contribui para o valor
E{T?F}. Por isso a atribuigao de um valor de v; ; a uma transigao com probabilidade
nula é irrelevante. Qualquer valor pode ser atribuido.

Pode-se demonstrar que, se uma norma candénica da matriz ALFA for menor
do que um, as varidveis aleatérias X (7)) tém esperangas mateméticas finitas [5].

6.2.4 A existéncia de uma solugao associada ao experimento

aleatério
Teorema 6.1. Supondo que as esperancas matemdticas E{X (I})} existam e sejam
finitas para todos i =1, 2,---, n, o vetor s definido como:
Tsy E{X(17)}
v || B{xOD)
s= | zs | = | B{X(T3)}
s, E{X(T)}

€ solucao de: .
s = ALFA Z, +

com ALFA e E definidos tal como na equagdo .

Demonstracao: Na equagio a cada T}; corresponde uma tnica trajetéria
particular T f . O inverso também ¢é verdade. Dada uma trajetéria particular Tf
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existe uma unica trajetéria particular T} . associada, de forma que a soma sobre
{T?.} pode ser substituida pela soma sobre {Tf }. Nesse caso, usando as equagoes

@ e[6:277] a equagao [6.2-§ pode ser reescrita como:

E{Tip} = 5m,n+1 + Z?:1 Z{TJP} (51 + Ui,jX(T]P)) P(Tfj)
ou;

EATY} = Bimimr + 3250 2wy (B + 0ig X(T7)) x mi ; P(T7)

Reorganizando essa equagao, tem-se:
E{T}} =B (Wi,nﬂ + 2 Ty Z{Tf} P(Tf))

Yy i Sy X(TD)P(TY)

Como:
> b =1
{T}}
o que faz com que:
n n+1
Soriy 32 P 4w = 3w =1
=1 {17} j=1

e, além disso:

(17}

tem-se que:

B{X(T")} = i + Y _ mijvi; E{X(T)}
j=1
Lembrando que «; ; = m; jv; ; conclui-se que:

B{X(T")} = Bi+ Y _ i ; B{X(TV)}

j=1

6.2.5 Ohbservacgoes

Antes de encerrar esta secao, convém lembrar trés detalhes importantes do desen-
volvimento que foi feito. O primeiro detalhe importante é que, para que o método
desenvolvido leve a uma solucao do sistema [6.2.2] é condicao suficiente que uma
norma canonica da matriz ALFA seja menor do que um. O segundo detalhe impor-
tante é a definicao do funcional das trajetorias, cujo valor é determinado pela forma
das diferentes aproximagoes sucessivas no método iterativo, cancelando-se os termos
correspondentes as transformagoes que nao ocorrem. Uma definicdo que, para os
autores, parece estar muito longe de ser evidente. O terceiro ponto importante é a
existéncia de esperancas matemadticas finitas E{X (T7)} parai =1, 2,---, n, que
é garantida quando uma norma canoénica da matriz ALFA ¢ inferior a um.
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6.3 A aplicagao pratica da solucao proposta

A solugdo de um sistema de n equagoes lineares a m incégnitas, A & = b, de-
pende agora de se estabelecer um procedimento para gerar o movimento aleatério
da particula através das n posicoes, ou estados:

{Sla SQ) S3a"' ’ Snv Sﬂ+1}

da cadeia de Markov. O procedimento comega com a transcricao do sistema para
a forma de solucdo iterativa ¥ = ALFA 7 + 5, com a construgao da matriz de
transigao entre os estados e da definicdo dos parametros v; ;.

O movimento aleatério da particula é induzido da seguinte forma. Comegando
com a incégnita x1, na posi¢ao Sy, define-se o primeiro termo do funcional da tra-
jetéria X (T1) como sendo 1. Em seguida é feita extragao de um valor z de uma dis-
tribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1] e esse valor é comparado com as probabilidades
de transicao da posicao S; para as outras posigdes S;, com j =1, 2,---, n, n+1,
seguindo o esquema de perguntas e respostas:

1. A varidvel aleatéria z estd no intervalo 0 < z < 7117 Se estiver, a particula
permanece na posigao S7 e ao funcional X (7}) se adiciona o termo vy 151. Se
nao estiver nesse intervalo passa-se a segunda pergunta:

2. A varidvel aleatéria z estd no intervalo ;1 < z < 7,1 + m 27 Se estiver, a
particula passa para a posi¢do Sz e ao funcional X (T}) se adiciona o termo
v1,202. Se néo estiver nesse intervalo passa-se a terceira pergunta:

3. A varidvel aleatéria z estd no intervalo my 1 +m1 2 < 2 < w1+ 2+ 37 Se
estiver, a particula passa para a posi¢ao S e ao funcional X (T}) se adiciona
o termo v;,3/33. Se nao estiver nesse intervalo passa-se a pergunta seguinte na
ordem que vem sendo seguida.

4. O processo continua e, eventualmente, se ndo houver mudanga para uma
posi¢do intermediaria, chega-se ao estado S,y1, a trajetéria T} termina e,
nesse caso, o funcional X (71) fica inalterado no valor 3;.

A qualquer instante a particula pode mudar de posi¢gdo, por exemplo, logo na
primeira extracao da varidvel aleatéria z, a particula pode passar para a posigao
S, e, nesse caso, o funcional da trajetéria fica sendo X (T}) = 1 + v1 3083. Com a
particula na posigao S3, uma nova extragao da variavel aleatoria z é feita a sequéncia
de perguntas e decisdes recomega:

1. A varidvel aleatéria z estd no intervalo 0 < z < 7317 Se estiver, a particula
passa para a posi¢ao S7 e ao funcional X (Tll) se adiciona o termo vy 3v3,1051.
Se nao estiver nesse intervalo passa-se a segunda pergunta:

2. A varidvel aleatéria z estd no intervalo 731 < z < 731 4+ w327 Se estiver, a
particula passa para a posigao Sy e ao funcional X (771) se adiciona o termo
v1,3V3,202. Se nao estiver nesse intervalo passa-se a terceira pergunta:
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3. A varidvel aleatéria z estd no intervalo m3 1 + 732 < 2 < 31+ 7320+ 7m337 Se
estiver, a particula permanece na posicao S e ao funcional X (T}) se adiciona
o termo vy 3v3 3833. Se ndo estiver nesse intervalo passa-se a pergunta seguinte
na ordem que vem sendo seguida.

4. O processo continua e, eventualmente, se ndo houver mudanga para uma
posi¢do intermedidria, chega-se ao estado S,i1, a trajetéria T termina e
nesse caso o funcional X (Tll) permanece no valor 31 + v1 30s3.

Antes de atingir o estado S,4+1 a particula pode mudar para a posicao S; e,
nesse caso X(Tll) = B1 + v1,303 + v1,3v3 8}, € 0 processo de perguntas e e decisoes
recomeca dessa posicao e:

1. A variavel aleatéria z estd no intervalo 0 < z < 7,17 Se estiver, a particula
passa para a posicdo S e ao funcional X (T}) se adiciona o termo v1,303,5V5,101.
Se nao estiver nesse intervalo passa-se a segunda pergunta:

2. A varidvel aleatéria z estd no intervalo ;1 < 2z < m;1 + ;27 Se estiver, a
particula passa para a posigao Sz e ao funcional X (7T1) se adiciona o termo
v1,3V3,j0;5,202. Se nao estiver nesse intervalo passa-se a terceira pergunta:

3. A varidvel aleatdria z estd no intervalo 71 + 72 < 2 < w1 + 72+ 737 Se
estiver, a particula permanece na posicao S3 e ao funcional X (T}) se adici-
ona o termo vi 3vs ;v;303. Se nao estiver nesse intervalo passa-se & pergunta
seguinte na ordem que vem sendo seguida.

4. O processo continua e, eventualmente, se nao houver mudanca para uma
posi¢do intermedidria, chega-se ao estado S,11, a trajetéria T termina e
nesse caso o funcional X (7}) permanece no valor 81 + v1 303 ;53;.

O processo se repete até que, em alguma transicao entre estados, o estado de
fronteira, ou barreira absorvente é atingido. No momento em que a barreira ab-
sorvente for atingida a trajetéria T} termina. Para se estimar a esperanca ma-
temdtica dos funcionais {X(77)} um ntimero grande N de trajetérias T, com
p=1, 2,---, N, com inicio em S; é simulado. O valor médio dessas simulagGes
é atribuido a F{X (7T} e o erro padrao da média das trajetérias individuais é
atribuido & incerteza da estimativa de E{X(17)}.

Note que, se uma transicao S; — S; tiver uma probabilidade de transigao nula,
o processo de movimentacao da particula continua como se essa transicao nao exis-
tisse. Ou seja, o processo exclui a trajetéria com a transigao S; — S; proibida.

Estabelecida uma estimativa de F{X (T7)}, passa-se a estabelecer uma estima-
tiva de E{X(73)} seguindo o mesmo procedimento e o processo se estende até a
estimativa da ltima incognita x,,.

6.4 Exemplos de aplicacao

Nesta secao serao apresentados trés exemplos de aplicacao. O primeiro corresponde
a solucao de um sistema de equagoes, o segundo corresponde a solugao aproximada
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de uma equacao integral e o terceiro corresponde a solucao da equagao de condugao
de calor em estado estaciondrio. Os trés exemplos sao extremamente simples e, de
novo, ninguém com um minimo de bom senso, usaria o método de Monte Carlo
para resolvé-los. No entanto, os exemplos servem para mostrar de forma simples a
aplicacao da técnica desenvolvida neste capitulo.

6.4.1

O sistema a ser resolviddl é:

10,0421 — 0,0622 + 0,03z3 — 0,05z4 + 0, 0625 — 0, 0426 = 9,98
—0,06z1 + 9,962 — 0,0223 + 0, 1124 — 0, 0825 + 0, 1526 = 10, 06
0,031 — 0,0222 + 10,1023 + 0, 1524 + 0, 1225 + 0, 072 = 10, 45
—0,0521 + 0, 1129 + 0, 1523 + 10, 1224 + 0,035 + 0, 0226 = 10, 38
0,061 — 0,08z + 0, 1223 + 0,03z4 + 9, 9025 — 0, 0326 = 10, 00
—0,0421 + 0, 15z5 + 0,07z3 + 0,0224 — 0,03z5 + 9, 9526 = 10, 12

Solucao de um sistema de equacoes lineares

(6.4.9)

Escrevendo na forma apropriada para uma solugao pelo método iterativo:

1 0,994

s 1,010

3 1,035

za | T | 1,026 | T

s 1,010

T 1,017
0 0,006 —0,003 0,005 —0,006
0,006 0 0,002 —0,011 0,008
—0,003 0,002 0  —0,015 —0,012
0,005 —0,011 —0,015 0  —0,003
0,006 0,008 —0,012 —0,003 0
0,004 —0,015 —0,007 —0,002 0,003

A norma-m da matriz ALFA é 0,042.

0.004
~0,15
—0,007
—0,002
0,003
0

X

(6.4.10)

Usando um programa que gera as cadeias de Markov seguindo o procedimento
descrito na sec¢ao 6.3} a solucao do sistema [6.4.10| é:

z1=0,9990 + 0,0016
2o = 0,9977 + 0,0021
23 = 0,9987 £ 0,0020
24 =0,9981 £ 0,0019
25 =0,9990 %+ 0,0019
26 = 1,0000 + 0,0018

O numero de iteragoes para calcular cada incégnitas x; foi de 10.000, cada
incognita foi calculada uma tnica vez e a incerteza apresentada corresponde a um
erro padrao da média das 10.000 iteracoes. O calculo de cada incognita foi, entao,
repetido dez vezes para diminuir a variancia do resultado. Os valores obtidos foram:

1o exemplo foi extraido de [L3]
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21 = 0,999666 + 0,000099
2o = 0,99815 + 0,00028
25 = 0,99887 + 0,00020
24 = 0,99880 + 0,00047

x5 = 0,9989380 =+ 0,0000091

26 = 0,999224 + 0,000078

O valor de cada incognita corresponde agora a média das dez repeticoes e a
incerteza corresponde a um erro padrao da média das dez repeticoes. A solugao
desse sistema 6 [1 1 1 1 1 1]7. Como antes o fndice T indica a operacio de
transposicao.

Uma ideia da exatidao do célculo pode ser obtida substituindo os valores calcula-
dos das incdgnitas no sistema original [6.4.10 e comparar com o termo independente
de cada equagao. No caso do célculo de cada incégnita feito uma tnica vez, os
resultados foram:

by = 9,9700 £+ 0,0016
by = 10,0371 £ 0, 0021
by = 10,4365 =+ 0, 0020
by = 10,3603 £ 0,0019
bs = 9,9900 = 0.0019
be = 10,1196 = 0,0018

onde as incertezas foram calculadas propagando as incertezas de cada estimativa
das incognitas, supondo que as estimativas nao sejam correlacionadas. As diferengas
geradas sao:

b1 — 9,98 = —0,0100 + 0,0016 = —6,2 X o erro padrao da média

by — 10,06 = —0,0229 + 0,021 = —10,9 X o erro padrao da média
b3 — 10,45 = —0,0135 £+ 0,0020 = —6,8 X o erro padrao da média
by — 10,38 = —0,0197 + 0,0019 = —10,3 x o erro padrao da média
bs — 10,00 = —0,0100 + 0,0019 = —5,3 X o erro padrao da média
bg — 10,12 = —0,0004 + 0,0018 = —0,2 X o erro padrao da média

Considerando que essas estimativas possam ser consideradas, em primeira apro-
ximagao, como normalmente distribuidas em torno do valor médio, a hipdtese nula
de que o valor seja uma estimativa do valor esperado, foi rejeitada com um nivel de
significincia méximo de 0,05, com a Unica exce¢ao da componente bg. Isso significa
que, embora aparentemente os valores estimados das incognitas x1, €2, X3, T4, T5 €
¢ sejam préximos das solugoes reais, a exatidao da solucao é pobre.

O mesmo célculo poderia ser repetido utilizando a estimativa mais precisa e,
nesse caso os desvios entre os valores estimados e os valores reais seriam ainda mais
significativos, indicando de forma mais clara a exatidao ruim do solucgao.

Uma possibilidade para essa exatidao ruim. que sempre deve ser considerada é
a qualidade do cédigo que gera a sequéncia de nimeros aleatérios. Nesse exemplo,
como em todos os outros exemplos do livro, o cdédigo utilizado é o descrito no
capitulo 4, que é baseado no algoritmo de Bayes e Durham associado a férmula de
congruéncia de Lehmer. O algoritmo foi submetido a uma série de testes e utilizado
no célculo dos exemplos de integragao por Monte Carlo sem sugerir que houvesse
algum problema. De qualquer forma, essa possibilidade sé pode ser analisada se
um outro cédigo gerador de numeros aleatorios for utilizado. Essa tarefa fica para
a lista de exercicios.
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O leitor atento deve ter notado que o método proposto para a solugao de sistemas
lineares tem uma utilizagao aparentemente muito restrita, uma vez que se baseia
no método das aproximacoes sucessivas, com a restricao importante sobre a norma
canonica da matriz ALFA dos sistemas. Essa limitacdo, no entanto, é de fato
aparente, uma vez que, qualquer sistema cuja matriz A tenha determinante diferente
de zero pode ser escrito na forma prépria para o uso do método iterativo.

A demonstragao disso é simples. Considere o sistema:

AF=0

Multiplicando o sistema & esquerda por (A~! — E), onde E é uma matriz com
elementos ¢€; ; pequenos em médulo, tem-se:

(AT —E)AZ=(A"'—E)}

ou: i,
F=(A'-E}b+EAZ

Se os elementos ¢; ; forem feitos suficientemente pequenos, a matriz ALFA associa-
da a esse sistema transformado satisfaz as condigoes suficientes para a convergéncia
do processo iterativo.

A demonstragao, por si s6, nao sugere uma forma pratica de se transformar o
sistema. No entanto, o sistema original pode ser posto na forma prépria para o
método iterativo através de uma sequéncia de transformacoes elementares sobre as
equagoes do sistema.

A técnica consiste em localizar, quando existirem, as equagoes em que os coefici-
entes correspondentes a diagonal da matriz do sistema sejam maiores, em mddulo,
do que a soma dos médulos dos demais coeficientes. Em seguida se combinam li-
nearmente as equagoes do sistema original para gerar as equacoes que faltam para
completar o sistema transformado, de forma que os elementos diagonais sejam mai-
ores em médulo do que a soma dos médulos dos demais coeficientes. E importante
que as equagoes do sistema original que nao tém o mddulo do coeficiente do termo
diagonal maior do que a soma dos médulos dos outros coeficientes sejam utilizadas
pelo menos em uma das combinagoes.

6.4.2 Solucao de uma equagao integral

Uma equagao integral é qualquer expressao com a forma:

b(x)
u(z) = f(z) + )\/( : K(x,t)u(t)dt

onde a fungao u(t) que aparece sendo integrada é desconhecida, os limites de in-
tegracdo a(z) e b(x) podem ser fixos ou varidveis e a integracdo pode ser prépria
ou imprépria. A funcdo K(z,t) é uma funcdo conhecida de x e de t e recebe o
nome de nucleo da equagao integral, f é uma funcao conhecida e A é um parametro
numérico.

Por exemplo a equagao:

F@)::Ame‘“f@Mt

onde F é conhecida e f é desconhecida é um tipo muito particular de equagao
integral que aparece na teoria da transformada de Laplace.
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A solucao da equagao integral consiste em encontrar a fungdao que torna a
equagao integral uma identidade. Existem varios tipos de equagoes integrais e um
grande numero de técnicas de solucao, mas o tratamento detalhado desse tipo de
problema esté fora do propdsito destas notas. Um leitor interessado pode consultar,
por exemplo, [I1], [I8] e [3].

O problema aqui consiste em resolver a equacao de Fredholm de segunda espécie
e nao homogénea:

b
u(z) = f(z) + )\/ K(z,t)u(t)dt (6.4.11)

onde a integracdo é feita em um intervalo fixo (a,b).

A forma mais simples de se resolver numericamente uma equagao desse tipo é
substituir a integral definida por uma férmula de integragao numérica qualquer.
Nesse processo, a funcao incégnita é substituida por um vetor incégnita com as
suas componentes correspondendo ao valor da func¢do nos pontos de interpolagao
do integrando. A operacao integragao é substituida pelo produto de uma matriz
cujas componentes dependem dos valores do ntcleo da equagao integral sobre os
pontos de interpolacao em x e em ¢, e do parametro numérico A. O resultado é um
sistema de equacoes escrito na forma de iteracao e a solucao é obtida resolvendo-se
esse sistema, seja por uma técnica numérica classica, aproximacoes sucessivas por
exemplo, seja pelo método de Monte Carlo.

Por exemplo, considere a equagao integral:

o(z) = g + %/0 K (@, t)p(t)dt (6.4.12)

onde o nicleo da equagao integral:

Utilizando a férmula generalizada do trapézio, a equagao integral pode ser subs-
tituida, considerando para efeito de ilustragao, um conjunto de seis pontos de in-



110

terpolacao, pelo sistema:

wmwii%Kmm<m+z§Kmn<>+%§K@mwm+
ZgK(o 3)p(3) + Z%K(O )p(4) + %1—10]((0 5)p(5) + 5
721 721 721
e(1) = ZEK“ 0)(0) + IEK(L De(1) + IgK(lﬂ)@(?)"’
2 2 2 T
TEK(L3)6(3) + R K (L 4)p(4) + T K (1,5)p(5) + 2
w@rii%K@mﬂm+%gK@nﬂn+liK@mwm+
%%K(273) (3) + ZgK(z )p(4) + %1—10]((2,5)<p(5) + 2
™ 7T2
w@%>Z%KB®()+ZgKBU()+zéK@%ﬂ%+
7T2 ’/T2 x
T LKE.360) + LK (340 + =LK (3. 5)0(5) + 2
wuwii%Kum<m+%§K%nﬂn+ﬁéK@mwm+
ZgK(4 3)p(3) + Z%K(4,4)g@(4) + %1—101((4,5)@5) +5
2 721 21
o(5) = T 1o K (5,0)0(0) + 7 K5, 1)0(1) + T 2K (5, 2)p(2)+
7T2 2 7T2 x
Z%K(E),Z&)@(B) + Z%K(&; 4)p(4) + I%OK@ 5)e(5) + %

onde os pontos x; e t;, com ¢ = 0, 1, 2. 3. 4. 5, sao os pontos de interpolagao
regularmente espacados em (0,1), ou

=2+ ALFA x ¢

onde:

8
Il
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ALFA =
_%OK(O,O) %K(O,l) %K(Oﬂ) %K(O,i’)) éK(OA) %OK(O,@_
%OK(LO) %K(l,l) %K(L?) %K(l,?)) éK(L‘l) %OK(M)

i 1iOK(z,o) %K(m) %K(Z?) éK(m) %K(M) %K@ﬁ)

! liOK(s,o) %K(B,l) %K(?),Q) %K(3,3) %K(3,4) %K(&f’)
GEM0) SK(1) SK(L2) fK@3) LK(44) SoK(45)
| LKGO) Lksn) lkeo) lkGs) lkGa) LKGH) |

Na realidade, o sistema correspondente a equacao foi resolvido conside-
rando 21 pontos de interpolacao. Os resultados estao apresentados na tabela
A equagao tem, para dizer a verdade, solucao analitica conhecida. Mostra-se
por simples substituicao que:

. T
o(x) = sin -
é solucgao de[6.4.12] A tabela[6.4.2] compara o resultado da solugao por Monte Carlo
com a solucao analitica.

A solugao obtida pelo método de Monte Carlo se compara bem com a solugao
analitica. O maior desvio observado foi de 1,39 vezes o desvio erro padrao da média
da solugao obtida o que significa, se se considera que o valor analitico da solucao
deva corresponder a esperanca matematica das estimativas por Monte Carlo, que a
solucao obtida é uma boa aproximagao da solugao da equacao.

6.4.3 A solucao da equacgao de conducao de calor

A equacao de conducao de calor, escrita em coordenadas cartesianas para um meio
heterogéneo e isotrépico tem a forma:

0] oT ) oT 0 oT
oT

Ox
Aoz, y, 2,t) = pc(x,y, Z)E

onde k(z,y,z) é a condutividade térmica do meio, pc(z,y,z) é a capacidade ca-
lorifica por unidade de volume meio e Ag(z,y,z,t) é a taxa de produgéo de calor
por unidade de volume. O termo taxa de producao estd sendo utilizado de forma
genérica. O meio tanto pode liberar calor para o meio, quando o valor da fungao
Ag é positivo, como absorver calor do meio, quando o valor dessa fungao é negativo.

Essa equacao sera resolvida em um regiao de trés dimensoes aplicando-se o
método de Monte Carlo sobre um esquema de diferencas finitas. A regiao é reco-
berta por uma malha que, para simplificar a exposicao do argumento, sera consi-
derada regular (figura . De uma forma geral, no entanto, a malha nao precisa

(6.4.13)
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argumento  solugao analitica Monte Carlo diferen¢a solu¢do analitica -
Monte Carlo

0,00 0, 000000 0, 0000 £ 0,0000 0, 0000

0,05 0,078459 0,0804 £ 0,0027 —0,0010
0,10 0,156434 0,1582 £ 0,0037 —0,0018
0,15 0,233445 0,2347 £ 0,0043 —0,0013
0,20 0,309017 0,3110 £ 0,0049 0,0020

0,25 0, 382683 0, 3815 £ 0,0053 0,0011

0,30 0, 453990 0,4513 £ 0,0056 0,0027

0,35 0, 522499 0,5219 £ 0,0059 0, 0006

0,40 0, 587785 0,5964 £ 0, 0062 —0, 0086
0,45 0,649448 0,6504 £ 0,0063 —0,0010
0,50 0,707107 0,7101 £ 0,0065 —0,0030
0,55 0, 760406 0, 7581 £ 0,0065 0,0023

0,60 0,809017 0,8137 £ 0,0067 —0,0047
0,65 0, 852640 0, 8560 £ 0,0067 —0,0034
0,70 0, 891007 0,8934 £ 0,0068 —0,0024
0,75 0, 923880 0,9312 £ 0,0068 —0,0074
0,80 0,951057 0,9572 £ 0,0069 —0, 0061
0,85 0,972370 0,9732 £ 0,0068 —0, 0008
0,90 0, 987688 0,9944 £ 0,0069 —0, 0067
0,95 0,996917 1,0002 + 0, 0068 —0,0032
1,00 1,000000 1,0021 £+ 0, 0067 —0,0021

Tabela 6.1: Solugao da equagao pelo calculada pelo método de Monte Carlo,
comparada com a sua solucao analitica. O maior desvio corresponde 1,4 vezes o
erro padrao da média do valor calculado por Monte Carlo.
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ser regular. Em termos gerais, sobre regiao de integracao se impoem uma malha
composta por paralelepipedos com arestas Az, Ay e Az alinhados com os eixos ,
y e z do sistema de coordenadas cartesianas adotado. A malha cobre toda a regiao
de integragao e pode se estender por um volume adicional envolvendo a regiao para
facilitar a imposicao de condigoes de contorno.

V4
Y.
A X
Ay ; =
< Az v | Dominio
LA \\/ // de
N i/ ’\ﬁ<></ Integracao
z )%
/'/ -« "/ L1
Az A //):/ e
& ///I ///
I — - - e
m /’ i \\\ %, / {y
N ’//’ ‘\_,/’///
— , ’ 3
ks %
~ = AXx .4
123 ...... Nx /

Figura 6.1: Representagao esquematica da regiao de integracao e da malha para
integragao por diferengas finitas.

Tomando um dos vértices do volume que envolve a regiao de integracao como
origem do sistema de coordenadas, os vértices de cada elemento passam a ser iden-
tificados por um terno de nimeros inteiros positivos: i na direcdo do eixo x, j na
direcao do eixo y e k na direcao do eixo z, com i =1, 2, --- Ng, j=1,2, --- Nye
k=1, 2, --- N,. Essa forma de identificar cada vértice dos elementos, ou os nés da
malha, como algumas vezes sao chamados, é conhecida como forma de numeragao
local.

O método das diferencas finitas consiste em representar de forma aproximada as
derivadas espaciais que aparecem na equagao como diferengas entre os valores
da temperatura em cada né da malha, divididas pela distancia entre os nés. A figura
[6-2 ajuda a compreender como a representacao das derivadas parciais em cada uma
das direcoes x, y e z é feita em torno do ponto i, j, k. A derivada temporal também é
representada por uma diferenca finita no dominio do tempo. O desenvolvimento da
representacao em diferengas finitas da equagao de condugao de calor é simples, mas
longo, e nao sera apresentado aqui. Isso significa que o leitor podera ter necessidade
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de recorrer a referéncias adicionais, entre as quais se recomenda [4].

tz

(i'l,j,k)

Ay J4+1K)

—

y

Figura 6.2: Esquema para representacao por diferengas finitas das derivadas espa-
ciais da equagao de conducao de calor.

A aplicagdo do método das diferengas finitas transforma a equacao de conducao

de calor em:
ki,ij—% A ki,j—%JC THAL ki—%vﬂ?k t+At
irj ij—1,k N2 Limlgk

Az2 i,5,k—1 Ay2 ,J
k-1 Kij-1k N itk N Kijk+1
Az? Ay? Az? Az?

(6.4.14)

Ay A2 T At )ik

Kijrin  Firlgx pci,j,k)Tt+At+

M t+AL +M t+At +M tHAL
Ag2 itLgk Ay? i,j+1,k Az2 T hik+l T

At _ PGkt
Aoi,j,k At bIk

As condutividades térmicas nessa equacao correspondem ao valor interpolado sobre

o ponto central entre dois nds consecutivos.
Nessa equagao, foi escolhida a forma implicita da formulacao por diferencas

finitas. A equagdo na formulagdo implicita das diferencas finitas consiste em um
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numerac¢ao local numeracao global

ijk—1 I — NN,
ij—1,k I— N,
i—1,j.k 1—1
ik l
i+1,4.k I+1
i+ 1,k I+ N,
i, 4, k41 I+ N,N,

Tabela 6.2: Relacao entre a numeragao local, caracterizada por um terno de indices
i, 7,k e a numeracao global, caracterizada por um i{ndice tnico Il =i+ (j — 1)N, +
(k—1)NxN,.

sistema de equacoes onde as incognitas sao os valores de temperatura no instante t+
At e o termo independente consiste em uma combinacao linear da taxa de producao
de calor e das temperaturas no instante t. A matriz do sistema é composta por
termos que dependem apenas das dimensoes da malha e das propriedades térmicas
do meio. A forma implicita é sempre estavel e dispensa a imposi¢ao de condigoes
de estabilidade da solugao (ver, por exemplo, [4]; [25]).

Quando a equacao de condugao de calor é escrita em um esquema de diferencas
finitas, na forma implicita, convém introduzir uma nova forma de numeragao dos
nés da malha, conhecida como numeracao global. Na numeracao global, o terno
1,7, k é substituido por um tnico indice [ definido como:

l=i+(j—1)x N+ (k—1) x N; x Ny
onde [ varia entre 1 e N = N, x Ny x N,. A tabela mostra a relacao entra as
duas formas de numeragao.

Com a numeragao global, a equagao [6.4.14] se reduz a forma AT = B onde:

r t+At
Tl
t+At
T2

t+At
T3

t+At
TN—l

t-+At
TN
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e:
_ 1 _
AL =P
! At
C2
T
2 At
C
. At PC3
B = A03 AtTB
CN —
_ At _ PEN—-1
AON_1 At TN—l
_At  _ PEN e
L Aoy At v ]
A matriz: ) ;
a1 a2 a3 -+ AN
az1 Q22 G423 -+*° QA2 N
A = aszi1 asz2 as33 as N
L 4N, ang2 anNg o aANN |

é esparsa e os unicos elementos nao nulos de uma linha [ qualquer, com indice
correspondente as colunas da matriz no intervalo entre 1 e N, sao a;,;—n, N, ; Q11— N 5
ari—1, G141, ALI+N, € QL1+ N, N, A tabela Apresenta a forma desses termos.

O sistema correspondente a equagao de condugao de calor em estado transiente
pode ser resolvido através do método de Monte Carlo. Para tanto, o sistema tem
que ser reduzido a forma propria para a aplicagao do processo iterativo:

# = beta + ALFA (6.4.15)

tal como descrito no apéndice 2 deste capitulo.

As condigdes de iniciais sao impostas definindo o vetor inicial {7}, com | =
1, 2,---, N contendo as temperaturas iniciais. As condigdes de contorno sao
impostas sobre a matriz ALFA. A forma de se impor a condi¢do de contorno
depende do tipo de condicao. No que segue, serao consideradas apenas condigoes
de contorno de Dirichlet, o que corresponde a fixar a temperatura no contorno da
regiao de integracao.

A forma mais simples de impor as condicoes de Dirichlet é substituir as linhas
da matriz ALFA correspondentes aos pontos de contorno por linhas onde todos
os elementos sao nulos e substituir a componente correspondente do vetor beta
pela temperatura do contorno. E importante lembrar, que a aplicagao do método
iterativo de solugao exige que a matriz A tenha inversa, o que equivale dizer que o
determinante de A tem que ser diferente de zero.

No caso de um sistema que corresponde a uma equacao diferencial parcial, o
determinante de A s6 é diferente de zero depois de aplicadas as condi¢oes de con-
torno. No procedimento descrito acima, a imposicao da condigao de contorno na
forma indicada para o processo iterativo é equivalente a imposigao da condigao de
contorno sobre a matriz original do sistema.
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numeracao local componentes da matriz A numeracao global

.. ki,j,k—%

i, J,k—1 BNZE I — N,N,
k. . 1

.o i,j— %,k

(2 17 k Tyg [ - N:L’
k. 1 .

. . i—L ik

1— 1,5,k —xZr— -1

BT LRI N
Az2 Ay? Azx?
1,4,k l
Kisdon  Rigade Kl pCijik
Ax? Aya Azo At

k., 1 .

. . it5,5.k

VA + 17], k ﬁ l + 1
k.1

.. ij+ik

“j+ 1k A I+ N,
k. . 1

.. 1,5, k+ 5

Tabela 6.3: Forma das componentes da matriz A. As componentes sdo identificadas
na numeracao global com a tradugao para a numeracao local.

A matriz ALFA do sistema [6.4.15] com as condigoes de contorno aplicadas,
satisfaz a condicao suficiente para a convergéncia do processo iterativo. Os termos
diagonais da matriz A sao maiores em moédulo do que a soma dos mddulos dos
demais termos das linhas correspondentes e, quando isso acontece, a norma - m
da matriz ALFA é menor do que 1.

Com as condigoes iniciais e de contorno aplicadas, o método de Monte Carlo
baseado no modelo da cadeia de Markov, pode ser aplicado para se obter o vetor
TAt, O processo repetido para cada novo passo da iteragao no tempo, gera a solugao
aproximada da equagao de conducao de calor.

O método, no entanto, apresenta uma aparente dificuldade quando se considera o
problema de conducgao de calor em estado estacionario. Nos problemas de condugao
em estado estacionario, a matriz ALFA tem a norma - m igual a um, uma vez
que, em qualquer linha da matriz, o médulo do termo diagonal da matriz A é igual
a soma dos médulos dos termos nao diagonais. Por outro lado, pode ocorrer que
as outras duas normas candnicas usualmente calculadas, norma - 1 e norma -
k, sejam maiores ou iguais a 1. Esse é o caso que ocorre quando a condutividade
térmica é constante no meio.

Na realidade, a dificuldade é aparente e pode-se mostrar (ver, por exemplo, [I4]
e nas referéncias nele citadas) que no caso de problemas envolvendo as equagoes de
Poisson ou de Laplace, submetidas a condi¢oes de contorno de Dirichlet, o processo
de solugao baseado no modelo da cadeia de Markov converge para a solugao do
problema. O seguinte argumento ajuda a entender porque. Note, no entanto, que
0 argumento a ser apresentado nao é, de forma alguma, uma demonstragao formal
e rigorosa do resultado.
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A solugao em estado estacionario da equacao de condugao de calor pode ser
considerada como sendo a solugao da equacao em estado transiente submetido as
mesmas condigoes de contorno e a condicoes iniciais arbitrarias, no limite em que o
tempo se torna indefinidamente grande. Nesse limite, a solucido em estado transiente
tende assintoticamente para a solugao em estado estaciondrio. A matriz do sistema
em estado transiente tende assintoticamente & matriz do sistema estaciondrio e a
norma - m da matriz se aproxima indefinidamente de 1, vindo de valores inferiores
a um. Da mesma forma, a soma dos n primeiros termos de cada linha da matriz
de transi¢ao, que é sempre menor do que 1, se aproxima assintoticamente de 1
pela esquerda. Nessa interpretacao, a cadeia de Markov tem uma probabilidade de
transicao para a barreira absorvente, termo n + 1 de cada linha, que se torna pro-
gressivamente menor, sem se anular. Isso significa que todo o esquema desenvolvido
no seqao [6.2] permanece vélido.

Um exemplo simples de aplicacao

A equagao de condugao de calor em estado estacionério:

T T 9 A

0x? + Oy? + 022k

foi resolvida para o caso de um sélido com a forma de um cubo com aresta de 1
metro de um material homogéneo e isotrépico caracterizado por uma condutividade
térmica de 3,2W/(m - K) e uma taxa de producio de calor de 6,5W/m?. As
condigoes de contorno sao do tipo de Dirichlet onde a temperatura na superficie
do sélido foi fixada em zero. A regiao de integracao foi dividida em uma malha
composta por paralelepipedos iguais, cada um com 0,1 m de aresta, o que gerou
um total de 1000 pontos de malha, 488 na superficie e 512 no interior do sélido.

O numero de iteragoes adotado para a estimativa da temperatura em cada ponto
da malha foi 10.000. A solucdo apresenta a temperatura no sélido variando de zero
na superficie até 1,1208 + 0,0069 °C' no centro. As incertezas das temperaturas,
que correspondem a um erro padrao da média das 10.000 iteragoes, variaram entre
0,0028 °C e 0,0074 °C.

A solugao fornecida pelo método de Monte Carlo foi comparada com a solucao
em série de Fourier do problema:

8A
T((E,y,Z) ab Ok Zl 1 Zm, 1 Zn 1

QA-(=D)Ha-(=npmMA- (=" _ (lx \ mr N\ - nw
wl ™m L((Tl'l)Q_'_(ﬂ'm)Q_'_(M)Q) Sin (aaj> sin (Ty> sSin <?z)

Cem termos foram retidos nas somatérias em [, m e n, o que gera um resto na soma
da série triplice de Fourier que ndo é muito inferior a 1073.

A solugao obtida por Monte Carlo foi comparada com a solugdo em série de
Fourier. O valor médio do valor absoluto da diferenga entre os dois resultados foi de
0,0073°C, valor da ordem do erro padrao das temperaturas calculadas por Monte
Carlo. Comparando individualmente os valores na forma:

Monte Carlo Fourier
1 — 1 2

2 _
X ( erro padrao;

o maior desvio observado foi de 5,2 e o menor de 0, 08.
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A figura compara graficamente as temperaturas obtidas pelos dois métodos.
No eixo da ordenadas estao representadas as temperaturas calculadas pelo método
de Monte Carlo e no eixo das abscissas estao representadas as temperaturas calcu-
ladas pela série de Fourier.

Em termos gerais a concordancia entre os dois resultados é boa. E importante ter
em conta, no entanto que existem valores obtidos por Monte Carlo que se afastam
muito dos valore obtidos pela série de Fourier, quando se utiliza o erro padrao da
média das estimativas obtidas por Monte Carlo como escala de comparacao.

Note que a cada ponto da solugao obtida por série de Fourier, existem varios
pontos da solucao por Monte Carlo. O motivo para isso é a simetria do problema
e o fato de que a série de Fourier preserva essa simetria no seu resultado, indepen-
dentemente do resto devido ao truncamento da série. O comportamento do método
de Monte Carlo é diferente. Em cada ponto a solucao é uma estimativa indepen-
dente do valor real, e essa estimativa pode variar, dentro da precisao e exatidao
do método, entre dois pontos que, devido a simetria do problema, deveriam apre-
sentar exatamente o mesmo valor. O espalhamento dos pontos em torno da reta
de correlagao tragada utilizando as duas solucées fornece uma indicacdo, ainda que
grosseira, da precisao do método de Monte Carlo. O valor da inclinacao da reta
fornece uma estimativa, igualmente grosseira, da exatidao do resultado obtido pelo
método de Monte Carlo.

12
— (o)
© y = 1,0036x — 0,0004
o 107 R? = 0,9996
[0y
O
Q
c 0,81
(@)
=
3
o) 0,6 N
©
o]
=
s 04
2
©
L 02+
=
()]
'_

0,0 T T T T T

0,0 0,2 0,4 06 08 1,0 1,2

Temperatura Série de Fourier (°C)

Figura 6.3: Comparagao da solugao de equagao de condugao de calor em estado
estaciondrio pelo método de Monte Carlo (ordenadas) e por expansdo em série de
Fourier.

A solucao dada a equacao de condugao de calor, que algumas vezes é chamada de
método de Monte Carlo com passo fixo, sofre de limitagoes semelhantes as limitagoes
das solucoes dessa equagao por diferencas finitas e por outras técnicas de solugao
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do sistema de equacoOes lineares associado. A principal é a falta de flexibilidade
para se considerar contornos irregulares. Além disso, com frequéncia o método de
Monte Carlo nao é o mais econdmico para o tratamento desse problema. Existem
outros métodos, conhecidos como métodos de Monte Carlo com passo varidvel (ver,
por exemplo, [22]), que sdo bem mais eficientes para a solugdo de problemas de
transferéncia de calor.

6.5 Exercicios

1. O sistema:

2 3 -4 1 1 -3
L —2 5 1| | |_| -2
5 -3 1 —4 T3 -1
0 2 -1 2 T4 4

na forma em que foi apresentado pode ser resolvido pelo método de Monte
Carlo sem nenhuma preparacao? Porque? Como o sistema pode ser posto em
uma forma adequada para ser resolvido por Monte Carlo?

2. Escreva a sua rotina para a solugao de um sistema de equagoes lineares pelo
Método de Monte Carlo, utilizando o algoritmo descrito na secao [6.3} Teste
a sua rotina com o sistema [6.4.9

3. Resolva, usando a rotina que vocé escreveu, a seguinte equagao integral:

y(z) =1+ % /01 (1 — 3xt)y(t)dt

Compare com a solugao analitica da equagao:

()_4+§(2—3x)
)= 737984375

6.6 Apéndice 1. Valor absoluto e norma de uma
matriz
Dadas duas matrizes A = [a; ;] e B = [b; ;] de mesma ordem, a desigualdade A < B
significa que a; ; < b; ;.
Para uma matriz A = [a; ;], define-se o médulo de A como sendo | A |=[| a;; |]-

Se A e B sao duas matrizes para as quais as operagoes de soma A + B e de multi-
plicacao AB podem ser realizadas, entao:

|[A+B|<|A[+]|B]
|AB|<|A||B|=]|A?|<|A P, psendo um ntmero natural

| A |=| a || A |, @ sendo um niimero

Define-se norma de uma matriz A como sendo um ntmero real | A || que sa-
tisfaz as seguintes condigoes:
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A||>0e || A]=0= A =[0] ou seja, A é a matriz nula
|| «A ||=| a ||| A || onde o é um ndmero e || —A ||=| A |
[A+BI<[[A[+][B]
I AB ||[<|| A ||]| B ||l=| A? ||<]|| A ||P, sendo p um nimero natural
IA=B=[BI - Al
Dada uma matriz A = [a; ;] a norma de B é chamada de norma canénica se:
[aij <[ A
e se a desigualdade:
A< B
leva & desigualdade:

A <[ B ]l

As normas canonicas normalmente utilizadas s&o:
| A |lm=max; (Zj | aij |) —norma-m

| A ||;=maz; (3, | ai; |) —norma-1

| A llk=1/>2:22; | aij [*~norma-k

6.7 Apéndice 2. O método das aproximacgoes su-
cessivas

Considere o sistema linear:

a1,121 + a2 + -+ a1y = b1
a2,1T1 + ag2%2 + - + a2 n Ty = bo
a3,1T1 + az 22 + -+ a3, nln = b3 (6716)

an, 121 + Un, 222 +- UnnTn = bn

cuja matriz:

ai1 ai2 -+ Aln
a1 Q22 - a2 n
an,1  Qan,2 e ann

tem determinante diferente de zero.
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O sistema, pode ser re-escrito na forma:

b ai a3 ain
1= — — — T2 — xr3 — - — Tn
1,2 ai,i ai,i ai,i
- bo a2.1 az.3 a2 n
o= — — —T1— I3 — - — —Ip
a2,2 a2 2 a2 2 a2 2
bs  as; as,2 as.n
T3 = —— — ——I — Tg — " — ——=x
as,s3 a3,3 a3,3 a3,3
by Gn,1 Gn,2 Gn,n—1
Tn = - T — Lo — = n—1
an,n an,n an,n an,n
ou:
1 51 Q11 Q12 Q13 - O1n Tl
T2 B2 Qo1 Qg2 Qg3 - Qan )
X3 = B3 + Q31 Q32 Q33 - Q3p X3 (6717)
Tn ﬂn QOn,1 Qp2 Qnp3 - Onon T

onde a; ; = —a; j/a;; e Bi = b;/a;,;. No sistema o ; sA0 iguals a zero, uma
vez que € essa a forma a qual o sistema se reduz quando se escreve a incognita x;
em relacdo as outras incégnitas x;, com j # i. No entanto, nao é necessario que

© O

esse parametro seja nulo e algumas vezes é conveniente escrever a;; = a,,; + a, ;

i /az(-?i) nao seja nulo. Na realidade, para
o desenvolvimento que serd feito a seguir, nao importa se alguns ou todos os o ;
sejam diferentes de zero.

O método das aproximagoes sucessivas consiste em adotar arbitrariamente uma
solugao inicial, por exemplo:

de forma que, por exemplo, a;; = —a,

xf B1

. 9 B2

=123 | =] Bs (6.7.18)
af Br,

substituir essa solucao no segundo membro da equagao [6.7.18|e obter uma primeira
aproximagao:

e}
=

Introduzindo #' no segundo membro da equagao (6.17) se obtém uma segunda
aproximacao £2. Se 0 processo convergir, ou seja, se 0 processo gerar uma sucessao
de aproximagoes {z0, z!, z2, z3,---, z*¥} que tenha um limite definido Z:

-

a equacao:
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limk_)oo .’L'k+1 = limn—>oo (§+ [ai7j]xk>

converge para:

= p+[ai T
onde ¥ é uma solugao dos sistemas [6.7.16| e [6.7.17, Como o sistema tem solugao

= 7

Gnica, £ é a unica solugao do sistema. O problema é garantir que o limite da
sucessdo {29, z!, x?, x3,---, zF} exista. Se o limite existir as componentes do
vetor solugao podem ser escritas, usando como solucgao inicial o vetor definido na

equagao [6.7.18}

#=(I+ALFA + ALFA® + ALFA® + ALFA" +...) 3

cujas componentes tém a forma:

o0 n n n
2= b+ 0 (S (S (S
(6.7.19)
n n
(ij_lzl (ij:l 1y Oy o Vs " Oéjk_g,jk_lajk_l,jkﬁjk))))
As condigOes necessérias e suficientes para a convergéncia do método das apro-

ximagoes sucessivas estao estabelecidas no seguinte teorema, que serd enunciado
sem demonstracao (para a demonstracdo, ver, por exemplo, [5]).

Teorema 6.2. Para que o processo de aproximagoes sucessivas:

ot = 5+ ALFA 27, comn =1, 2, ....

onde, ALFA = [w;;], convirja, independentemente do vetor constante 5 e para

°
qualquer que seja a escolha do vetor inicial x0, € necessdrio e € suficiente que todas
as raizes A da equagdo caracteristica:

det(ALFA — A1) =0
onde I € a matriz identidade, tenham mddulo inferior a um.

A verificacdo da convergéncia do método das aproximagoes sucessivas para um
sistema particular, através da aplicagao desse teorema, implica na necessidade de se
poder demonstrar que os médulos de todos os autovalores da matriz do sistema a ser
resolvido sdo menores do que um, ou no cédlculo desses autovalores, o que representa
um esforco adicional. No entanto, condigoes suficientes para a convergéncia do
processo de aproximagoes sucessivas sao estabelecidas pelo seguinte teorema, que
também serd enunciado, mas nao demonstrado (ver [5]).

Teorema 6.3. O processo de aproximacoes sucessivas do sistema:

g+l = f + ALFA 77

converge para uma solugdo Uunica se uma norma canonica qualquer da matriz ALFA
for inferior a um, ou seja:

| i ; |<|| ALFA ||< 1
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Em particular, se || ALFA ||, < 1, ou || ALFA ||; < 1, ou || ALFA || < 1,
0 processo de aprozimacdes sucessivas converge. E importante notar que, se todos
| i) | < %, onde n € o numero de incognitas no sistema linear, o processo de
aprorimagoes Sucessivas converge.

Esse teorema tem o seguinte corolério:

Corolario 6.1. Se o sistema:
AZ=b
com A = [a; ;], for tal que:
| @i |> Zj, com i#j | ai; |
ou:
| ajj[> Zz com ] lai; |

0 processo de aproximacoes sucessivas aplicado ao sistema converge.
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