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Prefacio

Neste trabalho estamos interessados em identificar propriedades de primeira e se-
gunda ordem que sao satisfeitas por um minimizador local de um problema geral
de otimizacao nao linear. Nosso interesse principal é encontrar condigoes que pos-
sam ser verificadas por algoritmos préticos. Definimos condi¢ées de otimalidade
de primeira e segunda ordem mais fortes que as usuais, impondo condi¢ées menos
restritivas sobre o problema, e como consequéncia mostramos que diversas classes
de algoritmos de primeira e segunda ordem tém convergéncia global para pontos
estaciondrios sob hipdteses mais fracas. Este livro é fortemente baseado nas teses de
livre docéncia e de doutorado do primeiro e segundo autor, respectivamente, e de um
mini-curso realizado em Outubro de 2014 na Universidad de Santiago de Compos-
tela (as aulas podem ser acessadas em www.ime.usp.br/~ghaeser). As ideias aqui
apresentadas sao fruto de diversos trabalhos publicados em parceria com Roberto
Andreani, Roger Behling, José Mario Martinez, Marfa Laura Schuverdt e Paulo J.S.
Silva.

Palavras chave: otimizagao nao linear; condicoes de otimalidade; condicoes de
qualificacao; algoritmos.

Sao Paulo, 31 de janeiro de 2016.

Gabriel Haeser e Alberto Ramos






Capitulo 1

Introducao

1.1 Definicoes basicas

Considere o problema geral de otimizacao nao linear

Minimizar  f(x),
Sujeito a  hi(z) =0,i=1,...,m, (1.1.1)
gi(z) <0,j=1,...,p.

onde f, hi, g; : R" — R sao funcdes continuamente diferencidveis.

Muitos problemas cientificos e tecnoldgicos precisam da solucdo de problemas
desta forma, [24,/30,/69,75]. Tais problemas vém por exemplo da engenharia, fisica,
quimica, pesquisa operacional, finangas, tecnologia espacial, entre outros.

Dado um problema pratico da forma , a melhor solugao para esse pro-
blema pode ser encontrada usando diferentes esquemas e métodos numéricos. As-
sim, a resolugao de requer o estudo de condic¢oes de otimalidade apropriadas,
de uma escolha do método algoritmico adequado, de uma analise da teoria de con-
vergéncia de algoritmos, e de experimentos numéricos com problemas tipicos e pro-
blemas da vida real. O objetivo deste trabalho é fornecer um estudo detalhado das
condicoes de otimalidade apropriadas para a analise de convergéncia de algoritmos.

Para o problema (|L.1.1)), temos que

e x é o vetor de variaveis desconhecidas, a serem determinadas.

e f é a fungao objetivo. Isto é, uma funcao que depende de = e que desejamos
minimizar.

o hj,i=1,...,meg;,j=1,...,psao as fungoes de restricdo. Elas representam
as restrigoes que devem ser satisfeitas pelo vetor de varidveis x. As restrigoes
de igualdades estao representadas por h; e as as restrigoes de desigualdades
por g;.

Chamamos de conjunto vidvel ao conjunto de pontos que satisfazem todas as
restri¢oes do problema de otimizagao (1.1.1)). Ou seja, o conjunto vidvel é dado por:

Q:={zeR"|hi(z)=0,i=1,...,m; g;(x)<0,j=1,...,p}

Quando a funcao objetivo e as fungoes de restricao sao fungoes afins, o problema
de minimizacéo ([1.1.1)) é chamado de problema de otimizagédo linear. Se alguma das
fungoes é nao linear, o problema é chamado problema de otimizacdo nao linear.



Suavidade da fungao objetivo e das fungoes de restricao é uma importante
hipétese para caracterizar as solugdes. A suavidade garante que a fungdo obje-
tivo e as restrigoes se comportam de uma maneira razoavel e previsivel e como
consequéncia permite aos algoritmos fazer boas escolhas para diregoes de busca.

Para z € Q, denotamos por A(z) = {j € {1,...,p} | g;(z) = 0}, o conjunto de
indices de restrigoes de desigualdade ativas em .

A seguir, definiremos as diferentes nogoes de solugao para .

Definicao 1.1. Solugées para o problema geral de otimizacdo nao linear.
o Um vetor x* € Q € um minimizador global se f(x*) < f(x) para todo z € Q.

e Um vetor x* € Q é um minimizador local se existe uma vizinhanca B de x*
tal que f(z*) < f(x) para todo x € QN B.

o Um vetor x* € Q é um minimizador local estrito se f(xz*) < f(x) para todo
reQNB.

Uma condi¢ao de otimalidade é qualquer condicao satisfeita por uma solucao.
Neste livro, estamos interessados em estudar as propriedades satisfeitas por um
minimizador local do problema. Por exemplo, tanto a mera viabilidade quanto a
prépria otimalidade local sao condigoes de otimalidade. Entretanto, encontrar um
ponto que cumpre apenas a primeira condigao nao auxilia na tarefa de encontrar
uma solucao, ja que existem muitos pontos vidveis que nao sao uma solucao do
problema, enquanto a segunda condigao é muito dificil de ser verificada na pratica.

Estamos interessados em estudar propriedades analiticas de uma solugao local do
problema, com o intuito de que tais propriedades possam ser exploradas na pratica
para guiar um processo iterativo que busca por uma solugao do problema, bem
como para fornecer um critério de parada. Em outras palavras, nosso interesse é o
estudo de condicoes de otimalidade que possam ser usadas como critério de parada
de algoritmos praticos.

Neste livro, estamos interessados em desenvolver condigoes de otimalidade for-
tes, no sentido que existam poucas solucoes que nao cumprem a condigao; que sejam
de facil verificagao pratica e, além disso, que sejamos capazes de desenvolver algo-
ritmos para encontrar pontos que cumprem a condi¢ao de otimalidade. Estes serao
os candidatos a solucao do problema.

1.2 Condicao geométrica de otimalidade

Supondo que z* é uma solugdo (no sentido de minimizador local), uma primeira
condicao de otimalidade 1til, chamada condi¢cdo geométrica, é obtida analisando o
angulo de Vf(2*) com dire¢ées que apontam aproximadamente para o interior do
conjunto vidvel. Para formalizar melhor esta ideia, considere a seguinte definigao.

Definicao 1.2 (Cone tangente). Dado x € €2, denotamos por To(x) o cone tangente
a Q em x, dado por

To(z) {O}U{deR”H (z"}eq, oF > a o, d}
Q = 3 3 T T TR .
|zF — || [d]|



O cone tangente To(z) é um cone fechado nao-vazio. Este cone nos permite
analisar as possiveis diregoes geradas por todas as sequéncias de pontos vidveis
possiveis que convergem a z*. De fato, seja {z¥} é uma sequéncia de pontos vidveis
que converge a 2*. Considere, para cada k € N, a diregao d* := (x* —2*)/||2* — 2.
Como d* é um vetor unitario, podemos tomar uma subsequéncia convergente de
{dk}. Ainda mais, podemos supor, sem perda de geralidade, que d* converge para
certa dire¢ao d. Da construcao, temos que d € To(z).

Lema 1.1. Seja z* € Q um minimizador local do problema . Entao para
todo d € To(z*), Vf(a*)Td > 0.

Demonstragao. Seja d € To(z*). Da definigao de cone tangente, existem sequéncias
{tr} € Ry e {d*} tais que t;, — 0, d¥ — d e * + txd* € Q para todo k € N. De
fato, basta definir t; := ||d||~!||z* — z*| e d* := ||d||||z* — 2*||~*(z* — 2*). Como
¥ +tpd® — ¥ e j4 que x* é um minimizador local, temos que f(x* +tpd*) > f(z*)
para k suficientemente grande. Usando a expansao de Taylor,

f@®) + eV (@) Td* + o(ty) = f(a* + tpd®) > f(z¥) (1.2.2)

e como consequéncia

t V()T d* + o(ty) > 0, (1.2.3)

para k suficientemente grande, onde o(tx)/tx — 0. Dividindo a expressio (1.2.3))
por t; e tomando limite concluimos que V f(z*)Td > 0 para todo d € To(z*). O

Uma definicao importante é a seguinte:

Definigao 1.3 (Cone polar). Seja C C R™ um cone. Denotamos por C° o cone
polar de C, dado por

C°:{veR”\de§O, VdEC}.

Algumas das propriedades desta operacao estao descritas nos exercicios do final
deste capitulo. Usando a definicao de cone polar, o lema pode ser reformulado
como:

Teorema 1.1 (Condigdo de otimalidade geométrica). Se z* € Q ¢ uma solugao

local do problema (1.1.1), entdo —V f(z*) € Ta(z*)°.

Observe que a verificagao da condigao geométrica na pratica pode ser muito
dificil. O principal motivo é que o cone tangente é um objeto geométrico, dificil
de ser representado no computador (e mais ainda, o seu polar), que depende do
conjunto vidvel ), e nao das fungoes h;, g; que o definem. De fato, note que um
mesmo conjunto {2 pode possuir descri¢oes analiticas distintas.

Assim, condigoes de otimalidade que dependem explicitamente dos dados inici-
ais do problema tém preferéncia (do ponto de vista pratico) sobre aquelas condigdes
que dependem implicitamente dos mesmos dados. O motivo é que, na maioria
dos problemas de otimizagao, o conjunto viavel estd implicitamente descrito pelas
fungoes de restricao. Assim, s6 temos acesso direito as funcoes de restricao e nao
ao conjunto vidvel. Note que a condigao geométrica depende implicitamente dos
dados iniciais, através do cone tangente. Condigoes que dependem explicitamente
da presenca de multiplicadores de Lagrange, dizemos que sao condi¢oes na forma
dual. Sob esse critério, a condicdo geométrica é uma condi¢ao na forma primal.

Uma primeira condic¢do analitica (na forma dual) aparece nos trabalhos Kuhn-
Tucker [56] e Fritz John [54], onde temos o seguinte resultado:



Teorema 1.2 (Condigdo de Fritz John). Se z* € uma solucdo local, entio existe
0# (Ao, A, ) € R x R™ x RE tal que

m P
MoV @)+ Y NVhi(e®) + D 1 Vgi(@*) = 0,00 > 0, p59;(z*) = 0, V5.
i=1 j=1

Prova: Veja a observacao apos a prova do Teorema [2.7] O

Os vetores A\g, A e pu sd@o chamados de multiplicadores de Fritz-John. As res-
triges pjg,(x*) = 0,Vj sdo chamadas de restrigdes de complementaridade. Quando
gj(z*) < 0, temos que obrigatoriamente y; deve ser zero. Assim a condigdo depende
apenas das restricoes de desigualdade ativas em z*. De fato, as restrigoes inativas
nao desempenham nenhum papel na anélise local da solucdo, j& que se g;(z*) < 0,
entdo a restricdo g;(x) < 0 nao é violada em toda uma vizinhanca de z*, o que faz
com que z* continue sendo uma solucao local do problema, mesmo se esta restrigao
é removida. Observe ainda que a condi¢ao geométrica também nao depende das res-
trigdes inativas, j4 que o cone tangente 7 (z) permanece inalterado independente
se incluimos ou nao as restrigdes inativas no problema. Muitas vezes, ao longo do
texto, a condigao de complementaridade estara implicita ao escrevermos somatdérios

do tipo > 7% p1;Vg;(2*) da forma 37 ;¢ 4 o) 1 V;(2”).

Fritz John desenvolveu a condig¢ao do Teorema [I.2] estudando conjuntos conve-
xos. Um primeiro problema formulado por ele é o de encontrar a esfera de menor
raio que contém um conjunto limitado S C R™. Este problema foi formulado como

Minimizar — x,41,
Sujeito a S (@ —yi)? < @y, Vy € S

Utilizando a condigio de Fritz John e uma formulagao andloga, em [54], F. John
mostrou que todo conjunto convexo compacto S C R" de interior nao vazio, pos-
sui um maior elipséide em seu interior (elipséide de John), além disso, existe um
elipsdide “semelhante” ao elipséide de John, com razao de semelhanca menor ou
igual a n e que contém S.

Para os problemas estudados por Fritz John, a condicao que ele desenvolveu era
uma boa ferramenta, entretanto, a condigao de Fritz John pode valer com \g = 0,
e entao terifamos uma condicao de otimalidade pouco 1til, pois ela nao dependeria
da funcao objetivo. No caso em que Ag = 0, a condicao de Fritz John fala mais
sobre uma falha na descrigdo do conjunto vidvel (com restrigdes redundantes), do
que sobre otimalidade do ponto. Sendo assim, Kuhn e Tucker estudaram proprie-
dades sobre as fungoes que descrevem o conjunto viavel que garantem a condigao de
Fritz John com Ay # 0. Tais condigoes sdo chamadas qualificagoes de restrigao, em
inglés (constraint qualifications), mas em portugués utilizamos o termo condigées
de qualificagao. A condic¢do de Fritz-John com Ay # 0 (equivalentemente, Ay = 1)
é chamada condi¢ao de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Karush [55], de forma inde-
pendente, também estudou tais condigoes, mas em seu trabalho ele nao enuncia o
resultado de Fritz John.

Karush desenvolveu seu resultado em 1939, em sua dissertacao de mestrado no
Departamento de Matematica da Universidade de Chicago. Tal departamento era
muito ativo no problema de otimizagdo andlogo em dimensao infinita (cdlculo va-
riacional), e a dissertacdo de Karush nao chamou muita atencgao por se tratar de



um caso marginal do problema de interesse do departamento, e por isso o resultado
nao foi publicado. Seu trabalho sé veio a ser reconhecido pela comunidade cientifica
na década de 70, anos depois de Kuhn e Tucker terem obtido grande atencao pela
publicacao do teorema em 1951. Tucker, um topélogo de Princeton e Kuhn, douto-
rando na area de algebra, utilizaram ideias de teoria dos jogos de Von Neumann para
formular a teoria de otimizagao nao linear e dualidade. As ferramentas de teoria dos
jogos sao utilizadas para estudar o equilibrio de Nash L(z*, A\, u) < L(z*, \*, p*) <
L(z, \*, u*), Vo, A\, u, onde z* é uma solugao e (A\*, u*) é um multiplicador de La-
grange associado, onde L(z, A, p1) = f(x) + 3270, Nihi(x) + 30— pyg;(x), py > 0,
j=1,...,péafuncdo Lagrangiano. Na década de 50, com a introdugao dos compu-
tadores e com os casos de sucesso de implementagoes do método simplex de Dantzig
em problemas lineares advindos da drea militar, o financimento e o interesse em oti-
mizagao cresceu muito, tornando os resultados de (Karush, ) Kuhn e Tucker muito
conhecidos.

No Capitulo 2, iremos apresentar diversas condi¢oes de otimalidade baseadas
em condigoes de qualificacao distintas. Além disso, apresentaremos as chamadas
condicgoes sequenciais de otimalidade, que nao dependem de uma condigao de quali-
ficagao e estao mais intimamente ligadas & convergéncia de algoritmos. No Capitulo
3, desenvolvemos condicoes de otimalidade mais especificas, utilizando informagoes
de segunda ordem do problema.

1.3 Exercicios

Dado um conjunto X C R™, denote por conv(X) o menor conjunto convexo que
contem X e por cone(X) o menor cone que contem X.

1. Dado Q C R™ e z € Q. Mostre que T () é sempre um conjunto fechado.

2. Dizemos que um conjunto X C R™ é convexo se az + (1 — o)y € X para todo
x,y € X e para todo « € [0,1].
Prove que se Q2 é convexo, entdo To(x) é convexo para todo z € . Dica:
Prove que neste caso T(z) := cl cone(2 — z), onde cl denota o fecho.

3. Sejam € e Qs dois subconjuntos de R™ e x* € Q1N tais que Q;NB(z*, ) =
Oy NB(x*,d) para algum § > 0. Entdo, T, (¢*) = T, (z*). Em outras pala-
vras, o cone tangente depende somente do comportamento local do conjunto
em questao.

4. Se Q = Q1 X -+ x £, onde cada ; é um conjunto fechado. Entao, mostre
que Tq(x) C T, (z1) X - - xTq, (Tm), x = (21,...,2m) € Q. Dé um exemplo
onde a inclusao é estrita. Analise o caso onde cada §2; é um convexo fechado.

5. Calcule To(z) onde Q@ = Q4 X - -+ x §, e cada ; := [a;,b;] C R. Considere o
caso onde a; e b; possam tomar valores +oo.

6. (a) Se Q@ := {zr € R" : F(z) € C} onde C é um cone fechado em R™ e
F :R"™ — R™ é continuamente diferenciavel em z € €2, conclua que

To(z) C {d € R" : DF(x)d € Te(F(x))},

onde DF(x) é a matriz jacobiana de F em z. O tltimo cone é chamado
de cone linearizado de 2 em z e é denotado por Lq(z).



10.

11.

12.

(b) Suponha que F(x) := (g1(z),...,gm(x)) e C :=R™. Encontre Lq(x).

Teorema de Lyusternink. Considere Q := {x € R" : F(z) =0}, 2* € Qe F:
R™ — R™ é continuamente diferencidavel. Suponha que DF'(z*) é sobrejetiva
(i.e. DF(z*)(R™) = R™). Entao Tq(z*) = {d € R" : DF(a*)d = 0}.

. Prove as propriedades:

(a) Considere Cy,Cy C R™ tais que C; C Cy. Entao, C5 C C¥.
(b) Sejam C; C R™, Cy C R™ dois cones. Entao

(C1 xCy)° =07 xC3.

(¢) Sejam Cq,Cy C R™ dois cones. Entao
(C1+C2)°=C7NCy.

(d) (Teorema Bipolar). Se C' é um cone convexo fechado. Entao,

(C°)° = C.

. Lema de Farkas: Dados vetores ay,...,a, ¢ b em R". Entao, exatamente um

dos seguintes sistemas tém solugao:
o > Biai=b,0< B, B
e alx>0,Vi=1,....,mebz>0,zecR"

Use o Lema de Farkas para provar que a condicao de Fritz John vale em
minimizadores locais (Teorema |1.2)).

Suponha que as fungdes f, g; s@o convexas e h; sao afins. Se a condigao de
Fritz John vale em z* com Ay # 0, entdo z* é um minimizador local.

Suponha que a condigao de Fritz John vale em um ponto viavel z* com mul-
tiplicadores (Ao, A, i), isto é:

m p
MV F(@ )+ NiVhi(a*) + > Vg (@) =0
i=1

j=1

com A > 0, pj > 0 e p;g;(z*) =0Vj =1,...,p. Suponha agora que os
vetores { AoV f(z*), Vhi(z*), u;Vg;(z*) : 5 =1,...,p,a = 1,...,m} geram o
espaco R”. Entao, temos que z* é um minimizador local.

A condicdo de Fritz John nao é suficiente para garantir otimalidade.

Considere o seguinte problema (com restri¢es lineares).

minimizar  f(z,y) = —x

sujeitoa  g1(z,y) =x+y <0
g2(z,y) == —x —y <0,
gs(z,y) == -z <0

Mostre que a condi¢ao de Fritz John vale em (0,0) mas (0,0) ndo é minimi-
zador local.



13. Considere o seguinte critério de parada de um algoritmo iterativo:
Fizado € > 0, pare ao encontrar um ponto x e multiplicadores A e p com p > 0
tais que

[(hi(2))i |l < €, [|(max{0, g; (2)})j_ | < e,

IVf(2) + 2250 AiVhi(@) + 325 w5 V;(@)]] < emax{L, Moo, [llloc}
para j =1,...,p, se g;(x) < —¢, entdo pu; = 0.

Suponha que € — 0 e zF é um ponto que satisfaz o critério de parada com
€ := & Mostre que qualquer ponto limite de {#*} cumpre a condicio de
Fritz John.
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Capitulo 2

Condicoes de otimalidade de
primeira ordem

Sendo o cone tangente Tq(x) um objeto geométrico dificil de ser simulado numerica-
mente, gostariamos de definir um objeto analitico que capture o mesmo espirito do
cone tangente. A ideia serd usar, em lugar de cada funcao de restrigdo, uma apro-
ximacao de primeira ordem para cada uma das fungoes de restricdo. Assim, em torno
de z € €, as restrigdes ndo lineares de igualdade, h;(x +d) =0,i =1,...,m, serdo
substituidas pelas restri¢oes que definem o hiperplano tangente, a saber, Vh;(z)*d =
0 e de forma andloga, as restri¢des de desigualdade g;(z + d) < 0,j € A(z) serdo
substituidas pelas restri¢oes que definem o hiperplano tangente Vg, (z)’d < 0. Desta
maneira, podemos definir um cone que captura a informacao, até de primeira or-
dem, contida no cone tangente. Este cone é chamado de cone linearizado conforme
a defini¢ao abaixo:

Definicao 2.1 (Cone linearizado). Dado = € €, denotamos por Lqo(x) o cone
linearizado de € em x, dado por

Lo(z) ={deR"|Vhi(z)"d=0,i=1,...,m;Vg;(z)'d <0,j € A(z)}.

O cone linearizado, em muitos casos, coincide com o cone tangente, como por
exemplo, quando as restri¢oes vém dadas por fungdes lineares. Como veremos ao
longo do texto, a relagao exata entre o cone linearizado e o cone tangente terd um
papel importante em nossa andlise. Continuamos com a seguinte proposicgao.

Proposicao 2.1. Sempre se cumpre que To(z*) C Lo(z*).

Demonstragio. Seja d € Tq(x*), por definigdo, existem sequéncias {t;} € R, e
{d*} tais que t, — 0, d* — d e * +t;,d* € Q para todo k € N. Usando a expansao
de Taylor e o fato que h;(z*) =0, g;(z*) =0, para todo ¢ = 1,...,m, j € A(z*)
temos

hi(x* + trd®) = t,Vhi(z*)Td" + o(ty) = 0; ie{l,...,m} (2.0.1)

g;(x* + t,d") = t,Vg;(z*)Td* + o(ty,) < 0; j € A(x™). (2.0.2)
Dividindo por tj as expressoes (2.0.1) e (2.0.2) e tomando limite, obtemos que

d pertence ao cone linearizado Lqo(x*). O

Em muitos casos, a inclusdo To(z*) C La(a*) é estrita. De fato, considere o
seguinte exemplo.

11
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Exemplo 2.1. (A4 inclusio Ta(x*) C Lo(z*) pode ser estrita)
Considere o ponto z* = (0,0) e a regido vidvel
Q= {(x1,22) € R?: z120 = 0,21 > 0,20 > 0}.

Nesse caso, calculando, temos que o cone linearizado é o ortante positivo, i.e.
Lao(z*) = Ry x Ry, enquanto o cone tangente é formado pela unido dos semi-
eixos positivos, ainda mais To(z*) = Q.

T2 T2 T2

I T L1

Figura 2.1: Conjunto viavel = {(x1,22) € R? : 3129 = 0,27 > 0,29 > 0}, cone
tangente To(x*) e cone linearizado Lq(z*).

Embora os cones nao coincidam, é facil verificar que o polar de ambos os cones
é o ortante negativo. Assim, mesmo que a inclusdo To(z*) C Lo(a*) possa ser
estrita, é possivel que Tq(z*)° = Lq(2*)°. Da Proposigao sempre temos que
La(x)° C To(x)°. O seguinte exemplo mostra que esta inclusdo também pode ser
estrita.

Exemplo 2.2. (A inclusio L(x*)° C T (z*)° pode ser estrita)
Considere o ponto z* = (0,0) e a regido vidvel
Q= {(z1,20) ER? : 29 < —a, 19 > 23}
Podemos verificar que L(z)° = {0} x R e T(z)° = Ry x R. Antes de continuar,
To X2 €2

€ Mo T

Figura 2.2: Conjunto vidvel Q = {(x1,72) € R? : 2o < —a3, 25 > 23}, o polar do
cone tangente 7§ (z*) e o polar do cone linearizado £g,(x*)

lembremos o Lema de Farkas.

Lema 2.1. (Lema de Farkas) Considere vetores vy, ve,...,vs e w em R™. Entdo,
ecxatamente um dos segquintes sistemas possui solucao.

1Y o =w, 0<a; paratodoi=1,...,s.
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2. wlz >0, vz <0 para todo i =1,...,s.

Supondo que Tq(z)° = La(z)°, a condicao de otimalidade geométrica se reduz
a —V fo(z) € La(x)°. Calculando o polar do cone linearizado, obtemos:

La(x)>=CveR"|v= Z)\thi(x) + Z wiVgi(z), p; > 0,4 € A(x), N € R
i=1 JEA(x)

Com efeito, seja S(x) o cone do lado direito da igualdade acima. Da definigao
de S(x) temos que S(z) é um cone convexo. O Exercicio 3 do Capitulo 2 garante
que S(z) é um conjunto fechado. O Lema de Farkas assegura que S(z)° = Lqo(z).
Logo, temos que Lo(x)° = (S(x)°)°. J4 que S(x) é um cone convexo fechado, o
Exercicio 8d do Capitulo 1 garante que (S(z)°)° = S(x). Assim, Lq(z)° = S(x).

Note que a condicdo —V f(x) € Lq(z)° é precisamente a condigao KKT.

Teorema 2.1 (Karush-Kuhn-Tucker). Seja x uma solugdo para o problema
e assuma que To(x)° = Lo(x)°. Entdo, existem multiplicadores de Lagrange \; € R,
i=1,...,meu; Ry comp; =0, j ¢ A(z) tais que

Vi) + > NVhi(x)+ Y 1Vg(x) =0. (2.0.3)
=1 )

JEA(z

Os pontos vidveis € Q que cumprem ([2.0.3)) sdo chamados pontos estaciondrios
(ou pontos KKT) do problema, e sdo os principais candidatos & solugdo quando o
problema cumpre uma condi¢ao de qualificacgao.

Defini¢ao 2.2. (Condi¢io de Qualificagio) Uma condicio de qualifica¢io (CQ)
€ uwma proposi¢cdo acerca da descri¢ao analitica do conjunto ), tal que sob essa
proposicao, todo minimizador local € um ponto estaciondrio.

Note que, por definigao, uma condi¢ao de qualificagao depende somente do con-
junto 2 e da sua representagao analitica, e nao da fungao objetivo.

Sendo assim, a igualdade dos cones polares é uma condi¢do de qualificacao,
chamada condi¢ao de Guignard [50]. Mais do que isso, a condigdo de Guignard é a
condigao de qualificagdo mais fraca possivel [48], no sentido de que, fixado z* € ,
se para qualquer fungao objetivo f tal que x* é solucao do problema de minimizar
f(x) sujeito a x € Q, vale que z* é um ponto estacionério, entdo a condigdo de
Guignard é satisfeita em z*. O resultado segue da inclusao

Ta(z*)® C{=Vf(z") | f assume um minimizador local restrito a Q em z*}

e serd feita no Teorema no final desta sessao, onde corrigimos uma pequena
imprecisao de [48]. Note que a inclusdo reciproca

Ta(z*)° D {=V f(z*) | f assume um minimizador local restrito a  em z*}

também é satisfeita, e é precisamente uma re-escrita da condicao de otimalidade
geométrica do Teorema [1.1
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A condicao KKT fornece uma relagao simples entre a funcao objetivo e as res-
trigoes do problema. Ainda mais, ela pode ser facilmente verificada e implementada
em algoritmos. Por outro lado, a condicao KKT nao é uma condicao de otimali-
dade, considere por exemplo o problema de minimizar x, sujeito a 22 = 0. Neste
caso, a unica solugao do problema é z = 0 e nao é um ponto estacionario.

Apesar disso, podemos associar a condicao KKT, condi¢oes de otimalidade. As
condicoes de otimalidade classicas associadas & condigao KKT sao da forma

“KKT ou nao-CQ”,

onde CQ é uma condigao de qualificagao qualquer.

Quanto menos exigente a condicao de qualificagao, mais forte é a condicao de
otimalidade associada, e mais interessante se torna na pratica, pois possui maior
chance de ser verificada. Com efeito, considere duas condicoes de qualificacao CQ;
e CQ, e suponha que CQ, implica CQ,. Em outras palavras, CQ, é mais fraca que
CQ;. Por conseguinte, se CQ, nao se verifica, CQ; também nao se verifica. Assim,
obtemos a seguinte implicagao:

“KKT ou néo-CQy” = “KKT ou nao-CQ;.”

7

Em outra palavras, a condicao de otimalidade “KK'T ou nao-CQ,” é mais forte que
“KKT ou nao-CQ,”.

Embora conhegamos a condi¢ao de qualificagdo mais fraca possivel (Guignard),
nao se conhece um algoritmo capaz de encontrar pontos estacionarios, a menos
que se exija mais regularidade do problema. Em outras palavras, nao se conhece
algoritmos que geram pontos que satisfazem a condigao de otimalidade “KKT ou
nao-CQ”, onde CQ é a condicao de qualificagao de Guignard. Sendo assim, o estudo
de condigoes de qualificacao mais exigentes que Guignard, mas que permitam a
prova de convergéncia global de algoritmos, é o tema central deste trabalho. Em
mais detalhes, temos tipicamente que algoritmos de otimizacao sao iterativos e
geram sequéncias possivelmente divergentes, entretanto, o que somos capazes de
provar é que, para qualquer escolha do ponto inicial, se uma sequéncia gerada
por um algoritmo possui um ponto de acumulagao, entao sob uma condigao de
qualificagao (mais forte que Guignard), este ponto é estaciondrio para o problema.
A um resultado deste tipo chamamos de convergéncia global, ou convergéncia global
de primeira ordem.

2.1 Condicoes de qualificacao

A condigao de igualdade entre os cones To(z) = Lo(x), mais exigente que Guignard,
é chamada condicdo de Abadie [1], e é frequentemente satisfeita sob a maioria das
condicgoes de qualificacao classicas. Entretanto, supor Abadie ainda nao é suficiente
para a convergéncia global de algoritmos.

A seguir, vamos listar as condi¢bes de qualificacao associadas a algoritmos, ini-
ciando das mais restritivas, embora a conexao com algoritmos seja postergada para
a préoxima segao.

Definicao 2.3. (Condi¢do de Independéncia Linear) Dizemos que a condi¢io de
independéncia linear (LICQ) - ou regularidade - vale no ponto vidvel x, se o0s gra-
dientes das restrigcoes de igualdade e de desigualdade ativas sdo linearmente inde-
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pendentes, isto €,
{Vhi(z),Vgj(x):i=1...,m, je A(z)} sio linearmente independentes.

LICQ possui vérias propriedades importantes. Por exemplo, sob LICQ, temos
que os multiplicadores de Lagrange sao tnicos. De fato, se (A, i) e (A, 1) s@o dois
multiplicadores associados a (1.1.1)). Entao temos que Vf(z) + > 1" \;Vh;(z) +

YA HiVyi(x) =0e Vf(z) + > NiVhi(z) + > jeA( HiVgi(z) = 0. Sub-
traindo as expressoes temos que

m

ST = M) Vhi(@) + > (i — 1) Vgi(x) = 0.

i=1 jEA(z)

Da independéncia linear de {Vh;(z),Vg;(z):i=1...,m, j € A(x)}, concluimos
que A\ = Ne i = ji. Provando a unicidade das multiplicadores.

Uma abordagem classica para a prova da existéncia de multiplicadores de La-
grange em uma solucao do problema consiste em supor LICQ na solucao e usar o
Teorema da Fungao Implicita para provar a igualdade dos cones tangente e lineari-
zado (condi¢ao de Abadie).

Exigindo LICQ, hé pouco espaco para redundéancia na descrigdo do problema.
De fato, se os gradientes de duas restri¢oes sao coincidentes, LICQ nao é satisfeita.

Na definicao a seguir podemos enfraquecer LICQ de modo a permitir este tipo
de redundancia. Explorando o fato que os multiplicadores de Lagrange associados
as restricoes de desigualdade sao nao-negativos, é possivel definir uma condigao
de qualificacao menos exigente que LICQ, denominada condi¢ao de Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ, [61]).

Defini¢ao 2.4. (Condi¢do de Mangasarian-Fromovitz) Dizemos que a condi¢ao de
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) vale em x € Q quando

D AVhi(z)+ > V(@) =0, p; >0
i=1 jEA(x)

implica que A; =0, p; =0 para todoi=1,...,m, j € A(x).

Neste caso diremos que os gradientes {Vh;(z),Vg;(z) :i=1...,m, j€ A(z)}
sao positivo-linearmente independentes.

Utilizando o Lema de Farkas, podemos ver que a condi¢io MFCQ, ver [73], é
equivalente a existéncia de uma direcao estritamente vidvel, no seguinte sentido:

1. {Vh;(z*),i=1,...,m} é linearmente independente;

2. Existe uma diregdo d € R™ tal que Vh;(z)"d = 0 para todo i = 1,...,m e
Vy;(z)Td < 0 para todo j € A(z).

De fato, esta é a maneira como a condicao foi originalmente proposta.

Embora sob MFCQ nao se possa garantir a unicidade dos multiplicadores de
Lagrange, sabe-se que ela é equivalente ao fato do conjunto de multiplicadores de
Lagrange ser um conjunto fechado, limitado e nao-vazio [45]. Mais especificamente,
MFCQ garante a compacidade do conjunto de multiplicadores de Lagrange inde-
pendente da fungao objetivo, e, se existe uma fungao objetivo tal que o conjunto de
multiplicadores de Lagrange é compacto, entao vale MFCQ. E interessante observar
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que a condi¢ao de otimalidade oriunda de MFCQ), isto é, “KKT ou nao-MFCQ” é
precisamente a condicao de Fritz John. Isto é, sob MFCQ, todos os multiplicadores
de Fritz John sao também multiplicadores de Lagrange, o que nao é verdade sob
uma CQ mais fraca.

Em muitos casos de interesse, a unicidade dos multiplicadores de Lagrange sim-
plifica a andlise de convergéncia, assim como a andlise de estabilidade para varios
métodos numéricos. Assim, saber sob quais condi¢bes os multiplicadores de La-
grange sao Unicos, torna-se importante.

Definigao 2.5. (Condicio de Mangasarian-Fromovitz estrita, [57]) Suponha que
(A, 1) € R™ x R seja wm multiplicador de Lagrange associado a x € Q. Dizemos
que a condi¢io de Mangasarian-Fromovitz estrita (SMFCQ) vale em x quando os
gradientes das restrigoes {Vh;(x),Vg;(z) : i € {1,...,m},j € A(z) com p; > 0}
e {Vy;(z):j € A(z) com p; = 0} sdo positivo-linearmente independentes (a parte
“positiva” estd associada ao sequndo conjunto de vetores).

Note que, sob SMFCQ), as restri¢coes de desigualdade ativas associadas a um
multiplicador positivo sdo tratadas como restricoes de igualdade na definicdo de
MFCQ.

Proposigao 2.2. A unicidade dos multiplicadores de Lagrange € equivalente a
condi¢ao SMFCQ.

Demonstragdo. Para mostrar a equivaléncia de SMFCQ com a unicidade do multi-
plicador, assuma que (A, i) # (A, i) seja outro multiplicador de Lagrange associado
a x € (), entao, da condicao KKT temos

m

D= X)Vhi(x)+ Y (- p)Vgi@)+ Y. i Vg(e) =0,

i=1 GEA() >0 FEA()|p;=0

o que contradiz SMFCQ.

Agora provaremos a reciproca. Seja (A,p) € R™ x RY um multiplicador de
Lagrange. Suponha que nao vale SMFCQ. Entéo, existe 0 # (A, i) € R™ x R com
fj > 0 para j € A(z) e p;j = 0 tal que Y . A\ Vh(z) + > jeaw) PiVyi(z) = 0.
Claramente, temos que Vf(a:)—kzlﬁl(/_\i+)\¢)Vhi(z)+ZjeA(I)(ﬂj +u)Vg,(x) =0.
Tomando (A, /i) pequeno o suficiente de modo que jij + u; > 0 para j € A(z) temos
que (A + A, fi + p) é um multiplicador de Lagrange diferente de (A, j1). Assim, nio
h& unicidade dos multiplicadores de Lagrange. O

Observe que a definicao de SMFCQ depende previamente da existéncia de um
multiplicador de Lagrange (o que torna confusa a sua defini¢do como uma “condicao
de qualificagdo”), e portanto depende implicitamente da fungdo objetivo. Uma
condicao de qualificacao que é equivalente a existéncia e unicidade de multiplicado-
res de Lagrange para qualquer fungao objetivo é a LICQ [77], isto é, se assumimos
que para qualquer funcdo objetivo, existem multiplicadores de Lagrange que cum-
prem SMFCQ, entao vale LICQ.

Teorema 2.2. LICQ vale em x* se, e somente se para toda fungao objetivo suave
f que possua um minimizador local x*, existe um unico multiplicador de Lagrange
associado a f.
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Demonstracdo. Sé mostraremos que se para qualquer fungao objetivo, existem mul-
tiplicadores de Lagrange que cumprem SMFCQ), entao vale LICQ.

Com efeito, sendo z* € Q e definindo f(2) := =37, 4(,-) 9j(2) temos que z*
é um minimizador local de f em €. Suponha que existem tnicos multiplicadores

de Lagrange, associados a f, a saber uj = 1,5 € A(z™), w; = 0 caso contrério e
Af =0, Vi. Seja (a,f) tal que Y it a;Vhi(z*) + > jeas BiVyi(x®) = 0. E facil
ver que para C' > 0 grande o suficiente, (\, i) := (\*, u*) +C " (a, B) é também um

multiplicador de Lagrange associado a f, donde concluimos que (A, i) = (A*, u*).
Assim, temos que («, 5) = 0 e vale LICQ em z*. O

Uma outra maneira de enfraquecer LICQ é, ao invés de requerer posto com-
pleto para o conjunto de gradientes, permitir que o posto seja deficiente, desde
que permaneca deficiente em uma vizinhanga do ponto. Esta condigao é chamada
dependéncia linear constante. Para que este enfraquecimento seja de fato uma
condicao de qualificacao, é necessario exigir tal propriedade para todos os subcon-
juntos de gradientes, da maneira a seguir:

Definicao 2.6. Dizemos que wvale a condigdo de posto constante (CRCQ, [55])
em x € Q se existe uma vizinhanca B de x tal que para todo T C {1,...,m},
J C A(z), se {Vh;(x),Vgj(z) : i € Z,j € J} € linearmente dependente, entdo
{Vhi(y),Vyg;(y) :i €Z,j € T} € linearmente dependente para todo y € B.

Equivalentemente, a condicdo de dependéncia linear constante pode ser subs-
tituida pela condicao de posto constante, isto é, vale CRCQ se, e somente se, existe
uma vizinhanca B de x tal que para todo Z C {1,...,m}, J C A(z) o posto de
{Vhi(y),Vg;(y) :i € Z,j € T} se mantém constante para cada y € 5.

Em uma primeira anilise, CRCQ parece ter pouca relacao com LICQ, ji que
CRCQ faz exigéncias em toda uma vizinhanca de z, além de ser descrita para
todo subconjunto de restricoes. Entretanto, ao exigirmos LICQ, estamos exigindo
independéncia linear para todos os subconjuntos de restrigdes e em toda uma vi-
zinhanca do ponto, em outras palavras, LICQ pode ser equivalentemente descrita
como: Existe uma vizinhanca B de x tal que para todo Z C {1,...,m}, J C A(z),
o conjunto {Vh;(y),Vy;(y) :i € Z,j € J} é linearmente independente para cada
y € B. Estd observagao, mostra que CRCQ é mais fraca que LICQ. Nao é dificil
encontrar exemplos onde CRCQ vale mas LICQ falhe.

Um caso frequente em modelagem é quando uma restrigao de igualdade h(z) =0
¢ descrita analiticamente como duas restri¢oes de desigualdade g1 (x) := h(z) <0e
g2(x) := —h(z) < 0. Neste caso, embora os gradientes sejam positivo-linearmente
dependentes, o que faz com que MFCQ falhe, a dependéncia linear se mantém em
uma vizinhanca, o que faz com que CRCQ seja satisfeita. Outro caso frequente
em que CRCQ ¢ satisfeita é quando as restrigoes sao descritas por fungoes afins
(restrigoes lineares), o que justifica o fato que em otimizacao linear, sempre existem
multiplicadores de Lagrange (dados pela solugdo do problema dual).

Embora as condigoes CRCQ e MFCQ nao tenham nenhuma relacao de im-
plicacao, é sabido que sob CRCQ, é possivel reformular o problema de modo a
cumprir MFCQ (ver [58]).

Da mesma maneira que MFCQ enfraquece LICQ olhando para o sinal dos multi-
plicadores, a condigdo de dependéncia linear positiva constante (CPLD, [71]) enfra-
quece CRCQ no mesmo sentido.
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Definicao 2.7. Dizemos que a condicao de dependéncia linear positiva constante
(CPLD) vale em x € Q se existe uma vizinhanga aberta B de x tal que para todo
ZcC{l,...,m}, J C A(x), temos que se {Vh;(x),Vg;(z):i €Z,j€ T} é positivo-
linearmente dependente, entdo {Vh;(y),Vyg;(y) : i € Z,j5 € J} deve permanecer
positivo-linearmente dependente para todo y € B.

Note que na definicdo de dependéncia linear positiva, devemos considerar os
gradientes associados as restri¢coes de desigualdade ativas como os indices associados
aos escalares nao-negativos.

Mais recentemente, outro tipo de enfraquecimento destas condigoes surgiu na
literatura. A ideia é ndo considerar todos os subconjuntos de restri¢ées, em lugar,
sé devemos considerar certos subconjuntos.

Definicao 2.8. Dizemos que vale Relazed-CRCQ (RCRCQ, [65]) no ponto vidvel
x, se existe uma vizinhanga B de x €  tal que para todo J C A(x), o posto de
{Vhi(y),Vg;(y) :i=1,...,m;j € J} permanece constante para todo y € B.

Observe que na condicado RCRCQ, s6 é necessério verificar a propriedade de
posto constante para subconjuntos que incluem todas as restricoes de igualdade.
Assim, a verificagao de RCRCQ é mais simples que a verificagao de CRCQ.

Para definirmos uma relaxacao andloga para CPLD, chamada Relaxed-CPLD,
(RCPLD, [9]), vamos interpretar a condi¢gio RCRCQ em termos de dependéncia
linear constante.

Considere um conjunto B C {1,...,m} tal que {Vh;(z),i € B} forma uma base
para o subespaco gerado pelos gradientes {Vh;(z) : ¢ = 1...,m}. Tal subespago é
denotado como span{Vh;(z):i=1,...,m}.

A condigdo RCRCQ pode ser equivalentemente definida como a existéncia de
uma vizinhanga B de z tal que:

1. {Vh;(y) :i=1,...,m} tém posto constante para todo y € B;

2. Para todo J C A(x), se {Vh;(x),Vyg;(z) : i € B,j € J} é linearmente
dependente, entdo {Vh;(y),Vg;(y) : i € B,j € J} é linearmente dependente
Yy e B

A definicado de RCPLD é como a definigdo acima, mas utilizando a propriedade
de dependéncia linear positiva constante.

Defini¢ao 2.9. Dizemos que vale Relaxed-CPLD (RCPLD, [9]) no ponto vidvel x,
se fizado B C {1,...,m} tal que {Vh;(x),i € B} forma uma base para span{Vh;(zx) :
i=1...,m} as sequintes condigoes valem:

1. {Vh;(y): i =1...,m} tém posto constante para todo y € B;

2. Para todo J C A(x), se {Vh;(x),Vg;(x):i€ B,j € J} € positivo-linearmente
dependente, entao {Vh;(y),Vyg,(y):i€ B,j € J} € positivo-linearmente de-
pendente Yy € B

Como mostra 9], a defini¢do é independente da escolha da base B.

As relaxacoes acima sdo incompletas no sentido que ainda exigem a verificagdo da
condicao para todos os subconjuntos de restrigoes de desigualdade ativas. A seguir,
vamos definir a condi¢ao CRSC (constant rank of the subspace component, |10]) que
detecta exatamente qual é o subconjunto de gradientes que deve manter o posto,
para garantir a existéncia de multiplicadores de Lagrange.
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Considere o polar do cone linearizado

Lo(x)=cveR"|v= Z)\thi(x) + Z w;Vyg;(x),pny >0,5 € Az) p,
i=1 jEA(x)

e considere o maior subespago contido em Lq(x)°. J& que Lo(x)° é um cone fechado
convexo, o maior subespago contido em Lq(z)° é dado por Lq(z)° N —La(z)° e é
chamado de subespaco componente.

Devido a que Lqg(x)° é finitamente gerado, o subespago Lq(z)° N —Lqg(x)°
é também finitamente gerado. Vejamos quais sao os vetores que geram este su-
bespago. Certamente, os vetores Vh;(x) devem pertencer ao conjunto de geradores
deste espago. Agora, considere os vetores Vg;(z). O vetor Vg;(x) encontra-se em
La(x)° N —Lao(z)° se e somente se —Vyg;(z) € Lo(x)°. Isto nos leva a considerar o
seguinte conjunto de indices, J_(z) := {j € A(z) : —Vyg;(z) € Lo(z)°}. Com essa
notagao nao é dificil ver que o subespaco Lqo(x)° N —Lg(x)° é o subespago gerado
pelos vetores {Vh;(z),Vg,(z):i=1,...,m,j € J_(z)}.

As restrigoes de desigualdade com indices em J_(x) correspondem a restrigao
de desigualdade que se comporta como uma restricao de igualdade, pelo menos na
maneira de compor o polar do cone linearizado, ja que os escalares correspondentes
a esta restricao tem sinal irrestrito.

Definigao 2.10. Dizemos que x € Q satisfaz CRSC quando existe uma vizinhanga
B de x tal que os gradientes {Vh;(y),Vg,;(y) :i=1,...,m,j € J_(x)} tém posto
constante para todo y € B.

De fato, sob CRSC, é possivel mostrar (ver [10]) que as restricoes em J_(x)
atuam localmente como igualdades, isto é, existe uma vizinhanga B de x tal que
para todo y € BN e para todo i € J_(z), vale f;(y) = 0.

A condigao CRSC unifica todas as demais, no sentido que é implicada pelas
condigdes apresentadas anteriormente (LICQ, MFCQ, (R)CRCQ e (R)CPLD). O
conceito de posto constante é adequado para lidar com restrigoes de igualdade, en-
quanto o conceito de dependéncia linear positiva se adapta melhor as desigualdades,
enquanto a CRSC incorpora de maneira simples os dois conceitos.

Em certo sentido, todas as condigoes de qualificagao anteriores estao garantindo
que a decomposicao de Lo (x)° na soma direta entre seu maior subespaco e um cone
pontudo, seja tal que a componente de subespago mantenha localmente a dimensao.

Para ter uma melhor compreensdo geométrica de Lq(x)°, podemos analisar as
possiveis decomposicoes de Lo (x)° na soma direta entre seu maior subespago e um
cone pontudo. No caso em que o espago é R, temos as seguintes possibilidades,
dependendo da forma de Lg(z)°.

e Um ponto. Nesse caso, tanto o cone pontudo como o maior subespago coinci-
dem e ambos tém dimensao 0.

e Um raio. O subespago componente tem dimensao 0 e o cone pontudo tem
dimensao 1. Nesse caso, o cone pontudo coincide com o polar do cone linea-
rizado.

e Uma linha. Neste caso, o subespaco componente tem dimensao 1 e o cone
pontudo tem dimensao 0.

Em R?, além das possibilidades j4 mencionadas, temos:



20 Condigoes de otimalidade de primeira ordem

e Um setor angular. Aqui, o subespaco componente tem dimensao 0 e o cone
pontudo tem dimensao 2.

e Um semi-plano. O subespago componente tem dimensao 1 e o cone pontudo
tem dimensao 1 ou dimenséao 2 (apontando para o interior do semi-plano).

e Todo o espaco. Nesse caso, o subespago componente tem dimensao 2 e o cone
pontudo tem dimensao 0.

A Figura 2.3 mostra uma decomposicao em uma soma direta entre o subespago
componente e 0 maximo cone pontudo.

Maior cone pontudo de Lq(x)°

Maior subespaco de Lq(z)°

Figura 2.3: Decomposi¢ao de um cone em um subespago e em um cone pontudo.

Todos os enfraquecimentos acima sao possiveis ainda mantendo o fato de ser
uma condicdo de qualificacdo, além disso, as condicoes apresentadas sao estdveis,
no sentido que se valem em um ponto, entao valem em uma vizinhanga deste ponto.

Mais importante, as condigoes de qualificacao apresentadas fornecem condigoes
de otimalidade mais fortes e possiveis de serem verificadas na pratica, no sentido que
somos capazes de construir algoritmos eficientes com convergéncia global para um
ponto estacionario sob estas condigoes. Além disto, todas as condigoes apresentadas
garantem a validade da propriedade de error bound, isto é, a distancia ao conjunto
viavel pode ser medida, em uma vizinhanga de x, utilizando uma medida analitica
de inviabilidade.

Definigao 2.11. Dizemos que vale a condi¢do de Error Bound em x € ) se eziste
uma vizinhanca B de x e uma constante o > 0 tal que para todo y € B wvale:

min llz —yll < amax{|hi(y)l],..., [hm(y)],max{0,g1(y)},..., max{0, g,(y)}}.

Teorema 2.3. A propriedade de Error Bound é uma condicdo de qualificagao.

Demonstragao. Seja d € Lo(x). Pelo teorema de Taylor, temos que h;(x + td) =
o(t), i =1,...,m, gj(x +td) < o(t), j € A(z) e gj(x +1td) <0, j ¢ A(z), para
t > 0 suficientemente pequeno, onde o(t)/t — 0, quando ¢ — 0. Logo, usando a
propriedade do error boud, temos que dist(z + td, ?) = o(t). Logo, néo é dificil ver
que d € To(z). Assim, a condi¢ao de Abadie é satisfeita. O
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A Figura mostra a relagao entre as condigoes até aqui apresentadas.

E interessante observar que o error bound é a condi¢ao de qualificacdo mais fraca
possivel que garante a validade da condicao KKT para todas as fungoes objetivo
da forma f := fs + f., onde fs é continuamente diferencidvel e f. é convexa possi-
velmente nao-suave [20]. Para mais informagoes acerca do significado das condigoes
KKT para o caso nao-suave, ver [26}33,/66L75].

Tem
\ /

[Guignard CQ](—{V f, min. local = KKT]

Vf:= fs + fe, min. local = KKT]

Figura 2.4: Relacao entre as condic¢oes de qualificacao apresentadas. Onde fs é uma
fungao C! e f. é uma fungao convexa (possivelmente nao-suave) quaisquer.

No caso suave, a condicao mais fraca possivel que garante KKT é a condigao
de Guignard. Terminamos esta sessdo com a prova deste resultado de [48], onde
corrigimos algumas pequenas imprecisoes do trabalho original.

Teorema 2.4. Seja v € Q. Entio Lo(x)° = Ta(x)° (condi¢io de Guignard) é
equivalente ao fato que para qualquer funcao f que assume minimo restrito a ) em
z, € tal que x € um ponto KKT.

Demonstracao. O fato que a condicao de Guignard é uma condicao de qualificagao
ja foi mostrado ao longo do texto. Sabemos também que Lq(x)° C Ta(x)°.

Agora, seja d # 0 € Tqo(x)°. Vamos construir uma fungdo suave f que assume
um minimo local em z (restrito a ), de modo que d = —V f(x). A hipétese de
ser estaciondrio para este problema resulta em d € Lo(x)°. Definimos Cy,k > 1 o
cone de diregoes nao nulas que formam angulo entre 0 e 5 — 743 com d. Entao, para
cada k > 1, existe €, > 0, tal que QN B(x, &) C R™"\Cy. Com efeito, se existisse k
tal que 2 € C, N Q, 2" — =z, entdo <d, ﬁ> > ||d|| cos(5 — +2=) > 0. Tomando o

2~ k+3
limite em ¢ para uma subsequéncia temos (d,y) > 0 com y € To(z), o que contradiz
o fato de d € To(z)°. Definimos €1 = min(é1,1) e e = min(éy, %5=+), k > 1.
Vamos assumir sem perda de generalidade que z =0 e d = (0,...,0,1), assim,

definimos P : R"~! — R no subespaco ortogonal a d da seguinte maneira:
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0, sez=0,
P(z) ={ tan(3), selz| = e2,

tan(—=2—)er —tan(=5)e
tan( s )€k+1 + (k+1) k (k+2) k+1

e Izl = ert1), se eppr < lz]| < e

Observamos que P ¢ linear por partes e continua. Além disso, para 1 <
|2]] < ek, observamos que tan(;75)[2]| < P(2) < tan(g77)[2(|. Este fato é uma
propriedade geométrica de funcoes afins crescentes que assumem um valor negativo
na origem. Isso mostra que P é diferencidvel na origem com VP(0) = 0. Agora,
seja f : R® — R definida por f(y) = P(z) — d'y, onde y = (z,w) € R"1 x R
e vamos mostrar que f restrita a 2 assume um minimo local em 0. Com efeito,
seja y = (z,w) # (0,0) € R ! xR com y € QN B(0,e3). Como d = (0,...,0,1)
e P(0) = 0, basta mostrar que w < P(z). Se z = 0, caso w > 0 terfamos que y
seria um multiplo positivo de d € To(0)°, o que contradiz o fato de y € Q. Entao
w < 0= P(z).

Sendo z # 0, existe k > 2 tal que ex41 < ||z]| < ex. Logo P(2) > [|z] tan(375)-
Note que y ¢ C, é equivalente a dizer que w < tan(;73)[[2[|. Sendo y € 2N
B(0,e3) € R™\C5 temos w < tan(zi3)|2] < |z[. Assumindo w > 0, j& que
caso contrario o resultado é trivialmente verdadeiro, temos ||y|| = /||z||? + |w|? <
V22| < 2er < ex_1. Portanto y € QN B(0,e,_1) C R"\Cy_1. Sendo y & Cj_1,
temos w < tan(z—T75)|2[|. Segue que w < P(z).

Sendo f(0) =0e f(y) > 0 para y # 0 € S suficientemente pequeno, segue da
hipétese que 2z = 0 é um ponto KKT, ou seja d = =V f(0) € La(z)°. O

A construgao pode ser feita com f diferenciavel em todo R™ e de modo que z
seja o unico minimizador global de f restrito a Q. Ver [74] Teorema 6.11].

2.2 Condicoes sequenciais de primeira ordem

Na pratica, usando algoritmos iterativos, nao verificamos condigoes do tipo “KKT
ou nao-CQ” onde CQ é alguma condicao de qualificagao. Isso porque um algoritmo
iterativo gera uma sequéncia {z*}, onde apenas no limite esta condicio é verifi-
cada. Numericamente, é preciso utilizar condigoes de otimalidade que possam ser
verificadas no ponto z* disponivel na iteracio k& do método. Sendo assim, o que
se verifica, tipicamente, é se z* satisfaz, aproximadamente, a condicdo KKT. Isso
fornece certa confianca de que zF é um bom candidato para a solucao do problema
e o algoritmo para. Condigoes sequenciais de otimalidade fornecem a ferramenta
tedrica que justifica esta pratica.

Dizemos que x satisfaz a condigdo sequencial de otimalidade associada & pro-
posicdo matemdtica P se existe uma sequéncia z¥ — z tal que P({z*}) é satisfeita.
A proposigao deve ser de tal forma que sempre que = é uma solugao do problema,
deve existir uma sequéncia z* — z que cumpre P. Tipicamente o cumprimento de
P esté associado a um parametro €, — 0. O parametro €5 pode ser considerado
como tolerancia ao erro. Assim, se sabemos que um algoritmo gera sequéncia que
cumpre P, é seguro terminar a execucao do algoritmo quando o parametro €, asso-
ciado é pequeno o suficiente. No texto mencionamos as duas condigoes sequenciais
mais conhecidas, a condiggo AKKT e a condi¢gao AGP.
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2.2.1 Condicao Aproximadamente KKT

A condi¢ao sequencial de otimalidade mais frequentemente utilizada na pratica é a
condicdo Aproximadamente-KKT que definimos a seguir:

Definicao 2.12 (Aproximadamente-KKT, [7]). A condi¢do Aprozimadamente KKT
(AKKT) ¢é satisfeita mno ponto vidvel = € Q, se evistem sequéncias {z*} C R",
{OF, 1"} CR™ X RE com p =0, j ¢ A(z) e 2¥ — x tais que

m

VEEE) + Y MV + Y whvg k) = 0.
i=1 JEA(m)

Quando {z*} é uma sequéncia como na defini¢ao acima dizemos que {*} é uma
sequéncia AKKT. Note que a sequéncia nao precisa ser formada por pontos vidveis.

O teorema a seguir mostra como verificar AKKT na pratica e como é usada
como critério de parada.

Teorema 2.5. O ponto v satisfaz AKKT se, e s6 se, evistem sequéncias {x*},
{\F, 1*)} CR™ x RE e {ex} C Ry tais que 2F — z, e, — 0 e

(i (2™))i || < ek, [[(max{0, g; (z") )5y Il < e,

m p
IVF(2*) + ) AEVhi(a®) + Y uh Vg (a*)] < e,

i=1 j=1

Vi=1,...,p, se gj(xk) < —¢}, entdo ,uf =0.

Demonstra¢do. Suponha que z satisfaz AKKT. Procedemos a definir ¢;, satisfa-
zendo as condigOes descritas acima. Defina

ex = max{[|(hi(z"))74 ||, [|(max{0, g; (=*) })]_, I,
IVF(@*) + 320 M Vhi(a®) + 327 15 Vg, (28Il —g; (%) 1 5 € A(@)}.

Da definigao de AKKT, temos que e; — 0. Note que se jo € {1,...,p} é tal
que gj,(z%) < —ep, entdo —g;, (z%) > ep > —g;(2*),Vj € A(z). Em particular,
Jjo & A(x). Portanto, basta re-definir u?o = 0 e temos o resultado.

Suponha agora que as condi¢oes valem. A continuidade das fungoes envolvidas
garante que x € ). Agora observe que se j ¢ A(x), entao g;(z) < 0, e portanto,
para k suficientemente grande vale g, (%) < —&y, logo uf =0 e vale AKKT. O

Observagao: Se um algoritmo gera uma sequéncia que cumpre as condigoes
descritas acima, temos que os pontos limites da sequéncia sao AKKT, e portanto
candidatos a solugao. Na pratica, o algoritmo para em uma iteracao k£ ao en-
contrar um iterando z* que cumpre as trés condicdes do Teorema para um
er < g, uma tolerancia pequena previamente estabelecida. Assim, é seguro dizer
que se o algoritmo nao fosse interrompido, a sequéncia gerada seria, provavelmente,
AKKT. Portanto, 2 é retornado como um bom candidato & uma aproximacao para
a solugao do problema.

No restante da secao, mostraremos que AKKT é uma condi¢ao de otimalidade,
e como tal deve ser satisfeita em qualquer minimizador local do problema, indepen-
dente da validade de condig¢oes de qualificacao.
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Para isto, vamos primeiro considerar o algoritmo de penalidade externa para o
problema
Minimizar  f(z),
Sujeito a hi(x)
(z)

onde Q C R™ é um conjunto fechado e ndo vazio. Considere a funcio

m

P(z) = hi(z)* + Z max{0, g;(z)}2.

i=1

A funcdo P(z) pode ser considerada como uma medida de inviabilidade associada
as restrigoes de igualdade e desigualdade.

Teorema 2.6. Escolha uma sequéncia {pp} C R com pr — +oo e para cada k,
seja o a solugdo (global), caso exista, para o problema

Minimizar  f(z) + pr.P (),
sujeito a x €.

Entdo, todo ponto limite de {x*} é minimizador global do problema original.

Demonstragdo. Seja x* um ponto limite arbitrdrio de {z*}, caso exista. Como Q
é fechado, temos x* € Q. Para mostrar que z* é um minimizador global de P(x),
sujeito a x € Q, assuma P(x*) > P(z),z € Q. Em uma subsequéncia apropriada
temos P(x*) > P(z) + ¢ para alguma constante ¢ > 0, o que podemos re-escrever
como f(z¥) + pP(a¥) > f(2) + peP(2) + (pre + f(z5) — F(2)). Assim para k
suficientemente grande temos (prc+ f(z¥)— f(2)) > 0 e portanto f(z*)+pp P(z*) >
f(2) + prP(2), o que contradiz a definicdo de z*.

Assumindo que o problema admite um ponto vidvel z € Q, P(z) = 0, temos
que x* é um ponto vidvel. Mas neste caso podemos mostrar ainda mais. Podemos
mostrar que x* é uma solugdo global. J4 que para todo z € Q, temos que f(z*) <
f(@F) 4+ pp P(2%) < f(2) + prP(2). Em particular, para todo z, tal que P(z) = 0.
Assim, para z vidvel temos f(z*) < f(z). Tomando o limite para uma subsequéncia
apropriada segue que f(z*) < f(z), e portanto todos os pontos limites, caso existam,
sao solugdes (globais) do problema quando a regido vidvel é ndo vazia. O

Com o teorema anterior a disposigao, provaremos que a condicaio AKKT é uma
condigao de otimalidade.

Teorema 2.7. Se x* € uma solucdo local, entao x* satisfaz AKKT.

Demonstracdo. Seja ™ um minimizador local e considere a aplicagao do algoritmo
de penalidade externa para o problema
Minimizar  f(z) + 3|z — 2*|]?,
sujeito a hi(x)=0,i=1,...,m,
g](x) < 07] = 17 s Dy
lz — 2*)|* < 4,

onde ¢ > 0 é um parametro suficientemente pequeno dado pela definigao de mini-
mizador local. Defina Q := {z € R" | [[x—2*|> < §}. Claramente, Q é um conjunto
nao vazio, limitado e fechado (i.e. compacto).
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Note que x* é a tinica solucio global. Pela compacidade de €, a sequéncia {z*}
gerada pelo algoritmo de penalidade externa estd bem definida, além disso, sendo
o conjunto vidvel nao vazio, como consequéncia do Teorema [2.6] todos seus pontos
limites s&o solucdes globais. Da compacidade de §) temos a existéncia de pelo menos
um ponto limite, e da unicidade da solucao, temos que ha um tnico ponto limite, a
saber, z*. Portanto, a sequéncia {xk} é uma sequéncia convergente com limite z*.

Para mostrar que {z*} é uma sequéncia AKKT, basta observar que ||2*—2*|| < &
para k suficientemente grande, e portanto, usando a defini¢ao da fungao P(z) e o
fato que o gradiente de f(z) + |z — 2*[|* + pi P(x) se anula em x = z*, temos

(2p1 max{0, g;(z*)}) Vg, («*) = 0.

V(b)) +aF —2* + i@pkhi(xk))Vhi(xk) +
=1

P
=1 j=
Defina \¥ = 2p,h;(2%), paratodoi=1,...,me ,u? = 2p;, max{0, g;(z*)} > 0, para
todo j =1,...,p. Ainda mais, temos que para j tal que g;(z*) < 0, se cumpre que
,u? = 0 para k suficientemente grande.

Assim, obtemos

Vi(h) +a* — a2 + Zx\thi(mk) + Z M?ng(xk) = 0.

i=1 JEA(z*)
Tomando o limite temos que x* satisfaz AKKT. O

Observagao A existéncia de multiplicadores Fritz John (Teorema pode
ser provada como uma consequéncia do Teorema De fato, sendo z* uma
solugao local, considere sequéncias {2z}, {(A",u¥)} C R™ x R com pf = 0,
j ¢ A(z*) como na Defini¢ao de AKKT, de modo que ¢ := Vf(zF) +
S AFVR (2F) + PRy pkVg;(z¥) — 0. Dividindo e por [[(1, A", u¥)]|, e j& que
I N*, )~ enll < llexll temos que

m p
abVfo(z®) + Y MVhi(aF) + 3 1kVg,(a*) — 0
=1

=1
onde alg = ||(17)‘kvuk)”_17 ab = H(L)‘kauk)n_l)‘ka Bk = H(L)‘kauk)H_luk e
(&, o, B¥)|| = 1. Tomando o limite em uma subsequéncia tal que {(af, a*, 3%)}

é convergente, temos que tal limite é um multiplicador que satisfaz as condicoes do
Teorema

Dada a equivaléncia da condigao de Fritz John com a condigao de otimali-
dade “KKT ou nao-MFCQ”, a demonstracdo anterior também prova que um ponto
AKKT que satisfaz MFCQ deve ser um ponto KKT. Os Teoremas e ge-

neralizam este resultado.

Existem véarias razoes para a popularidade da condigago AKKT, nao somente
pela sua simplicidade, mas também devido a sua associagao com muitos algoritmos
préticos (ver [10]). Entre os diferentes métodos mencionamos o método de Lagran-
giano aumentado [4,31], alguns métodos de programagao quadrética sequencial [71],
alguns métodos de pontos interiores [37] e métodos de restauragao inexata [63]. Ou-
tra importante caracteristica é a capacidade de provar convergéncia global destes
métodos sob condigoes de qualificagao mais fracas que as usuais. Por outro lado,
existem outros algoritmos praticos que nao geram sequéncias AKKT, como o caso
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do método de Newton-Lagrange, [13].

A seguir, vamos mostrar que o método de Lagrangiano aumentado definido no
Algoritmo [27I] gera sequéncias AKKT. O método de Lagrangiano aumentado é
um dos métodos mais populares para resolver problemas de otimizagao, ampla-
mente estudado na literatura desde sua introducao por Hestenes e Powell. Ver
[24,128,/29,/31,/441/52,/69,|70] e as referéncias ali mencionadas,

O método de Lagrangiano aumentado estd baseado no método de penalidade,
mas as estimativas dos multiplicadores de Lagrange sao usadas para evitar o mal-
condicionamento inerente aos métodos de penalidade quadréatica, uma vez que o
parametro de penalidade deve ir a infinito. O método de Lagrangiano aumentado
(ou método dos multiplicadores) serve como base para implementagoes de alta qua-
lidade como LANCELOT, PENOPT ou ALGENCAN.

Dado p > 0 e vetores (A, ) C R™ x RP, ;v > 0, considere a fungdo Lagrangiano
aumentado:

m p

Lt = 160+ 5 [ 32 (o) +2) + 32 (man {0+ 2})

i=1 j=1

O método é definido da seguinte maneira:

Algoritmo 2.1 (Método de Lagrangiano aumentado). Sejam Amin < Amax,
tmax >0, v>1,p1 >0e7€(0,1). Tome {e} C Ry uma sequéncia de escalares
positivos tal que lime, = 0.

Defina A\j € [Amins Amax),@ € {1,...,m} e pj € [0, pmax),j € {1,...,p}. Escolha
2% € R™ como ponto inicial arbitrdrio. Defina V° = max{0, g(z°)}. Inicialize com
k=1.

1. (Minimizagdo)
Encontre um minimizador aprozimado ¥ de L, (x, NF uk). Isto é, determine
x* que satisfaca:
HVLPk (xkv )‘kv Nk) ” < €k

2. (Atualizagdo do parametro de penalidade)
Defina para todo j € {1,...,p}

V= max{g;(«*), i/ p}.

Se max{||h(z")]|oo, [V*lloo} < 7max{[|A(z"~)]loo, [V }
defina prp+1 = pr; Caso contrdrio, coloque pr+1 = Ypr;

3. (Atualizagao dos multiplicadores de Lagrange)
Calcule
M= N pph(a®), i =1, me ¥ = max{0, u¥ +prg;(«™)}, 5 =1,...,p.
Defina A\FF! .= Projiy (AF) € [Amin, Amax] para todo i € {1,...,m} e
u?“ 1= PTOJ0, o] (ﬂf) € [0, timax), para todo j € {1,...,p}. Faca k + k+1
e va para o Passo 1.

min;Amax]

A seguir, estudaremos o comportamento da sequéncia {xk} gerada pelo método
de Lagrangiano aumentado.
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Teorema 2.8. Seja z* um ponto limite da sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo
[273 Entdo z* é um ponto estaciondrio para o problema de otimizagao:

Minimizar 537" hi(x)? + 35— max{0, g;(2)}?

Demonstracdo. Se {py} tem alguma subsequéncia limitada, temos que V¥ — 0 e

x* é um ponto vidvel. Assim, h;(z*) =0,i=1,...,m; g;(*) <0,j=1,...,pe

portanto solugio do problema Minimizar 3 371" | hi(z)? + Y2¥_; max{0, g;(x)}*.
Se toda subsequéncia de {p;} é ilimitada. Neste caso, defina

O =V f(x +ZAth +Zu§v% "),

Jj=1

ondejxk =N pphy(2R), i =1, meﬂk := max{0, p]+pkgj( ML, i=1,....p
Claramente do Passo 1 do Algorltmo temos que ||Jx|| < er. Divida d; por
pr. Como {()\k,,u )} é limitada, temos que \¥/p converge para h; ( *), quando
i=1,...,mef; % /pr converge para max{0, g]( *J} quando j = 1,...,p. Assim, o
resultado segue. O

Teorema 2.9. Suponha que a sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo de Lagrangiano
aumentado admite um ponto limite viavel x*. Entdo x* € um ponto AKKT.

Demonstragdo. Pela definicao de L, e pelo Passo 1 do Algoritmo [2.T) temos

P

IV5(*) + ZWh Z [V g;(a7)| < ex,

onde AF := \¥ + pph; (%), i =1,...,m; ﬂf = max{O,u? +pkg; (M)} i=1,...,p
Agora provaremos que [L’; = 0 para j ¢ A(z*) e para todo k suficientemente grande.
Suponha que gj,(z*) < 0 para algum jo = 1,...,p. Temos dois casos: (i) Se
pr — +oo. Neste caso, ja que a sequéncia {ufo} é limitada, concluimos que /lé?o =0.
(i) Se p* é limitada. Neste caso, V¥ = max{g;,(«*), —(p*)~'uk } — 0 e portanto
—pk /p¥ = 0. Logo i = p"max{0, gj,(«*) + p% /p¥} = 0. Segue de ambos os
casos, que x* satisfaz a condicao AKKT. O

A condigao AKKT ¢é uma condicao de otimalidade nao trivial. De fato, AKKT
implica “KKT ou nao-CQ”, para condigoes de qualificacao mais fracas que LICQ ou
MFCQ, como por exemplo a CPLD ou CRSC. Desta forma “KKT ou ndo-CRSC”
fornece uma medida de forca da condicao AKKT como critério de parada. Na
préxima secao iremos mostrar uma medida de forga mais precisa para a condigao

AKKT.

2.2.2 Condicao Gradiente Projetado Aproximado (AGP)

Na procura por condigoes de otimalidade que encaixem bem no comportamento
de métodos praticos, Martinez e Svaiter, em [64], introduziram uma nova condicao
de otimalidade baseada nos gradientes projetados. Esta condicao é chamada de
AGP (Approzimate Gradient Projection). A condigdo AGP é uma condigao de
otimalidade que encaixa naturalmente como critério de parada para os métodos de
restauracao inexata, [32}/35.143,/62.(63].



28 Condigoes de otimalidade de primeira ordem

Definicao 2.13. Dado um nimero nao positivo v € [—00,0] e um ponto vidvel
x* € Q. Dizemos que x* satisfaz a condicdo AGP(v) se eziste uma sequéncia {x*}
com limite x* tal que

Poar ) (2% = V() — 2 = 0, (2.2.4)

onde Pq(yx ) € a projecao ortogonal sobre o conjunto convezo fechado QzF,7). O
conjunto Q(x* ~) € definido como o conjunto dos z € R™ tal que

Vhi(z*)(z — 2%) = 0, para todo i € {1,...,m}
Vg, (a*)T(z —2F) <0, se 0 < g;(a*),i=1,...,p . (2.2.5)
9;(x*) + Vg;(z")(z — %) <0, se y < g;(a*) <0,j=1,....p

A sequéncia {z*} é chamada de sequéncia AGP(v) associada a z*. O parametro
~ serve para decidir, dependendo da viabilidade de z*, quando levar em consideracao
uma determinada restricao na construgao do conjunto linearizado. A ideia é que se
uma restrigao estd satisfeita “com folgas”, é provavel que esta restricao continuara
a ser satisfeita automaticamente numa préxima iteracao, podendo ser descartada.

A validade da condigdo AGP(y) é independente do pardmetro v sempre que
v € [—00,0), isto é, se a condigdo AGP(~) vale em z* € Q) para algum vy € [—00,0)
entdo AGP(7') também vale em z* para qualquer 4 € [—o0,0), ver [64], por esse
motivo escrevemos simplesmente AGP em vez de AGP ().

O conjunto Q(x*,7) pode ser considerado como uma aproximacdo linear do
seguinte conjunto

hi(z) = hi(2*), paratodoic {1,...,m}
ze€R":  gj(2) <g(z¥), se0<g;(z*),i=1,...,p . (2.2.6)
9(2) <0, sey < gj(a¥) <0,j=1,....p

O conjunto é interpretado como o conjunto de pontos z € R" que sao
téo invidveis quanto o ponto atual z*.

Para entender melhor a condigao AGP, falaremos um pouco acerca dos métodos
de restauracao inexata. Os métodos de restauracao inexata baseiam-se na ideia que
em cada iteracdo, a viabilidade e a otimalidade sao abordadas em diferentes fases
sem deteriorar muito o avanco obtido em cada fase anterior. Na fase de restauragao,
o método visa em melhorar a viabilidade enquanto na fase de otimalidade o obje-
tivo é melhorar a otimalidade, possivelmente deteriorando um pouco a viabilidade
obtida. Usualmente, para algoritmos préticos de restauragao inexata, a fase de
viabilidade é realizada por algum procedimento relacionado com as caracteristicas
préprias do problema e a fase de otimalidade estd relacionada com a direcdo de
busca

4y (%) i= Poar (@t = Vf(a*)) — a*

que nao deteriora muito a viabilidade obtida devido a que para todo ¢ € [0, 1],
zF +td, (z*) pertence a Q(x*,7), a aproximacio linear de .

Observe que se o gradiente projetado é zero (d(z) = 0), entao as condigoes KKT
sao satisfeitas em x. Como mencionamos anteriormente, cada condi¢ao sequencial
tem associado um critério natural de parada. Esse critério relaciona diretamente a
condi¢ao sequencial com os algoritmos. Suponha que €; e €5 sao duas tolerancias ao
erro, referentes a viabilidade e a otimalidade, respectivamente. O critério natural
de parada associado a condigao AGP é declarar convergéncia em = quando

[1(hi(2))iZi |l < €1, [[(max{0, gj(x)}i_, || < e (2.2.7)
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|z — Pogg,qy)(x — V()] < ea. (2.2.8)

Perceba que no critério associado a condi¢do AGP, ndo é necessario nenhum célculo
referente aos multiplicadores de Lagrange, como no caso da condigao AKKT.

O Teorema [2.10] mostra que a condi¢gdo AGP é de fato uma genuina condigao de
otimalidade, [64, Teorema 2.1].

Teorema 2.10. Seja 2™ € Q um minimizador local e y € [—00,0]. Entdo a condi¢do
AGP(v) € satisfeita em x*

Demonstragao. Seja x* um minimizador local, {p} uma sequéncia de ntimeros po-
sitivos tal que pr — oo e v € [—00,0]. Seguindo as mesmas linhas da demonstracao
do Teorema temos que existe uma sequéncia {z*} com z* — 2* tal que

VM) +> prhi(@®)Vhi®) + Y prmax{0, g;(2*)} Vg (2*) = —o*,
i=1 3:g;(xz*)>0
(2.2.9)
onde 0% = ||2* — 2*| (2% — 2*) — 0. Denote \¥ := pyh;(z*), parai =1,...,m e
,u? := pp max{0, g;(z*)} para j =1,....p.
Adicionando e subtraindo z* adequadamente no lado esquerdo de (2.2.9)), to-
mando a projecdo sob o conjunto Q(z*, ) e usando a nio expansividade da projecio
segue

1Poyar ) (@ =V f (@)= Pager 4 (@ +Y NVRi ")+ Y wf Vg (@) < [18¥]]-
i=1 G953 ()0
(2.2.10)
Como Q(z*, v) é definido através de restricdes lineares, o cone normal de Q(z*, )
em z = z¥, Ng(zkﬁ)(xk) (veja mais a frente), é facilmente calculado. De
fato, isso é consequéncia do Lema de Farkas. Assim, vemos que

SONVhi(") + Y phVgi(a®) € Nor ) ("), (2.2.11)
i=1 J:g;(z*)>0

Concluimos que: (veja Proposicao na préxima secio)

Por (@ + ) O MVhi(*) + Y ubvg(ah)) =2t (2.2.12)

i=1 J:gj(z*)>0

Substituindo (2.2.12)) em (2.2.10) temos || Por o) (@* — Vf(a*)) — oF| < [[6%]],
tomando limite na ultima expressao a condi¢ao AGP(y) vale. O

J& que ambas condigées AGP e AKKT sao condigbes de otimalidade, as relagoes
de implicagao entre elas sao interessante. O préximo teorema mostra que a condicao
AGP implica a condi¢do AKKT.

Teorema 2.11. A condi¢do AGP implica a condigio AKKT.
Demonstra¢do. Suponha que a condicao AGP vale em z*, entdo pela defini¢ao

existe uma sequéncia {z*} tal que y* := Po(uu (2% — Vf(2¥)) — 2% — 0 para
algum vy € [—00,0).
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A projecao PQ(Ik’,Y)(mk — Vf(z*)) = y* + 2* é a tinica solugio do problema:
1
Minimizar 5“2 —2F £ V)2 sujeito a 2z € Q(zF ). (2.2.13)

Desde que Q(z*,~) é dado por restrigoes lineares, as condicoes KKT valem em
y* + 2F. Assim, existem multiplicadores A € R™ e p € RY tais que

m p
V) + 3+ 3 NV (ah) + 3 ik Vg (t) = o, (2.2.14)
i=1 j=1
e satisfazem as seguintes relagoes de complementaridade, para j = 1,...,p:
,u?[gj(zk) + (ng(wk), ") =0, sey < g;(z¥) <0 (2.2.15)
1 (Vg;(ah), y")] =0, se 0 < g;(x*) (2.2.16)
u? =0, caso contrario. (2.2.17)

Da expressao (2.2.14) e de y* — 0, temos que Vf(zF) + 37" NsVh; () +
?:1 ,ué?ng(mk) — 0. Para provar que a condigdo AKKT vale, s6 falta demonstrar

que u? = 0 para j ¢ A(z*). Seja j ¢ A(z*), logo g;(z*) < 0. Da continuidade
temos que para k suficientemente grande que g;(z*) + (Vg;(z*),y*) < 0 e como
consequéncia de ([2.2.15)), ué? deve ser zero para todo j ¢ A(x™). O

Surpreendentemente a condigao sequencial AGP é estritamente mais forte que
a condicado AKKT, como mostra o préximo contra-exemplo.

Contra-Exemplo 2.1. (A condigio AKKT nao implica AGP, [1])
Em R2, consideremos * = (0,1) e o problema de otimizacio ndo linear
Minimizar f(x1,x2) = —xa s.a. h(x1,22) := 2122 =0, g(x1,22) := —21 < 0.

Nesse problema de otimizagao, a condicao AGP néao vale em z* = (0, 1) mas vale
a condicdo AKKT. Podemos medir a forga de condicdo AGP através das proposigoes
que ela implica. De fato, a condigdo sequencial AGP é forte no sentido que implica
“KKT ounao-CPLD”, [51]. A expressido “KKT ou nao-CPLD” pode ser considerado
como uma medida da forca da condicao AGP. Na proxima subsecao mostraremos
a medida mais precisa da forga da condicao AGP como critério de parada para os
algoritmos praticos.

No caso convexo temos o seguinte resultado, |64, Teorema 3.1], que diz que a
condicdo AGP é uma condigao suficiente para otimalidade.

Teorema 2.12. [64, Teorema 3.1].

Suponha que as funcoes f, gj, 5 = 1,...,p sdo convezras e que as fungoes h;,i =
1,...,m sdo funcées afins. Seja~y € [—o0,0]. Suponha que x* € Q e que {z*} é uma
sequéncia AGP(y) para x*, com a propriedade adicional hi(z*) = 0,i = 1,...,m
para todo k € N. Entdo x* é um minimizador global.
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2.3 CQs associadas as condicoes sequenciais

Nesta se¢ao, nosso principal interesse é o estudo de condigoes de qualificagao, de pre-
feréncia fracas, que possam ser usadas na andlise de convergéncia de varios métodos
numéricos. Lembre que condig¢bes de qualificacao fracas geram condigoes de otima-
lidade fortes da forma “KKT ou nao-CQ”.

Estes tipos de condigbes de qualificacao sao importantes e tem consequéncias
préaticas relevantes. Consideremos como paradigma deste tipo de condigao de qua-
lificagdo a condigdo CPLD (dependéncia linear positiva constante, em inglés) in-
troduzida por Qi e Wei em [71]. Qi e Wi apresentaram um método particular de
programacao quadratica sequencial com convergéncia a pontos limites que satisfa-
zem a condi¢do “KKT ou nao-CPLD”. Entao sob a condigdo CPLD, este método
de programagao quadratica sequencial tem convergéncia a pontos KKT. O fato de
CPLD ser uma condigao de qualificagao foi provado posteriormente por Andre-
ani, Martinez e Schuverdt [15], que ainda mostraram as relagOes existentes entre
as outras condigoes de qualificagao conhecidas na época. Em artigos posteriores,
Andreani, Birgin, Martinez e Schuverdt, [3,4], provaram que a condigdo de quali-
ficacdo CPLD pode também ser usada para a andlise de convergéncia do método
de lagrangiano aumentado, um avango significativo pois as provas anteriores eram
baseadas na condicao de regularidade (LICQ), claramente mais restritiva.

A procura por condicoes de qualificacao que possam ser usadas na analise de con-
vergéncia de métodos numéricos motivou uma série de artigos [9-11] dando origem
as condicoes de qualificacao RCPLD, CRSC, CPG e CCP.

Para entender melhor a relagao entre condigbes de qualificacao e algoritmos,
comegaremos analisando a condicao sequencial de otimalidade AKKT.

Considere uma proposicao P que depende somente da descricao analitica das
restrigoes tal que

AKKT + P = KKT. (2.3.18)

O que podemos dizer de P? Primeiro, devido ao fato que AKKT é uma condigao
de otimalidade, a condigdo P é uma condigdo de qualificagio. Ainda mais, se
temos algum algoritmo pratico que gera sequéncias cujos pontos limites satisfazem
a condigdo AKKT temos que, sob P, o algoritmo gera sequéncias cujos pontos
limites sao pontos KKT. O interessante é que, de fato, existem algoritmos préticos
que naturalmente geram sequéncias cujos pontos limites vidveis sao pontos AKKT.
Assim, podemos dizer que a condi¢do P é uma condi¢ao de qualificagdo com claras
implicacoes algoritmicas.

Uma pergunta natural é a seguinte: Dado que a condigago AKKT é uma genuina
condicao de otimalidade obviamente associada com o critério de parada de algorit-
mos praticos, por qué devemos nos preocupar com condigoes de qualificagoes nos
quais AKKT implica KKT? O motivo é que para familias de problemas impor-
tantes, a condi¢do AKKT nao é suficientemente forte para fornecer uma confidvel
deteccao da otimalidade. O exemplo cléssico é uma versao simplificada dos MPCC
(mathematical programs with complementarity constraints). Consideremos o pro-
blema de minimizar xs sujeito a 1 > 0 e 122 = 0. O ponto vidvel z* = (0,1)
¢ um ponto AKKT (basta considerar a sequéncia z¥ = 1/k, x5 = 1 e multiplica-
dores A\¥ = A5 = k) mas o ponto z* nio tem nenhuma relacio com o problema a
minimizar, ele nao é nem minimizador nem um ponto KKT. Mas passaria qualquer
critério de parada baseado na condigago AKKT. Certamente, isso ndo acontecereia
se no ponto z* € () valesse qualquer condi¢do P satisfazendo .

Tipicamente, a convergéncia global de um algoritmo é dada mostrando que
sob uma condigao de qualificacao, os pontos limites gerados pelo algoritmo sao
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pontos estaciondrios. Resta saber qual é a relacao entre a condicao de otimalidade
sequencial AKKT e condigoes de otimalidade “pontuais” do tipo “KKT ou néo-
CQ”. Vamos mostrar que AKKT é mais forte que “KKT ou nao-CPG” onde a
condicao de qualificacdo constant positive generators (CPG, [10]) é mais fraca que
CRSC. Em particular, algoritmos que geram sequéncias AKKT tem pontos limites
estaciondrios exigindo CPG ou qualquer outra condicao de qualificacao mais forte
como CRSC, (R)CPLD, MFCQ, etc.

Para definir a condigdo CPG, considere vetores V = {v1,...,0mtr} € R e
vamos estudar cones da forma

span +(Z, J;V) ={w e R" |w = Z Aivi, A > 0,1 € T},

1€TUT
ondeZ ={1,...,m},J ={m+1,...,m+r} e os vetores vy, . .., Upt, estardo claros
do contexto. Note que quando v; := Vh;(x), parat = 1,...,me {Umt1, .-+, Vmtr} :=

{Vgi(x),i € A(x)}, temos span  (Z, J;V) coincide com L(x)°.

Para cones desta forma (cones positivamente gerados), podemos definir uma
nocao de base. Diremos que o par ordenado (Z',J"), Z/,J" < {1,...,m + r}
forma uma base para span, (Z,J;V) quando span, (Z', J';V) = span (Z,J;V) e
os vetores v;,7 € I' e v;,1 € J' séo positivo-linearmente independentes. Mostra-
mos a seguir a existéncia de uma base. Para isso, note que vetores originalmente
em J podem estar em Z’. No nosso contexto, isto representa uma restricao de
desigualdade que serd considerada como uma restricao de igualdade. Se os ve-
tores v;,i € T e v;,1 € J sao positivo-linearmente dependentes, isto é, existe
0+# a € R™ tal Z?:{T av; =0,0; >0, =m—+1,...,m+r, temos duas possibi-
lidades: se v;,4 € Z é linearmente dependente, considere Z’ obtido de Z removendo
um indice redundante. Claramente temos span, (Z’, J';V) = span_(Z,J;V) com
J' = J. Se v;,i € T é linearmente independente, entao existe j € J tal que
—v; € span,(Z,J;V) e definindo I = ZTU {j} e J' = J — {j} ¢ facil ver que
span (Z',J’;V) = span, (Z,J;V). Repetindo esta construcao até obter vetores
vy, i € I’ e v;,i € J' positivo-linearmente independentes obtemos uma base para
span, (Z,7;V).

A seguir procederemos a definir a condigao CPG.

Definicao 2.14. (CPG) Considere V(x) = {Vhi(x)}7 U{Vgi(2)}ica@, T =
{1,...,m} e J = A(a*). Dizemos que a condigio CPG vale em z* € Q quando
existe uma base (Z', J') de span (Z,J,V(x*)) = L(x*)° que € suficiente para gerar
0 cone em uma vizinhanga, isto €,

span 4 (Z, J,V(x)) C span +(Z', J', V()),
para todo x em alguma vizinhanca de x*.
Observagao: Considerando a decomposigdo de L£(z*)° na soma direta de seu
maior subespago, o subespago componente,
m
{’U e R"” | v = Z /\Zth(JU*) + Z ungi(sc*), )‘i7ﬂi € R}
i=1 i€J_(z*)

com o cone pontudo

{v|v= Z 1iVgi(x*), pi > 0,Vi},
igJ_(z*)
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podemos considerar Z' C {1,...,m} U J_(z) tal que {v;,i € 7'} forma uma base
para a componente do subespago, enquanto necessariamente J' = {i | i ¢ J_(x)}.

Contra-Exemplo 2.2. (CPG ndo implica CRSC)
Considere em R?, o ponto x = (0,0) e a regido vidvel definida por

Q:={z=(x1,22) € R?: g1(z) = ZL'?*IEQ <0,g92(2) := xi’Jr:cg <0,g3(x) :== 21 <0}.

Em z = (0,0), temos que J_(x) = {1,2}. Escolha Z' = {1} e J' = {3}.
Entao, temos que Vgi(x) e Vgs(x) sdo positivo-linearmente independentes tais
que span, (Z',J";V(x)) = span,(0,{1,2,3};V(x)), e ainda, para todo y # 0,
span_ (Z', J’; V(y)) é o semi-espaco que contém propriamente o cone pontudo
span_ (0,{1,2,3};V(y)). Portanto vale CPG, entretanto, CRSC nao vale, ji que o
posto de {Vg1(0),Vg2(0)} é 1, enquanto para qualquer y # 0 o posto aumenta.

O Teorema a seguir mostra que CPG é de fato mais fraca que CRSC.

Teorema 2.13. Se x € Q satisfaz CRSC, entio x satisfaz CPG.

Demonstragdo. Seja (I, J') uma base para span (Z,J,V(x)). Como Z' C J_(x)
corresponde a uma base para span{V f;(z),i € J_(z)}, temos que esta base deve
permanecer uma base em uma vizinhanca de x, devido ao fato que o posto do
conjunto {Vf;(y),i € J_(x)} é constante . O

Incluindo a restri¢do g4(z1,22) := o3 < 0 no exemplo analisado, observamos

que a condicao Error Bound néo é satisfeita. Para ver isto, basta considerar 2% =
(—(1/k)Y3,1/k). A distancia de z* para o conjunto vidvel é 1/k, enquanto a medida
de inviabilidade ¢ 1/k3. Embora CPG nao cumpra com Error Bound, temos que
CPG implica Abadie. Ver [10].

Mostraremos a seguir que sob CPG, um ponto AKKT é de fato KKT. Como todo
minimizador é AKKT, isso mostra que CPG é de fato uma condigao de qualificagao,

e além disso, garante a convergéncia global para algoritmos que geram sequéncia
AKKT sob CPG.

Teorema 2.14. Se x € Q) é AKKT e satisfaz CPG, entdo x cumpre KKT.

Demonstragdo. Da definigio de AKKT, existem {2*} C R", ¥ — 2 e {\F} C
R™ {1k} C RP com p¥ > 0,i € A(x) tal que

ViR 4> NV + Y ufvgi(at) — 0.
i=1

i€A(x)
Como a condigdo CPG vale, existe (Z/, J’) uma base para L£(z)° tal que

span({1,...,m}, A(z); V(y)) C span(Z’, J'; V(y))
+ +

para y em uma vizinhanca de x. Logo para k suficientemente grande, existem
AieZ'UJ com AF > 0,i € J' tais que Vf(z%) + 3,000 MV fi(zF) — 0,
onde Vf; :=Vhy,i=1,... me{Vfimi1, s fmir} i={Vgi:i € A(x)}.

Defina My, = max{|\}|,i € /U J'}. Se {Mj} é ilimitada, dividindo por Mj,
podemos tomar uma subsequéncia tal que M, 'A\¥ — a; com a; nio todos nulos
ea; >0,4i€ J' Assim, tomando o limite temos ), 7., @V fi(x) = 0 o que
contradiz a independéncia linear positiva. No caso que {M}} é limitada, podemos
tomar uma subsequéncia tal que j\f — Xi, A > 0,¢ € J'. Tomando o limite temos
V(@) + > icrug MVii(z) = 0. Sendo (Z',J') base para L(x)° temos que z ¢
KKT. O
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Acreditava-se que CPG era a condigao de qualificacao mais fraca possivel que
garante que AKKT implica KKT. Entretanto, em [11,|72], é definida a condigao de
qualificagdo CCP (cone continuity property) com tal propriedade. CCP é estrita-
mente mais fraca que CPG, embora CCP implique Abadie.

A condicao de qualificagao CCP desempenha para a condicao sequencial AKKT
o mesmo papel que a condicao de Guignard desempenha para a otimalidade. A
defini¢do de CCP requer vérias ferramentas da andlise variacional. Assim, proce-
deremos a descrever alguns resultados bésicos de anélise variacional.

2.3.1 Resultados basicos de otimizacao e analise variacional.

Nesta subsegao, comegaremos revisando os objetos geométricos mais importantes
em otimizagio e na andlise variacional [66}74].

Dizemos que F : R®* = R? é uma multifuncdo se para cada x € R*, F(z) é um
subconjunto de R¢. Dependendo da situacdo, F(z) pode ser um conjunto convexo,
um cone ou simplesmente um conjunto fechado. Definimos o dominio, a imgem e
o grafico de I como domF := {z € R® : F(z) # 0}, rangeF := {y ¢ R? : y €
F(z) para algum 2 € R®} e grafF' := {(x,y) : y € F(x)}, respectivamente. Note
que uma multifungao estd completamente caracterizada por seu grafico. Dizemos
que F' é fechada, se grafF’ é um conjunto fechado.

A ideia de multifuncao aparece naturalmente em diferentes dreas da Matemaética,
como em otimizagao, andlise convexa, teoria de controle, andlise variacional, etc.
Exemplos cldssicos de multifunc¢Ges sao os cones normais, os cones tangentes, con-
junto de solugoes de problemas de otimizagao, etc. A nocao de multifuncao estende
naturalmente a nogao usual de fungao.

A capacidade de usar conjuntos, funcbes e multifuncoes é uma das grandes
vantagens da andlise variacional. Tendo definido as multifun¢ées procederemos a
definir os limites e a continuidade.

Dada uma multifuncio F : R® = RY, o limite exterior sequencial de Painlevé-
Kuratowski de F(z) quando z — z* é denotado por

limsup F(2) := {w* € R?: 3 (2F, wF) = (2%, 0*) tal que w* € F(z")} (2.3.19)

Z—z*

e o limite interior por

liminf F(2) := {w* € RY:V2F = 2* 3 w® — w* tal que w* € F(2F)}. (2.3.20)

Z—rz*

Dizemos que F' é semi-continua exteriormente (osc) em z* se

limsup F(z) C F(z*) (2.3.21)

z2—rz*

e F é semi-continua interiormente (isc) em z* se

F(z*) C liminf F(z). (2.3.22)
Z—z*
Quando F' é simultaneamente semi-continua exteriormente e semi-continua in-
teriormente em z* dizemos que F' é continua em z*.
Lembre que usamos a notagio ¢(t) < o(t) para qualquer funcao ¢ : Ry — R®
tal que limsup,_,, t=1p(t) < 0 (note que este é o limsup cldssico para fungoes).
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Seja 2 C R™ e z* € Q) um ponto fixo arbitrario. O cone tangente de €2 em z*
pode ser definido como

_Z*

Ta(z*) = limsup ={deR":3 t,10,d* — dtal que z* + td* € Q}.

tl0
(2.3.23)

Outro objeto geométrico de vital importancia é o cone normal. Antes de definir
o cone normal, necessitamos a ideia de cone normal regular.
O cone normal regular de 2 em z* € Q é o conjunto definido por

No(z*) :=={w e R" : (w,z — 2*) < o(|z — 2*|) para z € Q}. (2.3.24)
O cone normal limite de Q em z* € Q) é dado por

No(z*) := limsup Ng(z). (2.3.25)

z—z*,2€0

Quando €2 é um conjunto convexo, o cone regular normal ([2.3.24]) e cone normal
limite (2.3.25)) coincidem com a nocao classica de cone normal usado na anélise
convexa e nesse caso usamos a notagdo comum Nq(z*). Em geral, temos a inclusao

No(z) C Ng(z) para qualquer z € Q.
Contra-Exemplo 2.3 (A inclusio Nq(z) C Nq(z) pode ser estrita).

Considere Q := {(x1,72) € R? : 1 > 0,29 > 0, 7125 = 0} e o ponto z* = (0,0).
Neste caso, temos que N ((0,0)) =R_ x R_ e N((0,0)) =R_ xR_UR x {0} U
{0} x R.

T2 T2

No((0,0)) No((0,0))

1 Tl

Figura 2.5: Cone normal regular e cone normal limite no ponto (0, 0).

Algumas propriedades adicionais
Teorema 2.15. Teorema 6.28]
a) Q cone reqular normal Ng(z*) é um cone fechado convexo. Além disso,
No(z") = T5(2").
b) Seja To(z*) :=lim infy o(Q —2%)/t entdo To(z*) = N§(2*) para Q localmente

fechado em z*. Como consequéncia NG (z*) C Ta(z*)

Quando §2 é convexo, existe uma relagao préxima entre o cone normal e a
projecgao euclidiana (projegao ortogonal).



36 Condigoes de otimalidade de primeira ordem

Proposicao 2.3. (74, Proposi¢io 6.17]
Seja 0 um conjunto convexro fechado e x € Q. FEntao o cone normal Ng e a
projecao euclidiana P cumprem a sequinte rela¢do:

w € Nq(x) se, e somente se Po(r +w) = z, (2.3.26)

onde Pqo(x) € a tnica solu¢io do problema de otimizagdo: minimizar ||x — w||?
sujeito a w € €.

2.3.2 CQ associada a AKKT: Propriedade de Continuidade
do Cone

Agora, vamos analisar em mais detalhes a condicao CPG, com o intuito de enfra-
quecé-la. O intuito é fornecer uma decomposicao mais natural do polar do cone
linearizado, £°(x*). Seja A_ o subconjunto de indices ¢ € A(z*) tal que existem
A, ..y Am €ERe p; € Ry para j € A(z*), tal que

—Vgu(z Z AiVh( Z wiVg;(x®). (2.3.27)
JEA(z*)

Finalmente, A, := A(2*)\A_. Ambos subconjuntos de indices A_ e A} de-
pendem explicitamente do ponto x*, assim o razodvel é escrever A_(x*) e Ay (z*),
mas quando é claro do contexto simplesmente escrevemos A_ e A.

A condigao de qualificagdo CPG vale em z* se existem subconjuntos (possivel-
mente vazios) I' C {1,...,m} e J' C A_ e uma vizinhanca V de z* tais que

1. Os gradientes Vh;(z*) e Vg, (z*) indexadas por ¢ € I’ e j € J' sdo linearmente
independentes

2. Para todo x € V, se

=Y NVhi(x)+ Y 1;Vg(x),
=1

JEA(z*)

com p > 0 para todo j € A(z*), entdo para todoi € I', £ € J', e j € Jy,
existem A} € R, A\}" € R, e pf € R, tal que

z:ZAg’Vh +Z)\'”Vgg Z 1w Vgj(x

il e jedy

A condi¢cao CPG depende explicitamente dos subconjuntos de indices I’ C I
e J C A_, isto é, o item [2] pode nao ser satisfeito para outros subconjuntos que
cumprem o item [I]

Observacao: Devido & definicdo de A_, {Vh;(z*),Vg;(z*) : i € I',j e J} é
linearmente independente se, e somente se, {Vh;(z*), Vg, (2*), Vg,(z*) i€ I',j €
J',j € Ay} é positivo-linearmente independente, isto é, a inica solugao de

D AiVhi(e®) + Y wVaile®) + Y i Vg(a*) =0, (2.3.28)
icl’ LeJ’ JEAL

onde \; e RyieI',yy e R Le J ep; >0,5 € Ay éa trivial. De fato, se algum
i, para algum jo € A, fosse estritamente positivo, obtemos, da expressao ([2.3.28)
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que jo deve estar em A_, o que é impossivel.

Associado aos subconjuntos de indices I' C I, J' C A_ e Ay = A(x*)\A—,
temos o cone

Kpop(x) =Y AVhi(z) + Y %Vaela) + > 1;Vgi(@): pj € Ry, M,y €R
i€l LeJ’ JEAL

(2.3.29)

Lema 2.2. Seja x* € Q um ponto vidvel e sejam I' C I,J C A_ e Ay = A(z*)\A_
subconjuntos de indices tais que {Vh;(z*),Vg;(z*) i € I',j € J'} € linearmente
independente. Entao a multifun¢io x € R" = Kp j(x) € semi-continua exterior-
mente em ™.

Demonstragdo. Seja w* € limsup,_,,. K (), entdo existem sequéncias {z*} e
{wk} tais que z¥ — 2%, W* — w* e WF € Kp_y(2¥), onde

=D MVhi(a*) + 3w Veela®) + Y 15 Ve;(ab), (2.3.30)

iel’ LeJ’ JEAL

para certas sequéncias {\f € R,i € I'}, {yf e R,{ € J'} e {uF e Ry,j € A}
Agora, defina My, := max{[A}],i € I'; |y;],£ € J'; pu¥,j € A, }. Temos as seguintes
duas possibilidades:

(i) Se {M}} tem alguma subsequéncia limitada. Podemos considerar, possivel-
mente depois de extrair uma subsequéncia adequada, que para todoi € I’, £ €
J' e j € Ay as sequéncias A, 7/ e pf tém como limites A}, 7 e p} respecti-
vamente. Tomando limite na expressao (2.3.30) obtemos

Z)\ Vhi( —|—Z’y€vg@ Z uJng )e Ky J/( ).

iel’ teJ JEAL

(ii) Caso contrario, temos M) — co. Dividindo (2.3.30) por My, chegamos a

k
’Yz Hj k
E g — ; . 2.3.31
Mk icl’ M le]/ Vge Mkvg](x ) ( 53 )
4 JEAL

Desde max{|\F/My|,i € I';|y;/My|,0 € J'; % /My,j € Ay} = 1 para todo
k € N, podemos extrair uma subsequéncia convergente. Por conseguinte, to-
mando limites na expressao , obtemos uma contradicao com o fato que
{Vhi(z*),Vge(z*),Vg;(xz*): i € I')¢ € J,j € AL} é um conjunto positiva-
mente independente.

O

Seja z* € 2 um ponto vidvel, defina

S ANVhi(@)+ Y wVgi(z): peR N ERY. (2.3.32)
= JEA()

O conjunto K(z) é um cone fechado convexo que coincide com o cone polar linea-
rizado L(x*)° em z* € Q. Da expressao (2.3.32) temos que o cone K (x) pode ser
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considerado como uma pertubagao do cone polar linearizado ao redor do z* € €.
J& que K(x*) coincide com L(z*)°, as condigdbes KKT podem ser escritas como
—Vf(z*) € K(z*). Mais ainda, usando o cone K (z) podemos re-escrever a condigao
CPG de uma forma mais geométrica. Dado os subconjuntos de indices I’ C I,
J CA_e Ar = A(x*)\A_, a notagdo Ky () representa o seguinte cone

Kp y(z) = Z AiVhi(x) + Z YeVge(x) + Z wiVgi(x): w; € Ry, A, v €R
el ey jeA,L

Assim, a condigdo CPG vale em z* se existem I’ C {1,...,m}, J' C A_ e uma
vizinhanga V' de z* tal que:

1. Os gradientes {Vh;(z*),Vg;(z*) :i € I',j € J'} sao linearmente independen-
tes;

2. Paratodox €V
K(’JJ) - KI’,J’ (JL’) (2333)

Claramente os cones coincidem em z*, isto é, K (z*) = Ky (z*).

Assim, a multifuncdo K (x) permite uma descri¢do mais geométrica da condigao
CPG. Ainda mais, como K(z*) = Lo(z*)°, o comportamento de K (z) quando x se
aproxima de x* merece uma atencao especial. Esta observagao nos leva a considerar
a seguinte propriedade

Definicao 2.15. Seja x™ um ponto vidvel. A Propriedade de Continuidade do Cone
(CCP) vale em x* € Q se a multifungio x € R™ = K(x) € semicontinua exterior-
mente em x*, isto é:
limsup K (z) C K(x"). (2.3.34)
T—x*
Note que devido a continuidade dos gradientes e da prépria defini¢ao de K(z),
a multifuncdo z € R™ = K(z) é sempre semicontinua interiormente. Por essa
razdo, a semi-continuidade exterior é suficiente para a continuidade de K (x) em x*.
A condigao sequencial AKKT estd naturalmente associada com a Propriedade do
Cone Continuo. Da definicio de AKKT, existem sequéncias {#*} c R™, {\*} c R™

e {u*} CRE com u? =0 para j ¢ A(x*), tais que limy_ oo 2% = 2%
. k k k k ky _
Jim Vf(a )+§;Ai Vhi(z*) + 43(: )ujvgj(x ) = 0. (2.3.35)
1= J x*

A expressao diz que se a condicao AKKT é satisfeita, os gradientes —V f(x*)
se aproximam do cone K (z*) quando k vai para infinito.

O seguinte teorema mostra que a condigao CCP desempenha, com respeito a
condicdo AKKT, o mesmo papel que a condi¢do de Guignard desempenha com
respeito a otimalidade local. Como mencionamos durante o texto, a condicao de
Guignard é a condigao de qualificagdo minima para garantir que todo minimo local
implica as condigbes KKT. Do mesmo modo temos que CCP é a condi¢ao minima

com respeito as restrigoes que garante que a condicao AKKT implica as condigoes
KKT.
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Teorema 2.16. A condicao CCP € a propriedade minima com respeito as restricoes
sob a qual a condicio AKKT implica a validade das condicées KKT independente-
mente da func¢ao objetivo.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que se a condi¢ao CCP vale, entao a condigao
sequencial AKKT implica as condigoes KKT independentemente da fungao objetivo.
Seja f uma fungdo objetivo tal que a condi¢ao sequencial AKKT vale em x*, entao
pela definigao existem sequéncias {z*} — 2%, {A\*} C R™, {*} C RE com pf =0
para j ¢ J(z*) e {¢*} C R™ tais que

=V + Z AV (%) + Z M?ng(l"k) — 0. (2.3.36)

i=1 JEA(z*)
Defina

W= NEVRi R+ YD uh Vg ().
i=1 JEA(z*)

De ([2.3.30) e da definigdo do cone K (x) temos que
Wb e K(zF) e Wk =k - Vfh). (2.3.37)
Tomando limites em (2.3.37)), obtemos que

—Vf(z*) = lim w* € limsup K(z) C K(z%), (2.3.38)
k—ro0 r—x*

onde a tultima inclusdo segue da propriedade do cone continuo. Desta forma,

—V f(z*) pertence ao polar do cone linearizado K (z*) = L(z*)°, ou equivalen-

temente temos que as condigoes KKT valem em x*.

A seguir, provaremos que se a implicagio AKKT = KKT, independente da
funcao objetivo, entao a condigao CCP vale.

Seja w* € limsup,_, . K (z). Da defini¢ao de limite exterior, existem sequéncias
{aF} e {w*} tais que ¥ — 2*, WF — w* e WF € K(2F). Defina f(z) := —(w*, )
para todo x € R™. Note que a condigao AKKT vale em z* para esta fungao com
{xk} como a sequéncia AKKT associada porque Vf(zF) +wF = —w* + wh — 0.
Logo, por hipétese, as condigdes KKT valem em z*, isto é, —V f(z*) = w* € K(z*).
Assim, a multifungdo K (z) é semicontinua exteriormente em z*. Portanto, CCP
vale. O

Ja que AKKT é uma condig@o de otimalidade, temos o seguinte corolario.
Corolario 2.1. A condicao CCP € uma condi¢do de qualificacao.

A convergéncia para pontos KKT de varios algoritmos praticos que geram
sequéncias AKKT (como por exemplo, o método de programacao quadritica se-
quencial de Qi e Wei |71}, o método de pontos interiores de Chen e Goldfarb [37] e
os métodos de lagrangiano aumentado de [4L[31], entre outros) tem sido provada as-
sumindo diferentes condigoes de qualificagao. Com o Teorema [2.16]a disposi¢ao, em
todos os casos, podemos substituir a condi¢ao de qualificagao usada pela condigao
CCP, que é mais fraca, e esse tipo de resultado nao pode ser melhorado, em principio,
usando outras condigoes de qualificagao.

Note que se a condicao CCP falha em um ponto vidvel z, é porque podemos
definir uma funcao objetivo suave tal que x é um ponto AKKT, mas nao um ponto
KKT. Na Figura 2.6] a drea sombreada representa a regiao vidvel formada pela
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 2.6: Exemplo do cone associado a condigdo AKKT.

intersecao transversal de dois circulos. A figura mostra o comportamento do cone
K(x) quando x vai para a origem, através de diferentes sequéncias.

Como consequéncia do Teorema [2.16] “KKT ou nao-CCP” fornece a maior me-
dida de forca da condicao AKKT. Assim, a exata posi¢do da CCP com respeito as
outras CQs, é relevante. Por temos que CCP é mais fraca que CPG e mais
forte que a condicdo de Abadie. Procedemos provando que CPG implica CCP.

Teorema 2.17. CPG implica CCP.

Demonstragdo. Devido & definigao de CPG, existem subconjuntos de indices I’, J’
e Ay tais que os gradientes Vh;(z*) e Vg;(2*) com (7,7) € (I’,J’) sao linearmente
independentes e uma vizinhanca V de x* tal que

K(IE) C K]/7J/ (.’IZ) Ve eV. (2339)

Agora, tomando limites em (2.3.39)) e usando a semi-continuidade externa de Ky (z)
em x*, ver Lema [2.2] temos que

limsup K(z) C limsup Ky j/(z) C Kp y(z*) = K(z*). (2.3.40)
r—x* r—x*
O que equivale a dizer que CCP vale em z*. O

O proximo exemplo mostra que CCP € estritamente mais fraca que CPG.
Exemplo 2.3. (CCP ndo implica CPG.)
Em R2, consideremos x* = (0,0) e a regido vidvel

Q= {(w1,22) : g1(21,72) = 21 < 0,92(21,22) = (27) 2 exp((xF)?) <0} (2.3.41)
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onde x; := max{0,;},i = 1,2. Claramente, 2* = (0,0) é um ponto vidvel e ambas
restrigoes sao ativas em z*. Calculando os gradientes das restricoes temos que

Vai(z1,22) = (1,0) para x = (z1,22) € R?

Voo (w1, w2) = (27 exp((23)?), 223 (21)? exp((23)?)) para x = (21, 22) € R

Como Vgi(z*) = (1,0) e Vga(z*) = (0,0), temos que K (z*) = Ry x {0} e a tnica
possivel escolha para uma base positiva de K(z*) é {I' = 0,J =0, A, = {1}}.
Assim, K/ j(z) = Ry x {0} para qualquer z = (z1, 72) € R2.

Por outro lado, temos

K(z) = {(p1 + 2p2aT exp((23)?), 2p223 (27)? exp((23)?)) | p1, 12 = 0}

Claramente K(x) ndo pode ser um subconjunto de Kj/ j(x) em nenhuma vizi-
nhanga de z* = (0,0) (escolha qualquer z; > 0, z2 > 0 proximos a zero e us > 0)
e como consequéncia CPG falha.

Agora procederemos a provar que K(x) é semicontinua exterior em z*. Seja
w* € limsup,_,,. K(z). Por conseguinte, existem sequéncias {z*} e {w¥} tais que

ot = (af,25) = ¥, Wb = (W}, wh) > w e

W = Wh(1,0) + us (207 exp((a3)?), 205 (ef ) exp((af)?) € K(a¥),  (2.3.42)

para certos ¥, u5 > 0. Agora, suponha por contradicio que w* = (w},w3) ndo
pertence ao cone K(z*) = Ry x {0}. Assim, w} deve ser diferente de zero. De

(12.3.42) temos que existe p > 0 tal que
jwi| = 2p51(25) " (1)) exp(23) )| > p > 0 (2.3.43)

para k suficientemente grande. Usando p} > 0 e (2.3.43)), temos

wi = pi + 2p5 () * exp((a5)T)* > (@5)F (ah)+ (x’f)+p(as’§)+

>0 (2.3.44)

Tomando limites em chegamos a uma contradigdo, ji que w¥ converge para
wi. Assim, w* = (w],ws) pertence a K (z*).

Observe que neste exemplo o cone K(z) é o cone positivo gerado pelos vetores
(1,0) e por (1,zf 7).

2.3.3 CQ associada a AGP: AGP-regular

A seguir, vamos descrever a condi¢ao de qualificagao minima associada a forca da
condicao de otimalidade sequencial AGP.

Definicao 2.16. Seja z* € Q dizemos que x* satisfaz a condicio AGP-regular se
a multifunc¢do
(z,e) € R" x R" = Ng(g,—00)(x +€) (2.3.45)

é semicontinua exteriormente em (x*,0). Isto é:

limsup Nz, —o0)(Z +€) C Noe —oo) (™) = K(z¥). (2.3.46)
(z,e)—(z*,0)
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Como consequéncia do Lema de Farkas, o cone normal Ng(, —oo)(2 +€) =
Lo(z,—o0) (T + €)° pode ser calculado explicitamente. De fato, temos a seguinte
proposicao.

Proposigao 2.4. Todo elemento do cone No(q,—o0)(x +€) € da forma

ZMV’%(HCH- Yo mVei@) + Y peVg(a),

J:g;(x)>0 795 (x)<0

onde \; €ER, p1; € Ry, oy € Ry e se satisfazem as relacoes

p1;((Vgj(x),e)) =0, segj(z) >0 e p2i(gi(z)+(Vg(z),e)) =0, se g;j(z) <O0.

Da proposicao anterior, temos que a igualdade No(y,—o0)(z) = Lao(x)° vale para
todo ponto vidvel x.

Alternativamente a condicao AGP-regular é equivalente a

limsup  No(z,—o0) (¥) C Na@+,—o0)(7") = K(27)

(z,y)—=(z*,z*)

Como No(z,—o0)(y) ¢ um conjunto vazio para y ¢ Q(x, —oc), temos que No(z, —o0)(¥)
s6 tem sentido, se y € Q(x, —00). Assim, y é aproximadamente tao invidvel como é
o ponto x.

0 Teorema mostra que a semi-continuidade exterior de N, —oo)(z +¢) em
(z*,0) é a condi¢ao minima para garantir que a condi¢ao sequencial AGP implica
as condigoes KKT independentemente da fungao objetivo. Assim, a condicao AGP
regular desempenha, com respeito a condicio AGP, o mesmo papel que a condigao
de Guignard desempenha com respeito a otimalidade local.

Teorema 2.18. A condi¢do AGP-reqular é a minima condi¢do com respeito as
restricoes para o qual a condicdo AGP implica a condicio KK T, independentemente
da func¢ao objetivo.

Demonstra¢ao. Comegaremos por demonstrar que, sob a condiggo AGP-regular,
AGP implica KKT. Seja v € [—00,0) e seja f uma funcdo objetivo para o qual a
condicio AGP(y) vale. Pela definicio de AGP(y) existe uma sequéncia {z*} € R,
tal que z¥ — 2* e Pogur o) (zF — Vf(a¥)) — 2% — 0.

Defina y* := Po(ak (xF —V f(z¥)) e e¥ := y* —2*. Note que da condicio AGP,
e? — 0. Da Proposicio temos que

wh =2k — Vf(2*) — y* € Nogar ) (yF = 2F +F). (2.3.47)

Devido & inclusio Q(z, —00) C Q(x,7), temos que o cone normal Ng (. ) (y*) é
um subconjunto de Nor —oo)(y¥). A sequéncia {w*} satisfaz as seguintes relagoes:

Wk e Ng(zk’,oo)(xk +e¥) e W =aF —Vf@h) -y = —Vfh) —* (2.3.48)
Tomando limite na expressao anterior e usando a continuidade do gradiente de f

—Vf(z*) = lim w” € limsup Nog, ooy (7 +€) C Nogr —oo)(z).  (2.3.49)

koo (,6)—(2*,0)



Condigoes de qualificacao minimas 43

Portanto, concluimos que —V f(z*) pertence ao cone normal Ngz+ —oc)(z*) =
K (z*) ou equivalentemente as condigbes KKT valem em z*.

Agora, provaremos que se a condi¢do sequencial AGP implica as condigbes KKT
para toda fungao objetivo, entdo a condicdo AGP-regular vale.

Seja w* € Lmsup(, o) (2+,0) Na(z,—oo) (T + €), logo existem sequeéncias {xF},
{wF} e {e*} tais que 2 — 2%, ¥ — 0, WF = w* e WP € No(ur, oo (z¥ +¢*). Defina
a fungao f(z) := —(w*, z) para todo x € R™.

Mostraremos que a condi¢ao sequencial AGP(—o0) vale em z* para essa escolha
de f. Nosso objetivo é provar limy_, s PQ(xk7_oo)($k — Vf(2*)) — 2¥ = 0. Defina
yP = ah el e 28 i= Pour,— o) (#F =V f(2¥)) = Pk, o) (z¥4w*). Note que, como
wk e Ng(wk,_oo)(yk), temos, pela Proposigao que PQ($k7_OO)(Wk + %) = yF.
Usando a desigualdade triangular e a nao expansividade da projecao ortogonal,
segue que

12% = ¥l = | Pagar,—o0) (2" + w*) = Par, ooy (W + 4" < [lw* =¥l + [ly* —2"].

(2.3.50)
Tomando limite em e usando limkﬁoo(yk — x’“) = limp_y00 €¥ = 0 temos
limy, 00 2% — yk = 0. Como consequéncia

lim Po,x _m)(mk—Vf(mk))—xk = lim 2"—2* = lim (2" —y*)+ lim (y*—2*) = 0.
k—o0 ’ k—o0 k—o0 k—o0
(2.3.51)
Portanto a condigdo sequencial AGP vale em x* e da hipétese concluimos que as
condigoes KKT valem em z*, isto é, =V f(z*) = w* pertence a N+ —o0)(z*) =
K(z*).

Ja que que AGP é uma condigdo de otimalidade temos
Corolario 2.2. A condi¢do AGP-regular € uma condi¢do de qualificagdo.

Observe que como a condi¢ao sequencial AKKT ¢é implicada pela condigdo se-
quencial AGP, temos o seguinte resultado

Proposigao 2.5. CCP implica AGP-regular

A Figura[2.7) mostra um exemplo do cone associado & condi¢ao AGP. O conjunto
vidvel é formado pela intersegao de dois circulos e o ponto de interesse é z* = (0,0).
Note que AGP-regular nao sé olha o ponto atual x, mas também pontos préximos
a T que sao quase tao viaveis quanto .

Na Figura [2.8] apresentamos um diagrama completo de relagoes entre diversas
condicoes de qualificagdo apresentadas ao longo do texto. Uma andlise sobre as
relagOes existentes entre outras condigoes de qualificagao e condicoes de otimalidade,
¢ desenvolvida em [12].
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AGP

Figura 2.7: Exemplo do cone associado a condicao AGP.

T~

(Pseudonormalidade) (CPLD

\

(Quasinormalidade)

CCP

AGP-regular

Abadie CQ
Guignard CQ

Figura 2.8: Relacoes entre condicoes de qualificacdo. fs é uma funcdo C' e f. é
uma fungdo convexa (possivelmente nao suave) quaisquer.
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2.4 Exercicios

1.

10.

Suponha que z € Q e =V f(z) ¢ Ta(z)°. Mostre que existe uma direcdo de
descida. Isto é, uma diregdo d, f(x + td) < f(z) para todo t € (0,e]. Note
que x + td nao necessariamente pertence a () para t perto de 0.

. Prove o Lema de Carathéodory: Se = € R™ é combinacao linear de vy, ..., v,

com escalares nao-nulos ag,...,a, € R, entao existe um subconjunto J C
{1,...,m} e escalares b;,i € J tais que x = »_,_; Biv;, {v;} é linearmente
independente, e 5; tem o mesmo sinal de «a;,i € J.

. Dados vetores u;,i = 1,...,mewv;,j =1,...,p em R", use o Lema de Ca-

rathéodory para provar que o cone

m P
{.Z‘ER”‘l‘ZZ/\iui—l—ZMjUj,/\iER,iZl,...,m,ujZO,jZl,...,p}
i=1 =1

é fechado.

. Prove que a condi¢ao de Fritz-John é equivalente a “KKT ou nao-MFCQ”.

MFCQ é a condicao de Mangasarian-Fromovitz.

. Prove que LICQ implica existéncia e unicidade dos multiplicadores de La-

grange.

. Prove que MFCQ é equivalente a dizer o conjunto dos multiplicadores de

Lagrange é nao vazio, fechado e limitado.

Mostre que MFCQ nio vale em nenhum ponto de Q := {(z1,22) € R? : 21 >
0,29 > 0,2129 = 0}. O que acontece com a condi¢cao CPLD?

. Escolha indices T C A(z) e B C {1,...,m} com x vidvel. Suponha que CPLD

vale em z e existe uma sequéncia ¥ — x, £* nflo necessariamente vidvel, tal
que {Vh;(a*) : i € ByU{Vg;(z*) : j € T} seja linearmente independente para
todo k € N. Mostre que {Vh;(z) : i € B} U{Vg;(z) : j € I} é linearmente
independente.

. Seja Q == {x € R : fi(z) < 0,j € {m+1,...,m+p} filx) = 0,i €

{1,...,m}}etome B C A_(x)U{l,...,m} tal que {V f;(z)};epn ¢é linearmente
independente.

e Mostre que MFCQ valeem Q := {z € R" : f;(z) < 0,5 € A (), fj(z) =
0,1 € B}.

e Suponha que CRSC vale em x € 2. Mostre que €2 pode ser localmente
descrito como Q := {z € R" : f;j(z) < 0,j € Ay(z), fij(x) = 0,1 €
A_(x)U{l,...,m}}.

Considere as sequéncias {z*}, {\F}, {u*}, {r¥} e {0*} tais que

= V(@) + 300 NV () + 0 1V (ab)
gj(:zzk) <k |hi(zF)|| <6k i=1,...,mej=1,...,p
ph>0,5=1,....p

b1 (g(a*) —6%) =0.

(2.4.52)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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onde 7% — 0 e ¥ — 0. Seja x* qualquer ponto limite de {z*}. Prove que z*
é um ponto AKKT.

A sequéncia foi usada por Qi e Wei como defini¢do de aproximada-
mente KKT. Note que a sequéncia nao faz mengéo ao ponto limite
.

Suponha que f, gj,7 = 1,...,p sao fungdes convexas e que h;, ¢ = 1,...,m sdo
funcdes afins. Seja z* é um ponto AKKT e que {(z*, \¥, u¥)} é uma sequéncia
AKKT associada a z*. Se Y"1 AFh;(z*) > 0 para todo k € N, prove que z*
é uma solugao.

Prove que se x é um ponto AKKT entao x é também um ponto Fritz-John. As-
sim, do ponto de vista de otimizagao, pontos AKKT sao melhores candidatos
a solucoes que pontos Fritz-John.

Prove que se Py, ) (z — V fo(z)) — 2 = 0 se, e somente se as condigoes KKT
valem em .

Denote por d(z) := Po(g,)(x — Vfo(z)) — z, o gradiente projetado aproxi-
mado. Mostre que existem 7,6, 60,02 > 0 tal que

fla+tdy(x)) < f(z) = 0t]|d ()]

hi(x +tdy ()] < |hi(z)| + O1tl|d, (2)]*i = 1,...,m
| max{g,(x + td,(x)),0}] < |max{g,(x),0} + 92t||d,y(:v)H2,j =1,...,p

para todo ¢t € [0,7]. Assim, a direcdo d,(x) melhora a otimalidade de z
enquanto nao deteriora muito a viabilidade obtida.

Quando calculamos d (z) := Pq(g,,)(z — V f(x)) — 2, usamos a norma euclide-
ana para calcular a projecao. Quais propriedades de d. (z) se mantém quando
em lugar da norma euclideana usamos outra norma (tal como a norma-1) para
calcular a projecao?

Suponha que f, g;,7 = 1,...,p sao funcoes convexas e que h;, ¢ = 1,...,m
sdo funcoes afins. Seja z* um ponto AGP tal que h(z*) = 0 para todo k € N.
Mostre que x* é uma solucao do problema.

Conclua que na auséncia de restrigoes de igualdade, no caso convexo, achar
pontos AGP equivale a resolver o problema de otimizacao.
Prove as seguintes propriedades:

(a) Sejam @, ¥ multifuncées. Prove:

limsup ®(z) N ¥(z) C limsup ®(z) N limsup ¥(x)

Tr—rT0o Tr—To Tr—To

lim inf ®(z) U ¥(z) D lim inf ®(z) U lim inf U(z)

Tr—xo T—xTo Tr—xo

(b) Seja ® uma multifungao tal que ®(z) é fechado para todo x. Mostre que

limsup ®(z) = {w : lim inf dist(w, ®(z)) = 0}

T—T T—To

liminf ®(z) = {w : lim sup dist(w, ®(x)) = 0},

T—=To T—T0

onde dist(z, K) denota a distancia de z a K.
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18.
19.

20.

21.

22.

23.
24.

(¢) Seja ¥ uma multifuncdo tal que ¥(x) seja convexo e fechado para todo
z. Prove
lim inf ¥(z) = (limsup ¥(x)°)°.

T—To 10
Mostre que To(x) = limsup,_, g+ (2 — ) /t.

Seja {Vf;(z) : j € J} uma familia de vetores onde as f; s@o continuamente
diferencidveis. Prove que {V fj(z) : j € J} tem o mesmo posto para todo z
perto de z* se, e somente a multifuncao S(x) := span {Vf;(z):j € J} é osc
em T =z*.

Seja x* € Q. Prove que CCP é equivalente a semi-continuidade interior da
multifungdo Lq(z,z*) em x = x*, onde

Lo(z,2*) :={d € R" : Vg;(2)"d < 0,Vh;(2)"d =0,j € A(z*),i € {1,...,m}}
(2.4.53)

Mostre que existe uma funcao f tal que z* = (0,0) é um ponto AKKT para
o problema de otimizagdo min f(z) s.t. z € Q tal que z* ndo é KKT, onde
0= {(.Tl,l'g) S R2: 1 > 0,20 > 0,212 = O}

Seja x € Q = {z : g(x) <0,h(x) = 0}. Denote por r o nimero de restrigdes
ativas de desigualdade para o ponto xz. Prove que se a multifuncao

m r
r €R" = L(z) = {(A\,p) ER™ x R, : Y \Vhi(2) + > 1;Vg;(z) = 0}
i=1 j=1
é semi-continua interiormente em x = z*, entao CCP também vale em z*.
Prove a Proposicao

Considere a regiao Q = {(x1,72) € R? : x5 = 0,29 — 23721 — 2] < 0}. Mostre
que AGP-regular falha em z* = (0, 0).
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Capitulo 3

Condicoes de otimalidade de
segunda ordem

Neste capitulo vamos supor que as todas as funcoes f, h;, g; : R® — R para
i=1,...,m;j=1,...,psao duas vezes continuamente diferencidveis.

Considere o problema,

Minimizar ~ f(z) := —2% — 23,

Sujeito a g1(x) == 21 4+ 220 — 2 <0,
g2(x) == —x1 <0,
g3(x) := —x2 < 0.

A regido vidvel é o tridngulo de vértices (0,0), (2,0) e (0,1) descrito na figura
abaixo juntamente com as curvas de nivel da funcao objetivo:

10

0

0.

04

0

o.a

oo 0.5 10 I . an
No ponto x = (0.4,0.8) temos A(x) = {1} e a condigao KKT
Vf(x)+ mVgi(x) =0,u1 >0

é satisfeita com p; = 0.8, entretanto, observamos que x nao é uma solugao. De fato,
a partir de z, a fungao objetivo f aumenta ao longo de diregoes que apontam para
o interior da regiao vidvel (ou seja, direcoes d € R? tais que Vg;(z)Td < 0), mas
ao longo de direcoes vidveis ortogonais ao gradiente de ¢g;, a fungdo objetivo de-
cresce. O que ocorre é que a aproximacao de primeira ordem néo olha para diregoes
viaveis ortogonais ao gradiente das restricoes ativas em x, e erroneamente declara
que o ponto x em questdo é um candidato a minimizador. Assim, informagoes de
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primeira ordem, tais como os gradientes ou diregoes do cone tangente, nao sao sufi-
cientes para caracterizar as solugoes. A dificuldade é que tais diregoes, denominadas
direcoes criticas, podem ou nao ser direcoes viaveis, dependendo da curvatura das
restrigoes.

Condigoes de otimalidade de segunda ordem exigem que ao longo de diregoes
criticas a aproximagao de segunda ordem da fungao objetivo nao seja decrescente.
De fato, neste exemplo, observamos que ao longo da diregao critica d = (2,—1)
com Vgi(z)'d = 0, temos f(z + d) ~ f(z) + 3d"V?f(z)d e como d"V*f(z)d < 0
podemos perceber que x nao é um minimizador local.

No caso geral de restri¢coes nao-lineares, a curvatura das restricoes desempenha
um papel importante, sendo assim, a anélise acima pode ser aplicada considerando o
problema com fungao objetivo dada por L(z) = f(x)+3 ") Nihi(2)+320_ pjg; (@),
para um multiplicador de Lagrange (A, u) fixado, que sub-estima f em pontos
vidveis.

Definigao 3.1. Dizemos que o ponto x € ), que satisfaz KKT, cumpre com a

condi¢ao necessdria (forte) de seqgunda ordem (SSONC) associada ao multiplicador
de Lagrange (A, 1) quando

d* +Z)\V hi(x)+ Y pV3g(x) | d>0,vd € C5(x),

JEA(Z)

onde
C%(z) = {d €R" | Vhy(x)'d =0,i=1,...,m;Vg;(2)"d <0,j € A(z); Vf(x)"d < 0}
¢ o cone critico (forte).

Note que, independente da escolha do multiplicador de Lagrange A associado a
x, a descricao do cone critico pode ser feita da seguinte maneira:
s ni Vhi(2)'d=0,ie{1,...,m};Vg,(x)'d=0,j € A(z), u; > 0;
(=) = {dGR | Vg, (a)td < 0.j € Ax),p; = 0

Observe que para toda direcio d no cone critico C°(x) temos que V f(x)*d = 0.

Note que definindo a fun¢do Lagrangiana L : R™ x R™ x R% como

P
L(x, A, ) +ZA hi() + Y pg(@),
j=1

temos que a condicdo de otimalidade de primeira ordem em um ponto z € € é
satisfeita se existe (A, u) € R™ x RP com p; > 0,5 =1,...,pe p; =0, se j & A(x)
tal que ViL(z, A\, u) = 0. Além disso, a condicao de segunda ordem associada a
(A, 1) é satisfeita se V2, L(z, \, 1) é semidefinida positiva em C*(x).

Observamos que, embora fora do escopo destas notas, uma condicao suficiente
de otimalidade local estrita é dada independentemente da validade de condicoes de
qualificacdo, pela existéncia de um multiplicador de Lagrange associado a = € ()
que cumpre a condi¢ao de segunda ordem com desigualdade estrita para d # 0, ou
seja, se V2, L(x, \, u) é definida positiva em C%(z)\{0}.
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Tipicamente os livros de otimizagao tratam de provar a validade da condigao
necessaria de segunda ordem em um minimizador sob a hipdtese de regularidade.
A unicidade do multiplicador, neste caso, simplifica a analise. Neste capitulo apre-
sentaremos outras condicoes de qualificacdo que garantem a validade da condigao
necessaria de otimalidade e mostraremos outras condicoes de otimalidade de se-
gunda ordem mais tteis para a andlise de convergéncia global de algoritmos.

3.1 Condicoes de qualificagao de segunda ordem

E interessante observar que mesmo sem assumir nenhuma condicao de qualificacao
é possivel descrever uma condi¢ao de otimalidade de segunda ordem. O teorema
a seguir estende o resultado de Fritz-John (Teorema para o caso em que as
fungoes possuem segunda derivada continua.

Teorema 3.1 (Condicao de Fritz John de segunda ordem). Seja z* € Q uma
solugao local do problema . Entdo para cada d € C®°(x*) existe um vetor ndo
nulo (Ao, A\, 1) € R x R™ x Rp com Ao >0, pu; =0, j ¢ A(z*) tal que

jEA(m*)
d* | MV f( Z NVZhi(x*) + Y Vgi(at) [ d = 0. (3.1.2)
JEA(z*)

Demonstra¢do. No caso em que {Vh;(z*)}"; é linearmente dependente, isto é,
existe a # 0 com Y1+, ; Vh;(2*) = 0, temos que tanto (Ao, A, u) := (0, o, 0) quanto
(Mo, A, 1) == (0, —cv, 0) sdo multiplicadores Fritz-John, ou seja, que cumprem .
Portanto, para cada d € C%(x*), podemos escolher uma das duas possibilidades de
modo que se cumpra.

Caso contramo, fixamos d € C%(z*) e consideramos o seguinte problema de
otimizagao linear nas variaveis z e w:

Minimizar 2,
Sujeito a hi(z*)Tw + d"V2h(z*)d = 0,i = 1,...,m,
( )'w +d"V? f(2*)d < 2,
Vgj(@*)w + d*V?g;(x*)d < z,j € A(z*),Vg;(z*)Td = 0.

Como {Vh;(z*)}™, é linearmente independente, podems aplicar o Teorema da
Funcgao Implicita, para mostrar que o problema acima possui valor 6timo finito
nao-negativo (ver detalhes em [33], pdgina 443).

Devido a que o problema anterior é, em realidade, um problema de programacao
linear, do teorema de dualidade forte, o problema dual abaixo nas varidveis (Ao, A, 1)
com p1; =0, j ¢ A(x*), possui o mesmo valor étimo:

Maximizar — d" (/\QVQf(x*) + 3 NiV2h(z) + D je @) ujvzgj(x*)> d,
Sujeito a MoVf(z*)+ 30 A\ Vh(z*) + > jea) HiVgi(@*) =0,

Ao+ 2000 A + ZjGA(z*) =1,

Ao > 0,15 > 0,5 € A(z*), Vg;(z*)'d = 0,

i =0,7 € A(z*),Vgi(z*)'d < 0.
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A solucao 6tima do problema acima é um multiplicador do tipo Fritz John que
satisfaz as condi¢oes do enunciado. A existéncia de solu¢do 6tima é garantida pelo
teorema forte de dualidade, ja que o problema primal possui valor 6timo finito. [

Embora fora do escopo destas notas, é interessante observar que se assumirmos
uma versao mais forte da tese do teorema acima em um ponto z* € (2, a saber, que
a desigualdade vale no sentido estrito quando d # 0, entao obtemos uma condigao
suficiente do tipo Fritz John para a otimalidade local estrita de x*.

A condigao de Fritz-John de segunda ordem possui a propriedade de nao-gap, isto
é, a passagem da condigao necessaria para a condicao suficiente é conseguida através
de uma simples mudanga do sinal da desigualdade, de maior para maior estrito,
considerando o mesmo cone de dire¢oes. Por algum tempo, um dos obstdculos para
a obtencao de condigoes de segunda ordem com a propriedade nao-gap foi que nao
estava claro qual forma quadratica deveria ser considerada para indicar as condigoes.
Acontece que para propriedades desse tipo, todos os multiplicadores de Lagrange
devem ser envolvidos na formulagao, justamente como a condigao de Fritz-John de
segunda ordem faz. Por outro lado, a condi¢ao necessaria de segunda ordem do tipo
Fritz John tem a desvantagem que Ay pode ser igual a zero, desprezando a fungao
objetivo. Este problema pode ser resolvido assumindo certas CQs. Por exemplo,
podemos considerar a condicao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz.

Teorema 3.2 (Condigao de segunda ordem sob MFCQ). Se z* € € uma solugao
local que satisfaz MFCQ, entdo para cada d € C°(x*) existe um multiplicador de
Lagrange (A, p) € R™ x RE, 1 = 0,5 ¢ A(z*) associado a x* tal que

d" (V) + Y NV + > i Vig(at) | d> 0.

i=1 JEA(z*)

Prova: Basta aplicar o teorema anterior e observar que sob MFCQ os multipli-
cadores do tipo Fritz-John sdo multiplicadores de Lagrange (Ag > 0). O

A desvantagem da condigao anterior é que ela depende do conjunto de multi-
plicadores de Lagrange, enquanto na pratica, tipicamente, temos um candidato x
a solucao e um candidato (A, u) ao multiplicador associado a z. Idealmente gos-
tarfamos de definir condicoes de segunda ordem que possam ser verificadas nesta
situacao. Observe que sob SMFCQ, ou seja, assumindo a unicidade dos multipli-
cadores de Lagrange associados a uma solucao x*, o teorema anterior diz que z*
satisfaz a condigao necesséaria de segunda ordem da Definigao [3.1

Teorema 3.3. Suponha que x* € Q € um minimizador local que satisfaz SMFCQ.
Logo o tnico multiplicador de Lagrange (A, ) € R™ x RY, p; = 0,5 ¢ A(z*)
associado a x* € tal que a condigdo necessdria (forte) de seqgunda ordem € satisfeita.

Nosso objetivo é obter uma versao do teorema anterior com hipéteses menos
restritivas. Uma primeira tentativa é utilizar MFCQ, mas o exemplo abaixo des-
crito em [16] (originalmente proposto em [17]) mostra que existem problemas que
cumprem MFCQ na solugao, onde a condicao necesséaria de otimalidade de segunda
ordem nao é satisfeita em nenhum multiplicador:

Minimizar 3,
z3 > (21,22)"Qr(x1,22), k=0,...,3,
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onde para cada k =0, ...,3., a matriz Qi é definida como
kny ok 10 R —
Or = cgs(k%r) smgc;l) ¢ _CO~S( _72 Sln(k4_7r) .
0 -2 sin(%F)  cos(%)

O seguinte exemplo, mais simples é apresentado em [21].

Minimizar  x3,
T3 > 2\/§$1m2 — 23:%,
r3 > x5 — 313,
T3 Z —2\/§$1JI2 — 25(,‘%

Figura 3.1: MFCQ nao garante a validade da condigao de otimalidade de segunda
ordem

A Figura[3I] mostra as trés superficies definidas pelas expressoes do lado direito
das desigualdades do problema. A regido vidvel é formada por todos os pontos
acima das trés superficies. Neste caso o gradiente da fungdo objetivo na origem
coincide com o oposto dos trés gradientes das restricoes de modo que os multipli-
cadores de Lagrange formam o simplex pq + po + pus = 1, g1, o, i3 > 0. O cone
critico é o plano zy e o fato que a condigao de segunda ordem nao é satisfeita em
um mesmo multiplicador se traduz no fato que qualquer combinagao convexa das
fungoes que definem as trés superficies é decrescente ao longo de alguma direcao do
cone critico.

Frente a isto e de acordo com a Figura [2.8] as tnicas condigoes de qualificagao
que conhecemos que poderiam garantir a validade da condigao de segunda ordem
sao CRCQ e RCRCQ. De fato, em [6], o resultado é provado sob CRCQ e em [9],
foi observado que os resultados de @ também garantem a validade da condigao de
segunda ordem sob RCRCQ. E interessante notar que o resultado de @ garante que
a condigao de segunda ordem é vélida independente da escolha do multiplicador de
Lagrange, o que simplifica a sua verificagao préatica.
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Teorema 3.4. Suponha que x* € Q € um minimizador local que satisfaz RCRCQ.
Entio qualquer multiplicador de Lagrange (A, pn) € R™ x RY, p; = 0,5 ¢ A(z*)
associado a x* € tal que a condigdo necessdria (forte) de sequnda ordem é satisfeita.

Para provar este resultado vamos utilizar uma variacao do Teorema do Posto
Constante ( [76], Teorema 2.9) descrita abaixo:

Teorema 3.5 (Posto Constante, [53]). Seja {fi,i € K} uma familia finita de
fungées de classe C* k > 1, f; : R® — R™ tais que o posto de {Vf;(y),i € K}
€ constante para todo y em uma vizinhang¢a de x. Entao existe um difeomorfismo
local de classe C*, ¢ : U — V, com U e V wvizinhancas de = tal que ¢(x) = x, Vo(x)
¢ a matriz identidade e fi(¢~'(x + d)) é constante para todo d com x +d € V tal
que Vfi(x)'"d =0,i € K.

Lema 3.1 ( [6]). Assuma que x € Q satisfaz RCRCQ. Entdo para cada d tal que
Vhi(z)'d = 0,i = 1,...,m, Vgj(xz)'d < 0,j € A(z) existe um fungio de mesma
classe que as h;’s e g;’s, £ : (—e,e) > R™, e >0 com £(0) = z,£'(0) =d e {(t) € Q
parat € [0,¢). Além disso, se Vg;(x)Td = 0 temos g;(£(t)) = 0 para todot € (—¢,¢).

Demonstracao. Tome a diregao d tal que d satisfaz as condigoes do enunciado.
Defina o conjunto de indices, K = {1,...,m}U{j € A(z) | Vg;(z)"d = 0}. Como a
condicao RCRCQ vale podemos usar o Teorema do Posto Constante com a familia de
fungoes de classe C?, {f;,i € K} :={h;,;i =1,...,m}U{g;,j € A(z), g;(x)"d = 0}.
Assim, existe um difeomorfismo ¢ com as propriedades mencionadas.

Defina £(t) = ¢~ 1(z + td) para todo t € (—4,4) para algum & > 0. Utilizando
a expansio de Taylor para ¢~ temos ¢'(0) = limy_,ot~1(£(t) — 2) = d. Assim, se
Vfi(z)'d = 0 temos f;(£(t)) = fi(¢p~" (x +td)) = fi(¢p~"(2)) = 0.

Para mostrar que £(t) € Q para t > 0 basta observar que se Vg;(z)"d < 0 temos
gj(&(t)) = tVg,(x)Td+o(t), onde o(t)/t — 0, logo g;(£(t)) < 0 para t suficientemente
pequeno. Além disso, se j ¢ A(x), reduzindo possivelmente o intervalo temos
claramente g;(£(¢)) < 0. O

Demonstragdo. ( Prova do Teorema [3.4])

Assuma que z* € () satisfaz RCRCQ e seja (A, 1) € R™ x RP com p; > 0 qualquer
multiplicador de Lagrange associado a z* (o fato de RCRCQ ser uma condigao de
qualificagdo garante que o conjunto dos multiplicadores de Lagrange é ndo vazio).
Seja d € C%(z). Entdo

(17 )'d =0,

hi(*)'d =0, i€{l,...,m},
ng (z*)'d =0, jeAlx*),p; >0,
Vgi(z*)'"d <0, je A(z*),pu; =0.

Definimos ¢(t) = f(£(t)), onde £ : (—e,e) — R™ é obtida aplicando o Lema
J& que £(t) é vidvel para t > 0 e £(0) = z* temos que t* = 0 é um
minimizador local de ¢(t),t > 0. Logo, ¢”(0) > 0. Como &'(0) = d temos
¢"(0) = d"V2f(z*)d + V f(2)7€"(0) 2 0

Sendo, para todo t, h;(£(t)) = 0,7 € {1,...,m} e g;({(t)) = 0,5 € A(z*),u; >0

temos
m

R(t) = ZAz‘hz‘(E(t)) + Z 1ig; (E) =0, —e<t<e.

i=1 JEA(x*)
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Assim, derivando duas vezes temos que R”(0) é igual a
m m

dT(Z )\N2hi(x*)+ Z ,UjVQQj (1}*))d+(z AiVhi(x*)+ Z 1ivVg; (x*))Tz =0
i=1 jEA(z*) i=1 JEA(z*)

onde z := £”(0). Logo,

#"(0) + R"(0) = d*(Vf(z*) + Z)\ V() + Y Vigi(x*))d > 0
i€A(x*)
e a condicao de otimalidade de segunda ordem é satisfeita. O

Podemos considerar uma versao mais fraca de RCRCQ), a saber, exigindo posto
constante apenas para o conjunto de todos os gradientes de restrigoes ativas. Isto
motiva a seguinte definicao

Definicao 3.2. Seja z* um ponto vidvel. Dizemos que a condigao WCR (weak
constant rank) vale em x* se existe uma vizinhanga V de x* tal que o posto de
{Vhi(z):i=1,...,m}U{Vyg;(z) : j € A(z*)} € constante para todo z € V.

WCR nao é uma condicao de qualificagao. De fato, considere o problema de
minimizar
minimize f(z) := —x; s.a. hy(x) = z9—27 = 0,91 () := —2; <0, ga2(z) := 22 < 0.
A solugao x* = (0,0) nao satisfaz as condigdes KKT, mas existe uma vizinhanga da
origem tal que o posto de {Vhi(z),Vg1(z), Vga(x)} é constante. Mas, é possivel

mostrar que sob WCR, caso existam multiplicadores de Lagrange, eles devem sa-
tisfazer a chamada condicdo de otimalidade necessaria fraca de segunda ordem.

Definigao 3.3. Dizemos que o ponto x € 2, que satisfaz as condi¢coes KKT, cum-
pre com a condigao necessaria fraca de otimalidade de segunda ordem (WSONC)
associada ao multiplicador de Lagrange (A, ) € R™ xRE | ; = 0,5 ¢ A(x), quando

d’ +Z)\V hi(@)+ > @ V3g(@) | d>0,vd e CV (),
JjEA(x)

onde
CW(z)={deR" | Vf(z)'d=0;Vhi(z)"d=0,i=1,...,m;Vg;(x)"d=0,j € A(z)}
é o cone critico fraco (subespago critico).

Teorema 3.6 ( [6]). Se z* € Q € um minimizador local que cumpre KKT e vale
WCR, entao para qualquer multiplicador de Lagrange, x* satisfaz a condi¢ao fraca
de otimalidade de segunda ordem.

Prova: Basta observar que o Teorema do Posto Constante pode ser aplicado ob-
tendo uma curva vidvel £(t) com h;(§(t)) =0,i=1,...,me g;(£{(t)) =0,j € A(z*)
e a prova segue como no Teorema O
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Note que o cone critico fraco é o maior subespago vetorial contido no cone
critico forte. Conforme comentaremos na préxima secao, a versao fraca do teorema
de segunda ordem é mais interessante do ponto de vista de algoritmos numéricos.
Observe que os cones criticos coincidem se vale a complementaridade estrita, isto
é, se existe um multiplicador de Lagrange que nao se anula em nenhum indice de
restricdo de desigualdade ativa.

E interessante observar que o exemplo de Anitescu/Arutyunov apresentado mos-
tra também que apenas sob MFCQ, nem mesmo a condigao de otimalidade fraca
de segunda ordem é satisfeita. Sendo assim, é frequente na literatura a tentativa de
assumir MFCQ e alguma outra condi¢cao com o objetivo de obter condigoes de oti-
malidade de segunda ordem (fracas ou fortes). O inconveniente desta abordagem é
que, tipicamente, nao é possivel mostrar que a condig¢ao vale para todos os multipli-
cadores, mas sim que existe um multiplicador de Lagrange que cumpre a condicao.
Um primeiro exemplo, apresentado no Teorema [3.3] é a condicao SMFCQ que ga-
rante a condigao forte para o unico multiplicador de Lagrange existente. Em [14]
é provado que sob MFCQ-+WCR a condigao de otimalidade fraca de segunda or-
dem é satisfeita para algum multiplicador. Embora este resultado seja mais fraco
que o do Teorema em [14] é mostrado que nestas condiges, um algoritmo do
tipo Lagrangiano Aumentado gera uma sequéncia cujos pontos limites satisfazem
a condigao necesséria fraca de segunda ordem. Em [21] é provado que existe um
multiplicador de Lagrange que cumpre a condigao forte de segunda ordem se vale
MFCQ e o problema possui duas ou menos varidveis, ou, duas ou menos restrigoes
de desigualdade estao ativas na solugido. Em [22] é provada a existéncia de um mul-
tiplicador de Lagrange que cumpre a condicao forte de segunda ordem sob MFCQ
e se o conjunto de multiplicadores de Lagrange é um segmento de reta, além disso,
assume-se que existe no maximo um indice iy de restricao de desigualdade ativa
tal que a componente ¢y de qualquer multiplicador de Lagrange é sempre nula. Os
autores conjecturam que a ultima condigao nao é necessédria. Além disso, os autores
mostram que se a deficiéncia do posto dos gradientes das restrigoes de igualdade e de-
sigualdade ativas é no méximo 1, entao o conjunto de multiplicadores de Lagrange é
um segmento de reta (possivelmente ilimitado). Em [23] é mostrado que sob MFCQ
e assumindo que o problema é convexo (condigao de Slater), existe um multiplicador
de Lagrange que cumpre a condicdo forte de segunda ordem. Em |14 conjectura-se
que existe um multiplicador de Lagrange que cumpre a condicao fraca de segunda
ordem sob MFCQ e desde que o aumento do posto em uma vizinhanga do ponto
esteja limitado em no méximo 1. Outros resultados de segunda ordem (envolvendo
condicoes sobre as derivadas segundas das restrigoes) sdo obtidos em [18,{19,[25].
Resultados de segunda ordem para problemas em dimensao infinita podem ser ob-
tidos em [27] e resultados para problemas multi-objetivo em [59}/60].

A seguir descrevemos os resultados de [2].

Consideremos Q = {z | hi(z) =0,i=1,...,m,g;(x) <0,5=1,...,p} o conjunto
viavel do problema original e, fixado x* €  com, definimos o conjunto viavel
auxiliar Q' = {z | hi(z) =0,i=1,...,m,g;(z) = 0,5 € A(z*)}. Note que z* €
mas nao existe, em geral, uma relacao de inclusdo entre e '. E claro que a
condigdo de posto constante fraco (WCR) independe se consideramos z* € Q ou
z* € /. Vamos mostrar que WCR implica que vale Abadie para . Nas defini¢oes
[[-2]e 2-1] vamos denotar o cone tangente por Tq(z*) e o cone linearizado por Lq(z*)
e vamos considerar estes cones definidos em Q e .
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Teorema 3.7. Se z* € Q satisfaz WCR, entdo x* satisfaz a condicao de Abadie
para o conjunto ) descrito pelas igualdades h;(z) = 0,i =1,...,m,g;(z) =0,j €
A(z*).

Prova: Seja 0 #d € Lg, isto é, Vh;(z*)T"d =0,i=1,...,m e Vg;(z*)"d = 0,
j € A(z*). Como na prova do Lema e Teorema podemos aplicar o Teorema
do Posto Constante para construir uma curva £ : (—¢,e) — Q¢ > 0 com £(0) =
x*,£'(0) = d. Em particular, d = lim;_,o+ (£(¢) — 2*)/t. Assim, sendo £'(0) # 0,
podemos reduzir € se necessdrio para que £(t) # x*. Logo

) —ar L) —am ¢ a
€O -1~ ¢ -1 Td

o que mostra que d € Tqy. O

parat — 0T,

E importante observar que, como WCR nao é uma condigao de qualificagao, o
fato de valer Abadie para €)' nao é uma condigao de qualificagao para z* € 2. Vamos
provar que a condicdo de Abadie para ' garante que qualquer multiplicador de
Lagrange (caso existam) satisfaz a condicao fraca de segunda ordem. Este resultado
generaliza o Teorema [3.6] Para isto, provamos primeiramente o lema abaixo:

Lema 3.2. Sejam x* € Q um minimizador local e (A, ) € R™ x RE | p; = 0,
J ¢ A(z*) um multiplicador de Lagrange associado a x*. Entao

d" [ V(@) + > NVihi(a®) + Y pVigi(at) | d >0,
i=1 jEA(x*)

para todo d nulo ou tal que existe ¥ — x* satisfazendo
dor 4
[lak — (| ||
e as sequintes relacoes
hi(z®) = o(||z* — z*||?) para todo i =1,...,m com A\ # 0
g;(2%) = o(||z* — 2*||?) para todo j =1,...,p com pj >0
Em particular, vale quando h;(z*) = 0,i=1,...,m e g;(z¥) = 0,j € A(z*), u; > 0.
Prova: Temos L(z*, A 1) = f(a*) + S0 Ahi(a®) + 5 aon) 1305 (0%) =
(@) + o(||z* — z*||?), assim, sendo z* um minimizador local e z* vidvel, temos
0< fa") = f(a")
= L(a" A\ p) = L(z*, A, ) + o(f|2* — 2%
1
= Vo L(@®, A )" (2" = %) + S (2% = 2") TV L8, A i) (@ = %) + o|a* — 27]%)
1
= 5 (@" =)V LEN A ) (2F = 27) + o[l = 27|?),
onde z¥ estd no segmento de reta entre z* e x*. Assim, dividindo por ||z* — 2|
e tomando o limite em k temos d*V L2 (z*,\, u)d > 0.

Note que o conjunto de diregoes do lema acima é um cone contido no cone
tangente.
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Teorema 3.8. Seja x* € Q um minimizador local e assuma que a condi¢do de
Abadie € satisfeita em x* considerando as restrigées h;(x) =0,i=1,...,m,g;(z) =
0,j € A(z*). Entdo a condi¢ao de otimalidade fraca de sequnda ordem é satisfeita
para qualquer multiplicador de Lagrange associado a x* (caso existam,).

Prova: Note que C" (z*) = Lo/ (x*), além disso, a hipétese garante que estes
cones coincidem com Tqr(2*), que por sua vez coincide com o cone de diregoes dado
no Lema[3:2] e o resultado segue. O

Quando o conjunto vidvel possui apenas igualdades, isto é, Q@ = Q' com A(z*) =
(), a hipétese do Teorema [3.8] se traduz para a condicdo de qualificacao de Aba-
die, assim, além de garantir a existéncia de multiplicadores de Lagrange, todos os
multiplicadores satisfazem a condigdo de segunda ordem (no caso sem desigualda-
des o cone critico forte coincide com o cone fraco e as condigoes forte e fraca sao
equivalentes).

Corolario 3.1. Suonha que o conjunto vidvel possui apenas restricoes de igualdade
e x* € Q é um minimizador local que satisfaz a condigdo de Abadie. Entdo, x* €
um ponto KKT e todos os multiplicadores de Lagrange associados a x* satisfazem
a condi¢do de otimalidade (forte) de seqgunda ordem.

A seguir vamos provar um resultado a respeito da condigao de otimalidade forte
de segunda ordem no conjunto vidvel €2 com igualdades e desigualdades. A hipétese
serd uma condicao do tipo Abadie para um subconjunto fixo das restrigoes tratado
como igualdades. Para identificar este subconjunto especial de restrigoes, conside-
ramos algumas definigoes e lemas abaixo:

Definigao 3.4. Sejax € Q um ponto KK T. Definimos A°(x) o conjunto de indices j
de restricoes de desigualdade ativas em x tais que u; = 0 para qualquer multiplicador
de Lagrange (\,u) associado a x. O conjunto AT (x) = A(x)\A°(x) € o conjunto
de indices j de restri¢oes de desigualdade ativas em x tais que u; > 0 para algum
multiplicador de Lagrange (A, 1) associado a x.

Sendo z € Q um ponto KKT, para cada j, € AT (z) existe um multiplicador
de Lagrange (M, p/o) € R™ x RE associado a z tal que pje > 0, assim temos que
A\ ) = m Y jea+(@ N, p?) é um multiplicador de Lagrange associado a
tal que p; > 0 para todo j € A*(z). Portanto o cone critico forte pode ser descrito
como

S — n
c (x)—{deR \ Vhi(z)td=0i€{l,....m}

Vyg;(z)'d=0,j € AT (x); Vg;(z)"d <0, € A%(z) }
O lema a seguir caracteriza o conjunto A%(z).
Lema 3.3. Se x € Q é um ponto KKT, entao
A%(z) = {j € A(z*) | 3d € C%(z), Vg;(x)"d < 0}.

Prova: Seja j € A%(z) C A(z). Entao o problema de otimizagdo linear abaixo
é viavel e possui valor 6timo nulo:

Maximizar(y ) pj,
Sujeito a iy NiVhi(@) + 30 a ) 1V 9i(2) = =V f(2),
w; > 0,1 € A(:E)
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Segue do teorema de dualidade forte para otimizacao linear que o problema dual
abaixo também é vidvel e com o mesmo valor 6timo:

Minimizarg V f(z)d,

Sujeito a Vhi(z)'"d=0,i=1,...,m,
Vgi(z)'d <0,i € A(x)\{j},
ng(x)Td < -1

A solugao d deste problema satisfaz as restrigoes e é tal que Vf(z)Td = 0, logo
d € C%x) e Vgj(x)"d < 0, o que mostra que A%(x) C {j € A(z*) | 3d €
C%(x),Vfj(z)"d < 0}. A inclusdo reciproca é ébvia. O

Corolério 3.2. Seja v € Q um ponto KKT. Entdo existe d € C°(z) tal que

Vhi(z)'d =0,i€ {1,...,m}
Vyg;(z)'d=0,j € AT (z),
Vgj(x)Td < 0,5 € A%(z).

Prova: Basta somar os vetores dados pelo Lema para cada i € A%(z). O

O teorema a seguir mostra que a condicao forte de segunda ordem é satisfeita
para qualquer multiplicador de Lagrange (caso existam) quando a condi¢ao de Aba-
die é satisfeita considerando as restrigoes em AT (z) como igualdades.

Teorema 3.9. Seja z* € Q um minimizador local e suponha que a condicdo de
Abadie € satisfeita em x* considerando as restrigoes

Ot ={x | hi(z)=0,i€{1,... ,m};gi(x)=0,7€ A*(m*);gj(x) <0,j€ Ao(ac*)}.

Entao a condigdo de otimalidade forte de sequnda ordem é satisfeita para qualquer
multiplicador de Lagrange associado a x* (caso existam).

Prova: Seja 0 # d € C¥(z*). Entdo, temos que Vh;(z*)'d =0, € {1,...,m},
Vgi(z*)'d = 0, j € AT(z*) e Vg;(z*)'d < 0, j € A%(x*). Logo, por hipétese,
segue que d € To+(z*). Ou seja, existe uma sequéncia {z*} tal que z* — z*,
haa*) = 0,0 € {1,....m}, g(e") = 0, j € AT ("), g(c*) < 0,5 € A%a")
(zF — 2*)/||2* — 2*| — d/||d||. Do Lema segue que d"V2, L(z*,\, u)d > 0 para
qualquer multiplicador de Lagrange (A, ) associado a z*. O

A seguir mostramos que o Teorema [3.9] generaliza o Teorema [3.4]

Teorema 3.10. Se z* € Q) satisfaz RCRCQ, entao x* satisfaz a condigdo de Abadie
para o conjunto de restricoes

hi(z) = 0,0 € {1,...,m};g;(x) = 0,5 € A*(¢"); g;(z) <0,j € A%(a™).

Prova: E uma adaptagao da prova do Teorema O

Note que a definicdo do conjunto Q7 s6 faz sentido quando z* é um ponto
KKT. Neste caso, a hipétese do Teorema[3.9]¢ uma versao mais restrita da condigao
de Abadie para Q, j& que ela é satisfeita quando Lq+(x*) C T+ (x*), sendo que
C3(z*) = L+ (2*) = La(z*) e Ta+(2*) C To(r*). Vamos mostrar que a hipétese
do Teorema pode ser reformulada para desprezarmos as restrigoes em A%(z*)
na definicao do cone tangente.
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Teorema 3.11. Se x* é um minimizador local, entdo
C%(x*) C Tos (z*) & CF (%) C Tp+ (27,
onde F* ={z | hi(z) =0,i € {1,...,m};g;(x) =0,j € AT (z*)}.

Prova: Sendo QF C F*, a implicagio direta é imediata. Seja 0 # d € C%(x*)
e assuma sem perda de generalidade que ||d|| = 1.

Seja s € C°(x*) dado pelo Corolério tal que Vh;(z*)'s=0,7 € {1,...,m};
Vgij(z*)'s = 0, j € At (z*) e Vgj(z*)'s < 0, j € A%°=a*). Agora proceda a
definir d* := (d + 15)/||d + +s|, segue que d* € C¥(z*) com Vh;(z*)Td* = 0,i €
{1,...,m},Vg;(x*)'d* = 0,7 € A*(a*) e Vg;(z*)"d* < 0,7 € A°(2*) para todo k.

A hipétese garante que d* € T+ (z%), isto é, existe z° —¢ x* com h;(xf) = 0,7 €
{1,...,m},g;(z%) = 0,5 € A*(z*) tal que (2 —2*)/||x* — 2*|| —¢ d*. Mostraremos
que g;(z*) < 0,5 € A°(x*) para ¢ suficientemente grande. De fato, para j € A°(z*)
temos g;(z) = Vg;(z°)(2* — 2*) para algum z° entre z* e z¢, j& que g;(z*) = 0.
Assim, como Vg;(z°) — Vg;(z*), (2¢ — 2*)/[|2® — 2*|| —¢ d* e Vg;(a*)Td* < 0
segue que gj(xe) < 0 para / suficientemente grande, e portanto d* € To+(z*).
Como d* — d e To+ (z*) é fechado, segue que d € To+ (). O
Em [23] é apresentado um resultado similar ao Teorema

Teorema 3.12. Fizado um ponto x* € ) que satisfaz KKT, e fitado um multi-
plicador de Lagrange (A, pu) € R™ x RP associado a x*, definimos o conjunto de
restricoes

Q :{x| hi(z) =0,i € {L,...,m};g;(x) =0,7 € A(z*),p; > 0; }
8 gi(x) 0,5 € A(x*),p; =0

Se a condi¢io de Abadie € satisfeita em x* com relag¢do a §,, entdo (A, ) satisfaz
a condi¢cao de otimalidade forte de sequnda ordem.

Prova: A demonstracao ¢ feita exatamente como na prova do Teorema[3.9] O

Observamos que independente de (X, ), Lo, (z*) = C%(z*) e que QT C Q.
O Teorema garante que se vale Abadie para €2,, entdo vale a condigao de
segunda ordem para este multiplicador (A, i) e para todos os outros (XN, u’) tais
que €, C Q,, ou seja, se o conjunto de indices de multiplicadores positivos de p
contém o conjunto de indices de multiplicadores positivos de p’. Se (A, 1) é tomado
com p; > 0 para todo j € AT (z*) e a condigdo do Teorema é satisfeita, entdo
Q, C Q, para qualquer multiplicador de Lagrange (X', u') associado a z* e como
Q, = Q" a consequéncia é a mesma do Teorema
Observamos ainda que se nao estamos interessados em obter uma condigao de
segunda ordem para todos os multiplicadores, é possivel que a condi¢cao do Teorema
B.12]seja satisfeita para algum multiplicador, mas nao para todos. De fato, considere
o problema
Minimizar o,
Sujeito a  g1(z) == —2? — 29 <0,
g2(z) == —x2 <0,
g3(x) =21 <0

na solugdo z* = (0,0). Temos que os multiplicadores sdo da forma u; > 0, ug >
0,1 + p2 = 1,us = 0. Segue que AT (z*) = {1,2} e A%z*) = {3}. O cone
critico é dado por C%(z*) = {d | d; < 0,dy = 0}. Considerando um multipli-
cador de Lagrange com o nimero méaximo de entradas positivas, por exemplo,
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p1 = p2 = 5,13 = 0 temos Q, = QF = {(0,0)}, e portanto o cone tangente a
este conjunto nio contém C°(z*). Entretanto, considerando pu = (0,1,0) temos
Q. ={z | x1 < 0,22 = 0} e portanto Cs(z*) C Tq,(2*) e podemos garantir a
validade da condig@o de otimalidade forte de segunda ordem apenas para pu.

Em [2], também foi mostrado que se um minimizador local z* € Q satisfaz
MFCQ e para todo Z C {1,...,m}, J C AT (2*) com cardinalidade |Z| + |J| um a
menos que {1,...,m} U A" (z*) vale que {Vh;(z):i € I} U{Vyg;(z):j € J} tem
posto constante em torno de z*, entao a condigao fraca de segunda ordem vale para
pelo menos um multiplicador de Lagrange associado a x*. Além disso, se A%(z*)
tem no maximo um indice, entao vale a condigao forte de segunda ordem para pelo
menos um multiplicador de Lagrange.

3.2 Condicoes sequenciais de segunda ordem

As condicoes sequenciais de otimalidade tém demonstrado ser uma ferramenta 1til
no estudo de algoritmos praticos. Por exemplo, tém sido usadas na analise de
convergeéncia global de algoritmos, como os métodos de lagrangiano aumentado, os
métodos de restauragao inexata, e alguns métodos de programagao quadratica se-
quencial sob condigoes de qualificacao bem mais fracas que as usuais. Além disso,
elas fornecem um fundamento tedrico para os diferentes critérios de parada associa-
dos a algoritmos praticos e tem servido como modelo no desenho de novos algoritmos
praticos, |32434,35].

Sob este paradigma, vamos definir, de acordo com [8], condigbes sequenciais de
otimalidade apropriadas para o estudo de algoritmos com convergéncia a pontos
estaciondrios de segunda ordem, que desempenhem o mesmo papel de unificagao
que AKKT, e outras condigoes sequenciais de primeira ordem, o fazem na analise
de convergéncia de muitos algoritmos.

Muitos algoritmos com convergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem
(i.e. pontos onde WSONC vale) tém sido propostos na literatura. Andreani, Birgin,
Martinez e Schuverdt [5], ver também [14], usaram um método de curvatura negativa
de segunda ordem para minimizagao em caixas aplicados a certa classe de fungoes
que ndo possuem segundas derivadas continuas. Byrd, Schnabel e Schultz [36]
empregaram um método de programagao quadrética sequencial (SQP), onde a con-
vergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem é obtida usando corregoes de
segunda ordem. Coleman, Liu e Yuan [38] usaram também um método SQP com
uma funcao de penalidade quadratica para minimizacao com restrigoes de igualdade.
Conn, Gould, Orban e Toint [39] utilizaram um método de barreira logaritmica
para problemas de minimizagao com desigualdades e com restrigoes de igualdade
lineares. Di Pillo, Lucidi e Palagi [41] definiram um algoritmo primal-dual para
problemas de minimizacao com restrigoes de desigualdade e tomaram vantagem
da equivaléncia entre o problema original com restrigoes e a minimizagao sem res-
tricdes de uma funcao de Lagrangiano aumentado. Eles usaram uma técnica de
busca curvilinear usando a informagao sobre a nao convexidade dessa fungao de
lagrangiano aumentado. Facchinei e Lucidi [42] usaram as diregdes de curvatura
negativa no contexto de minimizacao com restricoes de desigualdade. Gill, Kun-
gurtsev e Robinson em [46] utilizaram uma variante do método SQP, o método
SQP regularizado, definido em [47]. Esse método é baseado em uma busca linear
flexivel junto com uma diregao definida através de uma solucao de um subproblema
de programagao quadratica de uma fungao estritamente convexa e, quando existe,



62 Condigoes de otimalidade de segunda ordem

uma diregao de curvatura negativa para certo lagrangiano aumentado primal-dual.
Em [67], Morguerza e Prieto usaram um algoritmo de pontos interiores para pro-
blemas nao convexos juntamente com dire¢oes de curvatura negativa.

Nossa contribuicao nesta secao é descrever a introdugao da primeira condigao
sequencial de otimalidade que leva em consideragao nao sé a informacao de primeira
ordem, mas sim, também, a informagéo de segunda ordem (ver detalhes em [8]).
Esta condigdo é chamada de AKKT2. Definiremos a condi¢io AKKT2 e mostrare-
mos que ela é uma genuina condigao de otimalidade, e que varios algoritmos com
convergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem geram sequéncias cujos pon-
tos limites cumprem esta condigao. Esta condi¢ao de otimalidade é forte, no sentido,
que ela implica a proposi¢ao “WSONC ou nao-CQ” para CQs mais fracas que a
condicao de qualificagao LICQ. Na secao seguinte definimos uma nova condigao
chamada CCP2, que é a CQ minima associada & AKKT2 e em seguida mostramos
as relacoes existentes entre CCP2 e outras CQs conhecidas na literatura, como por
exemplo MFCQ+WCR, RCRCQ e a condicao de Baccari-Trad.

Destacamos o seguinte lema de grande utilidade nas demonstracoes desta secao.

Lema 3.4. [28] Seja P € R™*™ uma matriz simétrica e vetores ai,...,a, € R™.
Defina o seguinte subespago: C := {d € R™ : (a;,d) = 0 para todo j € {1,...,7r}}.
Suponha que v"Pv > 0 para todo v € C. Entdo, existem {c; € Ry, j € {1,...,r}}
tais que P + 25:1 cjajajT € definida positiva.

Toda condi¢ao sequencial de otimalidade deve satisfazer as seguintes trés pro-
priedades:

1. Ela deve ser realmente uma condi¢ao de otimalidade, independente de qual-
quer condicao de qualificagao;

2. ela deve ser o mais forte possivel, em nosso caso, ela deve implicar “WSONC
ou nao-CQ” para condigoes de qualificagao fracas;

3. ela deve ser gerada por algoritmos praticos.

Na segao seguinte mostraremos que o método de lagrangiano aumentado de [5] e
o método de regides de confianga de [40] geram sequéncias onde os pontos limites
satisfazem essa nova condicao sequencial de otimalidade.

Procederemos a definir a condi¢ao sequencial de segunda ordem.

Definicao 3.5. Dizemos que um ponto vidvel x* € Q é um ponto AKKT2 se
existem sequéncias {z*} C R", {\F} Cc R™, {n*} c R™, {y*} C RE, {#*} C RE,
{0k} C Ry com ,uf =0 para j ¢ A(z*), 9;-“ =0 para j ¢ A(x*) tais que ¥ — x*,
§k — O,
m
Jim VF(@R) + D N Vhih) + Y 5y Vg(a*) =0 (3.2.3)

i=1 JEA(z*)

V2L N pF) + 3 0 Vhi(@F)Vhi (@) + D 05V g,(a8) Vg, (aF)!
=1 jEA(I*) (324)

= =61

para k € N suficientemente grande, onde A = B significa que as matrizes simétricas
A e B sao tais que A — B € semi-definida positiva e 1 denota a matriz identidade.
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A sequéncia {z*} é chamada de sequéncia AKKT2 e z* é chamado de ponto
AKKT?2.

Para provar que a condicao AKKT?2 é uma condicao de otimalidade usaremos o
seguinte lema.

Lema 3.5 ( [5[14]). Seja f: R" - R, g; : R* — R para j € {1,...,p} fungdes
duas vezes continuamente diferencidveis em uma vizinhanca de T. Defina

para todo x em uma vizinhanga aberta de T. Suponha que T é uma minimizador
local de F. Entao a matriz definida como

H(z) =V f(z) + > max{0,g;(2)}V°g;(x) + Y Vg(x)Vg;(x)"
j=1

3:9(2)>0
€ semidefinida positiva em .
Teorema 3.13. Seja x* um minimizador local, entdo x* satisfaz a condigdo AKKT2.

Demonstracao. Devido a que x* é um minimizador local, existe um escalar € > 0
tal que f(z*) < f(x) para todo x vidvel tal que ||z — z*|| <e. Assim, 2* é a Unica
solugao de

1
minimizar f(z)+ ZHI‘ —z*||* sujeito a h(z) =0, g(x) <0, z€B(z*¢). (3.2.5)

Seja {pr} C Ry tal que py 1 oo. Para cada pg, considere o seguinte problema

min  f(z) + fllz — 21 + 3o (L ha(2)? + 327, max{g; (), 0}?)

s.a. x € B(z*,e). (3.2:6)

Seja ¥ solucdo do subproblema . Seguindo a mesma linha de raciocinio da
demonstracao do Teorema temos que x* estd bem definida, z* — z* e para k
suficientemente grande 2* pertence ao interior de B(z*,¢). Desta forma, o gradiente
da fungao objetivo de deve ser zero em z = z*:

VizP) + z prhi(zF)Vh(zF) + Zpkg;'(xk)ng (zF) + (@) (z* —2*) =0
) (3.2.7)

onde g;'(xk) := max{0, g; (z*)} e £(2F) := ||2* — 2*|]>. Aplicando o Lema com
7 2

F(z) = f(z) + 5p8 207 hi(2)® + glle — 2*]|%, g; = \/prg;(w) para j € {1,....p} e
Z = 2¥, obtemos que:

m p
V2 () + ) prehi(a®)V2h (aF) + ) prmax{g; (%), 0}V2g; (2)+
=1 j=1
- k kN\T k kNT (328)
> oVhi(@M)Vh @)+ > prVgi(aF) Vg (2h) "+
i=1 J:g; ()20
2(z% — 2*)(2® — )T+ ||2¥ —2*|PT = 0
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Defina A\F := pph;(z%), n¥ := pp parai € {1,...,m}, M? := pr, max{g;(z*),0} para
je{l,..,p}, 9;? = py sempre que g;(z¥) > 0 e 9;-“ = 0 no caso contrario. Finalmente
defina 6 := 3||z* — 2*||>. Obviamente 6, — 0 e para k suficientemente grande
,ué? = 0 para todo j §Z A(:c ) e 9’“ = 0 para todo j ¢ A(z*). Com essas escolhas e
das expressoes (3 e (3:2.9), ‘conclufmos que as expressoes (3.2.3) e - sdo

satisfeitas e portanto ¥ satlsfaz a condicao AKKT?2.

3.3 Condicao de qualificacao minima e algoritmos

Em [49], é considerado o problema quadratico em R*

minimizar f(z) := %xTHx, sujeito a & > 0,

onde H =1 — g‘fjlg e z = e — 4eq, sendo e o vetor de 1’s e e; o primeiro vetor
da base canodnica. Para qualquer sequéncia de parametros de barreira p; — 07,
definimos as fungoes by (z) = f(x) — ux Zle log(z;) (barreira logaritmica). Obser-
vamos que xp = /fixe é um minimizador local estrito do problema de minimizar
bi(x), sujeito a & > 0 que satisfaz a condigao suficiente de segunda ordem. Como
esperado, xj converge para zero, um ponto estaciondrio, entretanto, a condigao
de otimalidade forte de segunda ordem nao é satisfeita ja que el He; < 0. Este
exemplo mostra que, na pratica, nao se espera que um algoritmo razoavel tenha
garantia de gerar uma sequéncia cujos pontos limites satisfazem a condicao forte
de segunda ordem (SSONC). De fato, a mera verificagdo da condigao forte de se-
gunda ordem é um problema NP-dificil [68]. Por estes motivos, em se tratando de
algoritmos praticos, a condigao de otimalidade de segunda ordem de interesse é a
condicao fraca (WSONC). H4 diversos algoritmos na literatura que com pequenas
modificagoes tém convergéncia global a pontos estacionarios de segunda ordem: La-
grangiano aumentado, programagao quadratica sequencial, pontos interiores, regioes
de confianga, entre outros. Nossa tarefa serd unificar a teoria de convergéncia glo-
bal de segunda ordem destas classes de algoritmos usando a condicdo AKKT2 como
ferramenta.

A condicao AKKT2 é uma condicao de otimalidade forte no sentido que im-
plica “WSONC ou nao-CQ” para condigoes de qualificagao fracas. Iniciaremos pro-
vando que, sob a condigao MFCQ+WCR, todo ponto AKKT2 satisfaz a condigao
WSONC, ver Proposicao [3.1] Posteriormente, provaremos que a condigao CRCQ
e a condicao RCRCQ podem também ser usadas na expressao “WSONC ou nao-
CQ”, ver Proposi¢ao[3.3] Como consequéncia a condigdo RCRCQ também pode ser
usada na andlise de convergéncia de algoritmos praticos.

Para provar que sob a condicao MFCQ+WCR, todo ponto AKKT?2 satisfaz a
condicdo WSONC, comegaremos com o seguinte lema. A seguinte propriedade de
WCR ¢ importante para as demonstragoes futuras.

Lema 3.6. [14] Seja d € C"V(x*), o cone critico fraco da Defini¢do . Entao
para toda sequéncia {x*} C R™ com z* — x*, existe uma sequéncia {d*} C R™ com
d* — d tal que, (Vh;(z*),d*) = 0 para i € {1,...,m} e (Vg;(z*),d*) = 0 para
Jj € Ax*).

Proposigao 3.1. Seja z* € Q tal que a condigio AKKT2 vale. Se a condi¢do de
qualificacao MFCQ+WCR se cumpre em x* entao WSONC' € satisfeita em x*.

Demonstracdo. Pela definicio de AKKT2 existem sequéncias {z*}, {1*}, {61}, {6%}
com u;? =0e 9;-“ = 0 para todo j ¢ A(z*) tais que 2% — z*, 6 — O e
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a) e 1= Vf(z¥) + 0 NiVRi(a%) + 30 c ey 15V 95 (%) — 0;

b) V2 L(x*, N, i) 4300 Vi () Vhi (@) 437 c ) 05 V5 (a*) Vg, (aF)T =
—0l

Pela condicio de Mangasarian-Fromovitz, a sequéncia {(A\*,u*)} é limitada.
Para provar isso, suponha por contradicio que a sequéncia {(\*, *)} é ilimitada.
Defina a sequéncia {Ay} como A := max{|\}[,u¥ : i € {1,...,m},j € A(z*)}.
Claramente, {Ay} vai para infinito. Dividindo por Aj, a expressao

bt =Vf(z —&-Z)\th Z usgj(xk),

JEA(z*)

e tomando uma subsequéncia adequada tal que {(\¥/Ag, u*/Ax)} converge, temos
que > NVhi(z*) + 2 je(ae) 13 Vg;(x™) = 0 para certos A* e p* > 0 nao todos
nulos. Uma contradicio com MFCQ. Portanto, a sequéncia {(\*, z¥)} é limitada.
Assim, sem perda de generalidade podemos supor que {(A\*,u*)} converge para
(", A*). Defina pf = 0 para todo j ¢ A(z*). Tomando limite no item (a), temos
que (z*,p*, \*) satisfaz as condigdbes KKT. Procederemos a provar que WSONC
vale em z* com multiplicadores (p*, \*).

Seja d € CYW(z*), pelo Lema existe uma sequéncia d* tal que d* — d,
(Vhi(z*),d*)y = 0,3 € {1,...,m} e (Vg;(z*),d*) = 0, j € A(z*). Assim, calculando
(d*)*M*(d*) e usando o item (b) obtemos que:

(d")TVAL(", A%, i*) (") + inﬁ“whi(xk% d)*+

=1 (3.3.9)
Y 05(Vgi(ah),d")? > oy |d"||?
JEA(z*)
0 que implica que
(d®YIN2L(2%, N, pP) (dP) > o, ]|d"))?. (3.3.10)

Finalmente, tomando limite em (3.3.10)), temos que

(d*)" +Z/\*V2 + ) wVig(a)(d*) >0, (3.3.11)

JEA(z™)
como queriamos provar. O

Claramente da definigdo, a condicdo AKKT?2 implica a condi¢do sequencial
AKKT. O seguinte exemplo mostra que as condi¢oes ndo sao equivalentes.

Exemplo 3.1. Considere f(x1,22) = —x1 — z2, g(z1,22) = 2323 — 1 e x = (1,1).

Primeiro, mostraremos que AKKT vale em z* = (1,1). Como os gradientes das
fungodes sdo V f(x1,x2) = (=1, —1) e Vg(z1,x2) = 22122(22,21), as condi¢ées KKT
valem em z* com p = 1/2 como multiplicador.

Agora provaremos que AKKT?2 falha. Suponha pelo contrario que nao, assim
e se cumprem. Defina d* := (:El, —xz) onde {(zF,z5)} é a sequéncia
dada pela deﬁnl(;ao de AKKT2. Como (Vg(x¥,x5),d*) = 0 para todo k € N, segue

de (3.2.4) que:

pE2g(ak, 28 (d¥, d*) + o)l d¥)* > 0, (3.3.12)



66 Condigoes de otimalidade de segunda ordem

para algum p* > 0, 6, > 0 com §; — 0. Do célculo temos que V2g(z%, 25)(d*, d*) =
—4(akxk)?. Assim, substituindo em (3.3.12)), temos —4p*(afxk)? + 6x]|d¥||> > 0
para todo k € N. Mas isso é impossivel porque por temos que V f(z¥, z%) +
uFVg(zh, 25) — 0, o que implica que —1 + 2u*Fa¥(25)? — 0 e como consequéncia
20k (ahak)? — 1 e 0 < —dpk(akak)? + 5 ||d¥|? — —2.

Continuando com nossa anélise da condicao AKKT2, mostraremos que existem
algoritmos que naturalmente geram sequéncias cujos pontos limites satisfazem a
condicdo AKKT2. Como exemplo, podemos mencionar o lagrangiano aumentado
proposto em [5](ver também [14]), o método regularizado SQP de Gill, Kungurtsev
e Robinson [46] e o método de regides de confianca de Dennis e Vicente [40].

Mostraremos que o método de lagrangiano aumentado proposto por [5] (ver [14])
gera sequéncias AKKT2. Antes de comecar a andlise do método de lagrangiano
aumentado de [14] para o problema geral de otimizacao (que é equivalente ao método
proposto em [5] quando a restrigao de caixa é todo o R™) vejamos algumas notagoes
adicionais. Considere a seguinte funcao lagrangiana aumentada

m 2 p 2
Lyt i= £+ 5 [ X [uto) + 2| 4 30 [maxto.gp6a) + 23] )
i=1 P j=1 P

(3.3.13)
para todo z € R",p > 0e X € R™, u € R, A funcdo L, possui primeiras derivadas
continuas com respeito a varidvel x, mas a segunda derivada nao estd definida nos
pontos z tais que g;j(x) + p;/p = 0. Assim, para superar este problema, em [14], os
autores definiram:

v (max{0,0ue) + ) = V2 (000 ) se o) + 55 =0

Ve (maX{O,gi(x) * %})2 =V (maX{O,gi(x) + %})2, c.c. (3:3.14)

Agora procederemos a descrever o algoritmo [14, Algoritmo 4.1]. Ver Algoritmo

B1

Algoritmo 3.1 (Método de Lagrangiano aumentado de segunda ordem).
Sejam Amin < Amax, Pmax > 0, ¥ > 1, pr >0 e 7 € (0,1). Tome {ex} C Ry uma
sequéncia de escalares positivos tal que limeg = 0.

Defina A} € [Amin, Amax),4 € {1,...,m} e u; € [0, tmax), 7 € {1,...,p}. Escolha
2% € R™ como ponto inicial arbitrdrio. Defina V° = max{0, g(z°)}. Inicialize com
k=1.

1. (Minimizagdo)

Encontre um minimizador aprozimado x* de L,, (z, \F, %) até segunda or-
dem. Isto €, determine x* que satisfaca:

IV Ly, (2" A%, 1P| < e

V2L, (2% NP 1%) = —ey 1

2. (Atualizagdo do parametro de penalidade)
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Defina para todo j € {1,...,p}
V= max{g;(«*), = /pr}-

Se max{||h(z")]|oo, [V*lloc} < 7max{[|A(z"~)]loo, [V }
defina prp+1 = pr; Caso contrdrio, coloque pr+1 = Ypi;

3. (Atualizagdo dos multiplicadores de Lagrange)
Calcule
A= N prhi (%), i =1,... ,m e i = max{0, u5 +prg; (z*)}, j=1,...,p.
Defina AP .= PTOiA i Ao (A¥) € [Amins Amax] para todo i € {1,...,m} e
M§+1 1= Projig ] (/l’;) € [0, ptmax], para todo j € {1,...,p}. Faca k + k+1
e vd para o Passo 1.

Do passo |1| do Algoritmo temos que qualquer ponto limite {azk} satisfaz a
condigaio AKKT?2. De fato, seja * qualquer ponto limite da sequéncia {z*}. Pela
demonstragdo de [14, Teorema 4.1], temos que para k suficientemente grande o
Passo [I] do Algoritmo é equivalente a:

[VL(z*, N, @) < e (3.3.15)

m
V2L(zR, NE, 0kF) + py, Z Vhi(z)Vhi(x)" + py Z Vg;(2)Vg; ()" = —eil,
i=1 JEA(z)

(3.3.16)
onde AF := X¥ 4 pphi (%) parai € {1,...,m} e ﬂf = max{(),u? + prg;(z*)} para
Je {1""7p}‘

Nao é dificil ver que para k suficientemente grande, ﬂ? = 0 para todo j ¢ A(x™).
Assim, das expressoes e temos que a condigao AKKT?2 vale em z*.

O método de regiao de confianga proposto por Dennis e Vicente [40] também
gera sequéncias AKKT2. Veja [72] para detalhes.

A anélise da convergéncia global para pontos estacionérios de segunda ordem
do método de lagrangiana aumentado [14] e do método SQP regularizado |46] estao
baseados na condigdo conjunta MFCQ e WCR. Desde que ambos métodos geram
sequéncias AKKT2, a pergunta natural é se a Proposi¢ao [3.I] pode ser demonstrada
usando condigoes de qualificagdo mais fracas. Como veremos nesta secao, a res-
posta ¢é afirmativa. Isto implica uma melhora na teoria da convergéncia global de
cada algoritmo que gera sequéncias AKKT2. Ainda mais, nesta se¢ao, forneceremos
a condicdo de qualificagdo minima para a qual todo ponto AKKT?2 satisfaz WSONC.

Defina para cada = € R™, o cone

o ny (Vhi(z),d)y =0paraiec{l,...,m};
CW(z,2*) = {deR | Vo) d :OgarajeAw)}. } (3.3.17)

O cone CW(z,z*) é uma pertubagao do cone critico fraco C*V(z*) ao redor do
ponto vidvel z* € Q. Claramente, C"(x, z*) é um subespaco e C" (x*, *) coincide
com o cone critico fraco C*V(z*). Usando a linguagem da anélise variacional, po-
demos reescrever o Lema [3.6| como: WCR implica a semi-continuidade interior da
multifungdo C(z,2*) em z = x*, isto é, CVW(z*,z*) C liminf,_, .~ C"V(x,z*). De
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fato, a semi-continuidade interior de C"(z,z*) em x = x* é equivalente a WCR.
Ver [72].

Agora vamos definir o objeto principal para a defini¢do da condi¢cdo minima.
Para cada x € R™ considere o seguinte cone

KV(x) = U SW(N, ), (3.3.18)
(A u)ER™ XRE,
1j=0 para j¢A (%)

onde

VO ) = (i1 NiVhi(x) + 3 e awm) 15 V95 (), H), tal que
Ho ) H < 2211 \iV2hi(z) + ZjeA(w*) w;V2g;(x) sobre CW(xz,xz*) [~

O conjunto KYY(x) é um cone convexo contido em R™ x Sym(n), que nos permite
escrever a condicao fraca de segunda ordem WSONC em uma forma mais compacta,
isto é,

(=Vf(z*), =V2f(z*)) € KY(x*). (3.3.19)
A seguinte definigdo é a nossa nova condi¢ao de qualificacdo associada a condigao
sequencial AKKT2.

Definigao 3.6. Dizemos que xz* € Q satisfaz a Propriedade de Cone Continuo de
Segunda Ordem (CCP2) se a multifun¢io x — K3V (x), definida em (3.3.18)), é
semicontinua exteriormente em x*, isto é€,

limsup K3 (z) ¢ K3¥(z*). (3.3.20)

r—x*

Como mostra o teorema a seguir, a condigao CCP2 ¢é a condicao de qualificagao
mais fraca que pode ser usada para generalizar a Proposigao [3.1]

Teorema 3.14. Seja x* € ) um ponto vidvel. As seguintes condigdes sdo equiva-
lentes:

(1) CCP2 vale em z*;

(2) Para toda fungao objetivo f : R™ — R tal que a condi¢ao AKKT?2 vale em x*,
temos que a condicao WSONC' € satisfeita em x*.

Demonstracdo. Primeiro, suponha que a condigao CCP2 vale em z* e existe uma
fungéo objetivo f tal que a condicio AKKT2 é satisfeita. Da defini¢ao de AKKT?2,
existem sequéncias {x*}, {\*}, {p*}, {0k}, {6%}, {6k}, com pF > 0, u? = 0 para
j¢ A(x*) ek >0, 9;? =0 para j ¢ A(z*) tais que 2% — 2%, 6 — O e

a) e = Vf(a*) + 300 A Vhi(a®) + 30 ¢ sy 5 V5 (%) = 0;

b) V2 L(x*, N, i) 4300 iV hi () Vhi (@) 437 c o) 05 Vg5 (a) Vg (aM)T =
—0xIL

Usando o item (a) e o item (b), deduzimos que
(=Vf(z®) + &% V2 f(a) — 6,I) € KJ¥(2%) para todo k € N.

Usando, agora, a continuidade de V f(z) e de V2 f(z) junto com a semi-continuidade
exterior de K3 (z) em z*, obtemos que (—V f(z*), —=V2f(2*)) € K}V(z*) e como
consequéncia WSONC vale.
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Provemos a outra implicagdo. Seja (w,W) um elemento de limsup K3V (z)
quando x — z*. Mostraremos que (w, W) pertence a K3}V(z*). De definicao de
limite exterior, existem sequéncias {z*}, {\F}, {uf} com u;? =0 para j ¢ A(z*) e
{H*} tais que 2% — 2%,

(zm: Newh, (2F) + Z 1hgi(@*), H*) = (w, W)

JEA(z*)

H* < Z)\fvzhi(xk) + Z ufvzgj(xk) sobre CW (2% z%).
i=1 j€AG)

Defina a funcao
* 1 * *
flz) = —(w,x —z*) — §W(zf:c ,x —a¥).

Mostraremos que a condigdo AKKT2 vale em z* com f(x) como fungio objetivo.
Do célculo temos que V f(z) = —w — W (x —z*) e V2 f(z) = —W. Para provar que
(3.2.3) vale, é suficiente notar que:

: koyk kY 1 kg, (k ko o(oky _
kli)nolovxL(a: S AT )—kli)n;o Z)\thz(x )+ Z wigi(z") —w
i=1 JEA()
lim W (zF —2*) = 0.

k—o0

Agora, para provar a validade de (3.2.4]), usamos o Lema com

S 1
pk = Z A2 () 4 | > Vi ak) — HF + L (3.3.21)
i=1 JEA(z*)
e a; como as colunas da matriz [Vh;(z¥),i =1,...,m; Vg;(z¥),j € A(z*)]. Assim,

pelo Lema 3.4 existem sequéncias positivas {#¥} e {n*} tais que:

m

SFi=PF 4> i Vhi(a")Vhi(a)T + Y 05Vg(a*) Vg, ()" - 0. (3.3.22)

i=1 JEA(z™)
Coloque ¥ = 0 para j ¢ A(z*). Usando (3.3.21)), (3.3.22) e V2 f(z) = —W, obtemos
J

que

sz(I‘k’ )‘ka :uk) + Z anhz(mk)th(xk)T
=1
1
+ Y VeV (e = —W  H 4 85— T
jEA(z*)

(3.3.23)

Agora, procederemos a achar um limitante inferior para a matriz simétrica do lado
direito da expressao (3.3.23)). Usando a definicao de norma:

~W + H* = — |\ (W — HY|I,
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onde A\ (W — H*) denota o menor autovalor de W — H*. De (3.3.22)), S* = 0, assim
temos que

1 1 1
—W?Jﬁ+8k—%ﬂz—MﬂﬂﬁfHﬂm+Sk—%Hi—MﬂwﬁfHﬂM—%H:—&L
3.3.24)
onde 0y, := [\ (W — H¥)|+1/k. Como H* — W e §;, — 0, substituindo (3.3.24) em
(13.3.23)), temos que a condigao (3.2.4]) vale. Assim, z* é um ponto AKKT2 e pela
hipétese, WSONC vale em x*. Usando (3.3.19), (w, W) = (=Vf(z*),-V2f(z*))

pertence a K3V (z*), terminando com a demonstragao. O
Como AKKT?2 ¢ uma condigao de otimalidade, pelo Teorema [3.14] temos que:

Corolario 3.3. Se z* é um minimizador local tal que CCP2 vale, entao WSONC
vale.

Diretamente da Proposicao e do Teorema temos que:
Proposigao 3.2. A condi¢cao CCP2 ¢é implicada por MFCQ+WCR.

De fato CCP2 é estritamente mais fraca que MFCQ+WCR como o seguinte
exemplo mostra.

Exemplo 3.2. (A condigdo CCP2 ndo implica MFCQ+WCR.)

Em R, considere z* = 0 e as restricoes de desigualdade definidas pelas fungoes
gx)=x e go(x)=—x. (3.3.25)

Em 2*, temos que CPP2 vale mas MFCQ falha (como consequéncia MFCQ+WCR
falha). Para ver isso, notemos que desde que os gradientes das fungoes g1 € go sao
positivamente dependentes, MFCQ nio vale em z* = 0. Calculemos o cone K3V (z)
para todo z € R. Como Vgi(z) = 1,V2gi1(z) = 0,Vga(z) = —1 e Viga(x) = 0
temos que C"V(z,2*) = 0. Desta forma, qualquer matriz H € Sym(1) = R satisfaz
a desigualdade matricial:

H < 11V?g1(x) 4+ p2V2go(x) = 0 sobre CY(z,z*) = {0} para todo py, iz > 0.

Por conseguinte, K3V (z) = R x R para todo z € R e K}V (x) é semicontinua exteri-
ormente em R.

Provaremos a seguir que RCRCQ € estritamente mais forte que a condigao CCP2.
Para continuar, precisaremos dos seguintes lemas preparatérios. O primeiro lema é
uma re-escrita do Teorema do Posto Constante (Teorema 3.5).

Lema 3.7. Considere que os gradientes {Vh;(z),Vg,(x):i€Z,j € J} tém posto
constante em uma vizinhanga de x € R™. Entdo para cada d € R™ tal que

(Vhi(z),d) =0 paraiecl e(Vgj(z),d)=0 parajecJ (3.3.26)

existe uma curva t — ¢(t), t € (=T,T), T > 0 duas vezes diferencidvel tal que
#(0) =z, ¢'(0) = d e para todo i € T e j € J temos que hi(4(t)) = hi(x) e
9i(6(t)) = gj(z) Vt € (=T, T).

O seguinte lema é uma variagao do Lema de Caratheddory util para a condigao

RCRCQ.
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Lema 3.8. |9, Lema 1] Suponha que v =), 7 a;p; + Zjej Bjq; com p;,q; € R
para todo i € Z,5 € J, {pi}icz € um conjunto linearmente independente e o, B;
sao diferentes de zero para todoi € Z,j € J. Entao existe um subconjunto J cJg
e escalares &;, 3; para todoi €L, j € J tais que

U= e Mli + X ey B,4;;

e Para todo j € J temos 8;3; > 0;

° {pivqj'}iel,jej' € um congunto linearmente independente.
Uma caracterizagao util de RCRCQ.

Teorema 3.15. [9, Teorema 1] Seja I C {1,...m} um conjunto de indices tal que
{Vhi(x) : i € I} € uma base de span{Vh;(z) : i € {1,...,m}}. Um ponto vidvel
x € Q satisfaz RCRCQ se, e somente se, existe uma vizinhanca V de x tal que:

a) {Vhi(y):i€{1,...,m}} tem o mesmo posto para todo y € V;

b) Para cada J C A(x), se {Vhi(z),Vgj(z):i e {l,...,m},j € J} € linear-
mente dependente entao {Vh;(y),Vyg,(y) : i € {1,...,m},j € J} € linear-
mente dependente para todo y € V.

Provemos a préoxima proposicao.
Proposigao 3.3. A condi¢ao CCP2 é implicada por RCRCQ.

Demonstracdo. Seja (w, W) um elemento de limsup,_, . K3V (z). Pela definicio de
limite exterior, existem sequéncias {z*}, {\F}, {p?} com M? =0 para j ¢ A(z*) e
{H*} tais que z¥ — z*,

wh =Y "NVhi(a*) + Y phVg k) s we HY 5 W, (3.3.27)
i=1 JEA(z")

onde H* < Y AFV2h,;(2F) + 2 je ) 1hV2g;(z*) sobre OV (z*, *).

Seja Z C {1,...,m} um subconjunto de indices tal que os gradientes {Vh;(x*)}icz
formam uma base do subespago vetorial gerado por {Vh;(z*):i € {1,...,m}}. Da
continuidade, {Vh;(z*) : i € T} é linearmente independente para k suficientemente
grande. Pelo Teorema item (a), temos que {Vh;(z¥) : i € Z} é uma base do
subespago vetorial gerado por {Vh;(z*) : i € {1,...,m}} para k suficientemente
grande. Entao, existe uma sequeéncia ;\f €Rparaic T tal que > ., )\thi (zF) =
dicT Ne R (2%). Assim, podemos escrever:

wh =3 NVRi () + Y uhvg(ak). (3.3.28)
i€l JEA(z™)

Usando o Lema [3.§ para a expressao acima, encontramos um subconjunto de
indices Jx C A(x*) e multiplicadores \F € Ryi € T e /lf € Ry,j € Ji para k
suficientemente grande tal que

wh =3 " NVR(a%) + ) Vg, (ah) (3.3.29)
i€T JE€Tk

e {Vhi(2*),Vg;(a*) : i € I,j € Jx} é um conjunto linearmente independente.
Como A(z*) é um conjunto finito de indices, sem perda de generalidade, podemos
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supor que J := Ji para todo k suficientemente grande. Do Teorema [3.15] item
(b), temos que {Vh;(z*),Vyg,(z*) :i€Z,j € J} é um conjunto linearmente inde-
pendente e {/\k, ﬂf i €Z,j € J}ren é uma sequéncia limitada, assim, sem perda
de generalidade podemos supor que j\f — A\ e ﬂf — pj. Tomando limites em
(3-3-29) obtemos que w = >, 7 \iVhi(z*) + 32, 7 #;Vg;(2*). Para cada k € N,
defina 5\f =0parai ¢ Ze ﬂ? = 0 para j ¢ J, defina também \; = 0 para i ¢ T
e p; = 0 para j ¢ J. Agora, mostraremos que para todo d € C"(z*) vale que

@ HA < & (S0 NV2ha(07) + e amy 15V295(27) ) d.

Defina para cada k € N, A¥ = Ak — )k, Tf = u? — ﬂ?. De 43.3.29D e (]3.3.27[)
temos que

ZAthi( Z Tng] =0 para k € N suficientemente grande.
i= JEA(z
(3.3.30)
Seja d € CYW(x*). Uma vez que RCRCQ implica WCR, temos que existe uma
sequéncia d* — d tal que d¥ € CW(z*,2*), ver Lema portanto

(@) HN(d) < i M)+ S () V() () (3.3.31)

i=1 JEA(z*)

< ij N (@) hi(aM) @)+ Y pf(dh) Vg, (") + 2, (3.3.32)

i=1 JEA(z*)
em que
2R =Y AN VPR () (@) + D E(d) Vg (") (db). (3.3.33)
i=1 JEA(z™)

De RCRCQ, temos que para k suficientemente grande, ¥ tem uma vizinhanca
onde o posto {Vh;(z*),Vg;(z¥) :i € {1,...,m},j € A(xz*)} é constante, assim pelo
Lema existe uma curva t — ¢ (t) para t € (=Tk, Tk), T > 0 com ¢ (0) = z*,
#,.(0) = d¥ tal que h;(¢r(t)) = hi(z*) paratodoi € {1,...,m} e g;(¢x(t)) = g;(z%)
para todo j € A(z*). Denote v* := ¢/(0). Derivando h;(¢x(t)) =0, i € {1,...,m}
e g;(¢x(t)) =0, j € A(z*) duas vezes em ¢t = 0, obtemos:

(Vhi(x"),v") + V2h;(z*)(d*,d*) = 0, paratodoi € {1,...,m};(3.3.34)
(Vg;(2%),v) + V2g;(a*)(d",d*) = 0, paratodo j € A(z*).  (3.3.35)

Assim, substituindo as expressoes (3.3.34) e (3.3.35]) em ([3.3.33)

=k = —ZA’“ (Vhi( = > THVgh), ") (3.3.36)
JEA(z*)
= —(ZAth,-(:z:k)+ > Thvgah), ) =0, (3.3.37)
i=1 JEA(z*)

onde na tltima igualdade usamos (3.3.30). Como ZF = 0 para todo k suficiente-
mente grande, temos que (3.3.32)) torna-se
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(d*)THR(d") <YM VPP (dP) + Y if(dh) VP g,(ab)(dF). (3.3.38)
i=1 JEA(z™)
Tomando limite em (3.3.38)) o resultado fica demonstrado. O

Como consequéncia CRCQ também implica CCP2.
Exemplo 3.3. A condi¢ao CCP2 é estritamente mais fraca que RCRCQ).

Em R2, considere z* = (0,0) e o seguinte conjunto de restricdes definido pelas
fungoes

hi(zy,22) = 15
gi(z1,22) = —x% + xo;
go(z1,22) = —23+ 3.

Do célculo, temos que Vhy (1, x2) = (1,0), Vga(x1,z2) = (—221,1) e Vgs(x1,22) =
(—2x1,323). Desta forma, RCRCQ falha em z* = (0,0). Agora, desde que
CW(z,z*) = {0}, temos que K}V(z) = R x R, x Sym(2). Claramente, K}V (x)
¢é semicontinua exteriormente.

Outra condigao de qualificagao de segunda ordem conhecida na literatura rela-
cionada com MFCQ), foi introduzida por Baccari e Trad, [22]:

Definigao 3.7. A condi¢do de Baccari-Trad vale em z* € Q se MFCQ vale e o
posto dos gradientes das restricoes ativas é, no maxrimo, um a Menos que o NUMero
total das restrigoes ativas.

Apesar de a condigdo de Baccari-Trad garantir a validade de WSONC em um
minimizador local, da mesma forma que CCP2, ambas condi¢oes nao estao relacio-
nadas.

Exemplo 3.4 (A condi¢ao de Baccari-Trad nao implica CCP2).

Considere em R? o ponto z* = (0,0) e as restri¢oes de desigualdades definidas
pelas fungoes

91(I175€2) = —X2;
92(5817532) = ] — Z2.

Entéo, a condicao de Baccari-Trad vale em x* mas CCP2 falha.

A condi¢ao de Baccari-Trad vale em x*.
Do célculo, Vgi(x1,z2) = (0,—1) e Vga(x1,22) = (221, —1). Assim, em z* = (0, 0),
temos que MFCQ vale e que o posto dos gradientes das restrigoes ativa é exatamente
um a menos que o nimero das restrigoes ativa (nosso caso, 2).

A condicao CCP2 nao € satisfeita em x*.
Da forma dos gradientes, temos que C"V(z*,2*) = R x {0} e CW(x,2*) = {(0,0)},
se 1 # x}. Assim, para qualquer sequéncia {x*} com z¥ — z* e 2¥ > 0, o
cone KJV(2F) = Ry x R_ x Sym(2) mas K3V (z*) é um subconjunto préprio de
{0} x R_ x Sym(2). Por conseguinte, CCP2 falha.

Para ver que a condicao CCP2 nao implica a condicao de Baccari-Trad, é sufici-
ente notar que MFCQ+WCR implica CCP2, Proposi¢ao[3.2] enquanto MFCQ+WCR
nao implica a condigdo de Baccari-Trad, |14, contra-exemplo 5.2].
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A independéncia entre CCP2 e a condigao Baccari-Trad tem implicagoes praticas.
Devido ao Teorema [3.14] a condigao de Baccari-Trad nao ¢ suficiente para garantir
que um ponto limite de uma sequéncia AKKT2 cumpra com WSONC, como mostra
o seguinte exemplo.

Exemplo 3.5 (AKKT?2, sob a condi¢ao de Baccari-Trad, ndo implica WSONC).
Considere o problema de otimizagao nao linear:

Minimizar f(z1,z9) = fof sujeito a g1(x1,22) = —x2 <0, go(x1,22) = IE%*IL’Z <0.
(3.3.39)
Devido ao Exemplo a condi¢ao de Baccari-Trad vale em z* = (0,0). Para
mostrar que x* é um ponto AKKT?2, escolha z¥ := 1/k, 2§ := x%, ub =0, uf =0,
05 = 2(x¥)72, 0F = 205 e 6 := 0. Com essas escolhas temos que Vf(z¥) +
PV g (ah) + p5Vga(a®) = (—427,0) = (0,0) e

4 —205 2%
V2L(a*, 1?05V g1 (27 Vg1 (27) T +05V go (aF) V go ()T = ( Cophak ik )
242 2

onde a ultima matriz é semi-definida positiva. Observe que WSONC falha em z* ¢
que z* nao é uma solugao étima para o problema .

Assim, neste exemplo, temos um ponto z* = (0,0) que nao é uma solugao étima
e que nao satisfaz WSONC, mas ele pode ser atingido por uma sequéncia AKKT2
(sequéncia, talvez, gerada pelo método de lagrangiano aumentado ou pelo método
SQP regularizado) e como consequéncia aceito como possivel solu¢ao. Isto nao
acontece, se em lugar da condicao de Baccari-Trad, considerarmos qualquer outra
condicao de qualificagdo que implique CCP2, como LICQ, MFCQ+WCR, CRCQ),
RCRCQ.

Assim, definimos uma nova condicdo de qualificaggo CCP2 e provamos que é
uma condicao de qualificacdo para o qual WSONC vale em um minimizador local.
A condigao CCP2 é estritamente mais fraca que a condicaio MFCQ+WCR e que a
condicao RCRCQ), ainda mais, esta condi¢ao é a minima condi¢ao para assegurar
que qualquer ponto AKKT2 (ponto limite de uma sequéncia AKKT?2) satisfaz a
condicao WSONC.

Isto tem consequéncias praticas, porque melhora os resultados de convergéncia
para pontos estacionarios de segunda ordem de qualquer algoritmo que gere sequéncias
AKKT2, como é o caso do Lagrangiano aumentado de [5] ou o método de regides
de confianca de [40]. Além disso, esse tipo de resultado nao pode ser melhorado,
em principio, usando condigoes de qualificacdo mais fracas que CCP2.

A seguir, analisaremos a condicao WSONC e forneceremos outra razao pela qual
a condicao WSONC ¢ a condigao natural quando analisamos algoritmos préticos
com convergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem.

Suponha que desejamos uma condigao que garanta que todo ponto limite de
qualquer sequéncia AKKT2 satisfaz nao somente a condigago WSONC mas também
a condicao forte de segunda ordem, SSONC. Observe que segundo nosso conheci-
mento, nao h4 algoritmos com convergéncia a pontos estacionarios de segunda ordem
onde SSONC vale. Com esse objetivo em mente, definimos a seguinte condicao de
qualificacao no espirito do Teorema substituindo WSONC por SSONC. Nosso
principal objetivo é tentar entender porque nao é natural esperar que algoritmos
praticos gerem sequéncias cujo pontos limites satisfazem SSONC.
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Definicao 3.8. Dizemos que a propriedade forte do cone continuo de seqgunda or-
dem, SCCP2, vale em x* € Q) se

limsupK%/V(l") C Kf(a:*),

r—x*

onde KS(x*) é o cone:

K$(z%) := U SS(\, p, ) (3.3.40)
(A1) ER™ xR,

115 =0 para j¢ A(x*)

onde

SS()\ x) = (2111 AiVhi(x™) + EjEA(:r*) w;Vyg;(xz*), H), tal que
y 1y = H = Z:ll )\iVth(x*) + ZjEA(z*) ij2gj(x*) sobre Cs(x*’ ,LL) ,

e CS(z*, ) € o cone critico forte.

Usando o cone K$ (2*) podemos escrever SSONC de uma forma mais geométrica:
SSONC vale em x* se, e somente se o par (—V f(z*), =V? f(x*)) pertence a K5 (z*).

Notamos que a condicio SCCP2 é mais forte que CCP2, ji que o cone K3 (x*)
¢ um subconjunto de KYY(x*). Para ver isto, é suficiente observar que para todo
u >0, o cone critico fraco C™V(x*) estd incluso em CS(z*, ).

Seguindo o mesmo raciocinio do Teorema [3.14] temos:
Teorema 3.16. Seja x* € ). Entao as condi¢des abaizo sao equivalentes:
(1) SCCP2 vale em x*;

(2) Para qualquer fungdo objetivo f : R™ — R tal que AKKT2 € satisfeita em x*,
temos que SSONC vale em x*.

Os seguintes exemplos mostram que a condicao SCCP2 é tao forte que pode
falhar mesmo em problemas bem comportados, com estrutura simples e onde a
condi¢ao LICQ é satisfeita.

Exemplo 3.6 (SCCP2 falha para restri¢oes de caixa simples). Considere em R™
(n > 1) a restrigao de caiza simples Q@ = {x € R™ : © > 0}. Entao SCCP2 falha em
z* =0 mas CCP2 vale.

Claramente, a caixa ) esta definida pelas restricoes de desigualdade dadas pelas
funcgoes lineares g,(x) = —x;, para todo j € {1,...,n}. Procederemos com o célculo
do cone K}V(x). Para z* = 0, o conjunto das restri¢des ativas é A(z*) = {1,...,n}.
Além disso, para todo z € R™ temos que Vg;(z) = —e; e V2g;(x) = 0 independente
de j. Entao temos que

CW(z,2*) ={d € R": (Vg;(z),d) =0 para todo j € {1,...,n}} = {0},
e como consequéncia

KY(x)={( Z —pjej, H) : H <0 sobre CY(x,2*) = {0}, u; > 0},
jeA(z)
se reduz a KYY(z) = R™ x Sym(n) independentemente de z. Assim K}V ¢é

semicontinua exteriormente em x* e CCP2 vale. Ainda mais, limsup,_,,. K¥(z) =
R™ x Sym(n).
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Agora mostraremos que SCPP2 falha em z* = 0. Para provar que SCCP2 nao
vale em z*, serd suficiente encontrar um vetor 2 € R’} e uma matriz simétrica H
tal que wHw > 0 para algum w € C°(z*,f1). Pois, nesse caso o par (—fi, H) €
K)V(x) = R™ x Sym(n) e (—f1, H) ndo pertence a K¢ (z*). Defina e := Z?:1 €5,
fi:=e—e e H:=eel. Da definicio de cone critico forte CS(z*, 1), temos que
e1 € CS(x*, 1) e da definicio da matriz H, e]He; = |(e1,e1)||? > 0. Desta forma
temos que o par (—j1, H) € limsup,_,,. K3Y(z) e ndo pertence a K5 (z*).

Notemos que no exemplo anterior, a condi¢ao de independéncia linear vale em
z* = 0. J4 o préximo exemplo mostra que a condicdo SCPP2 pode valer em
problemas onde a independéncia linear falha.

*

Exemplo 3.7 (SCPP2 nao implica LICQ).

Considere em R, o ponto z* = 0 e o conjunto de restricoes de desigualdade
definidas por

—exp(z) + 1;
xZ.

@ @

N

NN
SIS

NN
|

Calculando os gradientes e as hessianas das fungoes em cada ponto, temos que:

Vg1 (x) = —exp(z), V2g1(z) = —exp(x), Vga(x) = 1 e V3go(x) =0, Vo € R.
LICQ nao vale em x*.

Claramente, ambas restricoes sao ativas em x*, além disso, temos que a condigao

de independéncia linear nao vale em x*, de fato nao vale em nenhum ponto de R.

A condigcao SCPP2 vale em z*.
Do célculo, temos que os dois cones C"(z,z*) e C¥(z*, ) com pu € R2 sdo su-
bespagos triviais, isto 6, CW(z,2*) = {0} e CS(z*, u) = {0} para todo pu € RZ.
Assim, K™ (x) = R x Sym(1) = K¥(2*) para todo = € R, o que implica que SCCP2
vale. A Figura mostra as relacoes existentes entre as condigoes de qualificagao
discutidas nesta segao.

SCPP2 MFCQ+WCR CRCQ

RCRCQ

CCP2 j«———

Figura 3.2: Relagoes das CQ)s associadas com a convergéncia a pontos estacionarios
de segunda ordem.
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3.4 Exercicios
1. Mostre que o cone critico forte C'¥(x) pode ser escrito como:

Vhi(z)'d=0, i€ {l,...,m}
deR"| Vg;(x)'d=0, je A(z)se ) >0} (3.4.41)
Vyg;(2)'d <0, je A(z)se )\ =0}

2. Demonstre o Lema [3.4]

3. Toda condigao sequencial de otimalidade tem associada um critério de parada.
Qual é o critério de parada associado a condigao AKKT2? Ou seja, como vocé
verificaria AKKT2 na pratica?

4. Sabemos que AKKT?2 implica AKKT e que CCP2 e CCP estao relacionados
com AKKT2 e AKKT, respectivamente. Entao, que relagées de implicacao
existem entre CCP2 e CCP?

5. Complete a demonstracdo do Teorema 3.1
6. Considere o problema

Minimizar  zs,
T3 > 2V/3x1xe — ng,
x3 > 23 — 323,
T3 > —2\/§m1x2 — 295%,

cuja solugdo é a origem (veja a Figura . Mostre que vale MFCQ, mas
nao se cumpre nem mesmo a condi¢ao de otimalidade fraca de segunda ordem
(Deﬁnigéo. Verifique com uma conta que a tese do Teorema se cumpre,
e que as hipéteses do Teorema |3.6] nao.
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