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Prefacio

Um dos assuntos mais atuais em grafos é a drea que trata de classes e solugoes com-
putacionais para problemas nas mesmas. Neste contexto, a classe dos grafos cordais
e suas subclasses é, sem duvida, uma das mais estudadas. A intencao deste texto é
mostrar os aspectos importantes na abordagem de uma classe de grafos quando se
prioriza um enfoque algoritmico e, para tal, utilizaremos uma hierarquia de subclas-
ses de grafos cordais. Alguns tépicos sdo especialmente relevantes para cada classe
estudada: a definicdo, caracterizacgoes, o desenvolvimento de algoritmos eficientes
de reconhecimento, o estabelecimento de propriedades estruturais especificas para
a solucao de problemas e o relacionamento com outras classes.

Fator decisivo, mas pouco valorizado, no tratamento dos tépicos mencionados é
o emprego de estruturas especificas, concebidas para lidar com cada classe de ma-
neira adequada e que sao essenciais para o desenvolvimento de algoritmos eficientes.
Propomos, entao, o levantamento de um conjunto de ferramentas estruturais— estru-
turas diversas com as quais é possivel estabelecer, de uma forma mais sistematica,
as propriedades das classes estudadas — descrevendo como sao constituidas, suas
propriedades e peculiaridades.

E importante salientar que existem poucos textos diddticos sobre o assunto.
Podemos destacar os livros de Golumbic [29] e Brandstddt et al. [9]; somente o
primeiro, entretanto, trata de problemas algoritmicos. Em portugués, o livro de
Szwarcfiter [71] é referéncia introdutdria sobre algoritmos em grafos.

Nosso texto é destinado a alunos de graduacao e pés-graduacao com conheci-
mentos bésicos de Teoria de Grafos e Algoritmos em Grafos. Pretendemos oferecer
uma visao mais focada em alguns aspectos nao explorados habitualmente em cursos
regulares e, assim, despertar um interesse maior pela pesquisa na area.

O Capitulo 1 contém a revisdao dos conceitos bédsicos necessarios a compreensao
do texto, nogoes gerais sobre classes de grafos e fundamentos de grafos cordais.

No Capitulo 2 introduzimos as ferramentas estruturais utilizadas, definindo e
apresentando as principais propriedades de cada uma delas: sequéncias de vértices;
cliques maximais e grafo de cliques; separadores minimais e arvore de cliques; grafo
de cliques reduzido; grafo de cliques criticas e subgrafos proibidos. A eficiéncia dos
algoritmos de geracao de cada uma é considerada e, em alguns casos, aplicagoes sao
descritas.

No Capitulo 3 revemos trés ramos na hierarquia de grafos cordais: os grafos de
intervalo, os grafos unicamente representaveis e os grafos ptolemaicos, arrolando,
para cada um deles, algumas subclasses. Poderemos observar como, a partir das
diversas caracterizagoes baseadas nas ferramentas descritas, essas subclasses se in-
terrelacionam.

No Capitulo 4, uma classe bastante conhecida, os grafos de intervalo proprio,
ilustra diversos itens abordados anteriormente. A caracterizagdo por sequéncia
canoOnica é estudada, dando origem a um eficiente algoritmo de reconhecimento.

xi
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A sequéncia canonica é também utilizada na solugao do problema de determinagao
do caminho hamiltoniano. A subclasse dos grafos split-indiferenca é revista, pro-
piciando um exemplo interessante do problema da contagem de elementos de uma
classe.

Finalmente, no Capitulo 5, os grafos estritamente cordais sdo estudados. Para
essa classe, o grafo de cliques criticas tem um papel preponderante, sendo utilizado
na solucgao eficiente de problemas de dominagao. Tratamos de diversas subclasses:
os grafos AC, os grafos poténcia de 3-folha e os grafos estritamente de intervalo,
recentemente definidos. Sao analisados com detalhes: a definicao de cada classe, a
caracterizacao por subgrafos proibidos e por propriedades estruturais, o algoritmo
de reconhecimento com complexidade linear. O relacionamento de diversas classes
tratadas no texto encerra o capitulo.

A evolucdo da cadeia hierdrquica das classes grafos é ilustrada ao final dos
capitulos pertinentes. Ao término de cada capitulo, incluimos também uma lista de
exercicios bem como notas bibliograficas referentes aos assuntos tratados.

Rio de Janeiro, 1 de setembro de 2016.

Lilian Markenzon
Christina Fraga Esteves Maciel Waga



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos fundamentais e terminologia de teoria de
grafos, necessarios a compreensao do texto. Além disso, apresentamos as nogoes de
classe de grafos e, em especial, de grafos cordais.

Como pré-requisitos, esperamos do leitor certa familiaridade com a teoria de
conjuntos e fungoes, bem como nogoes de combinatéria elementar. Sao igualmente
requeridos conhecimentos acerca de estruturas de dados bésicas (listas em suas
diversas modalidades) e complexidades de tempo e espago de algoritmos. Todos os
algoritmos sdo apresentados em pseudo-cédigo, de forma que a implementagao em
linguagens de programacao de alto nivel se dé com relativa facilidade.

1.1 Grafos em geral

Um grafo ndo orientado, ou simplesmente grafo G é um par (V, E) ou (Vg, Eg),
onde V é o conjunto de vértices e ' é o conjunto de arestas; cada aresta é um
par nao ordenado de vértices. Dada uma aresta {v,w} € E, os vértices v e w sdo
denominados extremidades da aresta; dizemos também que a aresta incide sobre os
vértices v e w. Uma aresta com as extremidades iguais é denominada um lago.

Os grafos que consideramos neste texto s@o finitos (possuem numero finito de
vértices) e nao tém lagos. Usaremos as convengoes n = |V| e m = |E| denominados,
respectivamente, a ordem e o tamanho do grafo. Assumimos que os vértices sao
rotulados por letras ou niimeros, a menos de indicagao em contrario.

Dois vértices sao adjacentes ou vizinhos quando sao extremidades de uma aresta.
Analogamente, duas arestas distintas incidentes ao mesmo vértice sao chamadas
adjacentes. O conjunto de vizinhos ou vizinhanca aberta de um vértice v € V é
o conjunto N(v) = {w € V : {v,w} € E} e sua vizinhan¢a fechada é Nlv] =
N(v)U{v}. Estes conceitos podem ser estendidos para um subconjunto de vértices
Y CV, NY)=Uyey N(v) e NY] = U,ey N

A cardinalidade N(v) é denominada o grau do vértice v, notado d(v). O grau
mdzximo de um grafo é A(G) = ma‘}{d(v)}. Um vértice v é universal quando N [v] =

ve
V e é pendente se d(v) = 1. Um grafo é k-regular se todos os seus vértices tém grau
igual a k.

Dois vértices u,v € V sdo gémeos verdadeiros em G se N[u] = N[v] e sdo gémeos
falsos se N(u) = N(v) e {u,v} ¢ E.



2 Conceitos preliminares

O grafo G da Figura possui 9 vértices e 13 arestas, A(G) = 4, os vértices a
e f sao gémeos falsos e os vértices e e i sao gémeos verdadeiros.

Figura 1.1: Grafo G

Um grafo G' = (V', E') é subgrafo de G = (V,FE) quando V' C V e E' C E.
Dado um subconjunto de vértices Y C V, denominamos G [Y] = (Y, {{z,y} € E :
x,y € Y}) o subgrafo de G induzido por Y. Em outras palavras, G [Y] é o subgrafo
de G que tem Y como conjunto de vértices e possui todas as arestas de E com
extremidades pertencentes a Y.

O conjunto C C V é uma clique quando G [C] for um grafo completo, isto é,
o grafo que possui todas as arestas possiveis. Uma k-clique, k > 1, é uma clique
de cardinalidade k. A cardinalidade de uma clique mdzima, isto é, a de maior
cardinalidade dentre todas as cliques de G, é denotada por w(G). Um vértice v € V
¢é simplicial em G se N(v) é uma clique.

Um caminho em G = (V, E) é uma sequéncia (v1,..., vg) de k > 1 vértices
distintos tal que para k > 1 tem-se {v;,v;41} € E, parai = 1,...,k—1. O
comprimento do caminho é (k—1). Um ciclo é um caminho de comprimento maior
ou igual a trés em que somente o primeiro e o dltimo vértices coincidem. Um grafo
que nao possui ciclos é dito aciclico. Uma corda é qualquer aresta incidente a dois
vértices nao consecutivos de um ciclo. Um grafo G é conezo se para todo par de
vértices distintos u e v existe um caminho de u até v. Caso contrario, ele é chamado
de desconezxo. A distincia entre os vértices u e v, dist(u,v) ou distg(u,v), é 0 menor
caminho entre eles. A maior distdncia de um grafo conexo é denominada o diametro
do grafo é denotada por diam(G). Um caminho (ciclo) em G que passa por todas
as arestas exatamente uma vez e admite repeticao de vértices é chamado euleriano;
um caminho (ciclo) em G que passa por todos os vértices exatamente uma vez é
chamado hamiltoniano.

Um grafo G’ = (V', E’) é uma componente ou componente conexa de G = (V, E)
se G' é subgrafo conexro mazximal de G, isto é, ndo existe um grafo conexo G” =
(V'",E"ycom V' CcV"CVeE CE'CE.

Diz-se que um grafo conexo G é um grafo k-conero quando é necessério remover
pelo menos k vértices para desconectd-lo mas a remogao de qualquer subconjunto
com (k — 1) de vértices ndo o desconecta. Se k = 2, G é denominado biconexo.

Uma drvore T' é um grafo conexo e aciclico. Os vértices pendentes de uma arvore
sdo chamados folhas. Uma subdrvore de um grafo conexo G é qualquer subgrafo
de G que seja uma arvore. Uma drvore geradora de G é uma subarvore de G que
possui todos os vértices de G.

7

Considere um subconjunto Y C V de vértices de um grafo G = (V,E). Y é
um conjunto dominante de G se N[Y] = V. Y é um conjunto independente de
G se quaisquer dois vértices de Y nao s@o adjacentes. Um conjunto independente
é dito mazimal se ndo houver um outro conjunto independente em G de maior
cardinalidade que o contenha. O numero de independéncia de G, denotado por
Bo(G), é a cardinalidade do maior conjunto independente maximal.
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Na Figura temos quatro subgrafos do grafo G da Figura O grafo G; =
G {a,b,d,g,i}] é um subgrafo induzido, G5 é um subgrafo induzido 2-regular, G5 é
uma clique, sendo que w(G) = 4, e G4 é uma arvore geradora de G. Por exemplo,
o caminho (a, b, c,d, e) nos dd que diam(G) = 4 e (b,c,d,e,i,h,g,b) é um ciclo do
grafo. O grafo ndo possui caminhos hamiltonianos. Os conjuntos {b, h} e {a, f, g,d}
s@o independentes maximais e 3y(G) = 4.

g} Vs
O @ 0@ @ OT-O—@—O

Figura 1.2: Subgrafos de G

Dois grafos G = (V, E) e G’ = (V', E’) s@o isomorfos quando existe uma fungao
bijetora ¢ : V' — V' que preserva adjacéncia, isto é, para quaisquer u, v, € V, {u,v} €
V se e somente se {c(u),t(v)} € V'. A fungdo ¢ é denominada um isomorfismo de
grafos. Os grafos da Figura [I.3] sao isomorfos pois a fungao

v={(a,1),(5,2),(9,3), (h,4), (¢, 5), (d, 6), (e, 7), (£, 8)}

é um isomorfismo.

Figura 1.3: Grafos isomorfos

1.1.1 Representacao de grafos

Um grafo G é definido através de um par de conjuntos, V' de n vértices e £ de m
arestas. Uma representagdo de um grafo é uma forma de descrever sua estrutura e
seus componentes. Naturalmente, a representacao geométrica de um grafo G por
meio de circulos (os vértices) ligados por segmentos de reta (as arestas), como o
da Figura é inadequada quando queremos resolver computacionalmente algum
problema.

Duas estruturas muito utilizadas sao as matrizes e os conjuntos de adjacéncia.
Em ambas, os vértices do grafo sao rotulados.

A matriz de adjacéncia de G é a matriz quadrada A de ordem n na qual a cada
linha e a cada coluna se associa um vértice, e tal que:
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[ 1 sefijteE
A(i, j) = { 0 caso contrario.

A representagdo de um grafo G = (V, E) por conjuntos de adjacéncia consiste
em mencionar, para todo vértice v € V', o conjunto N (v), construindo um conjunto
de pares da forma (v, N (v)).

Essas duas representacoes sao cldssicas e existem outras mais adequadas a pro-
blemas especificos em grafos.

Considere a seguinte correspondéncia dos vértices do grafo G' da Figura
{(a,1),(b,2),(c,3),(d,4), (,5), (f,6), (9, 7), (h,8), (4, 9)}

A matriz de adjacéncia é:

0100 0 O0O0O0O0
101001100
010100100
001 010111
A=1]0 0 0 1 0 0 0 1 1
01 000 0O0O0TO
011000010
000110101
000110010

Para o mesmo grafo teriamos a seguinte representacao por conjuntos de ad-

jacéncia:
{ (a7 {b})7 (bv {a,c, fag})’ (C, {ba d7g})
(d,{c,e;h,i}), (e.{d,h,i}),  (f,{b}),
(97 {b7 C’ h})’ (h’ {d7 e7g’i})’ (Z’ {d’e’ h}) }

Na Figura[l.4]vemos a implementagcao por listas encadeadas dessa representagao.

1.2 Propriedades, suficiéncia e necessidade

Vejamos agora alguns conceitos mais gerais. Seja A um conjunto nao vazio e P uma
propriedade undria sobre elementos. Se A possui a propriedade P, diz-se que A é
um P-conjunto.

Considere um P-conjunto A. Uma propriedade P é hereditdria se todo subcon-
junto A’ C A é também um P-conjunto e é super-hereditdria quando todo super-
conjunto A”, A C A”, é um P-conjunto.

Um P-conjunto A é minimal em relagao a propriedade P se todo subconjunto
préprio A’ € A nao é um P-conjunto e é mazimal relagao & propriedade P quando
todo A”, A C A”, ndo é um P-conjunto.

Por exemplo, a propriedade P para subconjuntos de vértices de um grafo G =
(V. E),

P: Y é um conjunto independente

é hereditaria para os subconjuntos de Y C V. J4 a propriedade
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« =[]

i Eind Kl Fing 1
¢ == la= L]

¢ == L=l 1]
¢ = la= =]
il

¢ == le=1]

b = la= o=l L
i = L= [ef= ]

Figura 1.4: Implementacao dos conjuntos de adjacéncia

P’: Y é um conjunto dominante

é super-hereditaria para os superconjuntos de Y C V.

Propriedades sao proposigoes béasicas e podem ser conectadas formando novas
proposigoes. Sejam P e Q propriedades. Classicamente temos cinco conectivos
légicos (um undrio e quatro bindrios), que nos fornecem as proposigoes: (—P)
(negagao: nao), (PAQ) (conjuncao: e), (PVQ) (disjungao: ou), (P — Q) (condicio-
nal: se entao) e (P <> Q) (bicondicional: se e somente se). A proposigao condicional
(P — Q) estabelece que a propriedade P é a condi¢ao suficiente para que tenhamos
a Qe que Q é a condi¢do necessdria dada a propriedade P. Existe uma proposicao
diretamente relacionada a proposigao condicional de grande importancia, inclusive
como uma técnica de demonstragao, a proposicao contrapositiva ((—Q) — (=P)) do
condicional. Sua importancia decorre do fato dessas proposicoes, o condicional e a
contrapositiva, serem (logicamente) equivalentes.

Podemos associar o condicional a inclusao de conjuntos. Consideremos P e Q
propriedades sobre elementos de um conjunto A e a proposigao

o : Para todo x € A, se P(z) entdo Q(x).

Podemos observar na Figura [1.5| o diagrama de Venn para esta situagao. Pela
proposicao, todo elemento que possui a propriedade P necessariamente satisfaz Q.
E possivel a existéncia de um elemento y que tenha a propriedade @ mas nao a P,
e também um elemento x que nao possua nem a propriedade P nem a Q.

Vamos ver um exemplo para grafos.

Teorema 1.1. Se os grafos G e G' sdo isomorfos entdo eles tém o mesmo nimero
de vértices e de arestas.

Mas a reciproca nao vale pois existem grafos com o mesmo o nimero de vértices e
de arestas que nao sao isomorfos.
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Figura 1.5: Inclusao no conjunto A

Considere a proposicao bicondicional (P <+ Q). A propriedade P é uma condi¢do
necessdaria e suficiente para que a propriedade Q seja satisfeita, dizemos que as
propriedades sdo (logicamente) equivalentes. E mais, essa proposi¢ao nos fornece o
esquema de enunciado para um teorema de caracteriza¢do. No diagrama de Venn os
conjuntos P e Q seriam iguais. Um exemplo classico de teorema de caracterizacao
em grafos, apresentado por Euler em 1736, é visto a seguir.

Teorema 1.2. Seja G um grafo conexo. G possuit um ciclo euleriano se e somente
se todos os vértices tém grau par.

1.3 Classes de grafos

O conjunto de todos os grafos que satisfazem uma dada propriedade constitui uma
classe de grafos. A importancia de se definir novas classes reside no fato de que,
enquanto muitos problemas para grafos em geral sao dificeis de serem resolvidos
computacionalmente, a solugao para certas classes pode ser encontrada de maneira
mais eficiente. Vejamos algumas classes bem conhecidas.

O grafo G com n vértices é dito completo, denotado por K, se é (n—1)-regular,
isto é, se todo vértice é adjacente a cada um dos (n — 1) outros vértices.

Um grafo ciclo é um grafo conexo em que todos os vértices tém grau igual a
dois. Denotamos o grafo ciclo com n vértices por C,,.

Se todos os vértices de C,,_1 forem adjacentes a um vértice v € Cp,_1, temos o
grafo roda W,, com n vértices.

Um grafo bloco é um grafo conexo onde cada componente biconexa é uma clique.
O grafo caminho P, é uma arvore com exatamente duas folhas.

Um caterpillar (que conserva seu nome em inglés) é uma &rvore na qual a
remocgao de todas as folhas resulta em um grafo caminho com n > 1 vértices.

Um grafo bipartido é o grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em
dois subconjuntos V; e V5 de forma que nenhuma aresta tenha ambas as extremida-
des no mesmo subconjunto. Ele é denotado por G = (V43 U V3, E). Se cada vértice
de V; é adjacente a cada vértice de Vo, G é dito um grafo bipartido completo Ky, ,
sendo k = |V1] e £ = |Va|.

O grafo estrela S, com n vértices é um grafo bipartido cujo conjunto V; possui
um unico vértice e este vértice é adjacente a todos os vértices em Vs, isto é, S, =
Kipn1.

Existem, na literatura, diversas outras classes sendo estudadas, tais como os
grafos planares, aqueles que podem ser desenhados sobre uma superficie plana sem
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que as arestas se cruzem, e os grafos hamiltonianos, aqueles que possuem um ciclo
simples contendo todos os vértices do grafo.

A definicao de uma classe consiste em mencionar a propriedade satisfeita pelos
grafos que a constituem, como fizemos nesses exemplos. Uma caracteriza¢do (na
verdade um teorema de caracterizacio) de uma classe de grafos é uma propriedade
alternativa porém equivalente a propriedade apresentada na definigao. Tradicional-
mente, as caracterizagoes das classes sao feitas proibindo-se a presenca de certos
subgrafos. Dada um conjunto H de grafos, um grafo G é H-livre ou livre de H
quando G nao contém nenhum elemento de H como subgrafo. Dizemos, assim, que
os grafos de H sao os subgrafos proibidos para a classe dos grafos H-livres.

Outros aspectos sdo especialmente relevantes quando se prioriza um enfoque
algoritmico: o estabelecimento de propriedades estruturais especificas para a solugao
de problemas, a contagem e enumeracao de seus elementos e o relacionamento com
outras classes.

Quando uma nova classe de grafos é definida, o problema do reconhecimento
da pertinéncia de um elemento é fundamental. Em termos computacionais, trata-
se da obtencao de um algoritmo para verificar se um grafo dado pertence a essa
classe. Tal reconhecimento nem sempre é possivel em tempo polinomial. Se a classe
é sabidamente a intersecao de outras que possuam algoritmos de reconhecimento
conhecidos, duas abordagens podem ser consideradas:

Abordagem 1: Verificar se o grafo pertence as classes conhecidas.
Abordagem 2: Desenvolver um algoritmo especifico para a nova classe.

A Abordagem 2 nos parece mais desafiadora pois a ideia é apresentar uma ca-
racterizagao que permita desenvolver um algoritmo no minimo mais simples, com-
parado aos encontrados na literatura.

Outra questao interessante é como certas classes de grafos se relacionam, isto
é, dadas duas classes distintas, devemos decidir se uma contém a outra, se sao
disjuntas ou quais sao os grafos pertencentes a intersecao. Podemos, desta forma,
estabelecer hierarquias por inclusao de classes.

Deve-se considerar também os problemas da enumeracao e contagem dos grafos
de um determinada classe. Exemplificando, se quisermos todos os grafos com n
vértices que possuam a propriedade P poderiamos desenvolver um algoritmo “forga
bruta”: gerar todos os grafos com n vértices, verificar quais possuem a propriedade
P e conté-los. Esse processo tem, em geral, tempo exponencial. E, entao, desejavel
estabelecer um método direto para essas tarefas. Como curiosidade, o nimero de
caterpillars (ndo rotulados) com n vértices é dado pela férmula 274 + almz ],

1.4 Grafos cordais

Apresentamos uma definigao classica de grafos cordais. Seja F uma familia finita
de conjuntos nao vazios. O grafo de intersecao de F é obtido representando cada
conjunto da familia por um vértice e determinando a existéncia de uma aresta
quando os conjuntos correspondentes aos vértices das extremidades se interceptam.

Agora, vamos considerar uma arvore e F um conjunto de subarvores desta.
Vamos estabelecer que a cada subdrvore fica associado um vértice, e dois vértices
sao adjacentes quando as duas subdrvores correspondentes tém alguma intersegao.
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Naturalmente nao sao consideradas as intersegoes da subarvore consigo mesma pois
caso contrario teriamos lagos no grafo. O grafo obtido é um grafo de intersecao de
uma familia de subarvores e é denominado grafo de subdrvores.

V2

V4 Us

U1
v7

”6 N\

U3

T

Figura 1.6: Arvore e as subdrvores

Vejamos um exemplo na Figura[l.6] uma arvore 7' com 7 subérvores, ja rotuladas
por vy, ...,v7. Na Figura[L.7] temos a tabela com as intersegoes entre as subdrvores
que corresponde & matriz de adjacéncia do grafo de subarvores ao lado.

N
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Figura 1.7: Intersecoes e grafo de subarvores
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Um grafo G = (V, E) é um grafo cordal quando todo ciclo de tamanho maior do
que trés possui uma corda. Grafos cordais foram também denominados na literatura
triangularizados ou de circuito rigido.

O conceito de grafos de intersegao nos fornece uma primeira caracterizagao para
a classe dos grafos cordais.

Teorema 1.3. O grafo G € cordal se e somente se é um grafo de subdrvores.

Nos préoximos capitulos estudaremos a classe dos grafos cordais, suas proprieda-
des e algumas subclasses.



Exercicios

1.5 Exercicios

1. Considere o grafo G da Figura[[.§

Quais sao os vértices simpliciais?

Determine os invariantes A(G), w(G), diam(G) e 5o(G).

Existe algum ciclo ou caminho euleriano em G? E hamiltoniano?
Indique uma arvore geradora.

G possui o grafo K 3 como subgrafo induzido? E uma estrela S;?

Indique conjuntos distintos de vértices tais que a remocao desconecte o
grafo.

Indique dois conjuntos dominantes minimais de cardinalidades diferentes.

Figura 1.8: Grafo G

2. Indique verdadeiro ou falso, justificando ou apresentando um contraexemplo.

Seja G = (V, E) um grafo. Dado n é sempre possivel determinar m.

Se G é um grafo conexo entao todos os subgrafos induzidos sao conexos.
A classe dos grafos eulerianos e a dos hamiltonianos é disjunta.

A matriz de adjacéncia de G é unica a menos de permutacdo de linhas.
A relagao de isomorfismo entre grafos é um relagao de equivaléncia.

Um grafo G é bipartido se e somente se G nao contém ciclos de compri-
mento fmpar.

Em qualquer componente conexa de um grafo G, seus vértices pertencem
a um ciclo.

Em uma arvore, o caminho entre dois vértices é inico.

Seja G um grafo conexo. Entao 5y(G) < w(G).

3. Apresente todas os grafos caterpillar ndo rotulados com 8 vértices.

4. Apresente vantagens e desvantagens das representacoes de grafos por matriz
de adjacéncia e por conjuntos de adjacéncia.

5. Complete a tabela de inclusao entre classes usando =, C e ¢ (a quarta linha
jé foi preenchida, como exemplo).
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H arvore [ bipartido [ bloco [ caminho | caterpillar [ ciclo [ completo [ cordal

arvore

bipartido

bloco

caminho C C C = C o Z c

caterpillar

ciclo

completo

cordal

1.6 Notas bibliograficas

Os livros de Diestel [19], Gross e Yellen [31] e West [75] abordam, de forma ampla,
a teoria de grafos; em portugués, podemos citar Boaventura [60]. Ja os livros
de McHugh [59] e Szwarcfiter [71] sdo mais especificos para aspectos referentes a
algoritmos em grafos. O livro do Spinrad [70] é um cléssico para representagoes de
grafos.

O livro de Szwarcfiter e Markenzon [72] abrange o tépico estruturas de dados
de forma clara e detalhada. Em complexidade de algoritmos, dois livros sao funda-
mentais: Garey e Johnson [26] e Brassard e Bratley [12].

Brandstadt et al. [9] é um excelente texto sobre classes de grafos e suas propri-
edades. O site Information System on Graph Classes and their Inclusions é uma
enciclopédia de classes de grafos com uma aplicagao de consulta para pesquisa em
classes de grafos particulares (www.graphclasses.org).

A classe dos grafos cordais é uma das mais extensamente estudadas em teoria de
grafos, havendo vasta literatura disponivel a seu respeito. Referéncias essenciais sao
o artigo de Blair e Peyton [3] e o livro de Golumbic [29]. Historicamente devemos
citar a caracterizacao de grafos cordais por grafos de subdrvores de Gavril [27].



Capitulo 2

Ferramentas Estruturais

Neste capitulo apresentamos as ferramentas estruturais que serao utilizadas nos
préximos capitulos. Reunimos sob esse titulo estruturas diversas com as quais serd
possivel estabelecer, de uma forma mais sistemaética, as propriedades das classes
estudadas em nosso texto.

As ferramentas sao definidas expressamente para os grafos cordais, tendo em
vista sua eficiéncia quando aplicadas a esta classe. Dois conceitos sao fundamentais
para o desenvolvimento das ferramentas estruturais — clique maximal e separador
minimal de vértices — e estes permeiam todo o capitulo. Dentre as ferramentas
escolhidas, temos: grafo de intersegao de cliques, arvore de cliques, grafo de cliques
reduzido, grafo de cliques criticas e esquemas de eliminagao de vértices. Além
destas, fazemos uma revisao no conceito de subgrafo proibido.

2.1 Sequeéncias de vértices

Uma sequéncia é uma lista de niimeros ou objetos considerados em uma ordem
especial. A cada termo de uma sequéncia é atribuido um nimero de 1 a n definindo
a posicao (indice) do termo na sequéncia.

Vamos ver ao longo desse texto a enorme importancia de sequéncias de vértices
no desenvolvimento de propriedades tedricas e algoritmicas de grafos cordais. Nos
concentraremos neste capitulo em sequéncias que levam o nome de esquemas de

eliminagao. Uma sequéncia (vy,...,v,) de vértices de um grafo G é um esquema
de eliminacao satisfazendo a propriedade P se para todo i € {1,...,n} o vértice v;
tem a propriedade P no grafo restante G; = G[{v;,...,vn}].

Nessa secao, alguns esquemas de eliminacao sao apresentados: o esquema de
eliminacao perfeita, o esquema de eliminacao bicompativel, o esquema de eliminagao
simples e o esquema de eliminacao forte. Nos capitulos que se seguem, outras
sequéncias de vértices serao apresentadas e suas propriedades estudadas.

2.1.1 Esquema de eliminacao perfeita

Seja G = (V, E) um grafo e 0 = (vy,...,v,) uma sequéncia de vértices. Dizemos
que o é um esquema de eliminacao perfeita (eep) se cada v; é um vértice simplicial
no subgrafo induzido G[{v;,...,v,}]. Por abuso de notagdo, podemos dizer que
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o(i) = v; e, da mesma forma, a posigdo de um vértice v na sequéncia é dada por
1
O esquema de eliminacao perfeita deve sua importancia a caracterizacao de
grafos cordais.

Teorema 2.1. Um grafo G é cordal se e somente se G tem um esquema de eli-
minacdo perfeita.

Figura 2.1: Grafo cordal G;

Pela definicao, é facil determinar um eep para um dado grafo. Inicia-se com
uma sequéncia de vértices vazia. A cada passo, um vértice simplicial é escolhido,
acrescentado ao fim da sequéncia e excluido do grafo. Ao final do processo, obtemos
um eep. Esquemas de eliminagdo perfeita ndo sdo tnicos para um certo grafo G.
Tomemos como exemplo o grafo G; da Figura [2.1} Dois possiveis esquemas de
eliminagao perfeita sao:

<h’c7i7g7a7b7d7f7e> € <C7h7a7d’b7g’i’67f>'

Para determinar um eep de um grafo cordal de maneira eficiente, utilizamos
percursos especiais, como o percurso de cardinalidade maxima e o percurso em lar-
gura lexicografica. Um percurso sobre um grafo é um procedimento sistematico de
varredura, que consiste em explorar exatamente uma vez cada um dos elementos
presentes na estrutura. O critério de escolha do elemento a ser visitado é estabele-
cido de maneira diversa para cada tipo de percurso.

No percurso em largura lexicogrdfica, o critério de escolha depende de um rétulo
atribuido aos vértices, que armazena os indices dos vizinhos de v ja explorados
até o momento. A cada passo, ¢ escolhido como vértice a visitar um dentre os
que possuam o maior rétulo. Esses sdo ordenados lexicograficamente (ordenacao
também conhecida como ordem do diciondrio), por exemplo, 7641 < 77 e 542 <
5421. A construgdo do rétulo de cada vértice utiliza outra sequéncia, label[v]. Note
que o eep é construido do fim para o inicio, isto é, quando o vértice v é escolhido,
ele é acrescentado ao inicio da sequéncia ja obtida. Ao fim da execugdo, a varidvel
index(v) indica a posi¢ao de vértice na sequéncia.

O sfmbolo || representa a concatenagao entre sequéncias.
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Algoritmo 2.1. Percurso-Largura-Lezicografica

Entrada: grafo cordal G = (V, E);
Saida: eep o;
Inicio
Vi Vit n+1; 0+ ()
Para v € V faca
labelv] « ();
index(v) < 0;
Enquanto V' # () faca
escolher v € V' tal que label[v] seja mdximo;
V'« V'\ {vh
o« (v)||o; % acrescentar v ao eep
41— 1;
index(v) + 1i;
Para w € N(v) tal que index(w) = 0 faca
label[w] < label[w] || (i), % atualizar rétulos
Fim.

Vamos acompanhar a execugao do Algoritmo [2.1|no grafo G da Figura De
inicio, nenhum dos vértices foi escolhido, e qualquer um pode ser considerado. Seja
a o escolhido; os vértices de N(a) devem ter seus rétulos alterados. A situagio é a
seguinte:

V' ={b,c,d,e, f,g,h,i}; o = (a).

v ‘ a b c d e f g h i
index(v) | 9 0 0 6o o o0 0 0 0

label(v) [ () (9) (9) (9 O O O @ 0O

Os vértices b, ¢, d e h tém agora o rétulo de maior valor. Qualquer um pode ser
o préximo escolhido; seja entdo b. A situacao fica:

V' ={e,d,e, f,g,h,i}; 0 = (b, a).

v ‘ a b c d e f g h i
index(v) | 9 8 0 0 0 0 O 0 0
label(v) | () (9) (9,8) (9,8) «(8) (8) () (9.8 ()

Agora, temos trés opgoes: ¢, d e h. Escolhemos ¢, sendo N(c) = {a,b}. Observe
que nenhum rétulo é modificado, porque o rétulo s6 é modificado enquanto nao for
escolhido.

V= {d7eafugvh7i}; g = <C7b,a>.

v ‘ a b c d e f g h i
index(v) | 9 8 7 0 0 0 0 0 0
label(v) | () (9) (9,8) (9,8) (8) (8 () (98 ()

Continuando o processo, escolhemos sucessivamente d, h, e, f, i e g. Temos
entao:

VI = { }’ 0= <g7i7fveah7d7cab7a>~
v ‘ a b c d e f g h i
index(v) | 9 8 7 6 4 3 1 5 4

)
label(v) | () (9 (9,8) (9,8 (8,6) (8,6,4) (3) (9,8 (4)
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Evidentemente, dado um grafo, existem diferentes percursos em largura lexi-
cografica, pois, em alguns passos, pode ocorrer que mais de um vértice tenha o
mesmo rétulo.

Para maior eficiéncia do Algoritmo sua implementacao emprega uma estru-
tura de dados especifica. O conjunto V' deve ser mantido em uma estrutura orto-
gonal, constituida por uma lista “vertical” duplamente encadeada, cujos elementos
representam valores distintos de label, ordenados decrescentemente. De cada nd
da lista vertical, parte uma lista “horizontal”, também duplamente encadeada, de
vértices que possuem o mesmo valor de label. Apenas os nés correspondentes a
valores de label sendo utilizados estao presentes na lista vertical. Utilizando essa
estrutura de armazenamento o algoritmo tem complexidade de tempo de O(n+m).

E facil observar que a apresentagao do eep de um grafo cordal nao é suficiente
para representd-lo. Outros conceitos serao necessarios. Dado um grafo cordal G,
um eep o e v € V, o conjunto

X,(v)={w e N@):0  (w) >0c *(v)}

é denominado conjunto de adjacéncia mondtona de v relativo ao eep o. Observe
que, para todo vértice v € V, os elementos do conjunto X, (v) sdo exatamente os
elementos da clique a qual o vértice v é ligado no decorrer da construgao do eep o
(a sequéncia label no algoritmo).

Agora sim, podemos definir uma representagdo para um grafo cordal. Seja G
um grafo cordal e 0 = (v1,...,v,) um eep de G. A representacdo por conjuntos de
adjacéncia mondtona de G consiste em uma sequéncia de pares

Ro(G) = ((v1, Xo(v1)y -+ (Vn, Xo(vn) ).

Por exemplo, utilizando o eep (g,1, f,e, h,d,c,b,a), a representagdo do grafo G,
visto na Figura 2.1} é:

Ro(G1) = ((g.Af}), (G feh),  (f,{bd,e}), (e, {b,d}),
(h,{a,b}), (d{a,b}), (c;{a,b}),  (b{a}),  (a,0)).

Esta estrutura sugere um processo de construgao para grafos cordais: iniciando
com um grafo trivial (composto apenas pelo vértice v,), acrescenta-se, no i-ésimo
passo, um novo vértice v,41—; ligado a clique X, (v,+1-4) do grafo ja existente.

Na realidade, o percurso em largura lexicografica pode ser aplicado a um grafo
qualquer, obtendo uma sequéncia de vértices. Pelo Teorema [2.1] sabemos que essa
sequéncia serd um esquema de eliminacao perfeita se e somente se o grafo for cordal.
Entao é possivel reconhecer se um grafo é cordal da seguinte forma:

Passo 1: Aplicar o percurso em largura lexicografica determinando uma sequéncia
de vértices.

Passo 2: Verificar se esta sequéncia é um eep.

Para implementar o Passo 2 bastaria percorrer a sequéncia de vértices e testar,
para cada um, se seu conjunto de adjacéncia mondtona é uma clique. Se executada
desta forma, a implementagdo do Passo 2 teria complexidade de tempo de O(nm),
0 que pode ser evitado.
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O algoritmo que se segue testa se uma sequéncia de vértices é um esquema de
eliminacao perfeita em tempo linear, utilizando um artificio interessante. Seja a
sequéncia o = (v1,...,v,). Quando o vértice v; é analisado, precisariamos analisar
todos os vértices de seu conjunto de adjacéncia monétona para o teste de clique.
Em vez disso, o algoritmo determina o vértice de X, (v;) mais préximo de v; na
sequéncia, por exemplo v;, e “atrasa” o teste de adjacéncia dos outros elementos
para quando v; for analisado. Esse “atraso” permite que cada adjacéncia seja
testada somente uma vez.

Para implementar essa ideia, o algoritmo utiliza um conjunto de vértices auxiliar,
A(v), para cada vértice do grafo. Na realidade, esse conjunto é um multiconjunto,
uma vez que o mesmo vértice pode ser copiado de diversos conjuntos de adjacéncia.

Algoritmo 2.2. Testar-eep

Entrada: grafo cordal G = (V, E) e sequéncia o = (v1,...,vn);
Saida: o é eep ou nio;
Inicio

eep < true;

Para v € V fagca A(v) « 0;

Parai=1,...,n—1 faca

v+ o(i);
X {zeNw: 107 (W) <o z)}; % adjacéncia mondtona de v
Se X # () entdo

u < o(min{o " !(z) : z € X}); % determinar vértice préximo

Au) < A(W)[|(X \ {u});
Se A(v) \ N(v) # 0 entdo
eep < false;
Fim.

A complexidade de tempo do Algoritmo [2.2] é

VI+ Y N@) + Y Au).

veV ueV

Como cada conjunto de adjacéncia N (v) é percorrido uma vez e como eles aparecem
como parte dos conjuntos A(u), ambos os somatérios podem ser substuidos por m.
O reconhecimento de um grafo cordal tem entdo complexidade de O(n + m).

2.1.2 Esquema de eliminacao bicompativel

Um eep o = (v1,...,v,) de um grafo cordal G = (V, E) é um esquema de eliminagao
bicompativel (eeb) quando a sequéncia na ordem inversa o~! é também um eep.

O esquema de eliminagao bicompativel existe para grafos de intervalo préprio e
suas subclasses, como veremos no Capitulo 4. O grafo G, visto na Figura[2:2] tem
o esquema bicompativel o = (c, h,a,b,d, g, f,e,i) pois c~! = (i e, f,g,d,b,a, h,c)
é também um eep. Observe que, mesmo para classes em que esta propriedade
acontece, nem todo eep é um eeb. Por exemplo, o/ = (h,i,c,a, f,e,b,g,d) é um eep
mas sua inversa nao, e consequentemente, o’ nao é um eeb.
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Figura 2.2: Grafo cordal G»

2.1.3 Outros esquemas de eliminacao

Os vértices u e v sdo compativeis no grafo G se N[u] C N[v] ou N[v] C Nu]. Um
vértice v é simples se os vértices de N(v) sdo compativeis ou, alternativamente,
o conjunto {N[u] : v € N(v)} pode ser linearmente ordenado por inclusdo de
conjuntos. Note que um vértice simples é simplicial.

Uma sequéncia de vértices (vq,...,v,) é um esquema de eliminagao simples se
para cada 1 < i <n, o vértice v; é simples em G [v;, ..., v,].

O esquema de eliminagdo simples é utilizado na caracterizagdo de grafos for-
temente cordais. Esta provado que um grafo é fortemente cordal se e somente se
tem um esquema de eliminagao simples. Entretanto, esse nao é o uinico esquema de
eliminacao que caracteriza essa classe.

Uma sequéncia de vértices (vq,...,v,) é chamada um esquema de eliminagao
forte se é um esquema de eliminacao simples e para quaisquer ¢ < j < k, sendo
vj, v € N(v;), tem-se N[v;] C Nvg] em G [v;,...,v,].

Pode-se também afirmar que um grafo é fortemente cordal se e somente se tem
um esquema de eliminacao forte.

Das defini¢oes conclui-se que um esquema de eliminagao forte é simples, mas a
reciproca nem sempre é verdadeira.

Por exemplo, o grafo G2, da Figura[2.2] tem um esquema de eliminagao perfeita
que é um esquema de eliminagao simples e também forte: o = (h,¢,i,a,b, f, g,e,d).

Entretanto, o eep o’ = (g, f,i,e,d,a,b,h,c) ndo é um esquema de eliminagao
simples porque o primeiro vértice da sequéncia g nao é simples. Seu conjunto
de adjacéncia é N(g) = {f,d,e,g}; os vértices d e e ndo sdo compativeis pois

Nld| = {a,b,d.e, f,g} £ Nle| = {d,e, f,g,i} e Ne] Z NId].

2.2 Cliques maximais e grafo de cliques

Vamos rever o conceito de cliques em grafos cordais e mostrar como essa estrutura
é poderosa para a classe. Seja G = (V, E) um grafo cordal. O conjunto Q C V é
uma clique do grafo G quando G[Q] é um subgrafo completo de G. A clique Q é
mazimal quando nao existe uma clique Q' em G tal que Q C Q' e é mdrima em
G quando para toda clique Q' de G, |Q’'| < |Q]. Denotamos por Q o conjunto de
todas as cliques maximais de um grafo cordal G. No grafo G1, da Figura[2.1] temos
6 cliques maximais e

Q = {{CL, bv C}7 {av b’ h’}v {a7b7 d}7 {b7 dv €, f}v {f, g}: {evi} }
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Vale ressaltar alguns tipos de cliques maximais. Uma clique simplicial é uma
clique maximal que contém pelo menos um vértice simplicial. Uma clique simplicial
Q ¢ dita uma clique limitrofe quando existe uma outra clique maximal @’ tal que
QNQ’ é o conjunto de vértices nao simpliciais de Q. E possivel classificar os vértices
segundo sua pertinéncia a cliques maximais.

Teorema 2.2. Um vértice é simplicial em um grafo cordal G se e somente se
pertence a exatamente uma clique maximal.

No grafo G5 da Figura as cliques {a,b,c, h} e {e,i} sdo cliques limitrofes; a
clique {d,e, f,g} é simplicial porém nao é limitrofe.

O Algoritmo 23] que determina as cliques maximais de um grafo cordal G,
percorre um esquema de eliminacdo perfeita de G do fim para o inicio, efetuando
uma construgdo indutiva das cliques. Ao se considerar o vértice v;, sua adjacéncia
mondtona é analisada: se ela ja existe no grafo construido até o momento, a clique
maximal é aumentada; caso contrdrio, uma nova clique é criada.

Algoritmo 2.3. Determinar-cliques-mazximais

Entrada: grafo cordal G = (V,E) e eep 0 = (v1,...,Un);
Saida: Q;
Inicio
g+ Lipe0,Q«0;
Q1 < {vn}i n(vn) < 1;
Parai=n—1,...,1 faca
Xo(vi) < {u€ N(vi): 0 (u) >0 ' (v)}
w4 z € Xo(v;) tal que o1 (2) é minimo;
k < n(w);
Se | X, (vi)| < |Qk| entdo
g—q+1
Qq + {vi} UXo(vs); % nova clique maximal @,
Q+Qu Qq;
n(vi) < ¢
sendo
Qr — {vi} U Qx; % clique Qr é aumentada
n(vi) < k;
Fim.

A complexidade de tempo do Algoritmo é O(n 4+ m), tendo em vista que
que o algoritmo percorre um esquema de eliminagao perfeita e analisa o conjunto
de adjacéncia de cada vértice. Como a nova clique tem somente a sua cardinalidade
comparada com a de uma clique ja existente, a complexidade nao se altera.

Vamos observar o acompanhamento do Algoritmo [2:3] aplicado ao grafo Gy
da Figura sendo o = (g,1, f,e,h,d,c,b,a), na tabela que se segue. Apés a
inicializagdo, temos, quando i = 7, a formagao da clique maximal @, = {a,b, c}.
Quando i = 6, | X,(d)| é menor do que |Q1], o que implica na criagdo de uma nova
clique. Outras cliques maximais surgem nas iteragoes i =5, i =4,i=2e i = 1.
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ilvi Xo(v) w kg clique n(v;)
1 Ql = {a} 1
81 b {a} a 1 Q1 ={a,b} 1
71 ¢ A{ad} b 1 Q1 ={a,b,c} 1
6| d {ab b 1 2 Qv=1{abd} 2
51 h A{abd} b 1 3 Qs3={a,bh} 3
Al e {bd} d 2 4 Qi={bdel 4
31 f {bde} e 4 Q4 =1{b,d,e, f} 4
20 4 {e} e 4 5 Qs={ei} 5
g {fy f 4 6 Qs={fg} 6

Uma observagao importante, o conjunto Q também é uma representagao para
um grafo cordal G. O Teorema [2.3] mostra que o armazenamento de Q ¢é bastante
eficiente.

Teorema 2.3. Seja G = (V, E) um grafo cordal e Q = {Q1,...,Qq} seu conjunto
de cliques maximais. Entao a complexidade de espaco de Z;-I:l |Qi] ¢ O(n+m).

Demonstragao:

Observamos que, a cada iteragao do Algoritmo [2.3] ¢ determinado o conjunto
de adjacéncia mondtona de um vértice. Entao, Z?Zl(vj, Xo(v;)) =n+m. Ora, as
cliques maximais constituem alguns pares (vj, Xy (v;)). Entao Y7, |Qi| < n+m. m

A sequéncia de cliques (Q1,...,Qq), construida pelo Algoritmo pode ser
utilizada na construcao indutiva do grafo. Essa sequéncia tera diversas aplicagoes
no decorrer de nosso texto.

O grafo de intersecio de cliques ou grafo de cliques de um grafo G, C(G), é
o grafo cujos vértices s@o as cliques maximais de G e cujas arestas ligam vértices
que correspondem a cliques nao disjuntas. Assim, Vog) = Q e {Q,Q'} € E¢(q)
quando Q #Q e QNQ #0. A Figura mostra o grafo de cliques do grafo G,
apresentado na Figura [2.1]

Figura 2.3: Grafo de cliques C(G1)

A construgéo do grafo de cliques C(G) nao é muito eficiente, uma vez que é
necessario estabelecer todas as intersecdes entre as cliques maximais. Existem n?
pares de cliques maximais; estabelecer a interse¢ao em cada par tem complexidade
de tempo de O(n), uma vez que cada clique maximal tem O(n) vértices. O al-
goritmo tem entdo complexidade de tempo de O(n3). Felizmente, como veremos
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nas proximas segoes, temos solucoes mais simples para trabalhar com as cliques
maximais.

E importante ressaltar que existem grafos de cliques de grafo cordais que nao
sao eles mesmos grafos cordais. A Figura mostra o grafo G5 e C(G3). Observe
que C(G3) nao cordal.

Figura 2.4: Grafo Gs e C(Gs)

2.3 Separadores minimais e arvore de cliques

Em grafos cordais, trabalhamos com dois tipos de conjuntos de vértices separadores:
o conceito classico, de separador do grafo, e também o conceito de separador de
vértices, mais utilizado para a classe.

Um subconjunto S C V é um separador de G se ao menos dois vértices da mesma
componente conexa de G estdo em componentes distintas de G[V '\ S]. O conjunto
S é um separador minimal de G se S é um separador e nenhum subconjunto proprio
de S separa o grafo.

O conjunto S é um separador de vértices para vértices nao adjacentes u e v (um
uv-separador) se a remogao de S do grafo separa u e v em componentes conexas
distintas. Se nenhum subconjunto préprio de .S é um uwv-separador entao S é um uv-
separador minimal. Se S é um wv-separador minimal para algum par de vértices u
e v, ele é chamado separador minimal de vértices (smv). Um separador minimal do
grafo é sempre um separador minimal de vértices mas a reciproca nao é verdadeira.
Denotamos por S o conjunto de separadores minimais de vértices de G.

Figura 2.5: Grafo G4

Por exemplo, no grafo G4 da Figura {a,b}, {b,d} e {e} s@o os sepa-
radores minimais do grafo e o conjunto de separadores minimais de vértices é

S= {{aa b}> {bv d}’ {ev f}7 {e}}

Os separadores minimais de vértices sao titeis na caracterizagao de grafos cordais.



20 Ferramentas estruturais

Teorema 2.4. Um grafo G € cordal se e somente se todo separador minimal de
vértices de G ¢é uma clique.

Uma drvore de cliques T de um grafo cordal G é uma arvore cujos vértices sao
as cliques maximais de G e, para quaisquer cliques maximais @ e @', cada clique
no caminho entre Q e Q' em T contém Q N Q.

A Figura [2.0] apresenta duas drvores de cliques de Gj.

Figura 2.6: Arvores de cliques de G4

Em grafos cordais, existe uma ligacdo importante entre separadores minimais
de vértices e arvores de cliques, como pode ser visto no préximo teorema.

Teorema 2.5. Seja T = (Q, Er) uma drvore de cliques de um grafo cordal G.
Um conjunto S C V é um separador minimal de vértices de G se e somente se
S =QNQ para alguma aresta {Q,Q’'} € Er.

Observe que um mesmo smv pode aparecer mais de uma vez na arvore de cliques.
Denotamos por M o multiconjunto de separadores minimais de vértices de G que
correspondem a arestas da arvore de cliques. Devemos ressaltar que o multiconjunto
M é o mesmo para toda arvore de cliques de G. Chamamos de multiplicidade de
um separador minimal de vértices, denotado por u(S), o nimero de vezes que ele
aparece em M.

No grafo G4, o conjunto M = {{a,b},{a,b},{d,d},{e, f},{e}}. Seja o smv
S ={a,b}; u(5) =2.

A folhagem minima (leafage) de um grafo cordal G, ¢(G), é o menor ntimero de
folhas possiveis dentre todas as arvores de cliques de G. Na Figura [2.6] podemos
observar que a primeira arvore de cliques do grafo G4 tem quatro folhas, e a segunda,
trés folhas. Entretanto, a folhagem minima de G4 ¢ 2; a Figura [2.7] mostra uma
arvore de cliques de G4 com apenas duas folhas.

Teorema 2.6. Uma clique mazximal € uma folha em alguma drvore de cliques se e
somente se ela € uma clique limitrofe.
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Figura 2.7: Folhagem minima de G4

2.3.1 Construcgao da arvore de cliques e determinagao de S

O algoritmo para determinagao das cliques maximais, Algoritmo pode ser mo-
dificado para construir uma arvore de cliques e mesmo determinar o conjunto de
separadores maximais de vértices. O Teorema fornece o embasamento tedrico,
mostrando que a construcao de uma arvore de cliques pode ser feita durante o per-
curso para determinagao das cliques maximais. A medida que as cliques maximais
sao determinadas, a drvore de cliques vai sendo construida.

Teorema 2.7. Seja G = (V, E) um grafo cordal e o = (v1,...,v,) um eep de G.
Seja T; wma drvore de cliques do subgrafo induzido G[{v;,...,v,}]. Se a clique S
corresponde a uma aresta de T; entdo ela corresponde também a uma aresta da
drvore de cliques T de G.

O algoritmo para construcao da arvore de cliques é simples e serd apresentado
primeiro. Durante a execugao do Algoritmo[2:3] apresentado na Segao 2.2, devemos,
para cada vértice v;, determinar se X, (v;) é ou ndo uma clique maximal no grafo
corrente. No novo algoritmo, faremos o mesmo. Se sim, a clique é simplesmente
aumentada, como ja ocorre no Algoritmo [2.3] Em caso contrério, quando uma nova
clique é criada, a ligacao na arvore de cliques deve ser estabelecida. Note que as
modificagoes sao minimas. A complexidade de tempo do Algoritmo [2:4] é também
O(n+m).

Algoritmo 2.4. Determinar-drvore-de-cliques

Entrada: grafo cordal G = (V,E) e eep 0 = (v1,...,0n);
Saida: arvore de cliques T' = (Vp, E7);
Inicio
g1
Q1 {vn}; n(va) < 1;
Ve« {Q1}; Er < 0;
Parai=n—1,...,1 faca
Xo(vi) +{u€ Nwi): o7 (u) >0 (v)};
w4 z € Xo(v;) tal que o71(2) é minimo;

k< n(w);
Se| X, (vi)| < |Qk| entdo
g q+1;
Qq + {vi} UXo(vy); % nova clique maximal Qq
Vr «+ Vr U{Qq}; % incluir Qg em T
Er <« ErU {qu@k};
n(vi) < q;
sendo
Qr + {vi} UQy; % clique Q% é aumentada
n(v;) < k;

Fim.
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Vamos rever o acompanhamento do algoritmo para o grafo G;. Somente as
iteragoes ¢ = 6,5,4,2,1 sao alteradas, com a adigao de vértices e arestas aos con-
juntos Vpr e Ep.

7 ‘ v, Xo(v) w k ¢ Vr Er

L Vp={Q1} 0
6| d {a, b} b 1 2 Vpu{Qa} EruUu{Q:Q:1}
5| h {a, b} b 1 3 Vpu {Qg} Er U {Qg, Ql}
41 e {b, d} d 2 4 Vyu {Q4} Eru {Q4, QQ}
2 (3 {6} € 4 5 VTU{Q5} ETU{Q5,Q4}
Llg A{f f 4 6 Vru{Qs} ErU{Qs Q4}

Vamos agora tratar da determinagao do conjunto de separadores minimais de
vértices de um grafo G. Ja sabemos que o conjunto M de separadores minimais de
vértices é um multiconjunto. A remocao das repeticoes é usualmente executada se-
paradamente, se constituindo num segundo passo de muitos algoritmos conhecidos.
Para evitar esse processamento, vamos lancar mao de propriedades do percurso em
largura lexicografica e estabelecer durante o percurso a multiplicidade de cada smuv.

Nao é dificil ver que, quando da execucdo do Algoritmo como os rétulos
dos vértices precisam estar ordenados, de alguma forma os conjuntos de adjacéncia
mondtona X, também o estdo. O préximo teorema mostra exatamente como.

Teorema 2.8. Seja G = (V, E) um grafo cordal e 0 = (v1,...,v,) um eep de G
obtido por um percurso em largura lezicogrdfica. Seja L; = (label(v;) : |label(v;)| =
J,t = 1,...,n) a sequéncia de rétulos de comprimento j fornecidos pelo percurso
em largura lexicogrdfica. Entdao L; estd em ordem lexicogrdfica.

Demonstragao:

Quando um vértice v é escolhido durante a execugao de um percurso em lar-
gura lexicografica, label(v) é, nesse momento, lexicograficamente maior ou igual aos
rétulos dos vértices remanescentes. Assuma que label(v) € L; e existe um vértice w
a ser visitado apés v no percurso tal que label(v) = label(w) and w € N(v). O rétulo
label(w) serd modificado e serd maior que label(v). Entretanto a cardinalidade de
label(w) também serd maior do que a cardinalidade de label(v) e a ordenagao de L;
nao é modificada. [ |

O Teorema nos mostra que rétulos iguais aparecem juntos em L;. Logo,
separadores minimais de vértices também.

O Algoritmo [2.5] é uma extensao do Algoritmo [2.3] para determinagao das cli-
ques maximais (utilizamos agora um eep produzido por um percurso em largura
lexicogréfica). Novamente, durante a execucao do algoritmo, devemos, para cada
vértice v;, determinar se X, (v;) é ou ndo uma clique maximal no grafo corrente. Se
sim, a clique é simplesmente aumentada, como ja ocorre no Algoritmo Se uma
nova clique é criada, temos um novo smwv, que é entao comparado com o anterior de
igual cardinalidade, incrementando, se necessario, a multiplicidade do separador.
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Algoritmo 2.5. Determinar-separadores-minimais-vértices

Entrada: grafo cordal G = (V, E) e eep o fornecida por lex;
Saida: S e multiplicidade dos separadores minimais de vértices;

Inicio
g+ 1,5+ 0;
Q1 < {vn}i n(vn) < 1;
Para i =1,...,n faca last[i] < 0;
S < 0; So + 0;
Parai<+ n—1,...,1 faca

Xo(v:) & {u € Nw): o7 (u) > (v)};
w <+ 2z € Xo(v;) tal que o~ '(2) é minimo;
k= n(w);
Se | X, (vi)| < |Qk| entdo
g q+1
Qq + {vi} U X, (vs); % nova clique maximal Q,
n(vi) < q;
tam < | Xo(vi)|; ¢ < last[tam];
Se X, (v;) # Sc entao

J—i+1 8 Xo(vi); % novo smv

lasttam] « j; p(j) < 1;

S« SUS;;
senao

wu(e) < ple) + 1; % incrementar multiplicidade

senao

Qr + {vi} UQx; % clique Q é aumentada
n(vs) < k;

Fim.

2.3.2 Propriedades de arvores de cliques

Podemos enunciar de maneira mais tedrica algumas propriedades de arvores de
cliques de grafos cordais que ja foram intuitivamente apresentadas até agora.

Considere o grafo G = (V, E), seu conjunto de cliques maximais Q e o conjunto
T de todas as arvores cujo conjunto de vértices é Q.
Propriedade 2.1. Propriedade da intersecao de cliques (PIC)

Para quaisquer duas cliques mazimais distintas Q e Q', o conjunto QN Q' estd

contido em todas as cliques no caminho entre Q e Q' em T € T.

Denotamos por Tpjc o subconjunto de 7 das drvores que satisfazem a PIC.

Teorema 2.9. Um grafo conexo G € cordal se e somente se existe wma drvore
T € Tpic-

Propriedade 2.2. Propriedade da subdrvore induzida (PSI)

Para todo vértice v € V, Q(v), o subconjunto de Q de todas as cliques mazimais
que contém o vértice v € V| induz uma subdrvore em T € T.

Denotamos por Tpgy 0 subconjunto de 7 das arvores que satisfazem a PSI.

Teorema 2.10. Um grafo conero G € cordal se e somente se existe uma drvore
T € Tpsr-
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Propriedade 2.3. Propriedade da sequéncia de cliques (running intersection pro-
perty) (RIP)

Considere a sequéncia (Q1,...,Qq), ¢ > 1, de cliques mazimais. Para toda
cliqgue Q;, j =2,...,q, existe uma clique Q;, 1 <i < j—1, com
I=Q;Nn(Q1U...UQj-1) (2.3.1)

tal que I # O é uma clique e I C Q;.

Observe que, por construgdo, a sequéncia (Q1,...,Q,), obtida pela Algoritmo
. satisfaz a RIP. Seja uma destas sequéncias. E possivel construir uma arvore
T € T tal que cada clique maximal @); é adjacente & clique @); (ndo necessariamente
Unica) que satisfaz equagao

Denotamos por Tryp o subconjunto de 7 das arvores obtidas desta forma.

Teorema 2.11. Um grafo conexo G ¢é cordal se e somente se existe uma drvore
T € Trip-

A drvore de cliques valorada de G, C,,(G) = (Q, E’), é uma arvore de cliques de
G com a atribuicao de valor as arestas v : E — N tal que v({Q,Q'}) = QN Q’|.

Denotamos por Tpap o subconjunto de T de todas as arvores geradoras de peso
méximo de C,(G).

s

Teorema 2.12. Um grafo conexo G €
T € Tpanm-

cordal se e somente se existe uma drvore

A equivaléncia de todas as propriedades pode ser considerada, evidenciando o
fato que o conjunto de arvores de cliques é unico.

Teorema 2.13. Tpic = Tpsr = Trip = Tram-

2.4 Grafo de cliques reduzido

Seja G um grafo cordal. O grafo de cliques reduzido, C,.(G), é uma estrutura que
deriva do grafo de cliques, e, de alguma forma, exibe de maneira mais clara suas
propriedades. E utilizado na caracterizacao de classes e resolugao de problemas.

Duas cliques maximais @ e Q' de G formam um par de separagio se Q N Q' é
néo vazio e todo caminho em G de um vértice de Q \ Q' para um vértice de Q' \ @
contém um vértice de Q N Q’. A possibilidade de bem caracterizar essas cliques
permite relacioné-las com separadores minimais de vértices.

Teorema 2.14. Um conjunto S € um separador minimal de vértices de um grafo
cordal G se e somente se existem cliques mazimais Q e Q' de G que formam um
par de separacdo tal que S = QN Q.

Agora podemos definir a estrutura. O grafo de cliques reduzido C.(G) de G é
o grafo cujos vértices sdo as cliques maximais de G e cujas arestas {@,Q'} ligam
cliques Q e Q' que formam pares de separacao.

O grafo C,.(G) tem uma propriedade efetiva em relacdo as drvores de cliques.

Teorema 2.15. Seja G um grafo cordal conexo. O grafo de cliques reduzido C,.(Q)
€ a uniao de todas as drvores de cliques de G.
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Figura 2.8: Grafo Gs

Observe o grafo G5 da Figura A Figura mostra o grafo de cliques e
o grafo de cliques reduzido de G5. Observe que, apesar do conjunto {b} ser um
smw, nem todas as arestas correspondentes a esse conjunto aparecem em C,.(G):
enquanto as cliques maximais {b,j} e {a,b, h} s@o um par de separagao, as cliques
maximais {b,d,e, f} e {a,b,h} ndo o sdo. Isso é facil de compreender observando
que existe um caminho entre o vértice a e o vértice e que nao passa por b.

@ o
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Figura 2.9: C(Gs) e C(G5)

O algoritmo para determinar o grafo cliques reduzido tem a mesma complexidade
de tempo da determinacio do grafo de cliques, O(n?). O raciocinio é semelhante.
Precisamos estudar todos os pares de cliques maximais, tendo ainda que verificar se
cada par forma um par de separacdo. Para isso, devemos primeiramente estabelecer,
em C,.(G), ¢ componentes conexas, contendo, cada uma, uma clique maximal. Em
seguida, ordenar os separadores minimais de vértices por tamanho; utilizando uma
ordenagao por distribuicao (bucket sort) a complexidade nao se altera. Finalmente,
para cada smw, verificar se ambas as cliques de cada par o contém e, caso estejam
em componentes conexas distintas, incluir a aresta em C,(G).

Da mesma forma que podemos encontrar grafos de clique nao cordais para grafos
cordais, o mesmo pode ser agora observado. A Figura|2.10|mostra novamente o grafo
Gs, ja visto na Figura2.4] e C,.(G3). Também nesse caso, C,(G3) nao é cordal. As
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arestas com tragado mais forte indicam arestas que pertencem a todas as arvores
de cliques.

Figura 2.10: Grafo G3 e Cr(G3)

2.5 Grafo de cliques criticas

A estrutura apresentada nessa segdo é particularmente interessante para grafos de
grandes dimensoes que apresentem vizinhancgas idénticas, uma vez que a dimensao
do grafo pode ser significativamente reduzida. Em grafos cordais, auxiliam na ca-
racterizagao de algumas subclasses.

Dizemos que uma clique @ de G é uma clique critica quando todos os seus
vértices sao gémeos verdadeiros e é maximal no sentido de que nao existe nenhum
vértice v € V de tal que QU {v} é uma clique critica. O grafo de cliques criticas de
G, denotado por C.(G), é o grafo cujo conjunto de vértices sdo as cliques criticas
de G e tal que duas cliques criticas @ e Q' sao adjacentes sempre que algum vértice
de Q for adjacente em G a vértices em Q.

A Figura 2.11] mostra o grafo de cliques criticas do grafo Gs, da Figura2.2] A
reducao da dimensao é sensivel.

Figura 2.11: Grafo C.(G2)

Sendo G um grafo cordal, algumas propriedades do grafo de cliques criticas
relacionam seus vértices e as cliques maximais:

Propriedade 2.4. Seja G um grafo cordal. Todo vértice de G pertence a exata-
mente uma clique critica.

Propriedade 2.5. Seja G um grafo cordal. Entao toda clique maximal € a uniao
de cliques criticas.

Propriedade 2.6. Seja G um grafo cordal. Entdo qualquer clique mazimal de
C.(G) tem no mdximo um vértice simplicial.
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Propriedade 2.7. Seja G um grafo cordal. Entio C.(G) é um grafo cordal.

A respeito dessa tltima propriedade, caso C.(G) tivesse um ciclo, G também
teria, tomando, simplesmente, um vértice de cada clique critica do ciclo em C.(G).

O Teorema diz respeito ao isomorfismo de C(G) e C(C.(G)). Observe
que, apesar das arestas serem valoradas pela cardinalidade da intersecao das cliques
maximais, ambos os grafos podem ser considerados sem essa informacao, levando
em conta apenas a adjacéncia entre os vértices que compoem a clique.

Teorema 2.16. Seja G = (V, E) um grafo cordal. Entao os grafos C(G) e C(C.(Q))
sao isomorfos.

Demonstragao:

Uma clique maximal @ de G é composta por vértices simpliciais e vértices per-
tencentes a separadores minimais de vértices. Os vértices simpliciais de qualquer
clique, se existirem, formam uma clique critica, uma vez que sao gémeos verdadeiros.
Os vértices restantes pertencem a:

1. um tnico separador minimal de vértices:

O smv forma uma clique critica.

2. ao menos dois separadores minimais de vértices:

Considere S e S’ contidos em Q. Se SN S’ = ) entdo cada um forma uma
clique critica. Caso contrario, eles formam ao menos duas cliques criticas, de-
pendendo de outras intersecoes. No pior caso, cada vértice poderd determinar
uma clique critica.

Cada clique maximal @ de G corresponde a exatamente uma clique maximal Q.
de C.(G) com a mesma ou menor cardinalidade. Pela Proposigao a clique @,
de vértices de G, corresponde & unido de cliques criticas Cy,...,Ck, 1 < k < |Q|,
que compdem Q. em C.(G).

Considerando a relacao de adjacéncia, as cliques criticas C1,...,Ck, formadas
por vértices adjacentes em G, sdo adjacentes em C.(G). Se os vértices de C; per-
tencem a um smv de G, C; pertence a pelo menos duas cliques maximais em C(Q)
e a mesma adjacéncia ocorrerd em C(C.(G)).

Entao, existe um isomorfismo de vértices e arestas de C(G) e C(C.(Q)). [ |

O mesmo raciocinio pode ser estendido a drvores de cliques.

Teorema 2.17. T € uma drvore de cliqgues de um grafo cordal G se e somente se
T ¢ isomorfa a uma drvore de cliques T, de C.(G).

Demonstragao:

Sejam @ e Q' dois vértices (cliques maximais de G) de uma arvore de cliques T'
de G. Por defini¢ao de drvore de cliques, cada vértice no caminho entre Q e Q" em T
contem QN Q’. As cliques maximais @ e Q' tém cliques maximais correspondentes
Q. e Q.. Observando que Q. é uma partigdo de @, bem como @/, é uma parti¢ao
de @', temos que Q N Q' é uma clique critica composta por vértices oriundos de
separadores minimais de vértices de G. Assim, QNQ" = Uy €0.nQ! X. Isso significa
que existe um caminho correspondente entre Q. e @', e uma drvore de cliques T,
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pode ser construida a partir de C(C.(G)), isomorfa & drvore T. [ ]

Dado um grafo G = (V, E), podemos esbogar um algoritmo para a obtengao
de C.(G). Uma vez que cada vértice de V pertence a exatamente uma clique
critica, o algoritmo para obtencao do grafo de cliques criticas consiste em ordenar
lexicograficamente as vizinhangas fechadas dos vértices e agrupar em cliques os
vértices com mesma vizinhanca. A complexidade de tempo é O(n?). Nesse caso, o
algoritmo é o mesmo para grafos cordais ou nao cordais. Entretanto, veremos no
Capitulo 5 como ele pode ser simplificado para algumas subclasses.

B B N

garra garra dupla pipa
diamante duplo diamante seta
gema touro guarda-chuva
2-rede 3-rede k-rede

3-tenda 4-tenda k-tenda

Figura 2.12: Subgrafos proibidos cléssicos
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2.6 Subgrafos proibidos

Ja vimos no Capitulo 1, Segao que, na caracterizagao de classes de grafos, usu-
almente sao utilizados subgrafos proibidos. Reunimos na Figura[2.12uma colegao de
grafos que aparecem em caracterizagoes de subclasses de grafos cordais. Por serem
de natureza mais tedrica, tais caracterizagoes nao serao, em geral, demonstradas
nesse texto.

2.7 Exercicios

1.

10.

11.

12.

A sequéncia o = (h,¢,b,a,e,d,g, f,i) é um esquema de eliminagdo perfeita
para o grafo G5 da Figura Sim ou nao, explique porqué.

. Encontre um eep produzido pelo percurso em largura lexicografica para o

grafo Gy da Figura[2.2]

. Utilizando o percurso em largura lexicografica, encontre um esquema de eli-

minagao perfeita para o grafo G4 da Figura Determine também sua
sequéncia de cliques maximais.

. Construa duas arvores de cliques para o grafo do item anterior. Qual a folha-

gem minima desse grafo?

. Construa todas as arvores de cliques distintas do grafo G5 da Figura [2.2

Quantas sao?

. Elabore um algoritmo que gera os conjuntos de adjacéncia de um grafo G,

sendo conhecidos seu conjunto de cliques maximais Q e o nimero de vértices

n de G.

Apresente um grafo G tal que C,(G) seja igual a C(G).

. Apresente um grafo G que seja igual a C.(G). G deve ter, no minimo, 10

vértices.

. Construa o grafo de cliques criticas do grafo G5 da Figura [2.2]

Justifique a propriedade:
Seja G um grafo cordal. Entdo qualquer cliqgue mazimal de C.(G) tem no

mdximo um vértice simplicial.

Apresente um algoritmo linear para determinar os vértices simpliciais de um
grafo cordal.

Grafos bloco sao grafos cordais livres de diamante. Mostre que o grafo G5 nao
¢ um grafo bloco, assinalando um subgrafo induzido que seja um diamante.
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2.8 Notas bibliograficas

As ferramentas estruturais foram definidas em ocasides distintas para aplicagoes
relacionadas com as mais diversas classes de grafos. O percurso em largura lexi-
cografica, utilizado no reconhecimento de grafos cordais, foi desenvolvido por Rose
et al. [66]. A representagio por conjuntos de adjacéncia mondtona foi apresentada
em Markenzon e Vernet [53]. A geragio de todos os esquemas de eliminagdo perfeita
de um grafo cordal pode ser encontrada em Chandran et al. [I5]. O esquema de
eliminag@o bicompativel é mencionado no trabalho de Panda e Das [63] e utilizado
na determinagao do ciclo hamiltoniano de um grafo de intervalo préprio. O conceito
de vértice simples, o esquema de eliminagao simples e o esquema de eliminacao forte
foram apresentados por Farber [2] 22], onde é provada a caracterizacao de grafos
fortemente cordais. Sawada e Spinrad [68] apresentam um algoritmo linear para a
conversao de um esquema de eliminagao simples em forte.

O trabalho de Blair e Peyton [3] é fundamental para o estudo de separadores
minimais de vértices e arvores de cliques. As arvores de cliques foram introduzidas
independentemente, em 1974, por Gavril [27] e Buneman [13]. O algoritmo béasico
para sua determinacao é encontrado em Spinrad [70]. O algoritmo de determinagao
dos separadores minimais de vértices e suas multiplicidades é encontrado em Mar-
kenzon e Pereira [51]. Outros textos tteis relacionados a cliques maximais, grafo de
cliques e drvores de cliques s@o os de Shibata [69] e Hare e Takemura [34].

O grafo de cliques reduzido foi apresentado em Galinier et al. [25] e retomado
por Habib e Stacho [33]. O conceito de cliques criticas foi introduzido por Lin et al.
[47] e utilizado na defini¢do de grafo de cliques criticas por Kennedy [40] e Kennedy
et al. [4I]. Sua principal aplicagdo é a caracterizagdo de algumas subclasses de
grafos cordais, como, por exemplo, os grafos estritamente cordais [I1] e os grafos

poténcia de 3-folha []], que serdo vistos no Capitulo

Um levantamento exaustivo de subgrafos proibidos e as classes relacionadas aos
mesmos pode ser encontrado em Brandstadt et al. [9].



Capitulo 3

Subclasses de Grafos Cordais

Nesse capitulo vamos rever trés ramos bem conhecidos na hierarquia de grafos
cordais: os grafos de intervalo, os grafos unicamente representiveis e os grafos
ptolemaicos. Esses trés ramos sao as raizes das diversas subclasses tratadas nos
préximos capitulos. Para cada um deles, vamos apresentar a definicao da classe
e as caracterizagoes mais conhecidas. Procuraremos acrescentar também algumas
caracterizagoes que possam ser melhor utilizadas sob o ponto de vista algoritmico,
isto é, que nos fornecam, na medida do possivel, subsidios para a manipulagao
eficiente dessas classes. Para tal, a utilizacdo das ferramentas apresentadas no
Capitulo 2 é imprescindivel.

3.1 Grafos de intervalo

Vimos, no Capitulo [l que grafos cordais sao os grafos de intersecao de subarvores
de uma arvore. O conceito de grafo de intersecao pode ser aplicado a uma bem
conhecida subclasse de cordais: os grafos de intervalo. Um grafo G = (V, E) é dito
grafo de intervalo se ele é o grafo de intersecao de uma familia finita de intervalos
I em uma reta real.

d e—e

C o ——o

b o—eo

a o———o

(& «—————————o

f ~— .

g —o ¢
h —o

7 —eo

Figura 3.1: Intervalos e o grafo de intersegio

A Figura [3.1] apresenta uma familia de intervalos e seu grafo de intersecao.
Existem muitas caracterizacoes para essa classe, as primeiras surgindo em 1962. O
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conceito que se segue é fundamental para a caracterizagao apresentada no Teorema

B1

Um asteroide triplo (AT) num grafo G é uma tripla de vértices tal que cada
par de vértices é ligado por um caminho que evita a vizinhanca do terceiro vértice.
Um conjunto A C V é um conjunto asteroidal se cada tripla de vértices em A é um
asteroide triplo. O tamanho méximo de um conjunto asteroidal é denotado a(G).

Teorema 3.1. G € um grafo de intervalo se e somente G € livre de AT, isto €, G
nao contém um asteroide triplo.

No grafo da Figura 2.1} apresentado no Capitulo [2] os vértices ¢, g e i formam
um asteroide triplo. Uma propriedade importante dos grafos de intervalo é exibida
na proxima caracterizacao.

Teorema 3.2. G ¢ um grafo de intervalo se e somente se G tem uma drvore de
cliques que € um caminho.

Um resultado imediato do teorema apresenta uma caracterizagao por folhagem
minima (Capitulo [2, Se¢ao [2.3)) para a classe.

Corolario 3.1. Seja G um grafo cordal nao completo. G € um grafo de intervalo
se e somente se {(G) = 2.

Se a arvore de cliques de um grafo cordal G é um caminho, chamamos essa
arvore um caminho de cliques. Na Figura [3.2] sao apresentadas duas arvores de
cliques para o grafo G da Figura Note que somente a segunda é um caminho
de cliques. Um grafo de intervalo pode ter diversas arvores de cliques.

Figura 3.2: Arvores de cliques do grafo G

No Teorema [3.3] grafos de intervalo sao caracterizados em fungao de seus sub-
grafos proibidos. Os mesmos podem ser encontrados no Capitulo [2] Segao [2:6]

Teorema 3.3. G € um grafo de intervalo se e somente se G ndo contém uma garra
dupla, um guarda-chuva, uma k-rede, k > 2, uma k-tenda, k > 3 ou um Cy, k > 4,
como subgrafos induzidos.

Vamos relembrar a seguir uma propriedade dos vértices de um grafo de intervalo,

que nos serd bastante 1til no Capitulo @} Para tal, uma nova sequéncia precisa ser
definida.
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Considere uma sequéncia de vértices § = (vy,...,v,) de V. Esta sequéncia é
denominada gulosa quando para quaisquer vértices v;, v;, vk, ¢ < j < k, tem-se

se {v;, v} € E entao {v;,v,;} € E. (3.1.1)

Teorema 3.4. Um grafo G = (V, E) é um grafo de intervalo se e somente se existe
uma sequéncia gulosa de V.

Para o grafo G da Figura uma sequéncia gulosa dos vértices é 6 = (d, ¢, b, a, €,
f? 7:7 h’ g> *

Um algoritmo para determinar uma sequéncia gulosa utiliza o caminho de cliques
(Q1,...,Q,) do grafo de intervalo. A cada iteragdo, os vértices de uma clique
maximal sao analisados. Os vértices que sao encontrados pela primeira vez no
percurso sao armazenados na lista bucket[i], 1 < i < g. Para cada vértice, o rétulo
H(v) indica a ultima clique da sequéncia & qual o vértice pertence. Note que, dessa
forma, para cada vértice é conhecido o seu percurso no caminho de cliques. Ao fim
do processo, as listas armazenadas em bucket sao concatenadas.

Algoritmo 3.1. Determinar-Sequéncia-Gulosa

Entrada: grafo de intervalo G = (V, E) e caminho de cliques (Q1,...,Qq);
Saida: sequéncia gulosa 9;
Inicio
O+ ()
Para v € V faga H(v) « 0;
Parai=1,...,q faca
Para todo v € Q); faca % percorrer clique Q;
Se H(v) = 0 entédo
inclua v no bucketli);
H(v) « 3;
mover v para o final da lista bucket[j], 1 < j <4, a qual pertence;
Parai=1,...,q faca
§ + ¢ || bucket]i]; % concatenar as listas
Fim.

Vamos acompanhar o Algoritmo [3.1] no grafo G, da Figura [3.1] Consideramos
o caminho de cliques ({c,d}, {a, b, c}, {a, c,e, f}, {e, f,i}, {e. £, b}, {e, f,g}). Apos a
segunda iteragao temos a seguinte situagao:

Lalb]cld]e|f]o]n]i
H|2[2[2[1]0]0[0]0]0
z‘ Q; ‘ bucket
1| {e,d} | bucket[l] = ¢, d
2 | {a,b,c} | bucket[l] =d,c
bucket[2] = a,b

Os vértices ¢ e d pertencem a clique Qq: sao incluidos em bucket[l]; H(c) e
H(d) recebem 1. Note que bucket[1] ndo sofrerd mais inclusées, mas a ordem dos
vértices na lista poderd ser alterada, o que acontece na segunda iteragao. Ao se
considerar a clique Q2 = {a,b, c}, os vértices incluidos em bucket[2] sdo a e b (c ja
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foi considerado na iteragao anterior); H(c) também é alterado, passando a ter valor
2. Além disso, a ordem dos vértices na lista bucket[1] é modificada, porque o vértice
¢ é transferido para o fim da lista. Ao fim da 6% iteracdo temos:

lalbleld|e| /]y
] 6

h|i
H[3]2[3[1]6[6]6[5

|4

i ‘ Qi ‘ bucket

1| {e,d} | bucket[l] =c,d

{a,b,c} | bucket[1] = d, ¢
a,b

bucket[2] = a,

6 | {e, f,g} | bucket[l] =d,c
bucket[2] = b,a
bucket[3] = e, f
bucket[4] =i
bucket[5] = h
bucket[6] = g

Considere um grafo de intervalo G = (V, E'), um caminho de cliques (@1, ..., Qq)

e d = (v1,...,v,) uma sequéncia gulosa de G computada pelo Algoritmo Tem-
se entao:

Propriedade 3.1. A lista bucket[i],1 < i < g, tem pelo menos um elemento.

O Algoritmotem complexidade de tempo O(n+m). O algoritmo inicializa H
para os vértices; em seguida, percorre as cliques maximais do grafo, o que sabemos
ser O(n + m) (Teorema . Se bucket[i],1 < i < ¢, for implementado por uma
lista duplamente encadeada, e cada vértice apontar para a sua posi¢ao nessa lista,
a transferéncia do vértice para o fim da lista leva tempo constante. Assim, temos a
complexidade linear do algoritmo.

Observe que a sequéncia gulosa (d, ¢, b, a, e, f,i, h, g) ndo é um eep de G, pois ¢
néo é simplicial no subgrafo G[{c, b, a,e, f,i, h, g}]. J4 a sequéncia na ordem inversa
(g,h,i,e,a,b,¢c,d) é6 um eep. Na verdade, esta é uma propriedade de qualquer
ordenagao gulosa para os grafos de intervalo.

Teorema 3.5. Considere uma sequéncia gulosa 6 = (v1,...,v,) de um grafo de
intervalo G = (V, E). A sequéncia 6= = (v,,...,v1) é um esquema de eliminacdo
perfeita de G.

Demonstragao:

Considere a sequéncia (v,,...,v1). O vértice v,, da sequéncia gulosa é sempre
um vértice simplicial do grafo G por pertencer a uma tnica clique maximal. Se
v; €V, 1<i<n-—1,ndo ésimplicial em G[{v;,...,v1}], N(v;) ndo é uma clique,
isto é, existem vértices vj, vy € N(v;), 1 < j <k <i—1, tais que {v;,vx} ¢ E. Por
defini¢ao, Propriedade (3.1.1)), se {v;,v;} € E entdo {v;,v;} € E. Contradigio. m

3.1.1 Subclasses de grafos de intervalo

Uma importante subclasse de grafos de intervalo surge naturalmente: os grafos de
intervalo prdprio, classe que, por si s, tem sido bastante estudada. Um grafo de
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intervalo proprio é o grafo de intersecao de uma familia de intervalos em uma reta
real na qual nenhum intervalo esté propriamente contido em outro. Essa classe sera
estudada com detalhes no Capitulo [4]

Outra subclasse de grafos de intervalo s@o os grafos caterpillar, j& mencionados
no Capitulo [I} Secao Um caterpillar G = (V, E), |V| > 3, é o grafo em que a
remogao de todas as folhas resulta em um caminho. Uma caracterizacao da classe
decorre do fato desses grafos serem exatamente a intersecao entre a classe dos grafos
de intervalo e a das arvores. Os grafos caterpillar aparecem em diversos ramos da
hierarquia que estudamos em nosso texto. Ainda nesse capitulo, eles aparecem como
subclasse dos grafos ptolemaicos.

3.2 Grafos cordais unicamente representaveis

Uma abordagem interessante para a definicdo de subclasses é estabelecer restrigoes
nas préprias ferramentas estruturais quando aplicadas ao grafo. A primeira delas é
a arvore de cliques.

Um grafo cordal é um grafo cordal unicamente representdvel (resumidamente
grafo ur-cordal) se ele tem exatamente uma arvore de cliques. A caracterizagdo da
classe decorre diretamente de seus separadores minimais de vértices.

Teorema 3.6. Seja G = (V, E) um grafo cordal. G é unicamente representdvel se
e somente se nao existe continéncia propria entre pares de separadores minimais
de vértices distintos e todos tém multiplicidade 1.

Um grafo de intervalo que tem uma tnica arvore de cliques é chamado um grafo
de intervalo unicamente representdvel ou, simplesmente, ur-intervalo.

Na Figuravemos trés grafos. O grafo G nao é ur-cordal porque o smv {e, f}
tem multiplicidade 2. O grafo G’ é um grafo de intervalo, mas nao é ur-intervalo,
porque o smv {a} estd contido no smv {a,c}; j& o grafo G” é ur-intervalo.

Figura 3.3: Exemplos de grafos

3.3 Grafos ptolemaicos

Um ramo bem rico e ndo muito estudado na hierarquia de cordais é formado pelos
grafos ptolemaicos e suas subclasses. Um grafo cordal conexo G é ptolemaico se
quaisquer vértices u, v, w,r de G satisfazem a desigualdade ptolemaica

d(u,v)d(w,z) < d(u,w)d(v,z) + d(u, z)d(v,w).
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O teorema que se segue apresenta uma caracterizacdo cldssica para os grafos
ptolemaicos, encontrada na literatura, utilizando subgrafos proibidos e cliques ma-
ximais.

Teorema 3.7. As sequintes condicdes sao equivalentes:

1. G € ptolemaico;
2. G € cordal e livre de gema;

3. Para quaisquer cliques mazximais ndao disjuntas Q e Q' de G, QN Q' separa

vértices de Q\Q' e Q'\Q.

O grafo de cliques reduzido, apresentado no Capitulo [2} Segao [2.4] suporta uma
caracterizacao alternativa para essa classe.

Teorema 3.8. Um grafo cordal G € ptolemaico se e somente se o grafo de cliques
reduzido e o grafo de intersecdo de cliques sao iguais.

Demonstragao:

(—) De forma equivalente temos que provar que quaisquer duas cliques maximais
de G distintas nao disjuntas formam um par de separacdo se e somente se o grafo
de intersecao de cliques e o grafo de cliques reduzido de G sao iguais.

Sejam C(G) = (V,, E.) o grafo de intersegao de cliques e C.(G) = (V,, E;.) o
grafo de cliques reduzido de um grafo ptolemaico G. Pelas definicoes, V., = V. = Q
(conjunto de cliques maximais) e, pelo Teorema E, C E.. Considere uma
aresta {Q,Q'} € E.. Pelo Teorema quaisquer duas cliques maximais distintas
nao disjuntas Q e Q' de G formam um par de separacao. Pela definicao de grafo de
cliques reduzido, a aresta {Q,Q’} € E,. Logo, E. = E,.

(+) Considere C(G) = C(G). Pelo Teorema todas as intersecoes de cli-
ques maximais sao separadores minimais de vértices de G, isto é, formam pares
de separagao, ou ainda, sao separadas por sua intersecao. Pelo Teorema G é
ptolemaico. [ |

No Capitulo [2} Segao 23] vimos que é imediato deduzir um procedimento in-
dutivo para construir um grafo cordal G, percorrendo um esquema de eliminagao
perfeita em ordem reversa: iniciando com o grafo trivial G,, = ({v,}, 0), adicione, a
cada passo, um novo vértice v;, i =n —1,...,1, adjacente aos vértices do conjunto
de adjacéncia monétono de v;, isto é, a clique X, (v;) de Gi41. E possivel particu-
larizar esta construcao para algumas classes de grafos cordais restringindo a clique
ja existente, embora isto nao seja conhecido para grafos ptolemaicos. Entretanto,
é conhecida uma construcao indutiva para grafos ptolemaicos, que mostramos a
seguir.

Seja G = (V,E) um grafo, v € V e u ¢ V. Uma extensdo de G para um
grafo G' = (V' E') é uma extensao de vértice unico se ela se enquadra em um dos
seguintes casos:

(o) V! =V U{u} e E' = EU{v,u}, isto é, um vértice pendente é adicionado.

(8) V=VU{u}e FF=FEU{{z,u}:x € Nv|}, isto é, u é um gémeo verdadeiro
de v.
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() Vi=VU{u}le E'=EU{{z,u}:x € N(v)}, isto é, u é um gémeo falso de v.

Vamos mostrar o resultado dessas operagoes sobre um grafo bem simples, um
grafo completo com 4 vértices (Figura[3.4). G’ mostra o resultado da operacao «
aplicada ao vértice d; G” o resultado da operagao ( aplicada ao vértice b (obterfamos
o mesmo resultado se a operacao fosse aplicada ao vértice a ou ao vértice ¢) e G"
mostra o resultado da operagao ~ aplicada ao vértice u.

Figura 3.4: Operagoes «, B ey

Essas operacoes dao origem a outra caracterizacao para grafos ptolemaicos.

Teorema 3.9. Um grafo G € ptolemaico se e somente se G € obtido a partir de um
Unico vértice por uma sequéncia de extensoes de vértice unico sendo a aplicacdo da
operacao vy restrita aos vértices simpliciais.

O caso especial de v, definido no Teorema [3.9] ¢ denotado por v* e incluido no
conjunto de regras para construir a extensao de vértice tinico de um grafo.

Com base neste conceito, definimos uma sequéncia de construgao para um grafo
ptolemaico G = (V, E). Uma sequéncia de extensdes de vértice unico (sext) de G é
uma sequéncia de triplas

sendo 7 (i) = (z;,v;,u4), 1 = 2,...,n, tal que

1. Ty S {aaﬁa’y*};
2. vi:uj,j<i;
3o u; Fug, 1 <k<i—1;

e m(1) é uma tripla inicial (©,®,u1) onde o simbolo @ denota a auséncia de
parametro. O grafo G[{ui,...,u;}] é denotado G(;), 1 < i < n; Gy = (0,0) e
Gy =G.

Vamos voltar aos grafos da Figura Uma sext do grafo é

m(G") = ((©,2,0),(8,a,b),(B,a,c), (B,a,d), (a, d,u), (B, b,u), (v", u,u”) ).

As operagoes utilizadas na construcao indutiva de um grafo ptolemaico nos aju-
dam a provar outra caracterizacao, dessa vez baseada nos separadores minimais de
vértices de um grafo cordal.

Primeiramente, alguns conceitos precisam ser revistos. Seja F = {F1,..., F},
F; ¢ V,1 <i < k, uma familia de conjuntos. F ¢ uma familia laminar se F;NF; # ()
implica que F; C Fj ou F; C F;, 1 <14,j < k. Em outras palavras, uma familia de
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conjuntos é chamada laminar se quaisquer dois conjuntos ou sao disjuntos ou um
é subconjunto do outro. Uma familia vazia é laminar. Observe que a laminaridade
de conjuntos é uma propriedade hereditaria.

Teorema 3.10. Seja G = (V, E) um grafo cordal. G € ptolemaico se e somente se
a familia de separadores minimais de vértices contida em cada clique mazximal do
grafo € laminar.

Demonstragao:

(—) A prova é por indugao. O grafo ptolemaico G = ({u1},0) tem uma cli-
que maximal e a laminaridade da familia de separadores minimais de vértices é
trivialmente satisfeita. Seja G = (V, E) um grafo ptolemaico com |V| =n — 1 tal
que a familia de separadores minimais de vértices contida em cada clique maximal
do grafo é laminar e seja G’ = (V' E’) uma extensao de vértice tinico de G pela
aplicagdo de uma das operagdes o, fouy*, v €V, ug¢ Ve V' =V U{u}.

Trés casos podem ocorrer:

o (a,v,u)

Nesse caso, B/ = EU{{v,u}} e G’ tem uma clique maximal @) a mais que G,
separada pelo smwv {v}. Como o novo smv é um conjunto unitério, ele mantém
a laminaridade de todas as familias as quais ele pertence em G’.

o (B,v,u)

O vértice v é um gémeo verdadeiro de v em G’. Se v é simplicial em G, a
clique maximal & qual ele pertence é aumentada pela inclusao do vértice u,
os separadores minimais de vértices do grafo nao sao modificados e a lami-
naridade é preservada; caso contrario, todas as cliques maximais e todos os
separadores minimais de vértices aos quais v pertence sao aumentados com
a inclusao do vértice u. Entao, a propriedade de inclusao desses conjuntos é
preservada e, consequentemente, também a laminaridade.

o (v",v,u)
Por definigao, v é um vértice simplicial em G. Se v é um vértice pendente,
(v*,v,u) é equivalente a (o, w,u) onde N(v) = {w}.

Considere v um vértice nao pendente e ) a clique maximal tal que v € Q.
Seja Fi(Q) a familia de separadores minimais de vértices que pertencem a
Q no grafo G. Os vértices u e v sao gémeos falsos em G’. O grafo G’ tem
uma clique maximal @ = N(v) U {u} a mais do que G. Se N(v) ja constitui
um smv de G, para qualquer clique maximal X de G, Fg/(X) = Fg(X) e
a laminaridade é mantida. Caso contrario, N(v) é um novo smv. Como v
¢ também simplicial em G, ele pertence somente a Q e Fo(Q) = Fa(Q) U
{N(v)}. Por hipétese, Fz(Q) é laminar. Além disso, N(v) contém todos os
membros de F(Q). Entao, Fo/ (Q) = Fer (Q') é uma familia laminar. Todas
as familias pertencentes a outras cliques maximais nao sao modificadas.

Consequentemente, se G é um grafo ptolemaico entao a familia de separadores
minimais de vértices contida em cada clique maximal do grafo é laminar.

() Considere um grafo G nao ptolemaico (porém cordal) tal que todas as
familias de separadores minimais de vértices em cada clique maximal sdo lamina-
res (propriedade P). Pelo Teorema G contém um grafo gema como subgrafo
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induzido. E possivel remover todos os vértices de G exceto os cinco vértices que
pertencem ao grafo gema. Como a propriedade P é hereditaria, o subgrafo gema
satisfaz P, o que é uma contradi¢ao. Entao, G é ptolemaico. ]

Figura 3.5: Exemplo de grafo ptolemaico

Observe o grafo ptolemaico da Figura Por exemplo, a clique maximal
{a,b, c,e} contém dois separadores minimais, {b, e} e {b}, que formam uma familia
laminar. Da mesma forma, a clique {i, f, g}; os separadores contidos nessa clique
sao {f,i}, {f} e {g}, formando uma familia laminar.

3.3.1 Subclasses de grafos ptolemaicos

Algumas subclasses de grafos ptolemaicos conhecidas podem ser identificadas. Os
grafos cordais laminares foram definidos recentemente, tornando mais estrita a
condicao de laminaridade dos separadores minimais de vértices do grafo. Os grafos
bloco, também subclasse dos ptolemaicos, sdo conhecidos desde a década de 60. A
terceira subclasse que serd ainda mencionada, os grafos estritamente cordais, serao
bem explorados no Capitulo

Um grafo cordal é um grafo cordal laminar quando o conjunto S de todos os
separadores minimais de vértices é laminar. Essa classe pode ser caracterizada por
subgrafos proibidos.

Teorema 3.11. Seja G = (V, E) um grafo cordal. G € um grafo cordal laminar se
e somente se G € livre de gema e de duplo diamante.

Demonstragao:

(=) Seja G um grafo cordal laminar. Vamos supor que o grafo gema é um
subgrafo induzido de G. Como a laminaridade no conjunto de separadores minimais
de vértices é uma propriedade hereditaria, o grafo gema é laminar. Contradigdo. A
prova é analoga para o duplo diamante.

(+) Considere G um grafo cordal nao laminar. Existem S,S’ € S, S # S’ tais
que SNS" #0,S¢Z S eSS ¢S. Vamos supor que v € SNS", ue S;ueg S e
we S w¢gS. SejaFg={S€S:5CQ}CS. Dois casos devem ser estudados.

Existe uma clique maximal @ tal que S U S’ C Q. Consequentemente, Fg nao
é laminar; pelo Teorema [3.10] G nao ¢ ptolemaico e, pelo Teorema [3.7 G contém
uma gema.

No segundo caso, para toda clique maximal @ de G, SU S ¢ Q. Assim,
existem quatro cliques distintas, sem perda de generalidade, vamos nomea-las por

Q1,Q2,Q3eQstaisque Q1 NQ2=5eQsNQu=5".SeQ;iNQ; =5"#5n5,
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i =1,2, j = 3,4, entdo Fq, e Fg, nao sao laminares e obtemos uma gema. Caso
COHtI‘éI‘iO, Ql n Qg = Ql N Q4 = QQ N Q3 = Qg n Q4 = S NS’ Considerando

os vértices r1 € Q1\Q2, T2 € Q2\Q1, 3 € Q3\Q4, T4 € Q4\Q3, 0 conjunto
{z1,x2, 3,24, u,v,w} induz um duplo diamante em G. ]

Figura 3.6: Exemplo de grafo cordal laminar

O grafo da Figura [3.6] ¢ um grafo cordal laminar. Seu conjunto de separadores
minimais de vértices é S = {{e, b}, {b}, {7, 9}, {f}}, que é um conjunto laminar.

Os grafos cordais laminares sdo ptolemaicos. O grafo da Figura [3.5] que é
ptolemaico, ndo é laminar: os separadores minimais de vértices {7, f} e {f, h} nao
formam uma familia laminar.

Outra subclasse importante é a constituida pelos grafos bloco, que ja foi men-
cionada no Capitulo [T} Se¢ao [I.3] L&, um grafo bloco foi definido como um grafo
conexo onde cada componente biconexa é um grafo completo. A importancia da
classe nesse texto nos leva a mencionar outras caracterizagoes para a mesma. Vamos
ver que cada uma delas pode ser 1til em diferentes ocasioes.

Teorema 3.12. Sdo equivalentes:

1. G é um grafo bloco.
2. G € um grafo conexo onde cada componente biconexa € um grafo completo.
3. G € um grafo cordal livre de diamante.

4. G € cordal e qualquer separador minimal de vértices é um conjunto unitdrio.

Figura 3.7: Exemplo de grafo bloco

E f4cil ver que nesse caso os separadores minimais de vértices contidos em uma
clique maximal obedecem trivialmente ao Teorema|3.10] e um grafo bloco é um grafo
ptolemaico. E mais, obedecem a definicao de grafos cordais laminares. Conclui-se
que arvores constituem uma subclasse de grafos bloco, e grafos caterpillar cons-
tituem uma subclasse de arvores. Uma hierarquia imediata se forma assim. Na
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Figura temos um grafo bloco e podemos observar que seus separadores mini-
mais de vértices constituem uma familia laminar.

Os grafos bloco estao no cerne da definigao de uma classe que vem sendo bastante
estudada nos iltimos dez anos: os grafos estritamente cordais, que é o grafo obtido
pela adicao de zero ou mais gémeos verdadeiros a cada vértice de um grafo bloco

G.

Grafos estritamente cordais possuem também propriedades baseadas em separa-
dores minimais de vértices, como apresentado no seguinte teorema, que sera provado
mais tarde.

Seja G um grafo cordal e S o conjunto de separadores minimais de vértices. G €
um grafo estritamente cordal se e somente se quaisquer dois separadores minimais
de vértices distintos de S sao disjuntos.

Nao é dificil concluir que, também nesse caso, os separadores minimais de
vértices estabelecem familias laminares nas cliques maximais; eles simplesmente
nao se interceptam. Entao, grafos estritamente cordais sdo ptolemaicos.

3.4 A hierarquia

A Figura[3.8| apresenta a hierarquia de subclasses de cordais mencionada até agora.

ur-intervalo
interv. préprio

caterpillar

Figura 3.8: Hierarquia parcial
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3.5 Exercicios

10.

. Dado o grafo de intervalo G, a familia de intervalos é inica?

. O grafo G” da Figura [3.3| ¢ um grafo de intervalo. Mostre um caminho de

cliques de G” e apresente uma sequéncia gulosa para o grafo.

. Demonstre ou forneca um contraexemplo: A sequéncia gulosa é tnica.

. O grafo estrela com n 4 1 vértices, n > 0, denotado K ,, tem a seguinte

defini¢ao:

Kin=L...on+1}{{Li}:i=2... n+1}).

(a) Prove que o grafo estrela é um grafo de intervalo.
(b) Apresente um caminho de cliques para K ¢.

(c) Apresente uma sequéncia gulosa para K; ¢ basecada no caminho de cliques
do item (b).

. Afirmamos, no texto, que o grafo G da Figura [3.3| nao é ur-cordal. Mostre,

entao, duas arvores de cliques distintas para G.

. Apresente duas drvores de cliques para o grafo G’ da Figura sendo pelo

menos uma delas um caminho de cliques.

Considere o grafo G’ da Figura A remogao do vértice d o tranformaria
num grafo ur-cordal? Explique porqué.

. Apresente uma sext para os grafos exibidos nas figuras:

(a) Figura[3.5
(b) Figura[3.6}
(c) Figura[3.7

. Se G = (V, E) é um grafo bloco entao existe um vértice v € V tal que G\ {v}

também é um grafo bloco conexo? E possivel caracteriza-lo?

Apresente um exemplo de grafo estritamente cordal que ndo seja um grafo
bloco.

3.6 Notas bibliograficas

Subclasses de grafos cordais tém sido exaustivamente estudadas. Um levantamento
sistemético de referéncia sobre o assunto se encontra em Brandstidt et al. [9]. O
sistema computacional Information System on Graph Classes disponibiliza no site
www.graphclasses.org um auxilio precioso aos interessados.

Grafos de intervalo tém sido muito pesquisados, desde 1962, quando caracteriza-
dos no trabalho de Lekkerkerker e Boland [45], que exibiram os subgrafos proibidos.
A caracterizagao apresentada por Gilmore e Hoffman [28], (Teorema7 é utilizada
pela maioria dos algoritmos de reconhecimento. Booth e Lueker [7] empregaram a
estrutura de dados arvores PQ para encontrar a ordem linear das cliques maximais,
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se esta existe; j4 Korte e Mohring [42], uma variacao da érvore PQ. Outros algo-
ritmos, utilizando o percurso em largura lexicografica, foram apresentados por Hsu
e Ma [38], Habib et al. [32] e Corneil et al. [I§]. Mais recentemente, Kratsch et
al. [43] modificaram o algoritmo de Korte e Mhoring para apresentar um algoritmo
certificador de reconhecimento.

Os grafos cordais unicamente representaveis e os grafo ur-intervalo foram defi-
nidos por Kumar e Madhavan [44]. A subclasse das k-drvores unicamente repre-
sentaveis foi estudada por Markenzon et al. [50] e por Markenzon et al. [52].

Grafos ptolemaicos foram introduzidos por Howarka [37]. Diferentes caracte-
rizagoes foram apresentadas por Bandelt e Mulder [I] (sequéncia de operagdes),
Uehara e Uno [74] (separadores minimais de vértices) e Markenzon ¢ Waga [55]
(grafos de cliques reduzido). Das subclasses mencionadas, a mais conhecida é a dos
grafos bloco, definidos por Harary [35] em 1963 e a caracterizagao por subgrafo proi-
bido pode ser encontrada em [I]. A classe dos grafos cordais laminares foi definida
por Markenzon e Waga [55].
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Capitulo 4

Grafos de Intervalo Préprio

Neste capitulo vamos rever grafos de intervalo préprio. Conhecidos desde a década
de 60, possuem fortes propriedades estruturais. Ao longo dos anos, diversos algo-
ritmos de reconhecimento foram propostos e muitos problemas dificeis para grafos
de intervalo foram resolvidos para essa subclasse.

Primeiramente, estudamos as abordagens utilizadas no reconhecimento, intro-
duzindo uma atualizacao de um dos primeiros algoritmos apresentados. Para tal,
a definicao da sequéncia de vértices canonica é revista. Para essa classe, vamos ver
a solugao de uma aplicagdo importante: determinamos um ciclo hamiltoniano do
grafo.

O capitulo traz também o estudo de uma subclasse dos grafos de intervalo

préprio, os grafos split-indiferenga. Outro problema basico é resolvido: a conta-
gem dos grafos pertencentes a classe.

4.1 A classe

Como vimos no capitulo anterior, Se¢ao um grafo de intervalo prdprio (GIP) é
o grafo de intersecao de uma familia intervalos em uma reta real no qual nenhum
intervalo estd propriamente contido em outro.

Figura 4.1: Intervalos e o grafo de intervalo préprio

Na Figura vemos uma familia de intervalos e seu grafo de interse¢do G. O
grafo G é um grafo de intervalo préprio. Note que todos os intervalos do modelo
tém o mesmo tamanho.
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Grafos de intervalo préprio foram definidos ao longo dos anos com outros nomes.
A seguir, apresentamos algumas definigdes.

Um grafo de intervalo unitdrio é um grafo de intervalo onde todos os intervalos
sao unitarios ou tém o mesmo tamanho.

Um grafo G = (V, E) é um grafo indiferenca se existe uma funcéo f: V — R e
um nimero real k tal que para quaisquer u,v € V, {u,v} € E se |f(u) — f(v)| < k.

Diversas caracterizagoes sao conhecidas na literatura para grafos de intervalo
préprio, resumidas no préximo teorema.

Teorema 4.1. Sao equivalentes:
1. G € um grafo de intervalo unitdrio.
2. G € um grafo de intervalo préprio.
3. G € um grafo indiferenca.
4. G € um grafo de intervalo livre de garra.

5. Existe uma ordenagdo de V' tal que para todo v € V, os vértices de N [v] sdo
consecutivos na ordenagdo (condi¢do de vizinhanga).

6. Existe uma ordenacao de V' tal que os vértices pertencentes a mesma clique
mazimal sdo consecutivos na ordenagdo (condig¢io de clique).

Uma propriedade de grafos de intervalo préprio, pouco mencionada, é provada
no Teorema [£.2]

Teorema 4.2. Se G € um grafo de intervalo préprio entdo G € um grafo ur-
intervalo.

Demonstragao:

Seja S o conjunto de separadores minimais de vértices de G. Se G é um grafo
unicamente representdvel entdo, por definicao, u(S) =1, S ¢ S’ e S’ ¢ S, para
quaisquer S, S’ € S. Vamos provar entao que, se u(S) # 1 ou S C ', para certos
S, S’ €S, G nao é grafo de intervalo préprio.

Se 1(S) > 1 entdo existem ao menos trés cliques maximais @, Q' e Q" tais que
QNQ'=QNQ"=Q'NQ"=25. Paraz € Q\(QUQ"), y € Q\(QUQ") e
z € Q"\(QUQ') existe um caminho de x para y, x para z e y para z que passa por
ao menos um vértice de S, digamos w. Entao esses quatro vértices induzem uma
garra.

Se S C 8 existem ao menos trés cliques maximais tais que S C Q, S’ ¢ Q,
S'c Q' eSS CQ". Obviamente S é subconjunto de Q' e Q”. Entéo, o raciocinio da
prova é similar ao apresentado para o caso anterior e G possui um subgrafo induzido
que é uma garra. Em ambos os casos, G nao é um grafo de intervalo préprio. W

Na Figura [£.2] sao apresentados exemplos de grafos pertencentes a hierarquia
de grafos de intervalo mencionada até agora. O grafo G é de intervalo, mas nao é
ur-intervalo; o smv {e, f} tem multiplicidade 3. O grafo G’ é ur-intervalo, mas nao
é préprio, uma vez que os vértices a, b, d e f formam um subgrafo garra; o grafo G”
é de intervalo préprio.
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Figura 4.2: Grafos de intervalo, ur-intervalo e de intervalo préprio

A determinacgao da sequéncia gulosa, apresentada no Capitulo [3] Secao 3.1} nos
permite estabelecer uma caracterizagao alternativa para grafos de intervalo préprio.
Primeiramente apresentamos uma nova ordenacao linear dos vértices.

Considere uma sequéncia dos vértices 6 = (v1,...,v,) de V. Esta sequéncia é
denominada canénica quando para quaisquer vértices v;, vy, vk, 1 < j < k, tem-se

se {v;, v} € E entdo {v;,v;} € E e {vj,v,} € E. (4.1.1)

A seguinte conclusao ¢ imediata.
Lema 4.1. Toda sequéncia canonica é uma sequéncia gulosa.

Teorema 4.3. Um grafo cordal G = (V, E) é um grafo de intervalo préprio se e
somente se existe uma sequéncia canonica dos vértices de V.

Demonstragao:

(—) Como G é um grafo de intervalo, considere sua representacao por intervalos
{I, = [ay, by],v € V'}. Seja a sequéncia § = (v1,...,v,) obtida da relagdo de ordem
linear em V' tal que sempre que a,, < a,; ou que os intervalos coincidam (I, = I,),
v; precede v; (I < j) na sequéncia.

Temos que provar que esta sequéncia é canodnica para o grafo G, isto é, se
v, 05,0 €V, com i < j<ke{v,v} € E, entdo {v;,v;} € E e {vj,v;} € E.

Se I,, = I, entao I,, = I,;, = I,, I,, N I,; # 0 e I,, N1, # 0. Conclui-se
que {v;,v;} € E e {vj,vp} € E. Por outro lado, seja a,, < a,,. Por hipdtese,
{vi,v} € E, ou seja, I, NI, # 0. Podemos concluir que a,, < b,,. Dois casos
devem ser analisados:

e [, coincide com I,, ou com I,, . Temos que {v;,v;} € E e {v;,v} € E.

® a,, < ay, < ay,. Mas a,, < by,. Assim a,, < ay; < ay, < b,,. Entao
I,, NI, # 0 implica em {v;,v;} € E e I, N I, # () implica em {v;, v} € E.

Logo, d é uma sequéncia canodnica de V.

(+) Seja 6 uma sequéncia candnica de V. O Lemanos diz que G é um grafo
de intervalo. Pelo Teorema temos que provar que G ¢ livre de garra para que
seja um grafo de intervalo préprio. Vamos supor que G contém uma garra com
vértices a, b, ¢ e d e arestas {a, b}, {a,c} e {a,d}. O vértice a ndo precede b, c e d na
sequéncia canodnica § pois senao, pela Propriedade , b, c e d seriam adjacentes
(contradi¢ao). Analogamente, b, c e d ndo podem preceder a.

Considere que o vértice a se encontre intercalado entre os vértices b, c e d. Sem
perda de generalidade, vamos analisar duas subsequéncias, (b,a,c,d) e (b,c,a,d).
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Na primeira a e d sao adjacentes, entdao c e d sao. Na segunda, como b e a sdo
adjacentes, b e ¢ também o sdo. Ambos os casos implicam em contradicao. [ |

Temos duas consequéncias imediatas.

Corolario 4.1. Um grafo de intervalo G = (V, E) € um grafo de intervalo préprio
se e somente se uma sequéncia gulosa de V' satisfaz a Propriedade .

Corolario 4.2. Considere um grafo de intervalo préprio G = (V, E). Existe uma
sequéncia de vértices que € uma sequéncia canonica, satisfaz a condi¢ao de vizi-
nhanca e a condicdo de clique.

Por exemplo, uma sequéncia canonica dos vértices do grafo da Figura é:
d = {(g,h,b,c,a,d,e i k). Observe que as condigdes de clique e vizinhanga sao
satisfeitas. Os vértices pertencentes as cliques {b, g, h}, {a,b,c}, {a,¢c,d}, {a,d, e},
{e,i} e {i, k} aparecem consecutivamente. Para as vizinhancas fechadas, o resultado
também pode ser observado. Por exemplo, N[d] = {a, ¢, d, e}; esses vértices ocupam
as posicoes 4,5,6 e 7 em 4.

E possivel também relacionar a sequéncia canonica com o esquema de eliminagao
bicompativel, apresentado no Capitulo [2] Secao [2.1.2

Teorema 4.4. Considere um grafo de intervalo prdprio G = (V, E). Toda sequéncia
canonica dos vértices de V- é um esquema de eliminagdo bicompativel para G.

Demonstragao:

A sequéncia reversa de uma sequéncia gulosa é um esquema de eliminagao per-
feita (Teorema. Resta provar que, para um grafo de intervalo préprio, a prépria
sequéncia também o é. Sabemos que, numa sequéncia candnica, os vértices perten-
centes & mesma clique maximal sdo consecutivos (condi¢ao de clique). Para grafos
de intervalo préprio, podemos classificar os vértices de uma clique maximal em trés
tipos: vértices simpliciais (tipo 1), vértices que aparecem em um tnico separador
minimal de vértices (tipo 2) e vértices que aparecem em dois ou mais separadores
de vértices (tipo 3). Na construcdo da sequéncia gulosa executada pelo Algoritmo
os vértices sao tratados diferentemente em cada um desses tipos: para cada
clique, vértices simpliciais aparecem em primeiro lugar, depois vértices tipo 2 e,
finalmente, vértices tipo 3. Seja 6 = (v1,...,v,) uma sequéncia candnica. Os i > 1
primeiros vértices de ¢ sdo obrigatoriamente simpliciais e assim s&o os primeiros
vértices de um esquema de eliminagao perfeita. Se forem removidos, a primeira
clique do caminho de cliques desaparece, e os vértices tipo 2 se tornam simpliciais.
O raciocinio pode ser repetido, e temos um esquema de eliminagao perfeita. [ |

Vamos retomar ao exemplo da Figura 4.1} Pelo Teorema [4.4] a sequéncia
canénica 6 é um esquema de eliminagdo bicompativel. Entao, § = (g, h,b,c,a,
d,e,ik)y e 6=t = (k,i,e,d,a,c,b,h,g) sio esquemas de eliminagao perfeita.

4.2 Reconhecimento

Existem duas abordagens usuais para o reconhecimento de um grafo de intervalo
proprio G. Dado um grafo cordal, pode-se inicialmente verificar se o grafo é de in-
tervalo e entao verificar se é proprio. Na segunda abordagem verifica-se diretamente
se o grafo cordal G é préprio.
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A primeira abordagem foi desprezada por muitos anos, porque o algoritmo de
reconhecimento de grafos de intervalo, apesar de linear, nao tem uma implementagao
trivial. Entretanto, o fato de um grafo de intervalo préprio ser também um grafo
ur-intervalo pode simplificar muito a solu¢do. Vamos entao utilizar essa estratégia.

As propriedades estabelecidas nos Teoremas e nos permitem apresen-
tar um reconhecimento bem simples para a classe. Primeiramente construimos uma
arvore de cliques do grafo G. Como o grafo de intervalo préprio é unicamente repre-
sentavel, essa arvore precisa ser um caminho, caso contrario ja podemos afirmar que
G nao pertence a classe. Em seguida, construimos uma sequéncia gulosa, testando
se essa obedece & condicao de clique (Coroldrio .

O algoritmo a seguir determina se um grafo cordal G é um grafo de intervalo
préprio ou nao.

Passo 1: Construir uma arvore de cliques 7" de G|
Se T ¢é um caminho de cliques (Q1, ..., Q) entdo ir para o Passo 2

senao G nao é um grafo de intervalo proéprio;
Passo 2: Construir uma sequéncia gulosa § = (vq, ..., Up,);

Passo 3: Se ¢ satisfaz a condig@o de clique entdo G é grafo de intervalo préprio.

Algoritmo 4.1. Reconhecer-Intervalo-Proprio

Entrada: grafo G = (V, E), caminho de cliques (Q1,...,Qq) €
sequéncia gulosa § = (v1,...,Vn);
Saida: G é de intervalo préprio ou n3o;
Inicio
proprio < true; j < 1;
Enquanto j < g faca
prim(j) + min{i : v; € Q; }; % extremidades de QQ; em ¢
uwlt(j) + max{i:v; € Q;};
Se ult(j) — prim(j) # |Q;
proprio < false;
P 7
J<a
Jei+L
Se proprio entao SIM
sendo NAO;
Fim.

—1entdo % testar cardinalidade de Q;

O Passo 1 foi visto no Capitulo 2 e sabemos que ¢é possivel resolvé-lo com um
algoritmo de complexidade linear. Caso a arvore de cliques seja um caminho, pros-
seguimos para o Passo 2. O Algoritmo determina uma sequéncia gulosa; ele foi
apresentado no Capitulo 3, Segao quando revimos grafos de intervalo e, como
mostramos, sua complexidade é linear. Nos resta desenvolver o Passo 3, para o
qual utilizaremos a condigao de clique. Observe que, pelo Coroldrio [1.2] qualquer
uma das condigbes mencionada poderia ser aqui utilizada. O algoritmo percorre o
caminho de cliques, determinando para cada uma delas o menor e o maior indice
de seus elementos na ordenagdo gulosa (rétulos prim e ult). E imediato que, para
que a condicao seja obedecida, a diferenga desses indices precisa ser a cardinalidade
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da clique. Quanto a complexidade do passo, como percorremos os vértices de cada
clique maximal, sabemos, pelo Teorema [2.3] que esse cdlculo tem complexidade de
tempo de O(n + m).

Considere o grafo G da Figura Seja um caminho de cliques de G:
<{b7 9, h}7 {CL, b7 0}7 {CL, c, d}7 {CL, d) 6}, {67 Z}v {7/? k}>

Para esse caminho, obtemos a sequéncia gulosa (g, h, b, c,a,d, e, i, k).

Mostramos o acompanhamento do algoritmo na tabela a seguir.

‘ Q; ‘ prim  ult ‘ ult — prim = |Q,| — 1
{b,g,h} 1 3
{a,b,c}
{a’ C’ d}
{a,d, e}
{e,i}
{i, k}

Assim, a sequéncia gulosa satisfaz a condigao de clique e, consequentemente, o
grafo é de intervalo préprio.

S U W N <.
<< << <<

0 ~J U = W
© 00~ O Ot

Considere agora o grafo G da Figura Seja um caminho de cliques de G
<{C7 d}7 {a7 b7 C}’ {a7 C7 67 f}7 {67 f7 g}7 {67 f7 h}7 {67 f7 Z}>

e a sequéncia gulosa (d, ¢, b,a,e, f,g,h,i). O acompanhamento da execugao do al-
goritmo de reconhecimento é:

J \ Q; \ prim  ult \ ult — prim = Q| — 1
1] {cd 1 2 %
2| {a,b,c} 2 4 Vv
3| {a,coe, f}| 2 6 F
7 _ _ _ _

A sequéncia gulosa nao satisfaz a condigao de clique: o algoritmo para apds
processar a clique @, com p = 3. Concluimos que o grafo é de intervalo mas nao
préprio.

4.3 Um problema: ciclo hamiltoniano

A sequéncia canénica é fundamental para a solucao de problemas em grafos de in-
tervalo préprio. Por exemplo, a solugao da determinagao de um ciclo hamiltoniano.

Primeiramente vamos mostrar o algoritmo que obtém o ciclo hamiltoniano; de-
pois, apresentaremos a prova de que o algoritmo esté correto.

Observando o grafo G da Figura podemos pensar em um algoritmo bas-
tante imediato. Como o grafo é biconexo, precisamos construir dois caminhos que
percorram as cliques maximais: o primeiro, de @; a @, e o segundo, de @, a Q1.
Como todos os separadores minimais de vértices possuem pelo menos dois vértices,
podemos ligar, em cada um dos caminhos, um vértice de cada separador ao préximo.

Parece uma solugao bem simples, nao? Infelizmente, teremos problemas. Para
o grafo G da Figura a idéia funciona bastante bem. Podemos considerar o pri-
meiro caminho composto pelos vértices c, e, f, vértices pertencentes respectivamente
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Figura 4.3: Grafos de intervalo préprio hamiltonianos

aos separadores minimais de vértices S1 = {a,c}, So = {d,e} e S3 ={f,g} de G. O
segundo caminho seria b, a,d, g, h e a composicao dos dois caminhos nos dé o ciclo
hamiltoniano. Entretanto, para o grafo G’ da mesma figura, a estratégia fracassa.
Se escolhermos os vértices a, e, f, pertencentes respectivamente aos separadores mi-
nimais de vértices S7 = {a,c}, S5 = {a,e} e S = {d, f} de G’, ndo teremos como
construir o segundo caminho, e a solugdo correta nao é encontrada. Vamos entao
ver como solucionar esse problema. Ja podemos adiantar que a solugao se apoia
mesmo na elaboracao de dois caminhos, porém com maior cuidado na escolha dos
vértices.

Algoritmo 4.2. Determinar-Ciclo-Hamiltoniano

Entrada: grafo de intervalo préprio biconexo G = (V, E),
caminho de cliques (Q1,...,Qq); § = (v1,...,Vn);
rétulos priml[i], ult[i],i =1,...,q,

S1=Q1NQ2, ..., 8q-1=Qq-1NQyq,

Saida: ciclo hamiltoniano de G;

Inicio
ciclo + ();
Para i =1,...,n faca marca(v;) < false;
Parai=1,...,q— 1 faca (*)
Sei>1ler,_1€S;entdo 7, < 1ri_1 % determinar vértices restritos
sendo

r; < v € S; tal que marca(v) = false;
marca(r;) < true;
Para j = prim(i),...,ult(i) faca % incluir restantes em ciclo
Se marca(v;) = false entdao
ciclo + ciclo||vy;
marca(v;) < true;
Para j = prim(q),...,ult(q) faca (%)
Se marca(v;) = false entdo ciclo < ciclo||vj;
ciclo « ciclo|| rq-1;
Parai=q—2,...,1 faca (k%)
Se r; # ri11 entdo ciclo < ciclo||ry;
Fim.

A entrada do algoritmo é o grafo de intervalo préprio G, seu caminho de cliques
(@1, ...,Qq), os separadores minimais de vértices S1 = Q1NQ2, ..., Sg—1 = Qg—1N
@Qq, e uma sequéncia candnica § = (v1,...,v,). O algoritmo executa dois percursos
no grafo G. O primeiro percurso é pela sequéncia das cliques maximais, porém
levando também em consideracao a sequéncia canéonica. No momento em que a
clique @; é analisada, um vértice de S; é escolhido e separado como restrito, isto
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é, sera utilizado no segundo percurso. Se S; contém o vértice que foi considerado
restrito na iteragao anterior, este vértice é repetido na iteracao i. Ksses vértices
especiais sao armazenados na variavel r;. Os outros sao incluidos em uma sequéncia
ciclo, que durante o primeiro percurso armazena um caminho de vértices da clique
Q1 até a clique Q,. O segundo percurso é simples: deve-se concatenar os vértices
restritos r; ao fim de ciclo, na ordem inversa, ¢ variando de ¢ — 1 a 1. Relembramos
que a notagao ||, utilizada no algoritmo, significa concatenagao.

Vamos acompanhar o algoritmo para o grafo G’ da Figura Sao dados de
entrada:

o caminho de cliques ({a,b,c},{a,c, e}, {a,d,e, f},{d, f,g,h});

os separadores minimais de vértices: Sy = {a,c}, Sa = {a,e} e S5 = {d, f};
a sequéncia gulosa 6 = (b, ¢, a,e,d, f, g, h);

1t[2]
[4]
Primeiramente, o rétulo marca é inicializado com false para todos os vértices.

No percurso de cliques maximais, as cliques @1, Q2 e 3 sao computadas, como
visto na tabela que se segue.

os rétulos  prim[l] = 1, ult[1] = 3;prim/[2]

= 2, ult 4;
prim[3] = 3, ult[3] = 6; prim[4] = 5, ult 8.

marca
zH j b ¢ a e d f g h r; ciclo
1 F F T F F F F F a
1,2,3 T T T F F F F F (b, c)
2 T T T F F F F F a
2,34 T T T T F F F F (b, c,e)
3 T T T T T F F F d
3,4,5,6 T T T T T T F F (b,e,e, f)

A computagao da ultima clique @4 acrescenta ao caminho dois vértices: g e h;
a sequéncia ciclo é: (b,c,e, f,g,h). Finalmente, o caminho formado pelos vértices
restritos é acrescentado: ciclo = (b, c,e, f,g,h,d, a).

Assim, o ciclo hamiltoniano do grafo é (b, c,e, f, g, h,d,a,b).

Teorema 4.5. Seja G um grafo de intervalo proprio biconexo. O Algoritmo
computa um ciclo hamiltoniano de G.

Demonstragao:

O Algoritmo estabelece dois caminhos entre Q)1 e (), criando a sequéncia
ciclo. Considere o comando assinalado por (x). Primeiramente sdo separados e
marcados os vértices restritos e todos os vértices nao restritos de V' sao incluidos na
sequéncia, e também marcados. Como a sequéncia canonica esta sendo percorrida,
a inclusao dos vértices nao marcados pertencentes a (), é executada no comando
assinalado por (xx). No comando assinalado por (#x*x), os vértices restritos sdo
incluidos na sequéncia. Entao, cada vértice aparece em ciclo uma vez.

E preciso provar que temos um ciclo, isto é, que cada vértice é adjacente ao
préximo na sequéncia. Como o grafo G é ur-intervalo, S; \ Si+1 # 0 e Si+1\ Si # 0,
para 1 < i < g — 1. Isso nos assegura que cada r; é definido e assim os vértices
restritos formam um caminho.

Resta analisar o caminho formado pelos outros vértices. O algoritmo percorre
as cliques maximais de G. Entao, para cada clique, é necessario garantir a entrada e
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a saida da clique no caminho. Na iteragao i = 1, os vértices simpliciais e os vértices
pertencentes a Sy \ {r1} s@o incluidos. Como |S;| > 2, um caminho é construido.
Sejam i > 1 e a clique maximal @);. A passagem de @);_; para (); é sempre um
vértice nao restrito e marcado de S;_;. Como num smv nunca existem dois vértices
restritos, a passagem estd garantida. Na saida da clique temos que considerar dois
casos:

e a clique nao tem vértices simpliciais.

Caso 1: se s existem vértices marcados, isso significa que o separador S; s6 tinha
um vértice disponivel e a entrada na clique foi feita por v € S;_1NS;. A
saida ¢ feita pelo mesmo vértice da entrada.

Caso 2: se existem vértices de S; nao marcados, eles sao incluidos e a saida é por
um deles.

e a clique tem vértices simpliciais.

Neste caso o caminho precisa passar pelos simpliciais antes de decidir o vértice
de saida e recair no caso 2 anterior. A saida nunca é pelo mesmo vértice da
entrada, pois, como existem simpliciais na clique, nao existe v € S;_1 N S;.

O caminho é sempre construido. O ciclo hamiltoniano é fechado com a inclusao
dos vértices restritos r;. [ |

Podemos ver que o Algoritmo tem complexidade de tempo de O(n + m)
quando aplicado a um grafo de intervalo biconexo. A inicializagdo de marca tem
complexidade de O(n). No primeiro percurso, o algoritmo explora a sequéncia de
cliques maximais e, em cada uma delas, os seus vértices, obedecendo a sequéncia
canénica. Esse percurso, que separa os vértices restritos, tem complexidade O(n +
m). No segundo, os vértices restritos sao processados. Como temos, no méximo,
(g — 1) vértices restritos, o segundo percurso tem complexidade no pior caso de
O(n). Logo, o algoritmo tem complexidade de tempo de O(n + m).

4.4 Uma subclasse: grafos split-indiferenca

Ja observamos que, ao introduzir uma subclasse, existem alguns problemas bésicos
a serem tratados. Assim, sempre mencionamos a caracterizagao e o reconhecimento
eficiente. Nessa secao, vamos tratar de outro problema, pouco mencionado e bas-
tante importante: a contagem dos elementos da classe a menos de isomorfismo.
Para isso, usaremos como exemplo a classe dos grafos split-indiferenca.

Primeiramente, vamos nos concentrar na caracterizacao da classe. Um grafo é
um grafo split se seu conjunto de vértices puder ser particionado em uma clique e
um conjunto independente (n&o hd pares de vértices adjacentes). A clique maximal
que contém essa clique é chamada clique base. Note que vértices simpliciais podem
pertencer a clique base, e um deles poderia pertencer ao conjunto independente.
Os grafos split-indiferenca sao, simultaneamente, grafos split e grafos de intervalo
préprio. A Figura mostra trés exemplos de grafos split. No grafo G, a clique
base é {a,c,d,e, f}; G é split, é de intervalo, porém nao é split-indiferenca. Nos
grafos G’ e G” a clique base é {a,c, e, f} e ambos sdo split-indiferenga.

Uma caracterizagao para essa classe é a seguinte.
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Figura 4.4: Exemplos de grafos split

Teorema 4.6. Seja G um grafo conexo. G é um grafo split-indiferenca se e somente
se

1. G é um grafo completo, ou
2. G possui duas cliques mazimais Q1 e Qa, tais que |Q1 \ Q2| =1 ou

3. G possui trés cliques maximais Q1, Q2 e Qs, sendo |Q1\ Q2| = |Q3\ Q2| =1,

tais que
(a) Q1NQ3 =10 ou
(b) Q1UQ3=V.
Demonstragao:

(—) Vamos provar por construgao, considerando o nimero de cliques maximais.
Observe que, num grafo split, por definicao, todas as cliques maximais exceto a
clique base possuem apenas um vértice simplicial.

e (G possui uma clique maximal:

G é completo e, por definigao, é split e de intervalo préprio (caso 1).

e (G possui duas cliques maximais:

Qualquer grafo com duas cliques maximais é de intervalo proprio. Como é
também grafo split, é necessario que pelo menos uma das duas cliques maxi-
mais tenha somente um vértice simplicial. Entao, sem perda de generalidade,

|Q1\ Q2| =1 (caso 2).
e (G possui trés cliques maximais:

Suponha a drvore de cliques de G, a sequéncia (Q1, Q2, Q3), sendo Q2 a clique
base. Como G ¢ split, possui duas cliques maximais com um tnico simplicial.
Entao |@Q1 \ Q2] = |®@3 \ Q2] = 1. Como também ¢ de intervalo préprio, G é
livre de garra (Teorema. Se Q1 N Q3 = 0, nao existe vértice pertencente
a Q1 NQ2N Q3 e o teorema & satisfeito. Se Q1 N Q3 # 0, nao podemos ter
vértice simplicial em @2, o que formaria uma garra. Entao @1 U Q3 precisa
incluir todos os vértices de @2, sendo Q1 U @3 =V (caso 3).

e (G possui quatro ou mais cliques maximais:

Suponha a arvore de cliques de G, um caminho com as quatro cliques ma-
ximais, (Q1,Q2,Q3,Q4), sendo Q2 a clique base. Pela definicao de split,



Grafos split-indiferenca 55

Q2N Q4 # 0 e considere Q2 N Q4 = S. Pela propriedade da intersecao de
cliques da arvore de cliques, sabemos que S C Q2 N Q3, o que contraria o fato
de G ser unicamente representavel e, por conseguinte, de intervalo préprio.
Sendo assim, o grafo G tem, no méximo, trés cliques maximais.

(+) O caso 1 é trivial. No caso 2, qualquer grafo com duas cliques é de intervalo
préprio. Como Q1 \ Q2| = 1, o vértice v € (Q1 \ Q2) e algum vértice simplicial
de @2 formam um conjunto independente; os vértices restantes formam uma clique
(que estd contida na clique base). Logo, o grafo é split-indiferenga.

No caso 3, se Q1 N Q3 = (), o raciocinio é andlogo ao do caso anterior. Seja
Q1UQ3 =V. Como |Q1 \ Q2] = Q3 \ Q2| = 1, os vértices de Q1 e Q3 que sao
simpliciais formam em G um conjunto independente. A clique Q)2 estd contida em
@1 e em Q3; o grafo é split. O grafo G nao seria grafo de intervalo proprio se
contivesse uma garra. Como a clique Q2 nao tem vértices simpliciais, o grafo é de
intervalo proéprio. |

A Figura mostra uma representagao esquematica acompanhada de exemplo
para os casos apresentados no Teorema [4.6]

D

o
(OIO’ (caso 3a)

(casos 3a e 3b)

JOODAN
JeoPP

bbb pn

©

g

(caso 3b)

Figura 4.5: Casos do Teorema [4.6]

O Teoremal[£.6]nos fornece um algoritmo de reconhecimento imediato. A aborda-
gem, nesse caso, é verificar diretamente se um grafo cordal é ou nao split-indiferenca.
Para tal, é suficiente analisar suas cliques maximais.

O algoritmo a seguir determina se um grafo cordal G é um grafo split-indiferenca
ou nao.
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Passo 1: Construir uma arvore de cliques T de G;
Se T é um caminho de cliques (Q1,...,Qq), ¢ < 3, entdo ir para o Passo 2

sendo G nao é um grafo split-indiferenca;
Passo 2: Determinar o conjunto Simp;, 1 < i < ¢, de simpliciais;

Passo 3: Testar os casos do Teorema [4.6]

O algoritmo para o reconhecimento de um grafo split-indiferenca tem complexi-
dade de tempo de O(n+m). O Passo 1 utiliza o Algoritmo [2.3|e tem complexidade
linear. O Passo 2 percorre as cliques maximais e computa, para cada vértice v € V,
o numero de vezes que v aparece em uma clique maximal. Os vértices que estao em
apenas uma clique sao simpliciais (Teorema. O Passo 3 analisa a estrutura das
cliques maximais, e também tem complexidade de tempo de O(n + m).

4.4.1 A contagem de grafos split-indiferenca

Um problema importante quando da definicao de uma nova classe de grafos, o
problema da contagem consiste em determinar a quantidade total de grafos distintos,
pertencentes a classe em questao, que podem ser construidos utilizando um conjunto
de vértices com n elementos.

O problema de contagem do nimero de grafos rotulados é bastante estudado na
literatura. Entretanto, o problema tem solugao bem mais complexa ao tratarmos os
grafos nao rotulados, uma vez que nesse caso o isomorfismo dos elementos precisa
ser considerado. Veja o exemplo que se segue. A Figura ilustra a contagem de
arvores que possuem V = {a,b, c,d} como conjunto de vértices. Se o isomorfismo
nao é levado em conta, existem 16 arvores distintas que se podem construir com
os vértices dados; entretanto, ha apenas duas arvores distintas nao isomorfas com
quatro vértices.

oo b4
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Figura 4.6: Arvores distintas, rotuladas e nao rotuladas

Yo b o 1
IS

®



Grafos split-indiferenca 57

A contagem segue os casos mencionados no Teorema Seja um grafo split-
indiferenca com n vértices. O nimero de grafos com 7 cliques, 1 < ¢ < 3, é denotado

1. G é um grafo completo: N7 = 1.

2. G possui duas cliques maximais @1 e Q2 tais que |[Q1\ Q2| =1e S = Q1NQ-.
Nesse caso, o smv S pode ter cardinalidade variando de 1 a n — 2, uma vez
que @ possui um vértice simplicial e Qo precisa ter, no minimo, um vértice
simplicial. Entao No = n — 2.

3. G possui trés cliques maximais @1, Q2 e Q3 tais que |Q1\ Q2| = |Q3\ Q2] =1,
S1=0Q1NQ2 e Sy = Q2N 3. Vamos considerar que a clique base Q2 tem
¢ = n — 2 elementos; os separadores minimais de vértices tém cardinalidade
|S1|=Fke|Sa| =4, k> ¢

Caso n par.
(a) QiNQ3=0.

Precisamos considerar todos os casos para as cardinalidades de Sy e
So, lembrando que k > ¢. Entao, para k = 1 temos apenas um grafo,
com ¢ = 1, para k = 2 temos duas possibilidades, com ¢ = 1,2, e
assim sucessivamente até k = ¢/2, com £ =1,2,...,¢/2, e 0 nimero
de grafos distintos aumentando. Quando k = ¢/2 4+ 1, o nimero
de grafos distintos sofre uma reversao uma vez que s6 podemos ter
0=1,2,...,¢/2—1, pois S; NSy = ). Nesse momento, o niimero de
grafos é ¢/2 — 1, decrescendo sucessivamente até k =c—1e £ = 1.
A Tabela apresenta a distribuicao.

’ k \ l \ namero de grafos ‘
1 1 1
1
2 2
3 1
2
3 3
c/2 1
c/2 c/2
c/2+1 1
¢/2—-11c¢/2—-1
c—1 1 1
total: ¢%/4

Tabela 4.1:  Caso n par (a)

O numero de grafos até aqui é:

c/2 c/2—1 2

Slit Y i= CZ'
=1 =1
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(b) Q1UQs =
’ k \ / \ nimero de grafos ‘
c/2+1 c/2
c/2+1 |2
¢/2+2 | c¢/2-1
c/2+2 | 4
c—1 2
3
c—1 c—2

total: c2/4 —c/2

Tabela 4.2: Caso n par (b)

Como k > £, precisamos apenas considerar k > ¢/2 + 1, uma vez
que a clique maximal ()2 nao tem vértices simpliciais. Quando
k = ¢/2 + 1, temos somente £ = ¢/2 ou £ = ¢/2 + 1 (dois grafos
distintos), para que a intersegdo acontega. Quando k = ¢/2 + 2,
temos £ = ¢/2 —1,¢/2,¢/2 + 1,¢/2 + 2 (quatro grafos distintos), e
assim sucessivamente até k = ¢ — 1, quando temos £ = 2,...c — 1
(¢ — 2 grafos). A Tabela |4.2 mostra a distribuicao.

Para esse caso, o numero de grafos é

c/2—1

222—

Entao o nimero total de grafos para o caso par é

2 2—-2 —c
+ = .

)

Caso n impar.

Para n impar, temos pequenas modificacoes no caso de existirem trés
cliques no grafo. Pecisamos entretanto considerar, como no caso n par,
Q1NQ3=0e@Q UQs=V. As Tabelas [4.3| e [4.4] ilustram a situacio.

(a) Q1N Q3 =0 (Tabela[d.3).

O numero de grafos até aqui é:

(c-1)/2

2 Y i) =k

i=1

(b) Q1N Q3 =V (Tabela[d.4).

Para esse caso, o numero de grafos é:

(e—1)/2 (e—1)/2

; (2i —1) Z % + £ =C2*ZC+1.
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k \ / \ nimero de grafos
1 1 1
2 1
2 2
3 1
2
3 3
CES A
(=172 | (c~1)/2
(c+1)/2 1
(c—1)/2 | (c—1)/2
total: (c? —1)/4

Tabela 4.3: Caso n impar (a)

’ k \ / \ nimero de grafos ‘
(c+1)/2 | (c+1)/2 |1
(c+3)/2 | (c=1)/2
(c+1)/2
(c+3)/2 |3
c;.l 2
3
c';.l c—2

total: (c2 —2c+1)/4

Tabela 4.4: Caso n impar (b)

Entao o ntimero total de grafos para o caso impar é

2 2 2
cc—1 c¢*—2c+1 c“—c
N3 = Sy
4 4 2
O resultado é o mesmo, independente do fato de n ser par ou impar. Entao,
lembrando que ¢ = n — 2, o numero total de grafos split-indiferenca com n vértices
é dado pela féormula:

2 —c n?—3n+4
NMAN+N3=1+n-2+ 5 = 5 .

Como exemplo, a Figura [4.7] exibe todos os grafos split-indiferenca com n = 7.
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RO
SRS
L L
L D LD
L L

Figura 4.7: Grafos split-indiferenga, n = 7

4.5 Exercicios

1. Apresente um caminho de cliques para o grafo G da Figura [4.2

2. Demonstre que a classe dos caterpillar é subclasse prépria dos grafos de in-
tervalo. Em outras palavras: todo caterpillar é um grafo de intervalo, mas a
reciproca nao é verdadeira.

3. Acompanhe o Algoritmo quando este é aplicado ao grafo G’ da Figura

4. Dado um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k, a k-ésima poténcia de G
é o grafo G* = (V, E') no qual dois vértices sdo adjacentes quando a distancia
entre eles em G é no maximo k.
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A k-ésima poténcia de um grafo caminho é denotada P¥, 1 < k < n.

(a) Construa o grafo PZ.
b) Apresente um caminho de cliques para o grafo PZ.
(b) Ap ques p g 9
) Demonstre que P* ¢ um grafo de intervalo préprio.
)

(c

(d) Apresente uma construcio indutiva para P¥  baseada na cardinalidade
de suas cliques maximais e de seus separadores minimais de vértices.
5. Apresente todos os grafos split-indiferenca com n = 8 vértices.

6. Um grafo colar pode ser indutivamente definido da seguinte maneira:

e Um grafo caminho com n; vértices, ny > 2, é um grafo colar.

e Se G = (V,E) é um grafo colar, Q C V é uma clique maximal de G e
v €V, entdao o o grafo G = (VU {v}, EU {{v,w} : w € Q}) é um grafo
colar.

e Nada mais é um grafo colar.
Pede-se:

(a) Dé um exemplo de grafo colar que nao seja um caminho.

(b) Seja um grafo colar G = (V, E) com n vértices e ¢ cliques maximais.
Quantos vértices simpliciais e quantos separadores minimais de vértices
distintos tem G7?

(c) Prove que um grafo colar é um grafo de intervalo préprio.

(d) Mostre que a reciproca do item anterior néo é verdadeira.

(e) Apresente um esquema de eliminagdo bicompativel para o seu exemplo
do item (a).

(f) Apresente um esquema de eliminagao perfeita que nao seja bicompativel.

(g) Mostre que um grafo colar biconexo tem um ciclo hamiltoniano.

7. Caracterize os grafos split-indiferenca que possuem um ciclo hamiltoniano.

4.6 Notas bibliograficas

Por suas caracteristicas estruturais, a classe dos grafos de intervalo proprio vem
sendo muita estudada na literatura. Sao encontradas diversas caracterizagoes e de-
nominagoes, provadas equivalentes, por Roberts [64] [65], Bogart e West [6] e Panda
e Das [63]. Podem ser citados alguns algoritmos de reconhecimento: Figueiredo
et al. [23], Panda e Das [63], Corneil [I7] e Li e Wu [46]. A caracterizacao e o
reconhecimento utilizados nesse capitulo foram propostos por Looges e Olariu [49];
a revisao do algoritmo de reconhecimento foi apresentada por Markenzon e Waga
[57].

A solucao para o problema da determinacao do ciclo hamiltoniano se baseia em
[39].

Os grafos split-indiferenga foram definidos e caracterizados por Ortiz et al. [62];
problemas de coloracdo e a determinacao do corte méximo (subgrafo bipartido
méximo) foram estudados para a classe [14, [5]. A Figura[£.6]foi exibida em [54].



62

Grafos de Intervalo Préprio



Capitulo 5

Grafos Estritamente Cordais

Os grafos estritamente cordais constituem uma classe com significativas proprieda-
des estruturais. Nesse capitulo apresentamos caracterizagoes, também baseadas nas
ferramentas estruturais do Capitulo 2l Como resultado imediato, um algoritmo de
reconhecimento bastante simples pode ser exibido. Em particular, o grafo de cli-
ques criticas tem papel relevante para essa classe, e sdo estabelecidas propriedades
especificas e um algoritmo linear para a construgao da estrutura.

Como exemplo de solugdo de problemas para a classe, abordamos um tépico
classico em teoria de grafos, o da dominagdao de vértices. Tratamos também de
duas variantes desse problema. Resolvemos a dominagao conexa, e a determinagao
dos grafos estritamente cordais bem dominados.

Ainda com base nas ferramentas, grafos AC, grafos poténcia de 3-folha e grafos
estritamente de intervalo sao, por sua vez, incluidos na hierarquia como subclasses
dos grafos estritamente cordais.

5.1 A classe

Os grafos estritamente cordais, também denominados grafos bloco duplicados, sao
aqueles obtidos pela adigao de zero ou mais gémeos verdadeiros a cada vértice de
um grafo bloco.

() (n) @ () ()
@ Q.G Q.G @ @‘0.3 @.G ®

G1 G2

Figura 5.1: Grafos estritamente cordais
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Na Figura [5.1] ilustramos esta construgao. O grafo G; é um grafo bloco e, a
partir dele, incluiu-se um gémeo verdadeiro do vértice a, a’, obtendo-se o grafo Gs.
Adicionamos entdo um gémeo verdadeiro do vértice g, ¢, e obtemos G3. A partir
de G3, acrescentamos um gémeo verdadeiro do vértice e, €, e, finalmente, obtemos
o grafo G4. Os quatro grafos sdo exemplos de grafos estritamente cordais.

As caracterizagoes da classe, uma utilizando propriedades dos separadores mini-
mais de vértices e a outra por subgrafos proibidos, podem ser reunidas no seguinte
teorema.

Teorema 5.1. Seja G = (V,E) um grafo cordal. As sequintes afirmativas sao
equivalentes:

1. G € um grafo estritamente cordal.

2. Para quaisquer separadores minimais de vértices distintos S,S" € S, tem-se
que SNS" = 0.

3. G € um grafo livre de gema e de seta.

Demonstragao:

(1 — 2) Seja G um grafo estritamente cordal obtido a partir de um grafo bloco
G'. Todos os separadores minimais de vértices de um grafo bloco tém cardinalidade
1, pelo Teorema [3:12] Pela definigao de grafo estritamente cordal, somente gémeos
verdadeiros podem ser incluidos em G’. Se o novo vértice v é gémeo de um vértice
simplicial w, a clique maximal que contém w é aumentada e v é também um vértice
simplicial de G. Caso contrario, w pertence a um separador minimal de vértices S
e tanto S quanto as cliques maximais as quais w pertence sao aumentadas. Desta
forma, a intersecao de dois separadores minimais de vértices distintos de G é vazia.

(2 — 3) O grafo gema e o grafo seta tém trés cliques maximais e dois separadores
minimais de vértices S e S’. Como em ambos os grafos SN S’ # 0, G é livre de
gema e de seta.

(3 = 1) Considere G um grafo cordal livre de gema e de seta. Como o fato de
ser livre de gema e de seta é uma propriedade hereditaria para remocgao de vértices,
podemos assumir que G nao possui gémeos verdadeiros e mostrar que, nesse caso,
G é um grafo bloco. Vamos supor que G nao é um grafo bloco. O grafo G é cordal
entao G contém um diamante, pelo Teorema Sejam a e b os vértices de grau
3 ecedos de grau 2 do diamante. Como os vértices a e b nao podem ser gémeos
verdadeiros, G tem outro vértice v adjacente ou a @ ou a b mas nao a ambos. Vamos
considerar que {a,v} € E. Se v nao é adjacente nem a ¢ nem a d, G contém um
grafo seta. Se v é adjacente a somente um deles, G contém um grafo gema. Se v é
adjacente a ambos, v, ¢, d e b induzem um ciclo de comprimento 4 em G. Assim,
G nao é cordal. Contradicao. Logo, G é um grafo estritamente cordal. ]

O grafo da Figura[5.2] possui nove cliques maximais e seis separadores minimais
de vértices Sy = {b, h}, Sa = {c,i}, S3 = {r, s}, Sa = {0}, S5 = {d,j} e S6 = {e, k}.
Podemos, usando o segundo item do Teorema [5.1] verificar de maneira direta que
o grafo é estritamente cordal pois S;NS; =0, 4,5 =1,...,6, 1 # j.

Retomando um resultado apresentado no Capitulo [3| Se¢ao [3.3] é fécil verifi-
car que os grafos bloco, as drvores, os grafos caterpillar e os grafos caminho sao
subclasses dos grafos estritamente cordais.
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G

Figura 5.2: Grafo estritamente cordal

5.2 Reconhecimento

Baseado no Teorema [5.1}) um algoritmo de reconhecimento pode ser apresentado.
Considere um grafo cordal G = (V, E) e seu conjunto S de separadores minimais de
vértices; o algoritmo deve reconhecer se ha intersegao dos mesmos. E estabelecido
um rétulo D(v) para cada um dos vértices do grafo, inicializado com zeros. Na
i-ésima iteragdo, o smv S; é considerado e os rétulos de seus vértices recebem o
indice i. Caso o rétulo seja anteriormente diferente de zero, isso significa que o
vértice ja apareceu em outro separador e o grafo nao é estritamente cordal.

Algoritmo 5.1. Reconhecer-Estritamente-Cordal

Entrada: grafo G e S={S1,...,S5c};
Saida: G ¢ estritamente cordal ou n3o;
Inicio
FEstritamenteCordal < true;
Parai=1,...,n faca D(i) < 0;
Parai=1,...,k faca % analisar separadores minimais
Para v € S; faca
Se D(v) # 0 entdo
EstritamenteCordal < false;
sendo D(v) < i;
Fim.

Mais uma vez vamos nos basear no Teorema [2.3| para justificar a complexidade
tempo de O(n+m) do Algoritmo[5.1} O algoritmo inicializa D e depois percorre os
separadores minimais de vértices que, como sao subconjuntos das cliques maximais,
o que tem complexidade de pior caso de O(n + m).

Para o grafo da Figura [5.2] mostramos o acompanhamento do algoritmo na
tabela a seguir. A varidvel booleana FEstritamenteCordal permanece true até o
final da execugao.
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D
i ‘ S a b c d e f g h i« 57 kK £ m n o p q r s t u
1{{h} 0 1 0 00O OO 1 0O0OO0OO0OUOO0OO0OOOUOOO0O O
2/{¢i 01 2 00 0 0O 1 2 000 O OOOTO0OO0OTO0OO0OO
3/{r,s} 001 2 0 0 0 01 2 000 0 0O0OO0OO0S3 300
4| {oy 01 2 0 0 0 0O 1 2 0 0 0 0O 0 4 00 3 3 00
5/{djj} 0 1.2 5 0 0 01 25 00 0 0400 3 3 00
6|{ek} 01 2 5 6 0 0 1 25 6 0 0 0 4 00 3 3 00

5.3 C.(G) de grafos estritamente cordais

O grafo de cliques criticas é a ferramenta estrutural introduzida no Capitulo
Secao especialmente adequada para os grafos estritamente cordais. Nessa se¢ao
veremos algumas propriedades e um algoritmo para sua construcao.

5.3.1 Propriedades

Relembrando a defini¢ao, uma clique C' de G é uma clique critica quando todos os
seus vértices sao gémeos verdadeiros e é maximal para a propriedade. O grafo de
cliques criticas C.(G) é o grafo cujo conjunto de vértices sdo as cliques criticas e
tal que duas cliques criticas C' e C’ sao adjacentes sempre que um vértice de C' for
adjacente em G a algum vértice em C’.

O grafo estritamente cordal G da Figura possui treze cliques criticas C; =
{a,g}, Co = {b,h}, C3 = {m,n}, Cy = {r,s}, Cs = {t}, Cs = {u}, Cr = {¢,i},
Cs = {d,j}, Co = {0}, Cio = {q}, C11 = {p}, C12 = {e,k}, C13 = {f,{}. Na
Figura temos o grafo de cliques criticas C.(G).

Figura 5.3: Grafo de cliques criticas

Uma propriedade das cliques criticas dos grafos da classe é vista a seguir.
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Teorema 5.2. Seja G = (V, E) um grafo estritamente cordal ndo completo. Uma
clique critica qualquer de G € formada por:

1. wvértices simpliciais de uma clique mazimal de G (se existirem);

2. vértices de um separador minimal de vértices de G.

Demonstragao:

Pela Propriedade 2.5, toda clique maximal é a uniao de cliques criticas. Um
vértice v € V de um grafo estritamente cordal ou é um vértice simplicial ou per-
tence a um tnico smv S. No primeiro caso, se existir, v e seus gémeos verdadeiros
pertencem a mesma clique critica. No segundo caso, pelo fato de G ser estritamente
cordal, todos os vértices pertencentes a S sao gémeos verdadeiros pois eles separam
as mesmas cliques maximais. [ |

Para os grafos estritamente cordais, o grafo de cliques criticas tem uma estrutura
bem especifica, possibilitando a caracterizagao a seguir.

z

Teorema 5.3. Um grafo cordal G € estritamente cordal se e somente se C.(G) é
um grafo bloco.

Demonstragao:

(—) Considere uma sequéncia (Q1,...,Q,) das cliques maximais de G obtida
pelo Algoritmo Vamos construir indutivamente o grafo C.(G) a partir desta.

Quando ¢ = 1, G é um grafo completo e C.(G) é um grafo com um tnico vértice
e é um grafo bloco.

Supor que as (¢ — 1) cliques maximais da sequéncia ja foram consideradas, isto
é, Cc(G") é um grafo bloco sendo G’ = G[Q1U---UQ,_1]. Vamos mostrar que
ap6s a inclusdo das cliques criticas da ¢-ésima clique maximal, o grafo C.(G) =
C.(G@Q1U---UQ,]) é um grafo bloco.

A clique maximal @, tem pelo menos um vértice simplicial (lembrando que o
primeiro vértice de um eep é um vértice simplicial de G). Pelo Teorema [5.2} existe
um tnico vértice C' em C.(G") tal que C' N Q, # 0.

Dois casos devem ser analisados:

1. CNQq é um vértice de C.(G’). Entado, um tunico vértice @, \ C' deve ser
incluido em C.(G’) e adjacente somente a C' N Q.

2. C'NQy esté contido em um vértice de C.(G’).

(a) O vértice Qg \ C deve ser incluido.

(b) O vértice C deve ser particionado em dois outros, C'\ (CNQy) e CNQ,.
Com relagao as adjacéncias:

(a) Qg \ C é adjacente unicamente a C'N Q.

(b) Os vértices adjacentes a C' em C,(G’) sdo adjacentes tanto a C'\ (CNQy)
quanto a C'N @, formando uma nova clique maximal em C.(G).

Em ambos os casos, C.(G) é um grafo bloco.

(+) Se G ndo é um grafo estritamente cordal entéo ele possui o grafo gema G’
e/ou o grafo seta G” como subgrafos induzidos. Ambos os grafos nao sao grafos
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bloco e sdo tais que C.(G') = G’ e C.(G") = G". |

Vamos exemplificar a prova do Teorema (Figura. Considere o grafo G da
Figura e a sequéncia (@1, ...,Qq), sendo Q1 = {a,b,g,h}, Q2 = {b,c, h,i,m,n,
T7S}7 Qs = {7’7S,t}7 Qa4 = {r7s7u}, Qs = {Cv d77;7j70}7 Qe = {07 Q}u Q7 = {d,j,p},
Qs ={d,e,j,k} e Qg = {e, f, k,£}. Vejamos como seria a inclusdo da clique maxi-
mal Q5 no grafo G’ = G[Q1 U---UQ4]. A clique @5 contém nesse momento duas
cliques criticas C' = {¢, i} (clique critica ja existente em C.(G")) e C' = {d, j, 0} (de
vértices simpliciais). Exatamente o caso 1 da demonstracao.

Figura 5.4: Obtendo C.(G[Q1U---UQs])

Vamos observar outra incluséo, a da clique Qg em G’ = G [@Q1 U --- U Qs]. O vértice
{q} deve ser incluido, o vértice {d, j, 0} deve ser particionado em dois, {d, j} e {o},
e as adjacéncias devem ser restauradas conforme o caso 2 da demonstragao, observe
a Figura 5.5

Figura 5.5: Obtendo C.(G[Q1 U ---UQs))
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Corolario 5.1. Seja G um grafo estritamente cordal. Toda cligue maximal de
C.(G) tem no mdximo um vértice simplicial.

5.3.2 Algoritmo de construcao

Como visto no Capitulo 2, Se¢ao[2.5] um algoritmo para a construgao de um grafo de
cliques criticas para grafos em geral tem complexidade de tempo de O(n?). Baseado
no Teorema[5.2] um algoritmo para determinacéo de C.(G) = (V,, E.) de um grafo
estritamente cordal G = (V, E) pode ser apresentado com complexidade de tempo
linear. O algoritmo utiliza um rétulo clique(v) que indica a qual clique critica
o vértice v pertence. Primeiramente, as cliques criticas relativas aos separadores
minimais de vértices de G sao incluidas em V,; o valor de clique(v) é determinado
para os vértices dessas cliques. Depois, cada clique maximal é percorrida em busca
de vértices simpliciais (isto é, vértices que ainda tém o rétulo igual a 0). Se existem
vértices simpliciais, entao uma nova clique critica é inicializada. Em seguida, as
arestas do grafo sao percorridas e as arestas de C.(G) sdo estabelecidas. O algoritmo
executa trés percursos: o primeiro nos separadores minimais de vértices, o segundo
nas cliques maximais e o terceiro nas arestas do grafo. Cada um desses percursos
tem complexidade de pior caso de O(n + m). Note que, ao fim do algoritmo, como
cada vértice de um grafo estritamente cordal pertence apenas a uma unica clique,
clique(v) indica a clique critica & qual o vértice v pertence.

Algoritmo 5.2. Construir-grafo-cliques-criticas

Entrada: grafo estritamente cordal G = (V, E),

Q: {Q17"'7QCI}'
S:{Sl,...,Sk};
Saida: C.(G) = (V, E.);
Inicio
Ve ¢+ 0; Ec < 0;
Parai=1,...,k faca % cliques criticas formadas por smuv
C; < Si;

Ve Ve U{Ci};
Para v € S; faca clique(v) < i;
indice < k;
Parai=1,...,q faca
determinar Simp, conjunto de vértices simpliciais de Q;;
Se Simp # () entdo % cliques criticas formadas por simpliciais
indice < indice + 1;
Cindice — Slmp,
‘/c — ‘/c U {Cindice};
Para v € Simp faga clique(v) < indice;
Para {v,w} € E faca
E. + E. U{{Cuique(w)s Cetique(w) } }:
remover arestas duplicadas em E;
Fim.

Vamos acompanhar o algoritmo para o grafo da Figura[5.2] observando as tabe-
las.
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clique

i [ C a b c d e f g h i 57 kK £ m n o p q r s t u
1{{hy 01 0 00O OO 1 0O0OO0OO0OO0O O0OO0OO0OUOUOOTOO
2| {¢i 01 2 0 0 0 O 1 2 000 0 0O0O0OO0O0O0TO0OO
3|/{r,ss 01 2 0 0 0 01 2 000 0O O0O0OO0OO03 300
41 {0} 01 2 0 0 0O 0O 1 2 0 0O0O O O0O4 003 3 00
5/{d,53 0 1 2 5 0 0 01 25 0 0 0 00 4 0 3 3 00
6|{e,k} 01 2 5 6 0 01 25 6 0 0 00 40 3 3 00

Ao final da primeira iteracdo, temos indice = 6, V, = {C’l, .. .,C6} e ainda

E. = (. Os valores dos vértices jd rotulados por cliqgue nao aparecem na tabela a
seguir pois esses nao serao modificados.

Q: clique

i | Simp indice Cindice @ f g € m n p q t wu
1| {a,g} {b,h} 7 {a,g} 7 0 7 0 0 0O O O 0 O
2| {m,n} {b,c,h,i,r, s} 8 {mn} 7 0 7 0 8 8 0 0 0 O
3 {t} {r,s} 9 {t} 7T 0 7 0 8 8 0 0 9 0
4] {u} {r,s} 10 fu} 7 0 7 0 8 8 0 0 9 10
5 0 {e,d,i,7,0}

6 {q} {0} 11 {q} 7 0 7 0O 8 8 0 11 9 10
7| {p} {d,j} 12 {pp 7 0 7 0 8 8 12 11 9 10
8 0 {d,e, j, k}

9| {f,0} {e, k} 13 {f0} 7 13 7 13 8 8 12 11 9 10

Apos a terceira iteracao, obtemos como saida o grafo de cliques criticas sendo

VvC: {Cl,...,clg} €

E. = {{C1,C5},{C1,C3},{C1,C7},{C1, Cs},
{CQa03}7{CQ,CZL}?{C%C%}?{CQ’CS}?
{Cs,Cs},{C5,Co},{C5, Cro}, {Ca, Cs1,
{045011}7{05706}7{057612}7{067013}}'

Como comentario final podemos notar que o grafo de cliques criticas tende a ser
um grafo bem mais simples do que o grafo original. Isto ocorre naturalmente pois
C.(G) é, num certo sentido, uma compactacao do grafo G em que os excessos (0s
vértices gémeos verdadeiros) sdo retirados.

5.4 Um problema: dominagao

O grafo de cliques criticas pode também ser utilizado para solucionar problemas no
grafo original. Nosso exemplo é cldssico na literatura, dominagao dos vértices, para
o qual apresentamos duas variagoes. Primeiramente, recordamos alguns conceitos
conhecidos.

Um conjunto D C V de um grafo G = (V, E) é um conjunto dominante se
N[D] = V ou, equivalentemente, para todo v € V\ D, [N(v) N D| > 1. Um
conjunto dominante D é um conjunto dominante minimal quando nenhum de seus
subconjuntos préprios é um conjunto dominante.
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Teorema 5.4. Se G = (V, E) é conexo ¢ D é um conjunto dominante minimal
entao V '\ D é um conjunto dominante.

O nidmero de dominagdo v(G) é a menor cardinalidade dentre todas as cardi-
nalidades dos conjuntos dominantes do grafo G e o numero de dominagao superior
I'(G) é a maior cardinalidade dentre todas dos conjuntos dominantes minimais.

Observe que o conjunto formado por um elemento de cada um dos separadores
minimais de vértices de um grafo cordal G o domina.

Teorema 5.5. Se G € um grafo cordal entio v(G) < |S|.

Para grafos cordais, trés resultados imediatos, porém importantes, estdo enun-
ciados a seguir.

Propriedade 5.1. Qualquer conjunto dominante minimal de vértices nao possui
gémeos verdadeiros.

Propriedade 5.2. Eziste um conjunto dominante minimal de cardinalidade minima
de G composto somente por vértices pertencentes aos separadores minimais de
vértices de G.

Propriedade 5.3. Toda clique simplicial de G tem um vértice em algum conjunto
dominante minimal de G.

Para grafos estritamente cordais, outras propriedades sao obtidas.
. S
Propriedade 5.4. % <A(G).

Esta cota inferior é imediata, basta assumir que os separadores sejam dois a dois
adjacentes, isto é, existe uma aresta com extremidades em cada um deles.

Propriedade 5.5. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre os separadores mi-
nimais de vértices de G e de C.(QG).

Isso nos sugere que, ao resolver o problema de dominagao para o grafo de cliques
criticas, estaremos resolvendo também o problema para o grafo original.

Teorema 5.6. Se G ¢ um grafo estritamente cordal entio v(G) = v(C.(G)).

Demonstragao:

Seja v(C.(G)) =k e D= {C1,...,Ck} um de seus conjuntos dominantes mini-
mais. Cada clique critica C; domina a si mesma e a qualquer clique critica adjacente
a ela. Considere o conjunto D = {vy,...,v;} tal que v; € C;, i =1,..., k. Cada v;
domina exatamente os vértices da uniao de todas as cliques criticas dominadas por
Ci, isto é, N [v;] = Uxc Nic X Como as cliques criticas determinam uma partigao
do conjunto de vértices de G (Propriedade [2.4)), temos que D domina G. Além
disso, D é um conjunto dominante minimal em G pois, caso contrario, D nao seria
minimal em C¢(G). [ |

Podemos provar de forma analoga a igualdade para o nimero de dominagao
superior.

Teorema 5.7. Se G € um grafo estritamente cordal entio I'(G) = T'(C.(G)).
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Figura 5.6: Conjuntos dominantes minimais em C.(G)

Conhecendo-se o nimero de dominagao e o numero de dominagao superior do
grafo C.(G), os resultados valem para os invariantes do grafo estritamente cordal
original. Por exemplo, considere o grafo C.(G) (Figura [5.3) do grafo G da Figura

b2l O conjunto
{{b,h}, {r,s},{d, j} {e, k}, {o}}

¢é dominante minimal de menor cardinalidade e v(C.(G)) = v(G) = 5. J4 o conjunto

{{a. g} Af. 03 Am.n} A} {a}. {t}, {u} }.

dominante minimal de maior cardinalidade e I'(C.(G)) = I'(G) = 7 (ver Figural5.6)).
Voltando ao grafo original G, escolhemos arbitrariamente um vértice de cada uma
das cliques criticas que compoem um conjunto dominante minimal de C.(G) e ob-
temos um conjunto dominante de cardinalidade minima, por exemplo, {b,r,d, e, o}
e méxima, por exemplo, {a, f,m,p, q,t,u} (ver Figura .

Na verdade, os Teoremas [5.6] e [5.7] nos dizem um pouco mais, como mostra a
préxima propriedade.

Propriedade 5.6. Considere um grafo de cliques criticas C.(G) de um grafo es-
tritamente cordal G. Quando determinamos v(C.(G)) e T'(C.(G)), determinamos
nao s6 v(G) e I'(G), mas também os nimeros de dominagio e dominagdo superior
de toda uma classe de grafos que tenha o grafo de cliques criticas isomorfo ao grafo

C.(G).
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Figura 5.7: Conjuntos dominantes minimais em G

Considere o grafo bloco G da Figura como sendo um grafo de cliques criticas
de um grafo estritamente cordal com 5 cliques criticas. Os conjuntos {C3,C3} e
{C1,C4,C5} sdo dominantes minimais; e os niimeros de dominagao sao v(G) =2 e
T'(G) = 3. O grafo G é grafo de cliques criticas tanto do grafo G quanto de G,
apresentados na mesma figura. Ambos tém os referidos nimeros de dominagao.

Figura 5.8: Grafos com os mesmos invariantes de dominagao
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5.4.1 Dominacao conexa

Um conjunto dominante conexo de G é um conjunto dominante D cujo subgrafo
induzido G [D] é conexo. A cardinalidade do menor conjunto dominante conexo é
o nudmero de dominagdo conexa v.(G). Trivialmente, temos que v(G) < 7.(G).

Dado um grafo G estritamente cordal, é possivel considerar primeiramente o
nimero de dominagao conexa de seu grafo de cliques criticas C.(G) e depois obter
alguns resultados para o grafo G propriamente dito. Lembramos que C.(G), nesse
caso, é um grafo bloco.

Teorema 5.8. Seja G um grafo bloco nao completo. Entdo ~.(G) = |S|.

Corolario 5.2. Seja G um grafo estritamente cordal nao completo.

Entdo, v.(C.(G)) = [S].
Podemos demonstrar, de forma andloga ao Teorema o seguinte resultado.

Teorema 5.9. Se G € um grafo estritamente cordal entdo v.(G) = v.(C.(G)).

Vamos voltar ao grafo G da Figura e ao seu grafo de cliques criticas da
Figura A Figura[5.9] exibe o conjunto dominante conexo de C¢(G)

{{b, h}. {r, s} {c,i}, {0}, {d. j}, {e.k}}.

Temos que 7.(C¢(G)) = 7.(G) = 6 e um conjunto dominante conexo de G é, por
exemplo, {b, s,c,0,d,e}.

5.4.2 Grafos bem dominados

Um grafo G é um grafo bem dominado se todos os conjuntos dominantes minimais
de vértices tém a mesma cardinalidade, isto é, v(G) = IT'(GQ).

O préximo teorema caracteriza os grafos estritamente cordais bem dominados.

Teorema 5.10. O grafo estritamente cordal G = (V,E) é bem dominado se e
somente se as cliques simpliciais de G formam uma particao de V.

Demonstragao:

Considere Qg C Q o conjunto de cliques simpliciais de G.

(=) Sejay(G) =T(G) =keD ={vy,...,v;} um conjunto dominante do grafo.
Se Qg nao é uma particao de V', dois casos devem ser analisados.

1. UQEQS Q =V mas existem Q,Q" € Qs, Q # Q' e QN Q' # (), isto é, existe
um smv S = QNQ’ e, sem perda de generalidade, existem vértices simpliciais
v;,v; € D, i # j,comv; € Q, v; € Q" eseparados por S. Entao eles poderiam
ser substituidos por qualquer s € S e terfamos um novo conjunto dominante.

2. UQer Q C V; entao existem cliques maximais Q e Q' nao simpliciais, Q # Q'
e QNQ’ # 0, isto é, existe um smv S que nao esté contido em nenhuma clique
simplicial. Um vértice de S deve ser incluido em D.

Em qualquer um dos casos, existe um conjunto dominante minimal D’ tal que
|D'| # k e v(G) # T'(G). Contradigao.
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Figura 5.9: Conjuntos dominantes conexos em C.(G) e em G

(+) Se Qg é uma parti¢ao de V entao existe um conjunto D dominante minimal
tal que |D| = |Qg|. Mas D tem cardinalidade minima (néo hd vértices a retirar) e
méxima (nao hé vértices a incluir). Entao v(G) = T'(G). [ |

O grafo G da Figura nao é bem dominado. J4 vimos que y(G) = 5 e
T'(G) = 7 e, de fato, suas 7 cliques simpliciais @1, Q2, @3, Q4, Qs, Q@7 € Qg ndo
sd0 uma partigao do conjunto de vértices (caso 1 da demonstracao do teorema). Na
Figura temos um grafo estritamente cordal também com 7 cliques maximais
e tal que o conjunto das cliques simpliciais {{a,b,g}, {ce,h,k},{d,1,¢}, {e,f,j}} é
uma particao do conjunto de vértices. O grafo é bem dominado por 4 vértices, por
exemplo, pelo conjunto {b, c,d, e}.

Finalizamos com mais uma propriedade de C.(G).

Propriedade 5.7. O grafo estritamente cordal G = (V, E) é bem dominado se e
somente se C.(G) é bem dominado.
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Figura 5.10: Grafo bem dominado

5.4.3 Dominacao e novas subclasses

Uma releitura possivel para os problemas especificos de dominagao é que eles podem
ser vistos como restrigoes para definir (sub)classes. Por exemplo, um grafo G é bem
dominado quando v(G) = T'(G). Essa condigao pode ser utilizada para definir a
subclasse dos grafos estritamente cordais bem dominados.

O mesmo pode ser feito para o invariante da dominagao conexa. Podemos con-
siderar os grafos estritamente cordais tais que v(G) = 7.(G) ou tais que v.(G) =
I'(G@). Vamos ficar com o primeiro caso. O fato de um grafo G satisfazer a igualdade
Y(G) = 74.(G) o seleciona como elemento de uma certa subclasse.

Na Figura [5.11] o grafo Gy é tal que v(G1) = 7.(G1) = 2; G3 possui (G3) =
T'(G3) = 3; G4 satisfaz as duas igualdades e G4 nenhuma delas.

VAW ==

G1 Go Gs Gy

Figura 5.11: Subclasses via critérios de dominagao

5.5 Grafos AC

Nesta se¢do vamos abordar uma subclasse dos grafos cordais, os grafos AC, definidos
a partir de uma restricdo no grafo de intersecao de cliques. Um grafo AC é um grafo
cujo grafo de intersegao de cliques é aciclico. Na Figura[5.12] temos um exemplo. O
grafo de cliques é uma arvore; por conseguinte, sua arvore de cliques é tnica.

E possivel estabelecer restrigcoes sobre a pertinéncia dos vértices de um grafo
cordal em relagao as cliques maximais. Temos a seguinte caracterizagao conhecida
que segue esta linha.

Teorema 5.11. Um grafo G € um grafo AC se e somente se € cordal e cada vértice
pertence a no mdximo duas cliques maximazis.

Outra caracterizagao da classe encontrada na literatura é por subgrafos proibi-
dos.
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Figura 5.12: Grafo AC e seu grafo de cliques

Teorema 5.12. Um grafo cordal G € um grafo AC se e somente se é livre de gema
e de garra.

Grafos AC também podem ser caracterizados pelos separadores minimais de
vértices, o que nos permite estabelecer a relagao da classe com os grafos estritamente
cordais.

Teorema 5.13. Um grafo cordal G é um grafo AC se e somente se para quaisquer
separadores minimais de vértices distintos S,S' €S, SNS" =0 e para todo S € S,

n(S) = 1.

Demonstragao:

(—) Sejam S # S’ separadores minimais de vértices tais que S C Q e S C @’
sendo @Q e Q' cliques maximais. Supor que S NS’ # (. Existe uma clique maximal
Q" tal que SNS" C Q. Assim, existe v € SNS, comv € Q,veEQ eveE Q"
contrariando o Teorema [E.111

Se u(S) # 1, vamos considerar, sem perda de generalidade, que seja igual a
2. Existem trés clique maximais @Q, Q' e Q" tais que S = QNQ = QNQ" e,
consequentemente, Q' N Q" # (), formando um ciclo no grafo de cliques de G.

(+) Imediato. [

O Teorema [5.13] nos permite concluir diretamente que a classe dos grafos AC é
a intersegao da classe dos grafos estritamente cordais com a dos grafos ur-cordais.

Corolario 5.3. Todo grafo AC é um grafo ur-cordal e estritamente cordal.

5.5.1 Reconhecimento

O Teorema sugere um método imediato para determinar se um grafo G ¢ ou
nao um grafo AC. Considere um grafo cordal G = (V,E) e seu conjunto Q de
cliques maximais. O algoritmo utiliza um rétulo contador(v) inicializado com zeros
para cada um dos vértices de G. O numero de ocorréncias do vértice nas cliques
maximais é armazenado em contador. Se esse ultrapassar dois, isso significa que o
grafo ndo é AC.
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Algoritmo 5.3. Reconhecer-AC

Entrada: grafo cordal G = (V,E) e Q = {Q1,...,Qq};
Saida: G é AC ou n3o;
Inicio
AC + true;
Para v € V faca contador(v) « 0;
i+ 1
Enquanto i < g e AC faca % percorrer cliques maximais
Para v € Q); faga
contador(v) + contador(v) + 1;
Se contador(v) > 3 entdo AC « false;
11+ 1
Fim.

O Algoritmo [5.3] é linear pois simplesmente percorre as cliques maximais do
grafo.

5.6 Grafos poténcia de 3-folha

Nessa secao vamos tratar dos grafos poténcia de 3-folha. Primeiramente, relem-
bramos a definicdo de poténcia de um grafo. Considere um grafo G = (V, E) e
k > 1. A k-ésima poténcia de G é o grafo G* = (V, E¥) tal que E* = {{u,v} :
dist(u,v) < k,u # v}. Naturalmente, G = Gl e G C G?> C G® C .... Mas essa
cadeia é estaciondria, isto é, existe t > 1 tal que G* = Gt = .. .. E fécil ver que
t = diam(G). Uma k-ésima raiz de um grafo G é um grafo F tal que G = F*.

Na Figura temos os grafos G C G2 C G2, sendo G a raiz quadrada de G2
e a raiz cibica de G3; j4 G? é a raiz quadrada de G>.

A D

G G? G?

Figura 5.13: Grafos poténcia

A partir da nocao de poténcia de grafos, podemos introduzir o conceito de grafos
poténcia de k-folha. O grafo G = (V, E) é uma poténcia de k-folha (k-leaf power)
se existe uma arvore 7' tendo o conjunto V' como conjunto de folhas e tal que para
quaisquer u,v € V, {u,v} € E quando sua distdncia na drvore é no maximo k, isto
é, distr(u,v) < k. A arvore T' é denominada a raiz k-folha (k-leaf root) de G.

Um resultado conhecido da literatura estabelece uma relacao entre classes.

Teorema 5.14. Se G € um grafo poténcia de k-folha entao G € um grafo cordal.

Particularizando, um grafo é poténcia de 2-folha quando é a uniao disjunta de
cliques. Quando k£ = 3, dizemos que o grafo G é uma poténcia de 3-folha e sua
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arvore T é uma raiz 3-folha. Veremos que os grafos poténcia de 3-folha formam
uma subclasse dos grafos estritamente cordais.

Na Figura[5.14] temos a drvore raiz 3-folha T' do grafo G da Figura[5.10]

S

Figura 5.14: Arvore raiz 3-folha

Observamos nas tabelas a seguir que as distancias dos vértice a, b e ¢ para os
seus vizinhos em G na arvore T sao menores ou iguais a 3. Isso ocorre para todos
os vértices de G.

diStT‘b
a ‘3

g distp ‘ d e h 57 /¢

3 2 3 3 3 3
Existem na literatura inimeros resultados para os grafos poténcia de 3-folha.

Em particular, os que se seguem sao bem interessantes.

Teorema 5.15. Um grafo cordal G é uma poténcia de 3-folha se e somente se G é
obtido pela substituicao dos vértices de uma drvore por cliques.

Teorema 5.16. Um grafo cordal G € uma poténcia de 3-folha se e somente se é
livre de gema, de seta e de touro.

Pelos Teoremas e temos como decorréncia:
Corolario 5.4. Todo grafo poténcia de 3-folha é um grafo estritamente cordal.

Teorema 5.17. Seja G uma poténcia de 3-folha. Entao, toda cliqgue mazimal de
G tem seus vértices em no mdrimo duas cliques criticas.

Demonstragao:

Se dois vértices u e v de G sao adjacentes a um mesmo vértice interno (que nao é
uma folha) em uma drvore raiz 3-folha T' de G, entdo distr(u,v) = 2 e eles possuem
a mesma vizinhanca em G (sdo gémeos verdadeiros) pois suas distancias para as
outras folhas de T s@o iguais. Portanto, vértices que pertencem a cliques criticas
distintas nao podem ser adjacentes a um mesmo vértice interno de T'. Assim, se os
vértices de uma clique maximal ) de G sao elementos de pelo menos trés cliques
criticas, esses vértices precisam ser adjacentes a pelo menos trés diferentes vértices
internos de T'. Dois destes trés vértices internos de T tém distancia igual a dois, o
que acarreta que suas folhas tém distancia quatro. Contradigao. ]

Apresentamos mais uma caracterizagao utilizando o grafo de cliques criticas que
é a base de um algoritmo eficiente de reconhecimento.
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Teorema 5.18. Um grafo cordal G = (V, E) é uma poténcia de 3-folha se e somente
se C.(G) é uma drvore.

Demonstragao:

(=) Se C(G) nao é uma arvore entdo existe um ciclo formado pelas cliques
criticas C', C' e C"" com vértices u € C, v € C' e w € C" adjacentes dois a dois em
G. Temos que os vértices u, v e w estao em uma mesma clique maximal @ de G, o
que contraria o Teorema [5.1

(+-) Vamos construir uma raiz 3-folha T' para G a partir da sua arvore de cli-
ques criticas. Cada vértice de C.(G) corresponde a um vértice interno de T'; vamos
adicionar tantas folhas quantos forem os vértices da clique critica em questao, ad-
jacentes a mesma. Este novo grafo T' é uma &arvore, ja que sé foram acrescentadas
folhas na drvore C.(G). Quaisquer dois vértices de u,v € V sdo adjacentes em G
quando pertencem & mesma clique critica (disty(u,v) = 2) ou pertencem a duas
cliques criticas adjacentes em C.(G) (distr(u,v) = 3). Logo, T' é uma raiz 3-folha
de G e, consequentemente, G é um grafo poténcia de 3-folha. ]

Na Figura temos o grafo de cliques criticas do grafo G da Figura [5.10)

Figura 5.15: Grafo de cliques criticas

Propriedade 5.8. O grafo de cliques criticas de um grafo poténcia de 3-folha € a
drvore mencionada no Teorema [Z 1.
5.6.1 Reconhecimento

O reconhecimento de um grafo estritamente cordal G como sendo um grafo poténcia
de 3-folha pode ser feito em dois passos.

Passo 1. Construir C.(G) usando o Algoritmo

Passo 2. Verificar se C.(G) é uma drvore. Em caso afirmativo, G é um grafo
poténcia de 3-folha.

Ambos os passos tém complexidade de tempo linear.

5.7 Grafos estritamente de intervalo

Nessa segao tratamos de uma classe recentemente definida, grafos que sao simul-
taneamente estritamente cordais e de intervalo, os grafos estritamente de intervalo
(GEI). Na Figura temos um exemplar da classe.



Grafos estritamente de intervalo 81

Figura 5.16: Grafo estritamente de intervalo

Uma primeira caracterizacao decorre do Corolério é imediato que um grafo
G é um grafo estritamente de intervalo quando G é completo ou ¢(G) = 2. Temos
também uma caracterizagao por subgrafos proibidos. O teorema a seguir retine
essas caracterizacoes.

Teorema 5.19. Seja G = (V, E) um grafo estritamente cordal ndo completo. As
sequintes afirmativas sao equivalentes:

1. G é um grafo estritamente de intervalo.
2. G € livre de 2-rede e de garra dupla.
3. UG) =2.

Demonstracao:

(I = 2) Se G é um grafo estritamente de intervalo, G é um grafo de intervalo.
Entao G é livre de AT (Teorema . A 2-rede e a garra dupla s@o grafos que
possuem um AT. Entdo G é livre de 2-rede e de garra dupla.

(2 = 3) O grafo G ¢ estritamente cordal e como tal livre de gema e de seta.
Como é também livre de 2-rede e de garra dupla, ciclos maiores do que 3 e guarda-
chuva, ele tem todos os subgrafos proibidos de um grafo de intervalo (Teorema |[3.3)).

E, pelo Coroldrio 3.1} ¢(G) = 2.
(3 = 1) Imediato. [ |

Corolario 5.5. Toda clique mazximal de um grafo estritamente de intervalo G
contém no mazrimo dois separadores minimais de vértices.

5.7.1 Reconhecimento

A caracterizagao apresentada no Teorema [5.19] nos permite desenvolver um algo-
ritmo linear para o reconhecimento de um grafo estritamente de intervalo. Num
primeiro passo, verificamos se G é um grafo estritamente cordal. Depois, consi-
derando o terceiro item do Teorema [5.19] a folhagem minima de G é calculada e
analisada. Precisamos entao conhecer a folhagem minima de um grafo estritamente
cordal. Para tal, vamos utilizar o grafo de cliques criticas, como mostra o préximo
teorema.

Teorema 5.20. Se G € um grafo estritamente cordal entao £(G) = £(C.(G)).

Demonstragao:
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Pelo Teorema [2.17] verifica-se diretamente. [ |

Recaimos entao no problema de determinar a folhagem minima de um grafo
bloco. O seguinte resultado é encontrado na literatura, lembrando que Simp é o
conjunto de vértices simpliciais de um grafo.

Teorema 5.21. Seja G um grafo bloco ndo completo. Entao £(G) = max{2,r(G)}
sendo 1(G) o nimero de separadores minimais de vértices de G que ndo o sdo em
GV \ Simp].

O algoritmo de reconhecimento consta de dois passos.

Passo 1. Determinar a grafo C.(G).

Passo 2. Determinar ¢(C.(G)).
Se {(C.(G)) = 2 entdo G é GEL

Para executar o Passo 2, é preciso construir o grafo G’, resultante da remocao
dos vértices simpliciais de C.(G). Observe que os separadores minimais de vértices
de um grafo bloco sdo conjuntos unitdrios. Entao, um smv de C.(G), que nao é smv
em G, é simplicial em G’. Conclui-se que basta encontrar os vértices simpliciais de
G’ para termos a solucao do problema.

O algoritmo baseado nesses passos é linear pois a construcao do grafo de cliques
criticas (Algoritmo[5.2), a construgio de G’ e a determinacao do nimero de vértices
simpliciais tém solugao em tempo linear.

5.8 Comparando classes

Essa secao é dedicada ao estudo mais detalhado do relacionamento de algumas sub-
classes de grafos cordais mencionadas no texto. Vamos comparar inicialmente duas
classes: a dos grafos estritamente de intervalo (subclasse dos grafos estritamente
cordais) e dos grafos de intervalo préprio (subclasse dos grafos ur-intervalo), am-
bas subclasses dos grafos de intervalo. Depois exibimos exemplos para quatro das
subclasses dos grafos estritamente cordais.

5.8.1 Grafos estritamente de intervalo x grafos de intervalo
proéprio

J& vimos no Capitulo 4 que grafos de intervalo préprio (GIP) s@o uma importante

subclasse de grafos de intervalo. Qual serd entao a relacdo entre esses grafos e a

classe dos grafos estritamente de intervalo? Nao ¢ dificil perceber que as duas classes
sao distintas. Além disso, GIP ¢ GEI e GEI ¢ GIP.

O préximo teorema apresenta como podemos distinguir grafos pertencentes as
duas classes.

Teorema 5.22. Seja G um grafo de intervalo.

1. Se G ¢ um GEI entao G é um GIP se e somente se para todo separador
minimal de vértices S € S, p(S) = 1.
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G1 G2 Gs

Figura 5.17: GEI x GIP

2. Se G € um GIP entio G € um GEI se e somente se para quaisquer separadores
minimais de vértices distintos S,S8" €S, SN S = 0.

Devido a suas caracteristicas, podemos chamar a classe dos grafos GEI N GIP
de ur-estritamente de intervalo. Observe que um grafo ur-estritamente de intervalo
é um grafo AC.

Na Figura[5.17 o grafo Gy € GEI\GIP, Gy € GEINGIP e G3 € GIP\GEI.

5.8.2 Quatro subclasses

Nessa secao vamos comparar quatro subclasses de grafos estritamente cordais: gra-
fos bloco, grafos AC, grafos poténcia de 3-folha e grafos estritamente de intervalo.
E facil perceber que as classes sao todas distintas.

Teorema 5.23. Nao existe um grafo cordal G tal que G pertenc¢a simultaneamente
as classes AC e poténcia de 3-folha e que ndo pertenga a classe dos grafos estrita-
mente de intervalo ou a classe dos grafos bloco.

Demonstragao:

Seja G um grafo AC e poténcia de 3-folha. Pelo Teorema sabemos que G
pode ser obtido pela substituicao dos vértices de uma arvore por cliques. Entao,
sem perda de generalidade, uma arvore é um grafo poténcia de 3-folha. Como cada
vértice de um grafo AC pertence a, no maximo, duas cliques maximais, cada vértice
da arvore s6 pode ter, no méximo, dois vizinhos. Entdo, G é um caminho. Porém,
nesse caso, G é também um grafo estritamente de intervalo e um grafo bloco. ®

Teorema 5.24. Nao existe um grafo cordal G tal que G pertenca simultaneamente
as classes bloco, AC e poténcia de 3-folha e que ndo pertenca a classe dos grafos
estritamente de intervalo.

Demonstragao:

Os grafos bloco cujos grafos de cliques criticas s@o arvores, s@o eles mesmos
arvores. Assim, se G é um bloco e um grafo poténcia de 3-folha entao G é uma
arvore. Se além disso exigirmos que G seja um grafo AC entao G é um caminho,
pois este é a tnica arvore unicamente representavel. Mas todo caminho é um grafo
estritamente de intervalo. Logo, nao existe um grafo que seja um bloco, poténcia
de 3-folha e AC' que nao seja estritamente de intervalo. [ ]

Na Figura temos um diagrama das interse¢oes das quatro subclasses, exem-
plificadas com os respectivos grafos. Por abuso de linguagem, usamos @) no diagrama
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estritamente cordal

bloco AC

N
A
pot. 5-folha H GEI

Figura 5.18: Exemplos para as intersegoes das 4 subclasses

para indicar que a intersecao é vazia. Pretende-se que os outros exemplos sejam
autoexplicativos.

5.9 A hierarquia

A Figura[5.19|ilustra a hierarquia dos grafos estudados no texto. Note a exibi¢ao das
trés linhas de classes abordadas: os grafos de intervalo, os grafos cordais unicamente
representaveis e os grafos ptolemaicos. Sao mostradas, para cada uma das linhas,
as intersecoes de subclasses, dando assim énfase ao amplo relacionamento entre as
mesmas.
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estrit. cordal

caterpillar

Figura 5.19: Hierarquia final

5.10 Exercicios

1. Considere um grafo G com as cliques maximais abaixo. O grafo G é estrita-
mente cordal? Sim ou nao, justifique.

{{a7bﬁc7d76}’ {b’C7d767f}’{f’g?h’i7j}7{f7i’j7k}}

2. Use a caracterizagao apresentada no Teorema para decidir se o grafo G da

Figura [5.20] é estritamente cordal.
5 AWl

G G

Figura 5.20: Grafos
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3. Apresente um exemplo de um grafo estritamente cordal que nao seja ur-cordal.
Mostre duas arvores de cliques distintas para o grafo.

4. Considere os grafos G; e Gy da Figura Indique conjuntos dominantes
minimais de cardinalidades minima e maxima.

5. Determine v(G'), I'(G') e 7.(G’) para o grafo G’ da Figura [5.20]
6. Indique um grafo G que exemplifique o caso 2 do Teorema [5.10)

7. Apresente um algoritmo para o reconhecimento dos grafos estritamente cordais
bem dominados e estabeleca a sua complexidade.

8. O grafo GG; da Figura[5.1]nao é um grafo poténcia de 3-folha. Use o Teorema
para justificar essa afirmagao.

9. O grafo da Figura[5.10| é um grafo estritamente de intervalo? Justifique.

10. Considere o diagrama da Figura Ele estd correto? Justifique. Em caso
afirmativo, apresente grafos para exemplificar as cinco possibilidades.

intervalo

ur-intervalo GEI

Figura 5.21: Subclasses de grafos de intervalo

11. Justifique a pertinéncia de cada um dos grafos da Figura [5.18| aos conjuntos
indicados.

5.11 Notas bibliograficas

Grafos estritamente cordais foram definidos em 2005 por Kennedy [40], baseados
em propriedades de hipergrafos, mas ja haviam sido introduzidos em 2002 como
grafos bloco duplicados por Golumbic e Peled [30].

A caracterizacgao dos grafos estritamente cordais por subgrafos proibidos é devida
a Dom et al. [20]; relacionando-a ao grafo de cliques criticas, é devida a Brandstadt
e Wagner [11]. O Teorema [5.1] foi apresentado por Markenzon e Waga [55].

O livro de Haynes et al. [36] é um texto fundamental sobre dominacao. Sam-
pathkumar e Walikar [67] definiram conjunto dominante conexo e Chen et al. [L6]
determinaram o nimero de dominacao conexa para grafos bloco. Quanto a grafos
bem dominados, o assunto foi introduzido por Finbow et al. [24]. No trabalho de
Topp e Volkmann [73] podemos encontrar algumas caracterizagoes de grafos bloco
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bem dominados com uma forte relacao com grafos bem cobertos. Dominagao e do-
minagao conexa para os grafos estritamente cordais foram abordados por Markenzon
e Waga [56].

Os grafos AC foram definidos e caracterizados por Blair e Ravi [4] e Blair [2].

A nogao de grafo poténcia de k-folha e de arvore raiz k-folha foram introduzidas e
estudadas por Nishimura et al. [61]. As caracterizagoes da classe foram apresentadas
por Dom et al. [20] (subgrafos proibidos), por Brandstédt e Le [§] (Teorema [5.15)
e por Kennedy et al. [4I]. Brandstadt e Wagner introduziram os grafos poténcia
de (k, £)-folha [I0] e provaram que os grafos estritamente cordais sdo exatamente os
grafos poténcia de (4, 6)-folha [I1].

A classe dos grafos estritamente de intervalo foi definida em Markenzon e Waga
[58]. O Teorema ¢ devido a Lin et al. [48].
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