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Prefacio

O livro dos jovens professores, Daniel Castello e Thiago Ritto, trata de um
assunto atual e que ainda é pouco explorado no Brasil e mesmo internacionalmente.
Sé recentemente a American Mathematical Society criou sua revista sobre quanti-
ficacao de incertezas.

O livro foi feito para principiantes, mas chamara atencao de todos para a mode-
lagem estocéstica e a quantificagao de incertezas e fard com que elas sejam melhor
estudadas entre nds.

O livro presta-se bem como texto de um mini-curso de 6 horas, como os oferecidos
no CNMAC. A metodologia usada é a de fazer primeiro e justificar depois, cursos
tipo mao-na-massa, ou aprendizagem por tentativa e erro. No livro, os conceitos
fundamentais sao rapidamente desenvolvidos, exemplificados, e s6 no capitulo final
mostra-se a metodologia Bayesiana que perpassa todo o curso. O centro do livro é
a estimagao de parametros. Os parametros que se desejam estimar sao modelados
como variaveis aleatorias e usa-se a teoria da probabilidade para caracterizar as
crengas sobre os valores dos parametros em fungao de um conjunto de medidas, isso
é, sua caracterizagao através de uma distribuicao de probabilidade.

Como uma visao desse tipo conflita com a usual, onde os parametro sao de-
terministicos, o curso sera muito importante para ajudar a que o aluno aprenda o
conceito de estocastico, em oposicao ao deterministico.

A técnica Bayesiana abre aos alunos um novo mundo, que é fascinante e bem
mais consistente que o deterministico, ao qual os alunos estao acostumados e aceitam
sem questionar. O livro os tirard da zona de conforto e os forcara a pensar.

Esta é a virtude do livro, usando uma situagao simples, forgar a reflexao sobre um
conceito dos mais importantes na atualidade, o conceito de estocéstico, de incerteza
e de sua quantificacao. Para perceber que o conceito é complexo, basta lembrar que
ele s6 é formalizado, em sua forma discreta, no século 16, com trabalhos de Pascal
e Fermat, e mesmo assim ligado a jogos. Hoje sabemos, pela Teoria Quéantica, que
a Natureza é estocastica e, vivendo, nos convencemos que ele estd entranhado na
nossa vida.

Esperemos que este seja o primeiro de uma série de livros de Castello e Thiago.

Rio de Janeiro, 20 de junho de 2016.

Rubens Sampaio
Professor da PUC-Rio

xi






Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto e motivacao

O processo de escrita deste livro partiu da ideia fundamental de organizar um
material basico para introduzir dois temas de interesse que apresentam uma certa
dificuldade tedrica, (1) quantificagdo de incertezas e (2) estimagao de parametros,
de maneira simples, enfatizando exemplos computacionais.

Em 2008, foi criado um Comité Técnico na Associacao Brasileira de Engenharia
e Ciéncias Mecéanicas (ABCM) sobre ‘Quantificacao de Incertezas e Modelagem Es-
tocédstica’ (http://www.abcm.org.br/pages/comites_tecnicos). Foi observado
que existe uma caréncia por textos basicos nessa area e, nesse contexto, este livro
tenta contribuir para preencher essa lacuna.

O material contido neste livro é parte de dois cursos que os autores ministram
separadamente na COPPE/UFRJ, (1) ‘Modelagem Estocéstica e Quantificagao de
Incertezas’ e (2) ‘Introdugao a Identificagao de Sistemas’. O material destes cursos
foi organizado e simplificado no contexto de um mini-curso intensivo de matematica
aplicada e computacao na engenharia intitulado ‘Métodos Computacionais para
Quantificagao de Incertezas e Identificagao’, ministrado conjuntamente pelos autores
nos anos de 2014, 2015 e 2016 na COPPE/UFRJ. Em 2016 os autores também
ministraram um mini-curso intitulado ‘Parameter identification in the presence of
uncertainties’ no simpésio internacional UNCERTAINTIES, que é organizado por
membros do Comité Técnico da ABCM. Este livro tem grande influéncia de outros
professores que participaram da formagao académica dos autores, principalmente
os Profs. Christian Soize (Université Paris-Est), Rubens Sampaio (PUC-Rio), e
Fernando Rochinha (COPPE/UFRJ).

1.2 Visao geral

Existe uma crescente demanda por andlises mais realistas de estruturas flexiveis
complexas tais como colunas de perfuragao de petréleo, turbinas edlicas, veiculos
automotivos e componentes aeroestruturais. Neste contexto, destaca-se, como um
dos ingredientes chave, a construgao de modelos computacionais que levem em conta
as incertezas. Tais modelos agregam mais informagoes para as andlises preditivas e
também para os projetos de otimizacao estrutural.

A modelagem computacional tem enorme importancia na tomada de decisoes
criticas; por exemplo, no projeto de avides, carros e turbinas. A capacidade dos
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computadores tém aumentado ao longo dos anos e com isso a possibilidade de
célculos numéricos de modelos mais complexos, com previsoes mais perto dos dados
observados. Um modelo computacional viabiliza, por exemplo, a quantificacao de
riscos e a determinacao de probabilidade de falhas e, também, a otimizagao de
projetos. Vale ressaltar que, para se ter mais seguranca dos resultados obtidos
nas simulacoes numéricas, o modelo computacional tem que ser analisado a partir
dos principios da drea denominada Verificacao & Validagao de Modelos, V&V [20].
Em linhas gerais, o modelo computacional deve ser verificado para assegurar que as
contas e aproximacoes estao sendo feitas corretamente e validado para assegurar que
o modelo fisico empregado descreve, com certo nivel de acuracia, o comportamento
do sistema fisico analisado.

Existem diversos livros que tratam do problema de quantificacao de incertezas
12, 18, 24, B6] e de estimacao de pardmetros [3, B, 22]. A particularidade desse
livro é a tentativa de transmitir e fixar os conhecimentos, relativos a esses dois
temas, através de exemplos computacionais simples. Adicionalmente, ressalta-se o
convite aos leitores para a realizacao de simulagdes numéricas, referentes ao exem-
plos apresentados durante os capitulos, com os cédigos disponibilizados no Anexo
do livro.

No que tange aos aspectos tedricos, optou-se pela apresentagao do minimo ne-
cessario e, por isso, destaca-se que a leitura deste livro pode ser feita conjuntamente
com outros livros que complementem a parte teérica [8, 12, 27]. Além destas re-
feréncias, o livro [I3] aborda problemas estocdsticos utilizando exemplos usando o
Matlab®©, e a apostila [33] aborda problemas de dindmica estrutural no contexto
deterministico.

Do ponto de vista cientifico, o nimero de publicagoes na area de quantificagao de
incertezas e modelagem estocdstica vem crescendo nos tltimos anos. Um exemplo
disso ¢ a recente criagao da revista International Journal for Uncertainty Quantifi-
cation em 2011 e da revista STAM/ASA Journal on Uncertainty Quantification em
2013.

Na abordagem escolhida para as andlises deste livro, as incertezas sao modeladas
usando a teoria da probabilidade [2I] por esta ser considerada uma teoria completa
e eficaz. Porém, existem outras teorias que sao usadas para modelar incertezas, tais
como a teoria Info-Gap [7] e a teoria de Fuzzy-Sets [41]. Essas outras teorias estao
fora do escopo deste livro.

Por fim, dado que as analises de quantificacao de incertezas e estimacao de
parametros demandam o uso de varios ingredientes, nesse capitulo é feita uma
breve contextualizacao destes assuntos dentro de uma proposta de passos a serem
seguidos para uma andlise completa. As andlises apresentadas no decorrer do livro
visam colocar em pratica partes desses passos que sao apresentados a seguir.

Passo 1 - construcao do modelo computacional de-
terministico

O primeiro passo (Fig. [[T)) é construir um modelo computacional deterministico
e, em seguida, escolher os parametros que serao considerados incertos. Essa etapa
¢é de fundamental importancia. Nao se pode iniciar os passos subsequentes antes de
se obter um modelo confidvel que tenha sido verificado e, preferencialmente, vali-
dado. Esse modelo deterministico pode ser mais ou menos complexo, dependendo
da aplicacao de interesse. Os exemplos apresentados nesse livro ndo possuem um
nivel de dificuldade alto, pois o objetivo nao é a construgao de um modelo deter-
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Entradas Modelo. Saidas
Computacional
Deterministico

Parametros

Figura 1.1: Passo 1 - construgao do modelo computacional deterministico.

ministico, e sim a quantificagdo das incertezas e a estimacao dos parametros. No
Capitulo [ serd considerado um problema estdtico com um grau de liberdade. No
Capitulodlum problema dinamico com um grau de liberdade é tratado, e no capitulo
o problema de uma viga ¢é analisado.

Os parametros incertos devem ser determinados a partir da experiéncia que se
tem com o problema analisado e com o modelo usado. Um parametro incerto pode
ser modelado por uma varidvel aleatéria, e a esta variavel deve ser atribuida uma
funcao densidade de probabilidade, que determina a sua distribuicao. No Capitulo
algumas definicoes da teoria da probabilidade sao introduzidas. O problema pode
ser mais complicado e tratar de processos, campos ou matrizes aleatérias. Mas nao
é possivel analisar problemas complexos sem antes compreender problemas simples
com variaveis aleatérias escalares.

Passo 2 - construcao do modelo computacional es-
tocastico (ou probabilistico)

Modelo. Modelagem Modelo
Computacional 9 Computacional

Deterministico | d€ incertezas |~ . .

Teoria da Probabilidade

Figura 1.2: Passo 2 - construgao do modelo computacional estocdstico (ou proba-
bilistico).

O segundo passo (Fig. [[2)) é construir o modelo estocdstico. Para tal, deve-se
definir um modelo probabilistico para as varidveis aleatérias do problema. Esse
modelo probabilistico pode ser construido, por exemplo, usando o principio da en-
tropia maxima [21] 23] 37]. Esse principio, que nao sera detalhado no presente livro,
segue uma estratégia racional para a construcao de um modelo probabilistico. Note
que nao se deve ecolher arbitrariamente um modelo probabilistico, pois a resposta
aleatdria estd diretamente associada a essa escolha. Como alguns dizem: garbage in
garbage out (GIGO). Por exemplo, a distrubui¢ao Normal nao pode ser usada para
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modelar um parametro com entradas estritamente positivas, um vez que o suporte
da distribuicao Normal é a reta (ou seja, admite valores negativos).

Outra maneira de se construir um modelo probabilistico é usando a estratégia
de testes de hipéteses [9], onde um modelo probabilistico proposto (hipétese nula)
é confrontada com dados observados. A hipétese nula pode ser rejeitada ou nao,
segundo algum critério. Essa abordagem esta fora do escopo desse livro.

Alternativamente, pode-se supor um modelo probabilistico inicial para uma
variavel aleatéria e, a partir da abordagem Bayesiana, atualizar esse modelo pro-
babilistico com dados experimentais. O Capitulo [l detalha a estratégia Bayesiana
para atualizacao do modelo probabilistico, onde parte-se de uma distribuicao priori
para os parametros de interesse e obtém-se uma distribuicao a posteriori.

A partir da definicao de um modelo probabilistico para os parametros incer-
tos, tem-se o modelo estocdstico (ou probabilistico) do sistema. A modelagem
estocdstica vem até esse ponto. A partir daqui deve-se considerar uma estratégia
para resolver /aproximar o resultado do modelo estocéstico.

Passo 3 - aproximagao da resposta do modelo com-
putacional estocastico

A Modelo /\
Computacional

pdf entrada Estocastico pdf saida

Aproximacao

, Modelo , .
NUmeros Simulacoes

Aleatérios | Computacional I
Estocastico | Monte Carlo

Estatistica
das respostas

Figura 1.3: Passo 3 - aproximacao da resposta do modelo computacional estocéastico.

O terceiro passo (Fig. [[3)) é calcular ou aproximar o resultado do modelo
estocastico. Considere, por exemplo, a relacao entre deslocamento d e forca f dada
por f = kd, onde k é uma constante eldastica. Se o parametro k ¢é incerto, e a
ele é atribuida uma distribuicao de probabilidade, nao é evidente como se calcula
o deslocamento d, que consequentemente também deve seguir uma distribuicao de
probabilidade, ainda desconhecida. Existe um teorema fundamental que relaciona
a distribuicao de probabilidade das variaveis aleatérias de saida com a distribuigao
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de probabilidade dos parametros incertos de um sistema [27], porém, em muitos
casos, esse calculo nao ¢ simples, ou, em algumas situacoes, até mesmo inviavel.

Uma estratégia muito popular para se aproximar a distribuicao de probabilidade
da variavel de interesse, a partir da distribuicao de outras variaveis aleatodrias, é o
método de Monte Carlo [32], com o qual pode-se obter estatisticas da respostas do
sistema. Mais detalhes sobre esse método sao fornecidos no Capitulo

Existem outras formas de aproximar a resposta de um modelo estocéastico. Por
exemplo, hd autores [17, 24] que usam métodos espectrais, com o auxilio da De-
composicao de Karhunen-Loeve e do Caos Polinomial. Esses métodos estao fora do
escopo deste livro.

Passo 4 - estimacao dos parametros

Parametros (p)

entrada Modelo saida
Computacional

parametros
estimados (p*)

entrada _ saida
— > Experimentos

Figura 1.4: Passo 4 - diagrama ilustrativo do processo de estimagao dos parametros.

O quarto passo (Fig. [[4) é estimar os parametros de interesse. Antes da
utilizagao do modelo para fins de projeto, faz-se necessaria a devida calibragao do
mesmo, a qual se da a partir da estimacao dos seus parametros.

A Fig. [l apresenta os principais elementos do processo de estimacdo de
parametros. Os ingredientes fundamentais deste passo sao o modelo em si e os
dados experimentais medidos a partir de sensores de deslocamento, velocidade, tem-
peratura etc. Estes dados experimentais podem ser obtidos a partir de ensaios em
laboratoério ou, em algumas situagoes, a partir dos préprios componentes mecanicos
quando estes estao em operagao em campo. Os dados experimentais sao utilizados
para calibrar o modelo computacional.

A secao faz um breve relato sobre duas estratégias de identificacao de
parametros, e a partir do préximo capitulo essas estratégias sdo aplicadas. Aos
leitores interessados em se aprofundar nessas e em outras estratégias de estimagao
de parametros recomendamos a leitura dos livros de Aster et al. [3], de Kaipio e
Somersalo [22], de Sivia e Skilling [35], e a apostila de Fox et al. [16].

Passo 5 - analises com o modelo estocastico cali-
brado

O quinto passo (Fig. [[H]) é explorar os resultados do modelo estocéstico. A
partir do momento em que o modelo estocdstico estd calibrado (i.e., os paradmetros
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Parametros (p)

Quantificagédo de Incertezas
trad Modelo /
_entrada | Estocastico Anélise de confiabilidade

Calibrado \(ca’lculo de probabilidade de falha)

Otimizagao robusta

Figura 1.5: Passo 5 - analises com o modelo estocéstico calibrado.

estao estimados) é possivel fazer diversas andlises, tais como propagacao de incer-
tezas, andlise de confiabilidade e otimizagao robusta (ou estocdstica) do sistema.
Na otimizagao robusta, por exemplo, busca-se otimizar o desempenho do sistema,
levando-se em conta as incertezas, daf a palavra robusta [39], mas esse assunto estd
fora do escopo deste livro.

Passo 6 - atualizacao dos parametros a partir de
novos dados experimentais

Dados

T

Modelo Probabilistico Modelo Probabilistico
PRIOR POSTERIOR

Figura 1.6: Passo 6 - atualizacao dos parametros a partir de novos dados experi-
mentais.

No sexto passo (Fig. [LA), os modelos probabilisticos sao atualizados a partir da
utilizagao de novos dados. De forma resumida, poderiamos explicar o fluxo de da-
dos da Fig[l.6] como segue. Um conjunto inicial de dados Dy estava disponivel para
o processo de estimagao de parametros (passo 4). Como resultado deste processo
obtemos um determinado nivel de informacao a respeito dos parametros de inte-
resse que, por sua vez, estd codificado a partir do modelo probabilistico prior (ver
figura[[G)). Diante de um novo conjunto de dados D; podemos revisitar o problema
da estimacao objetivando-se aumentar o nosso nivel de informacao a respeito dos
parametros conjugando, desta vez, as seguintes informagdes: (1) o nivel atual de
informacao descrito pelo modelo probabilistico prior com (2) os novos dados expe-
rimentais D;. Consequentemente, tem-se como resultado um modelo probabilistico
atualizado que, por sua vez, ainda pode ser atualizado caso um novo conjunto de
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dados D- esteja disponivel e assim sucessivamente.

A atualizacao dos modelos probabilisticos pode ser feita através de uma abor-
dagem Bayesiana. Conforme mencionado anteriormente, o Capitulo [l detalha a
estratégia Bayesiana para atualizacao de um modelo probabilistico, onde parte-se
de uma distribuicao prior e obtém-se uma distribuigao posterior: para os parametros
de interesse.

1.3 Estratégias para identificacao

Serao consideradas duas estratégias para identificacao de parametros: (1) de-
terministica e (2) estocdstica. De forma resumida, podemos destacar as seguintes
caracteristicas. A estratégia deterministica nao envolve modelos probabilisticos.
Ja a estratégia estocdastica considera algum modelo probabilistico; por exemplo, o
parametro e/ou o ruido de medigao sdo modelados como varidveis aleatdrias.

Considerando a etratégia deterministica, pode-se construir um estimador pon-
tual, que fornece como estimativa um tnico valor numérico para o parametro que
se deseja estimar p. Neste caso, o nivel de conhecimento a respeito de p é codifi-
cado em um unico valor p. Ademais, deve-se destacar que esse estimador é uma
variavel aleatéria, pois, para cada conjunto de dados experimentais, observa-se um
valor diferente para p. Apesar de um estimador pontual ser uma variavel aleatéria,
essa estratégia é chamada de identificacao deterministica porque nao ha modelos
probabilisticos envolvidos. Por exemplo, dado um conjunto de dados experimen-
tais x°*? e um modelo preditivo x(p), que depende de um parametro p, pode-se,
por exemplo, estimar o valor desse parametro minimizando a seguinte métrica:
p = argmin||[x**? — x(p)||?>. Ou seja, busca-se o valor de p que faz com que a
resposta do modelo x(p) seja a mais préxima possivel dos dados experimentais dis-
poniveis x°*P. Nesse caso nao hd nenhuma hipétese relacionada a distribuicoes de
probabilidade. Esse tipo de estratégia de identificacdo é usada nos capitulos 3] e [l

Considere agora a etratégia estocastica onde os parametros de interesse e o ruido
de medigao sao modelados como variaveis aleatérias, e a eles sao atribuidos modelos
probabilisticos. A partir de dados experimentais, os parametros do modelos pro-
babilisticos (média, varidncia,..) podem ser identificados a partir de estimadores
pontuais. Nesse caso, a distribuicao de probabilidade nao se modifica, apenas os
valores dos seus parametros que sao estimados. Um método muito popular para
estimar os parametros de um modelo probabilistico é o método da maxima verossi-
milhanca [9].

Outra estratégia de identificacao estocastica é a chamada estratégia Bayesiana,
que ¢é introduzida no capitulo Nessa estratégia, os parametros que se deseja
estimar sao modelados como varidveis aleatérias, as quais sao atribuidas uma dis-
tribui¢do de probabilidade inicial (priori). Essa distribuigdo é atualizada a partir
de dados experimentais. De posse da distribuigao de probabilidade atualizada (pos-
teriori) é possivel extrair estimadores pontuais, tais como, por exemplo, a média
da posteriori.

Por fim, deve-se registrar que nos problemas apresentados neste livro, o processo
de identificagao é realizado utilizando-se o mesmo modelo computacional que foi
utilizado para gerar os dados sintéticos necessarios para a identificacdo. Isto é
conhecido na literatura como um crime inverso e costuma gerar, na maioria das
vezes, estimativas extremamente otimistas. Entretanto, os autores decidiram por
trabalhar desta forma visando a simplicidade e a facilidade de leitura.
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1.4 Tipos de incertezas

Antes de prosseguir para os capitulos seguintes, onde algumas defini¢oes serao
introduzidas e diversos exemplos serao analisados, faz-se necesséaria a apresentagao
de algumas defini¢oes a respeito dos tipos de incerteza. Pode-se separar incerteza
em dois tipos: (1) incerteza nos parametros e (2) incerteza no modelo (incertezas na
estrutura do modelo). Incerteza nos parametros esta relacionada com a incerteza
nos parametros usados no modelo numérico; por exemplo, a amplitude da forca
de excitagao, parametros necessarios para descrever o comportamento fisico de um
material, e parametros geométricos. Ja a incerteza no modelo esta relacionada a
estrutura do modelo empregado. Por exemplo, a analise dindmica de um sélido
prismatico B pode ser feita com o modelo obtido a partir da teoria da elasticidade.
Por outro lado, pode-se adotar o modelo de viga de Timoshenko para realizar tais
andlises dinamicas. Repare que o modelo de viga de Timoshenko adota simpli-
ficacOes cinematicas para a descricao do movimento do corpo B, hipdteses acerca da
sua esbeltez, assim como a respeito da condigoes de carregamento. Outro exemplo
que pode ser citado é a anélise de um fluido adotando-se a hipdtese de fluido ideal,
na qual desconsideram-se os efeitos da viscosidade e da compressibilidade.

Outra separac¢ao que muitos autores utilizam é considerar (1) incerteza aleatéria
em oposicao a (2) incerteza epistémica. Incerteza aleatéria é usada para classificar
um parametro com variabilidade; por exemplo, velocidade do vento, ondas no mar
e forcas turbulentas que atuam nas asas de um aviao; e incerteza epistémica esta
relacionada com a falta de informagao, ou informagao incompleta sobre determi-
nado parametro ou fenémeno; por exemplo, o parametro de amortecimento de uma
estrutura (neste caso nao sabemos o valor do parametro, mas espera-se que, em
condigoes de operagao padrio, este nao esteja variando).

Erros relacionados as aproximagoes numéricas (erros de truncamento e de dis-
cretizacdo) nao sao considerados incertezas. Esses erros podem e devem ser con-
trolados, tal que sejam despreziveis com respeito as incertezas mencionadas nos
paragrafos anteriores.

No6s entendemos que todos os tipos de incertezas podem ser modelados usando a
teoria da probabilidade. Entretanto, hd quem defenda [6] que incertezas epistémicas
nao devem ser modeladas usando a teoria da probabilidade.

1.5 Envelope estocastico da resposta do modelo e
erros de medicao

Possivelmente alguns leitores devem estar se perguntando sobre as vantagens,
no contexto das andlises de projetos de engenharia, adquiridas quando se utiliza um
modelo computacional estocastico. Apresentamos a seguir, de forma resumida, uma
caracteristica bastante interessante, tanto do ponto de vista dos modelos quanto do
ponto de vista dos dados experimentais, que se torna evidente quando incertezas
sao levadas em consideracao nas analises de projeto de engenharia.

Considere que temos um modelo para descrever o sistema fisico B que fornece
uma saida/resposta s = M(t;p) como fungao do tempo ¢ e de um pardametro p.
Adicionalmente, considere que temos uma bancada de testes para a realizacao de
ensaios dinamicos com B e que hé interesse em avaliar o nivel de confiabilidade das
previsoes fornecidas pelo modelo dado por s = M(t;p). Para este fim, a equipe de
engenharia deve confrontar os dados experimentais {s°"P (1), s"P(t3), ..., s**P(tn)}
obtidos nos ensaios de laboratério com a resposta {s(t1;p),s(t2;p),...,s(tn;p)}
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fornecida pelo modelo, dadas as mesmas condigoes de operacao do sistema, e avaliar
o niwvel de proximidade entre os dados.

Em um primeiro cendrio de anélise considere: (1) que o pardmetro p é ple-
namente conhecido e p = p (modelo deterministico) e (2) a resposta experimental
adotada para as andlises é obtida a partir da média dos ensaios dinamicos obtidos no
laboratério. A partir destas hipdteses temos como consequéncia imediata que tanto
as previsoes s(tr) = M(tx;p) quanto os dados s°"P(t;) sao descritos por um tnico
valor apenas para qualquer instante de tempo t;. Nestas condigoes, uma forma
de se avaliar o nivel de proximidade entre os dados experimentais e a previsao de
um modelo deterministico seria a partir de um grafico como o apresentado na Fig.
[C7(a), no qual a curva continua corresponde & previsao do modelo deterministico e
os pontos representam a resposta experimental.

Em um segundo cendrio de andlise considere que: (1) o pardmetro p é consi-
derado como sendo incerto e (2) a resposta experimental adotada para as anélises
deve utilizar os dados de todos os ensaios realizados no laboratério (dada as mesmas
condigoes de operacao). Dada a hipdtese (1) deste segundo cendrio, tem-se que a
equipe de engenharia deve, primeiramente, enveredar pelos Passos 2, 3 e 5 repre-
sentados, de forma ilustrativa, nas Figll.2] e E, desta forma, a equipe de
engenharia terd em maos, para cada instante de tempo ¢, um conjunto de respostas
possiveis representando, assim, o nivel de incerteza das predigoes para o instante ty,.
Este conjunto de respostas possiveis foi obtido a partir de uma funcao de densidade
de probabilidade priori, adotada para descrever o parametro incerto p, e utilizando
um esquema como o descrito no Passo 3 o qual esta representado, de forma ilus-
trativa, na Fig[[3. J4 com relacdo a hipétese (2) deste cendrio, tem-se que estas
informagoes podem ser resumidas em cada instante tj, para fins de visualizagao,
utilizando-se um valor médio e uma barra de erros. Nestas novas condigoes, uma
forma de se avaliar o nivel de proximidade entre os dados experimentais e a previsao
de um modelo deterministico seria a partir de um grafico no qual a regiao delimi-
tada entre as curvas espessas corresponde ao envelope probabilistico das previsoes
do modelo estocéstico e a resposta experimental é representada a partir de um valor
médio e uma barra de erros associada. A construcao do envelope de probabilidade
é feita a partir do cdlculo dos percentis (ver secao [Z10).

A quantidade de informagoes aumenta quando o envelope probabilistico do mo-
delo computacional estocastico é tracado e barras de erro, relacionadas aos erros
de medicao, sdo inseridas para os pontos experimentais. Retornando a Fig[l7(a),
observamos que esta mostra boa correspondéncia entre previsao do modelo e dados
experimentais. A equipe de engenharia diria, provavelmente, que as informagoes
contidas na Fig[l.Tla) dao indicios favoraveis ao uso modelo computacional para
a realizacao de andlises diversas. Entretanto, para duas situagoes extremas, ilus-
tradas a seguir, fica evidente que informagoes extras podem mudar a conclusao da
equipe. Observe as Figs[If(b) e (¢). A Fig. [’(b) considera erros experimentais
grandes, o que significa que os dados experimentais nao podem ser aceitos, e, con-
sequentemente, nao se pode validar o modelo numérico. J& a Fig. [[7(c) considera
incertezas grandes no modelo computacional, indicando que nao se pode fazer uma
previsao razoavel com o modelo numérico proposto. Nao seria possivel chegar a
essas conclusoes se informacoes adicionais, relacionadas aos erros da medigao e do
modelo, nao fossem levadas em consideracao.
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Figura 1.7: (a) Resposta do modelo deterministico (-) junto com a resposta ex-
perimental (o), (b) resposta experimental com o erro das medigoes e (c¢) envelope
probabilistico do modelo estocastico.

1.6 Organizacao do livro

Este livro estd organizado da seguinte forma. No CapituloP] algumas definigoes
da teoria da probabilidade, tais como variavel aleatéria e fungao densidade de pro-
babilidade, sao introduzidas. Além disso, uma breve explanacao sobre o método de
Monte Carlo é feita, e algumas formas de analisar uma amostra aleatéria, tais como
histograma e quantis, sao definidas.

No CapituloBl um problema envolvendo um sistema mecanico estatico com um
grau de liberdade (f = k d) é considerado, onde se deseja obter uma estimativa para
o parametro de rigidez k. Além disso, um problema nao-linear também é analisado,
onde ¢ discutido o problema de erro de modelagem.

No Capitulo[d um problema envolvendo um sistema dindmico com um grau de
liberdade é tratado tanto no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia.
A taxa de amortecimento, assim como a frequéncia natural dos sistemas, sao con-
sideradas incertas, e seus valores sao estimados a partir de dados simulados.

No Capitulo Bl a metodologia Bayesiana é inicialmente aplicada ao sistema
mecanico estdtico analisado no Capitulo B e, em seguida, ao problema que uti-
liza dados experimentais de uma viga engastada. O modelo adotado para a viga
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é o de Timoshenko e as equagoes governantes do sistema, na forma discreta, sao
obtidas pelo método dos elementos finitos.
O Capitulo [0l faz um desfecho para o livro com algumas conclusoes.
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Capitulo 2

Definicoes

Neste capitulo serao introduzidas as defini¢oes que serao usadas ao longo do texto.
Para uma leitura mais aprofundada sobre probabilidade, variaveis aleatdrias e pro-
cessos estocdsticos, recomenda-se a leitura dos livros de Cataldo [§] e de Papoulis
e Pillai [27]. Sobre o método de Monte Carlo recomenda-se a leitura dos livros de
Rubstein e Kroese [32] e de Robert e Casella [31]. Vale notar que diversos tépicos,
apesar de importantes, nao estao no escopo deste livro. Por exemplo, o teorema
central do limite e convergéncia de variaveis aleatorias.

2.1 Variavel aleatoria

Seja € o conjunto amostral de um experimento, i.e., conjunto de todos os re-
sultados possiveis de um experimento. Uma variavel aleatoria X : 2 — R é uma
funcao X = X (w) que associa um nimero real para cada elemento w € €.

2.2 Distribuicao de probabilidade

A funcao cumulativa de probabilidade da variavel aleatéria continua X, deno-
minada F(z), é tal que:

F(z) =P(X <ux), (2.2.1)

sendo P(X < z) a probabilidade de X < z. A fungdo cumulativa de probabilidade
é uma fungao nao-decrescente que tem as seguintes propriedades:

0<F(z)<1 , lim F(z)=0 , lim F(z)=1. (2.2.2)
Tr—r—00 Tr—r 00

Usualmente usamos a funcao densidade de probabilidade (pdf) de X, denomi-
nada 7(x), definida como segue:

dF(x)
= 2.2.3
n@) = =2, (223)
onde a probabilidade de X < a pode ser obtida como segue
P(X <a)= / 7(x) de, (2.2.4)

e, consequentemente
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Fla) = / (z) da. (2.2.5)

A funcao densidade de probabilidade 7(x) tem as seguintes propriedades:

w(x) >0 e /+OO m(x)dr =1. (2.2.6)

— 00

2.3 Distribuicao conjunta

Dadas duas variaveis aleatérias X e Y, a funcao de densidade de probabilidade
conjunta das varidveis X e Y, denominada 7(X,Y), é tal que P(X < a,Y < b) é
dada como segue:

P(X <a,Y <b) = /:l /b m(z,y)dedy. (2.3.7)

A funcao densidade de probabilidade marginal das variaveis X e Y, denominadas
respectivamente como 7(z) e 7(y), sao definidas a seguir

+oo

(z) = / (e y)dy | (2.3.8)
+oo

m(y) =L m(x,y)dx . (2.3.9)

2.4 Valor Esperado e Variancia

O valor esperado de uma varidvel aleatéria X, denominado E[X], é definido

Ccomo segue
—+oo

E[X] = / xm(x)de (2.4.10)

— 00

o valor esperado é o valor médio da variavel aleatéria. Uma medida muito usada
para se obter a dispersao de uma variavel aleatéria X é denominada variancia,
Var[X], que é definida como segue

e 2
Var[X] = o% :/ (x — E[X])* m(z)dz . (2.4.11)

— 00

Dadas duas varidveis aleatérias X e Y, com distribui¢do conjunta m(z,y), o valor
esperado da varidavel X é dado como segue

+oo +oo
E[X] = /_ /_ x7(z,y)dydx , (2.4.12)

e a variancia de X é dada como segue

+oo +oo
Var[X] = L L (z — B[X]))? n(z, y)dzdy . (2.4.13)

note que a Eq. ([Z3.38) foi usada nas duas dltimas equagoes.
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2.5 Probabilidade Condicionada

A probabilidade condicionada é escrita como P(A|B). Essa é a probabilidade
do evento A condicionada a ocorréncia do evento B. Se os eventos A e B sao
independentes, P(A|B) = P(A), ou seja, o conhecimento do evento B nao muda
a probabilidade de ocorréncia do evento A. Podemos escrever o valor esperado da
variavel aleatéria X, condicionada a Y = y, como segue

+oo
E[X]y] = / er(aly) dz. (2.5.14)

— 00

Por fim, a variancia da variavel aleatéria X, condicionada a Y = y é dada como
segue
—+oo
Var|X|y] = Uily = / (z — E[X|y])? w(z|y) dz . (2.5.15)
— 00
Com relagao aos problemas que envolvem um conjunto de variaveis aleatérias
{X,Y,Z, W ...}, estes demandam o uso de fungdes de densidade de probabili-
dade conjunta 7(z,y, z,w,...) envolvendo todas as varidveis as quais possibilitam
o calculo do valor esperado, valor esperado condicional, variancia e variancia con-
dicional de maneira andloga as apresentadas para func¢oes de duas varidveis.

2.6 Regra de Bayes

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias, a Regra de Bayes permite relacionar
m(xly) e m(y|z) como segue

o) nlz) (2.6.16)

wlaly) = TS

Essa regra serd explorada no capitulo

2.7 Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo [32], ou simulagoes de Monte Carlo, é um método
para aproximar resultados de problemas estocdsticos (ou probabilisticos) usando a
geracao de variaveis aleatérias, campos aleatérios ou processos estocéasticos. Ele
¢ um método nao-intrusivo, ou seja, nao ha a necessidade de modificar o modelo
computacional deterministico utilizado.

Considere, por exemplo, que se queira levantar as caracteristicas estatisticas de
uma varidvel de projeto de interesse Z = ¢(Y'), onde Y é uma varidvel aleatéria cuja
fungéo densidade de probabilidade é conhecida e dada por 7(y). Em particular, no
caso do valor esperado de Z temos que

B(Z) = [ 2n()d = [ o) { / w(z,y>dy} &= [ o) wwdy (2717)
Yo

=r(2) (ver Eq239)

Destaca-se o fato de que, para a grande maioria das andlises de projeto, as integrais
presentes na Eq.(Z7T7) nao possuem solucao fechada. Por um lado, tem-se que
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os mapeamentos Y — ¢(Y) sdo, geralmente, ndo-lineares. Por outro, tem-se que a
distribui¢ao 7(z) = [ 7(z,y) dy nao possui, geralmente, uma solu¢ao fechada.

O Método de Monte Carlo fornece aproximagoes para integrais como as apresen-
tadas na Eq. 2717). O algoritmo bdsico para a simulagao de Monte Carlo pode
ser resumido como apresentado no Algoritmo (I)):

Algoritmo 1 Calculo do valor esperado de Z = g(Y').

- % Gerando realizacoes da varidvel aleatéria Z;

r=20

: For j =1 to Ny

r=r+1;

Gere uma realizacao y") da varidvel aleatéria Y a partir de 7(y) ;
Simule o modelo computacional para calcular z(") = g(y(r));
Arquivar a realizacao y(");

: End

%

: %Gerando uma aproximacao do valor esperado

: Calcular o valor esperado utilizando a Eq. (27.18).

© P NPT W

= =
= o

As N, realizacoes {z(1), ..., 2(Nme)} da varidvel de interesse sao utilizadas para
aproximar a integral em (Z7.17) como segue

2

N,

3

1 c
(r) 2.7.1
N g(y'"”’) (2.7.18)

1 € r=1

1 m
ch

T

E[Z] ~ z = 2 =

na qual os termos contendo os somatérios correspondem ao estimador do valor
esperado E[Z]. Com relagao & variancia de Z, uma aproximacao para a mesma
pode ser obtida como segue

02~ 8= g Z:: (z“) - 5)2 (2.7.19)

na qual o termo contendo o somatério em questao corresponde ao estimador para
a variancia da varidvel aleatéria Z. Destaca-se que, na plataforma Matlab©, dado
um conjunto de realizagoes {z(l), ceey Z(N)}, os estimadores do valor esperado e da
variancia sao obtidos com as funcoes mean e var, respectivamente.

2.8 Coeficiente de variacao

O coeficiente de variacao C'V,, da varidvel aleatéria Y é o adimensional definido

como segue
Oy

E[Y]

o qual nos fornece uma medida do nivel de dispersao da variavel Y. A titulo de
ilustracao, consideremos, por exemplo, a analise de trés variaveis aleatérias Xq, Xo
e X3 tais que Xy ~ N (1,1), Xo ~ N(1,3%) e X3 ~ Weibull(k = 1,A = 1). Ao
longo do texto, adota-se a notagdo W ~ (u., 0% ) para especificar que a varidvel
aleatdria W segue uma distribuicdo Normal/Gaussiana com média p,, e varidncia

2
Oy~

cv, = (2.8.20)
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Figura 2.1: Trés pdfs e seus respectivos CV. X7 ~ N (1,1), Xo ~ N (1,32) e X3 ~
Weibull(k =1, =1).

As distribuicoes de X7, X5 e X3 foram escolhidas de forma que E[X;] = E[X3] =
E[X3]=1lequeox, =ox, =1eox, =3. A Fig.([2])) apresenta a funcao densidade
de probabilidade (pdf) destas trés varidveis aleatérias assim como seus respectivos
CVs. A Fig.([22)) apresenta 200 realizagoes obtidas a partir das trés pdfs em questao.
Por fim, sugere-se que o leitor analise as Fig.([2.1]) e (Z2)) simultaneamente e procure
correlacionar informagoes presentes nas duas figuras, tais como o suporte das pdfs,
o intervalo no qual as realizac¢oes se encontram e os CVs.

A anadlise isolada dos coeficientes de variagado de uma variavel aleatéria nos for-
nece uma medida do nivel de dispersao desta varidvel como vimos nas Fig.(21]) e
[@2). Entretanto, para fins de projeto, a andlise relativa entre coeficientes de va-
riagao é capaz de nos trazer ainda mais informacoes. Em principio, a ideia consiste
em avaliar a razdo entre o C'V, da resposta fornecida por um modelo Z = ¢g(Y) e o
CV, da varidvel de projeto de entrada Y, ou seja

C‘/saida o C‘/z
O‘/entrada B CVy

(2.8.21)

Por fim, objetivando-se avaliar o impacto da incerteza de um conjunto de entra-
das/parametros de projeto {¥1,...,Y,} na resposta do modelo Z = g(Y1,...,Y,),
a equipe de engenharia poderia, por exemplo, num estdgio inicial, avaliar o impacto

isolado de cada parametro a partir da andlise dos quocientes {CC‘YZ yeees CC‘YZ 1.
Y1 Yp
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Figura 2.2: Realizacdes obtidas a partir de m1(z) ~ N(1,1), ma(x) ~ N(1,32)
e ma(x) ~ Weibull(k = 1,A = 1). Para cada uma das 200 amostras (eixo das
abscissas) corresponde uma realizacao da varidvel aleatdria (eixo das ordenadas).



Definigoes 19

2.9 Histograma

Uma forma de visualizar as amostras de uma variavel aleatoria é a partir de um
histograma; funcao hist do Matlab®. Para construir um histograma define-se in-
tervalos igualmente espagados, sem sobreposicoes, no dominio da variavel aleatoéria.
Depois, contabiliza-se as observacoes que foram obtidas para cada um desses inter-
valos. O histograma também é conhecido como diagrama de frequéncias, pois mede
a frequéncia das observacoes em cada intervalo.

Por exemplo, seja X ~ A(10,2). No Matlab© pode-se utilizar as seguintes
linhas de comando para gerar o histograma da varidvel aleatoria X:

close all;
X=normrnd(10,2,1000,1);
hist (X)

O resultado é mostrado na figura (Z3h). Observe como a forma do histograma
se aproxima da curva Normal. Entretanto, o histograma nao estd normalizado, ou
seja, a integral no dominio da varidvel aleatéria nao vale um. Também é possivel
modificar o nimero de intervalos no dominio através das linhas de comando:

close all;
X=normrnd(10,2,1000,1);
hist(X,100)

Veja figura ([23b).

2.10 Quantil e percentil

Quantis sao pontos determinados no dominio da varidvel aleatéria que dividem
um conjunto de observagoes em grupos de mesmo tamanho. Q-quantis sao valores
que particionam um conjunto finito em Q subconjuntos de aproximadamente mesmo
tamanho. Em alguns casos o valor do quantil pode nao ser determinado unicamente.

Os 100-quantis sdo chamados de percentis. Por exemplo, considere X ~ A(10, 2).
No Matlab®© pode-se gerar uma amostra com 1000 observacoes dessa varidvel aleatéria
utilizando as linhas de comando:

X=normrnd(10,2,1000,1);
prctile(X,1)

as quais retornam 5.51 (ponto abaixo do qual se tem apenas 1% das amostras),
e o comando pretile(X,99) retorna 14.18 (ponto abaixo do qual se tem 99% das
amostras). Ou seja, 98% das observagoes estao dentro do intervalo [5.51,14.18].

Os percentis sao usados para construir o envelope probabilistico de uma funcao
aleatéria (ver exemplos dos capitulos [ e ().
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Figura 2.3: Histogramas de 1000 observagoes de X ~ A(10,2). (a) dominio dividido
em 10 intervalos e (b) dominio dividido em 100 intervalos.



Definigoes 21

2.11 Nomenclatura

Nos proximos capitulos algumas aplicacoes serao analisadas com o objetivo de apre-
sentar, de forma gradativa, os conceitos béasicos de quantificacao de incertezas e
identificacao. Desta forma, objetivando-se uniformizar a apresentacao nos capitulos
seguintes, adotou-se a seguinte nomenclatura ao longo do texto:

e z: letra minuscula simples denota um valor escalar.

e X: letra maifuscula simples denota uma varidvel aleatéria escalar, ou seja

X:O—=R

e X: letra mafuscula em negrito denota um vetor de varidveis aleatérias, ou
seja, X : Q= RN

e [X]: letra mafuscula em negrito e entre colchetes denota uma matriz de
varidveis aleatérias, ou seja, [X] : 2 — RYV*M

Caso exista alguma excecao que serd aplicada a um dado problema, a mesma sera
introduzida ao longo do texto.

Exercicios

Exercicio 1: trace o grifico da fun¢ao densidade de probabilidade de uma varidvel
aleatoria Uniforme, w(x) = 1 para x € [1,2] e w(x) = 0 caso x ndo esteja nesse
intervalo. Calcule a fung¢ao cumulativa e trace o grdfico.

Ezercicio 2: considere as fungoes de densidade de probabilidade mostradas na

figura (Z7), e (a) escreva as expressoes de fx,, fx, € fx,, (b) calcule a média e a
variancia das varidveis aleatorias.

fxl fX2 fX:x

R ’ ,\

R 2 2 2 2

Y

Figura 2.4: Funcoes densidade de probabilidade triangulares.

Exercicio 3: gere N realizacdes de uma varidvel aleatéria Z ~ N(u.,o?) utili-
zando o comando randn no Matlab®. Calcule o valor esperado e a varidncia de Z
utilizando os comandos mean e var. Analise os resultados avaliando os valores #i e
S2 . .
~5. Repita o processo com o mesmo valor de N e compare com o resultado anterior.

z

Exercicio 4: gere N realizacdes de uma varidvel aleatéria Z ~ N(u.,o?) utili-
zando o comando randn no Matlab®. Obtenha o histograma a partir do conjunto
de N realizagées utilizando o comando hist no Matlab®. Refaca a andlise com ou-

tro conjunto de N realizacoes e compare os histogramas. Considere, por exemplo,
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andlises com N = 10, N = 100, N = 1000. Compare o resultado obtido com a
curva analitica da funcdo densidade de probabilidade. Dica: normalize o resultado
do histograma para poder fazer a comparag¢ao.

Exercicio 5: gere 1000 realizagoes da varidvel aleatoria Z ~ N (10,4) utilizando
o comando normrnd no Matlab®. Calcule o 1° e 0 99° percentil usando a funcdo
pretile. Calcule novamente os percentis a varidvel aleatdria Z ~ N(10,1).



Capitulo 3

Problema Estatico

Neste capitulo serd considerada a andlise de um sistema elastico trabalhando em
regime estdtico. Em regimes de operagao para os quais a hipétese de linearidade
¢é valida, a relagao entre o deslocamento d do componente quando o mesmo esta
sujeito a uma forca aplicada f é dada pela Eq. 3.0.1).

f=kd, (3.0.1)

sendo k a rigidez do componente.

Estruturas de modelo da forma mostrada na Eq. (B0J) descrevem tanto a
relagao entre o deslocamento de uma mola e a forga aplicada a mesma, quanto a
relagao entre o deslocamento e a forga em corpos sujeitos, por exemplo, a tragao
pura.

exp
_F

1T

K =
‘E_‘ d Dados

Sistema fisico

K
\

Figura 3.1: Ensaio do componente mecanico B.

Considere um ensaio mecanico como o representado, de forma ilustrativa, na
figura (3I). Suponha que, apds as devidas andlises, verifica-se que um modelo da
forma da Eq. @B.0J) descreve de forma acurada o comportamento mecanico do
componente mecanico B. Adicionalmente, do ponto de vista da instrumentagao do
ensaio mecanico, existe a possibilidade de: (i) prescrever um histérico de desloca-
mentos {d(t1),...,d(tn)} e (ii) medir a forca de reagao do corpo B, aqui denominada
por {FP(t), ..., FP(tn)}.
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Vale ressaltar o fato de que todos os processos de observacao tém como saida uma
variavel incerta. A incerteza estd associada aos procedimentos de medicao, técnicas
de processamento, efeitos do ambiente, efeitos de contorno etc. Desta forma, com o
intuito de modelar estes efeitos, considere que a relacao entre a forca medida F“*P
e o deslocamento prescrito d possa ser representada pelo modelo de observacao com
erro aditivo dado pela Eq. (B.02)

F¥P = kd+uv, (3.0.2)

na qual v é uma variavel aleatoria que descreve os erros de medigao. Em particular,
considera-se que v é uma variavel aleatoria com distribuicao normal, média nula e
com variancia 03, ou seja, v ~ N (0, 03).

E importante registrar que esse modelo probabilistico proposto para o ruido de
medigao servird apenas para gerar um conjunto de dados F**P que serd usado na
identificacdo do parametro do modelo. A estratégia de identificagdo aplicada neste
capitulo é deterministica, pois o procedimento para a estimagao de k£ nao envolve
esse modelo probabilistico (ver secao [[3).

Do ponto de vista da implementacao de cddigos computacionais que deman-
dem o uso de uma variavel aleatoria X, estes podem ser construidos fazendo-se
uso de fungoes equivalentes a geradores de nimeros aleatorios. Por exemplo, a pla-
taforma Matlab®© possui funcoes para gerar niimeros aleatérios com distribuicao
normal e distribuicao uniforme, entre outras. Desta forma, um conjunto de rea-
lizagoes { X W x@ .} da varidvel aleatéria X pode ser gerado dentro dos cédigos
computacionais a partir destes geradores de ntmeros aleatérios. Sugere-se, por
exemplo, que o leitor leia o help das funcoes randn e rand no Matlab® e verifique
as caracteristicas e detalhes destas funcgoes.

A figura (B2) apresenta quatro realizagdes por experimento da forga F'¢*P ge-
radas a partir do modelo mostrado na Eq. (B:0.2). Repare que o cddigo utilizado
para gerar os dados do experimento 1 e do experimento 2 é o mesmo; veja codigo
3.1 do Anexo[AJl Entretanto, os pontos denominados experimentais sao diferentes
nos dois graficos gerados, como pode ser observado na figura.

Ainda com relagao ao ensaio mecénico apresentado na figura (1)), uma situagao
bastante corriqueira é aquela na qual a equipe de engenharia busca informagoes
acerca da rigidez k do componente. Esta busca pode se dar porque o componente
B foi fabricado com um material com propriedades que nao estao tabeladas, ou
até mesmo porque o material possui certo nivel de heterogeneidade e, desta forma,
busca-se estimar um valor de rigidez k£ equivalente, por exemplo.

Primeiramente, o valor do parametro da rigidez k sera estimado a partir do
conjunto de dados {d(t1),...,d(tn)} e {F*P(t1),..., F*P(tyx)} usando o método
dos minimos quadrados. Essa estratégia ¢ deterministica e o estimador que serd
obtido é pontual (ver ser¢ao [[3]). Para tal, considere a organizacao dos dados na
forma vetorial como mostrado na Eq. (3.0.3)

dy FP
dy FP

Clk=| : (3.0.3)
dy FSP

onde adotou-se a notagao simplificada F*P(t,.) = F¢*P e d(t,) =d,,r=1,2,...,N.
A Eq. B03) pode ainda ser reescrita como segue

[Alk = Feer (3.0.4)
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Figura 3.2: Modelo de referéncia com quatro pontos experimentais para a forga.

onde
dq FyeP
doy F5'P
[A] = . e FP = . . (3.0.5)
dn Fﬁ,mp

Optou-se por usar a notagao matricial [A] para considerar o caso mais genérico, em
que mais de um paramero deve ser estimado e [A] tem mais do que uma coluna. O
sistema linear apresentado na Eq. (3.0.4)) pode ser resolvido através do método dos
minimos quadrados como segue

k= ([AT[A) AT Feer (3.0.6)

na qual adota-se a convengao k para denotar a estimativa do parametro k. Repare
que o valor estimado da regidez k depende da observacao do conjunto de dados ex-
perimentas F¢*?. Cada conjunto de dados experimentais origina um valor estimado
diferente. A expectativa é que, para um numero suficiente grande de dados experi-
mentais, o valor do parametro estimado tenha pouca variagao. Os testes numéricos
vao ajudar a verificar essa expectativa.

As figuras e [B4] apresentam resultados da identificacdo do parametro de
rigidez k para cendrios contendo N = 4 pontos de medi¢ao e N = 20 pontos de
medicao, respectivamente. Veja cddigo 3.2 do Anexo [A]]

Destaca-se neste ponto o fato de que, neste problema, o aumento do nimero de
pontos medidos de 4 para 20 levou a uma estimativa da rigidez k capaz de gerar
uma resposta do modelo mais proxima da resposta de referéncia.

Os autores sugerem que o leitor utilize o cédigo 3.2 do Anexo [A.]] para avaliar
a estimativa da rigidez k variando-se o ntimero de pontos N e o nivel de ruido nos
dados. O leitor deve estar atento ao fato de que, mesmo quando se fixa N = N’

e 0, = o/,, em cada nova simulagdo os componentes do vetor v = {vy,...,vx}7
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Figura 3.3: Modelo de referéncia com 4 pontos experimentais para a forca, junto
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Figura 3.4: Modelo de referéncia com vinte pontos experimentais para a forga, junto
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Figura 3.5: Modelo nao-linear com quatro pontos experimentais para a forca, junto
com o resultado do modelo linear calibrado.

assumem valores distintos e, consequentemente, os componentes de F¢"P também
vao mudar de um experimento para outro.

Usualmente o modelo escolhido para descrever o comportamento de um sistema
em analise nao é capaz de reproduzir perfeitamente os fenénemos observados. Con-
sidere, por exemplo, que a relagao observada entre o deslocamento d do corpo B e
a forca f seja dada por uma relacao nao-linear h : d — f, ou seja

f=hd;k,....knp) (3.0.7)

na qual os parametros {ki,...,kxp} s@o parametros necessirios para descrever o
comportamento fisico do sistema. O que aconteceria, por exemplo, se o compor-
tamento mecanico do sistema B fosse representado adotando-se um modelo linear
(ou linearizado) equivalente com estrutura dada por f = ke,d 7 Ainda, o que
pode-se dizer a repeito de estimativas ]Afeq desta rigidez equivalente 7 A seguir é
apresentado um exemplo no qual o modelo utilizado nao descreve de forma acurada
o comportamento fisico do sistema.

Considere uma situacao para a qual a relagao entre o deslocamento d do com-
ponente B e a sua forca de reacao f seja descrita de forma acurada por um modelo
ctibico como apresentada na Eq. (B0.8)

f=h(d; k1, ko) = kod + k1d®, (3.0.8)

na qual k1 e ko sao parametros de rigidez. Entretanto, suponha que a equipe de
engenharia optasse por adotar um modelo preditivo linear para descrever o com-
portamento mecéanico de B. Ou seja, a formulagdo apresentada nas Eqs. [B.0.3] a
B06) serao utilizadas. Isto é, do ponto de vista pratico, busca-se uma estimativa
para a rigidez equivalente k., do modelo adotado f = k.4 d.

As figuras (B3] e (30) apresentam realizagoes para cendrios contendo N=4 e
N=20 pontos de medicao, respectivamente. Veja cédigo 3.3 do Anexo [A]]
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Figura 3.6: Modelo de referéncia com vinte pontos experimentais para a forga, junto
com o resultado do modelo linear calibrado.

Os resultados da identificacao indicam uma boa aproximacao entre a reposta
medida e a resposta fornecida pelo modelo. Note que, para esta analise em parti-
cular, o regime de operacao do sistema B (d < 2) permitiu a ado¢ao de um modelo
linear equivalente sem maiores prejuizos referentes a acuracia das predigoes. En-
tretanto, o dominio de aplicacao do modelo linear equivalente fica dependente do
regime de operacao do sistema B. Ou seja, a validade das predigoes fornecidas pelo
modelo equivalente pode cair para situacoes de operacao nas quais o deslocamento
d nao se encontre dentre da faixa indicada na figuras B3] e (36).

Considere, por exemplo, os mesmos procedimentos para a estimagao da rigidez
equivalente k., agora com um cendrio no qual o deslocamento d € [0,4]. As figuras
B e B.8) apresentam os resultados da identificagdo para N=4 e N=20 pontos de
medigao, respectivamente. Nas figuras (B.7)) e (B8] verifica-se que, para o intervalo
0 < d < 4, existe um certo nivel de discrepancia entre as predicoes fornecidas
pelo modelo equivalente e os dados experimentais. Diante deste cenério, a equipe
de engenharia deve tomar uma decisao a respeito dos procedimentos futuros, tais
como a adocao de uma nova estrutura de modelo e refazer as anélises ou até mesmo
considerar que as discrepancias observadas estao dentro de uma faixa considerada
como aceitavel para fins da aplicacdo de interesse. Independente da escolha, o
comportamento nao linear de B nao poderd ser ignorado dependendo das condigoes
de operagao do componente.

Exercicios

Ezercicio 1: execute algumas vezes o cédigo 3.2 do Anexol[A 1l variando o nimero
de pontos N e o desvio padrao da medi¢cdo. Avalie a variacdo dos resultados obti-
dos, dependendo da amostra de for¢a sorteada.
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Figura 3.7: Modelo de referéncia com quatro pontos experimentais para a forca,
junto com o resultado do modelo linear calibrado.
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Figura 3.8: Modelo de referéncia com vinte pontos experimentais para a forga, junto
com o resultado do modelo linear calibrado.
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Exercicio 2: execute algumas vezes o c¢édigo 3.8 do Anexol[A 1l com o mimero de
pontos N = 10. Calcule o erro médio quadrdtico entre a previsao do modelo linear
e os experimentos simulados a partir da relagao nao linear. Verifique como esse
erro aumenta na medida em que o dominio de d aumenta.

Exercicio 3: execute 10 vezes o cédigo 3.2 do Anexo[A 1l com o nimero de pontos
N = 3 e guarde os 10 resultados estimados para a rigidez. Calcule a variancia dessa
amostrade da rigidez. Refaca esse cdalculo com N = 10.



Capitulo 4

Problema Dinamico

Neste capitulo serao consideradas analises de propagacao de incertezas e identi-
ficacao a partir de um modelo dinamico. Considere, por exemplo, o componente
mecanico B representado de forma ilustrativa na figura (£1). Adicionalmente, su-
ponha que, a partir da avaliagao das condigoes de operagao de B, a equipe de
engenharia conclua que a adogao de um modelo discreto com 1 GDL seja razodvel
para as analises de projeto. Desta forma, a equagao de movimento do sistema B é
dada como segue

mi(t) + ci(t) + ka(t) = f(t), (4.0.1)

sendo m a massa, ¢ o coeficiente de amortecimento, k a rigidez do sistema, e f a
forca de excitagao.

MODELO

DX
[}
1

k

NN

SISTEMA FISICO C

Figura 4.1: Sistema mecanico dinamico.

A seguir serao apresentadas andlises utilizando-se dados do comportamento do
sistema no dominio do tempo e no dominio da frequéncia.
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4.1 Analise no dominio da frequéncia

As andlises no dominio da frequéncia serdo feitas utilizando-se a Fungdo de
Resposta em Frequéncia (FRF) do sistema. Aplicando a transformada de Fourier

na Eq. (L0J), obtém-se

(—w’m 4 wej + k)E(w) = fw), (4.1.2)

sendo j = v/—1 e Z(w) a notagao adotada para a transformada de Fourier da fungao
x(t). A FRF do sistema h(w) é obtida a partir da razdo entre a transformada
de Fourier da saida do sistema Z(w) e da transformada de Fourier da entrada do
sistema f(w), ou seja

h(w) = == = (—w’m+wcj + k)" = — [(wp — w?) + 2¢wnwj] -t (4.1.3)

1
fw) m
sendo w,, = \/k/m a frequéncia natural do sistema nao amortecido e ¢ = ¢/(2mwy,)
o fator de amortecimento modal do sistema.

Primeiramente serd investigado o efeito de incertezas no parametro ¢ na resposta
do sistema. Desta forma, ¢ serda modelado como uma variavel aleatoria =. Como
consequéncia, o deslocamento do sistema, para um dado instante ¢ = ¢4 retorna
uma variavel aleatéria X (¢, (). Ademais, dada a definigao da FRF do sistema, esta
também retorna, para cada frequéncia w = w,, uma varidvel aleatéria H (w,, ().
Com relacao a FRF, de forma geral, tem-se que:

X(w, =) 1 9 9 - q-1
f(w) — [(wn W)+ 22w, LUj] . (4.1.4)

Observe que a Eq. (@I4) representa o modelo probabilistico completo do sis-
tema. Entretanto, diante do interesse de se determinar, por exemplo, o valor médio
ou a variancia de H(w,.), faz-se necessario levantar informagoes acerca do parametro
incerto Z. A seguir considerar-se-a4 uma distribuicao para = e serd feita a andlise
do impacto da incerteza no coeficiente de amortecimento modal ¢ sobre a FRF
do sistema mostrado na figura (I). Veja cédigo 4.1 do Anexo Esse codigo
principal usa o cédigo secundario 4.2 para calcular a FRF.

A Fig. apresenta N, = 400 realizagoes de Monte Carlo para a FRF H(w, )
na qual o fator de amortecimento modal foi modelado como sendo uma variavel
aleatéria com distribuigdo uniforme, mais precisamente = ~ UNITF(0.05,0.20). A
curva vermelha mostra o resultado fornecido pelo modelo para o menor valor do fator
de amortecimento (¢ = 0.05) e a curva verde o resultado para o maior (¢ = 0.20).
A Fig. mostra o valor esperado de |H (w, Z)| e o envelope de probabilidade de
98%, estes tltimos sendo uma forma mais compacta de apresentar o resultado do
conjunto de 400 realizacoes. A construcao do envelope de probabilidade é feita a
partir do cdlculo dos percentis da amostra de X (t) (ver segao [Z10)).

Objetivando-se mensurar, de forma resumida, o impacto da incerteza de uma
variavel de projeto Y na resposta fornecida por um modelo Z = ¢(Y), a equipe
de engenharia deve escolher uma métrica adequada. Por exemplo, uma alternativa
interessante pode ser a utilizacao de analises envolvendo o coeficiente de variagao
das varidveis aleatorias envolvidas. Veja a definicao do coeficiente de variacao no
capitulo

H(w,=)
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Figura 4.2: FRF aleatoria, considerando incerteza no fator de amortecimento modal

2 ~ UNIF(0.05,0.20).

0.2 - -média
—98% envelope de probabildade

0.15¢

0.1;

[H| [m/N]

0.05¢

0 5 10 15
w [rad/s]

Figura 4.3: FRF aleatoria, considerando incerteza no fator de amortecimento modal

= ~ UNIF(0.05,0.20).
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Figura 4.4: Coeficiente de variacao da resposta, considerando incerteza no fator de
amortecimento modal = ~ UNIF(0.05,0.20) e com C'V; = 0.35.

No caso do problema em questao, dada a escolha feita para a distribuicao do
fator de amortecimento modal como sendo Z ~ UNIF ((min; Gmaz ), tem-se que C'V¢
possui solugao analitica dada como segue

2 (Cmaz - szn)
\/ﬁ (<mzn + Cma;ﬂ) .

e, para a distribuicéo escolhida, tem-se que C'V; = 0.35. Por fim, considere, a seguir,
as andlises das realizagoes da FRF do sistema apresentado na Fig.(@1]).

A Fig. FEA4 mostra o coeficiente de variacao da FRF na banda [0, 15] rad/s.
Note que apenas em uma estreita banda de frequéncia, [7.7,8.3] rad/s, hd uma
amplificagao da incerteza, ou seja, a incerteza da resposta é maior do que a incerteza
do fator de amortecimento modal . Do ponto de vista do comportamento mecanico
do sistema observa-se que, a partir das Fig.([@2) e (€3], o mesmo opera em regime
aproximadamente quase estdtico no intervalo w € [0,4] rad/s e, desta forma, o fator
de amortecimento deve ter pouca influéncia na sua resposta dinamica. Este fato
pode ser comprovado na Figlfd] a qual mostra que o CV da FRF é menor do que
1% na banda de frequéncia [0,4] rad/s ao passo que o CV de = é 35%. A razao
entre o CV da FRF para qualquer frequéncia w € [0,4] rad/s e o CV de = é menor
ou igual a 0.029.

Agora considere o interesse na anélise da FRF avaliada em uma dada frequéncia
w’. Considere, por exemplo, w’ = 7.4 rad/s nas FRFs apresentadas nas Fig.([@2) e
([E3). Diante do conjunto das realizagdes {H(w’,¢M), ..., H(w', (Nme))}, a equipe
de engenharia pode optar tanto por uma andlise através das estatisticas apresenta-
das nas Eq.(Z7I8) e (Z7Z19), por exemplo, ou optar por uma estratégia de anélise
que fornega informagoes aprorimadas acerca da distribuicao da variavel aleatéria
H(w',Z). Neste contexto, uma possibilidade é a andlise do histograma do valor
absoluto das realizagoes { H(w',¢™M), ..., H(w',((Nme))},

A Fig. mostra o histograma da FRF em «’ = 7.4 rad/s. Repare que o

CVe = (4.1.5)
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Figura 4.5: Histograma da FRF em w = 7.4 rad/s, considerando incerteza no fator
de amortecimento modal = ~ UNIF(0.05,0.20).

suporte do histograma apresentado na Fig.([LH) deve representar as informagoes
presentes na Fig.([@2]) em w’ = 7.4 rad/s. Com relagdo & transformacao da varidvel
aleatdria de entrada = para a varidvel aleatéria de saida H(w’,Z), ressalta-se que
esta é nao linear. Note que o histograma da FRF em w’ = 7.4 rad/s é assimétrico,
ao contrario da distribuicao da varidavel aleatéria de entrada =, a qual é simétrica e
uniforme.

Um tépico importante nos processos de construcao de modelos em engenharia
estrutural é a descricao dos mecanismos de dissipagao do sistema. Em particular,
destaca-se o interesse na identificacao dos parametros de modelos utilizados na
descricao de amortecimento. Existem diversas técnicas populares para se identificar
o fator de amortecimento de um sistema mecanico tais como apresentadas no livro
texto de Ewins [14] e também técnicas para identificacao de amortecimento viscoso
como apresentadas no artigo de revisdo de Phani e Woodhouse [28]. Mas essas
técnicas estao fora do escopo deste livro,

Considere o interesse de se obter estimativas do parametro ¢ (taxa de amor-
tecimento) do sistema apresentado na Eq.([L{0T) a partir de medi¢oes da FRF do
sistema, aqui denominadas { H*"?(wy),. .., H**P(wy.)}. O conjunto de frequéncias
{wi,...,wn, } estd associado & resolucao em frequéncia do equipamento utilizado
para a medigdo. Veja c6digo 4.3 no Anexo Esse codigo principal usa os cédigos
secundérios 4.2 (para calcular a FRF) e 4.4 (para calcular o erro entre a previsao
numérica e a resposta experimental).

As andlises de identifi¢ao do parametro ( serdo feitas utilizando-se dados sintéticos.
Desta forma, aqui serd utilizada uma estratégia analoga a que foi utilizada no
Capitulo () para a geracao dos dados denominados experimentais. Dado um valor
especifico do fator de amortecimento modal (, a relacao entre a resposta do sistema
H({,w,) e a resposta denominada experimental foi obtida aqui a partir da relacao:

He(w,) = H(C,wr)(1+0.151,), (4.1.6)
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sendo v, ~ N(0,1). Note que a Eq.[@IH6) nao representa, de forma fidedigna, as
incertezas associadas aos dados experimentais para FRF. As estimativas de FRF's
sao obtidas a partir do processamento dos sinais de forga e de deslocamento medidos
no laboratério/campo [14].

Registra-se novamente que esse modelo probabilistico proposto para o ruido de
medigao servird apenas para gerar um conjunto de dados { H*?(wy), ..., H*P(wn.)}
que serd usado na identificacao do parametro do modelo. A estratégia de identi-
ficacao é deterministica, pois o procedimento para a estimacao de k nao envolve
esse modelo probabilistico (ver secao [[3).

Com relagao a identificagao de (, esta busca é formulada como um problema de
otimizagao dado como segue:

N.
¢ = argmingep » (|H (w,)| = [H(¢,wr)])?, (4.1.7)

r=1

sendo D o conjunto de busca vidvel para o parametro (. A minimizacao da fungao
apresentada na Eq.[@I1T) pode ser feita utilizando-se diferentes abordagens. Em
particular, no presente problema utilizou-se o método de Levenberg-Marquardt [25].
A funcéo Isqnonlin do Matlab®© foi utilizada para tal fim.

A Fig. mostra a FRF para o sistema de referéncia, o sistema estimado
e os dados sintéticos usados na identificacao. Os dados sintéticos foram gerados
considerando-se ("¢ = 0.125 e obteve-se f = 0.137, diferenca de aproximadamente
10%. Repare que o numero de pontos experimentais observados na Fig. é
pequeno, N.=10. A Fig. [L7 mostra a FRF para o sistema de referéncia, o sistema
estimado e dados sintéticos usados na identificacao, considerando-se, desta vez, um
conjunto com N, = 100 pontos experimentais. Obteve-se, entao, é = 0.1252, o que
leva a uma diferenca percentual entre ¢"¢f e é de aproximadamente 0.2%.

Do ponto de vista de andlise de projeto, poderia dizer-se que ambos os mo-
delos identificados e apresentados nas Fig.([d0]) e [@T) seriam aceitos pela equipe
de Engenharia. Entretanto, faz-se necessario destacar dois pontos neste momento.
O primeiro ponto refere-se as caracteristicas dinamicas do sistema descrito pela
Eq.(@0)), o qual apresenta apenas um modo de vibragao. Na prética, quase todos
os sistemas de interesse serao modelados utilizando-se varios graus de liberdade, o
que leva a FRF's contendo varios picos de ressonanicia e vales de antiressonancia. O
segundo ponto refere-se & estrutura do modelo preditivo H (¢, w,) utilizado no pro-
blema de minimizacao em [IT). Neste caso, a estrutura do modelo preditivo é a
mesma do modelo utilizado para gerar os dados sintéticos H*?(w,). Entretanto, na
prética, a equipe de Engenharia sempre vai se deparar com o fato de que o modelo
preditivo escolhido para a identificacao nao serd capaz de reproduzir exatamente
o sistema fisico analisado. Com relagao ao primeiro ponto, o capitulo [l apresen-
tara andlises de identificagao envolvendo um sistema com vérios graus de liberdade.
Com relagao ao segundo ponto, a seguir serd apresentada uma anélise preliminar de
identificao do parametro de amortecimento modal ¢ diante de incertezas no modelo
preditivo.

Considere a situacao para a qual os dados sintéticos sao gerados utilizando-se
¢ref = 0.125 e w'®/ = 8 rad/s e que a equipe de engenharia escolha um modelo
preditivo que supde que w, ¢ conhecido a priori e é adotado como sendo w,, = 7.2
rad/s. Ora, diante de um cendrio no qual existe um erro no modelo utilizado no
processo de estimagao, pode acontecer das curvas estimadas e os dados sintéticos
ficarem, de certa forma, deslocadas. Ademais, os parametros a serem estimados
irao carregar, provavelmente, o efeito do erro de modelagem através de estimativas
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Figura 4.6: FRF - sistema de referéncia, sistema estimado e dados sintéticos (10
pontos) usados na identificacao.
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Figura 4.7: FRF - sistema de referéncia, sistema estimado e dados sintéticos (100
pontos) usados na identificacao.
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Figura 4.8: FRF - sistema de referéncia (w,, = 8 rad/s), sistema estimado (w,, = 7.2
rad/s) e dados sintéticos (100 pontos) usados na identificagao.

tendenciosas (bias). A Fig. mostra o resultado da identificacao para o caso em
questao com N.=100 pontos. Note como as curvas de referéncia e estimadas estao
deslocadas. Ademais, como mencionado anteriormente, para compensar o erro do
modelo, a estimativa fornecida pelo problema de otimizagao foi é = 0.1733, uma
estimativa tendenciosa e com um erro percentual de aproximadamente 40%.

Do ponto de vista da equipe de Engenharia, a Fig. deveria ser analisada
com intuito de se verificar a viabilidade de se adotar o modelo calibrado. Nesse caso
simples, caso a equipe avalie como inaceitavel o nivel de discrepancia entre a FRF
do modelo calibrado e os dados experimentais, deve-se entao buscar alternativas
que possibilitem a obtengao de um novo modelo calibrado. Por exemplo, neste
caso, para melhorar a correlagao entre a curva estimada e os dados sintéticos, basta
incluir w, no problema de identificacao e reiniciar o processo de otimizacao como

apresentado na Eq. (Z18)

N,
{évdjn}T = argminq,wneD Z(lHemp(wT” - |H(Cawnvwr)|)2 ) (4.1.8)

r=1

Em situagoes mais complexas, o usudrio deverd avaliar a necessidade de: (1)
incluir outros parametros no problema de identificacao, (2) considerar o uso de uma
estrutura de modelo mais sofisticada, (3) revisar o projeto de experimentos, etc. [2].

4.2 Analise no dominio do tempo

Nessa se¢ao serao abordados os problemas de propagacao de incertezas e iden-
tificacao do sistema apresentado na Eq. ([0 através de anélises no dominio do
tempo. Para tal, considere a situacao de vibragdo livre para qual a Eq. (@01 é
rescrita aqui sem o termo de forgamento:
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Figura 4.9: Resposta no tempo aleatéria, considerando incerteza no fator de amor-
tecimento modal = ~ UNIF(0.05,0.20).

mi(t) + ci(t) + kz(t) =0, (4.2.9)

para a qual considera-se as condigoes iniciais z(0) = z e #(0) = 0. Conforme
feito na secao anterior, primeiramente apenas ¢ serd modelado como uma variavel
aleatéria =. Como consequéncia a resposta no dominio do tempo sera aleatéria e
dada como segue:

X(t) = 2o x exp (—Ewnt) X <cos (wat) + 2 % sin (wq t)) . (4.2.10)
d
sendo wy a frequéncia amortecida do sistema, dada por wg = /(1 — (2) wy,.

A Fig. mostra 400 realizagoes de Monte Carlo para a resposta no tempo
aleatéria para as quais o fator de amortecimento modal foi modelado como uma
variavel aleatéria com distribuigdo uniforme, a saber, = ~ UNIF(0.05,0.20). A
curva vermelha mostra o resultado para o menor valor do fator de amortecimento
e a curva verde o resultado para o maior. A Fig. mostra o valor esperado
e o envelope de probabilidade de 98%, uma forma mais compacta de apresentar o
resultado das realizagoes. Veja codigo 4.5 no Anexo Esse codigo principal usa
o c6digo secundério 4.6 (para calcular a resposta no tempo).

Primeiramente considere a andlise dos coeficientes de variagao das varidveis
aleatérias de entrada e saida. A Fig. EII] mostra o coeficiente de variacao da
resposta no tempo para cada instante, onde C'V¢ = 0.35. Note que para certos ins-
tantes o valor do CV da resposta explode. Isso acontece porque a média da resposta
no tempo nesses instantes se aproxima de zero. Portanto, esses instantes devem ser
descartados da anédlise. Detalhando o CV da resposta no tempo, a FiglfT2 mostra
duas regioes para as quais a média da resposta nao passa pelo valor zero. Observa-
se que, neste caso, o CV aumenta com o tempo, saindo de um patamar de 30% no
intervalo [2.2,2.5]s para um patamar de 60% no intervalo [4.6,4.8]s.
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Figura 4.10: Resposta no tempo aleatéria, considerando incerteza no fator de amor-
tecimento modal = ~ UNIF(0.05,0.20).
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Figura 4.11: Coeficiente de variacao da resposta, considerando incerteza no fator
de amortecimento modal = ~ UNIF(0.05,0.20).
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Figura 4.12: Zoom do coeficiente de variagao da resposta para duas regioes distintas,
considerando incerteza no fator de amortecimento modal = ~ UNIF(0.05, 0.20).

Retornando ao problema de estimagao do paradmetro ¢ (taxa de amortecimento)
a partir de um problema de minimizacao, onde se busca minimizar a distancia entre
a resposta temporal do modelo numérico e os dados experimentais. Aqui, uma vez
mais, sera feito o uso de dados sintéticos os quais sao gerados a partir do modelo

apresentado na Eq. (2ZTI1)) a seguir:

2P (t,) = x((,tr) + 0.01v,; | (4.2.11)

sendo v, ~ N(0,1). Com relagdo & estimativa do fator de amortecimento modal ¢,
a mesma ¢ obtida a partir da solucao do problema de otimizacao formulado na Eq.

E2.12):

N,
{ =argmingep »_(@P(tr) — x((,1)?, (4.2.12)

r=1

na qual N, define o nimero de pontos experimentais considerados e D é um conjunto
de busca viavel que deve ser definido pelo usuario a partir de restrigoes da fisica do
problema assim como a partir de experiéncias prévias.

A Fig. mostra a resposta no tempo para o sistema de referéncia, o sistema
estimado e os dados sintéticos usados na identificacdo. Usou-se ¢"¢f = 0.125 e
obteve-se CA = 0.1066, o que leva a um erro percentual de aproximadamente 15%.
Para resolver o problema descrito pela Eq.[@2I2) utilizou-se a funcao Ilsqnonlin
do Matlab®. Veja cédigo 4.7 no Anexo Esse c6digo principal usa o c6digo
secundério 4.6 (para calcular a resposta no tempo) e 4.8 (para calcular o erro entre
a resposta do modelo e os resposta experimental).

Repare que o niimero de pontos experimentais observados na Fig. é pe-
queno, N, = 16. Considere entao o mesmo problema mas agora com N.=100
pontos. A Fig. T4l mostra a resposta no tempo para o sistema de referéncia, o sis-
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Figura 4.13: Resposta no tempo - sistema de referéncia, sistema estimado e dados
sintéticos (15 pontos) usados na identificagao.

tema estimado e os dados sintéticos usados na identificagao com N.=100. Obteve-se
é = 0.1332, ou seja, um erro percentual de aproximadamente 7%.

Neste momento dois pontos merecem destaque. O primeiro ponto é o fato de
que o aumento do nimero de pontos experimentais de N, = 16 na Fig. para
N, = 100 na Fig. B.14] corresponde a um aumento da resolu¢do temporal ou um
aumento da frequéncia de amostragem do sinal visto que, em ambas figuras, o in-
tervalo analisado é o mesmo, ou seja, [0, 5] seg. Com relacdo & estimativa f , 0
aumento da resolucao temporal possibilitou uma redugao do erro percentual de 15
% na Fig. para 7% na Fig. T4l O segundo ponto de destaque deve-se ao
fato de que uma andlise detalhada da Fig. EI4] nos indica que, muito provavel-
mente, na segunda metade do intervalo de tempo considerado o nivel de poluigao
dos dados experimentais possui, no minimo, a mesma ordem de magnitude da res-
posta do sistema. Diante deste cenario, a equipe de engenharia poderia optar por
fazer uma pré-selecao dos dados experimentais a serem considerados no problema
de identificacao. Por exemplo, considere o problema da identificacao de ¢ conside-
rando apenas os dados presentes no intervalo [0, 2.5] s. A Fig. apresenta o
resultado obtido consideranto ¢ € [0,2.5]s. Obteve-se é = 0.1235, um erro percen-
tual de aproximadamente 1%. A tabela[£1] apresenta um resumo destes resultados.
Por fim, o leitor é convidado a analisar os resultados da Tabela L] a partir das
Gticas: (i) a mudanga do caso I para o caso IT demanda disponibilidade de hardware
e (ii) @ mudanca do caso II para o caso III demanda uma pré-andlise pela equipe de
engenharia.

A Fig. apresenta a fungao erro, dada por Y, (z¢"P(t,) —z((, t,))?, utilizada
na Eq. (ZZTI2). Repare que neste caso o problema de otimizagdo é simples, onde
a funcdo erro/custo apresenta apenas uma varidvel e, adicionalmente, a fungao é
convexa.

Da mesma forma como foi analisado o impacto de erros no modelo na identi-
ficacao do fator de amortecimento modal ( com dados de FRF's, aqui serd apresen-
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‘ Caso ‘ Figura ‘ Intervalo (s) ‘ Ne ¢ ‘ ‘CZf:fcfl x 100 %
I 413 [0, 5] 16 | 0.1066 15
II 414 [0, 5] 100 | 0.1332 7
111 415 [0, 2.5] 50 | 0.1235 1

Tabela 4.1: Conjunto de dados observados.
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Figura 4.14: Resposta no tempo - sistema de referéncia, sistema estimado e dados
sintéticos (100 pontos) usados na identificacao (com erro na posi¢ao inicial).
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Figura 4.15: Resposta no tempo - sistema de referéncia, sistema estimado e dados
sintéticos (100 pontos) usados na identificacao (com erro na posi¢ao inicial).
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Figura 4.16: Fungao Erro/Custo em funcao de (.

tada uma analise semelhante com dados no dominio do tempo. Para tal, o modelo
que gera os dados sintéticos adota "¢/ = 0.125 e :zrgef = 0.10 m e o modelo preditivo
utilizado no processo de identificacao supoe que a condigao inicial de deslocamento
é conhecida e é dada por o =0.15 m. Veja c6digo 4.7 no Anexo Esse cédigo
principal usa os c6digos secundérios 4.6 (para calcular a resposta no tempo) e 4.8
(para calcular o erro entre a previsdo numérica e a resposta experimental).

A Fig. @17 apresenta os resultados deste processo. Note como as curvas de re-
feréncia e estimadas estao deslocadas, principalmente nos instantes iniciais. Obteve-
se é = 0.1691, um erro percentual de aproximadamente 35%. Ou seja, o amor-
tecimento ficou superestimado para compensar as menores amplitudes dos dados
experimentais nos instantes iniciais.

J4 a Fig. I8 mostra o caso para o qual 2o = 0.10 m para o sistema real e
zo = 0.05 m para o modelo proposto. Obteve-se é = 0.0573, uma diferenca de apro-
ximadamente 54%. Ou seja, o amortecimento ficou subestimado para compensar
as maiores amplitudes dos dados experimentais nos instantes iniciais.

Exercicios

Ezercicio 1: execute o cédigo 4.1 (dominio da freq.) do AnexolA 3 considerando
(a) apenas wy, incerto, (b) apenas ¢ incerto e (a) ambos wy, e ¢ incertos. Calcule
os envelopes probabilisticos de 98%, 95% e 90%. Refaca a andlise modificando os
limites das varidves aleatdrias no cédigo 4.1 (zimin,zimax,wrmin,wmaz). Modifique
o codigo para considerar uma varidvel aleatoria Gama ao invés de uma varidvel
Uniforme; zi=unifrnd(zimin,ximax); wn=unifrnd(wnmin,wnmaz).

OBS. pode-se gerar amostras de uma varidvel aleatoria X que seque uma dis-
tribuicio Gama com a funcio gamrnd(a,b) do Matlab©, sendo a = 1/CVE e
b= E[X]|CVZ.

Ezercicio 2: execute o cddigo 4.3 (identificagao no dominio da freq.) do Anexo



Problema Dinamico

0.15 ‘
\ —Ref
0.1 ‘| O EXp |
- - -Estimado
0.05¢

x [m]

—-0.05;¢

-0.1

Figura 4.17: Resposta no tempo - sistema de referéncia, sistema estimado e dados
sintéticos (100 pontos) usados na identificagao.

0.1 ‘
—Ref
O Exp
0.05p, - - -Estimado ||
O
\ % Q
T ol O
= 0 S/
; & °
b ®
—-0.05¢
O
-0.1 ‘ ‘
0 1 2 3
tempo [s]

Figura 4.18: Resposta no tempo - sistema de referéncia, sistema estimado e dados
sintéticos (100 pontos) usados na identificagao.
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[A 2 modificando a banda de frequéncia da andlise (wmin,wmazx). Modifique o cddigo
para identificar simultaneamente w,, e C.

FExercicio 3: execute o cédigo 4.5 (dominio da tempo) do Anexo [AF conside-
rando (a) apenas w,, incerto, (b) apenas ¢ incerto e (¢) ambos w, e ( incertos.
Calcule os envelopes probabilisticos de 98%, 95% e 90%. Refaca a andlise modifi-
cando os limites das varidves aleatdrias no cédigo 4.5 (vimin,zimaz, wrmin,wmaz).
Modifique o codigo para considerar uma varidvel aleatoria Gama ao invés de uma
distribuicao Uniforme; zi=unifrnd(ximin,ximaz); wn=unifrnd(wnmin,wnmaz).

Ezercicio 4: execute o cddigo 4.7 (identificacao no dominio da tempo) do Anezo
A2 modificando o intervalo de tempo da andlise (tmaz). Modifique o cddigo para
identificar simultaneamente w, e C.



Capitulo 5

Abordagem Bayesiana

Os problemas de identificagao de parametros e problemas inversos podem ser for-
mulados a partir do paradigma Bayesiano. Esse paradigma se equadra na estratégia
de identificacao estocdstica mencionada na secao [L3l Modelos probabilisticos sao
considerados, como serd visto a seguir. O paradigma Bayesiano parte das seguintes

premissas [22] 35]:

e Todas as variaveis incluidas no modelo sao modeladas como varidveis aleatérias.
Desta forma, dado um vetor de parametros de interesse 8 € R", estes sao
modelados como varidveis aleatérias da mesma forma que o vetor y € R?
contendo as observagoes/medigoes do sistema.

e O nivel de incerteza associado a cada uma das varidveis envolvidas no modelo
é descrito a partir de funcoes de densidade de probabilidade.

e A solucao do problema de estimacao dos parametros passa a ser a atualizagao
da fungao densidade de probabilidade priori, definida para 6. A atualizagao
é feita a partir de dados experimentais y e da funcao densidade de probabi-
lidade priori. A solucdo do problema corresponde a funcao de densidade de
probabilidade posteriori 7(0]y).

A figura 5] apresenta, de forma simplificada, os principais elementos do pro-
blema de identificacao de parametros a partir do paradigma Bayesiano. Considere o
processo de construgao/calibra¢ao de um modelo computacional que serd utilizado
para descrever o comportamento do sistema fisico B. Adicionalmente, considere
que: (1) temos acesso a um conjunto de medigdes y do sistema e (2) este processo
de construgao/calibragao se dard a partir da identificagdo do vetor de pardmetros
0 tal que a resposta preditiva do modelo seja dada por y™ = y™(0).

Dado que o vetor de parametros 6 e os dados medidos y sao modelados como
varidveis aleatdrias, a regra de Bayes pode ser utilizada para descrever a relagao
entre suas pdfs, a saber:

m(y|6)7(6)
(y)

onde 7(y|0) é a fungao de verossimilhanga (likelihood), m(6) é a funcgao de densidade

de probabilidade priori a qual descreve o estado atual de conhecimento a respeito de

6. Por fim, 7(y) é a funcao densidade de probabilidade dos dados experimentais.
Note que 7(y) nao passa de uma constante de normaliza¢io necessdria para que

T(8ly) = , (5.0.1)
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Figura 5.1: Paradigma Bayesiano para identificacao de parametros.

m(0)y) seja uma fungdo densidade de probabilidade, cuja integral deve valer um.
Mudancas no valor de 8 nao modificam essa constante.

A Eq. (B00) corresponde ao modelo probabilistico completo para a busca por
informacoes atualizadas a respeito de 6 a partir de novas observagoes y. Mais
precisamente, da Eq. (&01]) e da figura[B.Il diz-se que as informagoes presentes na
posteriori 7(0|y) sao obtidas conjugando-se: (1) as medigdes y do sistema fisico B,
(2) a estrutura do modelo adotado para descrever o comportamento de B, ou seja,
o mapeamento 0 — y™(6) e (3) o estado atual de conhecimento a respeito de
codificado, por sua vez, na priori 7(0).

Com relacao & fungdo de verossimilhanga 7(y|0), deve-se ressaltar que esta é
uma pdf em y dado um valor especifico & = 6%, ou seja 7(y*|0) : R? — R e
J m(y|@")dy = 1 . Entretanto, o leitor deve estar atento ao fato de que, para
uma dada observagao y = y*, m(y*|0) corresponde a uma func¢ao do pardmetro de
interesse 0, ou seja, w(y*|0) : R™ — R. Posto isto, a questao principal volta-se para
o processo de construcao da funcao de verossimilhanga, o qual serd apresentado a
seguir.

Pode-se obter informagoes a respeito da mesma fazendo-se uso de um modelo
de observacao como apresentado a seguir. Considere que a relacao entre os dados
observados y e as predigoes do modelo y™(0) possa ser descrita a partir de um
modelo de observacao com erro aditivo, a saber:

y=y"(0)+v, (5.0.2)
sendo v um ruido aditivo, representado por um vetor aleatério. Ora, dado que vy,

0 e v sao varidveis aleatérias, as mesmas estao relacionadas a partir de uma pdf
conjunta 7(y, 0,v) e, desta forma, podemos escrever:

m(y|0) = /ﬂ'(y,u|0)du = /w(y|0,u)7r(u|0)du, (5.0.3)
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onde as relagoes de probabilidade condicional foram utilizadas. Adotando-se a
hipotese de que v e 0 sao variaveis aleatorias independentes tem-se que

T(v]0) = 7(v). (5.0.4)

Se 8 = 0", onde * representa uma realizacao especifica do vetor de parametros e
v = v*, tem-se que, nesta situacao, y = y™(0*) + v*, implicando em:

7(y|0 = 0",v =v*) =x(y|0",v*) =6y —y™(0") —v*). (5.0.5)

sendo () a distribuigao delta de Dirac para a qual tem-se que [ &(z — ) f(z)dz =
f(zo). Em particular, se f(z) =1 entdo [d(x — xo)dz = 1. Observe a Eq. (50.2)
para notar que se @ e v sao fixos, y passa a ser fixo também. A funcao densidade
de probabilidade de uma varidvel aleatéria X que tem valor fixo x*, é dada pela
distribuicao delta de Dirac w(z) = é(x — z*). Nesse caso nao existe incerteza no
valor de z.

Desta forma, levando as Eqs. (B.04) e (E0.35) na Eq. (B.03) tem-se que :

m(y|0") = /5(y —y"(07) —v)r(v)dv = 7, (V)|ymy—ym(e+) = Ty —y" (7)),

(5.0.6)

na qual utilizou-se a notagdo m,(z) para indicar que a funcao de densidade de

probabilidade 7(g) estd sendo avaliada no argumento z, ou seja, m4(2) = 7(q)|q==-

A Eq. (BE03) destaca o fato de que a fungdo de verossimilhanga leva em conta a

estrutura dos dados a partir de 7, a realizagao/medigao em questao y e a estrutura

do modelo 8 +— y™ avaliada no ponto de interesse 8 = 0*.

Se, por exemplo, v € R™ é tal que v ~ N (0,3,), tem-se que:

B 1 1 re
m(v) = ) 2t (512 exp (—51/ , u) . (5.0.7)

Se, ainda, ¥, = a,% I, xn, a fungao de verossimilhanga assume a seguinte forma

v ("N (v — v (O
W(YIO*)—WGXP <_%(y y" (0 ))Ug(y y" (0 ))>, (5.0.8)

Com relagao a fungao priori m(0), esta deve ser construida a partir do conjunto
de todas as informacoes disponiveis a respeito de 8. Por exemplo, considere um
problema para o qual tem-se interesse na determinacao de parametros de amorteci-
mento de um modelo com 2 graus de liberdade utilizado para descrever o compor-
tamento dinamico de um componente mecanico B. Adicionalmente, considere que
a hipétese de amortecimento proporcional é adotada para a construgao do modelo
de B. Neste caso, a caracterizacao do modelo de amortecimento adotado recai dire-
tamente sobre o fator de amortecimento modal dos dois modos de B, ou seja, para
o problema de identificacio tem-se que @ = {(1,(2}7. Neste caso, apesar de nao
ser possivel, a principio, determinar um limite superior para (; e (2, sabe-se que,
sendo o sistema estdavel, (; > 0 e (o > 0. Esta informagao, do ponto de vista da
priori (1, (2), traduz-se como

(¢, ) = {m (¢, ) [ m(¢,¢)=0; V. G <0 ou (<0} (5.0.9)

Ademais, considere que, antes de dar inicio ao processo de identificacao de 6 =
{¢1,G}T, a equipe de engenharia observa, a partir das medicoes y, que o sistema
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Figura 5.2: Priori w(0) uniforme em [0, 1] x [0,1] .

é pouco amortecido apresentando, desta forma, um tempo de decaimento que en-
globa varios ciclos do movimento. Diante deste novo fato a equipe poderia, por
exemplo, considerar que valores ¢; > 1 e (2 > 1 seriam pouco provaveis de serem
representativos para o modelo. A incorporacao desta informacao adicional poderia
ser incluida na construgao de uma nova proposta para a priori (1, (2) = m2((1, (2)
como segue:

_ 0; (<17§2) ¢ [Ov 1] X [Ov 1]
m2(C1 G2) = { 7(¢1,¢); (¢, ¢) € [0,1] x [0,1] (definida pela equipe)

(5.0.10)
na qual 7((1,(2) deve refletir as expectativas da equipe de engenharia a respeito
de @ = {(1,(}T. Por exemplo, a figura representa uma prior: uniforme na
regiao [0,1] x [0, 1], a figura[B.3l representa um priori com expectativas maiores para
a regiao central de [0,1] x [0,1] e, por fim, a figura B4l apresenta um priori com
expectativas maiores para a regiao [0,0.3] x [0,0.3].

Por fim, destaca-se que na construgao da priori m(0) pode-se utilizar, por exem-
plo, informagoes sobre 0 obtidas através de (1) anédlises realizadas por outros gru-
pos de pesquisa, (2) andlises prévias realizadas pelo préprio grupo quando outro
protétipo experimental estava disponivel, (3) andlises das informagcoes obtidas de
fornecedores/fabricantes, e etc.

A seguir serao apresentado dois problemas nos quais serao explorados os concei-
tos basicos do paradigma Bayesiano para identificacao de parametros.

5.1 Problema da mola - caso estatico
No capitulo @) foi abordado o problema da identificacdo da rigidez k do sis-
tema apresentado na figura Bl cujo modelo de observacao é reproduzido aqui por

conveniéncia, a saber

Fo% = kd+ v, (5.1.11)
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Figura 5.3: Priori 7(0) com expectativas maiores para a regiao central de [0, 1] x

0,1] .
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Figura 5.4: Priori 7(0) com expectativas maiores para a regidao central de [0, 0.3] x
[0,0.3]
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Figura 5.5: Fungdes de densidade de probabilidade priori (azul) e posteriori (preta)
para dois conjuntos de duas observagoes, junto com o valor de referéncia (vermelho)
usado para a constante de rigidez.

no qual considera-se que o deslocamento é prescrito {di,ds,...,d,} e que tem-se
acesso as medicoes da forca {FPP® ... F°'s1. Nesta se¢do, a identificagio de k serd
feita a partir do paradigma Bayesiano.

Considere, primeiramente, a hipétese de que o erro de medigao v é aditivo e que
segue uma distribuigao Gaussiana v ~ N (0,02 I,,x,,). Neste caso, da Eq. (G.0.8)
tem-se que a fungao de verossimilhanga assume a seguinte forma:

m(y|k) o exp <—§ , (5.1.12)

2
oy

1 (R — [AJR)T (B [A]k))

Adicionalmente, considere uma distribuicao priori Uniforme para a variavel aleatéria
K ~UNIF(1,20).

Para esta andlise considerou-se um valor de referéncia para a rigidez como k"¢ =
10 N/m e que dois conjuntos, contendo duas observacdes { Ff**, Fs**} cada, estdo
disponiveis para a identificacao. A anédlise de dois conjuntos de dados é apenas para
verificar como muda o resultado da estimagao para conjuntos de dados diferentes.
Veja c6digo 5.1 no anexo

A Fig. BBlmostra as pdfs priori (azul) e posteriori (preta) para os dois conjuntos
de duas observagoes {F?%*, Fg*}. O valor de referéncia usado para a constante de
rigidez, "¢/ = 10 N/m, est4 em vermelho. Repare que com apenas duas observacoes
é possivel aumentar o nivel de informacao a respeito da constante de rigidez. O leitor
é convidado a analisar o suporte e magnitudes da priori w(k) e comparar com o
suporte e magnitudes das duas pdfs posteriori 7(k|F°*). O conjunto de dados
observados se encontra na Tab. .11

Para se obter um estimador pontual para a rigidez k pode-se, por exemplo,
considerar o valor médio da pdf a posteriori dado por k = |k 7(k[F°%) dk ou,

ainda, o estimador de maximo a posteriori (MAP), ]%MAP. O MAP é o valor de
k que gera o maximo valor da pdf a posteriori. Note que se a pdf a posteriori
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Tabela 5.1: Conjunto de dados observados.
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Figura 5.6: Anélise de log[r(F°*|k)] como funcdo da norma da fungdo residuo
[[e]] = || F > — [AJk]].

for simétrica e unimodal, o valor para esses dois estimadores coincidem. Vale notar
também que, para o problema analisado (ruido aditivo Gaussiano e priori Uniforme)
o estimador MAP terd mesmo valor do estimador de minimos quadrados, que foi
utilizado no CépituloBl O estimador MAP é definido da seguinte forma

karap = arg m;;ixw(k|y), (5.1.13)

e o estimator de minimos quadrados da seguinte forma

knrg = arg min ||[Fob — [A]k||? = arg min {(Fobs — [AJR)T (Fobs — [A]k)} . (5.1.14)

Note que o residuo r(k) = Fo¥ — [A]k estd presente nos estimadores kyap e
karg como apresentado na Eqs. (B112) e (LId), respectivamente. A Fig.
mostra que quanto menor a norma do residuo, maior o valor assumido pela fungao
de verossimilhanca 7(F°*|k). Para o caso especifico analisado, onde a funcio de
verossimilhanca é tal que m(F°*|k) oc exp{—||F°’ — [A]k||?/(c2)}, a curva apre-
sentada, em escala log, é uma reta, com valor méximo igual a exp(0) = 1.

A Fig. Bllmostra a funcio de verossimilhanca 7(F°**|k) e o quadrado da norma
do residuo ||r||? = ||F°?* —[A]||? para duas realizagoes distintas contendo, cada uma,
duas observagoes (linhas continuas e linhas tracejadas). O valor de referéncia para
a constante a ser identificada estd em vermelho. As pardbolas convexas mostram a
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Figura 5.7: Residuos e funcoes de verossimilhanca para duas realizagoes contendo
duas observacdes {F*, F§¥*} cada.

variacao da norma do residuo para diferentes valores da rigidez k, e as fungoes ex-
ponenciais mostram a variagao da fungao de verossimilhanga para diferentes valores
de k. Para fins de visualizacdo, as curvas estao normalizadas de forma que o valor
maximo de cada uma seja igual a um. Observe que o ponto de minimo da curva
tracejada preta coincide com o méximo da curva tracejada azul, conforme prevé a
teoria. O mesmo ocorre para as curvas continuas preta e azul.

A Fig. mostra um resultado semelhante ao analisado na Fig. (.5 porém,
agora, considerando uma func¢ao densidade de probabilidade priori com um suporte
definido em um intervalo menor e que, por sua vez, nao inclui o valor de referéncia
da constante a ser identificada (k"®f = 10). Note que, nesta situacdo, a funcio
densidade de probabilidade da posteriori fica completamente deslocada para a ex-
tremidade direita, tentando se aproximar do valor de referéncia k"¢ = 10.

Além de fornecer as distribuigdes atualizadas dos parametros, a estratégia Baye-
siana possibilita a realizacdo de andlises do impacto da propagacgao de incertezas
dos parametros na resposta do sistema. De maneira mais especifica, pode-se utilizar
a pdf posteriori m(k|F°*) para a realizacio de anélises de propagacio de incertezas
utilizando o modelo preditivo F™°? = k d com uma sequéncia prescrita de desloca-
mentos qualquer {di, ..., ds}. Veja cédigo 5.2 do Anexo Esse codigo principal
usa o cédigo secundario 5.3 para calcular a funcao erro.

A titulo de comparacgao, consideremos duas analises de propagacao de incertezas
com o modelo preditivo F™°% = K d para o qual devemos adotar uma pdf para
descrever a variavel aleatoria K. A primeira andlise estd baseada da pdf priori
(K ~ w(k)) como segue. A Fig. apresenta a resposta de referéncia, os experi-
mentos que serao usados para identificagao, o valor médio da resposta estocastica e
o envelope probabilistico calculado com a funcao densidade de probabilidade priori
com K ~ UNIF(1,20). Vale ressaltar que o envelope probabilistico indica um
elevado nivel de incertezas na predicao do modelo. A segunda andlise estd baseada
na pdf posteriori (K ~ m(k|F°")) como segue. A Fig. apresenta resultado
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Figura 5.8: Duas fungdes posteriori m(k|F°"*) para uma situacio na qual o suporte
da priori (k) ndo engloba o valor de referéncia k"¢f = 10 (vermelho).

semelhante & Fig. (.9 porém considerando a funcao densidade de probabilidade
posteriori da varidvel K para o cdlculo da média e do envelope probabilistico da
predicao do modelo. Destaca-se agora que a regiao do envelope probabilistico ficou
bem mais estreita do que o envelope apresentado na Fig. Consequentemente,
o nivel de incertezas das predigoes do modelo diminuiu quando comparado com as
predicoes obtidas com a priori. Por fim, convidamos o leitor a analisar a figura [£.5]
em conjunto com as figuras e

5.2 Problema da viga - caso dinamico

Nesta secao sera considerada a andlise de uma viga B com um contorno livre e
com o outro conectado a uma suporte I'z. O suporte pode representar uma parede,
uma base ou até mesmo o solo. Adicionalmente, considera-se que nas condig¢oes
de projeto a conexao entre B e I'g se daria através de um engaste ideal. Entre-
tanto, verifica-se que tal condicao nao pode ser satisfeita, de maneira satisfatéria,
em algumas situacoes. Desta forma, diante de uma situagao como esta, a equipe
de engenharia pode analisar o componente B considerando incertezas na condigao
de contorno na qual este se acopla ao suporte I'z. Esse problema tém diversas mo-
tivagoes praticas. Pode-se citar, por exemplo, a modelagem de torres de turbinas
edlicas que estao fixas no solo [IJ.

A fim de se compatibilizar, na estrutura do modelo, a questao da incerteza
no contorno de B, considera-se que sua interacao com o suporte ' se da através
de uma mola de torcao com rigidez k; desconhecida. Define-se, portanto, como
problema alvo a avaliacao do impacto de incertezas na condigao de contorno na
resposta dinamica da estrutura e, também, a identificacao do parametro de rigidez
de torgao k.

A Fig. ETT(a) mostra o esquema de uma viga engastada-livre sendo impactada
em x = L/2 e contendo um acelerémetro localizado em x = L, sendo L o compri-
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Figura 5.9: Valor médio e envelope probabilistico do modelo preditivo F°¢ = K d
calculados com a pdf priori w(k).
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Figura 5.10: Valor médio e envelope probabilistico para o modelo preditivo F°? =
K d calculados com a pdf posteriori w(k|F°).
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Figura 5.11: (a) Viga engastada-livre sendo impactada em = = L/2 e com sensor
de aceleracdo em = = L. (b) mola de tor¢ao como condigao de contorno em x = 0.

mento da viga B. J4 a Fig. BII(b) mostra uma mola de tor¢do como condigao
de contorno em = = 0. Se o valor do coeficiente da mola de torgao k; for muito
alto, os resultados fornecidos pelo modelo serao iguais ao obtidos a partir do mo-
delo de uma viga engastada. Porém, em algumas situagoes, a condicao de engaste
perfeito nao é observada quando o componente B estd devidamente instalado para
uso. Isso ocorre, por exemplo, devido a folgas nos acoplamentos assim como devido
a degradacao via ferrugem e corrosao nestes acoplamentos.

Serao consideradas as seguintes equagoes para descrever o compartamento da

viga [40, 29]:

pA% - a% [GAks (W - H(x,t)ﬂ = g(x,1), (5.2.15)
a% (EI%) + GAk, (% - O(x,t)) ~0, (5.2.16)

onde w ¢é o deslocamento transversal, # é a rotacao em torno do eixo y, p é a massa
especifica do material, £ é o médulo de elasticidade do material, G é o mddulo
de cisalhamento do material, ks é o coeficiente de cisalhamento, I é o segundo
momento de inércia de drea, A é a drea da secao transversal da viga, q(z,t) é a
forca por unidade de comprimento

Note que esse modelo de viga permite cisalhamento, e é chamado de modelo
de viga de Timoshenko. Entretanto a inércia rotacional nao é levada em conta
nesse modelo. As equagoes de movimento sao discretizadas pelo método dos ele-
mentos finitos [15] e implementadas no Matlab®. A montagem das matrizes é
feita com o auxilio do programa CALFEM, desenvolvido pela Lund University,
http://homepage.usask.ca/~ijm4b1/finite/fe_resources/node236.html.

O sistema dinamico discretizado pode ser escrito da seguinte forma

[M]ia() + [Cla(t) + [K]u(t) = £(t) | (5.2.17)

sendo [M], [C] e [K] as matrizes de massa, amortecimento e rigidez do sistema, que
sa0, para o nosso caso, definidas positivas. A resposta do sistema é dada pelo vetor
u(t) e a forga de excitacao é dada pelo vetor f(t).

As simulagoes serao feitas com uma viga com as seguintes caracteristicas: L=511x
1072 m, A=9.3x 107° m?, I= 7.2x 10~ m*, k,=5/6, E=200 GPa, G=80 GPa,


http://homepage.usask.ca/~ijm451/finite/fe_resources/node236.html
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Figura 5.12: Quatro primeiros modos de uma viga engastada-livre. Deslocamento
transversal no eixo das ordenadas e posigao x € [0, L] no eixo das abcissas.

p=T7850 kg/m?, a = 10, e B = 0. Veja cédigo 5.4 do Anexo[A3] Esse cédigo prin-
cipal usa o co6digo secundario 5.8, para calcular as matrizes elementares, e algumas
fungoes do CALFEM.

O modelo da viga foi construido utilizando-se uma malha uniforme com 20 ele-
mentos finitos. Valores de referéncia para as trés primeiras frequéncias naturais da
viga engastada-livre podem ser calculadas, analiticamente, usando o modelo de viga
de Euler-Bernoulli, e sao dadas por wanaiir = {9.49,59.49,167.86} Hz. As trés pri-
meiras frequéncias naturais calculas pelo programa, para uma viga engastada-livre
sao {9.49,59.48,166.52} Hz. A discrepancia entre os resultados indicam valores
menores do que um porcento.

Se a condigao do engaste for trocada por uma condigao onde a rotagao é permi-
tida (ver Fig. BI1), com uma mola torcional com rigidez k; = 1 x 105Nm, as trés
primeiras frequéncias naturais obtidas sao {9.49,59.48,166.51} Hz; para as quais as
diferengas também sao menores do que 1%. Os quatro primeiros modos de vibragao
sao mostrados na Fig.

O parametro k; serd modelado pela variavel aleatéria K;. Consideremos, por
exemplo, que K; segue uma distribuicao continua uniforme com suporte [1x102Nm, 1x
103Nm]. Veja cédigo 5.5 do Anexo Esse cédigo principal usa o cédigo se-
cundario 5.6, para calcular as frequéncias naturais, o cddigo 5.7 para calcular a
funcao erro, o cédigo secundério 5.8, para calcular as matrizes elementares, codigo
5.9 para calcular a resposta no domiinio da frequéncia, e algumas fungoes do CAL-
FEM.

A Fig. apresenta andlises envolvendo 100 simulagées de Monte Carlo. A
Fig. mostra a amplitude da Funcao Resposta em Frequéncia do sistema em
x = L. A Fig. ETdlmostra, para cada frequéncia, o coeficiente de variagao da FRF,
onde o coeficiente de variacao é dado pelo desvio padrao dividido pela média.

Considerando os dados experimentais obtidos em [30], tem-se que as trés pri-
meiras frequéncias naturais para a viga engastada sao w(°*?) = {9.25,58.80,163.75}
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Figura 5.13: Amplitude da Func@o Resposta em Frequéncia: (a) média e envelope
probabilistico de 98%, e (b) 100 realizacoes de Monte Carlo.
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Figura 5.14: Coeficiente de variagao da FRF, para cada frequéncia.

Hz. Primeiramente o parametro de rigidez de tor¢ao no engaste sera identificado
usando a estratégia dos minimos quadrados, onde deseja-se minimizar a fungao
de erro Zizl(wﬁew ) wy(k¢))?. Usando o algoritmo de otimizagao de Levenberg-
Marquardt obteve-se o valor de k; = 3250Nm. A FiglhIbla) mostra a Funcao
Resposta em Frequéncia para o valor identificado k; = 3250 Nm, comparado com
a FRF da viga engastada. Observa-se que a diferenga fica mais nitida no terceiro
pico da curva. Como ha apenas um parametro para identificar, é possivel plotar o
erro quadratico diversos valores de k; ver FigliIh(b).

Finalmente, usando a estratégia Bayesiana, considerando uma funcao densidade
de probabilidade priori com distribuigao Uniforme no intervalo [1500, 10000] Nm,
é possivel obter a funcao de densidade de probabilidade posteriori atualizada com
os dados experimentais, fixando o, = 1. A Fig. mostra a funcao densidade
de probabilidade posteriori junto com a priori para a varidavel aleatoria K;. O
valor obtido pelo estimador MAP coincide com o valor do estimador obtido pelos
métodos de minimos quadrados. Observa-se que foi possivel melhorar a informagao
do parametro identificado, mas ainda ha muita incerteza, devido ao fato ser conside-
rada apena uma medicao experimental para as trés primeiras frequéncias naturais.

Exercicios

Ezercicio 1: Uma viga esbelta B, de comprimento L, estd engastada em x = 0
e estd sujeita a uma carga vertical concentrada P aplicada na posicao r = a e a
um momento aplicado My em x = L como mostrado na Figl5.17 Adotando-se a
hipotese que B trabalha em um regime de operagao linear com pequenas deformacgoes
e pequenos deslocamentos, a deflexao da viga em x = L € dada por [11):

_ Pa?(3L —a) + 3ML?
n 6 FI

0

(5.2.18)
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Figura 5.15: (a) Fungdo Resposta em Frequéncia para o valor identificado k; =
3250Nm, comparado com a FRF da viga engastada, e (b) erro quadratico em

funcao dos valores de k;.
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Figura 5.16: Funcoes densidade de probabilidade prior e posteriori para a variavel
aleatéria K.
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Figura 5.17: Viga esbelta engastada e sujeita a acao da carga concentrada P e do
momento M.
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na qual E corresponde ao mddulo de elasticidade de B; I = % corresponde ao
momento de inércia de drea para o qual b e h sao a largura e a altura da sec¢do
transversal da viga, respectivamente.

Consideremos que a posicao x = a de aplicagdo da for¢a P, a altura da viga h, a
espessura da viga b, o comprimento L e o modulo de elasticidade E sao parametros
considerados como incertos devido aos processos de fabricagao, montagem de B na

parede vertical da Fig]5.17 e variabilidade do material.

o Admita valores para as cargas de projeto P e My, ;

e FEscolha um conjunto de valores de referéncia {a, h,b, L, E} para cada um dos
parametros modelados como sendo incertos;

e Modele cada um dos parametros com uma distribui¢ao de probabilidade uni-
forme como seque: a ~ UNIF(0.95a,1.05a), h ~ UNIF(0.95h,1.05h), b ~
UNIF(0.90b,1.10b), L ~ UNIF(0.98L,1.02L), E ~ UNIF(0.98L,1.02L);

o Utlizando o método de simulagdo de Monte Carlo, obtenha um conjunto de
N = 1000 realizagoes da deflexao mdxima § para as sequintes situagoes: (1)
Considere que apenas um dos parametros do conjunto {a,h,b,L,E} € in-
certo e que os outros sao constantes e iguais ao seus respectivoss valores de
referéncia {a,h,b, L, E}; (2) considere que todos os pardmetros do conjunto
{a,h,b, L, E} sdo modelados como sendo incertos simultaneamente.

e Obtenha o coeficiente de variacao C'Vy para cada um dos seis cendrios anali-
sados.

Exercicio 2: execute o codigo 5.2 para diferentes valores de incerteza de v, e
diferentes suportes para a distribuicao da varidvel aleatoria ligada a rigidez do sis-
tema. Analise o impacto desses parametros na resposta do sistema.

Exercicio 3: execute o codigo 5.5 para diferentes comprimentos L e materiais
E e analise o impacto na resposta dinamica (frequéncias naturais e modos de vi-
brag¢ao). Compare os valores das frequéncias naturias e a forma dos modos obtidos
com expressoes analiticas.

Ezercicio 4: execute o cddigo 5.5 para diferentes comprimentos L e materiais
E e analise o impacto na resposta dinamica (frequéncias naturais e modos de vi-
bragcao). Compare a forma dos modos obtidos com expressoes analiticas.

Ezercicio 5: execute o codigo 5.5 para diferentes suportes para a distribuicao da
variqvel aleatoria ligada a rigidez do engaste.

Exercicio 6: execulte o codigo 5.5 os sequintes valores experimentais para as
frequéncias naturais, e analise o impacto na identificacao do parametro de rigidez
ligado ao engaste. FreqExp = [9.25], FreqExp = [58.80], FreqExp = [63.75], FreqExp
= [9.25 58.80], FreqExp = [9.25 165.75], FreqExp = [58.80 163.75].
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Capitulo 6

Conclusoes

Este livro lida com dois temas complexos e atuais no contexto de analise dinamica
de estruturas: (1) quantificagdo de incertezas e (2) estimacao de parametros. Pro-
positadamente, a parte tedrica foi restrita a algumas definigoes essenciais (veja
Capitulo ) e, desta forma, grande foco foi dado aos exemplos computacionais, de
carater simples e fazendo uso do Matlab©. A ideia foi introduzir esses dois temas
ao leitor interessado de forma bastante simples e direta, permitindo, assim, que ele
possa explorar os exemplos usando os cédigos disponibilizados no final do livro.

Os autores seguiram a estratégia de modelar as incertezas usando a teoria da
probabilidade, e o passo a passo para uma andlise completa é discutido no Capitulo
[ Mesmo se restringindo & teoria da probabilidade para modelar as incertezas,
existe uma diversidade grande de possibilidades para construir o modelo proba-
bilistico e para quantificar incertezas. Nas Referéncias deste livro encontram-se
livros e artigos que podem ajudar o leitor a tomar diferentes caminhos. Por exem-
plo, o método de Monte Carlo foi usado como ferramenta para aproximar o modelo
estocastico, entretanto, em algumas situagoes esse método pode nao ser muito efi-
ciente. Especialmente, quando h& interesse em se obter probabilidades de falhas
(probabilidades de eventos raros), variagoes do método Monte Carlo devem ser con-
sideradas [4] [10] [38].

No Capitulo Bl um problema estético com um grau de liberdade (f = k d) foi
considerado e no Capitulo 4] um problema dindmico com um grau de liberdade foi
tratado tanto no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia. Através des-
ses exemplos simples espera-se que o leitor consiga compreender como implementar,
computacionalmente, estratégias de estimacao de parametros e realizar anélises de
quantificacao de incertezas. Vale notar que a dificuldade dos métodos pode au-
mentar significativamente quando a dimensao do problema (ndmero de varidveis
aleatérias e nimero de parametros que se deseja estimar) é grande [36]. Mas os
autores pensam que é fundamental um bom dominio desses assuntos em aplicagoes
e problemas mais simples.

No Capitulo [l a metodologia Bayesiana é introduzida e aplicada para estimar
parametros de um problema estatico com um grau de liberdade e para um problema
dinamico de uma viga. Essa abordagem tem se mostrado muito util para estimar
parametros, para atualizar modelos probabilisticos e também para selecionar mode-
los concorrentes. Um dos métodos que possibilitou a aplicacao da estratégia Baye-
siana mais amplamente é chamado de MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Com
esse método é possivel amostrar uma distribuicao posteriori de alta dimensao, sem a
necessidade de fazer uma integracao em alta dimensao para calcular a constante de
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normalizacao da distribuigao posteriori. Esse método serd explorado futuramente
pelos autores.

Finalmente, os autores encorajam que os leitores lhes enviem duvidas, corregoes
e sugestoes sobre esse texto para os seus enderecos eletronicos profissionais, que
podem ser obtidos no Portal da Engenharia Mecanica da UFRJ.
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Apeéendice A

Anexos

A.1 Cébdigos do capitulo 3]

Cédigo 3.1

% dados

Npontos=4;

d=linspace(1,4,Npontos)’; Ydisplacement
N = length(d);

ktrue= 10; Y%stiffness

Ftrue=ktruex*d; Y%force

% gerando dados sinteticos
Fl=ktrue*d + normrnd(0,4,N,1);
% gerando dados sinteticos
F2=ktrue*d + normrnd(0,4,N,1);

figure

axes(’fontsize’,20)
subplot(1,2,1)
plot(d,F1,’0or’,’linewidth’,3)
hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’, ’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)
legend(’Medigdes’, ’Referéncia’,2)
axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])
title(’Experimento 1’,’fontsize’,16);
grid on

subplot(1,2,2)
plot(d,F2,’0b’,’linewidth’,3)
hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’,’fontsize’,16)
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ylabel (’F’,’fontsize’,16)
legend(’Medigdes’, ’Referéncia’,?2)
axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])

title (’Experimento 2’,’fontsize’,16);
grid on

Cédigo 3.2

% dados

Npontos=4;

d=linspace(1,4,Npontos)’; Ydisplacement
N = length(d);

ktrue= 10; Y%stiffness

Ftrue=ktruex*d; Y%force

% gerando dados sinteticos
Fil=ktrue*d + normrnd(0,4,N,1);
% gerando dados sinteticos
F2=ktrue*d + normrnd(0,4,N,1);

%Identicando sitffness k

A =4d;

k_idl = (A’*A)\(A’*F1);
k_id2 = (A’*A)\(A’*F2);
%

figure

axes(’fontsize’,20)

subplot(1,2,1)
plot(d,F1,’0or’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’,’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)
legend(’Medigdes’, ’True’,2)
axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])

title (’Experimento 1’,’fontsize’,16);
grid on

hold on
plot(d,k_id1*d,’-m’,’linewidth’,3)

legend(’Medigdes’, ’Referéncia’, ’Modelo identificado’,2)

subplot(1,2,2)
plot(d,F2,’0b’,’linewidth’,3)
hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’,’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)




Conclusées

legend(’Medigdes’, ’Referéncia’,3)

axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])

title (’Experimento 2’,’fontsize’,16);

grid on

hold on

plot(d,k_id2*d,’-m’,’linewidth’,3)

hold on

legend(’Medigdes’, ’Referéncia’, ’Modelo identificado’,2)

Cadigo 3.3

% dados

Npontos=20;

d=linspace(0,4,Npontos)’; Ydisplacement

N = length(d);

ktrue= 10; Y%stiffness

kk= 1; Y%stiffness

Ftrue=ktrue*d + kk*d. 3; %force ndo linear

% gerando dados sinteticos
F1 = Ftrue + normrnd(0,4,N,1);
% gerando dados sinteticos
F2 = Ftrue + normrnd(0,4,N,1);

figure

axes(’fontsize’,20)
subplot(1,2,1)
plot(d,F1,’0or’,’linewidth’,3)
hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’, ’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)
legend(’Medigdes’, ’True’,2)
axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])
title (’Experimento 1’,’fontsize’,16);
grid on

subplot(1,2,2)
plot(d,F2,’0b’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’, ’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)
legend(’Medigdes’, ’True’,2)

axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])

title (’Experimento 2’,’fontsize’,16);
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grid on

%Identicando sitffness k

A =d;

k_idl = (A’*A)\(A’*F1);

k_id2 = (A’*A)\(A’*F2);

%

figure

axes(’fontsize’,20)

subplot(1,2,1)
plot(d,F1,’0or’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’, ’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)

legend (’Measurement’,’True’,2)
axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])

title (’Experimento 1’,’fontsize’,16);
grid on

hold on
plot(d,k_id1l*d,’-m’,’linewidth’,3)
legend(’Medigdes’, ’Referéncia’, ’Modelo identificado’,2)

subplot(1,2,2)
plot(d,F2,’0b’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,Ftrue,’-k’,’linewidth’,2)
xlabel(’d’,’fontsize’,16)

ylabel (’F’,’fontsize’,16)
legend(’Medigdes’, ’Verdadeiro’,2)
axis([0 5 0 1.3*max(Ftrue)])

title (’Experimento 2’,’fontsize’,16);
grid on

hold on
plot(d,k_id2*d,’-m’,’linewidth’,3)
hold on

legend(’Medigdes’, ’Referéncia’, ’Modelo identificado’,2)

A.2 Cédigos do capitulo (4]

Cédigo 4.1

% numero de simulacoes de MC
nsMC=400;

% massa

m=1;
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(6]

% range freq

wmin=0;

wmax=15;

Npontos=1000;
fregq=linspace(wmin,wmax,Npontos) ;
% tempo

tmax=5;
tspan=linspace (0, tmax,Npontos) ;
% cc

x0=.1;

v0=0;

% RODAR XI INCERTO
% RODAR WN INCERTO
% RODAR XI E WN INCERTO

ximin=0.05;

ximax=0.2;

wnmin=7;

wnmax=11;
Jvar=1/12*(b-a) "2 UNIFORM

disp(’CV de xi’)
CV=1/sqrt (12) * (ximax-ximin)/ (ximin+ximax) *2

disp(’CV de wn’)
CV=1/sqrt (12) * (wnmax-wnmin) / (wnmin+wnmax) *2

%% Analise no dominio da frequencia e do tempo
for iMC=1:nsMC

% parametros incertos
xi=unifrnd(ximin,ximax) ;
%xi=0.125;
wn=unifrnd(wnmin,wnmax) ;
wn=8;

C=2*Xi*wn*m;
k=wn"2*m;

[xchapeul=sub_frf (m,c,k,freq);
xAle(:,iMC)=xchapeu;

end

if wn==

% valores limites
xi=ximin;
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wn=38;
C=2*xXi*wn*m;
k=wn"2%m;
[xXimin]=sub_frf (m,c,k,freq);
xi=ximax;
wn=8;
Cc=2*xXi*wn*m;
k=wn"2*m;
[xXimax]=sub_frf (m,c,k,freq);
%)% Resposta na Freq
figure
axes(’fontsize’,20)
plot(freq,xXimin,’r’,’linewidth’,4)
hold on
plot(freq,xXimax,’g’,’linewidth’,4)
hold on
plot(freq,xAle,’k’,’linewidth’,1)
xlabel (’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ [H| [m/N]’,’fontsize’,16)
grid on
legend(’\zeta_{min}’,’\zeta_{max}’,’realizacgdes’)

end

1SUP = prctile(xAle’,99);

1INF = prctile(xAle’,1);

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(freq,mean(xAle’),’--k’,’linewidth’,3)
hold on

plot(freq,1SUP, ’k’,’linewidth’,3)

hold on

plot(freq,lINF,’k’,’linewidth’,3)
xlabel(’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |H| [m/N]’,’fontsize’,16)
legend(’média’,’98% envelope de probabildade’)
grid on

figure

axes(’fontsize’,20)

plot(freq,sqrt(var(xAle’)) ./mean(xAle’),’k’,’linewidth’,2)
xlabel(’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’CV’,’fontsize’,16)

grid on

figure
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7

axes(’fontsize’,20)

hist(xAle(round (Npontos/2),:))

ylabel (’Hist X(\omega=7.4rad/s)’,’fontsize’,16)
xlabel (’x(\omega=7.4rad/s)’,’fontsize’,16)
grid on

Codigo 4.2

function [xchapeu] =sub_frf(m,c,k,freq)

H = zeros(length(freq),1);
for rr=1:length(freq);
H(rr) = 1/(-mxfreq(rr)*freq(rr) + cxi*freq(rr) + k);
end
xchapeu = abs(H);

Codigo 4.3

global xEXP wnTRUE freqExp m k

% massa

m=1;

% range freq

wmin = 0;

wmax = 15;

Npontos = 100;

freq = linspace(wmin,wmax,Npontos);
Nexp = 100;

% valores de referencia
xiTRUE = 0.125;
wnTRUE = 8;

c=2*xiTRUE*wnTRUE*m;
k=wnTRUE"~2%*m;

[xchapeu]l=sub_frf (m,c,k,freq);

freqExp = linspace(wmin,wmax,Nexp);
[xaux]=sub_frf (m,c,k,freqExp);

XEXP = xaux.*(1+ randn(length(xaux),1)*0.15);

%% Resposta na Freq
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figure

axes(’fontsize’,20)

plot(freq,xchapeu, ’k’,’linewidth’,2.5)
hold on
plot(freqExp,xEXP, ’or’, ’MarkerSize’,10)
xlabel(’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |H| [m/N]’,’fontsize’,16)
legend(’True’, ’Exp’)

grid on

xi0=.05;
xiID = lsgnonlin(@sub_error,xi0)

c=2*xiID*wnTRUE*m;
[xID]=sub_frf(m,c,k,freq);

figure

axes(’fontsize’,20)

plot(freq,xchapeu, ’k’,’linewidth’,2.5)
hold on
plot(freqExp,xEXP, ’or’, ’MarkerSize’,10)
hold on
plot(freq,xID,’~--k’,’linewidth’,2.5)
xlabel(’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |H| [m/N]’,’fontsize’,16)
legend(’Ref’, ’Exp’, ’Estimado’)

grid on

% Erro na referéncia de wnTRUE
wnTRUE = wnTRUE*0.9;
c=2*xiTRUE*wnTRUE*m;
k=wnTRUE~2%*m;

xi0=.05;
xiID = lsgnonlin(@sub_error,xi0)

c=2*xxiID*wnTRUE*m;
[xID]=sub_frf(m,c,k,freq);

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(freq,xchapeu,’k’,’linewidth’,2.5)
hold on

plot (freqExp,xEXP, ’or’, ’MarkerSize’,10)
hold on
plot(freq,xID,’~--k’,’linewidth’,2.5)
xlabel(’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |[H| [m/N]’,’fontsize’,16)
legend(’Ref’,’Exp’,’Estimado’)
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grid on

Cédigo 4.4

function e = sub_error(xi)
global xEXP wnTRUE freqExp m k

c=2*xxi*wnTRUE*m;
[xaux]=sub_frf (m,c,k,freqExp) ;

e=norm(xaux-xEXP) ;

Cadigo 4.5

% numero de simulacoes de MC
nsMC=200;

% massa

m=1;

% range freq

wmin=0;

wmax=15;

Npontos=100;
freg=linspace(wmin,wmax,Npontos) ;
% tempo

tmax=5;
tspan=linspace (0, tmax,Npontos) ;
% cc

x0=.1;

v0=0;

% RODAR XI INCERTO
% RODAR WN INCERTO
% RODAR XI E WN INCERTO

ximin=0.05;

ximax=0.2;

wnmin=7;

wnmax=11;
%var=1/12*(b-a) ~2 UNIFORM

disp(’CV de xi’)
CV=1/sqrt (12) *(ximax-ximin)/(ximin+ximax) *2
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disp(’CV de wn’)
CV=1/sqrt (12) * (wnmax-wnmin) / (wnmin+wnmax) *2

%% Analise no dominio da frequencia e do tempo
for iMC=1:nsMC

% parametros incertos
xi=unifrnd(ximin,ximax) ;
%xi=0.125;
wn=unifrnd(wnmin,wnmax) ;
wn=8;

[xtime]=sub_time(xi,wn,x0,v0,tspan);
xAle2(:,iMC)=xtime;

end

%% Resposta no Tempo

if wn==

% valores limites

xi=ximin;

wn=8;

C=2*Xi*wn*m;

k=wn"2*m;
[xXimin]=sub_time(xi,wn,x0,v0,tspan);

xi=ximax;

wn=38;

Cc=2*xXi*wn*m;

k=wn"2*m;
[xXimax]=sub_time(xi,wn,x0,v0,tspan);

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(tspan,xXimin,’r’,’linewidth’,4)
hold on
plot(tspan,xXimax,’g’,’linewidth’,4)
hold on
plot(tspan,xAle2,’k’,’linewidth’,1)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’x [m]’,’fontsize’,16)

grid on
legend(’\zeta_{min}’,’\zeta_{max}’,’realizagdes’)

end
1SUP = prctile(xAle2’,99);
1INF = prctile(xAle2’,1);
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figure

axes(’fontsize’,20)
plot(tspan,mean(xAle2’),’--k’,’linewidth’,3)
hold on
plot(tspan,1SUP,’k’,’linewidth’,3)

hold on
plot(tspan,lINF,’k’,’linewidth’,3)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’x [m]’,’fontsize’,16)
legend(’media’, ’98% confidence envelope’)
grid on

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(freq,sqrt(var(xAle2’))./mean(xAle2’),’k’,’linewidth’,2)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)

ylabel(’CV’,’fontsize’,16)

grid on

figure

subplot(1,2,1)
plot(freq,sqrt(var(xAle2’))./mean(xAle2’),’k’,’linewidth’,2)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)

ylabel(’CV’,’fontsize’,16)

axis([2.2 2.5 0.2 .71)

grid on

subplot(1,2,2)
plot(freq,sqrt(var(xAle2’))./mean(xAle2’),’k’,’linewidth’,2)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)

ylabel(’CV’,’fontsize’,16)

axis([4.6 4.8 0.2 .71)

grid on

[F,XI]=ksdensity(xAle2(round (Npontos/2),:));

figure

axes(’fontsize’,20)

plot (XI,F,’k’,’linewidth’,3)

xlabel (’Magnitude de X’,’fontsize’,16)
ylabel(’pdf’,’fontsize’,16)

grid on

Cadigo 4.6

function [xtime] = sub_time(xi,wn,x0,v0,tspan)
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wd = sqrt(1-xi~2)*wn;

xtime = exp(-xi*wn*tspan).*...
(x0* (cos (wd*tspan) + xi*wn/wd*sin(wd*tspan)) +...
v0/wd*sin(wd*tspan)) ;

Codigo 4.7

global xEXP wnTRUE tExp x0 vO m

% massa

m=1;

% tempo

Npontos=100;

Nexp=100;

tmax=2.5;
tspan=linspace (0, tmax,Npontos) ;
% cc

x0=.1;

v0=0;

% valores de referencia
xiTRUE = 0.125;
wnTRUE = 8;

c=2*xxiTRUE*wnTRUE*m;
k=wnTRUE"2*m;

[xtime] =sub_time (xiTRUE,wnTRUE,x0,v0, tspan) ;

tExp = linspace(0,tmax,Nexp);
[xaux]=sub_time (xiTRUE,wnTRUE, x0,v0,tExp) ;

xEXP = xaux + randn(l,length(xaux))*0.01;
%% Resposta no tempo

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(tspan,xtime,’k’,’linewidth’,2)
hold on

plot (tExp,xEXP,’or’, ’MarkerSize’,10)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’x [m]’,’fontsize’,16)
legend(’True’, ’Exp’)

grid on
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xi0=.05;
xiID = lsqnonlin(@sub_error2,xi0)

c=2*xxiID*wnTRUE*m;
[xID]=sub_time(xiID,wnTRUE,x0,v0,tspan) ;

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(tspan,xtime,’k’,’linewidth’,2.5)
hold on

plot (tExp,xEXP,’or’, ’MarkerSize’,10)
hold on
plot(tspan,xID,’--k’,’linewidth’,2.5)
xlabel(’tempo [s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’x [m]’,’fontsize’,16)
legend(’Ref’, ’Exp’, ’Estimado’)

grid on

Cédigo 4.8

function e = sub_error2(xi)
global xEXP wnTRUE tExp x0 vO m

c=2*xi*wnTRUE*m;
[xaux]=sub_time(xi,wnTRUE,x0,vO0,tExp);

e=norm(xaux-xEXP) ;

A.3 Cédigos do capitulo

Cédio 5.1

% dados

Npontos=2;

d=linspace(1,4,Npontos)’; Ydisplacement
N = length(d);

ktrue= 10; Y%stiffness

Ftrue=ktruexd; %force

% gerando dados sinteticos
Fil=ktrue*d + normrnd(0,4,N,1);
% gerando dados sinteticos
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F2=ktrue*d + normrnd(0,4,N,1);

kmod = linspace(1,20,100);

for jj=1:length(kmod)
post1(jj) = exp(-norm(Fl-kmod(jj)*d)~2/16);
post2(jj) = exp(-norm(F2-kmod(jj)*d)~2/16);
end

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(kmod,postl/trapz(kmod,postl),’-k’,’linewidth’,2)

hold on
plot(kmod,post2/trapz(kmod,post2),’--k’,’linewidth’,2)

hold on

plot ([ktrue ktruel, [0 max(post2/trapz(kmod,post2))],’-r’...
,’linewidth’,3)

hold on
plot(kmod,ones(length(kmod) ,1)*1/(max (kmod)-min(kmod)),’-b’...
,’linewidth’,3)

hold on

plot ([min(kmod) min(kmod)], [0 1/(max(kmod)-min(kmod))],’-b’...
,’linewidth’,3)

hold on

plot ([max (kmod) max(kmod)], [0 1/(max(kmod)-min(kmod))],’-b’...
,’linewidth’,3)

xlabel(’k’,’fontsize’,16)

ylabel(’pdf de K’,’fontsize’,16)
legend(’Postl’,’Post2’, ’ktrue’, ’Prior’,2)

grid on

for jj=1:length(kmod)
Likelihood1(jj) = exp(-norm(Fi-kmod(jj)*d)~2/16);
e1(jj) = norm(Fl-kmod(jj)*d)"2 ; % norma do residuo
Likelihood2(jj) = exp(-norm(F2-kmod(jj)*d) ~2/16);
e2(jj) = norm(F2-kmod(jj)*d)"2; % norma do residuo
% proporcional aa likelihood

end

figure

axes(’fontsize’,20)
plot(kmod,el/max(el),’-k’,’linewidth’,2)
hold on
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plot(kmod,e2/max(e2),’--k’,’linewidth’,2)

hold on
plot(kmod,Likelihoodl/max(Likelihoodl),’-b’,’linewidth’,2)
hold on
plot(kmod,Likelihood2/max(Likelihood2),’--b’,’linewidth’,2)
hold on

plot([ktrue ktrue],[0 1],’-r’,’linewidth’,3)
xlabel(’k’,’fontsize’,16)

ylabel (’Residuo e Verossimilhancga’,’fontsize’,16)
legend(’Residuol’,’Residuo2’,’verossl’,’veross2’, ’ktrue’,1)
grid on

figure

axes(’fontsize’,20)
semilogy(el,Likelihoodl,’-k’,’linewidth’,2)
hold on
semilogy(e2,Likelihood2,’--k’,’linewidth’,2)
xlabel (’Norma do residuo’,’fontsize’,16)
ylabel(’Likelihood’,’fontsize’,16)
legend(’Likel’,’Like2’,1)

grid on

Cadigo 5.2

global var_e varpriori d F1 mpriori

% dados

Npontos=100;

%d1=linspace(1,4,Npontos)’; %displacement
%d2=linspace(4.01,1,Npontos)’; %displacement
%d=[d1; d2]; Ydisplacement
d=linspace(1,4,Npontos)’;

ktrue= 10; Y%stiffness
Ftrue=ktruex*d; Y%force

% gerando dados sinteticos
Fil=ktrue*d + normrnd(0,4,Npontos,1);
% gerando dados sinteticos
F2=ktrue*d + normrnd(0,4,Npontos,1);

kmin=1;
kmax=20;
nMC=100;
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% propagacao com prior
for iMC=1:nMC

kALE=unifrnd (kmin,kmax) ;
FALE(:,iMC) = kALE*d;

end

1_INF = prctile(FALE’,1);
1_SUP = prctile(FALE’,99);
figure

axes(’fontsize’,20)
plot(d,Ftrue,’-r’,’linewidth’,2)

hold on
plot(d,mean(FALE’),’-b’,’linewidth’,2)
hold on

plot(d,F1,’0or’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,1_INF,’-k’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,1_SUP,’-k’,’linewidth’,3)
xlabel(’deslocamento’,’fontsize’,16)
ylabel(’Forca’,’fontsize’,16)
legend(’True’,’mean prediction’,’Experiments’,...
’98% conf envelope’,2)

grid on

axis([0 4 0 80])

var_e = 16; % variancia do erro

mprior = 4 % media da prior

varprior = 16 % variancia da prior

varposterior = inv(d’*inv(var_e)*d + inv(varprior)) % p.208 Aster
mposteriori = lsqnonlin(@sub_error3,mprior)

% propagacao com posteriori

clear KALE FALE 1_INF 1_SUP

for iMC=1:nMC

kALE=normrnd (mposteriori,sqrt(varposterior));
FALE(:,iMC) = kALE*d;

end
1_INF = prctile(FALE’,1);
1_SUP = prctile(FALE’,99);
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figure

axes(’fontsize’,20)
plot(d,Ftrue,’-r’,’linewidth’,2)

hold on
plot(d,mean(FALE’),’-b’,’linewidth’,2)
hold on

plot(d,F1,’0or’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,1_INF,’-k’,’linewidth’,3)

hold on
plot(d,1_SUP,’-k’,’linewidth’,3)
xlabel(’deslocamento’,’fontsize’,16)
ylabel(’Forca’,’fontsize’,16)
legend(’True’,’mean prediction’, ’Experimental’, ...
’98% conf envelope’,2)

grid on

axis([0 4 0 801)

Cadigo 5.3

function e = sub_error3(m)
global var_e varpriori d F1 mpriori

e=([var_e~(-.5)*d; varpriori~(-.5)]*m -...
[var_e~(-.5)*F1; varpriori”(-.5)*mpriori]);

Cadigo 5.4

S —
% CALCULO DA RESPOSTA DINAMICA DE UMA VIGA DE TIMOSHENKO

% ________________________________________________________________
% REFERENCES

% G"oran Sandberg 1994-03-08

% Karl-Gunnar Olsson 1995-09-29
S —
clear all

close all

clc

% —————— Dados de entrada —————————————————————
L=511e-3; 7 comprimento

b=30.7e-3; 7% largura

h=3.04e-3; % altura
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A
kt=1e6; % rigidez mola torcional (lado engastado)

YA

E=2el1; % modulo de elasticidade
rho=7850; % massa especicifa
G=80e9; % modulo de cisalhamento

fatorCis = 5/6; % fator de cisalhamento (perfil retangular)

A=Dbx*h;
I=b*h~3/12;
ep=[E A I rho*A G fatorCis];

b —————-= topologia —————————————————————
Edof=[1 1 2 3 4 5 6
4 5 6 7 8 9
7 8 9 10 11 12
10 11 12 13 14 15
13 14 15 16 17 18
16 17 18 19 20 21
19 20 21 22 23 24
22 23 24 25 26 27
25 26 27 28 29 30
28 29 30 31 32 33
31 32 33 34 35 36
12 34 35 36 37 38 39
13 37 38 39 40 41 42
14 40 41 42 43 44 45
15 43 44 45 46 47 48
16 46 47 48 49 50 51
17 49 50 51 52 53 54
18 52 53 54 55 56 57
19 55 56 57 58 59 60
20 58 59 60 61 62 63];

© 00 N O O d WN

= e
= O

h == lista de coordenadas —————————————---—-——————————————————

Le=L/20;

Coord=[0 0; Le 0; 2xLe O0; 3xLe 0; 4xLe O0; 5%Le O0; 6%xLe 0;

7*Le 0; 8*%Le 0; 9xLe O0; 10*%Le O0; 11xLe O;...

12xLe 0; 13*Le O0; 14xLe O0; 15%xLe O0; 16xLe O0; 17xLe O;...
18xLe 0; 19%Le 0; 20%Le O0];

h —————= graus de liberdade --—---——-———————————————————-
Dof=[1 2 3; 4 5 6; 7 8 9; 10 11 12; 13 14 15; 16 17 18;...
19 20 21; 22 23 24; 25 26 27; 28 29 30; 31 32 33; 34 35 36;...
37 38 39; 0 41 42; 43 44 45; 46 47 48; 49 50 51; 52 53 54;...

55 56 57; 58 59 60; 61 62 63];
b —————= matrizes elementares e montagem das matrizes globais -
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K=zeros(63); M=zeros(63);
[Ex,Ey]l=coordxtr (Edof,Coord,Dof,2);
for i=1:20

[k,m,c]=beam2TM(Ex(i,:),Ey(i,:),ep);
K=assem(Edof(i,:),K,k); M=assem(Edof(i,:),M,m);

end

%h ———— Malha do elemento ——————————————————————————

clf; eldraw2(Ex,Ey, [1 2 2] ,Edof);

grid; title(’2-D Frame Structure’)

%h ————- Problema de autovalor - —————————"————————————————————————

% mola torcional na parte engastada
b=[1 2]7;
K(3,3) = K(3,3)+kt;

% engastada

%b=[1 2 3]7;
[La,Egv]=eigen(K,M,b);
Freq=sqrt(La)/(2*pi);
Freq(1:6)

%[nd,nd] = size(M);
%M = M(3:nd,3:nd);
%K = K(3:nd,3:nd);
%[Egv2,La2]=eig(K,M);
%sqrt (La2(1,1))/2/pi
%sqrt (La2(2,2))/2/pi
%sqrt (La2(3,3))/2/pi
%sqrt(La2(4,4))/2/pi

b ————— modo 1 a 4 ————————————
figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
eldraw2(Ex,Ey,[2 3 1]);

Edb=extract (Edof ,Egv(:,1)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
FreqText=num2str (Freq(1)); text(.5,1.75,FreqText) ;

figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
eldraw2(Ex,Ey, [2 3 1]);

Edb=extract (Edof ,Egv(:,2)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
FreqText=num2str (Freq(2)); text(.5,1.75,FreqText) ;

figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
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eldraw2(Ex,Ey,[2 3 1]);

Edb=extract (Edof ,Egv(:,3)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
FreqText=num2str (Freq(3)); text(.5,1.75,FreqText) ;

figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
eldraw2(Ex,Ey, [2 3 1]);

Edb=extract (Edof ,Egv(:,4)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
FreqText=num2str (Freq(4)); text(.5,1.75,FreqText) ;

return

% teoria Euler-Bernoulli
wl = 1.875"2*sqrt(ExI/(rho*A*L"4))/2/pi

w2 = 4.694"2*sqrt (ExI/(rho*A*L~4))/2/pi
w3 = 7.885"2*sqrt (ExI/(rhoxA*L"4))/2/pi
Cédigo 5.5

clear all
close all
clc

b —————= Dados de entrada ———————————————————————————————————————
L=511e-3; 7 comprimento

b=30.7e-3; % largura

h=3.04e-3; % altura

%

%kt=1e6; % rigidez mola torcional (lado engastado)

b

E=2el1; % modulo de elasticidade

rho=7850; % massa especicifa

G=80e9; % modulo de cisalhamento

fatorCis = 5/6; 7 fator de cisalhamento (perfil retangular)
YA

wmin = 0;  Hz

wmax = 200; %Hz

Npontos = 1000;

freq = linspace(wmin,wmax,Npontos);
YA

nsMC=100; % numero de simulacoes de Monte Carlo
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% rigidez de torcao
kt=1e6;
A

% resposta no dominio da frequencia

[freq,xchapeul =sub_VigaTimoshenko20(L,b,h,E,rho,G,fatorCis, ...

freq,kt);

figure

axes(’fontsize’,20)
semilogy(freq,xchapeu(60,:),’k’,’linewidth’,2.5)
xlabel(’\omega [rad/s]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |H| [m/N]’,’fontsize’,16)

grid on

% propagacao de incerteza
for i=1:nsMC
kt=unifrnd(1le2,1e3);
[freq,xchapeul =sub_VigaTimoshenko20(L,b,h,E,rho,G, ..
fatorCis,freq,kt);
Xale(i,:) = xchapeu(60,:);
end

figure

axes(’fontsize’,20)
semilogy(freq,Xale,’k’)
xlabel(’\omega [Hz]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |H| [m/N]’,’fontsize’,16)
grid on

1SUP
1INF

prctile(Xale,99);
prctile(Xale,1);

figure

axes(’fontsize’,20)
semilogy(freq,mean(Xale),’--k’,’linewidth’,3)
hold on

semilogy(freq,1SUP,’k’,’linewidth’,3)

hold on

semilogy(freq,1INF,’k’,’linewidth’,3)
xlabel(’\omega [Hz]’,’fontsize’,16)
ylabel(’ |H| [m/N]’,’fontsize’,16)
legend(’média’,’98% envelope de probabildade’)
grid on
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figure

axes(’fontsize’,20)
plot(freq,sqrt(var(Xale))./mean(Xale)*100,’--k’,’linewidth’,3)
xlabel(’\omega [Hz]’,’fontsize’,16)

ylabel(’coef. de variagdo (%)’,’fontsize’,16)

grid on

Cadigo 5.6

function [freq,xchapeu,Freq]l=sub_VigaTimoshenko20(L,b,h,E. ..
,rho,G,fatorCis, freq,kt)

A
A=b*h;

I=b*h~3/12;

ep=[E A T rho*A G fatorCis];

h —————= topologia ———=——=—==————-— -
Edof=[1 1 2 3 4 5 6
4 5 6 7 8 9
7 8 910 11 12
10 11 12 13 14 15
13 14 15 16 17 18
16 17 18 19 20 21
19 20 21 22 23 24
22 23 24 25 26 27
25 26 27 28 29 30
28 29 30 31 32 33
31 32 33 34 35 36
12 34 35 36 37 38 39
13 37 38 39 40 41 42
14 40 41 42 43 44 45
15 43 44 45 46 47 48
16 46 47 48 49 50 51
17 49 50 51 52 53 54
18 52 53 54 55 56 57
19 55 56 57 58 59 60
20 58 59 60 61 62 63];

© 00 N O O d W N

=
= O
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Le=L/20;
Coord=[0 O0; Le O0; 2«Le O0; 3xLe O0; 4xLe O0; 5%Le O0; 6%*Le...
0; 7xLe O0; 8xLe O0; 9%Le 0; 10xLe O0; 11*Le O0;...
12xLe O0; 13xLe O0; 14xLe O0; 15%Le O0; 16*Le O;...
17xLe 0; 18xLe O0; 19*Le 0; 20%Le O0];

b —————= graus de liberdade -----—--————————————————————-
Dof=[1 2 3; 4 5 6; 7 8 9; 10 11 12; 13 14 15; 16 17 18;...
19 20 21; 22 23 24; 25 26 27; 28 29 30; 31 32 33; 34 35 36;...

37 38 39; 0 41 42; 43 44 45; 46 47 48; 49 50 51; 52 53 54;...
55 56 57; 58 59 60; 61 62 63];
b —————-= matrizes elementares e montagem das matrizes globais -
K=zeros(63); M=zeros(63);
[Ex,Ey]l=coordxtr (Edof,Coord,Dof,2);
for i=1:20
[k,m,c]=beam2TM(Ex(i,:) ,Ey(i,:),ep);
K=assem(Edof(i,:),K,k); M=assem(Edof(i,:),M,m);
end

% mola torcional na parte engastada
K(3,3) = K(3,3)+kt;

[nd,nd] = size(M);

% retirando graus de liberdade fixos
M = M(3:nd,3:nd);

K(3:nd,3:nd);

%C = 1le-2*xM + le-4xK;

C = 10*M;

=~
]

[Egv,Lal=eig(K,M);

xi = diag(Egv’*CxEgv) ./diag(2*sqrt(La));
wil=sqrt(La(1,1))/2/pi;
w2=sqrt(La(2,2))/2/pi;
w3=sqrt(La(3,3))/2/pi;
wi=sqrt(La(4,4))/2/pi;

Freq = [wl w2 w3];

F=zeros(nd-2,1);
F(60)=1;
[xchapeu]=sub_frf2(M,C,K,freq,F);

%return

%

% % engastada

% %b=[1 2 3]7;

% [La,Egv]l=eigen(K,M,b);

% Freq=sqrt(La)/(2*pi);

% Freq(1:6)

A

%o o ————= modo 1 a 4 —————=—=-------——————— oo
A
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% figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
% eldraw2(Ex,Ey,[2 3 1]);
% Edb=extract (Edof,Egv(:,1)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
% FreqText=num2str(Freq(1)); text(.5,1.75,FreqText) ;
%
%
% figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
% eldraw2(Ex,Ey,[2 3 1]);
% Edb=extract (Edof,Egv(:,2)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
% FreqText=num2str(Freq(2)); text(.5,1.75,FreqText) ;
%
%
% figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
% eldraw2(Ex,Ey,[2 3 1]);
% Edb=extract (Edof,Egv(:,3)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
% FreqText=num2str(Freq(3)); text(.5,1.75,FreqText) ;
%
%
% figure, clf, grid, title(’The first eigenmode’),
% eldraw2(Ex,Ey,[2 3 1]);
% Edb=extract (Edof,Egv(:,4)); eldisp2(Ex,Ey,Edb,[1 2 2],.05);
% FreqText=num2str(Freq(4)); text(.5,1.75,FreqText) ;
%
%
%
%
% % teoria Euler-Bernoulli
% wl = 1.875"2xsqrt (ExI/(rhoxAxL"4))/2/pi
% w2 = 4.694"2xsqrt (ExI/(rho*AxL"4))/2/pi
% w3 = 7.885"2xsqrt (ExI/(rho*AxL"4))/2/pi
Cédigo 5.7

e

function e =

sub_error4 (kt)

=norm(Freq-FreqExp) ;

global FreqExp L b h E rho G fatorCis freq

[freq,xchapeu,Freq]l=sub_VigaTimoshenko20(L,b,h,E, ...
rho,G,fatorCis,freq,kt) ;

Cadigo 5.8
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function [Ke,Me,fel=sub_beam2DT(ex,ey,ep,eq)

function [Ke,Me,fel=beam2DT(ex,ey,ep,eq)

Calcul des matrices de masse et de rigidité d’un EF

coordonnées en x des noeuds 1 et 2
coordonnées en y des noeuds 1 et 2

OBJET :

poutre 2D Timoshenko
ENTREE: ex = [x1 x2]

ey = [yl y2]

ep = [E G A I ks masslin]

E: Module d’Young

G: Module de cisaillement
A: Aire de la section de la poutre
I: Moment d’inertie de la poutre

ks:

facteur de correction pour le cisaillement

masslin: masse linéique de 1’élément poutre per

unit length

eq = [gx qy]

: densité linéique de forces

extérieures réparties dans les axes locaux

SORTIE : Ke : matrice de rigidité (6,6)
Me : matrice de masse (6,6)
fe :

if nargin==3;

eq=[0 0];
end
b =[ex(2)-ex(1)
ey(2)-ey(1)]1;
L = sqrt(b’*b);
n = b/L;
E = ep(1);
Gm = ep(2);
A = ep(3);
I = ep(4);
ks = ep(5);
masslin = ep(6);

m = (12/L"2)*(ExI/(Gm*A*xks));

Kle=E/(1+m)* [Ax(1+m) /L 0

0 12+%I/L"3 6*I/L"2

0 6*xI/L"2 4xIx(1+m/4)/L
-A*x(1+m) /L 0 0

0 -12%xI/L"3 -6*I/L"2

0 6*xI/L"2 2xIx(1-m/2)/L

force nodale équivalente (6,1)

0 -Ax(1+m)/L 0 O;
0 -12%I/L"3  6%I/L"2;
0 -6%I/L"2 2*%I*(1-m/2)/L;
A% (1+m) /L 0 0;
0 12+%I/L"3 -6%I/L"2;
0 -6%I/L"2  4*I*(1+m/4)/L];
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Mle=masslin*L/420%[140 O 0 70 O 0 ;
0 156 22xL. 0 54 -13%L ;
0 22xL 4xL"2 0 13%L -3%L"2 ;
70 0 0 140 O 0 ;
0 54 13¥xL 0 156 -22*L ;
0 -13*L -3*xL"2 0 -22+«L 4x*L"2];

fle=Lkx[eq(1)/2 eq(2)/2 eq(2)*L/12 eq(1)/2 eq(2)/2...
-eq(2)*L/12]7;

G = [n() n(2 O 0 0 O0;
-n(2) n(1) O 0 0 0;

0 0 1 0 0 0;
0 0 0 n(1) n(2) 0;
0 0 0 -n(2) n(1) 0;
0 0 0 0 0 11;

Ke = G’*xKle*G;

Me = G’*Mle*G;

fe = G’xfle;

return

Cadigo 5.9

function [xchapeu] =sub_frf2(m,c,k,freq,f)

for rr=1:length(freq);
Haux = (-m*(freq(rr)*2*pi)*(freq(rr)*2*pi) +...
cxi*(freq(rr)*2+pi) + k)\f;
H(:,rr) = Haux;
end
xchapeu = abs(H);

Fungoes usadas do cédigo CALFEM: assem.m, coordxtr.m, eigen.m, pltstyle.m,
eldisp2.m e eldraw2.m
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