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Prefacio

O propdsito do presente trabalho é realizar uma apresentagao formal dos principais
métodos de simulacao e analise numérica no contexto das equagoes diferenciais es-
tocasticas. A obra resulta da compilacao de trabalhos desenvolvidos por um grupo
de estudos iniciado na Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), pelos pro-
fessores Luiz Duczmal e Denise Burgarelli, com o intuito de estudar e buscar novas
aplicagoes para o tema. A fim de deixar o texto acessivel aos leitores iniciantes, a
primeira metade do livro é dedicada a discussao de conceitos fundamentais para o
entendimento geral do tépico, evitando o desmoderado rigor mateméatico encontrado
em outras obras da &area; é indispensavel apenas algum conhecimento em teoria da
medida. Sempre que possivel, no¢oes intuitivas dos resultados sao apresentadas em
uma primeira instancia de modo a valorizar a interpretacao pratica do conteudo.
Dado o envolvimento de estudantes de graduagao e mestrado no projeto, acredi-
tamos que o material é adequado tanto a alunos de matematica aplicada e com-
putacional cursando os ltimos periodos da graduagao e interessados na aplicagao
desses modelos, quanto a alunos/pesquisadores com um conhecimento mais sélido
que desejam focar seus estudos no desenvolvimento tedrico de novos métodos.

Belo Horizonte, 29 de janeiro de 2015.
Felipe Alvares

Luiz Duczmal
Denise Burgarelli
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Capitulo 1

Introducao

Equacoes diferenciais estocdsticas (EDEs) constituem uma classe de modelos proba-
bilisticos capazes de expandir as ideias ja consolidadas no contexto das equacoes di-
ferenciais ordinarias (EDOs), explicando de maneira mais eficaz diversos fendémenos
observados na natureza e em nosso cotidiano. Como uma breve motivagao, pode-
mos citar que as equagoes diferenciais estocdsticas tratam da unido entre os campos
das equacoes diferenciais e dos processos estocasticos, oferecendo nao apenas uma
crescente (e cativante) drea de pesquisa mas também um grande leque de aplicagoes
multidisciplinares. Sua grande contribuicao esta relacionada a modelagem formal
de ruidos associados a sistemas dinamicos observados em cendrios complexos onde
as fontes de perturbacéo sao grandes o suficiente para impossibilitar o ajuste suave
de trajetorias.

Assim como nos casos cldssicos, a modelagem de fenémenos sob essa perspectiva
exige a consolidacao de uma base tedrica consistente em conjunto com uma série
de métodos numéricos para o tratamento das equacoes envolvidas. No entanto,
vale ressaltar que a importancia do ferramental numérico nesse contexto é ainda
mais evidente se comparado aos casos classicos. Isso se deve a complexidade das
estruturas matematicas envolvidas as quais fatalmente impossibilitam a obtencgao
de solugoes analiticas na (quase) totalidade dos casos.

Em um primeiro contato com o tema, muitas perguntas surgem naturalmente:

- 0 que é uma equagao diferencial estocéstica?
- quais sao suas caracteristicas essenciais?
- como obter aproximagoes para os modelos?

- dado o contexto probabilistico, como avaliar propriedades como convergéncia
e estabilidade das aproximacoes?

As respectivas respostas constituem basicamente a espinha dorsal deste material.
Um roteiro mais detalhado das notas é apresentado a seguir visando facilitar a ade-
quacao da leitura aos objetivos de cada interessado. Infelizmente, nao entramos
em detalhes nas metodologias de modelagem dos fenémenos ja que as possiveis dis-
cussoes deste topico seriam material suficiente para um novo projeto. Uma extensa
selecao de referéncias disponiveis na literatura é oferecida ao final do texto para os
leitores interessados em aprofundar ainda mais seus conhecimentos na éarea.



2 Introducao

1.1 Roteiro

A fim de organizar a proposta deste trabalho, apresentamos a seguir um roteiro dos
assuntos que serao abordados no decorrer dos proximos capitulos.

Os capitulos 2, 3 e 4 abrangem os alicerces do tema. O Capitulo 2 apresenta con-
ceitos matemdticos subjacentes (apresentagao de notagoes, definigoes e resultados
bésicos) & formalizagdo tedrica do universo das EDEs. Leitores mais familiarizados
com a teoria dos processos estocdsticos podem, em um primeira leitura, pular este
capitulo. Uma vez que o foco do texto estd nas equacoes unidimensionais, os con-
ceitos que se seguem levarao em consideracao apenas fungoes em R. Estes mesmos
conceitos podem, sem excegdo, ser generalizados para vetores (sistemas de EDEs)
em R™, n € N [19/28], o que seria a continuagdo natural deste trabalho. O ter-
ceiro capitulo introduz os dois pilares do calculo estocastico: processos de Wiener
e integral de It6. Comegamos com um breve histdrico a respeito dos processos de
Wiener e com a discussao de algumas de suas propriedades fundamentais. A inte-
gral de It6 é abordada em seguida tracando um paralelo com a teoria cldssica de
Riemann-Stieltjes. O conceito de equagao diferencial estocéstica é enfim abordado
no capitulo 4; uma construcao intuitiva desses modelos é apresentada a partir da
ideia de modelagem microscopica de processos de difusao. O capitulo é finalizado
com a discussao de trés resultados dentre os mais famosos do meio: férmula de It0,
transformada de Lamperti e transformada de Girsanov.

Leitores mais experientes, interessados apenas nos métodos de simulagao e andlise
numérica, podem iniciar seus estudos a partir do capitulo 5, o qual é reservado aos
métodos de simulagao baseados na discretizacao do dominio temporal. Apresen-
tamos inicialmente uma versao estocastica da expansao de Taylor, permitindo as-
sim uma associacao direta entre métodos de discretizacao nos cendrios estocastico
e deterministico. A sequéncia trata do desenvolvimento dos métodos de Euler-
Maruyama, Milstein, #-estocéstico e linearizacao local. O capitulo seguinte trata da
andlise numérica dos algoritmos abordados até entao. A andlise parte da discussao
dos conceitos de convergéncia, consisténcia e estabilidade adaptados ao contexto das
varidveis aleatérias. A fim de estimular a implementagdo computacional, focamos a
discussao em analises experimentais dos métodos. Seguindo a proposta introdutodria
do livro, utilizamos experimentos bastante ilustrativos e que podem ser facilmente
reproduzidos pelo leitor. O ultimo capitulo trata da versao mais contemporanea
de algoritmos: métodos de simulagao exata. Esta sistemdtica trata basicamente da
extensdo do tradicional método da rejeigao a simulagdo de trajetérias. Apresenta-
mos apenas o modelo que originou esta perspectiva: o algoritmo EA1 de Beskos e
Roberts. Referéncias as possiveis enxtensoes do método sao deixadas ao longo do
capitulo.



Capitulo 2

Revisao de Probabilidade e
Processos Estocasticos

O presente capitulo introduz conceitos béasicos de probabilidade e processos es-
tocdasticos, os quais serao cruciais para o bom entendimento dos tépicos que se
seguem. O objetivo principal é situar o leitor a respeito das notagdes e principais
propriedades, destacando que uma cobertura total do tema extrapola bastante nosso
enfoque. Abordagens mais completas a respeito destes tépicos podem ser obtidas
em textos classicos da drea como Shiryaev [33], Billingsley [4], e Karlin e Taylor [18],
por exemplo. E recomenddvel apenas que o leitor tenha alguma familiaridade com
teoria da medida.

2.1 Variaveis Aleatorias e Espacos de Probabili-
dade

Seja € o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio
de interesse. () poderia ser, por exemplo, um simples conjunto numérico ou em
um subintervalo da reta, por exemplo. Na teoria da probabilidade, este conjunto é
denominado espago amostral e constitui a base de construgao de todo o tépico.

Uma medida é uma extensao formal dos conceitos de comprimento, area e volume
utilizados amplamente em aplicagoes envolvendo espacos Euclidianos com até trés
dimensoes. Dado um espago amostral €2, uma medida é uma funcao de conjuntos
cujo dominio engloba algumas das partes de ). Para que esta fungao seja bem
definida, é necessédrio que tais partes satisfacam algumas premissas basicas, as quais
sao definidas a seguir.

Definigao 2.1. Seja F uma cole¢do de subconjuntos de um espa¢o amostral Q). A
familia F é denominada uma o-dlgebra se e somente se ela cumpre as propiedades
abaizo.

(1) B e F;
(i) Ae F= A° € F;

(iii) A; € F,i=1,2,3,..= UA; € F.
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Definicao 2.2. Um espago de probabilidade é uma tripla (Q, F, P), onde Q é um
conjunto arbitrdrio, F € uma o-dlgebra de conjuntos em 2 e P € uma medida de
probabilidade definida em F.

Um espaco de probabilidade, conforme a definicao acima, é um caso particular
de espago de medida (2, F, P) onde P(2) = 1. Um exemplo importante é verificado
quando Q = [0, 1], F = B([0,1]) (Borelianos em [0,1]) e P é a medida de Lebesgue
em [0, 1].

Definicao 2.3. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Uma fun¢ao X : Q — R
€ uma varidvel aleatdria se for mensurdvel, isto €, se

XN A) ={we X(w)e A} e F, VAeB(R), (2.1.1)
onde B(R) representa os Borelianos em R.

Varidveis aleatdrias induzem medidas de probabilidade em B(R). Para tal, basta
definirmos

Px(A) =P (X '(4)), VAeBR). (2.1.2)

Neste caso, Px é denominada a lei ou a distribuigao da variavel aleatéria X. Fri-
zamos aqui que o termo X ~!(A) denota a pré-imagem do conjunto A pela fungio
X, a existéncia de uma funcdo inversa X ~! neste contexto nao é necessaria.

Definicao 2.4. Seja T wm conjunto arbitrdrio. Dizemos que uma familia de
o-dlgebras {Fi}ier € independente se, para qualquer conjunto finito de indices
{t1, ta, ..., t;} C T, e quaisquer Ay, € Fi,, k=1,2,..., ], verificarmos

P <ﬁ Atk_> = f[ P(Ay). (2.1.3)
k=1 k=1

Além disso, se X € uma varidvel aleatéria e F € uma o-dlgebra, dizemos que X €
independente de F se o(X) e F sdo independentes, onde o(X) € a o-dlgebra gerada
por X.

O conceito de independéncia é naturalmente estendido a familias de varidveis
aleatdrias. Dizemos que uma familia de varidveis aleatérias { X }+er é independente
se a familia de o-dlgebras geradas {o(X)}+er for independente.

2.2 Momentos e Esperanga Condicional

Definicao 2.5. Seja X wma varidvel aleatoria definida no espago de probabilidade
(Q,F, P). Definimos o p-ésimo momento de X como sendo

E[X7] = /Q X ()]? P(dw). (2.2.4)

Cada valor de p na definicao acima revela uma caracteristica distinta a respeito
da variavel aleatéria X. Em particular, destacamos a esperanca matematica

E[X] = /Q X (w)P(dw). (2.2.5)

Se considerarmos momentos centrados podemos obter ainda conceitos como o de
variancia

Var[X] =E [(X — E[X])*] = E[X?] — E*[X]. (2.2.6)
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Os momentos de uma fungdao podem também ser obtidos de uma maneira mais
pratica a partir de um dispositivo ligado a sua func¢do geradora de momentos. Tal
fungao possui o poder de especificar, de maneira alternativa, a distribuicao de uma
variavel aleatéria.

Definicao 2.6. A funcao geradora de momentos de uma varidvel aleatoria X €
dada por

ox(t) =E[eX], teR, (2.2.7)

caso a esperanca exista. Esta fungao (caso exista) caracteriza de maneira inica a
distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatdria correspondente:

dx = oy = X e Y sao identicamente distribuidas. (2.2.8)
Além disso,
Ex7 = X0, pen (2.2.9)
dtp

Definicao 2.7. Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade. Sejam X uma varidvel
aleatdria tal que E[|X|] < 400 € G C F uma o-dlgebra. A esperanca condicional
E[X|G] de X com relagio a G € a inica varidvel aleatdria (P — q.c.)E| que satisfaz

1. E[X|G] € G-mensurdvel;

2. fGE[X(w)|Q]P(dw) = fGX(w)P(dw), VG € G.

Tanto a existéncia quanto a unicidade da varidvel aleatéria E[ X |G] sdo garantidos
pelo teorema de Radon-Nikodym.

Proposigao 2.1. Sejam X,Y varidveis aleatdrias e H C G C F o-dlgebras. Temos:
(a) E[aX + Y|G] = aE[X|G] + E[Y|G], Va € R;
(b) seY € G-mensurdvel, entio E[XY|G] = YE[X|G];
(c) BIE[X|G)[H] = B[X[H];
(d) seY ¢ independente de G, entao E[Y|G] = E[Y];
(e) E[E[Y|G] = E[Y].

Assim como na definicao anterior, os itens desta proposicao seguem basicamente
das propriedades da derivada de Radon-Nikodym. Uma demonstragao formal pode
ser obtida em [33].

2.3 Processos Estocasticos
Definicao 2.8. Um processo estocdstico é uma familia
{Xiher ={Xy; teT}

de varidveis aleatdrias em um espago de probabilidade (2, F, P), parametrizada por
um conjunto de indices T .

1P — g.c. : quase certamente segundo a medida de probabilidade P.
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Para nossos propdsitos, o conjunto 7' serd usualmente o intervalo [0,+00), o
que nos permite interpretar os indices t € T como instantes de tempo. Devemos
ressaltar que para cada instante ¢ € T fixo, temos uma variavel aleatéria

w—= Xt(w), we.
Por outro lado, fixando um ponto amostral w € €2, temos uma fungao
t— X, (W), telT,

a qual é denominada caminho amostral (trajetéria) de X;.

Defini¢ao 2.9. Sejam X = {Xy; 0 <t < 4oo} e Y = {Y;; 0 <t < o0} dois
processos estocdsticos definidos em um mesmo espaco de probabilidade (2, F, P).
Dizemos que

(a) Y € uma modificagcio (versio) de X se, para qualquer t > 0, temos que

P(X,=Y;) =1. (2.3.10)

(b) X eY possuem as mesmas distribui¢des finito-dimensionais se, para quaisquer
neN 0<t <ty <-t, <—+oo reais, e A € B(R"), temos que

P[(X4,, Xty o, Xt,) € Al = P[(Ye,, Vi, oo, Y2, ) € Al (2.3.11)

(¢) X eY sdo indistinguiveis se suas trajetdrias concidirem P — q.c.
P(X; =Y;; VO < t < +00) = 1. (2.3.12)
A propriedade descrita pelo item (c) é a mais forte dentre as trés ja que
(¢) = (a) = (b)-

Perceba ainda que dois processos estocasticos podem ser modificagoes um do outro
e possuir trajetorias com propriedade antagonicas. Logo,

) % (o).
O contra-exemplo classico é dado pelos processos
_ Yi=0, t£T
X, =0 e {YtL o (2.3.13)

onde T é uma variavel aleatéria continua nao negativa. Y é uma modificagao de X,
porque
PX;=Y,)=P(T#t)=1,Vvt >0, (2.3.14)

no entanto,
P(X;=Y; Ve >0)=0. (2.3.15)

Definigao 2.10. Seja RI®) o espaco das fungoes reais w = (w;) definidas para
qualquer t € [0,00). Um cilindro n-dimensional em RIO:>) ¢ ym conjunto da forma

C(A) = {w e RO (w(ty),...,w(ty)) € A}, (2.3.16)

onde t; € [0,00),i=1,2,....n e A € um boreliano em R™.



Processos Estocasticos 7

A definicao anterior pode ser entendida intuitivamente se considerarmos o caso
particular do subconjunto de borelianos em R™ da forma

A=B; X By X...x B,

sendo cada B; um boreliano em R. Com esta notagdo, o conjunto C(A4) pode
ser visto como a colecao das fungoes reais que, nos instantes t1,to, ..., t,, projetam
suas imagens nas ”"janelas” Bj, Bs, ..., B,. Denotaremos por A a &lgebra gerada
pelos cilindros (de qualquer dimensio finita) em RI%>) e por B(RI*>)) a menor
o-algebra que contém A. O conceito de cilindro pode ser aplicado na teoria dos
processos estocasticos de modo a definir formalmente o conceito de distribuicdo
finito-dimensional o qual foi citado superficialmente na definigao [2.9

Definicao 2.11. Seja T o conjunto das sequéncias finitas 7 = (t1,...,t,), n € N,
de inteiros distintos e nao negativos. Suponha que para cada T de comprimento n,
temos uma medida de probabilidade Q. no espago mensurdvel (R™, B(R™)). Dizemos
que a cole¢ao {Qr}rer € uma familia de distribuicdes finito-dimensionais.

Se P é uma medida de probabilidade em (RI%*) B(RI®>)) entio podemos
definir uma familia de distribuigoes finito-dimensionais por

Q-(A) = P(C(A)) = P |w e RO (w(ty), ..., w(t,)) € A] , (2.3.17)

onde A € B(R") e 7 = (t1,...,t,) € T. Na prética, estaremos mais interessados na
reciproca deste resultado: dada uma familia {Q },cr, desejamos obter uma medida
de probabilidade que satisfaz a relacao acima. Esta propriedade é validada por um
dos teoremas de extensao de Kolmogorov.

Teorema 2.1. (Kolmogorov) Considere as sequintes condi¢des de consisténcia:

(1) se 7" = (tiy, tiy, -, ti,) € uma permutagdo de T = (t1,ta,...,t,), entdo, para
qualquer A; € B(R), i =1,2,...,n, temos que

QT(A17A27 ceey An) = Q-,—/ (142‘17141'27 ceey Ai")§ (2318)

(i1) se T = (t1,ta, .. tn) paran > 1, 7" = (t1,ta,....tn_1) e A € B(R"™1), entdo

Se {Q-} € uma familia que satisfaz as condigoes (i) e (ii), entao existe uma medida

de probabilidade P em (RI%>°) B(RI®>)))  tal que
Q-(A) =P(C(A)), VreTl. (2.3.20)

O teorema acima nos garante que qualquer processo estocastico {X;; ¢ > 0}
definido pelas fung¢des coordenadas Xi(w) := w(t), induz uma medida P no espago
(RI02) B(RI*>)). A demonstragio do teorema pode ser obtida em [17].

Definicao 2.12. Sejam (Q, F, P) um espago de probabilidade e T um conjunto ar-
bitrdrio de indices. Uma filtragao neste espago é uma familia de o-dlgebras {F; brer
tal que Fs C Fi, para quaisquer s,t € T, s < t.
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Através das filtragoes podemos rastrear uma quantidade de informagoes dis-
poniveis até determinado instante de tempo ao invés de lidarmos simplesmente
com o espaco amostral irrestrito. A interpretacao dos processos estocdsticos como
um fluxo de informacdes ao longo do tempo torna plausivel o questionamento do
quanto o observador conhece a respeito do fenémeno no instante presente em com-
paracao com o conhecimento jé disponivel do passado. Podemos ainda utilizar esta
informagao disponivel para fazer melhores previsoes a respeito do comportamento
futuro do fenémeno. Dado um processo estocdstico { X }ter, a escolha mais simples
de filtragao é a gerada pelo préprio processo, isto é,

F = 0(X,; Vs € TN0,1]), (2.3.21)
a menor o-algebra com respeito a qual X é mensurdvel para todo s € T N[0, ¢].

Definigao 2.13. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. Dizemos que um pro-
cesso estocdstico X = {Xy; t € T} € adaptado a uma filtragao {Fihier se Xy for
Fi-mensurdvel, para todo t € T.

A partir do fluxo de informagoes estabelecido por uma dada filtracdo, podemos
definir duas classes importantes de processos estocéticos: processos Markovianos e
Martingales.

Definicao 2.14. Um processo estocdsticos X = {X; 0 < t < +oo} definido em
um espago de probabilidade (2, F, P) é denominado um processo Markoviano com
condi¢ao inicial p se

P(X, € B) = u(B) (2.3.22)

P (Xet € B|F)) = P(Xot € B|X,), (2.3.23)
para quaisquer s,t >0 e B € F.

A relagao é popularmente denominada propriedade de Markov e caracte-
riza basicamente a falta de memoria dos processos estocédsticos pertencentes a esta
familia. Tal propriedade assegura que um processo Markoviano pode ser predito
basicamente a partir do montante de informacao disponivel no momento presente,
deixando de lado todo o histérico anterior. Por simplicidade, assumiremos que F
é a o-algebra de Borel em R e consideraremos apenas processos estocédsticos as-
sociados a varidveis aleatérias X; continuas. Desta forma, é possivel associar esta
propriedade a uma funcdo densidade de probabilidade (densidade de transigao) , a
qual nos permitira lidar com estes processos em situagoes praticas:

P(Xs4t€B|Xs=2) = / px(s,x,s +t,y)dy, VBEeEF. (2.3.24)
B

Como uma funcao densidade de probabilidade caracteriza de maneira tinica (quase
certamente) uma medida de probabilidade, temos que um processo Markoviano
pode ser caracterizado a partir do estabelecimento de uma densidade de transigao.

A segunda classe de interesse diz respeito a sequéncias de variaveis aleatdrias cu-
jos estados presentes sdo suficientes para caracterizar os valores esperados (médias)
no futuro. Esta situagao caracteriza basicamente o que seria um ”jogo justo”, desta
forma, tais processos foram nomeados em homenagem a um conjunto de estratégias
de aposta bastante popular na Franga durante o século XVIII: Martingales.
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Definicao 2.15. Sejam (2, F, P) um espago de probabilidade e {F;}i>0 uma fil-
tragao. Um submartingale (respectivamente, um supermartingale) com rela¢ao a
filtragao {Fi}i>0 € um processo X = {Xy; 0 < t < o0}, adaptado a {Fi}i>0, tal
que

(a) E|X¢|, para 0 <t < +o0;
(b) E[X¢|Fs] > Xs (respectivamente, E[X|Fs] < Xs) para 0 < s <t < 4o0.

Dizemos ainda que X € um martingale com respeito a {Fi}i>0 se for simultanea-
mente um supermartingale e um submartingale com respeito a {Fi}t>0.
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Revisao Probabilidade e Processos Estocasticos



Capitulo 3

Integral Estocastica

O estudo das equagoes diferenciais estocdsticas ou, mais amplamente, do calculo
estocastico é fundamentado na concepgao de integrais com respeito a trajetorias
aleatérias. A ideia central é generalizar a metodologia classica de Lebesgue-Stieltjes
de modo a acomodar integrais da forma

T
I(fw) = /S £t w)dMy(w),

onde f é uma funcao de uma trajeto aleatéria e M é um processo estocdstico cujas
caracteristicas serao discutidas adiante. O grande obstaculo observado na definicao
dessas integrais é a variacao ilimitada dos integradores M em qualquer intervalo
finito, o que impossibilita a definicdo tradicional de integral trajetéria a trajetoria
(i.e., para cada realizacdo w € Q separadamente). Conforme discutiremos a seguir,
este problema s6 podera ser compensado através da introdugao de um novo conceito
de integral.

Neste trabalho estaremos particularmente interessados na metodologia proposta
por It6 [15] com respeito aos processos de Wiener (movimentos Brownianos). Desta
forma, o capitulo ¢ iniciado a partir da definicao deste importante processo es-
tocastico, discutindo algumas de suas principais propriedades. Em seguida a cons-
trucdo da integral de It6 é apresentada. Os leitores mais avangados podem recorrer
aos trabalhos de Karatzas e Shreve [17], Protter [30] e Tkeda e Watanabe [14] para
uma definicao mais ampla de integral estocastica.

3.1 Processo de Wiener

Processos de Wiener definem modelos matematicos fortemente realacionados ao
fendbmeno conhecido como movimento Browniano. Este padrao peculiar de mo-
vimento faz referéncia ao comportamento difusivo verificado ao longo do desloca-
mento de pequenas particulas em um espago sujeito a influéncia de forgas aleatérias
conforme ilustrado na Figura por exemplo. O estudo mais detalhado desses
fendmenos teve inicio no século XIX com os trabalhos de Robert Brown (7], um
botanico que se interessou pelo deslocamento aleatério de particulas de pdlen sus-
pensas na dgua. O desenvolvimento das simples observagées de Brown nao foi su-
ficiente para esmiugar fisica ou matematicamente as causas do curioso movimento,
porém evidenciou duas caracteristicas fundamentais: as trajetérias induzidas pelas
particulas de pélen apresentavam um comportamento extremamente irregular (a
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principio seria impossivel tragar uma tangente em qualquer ponto) e tais trajetérias
nao demonstravam nenhuma correlagao quando provenientes de particulas distintas.

Figura 3.1: Trajetéria tipica de um movimento Browniano bidimensional.

O que parecia ser uma dinadmica despretensiosa voltou a ser foco de interesse
cientifico algumas décadas adiante com o matematico Louis Bachelier [1] em virtude
da sua descrigao de um fendmeno similar testemunhado na flutacdo de ativos nos
mercados financeiros. A tese defendida por Bachelier em 1900 deu mais relevancia
ao fendmeno previamente analisado por Brown, porém a falta de uma descrigao
mais formal, assim como de aplicagoes mais concretas, nao contribuiram para a
conquista do interesse dos principais fisicos e matematicos da época. Com o de-
senvolvimento da fisica quéantica, sobretudo a teorizagao dos conceitos de atomos e
moléculas como constituintes da matéria, Albert Einstein [10] propos em 1905 uma
explicagao fisica precisa para o movimento Browniano: o comportamento impre-
visivel das particulas suspensas era fruto de choques aleatérios com as moléculas do
fluido. As conclusoes de Einstein alavancaram definitivamente a importancia dessa
conturbac¢ao como um fenémeno fisico de transporte e consequentemente induziram
uma série de pesquisadores a alinhar seus estudos com o tépico.

Apesar das grandes contribuigoes de Bachelier e Einstein, a formalizagao ma-
tematica do movimento Browniano como um processo estocéstico foi concretizada
duas décadas mais tarde com os trabalhos de Norbert Wiener [37,38|, razao pela
qual este importante fenémeno é também denominado processo de Wiener. Atual-
mente sabemos que o movimento Browniano, como um fenémeno fisico, é melhor
explicado por um segundo modelo (ver Capitulo |4]), entretanto as terminologias em
homenagem a Brown e Wiener ainda se misturam naturalmente nas obras classicas



Processo de Wiener 13

do célculo estocéstico.

Seguindo a metodologia desenvolvida por Wiener, um movimento Browniano
unidimensional W = {W;; 0 <t < 400} em um espago de probabilidade (2, F, P)
é completamente especificado pelo conjunto de hipoteses:

1. W é um processo Gaussiano em ();
2. W tem trajetérias continuas P-q.c.;
3. E[Wi] =0 e E[W;W,] « (t A s), Vt,s > 0.

E comum utilizarmos a expressao movimento Browniano padrdo quando queremos
enfatizar a igualdade
E[W,W,] = (tAs), Vt,s>0, (3.1.1)

em detrimento da imprecisa relacao de proporcionalidade imposta no terceiro item.

O modelo acima traduz de maneira satisfatoria a natureza do fenémeno fisico
de transporte modelado pelos movimentos Brownianos em intervalos de tempo su-
ficientemente pequenos. No entanto, uma formalizacdo equivalente pode ser obtida
em funcdo dos incrementos do processo, dando origem a um modelo mais simples
de se lidar na pratica.

Definic¢ao 3.1. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade. Denotamos por processo
de Wiener um processo estocastico W = {W,, 0 < t < oo} tal que, para quaisquer
0 <s<t<+o0, valem:

1. P(Wo=0)=1;
2. (Wy — W) ~ N(0,t—s);
3. (Wy — W) € independente da o-dlgebra Fy = (W, V0 < u < s).

O primeiro item acima trata apenas de uma convengao, podendo inclusive variar
em funcgao da aplicacao de interesse. O segundo ponto garante que os incrementos
do processo possuem distribuicao normal centrada em zero e com variancia t — s,
ou ainda, garante que os incrementos sao estacionarios. Por fim, o ltimo tépico
garante que tais incrementos sao independentes.

3.1.1 Existéncia

A existéncia de um processo estocastico com as propriedades da defini¢ao anterior
pode ser verificada a partir do Teorema [2.1] Para tal, consideraremos inicialmente
a funcao densidade de probabilidade Gaussiana:

1 —((E— )2/20_2
—c " , z€eR, (3.1.2)

pol@inn o) = o

onde u € Re o € R" sdo constantes expressando a média e o desvio padrao da
varidvel. Em seguida, construiremos um processo W cuja densidade de transicao é
dada por

pw (r, @5 8,y) == pa(y;x,8 — 1)
= ;e—@—x)z/?(s—’“), s>r>0. (3.1.3)
27(s —r)

% Ab=min{a,b}, a,beR
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Por fim, notemos que tal densidade induz medidas finito dimensionais da forma

Visy,osn) (Als oy An) ;:/ / HpW(SkflaykfﬂSkayk)dynmdylu (3.1.4)
Al An k=1

para quaisquer
0<s1<s2<..<s8, e (A1,..,A,) € BR").

Esta construcao equivale a afirmagao de que os incrementos {W,, — W, , }7_; sao
independentes e normalmente distribuidos com média zero e variancia sp — Sg_1
(Exercicio . Além disso, podemos verificar (Exercicio 4) que as medidas acima
satisfazem as condigoes de consisténcia de Kolmogorov, logo, pelo Teorema [2.1] é
possivel obter uma medida de probabilidade P no espaco (R[O’“),B(R[O’C’o)) com

respeito a qual o processo de Wiener estd bem definido.

3.1.2 Trajetorias

Os resultados discutidos até entao asseguram a existéncia de um processo estocéstico
com o cunho de um processo de Wiener, porém ainda nao detalham possiveis carac-
teristicas a respeito das trajetérias realizadas por este processo. Veremos a seguir
que tais trajetorios fazem parte de uma atipica classe de fungdes composta por
elementos simultaneamente continuos e nao-diferenciaveis.

Continuidade

Iniciaremos uma breve analise topolégica apresentando uma ideia especifica de con-
tinuidade, a qual nos permitird entender com mais naturalidade algumas das pro-
priedades destas trajetérias.

Definicao 3.2. (Continuidade de Hélder) Uma fungao f : R — R € dita Holder
continua com expoente v > 0 se existir uma constante C > 0 tal que, para quaisquer
r,s € R, vale:
|f(r) = f(s)l < Clr—s|". (3.1.5)
Fundamentalmente, uma funcao continua é caracterizada pela propriedade

f(r)— f(s) & medida que r — s.

Desta forma, a ideia de continuidade de Holder nos oferece uma nogao da taxa com
o qual esta convergéncia é observada: quanto maior o expoente 7, maior a taxa
de convergéncia e, consequentemente, maior o grau de suavidade da funcao. Para
v =1, por exemplo, temos o conceito de continuidade de Lipschitz.

O préximo resultado, também conhecido como critério de convergéncia de Kol-
mogorov, associa a continuidade das trajetérias de um processo estocastico a de-
terminadas restricoes impostas aos momentos de seus incrementos. Detalhes da
demonstragdo podem ser encontrados, por exemplo, em Karatzas e Shreve [17].

Teorema 3.1. (Kolmogorov e C'entsov) Sejam T uma constante positiva arbitrdria
e X ={X4; 0<¢<T} um processo estocdstico em (2, F, P) que satisfaz

E[X; — X,|*] <Ot —s|"?, 0<s,t<T, (3.1.6)

para algum trio de constantes positivas o, 8 e C. Entao, existe uma modificagcao
X' ={X};0<t<T} de X cujas trajetérias sao localmente Hélder continuas com

expoente y € (0, g)
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O critério de Kolmogorov pode ser aplicado facilmente as trajetérias de um
processo de Wiener a fim de comprovar sua continuidade. Basta utilizarmos a
tradicional funcao geradora de momentos da distribuicao Gaussiana.

Proposicao 3.1. Existe uma modifica¢ao continua do processo de Wiener .

Demonstracao: Dado T' > 0, ja verificamos que é possivel obter um processo es-
tocdstico W = {W;; 0 < ¢ < T} que satisfaz as condigoes da Definigao Como
(Wy — W) ~ N(0,t — s), para quaisquer 0 < s < t < T, temos a seguinte fungéo

geradora de momentos:
A2(t—s)

o(A)=e 7 . (3.1.7)
Se k € N é uma constante par, entao existe [ € N tal que k£ = 2[. Desta forma,
para qualquer expoente par, temos:

E [|W; — W,|F] = E [|W; — W|*]
=E [(W; — W,)*]
d2l¢

= T (0) = Ma(t - s)!, (3.1.8)

onde My = H;ZO (2k — 1). A conclusao final segue do Teorema [ |

A proposicao anterior pode ser utilizada para obter uma nogao mais rigorosa
a respeito da continuidade do processo de Wiener. Podemos concluir, com o su-
porte do Teorema [3.1] que o processo possui uma modificagao Holder continua com
1Yy.
expoente v € (0, 3):

Além disso, é possivel demonstrar formalmente [12] que o intervalo (0, %) restringe
o dominio de 7, i.e., a modificagao assegurada pela Proposicao[3.1]¢ Holder continua
com expoente vy necessariamente inferior a % Assim, com probabilidade 1, obtemos
a seguinte aproximacao

W, — W,| < Cls—r|? (3.1.9)

para alguma constante C' > 0, ou ainda,

W, — W, | :O(\/|s—r|>. (3.1.10)

Esta tltima relagao nos d4 uma estimativa do tamanho dos incrementos de um
processo de Wiener com relagao aos incrementos temporais correspondentes. Em
notagao diferencial, a equagao é popurlamente expressa como:

AW, = Vdt. (3.1.11)

A continuidade das trajetérias de um processo de Wiener é uma caracteristica
fundamental j& que a formalizagao deste processo vem da descrigao de um fénomeno
fisico de movimento, o qual é obviamente continuo. Devemos ressaltar, no entanto,

OA notacdo O descreve o comportamento limite de seus respectivos argumentos:

f(=z)

g(x)

f(z) = O(g(x)) & medida que £ — a < limsup

r—ra

< oo
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que os resultados demonstrados até entao caracterizam apenas uma modificagao
continua do processo de Wiener, nao um processo continuo na totalidade dos casos.
A principio, é possivel construir realizacoes especificas carregadas de saltos locais
(Exercicio , porém tais construgoes podem ser desconsideradas por tratarem de
observagoes com probabilidade nula.

Nao-Diferenciabilidade

A simples comparacdo entre as ordens de grandeza de incrementos temporais e
incrementos Brownianos traz a tona o desenvolvimento de uma anélise intuitiva da
possivel diferenciabilidade das trajetdrias em questdo. Da relagao [3.1.11] segue a
seguinte estimativa
dWy
dt

a qual cresce indefinidamente & medida que o incremento dt se aproxima de zero.
Podemos assim ter uma nocao razoavel de que as trajetérias de um processo de
Wiener nao possuem reta tangente em nenhum ponto. Sob uma perspectiva um
pouco mais formal, podemos utilizar a renomada lei do logaritmo iterado |17] para
obter um resultado mais preciso.

~ dt=1/?, (3.1.12)

Teorema 3.2. (Lei do Logaritmo Iterado) Seja W = {W;; 0 < t < +oo} um
processo de Wiener padrao. Entdo, para quase todo w € ), temos que
Wt(W)

lim sup _ Wilw) =1 e lim inf ————ox = —1. (3.1.13)
t—+oo +/2tIn(In(t)) t=+oo /2t In(In(t))

Partindo do fato de que W = {tWy,1; 0 <t < +oo} (Exercicio EI) é um processo
de Wiener, podemos reescrever as relagoes acima como

W, W,
lim sup & =1 e lim inf )

tlo 4/2tIn(In(1/t)) tié v/2tIn(In(1/t))

Utilizando agora que W = {WHS — W 0<t< +o0} também é um processo de
Wiener (Exercicio @, temos que para qualquer € > 0 existem sequéncias t,,t, | 0
(dependendo da realizacio w) tais que

=—1. (3.1.14)

~ 2In(In(1/t,))

Wi, 4s(w) = Wo(w)t, > (1 =€) i (3.1.15)
e
Wir 1s(w) — Wi(w) <le—1) 2In(In(1/t,)) (31.16)
t t
para n suficientemente grande. Como
2inn(1/t) o, (3.1.17)

segue que
Wi, ts(w) = W, -
tnt (Wt) s(w) o oo e - —o0o.  (3.1.18)
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Assim, o caminho amostral W(w) nao é diferencidvel no ponto ¢t = s. Uma vez que
s é arbitréario, temos que uma trajetéria qualquer do processo de Wiener nao possui
tangente em nenhum ponto. Aos leitores mais interessados, Breiman [6] oferece uma
demonstragdo mais rigorosa (bastante popular na literatura) para este resultado;
uma demonstragao alternativa apoiada na ideia de continuidade de Holder pode ser
encontradas em Evans [11].

Variagoes Total e Quadratica

A nao-diferenciabilidade das trajetérias de um processo de Wiener é uma carac-
teristica intimamente relacionada as p-ésimas variacoes do processo, um conceito
fundamental na transicao do calculo classico para o cédlculo estocastico.

Definigao 3.3. (p-ésima variagio) Seja [a, B] um intervalo em [0, 00) e suponha-
mos que

Py ={a=t; <t} <..<t, =p}
¢é uma sequéncia de parti¢oes de [, B], com

_ —|P
ociax  {ter —ti} = [Pn[ — 0

a medida que n — 0o. Se X € um processo estocdstico continuo, entdo, para qualquer
p > 0, definimos a p-ésima variagao de X em [«, 5] por

Mmyp—1
® _ b
(X, X0y = i 3 (th,ﬂ—xtg) , (3.1.19)
k=0

sendo o limite tomado em probabilidade.

No ambito estocéstico estaremos interessados em dois casos particulares, va-
riagoes de primeira (variagao total ) e segunda (varia¢io quadrdtica ) ordem. A
ideia de variagao quadratica é pouco explorada na andlise classica uma vez que esta
quantidade é sempre nula para fungoes continuamente diferencidveis. Mais precisa-
mente, é sempre nula para fungoes de variagdo total finita (as quais constituem a
vasta maioria das funcoes estudadas em uma primeira andlise do célculo classico):

myp—1

D =C < oo (A= Tim 3 (fu,, — i)

P, |—0
|Pnl k=0
My —

fa, = fir] Zl [z, — fip
k=0

< lim max

- |Pn‘—>0 Pn
= dim max| fip,, ~ fi| (£, D)
[P0 Pp | k41 R M2 B
< Clplilrgorr}% fep,, — fep| = 0. (3.1.20)

A variagao quadrética de um processo pode ser interpretada, no campo da andlise
estocastica, como uma medida da " aleatoriedade acumulada” em um dado inter-
valo. Assim, quanto maior a variacdo quadratica de um processo, mais imprevisivel
(mais carregado de ruido) serd o comportamento de suas respectivas trajetérias.
Essa interpretagao nos induz a associar os movimentos Brownianos a um processo
de variagao quadratica crescente, ja que a cada novo instante de tempo a possigao
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mais recente pode ser obtida do acréscimo de um incremento Gaussiano ao histérico
do trajeto. O teorema a seguir, em conjunto com a Figura [3.2] quantificam preci-
samente esta intuicao.

Teorema 3.3. (Variagdo quadrdtica do processo de Wiener) Sejam W um processo
de Wiener padrao e |a, 3] C RT um intervalo de tempo qualquer. Entao,

My —1
Z (th+l — th)z i> ,8 — Q. (3.1.21)
k=0

Demonstracao: Considerando uma sequéncia de particbes andloga a descrita na
definicdo temos

mp—1
o= (1),
k=0
Assim,

My —1 2 M —1 2
Z (Wt;cl+1 - th)z N (B - a) =k ( (Wt713+1 - Wt}j)Q - (/6 - Ol)>
k=0 2 k=0

mp—1 2
=F < <(Wt2+l - Wt?)z _ (tz+1 — tz)))
k=0
mp —1 )
=B [ ((Wt}'iﬂ - Wt',’;)z = (thy1 — t@) :| , (3.1.22)
k=0
ja que

QW%H-JM@Q—@gl—ka, k=0,1,2, . my — 1

sdo varidveis independentes e tém média nula. Da relacio E[X*] = 302, vélida para
qualquer variavel aleatéria X ~ N(0,02), obtemos:

my—1 2 My —1
Z Wi, =Wig)? = (B—a)| =2 Z (tipr — 1)
k=0 2 k=0
My —1
<2AP| Yt — 1)
k=0
= 9|P,|(8 — a) — 0, (3.1.23)

0 que conclui o resultado. [ |
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—— Processo de Wiener
T

0

N, WM

(a)

—— Processo de Variagdo Quadratica
--- Retaidentidade

Figura 3.2: (a) Realizagdo de uma trajetéria tipica do processo de Wiener. (b)
Evolucdo do processo de variagido quadritica (W, W>(2) 10 €m comparagao com o
crescimento linear do tempo.

Como consequéncia do Teorema temos que as trajetérias Brownianas serao
caracterizadas por um processo de variacao total ilimitada. Este resultado pode ser
obtido imediatamente como uma adaptacao do argumento [3.1.20] uma vez que as
trajetorias em questao sao continuas quase certamente.

Teorema 3.4. (Variagdo total do processo de Wiener) Sejam W um processo de
Wiener padrao e [a, 3] C RT um intervalo de tempo qualquer. Entao,

My —1

Lo
> Wep | — Wip| —2— +00. (3.1.24)
k=0

Demonstracao: Ja verificamos (3.1.20) que se uma trajetéria continua possui va-
riagao total finita, entao sua respectiva variagao quadratica sera nula. A conclusao
segue por contraposicao. [ |

A condicao de variacao total limitada é a premissa béasica exigida de uma tra-
jetéria qualquer de modo a utilizéd-la como elemento integrador na perspectiva de
Remann-Stieltjes. Consideremos, por simplicidade, um integrando X continuo no
intervalo [a, 8]. Neste caso, dada uma sequéncia de partigoes

Py ={a=t5 <t} <..<t, =P}

a possivel definicdo de integral

myp—1

B
/ XudWi = lim Y X (Wip,,, = W), (3.1.25)
@ k=0

P,|—0



20 Integral Estocastica

com respeito a um processo de Wiener, seria inconsistente. Basta observar que,
para qualquer intervalo finito [«, /],

B mp—1
/a XedWy = Jlim > Xy (Wtzﬂ —th)
k=0
My —1
2 Kap |lei,|ni>o kZ:O (thﬂ - Wtﬁ)
= Ko (W), 5 = +o0, (3.1.26)

onde Ka”g = minte[a,ﬁ] Xt.

O maior empecilho da construgao proposta acima estd no modo de convergéncia
empregado. Em particular, a ideia de convergéncia pontual explorada na definigao
de Riemann-Stieljes amarra o limite a variagao total do integrador (neste
caso, ilimitada). Assim, uma tentativa consistente de construcao partiria pela busca
um modo de convergéncia capaz de descartar a variagao total e condicionar a con-
vergéncia do somatorio [3.1.25] & variacao quadrética do processo de Wiener. Esta é
basicamente a esséncia da integral de Ito.

3.1.3 Processo de Wiener Discretizado

Para fins computacionais, é importante considerarmos o processo de Wiener dis-
cretizado, o qual nos permite simular realiza¢oes do processo de Wiener (como um
processo continuo) a partir de uma quantidade finita de pontos. Este tipo de proce-
dimento pode ser realizado trivialmente se explorarmos as trés propriedades bésicas
da Definicao

Inicialmente, se W = {W;; 0 < ¢t < T} é um processo de Wiener padrao entao
sua versdo discretizada W° = {Wt‘sz; k =0,1,...,my,} também deve satisfazer a
condigdo inicial P (W¢ = 0) = 1.

Considerando que o intervalo de interesse foi particionado em n + 1 pontos
igualmente espagados, segue que os demais pontos da sequéncia podem ser gerados
da relacao:

Win

k+1

=Wy +A- 2, (3.1.27)

onde A = % e Z é uma variavel aleatéria com distribui¢ao normal padrao. Em
outras palavras, a relagao indica que a posicao mais atual de uma trajetoria
de Wiener é proveniente do acréscimo de um incremento Gaussiano ao ultimo ponto
observado. E imediato que tal relacao satisfaz as propriedade 2 e 3 da Definigao
B.1

O método pode ainda ser facilmente estendido para particoes adaptativas nas
quais os pontos sdo espagados de maneira arbitrdaria. Como

AWtZ+1 ~ N (07 tZ-i—l - tZ) ; (3.1.28)

basta ajustar o passo
A=Ay =1, — 1} (3.1.29)

a cada iteragao.

O custo de simulacao de uma trajetéria especifica é basicamente o custo de
geracao de N varidveis aleatorias Gaussianas independentes. Um algoritmo eficiente
para a geragao destas varidveis é o de Box-Muler [29], o qual baseia as geragoes na
transformagao de varidveis uniformes.
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3.2 A Integral de Ito

Seja W um processo de Wiener definido em um espaco de probabilidade (€2, F, P).
Uma vez caracterizado o processo W, podemos tratar da definicdo de integrais da
forma

B
Lo p(f) = / frdWr. (3.2.30)

Diferentemente do cendrio deterministico, a integral [3.2.30] define uma varidvel
aleatéria e nao um nimero real. Mais geralmente,

I:={Io.(f), t >0} (3.2.31)

define um processo estocastico o qual toma valores em R.

O primeiro passo para o desenvolvimento de uma defini¢ao consistente é associar
a integral a uma dada filtracdo, enriquecendo assim o conjunto de informacoes
no qual o processo se apoiard. Consideremos uma filtracao {F;};>o da forma

(CL) Ft CF, t=>0;
b) FWs, 0<s<t)CF, t>0;
(¢) F(Wepn — Wiy, XA > 0) é independente de F;, ¢ > 0.

Caso nao seja explicitada uma outra filtragao, consideraremos que F; é a o-dlgebra
F}V gerada pelo processo W até o instante ¢. Tal convengdo nio passa de uma
simplificacdo, podendo ser muito restritiva em determinados casos. De uma ma-
neira geral, qualquer filtragdo H; satisfazendo (a) — (¢) pode ser adotada para o
desenvolvimento da teoria.

Em seguida, devemos restringir a classe de fungoes para as quais a integral pode
ser bem definida. Devido a complexidade das estruturas envolvidas aqui, é natural
esperarmos uma classe bastante restrita se comparada aos integrandos cléssicos
admitidos na perspectiva de Riemann-Stieltjes.

Definicao 3.4. Suponha que {H;}i>0 € uma filtragao associada ao espago (2, F, P),
com respeito a qual o processo de Wiener W = {Wy, t > 0} € uma martingale. Con-
sidere a classe das fungoes

flt,w) [0, +00) x Q@ - R
tais que

(1) (t,w) = f(t,w) é BxF-mensurdvel, onde B € a o-dlgebra de Borel do intervalo
[0, +00);

(i) f(t,w) é Hi-adaptada, isto é, para cada t > 0, w — f(t,w) € Hi-mensurdvel;

(iii) P =1;

)

B
/ £ (,w)[Pdt < +00

(iii') E < 4o0.

B
[ it

OF(X¢, a <t < B): filtragio gerada pelo processo X entre os instantes o e 3.
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Denotamos por L%, = 1LY (a, 8) e M5, = M5, (o, B), p < +00, as classes de fungoes
que satisfazem as thoteses (4)— (1) e (1)—(4i%)’, respectivamente. Por simplicidade,
utilizaremos as notagoes LP e MP quando Hy = F)V.

E imediato que M, C L%, ja que toda varidvel aleatéria integravel ¢ finita quase
certamente, no entanto a reciproca nao é verdadeira. Durante a construcao da
integral de It6 estaremos particularmente interessados em fungoes da classe M%.
Esta escolha esté relacionada a necessidade primamria de modificar o modo de con-
vergéncia utilizado nos conceitos classicos de integracao. Em particular, a classe
M%_[ engloba fungoes de quadrado integravel, permitindo uma associacao imediata
com o conceito de convergéncia em Lo. Este conceito torna vidvel uma adaptacao da
aproximagao devido ao expoente quadratico trazido pelo novo modo de con-
vergéncia, transferindo a exigéncia de limitagao da variagao total para a quadratica:

[ [ o]

my—1 My —1

~E E Xin (Wt2+1 Wt2> E Xt;.l (Wt}lﬂ - Wt;)
Jj=0
My — X (WtZ_H _ Wt2>2‘|

My —1 2
< Mag [Z (Wtw - Wtz) ]
~ Mg (W)2 5 < +00, (3.2.32)

onde My g = maxic(q,g] X? (novamente consideramos, por simplicidade, um inte-
grando X continuo no intervalo [a, 5]).

A idéia em torno dessa construgao é analoga a empregada na teoria da medida:
definiremos I(¢) para uma classe elementar de fungoes ¢ € M3, a qual permitird
a definicdo de propriedades importantes a partir de andlises simples, em seguida
mostraremos que cada f € ME_L pode ser aproximada por uma sequéncia de fung¢oes
elementares e, por fim, definiremos I(f) como o limite de I(¢) & medida que ¢ — f.

Definicao 3.5. Um processo estocdstico ¢ € M? ¢ dito elementar se puder ser
representado por

Z €i(W) L1 (1), (3.2.33)

onde n € N, eq,es,...,e, sao varidveis aleatdrias ftzv,ft‘;v,...,fgf‘f-mensur(iveis e
Ujltj, tj+1) = [, B).

Ao exigir que e; seja ]—"t‘;V -mensuravel para todo j, asseguramos que o compor-
tamento da fungéo no intervalo [0,%;41) é completamente expecificado pelo desen-
volvimento de W até o instante ¢;. Em outras palavras, ¢ desconsidera o ” futuro”
do processo de Wiener. Veremos adiante que esta restricao faz da integral de It
um martingale, o que assegura a integral uma série de propriedades importantes.
Outras definigoes de integral estocdstica como a de Stratonovich [30], por exemplo,
descartam esta hipdtese, obtendo assim integrais com propriedades distintas.

Definigdo 3.6. A integral de Ité 1(¢) de uma funcdo elementar ¢ € M2 ¢ dada
pelo somatorio

/ Ot w) AW (w) = > ej(tj,w) (Wi,,, — Wa,) (). (3.2.34)

720
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O préximo resultado complementa a definigao definindo uma associagao im-
portante entre as perspectivas de Ito6 e Riemann-Stieltjes. Desta forma, varios
problemas de convergéncia, a principio muito complicados, poderao ser transferidos
para o contexto classico a fim de explorar a teoria j& consolidada.

Teorema 3.5. (Isometria de It6) Se ¢ € M? ¢é elementar, entdo

8 2 8
E (/ (ﬁ(t,w)th(w)) :/ E[¢(t, w)?]dt. (3.2.35)

Demonstracao: Considere, por simplicidade, a seguinte representacao para os in-
crementos do processo de Wiener:

Aj(w) = (W, —Wy,) (w). (3.2.36)
Para cada ¢ < j, temos que os elementos aleatérios
D) e elwey(@)Ai(w)
sao independentes. Neste caso,
Efe(ts, w)e;(tj, w)Ai(w)Aj(w)] = E[e;i(ts, w)e;(t;, w)Ai(w)] - E[A; (w)]
= E[e(ti, w)e;(t;, w)Ai(w)] - 0
=0. (3.2.37)
Por um argumento andlogo, temos, para cada i = j, que
E[ei(ti, w)e; (tj, w)Ai(w)Aj(w)] = E [e;(t), w)*Aj(w)?]
=E [¢;(tj,w)’] E [A;(w)?]
=K [ej (tj,w)Q] (tj+1 - tj). (3238)
Logo,

5 2
E (/ qf)(t,w)th(w))

n n

E DD eiltiw)e(ty,w)Ai(w)A;(w)

i=0 j=0

= Y _E[e;(ti,w)*Ai(w)?]
1=0

+23 0 Y Eles(ts,w)e;(ty, w)Ai(w)A; (w)]

i=0 j=i+1

Efe;s(ts, w)e; (tj, w) Ai] E[(w)Aj (w)]
=it+1

12y
i=0 j
= YR [o(t:0)7) (b1~ )

/ﬂ]E [6(t,w)?] dt. (3.2.39)
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Lema 3.1. (Propriedades da Integral de Ité — processos elementares) Sejam ¢,v €
M? funcées elementares, ¢ € R uma constante e 0 < o < 3 < . Entdo, para quase
todo w € Q):

t
) / (s, w)dW(w) € Fr-mensurdvel;
u/qbsde /¢sde /gbsde w);

) [ (0006, + vls)iWu(o) = [ oo, 0a) + [ v i

(iv) E {/tqb(s,w)de(w)} -
Var{/qﬁsde ] [/&Sw };

(vi) / d(s,w)dW(w) € um martingale com respeito d filtracio F}V;

(vii) P ( sup

ref0,t]

/¢sde(>

1/t
_e) Se—z/o E [¢°(s,w)] ds, Ve> 0.

Demonstracao: (i) Se ¢ é uma fungio elementar, entao

iej Lty 500 (8 (3.2.40)

Jj=1

onde ey, €, ..., €, sa0 varidveis aleatérias Fi -mensurdveis, j = 1,2,...,m. Além

. . 7 ~ %% 7 . .
disso, os incrementos Wy, — W;, também sao .th -mensuraveis para qualquer j.
Logo, o produto e; - (Wy,,, —Wy,) é Ft‘?/—mensurével para qualquer j. Concluimos

assim que fot ¢(s,w)dWs(w) é Fi-mensuravel.
(#4) — (4i7) Seguem imediatamente das propriedades elementares do somatério|3.2.34

(iv) Para ¢ elementar:

_ iE [ej(w) (Wi, — Wi,) (w)]

:i:l]E[]E[ (w) (Wi, — Wi,) (@) F,]]

_ i]g [e;(@)E [(Wy,,, —W3,) ()| F,]]

_ iﬂ«: fe;(w) - 0] = 0. (3.2.41)
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(1) Como t
IE{ /O ¢(s,w)dws(w)] ~0 (3.2.42)
e £ ([ stscrame)) | =] [ ots.pas]. (3:2.43)
| |
temos que

o[ stmi] o] o] [ ]

- / E[¢2(s,w))ds + 0
0

= /OtE[¢2(s,w)]ds. (3.2.44)
(vi) J4 verificamos que a integral é F}V-adaptada. Falta mostrar que
E { /0 tqb(s,w)dWs(w)} < 400 (3.2.45)
t u
E [/0 B(s,w)dW,(w) fgv] :/0 é(s,w)dW,(w), Yu € (0,t). (3.2.46)

Para a primeira relacio, basta observarmos que ¢ € M? e aplicar a desiguldade de

Lyapunov:
[/qbsde \/’ /q’)sde )}

_ / E[¢2(s,w)]ds < +oo. (3.2.47)
0

Finalmente, utilizando um argumento similar ao desenvolvido em (iv), obtemos

R oy

- [ ot +5 / oo ). )| 7L
_ /O " (5, w) AW (@) + 0
_ /Ougb(s,w)de(w), V€ (0,4). (3.2.48)

(vii) Pelas propriedades (v) e (vi), a integral de It6 para processos elementares é
um martingale de quadrado integravel. Logo, o resultado segue da desigualdade
limite para martingales. ]

A partir dos resultados obtidos para fungoes elementares podemos estender a
definicdo de integral estocistica para funcdes em M?, estabelecendo uma classe
razoavelmente ampla de integradores. A aproximagao serd apresentada em trés
etapas seguindo a metodologia proposta por Pksendal [28].
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Lema 3.2. Seja g € M? uma funcgdo limitada tal que t — g(t,w) é continua para
todo w € Q. Entdo, existe uma sequéncia de funcoes elementares {¢y fnen C M2

tal que
t

. . 2 _

HETOO ; E [(g— ¢n)?] ds = 0. (3.2.49)

Demonstracao: Seja {P,} = {0 = ¢ < t} < .. <t = t} uma sequéncia de
partigdes do intervalo [0,¢] tal que

nt+4oo

| Py :sip|tz+1 —tr] 0.

Para cada particao, construiremos uma funcao elementar da forma

Gn(t,w) =D g(tj,w) - 1, 4,40 (1). (3.2.50)
J
Claramente, ¢,, € M2, Vn € N, e

t
/ lg(s,w) — dn(s,w)|dt e 0, Vselo,t, (3.2.51)
0

pois s — g(s,w) é uma aplica¢do continua para todo w € Q. Além disso, como ¢
é limitada, existe uma constante M, > 0 tal que E [|g(s,w)|?] < M,, Vs € (0,¢).
Assim,

t
/|g(s,w) — dn(s,w)|?dt < 4/ lg(s,w)2dt < 4Myt, Vs € (0,t). (3.2.52)
0
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada:

E [/Ot(g - gbn)2dt] BRI} (3.2.53)

A permutacdo entre os operadores de integracdo e esperanca é valida ja que os
integrandos sdo sempre nao negativos (Teorema de Tonelli):

t

lim E[(g— ¢n)?]ds=0. (3.2.54)

n—-+4oo 0

Lema 3.3. Seja h € M?(0,T) uma funcdo limitada. Entdo, existe uma sequéncia
de funcoes limitadas {gn}nen C M2, tal que g,(-,w) € continua para quaisquer
weNeneN, e

n——+o0o

lim E [/Ot(h - gn)st] =0. (3.2.55)

Demonstracao: Como h é uma funcao limitada, podemos obter uma constante
My, > 0 tal que |h(s,w)| < M), para quaisquer s € [0,t] e w € Q. Seja {¢n }nen
uma sequéncia de ntcleos de Dirac, isto é, uma sequéncia fungées continuas nao-
negativas ¢, : R — R tal que

¢n(x) =0 para x € (—oo7 —1> Ul0,4+00) e / on(z)dxr =1,Vn € N. (3.2.56)
n R
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Definindo R
gnls,) = / b (1 — $)h () du, (3.2.57)
0

teremos uma sequéncia de fungoes F,V -adaptadas pois a integral acima depende da
fungéo h avaliada apenas em pontos inferiores a t. Além disso, temos que |g,| < M,
para qualquer n,

lgn(5,w)] < / bl — )|, w)dr
0
< Mh/ On(r — s)dr
0
< Mh/ On(r — s)dr = My, (3.2.58)
R

Assim,

t
E U Ign(s,w)Ist] < Myt, s€(0,t), (3.2.59)
0
assegurando que g, € M?, Vn € N. E possivel verificar também [13] que
K nt+4oo
[ hs.0) = (s 20, (3.2.60
0

ja que ¢, sao identidades aproximadas. Para concluir o resultado, basta entao
mostrar que a integral acima é limitada a fim de habilitarmos o Teorema da Con-
vergéncia Dominada. De fato,

t t
/ |h(s,w) — gn(s,w)|?ds < 4/ |h(s,w)|*ds < 4MPt. (3.2.61)
0 0

De maneira analoga ao lema anterior, a ordem dos operadores de integracao e
esperanga pode ser permutada obtendo:

lim E

n—-+oo

T
/ (h — gn)th] =0. (3.2.62)
0

Lema 3.4. Seja f € M? uma funcdo arbitrdria. Entdo, existe uma sequéncia de
fungoes limitadas {hy, }, C M2 tal que

t

lim [ E[(f — hn)?]dt = 0. (3.2.63)

n—-+oo 0

Demonstracao: Basta definir a sequéncia h,, como o truncamento de f

-n, ft,w) <—n
hn(tuw) = f(t,(.d), ‘f( ,CU)| <n y (3264)
n, ft,w)>n

e aplicar o teorema da convergéncia dominada. |
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Definicao 3.7. Seja f € M2. A integral de Ité de f com respeito a um processo de
Wiener W é dada pelo limite em L?(Q, F, P)

B
/f(hw)th( = lim / O (t, w)dWi(w), (3.2.65)

n—-+oo

onde {pn }nen C M? € uma sequéncia de fungées elementares tal que

B
E U |f(t,w) — ¢n(t,w)|2dt] — 0. (3.2.66)

Como uma consequéncia imediata desta construgao, as integrais de It0 para
funcoes em M? herdam as propriedades verificadas para processos elementares. Esta
generalizagao pode ser verificada formalmente adaptando os argumentos utilizados
na verificagao do Lema

Lema 3.5. (Propriedades da Integral de Ité) Sejam f,g € M? fungées quaisquer,
c € R uma constante e 0 < a < B < ~. Entao, para quase todo w € ):

¢
i) / f(s,w)dW(w) é Fy-mensurdvel;
zz/ftdet /ftdethr/ftdet()

(i) [ (ef(5.) + glo.)aWi(w) = - / Fls,)aW,() + [ glo)aW, ()

(iv) E [/t f(&w)dWS(w)} -
V‘”"{/fsde } /f2sw

(vi) / f(s,w)dW,(w) € um martingale com respeito & filtragio F}V

(vit) P ( sup
s€[0,t]

A integral de It6, assim como o processo de Wiener, admite uma modificagao com
trajetorias continuas. Este resultado, apesar de complexo, nao é surpreendente se
analisarmos a construcao de It6 como uma extensao da metodologia de Riemann-
Stieltjes. No contexto deterministio, sabemos que se ¢ : R — R é uma funcao

continua de variagdo total limitada, entdo a integral de Stieltjes como uma funcao
da forma

€

t
/frde )‘ 6>§12/0E[f2(5,w)}d5, Ve > 0.

F(t) = t fw)dg(w), (3.2.67)

estd bem definida e também é continua. No caso estocéstico, o integrador W ad-
mite uma modificagdo continua e o modo de convergéncia empregado permite uma
definicao similar de integral. Desta forma, é bastante razodvel esperarmos que a

analise se repita para
t

L(f) = [ f(t,w)dWi(w). (3.2.68)

to

O proximo resultado confirma esta intuigao.
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Teorema 3.6. Eziste uma modificagdo continua da integral de Ité
t
hﬁ%i/f@MMWRMJeﬁmTLfeM? (3.2.60)
to

Demonstragio: Sejam f € M? uma funcio qualquer e { f,, }nen C M? uma sequéncia
de funcoes elementares tal que f, — f. Defina

Lf) = [ ft.w)dWi(w) e IM(f)i= | falt,w)dW(w). (3.2.70)

to tO

Notemos primeiramente que

I (f) = ex(ty, w) (Wi (w) — Wip (w))
k—1
+> e (17, w) (Wi, (@) = Win(w)), Vn €N, (3.2.71)
§=0

onde
0=t8<t?<---<t%n=T e tp <t<tp,

define uma fungéo continua quase certamente (este primeiro resultado segue, assim
como no caso deterministico, da continuidade do integrador ). Neste caso, é sufi-
ciente mostrarmos que I7*(f) converge uniformemente para I;(f). Como a sequéncia
{fn}nen é arbitréria, podemos construi-la de modo a controlar convenientemente a
velocidade de convergéncia. Em particular, consideremos que

1
VR

/ E[|f(s,w) = fuls,w)[*] ds < n € N. (3.2.72)

to n

J& verificamos que I;(f) e I7*(f), Yn € N, s@o exemplares de martingales de qua-
drado integravel. Portanto, a diferencga

L(f) =1 (f), YneN,

também é um martingale de quadrado integréavel. Pela desigualdade limite de mar-
tingales:

P( sup[L(7) ~ I7(f)] = ;) <u? [ E[If(ss0) ~ fuls.)] ds

s€[to,T) to

< n e N. (3.2.73)

1
n2’

Desta forma, a série

+o0 1
ZP( sup IIt(f)It"(f)Izn>

s€[to,T]

é convergente e, pelo lema de Borel-Cantelli,

infinitas vezes) =0. (3.2.74)

S|

SE[tQA,T]

P< sup |Li(f) — I (f)| >
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Assim, I7*(f) converge uniformemente para I;(f) (com probabilidade 1), conforme
queriamos mostrar. [

Os resultados discutidos até aqui formalizam a integral de It6 como uma es-
trutura matematica bem definida, porém nao disponibilizam um algoritmo pratico
para o cédlculo analitico dessas integrais. Diferentemente da teoria classica de Rie-
amann, nao ha um Teorema Fundamental do Calculo Estocédstico. Considere, por
exemplo, o seguinte problema

I(w) = /B Wi(w)dWi(w), B >a>0. (3.2.75)

Um raciocinio natural para tentar solucionar esta integral seria nos guiar pelo Te-
orema Fundamental do Célculo, o que nos levaria a seguinte expressao:

o W2 - W2
/ WdW, = —F——=. (3.2.76)
[0

Todavia, podemos utilizar a descricao de Itd6 como contra-argumento para a ultima
igualdade. Particionando o intervalo [«, 8] e aproximando W por fungoes elemen-
tares, chegamos a seguinte aproximagao para a integral:

Z Wtk : (Wtk+1 - Wtk) = Z(Wtk Wtk+1 - Wt2k)

k k
1 1
=52 (Wi, = W) = 5 D (Wi, = Wi,)?
k k
1 1
— 5(WS2 - W?) - 3 > Wiy, = W) (3.2.77)
k

. , s . \ variaca
Passando ao limite (em Ls), temos que o tltimo termo acima corresponde a variagao
quadratica do processo de Wiener. Desta forma,

Atr—0

B
/ WedW, = lim > "W, - (Wy,,, — We,)
@ k

= S V2 = W) = 5(W)as
1,y a1
= SW2-Wh) - (8- a). (3.2.78)

Na pratica, nao sera sempre possivel avaliar uma integral estocastica diretamente
pela definigdo, o que traz uma excelente motivagao para o desenvolvimento de uma
metodologia numérica consistente.

3.3 Consideracgoes Finais

Um dos pontos fundamentais na construcao da Integral estocastica é a maneira com
a qual definimos a ideia de funcdo elementar. A construcao apresentada aqui segue
as diretrizes de Ito: dada uma funcdo f € M2, particione o dominio de integracio em
n subintervalos e monte fungoes elementares a partir dos valores de f nos extremos
esquerdos destes intervalos. E possivel verificar que a utilizagdo de outros pontos
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de referéncia, como o ponto médio ou o extremo direito dos intervalos, conduz a
definigoes distintas de integral.
A titulo de exemplo, voltemos & seguinte integral

/ W )W),

Tomando como referéncia pontos da forma &' = (1 — A\)t} + At} , teremos como
resultado limite (Exercicio :

1

/j Wi(w)dWy(w) = %Wﬁ% + </\ - 2) (B —a). (3.3.79)

Logo, cada escolha de A resulta em um diferente ponto de convergéncia para o limite;
um resultado totalmente distinto se comparado ao célculo cldssico. Em particular, a
escolha A = 0 nos leva a integral de It6 enquanto a escolha A = % resulta na integral
de Stratonovich . Nao apenas o resultado limite nestes casos é distinto, temos que as
propriedades de cada uma dessas integrais sao também distintas. Podemos verificar,
por exemplo, que a integral de Stratonovich nao define um martingale, no entanto
ela cumpre o Teorema Fundamental do Célculo. Uma discussdo mais completa do
tépico pode ser encontrada em Tkeda e Watanabe [14].

3.4 Exercicios

1. Sejam U; e Uy duas varidveis aleatérias independependentes uniformemente
distribuidas no intervalo [0,1]. Mostre que Z; e Z dadas por

Z1 = cos(2nUs)/—2In(Uy) e Zy = sen(2nUs)\/ —2In(Z1),
sao variaveis independentes com distribuicao Gaussiana padrao.

2. Mostre que o processo de Wiener W = {W;; 0 < ¢t < T} é uma martingale
com relagao & escolha natural de filtragao F; = o(Ws; 0 < s < ¢).

3. Mostre que a equacao |3.1.4] é equivalente a afirmagao de que os incrementos
{Ws,, — Ws,_, }7_, sdo independentes e normalmente distribuidos com média
Z€ro e variancia Sy — Sp_1.

4. Mostre que as medidas finito dimensionais definidas pela equagao satis-
fazem as condigbes de consisténcia de Kolmogorov (Teorema [2.1]).

5. Construa uma modificagdo descontinua do processo de Wiener.

6. Sejam W = {W;; 0 < t < 400} um processo de Wiener e s um instante de
tempo fixo. Mostre que Wy = tW (1/t) e Wy = W(t + s) — W(s) também sao
processos de Wiener.

7. Mostre que
myp—1 L 1 1
2
> We (Wtz+1 - Wtz) — Wi+ <>‘ - 2) (6 —a),
k=0
onde

(P} ={a=ty <ty <..<tl =P},

¢ uma sequéncia de particdes do intervalo [a, ] e & = (1 — At} + At} .
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8. Mostre que , .
| 1w = wi - [ g swads,
0 0

para qulquer fungédo f : [0,¢] = R continuamente diferencigvel.



Capitulo 4

Equacoes Diferenciais
Estocasticas

Este capitulo é reservado a apresentacao do conceito de equagao diferencial no
cendrio estocdstico. As ideias de solu¢ao de uma EDE, assim como questoes con-
cernentes a existéncia e unicidade, serao abordadas de modo a evidenciar os princi-
pais pontos de proximidade e discrepancia com relagao ao contexto deterministico.
As ultimas secgoes sao dedicadas & discussao de alguns resultados célebres como a
férmula de It e a transformacao de Girsanov.

4.1 Processos de Difusao

O conceito de integral estocdstica, conforme formalizado por It6 [15], teve como
principal motivagao a investigacdo do comportamento microscépico (propriedades
locais) de uma classe especifica de modelos: os processos de difusao . Restringindo,
por simplicidade, nossa andlise ao caso das varidveis aleatorias X; continuas, temos
que os processos de difusao podem ser caracterizados diretamente a partir de fungoes
densidade de transicao conforme estabelecido na definicao abaixo.

Definicao 4.1. (Processo de Difusdo) Um processo Markoviano X com fungao
densidade de transi¢do p(r, z;s,y) é denominado um processo de difusdo se ezistirem
funcoes f,g: RT x R — R tais que, para quaisquer v € R, s > 7 >0 e e > 0, valem
as relacoes:

/ » p(r,z;s,y)dy = o(s — 1), (4.1.1)
/I e (y — x)p(r,x;s,y)dy = f(r,x)(s —r) 4+ o(s —r), (4.1.2)
/I e (y — z)?p(r,z;8,9)dy = g*(r,z)(s — ) + o(s — 1). (4.1.3)

Em resumo, um processo de difusao pode ser entendido como um modelo Mar-
koviano cujas trajetorias sao quase certamente continuas. Este aspecto é facilmente
percebido através da condigao , a qual assegura a auséncia de saltos ins-
tantaneos nas trajetérias do movimento:

P(Xs—X,>¢l X, =1x)=o0(s—1). (4.1.4)
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Uma anédlise mais precisa nos indica que um processo dessa natureza ¢é definido
fundamentalmente pelos coeficientes

X, — X,
f(r,z) = lim,_,, E [ X, = x}
S—7T
2 : (4.1.5)
2 (r2) = lim, ., B l(XX) ¥ _ ]
S—T

usualmente denotados por coeficiente de tendéncia (ou deriva) e coeficiente de di-
fusdo, respectivamente. Notemos que o coeficiente de tendéncia f define localmente
a velocidade média do movimento aleatério modelado por X enquanto o coeficiente
de difusao g fornece uma medida aproximada da taxa de variagao das flutuagoes
médias de X, — X, em torno de sua média. Uma andlise mais rica dessa dinamica
sob o ponto de vista fisico pode ser obtida no excelente trabalho de Nelson [25].

As interpretagoes de velocidade e taxa de variacao nos desvios, atribuidas res-
pectivamente aos coeficientes de tendéncia e difusdo, podem ser associadas a uma
variavel aleatéria auxiliar de modo a especificar uma aproximagao local para o pro-
cesso de difusao X. Para tal, basta tomarmos uma variavel &, independente de X,
para qualquer t < r < s, tal que

&~ N(0,s—r)
e, em seguida, definirmos
Xs— X, = f(r, X)) (s —1) + g(r, X,)&s. (4.1.6)

Observemos que a varidvel auxiliar £; introduz a aleatoriedade necessiria para a
modelagem do fendmeno e sua combinagao com os coeficientes f e g assegura pron-

tamente as condigoes (4.1.2)-(4.1.3):
X — X, 1
d

Q

X, =z

S§—7T

Fre) + gt [ ]

= f(r,x) =T, flr,x); (4.1.7)

sS—7T

£ l(X—X) X, =l = Flra)(s =)+ 262l a)BlE) + )8 [ 5]

= fQ(T, z)(s—r)+ 92(7“, x) BN gQ(r7 x). (4.1.8)

A aproximacao descrita acima pode ser extendida a um conjunto enumeréavel
de instantes temporais se tomarmos £ = {&, t = 1,2,3,...} como uma familia de
variaveis aleatdrias independentes, com média nula e variancia finita:

Xt = Xty = a1, Xe, ) (s —7) + 9(tn—1, Xt,_, )&t (4.1.9)

gtn ~ N(Oatn - tnfl)a ftni u gtnjaVZ' 7& jv gtn AL th_ivv’i = 1723 ey T

A escolha de uma sequéncia como £ nao é feita por mero acaso. Sequéncias dessa
natureza sao denominadas processos de ruido branco Gaussiano e sao amplamente
exploradas em aplicagoes envolvendo a modelagem de choques aleatérios. Tragando
um paralelo com os processos de Wiener, temos que

Ath = th — th71 ~ N(O,tn — tnfl), Vn Z 1 (4110)

0X 1Y = X eY sio varidveis aleatérias independentes
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ou seja, seus incrementos constituem um exemplar tipico de ruido branco Gaussiano.
Desta forma, é possivel remodelar a aproximacao (4.1.9) da seguinte forma

X, — Xty = fltn-1, Xp, )5 = 7) + g(tn—1, Xt, . )AW,,, (4.1.11)

onde W é um processo de Wiener. Podemos agora, passando ao limite, substituir
as diferencas acima por diferenciais infinitesimais:

obtendo uma equacao diferencial estocdstica. Concluimos assim que uma EDE
define um modelo de equac@o cujas solugbes sdo caracterizadas por processos de
difusao.

Exemplo 4.1. (Movimento Browniano) A formalizagdo matemdtica dos proces-
sos de Wiener teve como principal motivagao o desenvolvimento de uma descri¢dao
precisa dos movimentos Brownianos. A principio, acreditava-se que o movimento
errante de uma particula suspensa em alguma forma de fluido sofreria a influéncia
exclusiva de choques aleatorios frutos da interacao da particula com as moléculas
do meio, dando origem a EDE

dXy = odW,, o€ RJr, (4113)

cuja solugcao corresponde ao processo de Wiener definido anteriormente. FEntre-
tanto, uma andlise mais criteriosa dos movimentos Brownianos como um fenémeno
fisico de transporte indica que o deslocamento destas particulas é também influen-
ciado por um fenémeno de friccao proveniente da viscosidade do meio. Este efeito
€ proporcional a velocidade de deslocamento e, portanto, sugere a EDFE

dX; = —\X,dt + cdW,, )\, o €RT, (4.1.14)

conhecida como Equagao de Langevin, a qual tem como solu¢do formal um pro-
cesso estocdstico formalmente denominado processo de Ornstein-Uhlenbeck ou mo-
vimento Browniano geométrico; a Figura ilustra o comportamento do processo
para diferentes valores de A. Apesar da descri¢cdo mais precisa do fenémeno fisico
movimento Browniano fornecida pela Equacdo , essa nomenclatura ainda
se mistura muito a dos processos de Wiener por uma questdo historica.

4.2 Solucao de uma EDE

Uma vez estabelecida a nogao intuitiva de EDE como um modelo para processos de
difusao, o préximo passo é tragar algumas das propriedades fundamentais acerca das
solugoes destes modelos. Aos leitores interessados, Jacod e Memin [16] e Stroock e
Varadhan [36] apresentam discussoes mais profundas em torno dessas propriedades.

O desenvolvimento de solucoes para uma determinada EDE passa, assim como
no caso deterministico, pela especificagao de uma condigao inicial. Desta forma,
modelos descritos por EDEs também podem ser expressos como problemas de valor
inicial (PVIs):

P(Xo = &) = 1. (4.2.16)



36 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Figura 4.1: Movimentos Brownianos para distintos coeficientes de viscosidade:
(a) A=0,0=0, (b) A=0.05,0=0, (c) A=0.10,0 =0, (d) A=0.15, 0 = 0.

Notemos que se g = 0, entao nosso problema se reduz a um PVI deterministico

dX; = f(t, Xy)dt, te€]0,7T], (4.2.17)
P(Xy=¢&) =1, (4.2.18)
cujas solugoes sao trajetérias continuas partindo do ponto inicial observado. Desta
forma, é razoavel esperarmos alguma relacao de proximidade entre as ideias de
solugdo nos casos deterministico e estocastico. De fato, tal relacido existe mas é
nao trivial; ao contrario do caso classico, a aleatoriedade presente nos modelos

estocdsticos nos permite estabelecer dois conceitos de solugdo: solugoes fortes (uni-
cidade de trajetérias) e solugoes fracas (unicidade em distribuigao).

4.2.1 Solucoes Fortes

Seja W = {W;; 0 < t < 400} um processo de Wiener padrao definido no espago de
probabilidade (2, F, P). Associaremos a este espaco a filtragdo aumentada

Ty = U(gt UN), (4219)
onde
Gi=F(o. Wi 0<s<t) e N={NCQ3IGEGy=NCG PG) =0},

e assumiremos que ele é rico o suficiente a ponto de admitir que a construgao da
variavel & independa de F}V, V.

Definigao 4.2. (Solugao Forte) Uma solugao forte para o problema -,
no espago (2, F, P) e com respeito a uma realizagao (trajetéria fiza) do processo
de Wiener W e a condi¢ao inicial &, € um processo estocdstico X de trajetorias
continuas, tal que

i) X é Fi-adaptado;
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T
iii) P {fo (1£(t, X0)| + 1g(t, X¢)[?) dt < +oo| =1, VT € (0,+00).

Dizemos ainda que esta solugdo € unica se para quaisquer processos X e Y que
satisfagam (i) — (iii), vale

PX;=Y; 0<t < 4+00) =1, (4.2.20)
isto €, se quaisquer duas solugoes forem indistinguiveis.

As duas ultimas condigoes da definicao acima tém como missao assegurar que
o problema é bem posto. Mais precisamente, (7i) exige que a solugao se comporte
segundo a variavel aleatdria £y no instante inicial de realizagao, enquanto a condigao
(#i1) prové um cendrio ideal para as implementagoes da integral de Riemann (asso-
ciada & componente de tendéncia) e da isometria de It6. A hipétese mais forte é
imposta por (4); tal suposi¢ao nos permite entender o processo estocastico X como
um sistema dinamico alimentado por W e & e cuja evolugao é descrita pelo par
ordenado (f,g) (ver Figura [1.2). Assim, temos que uma solugdo forte X em um
instante ¢ qualquer depende exlcusivamente da condigao inicial &, e da realzigao
{Ws; 0<s <t}

ANNN
ANNNY

Figura 4.2: Solugao forte X como um sistema dindmico alimentado por uma
condigao inicial e um processo de Wiener. Dadas as realizacoes de W e &, o trajeto
é especificado de maneira deterministica pelos coeficiente f e g.

Teorema 4.1. (Ezisténcia e Unicidade) Sejam f e g os coeficientes de tendéncia
e de difusao, respectivamente, de uma dada equagao diferencial estocdstica. Supo-
nha que esses coeficientes sao Lipschitz continuos e satisfazem uma restricdo de
crescimento linear

[f(t,x) = fty)l < Klz—yl e [g(t,2) —g(t,y)| < Klz —yl, (4.2.21)
[ft2)? < K21+ al) e gt o)) < K2(1+ ), (4.2.22)

para todo t € [0,+00), x € R, y € R, onde K € uma constante positiva. Dado um
espago de probabilidade (2, F, P) e uma realizagio W (w) do processo de Wiener
neste espaco, seja & uma varidavel aleatoria independente de FJ‘ﬁV, e com sequndo
momento finito

E [|€0|2] < +00.
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Considere também que a filtracdo € adotada. Neste caso, existe um processo
estocdstico
X ={X,0<t<T}, Te(0,+00), (4.2.23)

Fi-adaptado, o qual representa a unica solugdo forte do problema -

relativo as observacgioes de W e &. Além disso,
t
/ E [|X,[*] ds < +o0, Vte (0,T]. (4.2.24)
0

Demonstracao: Comecando pelo problema da unicidade, suponhamos que X e X

sao duas solugoes fortes para o problema (4.2.15))-(4.2.16)). Neste caso, as duas

solugbes coincidem no instante inicial e, para qualquer t € (0,71,
t =N t ~ 2
[ 15660 = (s, Rlds+ [ gt X) = s, R)Jaws | |
0 0

(4.2.25)

E [|Xt - )?t|2] —E l

Da relacao
(m +n)? < 2(m? +n?), Vm,n € R, (4.2.26)

obtemos
E [|Xt _)?tﬂ <92E [/t[f(s,Xs) — f(s,)?s)]dsr
’ (4.2.27)

Aplicando agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz em conjunto com a isometria
de Tto:

E [|Xt - )?tﬂ < 9E K/ot[f(s’XS) - f(s,)?s)]zds) (/Ot 1%)}

<o /0 E[f(s, X.) — f(s, Xo)[2ds + 2 /0 Elg(s, X) — g(s, X.)%ds.
(4.2.28)

Como os coeficientes de tendéncia e de difusao sao Lipschitz continuos, segue que
t
B[1X~ %] < (14 20) [ 170X — (5. R +lals. X.) - gls, Xo)Plds
0
t
<(1+ 2t)K2/ | X, — X|%ds
0
t A~
=: At/ | X — X,|%ds. (4.2.29)
0
Desta forma, a funcdo v(t) :=E [|Xt - )/ftﬂ satisfaz

o(t) < A, /O t é(s)ds, ¢(0) =0, Ay > 0. (4.2.30)

Portanto,
o(t)=0, Vte (0,T)]. (4.2.31)

+22 [[lg(s.) ~ o S,

2
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Uma vez que t é arbitrario, segue que

P (Xt £X, Ve D) =N P@H=0=0 (4.2.32)

teD

para qualquer subconjunto denso D do intervalo [0,7]. Como as solugdes sao
continuas e coincidem em um subconjunto denso e enumerdvel de [0,7], eles de-
vem coincidir, quase certamente, no intervalo [0, 7] por completo. Temos assim que
X e X sdo solugoes indistinguiveis.

A demonstracao da existéncia de solucoes passa por um dispositivo similar as
iteragbes de Picard-Lindelof para equagdes diferenciais ordindrias: seja {X,, }n>0
uma sequéncia tal que

¢ ¢
Xo=& e Xpp1=Xo +/ f(s,Xs)ds +/ g(5, X)dWs, n>1;  (4.2.33)
0 0

o objetivo é mostrar que )?n converge para algum processo X o qual satisfaz o
PVI —. Destacamos que este dispositivo nao explora de maneira con-
tundente as caracteristicas singulares da integral de It6 como um martingale, o
que garante uma argumento bastante similar ao utilizado na versao deterministica.
Neste caso, omitiremos esse desenvolvimento (os detalhes podem ser encontrados
em Friedman [12] p. 99-102). [ |

A formalizagdo do conceito de solugao forte segue basicamente os principios
classicos na teoria das equagoes diferenciais. A mesma similaridade entre as duas
perspectivas serd verificada no desenvolvimento de soluges a partir de métodos
de discretizagdo. A construgdo de uma solucao aproximada para uma EDE passa
inicialmente pela simulagao de uma trajetéria do processo de Wiener em conjunto
com um ponto de partida; uma vez obtida tais instancias, a evolucao do restante
da trajetoria dependerd tunica e exclusivamente dos coeficientes f e g, conforme
ilustrado na Figura Podemos assim esperar extensoes naturais de algoritmos
como os de Euler e Runge-Kutta, por exemplo.

4.2.2 Solugoes Fracas

Solugoes fracas estao associadas a processos cujos coeficientes de tendéncia e de di-
fusao sao especificados, porém nao estao associados a nenhuma realizacao especifica
do processo de Wiener.

Definicao 4.3. (Solucgdo fraca) Uma solugdo fraca para a equagdo € uma
tripla (X, W), (Q, F, P),{H.}1>0, onde

(a) (2, F,P) é um espago de probabilidade, e {H}i>0 € uma filtragdo de sub-o-
dlgebras de F satisfazendo as hipdteses usuais;

(b) X é um processo estocdstico continuo e W € um movimento Browniano, ambos
Hi-adaptados;

(c) X satisfaz

t t
X =X —|—/ f(s, Xs)ds +/ g(s, Xs)dWs; 0 <t < 4o0. (4.2.34)
0 0
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Diferentemente do caso anterior, a filtragdo na definicao nao é necessa-
riamente a filtragdo aumentada gerada pelo processo de Wiener em uniao com a
condicao inicial. Desta forma, dado um instante ¢ qualquer, temos que a variavel
aleatéria X; nao é necessariamente obtida de uma fungdo mensuravel do trajeto
{Ws, 0 < s < t}. Essa realagio nos impede, a principio, de pensar em unicidade de
trajetorias conforme abordamos no caso das solugoes fortes. Além disso, temos que
qualger informagao, além de Xy e {Ws, 0 < s < t}, necesséria para a determinagao
de X; deve ser independente de {W, (w) — Wi(w), t < u < 400}, uma vez que X; é
incapaz de antecipar o futuro de W (ambos sdo H;-adaptados).

Considerando as observagoes acima, devemos esperar que o cendrio imposto pela
defini¢ao nao faz da existéncia de solugoes fracas uma condicao suficiente para
a existéncia de solugoes fortes dada uma realizagao de W. Todavia, é claro que a
existéncia de solugoes fortes culmina na existéncia de solugoes fracas.

Exemplo 4.2. (FEquacio de Tanaka) Seja W um processo de Wiener padrdo e
defina um sequndo processo W por

t
Wy :2/ sgn(Ws)dWs, (4.2.35)
0

onde sgn(-) expressa a funcgdo sinal:

+1, >0
sgn(x) = {_1 <0’ (4.2.36)

Em notagao diferencial, temos que W satisfaz a sequinte EDE:
AW, = sgn(W,)dWy, (4.2.37)

popularmente conhecida como equacgao de Tanaka , em homenagem ao matemdtico
japones Hiroshi Tanaka.

Pela simetria da distribuicio Gaussiana, devemos esperar que os incrementos
infinitesimais de W e W descrevam o mesmo comportamento, ou seja, devemos
esperar que W também seja um processo de Wiener. De fato,

— 2
<W, W> —t, (4.2.38)
0,
reforcando mossa intui¢do: o processo de Wiener pode ser utilizado como uma
solugdo fraca paral[{.2.37 Logo, também é vdlida a relagdo
W, = sqn(W,)dW,. (4.2.39)

Entretanto, podemos verificar que o mesmo problema ndao admite solugdes fortes.
A equagdo de Tanaka satisfaz ( [17] formula 3.6.183)

¢
Wt:/ sgn(W)dW
0

t
— Wil = lim(20) " [ 20.0(W.I)ds, (4.2.40)
€ 0

0 que mos mostra que

FWV c 7V (4.2.41)
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Caso a equagio de Tanaka admitisse soluges fortes, teriamos, da realgdo
que W seria F}V -adaptado

FW c FV. (4.2.42)
Comparando as expressoes (4.2.41])- , obtemos
VR, (4.2.43)

0 que € um absurdo, jd que tal inclusao nos permitiria determinar completamente
o comportamento do processo W a partir de trajetorias de |W|.

A impossibilidade de lidar com trajetérias tinicas nos leva & busca por um con-
ceito mais flexivel de unicidade. Em particular, podemos concentrar tal busca no
comportamento macroscopico do problema, isto é, buscaremos unicidade nas dis-
tribuicoes de probabilidade associadas as solugoes de uma EDE.

Defini¢ao 4.4. Dizemos que o problema - possui unicidade no sen-

tido da distribuicao de probabilidade se, para qualquer dupla de solugoes fracas
(X,B),(Q,F,P),{Hi}i>0, e (X, B),(, F, P),{Hi }+>0, com a mesma distribui¢do
micial, o

P(Xy€ B)=P(Xy € B); VBeDB(R), (4.2.44)
08 processos X, X induzerem o mesmo conjunto de distribuicoes finito-dimensionais.

Uma vez estabelecidas as nocoes intuitivas de solugao fraca, é preciso, por uma
questao de consisténcia, estabelecer critérios capazes de assegurar tanto a existéncia
quanto a unicidade destas solucoes. Seria plausivel, por exemplo, nos ater as mesmas
restrigoes impostas para o estudo de solucoes fortes ja que tais solugoes cumprem
as propriedades listadas sa definicao Entretanto, tais hipéteses seriam excessi-
vamente restritivas para os propositos deste estudo. O préximo resultado lista um
conjunto simples de propriedades que nos habilitard a trabalhar com uma classe
especifica de equagoes. A demonstragdo do teorema (ver [17], p. 303) faz uso de
alguns resultados avangados de probabilidade e por isso nao sera abordada aqui.

Teorema 4.2. Considere a equacao diferencial estocdstica

onde T é uma constante positiva, W = {W;; 0 <t < T} é um processo de Wiener
e f(t,x) é uma fungdo Borel-mensurdvel.

(a) Se f satisfaz
I[f(t,z)| < K1+ |z]); 0<t<T,xeR (4.2.46)

para alguma constante K. Entao, para qualquer medida 1 em (R, B(R)), a
equacao possui uma solugdo fraca com distribuicdo inicial .

(b) Dadas as condicies do item (a), assuma que (X@ B@) (Q® F® pa))
{H%l)}te[o,qﬂ]; i = 1,2, sao duas solugdes fracas para com a mesma
distribuicao inicial. Se

T
P (/ |f(t, Xy)|2dt < +oo> =1 i=12, (4.2.47)
0

entdo (XM, BM) ¢ (X@ B@)) possuem a mesma distribuicdo com respeito
as suas respectivas medidas de probabilidade.
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Modelos da forma serao uteis quando lidarmos com os algoritmos de
simulagao exata de solugoes. Veremos que esta classe especifica de equacoes admite
a geragao de solugoes a partir da distribuigao de probabilidade induzida pelo modelo,
uma metodologia consistente devido a nogao de unicidade de solugoes fracas.

4.3 Formula de Ito

A férmula de It6 descreve uma importante transformacao utilizada para determinar
o diferencial de fungoes de um processo de difusao, atuando basicamente como
uma versao estocastica da regra da cadeia. A fim de minuciar o elo entre as duas
metodologias, iniciaremos a discussao com dois exemplos simples que ajudarao a
elucidar o resultado formal.

Exemplo 4.3. Sejam W = {W;;r <t < s}, s > r >0, um processo de Wiener
padrao e Y = {u(t,Wy); r < t < s} um processo obtido de W a partir da trans-
formagao u(t,z) = tx. Determinar o diferencial estocdstico dY; é equivalente a
construir uma EDE:

dY, = f(t,Y,)dt + g(t,Y:)dW,, t € [r,s]. (4.3.48)

Para tal, consideremos inicialmente as sequintes integrais

as quais podem ser obtidas como limites (em Ly) de somas da forma

ot Wy, =Wa) 6 Y Wi, - (bern — ). (4.3.50)
k k

Notemos que as aprorimacdes construidas a partir do seqgundo somatdrio foram
baseadas nos extremos direitos das particoes, um resultado legitimo jd que a con-
tinuidade da aplicagdo t — Wi(w) nos habilita a trabalhar com a concepgao de
Riemann. Assim,

S S
/ tdW; + / Widt = lim lz the Whpr = We) + > Waey - (trar — t)
T T k k

=lm Y [te - (Wi, = Wo) + Wiy, - (Brn — )]
=1m Y (1 Wep, — eWi,) = sWe =1 W, (4.3.51)
Reescrevendo a ultima expressao como uma EDE, obtemos
d(tWy) = Wydt + tdWy,  t € [r, s] (4.3.52)
ou ainda,
dY; = Widt + tdW,
ou ou

= S (W)t + 22 (W) AW, te [r,s), (4.3.53)
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O exemplo acima indica uma perfeita harmonia entre os diferenciais de trans-
formagoes deterministicas e estocésticas, entretanto é possivel mostrar que tal re-
sultado trata-se de uma coincidéncia pontual; por mais suave que possa ser a trans-
formacao u, a mesma irregularidade que impede a diferenciabilidade das trajetdrias
de um processo de Wiener também serd responsdvel por introduzir perturbagoes
significativas no comportamento esperado de fun¢oes de um processo de difusao. O
préximo exemplo ilustra bem esta situagao.

Exemplo 4.4. Seja W conforme o exemplo anterior e considere a sequinte trans-
formagao Z = {u(t,W;); r < t < s}, onde u(t,z) = x*. Jd verificamos anterior-
mente (Equagao que

s 1 1
/ Wi dW, = 5(Ws2 - W?) - 5(r —5). (4.3.54)

Logo,

W2 =Ww;+ 2/3 W dW; + / dt. (4.3.55)
Em notacgao diferencial, obtemos ' '

d(W?) = dt + 2W, dWy, t € [r, 5] (4.3.56)
ou ainda,

dZt =dt + 21/‘/15611/1/}7 t e [7”, S}

2
_ (?;;(t, W) + %%(t, Wt)) dt + %(t, W) v, (4.3.57)

Diferentemente do resultado esperado segundo a sistematica classica, um novo
elemento foi acrescido ao coeficiente de tendéncia da EDE resultante do processo
transformado no Exemplo Este termo adicional surge naturalmente de modo a
acomodar o efeito da irregularidade das trajetdrias no processo de diferenciagao da
trajetoria transformada. Em um cendrio mais amplo, a anélise informal dos incre-
mentos infinitesimais da transformacao nos permitiréd especificar mais precisamente
a origem desse novo termo. Para tal, construiremos um argumento apoiado em
expansoes via séries de Taylor.

Sejam X um processo de difusdo, u € C12([0,T] x R) uma funcio qualquer e
U = u(t, X) uma transformacdo do processo X por u. Se t; < t2 sdo dois instantes
de tempo suficientemente préximos, podemos assumir que

to —ty = dt e th — th ~ dXt (4358)

Desta forma, considerando a expansao de Taylor de segunda ordem para U:

ou ou 1 9%u ,
Ui, = U, + a(tl,th) dt + %(thth) SdX; + 59 (1, X4,) - (dt)
8%u 1 0%u ,
+ aray (1 Xin) - dEdXe + 5o (b, Xoy) - (dX0)*. (4.3.50)

Termos da ordem (dt)® com a > 1 sdo muito préximos de zero, logo néo exercem
uma influéncia significativa na expressdo acima e podem ser negligenciados. Além
disso, sabendo que dX; = f(t,X;)dt + g(t, X;)dW; e utilizando a aproximacao
dW, = V/dt, obtemos

dX; = o(dt'/?), dtdX,; = o(dt*’?) e (dX;)? = o(dt). (4.3.60)
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Portanto,

ou ou 10%u
Uy, =~ Uy, + E(thth) -dt + %(tl, X;,)-dX, + 5@@1, X)) - (dXy)?, (4.3.61)

ou, de uma maneira mais sucinta,
1
dU, = uudt + 5um(alXt)2 + updX;. (4.3.62)

A equacdo acima corresponde & férmula de Ito, uma expressao amplamente uti-
lizada no calculo estocastico. Destacamos que o procedimento empregado para a
obtengao da férmula é bastante intuitivo e valido como motivagao para o enten-
dimento do tépico, porém nédo conta com o devido rigor matematico. Alguns das
consideragoes empregadas nao sao triviais e podem instigar alguns questionamentos
importantes a respeito da precisdo do resultado. A seguir construiremos a férmula
de It6 de um ponto de vista mais formal: deduziremos inicialmente uma versao es-
tocastica da regra do produto, em seguida obteremos a féormula para transformacoes
polinomiais e, por fim, extenderemos o resultado a uma classe mais ampla de trans-
formagoes.

Teorema 4.3. (Regra do Produto) Sejam X e Y processos de difusdo satisfazendo

dX; = fl (t,Xt)dt + gl(t,Xt)th e [0 T]
dYy = fo(t,Ye)dt + go(t,Y)dW, o
Entao,
A(X,Y:) = X:dYs + YedXs + gr(t, X,)ga(t, Y2)dt. (4.3.63)

Demonstracao: Observemos inicialmente que

d(X:Y;) = XodY + YidX + g1(t, Xi)g2(t, Yy)dt
= Xy (fot, Yy)dt + g2(t, Y)dWy) + Ya(f1(t, Xi)dt + g1(t, X¢)dWrh)
+ g1(t, Xt)ga(t, Yy)dt
= (Xefa(t, Yy) + Yifa(t, Xi) + g1(t, Xi)ga(t, Yy))dl
+ (Xeg2(t, Y:) + Yigu (¢, Xi))dWy, (4.3.64)

Verificar a igualdade acima é equivalente a demonstrar que, V[r, s] C [0, T],
XY, = XY+ [ O0R0 Y0 + Vi (0.0 + 036 X0)galt, Yo
+ /S(XtQQ(taYt) + Yig:1(t, X¢))dWs. (4.3.65)
Suponha inicialmente que f; e g; sdo constantes em [r, s]. Logo,

{ AX, = fdt + @AW= Xy = X, £ (s =) fit (We = Wolgr (4560

dY—t :det+g2th:>}/s:Yr+(s_r)f2+(Ws_Wr)92
Sem perda de generalidade, considere » = 0. Neste caso, dado t € [r, s], temos

Xt = Xr + tfl + thl; (4367)
Y =Y, +tfa + Wiga. (4.3.68)



Formula de Ité 45

Substituindo ((4.3.67)-(4.3.68]) na relagao integral (4.3.65)), obtemos:
/ [Xifo+ Yif1 + grgo]dt +/ [Xtg2 + Yigi]dW;
= / {[Xr +tfr + Wigi1]fo + [Yr +tfo + Wiga]fi + g1g2}dt

+ / (X, + tf1 + Wigilga + [V + tfo + Wigalgr} AW,
= X, (5f2 + Wisga) + Yo(sfi + Wig1) + 8> f1f2 + 59192
+ (fng + fZQl) (/ tth +/ Wtdt) + 29192/ Wtth. (4369)

As integrais estocdsticas a direita da tltima equagdo podem ser tratadas analitica-

mente (Exemplos e[L4):

/[th2+1"tf1+g1gz]dt+/ [Xtg2 + Yig1]dW,

= X, fas + X0 g2Ws + Yy f15 + Ysg1 Wi + f1g25Ws + g1 fasW
+ 9192‘/1752 + flf282
= (Xr +sfi + Wsg1)(Yr + sf2 + Wsg2) — XY,
= X.,Y, - X,.Y,, (4.3.70)

concluindo o resultado para fungoes constantes. Consideremos agora que f; e g;
sao fungoes simples em L3, (0,7) e L3,(0,T), respectivamente. O resultado anterior
pode entao ser aplicado individualmente nos intervalos onde f; e g; sdo constantes:

tny1 tnpl
/ [(Xife+Yifu +9192]dt+/ [(Xig2 + Yeg1)dWe = Xo,, o Ve, — Xe, Ve, (4.3.71)
t t

n n

onde 7 = {r =ty < t1 < ... < ty = s} é uma particdo do intervalo [r,s]. Para o
caso geral basta utilizarmos o fato de que f;,g;, ¢ = 1,2, podem ser aproximadas
por funcgoes simples. Assim, podemos concatenar as integrais obtidas acima e passar
ao limite (em Lo). Da definigao da integral de 1t6, obtemos

XY, = XY, + / (Xofalt, Vo) + Yofu (6, X0) + g1(t, Xo)ga (8, Yi))dt
+ / (Xiga(t, Y1) + Yigs (£, X0))dW, (4.3.72)

como queriamos mostrar. ]

Rearranjando os termos da expressao obtida no teorema anterior, percebemos
que a regra do produto pode ser entendida como uma versao estocédstica do método
de integragao por partes:

/ X,dY; = X Vi3 — / YidX; — / 1t X0)ga(t, Yo)dt. (4.3.73)

Note que se os diferenciais fossem deterministicos, isto €, se g3 = g = 0, entao
voltariamos ao método classico de integragao por partes:

/ XtdYt:Xth|g—/ Y,dX,. (4.3.74)
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Teorema 4.4. Sejam u : R — R uma funcao da forma u(z) =z™, n €N, e X um
processo de difusdo. Se U = u(X), entao U satisfaz a sequinte EDE:

dU, = d(X{")

=nXPldX; + %n(n — D)X 26%(t, Xy )dt. (4.3.75)
Demonstracao: Defina o seguinte conjunto
X = {n eN; d(X!) =nXPtdX, + %n(n — l)Xt”_2gz(t,Xt)dt} . (4.3.76)
Nosso objetivo é verificar por inducao que X = N. Para n = 1, temos:
1- X lax, + % 1-(1-1)- X722 (4 X )dt = dX, = d(X}) = 1€ X (4.3.77)

Para n = 2, podemos aplicar a regra do produto de It6:

d(X7) = d(X: Xy)
= Xpd Xy + Xod X, + g(t, Xy) - g(t, Xy)dt
= 2X,dX; + g(t, X;)?dt

:2~Xt2’1+%~2~(2—1)92(t,Xt)dt:>2 €X. (4.3.78)
Suponha agora que k — 1 € X, k > 3. Assim:
AXEY) = (k— 1D)XF2dX, + %(k C (k= 2)XF g2 (4, X, )dt
= (k—1)XF2(f(t, X,)dt + g(t, Xo)dW,) + %(k —1)(k—2)XF362(t, X,)dt
= | f(t, X)(k—1)XF 2+ %(k —1)(k—2)XF3g2(t, X,) | dt
+ (k= 1)XF2g(t, X,)dW,. (4.3.79)

Aplicando a regra do produto e a hipdtese de inducéo:

d(X) = (XeX[7T)
= Xpd( XY 4+ XFHX + (k— 1) X722 (t, Xy)dt. (4.3.80)
Podemos agora eliminar o termo d(X/"~ ') da equacio acima de modo a obter:
1
AXE) = X, [ (6= X2, + 0= 10 - DX X0
+ (k= 1D)XF26%(t, X,)dt + XF1dXx,
1
=dX, [(k— D)X+ X +dt U= 1)k =2) + (k - 1)] XF29%(t, X,)
1
=kXFlax, + (k= DEXF26%(t, X,)dt = k € X. (4.3.81)

Concluimos assim que X = N, isto é, a relacao (4.3.63) é vélida para poténcias
u(z) =z",neN. [
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Coroldrio 4.1. Seja X = {X4;0 <t < TH T > 0, um processo de difusao o
qual cumpre as condigoes do Teorema[].4} Se Q é um polinémio qualquer, entao o
diferencial estocdstico d(Q(X)) € dado por

1
dQ(X;) = Q'(Xy)dX, + 5Q”(Xt)gQ(lt, Xy)dt. (4.3.82)
Demonstracao: Como o diferencial estocastico é uma aplicagao linear, basta aplicar
a proposicao anterior a cada uma das parcelas de ) e somar as expressoes obtidas. W
Teorema 4.5. (Férmula de It6) Seja X = {X;; 0 <t < T}, T > 0, um processo
de difusdo satisfazendo a EDE:
Considere uma fun¢ao u € 01’2([0,T] x R) e defina o processo estocdstico
={u(t,X¢); 0<t<T}. (4.3.84)

Neste caso, Y é um processo de difusdo satisfazendo

ou ou 1 0%u
dYy = 5 —(t, X3)dt + — 5% (t, X¢)dX; + = 55%2 (t, X;)(dXy)?
_ (ou ou 10%u
- (875 (t Xf) Oz (t7Xt)f(ta Xt) 2 O Q(t Xf) (tht)> dt
+ g“ (t, X,)g(t, X,)dW,. (4.3.85)

Demonstracdo: Suponha inicialmente que u : [0,7] xR — R é uma funcdo da forma
u(t, z) = v(z)w(t), (4.3.86)

onde v e w sdo fungdes polinomiais. Por simplicidade, considere v; = v(X}) e
wy := w(t). Aplicando a regra do produto:

d’U,t = d(vtwt)
= ’Utd’LUt + U}td’Ut + Og(t, Xt)dt = vtdwt + ’U)td’()t. (4387)

Pelo corolario (4.1), podemos reescrever esta equagdo do seguinte modo:

1
duy = vywidt + wy [vt + 21}2’92(t,Xt)dt

ou ou 1 0%u
= S X0t + St X)dX, + 5 o X0)g(t, Xt
Ju ou 1 0%u
=[G+ GE 00 X0 + b0 Xg? 0 X0 at
ou
+ %(taXt)g(tv Xy)dWy. (4.3.88)

Logo, a férmula de Itd vale para funcoes do tipo u(x,t) = v(z)w(t), onde v e w
sdo polinémios. Como o diferencial estocastico é uma aplicagdo linear, podemos
estender estaa regra para funcoes do tipo

u(x, t) = Z vt (z)w'(t), (4.3.89)
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onde v* e w' sdo polindmios com respeito a z e t, respectivamente. Desta forma,
temos que a regra é valida para fungoes separaveis com comportamento polinémial
nas varidveis = e t. Por fim, dada uma funcao qualquer u € C12([0, T| xR), podemos
aproximé-la por uma sequéncia de polinémios {u, }nen tal que

Ouy, N ou  Ou, N ou  %u, N 0%u
ot ot’  Ox oxr’  Ox2 0x?’
em conjuntos compactos, & medida que n — 4+o00. A existéncia desses polindémios

é garantida pelo teorma da aproximacao de Stone-Weierstrass. Pelo passo anterior,
temos que:

Uy — U,

un(T7 XT) = un(07 XO)

" Tou ou 10%u
+ “(t, X Dt Xe) f(E X)) + = ——- (8, X ) g2 (8, Xy ) | dt
2,3+ 2130 + S 20 1 x0g%0, X0
T du,,
0 6.’1:
Passando ao limite, concluimos o resultado. [ |

4.4 Transformacao de Lamperti

A transformacdo de Lamperti é uma aplicacao particular da férmula de It6 que nos
permite estabilizar o coeficiente de difusao de algumas EDEs. Em outras palavras,
se X satisfaz a equagao

dXy = f(t, Xy)dt + g(t, X;)dWr, (4.4.91)

e Y corrensponde a sua transformada de Lamperti, entao

dY, = f(t,Y,)dt + dW,. (4.4.92)

Notemos que todos os resultados (simulacdo e inferéncia) obtidos a partir desta
transformacao serao dados em fungao do processo Y, logo para que a metodologia
seja praticavel é indispensavel que a transformagao seja inversivel.

Teorema 4.6. (Transformacdao de Lamperti) Seja X um processo satisfazendo a
EDE

dX, = f(t, X,)dt + g(t, X,)dW,, (4.4.93)
e assuma que a tmnsformagdo
|
Y, = S(t, X,) = / du| , Vtelo,T), (4.4.94)
! ! 3 g(tau) =X,

onde & € um ponto qualquer do espaco de estados de X, € inversivel e que m

satisfaz as condigdes usuais para diferenciacao sob o sinal da integral. Neste caso,
Y satisfaz a seguinte EDE:

Xt
dy, = (M _ 1@(157)(0 ,/ 1 ag(t,u)du) dt + dW;
¢

g(t, Xy) 20z 92 (t,u) Ot
= f(t, Xy)dt + dW; = f (t, 57 (Y2)) dt + dW,. (4.4.95)
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Demonstracao: Basta observar que, ao aplicar a férmula de It6, obtemos um dife-
rencial da forma

E imediato que a escolha

|
S, Xy) = / ——du 4.4.97
X0 = [ mat (4.4.97)
soluciona o problema. Para o célculo de f , basta utilizar as relagoes:
as /m 0 ( 1 > oS 1
—(t,x) = — | —— ) du; —(t,x) = ; 4.4.98
8t( ) ¢ Ot \g(t,u) 83:( ) g(t, x) ( )
0%S 1  9g
—(t,z) = — —=(t,x). 4.4.
5 (h1) =~ 5 ) (4:4.99)
|

As condigoes para a validade das hipdteses do teorema acima nao sao unicas.
Um conjunto bem amplo de condigdes é dado por Luschgy [22]:

1. g € CY([0,T] x R);
2. existe um K > 0 tal que V(¢,z) € [0,7] x R, valem

lft, ) < K1+ |z]) e 0<g(tz) <K(1+ |z]). (4.4.100)

A condicao g(t,z) > 0 garante que a transformagao S é estritamente crescente,
portanto, inversivel. A exigéncia de continuidade e as restri¢coes de crescimento nos
permitem derivar sob o sinal da integral.

Esta ferramenta ¢é 1til tanto para fins teéricos quanto experimentais. Lembra-
mos que a maior dificuldade no trato de uma EDE estd relacionada & integragao da
componente estocastica. A transformacao de Lamperti é capaz de contornar este
problema ja que a perspectiva de Ito aplicada a integrandos elementares pode ser
tratada trivialmente. Quanto aos métodos numéricos, mostraremos mais adiante
que a transformagao de Lamperti nao s6 melhora a taxa de convergéncia de deter-
minados algoritmos, como também estende determinados métodos a classes mais
abrangentes de processos de Ito.

Exemplo 4.5. Seja X um processo de difusao satisfazendo

dXy = AXpdt + puXedWy, 0<t<T, (4.4.101)

P(Xp=1)=1, (4.4.102)

onde \,u € R. FEste processo € de grande relevancia no contexto do cdlculo es-

tocdstico e € usualmente denotado por movimento Browniano Geométrico . Neste

exemplo, a transformacdo de Lamperti pode ser utilizada a fim de determinar ana-
liticamente a solucdo da equacao. Notemos que

_log X;

=X H

Ytzsu,xt):/ d
1 HT

, (4.4.103)
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X, =S7Ht, ;) = Y. (4.4.104)

AX; 1
dYy = | —— — - p | dt + dW,
' (MXt QN) T
A1
=|——=p)dt+dW,. (4.4.105)
w2
Para qualquert € [0,T] podemos obter uma expressao fechada paraY avaliada neste
instante:
t t
A1
Yt—/ (—,u)ds—i—/ dW
0 2 0
A1
=(——=p]t 4.4.1
(5 - 5]t we (1.1.106)
ou seja,
vio NI (2L ey (4.4.107)
f PR LAk 4.

Podemos agora obter o processo original:
Y, Al 2
Xy=et"* - Xy ~LN || —— oK t, ut| (4.4.108)
I

onde LN denota a distribuicao log-normal.

4.5 Transformacao de Cameron-Martin-(Girsanov

As transformagoes apresentadas até aqui sdo aplicadas em um processo estocastico
X e devolvem um segundo processo X cujo diferencial estocdstico apresenta um
comportamento distinto do primeiro. Uma outra forma de se pensar em trans-
formagoOes seria com respeito as medidas induzidas pelos processos de It6 e nao
necessariamente nos processos em si.

Como motivagao para este estudo, suponhamos que

Zla Z27Z37 (23] Zn

sejam variaveis aleatérias independentes e normalmente distribuidas com EZ; = 0
eEZ? =1,i=1,2,..,n, em um espago de probabilidade (Q,F, P). O estudo de
transformagoes invariantes relacionadas a varidveis com estas caracteristicas é tradi-
cional na teoria da Probabilidade. Por exemplo, dado um vetor W= (1, phoy ooy pi3) €

R™, consideremos a seguinte funcao

[(Z1(w), Za(w), ..., Z(w)) = exp {Z i Zi(w) — ;ZN?} . (4.5.109)

i=1

Como f é uma fungdo F-mensuravel ndo-negativa, segue que a fungdo @ definida
por

Qdw) := fP(dw)
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é uma medida. Mais precisamente, como estamos lidando com uma sequéncia de
variaveis Gaussianas padronizadas e independentes, temos

Q(dW) = Q(Zl €dz,4s € dZQ, ceey Z, € dZn)

n 1 n
= exp {Z,uzzz(w) 3 Zuf} P(Zy € dz1,7Z5 € dza, ..., Zy, € dzy)
i=1 i=1

_ ~ Ie- 1 1~ o
= exp {Z;Mzzz(w) —5 Z;Mi } . Wexp {—2 z;zz } dz1dzs...dzy,
1= 1= 1=

n 1
= (2m) " 2exp {—2 Z_; (2; — ,ui)Z} dz1dza...dzy, (4.5.110)
0 que mostra que ) é uma medida de probabilidade sob a qual as translagoes
Z; — wi, © = 1,2,...,n, sdo normalmente distribuidas com Eg(Z; — ;) = 0 e
Eq [(Z; — pi)?] = 1. Portanto,

-1
(e-e) e

onde Z = (2,22, ..., Zy) € po= (1415 42y oeey o) -

O estudo dos processos de Wiener evidencia uma relagao forte entre estes pro-
cessos e as varidveis aleatérias Gaussianas. Desta forma, é natural procurarmos
transformagdes similares que garantam a processos desta natureza a propriedade de
invariancia.

Q =P [(g)l € A} , VAeF, (4.5.111)

Teorema 4.7. (Cameron-Martin-Girsanov) Seja u € L2, e assuma que

¢ ¢
My = exp {/ u(s,w)dWs — %/ uz(s,w)dWS} (4.5.112)
0 0

€ uma martingale. Defina o processo W por
t
Wy = W, —/ u(s,w)ds, 0<t< +oo. (4.5.113)
0

Para cada T € [0,4+00) fizxado, o processo {Wt, 0 <t < T} é um processo de
Wiener em (Q, Fr,Qr), onde

Qr(A) =E[14Mr], VA€ Fr. (4.5.114)

A demonstracao deste teorema utiliza a caracterizacao de Lévy do movimento
Browniano, cuja descrigao exige resultados matematicos nao abordados neste texto
(descrigbes formais podem ser obtidas em Friedman [12] e Karatzas e Shreve [17]).
Mesmo omitindo o formalismo matemético, é possivel analisar o teorema a fim de
entender o papel das hipdteses e a importancia do resultado. Notemos inicialmente
que para qualquer evento A € Fr, a funagdo 14(w) é Fr-mensurdvel. Assim, se
{M;}L_, é um martingale, entdo, para qualquer t € [0, 7], vale

/Q 14(w0) My (w) P(dw) = E[14 My]
— E[E[14Mr|F/] = E[LeE [M|F]

= [14M;] :/QlA(w)Mt(w)P(dw), (4.5.115)
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0 que garante que
MTP(dw) = MtP(dOJ), Vt € [O,T], (45116)

em J;. Em outras palavras, estamos garantindo que a familia de medidas
{Qr; 0 < T < 400}
satisfaz a condigao de consisténcia
Qr(A) =Qi(A); VAe F,0<t<T. (4.5.117)

Além disso,
E[M,) =E[My) =E[1]=1, 0<t<T, (4.5.118)

pois todo martingale possui esperanca constante. Logo,
Qr(Q) =Eq,[lo] = Ep[Mr] =1, (4.5.119)

0 que nos mostra que Q7 é de fato uma medida de probabilidade para cada T €
[0, +00).

A discussao acima deixa claro que a hipdtese crucial do teorema é que M; seja
um martingale. A validade desta hipdtese pode ser associada a integrabilidade de
um dos componentes de M;.

Teorema 4.8. (Condigao de Novikov [27]) Sejam W um processo de Wiener em
(Q,F, P) eu um processo em 2. Se

T
E lezp (;A u2(t,w)dt>

¢ ¢
M, = exp {/ u(s,w)dWs — 1/ u2(s,w)dVVS} (4.5.121)
0 0

<4o0; 0<T < +o0, (4.5.120)

entao

2

€ um martingale.

Dentre as intimeras aplicagoes do Teorema destaca-se a obtenc¢ao da densi-
dade (derivada de Radon-Nykodim) das trajetérias de um processo de difusdo com
respeito as trajetorias de um segundo processo. Ao obter esta densidade estamos
construindo um ferramental para a realizacao simulagoes a partir de métodos como
rejeigdo ou amostragem por importancia, por exemplo, e\ou inferir parametros des-
conhecidos do modelo a partir de métodos baseados em verossimilhanca.
Teorema 4.9. (Teorema de Girsanov) Sejam u : [0,+00) x R — R, M, e W,
conforme o teorma . Denote por P a medida induzida pelo processo de difusao
correspondente a solucdo da EDE

dXy = f(t, X)dt + g(t, Xp)dWy, 0<t<T. (4.5.122)
Se existir uma fungdo f € LY0,T) tal que
glt, Xo)ult, Xo) = f(t, X1) = f(t, Xy), (4.5.123)
entao, com respeito a medida Q1 dada por
dQr(w) = MrdP(w), (4.5.124)
X possui o diferencial estocdstico

dX, = f(t, X)dt + g(t, X )dW,, 0<t<T. (4.5.125)
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Demonstraciao: Pelo teorema (4.7), Q@7 ¢ uma medida de probabilidade em Fr e

W, ¢ um movimento Browniano com respeito a Q. Desta forma, a EDE (4.5.125))
estd bem definido. Além disso,

dXt = f(t, Xt)dt =+ g(t, Xt)th
= f(t, X})dt + g(t, X;) (th n u(t,Xt)dt)
= (f(t, Xe) + g(t, Xo)u(t, X)) dt + g(t, X¢)dW;
F(t, X,)dt + g(t, X,)dW,. (4.5.126)

Exemplo 4.6. (Densidade com respeito a medida de Wiener) Consdidere um pro-
cesso estocdstico X satisfazendo a equacdo diferencial estocdstica

dXy = f(t, X)dt +dW, 0<t<T, (4.5.127)

e denote por Q7 a respectiva medida de probabilidade induzida por X. Nosso obje-
tivo € obter a derivada de Radon-Nykodim de Qr com respeito a medida W induzida
por:

dYy=dW;, 0<t<T. (4.5.128)

W é denominada medida de Wiener. Definindo
T 1 /T
Mp(w) = exp / f(t,Yt(w))th—E/ F2(t, Yi(w))dt
0 0

T 1 T
= exp (/ ft, Wy)dw, — 5/ At Wyt |, (4.5.129)
0 0
seque, do teorema @), que

T T
%(“) = M(W(w)) = exp (/0 (&, Wi)dWy — %/O £, Wt)dt> . (4.5.130)

Exemplo 4.7. (Verossimilhanca de uma trajetéria) Considere um processo de di-
fusao X o qual induz uma medida de probabilidade Q1 e cujo diferencial estocdstico
dX, = f(Xy,0)dt + g(X,)dW,, 0<t<T, (4.5.131)

nao depende explicitamente do tempo t, porém € funcao de um parametro desco-
nhecido 6. Nosso objetivo é construir a derivada de Radon-Nykodim de Qr com
respeito a medida de probabilidade P induzida por

dY, = g(Y)dW,, 0<t<T. (4.5.132)

o [TIOHL0) 1 [T P).0)
M) e </ T3 mes) dt)

Y0 1T (YL 0)
- (/0 2% dY; 2/0 20 dt), (4.5.133)

Definindo
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seque, do teorema @), que

dQ T (%, 0) 1 (7 f2(v,6)
T () = Mr(Vi(w)) = (/0 Sy, 5/0 Mdt). (4.5.134)

9%(
Este procedimento € bastante utilizado em se tratando de inferéncia em processos

de difusao [5].

4.6 Exercicios

1. Mostre que X; = onde W é um processo de Wiener com Wy = 0, é

solugao da EDE

W

1+t

dX ——Lth—deW' Xo=0
t — 1+t t 1+t ty 0o — VY.

2. Sejam a,b € R constantes quaisquer e considere a seguinte EDE:

b— X
- ttdt—s—th; 0<t<1, Xo=a.

dX, =

Mostre que

t
Xt:a(l—t)+bt+(1—t)/ We <5<t

o 1—3s’

satisfaz a equagdo e que lim; 1 Xy = b(g.c.). O processo X estd relacionado
a um importante processo denominado ponte Browniana , o qual serd crucial
para a metodologia desenvolvida no Capitulo 7.

3. Considere a seguinte EDE:
dXt :,LLXtdt+0\/ Xtth, XO =,

onde p,o0 > 0. Utilize a transformacao de Lamperti para determinar uma
nova EDE com coeficiente de difusao constante.

4. Considere a EDE X; = W, + sent, onde W é um processo de Wiener com
respeito a medida P. Dado que X; é um processo de Wiener com respeito a

d
uma segunda medida Q, utilize o Teorema de Girsanov para estabelecer Q

dpP



Capitulo 5

Métodos de Discretizacao

O primeiro passo para a construgdo de um algoritmo numérico para equagoes dife-
renciais é a discretizagao do dominio de interesse, em nosso caso, um intervalo da
forma [0,7]. Esta discretizagao é feita através da escolha de um conjunto de N
pontos 7 = {0 =ty < t; <t < ... < ty—2 < ty_1 = T}, o qual definimos como
uma particdo do intervalo. E comum denotarmos por ¢ a maior distancia entre dois
pontos consecutivos da particao 7, isto é,

0 = max{(tnt1 —tn), n=0,1,2,..., N — 2}

Esta notagao é importante pois a escolha dos pontos da particao depende do algo-
ritmo em questao e diversos teoremas de convergéncia baseiam-se no maior espagamento
da particao. Neste trabalho consideraremos apenas parti¢coes uniformes, ou seja,
particoes onde os IN pontos estao igualmente espagados a uma distancia de

A T
S N-1
Desta forma, a representacéo t, denotara o instante de tempo t = nA.

Antes de entrarmos nos métodos de discretizagao, apresentaremos uma versao
estocastica da expansao de Taylor. Este resultado é importante para o entendimento
de alguns resultados que serdo discutidos. Ao final do capitulo citaremos alguns
métodos numéricos populares, porém nao entraremos em maiores detalhes.

5.1 Expansao de It6-Taylor

a teoria dos polinémios de Taylor oferece um ferramental muito importante para o
calculo numérico pois nos permite aproximar localmente uma fungao

f:I—=R,

n vezes diferenciavel, através de uma combinacao linear de suas derivadas. Mais
precisamente, dado qualquer ponto xy no interior de I, é possivel obter um h € R
talque zg +h €l e

f(xo+h) = f(zo) +Z%f(i)(xo) B+ o(h™). (5.1.1)



56 Meétodos de Discretizacao

Desta forma, se h é suficientemente pequeno, entdao o termo o(h™) é negligencidvel,
ou seja

flao+h) = fzo) + %f(i) (z0) - h'. (5.1.2)
i=1

Como as derivadas acima podem ser aproximadas pelo método das diferencas finitas,
segue que a relacdo acima de fato nos dé uma ferramenta para obter aproximacoes
locais de f.

No contexto estocastico, o comportamento local de uma funcao aleatéria pode
ser estudado através da aplicacao da férmula de It6. Este dispositivo nos permite
estender o resultado acima de modo a obter aproximacoes locais para um processo
estocastico X; solugao da equacao diferencial estocdstica

dXt = f(t,Xt)dt + g(t,Xt)th, XO = T, te [O,T] (513)

Para simplificar a notacao, definimos inicialmente os seguintes operadores para a
férmula de Ito:

M :g.aﬁ;
5% 4 1, o (5.1.4)
SR R Tl

onde f e g sdo, respectivamente, os coeficientes de tendéncia e difusdo da equagao
diferencial estocéstica Neste caso, dado um processo estocdstico Y; = z(¢t, X¢),
z € CL2([0,T] x R), temos que

0z dg 1 0%z
v = (G030 + £ XD GH0 X0 + 5640 X0 G50 X0 ) b

0
+g(t, X0) 5 (6 X, )dW,

Se o objetivo é avaliar o comportamento local de X; em torno de algum ponto
s € (0,T), entdo consideramos um incremento h suficientemente pequento, de modo
que t = s+ h € (0,T] e tentamos obter uma aproximacao para

X =Xs + /tf(u,Xu)dqu /tg(u, Xyu)dW,,. (5.1.6)
Aplicando a férmula de It6 aos coeficientes f e g, obtemos
X=Xt [ rx0+ [N oz + [ o xaan, | a
# [ ot o+ [ @on i + [ og) o xopaws, | aw,
= Xs+ff(s_, Xs)'thg(SS,Xs)(Wt - W) S
/ (Lo f)(s1,Xs,)ds1 + /u (Mo f) (S1,Xsl)dWsl} du

t
o
s L

+/: :/su(gog) (sl’Xsl)d51+/Su(Mog) (sl,Xsl)dWsl} AW,. (5.1.7)

Como (W; — Wy) ~ N(0, h), podemos expressar a relacio acima em termos de uma
varidvel aleatéria Z ~ N(0,1):

X, =X+ f(s,Xs) - h+g(s, Xs) - (VhZ) + Ry (t, X3), (5.1.8)
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obtendo assim a primeira forma da expansao de Ito-Taylor. Era de se esperar, de
maneira andloga & expansao de Taylor deterministica, que R(t, X;) ndo dependesse
explicitamente de termos lineares com respeito ao passo de discretizacao h, no
entanto, a integral

/st /su (Mo g) (s1, Xy, ) AW, dW, (5.1.9)

garante a presenca de um termo desta ordem no resto da expansao. Este fato
pode ser explicado (de uma maneira simplista) através da variagdo quadratica do
movimento Browniano. Basta observar que a integral acima dard origem a um
incremento Browniano quadratico, o qual pode ser aproximado por um incremento
linear com respeito ao tempo.

Caso f e g possuam as derivadas necessarias, podemos aplicar a férmula de 1t
aos demais coeficientes do resto Rj(t, X;) da equagao de modo a tornéa-lo
mais negligencidvel. Em particular, podemos extrair o termo de ordem h da integral
dupla acima. Para tal, obtemos o diferencial de (M o g):

d[(Mog)(t,Xs)] = (LoMog)(t,Xs)dt + (M? o g) (t, X;)dW;. (5.1.10)
Assim,
(Mog)(t.X) = (Mog) (5. X)+ [ (LoMog) (uX,)du
+/ (M2 0 g) (u, Xy)dW,

)
= g(s, Xs) J

5, (5:X5) + Ry (t, X,). (5.1.11)

Substituindo o resultado acima na integral (5.1.9)):

// (Mo g) (s1, sl)dWslquf// (s, X,) sX)dWsldW

+// Rl(sl,Xsl)dWSIqu
’ ° t u
:g(s,Xs)%(s,Xs)// AW, dW,,

+ Ro(t, X,). (5.1.12)

A integral estocastica dupla que aparece na relagao acima pode ser tratada analiti-
camente através das férmulas obtidas na secao

t u t
/ / dVVsl qu == / (Wu - Ws) qu
/ WydW, — Wy / dWs = {

L owr o) - W - W)

I - Ws(Wy — W)

N = N =

(W, — W,)? —h]. (5.1.13)
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Finalmente, podemos obter a versao estocastica para a aproximagao de Taylor de
primeira ordem:

Xy = Xs+f(SvXS) 'h+g(57XS) ’ (\/EZ)

+ %g(s,Xs)%(s, X,) (2% — h) + Ro(t, Xy). (5.1.14)

Assim como no caso deterministico, a série de Taylor estocdstica pode continuar
a ser expandida a partir do resto Ry. Esta expansao nao ¢ trivial devido as integrais
estocasticas miltiplas que surgem em decorréncia da aplicacao iterada da férmula de
It6. Uma discussao mais profunda desta expansao pode ser encontrada em Kloeden
e Platen [19].

5.2 Meétodos de Euler-Maruyama e Milstein

A aproximagao discreta mais simples para um processo de difusdo é caracterizada
pelo método de Fuler, também denominado método de Fuler-Maruyama. Conside-
remos, por exemplo, o processo X solugao da equacao diferencial estocdstica

dX, = f(t, X,)dt + g(t, X,)dW,, te€[0,T], (5.2.15)
P(Xo=6&)=1. (5.2.16)

Dada uma particao 7 = {0 = tp < t; < t3 < ... < tny_1 < ty = T}, é razodvel supor
que se os espacamentos (t,+1—t,), i = 0,1,2,..., N—1 forem suficientemente peque-
nos, entao os processos f(t, X¢) e g(t, X;) sobre a partigdo 7 sdo aproximadamente
elementares, isto é

N-— N-1
f(t,w) = Z (i, W)L, b0y (t); g(t,w) = g(ti, ), (). (5.2.17)

= 7

=

I
o

Esta intuicdo nos leva ao processo discretizado XV = {X{Z; n=012..,N} o
qual satisfaz a equacgao discretizada

n+1

XN =XxN 4 (tn,XfX) (tns1 — tn) + g (tn,Xth) (W1 = Wi), ta€T, (5.2.18)

P (XéV - Xo) =1. (5.2.19)
Para simplificar a notacao, consideramos AW, := (W;, ., —W;, ). Assim, chegamos
ao seguinte processo discretizado

XN =xN 4y (tn, X{Z) A+g (tn,X,fZ) AW, tneT (5.2.20)
P (Xév = Xo) =1 (5.2.21)

Este procedimento de discretizagao nos permite obter densidades de transigao:

X7

n+1

(XN =2} ~ N (z+ f(tn, 2)A, g*(tn, 2)A) (5.2.22)

as quais podem ser utilizadas para a simulagao de trajetérias do processo real X
ou para o estudo de inferéncia estatistica (caso X dependa de um pardmetro des-
conhecido).
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Exemplo 5.1. Considere a equacdo diferencial estocdstica linear

P(Xo=1)=1. (5.2.24)

Jd verificamos, no exemplo [[.5, que uma solugao X deste problema cumpre a se-
guinte dindmica

1
X; = exp { ()\ - 2M2> t+ th} , (5.2.25)
onde \,p € R e T € [0,4+00). A equagao discretizada sob a parti¢do
T:{Ozt0<t1<...<tN_1<tN:T}

obtida pelo método de Fuler-Maruyama serd dada por

XN = AXNA+ pXNAW,,, ty e, (5.2.26)

P (X3 =1)=1, (5.2.27)
ou ainda,

Xi{:-u = Xt]X [)‘A + :U'Ath] , tn €T, (5228)

P(Xy =1)=1. (5.2.29)

Caminhos amostrais do processo discretizado podem ser obtidos facilmente através
das densidades de transicdo conforme ilustrado na Figura|5.1] a sequir. O
custo da simulacdo € basicamente o custo de se gerar N wvaridveis aleatorias nor-
malmente distribuidas.

Analisando a expansao de Ito-Taylor, é verificado prontamente que o método de
Euler-Maruyama pode ser obtido através da exclusao do termo R; em [5.1.8f Em
analogia com o caso deterministico, é intuitivo esperar que aproximagoes melhores
possam ser obtidas se levarmos em consideracao mais coeficientes na expansao de
It6-Taylor. Em particular, o negligenciamento do termo Ry em nos leva &
seguinte aproximagao:

g

X, ~ Xy + f(5,Xs) - h+g(s, X.) - (VAZ) + %g(s, X225, %) (72— ). (5:2:30)

Este procedimento sugere o seguinte esquema de discretizacao:

X = X 4 1 (b, X0T) At g (80, X0T) AW,
+ %g (tns X0) go (tns X[Y) [(AW,)? = A], tp €T, (5.2.31)
P (X)) =Xo) =1, (5.2.32)

o qual é denominado método de Milstein.

O método de Milstein concebe um modelo de discretizacao baseado na totali-
dade dos coeficientes que dependem linearmente do espacamento A na expansao de
Ito-Taylor, o que nao ocorre com o método de Euler. Desta forma, é razoavel afir-
marmos que o método de Milstein gera aproximagoes mais precisas e, a principio,
permite a simulagdo de trajetérias com um espagamento maior entre os instantes
de tempo. Este quesito é importante sob a perspectiva da economia de recursos
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Figura 5.1: Exemplo de aproximacao pelo método de Euler-Maruyama para o mo-
vimento Browniano Geométrico com A =4 e p = 2.

computacionais: maiores espacamentos acarretam na utilizacao de menos pontos.
Voltaremos a questao quando abordarmos os conceitos de convergéncia e estabili-
dade. Por hora, as simulagées apresentadas na Figura [5.2] fornecem uma evidéncia
de que o método de Milstein oferece uma aproximagao mais precisa; perceba que
as aproximagoes sao melhores que as oferecidas pelo método de Euler-Maruyama
considerando as mesmas malhas de discretizacao.

E possivel obter casos em que o método de Euler coincide com o método de
Milstein. Considere o diferencial estocdstico padrao:

dX; = f(t’Xt)dt + g(taXt)th~

Notemos que se o coeficiente g(-, x) for constante, entao g, (t,z) = 0 e os métodos de
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Figura 5.2: Exemplo de aproximacao pelo método de Milstein para o movimento
Browniano Geométrico com A =4 e pu = 2.

Euler e Milstein coincidem. A primeira vista esta condicao pode parecer bastante
restritiva, no entanto ela pode ser obtida através da transformacao de Lamperti.
E importante destacar que se aplicarmos o método de Euler a EDEs obtidas a
partir desta transformacao, ndo estaremos obtendo aproximagoes para o processo
original. Ap¢s a realizagao dos métodos de simulagao ou inferéncia, devemos aplicar
a transformacao inversa para adaptar os dados obtidos ao problema inicial.

5.3 Esquema Livre de Derivada

Dentre os dois métodos apresentados até aqui, temos que o esquema de Milstein
fornece a aproximagao mais precisa por levar em consideracao todos os termos
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lineares com respeito ao passo de discretizagao A na expansao de Ito-Taylor. En-
tretanto, devemos observar que o método de milstein faz uso também da derivada
do coeficiente de difusao, um procedimento que pode ser custoso em determinadas
aplicagoes. A fim de contornar este problema, Liske e Platen [21] propuseram uma
abordagem apoiada em aproximacoes de primeira ordem da derivada. O método
baseia-se fundamentalmente na estimativa:

g(t,x +dx) — g(t,z) = go(t, x)dx + O(dz?). (5.3.33)
O que nos leva a seguinte aproximacao:
g(t,x +dz) — g(t, z) ~ g, (t,x)dz, (5.3.34)

a qual é denominada esquema de diferencas avancgadas. Adaptando esta apro-
ximagao ao nosso problema, obtemos:

g (XY +AXY) =g (6, X)) ~ g, (£, XN t) AX]Y
= g0 (6, X5) [f (8 X5) A+ g (. X)) AW
=g, (t, X)) g (t, X)) AW, +O(A).  (5.3.35)

Os autores do método utilizam também a aproximacao AW; =~ A, a qual é
razoavel se pensarmos na estimativa |[3.1.11

dW, = Vdt. (5.3.36)

Desta forma, obtemos

t, XY +AXY) —g(t, XY
9z (t,Xth)g (t,XffL) _9(tXe+ \/%) 9 (. X0) +O(VA). (5.3.37)

Utilizando agora o método de Euler-Maruyama, podemos inferir a relagao:

XN +ax)y =xl +X§X+l - xN

n

= XtJZ-H
= XN+ f(tn, X)) A+ g (tn, X)) AW, (5.3.38)
Assim,
XY 4+ f (b, XD)A + g (b0, XYY AWL,)) — g (8, XY
gz (t7 Xg\n]) g (taXtI:,]) ~ g( tn f( tn) \g/(Z t") t ) g( tn)
g (6 X0+ 1 (b X0) At g (10, X2) VA) = g (8, X2))
~ 7x )

(5.3.39)

Substituindo o resultado obtido no esquema de Milstein, chegamos ao seguinte
esquema livre de derivadas :

XtIZJrl = Xt]Z + f (t"’Xt]X) A + g (tn’XtIX) Ath + Gﬁ’ (5'3-40)
onde
GY = % [g (tn,xﬁ +f (tn,X,fX) Atg (tn,Xﬁ) \/K) —yg (tnxtN)] ,

(5.3.41)
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Exemplo 5.2. Seja X (w) = {Xi(w); 0 < t < 5} uma realizagdo do movimento
Browniano geométrico com A = 4,u = 2,xg = 1. Neste caso, os esquemas de
Milstein e livre de derivada serdo dados por

XN =X, [1 + AA 4+ pAW,, + fMLQ)Q_A] : (5.3.42)
Xp =1, (5.3.43)

2
Xy = Xe, {1 +AA + pAW,, + p(AA + uﬂ)%} . (5.3.44)
Xy =1, (5.3.45)
respectivamente. A Figura abaixo apresenta uma simulagao com N = 513

pontos, envolvendo a solugdo exata e as aproximacoes fornecidas pelos dois es-

quemas acima. Observe que as trajetorias dos dois esquemas sao praticamente
indistinguiveis.

25

1 —— Solucéo Exata }
---- Esquema livre de derivada |

''''' Milstein ]
1 |

20

15
L

10
=,
==
—

T
0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 5.3: Comparagdo entre os métodos de Milstein e livre de derivada na si-
mulagao de trajetérias do movimento Browniano Geométrico com A =4 e p = 2.

A semelhanca obtida nas trajetérias do exemplo anterior ndo é uma mera coin-
cidéncia. Lembramos que o esquema livre de derivada é uma versao do método de
Milstein com uma aproximagao para a derivada g,. Portanto, desde que o passo de
discretizacao seja suficientemente pequeno, devemos esperar que os métodos tenham
a mesma precisao.

Varios outros algoritmos que dispensam o uso de derivada podem ser encontra-
dos na literatura, porém nao serao descritos em detalhaes aqui. Destacamos, em
particular, os métodos de Runge-Kutta abordados por Newton 7 Saito e Mit-

sui |32] e Burrage e Burrage ﬂgﬂ, 0s quais serao apresentados superficialmente na
ultima secao.
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5.4 Método 6 Estocastico

Os métodos de discretizacao apresentados até aqui avaliam o processo discretizado
X" em um determinado instante ¢, baseados apenas nas informagcdes ji conhe-
cidas até o instante imediatamente anterior. A qualidade da aproximacao pode ser
melhorada se considerarmos outro tipo de informacao além da disponivel até o ins-

tante t,. Poderfamos, por exemplo, tentar inserir o valor mais atual Xt]Z - (ainda
desconhecido) no processo de discretizagao:
X =X+ f (tn+1,XiX+1) A+g(tn, X)) AW, . (5.4.46)

Esquemas desta natureza sdo denominados métodos implicitos pois a quantidade
desconhecida Xﬁ L, aparece nos dois lados da igualdade correspondente ao passo
de atualizagao e, em geral, ndo pode ser isolada algebricamente. KEsse problema
pode ser contornado através de algoritmos numéricos padrao, tais como o método
de Newton-Raphson.

Uma familia mais geral de métodos implicitos pode ser construida a partir do
método de Euler através da insercao da informagao ainda desconhecida e de um
parametro de controle 6 € [0, 1]:
= XN 0 f (b1, XN, ) A+ (1= 0) - f (b X)) A

tni1
+ g (tn, X7 ) AW, (5.4.47)

Este esquema é denominado método #-estocastico em alusao ao método 6 utilizado
para obter aproximagoes de equagoes diferenciais no contexto deterministico (g = 0).
Perceba que se 6 = 0, entao voltaremos ao método de Euler-Maruyama que foi
discutido na secao anterior. Utilizando agora a nomenclatura do caso deterministico,
faremos referéncia aos casos 6 = % e 0 = 1 como método de Euler trapezoidal e
método de FEuler implicito , respectivamente.

Métodos implicitos sao importantes quando lidamos com problemas ”instaveis”.
Voltaremos a esta discussao quando definirmos formalmente o conceito de estabili-
dade e em seguida verificaremos que esta abordagem de fato melhora os resultados
obtidos pela aproximacao de Euler-Maruyama. A principio, ilustramos apenas um
exemplo (ver Figura de como o método # pode ser utilizado para melhorar os
resultados obtidos pela versao explicita. O experimento abaixo faz um comparativo
entre os comportamentos dos dois métodos a longo prazo, aplicados ao movimento
Browniano geométrico com parametros A = 2, u = 1,z9 = 0,2, em uma malha com
N = 257 pontos.

Esta abordagem pode ser estendida aos outros métodos ja discutidos. No caso
do esquema de Milstein, terfamos:

XN

tnt1

XN = XN [0 (b X, ) 4+ (1= 0)F (60, X)) A+ g (00, XY AW,
1
+ 592 (tn, X2 ) g (ta, X)) [(AW,,)? — AT, (5.4.48)

onde 0 € [0,1]. J& para o esquema livre de derivada:
XN = xN [0f (tn,XthH) r(1-0)f (tnXtN)] A+g (tn,Xth) AW,
(g (0 X0 4 F (1 X)) A g (1, X0) VA) = g (1, XY )]

(AW,)* = A

R (5.4.49)

onde, 0 € [0,1].



M¢étodo da Linearizacao Local 65

- — Solugéo Exata
—————— Euler-Maruyama
"""" Método theta (theta = 0.25)

1.0e+11 1.5e+11
\

5.0e+10
L

0.0e+00
L

16 17 18 19 20

Figura 5.4: Euler-Maruyama x 6 Estocdstico (6 = 1/4).

5.5 Meétodo da Linearizacao Local

O método da Linearizacao Local, introduzido por Shoji e Ozaki [35], consiste
em aproximar localmente o coeficiente de deslocamento da equagao diferencial es-
tocastica por uma funcao linear. Basicamente, o método explora o fato de que uma
aproximacao linear é mais razoavel que a aproximacao por uma constante utilizada
pelo método de Euler.

Considere inicialmente a seguinte equacao diferencial estocastica

dX; = f(t, Xp)dt + g(Xe)dWy, 0<t<T, (5.5.50)
P(Xo=¢&)=1, (5.5.51)
onde os coeficientes f e g satisfazem as condigoes do Teorema para garantir a
existéncia de solugoes fortes. A partir da transformagao de Lamperti podemos sim-

plificar a equacao acima de modo a concentrarmos apenas em equacoes diferenciais
estocdsticas da forma

dX, = f(t, X,)dt + odW,, 0<t<T, (5.5.52)
P(Xo=4o) =1, (5.5.53)

onde f € C*}(R,[0,+0)) e ¢ € R é uma constante nao nula.

O comportamento local da fungdao em pode ser entendido a partir da
observacao de sua dindmica em um intervalo infinitesimal. Em outras palavras,
estamos interessados no diferencial df, o qual pode ser obtido pela férmula de Ito:

df = (ffm + ft> dt + fodz. (5.5.54)

A linearizacao de f com respeito a z; e t é obtida assumindo que f.., fz, f¢ s@o
constantes, o que é razodvel se estivermos trabalhando com um intervalo [s, s + As)
suficientemente pequeno:

df = f(t, ) — f(s, @)
(Gt ) =)+ L = ). (55.59)
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Definindo
L= Lo X, M= G fu(s X)) + (s, X)), (5.5.50
N X0 = Xafalo, X~ (G fanls X+ A5, X0 )5 (3530
obtemos,

flt,xy) := Lgxy + tMs + Ng, t>s. (5.5.58)

Esta aproximacao nos permite focar em resolver a equagao diferencial estocéstica
linear

dX; = (LyX; + tM, + N,) dt + odW, = f(t, X;) + odWy, (5.5.59)
ao invés da equagao (5.5.52)), desde que ¢ pertenca ao intervalo [s, s + As).
As probabilidades de transicdo P(X;|Xs) do processo X; solucdo da equagao

(5.5.59)) serao obtidas através de uma sequéncia de transformagoes que simplificarao
o trabalho analitico. O primeiro passo é definir as fungoes

1
Z(t7Xt) = —; (Mst + NS) 5 Oé(t,Xt) = Lth, (5560)

as quais cumprem a seguinte igualdade:
o2t Xy) = f(t, Xy) — alt, Xy). (5.5.61)

A relagdo acima nos permite aplicar a transformagao de Girsanov de modo a obter
uma equacao diferencial estocastica mais simples:

dX, = o(t, X;)dt + odW,
= L, X,dt + odW,, (5.5.62)

onde

— 1 [t
Wy =W, — ;/ (Msu + Ng) du (5.5.63)

é um movimento Browniano. O coeficiente de deslocamento da ltima equagao pode
ser eliminado a partir da transformacio Y; = e~ %t X,. Aplicando a férmula de Ito,

dY, = —Lye Lot X,dt + e Lt (LSXtdt + od’MZ) +0-(dX,)?

= eiLst(Tth
= e LetodW, + e Loto (Mt + Ny) dt. (5.5.64)

t t
Y, =Y, + / (Myu+ Ng)e Lstdu + O’/ e~ Lsuqw,,. (5.5.65)



M¢étodo da Linearizacao Local 67

Como Y; = e~ L+t X,, podemos retornar ao processo X; de maneira direta:
t t
X, = e+t (eLsSXS + / (Myu+ Ny) e "“du + a/ eLs“qu>
S S

—elet-9) x4 Z‘LA (seLs(t—w _ t) " % (eLsu—s) _ 1) n JL\L (eLsu—s) _ 1)

s s s

t
+a/ el = aqw,

=X, + X, (eLs(tfs) _ 1)) +s]]\:i: (eLs(tfs) _ 1) B ]]\;f (t—s)

t
+ % (eLs(t—s) — 1) + % (eLs(t_s) - 1) 0’/ ebs(t=Waw,

Ls X5+ Mgs+ N - M, -
o B 1) A (o0 1) )

¢
+U/ elst=waqw,
S

_X. 4+ f(sI,J;Xx) (eLs(t—s) B 1) 4 ]\L/[Qs [(eLS(t—s) _ 1) Lyt — s)}

S

t
+o / el =g, (5.5.66)

Perceba que, ao condicionar o processo a observacao X = z, resta-nos apenas um
elemento aleatorio a direita da equagao acima:

t
0’/ eLa‘(t_“)dVVu7

o qual é normalmente distribuido com média

t
E [a / eL‘*(t_")qu} =0, (5.5.67)

S

e variancia

t
E [g / eLS(t“)qu]

Desta forma, a dindmica do processo X; pode ser descrita por

2

t 2L (t—s) _ 1
=E {02 / eQLs@")dt} :026T. (5.5.68)

X {X, =2} ~ N(A(z), B*(z)), (5.5.69)

com a notacao:

A(z) == Xs + fls.Xs) (eLS(t*S) - 1) + % [(eLS(t*S) - 1) — Ls(t — s)} )

S

(5.5.70)
B(z) =0\ ————. (5.5.71)

O processo discretizado obtido pelo método da linearizagao local é simples de
ser implementando tanto para fins de simulagao quanto para inferéncia.
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5.6 Miscelanea

Esta secao é dedicada a apresentagao de diversos outros métodos numéricos encon-
trados na literatura. Seria interessante poder discutir em mais detalhes todas essas
abordagens porém isso resultaria em um trabalho complexo e fugiria do objetivo
introdutoério do texto. Mesmo nao entrando em detalhes, o conhecimento desses
métodos é relevante para trabalhos futuros.

Método de Heun (McShane [23])

1 1
xN o =x+ P+ BRIA+ S [Gr+ GolAW, (5.6.72)
onde
1
Gr=g (tar1, X7, Fy=F (tn, XN + LA + G1AW,, )

Go =g (tn, Xiy + LA+ G1AW,,) .

Runge-Kutta de Primeira Ordem (Newton [26])

XN =X + FA+ G AW, + (G — G1IVA, (5.6.73)

n+1

onde
G1(AW,, — \/Z)

2
(5.6.74)

Flzf(tangX)a Glzg(tnaXtIX)a G29<tn>Xt]X+

Runge-Kutta de Trés Estagios (Saito e Mitsui [32])

1 1
xN o =xN+ Z[F1 + 3F3)A + Z[G1 + 3G3] AW,
1
55 e (n X00) g (60 XT) = g (b0, X5 f (1, XT)
1 _

onde £ e £2 sdo varidveis aleatérias independentes com distribuicio Gaussiana
padrao,

—~ 1
AW, —gVE. AW, =gVA  Flta) = |ft0) - el
Fle(tnaXtIX)v Glzg(tnaXt]X)a

1 1 1 1
Fo=F (truXt]X + §F1A + 3G1Ath> , Goa=g (truXt[X + gFlA + 3G1Ath> R

2 2 2 2
F3=F <tn7Xt]X + gFQA + SGQAth> s Gy = q <tn7Xt]X + gFgA + 3G2Ath> .
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Esquema de Taylor (Milstein [24])

XN

tn41

= XN+ [ (tn, X)) At g (tn, X1) AW, (5.6.76)

1
+ 5 (90 (b, X50) 9 (b, XT)] ((AW,)? = A) o+ [fa (b0, X3) 9 (1, X)) AZ,
1 N
o 0 XE0) (00 X2) + 5000 10 X2 0 10 X207 22,
1 .
b [0 200 0 0 200) g (0 X2) 0 (0 X2)° (109, )7 — 38270,

onde £ e £2 sdo varidveis aleatérias independentes com distribuicio Gaussiana
padrao,

_¢n _} n gi 3/2 7 _1 n_gi 3/2
AW, = &MVA, AZtn_2(§1+\/§>A Az, =5 & 5 A3/2,

Runge-Kutta de Quatro Estigios (Newton [26])

1 1
XN =X+ [+ R]A+ 10 BTG+ 30Gs = 27GLJAW,,

tnt1 2
1
+ 158G + G2 — 9G] VBA, (5.6.77)
onde
F=f (tant]X) , Gi=yg (tantIX) )
N N 2
F2 = f (tn7th + FlA +glAth) 5 G2 =g <tn,th — gGl(Ath + \/QA)) 5

2 e
G3 =g (tTHXtZX + §G1(3Ath + 3A)> B

20 10 10
G4 =g (t’ruXt]X - EFlA + E(GQ - Gl)Ath — 277(;2\/ 3 ) .
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5.7 Exercicios

1.

Implemente, em qualquer linguagem de programacao, os esquemas de Fuler-
Maruyama e Milstein para a construgao de aproximacgoes para 0 movimento
Browniano geométrico :

dXt = AXtdt + /.LXtth, P(XO = Jjo) =1.

. Utilizando os programas construidos no exercicio anterior, construa solugoes

para a EDE

dX, = —3X,dt + V3X,dW;,  0<t<10,
PXo=1)=1.
Utilize os métodos de Euler-Maruyama e Milstein considerando os seguintes

espacamentos A = 27" n = 1,2,3. E possivel observar alguma diferenga
significativa nos experimentos? Comente os resultados.

. Ainda com respeito a equacgao do exercicio anterior, implemente o método

da linearizacao local para a construcao de aproximagoes discretas. Utilize
este programa para estimar EX; e compare as estimativas com os resultados
analiticos obtidos no Capitulo 4.

. Todos os métodos abordados aqui lidaram com um passo de discretizacao

A constante. Sugira uma estratégia adaptativa para a escolha dindmica de
espagamentos e comente sua escolha. Implemente a sugestao para o método
de Euler-Maruyama aplicado ao problema proposto no Exercicio 2.

. Considere a EDE

dXt = Sen(Xt)dt + th, 0 S t < ].,
P(Xp=2)=1.
Utilizando o método de discretizacao de sua preferéncia, construa um pro-

grama para obter aproximagoes da fungao densidade de probabilidade refe-
rentes as solugoes desta EDE com respeito a medida de Wiener.



Capitulo 6

Analise Numérica

A anilise formal de procedimentos numéricos utilizados na construcao de solugoes
aproximadas para equacgoes diferenciais, sejam deterministicas ou estocésticas, é
parte essencial do processo de aplicagao desses métodos em um cenéario pratico. Trés
aspectos fundamentais devem ser levados em consideracao durante a construgao de
um boa aproximacao numérica:

convergéncia: trata da premissa béasica de qualquer método numérico: garantir
que o erro global de aproximagao (a distancia entre solugao real e aproximada)
tenda a zero a medida que tomamos partigoes cada vez mais refinadas;

consisténcia: refere-se & uma medida quantitativa do quanto a solugao exata é
condizente com o problema discretizado;

estabilidade: quantifica o controle do problema discretizado com respeito ao cres-
cimento do erro de aproximacdo em um horizonte infinito de tempo.

Devido & natureza aleatéria das varidveis envolvidas em uma EDE, os proce-
dimentos classicos de andlise para métodos deterministicos nao se aplicam direta-
mente. Conforme sera apresentado a seguir, algumas adaptagoes sao cruciais de
modo a simultaneamente manter a precisao dos conceitos de convergéncia, con-
sisténcia e estabilidade, e acomodar a estrutura estocastica do problema.

6.1 Convergéncia

Ao utilizar um método numérico para obter trajetdrias associadas a uma EDE,
devemos assegurar que o erro de aproximagao seja controlado. Este erro pode ser
calculado através do critério do erro absoluto, o qual toma o valor esperado da
diferenca entre o processo discretizado X%V = {thz sty € 75}, associado & partigao
75 ={0=1ty <t; <..<ty =T} eoprocessoreal X = {X;; 0 <t < T}, avaliada
no instante final do intervalo de observagao:

e=E[| X} — Xrl]. (6.1.1)

Este critério nos d4 uma boa estimativa da proximidade das trajetérias real e apro-
ximada ao final das observagoes.

Dizemos que uma aproximacio discreta XV, com espacamento maximo 8, con-
verge fortemente para X no instante T se

lim E [|XY — Xr|] =o0. (6.1.2)
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Uma vez definido o conceito de convergéncia forte, é natural tentarmos desenvolver
um critério para a comparagao das aproximacgoes obtidas por dois ou mais procedi-
mentos distintos.

Definicao 6.1. Um processo discretizado XN converge fortemente com ordem o >
0 no instante T se existir uma constante M, independente de §, e um &g > 0 tais
que

e(0) =E[| XV — Xr|] < Ms™, V5 € (0,6). (6.1.3)

Perceba que a relagao nos da uma ideia da ”velocidade” da convergéncia
do modelo discretizado. Analisando a férmula acima podemos concluir que quanto
maior o valor do coeficiente «, menor sera a cota M, desde que § seja suficien-
temente pequeno. Em outras palavras, este resultado garante que quanto maior a
ordem de convergéncia forte «, maior podera ser o passo ¢.

Dentre as aproximagoes discretas apresentadas, Shoji [34] mostra que o método
de linearizacao local possui a maior ordem de convergéncia forte: o = 2. Esse
resultado é bastante expressivo ja que esta é, segundo Riimelin [31], a maior ordem
de convergéncia acessivel a uma aproximacao desta natureza. Quanto aos métodos
de Euler, §-estocastico e Milstein, podemos inspecionar os erros R; e Ry na expansao
de Ito-Taylor para inferir as respectivas ordens de convergéncia forte: 0.5, 0.5 e 1.0.
Uma anélise semelhante & do método de Milstein pode ser aplicada ao esquema livre
de derivada, lembrando que este é basicamente uma ”simplificagao” do primeiro.
Caso o passo de discretizagao seja suficientemente pequeno, a aproximagao utilizada
para a derivada do coeficiente de difus@ao serd boa o suficiente para nao propagar
erros adicionais significativos ao esquema. Desta forma, também chegamos a uma
ordem de convergéncia forte a = 1.0 para o esquema livre de derivada. Estes
resultados serao verificados numericamente mais adiante.

Assim como na teoria das equactes diferenciais deterministicas, o conceito de
convergéncia forte estd ligado ao de consisténcia, o qual pode ser mais facil de se
verificar em determinados casos.

Definicao 6.2. Uma aprozimacio discreta XN = {XtIZ; t, € 75}, associada a
parti¢ao 15 do intervalo [0,T], T > 0, é fortemente consistente se existir uma
fung@o nao negativa ¢ = ¢(5) com

im (o) = 0. (6.1.4)
tal que 9
. E(W ;tn> (XN | < (o), (6.1.5)
N
e
E [Aln XN XN -E {Xf}fﬂ —-xN ftn} — 9 (tn, X)) AW, 2] < c(9) (6.1.6)

para quaisquer valores firos X{Z =xen=0,1,2,...N—1.

A condicao garante que o valor esperado dos incrementos da aproximagao
converge para o coeficiente de deslocamento f em todos os instantes observados. Por
outro lado, a condigao diz que a variancia da diferenga entre entre as partes
aleatérias de XV e X também converge para zero em cada instante. Em resumo,
este critério nos d4 indicios de que os caminhos amostrais de X se aproximam dos
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de X, diferentemente da ideia de convergéncia forte que garante esta proximidade
apenas no instante final. Os exemplos a seguir ilustram casos em que a consisténcia
forte do esquema numérico pode ser verificada de maneira simples.

Exemplo 6.1. Seja XV a aprozimacio discreta do método de Euler para a equagdo
diferencial estocdstica

dXt = f(taXt)dt + g(t7Xt)th7 te [05 T]a

P(Xo=¢§) =1
Perceba que
& X0, X |-k {f (tn, Xt,) AN + g (tn, Xi,) AWS, }-t"}
AN AN
g (tn, X)) AWy,
= (Ll XA | (1, 2)] 5]
tn, XN
= E[AW, |E g(Aitn) Feo | + f (tan X))
N
= f (tn, X37) -

Assim, para qualquer passo de discretizacdo §, podemos definir c(d) = 0, de modo
a obter

N N 2

th+l - th

E
AN

E = E[|f (tu X5) = £ (b, XN)[*] = 0

1.

Fh:| - f (tn7Xt]X)

- XN 7] - o (b XY AW,

tnt1

1
E [A Xy, - X B[ X

1
_E [AN 1 (b X) A 4 (1 X) AW, — £ (1 X2) A — g (1, X1) Awtﬂ

=0.
Portanto, o método de Euler € fortemente consistente.

Exemplo 6.2. Considere novamente a equa¢do diferencial estocdstica do exem-
plo anterior e defina a aproximacio discreta X a partir do método de Milstein.
Perceba que

-

Ap
%g (tm th) 9z (tnv th) (AWth — AN)
AN

Ay

ftn] . [fun,xtnmzv + g (tn, X1,) AW,

+E

]

(tny th,) gz (t’m th) E [AWth - AN}

:f (t’ILaXtIZ) +

Além disso, temos que AWEH = AnZ%, onde Z ~ N(0,1). Neste caso, Z* ~ X(1) €

L
2ANY

Var(AW?) = A} Var(Z?) = 2A%,. (6.1.7)
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Se %gggg € uma aplicacdo limitada, entdo podemos encontrar um M > 0 tal que
5992 < M, ¥(t,x) € [0,T] x R. Desta forma, definindo c(0) = 2M?25, temos que
limsyoc(6) =0, e
XN _xN ? )
E||E tn+1A tn ]:tn] — f (tn, X2 :E“f(tn,Xt]X)ff(tn,Xt]Z) ]:0;
N

1
E { ‘XJZ - XN —E[x}) —Xﬁ‘ftn} — g (tn, X3) AW,

tn+1

1-

2

1 |1
=K l ‘29 (tna th)gx (trthn) (AWEﬂ - AN)

M2

M2
= A Ver (AW?) =2M* Ay < 2M?6 = ¢(5) — 0. (6.1.8)

Portanto, o método de Milstein € consistente desde que a aplicacdo %ggw seja limi-
tada.

Dadas as propriedades dos conceitos envolvidos nas defini¢oes —, é in-
tuitivo pensar que consisténcia implica convergéncia. De fato, Kloeden e Platen [19]
mostram que se a equagao diferencial estocdstica de interesse satisfaz as condigoes
de regularidade para a existéncia e unicidade de solugoes fortes, entao uma apro-
ximagao discreta consistente é também convergente. Apesar desta relagao entre os
dois conceitos, consisténcia forte ainda nao é um tépico amplamente explorado no
contexto das equagoes diferenciais estocasticas ordindrias. A maioria dos trabalhos
concentra-se nas idéias de convergéncia e estabilidade.

6.2 Estabilidade

Convergéncia de um processo discretizado nao é uma condicao suficiente para ga-
rantir que a aproximagao obtida seja aplicavel, uma vez que este conceito leva em
consideragao apenas o comportamento dos métodos em um intervalo finito [0, 7]. Na
prética, precisamos assegurar também que a propagacao de erros iniciais e erros de
arredondamento seja mantida sob controle a medida que T'— +o00. O estudo deste
comportamento a longo prazo é dado pelo conceito de estabilidade. De uma ma-
neira mais simples, podemos dizer que um método numérico é estavel se as solugoes
construidas proximas a solucao real tendem a se manter préximas a longo prazo e,
dizemos que o método é instavel se essas solucoes tendem a se afastar. Visualmente,
em um problema estavel os gréaficos das solugoes estao proximos, enquanto em um
problema instavel eles se separam em instantes de tempo suficientemente grandes.

No contexto deterministico das equagoes diferenciais ordinarias, um vasta teoria
de estabilidade ja foi desenvolvida. Basicamente, neste tipo de estudo um método
numérico é aplicado a uma classe de problemas cujo comportamento assintético é
conhecido e a abilidade do método em reproduzir este comportamento é avaliada.
Dentre todas as classes de problemas encontradas na literatura, a mais simples (e
talvez a mais interessante) envolve a equagao linear de teste

X' = \X, (6.2.9)
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onde A € C é um parametro fixo. E possivel desenvolver uma teoria similar no caso
estocastico utilizando como equacao de teste o0 movimento Browniano geométrico

dX; = AXdt + uXdW,, ¢ € [0,T], (6.2.10)
Xo = mo,

onde zy é uma constante real fixa. J4 verificamos anteriormente que este problema
possui uma solucao explicita dada por

1

Perceba que se zg = 0, entdo temos uma solugao trivial X; = 0,V¢ € [0, 7], a qual
serd denominada solugao de equilibrio. Nosso objetivo, primeiramente, é determinar
formalmente o conceito de estabilidade e verificar sob quais condigoes a solugao
analitica acima tende a solugao de equilibrio.

Definigao 6.3. Seja X = {X;; 0 < ¢ < 400} wm processo estocdstico. Dizemos
que a posicao de equilibrio Xy = 0 € assintoticamente estdvel em média quadrdtica
se, para todo € > 0 existir um § > 0 tal que

E[|X:?] <€, Vt>0,|Xo| <3, (6.2.12)
e, além disso, se existir um 0y > 0 tal que

lim E[|X,]?] =0, V|Xo| < do. (6.2.13)

t—+oo
Observagao: por simplicidade, daqui em diante utilizaremos a expressao solu¢do

estdvel para fazer referéncia a uma solugao assintoticamente estavel em média
quadrética.

Proposigao 6.1. A solugcao (6.2.11) € estdvel se, e somente se,
2\ + p? < 0. (6.2.14)

Demonstragao: : Considere Y, := E [|X;[?]. Assim,

1 2
Toexrp { ()\ — 2u2> t+ ,th} 1

YtZE[

= [zolPexp { (27 — ) 1} E [lexp {200} ]| = zoPexp { (20 — 2%) t} exp {2647}
= |zo[?exp { (2A + p*) t}. (6.2.15)
O resultado segue trivialmente da igualdade acima. ]

Uma vez entendido o comportamento analitico da solugao , 0 proximo
passo é determinar as condigoes sob as quais a solugao X{X gerada por um esquema
numérico é estavel, ou seja, determinar as condigoes para que os métodos numéricos
reproduzam o comportamento a longo prazo da solug@o analitica. Assim como na
demonstracao do teorema anterior, considere

Y, =E[|X]N]]. (6.2.16)
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Quando aplicamos um esquema numérico a equagao linear de teste (6.2.10]), obtemos
uma equagao de diferengas da forma

Viors = RO\, MY, (6.2.17)

n?

n+1

onde R é uma funcdo real denominada fung¢ @o de estabilidade, A e p sdo os
parametros do problema, e A representa o tamanho do passo de discretizagao.
Analisando a relacao acima como uma equagao de recorréncia, chegamos ao resul-
tado

Yipo = (RO 1, A)" Vi, (6.2.18)
0 que nos mostra que a solugao numeérica sera estavel se
|R(A, 1, A)] < 1. (6.2.19)

Definicao 6.4. Um esquema numérico € estavel para qualquer tripla (X, u, A) que

satisfaz a relagdo . A regiago R dada por
R={(Ap, Ay [R(A, p, A)| < 1}, (6.2.20)
€ denominada regido de estabilidade numérica.

Cada um dos esquemas apresentados até aqui possui uma regiao de estabilidade
distinta. Quanto mais proxima esta regiao estiver do dominio de estabilidade da
solucao analitica, mais interessante serd o método.

E importante destacarmos que o conceito de estabilidade em média quadratica
nao é o unico encontrado na literatura. Outros conceitos comuns sao os de estabi-
lidade assintética e estabilidade-T. O primeiro difere dos conceitos abordados aqui
pelo fato de explorar convergéncia quase certa ao invés de convergéncia em média
quadratica. Ja o segundo destaca a convergéncia da tnica trajetdria proveniente da
filtracdo natural imposta pelo movimento Browniano corrente. Cada uma destas
abordagens pode se destacar com relagao as outras em fungao do contexto de traba-
lho. Em particular, estabilidade em média quadratica supre bem a anédlise proposta
neste trabalho por expandir a nogao usual de estabilidade absoluta na analise de
métodos para EDOs; uma anélise dos demais conceitos pode ser obtida em Burrage
et al. [§].

6.2.1 Funcoes e Regioes de Estabilidade de Alguns Esquemas

Apresentamos agora o calculo explicito das funcoes e regices de estabilidade dos
métodos discutidos neste trabalho: Euler-Maruyama, Milstein e 6 estocédstico. Quanto
ao método da linearizacao local, a andlise serd feita em separado devido as carac-
teristicas do problema. A estabilidade deste método serda entdo comentada em
separado mais adiante.

Euler-Maruyama
Aplicando o método de Euler-Maruyama & equacao linear de teste, obtemos:

XN =XV [(14MA) + pAW, ] (6.2.21)

tnt1

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade e tomando a esperanga, obte-
mos, segundo a notagao apresentada anteriormente,

= Vi, E[(14AA)2 +2(1 + AA) uAW;, + 2 (AW;,)?]
=Y;, - [(1+AA)2 + 2A] = RO\ 1, A)Y;,, (6.2.22)

Vi

n+1
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onde R(\, i1, A) = (1 + AA)2 + p2A.
A regiao de estabilidade pode ser expressa em funcdo do conjunto das triplas
ordenadas (A, p, A) tais que
[R(A, 1, A)| < 1. (6.2.23)

Utilizando a igualdade obtida acima, chegamos a seguinte regiao de estabilidade:

Rem = {(A, A ERXRY; A < —”; “} : (6.2.24)
onde R é a regido delimitada pela proposi¢ao [6.1] isto é,
{(\ ) € R 20 + 4 < 0},
Milstein

Aplicando o método de Milstein & equagdo linear de teste, obtemos:

N
th+1

1
= X, {(1 +AA) + pAW, + S (AW, ) = A) | (6.2.25)

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade e tomando a esperanca, obte-
mos,

. . 1
T = T (14 MM 4 2(AWE, )+ (AT, )1 — 2081, 7+ 4)
1
+2(1 + MNA) (UAW,, ) + 2 5u2(1 +AA)((AW,)? — A)
1 3 2
+2- K AWy, ((AW,)* — A)
=Y, [(1 +AA)? A+ ip4(3A2 —2A% 4 AQ)]
N 1
=Y, [(1 +AA)? + p2A + 2u4A2]
= R(\, i, A)Y,,, (6.2.26)

1
onde R(\, i1, A) = [ (1 +AA)2 + pu2A + 2u4A2] . Assim, chegamos & seguinte regiao
de estabilidade:
20 + p?
Ronite =4 A) ERxR: A < — 2T H L 6.2.27
o= { o) St (6.227)

Como 2\ + u? < 0, segue que

A+ p® 22+ 48

— 2.2
A2+ %H‘l 22 (6 8)

Desta forma, o dominio de estabilidade do método de Euler-Maruyama é mais
abrangente que o do método de Milstein:

Rmils C Rem .
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Esquema livre de derivada

Do exemplo (j5.2)), temos que o esquema livre de derivada aplicado & equagéo linear
de teste resulta no seguinte método recursivo:

(6.2.29)

AW, )2 — A
th+1 = th |:1 + )\A —+ MAth + M(AA + ILL\/E)(tn):| ]

2vVA

Elevando ao quadrado os dois membros desta igualdade e tomando a esperanca,
obtemos,

2
Vi, = YVi.E (AW;,)? — A)

2VA

+2(1+ AA + uAW,) (M@A + “ﬁ)%)]

=Y {(1 FAA)? 4 p2A + 2 (N2A? 4 20 uA3? 4 12 A)

(1+>\A+uAth)2+( (A + pVA)

3AZ —2A - A+ A2
4A

. P2 A2
=Y, {(1 FAA2 4 2A + B2 5 S (N2A 4 20uAY2 4 )}

= R\, i, A)Y;,, (6.2.30)

onde R(A\, p, A) = [(1 +AA)2 + A +E= A (NVZA +20uAY2 4 g )] . A partir da

fungao acima definimos a regiao de establhdade mas, diferentemente dois casos
anteriores, este resultado nao pode ser expresso de maneira trivial isolando A das
demais varigveis. Alguns autores (Liske & Platen (1987), Kloeden & Platen (1989),
Saito & Mitsui (1996)) consideram uma simplificacdo deste esquema numérico que
resulta em uma funcao de estabilidade mais simples. Tal simplificagdo consiste em
substituir o termo

[g (tn,Xt]X 7 (tn,X{Z) Aty (tn,Xﬁ) \/Z) _g (tn,Xt]X)} (6.2.31)
por
(9 (b0 X+ g (ta, XN) VA) = g (b0, X7 - (6.2.32)

Neste caso, chegariamos de imediato a fungao de estabilidade
% 2 2 L oga2
R\ p, A)Y;, = {(1 +AA) 4+ A+ e A } , (6.2.33)

cujo tratamento é mais simples. Mais precisamente, chegarfamos a mesma funcao
de estabilidade do método de Milstein, portanto

2X + i
2
Ao lidarmos com um dominimo de estabilidade mais ”tratdvel”, as comparagoes
entre os métodos sao realizadas de maneira mais natural. Neste caso, utilizaremos
a segunda abordagem durante a avaliagao numérica.
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0 Estocéastico

A equacao linear de teste é um caso especial no qual o método 6 Estocastico pode
ser aplicado diretamente sem a utilizacao de algum algoritmo numérico auxiliar.
Aplicando o método a equagao linear de teste, obtemos:

xN

tn+1

= XN+ O0AXY A+ (1-0AXNA+puX]N AW,
_ oy L (L= 0OMA 4 pAW,
S 1—0AA

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade e tomando a esperanga, obte-
mos

(6.2.35)

7

vy o) LN+ 208 W, [L+ (1 - 0AA] + 4 (AW,,)?
frt T (1—0)A)?
_y L+a- ONA]® + 2 A
b (1—0AA)?
= RO\, 11, A, (6.2.36)

1+ (1—0)AA] + p2A
onde R(\, p, A) = Ll (1 —)GAA])Z -

de Euler trapezoidal e implicito, as fungoes de estabilidade

. Em particular, obtemos para os métodos

[1+12A]7 + 124
(- DAy

1+ p2A
(1 — A2’

RT(/\’:“7A) = € RI(/\aU7A) =
respectivamente.

Uma primeira anélise das regioes de estabilidade nos mostra que o método 6
Estocastico é mais estavel que os anteriores. De fato, podemos verificar formalmente
que para determinadas combinagoes da dupla (), i), a estabilidade deste esquema
numérico torna-se independente do passo de discretizacao A.

Proposicao 6.2. Se u?+2X < 0, entdo o método 6 estocdstico é incondicionalmente
estdvel em média quadrdtica para % <6<1.

Demonstracdo: Lembramos inicialmente que a desigualdade p? 4+ 2\ < 0 é exata-
mente a condicao exigida para que a solugao explicita da equacao linear de teste seja
assintoticamente estavel em média quadrética. Ou seja, esta condi¢do é o minimo
que devemos exigir para fazer sentido pensar em estabilidade.

Ja verificamos que a fungao de estabilidade deste esquema é dada por

[1+ (1= 0)AA) + u2A

e A (R VN E

(6.2.37)

Considerando primeiramente 6 € (3, 1], obtemos:

1
55
14 (1—0)AA) + p2A
(1 — OAA)2
S AZAZ L 20A(1 — OAA) + (1 — OAA)? + p2A < (1 — OAA)?
S AA 201 —0AA) 4+ 42 <0
w2+ 22
A2(20 — 1)

R\ u,A) <1l <1

s A > (6.2.38)
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Como A deve ser um valor estritamente positivo e as restrigoes m >0e
12 4-2)\ < 0 sdo verificadas, concluimos que a relacio acima é satisfeita para qualquer
A. Em outras palavras, o esquema ¢é incondicionalmente estével.

Considerando agora 6 = % e aproveitando os célculos acima, obtemos

1
R\, A) <1 e A2A 4201 — 5AA) +p? <0
& u? 4+ 21 <0, (6.2.39)

o que é garantido pela hipdtese inicial. |

Um esquema numérico incondicionalmente estavel é também denominado es-
quema A-estdvel .

6.2.2 Método da Linearizagao Local

A andlise de estabilidade apresentada aqui leva em consideracdo a equacao linear de

teste (6.2.10). Em se tratando do método da linearizacao local, este tipo de anélise

é um tanto quanto trivial pois estariamos aplicando um método de linearizacao a

um problema originalmente linear. Devemos esperar entao que a estabilidade do

esquema obtido nao dependa do passo de discretizagao, mas sim da equagao original.

Em outras palavras, devemos esperar que o método seja incondicionalmente estavel.
Aplicando a transformagao de Lamperti

log X
Z=5(tX)= 22 (6.2.40)
1
a equagao linear de teste, chegamos a nova equacao diferencial estocastica:
A1
dZy = (= = g ) i+ dWv;. (6.2.41)
1

O método da linearizacao local é baseado no tratamento analitico simples desta
equacao. Utilizando a notacao emprega na descricao do método, obtemos a seguinte
relagao:

t ¢
7y = elst (e_LssZS +/ (Mgu + Ny) e Lsvdu + U/ e_LS“qu) ,  (6.2.42)
S S

onde

A1
Ly=0, M;=0, N,=f(s,2Z;)= (M - 2p> , o=1 (6.2.43)

Perceba que esta abordagem resultard no seguinte esquema:
A1
Ztn+1 = Ztn, + | — - 5# A + Ath. (6244)
I

Aplicando a transformagao inversa de Lamperti, segue que o esquema de discre-
tizagdo com respeito ao processo original é expresso por

XN _ e“Z”n-%—l

tn1

1
= exp {/iZtn + ()\ - 2u2) A+ uAth} , (6.2.45)
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e pode ser resolvido como uma relagao de recorréncia

1 n
Xt]Z-H = Zoexp ()‘ - 2M2) (n + l)A + IUZ A‘/Vt]-
=0

1
= Topexp { ()\ - 2M2) tn+1 + Mth+1} . (6246)

A relagdo acima pode ser estudada de maneira idéntica & proposicao [6.1, o que
confirma as expectativas iniciais. Voltaremos a estudar a estabilidade do método
da linearizacao local através de problemas mais ”relevantes” na préxima secao,
onde confirmaremos numericamente que este método é de fato mais estdvel que os
anteriores.

6.3 Avaliacao Numérica

Esta secao é reservada a andlise numérica de convergéncia e estabilidade dos es-
quemas numéricos discutidos anteriormente, através de simulacoes de Monte Carlo.
Os experimentos trabalhados aqui sao apenas ilustrativos e tém como objetivo dar
evidéncias empiricas a respeito dos conceitos arbodados, desta forma, nao podemos
tomaé-los como demonstragoes formais.

6.3.1 Convergéncia

Este conjunto de testes avalia a ordem de convergéncia forte dos esquemas: Euler-
Maruyama, Milstein, livre de derivada, Euler trapezoidal e Euler implicito. No-
vamente, utilizamos como base de avaliagao o modelo do movimento Browniano
geométrico

dX; = \Xydt + p X, dW,, 0<t<T, (6.3.47)
XO = X, (6348)

com parametros A =4, p = 2 e zop = 1. Segundo o conceito apresentado na secao
anterior, um esquema numeérico converge fortemente no instante 7', com ordem «,
se

e(A)=E[| XN - Xr|] < MA®, (6.3.49)

T

N-1
gualdade acima fosse aproximadamente uma igualdade, um resultado plausivel para
espacamentos de tempo suficientemente pequenos, poderiamos tomar o logaritmo
dos dois lados da equacao de modo a chegarmos a uma relagao linear:

onde M > 0 é uma constante e A é o passo de discretizagao ( ) Se a desi-

log (e(A)) = log M + alog A. (6.3.50)

Os experimentos foram baseados em 50000 trajetérias do movimento Browniano
e, para cada uma delas, consideramos 7 passos de discretizacao distintos. Nestes 7
casos, consideramos a média aritmética da diferenca em médulo entre o valor obtido
pelos esquemas numéricos no instante final e a solucdo explicita do problema ao
longo das 50000 simulagbes. Se a aproximacao for razodavel, ao plotarmos
log (e(A)) x A, deveriamos esperar uma reta cuja inclinacdo indica a ordem de
convergeéncia forte do algoritmo.
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Passo de discretizacao Erro esperado
A log A e(A)  log(e(A))
g1t -7.62 2.53 0.93
2-10 -6.93 3.49 1.25
279 -6.23 4.95 1.60
28 -5.55 7.71 2.04
277 -4.85 10.20 2.32
26 -4.15 15.82 2.76
277 -3.47 22.74 3.12

Tabela 6.1: Esquema de Euler-Maruyama avaliado no intervalo [0, 1].

Comparando os resultados em escala real e logaritmica, percebemos que a relagao
(6.3.50)) é de fato razoavel. A partir da técnica dos minimos quadrados, chegamos
a seguinte relagao:

log (e(A)) = 0.531log A + 4.96, (6.3.51)

o que indica uma ordem de convergéncia forte o =~ 0.53, confirmando assim nos-
sas expectativas quanto ao método de Euler-Maruyama. A reta correspondente &
relacao anterior € ilustrada na Figura 6.1

& Escala real

erro

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
passo de discretizagao

""" Escala logaritmica
—— Ajuste minimos quadrados

erro

-5
passo de discretizagdo

Figura 6.1: Esquema de Euler-Maruyama avaliado no intervalo [0, 1].
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Resultados similares sao obtidos quando consideramos intervalos de tempo mais
longos, no entanto, este tipo de simulagao é mais custosa pois precisamos considerar
uma quantidade N grande de pontos para manter os mesmos espagamentos do ex-
perimento anterior. O ponto mais importante dos testes com intervalos mais longos
é a verificagdo de que a constante M cresce bastante junto com o intervalo. Esta
observacao deve ser levada em consideragao pois deixa a analise de convergéncia
forte sem significado & medida que T' — +4o00. Perceba ainda que os erros cres-
cem arbitrariamente mas acabam sendo compensados pelo crescimento ilimitado da
constante M. A tabela abaixo mostra que a relacao linear nao apresentou um ajuste

Passo de discretizagao Erro esperado — log (e(A))

A log A T=5 T =10
2~ 11 -7.62 17.34 34.85
2~10 -6.93 17.75 35.69

279 -6.23 18.18 36.49

278 -5.55 18.19 36.89

27 -4.85 18.30 36.99

276 -4.15 18.99 37.07

275 -3.47 19.24 37.23

Tabela 6.2: Esquema de Euler-Maruyama avaliado nos intervalos [0, 5] e [0, 10].

satisfatorio, no entanto o modelo de minimos quadrados continua evidenciando uma
ordem de convergéncia forte da ordem de aw ~ 0.5. Para T =5 e T = 10 os ajustes
lineares obtidos foram:

log (¢(A)) = 0.55log A + 39.43, (6.3.52)

log (e(A)) = 0.541log A + 42.02, (6.3.53)

respectivamente.

Aplicando o mesmo procedimento ao método 8 estocastico, devemos observar um
comportamento similar ao esquema de Euler-Maruyama ja que ambos possuem or-
dem de convergéncia forte a = 0.5. De fato, considerando 6 = % (Euler-trapezoidal),
obtivemos resultados praticamente semelhantes aos do experimento anterior. Os co-

Passo de discretizacao Erro esperado — log (e(A))

A log A T=1 T=5 T=10
o1t -7.62 0.93 17.36 34.16
2—10 -6.93 1.28 17.82 35.23
279 -6.23 1.64 18.57 36.24
278 -5.55 2.09 18.70 36.73
277 -4.85 2.42 19.05 36.78
276 -4.15 2.92 20.18 36.17
275 -3.47 3.43 20.41 37.80

Tabela 6.3: Esquema Euler-trapezoidal avaliado nos intervalos [0, 1], [0, 5] e [0, 10].

eficientes angulares correspondentes aos ajustes de minimos quadrados foram um
pouco superiores, porém, a diferenca nao foi significativa conforme ilustrado na

Figura [6.2]
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erro
3.0 35

25

2.0

1.5

) % 5
passo de discretizagdo

Figura 6.2: Esquema Euler-trapezoidal avaliado no intervalo [0, 1].
T=1 T=5 T=10

logM | 5.41 22.97 | 39.96
o | 0.60 0.74 0.69

Tabela 6.4: Ajustes lineares para avaliagdo numérica do esquema Euler-trapezoidal.

O resultado se repete quando consideramos § = 1 (Euler-implicito). Apresen-
tamos inicialmente os resultados obtidos pelo ajuste de minimos quadrados (ver
Figura , 0s quais evidenciam uma ordem de convergéncia forte similar as dos
dois esquemas anteriores.

erro

: T T T ]
-7 -6 -5 -4 -3
passo de discretizagdo

Figura 6.3: Esquema Euler-implicito avaliado no intervalo [0, 1].

T=1 T=5 T=10
logM | 5.03 21.08 39.60
a | 0.54 0.48 0.59

Tabela 6.5: Ajustes lineares para avaliagao numérica do esquema Euler-implicito.
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Conforme podemos acompanhar pela tabela abaixo, a semelhanca entre os de-
sempenhos dos métodos é ainda mais evidente quando analisamos mais minuciosa-
mente os erros médios obtidos para cada passo de discretizacao.

Passo de discretizacao Erro esperado — log (¢(A))

A log A T=1 T=5 T =10
2- 11 -7.62 0.93 17.34 34.56
210 -6.93 1.26 17.78 35.49
279 -6.23 1.61 18.38 36.38
278 -5.55 2.05 18.42 36.82
2-7 -4.85 2.33 18.50 36.91
26 -4.15 2.78 19.46 36.85
275 -3.47 3.19 19.26 37.28

Tabela 6.6: Esquema Euler-implicito avaliado nos intervalos [0, 1], [0, 5] e [0, 10].

Os proximos resultados correspondem aos algoritmos de Milstein e livre de deri-
vada. Assim como no conjunto de testes anterior, devemos esperar um desempenho
similar dos esquemas de Milstein (Figura e livre de derivada (Figura7 uma
vez que o segundo é uma modificagao simples do primeiro. Para nao tornar a anélise
repetitiva, apresentamos apenas os resultados obtidos para os intervalos [0, 1] e [0, 5].

) T T T )
-7 -6 -5 -4 -3
passo de discretizacao

Figura 6.4: Esquema de Milstein avaliado no intervalo [0, 1].

T=1 T=5
logM | 6.80 | 22.10
a | 1.08 0.88

Tabela 6.7: Ajustes lineares para avaliagdo numérica do esquema de Milstein.
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Passo de discretizacao Erro esperado — log (¢(A))

A log A T=1 T=5
o1 -7.62 -1.50 15.26
210 -6.93 -0.81 16.13
279 -6.23 -0.12 16.73
2-8 -5.55 1.38 17.35
2-7 -4.85 1.60 17.90
276 -4.15 2.30 18.48
275 -3.47 2.84 18.95

Tabela 6.8: Esquema de Milstein avaliado nos intervalos [0, 1] e [0, 5].

erro

T T T T "
-7 -6 -5 -4 -3
passo de discretizagao

Figura 6.5: Esquema livre de derivada avaliado no intervalo [0, 1].

T=1 T=5
log M | 6.85 22.26
a | 1.07 0.88

Tabela 6.9: Ajustes lineares para avaliagdo numérica do esquema livre de derivada.

Passo de discretizagao Erro esperado — log (e(A))

A log A T=1 T=5
21 -7.62 -1.40 15.29
210 -6.93 -0.68 16.27
279 -6.23 0.02 16.99
278 -5.55 1.41 17.50
277 -4.85 1.68 18.05
26 -4.15 2.38 18.65
275 -3.47 2.93 19.03

Tabela 6.10: Esquema livre de derivada avaliado nos intervalos [0, 1] e [0, 5].

Assim como na andlise tedrica da estabilidade dos métodos numéricos, a aplicacao
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do método da linearizagao local a este problema nao faz sentido pois a simulagao do
método coincide exatamente com a simulagao da solugao real. Neste caso, os erros
médios de aproximagao serdo todos nulos. A avaliagdo numérica da convergéncia
forte deste método é um pouco mais delicada pois precisamos conhecer a solugao
explicita do problema de teste para efetuarmos as comparacgoes de erro e grande
parte dos problemas cuja solugao explicita é conhecida se reduzem a casos linea-
res triviais apds a aplicagao da transformada de Lamperti (ponto crucial para a
aplicagdo do método da linearizagao local).

6.3.2 Estabilidade

O préoximo conjunto de testes evidencia empiricamente as regioes de estabilidade
obtidas para cada um dos esquemas numéricos. O procedimento é simples:

passo 1: determinar uma tripla (A, u, A);
passo 2: analisar o comportamento médio do esquema ao longo de 10° repeticoes;

passo 3: estudar os resultados; se a tripla pertence a regiao de estabilidade, deve-
mos esperar uma trajetoria convergindo para zero.

Consideramos inicialmente os parametros A = —3, © = /3 com a condicéo
inicial o = 10. Note que

2A+p? =2(-3)+3=-3<0, (6.3.54)

0 que mostra que estamos na regiao de estabilidade do problema inicial. Comecando
pelo método de Euler-Maruyama, temos que a regiao de estabilidade serd dada por

1
Rem = {A ERY; A< 3} . (6.3.55)

Assim, testando os passos de discretizaggo A = 1,A = 0.5,A = 0.25, devemos
esperar que apenas no ultimo caso a solucao convirja em média quadratica para
zero. Este comportamento foi de fato reproduzido nos experimentos e ¢é ilustrado a
seguir. Para melhorar a visualizacao dos resultados, plotamos o eixo das ordenadas
em escala log,,, portanto, devemos esperar que a curva va para —oo e nao para
zero. Ainda com relacao a este mesmo caso de teste, é interessante verificarmos
os comportamentos dos métodos Euler-trapezoidal e Euler-implicito. Como vimos
anteriormente, estes esquemas sao incondicionalmente estaveis, logo, podemos es-
perar que as trés curvas geradas por este experimento tendam a —oo conforme de
fato verificado nas Figuras [6.6{b)-(c).

A principio, a Figura pode nos conduzir equivocadamente a conclusao de
que a evolugao do esquema trapezoidal permanece estagnada no caso A = 1. Na
verdade, a convergéncia neste caso é simplesmente mais lenta que as demais e esta
diferenca fica acentuada devido a escala do grafico. Analisando mais detalhada-
mente os resultados obtidos por este método, a convergéncia fica mais visivel, como
mostra a tabela a seguir.

t=0 t=25 t=50 t=75 t=100 t=125 t=150
EX? [ 100 | 58.94 [ 2.92e-4 [ 8.31c-11 | 5.20e-18 | 1.99¢-25 | 1.13e-35 |

Tabela 6.11: Evolucdo do esquema trapeizoidal no intervalo [0, 150].
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100
)

50
L

-50
L

-100
L

T
0 50 100 150

(a) Estabilidade do esquema de Euler-Maruyama (6 = 0).

0

-200 -150 -100 -50

(b) Estabilidade do esquema Euler-trapezoidal (6 = 1/2).

0

-150 -100 -50

-200

-250

(c) Estabilidade do esquema Euler-implicito (0 = 1).

Figura 6.6: Estabilidade do método 6 estocastico para diferentes escolhas do
parametro 6.

As funcoes de estabilidade obtidas para os esquemas de Milstein e livre de de-
rivada nos indicaram que seus dominios de estabilidade estao contidos no dominio
do método de Euler-Maruyama. Mais precisamente, para este conjunto de testes,
segue que

2
Riga = Ronits = {A S R+; A< § ~ 0.22} . (6.3.56)

Neste caso, ao utilizar os passos de discretizagao das simulacoes anteriores, devemos
esperar que nenhum das trés trajetorias apresente o comportamento decrescente. No
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entanto, a Figura indica que este resultado nao foi reproduzido corretamente.
Como 0.25 > 0.22, a trajetéria em cor preta na Figura [6.7] acima nao deveria

150

Figura 6.7: Estabilidade do método de Milstein.

apresentar esse comportamento decrescente. No entanto, devemos ressaltar que o
passo de discretizagao A = 0.25 estd quase no limiar da regiao de estabilidade, de
modo que comportamentos imprevistos sejam aceitaveis. E provével que erros de
precisao computacional provenientes de truncamentos ou da imperfeicao da geragao
de numeros pseudo-aleatdrios, influenciem siginificativemente os métodos em casos
limite como este.

Para tentar contornar o problema do tdltimo experimento, realizamos uma si-
mulagdo com A = % de modo afastar o passo de discretizagao um pouco mais dos
limiares da regiao de estabilidadde. Em seguida, comparamos o resultado com o
método de Euler-Maruyama executado com A = 0.3. Neste caso, o comportamento
dos métodos foi mais proximo do previsto e a relacdo Rmiis C Rem foi evidenci-
ada. Perceba que a curva gerada pelo método de Milstein (Figura ainda nao
apresenta o comportamento de crescimento caracterizado por |R(A, g, A)| > 1. O
mais provavel é que devido a erros de aproximacao, o algoritmo tenha chegado a
relagio |R(A, p, A)] = 1. Os resultados obtidos para o esquema livre de derivada
sao similares aos do método de Milstein portanto serao omitidos.

60

20

0

—— Milstein (dt = 1/3) -~
= = Euler (dt=0.3)

-60 -40 -20

T 1
0 50 100 150

Figura 6.8: Comparacao de estabilidade entre os métodos de Milstein e de Euler-
Maruyama.
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O restante da secao é dedicada a testes envolvendo o método da linearizagao lo-
cal. Os testes serao baseados em equagoes diferenciais estocasticas com coeficientes
de deriva linear e polinomial, respectivamente. O procedimento sera o seguinte:

passo 1: simulacao de um movimento Browniano a ser utilizado como base para
as simulagoes (filtragdo natural);

passo 2: avaliar trés trajetérias dos esquemas numéricos considerando passos de
discretizagao distintos;

passo 3: comparar as trajetérias; quanto mais estavel o método, menos sensivel
ele serd quanto a mudanca do passo de discretizagao.

O primeiro caso é dado pela seguinte equagao:

dX; = Xedt + / Xtth, te [0, 2], (6357)
Xo = 2. (6.3.58)

Para a utilizagao do método da linearizacao local, devemos primeiramente aplicar
a transformada de Lamperti y = 24/z, 0 que nos leva & seguinte equagao:

1 1
dY; = 5 (Ytdt — Y) +dW,, tel0,2], (6.3.59)
t

Yo = 2v2. (6.3.60)

Ao final da simulagéo, o resultado obtido em fungdo do processo Y deve ser trans-
formado de volta para o processo original através da inversao = = iy?

Por se tratar de um problema com coeficiente de deriva linear, devemos esperar
que o desempenho dos diferentes algoritmos seja similar. Este experimento leva em
consideragao os seguintes espagamentos entre pontos: A € {6—14, %7 %} A Figura
[6.9] ilustra primeiramente os resultados obtidos pelo método da linearizagao local.
Perceba que a variagao do passo de discretizacao nao é refletida de maneira signifi-

25
,

2.0
L

15

1.0
L

0.5
L

0.0 05 1.0 15 2.0

Figura 6.9: Método da linearizagao local aplicado ao problema (|6.3.57))-(6.3.58)).

cativa pelas trajetérias. A grande diferenca entre as trajetdrias se dd simplesmente
pela discrepancia entre o niimero de pontos considerados no eixo do tempo em cada
uma das simulacoes. Este é um forte indicio da estabilidade do método: variacoes
nas condicoes iniciais nao sao propagadas adiante.

Os métodos de Milstein e Euler-Maruyama se comportaram relativamente bem,
porém, diferentemente do caso anterior, o método de Milstein demonstrou uma certa
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sensibilidade quanto a mudanca de A = 1—16 para A = i. Ja o esquema de Euler-

Maruyama superou o de Milstein e nao acusou esta sensibilidade significativa quanto
a variacao dos espacamentos. Este resultado nao é surpreendente pois, conforme
o estudo realizado com a equagao linear de teste, o método de Euler-Maruyama
possui um dominimo de estabilidade mais abrangente:

Rmils C Rem~

Xt — dt=1/64
- - dt=1/16
.. dt=1/4

2.0
)

15
L

1.0

0.5
L

0.0
L

r T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 6.10: Método de Milstein aplicado ao problema (|6.3.57))-(6.3.58]).

X — dt=1/64
- - dt=1/16
ceodt=1/4

r T T T d
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 6.11: Método de Euler-Maruyama aplicado ao problema ([6.3.57))-(6.3.58)).

Os resultados observados na Figura [6.11] eram esperados ja que o método da
linearizagao local nao oferece vantangens tao consideraveis quando o coeficiente
de deriva é linear. O préoximo conjunto de teste tem como objetivo mudar esta
caracteristica de modo a evidenciar o ganho de estabilidade do método. Para tal,
considere o seguinte problema:

dX, = (511X, + 6X}? — X}) dt +dW,, t<[0,10], (6.3.61)
Xo =2 (6.3.62)

Como o coeficiente de difusao é constante, nao ha necessidade de aplicarmos a
transformada de Lamperti. Este fator também deixa o sistema naturalmente mais
estavel, o que nos permitird lidar com passos de discretizagao ainda maiores. Por
fim, como este coeficiente nao depende do processo X, segue que os métodos de
Euler-Maruyama e Milstein coincidem, logo, basta implementarmos um deles (o
primeiro por simplicidade).
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Comegamos novamente pelo método da linearizagao local. Desta vez utilizamos
o seguinte conjunto de passos de discretizagio: A € {&,+,1}. A Figura
indica que o 6timo desempenho apresentado no primeiro conjunto de testes nao
foi repetido, o que ja era esperado pelas caracteristicas do novo problema. No
entanto, o comportamento ainda é bastante satisfatério considerando que os passos
de discretizacao sao quatro vezes maiores que no caso anterior. Temos assim mais

0
@ Xi — dt=1/16
‘ - - dt=1/4

- dt=1

Figura 6.12: Método da linearizacao local aplicado ao problema (6.3.61))-(6.3.62)).

um bom indicio do comportamento estavel deste esquema. Por outro lado, o método

de Euler-Maruyama se mostrou de Euler-Maruyama acusou bastante a mudanca do
tamanho dos espacamentos de A = % para A = % e se mostrou completamente

instavel com a mudanga para A = 1. Este é comportamento pode ser perfeitamente
observado na Figura|6.13} onde a trajetéria em azul pode até mesmo ser desprezada.

— =116
) [ - - dt-1a
& . Lol ceedt=t

[}
1 [}
(| 1 Wit n
\ [ I\ I \ n
' ) "

0
-
—
-

0.
——

-05 0.0

Figura 6.13: Método de Euler-Maruyama aplicado ao problema (6.3.61))-(6.3.62)).
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6.4 Exercicios
1. Considere o seguinte problema de valor inicial

dXt = Xt(]. - Xt)dt + 2Xtth, 0 S t < 10,
Xo =2,

Implemente os métodos de Euler-Maruyama, Milstein e Linearizagao Local
para a construcao de aproximacoes para este problema.

(a) Simule N = 100 trajetérias para cada uma das trés metodologias consi-
derando A = 274,

(b) Utilize os resultados do item anterior para estimar intervalos de 95% de
confianga para os erros absolutos de cada um dos métodos. Os resultados
coincidem com as expectativas construidas a partir da exposicao tedrica
dos métodos.

(¢) Repita os procedimentos anteriores considerando agora os espagamentos
A=2"" n=2>5,6,7. Os resultados obtidos apresentam diferengas signi-
ficativas?

(d) Considerando os tempos computacionais para a execu¢do dos experi-
mentos, assim como os intervalos de confianca obtidos, defina qual seria
o método mais apropriado para o tratamento deste problema. Comente
Sua resposta.

2. Considere o seguinte problema de valor inicial

dX, = 4X,dt + 2X,dW,, 0<t<1,
Xo =1,

o qual foi utilizado para a avaliagao numérica dos métodos de discretizagao.
Considere ainda a seguinte quantidade

e = |EXY —~EX,|. (6.4.63)

(a) Utilizando as propriedades do movimento Browniano geométrico , deter-
mine analiticamente a quantidade EX;.

(b) Implemente os métodos de Euler-Maruyama, Milstein e Linearizagao Lo-
cal para a construcao de aproximacgoes para este problema.

(c) Repita a avaliagdo numérica de convergéncia dos trés métodos conside-
rando agora o critério €*. Os resultados apresentam alguma diferenca?

(A andlise de convergéncia segundo o critério €* define o conceito de con-
vergéncia fraca no contexto numérico das EDEs. Este critério é interessante
quando estamos interessados apenas em propriedades a respeito dos valores
esperados de funcoes das solugbes, o que nos permite construir solugoes até
mesmo mais "relaxadas”. Um tratamento mais aprofundado de aproximagoes
fracas pode ser obtido em [20].)
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Capitulo 7

Simulacao Exata

Os métodos de simulacao discutidos até aqui eram baseados no conceito de solugao
forte, isto é, dadas as observagoes de um movimento Browniano e da condigao ini-
cial, trajetorias eram construidas baseadas nestas observacoes. As aproximagoes
obtidas podiam ser comparadas com uma solucao exata condicionada as mesmas
observacoes. Este ultimo procedimento fazia sentido devido a unicidade das tra-
jetorias. Uma outra abordagem seria a simulagao de trajetorias baseadas no conceito
de solugao fraca. Tal metodologia é possivel se tomarmos como base de geracao de
dados a medida induzida pelo processo de interesse ao invés de tomarmos como base
trajetorias de um movimento Browniano. Neste caso, nao faz sentido compararmos
trajetorias de solugoes diferentes uma vez que se X e Y sao duas solucoes fracas
de uma mesma equagao diferencial estocdstica, entao estes processos possuem as
mesmas distribuigoes finito-dimensionais, porém, seus caminhos amostrais podem
ter caracteristicas distintas.

Os tépicos apresentados aqui constituem basicamente uma discussdo simpli-
ficada das inspiradoras obras de Beskos e Roberts [3] e Beskos et al. [2]. Uma
discussao mais profunda do tema pode ser obtida nos textos originais.

7.1 Algoritmo

O primeiro passo para a construcao do algoritmo de simulagao exata é o estudo do
método da rejeigao, o qual nos permite gerar amostras provenientes de uma variavel
aleatéria com distribuicao p a partir de uma segunda distribui¢ao A, desde que estas
medidas sejam relacionadas por certas condicoes de regularidade. Tais condigoes
sao detalhadas no préximo teorema.

Teorema 7.1. (Método da Rejeicio) Seja (Q,B) um espaco mensurdvel e con-
sidere duas medidas de probabilidade \ e p neste espaco, tais que p <€ A (B €
B,A(B) =0 = u(B) =0). Assuma a existéncia de uma constante € > 0 tal que

= eﬁ <1, A-q.c., e que € facil amostrar de \. Se (Yy, In)nen € uma sequéncia

de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tomando valores
em Q x {0,1}, Y1 ~ X e P} = 1|1 =y| = f(y), Yy € Q, entdo, definindo

7:=min{i € N; I, = 1}, (7.1.1)

temos que

P[Y, € B] = u(B), VB € B. (7.1.2)

95
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Demonstracao: Dado ¢ € N, temos que
Plti =1 = [ PII = 11¥ = yla)
Q

— [ ) = | eduty) = (7.1.3)
Q Q

Além disso, dado B € B, temos que

P[Y, € B = P[Y, € B,I; = 1]+ P[Y, € B, I, = 0]
= P[Y, € B,I = 1] + P[Y, € B|I; = 0]P[I; = 0]
= P[Y, € B,I, = 1] + P[Y, € B]P[I, = 0]
— P[Y; € B,I, = 1] + P[Y; € B|(1 —¢). (7.1.4)

Na relagao acima temos que P[Y; € B|I; = 0] = P[Y; € B] devido a independéncia
entre os elementos da familia (Y,,, I,)nen. A probabilidade conjunta utilizada acima
é equivalente a

PlY,e B, =1] = / P[I; = 1|Y1 = yldA(y)

B
~ [ 1) = [ euty) =By (1.9
B B

Assim,
PlY,; € B] = eu(B) + P[Y; € B|(1 —¢)

- P[Y, € B] = u(B).
]

A representagao geral do método da rejeicao conforme especificado pelo teorema
acima nos permite elaborar um algoritmo capaz de simular solugoes exatas para
EDEs da forma

dX, = f(X,) +dW,, 0<t<T,

XO = X0-

Neste contexto, solucao exata indica que as trajetérias simuladas por tal algoritmo
induzem (no espago das possiveis trajetérias) a mesma medida de probabilidade
que uma curva solucao da EDE correspondente. Em linhas gerais, nosso objetivo é
gerar trajetérias de um determinado processo estocastico cuja simulagao é viavel, e
aceitar algumas dessas trajetorias como solucao do problema a partir
do método da rejeicdo. Ao final temos que o conjunto de trajetdrias aceitas é
distribuido segundo a medida de probabilidade que governa as solugoes do problema.

Buscar um algoritmo desta natureza é plausivel uma vez que a ideia de solugao
fraca nos permite pensar em unicidade de medidas de probabilidade com respeito
as solugoes de uma EDE. Desta forma, devemos assumir de antemao que o pro-
blema acima satisfaz as condicoes necesséarias para a existéncia e unicidade de uma
solugao fraca. Um modelo com estas caracteristicas nao fica limitado a modelos
com coeficiente de difusdo constante pois esta propriedade pode ser obtida através
da transformagao de Lamperti aplicada em um modelo mais abrangente. De uma
forma geral, exigir que o modelo seja governado por um ruido aditivo é uma restrigao
muito severa.
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Para trabalharmos com o método da rejeigao, é conveniente pensar nos pro-
cessos estocdsticos envolvidos como medidas induzidas no espago C* ([0,7T]). Se
w é um elemento qualquer deste espago, estaremos interessados em suas funcoes
coordenadas e suas respectivas o-algebras minimas:

Wi(w) =w(t),t€[0,T); C:=c({Wy;0<t<T}). (7.1.8)

Assim, denotemos por Q a medida de probabilidade induzida em (C, C) pelo processo

X ={X4; 0 <t < T} oqual satisfaz o problema ([7.1.6)-(7.1.7)). Consideremos ainda
que W é a medida de Wiener e suponha que o coeficiente f satisfaz a condi¢ao de

Novikov:
1T,
expy - [ fH(Wi)dt
2 /o

d
Neste caso, a derivada de Radon-Nykodim ﬁ? pode ser obtida a partir da trans-

formacao de Cameron-Martin-Girsanov:

%(w) = exp {/0 F(Wy)dW, — %/0 f2(Wt)dt} = G(W). (7.1.10)

Devido a dificuldade de obter uma expressao fechada para a solugao da integral
estocdstica acima, aplicamos a férmula de Itd6 de modo a simplificar G(B). Para
tal, basta assumir que o coeficiente f(-,-) é diferencidvel. Neste caso, definindo

b
F(Wy) = / f(z)dx (7.1.11)
0 b=W,
e aplicando a férmula de Ito:
o [° o [°
dF: = En /0 f(z)dx s + <8m /0 f(x)dx b=W,> dW:
(L [rww] )y
2 \ Ox2 0 T b=W; !
=0+ f(W)dW; + %f’(Wt)dt. (7.1.12)
Integrando a expressao acima em [0, 7], obtemos
T 1 (7
F(W) — F(Wy) = / FW)dW, + 5/ F(Wy)dt. (7.1.13)
0 0
Assim,
T 1 (T
[ sowiaw,+ vy~ Fovo) - 5 [ povgde, (r19)
0 0
e a densidade G serd entdo expressa por
1 (T
GW) = cop{ F(W) ~ PWo) = 5 [ (P + (W) de . (7.15)
0

O método da rejeigao exige que G(-) seja limitada quase certamente e esta res-
trigao estd ligada & limitacao de F(-). Este problema pode ser muito restritivo em
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diversos casos, o que nos leva a busca por alternativas mais vidveis. Uma abor-
dagem mais flexivel pode ser construida a partir da introdugao de uma terceira
medida de probabilidade, a qual seréd utilizada para gerar os candidatos a amostra
para o método da rejeicao. Esta nova medida diz respeito a um importante processo
estocastico conhecido como ponte Browniana.

Uma ponte Browniana pode ser definida informalmente como um caso particular
do processo de Wiener padrao ”forgado” a passar por um ponto especifico p em seu
instante final de observagao T. Se W = {W;; 0 <t < T} é um processo de Wiener
padrao iniciado na origem, entao uma ponte Browniana passando pelo ponto p no

instante T' pode ser definida a partir de W como
t
PBi(w) = Wi(w) — T (Wr(w) — p), te€0,7). (7.1.16)

A Figura [7.]] evidencia as diferencas esperadas com respeito as trajetérias de um
movimento Browniano e de uma ponte Browniana.

movimentos Brownianos
S~—

1.0

-1.0 0.0

pontes Brownianas

Mf‘ IR SRS
j _ LA \/‘Wv ~ W

0 1 2 3 4 5

1.0

0.0

Figura 7.1: Cinco realizagoes de movimentos Brownianos no intervalo [0, 5] e suas
respectivas pontes com p = 1.

Para a formulagao geral do algoritmo de simulagdo exata consideraremos pontes
Brownianas PB = {PB; 0 <t < T} heuristicamente definidas por W |Wr = p,
onde p é uma variavel aleatéria distribuida de acordo com alguma funcao densidade
de probabilidade h : R — [0,400) com respeito a medida de Lebesgue.

Teorema 7.2. Sejam Z a medida de probabilidade induzida pela ponte Browniana
PB={PB;0<t<T}

em (C,C), Xo = z¢ a condigao inicial do processo X e h a densidade associada a
varidvel p. Se
xn ={x € R; h(z) > 0} =R, (7.1.17)

entao 7 ¢é equivalente a W e

4z () = h(Vr) (7.1.18)

7(w '
dW (1/v2rT) eap{~(Wr - 20)?/(2T)}

Demonstracao: Defina

f(w) := h(Wr)V2rT Jexp{—(Wr — 20)*/(2T)}, w € C, (7.1.19)
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de modo que f seja o (Wr)-mensurdvel. Dado A € C, segue, da definigdo do processo
PB, que
Z[Alo(Wr)] = W[Alo(Wr)] =: g(Wr), W —q.c., (7.1.20)

para alguma fungao g : R — R, Borel-mensurdvel. Uma vez que Wr ~ N(z0,T),
com respeito a W, temos que

Ew = Ew [Ew [14 flo(W7)]]

= Bw [f - W[Alo(Wr)]] = Ew[fg] = /Rf(U)Q(U)W(dU)

_ h(u)V2rT Cexp{—(u— x0)?/(2T)} W — Walw)du
= [ et s e ety = [ g )(d |
7.1.21
Concluimos assim que
f=dz/dW. (7.1.22)

Além disso, como o suporte de h é a reta, temos que f > 0. Desta forma, W é
equivalente a Z e
1/f = dW/dZ. (7.1.23)

A partir dos resultados apresentados acima, fica claro que

dQ _dQ dW
ﬁ(w) = m(w)ﬁ(w)

con { FW) = POV = 5 [ (7200) + 1/(0w0) i}

h(Wr)eap{~(Wr — 20)2/@T)} [ (1/V27T)

exp {F(WT) — F(Wy) — % - % fOT (f2(We) + f'(Wh)) dt}

h(We)/ V2T

(7.1.24)

Assim, desconsiderando todos os termos que independem da realizacdo w, obtemos

Wr —20)? 1
a0 exp {F(WT) - % 3 foT (f2(We) + f'(We)) dt}
— 1.2
17 (w) o HV2) (7.1.25)
Assumindo que
/ exp{F(u) — (u — 20)?/2T}du := ¢ < +o0, (7.1.26)
R
podemos definir (convenientemente) a funcao densidade de probabilidade
h(u) := exp{F(u) — (u — x¢)?/2T}/c, (7.1.27)

de modo a obter

T
%(w) o exp {—;/ (£2W) + f' (W) dt} . (7.1.28)

0
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Assumindo agora que o funcional em ([7.1.28) é limitado inferiormente, isto €, su-

2 1

pondo a existéncia de uma constante K € R tal que K < M, Vu € R,
podemos reescrever (|7.1.28)) como

dQ T

— xexpl — o(Wydt » <1, Z-—q.c., (7.1.29)

dZ 0
onde ¢ > 0 é dada por

2 !
$(u) = M K, VueR (7.1.30)

Segue abaixo um resumo das hipéteses utilizadas para a construgdo da densidade

(7.1.29):

1. o coeficiente f é limitado;

2. a fungdo exp{F(u) — (u — 20)?/(2T)}, u € R, para F(u) = [} a(z)dz, ¢
integravel;

3. a funcdo (f2 + f’)/2 é limitada inferiormente.

A derivada de Radon-Nykodim de QQ com respeito a medida Z induzida pela
ponte Browniana em conjunto com o método da rejeicao, nos fornecem as bases
para a construgao do algoritmo de simulagao exata. Basicamente, o procedimento
consistird em gerar trajetérias de pontes Brownianas cujas observagoes finais sao
distribuidas de acordo com a densidade h. Notemos que a realizagao desta etapa
demanda um amostrador de varidveis aleatdrias governadas por h, o qual pode
ser obtido através de versdes usuais do método da rejeigdo (Exercicios [1|e . Para
concluir o algoritmo, falta apenas estabelecer um dispositivo que nos permita aceitar
tais trajetérias segundo a distribuicao de probabilidade estabelecida em .

A fim de facilitar o desenvolvimento de tal dispositivo, Beskos et al. [2] acres-
centaram as propriedades acima a seguinte restricao:

4. ¢ é limitada superiormente;

O algoritmo de simulagao exata desenvolvido a partir do acréscimo desta hipétese
foi denominado EA1l. No mesmo trabalho, o autor desenvolve uma versdo mais
abrangente onde a hipétese de limitacao de ¢ é substituida por

limsup,_,, o ¢(u) <400 ou limsup,, ., ¢(u) < +oo.

Esta generalizacao foi denominada algoritmo EA2 e nao serd abordada neste tra-
balho.

Teorema 7.3. Sejam w € C([0,T]) e M = M (w) uma cota superior para a fun¢ao
t— ¢p(we), t €[0,T]. Se ® é um processo de Poisson homogéneo de intensidade
T-M em [0,T] x [0, M(w)] e N € niimero de pontos de ® localizados abaizo do
grdfico {(t,p(Wy)); t € [0,T]}, entdo

T
P[N = 0|w] « exp {—/O ¢(Wt)dt} . (7.1.31)
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Demonstragao: Dada uma drea A € [0,7T] x [0, M (w)], temos que

e T M-PA T M- P(A)]K
K! ’

P(N = K|A) = (7.1.32)

onde N é o numero de pontos de & que residem em A, pois & é um processo de
Poisson homogéneo com intensidade A = T - M. Em particular, se A é a regiao
delimitada pelo gréfico {(t, #(W:)); t € [0,T]}, entao

T
P(A) = ﬁ /O S(Wy)dt, (7.1.33)

ea:p{ f (W, dt} (fo (W dt)

{ /d)Wt dt} (7.1.34)

P(N = 0lw) =

O teorema acima nos permite aplicar a método da rejeicao baseado em ob-
servagoes discretas das trajetérias de X. Dada uma trajetoria w ~ Z e uma re-
alizacao p do processo de Poisson homogéneo ® em A € [0,7] x [0, M (w)], basta
contarmos o numero de pontos de p observados abaixo do grafico de w. Se este
ndmero for positivo, rejeitamos a trajetdria; caso contrario, aceitamos. Formal-
mente, obtemos o algoritmo abaixo.

Algoritmo de Simulagao Exata

1. Simule uma realizacao
{(@i1, wi2)}ig
do processo de Poisson ® em [0, 7] x [0, M];

2. Simule um esqueleto w ~ Z nos instantes

{',1:1,171.2,17 "'7‘%.7',1}
e avalie NV,
3. Se N =0, va para 4, sendo, volte para 1;

4. Retorne o esqueleto atual S(w) de w.

Um dos pontos curiosos do algoritmo de simulacao exata é o fato de nao de-
terminarmos de antemao os instantes de tempo onde esqueleto da trajetoria sera
simulado. Uma alternativa para contornar esta situagao seria uma abordagem do
tipo "forca bruta”, onde o dominio de interesse seria refinado em pequenos in-
tervalos e algoritmo seria aplicado diversas vezes. Nesta abordagem, cada ponto
simulado para o extremo direito do intervalo seria utilizado como condigao inicial
para a proxima simulagao, e assim por diante. Nao é necessario uma andlise pro-
funda para concluirmos que este tipo de procedimento nos levaria a um algoritmo
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ineficiente. A solugao proposta pelos autores do algoritmo é mais simples, no en-
tanto, nao garante que os pontos fora do esqueleto sejam exatamente distribuidos
com a medida de interesse. Tal solucao consiste em preencher com pontes Brownia-
nas os espagos do esqueleto obtido com uma iteracdo. Apesar da simplicidade, esta
alternativa é capaz de gerar boas aproximacoes.

7.2 Avaliagcao Numérica

O algoritmo de simulacao exata tem varias aplicagoes, sobretudo na area de in-
feréncia estatistica. Neste trabalho, utilizaremos o algoritmo EA1 para avaliar, sob
um ponto de vista distinto, a eficidcia dos procedimentos de discretizacao discuti-
dos nos capitulos anteriores. Outro ponto importante sera a avaliacao da eficiéncia
deste algoritmo. Como veremos nos testes a seguir, o tempo de execugao é surpre-
endentemente superior ao dos esquemas discutidos até agora.

O tipo de comparacao a ser realizada aqui é diferente das anteriores pois nao
temos uma observagao prévia do movimento Browniano de modo a gerar trajetorias
adaptadas a uma tnica filtracdo. Em outras palavras, ndo faz sentido compararmos
trajetérias. Nosso objetivo serd entao comparar as distribuigoes de probabilidade
das solugoes obtidas através dos métodos de discretizacao, em instantes de tempo
especifico. Este tipo de comparacao é interessante pois quanto melhor for a apro-
ximagao oferecida por um esquema, mais préximas as distribuigoes em pontos es-
pecificos da trajetoria discretizada devem estar das distribuicoes exatas da solugao
nestes instantes.

Nosso problema de teste serd a seguinte equagao:

Xy = 0. (7.2.36)

Antes de aplicar o algoritmo devemos checar se o coeficiente de deriva f(z) = sen(z)
satisfaz as condigoes de regularidade necessarias.

1. f é limitada e diferenciavel,
Nao hd o que mostrar. Sabemos que f(x) = sen(x) < 1 e f é diferencidvel
com f'(z) = cos(x).

2 (zo—u)? ss ¢ . ru .
. exp F(u) — %5221, u € R é integravel, onde F(u) := [ f(z)d;
Da defini¢ao do problema:

F(u) = /0“ sen(z)dx = 1 — cos(u). (7.2.37)

Como 1 — cos(z) > 0, Vz € R, segue que

P =) ey 1ot 2]

2

<e- ezp{;LT} . (7.2.38)

Podemos concluir que esta funcao é integravel pois trata-se de uma constante
multiplicada pelo nicleo Gaussiano N (0, 7).



Avaliagao Numérica 103

3. a funcdo §(f? + f’) ¢ limitada inferiormente;
Basta observar que

! oy 1 1
5 (F2@) + f'(@) = 5 (sen® (@) + cos(x)) > —3. (7.2.39)

Verificadas as trés condigoes acima, podemos utilizar o problema (|7.2.35])-(/7.2.36))
como caso de teste.

densidade estimada
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Figura 7.2: Densidades estimadas das varidveis X, X2 5 e X5 correspondentes ao

problema (|7.2.35))-(7.2.36|), segundo o algoritmo de simulacao exata.
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O procedimento realizado é descrito pelos seguintes passos:

passo 1: simulacdo de 5 x 10* observacdes da varidvel aleatéria X; através do
algoritmo de simulacao exata;

passo 2: simulacdo de 5 x 10% observacoes da varidvel aleatéria X através dos
esquemas de Euler-Maruyama, Milstein e linearizacao local;

passo 3: comparar as distribuicoes das varidveis obtidas nos passos 1 e 2 através
do teste de Kolmogorov-Smirnov; concluiremos que os métodos induzem a
mesma distribuigao caso o teste acuse um p-valor superior a 0.05.

Os resultados foram construidos considerando apenas os instantes de tempo
T=1,T=25eT =05, isto é, avaliamos as distribuigoes das varidveis aleatorias
X1, X25 e X5 conforme apresentado na Figura @ Lembramos que este método
reproduz exatamente a distribuic@o das varidveis X, X5 5 e X5; isto é, o algoritmo é
formalmente exato, devemos levar em consideracao apenas desvios computacionais
naturais de qualquer simulacao. Logo, se as aproximagoes discretas forem de fato
razoaveis, devemos obter um comportamento parecido ao simular tais varidveis a
partir destas aproximagoes. Este fato fica evidenciado pela Figura [7.3] onde os
ntcleos estimados para o método de Euler-Maruyama sao comparados a densidade
estimada para a amostra do algoritmo EA1. Note como a semelhanca aumenta &
medida que os espagamentos diminuem.

densidade estimada

— EA1

= = Euler-1/16
IS « +« Euler-1/32
S + = Euler-1/64

Euler - 1/128
Euler - 1/256

0.10 0.15
I L

0.05
L

0.00
L

Figura 7.3: Comparacao entre as densidades estimadas da varidvel X; - Euler-
MaruyamaxEA1.

A p-valor

274 8.02¢-35
275 2.26e-12
276 2.98e-04
2 7
2 8
2 9

0.13
0.13
0.73

Tabela 7.1: Esquema de Euler-Maruyama x algoritmo EAT.

A tabela acima ilustra os resultados do método de Euler-Maruyama. Para
nao tornar o texto repetitivo, apresentamos apenas as estatisticas do teste de
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Kolmogorov-Smirnoff para a varidvel X;; os demais resultados foram rigorosamente
idénticos, portanto redundantes. Notemos que o teste é significativo apenas a partir
de A =277, Este resultado é razoavel devido & baixa ordem de convergéncia forte
do esquema.

Resultados similares foram obtidos pelo método de Milstein (Figura . A
tabela 7.2 mostra que este esquema também é significativo apenas a partir do passo
A =277, Seu desempenho computacional também néo difere muito do apresentado
pelo método anterior.

densidade estimada

T

Lm—e =l EA1

= Milstein - 1/16
* Milstein - 1/64
Milstein - 1/128

0.10 0.15 0.20
L L |

0.05
L

0.00
L

r T T T T )
-6 -4 -2 0 2 4
Xi

Figura 7.4: Comparacao entre as densidades estimadas da variavel X; -
Milsteinx EAT.

A p-valor

4 7.84e-40

5 4.73e-13
=6 1.52¢-06

7

8

9

0.08
0.06
0.70

Tabela 7.2: Esquema de Milstein x algoritmo EAL.

densidade estimada

0.10 0.15 0.20
L L ,

0.05
L

X,

Figura 7.5: Comparagao entre as densidades estimadas da varidavel X; - Linearizacao
LocalxEAL.
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A p-valor

4052
5 0.06
-6 0.19
7031
8 0.66
9 0.52

Tabela 7.3: Método da linearizagao local x algoritmo EAL.

Os resultados mais expressivos foram novamente obtidos pelo método da linea-
rizagdo local (Figura . Perceba que todos os passos de discretizagao levaram a
aceitacao no teste de Kolmogorov-Smirnov. Resultados andlogos sao observados na
construcao de aproximacoes para as densidades de X35 e X5, conforme ilustrado
nas Figuras[7.6)e[7.7} Este é talvez um dos melhores indicativos de que este método
supera os demais em convergéncia e estabilidade. Sua desvantagem é o tempo de
execugao que ultrapassa em muito os demais devido a necessidade do céalculo de
exponenciais a cada iteragao do algoritmo.
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S
o
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(=1 -
o T T 1
-5 0 5
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densidade estimada
— EA1
2 - LL-1/16
S e e LL-1/32
=4
S
Yol
S
o
o
S Jam -
S " T )
-5 0 5
Xas

Figura 7.6: Comparacao entre as densidades estimadas da varidvel X5 5.
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densidade estimada
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Figura 7.7: Comparacao entre as densidades estimadas da variavel X5 5.

7.3 Exercicios

1. (Método da Rejeicao para varidveis aleatérias em R™) Suponha que f e g sdo
duas funcoes densidade de probabilidade com respeito a medida de Lebesgue,
tais que

f(z) <eglx), v,
para algum e > 0. Utilize o Teoremal[7.I] para mostrar que o seguinte algoritmo
(a) amostre uma varigvel aleatéria y distribuida segundo g;

(b) amostre uma varidvel v uniformemente distribuida em (0, 1);

(c) se u < e€f(y)/g(y), retorne y; caso contrario, volte para o passo 1;

gera variaveis distribuidas segundo f a partir da geragao de varidveis dis-
tribuidas segundo g.

2. Utilize o exercicio anterior para desenvolver um algoritmo para a geragao de
variaveis aleatdrias associadas a uma densidade h da forma ([7.1.27]).
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3. Considere o seguinte problema de valor inicial:

dX; = =3Xdt +2¢/1 + X2dW,, 0<t<10
P(Xg=0)=1.

(a) A partir do problema acima, utilize a transformacao de Lamperti para
obter uma EDE com coeficiente de difusao constante.

(b) Mostre que os coeficientes da nova EDE satisfazem as condi¢es para a
aplicacao do método de simulacao exata.

(c) Siga os passos da avaliagdo experimental apresentada anteriormente e
implemente o método de simulacao exata para a construcao de solugoes
deste problema, comparando os resultados obtidos com os demais métodos
de discretizagao.
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