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Prefacio

O Célculo Variacional é uma &drea da Matematica que trata de problemas de
otimizagao em espaco de fungoes. Estes problemas sao problemas de méximos ou
minimos e abordam questoes do tipo: lucro maximo, custo minimo, tempo minimo,
tamanho 6timo e caminho mais curto. O Calculo Variacional generaliza a teoria de
méximos e minimos do Célculo Diferencial.

Importantes problemas do Célculo Variacional foram tratados no século XVII
tais como o trabalho de Fermat em ética geométrica (1662); o problema de I. Newton
(1685) em movimento de corpos em fluidos. Porém, um importante avanco foi feito
pelos matemadticos L. Euler (1701-1783) e J. L. Lagrange (1736-1813) quando en-
contraram um método sistematico para tratar tais problemas, hoje conhecido como
FEquacdo de FEuler-Lagrange. Tal procedimento é atualmente chamado de Método
indireto do Célculo Variacional. A principal ideia deste método é determinar uma
condi¢do necessdria de minimizacgao. Esta condigao é conhecida como a equagao
de Euler-Lagrange. Como esta condigao é apenas necessaria, em geral, precisamos
mostrar que o ponto critico é a solugao do problema.

No século XIX, provavelmente um dos problemas mais famosos do Calculo Va-
riacional foi o Problema de Dirichlet. Este problema apareceu em 1857 quando B.
Riemann assumiu, sem provar, um principio que utilizou como base da sua teoria
sobre as fungbes complexas, por ele chamado Principio de Dirichlet. O principio
garante a existéncia de minimo para um problema bidimensional e sua importancia
esta relacionada com a equacao de Laplace.

Muitas contribuigoes foram feitas para resolugao deste problema por Dirichlet,
Gauss, K. Weierstrass, Thompson, B. Riemann, entre outros, mas foi D. Hilbert,
no inicio do século XX, quem resolveu o problema de Dirichlet e, posteriormente,
também H. Lebesgue e L. Tonelli. O método proposto por Hilbert foi, essencial-
mente, o que hoje é conhecido como Método Direto. A principal caracteristica deste
método é que nao resolve a equacao de Euler-Lagrange, mas trata diretamente o
problema variacional. Para isto, deve-se obter uma sequéncia minimizante e mos-
trar que esta sequéncia converge para a solugao problema original. A sequéncia
minimizante pode ser construida de védrios modos, em particular pelos métodos de
Ritz e das diferencas finitas.

O objetivo principal desta notas é resolver alguns problemas classicos do Célculo
Variacional explorando as potencialidades do sistema de computacao simbdlica
Mazima.

O aplicativo Mazxima pertence a uma classe de programas chamados de Sis-
temas de Computacao Algebrica - CAS. A computacao algebrica ou simbdlica é
um ramo da Ciéncia da Computacao e da Matematica cujos fundamentos tedricos-
algoritmicos centralizam-se no estudo de problemas relacionados com objetos nao
numeéricos (isto é, simbolos), que podem ser tratados por um computador. Em par-
ticular, trata de calculos simbdlicos tais como fatoragao de polinémios, resolugao
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de equagobes algébricas e equagoes diferenciais, operacoes e calculos com matrizes,
grupos, tensores, entre outros.

Nas ultimas décadas muitos sistemas de computacao simbolica foram desenvolvi-
dos. Os aplicativos mais conhecidos sao o Maple, Mathematica, Matlab e Mazima.

Estes aplicativos sdo de grande utilidade no processo de ensino/aprendizagem,
bem como na investigacdo cientifica. Sao ferramentas que podem ser usadas para
tornar a Matematica mais experimental, além da abordagem de problemas mais
complexos, o que, consequentemente, tornar a investigagao de tais problemas mais
motivadora e interessante.

Escolhemos o aplicativo Mazima essencialmente por que é um software livre,
de acesso gratuito na Internet, andlogo ao Mathematica e ao Maple e escolhemos o
Célculo Variacional por sua importéncia histérica e seus problemas desafiadores.

Estas notas foram organizadas do seguinte modo: no Capitulo [[lintroduziremos
os principais problemas do Célculo Variacional classico, os quais serao investiga-
dos pelo método indireto. Optamos por descrever primeiramente as resolucoes dos
problemas e, depois, implementa-las com o Maxima, para melhor compreensao do
uso da ferramenta. No CapituloPldetalharemos o famoso problema da Braquistdcro-
na e no Capitulo Bl usaremos um método direto, chamado método de Ritz, para re-
solver alguns problemas variacionais. Ao término de cada capitulo, incluimos uma
lista de exercicios cujas resolugdes com o Mazxima encontram-se no apéndice A. No
final do texto, anexamos a bibliografica consultada.

Belém/Santarém, 30 de janeiro de 2015.

Cristina Vaz
Hugo Diniz



Capitulo 1
Equacao de Euler-Lagrange

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos elementares do Célculo Vari-
acional e formularemos a condigao necessaria para minimizagao de funcionais do
tipo

b
Iy =/ f(x,y,y') de

conhecida como equagdo de Euler-Lagrange de J[y].
Mostraremos como o sistema de computacao simbélica Mazima pode ser usado
para resolver algumas equagoes de Euler-Lagrange.

1.1 Equacao de Euler-Lagrange

Os procedimentos para resolugao de problemas variacionais, isto €, a investigacao
de maximos ou minimos de funcionais, em certo sentido, sao muito similares aos
procedimentos da investigacdo de méaximos ou minimos de fungoes. Nestas notas,
trataremos de problemas variacionais com fronteiras fixas, ou seja, problemas para
0s quais a solugao satisfaz certas condigoes na fronteira. Nosso objetivo é obter
uma condigao necessaria para que uma certa fungao seja minimo ou maximo de um
funcional. Este estudo é conhecido como teoria da 1* variagao.

Para introduzirmos os principais resultados da teoria da 1 variagdo vamos re-
lembrar alguns conceitos da determinagao de extremos de fungoes de uma e véarias
variaveis.

Sabemos que a condigao necessdria para que uma funcao diferencidvel g(z) tenha
um extremo local em z é ¢’(xo) = 0 numa vizinhanga de xy. Para o caso de fungoes
diferenciaveis do tipo g : R™ — R sabemos que a condicao necessaria para que Zg
seja um extremo local de g é que Vg(Zy) = 0 numa vizinhanca de . Portanto,
para obtermos uma condigdo necesséria para extremo do funcional J[y] precisamos
generalizar o conceito de “derivada parcial”. Para isso, vamos considerar fungao

¢(e) = Jly +ehl,

com € € R um parametro na vizinhanca de ¢ = 0, h € X uma func¢ao na vizinhanca
de y(z) e X o espago das funcdes admissiveis.

Se y é minimo de J[y] entdo ¢'(0) = 0 e podemos definir a 1¢ variagéo de J[y]
do seguinte modo:



2 Equacao de Euler-Lagrange

Definigao 1.1. A 1% variagdo do funcional J[y] em y(x), representada por 6J (y; h),
€ definida por

lim J[y+eh]—J[y}_

J[y + Eh] e=0 - t—0 t

3J(ys h) = j (1.1.1)

€
quando este limite existe para toda h(x) e todo € € R.
Logo, a 1% variagao do funcional J[y] é dada por
J(y:h) = ¢/(0).
Assim, temos a seguinte condicdo necesséria para extremo do funcional J[yl:

Teorema 1.1. Seja 6J(y; h) a 1% variagdo do funcional J[y]. Se y(z) é um extremo
local de J[y], entao 6J(y; h) = 0 numa vizinhanga de y(x).

Agora, vamos aplicar o Teorema [[LJ] ao problema variacional de minimizar o
funcional

b
J[y] =/ f(a,y,y) dx (1.1.2)

tal que y(a) = y1 e y(b) = y2 com y; e yo constante dadas.
Para isto, vamos calcular a 1* variagdo de J[y].

b
J[y+eh]:/ flz,y+eh,y +ey')da, (1.1.3)

para toda h(x) em C([a,b]) que se anula em a e b. Representaremos este espaco
por C([a, 8], ou seje,

Co([a,b]) = {h € C*([a,b]); h(a) = h(b) = 0}.

Assim, condi¢do necessaria torna-se

e=0

b
¢’ (0) =6J(y; h) = % </ f(x,y+eh,y’+eh’)dx,>

ou seja,
b
| ol @) + by )W (@) do =0 (11.4)
a
of of
co =—e fy,==.
"=y ¢ = gy
Note que até agora sé precisamos que o minimo y(z) fosse uma fungao dife-
rencidvel com derivada continua. Por esta razao, a formulagdo (LI4) é chamada

formulagao fraca.
Efetuando uma integragao por partes no segundo termo de (L.I4]) obtemos

" of of of b d (0f
) a—y/h (z)dz = (h(b)ay’(b) — h(a)ay,(a)> —/a s <8y’> h(z)dx. (1.1.5)

Como h(z) satisfaz h(a) = h(b) =0 e f, é continua, (LIH) torna-se

/ab % W (z)de = — /ab % <§;,) h(zx)dz. (1.1.6)
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Substituindo (LI6) em (LI4]), obtemos

/: @5 i (3{)) h(a)dz =0, Wh € C3([a,b). (1.1.7)

Para obtermos o resultado desejado vamos aplicar o seguinte lema:
Lema 1.1 (Lema Fundamental Variacional). Sejam ¥ (x) uma fungdo continua em

[a,b] e h € C§(la,b]). Se

b
/ W(@) h(z)de =0, Vh e CL([a,b]),

entio ¥ (x) = 0 para todo x € [a,b]

Aplicando o Lema [Tl em (I7) obtemos a seguinte equagao diferencial

of d (of\ _
i (8y’> =0 (1.1.8)

conhecida como FEquagdo de Euler-Lagrange do funcional J[y| dado em ([LI.2]).
Observe que, ao aplicarmos o Lema [[LT] em ([LI7) implicitamente estamos su-

pondo a continuidade da fungao
d
or _d <3f> . (1.1.9)

Oy dx \ 0y

Como

d (of o*f f . 9
T \a ] = / + .Y + WA
dx \ Oy oxdy'  Jy'dy 0y’ dy
para garantirmos a continuidade da fungdo ([I.9), assumindo que f é suficiente-
mente regular, devemos considerar y” continua em [a,b]. Portanto, y(x) deve ser
uma funcio de classe C?([a,b]). Por esta razdo, a formulacio (LLJ) é chamada
formulagao variacional (forte).

Em resumo,

Teorema 1.2. Seja f(z,y,p) uma funcdo continua com derivadas parciais de 1% e
2% ordens continuas satisfazendo f,, # 0. Se y(z) € uma fungao tal que y(a) = 11
e y(b) = yo e minimiza o funcional

b
Iyl = / f,y,y) de,
entio y(z) € de classe C?([a,b]), satisfaz (LI8) para toda h € C}([a,b]).

1.1.1 A equagao de Euler-Lagrange com o Mazima

Para obtermos a equagao de Euler-Lagrange com o Mazima usaremos o seguinte
algoritmo:

Algoritmo Equacao de Euler-Lagrange

1. Declarar a dependéncia das funcoes y e f: f depende de y e dy e estas fungoes
dependem de z. Estamos usando a notacao y’ = dy;



4 Equacao de Euler-Lagrange

Declarar que dy é a derivada y'(z);
Programar a equagao de Euler-Lagrange (LI.J);
Definir f;

Substituir f na equacao do passo 3;

A T o

Resolver a equagao diferencial ordinaria resultante.

Para melhor compreensao, usaremos o algoritmo acima diretamente em alguns
exemplos, mas sua implementacao com o Mazima é dada pelo comando

EulerLagrange (f, y, x).

Exemplo 1.1. Obter a equacdo de Euler-Lagrange do funcional

1 b
Jly] = 5/ (my? — ky?) dx

com m e k constante positivas.

Solugao: Com o Mazima temos




Equacao de Euler-Lagrange 5

(%i8) ode2(%,y,t);

(%08) y = %k1 sin (%) + %k2 cos (%)

Observe que a equagao de Euler-Lagrange do Exemplo[LT]¢ a equagao diferencial
que descreve o oscilador harmonico simples:

-my’ —ky=0.
Exemplo 1.2. Obter a equa¢ao de Euler-Lagrange do funcional

b y/Z
J[y] =/ > + cos(y) d.

Solugao: Com o Maxima temos

Maxima

(%19) EulerLagrange(1/2*diff (y,x) "2-cos(y), y, x);
d2

%09 ) ———y=0

(%h09)  sin(y) 2527

Note que a equacao y” — sen(y(x)) = 0 é a equacdo do péndulo nao linear.

1.1.2 (Geodésica planar

Exemplo 1.3 (geodésica planar). Encontrar a curva que passa pelos pontos A =
(0,0) e B=(1,a) que tem comprimento minimo.

Solugao: Como o comprimento é dado por
B a
J[y] :/ ds:/ V14 y?dx (1.1.10)
A 0
deseja-se encontra y(z) que minimize o funcional J[y] e satisfaca y(0) = 0, y(1) = a.

Com o Maxima obtemos a seguinte equacao de Euler-Lagrange:

Maxima
(%110) EulerLagrange(sqrt(1+diff(y,x)"2), y, x);

d> d? d2
dy? <—y> —y £
l010) dz? dz? dz? Yy

=0
(dy? +1)3/2 Va1

cuja solugao sao as retas y(x) = ax. De fato,



6 Equacao de Euler-Lagrange

Maxima
(%i11) ode2(%,y,t);

(holl) y=k2xzx+kl

(%112) be2(%,x=0,y=0,x=1,y=a) ;
(%h012) y=axx

As curvas que fornecem a menor distancia entre dois pontos sobre uma superficie
sao chamadas geodésicas. Numa superficie esférica, por exemplo, a geodésica entre
dois pontos é o arco do grande circulo (o centro coincide com o centro da esfera) que
conecta estes pontos. Na relatividade geral, uma particula livre sempre move-se ao
longo de uma geodésica. Tratarmos tais problemas na Secao

1.1.3 Superficie de area minima

Exemplo 1.4. Encontrar a curva que liga os pontos A = (—a,R) e B = (a,R)
que, ao ser girada em torno do eizo das abscissas, gera uma superficie de revolucao
de drea minima.

Solugao: A area que devemos minimizar é dada pelo funcional
B -
Ay) =/ yds=/ y\V/1+y?de. (1.1.11)
A 1

Observe que a fungéo f(x,y,y’) do funcional (LTI independe de x. Esta pro-
priedade permitira fazermos a seguinte simplificacao na equagao de Euler-Lagrange
de funcionais deste tipo: multiplique a equagao ([I8]) por 3’ para obter

of d (0f ;o
o4 (2] a2

0
Somando e subtraindo y” a—f/ ao lado esquerdo da equacao (LII2]) tem-se
Y

af ,of d [of of
n 9J e R B s R s
Yoy tVoy Y a (ay) Yoy =

o que implica,

d C O\ _
i (1 5p) =0
e, logo,
, Of
—y = = 1.1.1
foul =k (1.1.13)

com k € R. A expressao (LII3) é conhecida como Identidade de Beltrami.

Usando o Mazima tem-se

Maxima
(%113) EulerLagrange (y*sqrt (1+diff(y,x)"2), y, x);
(%o13) ——e =k

dy? +1
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Para resolvermos a equacao diferencial resultante da equagao de Euler-Lagrange,
vamos explicitar o valor de y/(z) na equagdo diferencial acima:

Maxima
(%i14) solve(%,dy)/sqrt(y~2-k~2);

d d 1
(ho14)  [——2 Y

1
N e i

Note que a equacgao diferencial
y 1

N

é uma equagao com varidveis separadas, ou seja,

dy dx
=4
/y2 — k2 k

Integrando nos dois lados tem-se

/4J£7:i/@.
/yz — k2 k
Lembrando que a derivada da funcao arccosh(y/k) (a inversa do cosseno hi-

1
berbélico) ¢ ———= obtemos
y2 — k2

arccosh(y/k) = i% +Cy. (1.1.14)

Observe que existem duas constantes de integragao C, pois a solucao é a uniao

de duas fungoes uma de cada lado de x = 0. Como queremos que y(x) seja continua
faremos Cy = —C_ =C.
Resolvendo a equacao (LII4) para y(z) obtemos

x
y(z) = k cosh (E + C’) .
Como y(—a) = y(a) = R temos que

C =0,

k cosh (%) = R.

A curva y(x) = k cosh (% + O) é chamada catendria e a superficie de revolugao

gerada pela catendria é chamada catendide. Foi Euler quem, em 1744, mostrou
que o catendide é uma superficie de drea minima.

Com o Mazima tem-se



8 Condigao suficiente

Maxima

(%115) separavel:diff (y,x)/sqrt(y~2-k"2)=1/k;
dy
It 1

(hots) —d_ =

N

(%116) ode2(separavel,y,x);

(%o16) kxlog(2*\/y2 —k2+2x*y) =z + %c
% Lembrete: arcosh(y/k) = log(2 % \/y? — k2 +2xy).%

Observe que, supondo que os pontos A e B, ao serem girados, formam dois
circulos de raio R, temos que o problema de superficie de revolugao de drea minima
é equivalente a perguntar qual é a superficie de area minima limitada por esses
dois aros circulares. Neste contexto, o problema tem uma interessante aplicagao na
Fisica: peliculas de sabao tém energia livre de Gibbs F' proporcional & area A da sua
superficie, ou seja, FF = o A, com ¢ o coeficiente de tensao superficial do liquido que
forma a bolha. Se a pelicula de sabao estiver em equilibrio termodinamico, a energia
livre de Gibbs deve ser minima. Como ¢ s6 depende da temperatura do liquido, se
a temperatura for constante, entdo a pelicula de sabao em equilibrio deve sempre
ter uma configuragao que minimiza sua area superficial. Este é o famoso problema
de Plateau, nomeado em homenagem ao fisico francés que primeiro estudou este e
outros problemas relacionados.

1.2 Condigao suficiente

As solugoes da equagao de Euler-Lagrange (LI8]) sao os pontos criticos do fun-
cional(LT2)), pois anulam a primeira variagdo 6J(y; h), mas esta condigdo ndo ga-
rante que o ponto critico é, de fato, um minimo do problema varicional, pois é uma
condicao apenas necessdria.

Nesta se¢do introduziremos a segunda variag¢io do funcional (LT2) com o obje-
tivo de obter uma condigao suficiente para os extremos. Para isto, vamos considerar
a segunda derivada da funcao

b
6 = Jly+ chl = [ fay+ ey’ + ) o
a
Assim, definimos a segunda variacao de J[y| por

62 (y; h) = ¢(0).
Logo,

b 92 2 2
82 J(y; h) :/ Oty 9 0T g O g, (1.2.15)

o Oy Ay’ Oy
Integrando por partes e usando h(a) = h(b) = 0 obtemos

o, brd (0*f 2
/a 28yy’hh dz__/a (dm <5yy’)>h e

e (L2I3) torna-se

82 J(y; h) = /b P(z)h* + Q(z) h? dx (1.2.16)
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82 (92 d 82
com P(z) = 8y’]; ¢ Qz) = ayzf’ Cdz (8y§’>.

O estudo detalhado da teoria para obtengao da condigao suficiente para extremo
do funcional (I.T2]) estd além dos objetivos destas notas. Para atingirmos os nossos
propdsitos apenas enunciaremos o seguinte resultado: (maiores detalhes podem ser
encontrados em [I2] capitulo 5))

Teorema 1.3. Suponha que para alguma funcdo admissivel y(x) do problema va-
riacional (LI12) as seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. y(z) satisfaz a equagio de Euler-Lagrange (LLS);

O f

(z,y(x),y () > 0;

3. Para algum c € (a,b], a tnica solugdo do problema diferencial

- %(Ph’) +Qh =0, h(a)=h(c)=0 (1.2.17)

€ a solugao trivial h(z) = 0.
Entao, y(x) € minimo do funcional (LI2]).
O valor “c’para o qual (L2I7) tem uma solugdo nao trivial é chamado “ponto

conjugado de a”. Portanto, a condicao 3 afirma que o problema variacional nao tem
ponto conjugado no intervalo (a, b].

Exemplo 1.5. Qual a curva plana ligando dois pontos fixros A = (1,0) e B = (3,4)
satisfazendo as condigées y(1) = 0 e y(3) = 4 que tem o menor comprimento de
arco?

Solugao: Este problema j& foi resolvido no Exemplo [[L3] Vamos verificar se a
solugdo é realmente um minimo do funcional (LTI0). Portanto, sabemos que y(z) =
21z — 2 é extremo deste funcional. Por outro lado,

Pla) = 5wyt () = ———

e (LZTI1) torna-se
C
h'(z) = Pa) C+/(1+422)3,  h(1)=h(c)=0. (1.2.18)
Usando o Mazima para resolver o problema (28] obtemos

Maxima

(%117) integrate ((1+4xx72)"(3/2),x)$

(%i18) h(x) :=(3*asinh(2*x))/16+ (x*(4*x~2+1) "~ (3/2)) /4+
(3xx*sqrt (4*x~2+1))/8; h(0);

3asinh(2z) x(4x?+1)%2  3zV422+1
~ 16 4 - 8

(%017)  h(z):
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(%018) O

(%119) find_root(h(x),x,0,3);
(%019) 0.0

Portanto, nao existe ¢ € (1, 3] tal que a solugdo de (CZIF) se anule. Logo, o
ponto a = 1 ndo tem ponto conjugado em (1, 3].
Assim, pelo Teorema o extremo y(z) = 2z — 2 é um minimo do funcional

CLI). |
1.3 Varias variaveis dependentes
Uma generalizacao do problema variacional (LI.2]) é considerar y(x) uma funcao

de vérias varigvieis, isto é, y = (y1(z),...,yn(2)). Neste caso, vamos considerar o
problema de encontrar condigbes necessarias para o extremo do funcional

b
J[ylvayn]:/ f(xay177ynay177y;7,>dx (1319)

tal que y;(a) = y1s, ¥i(b) = yo2i, i =1,...,n

Vamos calcular a 1 variagao de J[yi,...,yn]. Para isto, considere as variagoes
yi(€) = y; + eh; do minimo y; de J{y1,...,yn] com h; € C([a,b] tal que h;(a) =
hi(b)=0e1<i<n.

Assim, ¢(e) = J{y1 +€hi,...,yn +€hy] €

&(0) = 6T(r, - ymi sl Z/ (ayz gf, W (a )> da.

Logo, a condi¢ao necesséria 6.J(y1,. .., Yn; P1,...,h,) = 0 torna-se

nop
3 / For @i Y ha) + Fo sy YY) de = .
=172

af af

Integrando por partes e usando que h; € C([a,b] tal que hi(a) = hi(b) = 0

R e

Aplicando o Lema Fundamental do Céalculo Variacional obtemos o seguinte sis-
tema de equagoes de Euler-Lagrange:

of d (0f o
By (ay> 0, i=12...n (1.3.21)

Como ([[L32]]) é um sistema de n equagoes diferenciais de 2% ordem, sua solugao
geral tém 2n constantes, que serao determinadas pelas condigoes de fronteira.
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1.3.1 Geodésicas
Considere a superficie S descrita pela equagao
r =r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)). (1.3.22)

A curva de menor comprimento em S que liga os pontos A e B de S chama-se
geodésica. O correspondente problema variacional da geodésica de S é mininizar
a distancia (medida em S) entre A e B.

Uma curva « na superficie S dada por (L322 pode ser descrita por a =
(u(t),v(t)). O comprimento de arco entre os pontos a(t1) e a(tz) é dado por

J[a]:/tz||o/(t)\|dt:/tZ«/a’(t).o/(t)dt

t2 du dv
Ju, v] / \/ ru +rv dt) (ru i dt> (1.3.23)

Fazendo E =r,.r,, F =r,.r, e G =r,.r,, (L323) torna-se

Assim,

12
Ju,v] = / VEW? + 2Fu'v' + Gu' dt. (1.3.24)

t1

Portanto, as equagoes de Euler-Lagrange (321 do funcional J[u,v] sdo

Eu? +2F,u'v + G2 d 2(Eu’ + Fv') B
VEU? + 2Fu'v' + Gu'2 Cdt (\/Eu’2 + 2Fu'v’ —|—GU’2) -
E,u? 4+ 2F,u'v' + G2 _d ( 2(Fu’' + Gv') ) _0
VEU? + 2Fuv + Gu'? VEU? + 2Fu/v + Gu'? ’

(1.3.25)

Para o caso especial que (u1,v1) e (u2,v2) sdo pontos de S e v = v(u) com

v(uy) = v1, v(uz) = vy € uy < ug, (CL324) torna-se

/ \/E+2F+G<du>2du (1.3.26)

e ss equagoes de Euler-Lagrange (I321]) do funcional J[v] séo

dv dv dv
E, 2F, b

dv dv 2 du dv 2
oo eor m(du) ¢<)

Para ilustrar obteremos as geodésicas nos seguintes casos:

=0. (1.3.27)

Exemplo 1.6 (geodésicas na esfera). Encontrar as geodésicas na esfera de raio R
e centro na origem dada por

= (R cosu senv, R senu senv, R cosv) (1.3.28)

para u € [—m,m) ev € [0, 7).
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Solugao: Neste caso tem-se E = R?(senv)?, F =0 e G = R? e o integrando f em
d
(I3:26)) ¢ da forma f (v, d—v) Portanto, usando a identidade de Beltrami, a equagao
U
de Euler-Lagrange (L3.27) torna-se

E o (W _E-CIE _dv 1 B CPE
-7 ) T @ du G G

dv\ 2
E
+G(du)

Logo,

du:Cli

> dv:>u:C’1/\/52dv
VE-C{E VvVE-C{E

Substituindo £ = R?(senv)?, F = 0 e G = R? obtemos

dv (cosecv)? dv
U = Cl =
/ V/R%(senv)* — C7(senv)? / V((R/C1)? — 1) — (cotgv)? -

_anesen [ )
" < <R/cl>2—1> e

Calculando o seno em cada lado da equagao acima tem-se

= sen | —arcsen Lg(v)
R S AR

| Reosr)
Rsen(Ca)sen(v) cos(u) = R cos(Cy)sen(v)sen(u) = —mmmos= =0
Logo, a equagao
= Rsen sen(v) cos(u) — Rcos(C — senvsenu—Mz
g(u,0) = Rsen(Calsen(e)con(u) — Reon(C = 2sen(ulsen(u) — —iote = 0

define implicitamente a geodésica. Usando ([L3:28]) obtemos que as geodésicas da
esfera pertencem ao plano

sen(Cq) x — cos(Ca)y — W =0

que passa pelo centro da esfera. Logo, é o menor arco unindo dois pontos de S,
que é a intersecao do plano contendo estes pontos e o centro da esfera. Este arco é
chamado arco do grande circulo.

No que segue, vamos resolver o problema da geodésica na esfera com o aplicativo
Mazima.

Maxima
(%i20) load(variacional);

(%h020) 7"C: [Users/CV AZ/maxima/variacional.mac”

(%i21) assume (R > 0);
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% z = Clx + C2y (isto é, os pontos (x, y, z) pertencem a plano que passa pela

origem) %

(%134) ratsimp(z), u = acos(t), v = acot(s);
)

(l034) VI—t?C2R+tC1R

V(- 2)C2 4 26yT— B CLC2+ 2012 + 1
(%135) ratsimp(z - Cl*x - C2xy), u = acos(t), v = acot(s);
(%035) O

Exemplo 1.7 (geodésicas no cilindro). Encontrar as geodésicas no cilindro dado
por

r = (acos ¢(t), asend(t), z(t)).

Solucgao: Neste caso tem-se £ = a?, F = 0 e G = 1 e as equacoes de Euler-Lagrange
sao dadas por

d a’¢’ _0 d 2 _o
dt [a2¢% + 212 Tt /a2¢/2 T+ 22 e
ou seja,
2 7 /
Y o P g,
/a2¢/2 42 \/m
Dividindo a segunda equagao pela primeira obtemos

dz

do
cuja solugao é z = k1¢+ ko que representa uma familia de hélices no cilindro. Logo,
as geodésicas no cilindro sao arcos de hélices.

k1

1.4 Problemas variacionais com restricoes

Problemas variacionais com restrigoes ou com extremo condicionado sao proble-
mas variacionais cujos extremos procurados devem satisfaz certas restrigoes. Nesta
secao trataremos os problemas conhecidos como problemas isoperimétricos.

Problemas variacionais isoperimétricos sao problemas variacionais do seguinte
do tipo: deseja-se encontrar uma funcao y = y(x) que satisfaz y(a) = y1, y(b) = ya
e minimiza o funcional

b
T = [ $epy) s
a
sujeito a seguinte condicao:

b
Ky] =/ o(z,y,y")dz = C

com C uma constante dada. Escreveremos este problema da seguinte forma:
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Minimizar (ou maximizar) o funcional

b
Iyl = / flz,y,y) da (1.4.29)
sujeito as condicoes:
y(a) =y1, y(b) =y2, (1.4.30)
b
Kyl =/ o(z,y,y")de = C (1.4.31)

com C' uma constante dada.

Observe que, neste caso, nao é suficiente considerarmos uma variacao que de-
pende apenas de um parametro para obtermos uma condigao necessaria para o
extremo de J[y] sujeito a condigao (LA3T]). De fato, devemos “controlar” também
a variagao de Kly] para valores “préximos” da constante C. Portanto, deve-se in-
troduzir um segundo pardmetro para medir a variacao de K[y]. Isto sugere que
devemos considerar uma variagdo de y(z) na forma

y(e1,€2) = y(x) + erhy(x) + e2ha () (1.4.32)

tal que hl(a) = hz(a) = hl (b) = hg(b) =0.
Substituindo (C432) em (LZ429) e (L43T]) obtemos:

b
¢@h@>=Jw@h@n::/.ﬂ%y@haxy%qxaﬁm7 (1.4.33)

b
MmMZMWMMZ/W@WM%M%@W=G (1.4.34)

a

Portanto, para problemas variacionais isoperimétricos ao substituirmos a
“variagdo” y(e1, €2) no funcional J[y] e na restrigio K[y] = C, obtemos um pro-
blema de otimizagao para uma fungao de duas varidveis com restricao, ou seja,
queremos obter uma condi¢do necesséria para os extremos de ¢(e1,€3) sujeita a
condicao ¥(e1,€e2) = C. Esta condigao é dada pelo método dos multiplicadores de
Lagrange.

Teorema 1.4 (Método dos Multiplicadores de Lagrange).

Sejam ¢(x,y) e Y(x,y) fungoes diferencidveis e Q = {(z,y); ¥(x,y) = C}. Se
Vi(z,y) # (0,0) em Q. Entao, a condi¢io necessdria para que a fungio ¢(z,y)
atinga um extremo em ) é que exista uma constante nao nula A tal que

%((ﬁ + M) =0, %(qﬁ + A\) =0. (1.4.35)
A constante A € chamada multiplicador de Lagrange.
Observe que a condigdo Vip(z,y) # (0,0) do Teorema [[4] significa que
0K #0, (1.4.36)

ou seja, y(x) ndo é extremo do funcional K[y| e as equagoes ([L4.35]) sdo equivalentes
as equagcoes:

o \ _
deq | (e1,e2)=(0,0) deq l(e1,e2)=(0,0)
a9 N _
dea | (e1,e2)=(0,0) dea | (e1,62)=(0,0) ’
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0 que implica
0J + MK =0. (1.4.37)

Além disso, ([L435) também sao equivalentes a 6W = 0 com Wy = J[y] +
AK|[y]. Portanto, o problema variacional com restrigao (L429)-(CZ43T) é equiva-
lente ao seguinte problema variacional sem restrigao:

Minimizar (ou maximizar) o funcional

b
Wiyl = / @y, y) + Aol o) da (1.4.38)

tal que y(a) = y1, y(b) = yo.
Entao, pelos resultados da Secao [T temos que a equacao de Euler-Lagrange do
funcional W{y] é dada por

;yf+kwci(;;U+A@)o. (1.4.39)

Observe que a equagio de Euler-Lagrange (LZ.39]) tem uma constante adicional
A, que é determinada usando-se a condigao adicional ([4.3T]).

Em resumo,

Teorema 1.5. Sejam f(z,s,w) e p(x,s,w) fungdes continuas com derivadas par-
ciais até 2% ordem continuas e C' uma constante dada. A condi¢cdo necessdria para
que a funcio y = y(z) de classe C?([a,b]) seja um extremo do problema (LZA29)-

([CZE3T) ¢ que y = y(x) satisfaca a equagdo de Euler-Lagrange (LZA39).

Exemplo 1.8. Determine o extremo do funcional
1

JM=/M”%
0

1
sujeito as condigoes de fronteira y(0) =0 e y(1) =1 e a condigdo / zydr = 0.
0

Solugao: Temos que f + Ap =y + Az y e (LL3J) torna-se

2y"(x) = \x

3

cuja solucao é y(x) = % + kox + k1. Usando as condigoes y(0) =0 e y(1) =1
obtemos
CAa? (A -12)w
Y712 12

Usando a restricao tem-se

1 1y .4 2
Az AN—12)x (A —30)
/0 Tydx . 12 B r=0= 90 0= 30

Logo,

Usando o Maxima obtemos
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Agora, mostraremos que o problema (LZ29)-(431) (e conseqiientemente o
problema ([LZ38)) é equivalente a encontrarmos uma fun¢ao y = y(z) que satisfaz
y(a) = y1, y(b) = y2 e minimiza o quociente

b
_JM_“Af@%yﬂw

- - b
Kbl !/¢@wwﬁw

com K[y] # 0. Ou seja, é equivalente ao problema variacional
Minimizar (ou maximizar) o quociente

b
g rmene

[y] = = =4
Kb t/w@wwﬁm

Aly]

(1.4.40)

tal que y(a) = y1, y(b) = y2 e K[y] # 0.
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De fato, suponha que y = y(x) é um extremo de Afy] com K|[y] # 0 e considere
ye(z) = y(x) + eh(x) com h € C'([a,b]) tal que h(a) = h(b) = 0. Entdo,

Tl g 0O
I TR
Logo,
dr) _ ¢(0)9(0) = ¢(0)¢'(0) _ ¢'(0) _ ¢(0) ¥'(0)
de le=o ¥2(0) $(0)  ¥(0) ¥(0)
= _ 20 em-se
Fazendo A = ®(0) = 20 t

dele=o 9(0) T 4(0)

Portanto, a condigdo necesséria 6A = 0 é equivalente a

#(0) _v(0)

$(0)  ¥(0)

Mas, ¢'(0) — M)(0) = 0 é dada por (LZ3T) e, novamente obtemos a equagao de
Euler-Lagrange (LZ39).

Em resumo,

Teorema 1.6. Os problemas variacionais (LL29)-(43T), (L438) e (LL40) sao

equivalentes.

dA| - _0) ()

=0 ¢/(0) — Ap(0) = 0.

1.4.1 Problema de Dido

Um dos mais famosos problemas variacionais com restricao é o problema isoperi-
métrico chamado problema de Dido, cujo nome é em homenagem a a Rainha Dido
de Cartago. Conta a lenda, que foi prometido a Dido a extensao de terra que ela
pudesse cercar com o couro de um boi. Ela preparou uma extensa correia com o
couro do boi e cercou um terreno semi-circular, beirando o Mar Mediterraneo. Essa
é a lenddria histéria da fundagao de Cartago contada por Virgilio no livro Eneida.

O problema de Dido consiste em, entre todas as curvas de um dado comprimento,
digamos L, no semi-plano superior, ligando dois pontos fixos A = (—a,0) e B =
(a,0), encontrar aquela que, no intevalo [—a, a], envolve a maior drea possivel.

Portanto, queremos maximizar a area sob a curva, que é dada pela integral

Jly] = / y(x) dz (1.4.41)
sujeita a condicao de comprimento constante dada por:
B a
Kly] :/ ds = / V1+y?de=1L. (1.4.42)
A —a

Deste modo, a condi¢ao necessaria de extremos do problema de Dido é dada
pela equagao de Euler-Lagrande (L439) com f + Ap =y + Ay/1 + ¢'2. Assim,

9 d (0 Cd )
8y(f+A¢)_cha(8y(f+Aw)) =1-% (W) -
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Integrando a equacao acima e efetuando algumas simplificagoes obtemos
Ay’ z+C
V1+y? VA= (z+C)%

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo tem-se

—z=C=y =

_ [ Crr
VA2 = (C+1)?

Resolvendo a integral acima obtemos a seguinte familia de circunferéncias:

y(z)

(x+C)P+ (y+C1)? =\ (1.4.43)

Desta familia de circunferéncias queremos aquela que satisfaz y(—a) = y(a) =0
e a condi¢ao (LZ242). Usando a primeira condigao obtemos C' = 0 e (L443)) torna-se

2+ (y+C1)* = N2 (1.4.44)
Derivando implicitamente obtemos

2
! —Z 2 €

— = = — 1.4.45
e A Al rewen ( )

De ([LZ44) tem-se (y + C1)? = A\? — 22, usando este resultado em ([.4.45) temos

2

1
S Ny S S (1.4.46)

A2 — 2 T\ 2
- (3)
A

Substituindo (LZ440]) em ([LZ£42)) e integrando tem-se

dx

L= /“m — arcsen (X)

Logo,

a

L
. = 2arcsen (%) =L = sen <2> = ;,

2
Substituindo (CZL4T) em ([[444) e usando novamente a condi¢ao y(—a) =

y(a) = 0 obtemos
L
C1 = t+acotg <2> .

Portanto, temos dois candidatos a extremo do problema de Dido, as circun-
feréncias

a L
A= (L) = acosec (2) . (1.4.47)
sen

L L
2% + (y + C1)? = a® cosec® <2> e 2+ (y — C1)* = a? cosec? (2> }

Para ilustar considere a = 1 e L = 7/2. Entao,
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Ci = t+acotg (%) = (Cy = £1.

Portanto,
P y+1)?2=2¢e 22 +(y—-1)? =2

Usando o Mazima obtemos
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Uma outra abordagem do problema de Dido é buscar uma curva fechada de
perimetro fixo, que limita a maior drea possivel. Neste caso, buscaremos a curva na
forma paramétrica (x(t),y(t)). Entdo, a drea é dada por

Talt).9(0) = 5 [ Vi i

com z(t1) = x(t2) = 1 e y(t1) = y(t2) = y1, pois a curva é fechada e o comprimento

da curva é dado por
ta
Klz(t),y@t)] = [ V&> +g>dt.
t1
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to 1
Assim, f = / 5\/333) —yZ + A/ 22 + 92 e as equagoes de Euler-Lagrange sao
t1
of _d (9" _,
or dt\oi)

o1 4 (o) g
oy dt\ 9y )

Efetuando os célculos obtemos

0 que implica

Integrando em ¢, obtemos

M

A ’ i ’
(2= Gl +(y—C1)* = (_W> +<\/¢2+y2>

ou seja,
que é a equacao de uma circunferéncia.

1.4.2 Problema variacional com restrigao finita
Nesta secao vamos considerar o seguinte problema variacional:

Minimizar o funcional

b
J[917y27~-~7yn} :/ f($7y17y27'"ayn7y/17yé7"'ay7/q,)dx
a
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tal que as funcées yi,¥o,..., Yy, satisfazem condicbes de fronteira e as seguintes
restrigoes

@i(xay1;y27--~7yn) :Oa (1448)
comt=1,2,....mem <n.

Por simplicidade, vamos considerar o caso n = 2 e m = 1, ou seja, minimizar o
funcional

b
Tl = [ Sy ) de
a
tal as fungoes y(z) e z(x) satisfazem as condigoes

p(z,y(x), 2(z)) = 0, (1.4.49)
(y(a),z(a)) = (y1,21), (Y(b),2(b)) = (y2,22). (1.4.50)

Seja (y*(z), z*(x)) o minimo de J[y, z] satisfazendo (LZ.49)-(C450).

Suponha que ¢, (z,y*, z*) # 0 em [a, b], entdo pelo Teorema da fungéo implicita
v.(x,y,2) # 0 para V(z,y,z) numa vizinhanga de (x,y*, 2*) e podemos resolver
¢(z,y,2) = 0 para z = ¥(z,y).

Logo, para qualquer curva (y(z),z(z)) em ¢(x,y,z) = 0 e suficientemente
préxima de (y*(z), z*(z)) tem-se

2(x) = + Uy (), e = _%’ Uy = _%.

Portanto,

Jly(x), z(x)]

b

/ F (@, y(@), (@, 9(0)), ' (@), Yo (@ y(@) + vy (2, y(@)) o (2)) do
b

- / e, y(), o (2)) de.

Logo, y*(x) minimiza o funcional

b
/ F(z,y(z),y (z)) de

e, portanto, safistaz a equagao de Euler-Lagrange

OF d [OF
i (ay/> = 0. (1.4.51)
Mas
oF _ of ofov  of [y 0%,
oy~ oy Tozoy o [63/816 T2V
OF of  of o

ay ~ oy Taroy
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Substituindo em ([45I]) obtemos

of afow  of [P 0% d of  of o
Ay o 9z Oy + 0z {8,7;850 + Oy? Y y’ tor 92 dy =90

8f+6f8¢+6fd< )_d(@f) d<8f8w>_0
Oy 0z0y 0z dx \ Oy dx \ 0y’ 92/ oy )
o oray o (o) s (o) e (58) 3y~ 0% () =0
Oy 0z 0y 0z dx \ Oy dx \ 0y’ dx \ 0z o)

oy 07 dx
ngafaw d(@f) d(@f)@i/}

oy Eaiy_i oy’ 0z' ) Oy

9

Substituindo — = _¥y tem-se
Y Pz

) 2
Oy dx \ Oy p, |0z dx \0z' )|

of d [0of of d [of
5 ar) 7 (o)

Py ©z

Portanto, ao longo da curva (y*(x), 2*(x)), o valor comun de (LZ52]) é alguma
fungao de z. Seja —A(z) esta fungao, entdo ([LLZ52) torna-se

0 que implica

(1.4.52)

Oy oy’ 31/
(1.4.53)
of _d (9f e )89"
0z dx \ 0z 0z
que sao as equagoes de Euler-Lagrange do funcional
b
/ f@y, 29, 2") + AMa)e(@,y, 2) da.
Em resumo,
Teorema 1.7. Sejam y1,y2,-..,Yn extremos do funcional
J[y17y27"'7yn} = / f(l‘?ylayQ)' .. ayﬂmyllayév"' ay:q,)dx
tais que
vi(T,y1,y2,-- -, yn) =0 1<i<m, m<mn, (1.4.54)

yi(a) =yj1 y;(b) = yjo.

Opi . . .
Se 22 ngo se anulam simultaneamente em qualquer ponto das superficies (LZL54)

entdo existem fungoes \i(x), 1 < i < m, tais que y1,Ya, . .., Yn Sdo extremos do fun-

cional
b b m
z/ f*da::/ (f—i— E /\i(x)%) dz
@ @ i=1
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ou seja, \i(x) e yi(x) salisfazem o sequinte sistema de equagies:

af* d of* .
- — =0, 1<75<
dy; dx 6y§- ’ =J=m

1.4.3 Geodésica novamente

O problema variacional classico com restrigao finita é o problema das curvas
geodésicas: Determinar a curva de menor comprimento que une dois pontos dados
da superficie p(x,y,2) = 0. Se a curva é dada por v(t) = (z(t),y(t), 2(t)) entdo o
comprimento de arco entre os pontos A e B é dado por

to to
Tz,9, 7] :/ ||ﬁ(t)||dt:/ VETE T 2dt, (1.4.55)
t1 t1

Portanto deseja-se minimizar o funcional (LZ53) sujeito p(z,y,2) = 0e A =
V(t1) e B =1(ta).

Este problema foi resolvido por J. Bernoulli em 1698, mas o método geral para
resolver problemas variacionais deste tipo foi apresentado por L. Euler e J. Lagrange.

Logo, as equagoes de Euler-Lagrange (.453]) tornam-se

Op d & _ Op _d (& \_
o ~w\ Ve e) T Ve i (m) =©
dp d y _ dp d( 4§ \_
5 -5 | s ) =0 05 — i () =0 01459
Jdp d Z _ Jdp d Z B
W05 i v ) == 0%~ i (o) =

Exemplo 1.9 (Geodésica na esfera). Resolva o problema variacional (LA5H) com
o =22+ y? + 22 — R? = 0 uma esfera centrada na origem.

Solugao: Neste caso, as equagdes de Euler-Lagrange (L450) sao dadas por
1d [ @ 1d [ g 1d [
> dt : = udt : T L dt : =),
zdt \[[yOII)  ydt \|[[¥@®Il/)  zdt \|[¥@)]]

4 ( () ) — A()A(E). (1.4.57)

ou seja,

Lembrando que

LAy O _ (0 O
 (am ) = & (fom) =0+ w50
Entdo, por (LA57), tem-se

A0 ) - O

at (llﬁ(t)ll v(t)) A()(E) x (t) + TEGIS ().

Lembrando que u x v = 0 obtemos

d (A IR B
ﬁ(m<|”W0‘0:wwnX””‘c

1
Logo, o plano que contém +(t) passa pelo origem. [ |
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Exemplo 1.10 (Geodésica no cilindro). Resolva o problema variacional (L453])
com ¢ = 2% +y% — a? = 0 um cilindro.

Solugao: Neste caso, as equagoes de Euler-Lagrange (LZ56]) sao dadas por

4 (i) 55 () -0

i (o) =

Logo, 2 = C||¥(t)||. Analisando o angulo que a curva faz com as geratrizes do

cilindro temos .
. )R .
Loy - ARt
IAOIIE @I
Se C' # 0, a curva y(t) é uma hélice. Se C' =0 ou C =1 a curva é, respectivamente,
uma reta vertical ou um circulo. [ |

1.4.4 O problema de Sturm-Liouville

Nesta secao, investigaremos o problema de Sturm-Liouville sob o ponto de vista
variacional como a condi¢ao necesséria para extremo de problemas variacionais iso-
perimétricos e minimizagao do quociente de Rayleigh. Aplicaremos estes resultados
na Fisica, em particular no problema do oscilador harménico quéantico descrito pela
equagao de Schrodinger.

Suponha que p € C1([a, b)), q,r € C([a,b]) tal que r(z) > 0 e p(x) > 0 e considere
os seguintes problemas variacionais:

Minimizar o funcional

b
Jly) = / (p(2)y? — qlx)y?)de (1.4.58)

b
Kyl = / r(z)y?de = 1. (1.4.59)

Minimizar o quociente

b
/ (p(x)y”? — q(x)y?)da
Afy] = Lo (1.4.60)

b
/ r(z)y*de
tal que y(a) = y(b) = 0.

Observe que o problema (L4.58])- (.4£59) é um problema variacional isoperimétrico
e podemos aplicar os resultados da Secao [[L4] para obter:

0 0
f=py? —qy® + \ry?, a%; = —2qy — 2\ry, aT;f/ =2py’.

E a equagao de Euler-Lagrange (L4.39) torna-se

d
%(py’) +qy = Ary.
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Portanto, a condi¢do necessdria para o extremo do problema ([L458)-(L4.59) é

d
df(py') +qy = Ary,
r (1.4.61)

O problema diferencial (L4.61]) é conhecido como o Problema de Sturm-Liouville.

Por outro lado, como os problemas (L458)-([T459) e (LZLE0) sdo equivalentes

(veja Teorema [[L6] da Secao [[4)) temos que (LZ6I) também é a equagao de Euler-
Lagrange do problema variacional (LZ.60).
O problema de Sturm-Liouville

Vamos reesecrever (LZ61) na forma

Ll =2ry (1.4.62)

com L[y] = (py') + qy. L[y] é conechido como o operador de Sturm-Liouville.

O problema de encontrar um ntmero A tal que (L4.62) tenha uma solugio nao-
trivial y = y(x) é conhecido como o problema de autovalor de Sturm-Liouville. O
nimero A é chamado autovalor e a correspondente solu¢do nao trivial y = y(x)
chama-se autofuncdo. No que segue, trataremos de algumas propriedades do pro-
blema de Sturm-Liouville (TZ62]).

Considere C?([a,b]) com o produto interno real definido por

b
(v,9) = / o(@y(@)de, Yo,y € C*(a, b)),

e C2([a,b]) o subespago das fungdes de classe C?([a,b]) que se anulam em a e b.
Dizemos que um operador linear T : CZ([a,b]) — C([a,b]) é simétrico se satisfaz

(Tlyl,v) = (4, T[v]), Vy,v € C5([a,0)).

Sejam p(x) > 0 e ¢g(z) fungdes continuas. Considere o operador Sturm-Liouville
L : C¢([a,b]) = C(]a,b]) dado por Ly = (py') + qy.

Propriedade 1.1. O operador de Sturm-Liouville Ly] sastisfaz a sequinte identi-
dade:

d
oLl vl = = (p@)o —p)),  VyweCillab),  (14.63)
A identidade [LZG3) é conhecida como “Identidade de Lagrange”.

Propriedade 1.2. O operador de Sturm-Liouville L é simétrico, isto é, satisfaz

b b
/vL[y]dyc:/ yLlvlde, Vy,v € C2([a,b]). (1.4.64)

Para y,v € C?([a,b]), a identidade ([.Z.64) é chamada “Identidade de Green”.
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Propriedade 1.3. (i) Todos os autovalores do problema (LA62) sdo reais.

(ii) As autofungoes do problema (LAG62) associadas a autovalores distintos sdo
ortogonais com relacdo ao produto interno

b
(0,9)r = / o(@) y(x)r(x) dx.

A prova dos seguintes teoremas pode ser encontrada em [19] p. 171].

Teorema 1.8. Sejam p € C1([a,b]),q,7 € C%([a,b]) tais que p(z) > 0 e r(z) >

0 em [a,b]. Entdo, existem infinitos autovalores Ay < Ag < A3 < ... tais que
khr+n Ak = 00, do sequinte problema de Sturm-Liouville
—+o00
Lly] = Ary,
aoy(a) + ary'(a) =0, (1.4.65)

Boy(b) + A1y’ (b) = 0.

com |ag| + |oa| # 0 e |Bo| + 1] # 0.

As condigoes de fronteira dadas em ([L4.62) sdo chamadas de condi¢des de Di-
richlet e sdo obtidas de (LZL65)) fazendo-se ag = 1,04 = 0,60 =1 e 1 = 0.

Podemos usar as propriedades tratadas nesta Segao para estabelecer a equi-
valéncia entre o problema de Strum-Liouville (LZ62]) e os problemas variacionais

(C458)-([459) e (L4.60). Para isto, vamos considerar o seguinte problema varia-
cional associado ao problema (Elm)

Encontrar funcoes y1,y2, s, - -. que

(i) minimizem o funcional
b
Iyl = / (py? — qv*) d, (1.4.66)

(ii) satisfagam as condigoes de fronteira:

yi(a) =y () =0 1=1,2,3,...,n, (1.4.67)
(iii) satisfagam a condicdo de ortogonalidade

b 0 se i#n,
M%MZ/T@M%M= ' (1.4.68)
a 1 se i=mn.

Nosso procedimento serd o seguinte:

Passo 1:

Para n = 1, buscaremos o minimo de J[y] no conjunto das fungdes de classe
C?([a, b]) que satisfacam

b
y(@) = y(b) =0 e Ky = / ry?da = 1.

a
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A funcfo extremo serd chamada de y1 = y1(x).
Passo 2:

Para n = 2, buscaremos o minimo de J[y] no conjunto das fungdes de classe
C?([a,b]) que satisfagam

b b
y(a) = y(b) =0, K[y,yl]:/ ryyide=0 e K[y]:/ ry? de =1.

A fungdo extremo serd chamada de yo = ya(z).

Observe que
b b -
/rylygdx:O,/ryfdle e / rysde = 1.
a a a

No n-ésimo passo, buscaremos o minimo de J[y] no conjunto de fungoes de classe
C?([a,b]) que satisfagam

Passo n:

b b
y(a) =y(b) =0, Ky, yn—1] = / ryyn—1de =0 e Kly] = / ry2 dr =1.

A funcdo extremo serd chamada y, = y,(x).

Observe que,
Yn(a@) =yn(b) =0, Kly1] = Ky2] =... = K[yo—1] =1 e Klyi,yn| =0
parat=1,2,...,n — 1.

Teorema 1.9. Se yi(x) € solugao do problema variacional ([4.60)-(4.67)- (LLGS)

entao yi(z) € solugdo do problema de Sturm-Liouville (LZ62) e A\ = min J[y] =
Jlyk] € o autovalor correspondente a yi(z).

Coroldrio 1.1. Pelo processo de construcao dado no Teorema [[L9], obtemos uma
sequéncia de autovalores A1, s, ... tal que A\p_1 < Ak.

O seguinte resultado é a reciproca do Teorema e sua demonstragao pode ser
encontrada em [19, Teorema VIL.2, p. 266].

Teorema 1.10. A k-ésima autofuncdo yr = yr(z) do problema de Sturm-Liouwville

é uma solugdo do k-ésimo problema variacional (LA66)-(LE10)-(TL68) e o auto-

valor correspondente Ay, € o valor minimo do funcional J[y], ou seja,

A = minJ[y] = J[yk]-

Assim, pelos Teoremas e [LT0 temos que os problemas (L462) e (LZ4.60)-
(LZ£57)- (L458)) sao equivalentes, o que implica que os problemas (LZ45])-(L459) e
(60 - (CA5T)- (LA68) ou (LAG0) o (LAG6)-(LAG])-(CADR) também sio
equivalentes.

Estes resultados também sao validos quando consideramos o problema de Sturm-
Liouville com as condigbes de fronteira mais gerais do tipo (LZ4GH) (veja, por
exemplo,[I9] teorema VII.13, p.256]).

J1y]
KTyl
estimar o autovalor do problema de Sturm-Liouville, geralmente em situacoes que a
autofuncao nao ¢ facilmente calculada. Para ilustrar, considere o seguinte exemplo:

O quociente A\ =

é chamado quociente de Rayleigh e é muito usado para
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Exemplo 1.11. Considere o problema de Sturm-Liouville

y" =Ny,
y(0) = y(1) = 0.

(1.4.69)

Calcule uma aproximagao do primeiro autovalor de (LZ69).

Solugao: Sabemos que ([L4.69) é equivalente ao problema variacional

1
/ledl’
0
T
/y2dx
0

Vamos calcular uma aproximagao do primeiro autovalor de ([Z69), aproxi-
mando a primeira autofungao por uma parabola do tipo y; = z(1 — z). Entao,

1
/ Y2 dx
Jo_

T )
/ y% dx

0

Aly] =

M

IR

Usando o Maxima obtemos

Maxima
(%163) y1(x):=x*(1-x);

(%063)  yl(z) =z x(1—x)

(%164) integrate(diff (y1(x),x)"2,x,0,1)/integrate(yl(x)~2,x,0,1);
(%064) 10

~ Sabemos que A7 = 7? (veja, por exemplo [13]) e, logo, o valor aproximado
A1 = V10 = 3.16222. ]

Exemplo 1.12 (Equagao de Schrédinger).

No que segue, aplicaremos os resultados discutidos nesta Se¢ao na Fisica, em
particular na equagao de Schrodinger homogénea unidimensional. Esta equagao
diferencial descreve o movimento de uma particula quanto-mecanica de massa m
sob a agdo de um potencial V' (x). Para mais detalhes consulte [5, p. 33].

A equagdo de Schrodinger é dada por

12
th” + V() =¢E (1.4.70)

com h a constante de Planck, E a energia total do sistema e ¢ a func¢ao onda.
Considerando o seguinte operador, chamado operador Hamiltoniano,
—h? d?



Problemas variacionais com restrigcoes 31

podemos escrever (L4.70) na forma

Hy(x) = Ey(x)
Para o caso que V' (z) é um potencial do tipo oscilador harmoénico linear, isto é,

k
Viz) = 5952, o operador hamiltoniano (LZTT) é dado por

—h*d ko,

m dx?2 2

e a equacao de Schrodinger, neste caso, é dada por
—h? kx?
N+ B — R (1.4.72)
m 2
Por simplicidade, considere h = m = k = 1, entao (L4.72) torna-se
" — x?h = —2E), (1.4.73)
ou seja, uma equacdo de Sturm-Liouville com p(z) = r(x) = 1,q(z) = —2% e
A=2FE.
Observe que os autovalores de (LZ73]) sao os valores da energia F da particula.

Para encontrarmos a energia do estado fundamental do oscilador harmonico
quéntico (o primeiro autovalor de (LZ.73])) vamos considerar o quociente de Rayleigh

/_ T (02 +2%9) da

/O;z/ﬂda:

0 =(1+az?)e ™

Aly] =

e aproximar a primeira autofungao por

com a uma constante a ser determinada.
Entao,

[ e e - sa ) - 2atta -5t + 5a da
Ay = d== _ L (1474
/ e 2 (14 2a2® 4 a®a?)

Usando o Mazima obtemos

Maxima
(%i65) quociente:
integrate (exp (-2*x"2)* (x"2* (4*¥a"2 -8*a+b)-
2%ax* (4xa-5)*x"4+5*%a"2%x"6) ,x,minf ,inf) /
integrate (exp (-2*x"2)* (1+2*a*x~2 + a”2*x"4) ,x,minf,inf)$
(%166) G(a) :=radcan(quociente) ;G(a);
43a% —8a + 80

%065
(ho89) o F T 3mat0d
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Portanto, (L.474]) torna-se

_ 43a* —8a+80
1242 +32a+ 64

A(e)
O minimo de A(«) satisfaz A’(«) = 0. Usando o Mazima obtemos

Maxima
(%167) ratsimp(diff(G(a),a));

92a2 + 224 — 192
9at 4+ 48 a3 + 160 a2 + 256 a + 256

(%i68) float (solve(num(%)=0,a));
(%067)  [a = —3.106570520208733,a = 0.67178791151308]

(%066)

Logo, a = 0,6718 e a nossa aproximacio serd ¢ = (1 + 0,6718I2)6712 eo
autovalor aproximado é dado por

[ e
1= —= 0
2 dx

Com o Mazima tem-se

Maxima

(%169) lambda:integrate (diff (phi(x),x) "2+x"~2*phi(x),x,minf,inf)/
integrate(phi(x)"2,x,minf,inf)$

(%170) float(ratsimp(lambda)) ;

(%068)  1.605895

Por outro lado, a Mecanica Quéntica afirma que a energia do oscilador harmonico

é dada por
h hk
By = o _ bk
2 2m
1
Entao, parah =k =m = 1 temos F; = 5 e \1 = 2F; = 1. Deste modo, concluimos

que \; é uma aproximacao razodvel de \;.

Este método é particularmente importante quando a equacao de Schrédinger nao
tem solucao analitica, o que é bastante frequente nas aplicagoes da Fisica Atdémica
e Molecular. |

1.5 Principio de Hamilton

O Célculo Variacional e o principio da agao minima sao ferramentas potentes na
investigacao de problemas da Dinamica e da Fisica Matemaética. Nesta secao dare-
mos uma elementar introdugao ao Principio de Hamilton, que contém o principio
da agdo minima como caso particular.
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Graus de liberdade

Para especificarmos a posi¢ao de uma particula no espago tridimensional, com
relagdo a um sistema de coordenadas, precisamos de trés numeros. Por exemplo,
sua posigao pode ser especificada por suas coordenadas cartesianas (z,y,z). Por
esta razao, dizemos que particula tem trés graus de liberdade, um para cada uma
de suas coordenadas independentes.

Se o sistema é formado por p particulas independentes uma das outras, como
cada particula tem trés graus de liberdade entao o este sistema terd 3p graus de
liberdade, ou seja, 3p coordenadas independentes, por exemplo, P; = (x;,y;, 2i),
1 <4 < p. Se algumas restricoes sao impostas ao sistema entao o niimero de graus
de liberdade diminuira. Por exemplo, se fixarmos a distancia entre as duas primeiras
particulas igual a ¢ temos que

d(PL,Py) = /(z1 —22)2 + (Y1 — y2)% + (21 — 22)2 =L =

(x1—22)* + (y1 — y2)* + (21 — 22)% = £°.

Portanto, se os valores de y1, 21, T2, Y2, € 22 sao conhecidos podemos determinar
o valor de x; usando a relagao acima, neste caso o sistema terd 3 p — 1 coordenadas
independentes, ou seja, 3p — 1 graus de liberdade.

Assim, se o sistema estiver sujeiro a r restrigoes especificadas por r equagoes
independentes

6 (T1,Y1, 215, Tp, Yp, 2p) =0, 7=1,2,...1 (1.5.75)

entao terd 3p — r coordenadas independentes, ou seja, 3p — r graus de liberdade
e as equagoes (LR7H) podem ser usadas para eliminar r varidveis do problema.
Porém, é mais conveniente introduzirmos um conjunto de k = 3p — r coordenadas
independentes g1, g2, - - . , gk Para descrevermos a posigao das p particulas do sistema.
E as equagoes das restrigoes (L5.70) sdo substutidas por um sistema equivalente de
3 p equacoes do tipo

i =xi(qu, -5 k), ¥ = Yilqr, - ar), 2z =2i(q, -, qk), 1<i<p.  (1.5.76)

As varidveis qq, qo, - - ., qr sdo conhecidas como coordendas generalizadas. A es-
colha do conjunto de coordenadas generalizadas para descricao das posicoes de um
sistema de particulas nao é tnica, mas é o menor niimero de varidveis necessarias
para descrever a configuragdo do sistema. Por exemplo, é necessirio apenas um
parametro para descrevermos a posicao de uma particula restrita a movimentar-se
ao longo de uma curva.

Quando as equagoes (L5.76) envolvem a derivada ¢; das coordenadas genera-
lizadas e estas equagoes pode ser resolvidas de tal modo que tornem-se equagoes
apenas das coordenada generalizadas ¢;, o sistema é chamado holonémico. Caso
contrario, chama-se nao holonémico.

Sistema conservativo e nao conservativo

Considere o trabalho realizado por um campo de forca F durante o desloca-
mento do sistema de uma configuracao C para um configuragao C;. Se o trabalho
independe do caminho entre C' e C; dizemos que o sistema é conservativo. Equi-
valentemente, se Iy,, I, e I,, sdo as componentes do campo F , que sao fungoes
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das 3 p coordenadas x1,y1, 21, ..., Tp, Yp, 2p das particulas do sistema, entao o sis-
tema é conservativo se existe uma fungdo V = V (1,91, 21, ..., Tp, Yp, 2p) tal que
F= —VV, ou em componentes
o oV 4 oV
i 6331" vi 8%’ B azl '

A funcao V é chamada energia potencial do sistema.
A energia cinética de uma particula é definida por

m/ds\2 m,. . .
7)) 3@+

ds
com m a massa e o a velocidade da particula, respectivamente. Para um sistema

de p particulas, a energia cinética é dada pela soma das energias cinéticas, ou seja,

1 p
= §Zmi (22 + 92 + 22) (1.5.77)

i=1

com m; a massa da i-ésima particula.
Para expressarmos a energia cimética em termos das coordenadas generalizadas
41,92, - - -, Gk, derivamos as 3 p equagoes ([L5.70) com relagio ao tempo:

k

k

i=1

Substituindo (L5.78) em (LA.77) obtemos um importante resultado: a energia
cinética é uma forma quadratica das componentes da velocidade generalizada

q1,92;- -, qk-

Vamos assumir que a energia potencial V' associada a qualquer sistema é fungao
somente das coordendas generalizadas q1, ¢o, . . . , ¢k € que a energia cinética é fungao
somente das coordenadas generalizadas q1, qo, - . . , g € das velocidades generalizadas
q1,4Go, - - -,qx- E vamos considerar seguinte a funcao, chamada func¢ao lagrangiano
ou simplemenste lagrangiano,

L(Ql,Q2a~~~an;41aQ2,~~~;fik):T*V (1579)

Principio de Hamilton

O Principio de Hamilton estabelece que:

O movimento de um sistema cujo lagrangiano é dado por (L5.79)
é estacionario.

Na linguagem do Calculo Variacional, o principio de Hamilton é descrito do
seguinte modo: a primeira variagao do funcional

to to
I:/ Ldt:/ (T —V)dt
t1 t1

é zero. Portanto, o movimento do sistema de particulas deve satisfazer as seguintes
equagoes de Euler-Lagrange:

oL d (0L
— = <3<k, .
e & <8qi) 0 1<i<k (1.5.80)
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Como o lagrangiano L nao depende explicitamente da varidvel ¢, as equagoes do
movimento do sistema ([5.80) sdo da forma

k
oL
ji——-L=F 1.5.81
; iz (1.5.81)
com E uma consta(%g.
Como % = B para i = 1,2,...,k e T é uma forma quadratica para as
qi qi
velocidades generalizadas ¢, ¢o, . . . , §r podemos mostrar que (veja [24] p. 6])

Z QZ aqz Z Qz 66]1

i=1
Assim, (L58T) torna-se
T - L=E&2T—(T-V)=E=T+V =E.

Portanto, num sistema conservativo a soma das energia cinética e potencial é
constante. A constante E é chamada energia total do sistema.

Exemplo 1.13. Usando o principio de Hamilton obtenha as equacoes do movi-
mento do péndulo duplo. A configuracao do péndulo duplo pode ser descrita em
termos dos angulos p1 € @so.

Solugao: Pode-se subdividir o péndulo duplo em dois: o primeiro deles com com-
primento di, da extremidade fixa a massa m1; o segundo com comprimento ds, com
uma extremidade em m; e a outra em my. O vetor posicao da primeira particula é
dado por

r1 = dy(sen(p1)i+ cos(p1)j.

As energias cinética e potencial sdo dadas, respectivamente, por

1 1 do1\
T = 51 VLUL = oMy dq (;l) )

Vi = —my gdy cos(¢r).
Para o segundo péndulo, o vetor posi¢cao é dado por

r1 = (dy(sen(p1) + da(sen(ps))i + (d1 cos(p1) + da cos(p2))j

e as energias cinética e potencial sao dadas, respectivamente, por

mo dip1\* dips \* dpy dpo

— 2 2 _

T2 = 5 (dl < dt ) + d2 ( di ) + 2d1d2 dt di COS(QOl (,02))
Vo = —ma g (d1 cos(p1) + da cos(p2)).

O Lagrangiano total do sistema é a soma do Lagrangiano de cada péndulo, ou seja,

2
_(matme) o (der)T | ma s (dps dpr dpa
L_( 5 )d (dt) + d; = + 2d1ds T cos(p1 — p2)+

(m1 4+ ma)gdy cos(p1) + mads cos(ps).
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As equagbes de Euler-Lagrange (IL5.80) tornam-se

Al + B(p1, p2)¢5 + C(p1, p2) =0,
B(p1, p2)¢f + A2y + D(p1,02) =0

com A; = (mg + mao)d?, Ay = (ma + ma)d3, B(p1,ps) = 2didacos(ipr — ¢2),

C(p1,2) = (M1 +ma)gdy e D(p1,p2) = (M1 + ma)gds. |

Exemplo 1.14. Usando o principio de Hamilton obtenha as equacoes do movi-
mento de um sistema de particulas de massa m;, 1 < i < n com coordenadas
(x4, i, 2:) sujeitas a agdo de um campo de forgas conservativo com as restri¢oes

Spj(t7x1,$25"'7xn7y15y27'"7yn721az27"-,Zn) =0

com1l<j3<m.

Solugao: O funcional de Hamilton e o funcional auxiliar sdo dados por

to to 1 n
Y _ N I I
J / (T —V)dt / (2;_1771 (&7 +9; +27) V) dt,

t1 ty

to 1 n m
J* = N T (@422 V> N, dt.
[z Emt i+ -ve onwe

As equacoes do movimento serao as equagoes de Euler-Lagrange do funcional I*
e sao as seguintes: paral <7< n

. oV - aQOj
miti = -5 +i§::)\j(t)87xi7
oV & 0,
iYi=— Aj() =,
iy ayi+; ]()5%‘
. aV i 690]‘
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1.6 Exercicios

1. Encontre a equacao de Euler-Lagange dos seguintes problemas variacionais:

a) Jy] = /u (v + 2% y?) dw.

f) Jly) /(y—yy’+xy’2)dl‘-

T2 y/2
g) J[y]:/ 5 dr.

1

T2
2. Obter os extremos do funcional J[y, z] = / (y? + 2% +4/2) da.
x

1

3. Obter os extremos do funcional

sujeito as condigoes
1
K= [ #do=2. y0) =0, y(1) =~
0

4. Considere o problema de Sturm-Liouville

Y+ Ny =0,

(1.6.82)
y(—1) =y(1) =0.

Calcule uma aproximagao do primeiro autovalor de (L6.82). Use como aproxi-
macao da primeira autofuncdo y;(z) = 1 — 22. Compare o resultado com o
autovalor exato A; = m/2.

5. Considere o problema de Sturm-Liouville

v+ N ay =0,
y(0) =y(1) = 0.

(1.6.83)

Calcule uma aproximagao do primeiro autovalor de (L6.83). Use como aproxi-

macao da primeira autofuncio y; (z) = =z — 2.
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Capitulo 2

O problema da
braquistécrona

Neste capitulo, formularemos e resolveremos o problema cldssico da
Braquistécrona usando o aplicativo Maxima. Também serao apresentadas imple-
mentagoes comparando o tempo minimo com outras curvas.

2.1 Um pouco de Historia
O problema da Braquistécrona consiste em achar a trajetéria de uma particula
que desliza, a partir do repouso, sem atrito, e é acelerada unicamente pela gravidade,

de um ponto a outro (num plano vertical) no menor tempo possivel.

A

R B

Figura 2.1: Problema da Braquistécrona

Este problema variacional foi formulado pela primeira vez por Johann Bernoulli
em 1696, sob a forma de um desafio langado, na revista Acta Eruditorium, aos
maiores matematicos do seu tempo. Cinco deles enviaram suas solugoes: Newton,
Jacob Bernoulli (irméo de Johann), Leibnitz, L'Hopital, além do préprio Johann
Bernoulli. Todos obtiveram que a curva mais rapida ou braquistécrona (brakhisto
= mais rdpido; cchronos = tempo) era a cicldide.

A cicléide é uma curva muito interessante e foi chamada de Helena da Geometria,



42 O problema da braquistécrona

em alusao a famosa guerra de Tréia e grandes debates cientificos gerados pelos
problemas matematicos envolvem esta curva.

A cicléide é a curva tragada por um ponto de uma circunferéncia rolando sobre
uma superficie plana. Se R é o raio da circunferéncia a cicléide é descrita pelas
seguintes equagoes paramétricas:

z(t) = R (t — sent),
R (1 —cost).

<

—~
~

~—
|

2.1.1 Solucao de Johann Bernoulli

Por volta de 1650, o matemético Pierre de Fermat (1601-1665) demonstrou a
Lei de Refracao, admitindo o principio, que leva o seu nome, de que a luz percorre
o caminho entre dois pontos no menor tempo possivel. A Lei de Refragdo, conhe-
cida como Lei de Snell-Descartes, descrita pela primeira vez por Ibn Sahl em 984
(consulte [I4]), estabelece que, quando luz atravessa a fronteira entre dois meios

isotrépicos, teremos
sinf;  sinf,
)

U1 U2

onde #; é o angulo de incidéncia, 65 é o angulo de refragao, v; e vo sao as velocidades
da luz em cada meio (veja Figura [Z2]).

Velocidade vy

I
I
I
o
I
I
I
|

Figura 2.2: Refragio da luz

A solugao apresentada por Johann Bernoulli foi baseada no Principio de Fermat
(consulte []), utilizando a hipétese de que a particula iria descrever a mesma tra-
jetoria de que a luz ao atravessar um meio nao-uniforme. Sendo assim, teriamos

para cada ponto da trajetoéria:
sin 6

. (2.1.1)

com 6 é o angulo entre a tangente a curva e o eixo vertical e v é a velocidade da
particula no ponto (veja Figura [Z3]).

Usando que v = 1/2gy, (ZI1) torna-se
1

' l 2
. + <_>
0 dl‘
Sin C’

v V2qy
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com C' uma constante. Assim, obtemos a equagao diferencial

y(1+y"?) =k
/ _ dy _ 2
comy(m)—aek—l/QgC’ .
A L.
B i
0 }
hl-mmmmmm- 77777 ';,__,.‘ 777777777 B

Figura 2.3: Solugédo de Johann Bernoulli

2.2 Formulacgao variacional

Para provarmos que a cicldide resolve o problema da Braquistécrona ou é a curva
de tempo minimo, vamos supor que a particula de massa m parte do repouso, do
ponto inicial A = (0,0), e desliza sem atrito pela curva y(z) até o ponto B = (z1,y1)-

Seja x = s(t) o deslocamento da particula e F(x,t) = s(t) — xz = 0. Entao, por

— =5'(t) # 0 e o Teorema da Fungao Implicita podemos concluir que

ot
t=y(z) = y(s(t)).

Este tempo é chamado tempo invertido. Derivando o tempo invertido obtemos

dy _ 1 _ 1
ds ds  w(t)’
dt

0 que implica

(2) / dy /ml ds
y €Tr) = _— =

AB ds xo v(y)
Mas o elemento de arco ds é dado por /1 + '2, e portanto tem-se

t=y(x) = /m1 M (2.2.2)

Para escrevermos a velocidade v(y) como uma expressiao de y, podemos usar
conservagao de energia. Considerando que o eixo y tem o sentido positivo para
baixo e usando a lei de conservagao de energia E. + E, = 0 temos

2

%fmgyzoév:\/ng.
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Substituindo em (Z22) obtemos o seguinte funcional

t= / 2gy (2.2.3)

Portanto, desejamos achar a curva y(z) tal que, dados os pontos fixos A e B, o
tempo de percurso é minimo, ou seja, minimizar o funcional (223)).

Observe que a fungao f(z,y,y’") do funcional ([2.2.3)) independe de z, isso permite
usarmos a identidade de Beltrami dada em ([I-I3) para obter

1 12 12
+y? y —k
2gy 2gy(1+y?)

y(L+y?) =k (2.2.4)

0 que implica

com k1 = /1/k.

Usando o Mazima obtemos:
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Observe que o Mazima nao resolve a equagao diferencial (2.2.4]). Para resolver-
d
mos faremos a seguinte mudancga de varidveis: —— = cotg(t). Assim, por (Z24),
tem-se
k1 k1 2 k1
z(t)) = = = k1sen”(t) = —(1 — cos(2t)).
Velt) = T = Ty = rsen’(t) = 51— cos(2t)

Usando a regra da cadeia obtemos

dydr d 9 dz ki d
Tl dt(klsen (1)

2
@ _m a4 ).
= ar " corgiai P )
Logo,

dx  kisent

U= cosd) (2sen(t) cos(t)) = 2kisen®(t) = ki (1 — cos(2t)).

Integrando tem-se

#(t) = ky (t B sen2(2t)> +ky = %(Zt —sen(2t)) + ka.

Portanto, as equagoes paramétricas da curva sao dadas por

x(t) — ko = %(215 —sen(2t)),

y(t) = %(1 — cos(2t)).

Fazendo 6 = 2t e usando que y(0) = 0 obtemos kg = 0, 0 que implica
k1
z(0) = ?(9 —sen(6)), (2.2.5)
k
?1(1 — cos(6)). (2.2.6)
Logo, a Braquiat6crona é dada pelas equagoes (2.2.0)-(22.0), que representam
cicloides.
Usando o Maxima obtemos:

Maxima
% Equacao de Euler-Lagrange %
(%178) eqy:ratsimp (solve((edo)“~2,y),g);
1
(%o73)

ly = — ]
g (2 ad —|—2>02

dz

% Usaremos a seguinte substituicao: %

(%179) eql: diff(y,x)=cot(t/2);
dy t

%hoT4 — =cot | =

i) dr ~ “2\2

% Substituindo na EDO, obtemos: %
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No que segue, vamos aplicar o Teorema para mostrarmos que a cicldide é,
de fato, o minimo do funcional (Z23]). Considere B = (z2,y(a)) = (a,y1), com
y1 > 0, entao por ([2.2H)-(2:2.6) obtemos a seguinte cicldide:

x(0)
y(0)

com R uma constante determinada de forma unica quando a < 27 R.

Agora, vamos verificar se o ponto 0 tem ponto conjugado no intervalo (0, a).
Fazendo y(#) = 0 temos que 6 = 27, o que implica a* = z(27) = 2 R. Logo, a* é
ponto conjugado de 0. Mas, a < 27 R e logo, o ponto 0 nao tem ponto conjugado

R (0 — sen(0));

(2.2.7)
R (1 —cos(6)),
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no intervalo (0,a]. Além disso,
’f 1 -0
Wy +y?)3

para qualquer valor de y’. Portanto, a cicléide ([227)) é a Braquistcronal

2.3 Formulacgao via controle 6timo

Nesta secao, abordaremos o problema da Braquistocrona como um problema de
controle étimo. Consulte [6, pdg. 76] para maiores detalhes.
Consideremos o sistema dado por

o(t) = Cy(?)
2'(t) = wv(t)cosd(t), z(0)=0, xz(ty)=1 (2.3.8)
y'(t) = wv(t)senb(t), y(0)=0, y(ty)=nh

para 0 <t < t;. Queremos encontrar () que minimize
J = tf.

Definimos a fungao
H =1+ M\yvcos@ + Ayvsend,

chamada de Hamiltoniano do sistema. As condigbes necessérias para a solucdo do
problema sao dadas pelo sistema

OH
Alt) = C ox
oH
/ — -
e 0y (2.3.9)
OH
20 0
H|t=tf = 0

Podemos obter o sistema, com o auxilio do Mazima, utilizamos o comando
Hamiltoniano do pacote Variacional.

Maxima
(%i89) v: C*\sqrt(y);
eqCN: Hamiltoniano([x, y], [vkcos(theta), v*sin(theta)l,
0, 1, theta, t, 0, t_£f);
(%083)  Hamiltoniano
(%tl) H = C\/ysin(8)l, + C/ycos(0)l; + 1
Equacoes do Sistema

(%t2)£x = C/ycos()
(%t3) d i Cy/ysin(0)
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Comegaremos a resolver o sistema pela equacao (%t4).

Isolamos I, na equacao eqCN (chamada de “Condicao Necessaria”).

Com este resultado, eliminamos [, na equacao (%t5).

Dali, obtemos uma expressao para a

Utilizamos (%t3) para obter Z—‘Z

Resolvemos esta equacao diferencial.



Tempos de quedas para diferentes curvas 49

(%195) eq6: trigreduce(ode2(eq5, y, \theta));

_ Ybccos (26) N Yoc
=T 2

(%196) eq7: y = K[2]*(cos(2*\theta)+1);
(%089) y = Ky (cos(20)+1)

(%088)

Agora vamos obter uma expresao para x.

(%197) eq8: ’diff(x,\theta) = diff(x, t)/diff(\theta, t);
eq9: eq8, %t2, eq3, eq7;
d
do
(%198) eql0: ode2(eq9, x, theta);

(%091) x=—Ksysin(26) —2 K560+ %c

(%090) x=—-2K5 (cos(20)+1)

(%199) eqll: x = K[3]-K[2]*(sin(2*theta)+2*theta);
(%h092) x=K5— K> (sin(26)+20)

Concluimos que a curva

X = Kg*KQ (sm(29)+29)
y = Ks (cos(260)+1)

é solugao do problema. Tal curva é uma cicléide.

2.4 Tempos de quedas para diferentes curvas

Nesta secao usaremos o aplicativo Mazima para comparar o tempo minimo gasto
por uma particula para percorrer uma trajetéria do ponto A = (0,0) até o ponto
B = (a,b). Nesta comparagdo usaremos a reta, a parabdla e a cicléide.

Considere a curva (z(t),y(t)), t € (to,t1), com x(tg) =0, y(to) =0, z(t1) = a >
0 e y(t1) = b > 0. Sabemos que o tempo gasto no percurso é dado pelo funcional

T ty /C'CQ_i_yQ
o V29Y

Maxima % Célculo do tempo de percurso %
(%1100) kill(x, y, tO, t1, a, b, g)$
(%1101) £:1/v * sqrt (diff(x(t), t) 2+diff(y(t), t)~2), velocidade;

oy 1)+ ()

V2/gy(t)
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Por exemplo, para B = (1,1) tem-se
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Por exemplo, para B = (1,1) tem-se
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Por exemplo, para B = (1,1) tem-se
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Observe que o menor tempo é o da cicléide!
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2.5 Exercicios

1. A curva que é o caminho de tempo minimo compativel com a velocidade indi-
sen(f
cada em cada altura, v = 1/2gy, é aquela que satisfaz # = C. Verifique
gy
que a cicléide é a curva que satisfaz essa condicao.

2. Compare os tempos minimos de descida gastos por uma particula do ponto

A = (0,0) até o ponto B = (m,2) considerando a reta y(z) = —x e a cicldide
7r

x(t) =t — sen(t),
y(t) = 1 — cos(t).

3. Compare os tempos minimos de descida gastos por uma particula do ponto
2

A = (0,0) até o ponto B = (m,2) considerando a parébola y(z) = % +Ze
T T
a cicléide
x(t) =t — sen(t),
y(t) =1 — cos(t).

4. Podemos mostrar que o tempo minimo do problema da Braquiatécrona com
atrito é dado pelo funcional

a 1 + y/2
Tly] = / Y ——
o\ 29(y—pax)
com p o coeficiente de atrito. Obtenha a equagao de Euler-Lagrange do pro-
blema da Braquiatécrona com atrito.
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Capitulo 3

O método de Ritz

Neste capitulo descreveremos o método que Ritz como um procedimento para
obtencao de sequéncias minimizantes e também obtencao de solugao aproximada de
problemas variacionais. O método serd aplicado em véarios problemas variacionais.

3.1 Meétodos Diretos

O procedimento bésico para resolvermos um problema variacional é reduzi-lo a
um problema diferencial (equacdo de Euler-Lagrange). A dificuldade inerente a este
prodecimento, que envolve a resolugao de equagoes diferenciais ordindrias ou siste-
mas de equagoes diferenciais ordindrias, impulsionou a busca por outros métodos,
conhecidos como métodos diretos. Tais métodos tém como principal caracteristica
construir uma sequéncia minimizante convergente de funcionais semicontinuos e li-
mitados inferiormente e mostrar que a funcao limite desta sequéncia é a solugao do
problema variacional.

Os métodos diretos sdo muito atrativos, pois também podem ser usados na
obtencao de solugoes aproximadas de problemas variacionais.

3.1.1 Seqiiéncia minimizante

Considere o problema de minimizar o funcional J[y] definido no espago V. Para
que o problema tenha sentido, devemos supor que existem fungoes em V tais que
Jly] < +oo e

irq}f Jlyl = p > —o0. (3.1.1)

com o infimo tomado sob todas as fungoes y(z) em V. Portanto, pela defini¢ao
de fnfimo, existe uma seqiiéncia de fungoes (y.) = (y1,Y2,---,Yn,---), chamada
sequiéncia minimizante, tal que

lim J[y,] = p.

n—oo

Se a seqiiéncia (y,) converge para g e se podemos escrever

J[gl = lim Jy,] = J[ lim y,] = lim J[y,], (3.1.2)
n—00 n—00 n—00

entdo J[g] = p, logo, § é a solu¢do do problema variacional. Além disso, as fungdes

da seqliéncia minimizante (y,,) podem ser consideradas como solugdes aproximadas

do problema variacional.
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Portanto, para resolvermos um dado problema variacional classico por métodos
diretos, devemos ser capazes de:

i) construir uma seqiiéncia minimizante (y,);
ii) provar que (y,) converge para ¥;
iii) provar que § é solugdo do problema variacional, isto é, provar (3.1.2)).

O método de Ritz é um procedimento tedrico e numérico que pode ser usado
para construirmos a seqiiéncia minimizante e/ou solugoes aproximadas de problemas
variacionais.

Afirmamos que, se (BIT) vale entdo podemos sempre construir uma seqiiéncia
minimizante. Porém, devemos ressaltar que a existéncia de uma seqiiéncia minimi-
zante nao garante a sua convergéncia, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1. Mininizar o funcional

Jly] = [1(xy(x))2 dr tal que y eV (3.1.3)

comV ={y € CY([-1,1]); y(-1) =0, y(1) = 1}.

1 arctg(nz)

2" 2arctg(n )’
e, logo, y, € V. Além disso,

Solucgao: Seja y,(x) = =1,2,3,.... Entao, y,(—=1) =0eyl) =1

1 ! n?z?
Jyn] = d
L] 2n? arctg(n) /_1 (14 n2a22)? v

1 /” u?
= du
2n? arctg(n) J_,, (1 +u?)?

1 o u?
/ du.
2n? arctg(n) J_o (1+u?)?

Entdo, lim J[y,] — 0 e, logo J[y] > 0 para toda y € V, o que implica
n—oo

inf J[u] =
yev

isto é, (y,) é uma seqiiéncia minimizante.

Suponha que y, é uma solu¢ao do problema (BI3]), entdo J[y.] =0ey, € V
e, logo zy.(z) = 0 para todo = € [—1,1], o que implica y,(z) = 0 em [—1,1], ou
seja, y«(x) é constante. Mas, isto contradiz o fato da solugdo satisfazer y(—1) =0
ey(l)=1. |

Por outro lado, mesmo quando a seqiiéncia minimizante é convergente, por
exemplo no espago das fungdes continuas, nao é trivial justificar (BI2]), pois, em
geral, os funcionais nao sdo continuos na norma de C([a,b]). Por esta razao vamos
“enfraquecer” a exigéncia de continuidade de J[y| considerando a seguinte condicao:

Definigao 3.1. Dizemos que o funcional J|y] é semicontinuo inferiormente em
yo € V se para todo € > 0, existe § > 0 tal que J[y] — J[yo] > —

Assim, temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.1. Se (y,) € uma seqiéncia minimizante do funcional J[y] tal que

lim y, =7 e se J[y] € semicontinuo inferiormente em § entio J[g] = lim J[y,].
n—00 n—oo

Os seguintes exemplos ilustram situagoes para as quais o método direto nao é
eficaz:

Exemplo 3.2. Considere V. = {y € C([0,7]); y(0) = y(r) = 0}, yu(z) =
nsen(z) € V e Jy| = / (y? — 29?)dx. Observe que J[y,(x)] ndo é inferior-

mente limitado. De fato,
lim J C o (T2 - ]
Aim Jya(2))] = = lim | == ) = —oo.

Exemplo 3.3. Considere V. = {y € C([0,7]); y(0) = y(r) = 0}, yu(z) =

1 2 \/1 T\ 2 T 2 2
—_ —_— _ — = - 1 .
\/n2 + i - + (x 2) eV e Jyl /0 (y )*dx. Observe que,

inf Jv] e lim Jy,(z))] =0.

veV n—oo

T T
Mas toda subsequéncia de y,(x) converge par 5~ ‘x )

Exemplo 3.4. Considere V. = {y € C([0,7]); y(0) = y(r) = 0}, yo(z) =
lsen(az:) eVeldy = / g
n 0

, que ndo pertence a V.M

(y')dx com g(y') = y? sey’ # 0 e g(y) =1 se
)=0e lim Jly,(2)] = 55

n—o00 2m2’

y' = 0. Observe que, lim y,(z Mas,
n—oo

m=J[0] = J[ im yg(z)] > lim J[y,(z)] =0.
k— o0 n— 00
Logo, J[y] nao é semicontinuo inferiormente. |

3.1.2 Seqiiéncias minimizantes com o método de Ritz

Suponha que estamos buscando o minimo do funcional J[y] no espago de fungoes
V. Seja
¢1(1’), ¢2($), LR (ZSn(.’L'), B

uma seqiiéncia de funcoes de V' e sejam V,, subespacos vetoriais n-dimensionais
gerados pelas n-primeiras funcoes ¢;, ou seja, o conjunto de todas as combinagoes
lineares da forma

() = c1d1(x) 4+ cada(x) + ... + cndn(x).

com ¢; € R para 1 < j < n. Deste modo, em cada subespago V,,, o funcional J[i,,]
torna-se uma funcao de n-variaveis dada por

Ola] = Jerdy + ca2 + - .. + Cnn]

com a = (€1,C2,...,Cn).

Suponha que podemos minimizar a fungao ®[a]. Representemos por p,, este
minimo e por y, o elemento de V,, associado a este minimo.

Observe que p, nao cresece com n, pois quaisquer combinagdo linear de
D1, P2, ..., On, Ppy1 € também é uma combinacao linear de ¢1, ¢, ..., ¢,. Equiva-
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lentemente, cada subespaco da seqiiéncia Vi, Vs, ...,V estd contido no seguinte,
istoé, V1 D VoD V3D ...

Agora, daremos uma condigao que garante que a seqiiéncia (y,,) é uma seqiiéncia
minimizante.

Definicao 3.2. Dizemos que uma seqiéncia (¢,) é completa (em V) se dado
quaisquer y € V e € > 0, existe uma combinagao linear

wn = Cl(bl +62¢2 + ... +Cn¢n
tal que ||, —y|| <€, com n dependendo apenas de €.

Teorema 3.2. Se o funcional J[y| é continuo e a seqiiéncia (¢p,) € completa entio
lim p, = p com p = inf J[y].
n—oo Yy

A ideia geométrica da demonstracao do Teorema é a seguinte: se (¢n) é
completa entao qualquer elemento do espaco de dimensao infinita V' pode ser apro-
ximado por um elemento do espago de dimensao finita V,, (para n suficientemente
grande). Representaremos esta ideia escrevendo

lim V, =V.
n—oo

Assim, se § € V tal que J[g] = p e y, € V,, tal que limy,, = g, entdo (y,) é uma
seqiiéncia minimizante, pois J[y] é contiuno.

Embora esta sequiiéncia minimizante nao possa ser construida sem o conheci-
mento prévio de g, podemos mostrar que a seqiiéncia (y,) construida pelo método
acima tem a seguinte propriedade: os valores J[y,] estao arbitrariamente préximos
de J[g], e logo, (y,) é uma seqiiéncia minimizante (veja o Teorema [33)).

3.2 Solugao aproximada

Uma das mais importantes caracteristicas do método de Ritz é encontrar uma
solugao aproximada do problema variacional
J]y] = min J{v]. 3.24
] = min 1] (3:2.4)
num subespago fechado de dimensao finita V,, do espago vetorial V. Mais precisa-
mente, encontrar y, € V,, tal que
J = min J|v]. 3.2.5
] = min I (325
Do ponto de vista numérico, a caracteristica mais importante do método de Ritz
é que transforma o problema variacional num problema de otimizagao de fungoes
de vérias varidveis. De fato, sejam {¢1, ¢, ..., dn, ...} uma base do espago Ve V,, o
espago gerado pelas n-primeiras fungoes desta base, isto é, V,, = span{¢1, g2, ..., dn }.
Considere a solugao aproximada y, dada por

Yn = ZCW%- (3.2.6)
k=1

Entao, substituindo y, no funcional J[y] “transformamos” J[y] numa funcao ® de
n-variaveis. De fato,

P(er,ea,.050n) = J [chm] .
k=1
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Entao, o problema ([B.2.5) torna-se: encontrar um vetor & = (¢1,¢2,...,¢,) € R”
tal que
®(a) = min P(a) (3.2.7)
a€cR™
com a = (¢1,¢2,...,¢n) € R™

Observe que @ : R” — R, logo o problema ([B.27) é um problema de otimizagao
no R”.
Portanto, & é solugdo do problema ([B.2.7) se, e somente se, as derivadas parciais
de ® se anulam em &. Assim, encontrar uma solucao aproximada dada por (B.2.6])
é equivalente a encontra uma solucao do sistema
0P (a) o0P(a) 0P (a)

=0 =0,... =0. 3.2.8
Ocy " Ocy 7 ey, ( )

O problema aproximado [B23]) é chamado aprozimac¢do de Ritz do problema
variacional original.

Em geral, o sistema ([B.2.8]), de n x n equagdes algébricas, é um sistema nao
linear do tipo

O _ S oW (e b1, 0) = 0. (3.2.9)
8Cj 1

Existem muitos algoritmos numéricos para resolucao de sistemas lineares ou nao
lineares ([3.2.9). Nestas notas usaremos o aplicativo Maxima para a resolugio deste
sistema.

Do ponto de vista numérico, é importante que o sistema ([B:2.9) seja o mais
simples possivel. A estrutura deste sistema depende essencialmente da escolha da
base {¢1,¢2,...,bn,...}. Um dos processos importantes para escolha da base é
conhecido como método dos Elementos Finitos.

Naturalmente devemos primeiro responder as seguintes perguntas:

(a) Existe e é tinica a soluc¢ao do problema aproximado (BZ3])?

(b) Qual é a relagao entre as soluges do problema ([B.2.H]) e a solu¢do do problema
variacional original?

Nao é nosso objetivo tratar com detalhes a teoria de existéncia e unicidade
da solucao de problemas variacionais e questoes de existéncia e convergéncia das
solugoes aproximadas do método de Ritz, maiores detalhes podem ser encontrados
em [§]. Mas, apresentaremos alguns conceitos importantes tais como primeira e se-
gunda variacdo Gateaux, primeira e segunda derivada de Gateaux, segunda derivada
de Géateaux, entre outros. Também enunciaremos, sem demonstracao, o teorema de
existéncia, unicidade e convergéncia para o método de Ritz.

Sejam X e Y espagos normados e T': X — Y uma aplicagao. Para h € X fixo,
considere a fungao

P(t) = T(zo + th),
com t € R um parametro na vizinhanca de t = 0.
Defini¢ao 3.3 (variacao de Gateaux). A 1 variagao de Gateaux de T em g na

dire¢ao de h, representada por 6T (xo; h), € definida por

. . d L T[l‘o + th} — T[Qfo}
5T (i h) = T (o + )] = lim :

quando este limite existe para xg,h € X et € R.
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A 17 variagado de Gateuax 0T (zo; h) ndo é necessariamente linear em h. Além
disso, podemos definir a derivada de T num sentido “mais forte” do que a 1¢
variacao de Gateaux.

Definicao 3.4 (derivada de Gateaux). Dizemos que a aplicagio T : X — Y tem
“derivada de Gateaux” no ponto xg, se e somente se existe a 1* varia¢do de Gatevax
0T (yo; h) para todo h € X e existe uma aplicagdo linear e continua DT (x0) : X =Y
tal que

DT (xo;h) = 6T (xo;h), VheX.

Representamos a derivada de Gdteaux por DT (xg).
Observe que DT'(zg) € L(X;Y).

Exemplo 3.5. Suponha que H € um espaco de Hilbert e f : X — R tem derivada
de Gdteauz Df(xg) em g € H. Entao, pelo Teorema de representacdo de Ritz,
existe um unico elemento V f(xg) € H tal que

Df(zo)h = (h, V f(x0)).
O elemento V f(xg) é chamado de “gradiente” de f em xg.

Definicao 3.5 (segunda variacdo de Gateaux). A 22 variagao de Gdteauzr de T
em o na dire¢io de h, representada por §*T(xo; h), é definida por
0? 0T (xo + sk; h) — 6T (zo; h)

2 . — — 1
0°T (zo; hy k) = asat6T(x0 +th+ sk) o= il_rg .

quando este limite existe para xg,h,k € X et,s € R.

Defini¢ao 3.6 (segunda derivada de Gateaux). Dizemos que a aplicagio T : X —
Y tem “sequnda derivada de Gateauzr” no ponto xy, se e somente se existe a 2¢
variacio de Gateuax 5°T (yo; h, k) para todo h,k € X e existe um operador bilinear
e continuo D?T(xg) : X x X — Y tal que

D*T(zo; h, k) = 6°T(x0; b, k), Vh,k € X.
Representamos a seqgunda derivada de Gateaux por D*T(xg).
Observe que DT (z0) € L(X;L(X;Y)) ~ L(X, X;Y).

Teorema 3.3. Sejam V um espaco de Banach reflexivo e J : V — R um funcional
continuo. Seja D*J(y) a sequnda derivada de Gateaux de J[y]. Se existe uma
constante C' > 0 tal que, para todo y,v € V tal que

D2J(y;v,0) > O|v]|%,

e uma seqiiéncia de subespagos V,, satisfazendo a sequinte condi¢do: para todov € V
existem elementos v, € Vy,, n € N, tais que

lim [|v—wv,|| =0.
n—oo

Entao,
(a) existe uma Unica solu¢io y € V' do problema (324);

(b) para cada n € N eziste uma dnica solugdo y, € V,, do problema (B2H);
(¢) o método de Ritz converge para o problema [B.24), ou seja,

lim ||y — ynl| = 0.
n—o0
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Para ilustrar, vamos considerar alguns exemplos. O Exemplo 3.7 foi tratado por
Ritz, em 1909, no seu trabalho pioneiro sobre o “método de Ritz”.

Exemplo 3.6. Considere o problema variacional de minimizar o funcional

Jly) = /1 (1 —2%)y? dx (3.2.10)

-1
sujeito a restri¢ao

Kly] = /1 y*dr = 1. (3.2.11)

—1

Solugao: Para ilustrar vamos resolver o problema usando a equagao Euler-Lagrange.
Aplicando os resultados da Segao [[.4] tem-se

0 d 0
91— 222 /\2}77 7[172 /27)\2} —0.
8y[( ey M| - oy (1—2%y y

Efetuando os cédlculo obtemos a seguinte equagao diferencial, conhecida como
equacao de Legendre:

% [(1 _ ﬁ)jﬂ — )y (3.2.12)

Tomando A = (I + 1) com [ € R, temos que a solugéo geral] de BZ12)) é dada por
y(x) = C1 Pi(z) + C2 Qu(z)

com C e Cy constantes arbitrérias e P;(x) e Q;(x) o primeiro e o segundo polinémio
de Legendre, respectivamente. Para | € N, os seis primeiros polindémios P;(z) sao
dados por

LA Pi(z)
0|0 1
1| 2 T

6 (322 —1)/2

2
3|12 (523 — 3x)/2
4120 | (352%—302%+3)/8
5|30 | (632° — 7023 + 15z)/8

Usando o Mazima vamos verificar que os polinémios P;(z), | = 0,1,2,3,4,5
satisfazem a restrigdo (B2I1). De fato,

Maxima
(%1138) p(x):=[1,x, (3*x"2-1)/2, (5*%x~3-3*x) /2, (35*xx~4-30%*x"2+3) /8,
(63*x"5-70%x"~3+15%x) /8] ;

2—1 3 _ 4 2
(%0120) P(x):[l,m,?)*a; ’5*x23*x’35*x Zo*x _|_3’

63*%5—70*x3+15*x]
8

Ipara mais detalhes consulte [T9, capitulo VI]
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Para obtermos uma solugao aproximada usando o método de Ritz vamos conside-
rar a aproximagao ys(z) = cox + ¢1 « + cox?. Substituindo em B2I0) e EZII)
obtemos, respectivamente,

16c¢3  20c3
15 15 7

_ 6c3+20coco +10¢f 4303 _

F(x) = 1=0.

¢(607 C1, 02) =

De fato, calculado com o Maxima:

Aplicando os resultados da Secao [[4 devemos resolver o seguinte sistema:

(0P oOF
ey "o "
0P oF
9e; P oe "
00 OF

\ 3_(12+p6_62_0

Com o Mazima obtemos
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4 _
Clotoey raxp—8a
3
Clo127) (12¢2 +20¢o)p — 322
' 15

(%1150) sol:solve([F(x)=0,eql(x)=0,eq2(x)=0,eq3(x)=0],
[rho,c[0],c[1],c[2]11)$

(%0128)  [rho = 0,c[0] = —ﬁ, e1] = 0,¢[2] = 0]

L

V@)
B 3v5

(%0129)  [rho =0,c[0] = 1] =0,¢[2] = 0]

(%0130)  [rho = 6,c[0] = ~%372 c[l] =0,¢[2] = Z”T]
(o131)  [rho = 6, c[0] = 23%,(;[1] —0,c2] = —23—{5]
(%ho132)  [rho =2,¢[0] = 0,¢[1] = —\/3,0[2] =0]

V2
V3

(%0133)  [rho=2,c[0] = 0,c[1] = NG

y¢[2] = 0]

Considerando as solugoes aproximadas

n|p Yya(x)

0 1/V2
1|2 V3z /2
216 | V5322 —1)/v8

observe que temos as mesmas solucoes obtidas anteriormente com p = A.
Neste exemplo obtemos a solugdo exata, mas em geral com método de Ritz
obtemos apenas aproximacoes. [ |

Exemplo 3.7. Usando o método de Ritz, resolva o problema variacional de mini-
mizar o funcional

Ju) :/ (y? — py*)dx (3.2.13)

—1

satisfazendo as condigoes de fronteira y(—1) = y(1) =0 com p uma constante.

Solugao: Observe que f(z,y,y’) = ¥ — py? e logo, a equacio de Euler-Lagrange
de BZT3)) é o seguinte problema de autovalor:

(3.2.14)
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As solugoes exatas de ([B.2.14) sdo as autofungdes pares

y(x)zcos(%x), sen(rz), cos(?’”;),

com correspondentes autovalores

2 9 2
§= % ~ 9467401, =72 p= % =~ 92.207,

Para obtermos uma aproximagao das autofungoes pares vamos escolher como
base as fungoes
on(x) = (1 —2?)z*, k=0,1,2,...

Observe que as fungoes da base satisfazem as condigoes de fronteira. Entao, pelo
método de Ritz temos a seguinte aproximacao da solucgao:

yn(z) = ch(l — %2k
k=0

com as incognitas ¢ determinadas pelo problema de minimizagao

in ¢
R

1
com P(c) = / (yn)? = oy, da.
-1
Por exemplo, para m = 1, obtemos o seguinte problema de autovalor
(35 =14 pu)co+ (7T—2p)c1 =0
(21 —=6p)co + (33 —2p)cy = 0.
O determinante do sistema acima deve ser nulo, o que implica
p? =284 +63 =0,

cujas solucoes sao u = 2.467440 e u = 25.6. Observe que o valor aproximado
1= 2.467440 é uma boa aproximagao do menor autovalor.

Para m = 2, obtemos p = 2.467401 e
ug(x) = (1 —2%)(1 — 0.233430 2% + 0.018962 2*)

que é uma boa aproximacao da menor autofuncao.
Para as autofungoes impares, escolhemos como fungoes da base

Yp(z) = (1 — 2B+, k=0,1,2,...

3.2.1 Implementacao com o Mazima

Usaremos o seguinte algoritmo para implementar o método de Ritz com o
Maxima:

Algoritmo
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Entrada: Inteiro m, as fungoes da base ¢y

1. Definir o funcional,

2. Montar o sistema (B.29);

3. Resolver o sistema ([329) e obter ¢;;

4. Definir a funcao y,(z), que representa a solugao aproximada do problema;
5. Definir a solucao exata (quando for conhecida);

6. Desenhar o grafico da solugao aproximada e/ou da solugao exata;

Saida: Os coeficientes c1,ca, ..., c, € 0 grafico da solugao exata e aproximada.

Para melhor compreeensao, usaremos o algoritmo acima diretamente em alguns
exemplos, mas sua implementagao com o Maxima é dada pelo comando

Ritz(f, y, x, a, b, n, tipo_base)

com

(a,b): intervalo de integragao;

n: numero de funcoes na base;

tipo_base: tipo de funcao da base:

1 - funcao polinomial;

2 - funcao seno;

3 - funcao “chapéu” linear.

Exemplo 3.8. Usando o método de Ritz, obtenha uma solucdo aproximada do

minimo do funcional
1 /2
J[y]:/ (y—12332y> dx
0 2

tal que y(0) = y(1) = 0.

Solugao:

Maxima % Problema aproximado: Defini¢ao do funcional e da fungao ® %
(%i151) 1ritz(w,n) :=(’diff(w,x), ev(/h,diff) "2/2-12%x"2%w,
integrate (%%,x,0,1) ,for j: 1 thru n do
F[j1:diff (%%,cl31));
d  ev(%%,diff)?
—w,
dx 2
1
/ %%dz, for j thru n doF[j]:diff(%%,c[j]))

(%0134)  lritz(w,n) := < + 12x%w,

0
% Fungoes da base: ¢;(z) = 27 % (z* — 1) e montagem do sistema %
(%1152) 1ritz(sum(c[jl*x"j*(x"2-1),j,1,3),3);

(%0135)  done
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Observe que a equagdo de Euler-Lagrende do funcional J[y] é

—y’ =1222
y(0) =y(1) =0
cuja solucdo exata é dada por y(x) = —a* + .

Vamos comparar a solugao exata com a solucao aproximada obtida pelo método
de Ritz:
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Exemplo 3.9 (oscilador harmoénico). Usando o método de Ritz, encontre o extremo
do funcional

/2
/ Y2 —yPdz, y(0) =0, y(n/2) = 1.
0

N =

Jlyl =

Solucgao:
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Exemplo 3.10 (geodésica planar). Usando o método de Ritz, encontre a curva que
passa pelos pontos A = (0,0) e B = (1,5) que tem comprimento minimo.

Solucgao:

Observe que o método de Ritz obtém a solucao exata y(x) = 5. | ]

Exemplo 3.11 (superficie de drea minima). Usando o método de Ritz, encontre o
extremo do funcional

Jly] = /_1 yv1+y?dz, y(—1)=cosh(l), y(1) = cosh(1).

Solucgao:




Solugao aproximada

funl ———

cosh(x) ——

71
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3.3 Exercicios

1. Usando o método de Ritz, obtenha uma solucao aproximada do problema
variacional:

/2
Jly] = /0 y? —y?de, y(0)=y(r/2) =1.

2. Usando o método de Ritz, obtenha uma solucao aproximada do problema
variacional:

1 12
Jlyl = / ry Lo de, y(0) =y(1) =0

3. Usando o método de Ritz, obtenha uma solugao aproximada do problema
variacional:

1
J[y]=/ Y +4yy +4y?dz, y(0)=1, y(1)=1/2.
0

4. Usando o método de Ritz, obtenha uma solugao aproximada do problema
variacional:

2
Jy] :/o (y? +y*+2zy)dr, y(0)=y(2)=0.

5. Usando o método de Ritz, obtenha uma solucao aproximada do problema
variacional:

Il = / (W7 — 3 — 22y)dz, y(0) = y(1) = 0.

6. Usando o método de Ritz, obtenha as solugoes aproximadas do Exemplo
usando y3(z) = co + c17 + cox? + c375.

7. Calcule uma aproximacao do menor autovalor do problema de Sturm-Liouville

A (L) _
de \Tdz ) Y
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Apéndice A

Respostas dos exercicios

A.1 Capitulo 1
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A.2 Capitulo 2
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A.3 Capitulo 3

funl ——
+Cos(x) ———
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funl ——
X224x(2

funl ——
cosh(x/2)-1 2044*sinh(x/2) ——

83
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funl ——
2 (Foe™Mx+2)-%e™( 2-x))/(%ed-1)-x
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Apeéendice B

O aplicativo MAXIMA

B.1 Introducao

O objetivo principal deste apéndice é introduzir os comandos do aplicativo
Mazima versao 5.28.0 que foram usados nas atividades deste texto.

O Mazxima é um software livre, de acesso gratuito na Internet, andlogo ao Mathe-
matica e ao Maple e compativel com o UNIX, LINUX, MAC e Windows. Por ser
um software livre possui as seguintes vantagens: acesso ao cdigo fonte, incentivo ao
desenvolvimento de um espirito de comunidade, incentivo ao trabalho colaborativo,
criacao de patrimonio cultural da humanidade, maior seguranca, pode ser obtido
em forma gratuita, entre outras.

Para mais detalhes consulte o sitio http://maxima.sourceforge.net.

Um pouco de histéria

Maxima é um dos sistemas CAS mais antigos. Foi criado pelo grupo MAC no
MIT, na década de 1960, e inicialmente chamava-se Macsyma (project MAC’s SYm-
bolic MAnipulator). Macsyma foi desenvolvido inicialmente para os computadores
de grande escala DEC-PDP-10 que eram usados em varias instituigoes académicas.

Na década de 1980 foi desenvolvido para varias novas plataformas, e uma das
novas versoes foi designada de Mazima. Em 1982 o MIT decidiu comercializar
Macsyma e, em forma paralela, o professor William Schelter da Universidade de
Texas continuou a desenvolver o Mazima. Na segunda metade da década de 1980
apareceram outros sistemas CAS proprietdrios, por exemplo, Maple e Mathematica.
Em 1999, a versao proprietaria do Macsyma foi vendida e retirada do mercado,
incapaz de concorrer contra os outros sistemas CAS proprietdrios. Em 1998 o
professor Schelter obteve autorizacdo do DOE (Department of Energy), que tinha
os direitos de autor sobre a versao original do Macsyma, para distribuir o cédigo
fonte do Mazima.

Ap6s a morte do professor Schelter em 2001, formou-se um grupo de voluntarios
que continuam a desenvolver e distribuir o Mazima como software livre. O Mazima
partilha as muitas vantagens do software livre: acesso ao cédigo fonte, criagao de um
espirito de comunidade e partilha, criagao de patriménio cultural da humanidade,
maior seguranca, pode ser obtido em forma gratuita.

Algumas informacoes preliminares

O Maxima trabalha de modo interativo, isto é, ele exibe uma area de trabalho,
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na qual vocé deverd digitar os comandos e visualizar as respostas.
Algumas instrugoes preliminares sao necessarias antes de vocé comecgar a usar o
aplicativo.

Cada linha de entrada (input) é designada por (% in), com n o nimero da
linha de entrada e cada linha de saida (output) é designada por (% on), com
n o numero da linha de saida;

Cada linha de comando ¢ finalizada com terminador ponto e virgula (;)

Sempre que terminar de digitar uma linha de comando acione a tecla
shift+ < enter > ou < enter > para que o Mazima efetue as operagoes;

Todos os comandos do Maxima sao escritos com letras minusculas. O apli-
cativo faz diferenca entre maitsculas e mindsculas. Por exemplo, sin(x) é
diferente de Sin(x) ou sin(X);

Os comandos do Mazima podem ser usados “clicando-se” diretamente no
respectivo icone, no menu da area de trabalho.

B.2 Operagoes basicas

Operadores Aritméticos

Vocé pode usar o Mazxima como uma calculadora efetuando operagoes numéricas

com

os seguintes operadores aritméticos :
A poténcia
— subtracao
/ divisao
*  multiplicagao
+ adicao

Exemplo B.1. Efetue as sequintes operagoes:

a)5x8x3; b)32+632 ¢ 84+5)3—6x(1+4); d)

Maxima
(%i281) 5%8%3;

(ho247) 120

(%1282) 3.2+6.32;
(%0248)  9.52
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(%i283) (8+5)"3-6%(1+4);
(%h0249) 2167

(%1284) 2.65/4.5;
(%0250)  0.58888888888889

Resultados aproximados e exatos

Como o Mazima é um aplicativo simbdlico, frequentemente vai gerar resultados
exatos. Para obtermos resultados aproximados usamos o seguintes comando:

float(M) resultado decimal do nimero M.

M, numer resultado decimal do ntimero M.

1
Exemplo B.2. Calcule o valor exato e o valor aproximado de 3 + =

Maxima
(%i285) 1/5+5/7;

32
%0251 —
(%0251) 3%

(%i286) float (1/5+5/7) ;
(%0252)  0.91428571428571

(%i287) 1/5+5/7, numer;
(%0253) 0.91428571428571

Maxima pode calcular com uma precisao muito alta. Por exemplo, calcular o
valor de m com uma precisao de 40 digitos:

Maxima
(%1288) fpprec:40;

(%0254) 40

(%i289) bfloat (\%pi);
(%0255)  3.14159265358979323846264338327950288419760

O modificador bfloat foi usado para obter uma representacao no formato “big
float”. A constante fpprec controla o nimero de algarismos significativos usados
para o formato “big float”. O valor de 40 para a varidvel fpprec s6 tem efeito
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dentro do bloco “bfloat”onde foi usado; fora do bloco, fpprec continua com o seu
valor habitual de 16. A letra b no fim do resultado representa a ordem de grandeza
do nimero; neste caso b0 representa um fator de 10° = 1.

Constantes e Fungoes

O Mazima possui as seguintes constantes e funcoes que podem ser usadas dire-
tamente.

Constantes
%pi - w=3.1415926...
%e - e=2.7182818...
%i - i=+-1
inf - 400
minf - —00
Funcoes
abs(x), sqrt(x) - x|, V&
exp(x), log(x) - e* In(x)
sin(x), cos(x), tan(x) - sen(x), cos(z), tg(x)
sec(x), csc(x), cot(x) - sec(x),cossec(x),cotg(x)
n! - n fatorial
randon(x) - ntdmero aleatério.

Exemplo B.3. Calcule o valor aproximado de log11 e e?2;
™
b) Calcule o valor exato de sen<g);
c¢) Calcule o fatorial de 30.

Maxima
(%1290) float (log(11));

(%0256)  2.397895272798371

(%1291) exp(22), numer;
(%0257)  3.5849128461315918 * 10°
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(%i292) sin(%pi/5);
. . (%pi
(%0258) sm(T)

(%1293) 30! ;
265252859812191058636308480000000

(%0259)

Operadores léogicos e relacionais
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Podemos usar o Mazima para efetuar operagoes logicas com os seguintes coman-

dos:

is(expr)

assume(expr)

forget(expr)

and

or

=
>,

<

notequal
>=

<=

verificar se a expressao expr ¢ falsa ou verdadeira
assume que a expressao expr é verdadeira

apagar o valor l6gico da expressao expr

operador légico e

operador 1égico ou

igual, diferente

maior , maior ou igual

menor, menor ou igual

Nao podemos considerar varias expressoes condicionais simultaneamente, por
exemplo 6 < 7 < 8. As desigualdades somente se aplicam aos pares de expressoes.
Para a resposta verdadeira, o Mazima usa true e para falsa, false. Quando acontece
uma indefinicao, usara a palavra unknown.

Maxima Efetuando operagoes légicas:
(%i294) is(9<3);

(%0260)

false

(%i295) is(6<50 or 6 <7);

(%o261)

(%i296) is(x~2 >0);

(%0262)

(%i297) is(x~2 >=0);

(%0263)

true

unknown

true
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Definindo funcgoes

Além das fungoes da biblioteca do Maxima, podemos também definir (criar)
novas fungoes usando o comando atribuidor :=.

flxy, ..., xy):=expr(zy,22,. .., x,) define uma funcdo f: R" — R

flar, ... xn):=[f1(Z),..., fm(Z)]  define uma funcdo f : R™* — R™
kill(f) remove a definigdo de f

Os nomes f que usamos para definir as fungoes sao simbolos que nao devem
ser confundidos pelo programa com nomes ja existentes. Por isso, é bom evitar o
mesmo nome para diferentes funcées. Ao terminar de usar o simbolo f, apague sua
definigdo usando o comando kill(f).

Exemplo B.4. Defina as fungoes dadas abaixo e efetue os calculos indicados.

241
a) f(z) = \/324711; o valor de f(2,3); o valor exato de f(1);

b) g(z,y,2) =y cos(z) + 2%; o valor exato e aproximado de g(5,3,1);
c) h(t) = (t,t?); o valor de h(2).

Maxima
(%1298) f(x) :=sqrt ((x"2+1)/(3*x"4+1));

2
(%0264)  £(z) := \/324—1

(%i299) £(2.3);

(%0265)  0.2721057705671
(%1300) £(1);

1

%0266 —
(%0266) 7

(%i301) g(x,y,z) :=y*cos(x)+z"2;
(%0267)  g(x,y,2) :=y * cos(x) + z°

(%1302) g(5,3,1);
(%0268) 3 xcos(b) + 1

(%i303) h(t):=[t,t"2];
(%0269)  h(t) = [t, t?]

(%i304) h(2)
(%ho270)  [2,4]
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B.3 Graficos

Um dos mais importantes recursos computacionais do Mazxima é sua visualizagao
grafica. Nesta segao descreveremos os principais comandos graficos deste aplicativo.

Lembrando que, o gréafico de uma fungéo real f : [a,b] — R é um subconjunto
do plano R? dado por Gy = {(z,y) € R%; y = f(z), z € [a,b]}.

Coordenadas cartesianas

Para desenharmos o gréfico de uma funcdo f(x) (ou mais fungdes) definida(s)
no intervalo [a, b], em coordenadas cartesianas, usamos os seguintes comandos:

plot2d(f(x),[x,a,b], [opcoes]) desenha o grafico da fungao f : [a,b] — R

plot2d([f; (x), f2(x),. . ., fn(x)],[x,a,b], [opgdes]) desenha o grifico de uma

lista de fungbes no mesmo sistema de coordenadas.

Podemos usar diretamente o comando grafico plot2d do Mazima acionando
a janela Grafico 2D localizada na parte superior da area de trabalho. A opcao
padrao, desenha o grafico numa janela auxiliar e a opcao embutido, desenha o
grafico na area de trabalho do Mazima. Também podemos obter o grafico direta-
mente na area de trabalho do Maxima digitando wx seguida do comando plot2d.

Todas as opgoes do comando plot2d sao listas, sendo a primeira entrada o
nome da opgdo. Por exemplo, [nticks, 20] usa 20 pontos para desenhar o grifico
ou o trago da curva. O Maxima representa os desenhos do comando plot2d numa
proporcao de 4 para 3 entre os eixos horizontal e vertical, portanto para obter a
mesma escala nos dois eixos usa-se a opcao “set size square” .

O Maxima usa os programas auxiliares Gnuplot, Openmath e XMaxima para
desenhar os graficos. No caso do Gnuplot, usa-se o comando gnuplot_preamble
para implementar as opgoes do plot2d.

Exemplo B.5. Desenhe o grafico das seguintes funcoes:

(a) f(x) = sen(2z) e g(z) = sen(3x) no intervalo [0,27] e no mesmo sistema de
coordenadas.

1
(b) f(z) = — no intervalo [-1, 1], com a variagdo da imagem de f de —100 a
x
100.

(c) Desenhe o circulo de centro (0,0) e raio 1.

Maxima
(%1305) plot2d([sin(2*x) ,sin(3*x)], [x,0,2*%pil)};
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sin(27x)
sin(3*x)
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Coordenadas polares

A localizagao de um ponto P do plano no sistema de coordenadas polares é
determinada pela distancia r de P ao p6lo O e um angulo 6 orientado, no sentido
anti-horario, formado entre r e a semi-reta horizontal de origem em O, chamada
eixo polar. Podemos desenhar graficos em coordenadas polares com o comando
plot2d e a opcao set polar do seguinte modo:

plot2d([r(0)], [0, 01, 2], [gnuplot_preamble, “set polar; opgoes;”])

desenha o grafico em coordenadas polares

Atencao: para obter a melhor visualizagdo do grifico, use a op¢ao [y, y1,y2] para
ajustar a janela de visualizagao.

Exemplo B.6. Desenhe o gréfico em coordenada polares das seguintes funcgoes:

a) Circulo: r =1; b) Cardidide: r =1 — cos(f)
c) Rosdcea: r = cos(26); d) Concéide: r =2 — sec(f)
e) Espiral de Arquimedes: r =6

Maxima Vamos usar as opgoes unset border e unset tic para remover a nu-
meracao e a borda a implmentacao grafica do Maxima.
(%1308) plot2d([1], [ph,0,2 %pil, [y, -2,2], [gnuplot_preamble,

"set polar; set size square;unset border;

unset tic;"]l);

Maxima

(%1309) plot2d([1-cos(ph)], [ph,0,2 %pil, [y, -2,2],
[gnuplot_preamble, "set polar; set size square;
unset border;unset tic;"]);
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Maxima

(%1312) plot2d([phl, [ph,0,2 %pil, [y, -8,8],
[gnuplot_preamble,
"set polar; set size square;unset border;
unset tic;"]);

Graficos com draw

Um comando mais sofisticado para representarmos graficos com o Maxima é o
pacote draw. Este pacote é um moédulo externo e para ser executado precisa ser
primeiro carregado na memoria do computador com o comando load.

draw2d(objetos, opgdes) desenha o gréfico bidimensionais.

Os “objetos” do comando draw2d sao comandos do tipo explicit, parametric
e implicit, entre outros.

explicit(f(x),x,a,b) desenha o grafico da fungao f : [a,b] — R;
parametric(x(t),y(t),t,t1, t2) desenha o grafico da curva (x(t),y(t))
em [tq, to];
implicit(eq.,x,x1,X2,y,Y1,y2) desenha o grafico de uma fungao y(x)
dada implicitamente na equacao eq.;
polar(r(9), 0, 61, 03) desenha o grifico de uma funcao

em coordenadas polares.

Exemplo B.7. Desenhe o gréfico das seguintes funcgoes:
(a) f(z) =2 cos(zx), x € [—m,7];
(b) (x(t),y(t)) = (2sen(t),2 cos(t), t € [0,27];
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(c) % —y’>=1comy=y(z), v € [-4,4] ey € [-4,4];

(d)r =1+0.8xsen(13xt), t €[0,27];

(e) Desenhe todos os gréficos no mesmo sistema cartesiano.




Gréficos 99




100 O aplicativo MAXIMA

B.4 Derivacao e Integracao

Para calcularmos a derivada e a integral de uma funcao f usamos os seguintes
comandos:

b
integrate(f(x),x,a,b) - / f(z)dx

diff(f(x) x) - flx)
diff(f(x),x,n) - ()
diff(f(x,y),x,n,y,m) - 88? (gy_7£>

Exemplo B.8. Calcule as seguintes derivadas:

o2 f

a) f(x) =Vx+1; f(z);  b) flz,y) =sen(zy?); oyox’

Exemplo B.9. Calcule as seguintes integrais:

a) /OW/3 sen’(x) cos(z)dx;  b) /#W, c) /OI 53 ds.
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B.5 Resolvendo equacoes algébricas

Podemos resolver equagoes algébricas usando o seguinte comando:

solve(eq=0,x) resolve a equacdo eq para a varidvel x.

A saida do comando solve é uma lista do tipo [z1,z2,x3,...] com z; (i= 1,2,3...)
as solugoes. Se omitirmos a igualdade, o Maxima assumird o argumento do comando
solve como uma equagao.

Exemplo B.10. Resolva as seguintes equagoes:

a)xt—22—-1=0 b)a®—42+2=0 c)cos(x)-x=0.

Maxima
(%1329) solve(x~4-x"2-1=0,%) ;

CVVEHL  VVEEL VB — 1%
Ve Ut ve T v2 o
:\/\/5—1%1']

V2

(%1330) solve(x~5-4%-x+2=0,%) ;
(%0283) [0=2"—4%z+2]

(%0282) [z =

(%i1331) solve(cos(x)=x,x);
(%0284) [z = cos(z)]

Note que, o comando solve nao resolver as equagoes dadas nos itens (b) e (c).
Podemos resolve-las numericamente podemos usar os seguintes comandos:

find _root(f(x)=0, x, a, b) método da bissec¢ao;
newton(f(x)=0,x, x¢, max) método de Newton;
mnewton([f1,.. ., f,], X1, .., xu],[x%,. .., x2])  método de Newton

para sistema de equagoes.

Para o método da bisseccao a fungao deve mudar de sinal nos extremos do
intervalo. Se essa condigao nao for satisfeita, o método serd controlado pelo comando
find_root_error. Se o valor deste comando for true temos que ocorreram erros;
caso contrario sera retornado um valor. Para o método de Newton, xy é o chute
inicial e o critério de parada é abs(expr) < max. Para usarmos o comando newton
devemos carregar o pacote newtonl e o comando mnewton devemos carregar o
comando mnewton.

Exemplo B.11. Resolva numericamente as equacoes dos itens (b) e (¢) do Exemplo
[B.10)
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Maxima
(%41332) find_root (x~5-4*-x+2=0,x,-1,1);

(%0285)  0.50849948465733

(%1333) load(newtoni) ;

(%o286) C : /PROGRA 2/MAXIMA 1.0 — 2/share/mazxima/5.28.0 —
2/share/numeric/newtonl.mac

(%1334) newton(cos(x)-x,x,1,1/100);
(%0287)  0.73911289091136

Exemplo B.12. Resolva numericamente o seguinte sistema:

Iy +3l09($1)*1‘% =0
2x%—x1$2—5x1+1 = 0
Maxima
(%1335) load (mnewton) ;
(%0288) C : /PROGRA 2/MAXIMA 1.0 — 2/share/mazima/5.28.0 —

2/share/numeric/mnewton.mac

(%1336) mnewton ([x1+3*1log(x1)-x272, 2*x172-x1*x2-5xx1+1],
[x1, x2], [5, 5]1);

(%0289) [[z1 = 3.756834008012769, 22 = 2.779849592817898]]

B.6 Equacoes diferenciais ordinarias

Para resolvermos equagoes diferenciais ordinarias com o Mazima usamos o se-
guinte comando:

ode2(edo, vardep, varindep)

edo - equacao diferencial
vardep - varidvel dependente

varindep - variavel independente.

Quando o aplicativo resolve a EDO, retorna uma solugao (explicita ou implicita)
para a variavel dependente e representa a constante por “%cl”, “%c2”, etc. Se nao
pode obter a solugao, retorna a palavra false seguida, as vezes, de uma mensagem
de erro.

Para obtermos o valor das constantes usamos o comando
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icj(sol, varindep=xg, vardep=yp)

j=1 - EDO de primeira ordem
j=2 - EDO de segunda ordem
sol - solugéo geral da EDO

x¢ - valor inicial da varidvel independente

yo - valor inicial da varidvel dependente.

Para o caso de problemas de fronteira com EDO de segunda ordem, obtemos o
valor das constantes usando o comando

bc2(sol, frontx=x1, fronty=y;, frontx=x4, fronty=ys)

sol - solugao geral da EDO
x1, To - valores de fronteira da varidvel independente

Y1, Y2 - valores fronteira da varidvel dependente.

Exemplo B.13. Encontre a solugdo y(x) do sequinte problema de valor inicial

(-1’ + -1’y =0,

y(3) =2

Maxima
(%1337) eq: (x-1)*y~3+(y-1)*x~3*’diff (y,x)=0;

(%0290)  x* (y — 1)%y +(xz-1)y3=0

(%1338) ode2(eq,y,x) ;

2y—1_(7 Dae = 1
292 oc 2 x2

(%1339) ic1(%054,x=2,y=-3);

2y —1 z2 + 72z — 36
%0292 = —
(%0292) 252 o 2

(%0291)

Exemplo B.14. Encontre a solugao y(x) do sequinte problema de fronteira
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Exemplo B.15. Calcule y'(z) para y(z) dada implicitamente por y*+z%y?+z* = 3.

Como a solucao y(z) é dada implicitamente, derivaremos a equagio usando o
comando diff e depois resolveremos a equagao resultante usando o comando solve.

B.7 Alguns comandos de programacao

Criando Listas

Podemos gerar uma lista com o seguinte comando:

makelist(expr,i,min,max): gera uma lista com ¢ variando de min até max.

Exemplo B.16. Gerar uma lista com os 10 primeiros nimeros impares. obtermos
0 5° elemento da lista



Alguns comandos de programacao

Maxima
(%1347) L1:makelist (2*¥k+1,k,0,9);

(%0300)  [1,3,5,7,9,11,13,15,17, 19]

(%i348) L1[5];
(%0301) 9

105

Podemos também unir duas ou mais listas com o comando append, como ilustra

no seguinte exemplo:

Maxima
(%1349) L2:makelist (2%k,k,0,9);

(%0302)  [0,2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18]

(%1350) append(L1,L2);

(%0303) [1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,0,2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18]

O comando if

O comando if é usado em sentengas condicionais e tem como sintaxe:

for verdadeira; caso contrario avalia expr2

if cond then exprl else expr2 : avalia a expressao exprl se a condi¢gao cond

Maxima
(%1351) if 2>1 then 2-1 else 2+1;

(%0304) 1

O comando for

O comando for é usado para executar iteragoes e tem seguinte sintaxe:

for var(i):ip thru i, step m do expr(var(i))
var(i) com i variando de ig & i, com passo m.

: avalia a expressao expr para

Exemplo B.17. Obter valores da funcdo f(x) = x? para x € [2,5]
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Apéndice C

Pacote calculo variacional

C.1 Descrigao

Este pacote é de autoria do Prof. Hugo Diniz com objetivo de sistematizar
algumas comandos usados no livro. Este comandos auxiliam a andlise de problemas
variacionais propostos.

Neste apéndice descreveremos os comandos implementados no pacote.

C.2 Comandos

O comando variavel_explicita verifica se a expressdo (-exp) depende ou nao da
varidvel (_var), considerando as expressoes em (_lista) como independentes de (_var).
Substitui as expressoes em (_lista) e deriva em relacao a (_var)

-=> variavel_explicita (_exp, _var, _lista) := block ([f, i],
for i: 1 thru length (_lista) do (_exp:
subst (f[i], _listal[il, _exp), _lista:
subst (f[i], _listali], _lista)),
is (diff(_exp, _var) # 0)
)$

C.2.1 Euler-Lagrange

O comando EulerLagrange calcula a equagao de Euler-Lagrange para o funcional
/L(t, u,u') dt.
[T}

Nao é necessario declarar a dependéncia de “u” com relagao a “t”. Caso “L”
dependa de outras variaveis, deve-se declara suas dependéncia com relagao a “t”. O
comando apresentard diferentes versoes no caso que “L” néao depende explicitamente
de “tﬂ ou “u”
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-=> EulerLagrange (’_L, _u, _t) :=
block ([dep, exp_t, exp_u, s, ds, EL, IB, C],
dep: member (_u(_t), dependencies),
if not dep then depends(_u,_t),
exp_t: apply(variavel_explicita, ev([_L, _t, [_u, diff (_u, _t)11)),
exp_u: apply(variavel_explicita, ev([_L, _u, [11)),
ldisp (ev(_L)),
print ("EqualA§Afo de Euler - Lagrange"),
if exp_u then 1ldisp (EL:
ratsimp(ev(diff(_L,_u) - diff(diff(_L, diff(_u, _t)),_t))=0))
else 1ldisp (EL:
ratsimp(ev(diff (_L, diff(_u, _t))=C))),
if not exp_t then (
print("Identidade de Beltrami"),
ldisp (IB:
ratsimp(ev (_L - diff (_u, _t) * diff (_L, diff (_u, _t))=C)))
),
if not dep then ev(’remove(_u, dependency), nouns),
n Dkll
)8

C.2.2 Hamiltoniano

O comando Hamiltoniano(X, F, P, J, u, t, t0, tf) calcula o Hamiltoniano.

-=> Hamiltoniano (X, F, P, J, u, t, tO, tf) := block ( [i, H],
H : J+sum(1[X[i]]*F[i], i, 1, length (F)),
print ("Hamiltoniano"),
ldisplay (H),
print ("EquagBes do Sistema"),
for i: 1 thru length (X) do ldisp (’diff (X[i], t) = F[il),
print ("Fungdes de Influéncia
(adequar as condigdes de fronteira se necessario)"),
for i in X do 1ldisp
([’diff (1[i], t) = -diff (H, i), 1[i](tf) = at (diff (P, i), t = tf)]),
print ("Condig&o Necessaria'),
diff (H, uw) =0
)8

C.2.3 Meétodo de Ritz

O comando Ritz (_f, u, _t, _a, b, n, _tipobase) implementa o método de Ritz

b
para o funcional J{u] = ft,u,u)dt. O paramétro “n” determina o ntimero de

a
funcoes na base e o paramétro “tipobase” o tipo de fungao da base. Se “tipobase=1"
temos fungdes polinomiais; se “tipobase=2" temos fungées seno e se “tipobase=3"
temos fungoes “chapéu”
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-=> Ritz (_f, _u, _t, _a, _b, _n, _tipobase) :=
block ([i, us, ¢, integrando, F, dt, coeficientes],
kill (_base),
us:sum(c[i]*_base(_t, i), i, 1, _n),
if (_tipobase = 1) then block (
_base(_t, i):=_t"i*x(_t-_a)*(_b-_t),
integrando: ev(subst(us, _u, _f), nouns, infeval)
)
elseif (_tipobase = 2) then block (
_base(_x, i):= sin(i*%pix(_t-_a)/(_b-_a)),
integrando: ev(subst(us, _u, _f), nouns, infeval)
)
elseif (_tipobase = 3) then block ([carac],
dt:(_b-_a)/(_n+1),
carac(_t, _a, _b):= (1 + signum(_t-_a))*(1 + signum(_b-_t))/4,
gradef (abs(x), signum(x)),
gradef (signum(x), 0),
_base(_t, i):=
carac(_t, _a + (4 - 1)*dt, _a + (i + 1)*dt)*(1-abs(_t-_a-ixdt)/dt),
integrando: ev(subst(us, _u, _f), nouns, infeval)
),
coeficientes:
mnewtonintegral (
makelist (diff (integrando,c[i]), i, 1, _n),
makelist(c[i], i, 1, _n), makelist(O, i, 1, _n), _t, _a, _b),
ev(at (us, coeficientes[1]), nouns, infeval)

)$

C.2.4 Meétodo de Newton adaptado

Fizemos uma adaptagao para o método de Newton (pacote do Mazima chamado
“mnewton”) para sistema de equagbes do tipo \integral f(x,t) dt = 0, com z um
vetor que nao depende de t. As integrais sao avaliadas numericamente.

-=> newtonepsilon:10.07(-16/2) /* Default vaule is 10.07-8 */$
newtonmaxiter:100$
newtondebug:false$

-=> solve_by_lu (eqs, vars, field) := block(
[M, b, n : length(vars), sol],
M : augcoefmatrix(eqs, vars),
b : -col(M, n+1),
M : submatrix(M, n+1),
sol : linsolve_by_lu(M, b, field),
map("=", vars, first(args(transpose(sol[1]))))

)$
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-=> mnewtonintegral (FuncList, VarList, GuessList, _t, _a, _b):=
block([nfunc, Solutions, Increments, solved:false, h, DF, numer:numer,
i, j, k, quadcontrol, keepfloat:true,
ratprint:false, field : ’complexfield, float2bf : true],
local(h),
quadcontrol: quad_control(control, 0),
if (not(listp(FuncList))) then FuncList: [FuncList],
if (not(listp(VarList))) then VarList: [VarList],
if (not(listp(GuessList))) then GuessList: [GuessList],
/* Decide which field to use */
if bfloatp(newtonepsilon) then field : ’bigfloatfield,
if field = ’bigfloatfield then
FuncList : map(lambda([u], 1lhs(u)-rhs(u)), bfloat(FuncList))
else (
numer : true,
FuncList : map(lambda([u], lhs(u)-rhs(u)), float(FuncList))),
/* Depuration of the function arguments */
nfunc:length(FuncList),
if length(VarList) # nfunc then (
print ("mnewton: incorrect number of variable names (", nfunc,
"functions but", length(VarList), "variable names)."),
return(false)
),
if length(GuessList) # nfunc then (
print ("mnewton: incorrect number of approach values (", nfunc,
"variables but", length(GuessList), "approximation values)."),
return(false)
),
/* apply(kill, VarList), */
DF: zeromatrix (afunc, nfunc),
h : makelist (h([i], i, 1, nfunc),
for i:1 thru nfunc do
for j:1 thru nfunc do
DF[i] [j] : diff (FuncList[i], VarList[j]), /* Jacobian matrix */
if field = ’complexfield then
GuessList: float (GuessList)
else
GuessList: bfloat(GuessList),
if newtondebug
then print ("DEBUG: initial GuessList:", GuessList),
/* Solution of the functions system */
for k:1 thru newtonmaxiter do (
Solutions:map("=", VarList, GuessList),
/* Solve 0 = F(x) + DF(x) h for h. */
block ([DFx: subst (Solutions, DF), Fx: subst (Solutions, FunclList)],
for i:1 thru nfunc do for j:1 thru nfunc do
DFx[i] [j] : quad_qag(DFx[il[j], _t, _a, _b, 3)[1],
for i:1 thru nfunc do
Fx[i]l: quad_qag(Fx[il, _t, _a, _b, 3)[1],
Increments: solve_by_lu (transpose (DFx . h + Fx)[1], h, field)),
GuessList:GuessList + map (’rhs, Increments),
if field = ’complexfield then
GuessList: float (GuessList)
else
GuessList: bfloat(GuessList),
if newtondebug
then print ("DEBUG: Increments:", Increments, "GuessList:", GuessList),
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quad_control(control, quadcontrol),
/* Return of solution or error */
if solved = false then (

print ("mnewton: the process doesn’t converge or it converges too slowly."),

return([])
),
Solutions:map("=", VarList, GuessList),
if newtondebug

then print ("DEBUG: subst

(Solutions, FuncList) =>", subst (Solutions, FuncList)),

return([Solutions])

)8
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