
Notas em Matemática Aplicada e-ISSN 2236-5915

Volume 75, 2014

Editores

Fernando Rodrigo Rafaeli (Editor Chefe)
Universidade Federal de Uberlândia - UFU

Uberlândia, MG, Brasil

Vanessa Avansini Botta Pirani (Editor Adjunto)
Universidade Estadual Paulista - UNESP

Presidente Prudente, SP, Brasil

Alexandre Loureiro Madureira
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REDUÇÃO DE LARGURA DE BANDA DE

MATRIZES

Sanderson L. Gonzaga de Oliveira
sanderson@dcc.ufla.br

Guilherme Oliveira Chagas
guilherme.chagas@computacao.ufla.br

Departamento de Ciência da Computação
Universidade Federal de Lavras

Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional
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à memória de minha mãe, Selma.
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3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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3.3 Heuŕıstica de Kaveh-Sharafi por Otimização por Colônia de Formigas 48
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3.4 Heuŕıstica com busca em vizinhança variável . . . . . . . . . . . . . 51
3.4.1 Inicialização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.4.2 Perturbação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4.3 Busca local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.4.4 Permutação de vizinhança . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.4.5 VNS-band . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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5 Implementações da heuŕıstica Cuthill-McKee reverso 87
5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2 Detalhes da implementação e ferramentas utilizadas . . . . . . . . . 88
5.3 Testes experimentais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Prefácio

Este livro foi preparado como material de apoio para o minicurso de mesmo t́ıtulo
apresentado pelos autores no XXXV Congresso Nacional de Matemática Aplicada
e Computacional (CNMAC) realizado em Natal, Rio Grande do Norte, de 8 a 12
de setembro de 2014. O foco principal deste trabalho é em técnicas para a redução
do custo computacional na resolução de sistemas de equações lineares.

Heuŕısticas para as reduções de largura de banda e de profile são particularmente
importantes na resolução de equações diferenciais parciais por métodos numéricos,
como os métodos dos elementos, volumes e diferenças finitas. Pode-se utilizar uma
heuŕıstica para as reduções de largura de banda e de profile para que a resolução
do sistema de equações lineares tenha um custo computacional baixo.

Há centenas de heuŕısticas para as reduções de largura de banda e de profile.
Neste livro, apresentamos 12 heuŕısticas que foram testadas para a redução de
largura de banda por seus autores.

As heuŕısticas para a redução de largura de banda são dependentes das instâncias.
Ainda, claramente, o tempo de execução da resolução de um sistema de equações li-
neares depende do método utilizado e, por sua vez, o tempo de execução do método
depende das caracteŕısticas da matriz de coeficientes do sistema de equações linea-
res. Com isso, não é uma tarefa trivial afirmar qual heuŕıstica é o estado da arte em
redução de largura de banda. Apesar disso, é posśıvel que algumas das heuŕısticas
apresentadas neste livro estejam entre as melhores nessa tarefa.

O livro está dividido em cinco caṕıtulos. Naturalmente, no caṕıtulo 1, há uma
introdução ao assunto e são apresentadas noções básicas para a compreensão dos
demais caṕıtulos, como conceitos elementares em teoria dos grafos. No caṕıtulo 2,
são apresentadas heuŕısticas clássicas para o problema, heuŕısticas simples e outras
heuŕısticas projetadas de forma que a numeração é realizada em relação a ńıveis de
vértices a partir de um vértice inicial, tal qual são percorridos os vértices de um
grafo na busca em largura. No caṕıtulo 3, são apresentadas heuŕısticas que reduzem
bastante a largura de banda; mas por serem projetadas por meta-heuŕısticas, ine-
rentemente, são mais lentas que, por exemplo, uma heuŕıstica simplesmente baseada
na busca em largura. Em suma, apresentamos uma coleção de heuŕısticas proje-
tadas por técnicas variadas. Supomos que o leitor poderá obter uma introdução
adequada ao assunto com essas 12 heuŕısticas.

Entre as heuŕısticas apresentadas, há heuŕısticas que são dependentes do vértice
inicial da numeração. Com isso, no caṕıtulo 4, apresentamos algoritmos para se
determinar um vértice apropriado para se iniciar a numeração dos vértices. Final-
mente, no caṕıtulo 5, são apresentadas simulações com a heuŕıstica Cuthill-McKee
reverso e com uma variação dessa heuŕıstica. Essas formas de redução de largura de
banda foram testadas em um projeto computacional para a resolução de equações
diferenciais parciais por discretizações por volumes finitos com diagrama de Voronoi
e refinamento de Delaunay, nomeadamente, pelos refinamentos de Ruppert e off-

xi
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centers. Em particular, os sistemas de equações lineares são resolvidos ao se utilizar
o método dos gradientes conjugados.

Claramente, o livro não esgota o assunto e, como indicado no t́ıtulo, é apenas
uma introdução. Desde já, agradecemos as sugestões para a melhoria do texto que
venham a ser encaminhadas para sanderson@dcc.ufla.br.

Lavras, 19 de julho de 2014.

Sanderson L. Gonzaga de Oliveira e Guilherme Oliveira Chagas.

mailto:sanderson@dcc.ufla.br


Caṕıtulo 1

Redução de largura de banda
de matrizes

1.1 Introdução

A resolução de sistemas de equações lineares do tipo Ax = b, em que A é uma matriz
esparsa, é central em diversas simulações em ciência e engenharia e é, geralmente,
a parte que requer o maior custo computacional na simulação. Como explica Benzi
[3], a principal fonte de problemas com matrizes de grande porte é oriunda da
discretização (e linearização) de equações diferenciais parciais (EDPs) eĺıpticas ou
parabólicas. Por exemplo, a discretização de um modelo matemático pode levar a
um sistema grande de equações não lineares. Métodos de linearização reduzem isso
a uma série de sistemas de equações lineares de grande porte. Alguns dos métodos
numéricos mais populares para a resolução de problemas relacionados a fenômenos
f́ısicos modelados por equações diferenciais parciais são os métodos dos elementos
finitos, das diferenças finitas e dos volumes finitos. Sistemas de equações lineares
são gerados nas aplicações desses métodos. Por outro lado, sistemas algébricos
de grande porte também são oriundos de aplicações não modeladas por EDPs,
como o projeto e a análise de circuitos integrados, redes de sistemas de potência,
processos em engenharia qúımica e modelos econômicos. Benzi [3] apresenta uma
boa descrição sobre as principais áreas com problemas em que sistemas algébricos
precisam ser resolvidos. Por exemplo, Kaveh [42, p. 221] explica que, na mecânica
das estruturas, 30% a 50% do custo computacional pode ser relacionado à resolução
de sistemas de equações lineares, para problemas encontrados na prática; e isso pode
chegar a 80% em problemas não lineares de otimização de estruturas. Por serem
de grande porte, necessitam-se de muita memória e de alto custo de processamento
para armazenar e resolver esses sistemas de equações lineares.

Descreve-se sobre a importância das reduções de largura de banda e de profile da
matriz A na redução do custo computacional na resolução de sistemas de equações
lineares nas seções 1.2 e 1.3. Por causa da importância desse tema, foi proposta
uma grande quantidade de heuŕısticas para as reduções de largura de banda, de
profile e de frontwidth (ou wavefront). Esses problemas são relacionados, mas inde-
pendentes. Em particular, frontwidth é associado com Frontal solution techniques
[38], que são resolutores de sistemas de equações lineares baseados na eliminação
gaussiana. Principalmente na década de 1970, os sistemas computacionais tinham
pouca capacidade de armazenamento. Com a necessidade de precisão atual, siste-



2 Redução de largura de banda de matrizes

mas computacionais comuns atuais também têm pouca capacidade de armazena-
mento para se resolver sistemas de grande porte. Nesse tipo de resolutor, realiza-se
a fatoração LU ou a decomposição de Cholesky somente em uma “parte” do sistema
por vez. Essa “parte” é chamada de frontwidth ou wavefront. O frontwidth fi(A)
são as equações ativas na iteração da técnica frontal para a solução de sistemas de
equações lineares. De forma mais técnica, considere uma matriz A = [aij ] simétrica.
No i-ésimo passo da fatoração de A, a linha k está ativa se k ≥ i para todo l ≤ i,
tal que akl 6= 0. E particular, o frontwidth máximo da matriz A é o maior fi(A).

Heuŕısticas para renumerar os vértices do grafo têm sido desenvolvidas especi-
ficamente para a redução de largura de banda, profile ou frontwidth. O estudo foi
orientado pelo interesse dos pesquisadores no método de resolução do sistema de
equações lineares. Em particular, a redução de profile foi, por muitas vezes, estu-
dada em conjunto com a redução de largura de banda ou de frontwidth. Apesar de
estudos espećıficos em apenas um desses casos, muitas das heuŕısticas propostas são
efetivas, muitas vezes, na redução de todas essas caracteŕısticas da matriz A. Entre-
tanto, pode ser que, com a redução da largura de banda, não haja redução do profile.
O inverso é verdadeiro. Com a redução da largura de banda, ocorre a redução do
frontwidth máximo; entretanto, pode ser que não haja redução da largura de banda
ou do frontwidth médios. Com a redução de profile, supõe-se que haja redução da
largura de banda e do frontwidth médios. Como nosso foco é na resolução de siste-
mas de equações lineares com matrizes simétricas e positivas-definidas, mostramos
uma introdução a heuŕısticas que foram estudadas para as reduções de largura de
banda e de profile. As heuŕısticas mostradas nos caṕıtulos 2 e 3 formam uma boa
amostra da grande quantidade de heuŕısticas aplicadas nesses problemas.

Este texto está organizado da seguinte forma. Comenta-se sobre resolução de
sistema de equações lineares na seção 1.2. Abordam-se, na seção 1.3, as reor-
denações de linhas e de colunas de matrizes. Os principais conceitos para o en-
tendimento deste texto, como largura de banda e profile, são mostrados na seção
1.4. Na seção 1.5, são mostradas algumas métricas alternativas para as reduções
de largura de banda e de profile. Apresentam-se heuŕısticas para as reduções de
largura de banda e de profile de matrizes nos caṕıtulos 2 e 3. Para isso, considere
as definições apresentadas na seção 1.4. No caṕıtulo 2, são apresentadas heuŕısticas
baseadas em ńıveis de vértices. Apresentam-se, no caṕıtulo 3, heuŕısticas baseadas
em meta-heuŕısticas. No caṕıtulo 4, são mostrados algoritmos para se encontrar um
vértice pseudo-periférico (ou vértice com pseudo-diâmetro), que é o vértice inicial
para algumas heuŕısticas para a redução de largura de banda. Os pseudo-códigos
estão mostrados de uma forma a se manter a simplicidade na apresentação. Cla-
ramente, esquemas e estruturas sofisticadas podem ser utilizadas em uma fase de
implementação. No caṕıtulo 5, apresentam-se resultados de implementações da
heuŕıstica Cuthill-McKee reverso [22] como exemplo de aplicação de uma heuŕıstica
para as reduções de largura de banda e de profile.

1.2 Observações sobre resolução de sistemas de e-
quações lineares

Métodos diretos ou iterativos são utilizados para a resolução de sistemas de equações
lineares. Exemplos de métodos diretos são as decomposições LU ou de Choleski.
Em geral, os métodos diretos são baseados na eliminação gaussiana. Segundo Tar-
jan [82], a eliminação gaussiana necessita de O(n · β2) operações para a resolução
de um sistema de equações lineares com n elementos e largura de banda β. Se
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β ∼= n, então, são realizadas O(n3) operações. Ainda, a eliminação gaussiana re-
quer O(n ·β) espaços na memória ao se utilizar armazenamento baseado em vetores
[82]. Define-se largura de banda na seção 1.4, na página 6. Veja, por exemplo, Davis
[10], para detalhes sobre métodos diretos para a solução de sistemas de equações
lineares. Benzi [3] explica que métodos diretos têm sido tradicionalmente preferidos
em análises de estruturas e modelagens de periféricos semicondutores, em grande
parte da área de dinâmica de fluidos computacional e em diversas aplicações em
que o problema não é modelado por EDPs, como circuitos e redes de sistemas de
potência. Entretanto, métodos diretos têm escalabilidade ruim em relação ao tama-
nho do problema, em termos de contagem de operações e exigências de memória,
especialmente em problemas tridimensionais oriundos da discretização de EDPs.
Com isso, sistemas de equações lineares com matrizes de grande porte são, muitas
vezes, resolvidos por métodos iterativos. Veja, por exemplo, Saad [77], para detalhes
sobre métodos iterativos para a resolução de sistemas de equações lineares.

Na resolução de sistemas de equações lineares, métodos iterativos exigem me-
nos memória e, geralmente, exigem menos operações que métodos diretos, mas não
são considerados tão confiáveis quanto os métodos diretos. Há aplicações em que
métodos iterativos falham e o pré-condicionamento é necessário, apesar de nem
sempre necessário, para que haja convergência em um tempo razoável [3]. Benzi [3]
ainda explica que a classificação entre métodos diretos e iterativos é uma simpli-
ficação que pode não ser satisfatória atualmente. Após diversas ideias e técnicas da
área de métodos diretos serem transferidas, na forma de pré-condicionadores, para
métodos iterativos, os métodos iterativos passaram a ser cada vez mais confiáveis.
Para a resolução de sistemas de equações lineares com matrizes esparsas de grande
porte, um método iterativo eficiente é o método dos gradientes conjugados [49, 37],
que pode ser utilizado se a matriz do sistema de equações lineares é simétrica e
positiva-definida.

No método dos elementos finitos, ao se utilizar funções bases com suporte com-
pacto, pode-se fazer com que a largura de banda da matriz seja correspondente à
ordem do polinômio sendo empregado. Por sua vez, no método dos volumes finitos,
a largura de banda da matriz correspondente, em geral, depende de como a malha é
percorrida para se montar o sistema de equações lineares. Há formas de se percorrer
os volumes de controle em tempo linear ao se utilizar uma curva de preenchimento
de espaço, por exemplo, como mostrado por Gonzaga de Oliveira e Kischinhevsky
[28, 30]. Entretanto, essa forma de se percorrer os vértices da malha pode gerar um
sistema de equações lineares com matriz com largura de banda grande. É necessário
encontrar meios adequados para se montar o sistema de equações lineares para que
seja resolvido com custo computacional baixo. A forma de montagem do sistema
de equações lineares pode deixar de ser uma fonte de preocupação com a utilização
de uma heuŕıstica para as reduções de largura de banda e de profile da matriz de
coeficientes. Na maioria dos casos, as reduções de largura de banda e de profile
afetam a taxa de convergência de métodos baseados no subespaço de Krylov [48],
como é o caso do método dos gradientes conjugados [49, 37]. Ainda, o reordena-
mento das linhas e das colunas de matrizes é um dos itens mais importantes em
implementações paralelas de resoluções diretas ou iterativas [77, p. 72].
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1.3 Reordenações de linhas e de colunas de matri-
zes

As heuŕısticas para as reduções de largura de banda e de profile realizam per-
mutações de linhas e colunas das matrizes, deixando-as com uma estrutura com-
pacta e com coeficientes não nulos próximos à diagonal principal. Para uma sistema
de equações lineares Ax = b, essas heuŕısticas produzem uma matriz de permutação
P , tal que PAPT tem uma largura de banda pequena. O sistema de equações line-
ares permutado PAPT(Px) = Pb continua esparso, simétrico e positivo definido.
As posśıveis vantagens de resolver o sistema de equações lineares permutado é que
a solução pode exigir um número menor de operações aritméticas e/ou exigência
de armazenamento do que o sistema original [58]. Do ponto de vista da teoria
dos grafos, pode-se considerar uma permutação de linhas e colunas em uma matriz
simétrica como equivalente a se renumerar os vértices do grafo correspondente sem
que as adjacências sejam alteradas.

Como descrito, busca-se baixo custo computacional na resolução de sistemas
de equações lineares e no armazenamento desses sistemas com heuŕısticas para as
reduções de largura de banda e de profile de matrizes. Em relação a armazenamento,
muitas vezes não é prático armazenar todas as subdiagonais da banda de uma matriz
porque, geralmente, pode ocorrer que poucas linhas da banda tenham largura de
banda grande. Nesses casos, pode ser melhor utilizar o esquema de armazenamento
por banda variável ou por envelope [39]. Define-se envelope na seção 1.4, na página
6. Uma variação do esquema de Jennings [39] é obtida ao se armazenar a transposta
do envelope da matriz triangular inferior. Esse esquema é chamado de skyline [18].
Ocorrem, ainda, casos em que mesmo o envelope tem um número grande de zeros.
Nesses casos, um esquema de armazenamento bastante utilizado é, para cada linha,
armazenam-se os elementos não nulos em uma lista encadeada e também há outra
lista para se ligar as listas de cada linha.

Ao se trocar as linhas da matriz de um sistema de equações lineares, altera-se
a ordem em que as equações são escritas; ao se trocar as colunas, as incógnitas são
renumeradas ou reordenadas. Duff e Meurant [15] compararam 17 ordenações de
incógnitas de sistemas de equações lineares oriundas de discretizações de diferenças
finitas para a convergência do método dos gradientes conjugados. Eles conclúıram
que é uma condição suficiente que ordenações que são “locais” fornecem os melhores
resultados. Ordenações que são “locais” são aquelas em que vértices (ou incógnitas
no sistema original) vizinhos na malha têm posições na ordenação que não são muito
distantes entre si. Esse foi o caso das ordenações produzidas pelas heuŕısticas de
Cuthill e McKee [9] e Cuthill-McKee reverso (CMr) [22], que são descritas na seção
2.2, na página 14. Essa é uma condição suficiente, mas não necessária, já que há
ordenações que não são locais, mas fornecem resultados bons como, por exemplo,
a ordenação em espiral [14]. Os autores deixaram um problema não trivial: dada
uma matriz, encontre a ordenação mais local. Isso é bastante similar ao problema
de minimização de largura de banda.

A minimização de largura de banda de uma matriz simétrica A é aproximar, ao
máximo posśıvel, todos os coeficientes não nulos da diagonal principal de A. Isso
significa que minimizar a largura de banda é encontrar a menor largura de banda
de uma matriz simétrica. Esse é um problema NP-dif́ıcil, conforme foi demonstrado
por Papadimitriou [70]. O autor mostrou que o problema de se determinar se os
vértices de um grafo têm uma ordenação que produz uma largura de banda de
tamanho B ou menor é NP-Completo. Garey et al. [20] provaram que o problema
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é NP-completo mesmo para árvores com grau máximo 3. Petit [71] mostrou que o
problema de se encontrar o profile mı́nimo é equivalente ao problema da soma de
cortes em grafos. Esse problema foi mostrado ser NP-Dif́ıcil em Dı́az et al. [11],
Lin e Yuan [56, 57] e Golovach [27]. Petit [71] revisou resultados da resolução de
vários problemas em grafos: em minimização de largura de banda, pesquisadores
identificaram muitas classes particulares de grafos em que esse problema permanece
NP-Dif́ıcil.

Apesar de os estudos de Duff e Meurant [15] terem sido somente em discre-
tizações por diferenças finitas, conclusões mais gerais são válidas. Por exemplo,
ao se utilizar o método dos gradientes conjugados para resolver sistemas algébricos
oriundos do método dos elementos finitos, os autores sugerem que deve ser benéfico
ordenar os vértices pela heuŕıstica CMr. Dutto [16] também considerou padrões
esparsos baseados em ordenações em matrizes jacobianas oriundas da discretização
de equações de Navier-Stokes em malhas irregulares e os resultados coincidiram com
os de Duff e Meurant [15], indicando que a ordenação pela heuŕıstica CMr ou pela
heuŕıstica de Gibbs [24] são boas escolhas.

O problema de minimização de largura de banda de matrizes surgiu, possi-
velmente, na década de 1950. Engenheiros de estruturas analisavam a resolução
computacional de sistemas de equações lineares com matrizes de grande porte e
já tinham a preocupação com a largura de banda das matrizes (por exemplo, veja
Livesley [61]).

Os métodos que realizam a redução de largura de banda podem ser divididos
em métodos exatos e heuŕısticas. Como explica Skiena [78, p. 399], métodos por
força bruta encontram a menor largura de banda de matrizes por backtracking no
conjunto de n! permutações posśıveis de vértices. Exemplos de métodos exatos
podem ser obtidos em Harary [36], Gurari e Sudborough [32], Corso e Manzini [7] e
Mart́ı, Campos e Piñana [63]. Ainda, Caprara e Salazar-González [5] desenvolveram
e melhoraram métodos baseados em programação inteira.

Neste texto, abordam-se heuŕısticas para as reduções de largura de banda e de
profile de matrizes. O foco neste trabalho é em matrizes simétricas. Entretanto, há
heuŕısticas (por exemplo, TS-band [64], GRASPPR [72], GA-HC [54], NS-HC [54],
PSO-HC [52], NC-HC [55], FNC-HC [55], SA-δ [74] e VNS-band [66]) que foram
testadas também para matrizes A = [aij ] assimétricas. Para heuŕısticas para a
renumeração de matrizes retangulares, veja a seção 7.13 de Kaveh [42, p. 260-264].
Para sub-ordenações de blocos de vértices, veja a seção 7.14 de Kaveh [42, p. 265-
267]. Isso pode ser útil, por exemplo, para particionamento de grafos em resoluções
paralelas de sistemas de equações lineares.

Como é claramente impraticável verificar todas as n! sequências posśıveis as-
sociadas com uma matriz de ordem n, desde a década de 1960, foram propostas,
provavelmente, centenas de heuŕısticas aplicadas nos problemas de redução de lar-
gura de banda, de profile ou de wavefront. Everstine [17] referenciou 49 heuŕısticas
para as reduções de largura de banda, de profile ou de wavefront. Gibbs [25] afirmou
que de forma alguma a lista de Everstine [17] foi exaustiva. Gibbs [25] supôs que
existiriam de 50 a 100 heuŕısticas para as reduções de largura de banda, profile e
de wavefront até 1980.

Com a grande quantidade de heuŕısticas para as reduções de banda e de profile,
têm-se evidências da importância desses problemas. Inclusive, no MATLAB [83],
constam versões das heuŕısticas CMr de George [22] e Spectral de Barnard, Photen
e Simon [2]. Na Netlib (http://www.netlib.org), encontram-se implementações em
Fortran da heuŕıstica GPS de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] em http://www.-
netlib.org/toms/508 [8] e da heuŕıstica Gibbs-King de Gibbs [24] em http://www.-
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netlib.org/toms/509 [24]. Também, em http://www.netlib.org/toms/582 [50], há
implementações das heuŕısticas GPS e Gibbs-King.

Como exemplo, na figura 1.1, tem-se a representação de um grafo por meio de
uma matriz de adjacências. Cada linha da matriz A corresponde a um vértice no
grafo da figura 1.1, ou seja, para 1 ≤ i ≤ 10, a linha i da matriz corresponde ao
vértice i do grafo.

Figura 1.1: Representação do grafo por uma matriz de adjacências.

Para o grafo da figura 1.2, utilizou-se uma ordem diferente da anterior para
numerar os vértices do grafo e obteve-se uma representação matricial também dife-
rente. Nota-se que a disposição dos coeficientes não nulos na representação matricial
do grafo depende da ordem em que se numeram os vértices do grafo para a monta-
gem da matriz. É da ordem dessa numeração de que trata este texto. Para isso, há
heuŕısticas que definem essa ordem e o vértice inicial da numeração.

Figura 1.2: Grafo da figura 1.1 com a numeração dos vértices alterada.

1.4 Conceitos básicos

Os sistemas de equações lineares considerados aqui são da forma Ax = b, em que
A é uma matriz n × n esparsa, simétrica e positiva-definida. Uma matriz A é
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positiva-definida se, para qualquer vetor x, tem-se, xTAx > 0. A matriz A = [aij ]
é positiva-definida se e, somente se, todos os autovalores são positivos.

Adiante, considere um grafo G = (V,E) não orientado e não ponderado, cons-
titúıdo por um conjunto finito de vértices V = {v1, v2, v3, · · · , vn} e um conjunto
finito de arestas E = {e1, e2, e3, · · · , em} representadas por pares não ordenados de
vértices {vi, vj}. Tem-se as seguintes definições [29, p. 215-219]:

• dois vértices são adjacentes quando existe uma aresta entre eles e Adj(G, v) =
{u ∈ V : {v, u} ∈ E} é o conjunto de vértices adjacentes ao vértice v ;

• o grau de um vértice v é o número de vértices adjacentes a v, ou seja,
Grau(G, v) = |{u ∈ V : {v, u} ∈ E}|;

• caminho é uma sequência de vértices tal que, de cada um dos vértices parte
uma aresta para o vértice seguinte, até o último vértice da sequência;

• o tamanho de um caminho é o seu número de arestas;

• em um grafo conexo, existe um caminho entre qualquer par de vértices;

• árvore é um grafo conexo aćıclico;

• componentes de um grafo G = (V,E) são os subgrafos conexos maximais de
G = (V,E), ou seja, são os subgrafos conexos que não estão estritamente
contidos em outros subgrafos conexos.

Definição 1 (largura de banda). Seja A uma matriz simétrica n × n, com co-
eficientes aij e 1 ≤ i, j ≤ n. A largura de banda da i-ésima linha é βi(A) =
i− min

1≤j<i
(j | aij 6= 0). A largura de banda β(A) é a maior distância de coeficiente não

nulo da matriz triangular inferior até a diagonal principal, considerando-se todas
as n linhas da matriz, ou seja, β(A) = max

1≤i≤n
(βi(A)) = max

1≤i≤n,1≤j<i
(i− j | aij 6= 0).

A definição 1 significa que a largura de banda de uma matriz simétrica A é
o número de subdiagonais da matriz triangular inferior. Caso seja necessária uma
definição para matrizes assimétricas, pode-se utilizar β(A) = max

1≤i,j≤n
(|i−j| | aij 6= 0)

ou βi(A) = i − min
1≤j≤n

(j | aij 6= 0). Isso é o mesmo que definir diam(s(v)) =

max
{u,v}∈E

|s(u) − s(v)|, em que s(u) é a numeração do vértice u. Quase todas as

heuŕısticas mostradas neste texto foram testadas somente para matrizes simétricas
por seus autores. Somente as heuŕısticas NC-HC [55] e FNC-HC [55], mostradas na
seção 3.2, na página 43, e a heuŕıstica VNS-band [66], mostrada na seção 3.4, na
página 51, foram testadas também para matrizes assimétricas.

Definição 2 (banda). A banda de A é definida como banda(A) = {(1 ≤ i ≤ n) (1 ≤
j < i) (i, j) | (0 < i− j ≤ β(A))}.

A definição 2 significa que a banda é formada pelas diagonais da matriz trian-
gular inferior que contenham coeficientes não nulos. Note que a diagonal principal
não compõe a banda. Ainda, note que só se considera a matriz triangular inferior
porque A é simétrica.

Definição 3 (envelope). O envelope de A é definido como Env(A) = {(1 ≤ i ≤
n) (1 ≤ j < i) (i, j) | 0 < i− j ≤ βi(A)}.
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A definição 3 significa que os coeficientes nulos mais à esquerda da i-ésima linha,
em βi, não compõem o envelope.

Definição 4 (profile). O profile de A é definido como |Env(A)| =
∑n
i=1 βi(A).

A definição 4 significa que o profile é a soma das distâncias, em cada linha,
do primeiro coeficiente não nulo até a diagonal principal. O estudo da redução
de profile pode ser mais interessante do que o estudo da largura de banda. Isso
porque pode ser que βi(A) de uma só linha i torne a matriz com largura de banda
grande, mas as demais n − 1 linhas podem ter βj(A) pequeno, com j 6= i. Com
isso, o profile de A pode ser pequeno. Portanto, apesar de que com a redução da
largura de banda pode-se reduzir o profile de A, a redução de largura de banda
não é condição suficiente nem necessária para a redução do profile de A. O inverso
é verdadeiro. Com isso, heuŕısticas foram estudadas para reduções de largura de
banda ou de profile ou ambas.

Definição 5 (distância). A distância d(v, u) entre dois vértices v e u ∈ V é o
tamanho do menor caminho entre eles.

Definição 6 (excentricidade). A excentricidade ` : V → N de um vértice v ∈ V é
dada por `(v) = max

u∈V
(d(v, u)).

Definição 7 (diâmetro do grafo). O diâmetro Φ(G) = max
v∈V

(`(v)) = max
u,v∈V

(d(v, u))

do grafo G = (V,E) é a maior excentricidade encontrada em G = (V,E).

Definição 8 (vértice periférico). Um vértice v é considerado periférico se a sua
excentricidade é igual ao diâmetro do grafo, ou seja, `(v) = Φ(G).

Para Gibbs, Poole e Stockmeyer [26], um vértice é considerado pseudo-periférico
se sua excentricidade for próxima ao diâmetro do grafo.

Definição 9 (estrutura de ńıvel enraizada). Seja G = (V,E) conexo e simples.
Dado um vértice v ∈ V , a estrutura de ńıvel com raiz v e profundidade `(v) é
o particionamento L (v) = {L0(v), L1(v), . . . , L`(v)(v)}, em que L0(v) = {v} e

Li(v) = Adjc(Li−1(v)) −
⋃i−1
j=0 Lj(v), para i = 1, 2, 3, . . . , `(v) e Adjc(.) retorna

os vértices adjacentes aos vértices do argumento.

Isso significa que uma estrutura de ńıvel enraizada de um vértice de um grafo
conexo e simples é um particionamento do conjunto de vértices em classes (ou
ńıveis, levels) de vértices com as mesmas distâncias para um vértice determinado
na raiz da árvore. Note que o número de partições (ou ńıveis) de L (v) é `(v) + 1

e
⋃`(v)
i=0 Li(v) = V . Mostra-se um exemplo de montagem de uma estrutura de

ńıvel enraizada na figura 1.3. Para isso, considere o grafo da figura 1.1. Para a
estrutura de ńıvel enraizada mostrada na figura 1.3, o vértice inicial 1 foi escolhido
arbitrariamente. Note que `(1) = 3. O particionamento dos vértices em ńıveis,
partindo-se do vértice 1, é L0(1) = {1}, L1(1) = {3, 5, 6, 7}, L2(1) = {2, 4, 8, 10}
e L3(1) = {9}.

Definição 10 (largura de ńıvel). A largura de ńıvel b(L (u)) é o número de vértices
do ńıvel com mais vértices, ou seja, b(L (u)) = max

0≤i≤`(u)
|Li(u)|.

Definição 11 (estrutura de ńıvel). Seja G = (V,E) conexo e simples. A estrutura
de ńıvel é o particionamento K (v, · · · ) = {K0(v, · · · ),K1(v, · · · ), · · · ,K`(v)(v, · · · )},
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L0

L1

L2

L3

Figura 1.3: Estrutura de ńıvel enraizada L (1) do grafo da figura 1.1.

em que v ∈ K0(v, · · · ) e Ki(v, · · · ) = Adjc(Ki−1(v, · · · )) −
⋃i−1
j=0Kj(v, · · · ), para

i = 1, 2, 3, . . . , `(v) e Adjc(.) retorna os vértices adjacentes aos vértices do argu-
mento.

Essa estrutura é uma estrutura de ńıvel não enraizada, ou seja, pode ter mais
de um vértice na raiz. Note que consta, pelo menos, um vértice v ∈ V no primeiro
ńıvel da estrutura, ou seja, no ńıvel K0(v, · · · ).

Segundo Cuthill e Mckee [9], se a renumeração dos vértices de G = (V,E) é
realizada ńıvel a ńıvel de K (v, · · · ), então, β(A) ≤ 2b(K (v, · · · ))− 1. Ainda, se a
estrutura de ńıvel é enraizada, a largura de banda de A não pode ser menor que
a largura de ńıvel da estrutura de ńıvel enraizada, ou seja, b(L (v)) ≤ β(A) ≤
2b(L (v))− 1.

Definição 12 (aresta cŕıtica). Uma solução S é o conjunto das numerações dos
vértices, ou seja, S = {s(1), s(2), · · · , s(|V |)}, em que s(i) é a numeração do vértice
i na solução S. A matriz AS é a matriz obtida pela numeração S do grafo G =
(V,E). Uma aresta {u, v} ∈ E é cŕıtica se |s(u)− s(v)| = β(AS).

Definição 13 (vértice cŕıtico). Um vértice v ∈ V é um vértice cŕıtico de G = (V,E)
se (∃u ∈ V ) tal que {u, v} é uma aresta cŕıtica de G = (V,E).

1.5 Métricas alternativas para a redução de lar-
gura de banda

Em heuŕısticas para a redução de largura de banda, alguns autores utilizam métricas
(funções objetivo) diferentes da largura de banda β para verificar a qualidade da
solução corrente. Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75] afirmam que a métrica β
quase não proporciona informações detalhadas em relação à qualidade da solução.
Por definição, β de uma matriz simétrica A é a maior distância de coeficiente não
nulo da matriz triangular inferior até a diagonal principal, ou a maior diferença entre
as numerações de vértices adjacentes. Portanto, com a métrica β, uma melhora só
é constatada se é trocada a numeração de um vértice cŕıtico.

Considere que β(AS) é a largura de banda da matriz simétrica A obtida pela
numeração S. A numeração (ou solução) S é o conjunto das numerações dos vértices,
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ou seja, S = {s(1), s(2), · · · , s(|V |)}, em que s(i) é a numeração do vértice i ∈ V da
solução S. A seguir, apresentam-se algumas métricas alternativas para a redução
de largura de banda.

• Na métrica de Torres-Jimenez e Rodriguez-Tello [84], denominada γ, leva-se
em consideração todas as arestas do grafo. Define-se γ por

γ =
∑

i,j|{i,j}∈E

P (|V |, |i− j|),

em que

P (N, k) =


1, se k = 0

(N + 1) ·
k∏
j=2

(2N − 2j + 3), caso contrário
.

Com γ, pequenas melhoras em relação à solução corrente são notadas. En-
tretanto, segundo Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75], essa métrica só é
eficiente em grafos com até 150 vértices.

• Na métrica de Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75], identificam-se pequenas
melhoras em relação à solução corrente. Essa métrica é definida por

δ(S) = β(AS) +

β(AS)∑
i=0

 di
β(AS)∏
j=i

(|V |+ (β(AS)− j) + 1)

 ,

em que di é o número de diferenças, com valor i, entre as numerações dos
vértices adjacentes. Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75] realizaram testes
com Simulated Anneling, utilizando as métricas β e δ, e as heuŕısticas foram
denominadas de SA-β e de SA-δ, respectivamente. Rodriguez-Tello e Torres-
Jimenez [75] compararam a heuŕıstica SA-δ com as heuŕısticas: GPS de Gibbs,
Poole e Stockemeyer [26], de Dueck e Jeffs [13], TS (tabu search) de Mart́ı
et al. [64], GRASPPR (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure with
Path Relinking) de Piñana et al. [72] e GA-HC (Genetic Algorithm with
Hill Climbing) de Lim, Rodrigues e Xiao [53]. Com a heuŕıstica SA-δ, os
autores obtiveram resultados melhores, em quase todos os testes, em relação
aos resultados dessas cinco heuŕısticas. A heuŕıstica de Rodriguez-Tello, Kao
e Torres-Jimenez [74] utiliza a métrica δ. Por outro lado, essa heuŕıstica
foi superada na redução de largura de banda pela heuŕıstica VNS-band [66],
mostrada na seção 3.4, na página 51.

• Mafteiu-Scai [62], utilizaram a métrica denominada mbw, com foco em pa-
ralelização. A vantagem de se utilizar essa métrica é que se promove uma
distribuição uniforme dos coeficientes não nulos ao redor da diagonal prin-
cipal. Utiliza-se mbw(AS) = 1

m ·
∑
aij 6=0 |i − j|, em que m é o número de

coeficientes não nulos da matriz A e com i, j = 1, 2, · · · , n. A heuŕıstica de
Mafteiu-Scai [62] obteve resultados comparáveis aos resultados da heuŕıstica
Cuthill-McKee reverso, mostrada na seção 2.2, na página 14.
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1.6 Exerćıcios

1. Qual é a largura de banda máxima do grafo mostrado na figura 1.1?

2. Qual é a largura de banda da matriz mostrada na figura 1.1?

3. Qual é a aresta cŕıtica do grafo mostrado na figura 1.1?

4. Qual é a largura de banda βi de cada linha da matriz mostrada na figura 1.1?

5. Qual é o profile da matriz mostrada na figura 1.1?

6. Mostre as estruturas de ńıvel dos vértices 2 a 10 do grafo da figura 1.1.

7. Qual a largura de ńıvel b(L (v)), em que v é cada vértice do grafo da figura
1.1.

8. Qual é a excentricidade de cada vértice do grafo da figura 1.1?

9. Qual é o diâmetro do grafo da figura 1.1?

10. Qual é a largura de banda da matriz mostrada na figura 1.2?

11. Qual é a largura de banda βi de cada linha da matriz mostrada na figura 1.2?

12. Qual é o profile da matriz mostrada na figura 1.2?
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Caṕıtulo 2

Heuŕısticas baseadas em
ńıveis de vértices

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, são apresentadas heuŕısticas que utilizam a estrutura de ńıvel ou
variações dessa estrutura para as reduções de largura de banda e de profile. Algumas
heuŕısticas utilizam abordagens simples para a renumeração dos vértices do grafo,
como, por exemplo, a busca em largura. Esse é o caso das heuŕısticas Cuthill-
McKee [9] e da heuŕıstica de Boutora et al. [4]. As heuŕısticas Cuthill-McKee (CM)
[9], Cuthill-McKee reverso (CMr) [22] e GPS [26] são apresentadas por serem as
heuŕısticas clássicas para a redução de largura de banda. A heuŕıstica de Snay [80]
é apresentada por ser um exemplo simples de heuŕıstica estudada para a redução
de profile. A heuŕıstica quatro-etapas [40] é descrita por ser simples e por utilizar
um exemplo de estrutura similar à estrutura de ńıvel, a estrutura Shortest Route
Tree [42]. A heuŕıstica de Boutora et al. [4] é descrita por ser simples e por ser uma
heuŕıstica baseada na busca em largura. A heuŕıstica Generalized GPS (GGPS) [88]
é apresentada porque é um exemplo de heuŕıstica recente e baseada na heuŕıstica
GPS [26].

A heuŕıstica CM foi proposta para a redução de largura de banda e a heuŕıstica
CMr [22] produz matrizes com as mesmas larguras de banda da heuŕıstica CM,
mas com profiles pelo menos tão bons quanto a heuŕıstica CM. Depois da pu-
blicação da heuŕıstica CMr, projetistas de diversas heuŕısticas passaram a realizar
a renumeração que ao final é invertida: isso faz com que a largura de banda seja
mantida, mas os profiles podem ser menores que na renumeração sem a inversão.
As heuŕısticas GPS [26], a heuŕıstica de Boutora et al. [4] e a heuŕıstica GGPS
[88] foram propostas para as reduções de largura de banda e de profile de matrizes
simétricas. A heuŕıstica quatro-etapas [40] foi proposta para a redução de largura
de banda.

Este caṕıtulo está dividido como a seguir. Na seção 2.2, são apresentadas as
heuŕısticas CM [9] e CMr [22]. Na seção 2.3, aborda-se a heuŕıstica GPS [26].
Mostra-se a heuŕıstica de Snay [80] na seção 2.4. A heuŕıstica quatro-etapas [40] é
apresentada na seção 2.5. A heuŕıstica de Boutora et al. [4] é descrita na seção 2.6.
Apresenta-se a heuŕıstica GGPS [88] na seção 2.7.
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2.2 Heuŕısticas Cuthill-McKee e Cuthill-McKee re-
verso

Com a heuŕıstica de Cuthill e McKee (CM) [9], reduz-se a largura de banda de
uma matriz simétrica por meio da reordenação dos vértices do grafo que corres-
pondem à matriz. Essa heuŕıstica é similar à busca em largura, em que todos os
vértices do grafo são percorridos. A ordem de visitação dos vértices é o que difere
a heuŕıstica CM da busca em largura. Na heuŕıstica CM, a visitação dos vértices
se dá de forma crescente ao grau dos vértices, isto é, dado um vértice inicial, seus
vértices adjacentes serão visitados em ordem crescente de grau e isso ocorrerá para
os vértices adjacentes desses adjacentes e assim, sucessivamente, até que todos os
vértices sejam percorridos. A visitação dos vértices adjacentes em ordem crescente
de grau proporciona uma boa configuração da matriz correspondente em relação a
sua largura de banda, pois os vértices de maior grau ficam posicionados, no posśıvel,
nas linhas centrais da matriz.

Cuthill e McKee [9] constataram que a escolha do vértice inicial interferia na
qualidade da solução: na largura de banda e no profile da matriz resultante. Então,
propuseram que a heuŕıstica começasse pelo vértice de grau mı́nimo do grafo. Nas
heuŕısticas CM e CMr originais, eram geradas as estruturas de ńıvel de todos os
vértices de grau mı́nimo. Em seguida, eram selecionadas as estruturas de ńıvel que
apresentassem a menor largura de ńıvel. A renumeração era realizada com base em
todas essas estruturas de ńıvel e era escolhida a renumeração que gerasse a menor
largura de banda. Embora apresente bons resultados, isso não garante que a largura
de banda ou o profile sejam menores que uma solução em que o vértice inicial seja
o vértice de maior excentricidade.

Como há um custo computacional grande para se encontrar o vértice de maior
excentricidade do grafo, ou seja, um vértice com excentricidade igual ao diâmetro do
grafo, a partir da publicação da heuŕıstica GPS [26], os pesquisadores começaram
a utilizar um vértice pseudo-periférico em vez de se testar as renumerações com
vértices iniciais de menor grau. Como exemplos, em Liu e Sherman [59, 60] e Liu
[58], em que é mostrada a complexidade da heuŕıstica CM, omite-se o passo de se
escolher o vértice inicial.

A seguir, na subseção 2.2.1, é apresentada a heuŕıstica CM. Apresenta-se a
heuŕıstica Cuthill-McKee reverso (CMr) na subseção 2.2.2. Na subseção 2.2.3, é
apresentada a análise de complexidade dessas heuŕısticas. Na subseção 2.2.4, um
exemplo é mostrado. No caṕıtulo 5, são descritas implementações da heuŕıstica
CMr, como exemplo de aplicação de heuŕıstica para as reduções de largura de banda
e de profile de matrizes.

2.2.1 Pseudo-código para a heuŕıstica Cuthill-McKee

A heuŕıstica CM é mostrada no algoritmo 1 [58]. O algoritmo recebe um grafo
G = (V,E) conexo, em que V é o conjunto de vértices e E é o conjunto de arestas.
Outro parâmetro do algoritmo é o vértice inicial v ∈ V . Na linha 2, inicializa-se s(1)
com o vértice inicial, em que S é a sequência dos vértices a ser retornada. Nas linhas
3 e 4, inicializam-se as variáveis i e j, respectivamente. A variável i indica a última
entrada ocupada de S e a variável j é utilizada para percorrer os vértices do grafo.
Em particular, mostra-se no algoritmo 1 como percorrer os vértices do grafo com
uma variável, j, em vez de se utilizar uma fila, como ocorre na busca em largura.
Na linha 6, percorrem-se os vértices adjacentes a s(j) ainda não renumerados.
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Algoritmo 1: Cuthill-McKee.

Entrada: grafo G = (V,E) conexo; vértice inicial v ∈ V ;
Sáıda: renumeração S com |V | entradas s(1), s(2), · · · , s(|V |);
ińıcio1

s(1)← v;2

i← 1;3

j ← 1;4

enquanto ( i < |V | ) faça5

para cada ( vértice w ∈ Adj(G, s(j)) − {s(1), · · · , s(i)}, em ordem6

crescente de grau ) faça
i← i + 1;7

s(i)← w;8

fim-para-cada;9

j ← j + 1;10

fim-enquanto;11

retorna S;12

fim.13

Na estrutura de repetição das linhas 5 a 11, enquanto i for menor que o número
de vértices do grafo, a cada iteração, renumeram-se os vértices adjacentes a s(j),
em ordem crescente de grau, exceto aqueles que já foram renumerados. Após cada
vértice w adjacente a s(j) ser renumerado, uma referência a w é inserida na i-ésima
entrada de S, após incremento de i. A sáıda do algoritmo é a sequência de vértices
em S.

2.2.2 Cuthill-Mckee reverso

George [22] descobriu que renumerar os vértices na ordem inversa em que foram
visitados, em vez da renumeração habitual da heuŕıstica CM, diminui, frequente-
mente, o tamanho dos profiles das matrizes resultantes; porém, a largura de banda
é mantida. A heuŕıstica CMr é a heuŕıstica CM, mas com ordenação inversa. Liu
e Sherman [59, 60] e Liu [58] provaram que a heuŕıstica CMr resulta em matrizes
com profiles, pelo menos, tão bons quanto a heuŕıstica CM.

Na versão original da heuŕıstica CMr [22], também são selecionados vértices ini-
ciais com grau mı́nimo do grafo e são geradas as estruturas de ńıvel desses vértices.
Em seguida, renumeram-se os vértices pelas estruturas de ńıvel enraizadas que
possúırem as menores larguras de ńıvel e escolhe-se a renumeração que gerar a
menor largura de banda.

As reduções de largura de banda e de profile da matriz resultante, obtidas pelas
heuŕısticas CM e CMr, dependem da escolha do vértice inicial. Essa tarefa rendeu
trabalhos, que são abordados no caṕıtulo 4, na página 69.

2.2.3 Análise de complexidade

Suponha que o grafo é representado por listas de adjacências. Para encontrar o
vértice de grau mı́nimo, necessita-se percorrer todos os vértices. Para cada vértice,
percorre-se toda a lista de adjacências para se verificar o grau do vértice. De uma
forma similar, utilizando-se a busca em largura, ao percorrer a lista de adjacências
de cada vértice, pode-se verificar o grau de cada vértice. Dessa forma, o custo para
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se encontrar o vértice de grau mı́nimo é O(|V | + |E|) no grafo G = (V,E). Em
utilizando-se uma matriz de adjacências, pode-se percorrer as |V |2 entradas para se
encontrar o vértice de grau mı́nimo.

Conforme demonstrado por Liu [58], a complexidade no pior caso das heuŕısticas
Cuthill-McKee e Cuthill-McKee reverso é dada pelo produto entre o grau m do
vértice de maior grau do grafo e o número de arestas |E|. Liu [58] obteve a comple-
xidade, no pior caso, considerando que, no passo de ordenação dos vértices na linha
6 do algoritmo 1, fosse utilizado o algoritmo por inserção. Com isso, considere que

todas as ordenações na linha 6 exijam, no máximo, n2

c operações, para n vértices
e uma constante c. Esse número de operações é menor que 1

c

∑
v∈V Grau(G, v)2 ≤

m
c

∑
v∈V Grau(G, v) ≤ 2m|E|

c porque, para um grafo não direcionado, ocorre
∑
v∈V

Grau(G, v) = 2|E|. Com isso, 2m|E|
c é o limite superior do número de operações na

linha 6. O número de operações da estrutura de repetição na linha 5 é Θ(|V |). Com
isso, a complexidade no pior caso desse algoritmo é O(m · |E|). O limite inferior
desse algoritmo, considerando-se um grafo em que o vértice inicial tem ligações com
todos os demais vértices e utilizando-se, por exemplo, o merge sort no passo da
ordenação, é Ω(|V | lg |V |).

2.2.4 Exemplo

A seguir, é mostrado um exemplo da execução da heuŕıstica Cuthill-McKee. Apresenta-
se apenas a heuŕıstica Cuthill-McKee, pois a heuŕıstica CM e a heuŕıstica CMr di-
ferem apenas na ordem da renumeração final. Considere o grafo da figura 2.1 e, ao
seu lado, sua representação matricial M . Neste exemplo, o vértice inicial não é o
de grau mı́nimo, como ocorre nas heuŕısticas CM e CMr.

Figura 2.1: Grafo original para um exemplo da heuŕıstica CM e sua representação
matricial M .

Escolheu-se, arbitrariamente, o vértice 9 como o inicial. Insere-se uma referência
a esse vértice na primeira posição da sáıda S. Em seguida, visitam-se os vértices
adjacentes ao vértice 9, referenciado-os, em ordem crescente de grau, em posições
da sáıda S.

Na figura 2.2, mostram-se, em destaque, o vértice 9 e suas arestas incidentes.
Na tabela 2.1, mostram-se os vértices adjacentes ao vértice 9, ordenados por seus
graus. Os vértices são atribúıdos a cada posição de S nessa ordem.
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11

4

6

9

7

5

Figura 2.2: Passo inicial da ordenação pela heuŕıstica Cuthill-McKee.

Vértice 7 5 11 4 6
Grau 2 3 4 5 6

Tabela 2.1: Vértices adjacentes ao vértice 9 e seus graus.

O próximo vértice a ser processado é o vértice 7 e a segunda entrada em S é uma
referência para esse vértice. Não são referenciados novos vértices no vetor porque os
vértices adjacentes ao vértice 7 já foram visitados. O mesmo ocorre com o vértice 5.
Ao processar o vértice 11, o vértice 1 é referenciado na próxima entrada dispońıvel
do vetor S. Isso é realizado até que todos os vértices sejam visitados. Veja a ordem
de visitação na figura 2.3.

O resultado da renumeração é mostrado na figura 2.4, juntamente com a ma-
triz M1 correspondente. Na figura 2.5, representa-se o grafo com a renumeração
pela heuŕıstica Cuthill-McKee reverso e sua representação matricial M2. Nesse
exemplo, β(M) = 10, β(M1) = β(M2) = 5, |Env(M)| = 39, |Env(M1)| = 33 e
|Env(M2)| = 24. Na tabela 2.2, esses dados são sumarizados. Note que, com a
numeração inversa, as colunas da matriz M1 transformam-se nas linhas da matriz
M2. Conforme destacado nas linhas tracejadas nas representações de matrizes das
figuras 2.4 e 2.5, as larguras de banda das linhas 4, 5 e 6, isto é, β4(M1), β5(M1)
e β6(M1), não são contadas no profile de M2 na heuŕıstica CMr. Os primeiros co-
eficientes dessas três linhas de M1 pertencem à última linha de M2. Com isso, há
redução no profile de M2 em relação ao profile de M1.

Matriz Largura de banda Profile
M (original) 10 39
M1 (CM) 5 33
M2 (CMr) 5 24

Tabela 2.2: Largura de banda e profile de matrizes de exemplos para as heuŕısticas
CM e CMr.
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Figura 2.3: Um exemplo, passo a passo, da renumeração de vértices de um grafo
pela heuŕıstica Cuthill-McKee.

2.3 Heuŕıstica GPS

A heuŕıstica GPS [26] foi desenvolvida após estudo detalhado da heuŕıstica Cuthill-
McKee reverso (CMr) [22]. Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] verificaram que a
heuŕıstica CMr [22] não era adequada em situações em que há um custo compu-
tacional excessivo para se encontrar o vértice inicial. Nas heuŕısticas CM e CMr,
encontram-se vértices com grau mı́nimo do grafo, geram-se as estruturas de ńıvel
de todos esses vértices e escolhem-se as estruturas de ńıvel que apresentarem a
menor largura de ńıvel. A heuŕıstica CMr [22] realizaria esforço desnecessário nas
situações em que todos os vértices do grafo possúıssem o mesmo grau, por exemplo.
Isso implicaria na montagem da estrutura de ńıvel enraizada por meio da busca em
largura para cada vértice do grafo e seriam realizadas as renumerações por todas
essas estruturas de ńıvel.
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Figura 2.4: Grafo reordenado pela heuŕıstica Cuthill-McKee e sua representação
matricial M1.

Figura 2.5: Grafo reordenado pela heuŕıstica Cuthill-McKee reverso e sua repre-
sentação matricial M2.

A heuŕıstica de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] pode ser dividida em três passos.
No primeiro passo, encontra-se um par de vértices iniciais. Esse passo é apresentado
na subseção 2.3.1. No segundo passo, reduz-se a largura de ńıvel da estrutura
montada no passo anterior. Esse passo é descrito na subseção 2.3.2. Por último,
realiza-se a renumeração dos vértices do grafo de uma forma similar à heuŕıstica
Cuthill-McKee reverso, iniciando-se no vértice encontrado no primeiro passo. Esse
passo é descrito na subseção 2.3.3.

2.3.1 Escolha dos vértices iniciais

Cuthill e Mckee [9] constataram que, quanto mais ńıveis uma estrutura de ńıvel
tem, menor será sua largura de banda, se a renumeração for realizada por meio
dessa estrutura de ńıvel. Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] utilizaram essa noção para
a escolha por qual vértice inicializar a renumeração dos vértices.
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Considere um grafo G = (V,E) e um vértice v ∈ V com grau mı́nimo do grafo.
O algoritmo gera a estrutura de ńıvel enraizada L (v). Em seguida, o algoritmo
também gera estruturas de ńıvel enraizadas para vértices folhas de L (v), em ordem
crescente de grau, e determina um vértice w ∈ L`(v)(v) com excentricidade `(w) >
`(v). Se `(w) > `(v), então, atribui-se w a v e repete-se o processo até que não tenha
vértice em L`(v)(v) com excentricidade maior que a excentricidade de v. O vértice
v será um dos dois vértices iniciais do algoritmo. Para se obter o segundo vértice
inicial u, dentre os vértices folhas de L (v), escolhe-se o vértice que apresentar L (u)
com a menor largura de ńıvel.

Mostra-se, no algoritmo 2, um pseudo-código para a escolha do primeiro vértice
inicial. Na linha 2, é escolhido o vértice com grau mı́nimo do grafo e o atribui a v.
Em seguida, é montada a estrutura de ńıvel enraizada L (v), utilizando-se a busca
em largura. Constroem-se as estruturas de ńıvel enraizadas dos nós folhas de L (v)
até que algum vértice folha w tenha excentricidade maior que a excentricidade de v.
Então, atribui-se w a v e repete-se o processo. Itera-se na estrutura de repetição nas
linhas 5 a 17 enquanto a excentricidade de algum vértice folha de L (v) for maior
que a excentricidade de v. Ao sair da estrutura de repetição enquanto externa, o
vértice v é um dos vértices iniciais da heuŕıstica GPS.

Para se determinar o segundo vértice periférico, utiliza-se a sub-rotina Vertice-
MenorLarguraDeNivel, mostrada no algoritmo 3. Note que as estruturas de ńıvel
enraizadas dos nós folhas de L (v) foram constrúıdas na linha 10 do algoritmo 2.
A sub-rotina VerticeMenorLarguraDeNivel recebe L`(v)(v). Com a estrutura de re-
petição para externa, nas linhas 4 a 10, percorrem-se os nós folhas wi de L (v), para
i = 1, 2, · · · , |L`(v)(v)|. Uma forma de se determinar a largura de ńıvel de L (wi)
é mostrada no algoritmo 4. O algoritmo 4 é utilizado em diversos pseudo-códigos
deste texto. No algoritmo 3, ao sair da estrutura de repetição para externa, estará
armazenado em u o vértice folha de L (v) com a menor largura de ńıvel, que é
retornado.

Na figura 2.6, mostra-se um grafo e a sua representação matricial com os vértices
iniciais determinados pela heuŕıstica GPS. O vértice 1 foi determinado como um
vértice inicial porque possui grau três, que é um vértice com grau mı́nimo do grafo
(além de outros vértices com grau três). Por meio da montagem da estrutura de
ńıvel enraizada do vértice 1, obtém-se a excentricidade `(1) = 5 e os vértices folhas
de L (1) são os vértices 12, 14 e 18. Como esses vértices possuem excentricidade 5,
então, um dos vértices iniciais é o vértice 1. Calculando-se a largura de ńıvel das
folhas de L (1), encontra-se b(L (14)) = b(L (18)) = 4 e b(L (12)) = 5. Com isso,
escolheu-se o vértice 18 como o segundo vértice inicial da heuŕıstica GPS.

1
18

Figura 2.6: Um grafo de exemplo para a renumeração pela heuŕıstica GPS com o
vértices iniciais 1 e 18 destacados e a representação matricial MG do grafo.
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Algoritmo 2: Escolha GPS (escolha do primeiro vértice inicial para a
heuŕıstica GPS).

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico v ∈ V ;
ińıcio1

v ← V erticeComGrauMinimo(G);2

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (v)← BuscaEmLargura(v);3

trocou← verdadeiro;4

enquanto ( trocou = verdadeiro ) faça5

trocou← falso;6

// cria fila de prioridades em ordem crescente de grau

F ← FilaPrioridades(L`(v)(v)); // dos vértices em L`(v)(v)7

repita8

w ← F.Remove();9

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (w)← BuscaEmLargura(w);10

// `(w) e `(v) s~ao as excentricidades dos vértices

se ( `(w) > `(v) ) então11

v ← w;12

L (v)← L (w);13

trocou← verdadeiro;14

fim-se;15

até que ((trocou = verdadeiro) ∨ (F = ∅)) ;16

fim-enquanto;17

retorna v;18

fim.19

Algoritmo 3: VérticeMenorLarguraDeNı́vel (escolhe vértice com menor lar-
gura de ńıvel).

Entrada: conjunto composto pelos nós folhas wi ∈ L`(v)(v);
Sáıda: segundo vértice pseudo-periférico u ∈ V para a heuŕıstica GPS;
ińıcio1

u← ∅; // u recebe nulo2

largura← +∞;3

para ( i← 1; i ≤ |L`(v)(v)|; i← i+ 1 ) faça4

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (wi)← BuscaEmLargura(wi);5

// a sub-rotina b é mostrada no algoritmo 4

se ( b(L (wi)) < largura ) então6

largura← b(L (wi));7

u← wi;8

fim-se;9

fim-para;10

retorna u;11

fim.12
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Algoritmo 4: b.

Entrada: estrutura de ńıvel L (v);
Sáıda: largura de ńıvel de L (v);
ińıcio1

// a largura de nı́vel de L (v) é, pelo menos, 1,

// porque o número de vértices no nı́vel 0 é 1 (a raiz)

l← 1;2

// percorrem-se os nı́veis de L (v)
para ( i← 1; i ≤ `(v); i← i+ 1 ) faça3

se ( |Li(v)| > l ) então l← |Li(v)|;4

fim-para;5

retorna l;6

fim.7

2.3.2 Redução da largura de ńıvel

No segundo passo da heuŕıstica, cria-se uma nova estrutura de ńıvel a partir das
estruturas de ńıvel enraizadas dos vértices iniciais v e u. A largura de ńıvel da nova
estrutura de ńıvel será, no máximo, a menor largura de ńıvel entre as estruturas de
ńıvel enraizadas de v e de u.

Seja k = `(v) = `(u). Note que a excentricidade de v é igual às excentricidades
dos nós folhas de L (v). Dessa forma, (∀u ∈ L`(v)(v)) `(v) = `(u), pois v ∈
L`(u)(u). L (v) = {L0(v), L1(v), · · · , Lk(v)} e L (u) = {L0(u), L1(u), · · · , Lk(u)}
são as respectivas estruturas de ńıvel enraizadas de v e u geradas no primeiro passo
da heuŕıstica.

Associa-se, a cada vértice w do grafo G = (V,E), um par ordenado (i, j),
chamado de par associado do ńıvel, em que i é o ı́ndice associado ao ńıvel de
L (v) que contém w e j é o ı́ndice associado, em ordem decrescente, de L (u)
que contém w. Note que k − j é o ı́ndice do ńıvel em L (u) que contém w.
O par (i, j) é associado ao vértice w se e, somente se, w ∈ Li(v) ∩ Lk−j(u).
Dessa forma, os pares associados aos vértices v e u são (0, 0) e (k, k), respecti-
vamente. Os passos do processo que resultarão em uma nova estrutura de ńıvel
K (ν, · · · ) = {K0(ν, · · · ),K1(ν, · · · ), · · · ,Kk(ν, · · · )} são descritos a seguir.

1. A cada par na forma (i, i), associado a algum vértice w, w é colocado em
Ki(ν, · · · ). Note que (0, 0) é associado a v, então, v ∈ K0(ν, · · · ); e (k, k) é
associado a u, então, u ∈ K`(ν)(ν, · · · ). Cada vértice w e as arestas incidentes
a w são removidas de G = (V,E). Se V = ∅, então, pare.

2. Após o primeiro passo, tem-se V =
t⋃
ι=1

Cι, em que os conjuntos Cι são disjuntos

e t é o número de componentes. As componentes são dispostas em ordem
decrescente de número de vértices, isto é, |C1| ≥ |C2| ≥ · · · ≥ |Ct|.

3. Para cada Cι, ι = 1, 2, · · · , t e considerando-se i = 0, 1, · · · , k; e j = k, k −
1, · · · , 0, faça:

• calcule (n0, n1, · · · , nk), em que nr é o número de vértices em Kr(ν, · · · ),
para 0 ≤ r ≤ k;
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• calcule (h0, h1, · · · , hk), em que hr é nr mais o número de vértices que
Kr(ν, · · · ) teria se o ı́ndice i do par associado do ńıvel fosse utilizado
como a renumeração de ńıvel;

• calcule (l0, l1, · · · , lk), em que lr é nr mais o número de vértices que
Kr(ν, · · · ) teria se o ı́ndice j do par associado do ńıvel fosse utilizado
como a renumeração de ńıvel;

• encontre hmax = max
0≤r≤k

(hr : hr − nr > 0), lmax = max
0≤r≤k

(lr : lr − nr > 0)

e

– se hmax < lmax, então, numere o ńıvel de cada vértice de Cι de
acordo com o ı́ndice i do par associado do ńıvel;

– se hmax > lmax, então, numere o ńıvel de cada vértice de Cι de
acordo com o ı́ndice j do par associado do ńıvel;

– se hmax = lmax, então:

∗ se b(L (u)) ≥ b(L (v)), então, numere o ńıvel de cada vértice de
Cι de acordo com o ı́ndice i do par associado do ńıvel;

∗ se b(L (u)) < b(L (v)), então, numere o ńıvel de cada vértice de
Cι de acordo com o ı́ndice j do par associado do ńıvel.

Utilizam-se os ńıveis resultantes da combinação das estruturas de ńıvel enrai-
zadas dos vértices v e u. Para isso, verifica-se qual quantidade é menor, hmax ou
lmax.

Um exemplo da execução da segunda parte da heuŕıstica GPS, considerando-se
os vértices iniciais v = 1 e u = 18 do grafo da figura 2.6, é mostrado nas figuras
2.7, 2.8 e 2.10. Na figura 2.7, associados aos vértices, são mostrados os ı́ndices (i, j)
referentes aos ńıveis das estruturas de ńıvel dos vértices 1 e 18.

(0, 0)

(1, 0)

(1, 0)

(1, 1)

(2, 1)

(2, 2)

(2, 1)

(2, 0)(3, 1)

(3, 2)

(3, 2)(4, 3)

(3, 3)(4, 4)

(4, 3)

(4, 2)

(5, 4)

(5, 5)

(5, 4)

Figura 2.7: Grafo com os vértices associados aos ı́ndices das estruturas de ńıvel de
v = 1 e de u = 18. O primeiro ı́ndice do par (i, j) indica o ńıvel do vértice na
estrutura de ńıvel de v = 1 e o segundo ı́ndice indica o ńıvel do vértice na estrutura
de ńıvel de u = 18.

Na figura 2.8, mostram-se os ı́ndices dos vértices 1, 3, 4, 9, 10, e 18 na nova
estrutura de ńıvel K (ν, · · · ). Esses vértices são dispostos na estrutura de ńıvel
K (1, · · · ) porque i = j em (i, j). Também, na figura 2.8, mostram-se os componen-
tes C1 = {2, 5, 7, 12, 13, 16, 17, 19} e C2 = {6, 8, 11, 14, 15}. Note que, na figura 2.8,
os vértices de C1 e de C2 não possuem ı́ndices no estágio corrente do algoritmo.
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(0)

( )

(1)(2)

( )

( )( )

( )

( )( )

(3)(4)

( )

( )

( )

(5)

( )
( ) ( )

Figura 2.8: Os vértices que não estão em C1 ou C2 estão nos ńıveis
K0(ν, · · · ),K1(ν, · · · ), · · · ,Kk(ν, · · · ), em que k = `(1) = `(18). Os ı́ndices estão
mostrados juntos desses vértices. O grafo corrente é G = C1 ∪ C2.

Em seguida, gera-se (n0, n1, n2, n3, n4, n5) = (1, 1, 1, 1, 1, 1) porque tem um
vértice em cada ńıvel de K (1, · · · ), ou seja, cada um dos vértices 1, 4, 9, 10, 3 e
18 estão em um ńıvel de K (1, · · · ) (veja os ı́ndices associados a esses vértices na
figura 2.8). Com isso, de C1, geram-se:

• (h0, h1, h2, h3, h4, h5) = (1, 1, 1, 1, 1, 1) + (0, 1, 2, 2, 2, 1) = (1, 2, 3, 3, 3,
2), pois para 0 ≤ r ≤ k, hr é nr adicionado do número de vértices de C1, no
ńıvel r, considerando-se o ı́ndice i (veja os ı́ndices i associados aos vértices em
C1 na figura 2.7);

• (l0, l1, l2, l3, l4, l5) = (1, 1, 1, 1, 1, 1) + (2, 2, 2, 1, 1, 0) = (3, 3, 3, 2, 2, 1),
pois para 0 ≤ r ≤ k, lr é nr adicionado do número de vértices de C1, no ńıvel
r, considerando-se o ı́ndice j (veja os ı́ndices j associados aos vértices em C1

na figura 2.7).

Com isso, hmax = lmax = 3 e b(L (u)) = b(L (v)). Então, os vértices de C1 têm
os seus ı́ndices da estrutura de ńıvel organizados e incorporados ao grafo de acordo
com o ı́ndice i, como pode ser visto na figura 2.9.

Após associar os vértices de C1 na nova estrutura de ńıvel, repetem-se os passos
para C2. Nesta etapa do algoritmo, tem-se (n0, n1, n2, n3, n4, n5) = (1, 2, 3, 3, 3,
2), pois C1 foi incorporado à estrutura de ńıvel K (ν, · · · ), de acordo com o ı́ndice
i do par associado do ńıvel. Por isso, de C2, geram-se:

• (h0, h1, h2, h3, h4, h5) = (1, 2, 3, 3, 3, 2) + (0, 1, 1, 1, 1, 1) = (1, 3, 4, 4, 4,
3), pois para 0 ≤ r ≤ k, hr é nr adicionado do número de vértices de C2, no
ńıvel r, considerando-se o ı́ndice i (veja os ı́ndices i associados aos vértices em
C2 na figura 2.7);

• (l0, l1, l2, l3, l4, l5) = (1, 2, 3, 3, 3, 2) + (1, 1, 1, 1, 1, 0) = (2, 3, 4, 4, 4, 2),
pois para 0 ≤ r ≤ k, hr é nr adicionado do número de vértices de C2, no ńıvel
r, considerando-se o ı́ndice j (veja os ı́ndices j associados aos vértices em C2

na figura 2.7.
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(0)

(1)

(1)(2)

(2)

(1)(2)

(3)

(3)(4)

(3)(4)

(4)

(3)

(5)

(5)

(5)
(2) (1)

Figura 2.9: Os vértices de C1, mostrados na figura 2.8, foram incorporados na nova
estrutura de ńıvel de acordo com o ı́ndice i de (i, j), mostrados na figura 2.7.

Com isso, hmax = lmax = 4 e b(L (u)) = b(L (v)). Então, os vértices de C2 têm
os seus ı́ndices da estrutura de ńıvel organizados de acordo com o ı́ndice i, como
pode ser visto na figura 2.10.

(0)

(1)

(1)(2)

(2)

(2)(3)

(3)

(3)(4)

(3)(4)

(4)

(4)

(5)

(5)
(2) (1)

(5)

Figura 2.10: Os vértices de C2, mostrado na figura 2.8, foram incorporados na nova
estrutura de ńıvel de acordo com o ı́ndice i de (i, j), mostrados na figura 2.7.

Com essa estrutura de ńıvel, obtêm-se os vértices com a ordem:

• 1 porque está em K0(ν, · · · );

• 8, 13 e 4 porque estão em K1(ν, · · · ) e possuem graus 3, 4 e 6, respectivamente;

• 5, 15, 9 e 16 porque estão em K2(ν, · · · ) e possuem graus 3, 4, 6 e 6, respec-
tivamente;

• · · · ;

• 12, 18 e 14 porque estão em K5(ν, · · · ) e possuem o mesmo grau, com isso, a
ordem entre esses vértices é arbitrária.
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2.3.3 Renumeração

A ordem para percorrer os vértices é dada considerando-se a estrutura de ńıvel
obtida no passo mostrado na subseção 2.3.2. Realiza-se a renumeração dos vértices
iniciando-se pelo ńıvel Kk(ν, · · · ) até o ńıvel K0(ν, · · · ). Para vértices de mesmo
ńıvel, primeiramente, percorre-se o que tem grau maior. No exemplo mostrado nas
figuras 2.6 a 2.10, a renumeração é dada na ordem inversa ao que foi apresentado
no final da subseção 2.3.2.

A renumeração final do grafo da figura 2.6 e a sua representação matricial são
mostradas na figura 2.11. Para uma comparação, mostra-se, na figura 2.12, a re-
numeração, pela heuŕıstica CMr, do grafo da figura 2.6, considerando-se o vértice 1
como o vértice inicial. Na tabela 2.3, observa-se que bons resultados (reduções de
largura de banda e de profile em relação à matriz MG da figura 2.6) são obtidos pela
heuŕıstica CMr ao se escolher um vértice inicial com excentricidade aproximada ao
diâmetro do grafo. Veja o caṕıtulo 4, na página 69, para detalhes sobre vértice
pseudo-periférico. No caso da figura 2.6, `(1) = 5, que é o diâmetro do grafo. Na
tabela 2.3, também mostram-se as larguras de banda e os profiles de MG1 e de MG2

das figuras 2.11 e 2.12, obtidos pelas renumerações do grafo da figura 2.6 por meio
das heuŕısticas GPS e CMr, respectivamente.

Figura 2.11: Grafo da figura 2.6 renumerado pela heuŕıstica GPS e sua representação
matricial MG1

.

Figura 2.12: Grafo da figura 2.6 renumerado pela heuŕıstica CMr e sua representação
matricial MG2 .
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Matriz Largura de banda Profile
MG (original) da figura 2.6 17 142
MG1

(GPS) da figura 2.11 4 61
MG2

(CMr) da figura 2.12 4 63

Tabela 2.3: Largura de banda e de profile das matrizes mostradas nas figuras 2.6,
2.11 e 2.12.

2.4 Heuŕıstica de Snay

Uma heuŕıstica para a permutação de linhas e colunas de uma matriz simétrica para
a redução do profile foi proposta por Snay [80]. Descreve-se o algoritmo de Snay
na subseção 2.4.1. É mostrada a heuŕıstica de Snay [80] para a determinação de
vértices iniciais na subseção 2.4.2.

2.4.1 Descrição do algoritmo de Snay

Considere o grafo G = (V,E). Considere, também, um conjunto de vértices H com-
posto por vértices esperançosos, que são vértices que ainda não foram processados
e que são adjacentes a vértices já processados.

A heuŕıstica de Snay [80], mostrada no algoritmo 5, recebe o vértice v inicial
e referencia-se esse vértice na primeira entrada da renumeração S = {s(1), s(2),
· · · , s(|V |)}. Isso é representado como s(i) ← v na linha 2 do algoritmo 5. Nas
linhas 3 e 4, estabelecem-se como vazios os conjuntos de vértices esperançosos (H )
e candidatos.

Percorrem-se todos os vértices u ∈ V −{v} na estrutura de repetição das linhas 5
a 25. O algoritmo de Snay [80] escolhe o candidato com menor grau como o i -ésimo
vértice da renumeração, sem considerar as adjacências a vértices não esperançosos e
não processados. No ińıcio da iteração i, na linha 6, os novos vértices esperançosos
são os vértices adjacentes a s(i − 1) e que não pertencem a S. O conjunto H é
acrescido desses vértices adjacentes ao vértice s(i − 1) e que não pertencem a S.
Na linha 8, o conjunto de vértices candidatos é acrescido dos novos vértices es-
perançosos. Nas linhas 9 a 11, o conjunto de vértices candidatos é acrescido dos
vértices adjacentes dos novos vértices esperançosos, isto é, incluem-se no conjunto
de vértices candidatos os vértices no segundo ńıvel de adjacência de s(i− 1). Note
que não se incluem no conjunto de vértices candidatos os vértices pertencentes a S.
A limitação dos vértices candidatos é para tornar o algoritmo mais rápido do que
considerar todos os vértices não renumerados como candidatos.

Na estrutura de repetição nas linhas 14 a 21, o vértice candidato escolhido
para ser renumerado em uma iteração é o vértice que possui o menor grau, sem
considerar as adjacências a vértices não esperançosos e não processados na linha
15. Além disso, os vértices esperançosos são favorecidos em relação aos demais
vértices candidatos, na linha 16. O vértice vmin a ser renumerado na iteração i
é referenciado na entrada s(i), na linha 22. Após ser renumerado, o vértice vmin
deixa de ser tanto um vértice esperançoso, na linha 23, como um vértice candidato,
na linha 24. O algoritmo retorna a renumeração S na linha 26.
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Algoritmo 5: AlgoritmoSnay.

Entrada: grafo conexo G = (V,E) e um vértice inicial v ∈ V ;
Sáıda: renumeração S para V , com |V | entradas s(1), s(2), · · · , s(|V |);
ińıcio1

s(1)← v; // inicia-se a renumeraç~ao pelo vértice inicial2

H ← ∅; // inicializam-se os conjuntos de vértices3

candidatos← ∅; // esperançosos e candidatos como vazios4

para ( i← 2; i ≤ |V |; i← i+ 1 ) faça5

// vértices n~ao renumerados adjacentes a s(i− 1)
// tornam-se vértices esperançosos

NovosEsperançosos ← Adj(G, s(i− 1))− {s(1), s(2), · · · , s(i− 1)};6

H ← H ∪ NovosEsperançosos;7

// vértices n~ao processados e adjacentes

// a s(i− 1) tornam-se esperançosos

candidatos← candidatos ∪ NovosEsperançosos;8

para cada ( u ∈ NovosEsperançosos ) faça9

// torna candidatos os vértices n~ao processados do

// segundo nı́vel de adjacência de s(i− 1)
candidatos← candidatos ∪ (Adj(G, u)− {s(1), ..., s(i− 1)});10

fim-para-cada;11

min← +∞;12

vmin ← ∅; // vmin recebe nulo13

// escolhe-se o candidato w com menor grau, sem contar as

// adjacências a n~ao esperançosos e n~ao processados

para cada ( w ∈ candidatos ) faça14

// número de vértices n~ao processados e

// n~ao esperançosos adjacentes a w
grauRel w ← |Adj(G,w)− ({s(1), ..., s(i− 1)} ∪H) |;15

// os vértices esperançosos s~ao favorecidos

// em relaç~ao aos demais vértices candidatos

se ( w ∈ H ) então grauRel w ← grauRel w − 1;16

se ( grauRel w < min ) então17

min← grauRel w;18

vmin ← w;19

fim-se;20

fim-para-cada;21

s(i)← vmin; // inclui o candidato escolhido na sequência22

// se o escolhido era vértice esperançoso, retira-o de H

H ← H − {vmin};23

// o vértice escolhido é retirado também do conjunto

candidatos← candidatos− {vmin}; // de candidatos24

fim-para;25

retorna S;26

fim.27

2.4.2 Vértices iniciais pseudo-periféricos

Considere que a distância entre dois vértices u, v ∈ V é o tamanho do menor caminho
entre u e v, ou seja, d(v,u), conforme mostrado na definição 5, na página 8. O
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método para a determinação dos candidatos a vértice inicial, mostrado em Snay
[80], consiste em considerar, a partir de um vértice aleatório v ∈ V , um conjunto D
com os cinco vértices mais distantes de v. Considera-se, também, o conjunto Q dos
cinco vértices mais distantes do vértice x ∈ S, em que x é o vértice mais distante
de v. Os conjuntos de vértices D e Q contêm os candidatos a vértice inicial da
heuŕıstica de Snay [80].

Esse método de determinação dos candidatos a vértice inicial é similar à heuŕıstica
GPS [26]. A heuŕıstica GPS determina dois vértices cuja distância entre os mes-
mos se aproxima do diâmetro do grafo (vértices pseudo-periféricos). Para isso, a
heuŕıstica GPS utiliza a estrutura de ńıvel. Para detalhes sobre a heuŕıstica GPS,
veja a seção 2.3, na página 18.

Ao escolher os vértices mais distantes de um vértice inicial v aleatório, a heuŕıstica
de Snay [80] considera, de maneira impĺıcita, os vértices do(s) último(s) ńıvel(is) da
estrutura de ńıvel enraizada de v. Porém, há uma escolha arbitrária de apenas cinco
desses vértices, sem estabelecer critérios de desempate caso dois ou mais vértices
tenham a mesma distância de v. A mesma arbitrariedade e falta de critério da es-
colha anterior acontecem tanto na determinação do vértice mais distante de v como
na determinação do segundo conjunto de vértices candidatos a vértice inicial. Ao se
desconsiderar as arbitrariedades e faltas de critérios de desempate, pode-se consi-
derar que a heuŕıstica de Snay [80] executa exatamente duas iterações da heuŕıstica
GPS para determinar os vértices pseudo-periféricos.

No algoritmo 6, utiliza-se a estrutura de ńıvel para se determinar os vértices
mais distantes a um determinado vértice. O algoritmo 6 recebe um grafo G =
(V,E) e tem como sáıda um conjunto de vértices pseudo-periféricos D ∪ Q. Na
condição da linha 2, exige-se que o grafo tenha, pelo menos, 10 vértices. Um vértice
aleatório é atribúıdo a v na linha 3. Na linha 4, constrói-se a estrutura de ńıvel
enraizada de v. A construção do conjunto de vértices mais distantes a v inicia-se
na linha 5. A variável k, inicializada na linha 6, é utilizada para que |D| = 5, pois
o(s) último(s) ńıvel(is) da estrutura de ńıvel enraizada de v pode(m) não ter cinco
vértices. A variável u, inicializada na linha 7, é utilizada para armazenar um vértice
mais distante a v. A variável i, inicializada na linha 8, é utilizada na estrutura de
repetição das linhas 9 a 20, em que se inserem os cinco vértices em D na linha 11.
Constrói-se a estrutura de ńıvel enraizada de u na linha 15. Da mesma forma, cinco
vértices mais distantes a u são inseridos em Q, nas linhas 21 a 31. Por simplidade
da apresentação, mostram-se os dois trechos de código similares em seguida, das
linhas 6 a 20 e das linhas 22 a 31. Finalmente, retorna-se D ∪Q, na linha 32.

No algoritmo 7, avalia-se a largura de banda de G = (V,E) para cada vértice
pseudo-periférico. O algoritmo recebe o grafo G = (V,E) e tem como sáıda uma
renumeração dos vértices em V.

Na condição da linha 2, exige-se que o grafo tenha, pelo menos, 10 vértices.
Chama-se o algoritmo 6 e inserem-se os vértices pseudo-periféricos no conjunto
C, na linha 3. As variáveis menorLarguraBanda e melhorOrdem são inicializadas
nas linhas 4 e 5, respectivamente. Na estrutura de repetição das linhas 6 a 13,
para cada vértice w ∈ C, avalia-se a renumeração com w como o vértice inicial
na linha 7 e a largura de banda dessa renumeração na linha 8. Atualizam-se as
variáveis menorLarguraBanda e melhorOrdem nas linhas 9 a 12. Finalmente, a
melhor renumeração é retornada na linha 14.
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Algoritmo 6: VerticesPseudoPerifericosSnay (vértices pseudo-periféricos
para o algoritmo de Snay [80]).

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: conjunto de vértices pseudo-periféricos D ∪Q;
ińıcio1

se ( |V | < 10 ) então retorna;2

v ← V erticeAleatorio(V );3

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (v)← BuscaEmLargura(v);4

D ← ∅; // conterá cinco vértices mais distantes de v5

k ← 0; // inserem-se, pelo menos, cinco vértices em D6

u← ∅; // um dos vértices mais distantes de v7

i← 0;8

enquanto ( i < 5 ) faça9

para cada ( w ∈ L`(v)−k(v) ) faça10

D ← D ∪ {w};11

i← i+ 1;12

// determina-se um vértice u mais distante de v

se ( u = ∅ ) então13

u← w;14

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (u)← BuscaEmLargura(u);15

fim-se;16

// sai da estrutura de repetiç~ao para cada

se ( i ≥ 5 ) então break;17

fim-para-cada;18

k ← k + 1;19

fim-enquanto;20

// cinco vértices mais distantes a um vértice

Q← ∅; // mais distante de v s~ao inseridos em Q21

k ← 0;22

i← 0;23

enquanto ( i < 5 ) faça24

para cada ( w ∈ L`(u)−k(u)−D ) faça25

Q← Q ∪ {w};26

i← i+ 1;27

// sai da estrutura de repetiç~ao para cada

se ( i ≥ 5 ) então break;28

fim-para-cada;29

k ← k + 1;30

fim-enquanto;31

retorna D ∪Q;32

fim.33

2.5 Heuŕıstica quatro-etapas

Essa heuŕıstica foi proposta por Kaveh [40], que utiliza a estrutura Shortest Route
Tree (SRT). A SRT é utilizada em todas as quatro etapas da heuŕıstica. Essa
estrutura é comentada na subseção 2.5.1.
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Algoritmo 7: calcula largura de banda para cada vértice pseudo-periférico
do algoritmo de Snay.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: renumeração S para V ;
ińıcio1

se ( |V | < 10 ) então retorna;2

C ← V erticesPseudoPerifericosSnay(G); // algoritmo 63

menorLarguraBanda← +∞;4

melhorOrdem← ∅;5

para cada ( w ∈ C ) faça6

S ← AlgoritmoSnay(G,w); // algoritmo 57

larguraBanda← CalculaLarguraBanda(G,S);8

se ( larguraBanda < menorLarguraBanda ) então9

menorLarguraBanda← larguraBanda;10

melhorOrdem← S;11

fim-se;12

fim-para-cada;13

retorna melhorOrdem;14

fim.15

A qualidade dos resultados da heuŕıstica quatro-etapas depende da escolha de
um vértice inicial adequado. Com isso, a heuŕıstica quatro-etapas inicia por um
vértice pseudo-periférico. Para a primeira etapa, Kaveh [40] propôs seis algoritmos
para encontrar vértice pseudo-periférico. Esses algoritmos são abordados na seção
4.3, na página 71.

A segunda etapa consiste em montar a estrutura SRT do vértice inicial v0,
selecionado na primeira etapa. Na prática, a SRT pode ser montada na primeira
etapa, já que pode-se utilizar a SRT para se determinar o vértice inicial.

Na terceira etapa, encontra-se um caminho para percorrer cada ńıvel (ou con-
torno) C0(v0), C1(v0), · · · , C`(v0)(v0) em R(v0), isto é, a estrutura SRT do vértice
inicial v0. Encontrar esse caminho é posśıvel porque armazenam-se as conectivida-
des na SRT, o que não seria posśıvel na estrutura de ńıvel enraizada. Nesse caminho,
há somente um vértice em cada ńıvel da SRT. Na subseção 2.5.2, apresenta-se a es-
colha do caminho transversal.

Ao se considerar a heuŕıstica CMr [22] começando por um vértice pseudo-
periférico, a renumeração por essa heuŕıstica é uma busca em largura modificada,
em que os vértices de cada ńıvel são renumerados na ordem crescente de grau. Na
heuŕıstica quatro-etapas, os primeiros vértices renumerados de cada ńıvel são os
vértices representativos do ńıvel, ou seja, os vértices do caminho transversal. A
renumeração de cada ńıvel é dada pela distância de cada ńıvel em relação ao vértice
representativo do ńıvel. São essas as diferenças da heuŕıstica quatro-etapas em
relação à heuŕıstica CMr.

Na última etapa da heuŕıstica, realiza-se a renumeração dos vértices do grafo
na ordem inversa. Essa renumeração é realizada separadamente em cada ńıvel da
estrutura de ńıvel. Descreve-se, na subseção 2.5.3, a renumeração realizada pela
heuŕıstica quatro-etapas. Finalmente, apresenta-se, na subseção 2.5.4, um exemplo
da heuŕıstica quatro-etapas.



32 Heuŕısticas baseadas em estrutura de ńıvel

2.5.1 Estrutura Shortest Route Tree

A estrutura de ńıvel enraizada, apresentada na definição 9, na seção 1.4, na página
8, é uma árvore com um vértice inicial na raiz que mostra duas caracteŕısticas
principais: a distância de cada vértice para o vértice inicial e a quantidade de
vértices em cada ńıvel. Com isso, pode-se determinar a excentricidade do vértice
inicial.

Pode-se afirmar que a estrutura de ńıvel enraizada é um caso especial da Shortest
Route Tree (SRT). Além das caracteŕısticas da estrutura de ńıvel enraizada, também
armazenam-se as conectividades dos vértices na SRT. Isso significa que a SRT é
uma forma de representação do grafo original. Isso facilita e tornam eficientes as
heuŕısticas de Kaveh [42] que utilizam essa estrutura ao custo de mais espaço de
armazenamento em relação à estrutura de ńıvel enraizada.

A estrutura SRT é particionada como R(v0) = {C0(v0)∪C1(v0)∪· · ·∪C`(v0)(v0)},
em que v0 é o vértice inicial da renumeração e armazenam-se as adjacências entre
os vértices de Ci(v0) e de Ci+1(v0), para 0 ≤ i < |V |, para o grafo G = (V,E).
Neste texto, utilizam-se conceitos e termos similares à estrutura de ńıvel enraizada.
Em particular, os conjuntos Ci(v0), para 0 ≤ i ≤ |V |, são os contornos em torno do
vértice inicial e é posśıvel determinar um caminho (ou rota) na SRT R(v0) de cada
vértice v ∈ V − {v0} para o vértice v0.

2.5.2 Caminho transversal

Na terceira etapa, é selecionado um caminho transversal mı́nimo p = {v`(v), v`(v)−1,
· · · , v0} que possui um vértice em cada contorno de R(v0). Um caminho transversal
mı́nimo é um caminho em que os vértices escolhidos em cada contorno de R(v0)
possuem grau mı́nimo. Note que a escolha do caminho transversal mı́nimo se inicia
no contorno C`(v0)(v0) e vai até o contorno C0(v0). A seleção desse caminho é
importante para a etapa de renumeração, que é abordada na subseção 2.5.3.

Mostra-se um pseudo-código para a escolha do caminho transversal mı́nimo no
algoritmo 8. Considere v0 como o vértice inicial da renumeração, selecionado na
primeira etapa da heuŕıstica. O algoritmo recebe uma estrutura SRT R(v0) =
{C0(v0), C1(v0), · · · , C`(v0)(v0)} proveniente da segunda etapa da heuŕıstica. No
contorno 0 da estrutura SRT só há o vértice v0. Esse vértice é o último vértice a
ser referenciado no caminho transversal.

A construção do caminho transversal mı́nimo é iniciada pelo contorno C`(v0)(v0).
Na linha 2, escolhe-se um vértice de C`(v0)(v0) com grau mı́nimo para ser o primeiro
vértice a ser referenciado no caminho transversal.

Na estrutura de repetição para nas linhas 4 a 9, escolhe-se, a cada contorno, um
vértice adjacente ao vértice do contorno anterior com grau mı́nimo para ser inserido
no caminho transversal. Nessa estrutura de repetição, percorrem-se os vértices
pertencentes ao contorno Ci−1(v0) que são adjacentes ao vértice determinado no
passo anterior. O algoritmo retorna o caminho transversal, referenciado pelo vértice
inicial v`(v0), com os vértices de grau mı́nimo de cada contorno da estrutura SRT.

2.5.3 Renumeração

Na última etapa da heuŕıstica, renumeram-se os vértices, percorrendo-se os contor-
nos da SRT. Cada vértice pertencente ao caminho transversal mı́nimo, obtido na
etapa anterior, é o vértice inicial para a renumeração do seu ńıvel. Após todos os
vértices do grafo terem sido renumerados, a renumeração é invertida.
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Algoritmo 8: escolha do caminho transversal mı́nimo.

Entrada: estrutura SRT R(v0) = {C0(v0), C1(v0), · · · , C`(v0)(v0)};
Sáıda: um caminho transversal mı́nimo com `(v0) + 1 vértices;
ińıcio1

// o caminho transversal mı́nimo é iniciado por um vértice

// v ∈ C`(v0)(v0) com grau mı́nimo; considera-se o caminho

// transversal mı́nimo como uma referência a v e há uma

// referência em cada vértice do caminho para o vértice

// seguinte até o último vértice do caminho transversal

v`(v0) ← V erticeComGrauMinimo(C`(v0)(v0));2

v`(v0).proximo← ∅;3

// como v0 é conhecido, basta iterar a sequência até v1

para ( i← `(v0); i > 1; i← i− 1 ) faça4

// percorrem-se os vértices pertencentes ao contorno

// Ci−1(v0) que s~ao adjacentes ao vértice escolhido no

// contorno Ci(v0); considere que CEi (v0) ∪ CEi−1(v0)
// contém as arestas entre os dois contornos

W ← {(∀w′ ∈ Ci−1(v0)) w′ : {vi, w′} ∈ CEi (v0) ∪ CEi−1(v0)};5

vi−1 ← V erticeComGrauMinimo(W );6

vi.anterior ← vi−1;7

vi−1.proximo← vi; // lista duplamente encadeada8

fim-para;9

// v0 é o único vértice em C0(v0) e, necessariamente,

v1.anterior ← v0; // é adjacente a v110

v0.proximo← v1;11

v0.anterior ← ∅; // término da lista encadeada12

retorna v`(v0); // retorna referência a v`(v0)13

fim.14

O primeiro contorno da SRT a ser visitado é o contorno C0(v0). Como somente
há v0 ∈ C0(v0), v0 recebe a numeração 1. Em seguida, renumeram-se os vértices
de C1(v0). Nesse contorno, a renumeração é iniciada pelo vértice v1 do caminho
transversal mı́nimo. Esse vértice recebe a numeração 2. Feito isso, é gerada a estru-
tura de ńıvel L (v1). Note que pode ser utilizada a estrutura de ńıvel enraizada do
vértice em vez da SRT porque as conectividades não são necessárias. Só se neces-
sita criar L (v1) até os vértices de C1(v0). Renumeram-se os vértices pertencentes
a C1(v0) na sequência em que aparecerem em L (v1). O mesmo é realizado com v2.
Gera-se L (v2) e renumeram-se os vértices pertencentes a C2(v0) na sequência em
que aparecerem em L (v2). Repete-se esse processo para se renumerarem os vértices
em Ci(v0) na sequência em que aparecem em L (vi), com 3 ≤ i ≤ `(v0), ou seja,
numeram-se os vértices C3(v0), C4(v0), · · · , C`v0(v0) na sequência em que aparecem
em L (v3),L (v4), · · · ,L (v`(v0)), respectivamente. Em seguida, a numeração dos
vértices do grafo é invertida.

2.5.4 Exemplo para a etapa de renumeração

Um exemplo de execução da etapa de renumeração é mostrado a seguir. Mostra-se,
na figura 2.13, a estrutura SRT do grafo da figura 2.6 com os vértices do caminho
transversal mı́nimo destacados. Foi montada a estrutura SRT do vértice periférico
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1, supondo-se que esse vértice tenha sido escolhido na primeira etapa da heuŕıstica.
Os vértices que compõem o caminho transversal mı́nimo são: 1, 8, 15, 6, 11 e 14.

1

8

(0)

(1)

(1)(2)

(2)

(2)(3)

(3)

(3)(4)

(3)(4)

(4)

(4)

(5)

(5)
(2) (1)

(5)

1561114

Figura 2.13: Estrutura SRT da figura 2.6 com os vértices do caminho transversal
mı́nimo destacados.

O vértice inicial é o vértice 1, que recebe a numeração 1. O segundo vértice
numerado é o vértice 8, que é o segundo vértice do caminho transversal mı́nimo.
Mostra-se, na figura 2.14, parte da a estrutura de ńıvel do vértice 8 com os vértices
do contorno C1(1) destacados. Como o vértice 4 ∈ L1(8) e o vértice 13 ∈ L2(8),
renumera-se o vértice 4 e depois renumera-se o vértice 13, como pode ser visto na
figura 2.15. A renumeração final é invertida, e é mostrada na figura 2.16. Também é
mostrada a representação matricial do grafo renumerado na figura 2.16. Mostram-
se, na tabela 2.4, as reduções de largura de banda e de profile pela renumeração da
heuŕıstica quatro-etapas. Também são mostradas as larguras de banda e profiles
obtidas nas aplicações das heuŕısticas GPS e CMr no grafo da figura 2.6 na tabela
2.4.

4

13

L0

L1

L2

L3

...

Figura 2.14: Parte da estrutura de ńıvel do vértice 8.

Matriz Aplicação da heuŕıstica Largura de banda Profile
MG (original) da figura 2.6 (ou 2.13) (matriz original) 17 142

MG1
da figura 2.11 GPS 4 61

MG2
da figura 2.12 CMr 4 63

MG3
da figura 2.16 quatro-etapas 5 65

Tabela 2.4: Largura de banda e de profile das matrizes mostradas nas figuras 2.6
(e 2.13), 2.11, 2.12 e 2.16.
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1
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(2) (1)
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Figura 2.15: Grafo da figura 2.13 com os vértices dos contornos C0(1) = {1} e
C1(1) = {4, 8, 13} renumerados.

19

Figura 2.16: Grafo da figura 2.6 renumerado pela heuŕıstica quatro-etapas e sua
representação matricial MG3 .

2.6 Heuŕıstica de Boutora-Takorabet-Ibtiouen-Me-
zani

Boutora et al. [4] aplicaram a busca em largura para a renumeração de vértices de
malhas triangulares. O grafo da figura 2.16 é um exemplo de uma malha triangular.
Boutora et al. [4] iniciaram a renumeração por um vértice pseudo-periférico.

Esta seção é dividida como a seguir. Na subseção 2.6.1, algumas definições para
o entendimento da implementação da heuŕıstica de Boutora et al. [4] são descritas.
Na subseção 2.6.2, apresenta-se um pseudocódigo para essa implementação.

2.6.1 Definições

Considere um elemento triangular T = (TV , TE) composto pelos vértices v, u e
w, isto é, TV = {u, v, w} e TE = {{u, v}, {v, w}, {w, u}}. Um vértice v ∈ TV é
considerado a cúpula e os outros dois vértices, u,w ∈ TV , são considerados a base
B(T ) = {u,w}.

Ainda, elementos triangulares adjacentes possuem a mesma cúpula. Considere
vi a cúpula de Ti e vj a cúpula de Tj . Se vi = vj , então, o elemento triangular
Tj é adjacente ao elemento triangular Ti. Por exemplo, suponha que um elemento
triangular Ti é composto pelos vértices 17, 18 e 19 e um elemento triangular Tj é
composto pelos vértices 13, 14 e 17 da malha triangular mostrada na figura 2.16.
Nesse exemplo, considere que o vértice 17 é a cúpula de ambos os elementos trian-
gulares Ti e Tj ; logo, o elemento triangular Tj é adjacente ao elemento triangular
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Ti.

Considere, também, um grafo G = (V,E), em que V é um conjunto de vértices
V = {v1, v2, · · · , vn}, conectados pelas arestas em E. Define-se Struc(v) = {(∀T ⊂
G) T : v ∈ TV }. Isso significa que Struc(v) é formada pelos elementos triangulares
que possuem v como um de seus vértices.

2.6.2 Pseudocódigo

O pseudocódigo dessa busca em largura aplicada para a renumeração de vértices
de malhas triangulares é mostrado no algoritmo 9. O algoritmo recebe G = (V,E),
isto é, recebe um conjunto V de vértices para a ordenação, conectados pelas arestas
em E.

Inicialmente, na linha 2, seleciona-se um vértice inicial pseudo-periférico para a
numeração. Esse vértice inicial é atribúıdo a s(1). A numeração de cada vértice é
dada pela posição em S = {s(1), s(2), · · · , s(|V |)}. Se um vértice v é colocado na
posição i em S, então, v receberá a numeração i.

A estrutura de repetição das linhas 5 a 20 é repetida, no máximo, |V | vezes. Nas
linhas 6 e 7, atribui-se a E as estruturas triangulares com s(k) como um de seus
vértices, a menos da(s) estrutura(s) triangular(es) com cúpula s(k − 1) porque já
foi(ram) considerada(s) na iteração anterior. Em particular, como o vértice inicial
é atribúıdo a s(1), somente Struc(s(1)) é selecionado na linha 6. Isso para que
não ocorresse Struc(s(0)) na linha 7, ou seja, tentativa de criação do conjunto
com argumento inválido. Na estrutura de repetição das linhas 8 a 18, para cada
estrutura triangular T ∈ E , inserem-se os vértices u,w ∈ B(T ) em S, caso ainda
não tenham sido inseridos. Finalmente, quando todos os vértices de V estiverem
em S, o algoritmo retorna a renumeração inversa de S.

2.7 Heuŕıstica GGPS

A heuŕıstica Generalized GPS (GGPS) de Wang, Guo e Shi [87, 88] foi proposta
para as reduções de largura de banda e de profile. Essa heuŕıstica, assim como a
heuŕıstica GPS de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26], é dividida em três etapas: escolha
de vértices pseudo-periféricos, redução da largura de ńıvel e renumeração. Para um
melhor entendimento da heuŕıstica GGPS, veja as definições 8 e 10, na seção 1.4,
na página 8, para vértice pseudo-periférico e largura de ńıvel, respectivamente.

A heuŕıstica GGPS tem duas diferenças principais em relação à heuŕıstica GPS.
A primeira diferença é que, na heuŕıstica GPS, apenas dois vértices pseudo-periféricos
são encontrados na etapa de inicialização. Na heuŕıstica GGPS, dois conjuntos de
vértices pseudo-periféricos são encontrados na etapa de inicialização. Seja o grafo
G = (V,E) conexo, não ponderado e não direcionado, em que V é o conjunto de
vértices e E é o conjunto de arestas. Selecionam-se dois vértices pseudo-periféricos
u e w, em que w é o vértice com menor largura de ńıvel do último ńıvel da estru-
tura de ńıvel de u. Essa escolha é realizada da mesma forma que ocorre no passo de
inicialização da heuŕıstica GPS. Veja a subseção 2.3.1, na página 19, para detalhes
sobre esse passo na heuŕıstica GPS.

No primeiro conjunto de vértices, selecionam-se os vértices do último ńıvel da
estrutura de ńıvel de u que possuem a mesma excentricidade do vértice u. Nesse
conjunto, haverá, pelo menos, um vértice w. Isso porque o vértice u foi selecionado
conforme o passo de inicialização da heuŕıstica GPS. Com isso, a excentricidade do
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Algoritmo 9: Boutora-Takorabet-Ibtiouen-Mezani.

Entrada: triangulação G = (V,E), com vértices em V conectados por
arestas em E;

Sáıda: solução S = {s(1), s(2), · · · , s(|V |)} com a ordem dos vértices;
ińıcio1

// seleciona um vértice na fronteira da triangulaç~ao

s(1)← V erticePseudoPeriferico(V );2

k ← 1; // percorrem-se os vértices adjacentes ao vértice s(k),3

// em que s(k) já foi renumerado

i← 1; // já foram renumerados i vértices4

enquanto ( i < |V | ) faça5

E ← Struc(s(k));6

se ( k > 1 ) então E ← E − (Struc(s(k)) ∩ Struc(s(k − 1)));7

para cada ( estrutura triangular T ∈ E ) faça8

// {u,w} é a base de T, pois s(k) é a cúpula de cada T
{u,w} ← B(T ); // T ∈ E9

se ( u /∈ S ) então10

i← i+ 1;11

s(i)← u;12

fim-se;13

se ( w /∈ S ) então14

i← i+ 1;15

s(i)← w;16

fim-se;17

fim-para-cada;18

k ← k + 1;19

fim-enquanto;20

retorna RenumeracaoInversa(S);21

fim.22

vértice u é igual às excentricidades de todos os vértices do último ńıvel da estrutura
de ńıvel de u.

Para o segundo conjunto de vértices, são selecionados todos os vértices do grafo
que possuem o grau e a excentricidade de u, excetuando-se os vértices que não
foram selecionados para o conjunto anterior. Apenas o vértice u pertencerá a esse
conjunto se nenhum outro vértice tiver essas caracteŕısticas.

Com mais vértices iniciais, mais estruturas de ńıvel são geradas. Com isso,
pode ser que se obtenham larguras de ńıvel menores que as larguras de ńıvel das
estruturas de ńıvel obtidas pela heuŕıstica GPS.

A segunda diferença entre as heuŕısticas GPS e GGPS é que, na etapa de re-
numeração, em vez de se renumerar os vértices ńıvel a ńıvel da estrutura de ńıvel
em ordem crescente de grau como na heuŕıstica GPS, renumeram-se os vértices em
ordem crescente do somatório dos rótulos dos seus vértices adjacentes já renume-
rados. Assim como na heuŕıstica GPS, a numeração final é invertida na heuŕıstica
GGPS.

Esta seção é dividida como a seguir. Na subseção 2.7.1, descrevem-se detalhes da
etapa da escolha dos vértices pseudo-periféricos da heuŕıstica GGPS. Apresenta-se,
na subseção 2.7.2, a etapa de redução de largura de ńıvel da heuŕıstica GGPS. Na
subseção 2.7.3, apresenta-se a etapa de renumeração da heuŕıstica GGPS.
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2.7.1 Escolha dos vértices iniciais

Nesta etapa, dois conjuntos U e W de vértices pseudo-periféricos são selecionados.
Primeiramente, obtém-se um vértice de grau mı́nimo u ∈ V e gera-se a estrutura de
ńıvel enraizada L (u). Constroem-se as estruturas de ńıvel enraizadas dos vértices
u′ ∈ L`(u)(u), em ordem crescente de grau. Se `(u) < `(u′), então, u′ é atribúıdo a u.
Repete-se esse processo até que (∀u′ ∈ L`(u)(u)) `(u) = `(u′). Com isso, o vértice
u será o primeiro vértice a compor o conjunto U de vértices pseudo-periféricos.
Para o conjunto W de vértices pseudo-periféricos, os autores indicaram que fosse
selecionado um vértice w com a menor largura de ńıvel entre os vértices de L`(u)(u)
e selecionam-se, também de L`(u)(u), os vértices com a excentricidade de u ou w.
Ocorre que todos os vértices w em L`(u)(u) têm excentricidade `(u) = `(w). Por
isso, W = L`(u)(u). Finalmente, para o conjunto de vértices pseudo-periféricos U ,
são selecionados os vértices u′ ∈ V −W que possúırem o mesmo grau e a mesma
excentricidade do vértice u.

Apresenta-se o pseudo-código da geração do conjunto U de vértices pseudo-
periféricos no algoritmo 10. O algoritmo recebe um grafo G = (V,E). A primeira
parte é o algoritmo 2, na página 21.

Algoritmo 10: escolha dos vértices pseudo-periféricos.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: conjunto de vértices pseudo-periféricos U ⊆ V ;
ińıcio1

u← EscolhaGPS(G = (V,E)); // algoritmo 2, na página 212

U ← {u};3

L (u)← BuscaEmLargura(u); // estrutura de nı́vel enraizada4

para cada ( vértice u′ ∈ V − {u} − L`(u)(u) ) faça5

se ( Grau(G, u′) = Grau(G, u) ∧ `(u′) = `(u) ) então U ← U ∪{u′};6

fim-para-cada;7

retorna U ;8

fim.9

Para o conjunto U de vértices pseudo-periféricos, são selecionados os vértices
pertencentes a V que possúırem a mesma excentricidade e o mesmo grau que u.
Esse passo é realizado na estrutura de repetição das linhas 5 a 7. O algoritmo
retorna o conjunto U de vértices pseudo-periféricos. Para o conjunto W de vértices
pseudo-periféricos, determina-se W = L`(u)(u).

2.7.2 Redução da largura de ńıvel

Na segunda etapa da heuŕıstica GGPS [88], procura-se combinar as estruturas de
ńıvel enraizadas dos vértices encontrados na etapa anterior, apresentada na subseção
2.7.1. A renumeração dos vértices de um grafo pela estrutura de ńıvel limita a
largura de banda da matriz de adjacências A por β(A) ≤ 2b(K (ν, · · · )) − 1 [26].
Com isso, quanto menor a largura de ńıvel de uma estrutura de ńıvel, menor a
largura de banda que pode ser obtida.

Considere que as estruturas de ńıvel enraizadas dos vértices pseudo-periféricos
obtidos na etapa mostrada na subseção 2.7.1 são L (v1),L (v2), · · · ,L (vm), em
que v1 = u e m = |U ∪ W | = |U | + |W |, pois U ∩ W = ∅. Associa-se, a
cada vértice v ∈ V , uma n-tupla ordenada (i1, · · · , i|U |, i|U |+1, · · · , im), em que
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ij , com j = 1, · · · , |U | são os ı́ndices associados ao ńıvel de L (vj) que contém
v ∈ V . Os ı́ndices `(u) − ir, com r = |U | + 1, · · · ,m, são os ı́ndices associados
aos ńıveis de L (vr), em ordem decrescente de ńıveis, que contém v. A n-tupla
ordenada (i1, · · · , i|U |, i|U |+1, · · · , im) é associada ao vértice v se e, somente se,
v ∈ {Li1(v1)∩Li2(v2)∩· · ·∩Li|U|(v|U |)∩L`(u)−i(|U|+1)

(v|U |+1)∩· · ·∩L`(u)−im(vm)}.
Os passos do processo que resultarão em uma nova estrutura de ńıvel K (ν, · · · ) =
{K0(ν, · · · ),K1(ν, · · · ), · · · ,K`(u)(ν, · · · )} são descritos a seguir.

1. Os vértices com as n-tuplas ordenadas associadas dos ńıveis na forma (i, i, · · · , i)
são organizados em Ki(ν, · · · ). Cada vértice v e as arestas incidentes a v são
removidas de G = (V,E). Se V = ∅, então, pare.

2. Após o primeiro passo, tem-se V =
t⋃
ι=1

Cι, em que os conjuntos Cι são disjuntos

e t é o número de componentes. As componentes são dispostas em ordem
decrescente de número de vértices, isto é, |C1| ≥ |C2| ≥ · · · ≥ |Ct|.

3. Para cada Cι, ι = 1, 2, · · · , t e considerando-se m = |U |+ |W | e i = 0, 1, · · · , k,
em que k = `(u) = `(w) (logo, k é o número de ńıveis de K (ν, · · · ) decremen-
tado de um), faça:

• calcule (n0, n1, · · · , nk), em que ni é o número de vértices em Ki(ν, · · · );
• gere m n-tuplas ordenadas (h0(vj), h1(vj), · · · , hk(vj)), para 1 ≤ j ≤ m,

isto é, geram-se:

– (h0(v1), h1(v1), · · · , hk(v1)),

– (h0(v2), h1(v2), · · · , hk(v2)),

– · · · ,
– (h0(vm), h1(vm), · · · , hk(vm)),

em que hi(vj) é ni mais o número de vértices que Ki(ν, · · · ) teria se o
ı́ndice referente a vj fosse utilizado como a renumeração de ńıvel;

• encontre hmax(vj) = max
0≤r≤k

(hr(vj) : hr(vj)−nr > 0) com j = 1, 2, · · · ,m.

Em seguida, calcule hmin = min(hmax(v1), hmax(v2), · · · , hmax(vm)). Dessa
maneira, coloque os vértices de Cι nos ńıveis da estrutura de ńıvel K (ν, · · · )
de acordo com o ı́ndice associado do ńıvel correspondente a hmin. Em
ocorrendo mais de um hmax(vj) mı́nimo, escolha o primeiro encontrado.

4. Se, no final dos passos desta etapa, o grafo não foi particionado em compo-
nentes, então, utiliza-se a estrutura de ńıvel do vértice pertencente a U ∪W
que possua a menor largura de ńıvel.

2.7.3 Renumeração

As primeiras etapas da heuŕıstica GGPS [88], mostradas nas subseções 2.7.1 e
2.7.2, são baseadas nas etapas correspondentes da heuŕıstica GPS, mostradas nas
subseções 2.3.1 e 2.3.2. Porém, a etapa de renumeração da heuŕıstica GGPS é
diferente da etapa de renumeração da heuŕıstica GPS. Na heuŕıstica GPS, a renu-
meração é realizada ńıvel a ńıvel da estrutura de ńıvel obtida na etapa de redução de
largura ńıvel. Os vértices são renumerados em ordem crescente de grau. Finalmente,
essa renumeração é invertida. Na heuŕıstica GGPS, os vértices são renumerados de
acordo com a soma das numerações dos vértices adjacentes. Essa renumeração pode
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ser invertida no final. Para a numeração da heuŕıstica GGPS, considere a estrutura
de ńıvel K (ν, · · · ) montada na etapa anterior.

1. Mostramos aqui, uma pequena variação na descrição mostrada por Wang,
Guo e Shi [88]. Considere o vértice pseudo-periférico u escolhido na primeira
etapa. Se o somatório da numeração dos vértices adjacentes de u não for a
menor entre as numerações dos vértices pseudo-periféricos pertencentes a W,
troque o vértice w ∈ W que possuir o menor somatório das numerações dos
vértices adjacentes com o vértice u. Note que, antes de uma heuŕıstica para
a redução de largura de banda ser executada, há uma numeração original dos
vértices, justamente para que, com a renumeração, haja a redução de largura
de banda. Se essa troca de vértices for realizada, inverta os ńıveis da estrutura
de ńıvel K (ν, · · · ) de Ki(ν, · · ·) por Kk−i(ν, · · · ), com i = 0, 1, · · · ,

⌊
k
2

⌋
.

2. Associe o número 1 ao vértice u.

3. Para a renumeração dos vértices pertencentes a Kj(ν, · · · ), com i = 0, 1, · · · , k,
faça os seguintes passos.

(a) No ńıvel K0(ν, · · · ), selecione o vértice com a menor renumeração na
iteração corrente. Se houver vértices pertencentes a K0(ν, · · · ) e adja-
centes a esse vértice que ainda não foram renumerados, renumere esses
vértices em ordem crescente do somatório das numerações dos vértices
adjacentes. Repita esses passos até que todos os vértices pertencentes a
K0(ν, · · · ), alcançáveis dessa maneira, sejam renumerados. Se restarem
vértices não renumerados em K0(ν, · · · ), então, renumere-os em ordem
crescente do somatório das numerações.

(b) Seja v′ ∈ Ki−1(ν, · · · ) o vértice com a menor renumeração do ńıvel
Ki−1(ν, · · · ). Se v′ possui vértices adjacentes no ńıvel Ki(ν, · · · ), re-
numere esses vértices em ordem crescente do somatório das numerações
dos vértices adjacentes. Repita esse processo até que todos os vértices
de Ki(ν, · · · ), que possuam adjacências a outros vértices de Ki(ν, · · · ),
sejam numerados.

(c) Seja v′′ ∈ Ki(ν, · · · ) o vértice com a menor renumeração na iteração cor-
rente. Se houver vértices pertencentes a Ki(ν, · · · ) e adjacentes a v′′ que
ainda não foram numerados, numere esses vértices em ordem crescente
do somatório das numerações dos vértices adjacentes. Repita esses pas-
sos até que todos os vértices pertencentes a Ki(ν, · · · ), alcançáveis dessa
maneira, sejam numerados.

(d) Se restarem vértices pertencentes ao ńıvel Ki(ν, · · · ) ainda não renumera-
dos, numere o vértice com menor somatório das numerações dos vértices
adjacentes e volte ao passo (b).

4. A renumeração final é invertida se uma das duas condições a seguir são aten-
didas.

(a) Se, no passo 1 desta etapa, o vértice u foi trocado por outro vértice e foi
selecionado o ı́ndice de um vértice de W na etapa de redução de largura
de ńıvel da componente C1.

(b) Se, no passo 1 desta etapa, o vértice u não foi trocado por outro vértice
e foi selecionado o ı́ndice de um vértice de U na etapa de redução de
largura de ńıvel da componente C1.
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2.8 Exerćıcios

1. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.1 após a renumeração pela heuŕıstica GPS [26].

2. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.1 após a renumeração pela heuŕıstica de Snay [80].

3. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.6 após a renumeração pela heuŕıstica de Snay [80].

4. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.1 após a renumeração pela heuŕıstica quatro-etapas [40].

5. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.1 após a renumeração pela heuŕıstica de Boutora et al.
[4].

6. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.6 após a renumeração pela heuŕıstica de Boutora et al.
[4].

7. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.1 após a renumeração pela heuŕıstica GGPS [88].

8. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura 2.6 após a renumeração pela heuŕıstica GGPS [88].

9. Considere a seguinte variação da heuŕıstica CMr. Considere um vértice inicial
v1 e a sua estrutura de ńıvel enraizada L (v1). Nesta variação do CMr, não se
numeram os vértices de cada ńıvel na ordem crescente de grau. Em vez disso,
comece a renumeração dos vértices do ńıvel Li(v1) por um vértice v ∈ Li(v1)
qualquer, para 1 ≤ i ≤ `(v1). Em seguida, numere os demais vértices de Li(v1)
na ordem da distância em relação ao vértice v, ou seja, numere os vértices de
Li(v1) por uma busca em largura em v. Essa heuŕıstica não garante redução
de largura de banda nem redução de profile em relação ao CMr. Ainda, essa
heuŕıstica não garante redução de largura de banda em relação à heuŕıstica
quatro-etapas, mas pode apresentar redução de profile em relação à heuŕıstica
quatro-etapas.

(a) Mostre as diferenças dessa variação em relação à heuŕıstica quatro-etapas.

(b) Qual heuŕıstica necessita de mais capacidade de armazenamento: quatro-
etapas ou essa variação do CMr?

(c) Mostre que a complexidade no pior caso dessa heuŕıstica é O(|V |+ |E|).
(d) Qual heuŕıstica é mais rápida: quatro-etapas ou essa variação do CMr?

(e) Apresente uma variação da heuŕıstica CMr.
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Caṕıtulo 3

Heuŕısticas baseadas em
meta-heuŕısticas

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, são apresentadas heuŕısticas baseadas em meta-heuŕısticas para as
reduções de largura de banda e de profile de matrizes. Descrevem-se as heuŕısticas
Node Centroid with Hill Climbing (NC-HC) [55] e Fast Node Centroid with Hill
Climbing (FNC-HC) [55] porque são exemplos de heuŕısticas que utilizam o Hill
Climbing como busca local e porque foram testadas também para a redução de
largura de banda de matrizes assimétricas.

Apresenta-se a heuŕıstica de Kaveh e Sharafi [43] (ACO-KS) como exemplo de
heuŕıstica baseada na meta-heuŕıstica Otimização por Colônia de Formigas. A
heuŕıstica baseada em Variable Neighbourhood Search (VNS-band) de Mladenovic
et al. [66] é apresentada porque, segundo os próprios autores, é a provável heuŕıstica
no estado da arte para o problema de redução de largura de banda de matrizes. Os
testes realizados por Mladenovic et al. [66] foram no conjunto de instâncias de ma-
trizes esparsas Harwel-Boeing (http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-
Boeing/ ). A heuŕıstica de Kaveh e Sharafi [44] (CSS-band) é apresentada, pois é
um exemplo de heuŕıstica baseada em uma meta-heuŕıstica recente: Charged System
Search [46].

Nas publicações em que foram apresentadas, as heuŕısticas mostradas neste
caṕıtulo foram estudadas para a redução da largura de banda de matrizes por seus
autores. O CSS-band foi estudado também para a redução de profile por Kaveh e
Sharafi [44].

Este caṕıtulo é dividido como a seguir. Na seção 3.2, apresentam-se as heuŕısticas
NC-HC e FNC-HC [55]. Na seção 3.3, apresenta-se a heuŕıstica ACO-KS [43].
Descreve-se a heuŕıstica VNS-band [66] na seção 3.4. A heuŕıstica CSS-band [44] é
apresentada na seção 3.5.

3.2 Heuŕısticas NC-HC e FNC-HC

Proposto por Lim, Rodrigues e Xiao [55], a heuŕıstica Node Centroid with Hill
Climbing (NC-HC) baseia-se no ajuste de numeração para a busca global e no Hill
Climbing para a busca local. Foi proposto com o intuito de ser uma heuŕıstica
rápida, simples e que gerasse bons resultados.
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De forma geral, a heuŕıstica NC-HC inicia por uma solução gerada pela busca
em largura. Altera-se essa numeração inicial pelo ajuste de numeração em relação
a um determinado vértice e seus vértices adjacentes, denominado de Node Centroid
(NC). Finalmente, aplica-se a busca local pelo Hill Climbing para obter um mı́nimo
local.

Considere o grafo G = (V,E). Na heuŕıstica NC-HC, uma solução S é o conjunto
das numerações dos vértices, ou seja, S = {s(1), s(2), · · · , s(|V |)}, em que s(i) é a
numeração do vértice i da solução S.

A heuŕıstica é dividida em três etapas, que são descritas nas subseções seguintes.
Na subseção 3.2.1, apresentam-se a etapa de inicialização da heuŕıstica NC-HC e a
etapa do NC. Descreve-se, na subseção 3.2.2, a etapa da aplicação da busca local
pelo Hill Climbing. A heuŕıstica NC-HC completa é descrita na subseção 3.2.3. Na
subseção 3.2.4, apresenta-se a heuŕıstica FNC-HC.

3.2.1 Inicialização e ajuste de numeração

Na primeira etapa da heuŕıstica NC-HC, Lim, Rodrigues e Xiao [55] utilizaram uma
solução inicial gerada pela numeração da estrutura de ńıvel enraizada de um vértice
aleatório. Para a montagem dessa estrutura de ńıvel enraizada, utilizou-se a busca
em largura, iniciando-se por um vértice aleatório. Na segunda etapa, associa-se um
peso p a cada vértice pertencente a V . Em seguida, renumeram-se os vértices pela
ordem crescente de peso p de cada vértice.

Assim como na etapa de busca local da heuŕıstica VNS-band, mostrada na
subseção 3.4.3, na página 58, a heuŕıstica NC utiliza a noção de vértice cŕıtico de
G = (V,E) (veja definição 13 da seção 1.4, na página 9). Para essa etapa, define-se,
para cada vértice v ∈ V , o diâmetro diam(s(v)) = max

{u,v}∈E
|s(u)−s(v)|, chamado de

diâmetro do vértice v veja a definição 1, na seção 1.4, na página 7). Note que, para
matrizes simétricas, diam(s(i)) = βi(A). Porém, isso não acontece para matrizes
assimétricas. Como as heuŕısticas NC-HC e FNC-HC foram testadas em matrizes
simétricas e assimétricas, Lim, Rodrigues e Xiao [55] definiram diam(s(v)), com
v ∈ V , considerando-se todas as arestas de E.

Um vértice v ∈ V é um vértice cŕıtico de G = (V,E) se existe um vértice
u ∈ V adjacente a v, em que {u, v} ∈ E é uma aresta cŕıtica de G = (V,E) ou se
diam(s(v)) = β(As), em que AS é a matriz obtida pela numeração S. Uma aresta
{u, v} ∈ E é cŕıtica se |s(u) − s(v)| = β(AS) (veja definições 12 e 13 da seção 1.4
na página 9).

Na heuŕıstica NC-HC, um vértice v é dito λ-cŕıtico se diam(s(v)) ≥ λ · β(AS),
com λ ∈ [0, 1]. Ainda, para o grafo G = (V,E), definem-se os vértices λ−adjacentes
de v por Vλ(v) = Adj(G, v) ∩ {u : ({v, u} ∈ E) |s(u) − s(v)| ≥ λ · β(AS)}. Com
o conjunto λ−adjacentes, têm-se o feixe do vértice v, que é definido por fλ(v) =
Vλ(v) ∪ {v} e v é o vértice centroide do feixe fλ(v).

Na etapa de inicialização e ajuste de numeração, deseja-se diminuir o diâmetro
dos vértices λ−cŕıticos, com valores próximos a 1. Procura-se realizar essa dimi-
nuição trocando-se os vértices centroides de seus respectivos feixes. Essa troca é rea-
lizada ao se associar um peso p a cada vértice v ∈ V para, depois, numerar os vértices

em ordem crescente desse peso. O peso p(v) é definido por p(v) =
∑
u∈fλ(v) s(u)

|fλ(v)| .

Mostra-se a sub-rotina Node Centroid no algoritmo 11. O algoritmo recebe um
grafo G = (V,E), a numeração S e o parâmetro λ. Na estrutura de repetição
para das linhas 2 a 5, os vetores p e c são inicializados, em que c(i) é o número
de vértices pertencentes a fλ(v). Na estrutura de repetição para cada das linhas 6
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a 13, atualizam-se os vetores p e c de cada vértice que seja um vértice λ−cŕıtico.
Atualiza-se o valor de p pela razão de p por c para cada vértice v ∈ V na estrutura
de repetição para da linha 14. Em seguida, na linha 15, renumeram-se o vértices
em ordem crescente do peso p. O algoritmo retorna a renumeração S′.

Algoritmo 11: Node Centroid.

Entrada: grafo G = (V,E); renumeração S; parâmetro λ;
Sáıda: renumeração S′;
ińıcio1

para ( i← 1; i ≤ |V |; i← i+ 1 ) faça2

p(i)← s(i); // p(i) é o peso associado a cada vértice i3

c(i)← 1; // c(i) é o número de vértices do feixe do vértice i4

fim-para;5

para cada ( aresta {u, v} ∈ E ) faça6

se ( |s(u)− s(v)| ≥ λ · β(AS) ) então7

p(u)← p(u) + s(v);8

c(u)← c(u) + 1;9

p(v)← p(v) + s(u);10

c(v)← c(v) + 1;11

fim-se;12

fim-para-cada;13

para ( i← 1; i ≤ |V |; i← i+ 1 ) faça p(i)← p(i)
c(i) ;14

// renumeram-se os vértices pertencentes a V em ordem

S′ ← NumeraCrescente(S); // crescente do peso p15

retorna S′;16

fim.17

3.2.2 Busca local por Hill Climbing

Nesta etapa, seleciona-se um conjunto de vértices cŕıticos do grafo para que suas nu-
merações sejam trocadas. O conjunto Ec de arestas cŕıticas de G = (V,E) é definido
por Ec = {{u, v} ∈ E : |s(u)−s(v)| = β(As)}. O conjunto de vértices cŕıticos Vc de
G = (V,E) é todo vértice de arestas de Ec. Para a aplicação da busca local, define-
se a vizinhança reduzida para a troca de numeração de v como N(v, S) do vértice
cŕıtico v. N(v, S) é definido como N(v, S) = {u : ({u, v} ∈ Ec) |med(v) − s(u)| <
|med(v)− s(v)|} e med(v) =

⌊
smax(v)+smin(v)

2

⌋
, em que smax(u) = max

{u,u′}∈E
(s(u′)) e

smin(u) = min
{u,u′}∈E

(s(u′)). Isso significa que, entre os vértices cŕıticos, N(v, S) é o

conjunto de vértices que têm diferença de sua numeração média de v em relação à
numeração de u menor que a diferença da numeração média de v pela numeração
de v. O conjunto de vértices para a aplicação da busca local, ou o conjunto de
vizinhanças reduzidas para a troca de numeração em relação a solução S, é definido
por N(S) =

⋃
v∈Vc

N(v, S).

Como a etapa da busca local por Hill Climbing é depois da etapa de ajuste
de numeração, a solução S′ é a solução corrente. Com N(S′), forma-se um con-
junto de vértices apropriados para a troca. A busca local é aplicada no conjunto
N(S′). Troca-se a numeração do vértice cŕıtico v com cada numeração dos vértices
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u ∈ N(v, S′) ⊆ N(S′) até que uma melhora em relação à solução corrente S′ seja
constatada. Com isso, gera-se a solução S′′.

Verifica-se se uma melhora é realizada quando um vértice cŕıtico se torna um
vértice não cŕıtico. Para isso, considere o valor cŕıtico

ΓS′(v) =

0, se diamS′(s(v)) < β(AS′)
1, se diamS′(s(v)) = β(AS′)
2, se diamS′′(s(v)) > diamS′(s(v))

,

em que diamS′(s(v)) é o diâmetro do vértice v na solução S′ (veja comentário da
definição 1, seção 1.4, na página 7) e S′′ é a solução gerada pela troca da numeração
do vértice v. Se Γ(v) = 1, então, v é um vértice cŕıtico. Note que, se Γ(v) = 2,
então, a troca da numeração do vértice v aumentou o diamS′(s(v)) e isso pode
aumentar a largura de banda, o que não se deseja. Seja u ∈ N(v, S′). Uma melhora
em relação à solução corrente é constatada se ΓS′′(u) ≤ ΓS′(u), ΓS′′(v) ≤ ΓS′(v) e
ΓS′′(u) + ΓS′′(v) < ΓS′(u) + ΓS′(v).

Mostra-se a etapa de busca local por Hill Climbing no algoritmo 12. O algo-
ritmo recebe um grafo G = (V,E) e a numeração S′. Na linha 3, inicializa-se a
variável lógica houveMelhora. Na estrutura de repetição para cada das linhas 6 a
17, selecionam-se todos os vértices cŕıticos do grafo. Em seguida, para cada vértice
cŕıtico v, selecionam-se vértices u ∈ N(v, S′′) e troca-se a numeração de u com
v, gerando-se a solução auxiliar Saux. Com a solução Saux, identifica-se se uma
melhora em relação à solução corrente é gerada. Isso é verificado na condição da
linha 10. Caso essa condição seja satisfeita, troca-se a numeração de u com v e
atualiza-se a solução corrente S′′. O algoritmo para quando melhorias em relação à
solução corrente não forem identificadas. O algoritmo retorna a renumeração S′′. Se
em nenhuma iteração do algoritmo 12 a condição da linha 10 for satisfeita, então,
nenhuma melhoria em relação à solução S′ foi realizada. Com isso, o algoritmo
retorna a renumeração S′, que foi atribúıda à numeração S′′ na linha 2.

3.2.3 Pseudocódigo para a heuŕıstica NC-HC

A heuŕıstica NC-HC é mostrada no algoritmo 13. O algoritmo recebe o grafo G =
(V,E), a numeração S, o número máximo de iterações imax e o número máximo de
iterações para a etapa do ajuste de numeração NCmax. Na linha 4, modifica-se a
numeração original S pela busca em largura. Com isso, gera-se a solução inicial.
Altera-se a numeração S pelo NC em NCmax vezes.

Lim, Rodrigues e Xiao [55] constataram que aplicar a busca local em apenas
algumas iterações e não em todas torna a heuŕıstica mais rápida e proporciona boas
soluções. Para isso, utiliza-se a estrutura condicional da linha 7 para aplicar a busca
local em metade das iterações. O algoritmo retorna a renumeração com a menor
largura de banda encontrada.

3.2.4 Heuŕıstica FNC-HC

A heuŕıstica Fast Node Centroid with Hill Climbing (FNC-HC) é uma variação da
heuŕıstica NC-HC de Lim, Rodrigues e Xiao [55]. Na heuŕıstica FNC-HC, Lim, Ro-
drigues e Xiao [55] fizeram com que alguns parâmetros fossem definidos e ajustados
automaticamente, de acordo com o tamanho da matriz do problema. Com isso,
uma redução do custo computacional pode ser alcançada em relação à heuŕıstica
NC-HC.
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Algoritmo 12: Hill Climbing.

Entrada: grafo G = (V,E); numeração S′;
Sáıda: renumeração S′′;
ińıcio1

S′′ ← S′;2

houveMelhora← verdadeiro;3

enquanto ( houveMelhora ) faça4

houveMelhora← falso;5

para cada ( vértice v ∈ V ) faça6

se ( Γ(v) = 1 ) então7

para cada ( vértice u ∈ N(v, S′′) ) faça8

// troca a numeraç~ao de v pela numeraç~ao de u
// e gera-se a soluç~ao auxiliar Saux
Saux ← TrocaNumeracao(s(v), s(u), S′′);9

se ( (ΓSaux(u) ≤ ΓS′′(u)) ∧ (ΓSaux(v) ≤10

ΓS′′(v)) ∧ ((ΓSaux(v) + ΓSaux(u)) < (ΓS′′(u) + ΓS′′(v))) )
então

// atualiza-se a soluç~ao S′′ com a troca

// das numeraç~oes realizadas na linha 9

S′′ ← Saux;11

// realiza-se a busca local enquanto

// melhorias s~ao constatadas

houveMelhora← verdadeiro;12

break 2; // vai para o teste da linha 413

fim-se;14

fim-para-cada;15

fim-se;16

fim-para-cada;17

fim-enquanto;18

// se a condiç~ao da linha 10 n~ao for satisfeita em nenhuma

// iteraç~ao, retorna-se S′, pois nenhuma melhoria foi

// encontrada

retorna S′′;19

fim.20

Para a heuŕıstica FNC-HC, Lim, Rodrigues e Xiao [55] definiram, empirica-
mente, bons valores para o parâmetro λ. O parâmetro λ é explicado na subseção
3.2.1, na página 44. Segundo Lim, Rodrigues e Xiao [55], nas instâncias testadas,
os melhores resultados foram obtidos pela heuŕıstica FNC-HC com λ = 0,95, para a
redução de largura de banda em relação aos resultados obtidos com outros valores
de λ. Os melhores tempos de execução foram obtidos pela heuŕıstica FNC-HC com
λ = 1 em relação aos resultados obtidos com outros valores de λ.
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Algoritmo 13: NC-HC.

Entrada: grafo G = (V,E); numeração S; número máximo de iterações imax
da heuŕıstica NC-HC; número máximo de iterações NCmax para a
sub-rotina NodeCentroid;

Sáıda: S renumerado;
ińıcio1

Scor ← S;2

para ( i← 1; i ≤ imax; i← i+ 1 ) faça3

// constrói-se uma soluç~ao inicial pela busca em largura

S ← NumeraBuscaEmLargura(S);4

para ( j ← 1; j ≤ NCmax; j ← j + 1 ) faça5

S′ ← NodeCentroid(S); // altera-se a numeraç~ao por NC6

// altera-se a numeraç~ao por HC

se ( (j mod 2) = 1 ) então S′′ ← HillClimbing(S′);7

fim-para;8

// AScor e AS′′ s~ao as formaç~oes das matrizes de

// adjacências de G = (V,E) pelas numeraç~oes SCor corrente

// e S′′, respectivamente

se ( β(AScor ) < β(AS′′) ) então Scor ← S′′;9

fim-para;10

retorna Scor;11

fim.12

3.3 Heuŕıstica de Kaveh-Sharafi por Otimização
por Colônia de Formigas

A meta-heuŕıstica que utiliza o conceito de colônia de formigas (CF) para proble-
mas de otimização foi proposta por Dorigo, Maniezzo e Colorni [12]. Essa meta-
heuŕıstica consiste em simular o comportamento real de uma colônia de formigas,
em que a construção do caminho até um alimento se dá de forma coletiva. Quando
uma formiga traça um rota até um alimento, ela deposita um certa quantidade de
feromônio nesse caminho. Quando outra formiga encontra esse caminho e o segue,
essa formiga deposita seu próprio feromônio, reforçando o caminho. Trabalhos como
de Lim et al. [51] aplicaram a Otimização por CF na redução de largura de banda.
Kaveh e Sharafi [43] propuseram uma heuŕıstica por Otimização por CF e busca
local utilizando a estrutura Shortest Route Tree (SRT) para a redução de largura
de banda. Essa estrutura é explicada na subseção 2.5.1, na página 32.

Para um problema de otimização em um grafo, pode-se dividir a Otimização
por CF em duas etapas: a construção da solução pelas formigas e a atualização
do feromônio. Segundo Kaveh e Sharafi [43], uma forma de inicializar o feromônio
contido nas arestas é configurá-lo para um valor um pouco maior do que a quanti-
dade esperada de feromônio depositado pelas formigas em uma iteração. A opção
de iniciar com esses valores deve-se ao fato de que, se os valores iniciais forem muito
baixos, então, a construção da solução será influenciada pelo primeiro caminho
traçado pelas formigas. Da mesma forma, se os valores do feromônio forem muito
altos, muitas iterações serão perdidas, esperando-se que o feromônio evapore o su-
ficiente para que as formigas possam construir a solução depositando os próprios
feromônios.
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Após as definições dos valores dos parâmetros iniciais, como, por exemplo, o
valor do feromônio, as formigas iniciam a construção dos caminhos no grafo. Inici-
almente, as formigas são colocadas arbitrariamente nos vértices. A cada iteração, a
formiga k decide qual vértice visitar por meio da regra de escolha probabiĺıstica. A
probabilidade da formiga k, posicionada no vértice i, escolher visitar o vértice j, é
dada pela regra da escolha probabiĺıstica

pkij =


[τij ]

ωτ ·[ηij ]ωη∑
j∈Pk

i

[τij ]ωτ ·[ηij ]ωη , se j ∈ P ki

0, se j /∈ P ki
. (3.3.1)

Na equação (3.3.1), τij é o valor do feromônio na aresta que liga o vértice i ao
vértice j e ηij é o coeficiente da matriz de heuŕıstica η. Os coeficientes ηij dependem
do problema. No problema do caixeiro viajante, por exemplo, frequentemente,
atribui-se ηij = 1/dij , em que dij é a distância entre as cidades i e j. Com os
parâmetros ωτ e ωη, determinam-se a relevância de τij e ηij , respectivamente, na
equação (3.3.1). P ki é o conjunto de vértices que a formiga k, posicionada no vértice
i, ainda não visitou.

Depois que todas as formigas constrúıram os respectivos caminhos no grafo,
ocorre a atualização do feromônio. Essa etapa é dividida em dois passos. O primeiro
consiste na evaporação do feromônio de todas as arestas do grafo com taxa ρ (0 ≤
ρ < 1),

τij ← τij · (1− ρ), ∀(i, j) ∈ E. (3.3.2)

O segundo passo é o depósito do feromônio no caminho de menor custo da
iteração corrente, que é atualizado por

τij ← τij +

m∑
k=1

∆τkij , ∀(i, j) ∈ L, (3.3.3)

em que ∆τkij é o feromônio adicionado a τij pela formiga k,

∆τkij =

{
1/R, se (i, j) ∈ Sk

0, se (i, j) /∈ Sk , (3.3.4)

m é o número de formigas e L é o conjunto das arestas que compõem o caminho
de menor custo. O valor atribúıdo a R é o custo do melhor caminho percorrido no
grafo na iteração corrente. Sk é a solução da formiga k na iteração corrente e S é
o conjunto de soluções válidas, dependendo do problema.

A heuŕıstica de Kaveh e Sharafi [43] para a redução de largura de banda utiliza
dois grafos: o grafo real G = (V,E) e um pseudo-grafo G′ = (V ′, E′). G = (V,E) é
o grafo que se deseja renumerar e obter-se a redução de largura de banda da matriz
que o representa. O pseudo-grafo possui o mesmo número de vértices que o grafo
real. Todos os vértices do pseudo-grafo são adjacentes aos vértices do grafo real por
meio de pseudo-arestas. Coloca-se, inicialmente, uma formiga em cada vértice do
pseudo-grafo para a construção da solução.

A heuŕıstica de Kaveh e Sharafi [43] é dividida em cinco etapas, que são descritas
nas subseções seguintes. Na subseção 3.3.1, apresentam-se os cálculos preliminares
e inicializações necessárias para a heuŕıstica. Descreve-se, na subseção 3.3.2, a
numeração realizada pela heuŕıstica. Apresenta-se, na subseção 3.3.3, a etapa da
busca local. Na subseção 3.3.4, descreve-se a atualização das informações durante
a heuŕıstica. Apresenta-se, na subseção 3.3.5, a etapa da atualização do feromônio
no grafo.
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3.3.1 Primeira etapa: cálculos preliminares

Considere A uma matriz simétrica que se deseja reduzir a largura de banda. Nesta
etapa, valores e dados iniciais são estabelecidos. Os parâmetros ωτ , ωη, ρ e o critério
de parada são definidos. Segundo Kaveh e Sharafi [43], para esta heuŕıstica, valores
dos parâmetros ωτ = 1, 5 e ωη = 2, 5 produzem bons resultados.

Os valores dos feromônios iniciais serão a razão de um pela maior largura de
banda posśıvel. O maior valor de largura de banda de uma matriz com |V | vértices
é |V | − 1. Com isso, todos os coeficientes das matrizes τ e η recebem, inicialmente,
1/(|V | − 1). Os coeficientes da matriz τ permanecerão inalterados até a etapa de
atualização do feromônio, descrita na subseção 3.3.5.

Em relação à matriz heuŕıstica η, ajustes devem ser realizados e depois perma-
necerá inalterada. Para isso, utiliza-se a estrutura SRT do grafo real, iniciando-se
em um vértice pseudo-periférico. Considere que v0 é esse vértice inicial. Com os
valores da matriz heuŕıstica, deseja-se fazer com que as formigas escolham mais os
vértices de primeiros contornos da estrutura SRT do que os vértices que constam
nos últimos contornos. Para isso, considere I = {l, l+1, · · · , |Cl(v0)|+1}, em que l é
ı́ndice do contorno corrente. Considere, também, J = {j : vj ∈ Cl(v0)}. Adiciona-
se 1/(2 · |Cl(v0)|) a cada coeficiente ηij , em que i ∈ I e j ∈ J . Entretanto, para
o vértice inicial, considera-se I = {0}. Por exemplo, no contorno C0(v0), soma-se
1/(2 · |C0(v0)|) ao coeficiente η00. Como há apenas o vértice inicial v0 no contorno
C0(v0), então, |C0(v0)| = 1. Logo, η00 = 1/(|V |−1)+1/2. Como segundo exemplo,
para o contorno C1(v0), com I = {1, · · · , |C1(v0)| + 1} e J = {j | vj ∈ C1(v0)},
adiciona-se 1/(2 · |C1(v0)|) para todas as entradas ηij , em que i ∈ I e j ∈ J .

3.3.2 Segunda etapa: construção da solução

Essa etapa é subdividida em duas fases. Na primeira, as formigas escolhem qual
vértice visitar, periodicamente, por meio da equação (3.3.1). Uma formiga k, po-
sicionada em um vértice vi do pseudo-grafo, atribui a sua numeração a um vértice
do grafo real que ainda não foi escolhido por nenhuma outra formiga, ou seja, uma
formiga k só poderá numerar o vértice vj se vj ∈ P ki ⊆ V para o grafo G = (V,E).
Após a formiga k ter percorrido a pseudo-aresta que liga um vértice do pseudo-grafo
ao vértice escolhido do grafo real, a formiga k + 1 seleciona o seu vértice.

A segunda fase consiste na montagem da lista de atribuição. Se o vértice vj é
selecionado por uma formiga k proveniente do vértice vi do pseudo-grafo, então,
s(j)← s(i). Isso significa que a númeração de vi é atribúıda ao vértice vj do grafo
real, possibilitando ao final da iteração o cálculo da largura de banda da matriz. A
largura de banda é o custo da solução.

3.3.3 Terceira etapa: busca local

Depois do cálculo do custo da solução corrente, é realizada a busca local para
melhorar a qualidade da solução. A busca local requer um custo computacional
adicional. Entretanto, em casos em que o tempo computacional não é um fator
crucial, a busca local pode ajudar a heuŕıstica a convergir para a solução ótima (em
relação ao vértice pseudo-periférico v0). Nesta heuŕıstica, a busca local é realizada
ao trocar duas formigas de lugar em cada contorno da estrutura SRT. Trocam-se as
formigas que estiverem posicionadas nos vértices que possúırem as maiores larguras
de banda em cada contorno da estrutura SRT. Considerando-se as formigas k1 e k2

posicionadas nos respectivos vértices vj1 e vj2 no contorno Cl(v0) da estrutura SRT
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com larguras de banda βj1(A) e βj2(A) maiores que as demais larguras de banda do
vértices pertencentes ao contorno Cl(v0), atribui-se s(j2) ← s(i1) e s(j1) ← s(i2).
Em seguida, calcula-se β(A). Se houver diminuição da largura de banda, é aplicada
a busca local no próximo contorno da estrutura SRT. Caso contrário, a troca de
posição das formigas não é realizada.

3.3.4 Quarta etapa: atualização das informações

Nesta etapa, utilizam-se as informações obtidas nas segunda e terceira etapas. Com
isso, identifica-se, em cada contorno da estrutura SRT, o vértice que possui a menor
largura de banda juntamente com seus vértices adjacentes e, também, selecionam-se
as respectivas formigas. Em seguida, seleciona-se a formiga associada ao vértice de
menor largura de banda. Então, todos esses dados são armazenados.

3.3.5 Quinta etapa: atualização do feromônio

Nesta etapa, as formigas depositam os feromônios nas pseudo-arestas de acordo
com os dados provenientes da quarta etapa. A etapa de atualização do feromônio
consiste em duas fases.

A primeira fase corresponde à evaporação do feromônio. A evaporação é dada
pela atribuição (3.3.2). Segundo Kaveh e Sharafi [43], o valor adequado de ρ depende
do número total de iterações definido de acordo com o critério de parada e do valor
do feromônio inicial.

A segunda fase consiste no depósito de feromônio, que ocorre de acordo com
a atribuição (3.3.3) e a equação (3.3.4). Primeiramente, deposita-se o feromônio
nas pseudo-arestas associadas aos vértices associados à menor largura de banda, no
valor de 1/(m · β(A)), em que m = |V | é o número de formigas. Em seguida, as
formigas associadas aos vértices de menor largura de banda, uma a cada contorno
da estrutura SRT, depositam os seus feromônios nas respectivas pseudo-arestas.
O valor depositado é 1/(m · βj(A)). Então, inicia-se outra iteração. O critério de
parada da heuŕıstica depende dos parâmetros especificados a priori, como exemplos,
um limite para o número de iterações ou uma largura de banda menor que um
determinado valor.

3.4 Heuŕıstica com busca em vizinhança variável

A meta-heuŕıstica Variable Neighbourhood Search (VNS), foi proposta por Mlade-
nović e Hansen [65]. Divide-se a meta-heuŕıstica VNS em três fases: perturbação,
busca local e troca de vizinhança.

Inicialmente, o raio k da vizinhança da solução inicial S é atualizado como kmin.
Geram-se perturbações para tentar escapar dos vales que os mı́nimos locais perten-
cem. Na etapa de perturbação, uma solução S′ é encontrada dentro da vizinhança
Nkmin(S).

Há a tentativa de se alcançar um ótimo local por meio de busca local. Realiza-se
uma exploração dentro do raio da vizinhança corrente. Uma busca local é aplicada
na solução S′ para encontrar uma solução S′′.

Na terceira etapa, verifica-se se a solução encontrada S′′ é melhor que a solução
corrente S. Caso seja, S′′ passará a ser a solução corrente e k será atualizado
novamente para kmin. Caso contrário, o raio da vizinhança k é incrementado de
um kstep, que é ajustado de acordo com o problema.
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Repetem-se esses passos até que um critério de parada seja satisfeito. Um
número máximo de iterações ou um tempo máximo de processamento são exem-
plos de critério de parada.

Seja CS o conjunto de soluções posśıveis para um determinado problema de
otimização. A vizinhança Nk(S), com S ∈ CS , é o conjunto de soluções vizinhas a
S, dentro do raio k. Inicia-se por uma solução S e a meta-heuŕıstica VNS encontra,
por meio de busca local, um S′′ ∈ Nk(S). Troca-se a solução corrente S e Nk(S)
por S′′ e Nk(S′′) se e, somente se, o custo de S′′ é melhor que o custo de S. Caso
a solução S′′ não seja melhor que a solução corrente S, então, aumenta-se o raio de
abrangência k de Nk(S) e realiza-se uma nova busca.

Exemplifica-se, na figura 3.1, a busca da meta-heuŕıstica VNS por soluções den-
tro das estruturas de vizinhança. Inicia-se pela solução S e realiza-se a exploração
da vizinhança até o raio k, encontrando-se a solução S′′1 . Como no exemplo a solução
S′′1 não apresentou melhoria em relação à solução corrente S, a solução S continua
como a solução corrente. Em seguida, aumenta-se o raio de Nk(S) para Nk+1(S).
Com isso, encontra-se a solução S′′2 , que representa melhoria em relação à solução
S; portanto, S′′2 passa a ser a solução corrente. A busca, então, passa a ser na
vizinhança Nk(S′′2 ). Esses passos são repetidos até que um critério de parada seja
satisfeito.

N

N (s '')

4''

Figura 3.1: Exemplo de busca nas estruturas de vizinhanças pela meta-heuŕıstica
VNS.

Na heuŕıstica Variable Neighbourhood Search for bandwidth reduction (VNS-
band), uma solução S é o conjunto das numerações dos vértices, ou seja, S =
{s(1), s(2), · · · , s(|V |)}, em que s(i) é a numeração do vértice i da solução S.
Na heuŕıstica VNS-band, uma solução inicial das numerações dos vértices é cons-
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trúıda por uma busca em largura aleatória, iniciando-se por um vértice aleatório.
Com a busca em largura aleatória, gera-se uma estrutura de ńıvel enraizada de
um vértice aleatório. Com isso, a cada ńıvel da estrutura de ńıvel enraizada o
primeiro vértice a ser renumerado é escolhido aleatoriamente. Renumeram-se os
vértices de cada ńıvel dessa estrutura de ńıvel enraizada iniciando-se desse vértice
aleatório. Os passos da heuŕıstica VNS, perturbação, busca local e troca de vi-
zinhança, são seguidos até que o critério de parada seja satisfeito. Segundo Mla-
denovic et al. [66], a heuŕıstica VNS-band é, ou pelo menos era até a data de
publicação do artigo, a heuŕıstica no estado da arte em heuŕısticas para a redução
de largura de banda. Os testes foram realizados na coleção de matrizes esparsas
Harwell-Boeing (http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/). As
heuŕısticas, principalmente as baseadas em meta-heuŕısticas, são bastante depen-
dentes das instâncias em que são aplicadas. Provavelmente, essa heuŕıstica é uma
das que mais reduzem a largura de banda. Ainda, entre as heuŕısticas baseadas em
meta-heuŕısticas, é uma das mais rápidas.

As quatro etapas da heuŕıstica VNS-band são descritas nas subseções seguintes.
Na subseção 3.4.1, descreve-se o passo de inicialização. A etapa de perturbação é
descrita na subseção 3.4.2. A busca local é explicada na subseção 3.4.3. Descreve-se,
na subseção 3.4.4, a etapa da permutação de vizinhança. Finalmente, na subseção
3.4.5, explica-se a heuŕıstica em detalhes.

3.4.1 Inicialização

A primeira etapa da heuŕıstica VNS-band consiste em construir uma solução inicial
das numerações dos vértices de G = (V,E). Para isso, constrói-se a estrutura de
ńıvel enraizada de um vértice inicial aleatório v. A renumeração é realizada em cada
ńıvel da estrutura de ńıvel enraizada L (v). A renumeração em cada ńıvel Li(v) é
iniciada por um vértice aleatório. Quando todos os vértices do ńıvel Li(v) estiverem
numerados, renumera-se o ńıvel Li+1(v) e assim sucessivamente até L`(v)(v).

Considere, para essa etapa, que o grafo G = (V,E) é representado por uma lista
de adjacências E = {E(1), · · · , E(|V |)}, em que E(i) = {e(i, 1), · · · , e(i, |E(i)|)}
representa os vértices adjacentes ao vértice i. A heuŕıstica inicia por um vértice
v aleatório. O vértice v recebe a numeração 1, ou seja, s(v) = 1, e constrói-se a
estrutura de ńıvel enraizada L (v). Renumeram-se os vértices por ńıvel da estrutura
de ńıvel enraizada, iniciando-se por um vértice aleatório em cada ńıvel Li(v), para
1 ≤ i ≤ |L`(v)(v)|. Mladenovic et al. [66] denominaram esse procedimento de busca
em largura aleatória. Para um ńıvel Li(v) com vértices uj , com j = 1, · · · , |Li(v)|,
escolhe-se aleatoriamente um ı́ndice j∗ no intervalo [1, |Li(v)|], para que uj∗ seja o
primeiro vértice do ńıvel corrente a ser renumerado. Por exemplo, caso o ńıvel da
estrutura de ńıvel enraizada seja L1(v) e o vértice u seja o primeiro vértice a ser
renumerado, então, u deve receber o número 2, ou seja, s(u)← 2 (porque o vértice
v ∈ L0(v) recebeu a renumeração 1). Renumeram-se os demais vértices de Li(v)
na ordem uj∗+1, uj∗+2, · · · , u|Li(v)|, u1, · · · , uj∗−1 se j∗ 6= 1 e uj∗ , uj∗+1, · · · , u|Li(v)|
se j∗ = 1. Repete-se esse passo para cada ńıvel da estrutura de ńıvel enraizada.
Como a construção da estrutura de ńıvel enraizada é pela busca em largura, essa
sub-rotina é O(|V |+ |E|).

Mostra-se a sub-rotina para a construção da solução inicial no algoritmo 14.
O algoritmo recebe um grafo G = (V,E) e a numeração S original do grafo.
Inicializam-se as variáveis v, o vetor q, a variável rotulo e a variável vniCor. O vetor
q é o conjunto de vértices no ńıvel corrente da estrutura de ńıvel. A variável vniCor
é o número de vértices no ńıvel corrente da estrutura de ńıvel enraizada. v é o vértice
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inicial e a variável rotulo é a renumeração que será atribúıda aos vértices. Considere
que, inicialmente, (∀v ∈ V ) v.visitou← falso. Na estrutura de repetição para cada
nas linhas 12 a 18, visitam-se todos os vértices w adjacentes a u. Marcam-se como
visitados aqueles que não foram visitados, armazenando-os em r, que é o vetor dos
vértices do próximo ńıvel da estrutura de ńıvel. Ainda, incrementa-se a variável
vniProx em uma unidade para cada vértice w visitado. Os passos das linhas 12 a
18 são repetidos para todos os vértices pertencentes a q. Desse modo, são visitados
todos os vértices adjacentes aos vértices de q, que ainda não foram visitados. Para
iniciar a numeração do vetor q, na linha 10, escolhe-se, aleatoriamente, um ı́ndice j∗

no intervalo [1 e |Li(v)|]. Na estrutura de repetição das linhas 11 a 23, numeram-se
os vértices do ńıvel corrente. Especificamente, nas linhas 19 a 22, numeram-se os
vértices do ńıvel corrente da estrutura de ńıvel, com a variável rotulo. Realiza-se a
numeração de s(q(j∗)), s(q(j∗ + 1)), · · · , s(q(vni)), s(q(1)), s(q(2)), · · · , s(q(j∗ − 1))
se j∗ 6= 1 e s(q(j∗)), s(q(j∗+1)), · · · , s(q(vni)) se j∗ = 1. A cada vértice numerado,
incrementa-se a variável rotulo em uma unidade. Na estrutura de repetição da
linha 24, copia-se o conteúdo do vetor r para q. Na linha 25, copia-se o conteúdo
da variável vniProx para vniCor. Dessa forma, o conteúdo do vetor q estará atu-
alizado para que o próximo ńıvel da estrutura de ńıvel seja numerado, na próxima
iteração. O algoritmo para quando rotulo exceder |V |. O algoritmo retorna S
renumerado.

3.4.2 Perturbação

Nessa etapa, realiza-se uma perturbação iniciando-se de uma solução (ou numeração)
S e gera-se uma solução S′ ∈ Nk(S). Na heuŕıstica VNS-band, essa perturbação con-
siste em realizar uma troca das numerações dos vértices. Essa etapa é dividida em
três procedimentos. O primeiro, mostrado na subseção 3.4.2.1, é um método que
seleciona previamente alguns vértices que possuem as maiores larguras de banda
e trocam-se as suas respectivas numerações. No segundo método, mostrado na
subseção 3.4.2.2, é realizada a rotação das numerações de alguns vértices. Final-
mente, a terceira parte, mostrada na subseção 3.4.2.3, é um procedimento que,
dependendo das circunstâncias, seleciona qual dos dois procedimentos anteriores
será utilizado para realizar a perturbação.

Para o entendimento desta etapa, é necessário compreender o conceito de dife-
rença (ou distância) entre as soluções. A distância k entre duas soluções S e S′ é
dada pelo número de vértices com numeração diferente entre S e S’ e decrementa-se
um dessa diferença. Uma solução S′ pertence à vizinhança Nk(S) se a solução S′

difere de S em k + 1 numerações, ou seja, h(S, S′) = k ⇐⇒ S′ ∈ Nk(S), em que
h é a distância entre S e S′. A distância h pode ser definida como uma distância
de Hamming [33]. Essa distância é o número de posições em que duas strings de
mesmo comprimento diferem entre si. A distância h entre as soluções S e S′ é
definida por

h(S, S′) =

 |V |∑
i=1

f(i)

− 1,

em que

f(i) =

{
1, se s(i) 6= s′(i)
0, caso contrário

e s(i) corresponde à numeração do vértice i na solução S.
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Algoritmo 14: solução inicial.

Entrada: grafo G = (V,E); numeração S;
Sáıda: S renumerado;
ińıcio1

para cada ( v ∈ V ) faça v.visitou← falso;2

v ← V erticeAleatorio(V ); // retorna um vértice aleatório de V3

q(1)← v; // q é o nı́vel corrente da estrutura de nı́vel4

v.visitou← verdadeiro;5

// rotulo é a numeraç~ao que será atribuı́da aos vértices

rotulo← 1;6

vniCor ← 1; // vniCor é o número de vértices no nı́vel corrente7

enquanto ( rotulo ≤ |V | ) faça8

// vniProx é o número de vértices no próximo nı́vel da

vniProx← 0; // estrutura de nı́vel9

j∗ ← InteiroAleatorio(1, vni);10

para ( i← 1; i ≤ vniCor; i← i+ 1 ) faça11

para cada ( vértice w ∈ Adj(G, q(i)) ) faça12

se ( w.visitou = falso ) então13

vniProx← vniProx+ 1;14

w.visitou← verdadeiro;15

// armazena-se em r o próximo nı́vel da estrutura

// de nı́vel; considera-se que há memória

r(vniProx)← w; // suficiente para r16

fim-se;17

fim-para-cada;18

s(q(j∗))← rotulo;19

rotulo← rotulo+ 1;20

j∗ ← j∗ + 1;21

se ( j∗ > vniCor ) então j∗ ← 1;22

fim-para;23

para ( j ← 1; j ≤ vniProx; j ← j + 1; ) faça q(j)← r(j);24

vniCor ← vniProx;25

fim-enquanto;26

retorna S;27

fim.28

Como exemplo, considere a solução S = {s(1), s(2), s(3), s(4)} = (1, 2, 3, 4) e
S′ = {s′(1), s′(2), s′(3), s′(4)} = (4, 3, 2, 1). Portanto, h(S, S′) = 3, porque a nu-
meração do S e S′ diferem em todos os quatro vértices. Note que o número de
trocas na numeração de S para resultar em S′ deve ser menor ou igual a k. No
exemplo, para se obter a numeração S′, deve-se realizar duas trocas, s(1) com s(4)
e s(2) com s(3).

3.4.2.1 Primeiro processo da perturbação

Considere que AS é a matriz obtida pela numeração S. No primeiro procedimento,
inicialmente, seleciona-se um conjunto de vértices Y ⊆ V com larguras de banda
maior que um valor β′, em que Y = {v : βv(AS) ≥ β′} e |Y | ≥ k para que suas
numerações sejam trocadas. Desse modo, selecionam-se vértices com as maiores
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larguras de banda. Em seguida, seleciona-se um vértice aleatório u ∈ Y e seu
vértice cŕıtico v. Um vértice cŕıtico v de u é um vértice adjacente a u com a
maior diferença de numeração, ou seja, |s(u) − s(v)| = βu(AS) (veja as definições
12 e 13 da seção 1.4, na página 9). O próximo passo é encontrar um vértice w,
tal que smin(u) ≤ s(w) ≤ smax(u), em que smax(u) = max

{u,u′}∈E
(s(u′)) e smin(u) =

min
{u,u′}∈E

(s(u′)). Isso significa que a numeração do vértice w não pode aumentar

βu(AS). Além disso, é preciso analisar também as adjacências de w de forma que
colocar v no lugar de w não altere βv(AS) na nova posição de v. Para isso, verifica-
se max(|s(v) − smin(w)|, |smax(w) − s(v)|). Com isso, busca-se colocar v com uma
nova numeração de forma que βv(AS) seja a menor posśıvel.

Mostra-se a primeira sub-rotina de perturbação no algoritmo 15. O algoritmo
recebe o grafo G = (V,E), o raio k da solução corrente, a numeração S corrente e o
limiar β′. O valor de β′, passado para o algoritmo 15, é de forma que |Y | ≥ k. Na
estrutura de repetição para nas linhas 4 a 29, seleciona-se o vértice u ∈ Y , o vértice
cŕıtico v de u e o vértice w para trocar com v. Repete-se esse processo k vezes. A
sub-rotina retorna a renumeração S′ ∈ Nk(S).

3.4.2.2 Segundo processo da perturbação

Segundo Mladenovic et al. [66], utilizar apenas o algoritmo 15 para escapar de
um mı́nimo local não é suficiente em algumas situações. Portanto, utiliza-se uma
segunda sub-rotina de perturbação, proposta por Rodriguez-Tello, Kao e Torres-
Jimenez [74], baseada na rotação de duas vizinhanças.

Na sub-rotina de rotação de vizinhanças na etapa de perturbação da meta-
heuŕıstica VNS, troca-se a numeração de todos os vértices que pertencem a um inter-
valo preestabelecido. Inicialmente, para delimitar o intervalo de troca, escolhem-se
dois ı́ndices b e f com um terceiro ı́ndice m entre eles, ou seja, 1 ≤ b < m < f ≤ |V |.
Trocam-se as numerações de todos os vértices no intervalo [b, f ], deslocando-os m
posições, ou seja, a numeração s(b) passará a ser a posição s(b+m), se b+m ≤ f .
Para um ı́ndice i, em que i+m > f , a numeração s(i) será deslocada para a posição
s(b+ |f − (i+m)|).

A sub-rotina de rotação é mostrada no algoritmo 16. O algoritmo recebe um
grafo G = (V,E), o raio k da solução corrente e a numeração S corrente. Dentro da
estrutura de repetição para nas linhas 3 a 12, primeiramente, escolhem-se, aleatori-
amente, os ı́ndices b e f do intervalo de troca. Estabelecem-se, aleatoriamente, os
ı́ndices b e f , em que, na função min, utilizam-se os parâmetros 20 e β(AS)/2. Esses
parâmetros foram sugeridos por Mladenovic et al. [66], pois gerou bons resultados
nos testes realizados. Na linha 7, estabelece-se m, também aleatório, no intervalo
(b, f). Na estrutura de repetição para nas linhas 8 a 11, realiza-se a rotação no
intervalo [b, f ]. A sub-rotina retorna a numeração S′ ∈ Nk(S).

3.4.2.3 Escolha do processo da perturbação

Uma sub-rotina de escolha é utilizada para decidir qual sub-rotina de perturbação
utilizar. O algoritmo 17 define quando utilizar o algoritmo de perturbação 15 ou
16. No algoritmo 17, o valor k′max é definido de acordo com a necessidade de
perturbação para se escapar de um vale. Se k ≤ k′max, utiliza-se o algoritmo 15; caso
contrário, utiliza-se o algoritmo 16. Segundo Mladenovic et al. [66], verificou-se que
o valor de k, quando passado ao algoritmo 16, gerava perturbações desnecessárias,

pois necessita-se de k =
⌊
k−kmin
kstep

⌋
, em que kmin é o raio inicial para a busca na
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Algoritmo 15: Perturbação1.

Entrada: grafo G = (V,E); raio da vizinhança k; numeração S; limiar β′;
Sáıda: renumeração S′;
ińıcio1

S′ ← S;2

// SelecionaV erticesParaTroca retorna um conjunto de vértices

// com βv(AS) ≥ β′, em que β′ é um limiar para que |Y | ≥ k
// e βu(As) é a largura de banda da u-ésima linha da matriz A
// obtida pela numeraç~ao S
Y ← SelecionaV erticesParaTroca(S, β′);3

para ( i← 1; i ≤ k; i← i+ 1 ) faça4

u← V erticeAleatorio(Y );5

v ← ∅;6

βu ← −∞;7

// seleciona um vértice v, em que |s(u)− s(v)| = βu(AS)
para cada ( vértice v′ ∈ Adj(G, u) ) faça8

βuv′ ← |s(u)− s(v′)|;9

se ( βuv′ > βu ) então10

βu ← βuv′ ;11

v ← v′;12

fim-se;13

fim-para-cada;14

menor ← +∞;15

w ← ∅;16

para cada ( w′ ∈ V ) faça17

se ( smin(u) ≤ s(w′) ≤ smax(u) ∧ smin(w) ≤ s(v) ≤ smax(w) )18

então
maximo← max(|smax(w′)− s(v)|, |s(v)− smin(w′)|);19

se ( maximo < menor ) então20

menor ← maximo;21

w ← w′;22

fim-se;23

fim-se;24

fim-para-cada;25

aux← s(v); // troca a numeraç~ao de v pela numeraç~ao de w26

s(v)← s(w);27

s(w)← aux;28

fim-para;29

retorna S′;30

fim.31

vizinhança e kstep é o incremento do raio a cada passo. Quando não se consegue
escapar de um mı́nimo local, o raio da vizinhança Nk(S) é incrementado por kstep,
possibilitando novas soluções.

A sub-rotina de escolha é mostrada no algoritmo 17. O algoritmo recebe o
raio k da solução corrente, kmin como o raio inicial, kstep como o incremento para
aumentar o raio de busca, k′max, que é o raio máximo, a numeração S corrente e o
limiar β′.



58 Heuŕısticas baseadas em meta-heuŕısticas

Algoritmo 16: Perturbação2.

Entrada: grafo G = (V,E); raio da vizinhança k; numeração S;
Sáıda: renumeração S′;
ińıcio1

S′ ← S;2

para ( i← 1; i ≤ k; i← i+ 1 ) faça3

b← InteiroAleatorio(1, |V |);4

f ← b+ InteiroAleatorio(2,min(20, β(AS)/2));5

se ( f > |V | ) então f ← |V |;6

m← InteiroAleatorio(b+ 1, f − 1);7

para ( j ← b; j ≤ f ; j ← j + 1 ) faça8

se ( j ≥ b+m ) então s′(j)← j −m;9

senão s′(j)← j + f − b−m+ 1;10

fim-para;11

fim-para;12

retorna S′;13

fim.14

Algoritmo 17: Perturbação.

Entrada: grafo G = (V,E); raio da vizinhança k; raio inicial kmin; raio
incremento kstep; numeração S; raio máximo k′max; limiar β′;

Sáıda: renumeração S′;
ińıcio1

se ( k ≤ k′max ) então S′ ← Perturbacao1(G, k, S, β′); //algoritmo 152

senão S′ ← Perturbacao2(G, b(k − kmin)/kstepc, S); //algoritmo 163

retorna S′;4

fim.5

3.4.3 Busca local

A busca local da heuŕıstica VNS-band é baseada na busca local proposta por Lim,
Rodrigues e Xiao [54]. Essa busca local é basicamente a mesma da heuŕıstica de
Lim, Rodrigues e Xiao [55] que é descrita na subseção 3.2.2. Segundo Mladenovic et
al. [66], a busca local proposta por Lim, Rodrigues e Xiao [54] apresentou resultados
melhores na redução de largura de banda do que a busca local original utilizada pela
meta-heuŕıstica VNS [65].

Nessa etapa, seleciona-se um conjunto de vértices cŕıticos do grafo para que suas
numerações sejam trocadas. Um vértice v ∈ V é um vértice cŕıtico de G = (V,E)
se existe um vértice u ∈ V adjacente a v, em que {u, v} ∈ E é uma aresta cŕıtica de
G = (V,E). Uma aresta {u, v} ∈ E é cŕıtica se |s(u)− s(v)| = β(AS). O conjunto
Ec, conjunto de arestas cŕıticas de G = (V,E), é definido por Ec = {{u, v} ∈ E :
|s(u) − s(v)| = β(As)}. O conjunto de vértices cŕıticos Vc de G = (V,E) é todo
vértice de arestas de Ec.

Para a aplicação da busca local, define-se a vizinhança reduzida para a troca de
numeração de v como N(v, S) do vértice cŕıtico v, em que N(v, S) = {u : ({u, v} ∈
Ec) |med(v)−s(u)| < |med(v)−s(v)|} e med(v) =

⌊
smax(v)+smin(v)

2

⌋
. O conjunto de

vértices para a aplicação da busca local, ou o conjunto de vizinhanças reduzidas para
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a troca de numeração em relação à solução S, é definido por N(S) =
⋃
v∈Vc

N(v, S).

Como a etapa da busca local é depois da etapa de perturbação, S′, nesse passo,
é a solução corrente. Com N(S′), forma-se um conjunto de vértices apropriados
para a troca. A busca local é aplicada no conjunto N(S′). Troca-se a numeração
do vértice cŕıtico v com cada numeração dos vértices u ∈ N(v, S′) ⊆ N(S′) até que
uma melhora em relação à solução corrente S′ seja constatada. Com isso, gera-se a
solução S′′.

3.4.4 Permutação de vizinhança

A etapa de permutação de vizinhança consiste em decidir sobre duas questões:
quando permutar ou não permutar a solução corrente e qual será a próxima vizi-
nhança. Para isso, muitas estratégias foram propostas e Hansen e Mladenović [35]
apresentaram uma revisão.

1. Quando permutar (mover) ou não: para a primeira questão, necessita-se saber
qual critério utilizar para permutar a solução corrente e quando não permutar.
Na redução de largura de banda, utilizam-se três critérios para permutar a
solução corrente S para a solução S′′.

(a) Verifica-se qual solução possui a menor largura de banda. Se β(AS) >
β(AS′′), então, S′′ passa a ser a solução corrente, ou seja, S ← S′′. Em
caso contrário, S continua como a solução corrente.

(b) Se β(AS) = β(AS′′), então, avalia-se o número de vértices cŕıticos de
cada solução. Se |Vc(S)| > |Vc(S′′)|, então, S′′ passa a ser a solução
corrente. Em caso contrário, S continua como a solução corrente, em
que Vc(S) é o conjunto de vértices cŕıticos da solução S.

(c) Se β(AS) = β(AS′′) e |Vc(S)| = |Vc(S′′)|, então, avalia-se a diferença
(distância) entre as soluções S e S′′. Troca-se a solução S por S′′ se
h(S, S′′) > t, em que t é um parâmetro constante que, segundo Mlade-
novic et al. [66], nos testes realizados, obteve-se bons resultados para
t = 10. Esse terceiro critério baseia-se em uma variação da meta-
heuŕıstica VNS proposta por Hansen e Mladenović [34], em que se admite
a permutação da solução corrente S por um S′ pior, se S′ estiver relati-
vamente longe de S. Porém, para o problema de redução de largura de
banda, se S e S′′ possúırem a mesma largura de banda e o mesmo número
de vértices cŕıticos, permuta-se de S para S′′ apenas se h(S, S′′) > t.

2. Próxima vizinhança: a segunda questão é descobrir qual será a vizinhança
no caso de haver permutação da solução corrente e como alterar a vizinhança
corrente quando não houver permutação. Utilizam-se parâmetros kmin, kstep
e kmax para definir se o raio de busca na vizinhança será incrementado, se
voltará ao raio inicial ou se excedeu o limite. kmin é o raio inicial para a busca
na vizinhança. Se a solução corrente S é trocada para S′′, então, atualiza-
se o raio da busca de Nk(S′′) para kmin, ou seja, utiliza-se Nkmin(S′′). Um
exemplo pode ser visto na figura 3.1, na página 52. kstep é o incremento do
raio quando uma troca não é realizada. Se após a perturbação e a busca local
não houver melhorias em relação à solução corrente S, então, estabelece-se
k ← k+ kstep. Com isso, se k < kmax, repetem-se os passos de busca. kmax é
o raio máximo em que é realizada a busca.
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Mostra-se a sub-rotina que verifica se haverá ou não a permutação da solução
corrente S pela solução S′′ no algoritmo 18. A sub-rotina recebe a solução corrente
S, a solução S′′ e o parâmetro t = 10. Verifica-se, no algoritmo 18, se é viável
realizar a permutação da solução corrente S pela solução S′′ ou não. Se for viável,
o retorno do algoritmo é verdadeiro; em caso contrário, o algoritmo 18 retorna falso.

Algoritmo 18: Troca.

Entrada: numeração S; numeração S′′; parâmetro t;
Sáıda: verdadeiro ou falso;
ińıcio1

// permuta-se ou n~ao a soluç~ao corrente

retorna (β(AS) > β(A′′S)) ∨ (β(AS) = β(AS′′) ∧ |Vc(S)| > |Vc(S′′)|) ∨2

(β(AS) = β(AS′′) ∧ |Vc(S)| = |Vc(S′′)| ∧ h(S, S′′) > t);
fim.3

3.4.5 VNS-band

Nesta subseção, apresenta-se a heuŕıstica VNS-band completa. A heuŕıstica VNS-
band é mostrada no algoritmo 19. Mladenovic et al. [66] utilizaram o tempo de
execução como critério de parada.

O algoritmo recebe o raio k da vizinhança, o raio inicial kmin, o incremento
kstep do raio, o raio máximo kmax, o raio pré-definido k′max, o limiar β′, a lista de
adjacências E, o parâmetro t, a numeração corrente S e o tempo máximo tmax.
Mladenovic et al. [66] utilizaram, em todos os testes apresentados no artigo, os
seguintes valores nos parâmetros: kmin = kstep = 5, k′max = 100, kmax = 200, t =
10 e tmax = 500s.

Nas linhas 2 a 4, as variáveis βmin, t e imax são inicializadas, respectivamente.
βmin é a variável com a menor largura de banda encontrada durante a execução, t é
o tempo inicial e imax recebe b(kmax−kmin)/kstepc. Na linha 6, dentro da estrutura
de repetição enquanto externa, constrói-se a solução inicial.

Após a construção da solução inicial pelo algoritmo 14, aplica-se a busca local
nessa solução e inicializam-se as variáveis i e k. Na estrutura de repetição enquanto
interna nas linhas 11 a 22, aplica-se a perturbação na solução corrente S, gerando-
se S′. Em seguida, gera-se S′′, aplicando-se a busca local em S′. Ainda dentro do
enquanto interno, na estrutura condicional, verifica-se se haverá troca da solução
corrente S pela solução S′′. Caso troque, a solução corrente passa a ser S′′ e atualiza-
se o raio k para kmim. Em caso contrário, incrementa-se o raio k com kstep. Na
estrutura condicional nas linhas 23 a 26, verifica-se se a largura de banda da solução
corrente é menor do que a menor largura de banda encontrada até o momento. Caso
seja, guarda-se a largura de banda em βmin e a numeração correspondente em S∗.
A sub-rotina TempoUCP na linha 27 retorna o tempo decorrido. O algoritmo para
quando o tempo de processamento excede o limite tmax. O algoritmo retorna a
renumeração S∗ do grafo.

3.5 Heuŕıstica por busca em sistema carregado

A busca em sistema carregado, Charged System Search (CSS ), é uma meta-heuŕıstica
desenvolvida por Kaveh e Talatahari [46] para a resolução de problemas relaciona-
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Algoritmo 19: VNS-band.

Entrada: grafo G = (V,E); raio da vizinhança k; raio inicial kmin; raio
incremento kstep; raio máximo kmax; raio pré-definido k′max; limiar
β′; parâmetro t; numeração S; tempo máximo tmax;

Sáıda: renumeração final S∗;
ińıcio1

βmin ← +∞; // βmin terá a menor largura de banda encontrada2

t← 0;3

imax ← b(kmax − kmin)/kstepc;4

enquanto ( t < tmax ) faça5

S ← SolucaoInicial(S); // algoritmo 146

S ← BuscaLocal(S); // etapa descrita na subseç~ao 3.4.37

S∗ ← S;8

i← 0;9

k ← kmin;10

enquanto ( i ≤ imax ) faça11

S′ ← Perturbacao(G, k, kmin, kstep, k
′
max, S, β

′); // algoritmo 1712

S′′ ← BuscaLocal(S′);13

// algoritmo 18

se ( Troca(S, S′′, t) = verdadeiro ) então14

S ← S′′;15

k ← kmin;16

i← 0;17

senão18

k ← k + kstep;19

i← i+ 1;20

fim-se;21

fim-enquanto;22

se ( β(AS) < βmin ) então23

βmin ← β(AS);24

S∗ ← S; // S∗ é a numeraç~ao final25

fim-se;26

t← TempoUCP ();27

fim-enquanto;28

retorna S∗;29

fim.30

dos à análise de estruturas. Os autores utilizaram as leis de Coulomb e de Gauss, da
eletrostática, e as leis da mecânica de Newton para desenvolver essa meta-heuŕıstica.

O CSS é composto por part́ıculas carregadas (PC). Cada PC é considerada
uma esfera eletricamente carregada que exerce uma força elétrica sobre as outras
part́ıculas, de acordo com as leis de Coulomb e de Gauss. A força resultante e as leis
da mecânica determinam as novas posições e as velocidades das PCs. A utilização
de tais leis pelo CSS provê um modelo que pode ser utilizado em problemas de
otimização discretos e cont́ınuos.

Kaveh e Sharafi [44] utilizaram um modelo baseado nessas leis para criar uma
proposta para a renumeração dos vértices de um grafo. Com isso, utilizaram essa
meta-heuŕıstica para as reduções de banda e de profile de matrizes esparsas.
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Esta seção é dividida como a seguir. Na subseção 3.5.1, são descritas definições
utilizadas pela meta-heuŕıstica CSS. Descreve-se, na subseção 3.5.2, o pseudo-código
da heuŕıstica de Kaveh e Sharafi [44].

3.5.1 Definições

Nesta subseção, são apresentadas as leis da eletrostática e da mecânica newtoniana
utilizadas pelo CSS. Na subseção 3.5.1.1, são descritas algumas definições das leis
da eletrostática necessárias para o entendimento do CSS. Algumas leis da mecânica
newtoniana são descritas na subseção 3.5.1.2. Descreve-se, na subseção 3.5.1.3,
algumas regras utilizadas pelo CSS.

3.5.1.1 Leis da eletrostática

Um campo elétrico que envolve uma carga pontual é definido pela lei de Coulomb.
Essa lei provê a magnitude da força elétrica entre duas cargas pontuais. A lei de
Coulomb é expressa por

Fij = ke
qiqj
rij2

ri − rj
‖ri − rj‖

, (3.5.5)

em que ke é a constante de Coulomb e rij é a distância entre duas cargas qi e qj ,
que estão nas respectivas posições ri e rj . Para o caso em que a distância rij , de ri
para rj , é menor do que o raio a de uma esfera, utiliza-se a lei de Gauss. Com isso,
tem-se a força exercida em um ponto dentro da esfera expressa por

Fij = ke
qiqj
a3

ri − rj
‖ri − rj‖

. (3.5.6)

Segundo Kaveh e Sharafi [44], para calcular a força elétrica sobre uma carga qj ,
na posição rj , devido a um grupo de pontos carregados, o prinćıpio da superposição
é aplicado a forças elétricas como

Fj =

Np∑
i=1,i6=j

Fij , (3.5.7)

em que Np é o total de part́ıculas carregadas. A força Fij é obtida pela equação
(3.5.5), caso rij ≥ a, ou pela equação (3.5.6), caso rij < a.

3.5.1.2 Leis da mecânica

Na mecânica newtoniana, estuda-se o movimento dos objetos sem considerar os
seus tamanhos. O deslocamento de uma part́ıcula pontual, de uma posição r0 até
a posição r1, é representado por ∆r = r1 − r0.

A velocidade v = ∆r
∆t é a razão entre o deslocamento ∆r e o intervalo de tempo

∆t. A aceleração é definida por α = ∆v
∆t , em que ∆v é a variação da velocidade. A

posição final de um objeto, que estava inicialmente com velocidade v0 na posição r0,

é obtida por r1 = r0 + v0∆t+ α(∆t)2

2 . A segunda lei de Newton define F = mα, em
que a força F é obtida pelo produto da massa m pela aceleração α. Dessa forma, a

posição final de um objeto pode ser reescrita como r1 = r0 + v0∆t+ F (∆t)2

2m .
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3.5.1.3 Regras da meta-heuŕıstica busca em sistema carregado

Nesta subseção, são apresentadas as regras do CSS, de acordo com as leis f́ısicas
apresentadas. Cada PC é afetada pelos campos elétricos das outras part́ıculas. A
quantidade da força resultante é determinada pelas lei da eletrostática e a qualidade
do movimento é determinada pelas leis da mecânica de Newton [44]. Antes de se
apresentar o CSS, é necessário definir algumas regras, dadas a seguir.

1. Cada PC possui uma carga elétrica qi que gera um campo elétrico em torno

de si. A magnitude da carga é definida por qi = apt(i)−aptmelhor
aptmelhor−aptpior , com i =

1, 2, ...,M , em que M é o total de PCs. O melhor e pior valores de aptidão
(fitness), de todas as part́ıculas são, respectivamente, aptmelhor e aptpior. A
função aptidão, ou função objetivo, é representada por apt(i), para a part́ıcula
i. A distância entre duas cargas, presentes nas posições Xi e Xj , é definida por

rij =
‖Xi−Xj‖

‖(Xi+Xj)/2−Xmelhor‖+ε , em que Xmelhor é a melhor part́ıcula corrente

e ε é uma constante com valor próximo a zero para se evitar singularidades.
A posição de uma PC, ou posśıvel solução Xi, é composta por n vetores xi,j ,
para j = 1, 2, ..., n. Os significados de Xj e xi,j são diferentes e explicados
adiante.

2. A posição inicial de cada PC é definida aleatoriamente e as velocidades são,
inicialmente, zero.

3. As PCs podem atrair-se ou repelir-se.

4. As PCs são consideradas boas ou ruins de acordo com o seu coeficiente cj . As
part́ıculas acima da média são consideradas boas, atraem as outras e possuem
coeficiente 0 < cj ≤ 1. Part́ıculas abaixo da média são consideradas ruins,
repelem as outras e seu coeficiente é −1 ≤ cj < 0.

5. O valor da força resultante em cada PC é determinado por

Fj = qj

M∑
i=1,i6=j

(
qi
a3
riji1 +

qi
(rij)2

i2

)
cij(Xi −Xj). (3.5.8)

A equação (3.5.8) é uma adaptação da equação (3.5.7). Utilizam-se i1 e i2
para realizar essa adaptação. Para a heuŕıstica CSS-band, Kaveh e Sharafi
[44] utilizaram a = 1. Dessa forma, se rij < a, tem-se i1 = 1 e i2 = 0. Se
rij ≥ a, tem-se i1 = 0 e i2 = 1.

6. A nova posição de cada PC é determinada por

xj,atual = fix(rand1.ka.
Fj
mj

.∆t2 + rand2.kv.vj,anterior.∆t+ xj,anterior),

(3.5.9)
em que kv = 0, 5 · (1 − iter/itermax), ka = 0, 5 · (1 + iter/itermax), iter é o
valor da iteração atual e itermax é o valor máximo de iterações do algoritmo.
O valor do coeficiente de velocidade kv controla a influência da velocidade
anterior. O coeficiente de aceleração ka aumenta a velocidade de convergência
do algoritmo. O valor de kv diminui e o valor de ka aumenta à medida que
o valor de iter aumenta. Os valores de rand1 e rand2 são gerados aleatória
e uniformemente distribúıdos no intervalo (0, 1). Nestas abordagens, tem-se
∆t = 1 e mj = qj . A função fix arredonda o valor para o inteiro mais
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próximo ainda não escolhido, que será o novo rótulo do vértice. Por exemplo,
se a entrada para fix for 4, 9 e o rótulo 5 já estiver associado a algum vértice,
será retornado 4, desde que esse rótulo esteja dispońıvel. A nova velocidade
de uma part́ıcula é determinada por

vj,atual =
Xj,atual −Xj,anterior

∆t
, (3.5.10)

em que a velocidade da j-ésima PC depende da posição atual Xj,atual e da
posição anterior Xj,anterior.

7. As M/4 melhores part́ıculas são mantidas na memória cache (MC) e também
podem influenciar as outras PCs. As M/4 piores part́ıculas são impedidas de
influenciar as outras PCs. O valor de M representa a quantidade de PCs.

8. As part́ıculas que violam o limite são regeneradas por meio da busca harmônica
(BH), descrita por Kaveh e Talatahari [45, 46]. O algoritmo BH é baseado
nas probabilidades: taxa considerada da memória harmônica (TCMH) e taxa
de ajuste potencial (TAP), que têm seus valores atribúıdos aleatoriamente no
intervalo (0, 1). O valor TCMH define a probabilidade de se escolher aleato-
riamente um valor presente na MC. O valor 1−TCMH define a probabilidade
de se definir aleatoriamente um valor. Se um valor de MC é escolhido, então, é
avaliada a probabilidade TAP ·TCMH de se trocar esse valor por um vizinho
no vetor MC. A probabilidade 1 − TAP definirá se não será escolhido um
valor vizinho.

9. O critério de parada é o número máximo de iterações.

3.5.2 Pseudocódigo para a heuŕıstica CSS-band

A heuŕıstica CSS-band tenta encontrar uma renumeração para os vértices de um
grafo G = (V,E) para reduzir a largura de banda ou o profile. A função objetivo,
ou aptidão, utilizada para a redução de largura de banda é diferente da função
utilizada para a redução de profile. A função objetivo avalia o resultado obtido pela
part́ıcula, conforme a regra 1.

Para a redução de profile de uma matriz A, de dimensão |V |×|V |, que representa
o grafo G = (V,E), a função objetivo é

P =

|V |∑
i=1

βi, (3.5.11)

em que βi = i − min
1≤j≤|V |

(j | aij 6= 0) é a largura de banda da i-ésima linha da

matriz.
Para a redução de largura de banda, a função objetivo, que representa a largura

de banda do grafo, é β(A) = max
1≤i≤|V |

(βi). Para a matriz A, cada permutação de

linha e coluna é considerada uma solução potencial e é representada por uma PC.
Cada PC, ou posśıvel solução Xi, é composta por n vetores xi,j , para j = 1, 2, ..., n,
contendo o número associado ao vértice j ∈ V . O algoritmo 20 contém as nove
regras descritas.

Na linha 3 do algoritmo 20, é calculada a quantidade M = fix(|V |/100) + 5
de PCs. Existirá uma PC para cada 100 vértices e pelo menos cinco part́ıculas
são necessárias. Uma quantidade grande de PCs aumenta o tempo de execução do
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Algoritmo 20: CSS-band.

Entrada: grafo G = (V,E) e o número máximo de iterações itermax;
Sáıda: grafo G = (V,E) com os vértices reordenados;
ińıcio1

iter ← 1;2

M ← fix(|V |/100) + 5;3

// calcula quantidade de PCs

// inicializam-se as M PCs com posiç~ao aleatória e

// velocidade vj = 0
para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça Inicializa(PCi);4

// avaliam-se as PCs (largura de banda ou profile ),

// ordenando-as em ordem crescente de coeficiente ci
para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça Avalia(PCi);5

InicializaMC(); // vetor com as M/4 melhores PCs6

enquanto ( iter ≤ itermax ) faça7

// cálculo da carga de cada PC, pela regra 1

DeterminaCargaPCs();8

// cálculo da força resultante de cada PC pela regra 5

DeterminaForcaResultantePCs();9

// cálculo da posiç~ao de cada PC pela equaç~ao (3.5.9)

DeterminaPosicaoPCs();10

// cálculo da velocidade de cada PC pela equaç~ao (3.5.10)

DeterminaV elocidadePCs();11

para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça12

se ( EstouraLimites(PCi) ) então BH(PCi);13

fim-para;14

para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça Avalia(PCi);15

se ( NovasPCsMelhoresMC() ) então16

// removem-se as piores PCs e inserem-se as melhores em

AtualizaMC(); // MC17

para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça Avalia(PCi);18

para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça19

se ( EstouraLimites(PCi) ) então BH(PCi);20

fim-para;21

fim-se;22

iter ← iter + 1;23

fim-enquanto;24

para ( i← 1; i ≤M ; i← i+ 1 ) faça Avalia(PCi);25

retorna MelhorPC(); // retorna a melhor soluç~ao encontrada26

fim.27

algoritmo. Por outro lado, uma quantidade pequena de PCs levará a um resultado
indesejável [44]. Na linha 4, cada PC é inicializada com velocidade vi,j = 0, vetor
de permutação e posição aleatórios, de acordo com a regra 2.

Na linha 5, a sub-rotina Avalia avalia cada part́ıcula e coloca-as em ordem
crescente do coeficiente cj . A sub-rotina Avalia executa a função objetivo, que
depende do tipo de redução, de largura de banda ou de profile, que se pretende
realizar. Para isso, é associado o valor 1 para a melhor PC e −1 para a pior.
Será associado um valor no intervalo (−1, 0) ou no intervalo (0, 1) para as outras
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part́ıculas, pelas regras 3 e 4. Na linha 6, inicializa-se o vetor MC pela regra 7.
MC conterá as M/4 melhores PCs.

A regra 9 é considerada na estrutura de repetição das linhas 7 a 24. Na linha 8,
a magnitude da carga de cada PC é calculada pela regra 1. Essa etapa é diferente
para as reduções de banda ou de profile. Para a redução de largura de banda, a
função objetivo é dada por β(A). Para a redução de profile, a função objetivo é
dada pela equação (3.5.11).

Na linha 9, o valor da força elétrica resultante é calculado para cada PC, con-
forme a equação (3.5.8) da regra 5. As novas posição e velocidade de cada PC são
determinadas pelas equações (3.5.9) e (3.5.10), respectivamente, nas linhas 10 e 11,
pela regra 6. As part́ıculas que violarem os limites permitidos são regeneradas pela
BH, nas linhas 12 a 14, pela regra 8.

As PCs são avaliadas novamente na linha 15. Na linha 16, se os valores obtidos
forem melhores do que os armazenados no vetor MC, as piores PCs são exclúıdas
e as melhores PCs são inseridas em MC, na linha 17. Na linha 18, as part́ıculas
são avaliadas novamente. Nas linhas 19 a 21, as PCs que violarem os limites serão
novamente restauradas pela BH. Finalmente, as part́ıculas são avaliadas, na linha
25. Na linha 26, a melhor PC, que representa a melhor solução encontrada para a
reordenação do grafo G = (V,E), é retornada.

3.6 Exerćıcios

1. Descreva, sucintamente, a busca local realizada pelas heuŕısticas NC-HC e
FNC-HC.

2. Realize a etapa do Node Centroid (NC), mostrada na subseção 3.2.1, na página
44, da heuŕıstica NC-HC no grafo da figura 3.2. Considere λ = 0.5. Verifique
se houve redução na largura de banda da matriz correspondente

Figura 3.2: Grafo com vértices renume-
rados pela heuŕıstica CMr.

Figura 3.3: Grafo com vértices numera-
dos aleatoriamente.

3. Descreva, sucintamente, a heuŕıstica de Kaveh e Sharafi [43] baseada em Oti-
mização por Colônia de Formigas.

4. Descreva, sucintamente, a heuŕıstica VNS-band de Mladenovic et al. [66].
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5. Realize a etapa da construção da solução inicial da heuŕıstica VNS-band, mos-
trada na subseção 3.4.1, na página 53. Para isso, considere o grafo mostrado
na figura 3.3. Considere, também, que o vértice inicial é o vértice 3. Note
que, para a execução dessa etapa, os vértices precisam estar organizados por
algum critério. Isso porque a renumeração é realizada ńıvel a ńıvel da estru-
tura de ńıvel iniciando-se de um vértice aleatório. Os vértices de cada ńıvel
são numerados a partir desse vértice.

6. Descreva, sucintamente, a heuŕıstica CSS-band de Kaveh e Sharafi [44].

7. Cite e explique os passos estocásticos utilizados nas heuŕısticas ACO-KS [43]
e CSS-band [44].
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Caṕıtulo 4

Algoritmos que encontram
um vértice pseudo-periférico

4.1 Introdução

Em algumas heuŕısticas para a redução de largura de banda, o vértice inicial da
renumeração influencia na qualidade da solução. Isso ocorre, como exemplos, nas
heuŕısticas Cuthill-McKee, Cuthill-McKee reverso e quatro-etapas. Neste caṕıtulo,
são descritos algoritmos que encontram um vértice inicial para métodos de redução
de largura de banda de matrizes.

Cuthill e McKee [9] iniciaram a ordenação com o vértice de grau mı́nimo do
grafo e que apresentasse estrutura de ńıvel enraizada com a menor largura de ńıvel,
mas nem sempre essa era uma boa escolha. Após a proposta de Cuthill e McKee [9],
houve publicações com algoritmos que encontram o vértice inicial, como em Cheng
[6].

Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] propuseram que o melhor vértice inicial seria
um vértice cuja distância para outro vértice qualquer fosse igual ao diâmetro do
grafo, caracterizando-se, assim, vértices periféricos. Isso porque, quanto maior a
excentricidade de um vértice v, menos vértices haverá em um mesmo ńıvel de uma
estrutura de ńıvel de v [9]. Diâmetro, vértice periférico, excentricidade e estrutura
de ńıvel estão definidos na seção 1.4, na página 6.

Um vértice periférico é ótimo vértice inicial para algumas heuŕısticas de redução
de largura de banda. Para se encontrar o vértice periférico, é necessário, por exem-
plo, aplicar a busca em largura em todos os vértices do grafo. O custo dessa tarefa,
no pior caso, é O(|V | · (|V | + |E|)), em que |V | é o número de vértices e |E| é o
número de arestas do grafo.

Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] propuseram, então, como descrito na subseção
2.3.1, na página 19, um algoritmo que encontra vértice cuja excentricidade é próxima
ao diâmetro do grafo, caracterizando-se, assim, um vértice pseudo-periférico. A
seguir, são listados alguns algoritmos que encontram vértice pseudo-periférico:

• algoritmo de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26];

• algoritmo de George e Liu [21];

• algoritmo de Arany [1];

• algoritmo de Pachl [69];
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• algoritmo de Smyth [79];

• algoritmos de Kaveh [40];

• algoritmo de Grimes, Pierce e Simon [31];

• algoritmo de Kaveh [41];

• algoritmo de Souza e Murray [81];

• algoritmo de Feng [19];

• razão-largura-profundidade [89, 90].

A seguir, são mostrados alguns algoritmos que encontram um vértice pseudo-
periférico. O algoritmo apresentado na seção 4.2 foi desenvolvido por George e Liu
[21], que é uma modificação do algoritmo proposto por Gibbs, Poole e Stockmeyer
[26]. Na seção 4.3, mostram-se os algoritmos propostos por Kaveh [40, 42]. Na seção
4.4, apresenta-se o algoritmo de Pachl [69]. Na seção 4.5, descreve-se o algoritmo
de Wang et al.[90].

4.2 Algoritmo de George-Liu

Esse algoritmo foi proposto como melhoria do algoritmo de Gibbs, Poole e Stock-
meyer [26], mostrado na subseção 2.3.1, na página 19. George e Liu [21] propuseram
quatro modificações nesse algoritmo. A primeira modificação, citada no texto como
short circuiting, consiste em terminar a montagem das estruturas de ńıvel enraiza-
das dos vértices folhas assim que encontrar um ńıvel com largura de ńıvel maior do
que a já encontrada. A segunda modificação é iniciar o algoritmo com um vértice
qualquer em vez de um com grau mı́nimo. A terceira e quarta modificações são de-
nominadas shrinking, pois ambas são estratégias para escolher um vértice do último
ńıvel da estrutura de ńıvel enraizada. A terceira modificação é montar a estrutura
de ńıvel enraizada apenas para o vértice folha que possuir o grau mı́nimo. A última
proposta foi escolher um vértice folha qualquer para a montagem da estrutura de
ńıvel. Após experimentos, o algoritmo final proposto por George e Liu [21] é a com-
binação da segunda e da terceira propostas de melhoria. Esse algoritmo é descrito
nesta seção.

Como mostrado por George e Liu [21], o algoritmo pode ser dividido em alguns
passos simples. Na parte da inicialização, um vértice qualquer v ∈ V é escolhido para
ser o vértice inicial. Em seguida, a estrutura de ńıvel L (v) é gerada. Em seguida,
escolhe-se um vértice de grau mı́nimo u ∈ L`(v)(v). Gera-se L (u) e verifica-se se
`(v) < `(u). Se essa condição for satisfeita, então, o vértice u passa a ser o vértice
v e o processo é repetido. Caso contrário, o vértice pseudo-periférico será v.

Mostra-se o pseudocódigo no algoritmo 21. Inicializa-se a variável v com um
vértice arbitrário. Em seguida, é montada a estrutura de ńıvel enraizada L (v),
utilizando a busca em largura. Na estrutura de repetição repita das linhas 4 a
11, constrói-se a estrutura de ńıvel do nó folha u de grau mı́nimo de L (v). Se a
excentricidade de u for maior que a excentricidade de v, então, atribui-se u a v e
repete-se o processo. O algoritmo retorna o vértice v quando `(v) for maior ou igual
que a excentricidade do seu vértice folha de grau mı́nimo.

Como um exemplo de uma execução do algoritmo de George e Liu [21], considere
o grafo representado na figura 4.1. O vértice v = 1 foi escolhido arbitrariamente
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Algoritmo 21: George-Liu.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico v ∈ V ;
ińıcio1

v ← EscolheV ertice(V );2

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (v)← BuscaEmLargura(v);3

repita4

u ← V erticeComGrauMinino(L`(v)(v));5

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (u)← BuscaEmLargura(u);6

se ( `(u) > `(v) ) então7

v ← u;8

L (v)← L (u);9

fim-se;10

até que (u 6= v) ;11

retorna v;12

fim.13

11

4

6

9

7

5

Figura 4.1: Um grafo
para a escolha do vértice
pseudo-periférico e sua re-
presentação matricial M .

L0

L1

L2

L3

Figura 4.2: Estrutura de
ńıvel enraizada do vértice
1 do grafo da figura 4.1.

L0

L1

L2

L3

Figura 4.3: Estrutura de
ńıvel enraizada para o
vértice 2 do grafo da figura
4.1.

para a inicialização do algoritmo. Na figura 4.2, mostra-se a estrutura de ńıvel
enraizada do vértice 1. Note que o número de ńıveis de L (1) é 4 e `(1) = 3.

Atribui-se à variável u o vértice de L`(v)(v) com grau mı́nimo. Como os vértices 2
e 7 apresentam grau 2, não há diferença na escolha de um ou outro. Nesse exemplo,
optou-se pelo vértice 2. Em seguida, a estrutura de ńıvel do vértice 2 é constrúıda
e mostrada na figura 4.3. Como `(v) = `(u), o algoritmo para, determinando-se o
vértice v = 1 como o vértice pseudo-periférico. Neste exemplo, o algoritmo de fato
encontrou um vértice periférico do grafo.

4.3 Algoritmos de Kaveh

Kaveh [40] propôs algoritmos que encontram um vértice inicial pseudo-periférico
adequado para a heuŕıstica quatro etapas, mostrado na seção 2.5, na página 30. Os
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algoritmos de Kaveh procuram vértices pseudo-periféricos analisando-se somente a
largura de ńıvel da estrutura Shortest Route Tree (SRT), mostrada na subseção
2.5.1, na página 32. Para o algoritmo quatro-etapas, há a necessidade da criação
da estrutura SRT. Entretanto, por simplicidade, apresentam-se os algoritmos aqui
ao se utilizar a estrutura de ńıvel enraizada e o grafo G = (V,E).

Kaveh [40] comparou os resultados dos seis algoritmos A a F. Os algoritmos
foram aplicados em 13 exemplos e os dados referentes ao tempo da execução e
à largura de ńıvel foram mostrados. As simulações com os algoritmos A, D e E
sempre encontraram as menores larguras de ńıvel. Entre esses três, o mais rápido
foi o algoritmo D. Os algoritmos que obtiveram os menores custos computacionais
foram B e C. Nas comparações entre os algoritmos B e C, foram encontradas mais
vezes a menor largura de ńıvel com o algoritmo B. O algoritmo G é descrito por
Kaveh [42, p. 230].

Algoritmo A

1. Construa a estrutura de ńıvel enraizada para cada vértice v ∈ V .

2. Selecione aquele que possuir a menor largura de ńıvel b(L (v)).

Um pseudo-código para o algoritmo A é mostrado no algoritmo 22. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). Os passos 1 e 2 são realizados em conjunto, na
estrutura de repetição do algoritmo 22. O algoritmo retorna um vértice pseudo-
periférico u ∈ V , na linha 11. Claramente, essa abordagem tem custo computacional
alto para grafos com grande número de vértices e a sua aplicação pode ser inviável
[42, p. 229].

Algoritmo 22: pseudo-periférico A.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico u ∈ V ;
ińıcio1

u← ∅;2

largura← +∞;3

para cada ( vértice v ∈ V ) faça4

// passo 1: constrói-se a estrutura de nı́vel enraizada

L (v)← BuscaEmLargura(v); // de cada vértice5

// passo 2

se ( b(L (v)) < largura ) então6

u← v;7

largura← b(L (v));8

fim-se;9

fim-para-cada;10

retorna u;11

fim.12
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Algoritmo B

1. Selecione um vértice v de grau mı́nimo de V .

2. Construa a estrutura de ńıvel enraizada de v.

3. Construa as estruturas de ńıvel enraizadas de todos os vértices do último ńıvel
L`(v)(v) da estrutura de ńıvel L (v).

4. Selecione aquela que apresentar a menor largura de ńıvel. O processo de
montagem da estrutura de ńıvel enraizada para quando encontrar uma lar-
gura de ńıvel maior que a largura de ńıvel da estrutura de ńıvel enraizada já
selecionada.

Um pseudo-código para o algoritmo B é mostrado no algoritmo 23. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). Os passos 1 e 2 são realizados, respectivamente, nas
linhas 2 e 3. Os passos 3 e 4 são realizados em conjunto, no laço de repetição do
algoritmo 23. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico u ∈ V , na linha 14.

Algoritmo 23: pseudo-periférico B.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico v ∈ V ;
ińıcio1

v ← V erticeComGrauMinimo(V ); // passo 12

// passo 2: constrói-se a estrutura de nı́vel L (v)
L (v)← BuscaEmLargura(v);3

largura← +∞;4

para cada ( vértice w ∈ L`(v)(v) ) faça5

L (w)← BuscaEmLargura(w); // passo 36

// passo 4

se ( b(L (w)) < largura ) então7

v ← w;8

largura← b(L (w));9

senão se( (b(L (v)) > largura ) então10

break;11

fim-se;12

fim-para-cada;13

retorna v;14

fim.15

Algoritmo C

1. Obtenha um vértice arbitrário v ∈ V .

2. Construa a estrutura de ńıvel enraizada de v e selecione um vértice w de grau
mı́nimo de L`(v)(v).

3. Construa a estrutura de ńıvel enraizada de w.

4. Repita os passos 3 e 4 do algoritmo B, considerando L`(w)(w).
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Um pseudo-código para o algoritmo C é mostrado no algoritmo 24. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). O passo 1 é realizado na linha 2. O passo 2 é realizado
nas linhas 3 e 4. O passo 3 é realizado na linha 5. O passo 4 é realizado nas linhas
7 a 15 do algoritmo 24. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico w ∈ V ,
na linha 16.

Algoritmo 24: pseudo-periférico C.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico w ∈ V ;
ińıcio1

v ← V erticeArbitrario(V ); // passo 12

// passo 2

// constrói-se estrutura de nı́vel L (v)
L (v)← BuscaEmLargura(v);3

w ← V erticeComGrauMinimo(L`(v)(v));4

// passo 3: constrói-se estrutura de nı́vel L (w)
L (w)← BuscaEmLargura(w);5

largura← +∞;6

// passo 3 do algoritmo B

para cada ( vértice u ∈ L`(w)(w) ) faça7

L (u)← BuscaEmLargura(u);8

// passo 4 do algoritmo B

se ( b(L (u)) < largura ) então9

w ← u;10

largura← b(L (u));11

senão se( (b(L (w)) ≥ largura ) então12

break;13

fim-se;14

fim-para-cada;15

retorna w;16

fim.17

Algoritmo D

1. Construa a estrutura de ńıvel enraizada de cada vértice v ∈ V .

2. Selecione a estrutura que possuir a menor largura de ńıvel b(L (v)). Diferen-
temente do algoritmo A, a construção da estrutura de ńıvel enraizada para ao
encontrar uma largura de ńıvel maior ou igual que o já determinado.

Um pseudo-código para o algoritmo D é mostrado no algoritmo 25. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). Os passos 1 e 2 são realizados em conjunto, no laço de
repetição do algoritmo 25. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico u ∈ V ,
na linha 17.

Algoritmo E

1. Obtenha um vértice arbitrário v1 ∈ V e omita todos os vértices adjacentes ao
vértice v1.
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Algoritmo 25: pseudo-periférico D.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico u ∈ V ;
ińıcio1

u← v1;2

L (v1)← BuscaEmLargura(v1);3

largura← b(L (v1));4

i← 2;5

trocou← verdadeiro;6

enquanto ( (i ≤ |V |) ∧ (trocou = verdadeiro) ) faça7

// passo 1: constrói-se estrutura de nı́vel L (vi)
L (vi)← BuscaEmLargura(vi);8

// passo 2

se ( b(L (vi)) < largura ) então9

u← vi;10

largura← b(L (vi));11

senão12

trocou← falso;13

fim-se;14

i← i+ 1;15

fim-enquanto;16

retorna u;17

fim.18

2. Selecione outro vértice arbitrário v2 ∈ V e omita todos os vértices adjacentes
ao vértice v1. Repita esse processo até que não haja mais vértices de V para
serem obtidos.

3. Construa as estruturas de ńıvel enraizadas para todos os vértices selecionados
nos passos anteriores. Selecione aquele que possuir a menor largura de ńıvel.
Considere que o vértice escolhido é v.

4. Construa as estruturas de ńıvel enraizadas para cada vértice adjacente ao
vértice v e selecione aquele que possuir a menor largura de ńıvel.

Um pseudo-código para o algoritmo E é mostrado no algoritmo 26. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). O passos 1 e 2 são realizados nas linhas 2 a 11. Os
passos 3 e 4 são realizados nas linhas 12 a 21 e 22 a 30, respectivamente. O algoritmo
retorna um vértice pseudo-periférico u ∈ V , na linha 31.

Algoritmo F

1. Construa a estrutura de ńıvel enraizada de um vértice arbitrário v ∈ V . Sele-
cione o vértice w1 ∈ L`(v)(v) com grau mı́nimo.

2. Construa a estrutura de ńıvel enraizada do vértice w1. Selecione o vértice
w2 ∈ L`(w1)(w1) com grau mı́nimo.

3. Construa as estruturas de ńıvel de w1 e de w2. O par w1 e w2 é denominado
par gerador de w3. Encontre um vértice w3 que se encontra em L`(w1)(w1) e
em L`(w2)(w2). Construa a estrutura de ńıvel enraizada de w3.
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Algoritmo 26: pseudo-periférico E.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico u ∈ V ;
ińıcio1

// inı́cio dos passos 1 e 2

G′ ← G; // G′ = (V ′, E′)2

k ← 1;3

U ← ∅;4

enquanto ( ∃v ∈ V ′ ) faça5

// obtém um vértice arbitrário uk de V ′ e insere-o em U
uk ← V erticeArbitrario(V ′);6

U ← U + {uk};7

// remove-se o vértice uk de V ′ e removem-se de V ′

// vértices adjacentes ao vértice uk
V ′ ← V ′ − {uk} −Adj(G′, uk), em que8

Adj(G, uk) = {w ∈ V ′ : {uk, w} ∈ E′};
// sup~oe-se que a remoç~ao anterior dos vértices de V ′ n~ao
// removeu as arestas; por isso, removem-se de E′ as
// arestas incidentes a uk
E′ ← E′ − {{u,w} : {uk, w} ∈ E′};9

k ← k + 1;10

fim-enquanto;11

// há k − 1 vértices em U no final dos passos 1 e 2

largura← +∞; // inı́cio do passo 312

v ← ∅; // v recebe nulo13

i← 1;14

enquanto ( i < k ) faça15

// constrói-se a estrutura de nı́vel L (ui)
L (ui)← BuscaEmLargura(ui);16

se ( b(L (ui)) < largura ) então17

v ← ui;18

largura← b(L (ui));19

fim-se;20

fim-enquanto;21

// v é o vértice escolhido no final do passo 3

largura← +∞; // inı́cio do passo 422

u← ∅; // u recebe nulo23

// vértice com menor largura de banda e adjacente a v
para cada ( vértice w ∈ Adj(G, v) ) faça24

L (w)← BuscaEmLargura(w);25

se ( b(L (w)) < largura ) então26

u← w;27

largura← b(L (w));28

fim-se;29

fim-para-cada;30

retorna u;31

fim.32
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4. Repita o passo 3, utilizando-se os pares geradores (w1, w3) e (w2, w3) para en-
contrar w4 e w5, respectivamente. Construa as estruturas de ńıvel enraizadas
de w4 e w5.

5. Repita o passo 3 para wi e wi+1, podendo-se utilizar i = 3, 4, · · · , |V |−3, para
gerar wi+3, wi+4, · · · , w|V |.

6. Compare as estruturas de ńıvel enraizadas montadas de wi (i = 1, 2, · · · ) e
selecione o vértice que possuir a menor largura de ńıvel.

Um pseudo-código para o algoritmo F é mostrado no algoritmo 27. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E) e o número k: haverá w1, w2, w3, w4, w5, · · · , wk, em
que 5 ≤ k ≤ |V |. Os passos 1 e 2 são realizados nas linhas 3 a 5 e 6 e 7, res-
pectivamente. O passo 3 é realizado nas linhas 8 a 10, ao se utilizar a sub-rotina
GeraNovoPseudoPeriferico, mostrada no algoritmo 28. O passo 4 é realizado nas
linhas 11 a 18. O passo 5 é realizado nas linhas 14 a 18. O passo 6 é realizado nas
linhas 19 a 27. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico u ∈ V , na linha
28.

Algoritmo G

1. Inicie por um vértice arbitrário v.

2. Construa a estrutura de ńıvel enraizada L (v).

3. Obtenha o vértice w de grau mı́nimo em L`(v)(v).

4. Construa a estrutura de ńıvel enraizada L (w).

5. Obtenha todos os vértices dos ńıveis zero, pares e último.

6. Construa a estrutura de ńıvel enraizada de cada um desses vértices para encon-
trar a estrutura de ńıvel com menor largura de ńıvel. O processo de formação
de estruturas de ńıvel enraizadas é encerrado quando uma largura de ńıvel de
um vértice excede a largura de ńıvel da estrutura de ńıvel do vértice anterior.
O vértice selecionado é u.

7. Verifique os vértices adjacentes ao vértice u por posśıveis reduções na largura
de ńıvel para decidir o vértice final.

Um pseudo-código para o algoritmo G é mostrado no algoritmo 29. O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). Os passos 1, 2, 3 e 4 são realizados nas linhas 2,
3, 4 e 5, respectivamente. Os passos 5 e 6 são realizados nas linhas 6 a 17, ao se
utilizar a sub-rotina MenorLarguraDeNivel, mostrada no algoritmo 30. O passo
7 é realizado nas linhas 18 a 24. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico
de V, na linha 25.

4.4 Algoritmo de Pachl

O processo inicia com um vértice u ∈ V , busca-se o vértice mais distante desse
vértice. Isso é realizado ao se construir a estrutura de ńıvel enraizada de u e obtém-
se um vértice v ∈ L`(u)(u). Em seguida, gera-se a estrutura de ńıvel enraizada de
v e obtém-se um vértice w ∈ L`(v)(v). Depois, é analisada se a distância entre o
vértice u e o seu vértice mais distante v é igual à distância de v ao seu vértice mais
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Algoritmo 27: pseudo-periférico F.

Entrada: grafo G = (V,E); valor k, em que 5 ≤ k < |V |;
Sáıda: vértice pseudo-periférico v ∈ V ;
ińıcio1

se ( k < 5 ∨ k > |V | − 1 ∨ |V | < 5 ) então vá para fim;2

// ser~ao gerados k vértices geradores wi, para 1 ≤ i ≤ k
v ← V erticeArbitrario(V ); // inı́cio do passo 13

// constrói-se a estrutura de nı́vel L (v)
L (v)← BuscaEmLargura(v);4

w1 ← V erticeComGrauMinimo(L`(v)(v));5

// inı́cio do passo 2

// constrói-se a estrutura de nı́vel

L (w1)← BuscaEmLargura(w1);6

w2 ← V erticeComGrauMinimo(L`(w1)(w1));7

// constrói-se a estrutura de nı́vel

L (w2)← BuscaEmLargura(w2);8

w3 ← GeraNovoPseudoPeriferico(w1, w2); // passo 39

// constrói-se a estrutura de nı́vel

L (w3)← BuscaEmLargura(w3);10

// primeira parte do passo 4

w4 ← GeraNovoPseudoPeriferico(w1, w3);11

// constrói-se a estrutura de nı́vel

L (w4)← BuscaEmLargura(w4);12

// segunda parte do passo 4: o par gerador (w2, w3) gera w5

// passo 5: o par gerador (wj−2, wj−1) gera wj+1

j ← 4;13

enquanto ( j < k ) faça14

wj+1 ← GeraNovoPseudoPeriferico(wj−2, wj−1); // algoritmo 2815

// constrói-se a estrutura de nı́vel

L (wj+1)← BuscaEmLargura(wj+1);16

j ← j + 1;17

fim-enquanto;18

v ← w1; // inı́cio do passo 619

largura← b(L (w1));20

i← 2;21

enquanto ( i ≤ k ) faça22

se ( b(L (wi)) < largura ) então23

v ← wi;24

largura← b(L (wi));25

fim-se;26

fim-enquanto;27

retorna v;28

fim.29

distante w, ou seja, o algoritmo verifica se d(u, v) = d(v, w), para u, v, w ∈ V . Caso
essa condição seja satisfeita, então, o vértice pseudo-periférico será v.

Esse algoritmo é O(|E| ·
√
|V |), conforme demonstrado por Pachl [69], em um

grafo com V vértices e E arestas. O custo para se gerar a estrutura de ńıvel, pela
busca em largura, é O(|E|) e isso é realizado

√
|V | vezes.
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Algoritmo 28: GeraNovoPseudoPeriferico.

Entrada: vértices geradores wa, wb ∈ V ;
Sáıda: vértice gerador wc ∈ V ;
ińıcio1

// um par gerador (wa, wb) gera um novo vértice gerador wc
// constroem-se as estruturas de nı́vel de wa e de wb
L (wa)← BuscaEmLargura(wa);2

L (wb)← BuscaEmLargura(wb);3

wc ← ∅; // wc recebe nulo4

i← 1; // percorre-se L`(wa)(wa)5

j ← 1; // percorre-se L`(wb)(wb)6

encontrou← falso;7

// determina-se o vértice wc ∈ L`(wa)(wa) ∧ L`(wb)(wb)
enquanto ( i ≤ |L`(wa)(wa)| ∧ não encontrou ) faça8

enquanto ( j ≤ |L`(wb)(wb)| ∧ não encontrou ) faça9

// considere que L`(wa)(wa) = {wa1 , wa2 , ..., wan} e

// n = |L`(wa)(wa)|
// considere que L`(wb)(wb) = {wb1 , wb2 , ..., wbm} e

// m = |L`(wb)(wb)|
se ( wai = wbj ) então10

wc ← wai ;11

encontrou← verdadeiro;12

fim-se;13

j ← j + 1;14

fim-enquanto;15

i← i+ 1;16

fim-enquanto;17

retorna wc;18

fim.19

O pseudo-código é mostrado no algoritmo 31. Inicializa-se a variável v0 com um
vértice arbitrário na linha 2 e gera-se L (v0) enraizada de v0 na linha 3. Obtém-
se um vértice do último ńıvel de L (v0) na linha 4 e armazena-se esse vértice em
v1. Em seguida, gera-se a estrutura de ńıvel enraizada de v1 e de um vértice
v2 ∈ L`(v1)(v1). Repete-se esse processo, na estrutura de repetição das linhas 6 a
10, até que d(vj , vj−1) = d(vj−1, vj−2). O algoritmo retorna vj−1.

Considere o grafo da figura 4.4. A escolha do vértice 4 destacado na figura
foi arbitrária. Como pode ser visto na figura 4.4, os vértices no último ńıvel da
estrutura de ńıvel enraizada do vértice 4 são os vértices 2, 3, 5, 7 e 8, todos com
distância 2, ou seja, `(4) = 2. A escolha entre vértices com a mesma distância pelo
algoritmo é indiferente e escolheu-se o vértice 8.

No exemplo, a procura pelo vértice mais distante é realizada, conforme observado
no algoritmo 31, no vértice 8. O vértice mais distante escolhido entre as opções é
o vértice 5, possuindo uma distância 3, como pode ser observado na figura 4.5. O
algoritmo verifica se d(2, 8) = d(8, 5). Como d(2, 8) = 2 e d(8, 5) = 3, o algoritmo
repetirá o processo.

É realizada a busca pelo vértice mais distante do vértice 5. Conforme apresen-
tado na figura 4.6, o vértice 10, com distância 3, é escolhido como o mais distante.
Como d(8, 5) = d(5, 10), o vértice 5 é escolhido como o vértice pseudo-periférico.



80 Algoritmos que encontram um vértice pseudo-periférico

Algoritmo 29: pseudo-periférico G.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico u ∈ V ;
ińıcio1

v ← V erticeArbitrario(V ); // passo 12

// passo 2: constrói-se estrutura de nı́vel L (v)
L (v)← BuscaEmLargura(v);3

w ← V erticeComGrauMinimo(L`(v)(v)); // passo 34

L (w)← BuscaEmLargura(w); // passo 45

largura← b(L (w)); // inı́cio dos passos 5 e 66

i← 2; // percorrem-se os nı́veis pares de L (w)7

ret[1]← w;8

ret[2]← b(L (w));9

ret[3]← verdadeiro;10

enquanto ( i < `(w) ∧ ret[3] = verdadeiro ) faça11

ret←MenorLarguraDeNivel(Li(w), ret[1], ret[2]);12

i← i+ 2;13

fim-enquanto;14

// trata L`(w)(w)
se ( ret[3] = verdadeiro ) então15

ret←MenorLarguraDeNivel(L`w(w), ret[1], ret[2]);16

fim-se;17

// ret[1] contém o vértice u do passo 6 e ret[2] contém a

// largura de nı́vel de L (u)
// passo 7

para cada ( vértice w ∈ Adj(G, ret[1]) ) faça18

L (w)← BuscaEmLargura(w);19

se ( b(L (w) < ret[2] ) então20

ret[1]← w;21

ret[2]← b(L (w));22

fim-se;23

fim-para-cada;24

retorna ret[1];25

fim.26

4

8

Figura 4.4: Escolha do
vértice u.

8

5

Figura 4.5: Escolha do
vértice v.

10

5

Figura 4.6: Escolha do
vértice w.
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Algoritmo 30: MenorLarguraDeNivel.

Entrada: estrutura de ńıvel enraizada L (w); vértice u; largura de ńıvel
b(L (u));

Sáıda: vetor ret com três entradas, ret[1] com vértice pseudo-periférico u,
ret[2] com a largura de ńıvel de L (u) e ret[3] com falso se ocorre que
a largura de ńıvel de algum vértice em L (w) é maior que a largura de
ńıvel encontrada na iteração anterior ou verdadeiro em caso contrário;

// determina o vértice w′ com a menor largura de nı́vel b em

// L (w) e se b < b(L (u))
ińıcio1

ret[1]← u;2

ret[2]← b(L (u));3

ret[3]← verdadeiro;4

para cada ( vértice w′ ∈ L (w) ) faça5

L (w′)← BuscaEmLargura(w′);6

se ( b(L (w′)) < b(L (u)) ) então7

ret[1]← w′;8

ret[2]← b(L (w′);9

senão se( b(L (w′)) > b(L (u)) ) então10

ret[3]← falso;11

break;12

fim-se;13

fim-para-cada;14

retorna ret;15

fim.16

Algoritmo 31: Pachl.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: vértice pseudo-periférico v ∈ V ;
ińıcio1

v0 ← V erticeArbitrario(V );2

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (v0)← BuscaEmLargura(v0);3

// obtém-se uma vértice de L`(v0)(v0)
v1 ← ObtemV ertice(L`(v0)(v0));4

j ← 1;5

repita6

// constrói-se estrutura de nı́vel enraizada

L (vj)← BuscaEmLargura(vj);7

// obtém-se uma vértice de L`(vj)(vj)

vj+1 ← ObtemV ertice(L`(vj)(vj));8

j ← j + 1;9

até que d(vj , vj−1) = d(vj−1, vj−2) ;10

retorna (vj−1);11

fim.12

Nesse exemplo, o vértice pseudo-periférico escolhido é um vértice periférico. Isso
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ocorreu porque o grafo é pequeno. Para finalizar, mostra-se, na figura 4.7, a nu-
meração do grafo da figura 4.1 juntamente com sua matriz correspondente após
a ordenação realizada pela heuŕıstica Cuthill-McKee, iniciando-se por um vértice
pseudo-periférico, o vértice 5.

Figura 4.7: Grafo ordenado pela heuŕıstica CM com a escolha do vértice pseudo-
periférico.

4.5 Algoritmo razão-largura-profundidade

Proposto por Wang et al. [90, 89], esse algoritmo for criado para encontrar vértices
iniciais para a heuŕıstica GPS. Nos testes realizados por Wang et al. [90], os re-
sultados em relação às excentricidades dos vértices pseudo-periféricos encontrados
pelo algoritmo razão-largura-profundidade foram comparados com as excentricida-
des dos vértices pseudo-periféricos encontrados na primeira etapa da heuŕıstica GPS
[26]. Em 12 instâncias testadas, o algoritmo razão-largura-profundidade encontrou,
nas 12 instâncias, vértices com excentricidades maiores que as excentricidades dos
vértices encontrados pela primeira etapa da heuŕıstica GPS.

O algoritmo de Wang et al. [90] utiliza um parâmetro chamado de width-depth-
ratio. Para se definir esse parâmetro, utiliza-se a observação de que, quanto maior o
comprimento da estrutura de ńıvel de um vértice, e quanto mais estreita a estrutura
de ńıvel é, melhores soluções são geradas na redução de largura de banda. Esse
algoritmo busca dois vértices que possuam estrutura de ńıvel com mais ńıveis e a
largura de ńıvel mais estreita posśıvel.

No algoritmo de Wang et al. [90], primeiramente, são selecionados vértices
com grau mı́nimo. Esses vértices compõem o conjunto de vértices pré-candidatos.
Em seguida, geram-se as estruturas de ńıvel enraizadas de cada um desses vértices
e calculam-se as razões entre as larguras de ńıvel e as excentricidades para cada
estrutura de ńıvel enraizada dos vértices do conjunto de pré-candidatos. Escolhem-
se os vértices que possúırem a menor razão do conjunto de vértices pré-candidatos.
Esses vértices são colocados em um novo conjunto de vértices candidatos.

Se houver apenas um vértice u no conjunto de vértices candidatos, então, seleciona-
se um vértice v ∈ L`(u)(u) com a menor razão entre a largura de ńıvel e a excentri-
cidade da estrutura de ńıvel enraizada. Com isso, os vértices u e v são selecionados
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como vértices pseudo-periféricos. Em ocorrendo dois vértices u e v no conjunto
de vértices candidatos e se u ∈ L`(v)(v) e v ∈ L`(u)(u), u e v são escolhidos como
vértices pseudo-periféricos.

Em caso contrário, seleciona-se, no conjunto de vértices candidatos, o vértice v
com a menor numeração e seleciona-se um vértice u ∈ L`(v)(v) com a menor razão
entre a largura de ńıvel e a excentricidade da estrutura de ńıvel enraizada. Os
vértices u e v são selecionados como vértices pseudo-periféricos.

Mostra-se o pseudocódigo do algoritmo de Wang et al. [90] no algoritmo 32.
Define-se o conjunto Candidados de vértices de grau mı́nimo e menor razão largura-
profundidade na estrutura de repetição das linhas 5 a 17. Se o conjunto Candidados
contém um só elemento, isso é tratado nas linhas 18 a 21: retorna-se um conjunto
composto pelo vértice v ∈ Candidatos e pelo vértice com a menor razão largura-
profundidade de L`(v)(v). Esse vértice é encontrado pelo algoritmo 33. Se o con-
junto Candidados possui apenas dois vértices u e v e u ∈ L`(v)(v) e v ∈ L`(u)(u),
então, retorna-se {u, v} na linha 27. Em correndo que o conjunto Candidados pos-
sua mais de dois vértices, então, escolhe-se, na linha 29, um vértive v que possuir a
menor numeração. Em seguida, seleciona-se um vértice u ∈ L`(v)(v) que possuir a
menor razão largura-profundidade. Esses dois vértices são retornados na linha 31.

4.6 Exerćıcios

1. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo A
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

2. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo B
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

3. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo C
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

4. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo D
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

5. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo E
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

6. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo F
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

7. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura 4.1 pelo algoritmo G
de Kaveh, mostrado na seção 4.3.

8. Encontre os dois vértices pseudo-periféricos do grafo da figura 4.1 pelo algo-
ritmo de razão-largura-profundidade, mostrado na seção 4.5.
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Algoritmo 32: Razão-largura-profundidade.

Entrada: grafo G = (V,E);
Sáıda: conjunto U de dois vértices pseudo-periféricos v, u ∈ V ;
ińıcio1

// grau do vértice com grau mı́nimo

grauMinimo ← +∞;2

Candidatos← ∅;3

razaomenor ← +∞;4

// monta o conjunto Candidados

para cada ( vértice w ∈ V ) faça5

se ( Grau(G,w) ≤ grauMinimo ) então6

L (w)← BuscaEmLargura(w);7

w.razao← b(L (w)) / `(w);8

se ( (w.razao < razaomenor) ∨ (Grau(G,w) < grauMinimo) )9

então
razaomenor ← w.razao;10

Candidatos← {w};11

senão se( w.razao = razaomenor ) então12

Candidatos← Candidatos ∪ {w};13

fim-se;14

grauMinimo← Grau(G,w);15

fim-se;16

fim-para-cada;17

se ( |Candidatos| = 1 ) então18

// obtém-se o vértice do conjunto

v ← EscolheV ertice(Candidatos, 1);19

L (v)← BuscaEmLargura(v);20

// retorna v e o vértice com a menor raz~ao entre

// largura de nı́vel e excentricidade de L`(v)(v)
retorna {v} ∪ V erticeMenorRazao(L`(v)(v));21

senão se( |Candidatos| = 2 ) então22

// obtém-se o primeiro vértice do conjunto

v ← EscolheV ertice(Candidatos, 1);23

// obtém-se o segundo vértice do conjunto

u← EscolheV ertice(Candidatos, 2);24

L (v)← BuscaEmLargura(v);25

L (u)← BuscaEmLargura(u);26

se ( u ∈ L`(v)(v) ∧ v ∈ L`(u)(u) ) então retorna {u, v};27

fim-se;28

// obtém-se o vértice com a menor numeraç~ao

// no conjunto Candidatos
v ← EscolheV erticeMenorRotulo(Candidatos);29

L (v)← BuscaEmLargura(v);30

// retorna v e o vértice com a menor raz~ao entre

// largura de nı́vel e excentricidade de L`(v)(v)
retorna {v} ∪ V erticeMenorRazao(L`(v)(v));31

fim.32
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Algoritmo 33: V erticeMenorRazao.

Entrada: ńıvel Li(v) ∈ L (v);
Sáıda: vértice pertencente a Li(v) com menor razão entre largura de ńıvel e

excentricidade;
ińıcio1

razaomenor ← +∞;2

para cada ( vértice w ∈ Li(v) ) faça3

// contrói-se a estrutura de nı́vel

L (w)← BuscaEmLargura(w);4

razao← b(L (w)) / `(w);5

se ( razao < razaomenor ) então6

razaomenor ← razao;7

verticeMenorRazao← w;8

fim-se;9

fim-para-cada;10

retorna verticeMenorRazao;11

fim.12
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Caṕıtulo 5

Implementações da heuŕıstica
Cuthill-McKee reverso

5.1 Introdução

As reduções de largura de banda e de profile de matrizes podem proporcionar
redução no custo computacional na resolução de sistemas de equações lineares por
métodos baseados no subespaço de Krylov [48]. Como exemplo de aplicação de
uma heuŕıstica para as reduções de largura de banda e de profile, implementou-se a
heuŕıstica Cuthill-McKee reverso para se reduzirem a largura de banda e o profile
de matrizes de sistemas de equações lineares. Com isso, verificou-se o desempenho
computacional do método dos gradientes conjugados [37, 49] para resolver sistemas
de equações lineares. Neste caṕıtulo, são apresentados detalhes e os resultados dessa
implementação.

Neste caṕıtulo, apresentam-se implementações da heuŕıstica Cuthill-McKee re-
verso (CMr) e uma variação dessa heuŕıstica, chamada aqui de CMr-pseudo. Nessa
variação da heuŕıstica CMr, o vértice inicial é um vértice pseudo-periférico obtido
pelo algoritmo de George e Liu [21], mostrado na seção 4.2, na página 70. As
heuŕısticas CMr e CMr-pseudo foram utilizadas para reduzirem a largura de banda
e o profile de matrizes de sistemas de equações lineares oriundas de uma resolução
da equação de Laplace pelo método dos volumes finitos. Com isso, verificou-se o de-
sempenho computacional do método dos gradientes conjugados para resolver esses
sistemas de equações lineares.

Para exemplificar a utilização de uma heuŕıstica para as reduções de largura de
banda e de profile, implementou-se a heuŕıstica CMr porque é uma das heuŕısticas
mais tradicionais para os problemas das reduções de largura de banda e de profile.
Por causa da sua simplicidade e por ser eficiente, a heuŕıstica CMr iniciada por um
vértice pseudo-periférico tornou-se um padrão em muitas simulações computacionais
[73, p. 107]. Mesmo sendo uma das primeiras heuŕısticas a ser proposta, a heuŕıstica
CMr é utilizada em pesquisas atuais, por exemplo, Kazoela, Nikolos e Synolakis [47]
utilizaram a redução de largura de banda obtida pela heuŕıstica CMr para se reduzir
o custo computacional do pré-condicionador incomplete LU algorithm with threshold
(ILUT) [77, p. 286-297]. Como ênfase para a importância da heuŕıstica CMr, essa
heuŕıstica é implementada nos resolutores (combinados com pré-condicionadores)
mais populares de sistemas com matrizes simétricas e positivas-definidas [23].

Nas implementações, utilizou-se o algoritmo de George e Liu [21] para encontrar
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um vértice pseudo-periférico inicial para a heuŕıstica CMr. O algoritmo de George
e Liu [21] foi utilizado por ser um dos algoritmos clássicos para se encontrar um
vértice pseudo-periférico e por apresentar melhorias em relação ao algoritmo original
de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26].

Na seção 5.2, apresentam-se detalhes das implementações e as ferramentas uti-
lizadas. Mostram-se as simulações na seção 5.3. Na subseção 5.4, apresentam-se
considerações sobre as simulações.

5.2 Detalhes da implementação e ferramentas uti-
lizadas

O objetivo do projeto computacional criado para as simulações publicadas em Oli-
veira e Gonzaga de Oliveira [68] é solucionar a equação de Laplace no domı́nio
computacional. O projeto computacional utilizado para acoplar a heuŕıstica CMr
foi desenvolvido em C++. Nesse projeto computacional, geram-se triangulações de
Delaunay em um domı́nio quadrado, para a solução da equação de Laplace com as
condições de contorno: T (a, 0) = 0 para 0 < a < 1 e T (a, 1) = T (0, a) = T (1, a) =
10 para 0 ≤ a ≤ 1.

Para a discretização da equação diferencial parcial, utilizou-se o método dos
volumes finitos. Poĺıgonos de Voronoi foram utilizados como volumes de controle.

Cada vértice da triangulação, exceto os vértices da borda, recebem um número.
Por meio da ordem dessa numeração, gera-se o sistema de equações lineares. So-
luciona-se o sistema de equações lineares pelo método dos gradientes conjugados.
Refina-se a malha pelo refinamento de Ruppert [76]. Malhas de qualidade são
geradas por off-centers de Üngör [85, 86]. A triangulação de Delaunay e o diagrama
de Voronoi são detalhados em Nogueira e Gonzaga de Oliveira [67], por exemplo.

No projeto computacional, os vértices da malha (ou grafo) são ligados por uma
lista encadeada. Gera-se o sistema de equações lineares conforme a ordem dessa
lista encadeada. No projeto computacional sem as reduções de largura de banda
e de profile pela heuŕıstica CMr ou pela heuŕıstica CMr-pseudo, os novos vértices
gerados pelo refinamento são inseridos no final dessa lista encadeada. Isso gera um
sistema de equações lineares com matriz de coeficientes com largura de banda e
profile grandes. No projeto computacional, para se reduzirem a largura de banda
e o profile do sistema de equações lineares, permuta-se a ordem dos vértices nessa
lista encadeada pela heuŕıstica CMr.

Um exemplo de triangulação de Delaunay, com 19 vértices, é mostrado na figura
5.1. Nessa malha, não se utilizou a heuŕıstica CMr para as reduções de largura de
banda e de profile. Há vértices com numeração baixa adjacentes a vértices com
numeração alta. Um exemplo disso é o vértice 1, que é adjacente ao vértice 18. Isso
faz com que a largura de banda e o profile da matriz de adjacências sejam grandes.
Na malha da figura 5.1, os vértices da borda recebem rótulo -1. Claramente, esses
vértices não fazem parte do sistema de equações lineares.

Mostra-se, na figura 5.2, o diagrama de atividades do projeto computacional com
a heuŕıstica CMr. O programa começa com uma malha inicial e com configurações
iniciais. Em seguida, gera-se o sistema de equações lineares referente à malha inicial
pelo método dos volumes finitos. Claramente, a heuŕıstica CMr foi inserida entre a
montagem do sistema de equações lineares e a resolução pelo método dos gradientes
conjugados, conforme é mostrado na figura 5.2. Depois da resolução do sistema
de equações lineares pelo método dos gradientes conjugados, se os critérios para o
refinamento adaptativo não forem satisfeitos, o programa para. Se os critérios para
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Figura 5.1: Triangulação de Delaunay, em que os 19 vértices internos estão nume-
rados.

o refinamento adaptativo forem satisfeitos, a malha é refinada pelo refinamento de
Ruppert [76]. Em seguida, refina-se a malha por off-centers, gerando-se uma ma-
lha com a qualidade definida pelo usuário. No projeto computacional, utiliza-se a
medida de qualidade de triângulos circunradius-to-shortest-edge-ratio. Isso signi-
fica que uma malha é dita de qualidade se todos os ângulos de todos os triângulos
são menores que arcsin 1

2B . O limite B deve ser maior que a razão do raio do
circunćırculo do triângulo pelo comprimento da menor aresta do triângulo. Final-
mente, retorna-se ao passo de montagem do sistema de equações lineares.

Nas simulações, utilizou-se um computador IBMr x3400 M3 com processador
Intelr Xeonr E5620 2.40GHz com 12Mb de memória cache, 16Gb de memória
RAM DDR3 1333MHz. O sistema operacional utilizado foi o Ubuntu 12.04 LTS
64bits com kernel versão 3.2.0-38-generic. Utilizou-se a IDE NetBeans 7.2.1 com
plugin para C/C++ para a implementação dos projetos computacionais.

5.3 Testes experimentais

Nesta subseção, são apresentados as simulações com o método dos gradientes con-
jugados. Em particular, utiliza-se a aproximação anterior para se obter as apro-
ximação seguinte. Desse modo, o método dos gradientes conjugados converge com
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Método dos gradientes
conjugados

Cuthill-McKee reverso

Método dos volumes finitos
(montagem do sistema linear)

Gera-se a malha inicial

Refinamento de Ruppert

off-centers

Refinou?

Figura 5.2: Diagrama de atividades do projeto computacional.

um número razoável de iterações.
Aplicou-se o método dos gradientes conjugados 10 vezes na mesma iteração e

verificou-se o tempo em cada execução. Fez-se a média, em segundos, dessas 10
execuções. Como o tempo de execução não variou muito (desvio padrão, em média,
0,1), considerou-se que dez execuções foram suficientes em cada teste. Os tempos de
execuções da heuŕıstica CMr e da heuŕıstica CMr-pseudo não foram sumarizados,
pois não foram considerados significativos. Por exemplo, nas simulações com 277948
vértices, as heuŕısticas CMr e CMr-pseudo apresentaram tempo médio de execução
menor que um segundo.

Os detalhes das simulações são mostrados nas subseções seguintes. Na subseção
5.3.1, mostram-se dados das simulações sem a heuŕıstica CMr. Apresentam-se os
dados da execução do projeto computacional com a heuŕıstica CMr e sem o al-
goritmo que encontra um vértice pseudo-periférico na subseção 5.3.2. Os dados
da execução do projeto computacional com a heuŕıstica CMr iniciando por um
vértice pseudo-periférico são apresentados na subseção 5.3.3. Na subseção 5.3.4,
apresentam-se exemplos de redução de largura de banda em matrizes de um projeto
computacional para a solução da equação de Laplace.

5.3.1 Simulações sem a heuŕıstica Cuthill-McKee reverso

Mostram-se os dados das execuções do método dos gradientes conjugados no projeto
computacional sem a utilização da heuŕıstica CMr na tabela 5.1. Na primeira
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coluna, mostram-se os números de vértices das malhas. Mostram-se, na segunda
coluna, em segundos, os tempos médios do método dos gradientes conjugados para
solucionar os sistemas de equações lineares com tamanhos referentes aos números de
vértices. São mostrados, na terceira coluna, os números de iterações que o método
dos gradientes conjugados utilizou para solucionar os sistemas de equações lineares.
Mostram-se as larguras de banda e os profiles referentes aos sistemas de equações
lineares na quarta e quinta coluna, respectivamente.

Resoluções de sistemas de equações lineares sem
as reduções de largura de banda e de profile

Vértices GC: tempo (s) GC: iterações β profile
4885 0,548 401 4460 7741207

12203 3,114 649 11726 52697023
32508 21,998 1069 31722 393718964
54165 53,096 1367 53158 1111334245
89320 128,911 1771 88189 3078204659

130824 242,944 2151 129413 6611779836
178852 395,145 2487 177130 12166024388
223993 561,592 2765 221797 18573739773
256125 694,341 2957 253922 23535198622
277982 765,054 2963 275813 26692399231

Tabela 5.1: Dados referentes às execuções do método dos gradientes conjugados e
aos sistemas de equações lineares sem as reduções de largura de banda e de profile.

Utilizou-se o mesmo sistema de equações lineares nas dez execuções do método
dos gradientes conjugados. Logo, não houve variação no número de iterações desse
método, em uma mesma instância. O mesmo ocorreu com a largura de banda e
com o profile.

5.3.2 Simulações com a heuŕıstica Cuthill-McKee reverso

Mostram-se, na tabela 5.2, os dados das execuções do método dos gradientes conju-
gados no projeto computacional com a utilização da heuŕıstica CMr para as reduções
de largura de banda e de profile sem a utilização do algoritmo que encontra um
vértice pseudo-periférico. Ao se observar os números de iterações mostrados nas
tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, nota-se que quase não houve variação no número de iterações
do método dos gradientes conjugados nos diferentes testes.

Também nota-se que os tempos médios de execução do método dos gradientes
conjugados com a utilização da heuŕıstica CMr, mostrados na tabela 5.2, foram
menores que os tempos médios das simulações do projeto computacional sem a
utilização da heuŕıstica CMr, mostrados na tabela 5.1. Na tabela 5.2, a terceira,
a sexta e a oitava colunas são as porcentagens das reduções dos tempos médios
das execuções do método dos gradientes conjugados, largura de banda e de profile,
respectivamente, em relação à tabela 5.1.

5.3.3 Simulações com a heuŕıstica CMr-pseudo

Na tabela 5.3, mostram-se os dados das execuções do método dos gradientes conju-
gados no projeto computacional com a utilização da heuŕıstica CMr para as reduções
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Resoluções de sistemas de equações lineares com as
reduções de largura de banda e de profile pela heuŕıstica CMr

VérticesGC: tempo (s)ReduçãoGC: iterações β Redução profile Redução
4885 0,512 6,56% 402 165 96,30% 467294 93,96%

12203 3,038 2,44% 650 281 97,60% 1900641 96,39%
32511 20,256 7,91% 1075 457 98,56% 8399981 97,87%
54174 47,563 10,42% 1370 590 98,89% 17898481 98,38%
89339 116,485 9,64% 1770 747 99,15% 37754045 98,77%

130854 219,812 9,52% 2165 937 99,27% 72310418 98,91%
178884 354,85 10,19% 2478 1139 99,35%122995495 98,99%
224003 504,656 10,13% 2753 1288 99,42%179790220 99,03%
256106 630,729 9,16% 2955 1387 99,45%222104335 99,05%
277948 692,685 9,46% 2938 1457 99,47%248862315 99,06%

Tabela 5.2: Dados referentes às execuções do método dos gradientes conjugados e
ao sistema de equações lineares com as reduções de largura de banda e de profile
pela heuŕıstica CMr, comparados com os resultados mostrados na tabela 5.1.

de largura de banda e de profile, iniciando-se por um vértice pseudo-periférico. Nas
simulações com a heuŕıstica CMr-pseudo, os tempos médios em todas as execuções
do método dos gradientes conjugados foram menores que os tempos médios das
execuções do método dos gradientes conjugados, mostradas na tabela 5.1.

Resoluções de sistemas lineares com as reduções
de largura de banda e de profile pela heuŕıstica CMr-pseudo

VérticesGC: tempo (s)ReduçãoGC: iterações β Redução profile Redução
4885 0,499 2,53% 406 104 36,96% 279997 40,08%

12203 2,875 5,36% 644 141 49,82% 1028302 45,89%
32511 19,994 1,29% 1070 249 45,51% 4619380 45,01%
54174 47,501 0,13% 1368 337 42,88% 10129287 43,41%
89339 115,97 0,44% 1769 409 45,25% 21656656 42,63%

130853 218,165 0,75% 2147 532 43,22% 41899637 42,05%
178884 354,058 0,22% 2475 642 43,63% 65188256 46,99%
224002 506,245 -0,31% 2770 696 45,96% 91301582 49,22%
256103 635,599 -0,77% 2963 1379 0,57%221039305 0,47%
277948 697,497 -0,69% 2944 1440 1,18%245801797 1,22%

Tabela 5.3: Dados referentes às execuções do método dos gradientes conjugados e
ao sistema de equações lineares com as reduções de largura de banda e de profile
pela heuŕıstica CMr iniciando-se por um vértice pseudo-periférico, comparados com
os resultados mostrados na tabela 5.2.

Com exceção dos testes com 224002, 256103 e 277948 vértices, mostrados na
tabela 5.3, os tempos médios do método dos gradientes conjugados, nas simulações
com a heuŕıstica CMr-pseudo, foram poucos menores que os tempos médios do
método dos gradientes conjugados com a heuŕıstica CMr, mostrados nas linhas
correspondentes da tabela 5.2. Note que ocorreram algumas diferenças nos números
de vértices nas simulações correspondentes mostradas nas tabelas 5.1, 5.2 e 5.3,
provavelmente, por causa dos efeitos de arredondamentos numéricos no refinamento
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da malha.

Nessas simulações, a heuŕıstica CMr-pseudo reduziu mais a largura de banda
e o profile do que a heuŕıstica CMr. Mostram-se, nas colunas 3, 6 e 8 da tabela
5.3, as porcentagens das reduções do tempo de execução do método dos gradien-
tes conjugados, largura de banda e de profile em relação aos dados mostrados na
tabela 5.2. Mesmo assim, como pode ser observado na tabela 5.3, com 224002,
256103 e 277948 vértices, o método dos gradientes conjugados, após a execução da
heuŕıstica CMr-pseudo, apresentou tempos médios maiores que os tempos médios
após a execução da heuŕıstica CMr.

No teste com 224003 na tabela 5.2 e 224002 na tabela 5.3, houve 45,96% e 49,22%
de reduções de largura de banda e de profile, respectivamente, e aumento do custo
computacional do método do gradientes conjugados na utilização da heuŕıstica CMr-
pseudo em relação à utilização da heuŕıstica CMr. Nos testes com 256106 vértices
na tabela 5.2 e 256103 vértices na tabela 5.3 e no teste com 277948 vértices em
ambas as tabelas, as larguras de banda e os profiles não foram muito menores em
relação aos resultados apresentados na tabela 5.2, como nas demais instâncias. Isso
ocorreu porque, nas instâncias com 256106 vértices na tabela 5.2 e 256103 vértices na
tabela 5.3 e a instância com 277948 vértices em ambas as tabelas, as excentricidades
(`) dos vértices encontrados pelo algoritmo de George e Liu [21] não foram muito
maiores que as excentricidades dos vértices iniciais utilizados pela heuŕıstica CMr.
Isso pode ser visto na tabela 5.4. Para a definição de excentricidade de vértice,
veja a definição 6, na página 8. Na primeira coluna da tabela 5.4 há o tamanho
das instâncias mostradas na tabela 5.3. Na segunda coluna, há as excentricidades
dos vértices iniciais nas simulações com a heuŕıstica CMr. Finalmente, na terceira
coluna, há as excentricidades dos vértices iniciais utilizados nas simulações com a
heuŕıstica CMr-Pseudo. Como foram utilizados vértices arbitrários como vértices
iniciais nas simulações com a heuŕıstica CMr, esses vértices foram vértices pseudo-
periféricos nessas simulações.

Vértices (aprox.) ` (CMr) ` (CMr-Pseudo)
4885 60 78

12203 95 151
32511 153 235
54174 192 297
89339 252 375

130853 287 417
178884 314 516
224002 339 580
256103 350 362
277948 351 378

Tabela 5.4: Excentricidades dos vértices inciais nas simulações com a heuŕıstica
CMr com e sem o algoritmo para se encontrar um vértice pseudo-periférico. Nas
linhas correspondentes da tabela 5.2, houve um vértice a mais nas linhas com 130853
e 224002 vértices e três vértices a mais na linha com 256103 vértices.
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5.3.4 Exemplos de largura de banda em matrizes das si-
mulações

Mostram-se alguns exemplos de matrizes de coeficientes dos sistemas de equações
lineares do projeto computacional. Na figura 5.3, mostra-se a matriz de coeficientes
do sistema de equações lineares, com cerca de 1200 vértices, sem as reduções de
largura de banda e de profile.

Figura 5.3: Representação de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente,
1200 vértices sem a redução de largura de banda.

Na figura 5.4, mostra-se a matriz de coeficientes do sistema de equações lineares,
com, aproximadamente, 1200 vértices, com as reduções de largura de banda e de
profile pela heuŕıstica CMr. Na figura 5.5, mostra-se a matriz de coeficientes do
sistema de equações lineares, com cerca de 1200 vértices, com as reduções de largura
de banda e de profile pela heuŕıstica CMr, iniciando-se por um vértice pseudo-
periférico.

5.4 Considerações sobre as simulações

Implementou-se a heuŕıstica Cuthill-McKee reverso (CMr) de George [22] e o algo-
ritmo de George e Liu [21], que encontra um vértice pseudo-periférico. Verificou-se
o desempenho do método dos gradientes conjugados com as reduções de largura de
banda e de profile, após a utilização dessas heuŕısticas, em matrizes de coeficientes
de sistemas de equações lineares.

Com os resultados apresentados na seção 5.3, verificou-se que, ao se utilizar a
heuŕıstica CMr para se reduzirem a largura de banda e o profile da matriz de coe-
ficientes de um sistema de equações lineares, houve redução no tempo de execução
do método dos gradientes conjugados nas simulações deste trabalho. Verificou-se
que a redução de tempo de execução do método dos gradientes conjugados, após a
execução da heuŕıstica CMr, não é proporcional às reduções de largura de banda
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Figura 5.4: Representação de uma matriz de coeficientes com cerca de 1200 vértices
com as reduções de largura de banda e de profile realizadas pela heuŕıstica CMr.

Figura 5.5: Representação de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente,
1200 vértices com as reduções de largura de banda e de profile realizadas pela
heuŕıstica CMr iniciando-se por um vértice pseudo-periférico.

e de profile da matriz do sistema de equações lineares. Ainda, com as reduções de
largura de banda e de profile obtidas pela heuŕıstica CMr-pseudo, não se obtiveram
reduções significativas na redução do custo computacional do método dos gradientes
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conjugados em relação aos resultados desse método com as reduções de largura de
banda e de profile pela heuŕıstica CMr. Nos testes com a heuŕıstica CMr-pseudo,
com cerca de 35,6% de reduções médias em largura de banda e de profile, houve
redução média no custo computacional do método dos gradientes conjugados de
0,9%, aproximadamente, em relação à utilização da heuŕıstica CMr.

Como descrito, os testes foram realizados na resolução da equação de Laplace,
com sistemas de equações lineares oriundos de discretizações de tamanho médio
por volumes finitos, em que os volumes de controle são poĺıgonos de Voronoi. A
resolução dos sistemas de equações lineares foi realizada pelo método dos gradientes
conjugados. Esses testes formam um conjunto espećıfico e pequeno de simulações.
Apesar disso, podem indicar que, após um certo limite na redução do profile ou da
largura de banda, pode não haver vantagem significativa na redução do custo com-
putacional na resolução de sistemas de equações lineares pelo método dos gradientes
conjugados. Isso pode ser um ind́ıcio de que a utilização de uma heuŕıstica que re-
duza muito a largura de banda, como as baseadas em meta-heuŕısticas, não surtam
o efeito desejado de redução do custo computacional na resolução do sistemas de
equações lineares nesses casos. Com isso, a utilização da heuŕıstica CMr para as
reduções da largura de banda e de profile, iniciada por um vértice “qualquer”, pode
ser vantajosa em relação à utilização de outras heuŕısticas; pois a heuŕıstica CMr
é muito simples de ser implementada. Consequentemente, a manutenção do código
é também simples. Em particular, pode-se utilizar, de forma fácil, um vértice da
malha computacional (ou vértice do grafo que represente um politopo da malha em
discretizações de volumes finitos) que represente uma incógnita no sistema na fron-
teira do domı́nio. Esse vértice na fronteira da malha computacional é um vértice
pseudo-periférico no grafo e isso foi realizado nas simulações mostradas na subseção
5.3.2.

Claramente, testes precisam ser realizados com simulações em ambiente real.
Ainda, testes similares precisariam ser realizados com matrizes de discretizações de
elementos finitos em vários modelos tridimensionais. Inclusive, testes precisam ser
realizados com a aplicação de métodos iterativos para a resolução de sistemas de
equações lineares com matrizes assimétricas, como o GMRES [77], bem como na
resolução do sistemas de equações lineares por métodos diretos, isto é, por métodos
baseados na eliminação gaussiana.

5.5 Exerćıcios

1. Observe as reduções de largura de banda e de profile mostrados na tabela 5.2
em relação aos dados mostrados na tabela 5.1. Qual é a magnitude dessas
reduções?

2. Observe os números de iterações do método dos gradientes conjugados mos-
trados nas tabelas 5.1 e 5.2.

(a) Houve redução do número de iterações do método dos gradientes conju-
gados com a utilização da heuŕıstica CMr?

(b) Houve redução do tempo de processamento com a utilização da heuŕıstica
CMr?

(c) Explique as respostas das questões a e b.
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3. Analise os resultados mostrados nas tabelas 5.1 e 5.2 e explique se compensa
a utilização da heuŕıstica CMr antes da resolução de um sistema de equações
lineares pelo método dos gradientes conjugados.

4. No primeiro conjunto de simulações, a diferença do tempo de execução na
maior instância, com 277948 vértices, entre as heuŕısticas CMr e CMr-pseudo
é menor que um segundo. Analise os resultados mostrados nas tabelas 5.2 e
5.3 e explique se compensa a implementação do método de George e Liu [21]
antes da execução da heuŕıstica CMr.
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102 Implementações da heuŕıstica Cuthill-McKee reverso

[44] KAVEH, A.; SHARAFI, P. Ordering for bandwidth and profile minimization
problems via charged system search algorithm. IJST Transactions of Civil Engi-
neering, v. 36, p. 39–52, 2012.

[45] KAVEH, A.; TALATAHARI, S. Particle swarm optimizer, ant colony strategy
and harmony search scheme hybridized for optimization of truss structures. Com-
puters and Structures, v. 87, p. 267 – 283, 2009. ISSN 0045-7949. Dispońıvel em:
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sita, 2010. XLVIII, n. 2, p. 163–173.
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104 Implementações da heuŕıstica Cuthill-McKee reverso

[73] PISSANETZKY, S. Sparse Matrix Technology. Eletronic edition. Michigan,
USA: Academic Press, 1984.

[74] RODRIGUEZ-TELLO, E.; KAO, H. J.; TORRES-JIMENEZ, J. An improved
simulated annealing algorithm for bandwidth minimization. European Journal of
Operational Research, n. 185, p. 1319–1335, 2008.

[75] RODRIGUEZ-TELLO, E.; TORRES-JIMENEZ, J. An improved evaluation
function for the bandwidth minimization problem. In: Parallel Problem Solving
from Nature - PPSN VIII. Birmingham, UK: Springer Berlin Heidelberg, 2004.
v. 3242, p. 652–661.

[76] RUPPERT, J. A Delaunay Refinement Algorithm for Quality 2-Dimensional
Mesh Generation. Journal of Algorithms, v. 18, n. 3, p. 548–585, 1995.

[77] SAAD, Y. Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Segunda edição. Phi-
ladelphia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 2003.

[78] SKIENA, S. S. The Algorithm Design Manual. Second edition. London, UK:
Springer, 2008.

[79] SMYTH, W. F. Algorithms for the reduction of matrix bandwidth and profile.
Journal of Computational and Applied Mathematics, v. 12–13, p. 551–561, 1985.

[80] SNAY, R. A. Reducing the profile of sparse symmetric matrices. Bulletin
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vértice
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