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Prefacio

Este livro foi preparado como material de apoio para o minicurso de mesmo titulo
apresentado pelos autores no XXXV Congresso Nacional de Matemética Aplicada
e Computacional (CNMAC) realizado em Natal, Rio Grande do Norte, de 8 a 12
de setembro de 2014. O foco principal deste trabalho é em técnicas para a reducao
do custo computacional na resolucao de sistemas de equagoes lineares.

Heuristicas para as redugoes de largura de banda e de profile sao particularmente
importantes na resolucao de equagoes diferenciais parciais por métodos numéricos,
como os métodos dos elementos, volumes e diferengas finitas. Pode-se utilizar uma
heuristica para as redugoes de largura de banda e de profile para que a resolugao
do sistema de equagoes lineares tenha um custo computacional baixo.

H4 centenas de heuristicas para as redugoes de largura de banda e de profile.
Neste livro, apresentamos 12 heuristicas que foram testadas para a reducao de
largura de banda por seus autores.

As heuristicas para a redugao de largura de banda sdo dependentes das instancias.
Ainda, claramente, o tempo de execucao da resolucao de um sistema de equacoes li-
neares depende do método utilizado e, por sua vez, o tempo de execugao do método
depende das caracteristicas da matriz de coeficientes do sistema de equacoes linea-
res. Com isso, nao é uma tarefa trivial afirmar qual heuristica é o estado da arte em
redugdo de largura de banda. Apesar disso, é possivel que algumas das heuristicas
apresentadas neste livro estejam entre as melhores nessa tarefa.

O livro estd dividido em cinco capitulos. Naturalmente, no capitulo 1, ha uma
introducao ao assunto e sao apresentadas nocoes basicas para a compreensao dos
demais capitulos, como conceitos elementares em teoria dos grafos. No capitulo 2,
sao apresentadas heuristicas classicas para o problema, heuristicas simples e outras
heuristicas projetadas de forma que a numeragao é realizada em relagao a niveis de
vértices a partir de um vértice inicial, tal qual sao percorridos os vértices de um
grafo na busca em largura. No capitulo 3, sdo apresentadas heuristicas que reduzem
bastante a largura de banda; mas por serem projetadas por meta-heuristicas, ine-
rentemente, sdo mais lentas que, por exemplo, uma heuristica simplesmente baseada
na busca em largura. Em suma, apresentamos uma colecao de heuristicas proje-
tadas por técnicas variadas. Supomos que o leitor poderd obter uma introdugao
adequada ao assunto com essas 12 heuristicas.

Entre as heuristicas apresentadas, hé heuristicas que sao dependentes do vértice
inicial da numeracao. Com isso, no capitulo 4, apresentamos algoritmos para se
determinar um vértice apropriado para se iniciar a numeragao dos vértices. Final-
mente, no capitulo 5, sao apresentadas simulagoes com a heuristica Cuthill-McKee
reverso e com uma variacao dessa heuristica. Essas formas de reducao de largura de
banda foram testadas em um projeto computacional para a resolugdo de equagoes
diferenciais parciais por discretizagoes por volumes finitos com diagrama de Voronoi
e refinamento de Delaunay, nomeadamente, pelos refinamentos de Ruppert e off-

xi
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centers. Em particular, os sistemas de equacoes lineares sao resolvidos ao se utilizar
o método dos gradientes conjugados.

Claramente, o livro nao esgota o assunto e, como indicado no titulo, é apenas
uma introducao. Desde ja, agradecemos as sugestoes para a melhoria do texto que
venham a ser encaminhadas para sanderson@dcc.ufla.brl

Lavras, 19 de julho de 2014.

Sanderson L. Gonzaga de Oliveira e Guilherme Oliveira Chagas.


mailto:sanderson@dcc.ufla.br

Capitulo 1

Reducao de largura de banda
de matrizes

1.1 Introducao

A resolucao de sistemas de equacoes lineares do tipo Az = b, em que A é uma matriz
esparsa, é central em diversas simulagoes em ciéncia e engenharia e é, geralmente,
a parte que requer o maior custo computacional na simulacao. Como explica Benzi
[3], a principal fonte de problemas com matrizes de grande porte é oriunda da
discretizagao (e linearizacao) de equagoes diferenciais parciais (EDPs) elipticas ou
parabdlicas. Por exemplo, a discretizacao de um modelo matematico pode levar a
um sistema grande de equagoes nao lineares. Métodos de linearizacao reduzem isso
a uma série de sistemas de equacgoes lineares de grande porte. Alguns dos métodos
numéricos mais populares para a resolucao de problemas relacionados a fendbmenos
fisicos modelados por equagoes diferenciais parciais sao os métodos dos elementos
finitos, das diferencas finitas e dos volumes finitos. Sistemas de equacoes lineares
sao gerados nas aplicagoes desses métodos. Por outro lado, sistemas algébricos
de grande porte também sao oriundos de aplicagoes nao modeladas por EDPs,
como o projeto e a andlise de circuitos integrados, redes de sistemas de poténcia,
processos em engenharia quimica e modelos econémicos. Benzi [3] apresenta uma
boa descricao sobre as principais dreas com problemas em que sistemas algébricos
precisam ser resolvidos. Por exemplo, Kaveh [42] p. 221] explica que, na mecénica
das estruturas, 30% a 50% do custo computacional pode ser relacionado & resolugéo
de sistemas de equagoes lineares, para problemas encontrados na pratica; e isso pode
chegar a 80% em problemas nao lineares de otimizacao de estruturas. Por serem
de grande porte, necessitam-se de muita memoria e de alto custo de processamento
para armazenar e resolver esses sistemas de equacoes lineares.

Descreve-se sobre a importancia das redugoes de largura de banda e de profile da
matriz A na reducao do custo computacional na resolucao de sistemas de equagoes
lineares nas segoes e Por causa da importancia desse tema, foi proposta
uma grande quantidade de heuristicas para as reducgoes de largura de banda, de
profile e de frontwidth (ou wavefront). Esses problemas sao relacionados, mas inde-
pendentes. Em particular, frontwidth é associado com Frontal solution techniques
[38], que sdo resolutores de sistemas de equagoes lineares baseados na eliminagao
gaussiana. Principalmente na década de 1970, os sistemas computacionais tinham
pouca capacidade de armazenamento. Com a necessidade de precisao atual, siste-
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mas computacionais comuns atuais também tém pouca capacidade de armazena-
mento para se resolver sistemas de grande porte. Nesse tipo de resolutor, realiza-se
a fatoracao LU ou a decomposicao de Cholesky somente em uma “parte” do sistema
por vez. Essa “parte” é chamada de frontwidth ou wavefront. O frontwidth f;(A)
sao as equacgoes ativas na iteracao da técnica frontal para a solugao de sistemas de
equagoes lineares. De forma mais técnica, considere uma matriz A = [a;;] simétrica.
No i-ésimo passo da fatoracdo de A, a linha k estd ativa se k > i para todo [ < i,
tal que ag; # 0. E particular, o frontwidth maximo da matriz A é o maior f;(A).

Heuristicas para renumerar os vértices do grafo tém sido desenvolvidas especi-
ficamente para a reducao de largura de banda, profile ou frontwidth. O estudo foi
orientado pelo interesse dos pesquisadores no método de resolugao do sistema de
equagoes lineares. Em particular, a reducao de profile foi, por muitas vezes, estu-
dada em conjunto com a redugao de largura de banda ou de frontwidth. Apesar de
estudos especificos em apenas um desses casos, muitas das heuristicas propostas sao
efetivas, muitas vezes, na reducao de todas essas caracteristicas da matriz A. Entre-
tanto, pode ser que, com a redugao da largura de banda, nao haja redugao do profile.
O inverso é verdadeiro. Com a reducao da largura de banda, ocorre a reducao do
frontwidth maximo; entretanto, pode ser que nao haja reducgao da largura de banda
ou do frontwidth médios. Com a redugao de profile, supce-se que haja reducao da
largura de banda e do frontwidth médios. Como nosso foco é na resolugao de siste-
mas de equacgoes lineares com matrizes simétricas e positivas-definidas, mostramos
uma introducdo a heuristicas que foram estudadas para as redugoes de largura de
banda e de profile. As heuristicas mostradas nos capitulos [2] e [3] formam uma boa
amostra da grande quantidade de heuristicas aplicadas nesses problemas.

Este texto estd organizado da seguinte forma. Comenta-se sobre resolucao de
sistema de equacoes lineares na segao Abordam-se, na segao [1.3| as reor-
denacgoes de linhas e de colunas de matrizes. Os principais conceitos para o en-
tendimento deste texto, como largura de banda e profile, sao mostrados na segao
Na secao sao mostradas algumas métricas alternativas para as redugoes
de largura de banda e de profile. Apresentam-se heuristicas para as reducoes de
largura de banda e de profile de matrizes nos capitulos 2] e [3] Para isso, considere
as defini¢oes apresentadas na segao No capitulo |2, sdo apresentadas heuristicas
baseadas em niveis de vértices. Apresentam-se, no capitulo [3] heuristicas baseadas
em meta-heuristicas. No capitulo 4} sao mostrados algoritmos para se encontrar um
vértice pseudo-periférico (ou vértice com pseudo-didmetro), que é o vértice inicial
para algumas heuristicas para a reducao de largura de banda. Os pseudo-codigos
estao mostrados de uma forma a se manter a simplicidade na apresentagao. Cla-
ramente, esquemas e estruturas sofisticadas podem ser utilizadas em uma fase de
implementagao. No capitulo 5] apresentam-se resultados de implementagoes da
heuristica Cuthill-McKee reverso [22] como exemplo de aplicagdo de uma heuristica
para as reducoes de largura de banda e de profile.

1.2 Observacgoes sobre resolucao de sistemas de e-
quacoes lineares

Métodos diretos ou iterativos sao utilizados para a resolugao de sistemas de equagoes
lineares. Exemplos de métodos diretos sao as decomposigoes LU ou de Choleski.
Em geral, os métodos diretos sao baseados na eliminagao gaussiana. Segundo Tar-
jan [82], a eliminacdo gaussiana necessita de O(n - 3?) operagoes para a resolucio
de um sistema de equagoes lineares com n elementos e largura de banda B. Se
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B = n, entdo, sdo realizadas O(n®) operagoes. Ainda, a eliminagao gaussiana re-
quer O(n - B3) espagos na memoria ao se utilizar armazenamento baseado em vetores
[82]. Define-se largura de banda na se(;éo na pzigina@ Veja, por exemplo, Davis
[10], para detalhes sobre métodos diretos para a solucdo de sistemas de equagoes
lineares. Benzi [3] explica que métodos diretos tém sido tradicionalmente preferidos
em analises de estruturas e modelagens de periféricos semicondutores, em grande
parte da drea de dinamica de fluidos computacional e em diversas aplicagoes em
que o problema nao é modelado por EDPs, como circuitos e redes de sistemas de
poténcia. Entretanto, métodos diretos tém escalabilidade ruim em relacao ao tama-
nho do problema, em termos de contagem de operagoes e exigéncias de memédria,
especialmente em problemas tridimensionais oriundos da discretizagao de EDPs.
Com isso, sistemas de equagoOes lineares com matrizes de grande porte sao, muitas
vezes, resolvidos por métodos iterativos. Veja, por exemplo, Saad [77], para detalhes
sobre métodos iterativos para a resolucao de sistemas de equagoes lineares.

Na resolucao de sistemas de equacgoes lineares, métodos iterativos exigem me-
nos memoria e, geralmente, exigem menos operacoes que métodos diretos, mas nao
sao considerados tao confidveis quanto os métodos diretos. H& aplicacoes em que
métodos iterativos falham e o pré-condicionamento é necessario, apesar de nem
sempre necessario, para que haja convergéncia em um tempo razodvel [3]. Benzi [3]
ainda explica que a classificacao entre métodos diretos e iterativos é uma simpli-
ficacdo que pode néo ser satisfatoria atualmente. Apds diversas ideias e técnicas da
area de métodos diretos serem transferidas, na forma de pré-condicionadores, para
métodos iterativos, os métodos iterativos passaram a ser cada vez mais confidveis.
Para a resolugao de sistemas de equagoes lineares com matrizes esparsas de grande
porte, um método iterativo eficiente é o método dos gradientes conjugados [49] 37],
que pode ser utilizado se a matriz do sistema de equagoes lineares é simétrica e
positiva-definida.

No método dos elementos finitos, ao se utilizar fun¢es bases com suporte com-
pacto, pode-se fazer com que a largura de banda da matriz seja correspondente a
ordem do polinémio sendo empregado. Por sua vez, no método dos volumes finitos,
a largura de banda da matriz correspondente, em geral, depende de como a malha é
percorrida para se montar o sistema de equagoes lineares. Ha formas de se percorrer
os volumes de controle em tempo linear ao se utilizar uma curva de preenchimento
de espaco, por exemplo, como mostrado por Gonzaga de Oliveira e Kischinhevsky
[28,30]. Entretanto, essa forma de se percorrer os vértices da malha pode gerar um
sistema de equacoes lineares com matriz com largura de banda grande. E necessario
encontrar meios adequados para se montar o sistema de equagdes lineares para que
seja resolvido com custo computacional baixo. A forma de montagem do sistema
de equagoes lineares pode deixar de ser uma fonte de preocupagao com a utilizagao
de uma heuristica para as redugoes de largura de banda e de profile da matriz de
coeficientes. Na maioria dos casos, as reducoes de largura de banda e de profile
afetam a taxa de convergéncia de métodos baseados no subespago de Krylov [4§],
como é o caso do método dos gradientes conjugados [49, [37]. Ainda, o reordena-
mento das linhas e das colunas de matrizes é um dos itens mais importantes em
implementagoes paralelas de resolugdes diretas ou iterativas [77, p. 72].
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1.3 Reordenacoes de linhas e de colunas de matri-
zes

As heuristicas para as reducoes de largura de banda e de profile realizam per-
mutacoes de linhas e colunas das matrizes, deixando-as com uma estrutura com-
pacta e com coeficientes nao nulos proximos a diagonal principal. Para uma sistema
de equagdes lineares Az = b, essas heuristicas produzem uma matriz de permutacao
P, tal que PAP™ tem uma largura de banda pequena. O sistema de equacdes line-
ares permutado PAPT(PZ) = Pb continua esparso, simétrico e positivo definido.
As possiveis vantagens de resolver o sistema de equacoOes lineares permutado é que
a solugdo pode exigir um nidmero menor de operagdes aritméticas e/ou exigéncia
de armazenamento do que o sistema original [58]. Do ponto de vista da teoria
dos grafos, pode-se considerar uma permutacao de linhas e colunas em uma matriz
simétrica como equivalente a se renumerar os vértices do grafo correspondente sem
que as adjacéncias sejam alteradas.

Como descrito, busca-se baixo custo computacional na resolugdo de sistemas
de equacoes lineares e no armazenamento desses sistemas com heuristicas para as
redugoes de largura de banda e de profile de matrizes. Em relagao a armazenamento,
muitas vezes nao € pratico armazenar todas as subdiagonais da banda de uma matriz
porque, geralmente, pode ocorrer que poucas linhas da banda tenham largura de
banda grande. Nesses casos, pode ser melhor utilizar o esquema de armazenamento
por banda varidvel ou por envelope [39]. Define-se envelope na segao na pagina
@ Uma variagao do esquema de Jennings [39] é obtida ao se armazenar a transposta
do envelope da matriz triangular inferior. Esse esquema ¢é chamado de skyline [1§].
Ocorrem, ainda, casos em que mesmo o envelope tem um ntimero grande de zeros.
Nesses casos, um esquema de armazenamento bastante utilizado é, para cada linha,
armazenam-se os elementos nao nulos em uma lista encadeada e também ha outra
lista para se ligar as listas de cada linha.

Ao se trocar as linhas da matriz de um sistema de equagoes lineares, altera-se
a ordem em que as equagoes sao escritas; ao se trocar as colunas, as incégnitas sao
renumeradas ou reordenadas. Duff e Meurant [I5] compararam 17 ordenagoes de
incognitas de sistemas de equagoes lineares oriundas de discretizagoes de diferencgas
finitas para a convergéncia do método dos gradientes conjugados. Eles concluiram
que é uma condicao suficiente que ordenacoes que sao “locais” fornecem os melhores
resultados. Ordenagoes que sdo “locais” sdo aquelas em que vértices (ou incégnitas
no sistema original) vizinhos na malha tém posigdes na ordenagao que nao sdo muito
distantes entre si. Esse foi o caso das ordenacoes produzidas pelas heuristicas de
Cuthill e McKee [9] e Cuthill-McKee reverso (CMr) [22], que sdo descritas na se¢ao
na pagina Essa é uma condicao suficiente, mas nao necessaria, ja que ha
ordenagoes que nao sao locais, mas fornecem resultados bons como, por exemplo,
a ordenagdo em espiral [I4]. Os autores deixaram um problema néo trivial: dada
uma matriz, encontre a ordenagao mais local. Isso é bastante similar ao problema
de minimizagao de largura de banda.

A minimizacao de largura de banda de uma matriz simétrica A é aproximar, ao
méaximo possivel, todos os coeficientes nao nulos da diagonal principal de A. Isso
significa que minimizar a largura de banda é encontrar a menor largura de banda
de uma matriz simétrica. Esse é um problema NP-dificil, conforme foi demonstrado
por Papadimitriou [70]. O autor mostrou que o problema de se determinar se os
vértices de um grafo tém uma ordenacao que produz uma largura de banda de
tamanho B ou menor é NP-Completo. Garey et al. [20] provaram que o problema
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é NP-completo mesmo para drvores com grau méximo 3. Petit [71] mostrou que o
problema de se encontrar o profile minimo é equivalente ao problema da soma de
cortes em grafos. Esse problema foi mostrado ser NP-Dificil em Diaz et al. [I1],
Lin e Yuan [56] 57] ¢ Golovach [27]. Petit [71] revisou resultados da resolucdo de
véarios problemas em grafos: em minimizacao de largura de banda, pesquisadores
identificaram muitas classes particulares de grafos em que esse problema permanece
NP-Dificil.

Apesar de os estudos de Duff e Meurant [I5] terem sido somente em discre-
tizagoes por diferengas finitas, conclusdes mais gerais sao validas. Por exemplo,
ao se utilizar o método dos gradientes conjugados para resolver sistemas algébricos
oriundos do método dos elementos finitos, os autores sugerem que deve ser benéfico
ordenar os vértices pela heuristica CMr. Dutto [16] também considerou padroes
esparsos baseados em ordenagbes em matrizes jacobianas oriundas da discretizagao
de equacoes de Navier-Stokes em malhas irregulares e os resultados coincidiram com
os de Duff e Meurant [I5], indicando que a ordenacgao pela heuristica CMr ou pela
heuristica de Gibbs [24] s&o boas escolhas.

O problema de minimizacdo de largura de banda de matrizes surgiu, possi-
velmente, na década de 1950. Engenheiros de estruturas analisavam a resolugao
computacional de sistemas de equagoes lineares com matrizes de grande porte e
jé tinham a preocupagao com a largura de banda das matrizes (por exemplo, veja
Livesley [61]).

Os métodos que realizam a reducao de largura de banda podem ser divididos
em métodos exatos e heuristicas. Como explica Skiena [78, p. 399], métodos por
forca bruta encontram a menor largura de banda de matrizes por backtracking no
conjunto de n! permutagoes possiveis de vértices. Exemplos de métodos exatos
podem ser obtidos em Harary [36], Gurari e Sudborough [32], Corso e Manzini [7] e
Marti, Campos e Pinana [63]. Ainda, Caprara e Salazar-Gonzalez [5] desenvolveram
e melhoraram métodos baseados em programagcao inteira.

Neste texto, abordam-se heuristicas para as redugoes de largura de banda e de
profile de matrizes. O foco neste trabalho é em matrizes simétricas. Entretanto, ha
heuristicas (por exemplo, TS-band [64], GRASPpg [(2], GA-HC [54], NS-HC [54],
PSO-HC [52], NC-HC [55], FNC-HC [55], SA-6 [(4] e VNS-band [66]) que foram
testadas também para matrizes A = [a;;] assimétricas. Para heuristicas para a
renumeracao de matrizes retangulares, veja a secao 7.13 de Kaveh [42, p. 260-264)].
Para sub-ordenagoes de blocos de vértices, veja a segao 7.14 de Kaveh [42] p. 265-
267). Isso pode ser 1til, por exemplo, para particionamento de grafos em resolugoes
paralelas de sistemas de equacoes lineares.

Como é claramente impraticavel verificar todas as n! sequéncias possiveis as-
sociadas com uma matriz de ordem n, desde a década de 1960, foram propostas,
provavelmente, centenas de heuristicas aplicadas nos problemas de redugao de lar-
gura de banda, de profile ou de wavefront. Everstine [I7] referenciou 49 heuristicas
para as redugoes de largura de banda, de profile ou de wavefront. Gibbs [25] afirmou
que de forma alguma a lista de Everstine [I7] foi exaustiva. Gibbs [25] supés que
existiriam de 50 a 100 heuristicas para as redugoes de largura de banda, profile e
de wavefront até 1980.

Com a grande quantidade de heuristicas para as redugoes de banda e de profile,
tém-se evidéncias da importancia desses problemas. Inclusive, no MATLAB [83],
constam versoes das heuristicas CMr de George [22] e Spectral de Barnard, Photen
e Simon [2]. Na Netlib (http://www.netlib.org), encontram-se implementagdes em
Fortran da heuristica GPS de Gibbs, Poole e Stockmeyer [20] em http://www.-
netlib.org/toms/508 [8] e da heuristica Gibbs-King de Gibbs [24] em http://www.-
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netlib.org/toms/509 [24]. Também, em http://www.netlib.org/toms/582 [50], ha
implementacoes das heuristicas GPS e Gibbs-King.

Como exemplo, na figura tem-se a representagdo de um grafo por meio de
uma matriz de adjacéncias. Cada linha da matriz A corresponde a um vértice no
grafo da figura ou seja, para 1 < ¢ < 10, a linha ¢ da matriz corresponde ao
vértice ¢ do grafo.

0 @ I.I I:I .
R R
OOl "

DR

Figura 1.1: Representacao do grafo por uma matriz de adjacéncias.

Para o grafo da figura [1.2] utilizou-se uma ordem diferente da anterior para
numerar os vértices do grafo e obteve-se uma representagao matricial também dife-
rente. Nota-se que a disposicao dos coeficientes nao nulos na representagao matricial
do grafo depende da ordem em que se numeram os vértices do grafo para a monta-
gem da matriz. E da ordem dessa numeragao de que trata este texto. Para isso, ha
heuristicas que definem essa ordem e o vértice inicial da numeragao.

RO NN S R T

Figura 1.2: Grafo da figura com a numeragao dos vértices alterada.

1.4 Conceitos basicos

Os sistemas de equagoes lineares considerados aqui sao da forma Az = b, em que
A é uma matriz n X n esparsa, simétrica e positiva-definida. Uma matriz A é
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positiva-definida se, para qualquer vetor z, tem-se, 2T Az > 0. A matriz A = [a]
é positiva-definida se e, somente se, todos os autovalores sao positivos.

Adiante, considere um grafo G = (V, E) nao orientado e ndo ponderado, cons-
tituido por um conjunto finito de vértices V' = {vy,va,v3, - ,v,} € um conjunto
finito de arestas E = {e1,eq, €3, , e, } representadas por pares nao ordenados de
vértices {v;,v;}. Tem-se as seguintes defini¢oes [29] p. 215-219]:

e dois vértices sdo adjacentes quando existe uma aresta entre eles e Adj(G,v) =
{u eV :{v,u} € E} é o conjunto de vértices adjacentes ao vértice v;

e 0 grau de um vértice v é o numero de vértices adjacentes a v, ou seja,
Grau(G,v) = |{u e V : {v,u} € E}|;

e caminho é uma sequéncia de vértices tal que, de cada um dos vértices parte
uma aresta para o vértice seguinte, até o ultimo vértice da sequéncia;

e 0 tamanho de um caminho é o seu niimero de arestas;
e em um grafo conexo, existe um caminho entre qualquer par de vértices;
e arvore é um grafo conexo aciclico;

e componentes de um grafo G = (V, E) sao os subgrafos conexos maximais de
G = (V,E), ou seja, sdo os subgrafos conexos que nao estdo estritamente
contidos em outros subgrafos conexos.

Definicao 1 (largura de banda). Seja A uma matriz simétrica n X n, com co-
eficientes a;; e 1 < i,j < n. A largura de banda da i-ésima linha € B;(A) =

i—lrélin_(j | a;j #0). A largura de banda 5(A) é a maior distdncia de coeficiente ndo
i<t

nulo da matriz triangular inferior até a diagonal principal, considerando-se todas
as n linhas da matriz, ou seja, B(A) = max (B;(A4)) = max 1—j | a;; #0).
- ousejo, B(A) = max (G(A) = _ max _(i—j | ai; £0)

A definigao [I] significa que a largura de banda de uma matriz simétrica A é

o numero de subdiagonais da matriz triangular inferior. Caso seja necessaria uma

definigdo para matrizes assimétricas, pode-se utilizar S(A) = | Iax (li—j| | ai; #0)
<ig<n
ou f;(A) =i — 1r<n£1 (j | aij # 0). Isso é o mesmo que definir diam(s(v)) =
<j<n

{mz;x [s(u) — s(v)|, em que s(u) é a numeragdo do vértice u. Quase todas as
u,v}elR

heuristicas mostradas neste texto foram testadas somente para matrizes simétricas
por seus autores. Somente as heuristicas NC-HC [55] e FNC-HC [55], mostradas na
secao na pagina e a heurfstica VNS-band [66], mostrada na se¢ao na

pagina foram testadas também para matrizes assimétricas.

Definicao 2 (banda). A banda de A € definida como banda(A) = {(1 <i<n) (1<
j <) (i5) [ (0<i—j<B(A)}-

A definigao [2] significa que a banda é formada pelas diagonais da matriz trian-
gular inferior que contenham coeficientes nao nulos. Note que a diagonal principal
nao compoe a banda. Ainda, note que s6 se considera a matriz triangular inferior
porque A é simétrica.

Definicao 3 (envelope). O envelope de A é definido como Env(A) = {(1 < i <
n) (L<j<i) (5,7) [0<i—j<Bi(A)}
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A definigao [3|significa que os coeficientes nulos mais & esquerda da i-ésima linha,
em [(3;, nao compodem o envelope.

Definigao 4 (profile). O profile de A é definido como |Env(A)| = Y"1, Bi(A).

A definigao [] significa que o profile é a soma das distancias, em cada linha,
do primeiro coeficiente nao nulo até a diagonal principal. O estudo da redugao
de profile pode ser mais interessante do que o estudo da largura de banda. Isso
porque pode ser que §3;(A) de uma s6 linha ¢ torne a matriz com largura de banda
grande, mas as demais n — 1 linhas podem ter 3;(A) pequeno, com j # i. Com
isso, o profile de A pode ser pequeno. Portanto, apesar de que com a reducao da
largura de banda pode-se reduzir o profile de A, a redugao de largura de banda
nao é condigao suficiente nem necessaria para a redugao do profile de A. O inverso
é verdadeiro. Com isso, heuristicas foram estudadas para redugoes de largura de
banda ou de profile ou ambas.

Definicao 5 (distancia). A distincia d(v,u) entre dois vértices v e w € V € o
tamanho do menor caminho entre eles.

Definicao 6 (excentricidade). A excentricidade £ : V — N de um vérticev € V é
dada por (v) = ma‘:f(d(v, w)).
ue

Defini¢ao 7 (didmetro do grafo). O didgmetro ®(G) = mea‘ic(ﬁ(v)) = m%)‘c/(d(v,u))
do grafo G = (V, E) é a maior excentricidade encontrada em G = (V, E)

Definicao 8 (vértice periférico). Um wvértice v € considerado periférico se a sua
excentricidade € igual ao diametro do grafo, ou seja, £(v) = ®(G).

Para Gibbs, Poole e Stockmeyer [26], um vértice é considerado pseudo-periférico
se sua excentricidade for proxima ao diametro do grafo.

Definigao 9 (estrutura de nivel enraizada). Seja G = (V, E) conezo e simples.
Dado um wvértice v € V, a estrutura de nivel com raiz v e profundidade £(v) é
o particionamento £ (v) = {Lo(v), L1(v), ..., Lyw)(v)}, em que Lo(v) = {v} e
L;(v) = Adje(Li—1(v)) — U;;E Lj(v), para i=1,2, 3, ..., 4(v) e Adjc(.) retorna
os vértices adjacentes aos vértices do argumento.

Isso significa que uma estrutura de nivel enraizada de um vértice de um grafo
conexo e simples é um particionamento do conjunto de vértices em classes (ou
niveis, levels) de vértices com as mesmas distancias para um vértice determinado
na raiz da arvore. Note que o nimero de parti¢oes (ou niveis) de £ (v) é £(v) + 1
e Uf(:o) L;(v) = V. Mostra-se um exemplo de montagem de uma estrutura de
nivel enraizada na figura [1.3] Para isso, considere o grafo da figura [1.1} Para a
estrutura de nivel enraizada mostrada na figura [I.3] o vértice inicial 1 foi escolhido
arbitrariamente. Note que ¢(1) = 3. O particionamento dos vértices em niveis,
partindo-se do vértice 1, é Lo(1) = {1}, L1(1) = {3, 5, 6, 7}, L2(1) = {2, 4, 8, 10}
e L3(1) = {9}.

Definicao 10 (largura de nivel). A largura de nivel b(.ZL(u)) € o nimero de vértices

do nivel com mais vértices, ou seja, b(L(u)) = max |L;(u)l.
0<i<(u)

Definigao 11 (estrutura de nivel). Seja G = (V, E) conexo e simples. A estrutura
de nivel € o particionamento X (v, ---) = {Ko(v,---), Ki(v,--- ), , Ky (v,---)},
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Figura 1.3: Estrutura de nivel enraizada Z(1) do grafo da figura

em que v € Ko(v,---) e K;i(v,--+) = Adje(K;—1(v,--+)) — U;;E K;(v,--+), para
i =1,2,3,...,0() e Adjc(.) retorna os vértices adjacentes aos vértices do argu-
mento.

Essa estrutura é uma estrutura de nivel ndo enraizada, ou seja, pode ter mais
de um vértice na raiz. Note que consta, pelo menos, um vértice v € V no primeiro
nivel da estrutura, ou seja, no nivel Ky(v,---).

Segundo Cuthill e Mckee [9], se a renumeragao dos vértices de G = (V, E) é
realizada nivel a nivel de JZ (v, ---), entdo, B(A) < 2b(# (v,---)) — 1. Ainda, se a
estrutura de nivel é enraizada, a largura de banda de A ndo pode ser menor que
a largura de nivel da estrutura de nivel enraizada, ou seja, b(Z(v)) < B(4) <

(L (v)) — 1.

Definicao 12 (aresta critica). Uma solugdo S € o conjunto das numeragoes dos
vértices, ou seja, S = {s(1),s(2),---,s(|V])}, em que s(i) é a numeragdo do vértice
i na solucao S. A matriz Ag € a matriz obtida pela numeragdo S do grafo G =
(V,E). Uma aresta {u,v} € E € critica se |s(u) — s(v)| = B(As).

Definigao 13 (vértice critico). Um vérticev € V' € um vértice critico de G = (V, E)
se (Ju e V) tal que {u,v} € uma aresta critica de G = (V, E).

1.5 Meétricas alternativas para a reducgao de lar-
gura de banda

Em heuristicas para a reducao de largura de banda, alguns autores utilizam métricas
(fungoes objetivo) diferentes da largura de banda 8 para verificar a qualidade da
solucdo corrente. Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75] afirmam que a métrica (3
quase nao proporciona informacoes detalhadas em relagao a qualidade da solugao.
Por defini¢ao, § de uma matriz simétrica A é a maior distancia de coeficiente nao
nulo da matriz triangular inferior até a diagonal principal, ou a maior diferenga entre
as numeracoes de vértices adjacentes. Portanto, com a métrica 3, uma melhora sé6
é constatada se é trocada a numeracao de um vértice critico.

Considere que 8(Ag) é a largura de banda da matriz simétrica A obtida pela
numeragao S. A numeragao (ou solug¢ao) S é o conjunto das numeragoes dos vértices,
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ou seja, S = {s(1),s(2),---,s(|[V|)}, em que s(i) é a numeragao do vértice i € V da
solugao S. A seguir, apresentam-se algumas métricas alternativas para a redugao
de largura de banda.

e Na métrica de Torres-Jimenez e Rodriguez-Tello [84], denominada ~, leva-se
em consideracao todas as arestas do grafo. Define-se  por

vy=>_ P(V]Ii—jl),

i,jl{i,j}€E
em que

1, se k=0

P(N, k) = (N+1)- [T(2N — 25+ 3), caso contrario -

Jj=2

Com 7, pequenas melhoras em relagao a solucao corrente sao notadas. En-
tretanto, segundo Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75], essa métrica sé é
eficiente em grafos com até 150 vértices.

e Na métrica de Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75], identificam-se pequenas
melhoras em relagao a solugao corrente. Essa métrica é definida por

B(As)

5(5) = A+ Y | s ,
=0 [T (IVI+(B(As) =) +1)

em que d; é o nimero de diferengas, com valor i, entre as numeracoes dos
vértices adjacentes. Rodriguez-Tello e Torres-Jimenez [75] realizaram testes
com Simulated Anneling, utilizando as métricas 3 e d, e as heuristicas foram
denominadas de SA-f3 e de SA-§, respectivamente. Rodriguez-Tello e Torres-
Jimenez [75] compararam a heuristica SA-0 com as heuristicas: GPS de Gibbs,
Poole e Stockemeyer [26], de Dueck e Jeffs [13], TS (tabu search) de Marti
et al. [64], GRASPpgr (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure with
Path Relinking) de Pinana et al. [(2] e GA-HC (Genetic Algorithm with
Hill Climbing) de Lim, Rodrigues e Xiao [53]. Com a heuristica SA-J, os
autores obtiveram resultados melhores, em quase todos os testes, em relagao
aos resultados dessas cinco heuristicas. A heuristica de Rodriguez-Tello, Kao
e Torres-Jimenez [74] utiliza a métrica 6. Por outro lado, essa heuristica
foi superada na reducdo de largura de banda pela heuristica VNS-band [66],
mostrada na sec¢ao [3.4] na pagina

e Mafteiu-Scai [62], utilizaram a métrica denominada mbw, com foco em pa-
ralelizagdo. A vantagem de se utilizar essa métrica é que se promove uma
distribuicao uniforme dos coeficientes nao nulos ao redor da diagonal prin-
cipal. Utiliza-se mbw(Ag) = L - Zaiﬂéo |i — j|, em que m é o nimero de
coeficientes nao nulos da matriz A e com ¢,j = 1,2,--- ,n. A heuristica de
Mafteiu-Scai [62] obteve resultados compardveis aos resultados da heuristica
Cuthill-McKee reverso, mostrada na se¢ao [2.2] na pdgina
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1.6 Exercicios

1. Qual é a largura de banda maxima do grafo mostrado na figura

2. Qual é a largura de banda da matriz mostrada na figura

3. Qual é a aresta critica do grafo mostrado na figura

4. Qual é a largura de banda ; de cada linha da matriz mostrada na figura [I.1]’
5. Qual é o profile da matriz mostrada na figura

6. Mostre as estruturas de nivel dos vértices 2 a 10 do grafo da figura[l.1

7. Qual a largura de nivel b(Z(v)), em que v é cada vértice do grafo da figura

rn
8. Qual é a excentricidade de cada vértice do grafo da figura
9. Qual é o diametro do grafo da figura [L.1f
10. Qual é a largura de banda da matriz mostrada na figura
11. Qual é a largura de banda 3; de cada linha da matriz mostrada na figura[T.2]?

12. Qual é o profile da matriz mostrada na figura [1.2[
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Capitulo 2

Heuristicas baseadas em
niveis de vértices

2.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentadas heuristicas que utilizam a estrutura de nivel ou
variagoes dessa estrutura para as redugoes de largura de banda e de profile. Algumas
heuristicas utilizam abordagens simples para a renumeracao dos vértices do grafo,
como, por exemplo, a busca em largura. Esse é o caso das heuristicas Cuthill-
McKee [9] e da heuristica de Boutora et al. [4]. As heuristicas Cuthill-McKee (CM)
[9], Cuthill-McKee reverso (CMr) [22] e GPS [26] sdo apresentadas por serem as
heuristicas classicas para a redugdo de largura de banda. A heuristica de Snay [80]
é apresentada por ser um exemplo simples de heuristica estudada para a redugao
de profile. A heurfstica quatro-etapas [40] é descrita por ser simples e por utilizar
um exemplo de estrutura similar a estrutura de nivel, a estrutura Shortest Route
Tree [42]. A heuristica de Boutora et al. [4] é descrita por ser simples e por ser uma
heuristica baseada na busca em largura. A heuristica Generalized GPS (GGPS) [88]
é apresentada porque é um exemplo de heuristica recente e baseada na heuristica

GPS [26].

A heuristica CM foi proposta para a redugao de largura de banda e a heuristica
CMr [22] produz matrizes com as mesmas larguras de banda da heuristica CM,
mas com profiles pelo menos tao bons quanto a heuristica CM. Depois da pu-
blicagdo da heuristica CMr, projetistas de diversas heuristicas passaram a realizar
a renumerac¢ao que ao final é invertida: isso faz com que a largura de banda seja
mantida, mas os profiles podem ser menores que na renumeragao sem a inversao.
As heuristicas GPS [26], a heuristica de Boutora et al. [] e a heuristica GGPS
[88] foram propostas para as redugdes de largura de banda e de profile de matrizes
simétricas. A heurfstica quatro-etapas [40] foi proposta para a reducao de largura
de banda.

Este capitulo estd dividido como a seguir. Na secao sao apresentadas as
heuristicas CM [9] e CMr [22]. Na secéo aborda-se a heuristica GPS [26].
Mostra-se a heuristica de Snay [80] na se¢éo A heuristica quatro-etapas [40] é
apresentada na secao A heuristica de Boutora et al. [4] é descrita na se¢éo
Apresenta-se a heuristica GGPS [88] na segao
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2.2 Heuristicas Cuthill-McKee e Cuthill-McKee re-
verso

Com a heuristica de Cuthill e McKee (CM) [9], reduz-se a largura de banda de
uma matriz simétrica por meio da reordenagao dos vértices do grafo que corres-
pondem & matriz. Essa heuristica é similar a busca em largura, em que todos os
vértices do grafo sao percorridos. A ordem de visitacdo dos vértices é o que difere
a heuristica CM da busca em largura. Na heuristica CM, a visitagdo dos vértices
se dé de forma crescente ao grau dos vértices, isto é, dado um vértice inicial, seus
vértices adjacentes serao visitados em ordem crescente de grau e isso ocorrerd para
os vértices adjacentes desses adjacentes e assim, sucessivamente, até que todos os
vértices sejam percorridos. A visitacao dos vértices adjacentes em ordem crescente
de grau proporciona uma boa configuracao da matriz correspondente em relacao a
sua largura de banda, pois os vértices de maior grau ficam posicionados, no possivel,
nas linhas centrais da matriz.

Cuthill e McKee [9] constataram que a escolha do vértice inicial interferia na
qualidade da solucao: na largura de banda e no profile da matriz resultante. Entéo,
propuseram que a heuristica comecasse pelo vértice de grau minimo do grafo. Nas
heuristicas CM e CMr originais, eram geradas as estruturas de nivel de todos os
vértices de grau minimo. Em seguida, eram selecionadas as estruturas de nivel que
apresentassem a menor largura de nivel. A renumeraco era realizada com base em
todas essas estruturas de nivel e era escolhida a renumeragao que gerasse a menor
largura de banda. Embora apresente bons resultados, isso nao garante que a largura
de banda ou o profile sejam menores que uma solucdo em que o vértice inicial seja
o vértice de maior excentricidade.

Como hé um custo computacional grande para se encontrar o vértice de maior
excentricidade do grafo, ou seja, um vértice com excentricidade igual ao diametro do
grafo, a partir da publicacdo da heuristica GPS [26], os pesquisadores comegaram
a utilizar um vértice pseudo-periférico em vez de se testar as renumeragoes com
vértices iniciais de menor grau. Como exemplos, em Liu e Sherman [59] [60] e Liu
[58], em que é mostrada a complexidade da heuristica CM, omite-se o passo de se
escolher o vértice inicial.

A seguir, na subsecao [2.2.1] é apresentada a heuristica CM. Apresenta-se a
heuristica Cuthill-McKee reverso (CMr) na subsegéo Na subsegao é
apresentada a andlise de complexidade dessas heuristicas. Na subsegao um
exemplo é mostrado. No capitulo [5] sao descritas implementagoes da heuristica
CMr, como exemplo de aplicacao de heuristica para as reducoes de largura de banda
e de profile de matrizes.

2.2.1 Pseudo-cédigo para a heuristica Cuthill-McKee

A heurfstica CM é mostrada no algoritmo [1| [58]. O algoritmo recebe um grafo
G = (V, E) conexo, em que V é o conjunto de vértices e E é o conjunto de arestas.
Outro pardmetro do algoritmo é o vértice inicial v € V. Na linha 2, inicializa-se s(1)
com o vértice inicial, em que S é a sequéncia dos vértices a ser retornada. Nas linhas
3 e 4, inicializam-se as varidveis i e j, respectivamente. A varidvel i indica a ltima
entrada ocupada de S e a varidvel j é utilizada para percorrer os vértices do grafo.
Em particular, mostra-se no algoritmo [1| como percorrer os vértices do grafo com
uma varidvel, j, em vez de se utilizar uma fila, como ocorre na busca em largura.
Na linha 6, percorrem-se os vértices adjacentes a s(j) ainda nao renumerados.
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Algoritmo 1: Cuthill-McKee.
Entrada: grafo G = (V, E) conexo; vértice inicial v € V;

Saida: renumeracdo S com |V| entradas s(1), s(2),---,s(|V]);

1 inicio

2 s(1) + v;

3 14 1

4 7« 1

5 enquanto (i < |V]) faca

6 para cada ( vértice w € Adj(G,s(j)) — {s(1),---,s(i)}, em ordem
crescente de grau ) faca

7 11+ 1;

8 s(1) + w;
fim-para-cada;

10 j—3+1

11 fim-enquanto;

12 retorna S;

13 fim.

Na estrutura de repeticao das linhas 5 a 11, enquanto ¢ for menor que o ntimero
de vértices do grafo, a cada iteracdo, renumeram-se os vértices adjacentes a s(j),
em ordem crescente de grau, exceto aqueles que ja foram renumerados. Apds cada
vértice w adjacente a s(j) ser renumerado, uma referéncia a w é inserida na i-ésima
entrada de S, apo6s incremento de 7. A saida do algoritmo é a sequéncia de vértices
em S.

2.2.2 Cuthill-Mckee reverso

George [22] descobriu que renumerar os vértices na ordem inversa em que foram
visitados, em vez da renumeracao habitual da heuristica CM, diminui, frequente-
mente, o tamanho dos profiles das matrizes resultantes; porém, a largura de banda
é mantida. A heuristica CMr é a heuristica CM, mas com ordenagao inversa. Liu
e Sherman [59, [60] e Liu [58] provaram que a heuristica CMr resulta em matrizes
com profiles, pelo menos, tao bons quanto a heuristica CM.

Na versao original da heuristica CMr [22], também séo selecionados vértices ini-
ciais com grau minimo do grafo e sdo geradas as estruturas de nivel desses vértices.
Em seguida, renumeram-se os vértices pelas estruturas de nivel enraizadas que
possuirem as menores larguras de nivel e escolhe-se a renumeracao que gerar a
menor largura de banda.

As redugdes de largura de banda e de profile da matriz resultante, obtidas pelas
heuristicas CM e CMr, dependem da escolha do vértice inicial. Essa tarefa rendeu
trabalhos, que sdo abordados no capitulo [4 na pdgina

2.2.3 Analise de complexidade

Suponha que o grafo é representado por listas de adjacéncias. Para encontrar o
vértice de grau minimo, necessita-se percorrer todos os vértices. Para cada vértice,
percorre-se toda a lista de adjacéncias para se verificar o grau do vértice. De uma
forma similar, utilizando-se a busca em largura, ao percorrer a lista de adjacéncias
de cada vértice, pode-se verificar o grau de cada vértice. Dessa forma, o custo para
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se encontrar o vértice de grau minimo é O(|V| + |E|) no grafo G = (V,E). Em
utilizando-se uma matriz de adjacéncias, pode-se percorrer as |V|? entradas para se
encontrar o vértice de grau minimo.

Conforme demonstrado por Liu [58], a complexidade no pior caso das heuristicas
Cuthill-McKee e Cuthill-McKee reverso é dada pelo produto entre o grau m do
vértice de maior grau do grafo e o ntimero de arestas |F|. Liu [58] obteve a comple-
xidade, no pior caso, considerando que, no passo de ordenacao dos vértices na linha
6 do algoritmo (1} fosse utilizado o algoritmo por insercao. Com isso, considere que
todas as ordenagoes na linha 6 exijam, no maximo, n? operagoes, para n vértices

, < 1 2
e uma constante c. Esse niimero de operagoes é menor que ¢ >, - Grau(G,v)* <

m 2m|E| ~ . .
Y ey Grau(G,v) < === porque, para um grafo nao direcionado, ocorre )

veV
Grau(G,v) = 2|E|. Com isso, chlEl é o limite superior do niimero de operagoes na
linha 6. O nimero de operagdes da estrutura de repeticao na linha 5 é ©(|V|). Com
isso, a complexidade no pior caso desse algoritmo é O(m - |E|). O limite inferior
desse algoritmo, considerando-se um grafo em que o vértice inicial tem ligagoes com
todos os demais vértices e utilizando-se, por exemplo, o merge sort no passo da

ordenacao, é Q(|V]1g|V]).

2.2.4 Exemplo

A seguir, é mostrado um exemplo da execugao da heuristica Cuthill-McKee. Apresenta-
se apenas a heuristica Cuthill-McKee, pois a heuristica CM e a heuristica CMr di-
ferem apenas na ordem da renumeracao final. Considere o grafo da figura e, a0
seu lado, sua representacao matricial M. Neste exemplo, o vértice inicial nao é o
de grau minimo, como ocorre nas heuristicas CM e CMr.

Figura 2.1: Grafo original para um exemplo da heuristica CM e sua representacao
matricial M.

Escolheu-se, arbitrariamente, o vértice 9 como o inicial. Insere-se uma referéncia
a esse vértice na primeira posicao da saida S. Em seguida, visitam-se os vértices
adjacentes ao vértice 9, referenciado-os, em ordem crescente de grau, em posigoes
da saida S.

Na figura mostram-se, em destaque, o vértice 9 e suas arestas incidentes.
Na tabela mostram-se os vértices adjacentes ao vértice 9, ordenados por seus
graus. Os vértices sao atribuidos a cada posicao de S nessa ordem.
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Figura 2.2: Passo inicial da ordenagao pela heuristica Cuthill-McKee.

Vértice | 7| 5|11 |4 1|6
Grau 2134|516

Tabela 2.1: Vértices adjacentes ao vértice 9 e seus graus.

O préximo vértice a ser processado é o vértice 7 e a segunda entrada em S é uma
referéncia para esse vértice. Nao sao referenciados novos vértices no vetor porque os
vértices adjacentes ao vértice 7 ja foram visitados. O mesmo ocorre com o vértice 5.
Ao processar o vértice 11, o vértice 1 é referenciado na proxima entrada disponivel
do vetor S. Isso é realizado até que todos os vértices sejam visitados. Veja a ordem
de visitagdo na figura 2.3

O resultado da renumeragao é mostrado na figura juntamente com a ma-
triz M7 correspondente. Na figura representa-se o grafo com a renumeragao
pela heuristica Cuthill-McKee reverso e sua representagao matricial M. Nesse
exemplo, (M) = 10, B(My) = (Ms) = 5, |Env(M)| = 39, [Env(My)| = 33 ¢
|Env(Ms)| = 24. Na tabela esses dados sdo sumarizados. Note que, com a
numeracao inversa, as colunas da matriz M; transformam-se nas linhas da matriz
Ms. Conforme destacado nas linhas tracejadas nas representagoes de matrizes das
figuras e as larguras de banda das linhas 4, 5 e 6, isto é, B4(My), Bs(M;)
e Bg(M1), ndo sdo contadas no profile de Ms na heuristica CMr. Os primeiros co-
eficientes dessas trés linhas de M; pertencem a iltima linha de Ms. Com isso, ha
reducao no profile de My em relagao ao profile de Mj.

Matriz Largura de banda | Profile
M (original) 10 39
M; (CM) 5 33
Ms (CMr) 5 24

Tabela 2.2: Largura de banda e profile de matrizes de exemplos para as heuristicas
CM e CMr.
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Figura 2.3: Um exemplo, passo a passo, da renumeracao de vértices de um grafo
pela heuristica Cuthill-McKee.

2.3 Heuristica GPS

A heuristica GPS [26] foi desenvolvida apés estudo detalhado da heuristica Cuthill-
McKee reverso (CMr) [22]. Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] verificaram que a
heuristica CMr [22] ndo era adequada em situagdes em que hd um custo compu-
tacional excessivo para se encontrar o vértice inicial. Nas heuristicas CM e CMr,
encontram-se vértices com grau minimo do grafo, geram-se as estruturas de nivel
de todos esses vértices e escolhem-se as estruturas de nivel que apresentarem a
menor largura de nivel. A heuristica CMr [22] realizaria esfor¢o desnecessério nas
situagoes em que todos os vértices do grafo possuissem o mesmo grau, por exemplo.
Isso implicaria na montagem da estrutura de nivel enraizada por meio da busca em
largura para cada vértice do grafo e seriam realizadas as renumeracoes por todas
essas estruturas de nivel.



Heuristica GPS 19

Figura 2.4: Grafo reordenado pela heuristica Cuthill-McKee e sua representacao
matricial M.

Figura 2.5: Grafo reordenado pela heuristica Cuthill-McKee reverso e sua repre-
sentacao matricial Ms.

A heurfstica de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] pode ser dividida em trés passos.
No primeiro passo, encontra-se um par de vértices iniciais. Esse passo é apresentado
na subsecao No segundo passo, reduz-se a largura de nivel da estrutura
montada no passo anterior. Esse passo é descrito na subsegao Por tltimo,
realiza-se a renumeracao dos vértices do grafo de uma forma similar & heuristica
Cuthill-McKee reverso, iniciando-se no vértice encontrado no primeiro passo. Esse
passo é descrito na subsecao [2.3.3

2.3.1 Escolha dos vértices iniciais

Cuthill e Mckee [9] constataram que, quanto mais niveis uma estrutura de nivel
tem, menor sera sua largura de banda, se a renumeracao for realizada por meio
dessa estrutura de nivel. Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] utilizaram essa nogéo para
a escolha por qual vértice inicializar a renumeracao dos vértices.
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Considere um grafo G = (V, E) e um vértice v € V' com grau minimo do grafo.
O algoritmo gera a estrutura de nivel enraizada Z(v). Em seguida, o algoritmo
também gera estruturas de nivel enraizadas para vértices folhas de .Z(v), em ordem
crescente de grau, e determina um vértice w € Ly, (v) com excentricidade £(w) >
£(v). Se £(w) > £(v), entdo, atribui-se w a v e repete-se o processo até que nao tenha
vértice em Ly, (v) com excentricidade maior que a excentricidade de v. O vértice
v serd um dos dois vértices iniciais do algoritmo. Para se obter o segundo vértice
inicial u, dentre os vértices folhas de £ (v), escolhe-se o vértice que apresentar £ (u)
com a menor largura de nivel.

Mostra-se, no algoritmo [2] um pseudo-cédigo para a escolha do primeiro vértice
inicial. Na linha 2, é escolhido o vértice com grau minimo do grafo e o atribui a v.
Em seguida, é montada a estrutura de nivel enraizada . (v), utilizando-se a busca
em largura. Constroem-se as estruturas de nivel enraizadas dos nés folhas de £ (v)
até que algum vértice folha w tenha excentricidade maior que a excentricidade de v.
Entao, atribui-se w a v e repete-se o processo. Itera-se na estrutura de repeticao nas
linhas 5 a 17 enquanto a excentricidade de algum vértice folha de .Z(v) for maior
que a excentricidade de v. Ao sair da estrutura de repeticdo enquanto externa, o
vértice v é um dos vértices iniciais da heuristica GPS.

Para se determinar o segundo vértice periférico, utiliza-se a sub-rotina Vertice-
MenorLarguraDeNivel, mostrada no algoritmo Note que as estruturas de nivel
enraizadas dos nés folhas de Z(v) foram construidas na linha 10 do algoritmo
A sub-rotina VerticeMenorLarguraDeNivel recebe Ly(,)(v). Com a estrutura de re-
peticao para externa, nas linhas 4 a 10, percorrem-se os nés folhas w; de £ (v), para
i=1,2,--,|Lyy(v)]. Uma forma de se determinar a largura de nivel de £ (w;)
é mostrada no algoritmo O algoritmo [4] é utilizado em diversos pseudo-cédigos
deste texto. No algoritmo |3 ao sair da estrutura de repeticao para externa, estara
armazenado em u o vértice folha de £ (v) com a menor largura de nivel, que é
retornado.

Na figura[2.6] mostra-se um grafo e a sua representagao matricial com os vértices
iniciais determinados pela heuristica GPS. O vértice 1 foi determinado como um
vértice inicial porque possui grau trés, que é um vértice com grau minimo do grafo
(além de outros vértices com grau trés). Por meio da montagem da estrutura de
nivel enraizada do vértice 1, obtém-se a excentricidade ¢(1) = 5 e os vértices folhas
de Z(1) sao os vértices 12, 14 e 18. Como esses vértices possuem excentricidade 5,
entao, um dos vértices iniciais é o vértice 1. Calculando-se a largura de nivel das
folhas de Z(1), encontra-se b(.£(14)) = b(Z(18)) = 4 e b(L(12)) = 5. Com isso,
escolheu-se o vértice 18 como o segundo vértice inicial da heuristica GPS.

[ ] | | [ ] u
4 v *- AL ] "= = mm = mm
L/ Y =4 = ] ] ]
- = Emm L]
] ] [ |
] ] [ ] ]
= = am L]
I ] [ ] EEm u
] ] [} ] L]
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mm ] - = ]
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Figura 2.6: Um grafo de exemplo para a renumeragao pela heuristica GPS com o
vértices iniciais 1 e 18 destacados e a representagao matricial Mg do grafo.
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Algoritmo 2: Escolha GPS (escolha do primeiro vértice inicial para a
heuristica GPS).

Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico v € V;
1 inicio
2 v + VerticecComGrauMinimo(Q);
// constréi-se estrutura de nivel enraizada

3 Z(v) + BuscaEmLargura(v);
4 trocou < verdadeiro;
5 enquanto ( trocou = verdadeiro ) faga
6 trocou < falso;
// cria fila de prioridades em ordem crescente de grau
7 F < FilaPrioridades(Ly(v)); // dos vértices em Ly, (v)

8 repita
w < F.Remove();
// constréi-se estrutura de nivel enraizada

10 Z(w) < BuscaEmLargura(w);
// L(w) e £(v) s8o as excentricidades dos vértices
11 se ({(w) > {(v) ) entao
12 v = w;
13 Z () + ZL(w);
14 trocou < verdadeiro;
15 fim-se;
16 até que ((trocou = verdadeiro) V (F = @)) ;
17 fim-enquanto;
18 retorna v;
19 fim.

Algoritmo 3: VérticeMenorLarguraDeNivel (escolhe vértice com menor lar-
gura de nivel).

Entrada: conjunto composto pelos nés folhas w; € Ly, (v);
Saida: segundo vértice pseudo-periférico u € V' para a heuristica GPS;
1 inicio

2 u < 0; // u recebe nulo
3 largura < 400;
4 para (i< 1; 1 <|Lyw)(v)]; i+ i+1) faga
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
5 Z(w;) < BuscaEmLargura(w;);
// a sub-rotina b é mostrada no algoritmo
6 se ( b(ZL(w;)) < largura ) entao
7 largura + b( L (w;));
8 U — wy;
9 fim-se;
10 fim-para;
11 retorna u;

12 fim.
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Algoritmo 4: b.

Entrada: estrutura de nivel .£(v);
Saida: largura de nivel de Z(v);
1 inicio
// a largura de nivel de .#(v) &, pelo menos, 1,
// porque o nimero de vértices no nivel 0 é 1 (a raiz)
2 I+ 1;
// percorrem-se os niveis de Z(v)

3 para (i« 1;i<{l(v);i+ i+ 1) faga
4 se (|L;(v)| >1) entao 1<+ |L;(v)];
5 fim-para;

6 retorna [;

7 fim.

2.3.2 Reducao da largura de nivel

No segundo passo da heuristica, cria-se uma nova estrutura de nivel a partir das
estruturas de nivel enraizadas dos vértices iniciais v e u. A largura de nivel da nova
estrutura de nivel serd, no maximo, a menor largura de nivel entre as estruturas de
nivel enraizadas de v e de wu.

Seja k = £(v) = £(u). Note que a excentricidade de v é igual as excentricidades
dos nés folhas de Z(v). Dessa forma, (Yu € Lyu)(v)) £(v) = £(u), pois v €
Loy (u). Z(v) = {Lo(v), L1(v), -+, Li(v)} e L(u) = {Lo(u), L1(u),- -, Lr(u)}
sa0 as respectivas estruturas de nivel enraizadas de v e u geradas no primeiro passo
da heuristica.

Associa-se, a cada vértice w do grafo G = (V,E), um par ordenado (,j),
chamado de par associado do nivel, em que i é o indice associado ao nivel de
Z(v) que contém w e j é o indice associado, em ordem decrescente, de .Z(u)
que contém w. Note que k — j é o indice do nivel em Z(u) que contém w.
O par (4,j) é associado ao vértice w se e, somente se, w € L;(v) N Ly_;(u).
Dessa forma, os pares associados aos vértices v e u sdo (0,0) e (k,k), respecti-
vamente. Os passos do processo que resultarao em uma nova estrutura de nivel
H (v, ) ={Ko(v, -+ ), K1(vy--+), -+, Kg(v,---)} s@o descritos a seguir.

1. A cada par na forma (¢,1), associado a algum vértice w, w é colocado em
K;(v,---). Note que (0,0) é associado a v, entdo, v € Ko(v,---); e (k, k) é
associado a u, entao, u € Kg(,,)(u, --+). Cada vértice w e as arestas incidentes
a w sdo removidas de G = (V, E). Se V = @, entao, pare.

t

2. Ap6s o primeiro passo, tem-se V = |J %,, em que os conjuntos %, sdo disjuntos
=1

e t é o nimero de componentes. As componentes sao dispostas em ordem

decrescente de nimero de vértices, isto é, |61| > |G2] > --- > €.

3. Para cada 6,, t = 1,2,--- ,t e considerando-se i = 0,1,--- [ k; e j = k. k —
1,---,0, faga:

e calcule (ng,ny,- -+ ,ng), em que n, é o nimero de vértices em K, (v,---),
para 0 < r < k;
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e calcule (hg,hy,--,hi), em que h, é n, mais o nimero de vértices que
K, (v,---) teria se o indice i do par associado do nivel fosse utilizado
como a renumeracao de nivel,

e calcule (lo,l1,---,l;), em que l. é n, mais o ndmero de vértices que
K, (v,---) teria se o indice j do par associado do nivel fosse utilizado
como a renumeracao de nivel;

e encontre Ny = max (hy : hy — np > 0), lpge = max (I : I, —n, > 0)
0<r<k 0<r<k
e
— 8¢ hmazr < lmaz, €entdo, numere o nivel de cada vértice de %, de
acordo com o indice ¢ do par associado do nivel,
— € hmaz > lmaz, €ntdo, numere o nivel de cada vértice de %, de
acordo com o indice j do par associado do nivel;
— s€ hmazr = lnaz, entao:
x se b(Z(u)) > b(Z(v)), entdo, numere o nivel de cada vértice de
%, de acordo com o indice i do par associado do nivel;
* se b(.Z(u)) < b(Z(v)), entao, numere o nivel de cada vértice de
%, de acordo com o indice j do par associado do nivel.

Utilizam-se os niveis resultantes da combinacao das estruturas de nivel enrai-
zadas dos vértices v e u. Para isso, verifica-se qual quantidade é menor, A, ou
lmaa:~

Um exemplo da execucao da segunda parte da heuristica GPS, considerando-se
os vértices iniciais v = 1 e u = 18 do grafo da figura [2.6] ¢ mostrado nas figuras

e Na figura[2.7] associados aos vértices, sao mostrados os fndices (4, j)

referentes aos niveis das estruturas de nivel dos vértices 1 e 18.

Figura 2.7: Grafo com os vértices associados aos indices das estruturas de nivel de
v =1edewu = 18. O primeiro indice do par (i,7) indica o nivel do vértice na
estrutura de nivel de v = 1 e o segundo indice indica o nivel do vértice na estrutura
de nivel de u = 18.

Na figura 2.8] mostram-se os indices dos vértices 1, 3, 4, 9, 10, e 18 na nova
estrutura de nivel # (v,---). Esses vértices sdo dispostos na estrutura de nivel
A (1,---) porque i = j em (7,7). Também, na ﬁgura mostram-se 0s componen-
tes €1 = {2,5,7,12,13,16,17,19} e 6> = {6,8,11,14,15}. Note que, na ﬁgura
os vértices de 41 e de % nao possuem indices no estagio corrente do algoritmo.
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Figura 2.8: Os vértices que nao estdo em % ou %> estdo nos niveis
Ko(v,--+),K1(vy-++), -+ ,Kp(v,--+), em que k = £(1) = ¢(18). Os indices estao
mostrados juntos desses vértices. O grafo corrente é G = €1 U 65.

Em seguida, gera-se (ng,n1,ns,ns,ng,ns) = (1, 1, 1, 1, 1, 1) porque tem um
vértice em cada nivel de JZ(1,---), ou seja, cada um dos vértices 1, 4, 9, 10, 3 e
18 estdo em um nivel de £ (1,---) (veja os indices associados a esses vértices na
ﬁgura. Com isso, de %1, geram-se:

i (h07h17h27h37h47h5) = (17 17 1a la 15 1) + (07 17 27 2a 2a 1) = (17 27 37 37 3a
2), pois para 0 < r < k, h, é n, adicionado do nimero de vértices de %, no
nivel r, considerando-se o indice ¢ (veja os indices i associados aos vértices em

%1 na figura ;

L4 (107117127137l4al5) = (1a ]-7 ]-7 17 ]-7 ]-) + (27 27 27 ]-7 17 0) = (37 37 37 27 27 1)7
pois para 0 < r < k, [, é n, adicionado do niimero de vértices de %}, no nivel
r, considerando-se o indice j (veja os indices j associados aos vértices em &

na figura .

Com 880, himaz = lmaz = 3 € b(Z(u)) = b(Z(v)). Entao, os vértices de € tém
os seus Indices da estrutura de nivel organizados e incorporados ao grafo de acordo
com o indice 4, como pode ser visto na figura 2.9

Apés associar os vértices de %) na nova estrutura de nivel, repetem-se os passos
para %». Nesta etapa do algoritmo, tem-se (ng,n1,ns,nz,ng,ns) = (1, 2, 3, 3, 3,
2), pois €1 foi incorporado & estrutura de nivel ¢ (v,---), de acordo com o indice
i do par associado do nivel. Por isso, de %5, geram-se:

i (ho,hl,hg,hg,h4,h5) = (17 2a 3a Sa 3) 2) + (07 17 1a 1a la 1) = (17 37 47 47 4a
3), pois para 0 < r < k, h, é n, adicionado do nimero de vértices de &5, no
nivel r, considerando-se o indice ¢ (veja os indices i associados aos vértices em

%5 na figura ;

d (107l1712al37l4315) = (1a 2, 37 33 3> 2) + (1> ]-7 1; ]-7 ]-7 O) = (27 3; 47 43 47 2)7
pois para 0 < r < k, h,. é n, adicionado do nimero de vértices de %>, no nivel
r, considerando-se o indice j (veja os indices j associados aos vértices em €»

na figura 2.7]
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@5) 3 4) 3) @2)
@5) @4) @3) 2) @(1)
@3) 2) @1)

Figura 2.9: Os vértices de 6}, mostrados na figura[2.8] foram incorporados na nova
estrutura de nivel de acordo com o indice 7 de (4, j), mostrados na ﬁgura

Com 880, hmaz = lmaz = 4 € b(ZL (1)) = b(Z(v)). Entao, os vértices de €5 tém
os seus indices da estrutura de nivel organizados de acordo com o indice 7, como
pode ser visto na figura [2.10)

@5) @4) @3) @(2) (1)
5) @4) 3) @2) @(” @‘D
@5) @4) @3) 2’ @(1)
@4) 3) @2)

Figura 2.10: Os vértices de %3, mostrado na figura[2.8] foram incorporados na nova
estrutura de nivel de acordo com o indice i de (i, j), mostrados na figura

Com essa estrutura de nivel, obtém-se os vértices com a ordem:

e 1 porque estd em Ko(v,---);

8, 13 e 4 porque estao em K1 (v, - -+ ) e possuem graus 3, 4 e 6, respectivamente;

5, 15, 9 e 16 porque estdo em Ks(v,---) e possuem graus 3, 4, 6 e 6, respec-
tivamente;

<y

12, 18 e 14 porque estdo em Kj(v,---) e possuem o mesmo grau, com isso, a
ordem entre esses vértices é arbitraria.
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2.3.3 Renumeracao

A ordem para percorrer os vértices é dada considerando-se a estrutura de nivel
obtida no passo mostrado na subsecao Realiza-se a renumeracao dos vértices
iniciando-se pelo nivel Ky(v,---) até o nivel Ko(v,---). Para vértices de mesmo
nivel, primeiramente, percorre-se o que tem grau maior. No exemplo mostrado nas
figuras a a renumeracao ¢ dada na ordem inversa ao que foi apresentado
no final da subsegao [2.3.2

A renumeragao final do grafo da figura e a sua representagao matricial sao
mostradas na figura [2.11] Para uma comparagao, mostra-se, na figura 2.12] a re-
numeragao, pela heuristica CMr, do grafo da figura[2:6] considerando-se o vértice 1
como o vértice inicial. Na tabela observa-se que bons resultados (redugoes de
largura de banda e de profile em relacao & matriz Mg da ﬁgura sao obtidos pela
heuristica CMr ao se escolher um vértice inicial com excentricidade aproximada ao
didmetro do grafo. Veja o capitulo [4] na pdgina para detalhes sobre vértice
pseudo-periférico. No caso da ﬁgura £(1) = 5, que é o didmetro do grafo. Na
tabela também mostram-se as larguras de banda e os profiles de M¢g, e de Mg,
das figuras e obtidos pelas renumeracoes do grafo da figura [2.6] por meio
das heuristicas GPS e CMr, respectivamente.

Figura 2.11: Grafo da figura[2.6]renumerado pela heuristica GPS e sua representagao
matricial Mg, .

Figura 2.12: Grafo da figura[2.6|renumerado pela heuristica CMr e sua representagao
matricial Mg, .
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Matriz Largura de banda | Profile
Mg (original) da figura [2.6| 17 142
Mg, (GPS) da figura|2.11 4 61
Mg, (CMr) da figura[2.12 4 63

Tabela 2.3: Largura de banda e de profile das matrizes mostradas nas figuras
ZIde

2.4 Heuristica de Snay

Uma heuristica para a permutagao de linhas e colunas de uma matriz simétrica para
a reducdo do_profile foi proposta por Snay [80]. Descreve-se o algoritmo de Snay
na subsecao E mostrada a heuristica de Snay [80] para a determinacao de
vértices iniciais na subsecao [2.4.2

2.4.1 Descricao do algoritmo de Snay

Considere o grafo G = (V, E). Counsidere, também, um conjunto de vértices H com-
posto por vértices esperancosos, que sao vértices que ainda nao foram processados
e que sao adjacentes a vértices ja processados.

A heuristica de Snay [80], mostrada no algoritmo [5| recebe o vértice v inicial
e referencia-se esse vértice na primeira entrada da renumeracdo S = {s(1), s(2),
--,8(|[V])}. Isso é representado como s(i) + v na linha 2 do algoritmo [5} Nas
linhas 3 e 4, estabelecem-se como vazios os conjuntos de vértices esperancosos (H)
e candidatos.

Percorrem-se todos os vértices u € V —{v} na estrutura de repeti¢ao das linhas 5
a 25. O algoritmo de Snay [80] escolhe o candidato com menor grau como o -ésimo
vértice da renumeracao, sem considerar as adjacéncias a vértices nao esperancosos e
nao processados. No inicio da iteragao i, na linha 6, os novos vértices esperancosos
sdo os vértices adjacentes a s(i — 1) e que nao pertencem a S. O conjunto H é
acrescido desses vértices adjacentes ao vértice s(i — 1) e que ndo pertencem a S.
Na linha 8, o conjunto de vértices candidatos é acrescido dos novos vértices es-
perangosos. Nas linhas 9 a 11, o conjunto de vértices candidatos é acrescido dos
vértices adjacentes dos novos vértices esperancgosos, isto é, incluem-se no conjunto
de vértices candidatos os vértices no segundo nivel de adjacéncia de s(i — 1). Note
que nao se incluem no conjunto de vértices candidatos os vértices pertencentes a S.
A limitagao dos vértices candidatos é para tornar o algoritmo mais rapido do que
considerar todos os vértices nao renumerados como candidatos.

Na estrutura de repeticao nas linhas 14 a 21, o vértice candidato escolhido
para ser renumerado em uma iteracao é o vértice que possui o menor grau, sem
considerar as adjacéncias a vértices nao esperancosos e nao processados na linha
15. Além disso, os vértices esperangosos sao favorecidos em relacdo aos demais
vértices candidatos, na linha 16. O vértice v,,;, a ser renumerado na iteracao 4
é referenciado na entrada s(i), na linha 22. Apds ser renumerado, o vértice vyn
deixa de ser tanto um vértice esperangoso, na linha 23, como um vértice candidato,
na linha 24. O algoritmo retorna a renumeracao S na linha 26.
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Algoritmo 5: AlgoritmoSnay.

Entrada: grafo conexo G = (V, E) e um vértice inicial v € V;
Saida: renumeracdo S para V, com |V| entradas s(1),s(2),---,s(|V]);
1 inicio
2 s(1) + v; // inicia-se a renumeracio pelo vértice inicial
3 H < @; // inicializam-se os conjuntos de vértices
4 candidatos <— &; // esperangosos e candidatos como vazios
5 para (i< 2;i <|V]|;i<1i+1) faca
// vértices n#o renumerados adjacentes a s(i— 1)
// tornam-se vértices esperangosos
6 NovosEsperangosos < Adj(G,s(i — 1)) — {s(1),s(2), -+ ,s(i — 1) };
H < H U NovosEsperanc¢osos;
// vértices nfo processados e adjacentes
// a s(i —1) tornam-se esperangosos
8 candidatos < candidatos U NovosEsperancosos;
para cada ( u € NovosEsperangosos ) faga
// torna candidatos os vértices nfo processados do
// segundo nivel de adjacéncia de s(i —1)

10 candidatos < candidatos U (Adj(G,u) — {s(1),...,s(i — 1)});
11 fim-para-cada;

12 min — +00;

13 VUpnin < 0; // Umin Tecebe nulo

// escolhe-se o candidato w com menor grau, sem contar as
// adjacéncias a nfo esperangosos e nfo processados
14 para cada ( w € candidatos ) faca
// nimero de vértices nfo processados e
// ndo esperancosos adjacentes a w
15 grauRel_w « |Adj(G,w) — ({s(1),...,s(i — 1)} UH)|;
// os vértices esperangosos s8o favorecidos
// em relagdo aos demais vértices candidatos

16 se (we€ H ) entao grauRel-w < grauRel_w — 1;

17 se (grauRel_w < min ) entao

18 min < grauRel_w;

19 Umin < W;

20 fim-se;

21 fim-para-cada;

22 $(%) ¢ Umin; // inclui o candidato escolhido na sequéncia
// se o escolhido era vértice esperangoso, retira-o de H

23 H <+ H —{vmin};
// o vértice escolhido é retirado também do conjunto

24 candidatos < candidatos — {vn}; // de candidatos

25 fim-para;

26 retorna S;

27 fim.

2.4.2 Vértices iniciais pseudo-periféricos

Considere que a distancia entre dois vértices u, v € V é o tamanho do menor caminho
entre u e v, ou seja, d(v,u), conforme mostrado na definigao [5} na pdgina (0]
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método para a determinacao dos candidatos a vértice inicial, mostrado em Snay
[80], consiste em considerar, a partir de um vértice aleatério v € V, um conjunto D
com os cinco vértices mais distantes de v. Considera-se, também, o conjunto ¢ dos
cinco vértices mais distantes do vértice z € S, em que z é o vértice mais distante
de v. Os conjuntos de vértices D e @ contém os candidatos a vértice inicial da
heuristica de Snay [80].

Esse método de determinagao dos candidatos a vértice inicial é similar a heuristica
GPS [26]. A heuristica GPS determina dois vértices cuja distancia entre os mes-
mos se aproxima do didmetro do grafo (vértices pseudo-periféricos). Para isso, a
heuristica GPS utiliza a estrutura de nivel. Para detalhes sobre a heuristica GPS,
veja a se¢ao 2.3, na pagina

Ao escolher os vértices mais distantes de um vértice inicial v aleatério, a heuristica
de Snay [80] considera, de maneira implicita, os vértices do(s) tltimo(s) nivel(is) da
estrutura de nivel enraizada de v. Porém, hd uma escolha arbitraria de apenas cinco
desses vértices, sem estabelecer critérios de desempate caso dois ou mais vértices
tenham a mesma distancia de v. A mesma arbitrariedade e falta de critério da es-
colha anterior acontecem tanto na determinacao do vértice mais distante de v como
na determinacao do segundo conjunto de vértices candidatos a vértice inicial. Ao se
desconsiderar as arbitrariedades e faltas de critérios de desempate, pode-se consi-
derar que a heuristica de Snay [80] executa exatamente duas iteracoes da heuristica
GPS para determinar os vértices pseudo-periféricos.

No algoritmo [6] utiliza-se a estrutura de nivel para se determinar os vértices
mais distantes a um determinado vértice. O algoritmo [6] recebe um grafo G =
(V,E) e tem como saida um conjunto de vértices pseudo-periféricos D U ). Na
condicao da linha 2, exige-se que o grafo tenha, pelo menos, 10 vértices. Um vértice
aleatorio é atribuido a v na linha 3. Na linha 4, constréi-se a estrutura de nivel
enraizada de v. A construcao do conjunto de vértices mais distantes a v inicia-se
na linha 5. A varidvel %, inicializada na linha 6, é utilizada para que |D| = 5, pois
o(s) tultimo(s) nivel(is) da estrutura de nivel enraizada de v pode(m) néo ter cinco
vértices. A varidvel u, inicializada na linha 7, é utilizada para armazenar um vértice
mais distante a v. A varidvel 4, inicializada na linha 8, é utilizada na estrutura de
repeticao das linhas 9 a 20, em que se inserem os cinco vértices em D na linha 11.
Constroéi-se a estrutura de nivel enraizada de w na linha 15. Da mesma forma, cinco
vértices mais distantes a u sao inseridos em @, nas linhas 21 a 31. Por simplidade
da apresentacao, mostram-se os dois trechos de cddigo similares em seguida, das
linhas 6 a 20 e das linhas 22 a 31. Finalmente, retorna-se D U @, na linha 32.

No algoritmo |7} avalia-se a largura de banda de G = (V,E) para cada vértice
pseudo-periférico. O algoritmo recebe o grafo G = (V, E) e tem como saida uma
renumeracao dos vértices em V.

Na condicao da linha 2, exige-se que o grafo tenha, pelo menos, 10 vértices.
Chama-se o algoritmo [0] e inserem-se os vértices pseudo-periféricos no conjunto
C, na linha 3. As varidveis menorLarquraBanda e melhorOrdem sdo inicializadas
nas linhas 4 e 5, respectivamente. Na estrutura de repeticao das linhas 6 a 13,
para cada vértice w € C, avalia-se a renumeragdo com w como o vértice inicial
na linha 7 e a largura de banda dessa renumeragao na linha 8. Atualizam-se as
variaveis menorLarguraBanda e melhorOrdem nas linhas 9 a 12. Finalmente, a
melhor renumeracao é retornada na linha 14.
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Algoritmo 6: VerticesPseudoPerifericosSnay (vértices pseudo-periféricos
para o algoritmo de Snay [80]).

Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: conjunto de vértices pseudo-periféricos D U Q;

1 inicio
2 se ( |V| <10 ) entao retorna;
3 v « VerticeAleatorio(V);
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
4 Z(v) < BuscaEmLargura(v);
5 D+ @; // contera cinco vértices mais distantes de w
6 k < 0; // inserem-se, pelo menos, cinco vértices em D
7 u < 0; // um dos vértices mais distantes de w
8 1+ 0;
9 enquanto (i <5 ) faga
10 para cada ((w € Ly,)—,(v) ) faga
11 D <+ D uU{w};
12 141+ 1;
// determina-se um vértice u mais distante de w
13 se (u=10) entao
14 U — w;
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
15 Z(u) + BuscaEmLargura(u);
16 fim-se;
// sai da estrutura de repetigdo para cada
17 se (i >5) entao break;
18 fim-para-cada;
19 k+—k+1;
20 fim-enquanto;
// cinco vértices mais distantes a um vértice
21 Q + @; // mais distante de v s8o inseridos em Q
22 k + 0;
23 1+ 0;
24 enquanto (i <5) faca
25 para cada (w € Ly,)—x(u) — D) faca
26 Q<+ QU {w};
27 141+ 1;
// sai da estrutura de repetigdo para cada
28 se (i >5) entao break;
29 fim-para-cada;
30 k+—k+1;
31 fim-enquanto;
32 retorna D U Q;
33 fim.

2.5 Heuristica quatro-etapas

Essa heuristica foi proposta por Kaveh [40], que utiliza a estrutura Shortest Route
Tree (SRT). A SRT ¢ utilizada em todas as quatro etapas da heuristica. Essa
estrutura é comentada na subsegao [2.5.1
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Algoritmo 7: calcula largura de banda para cada vértice pseudo-periférico
do algoritmo de Snay.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: renumeracao S para V;
1 inicio
2 se ( |V| <10 ) entao retorna;
3 C + VerticesPseudoPerifericosSnay(G); // algoritmo |§|
4 menor LarguraBanda < +o0;
5 melhorOrdem < ;
6
7
8
9

para cada (w € C') faga
S+ AlgoritmoSnay(G,w); // algoritmo
larguraBanda < CalculaLarguraBanda(G, S);
se ( larguraBanda < menorLarguraBanda ) entao

10 menor LarguraBanda < larguraBanda;
11 melhorOrdem + S,

12 fim-se;

13 fim-para-cada;

14 retorna melhorOrdem;

15 fim.

A qualidade dos resultados da heuristica quatro-etapas depende da escolha de
um vértice inicial adequado. Com isso, a heuristica quatro-etapas inicia por um
vértice pseudo-periférico. Para a primeira etapa, Kaveh [40] propos seis algoritmos
para encontrar vértice pseudo-periférico. Esses algoritmos sao abordados na segao

na pagina [71]

A segunda etapa consiste em montar a estrutura SRT do vértice inicial vy,
selecionado na primeira etapa. Na pratica, a SRT pode ser montada na primeira
etapa, ja que pode-se utilizar a SRT para se determinar o vértice inicial.

Na terceira etapa, encontra-se um caminho para percorrer cada nivel (ou con-
torno) Co(vo), C1(vo), - -+, Crue)(vo) em Z(vp), isto é, a estrutura SRT do vértice
inicial vg. Encontrar esse caminho é possivel porque armazenam-se as conectivida-
des na SRT, o que nao seria possivel na estrutura de nivel enraizada. Nesse caminho,
h& somente um vértice em cada nivel da SRT. Na subsegdo [2.5.2] apresenta-se a es-
colha do caminho transversal.

Ao se considerar a heuristica CMr [22] comecando por um vértice pseudo-
periférico, a renumeracao por essa heuristica é uma busca em largura modificada,
em que os vértices de cada nivel sao renumerados na ordem crescente de grau. Na
heuristica quatro-etapas, os primeiros vértices renumerados de cada nivel sao os
vértices representativos do nivel, ou seja, os vértices do caminho transversal. A
renumeracao de cada nivel é dada pela distancia de cada nivel em relacao ao vértice
representativo do nivel. S&o essas as diferengas da heuristica quatro-etapas em
relacdo a heuristica CMr.

Na dltima etapa da heuristica, realiza-se a renumeragao dos vértices do grafo
na ordem inversa. Essa renumeracao é realizada separadamente em cada nivel da
estrutura de nivel. Descreve-se, na subsecao [2.5.3] a renumeracao realizada pela
heuristica quatro-etapas. Finalmente, apresenta-se, na subsegao um exemplo
da heuristica quatro-etapas.
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2.5.1 Estrutura Shortest Route Tree

A estrutura de nivel enraizada, apresentada na definigao [9] na se¢ao [[.4] na pdgina
é uma Aarvore com um vértice inicial na raiz que mostra duas caracteristicas
principais: a distancia de cada vértice para o vértice inicial e a quantidade de
vértices em cada nivel. Com isso, pode-se determinar a excentricidade do vértice
inicial.

Pode-se afirmar que a estrutura de nivel enraizada é um caso especial da Shortest
Route Tree (SRT). Além das caracteristicas da estrutura de nivel enraizada, também
armazenam-se as conectividades dos vértices na SRT. Isso significa que a SRT §é
uma forma de representacao do grafo original. Isso facilita e tornam eficientes as
heuristicas de Kaveh [42] que utilizam essa estrutura ao custo de mais espago de
armazenamento em relagao a estrutura de nivel enraizada.

A estrutura SRT ¢é particionada como % (vg) = {Co(vo)UC1 (vo)U- - -UCq(44)(v0)},
em que vy € o vértice inicial da renumeracao e armazenam-se as adjacéncias entre
os vértices de C;(vg) e de Ci11(vp), para 0 < ¢ < |V, para o grafo G = (V, E).
Neste texto, utilizam-se conceitos e termos similares a estrutura de nivel enraizada.
Em particular, os conjuntos C;(vg), para 0 < i < |V|, sdo os contornos em torno do
vértice inicial e é possivel determinar um caminho (ou rota) na SRT Z#(vg) de cada
vértice v € V — {ug} para o vértice vy.

2.5.2 Caminho transversal

Na terceira etapa, é selecionado um caminho transversal minimo p = {vy(y), Ve(v)—1,
- ,v0} que possui um vértice em cada contorno de Z(vp). Um caminho transversal
minimo é um caminho em que os vértices escolhidos em cada contorno de Z(vy)
possuem grau minimo. Note que a escolha do caminho transversal minimo se inicia
no contorno Cy(y,)(vo) € vai até o contorno Cy(vp). A selegdo desse caminho é
importante para a etapa de renumeragao, que ¢ abordada na subsecao 2.5.3]

Mostra-se um pseudo-cédigo para a escolha do caminho transversal minimo no
algoritmo Considere vg como o vértice inicial da renumeracao, selecionado na
primeira etapa da heurfstica. O algoritmo recebe uma estrutura SRT Z(vg) =
{Co(vo), C1(v0), -+, Corvyy(v0)} proveniente da segunda etapa da heuristica. No
contorno 0 da estrutura SRT s6 hd o vértice vy. Esse vértice é o ultimo vértice a
ser referenciado no caminho transversal.

A construgao do caminho transversal minimo ¢é iniciada pelo contorno Cy(y,)(vo)-
Na linha 2, escolhe-se um vértice de Cy,,,)(vo) com grau minimo para ser o primeiro
vértice a ser referenciado no caminho transversal.

Na estrutura de repeticao para nas linhas 4 a 9, escolhe-se, a cada contorno, um
vértice adjacente ao vértice do contorno anterior com grau minimo para ser inserido
no caminho transversal. Nessa estrutura de repeticao, percorrem-se os vértices
pertencentes ao contorno C;_1(vg) que sdo adjacentes ao vértice determinado no
passo anterior. O algoritmo retorna o caminho transversal, referenciado pelo vértice
inicial vy(y,), com os vértices de grau minimo de cada contorno da estrutura SRT.

2.5.3 Renumeracao

Na tltima etapa da heuristica, renumeram-se os vértices, percorrendo-se os contor-
nos da SRT. Cada vértice pertencente ao caminho transversal minimo, obtido na
etapa anterior, é o vértice inicial para a renumeragao do seu nivel. Apéds todos os
vértices do grafo terem sido renumerados, a renumeracao ¢é invertida.
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Algoritmo 8: escolha do caminho transversal minimo.
Entrada: estrutura SRT Z(vg) = {Co(vo), C1(v0),- -, Co(we)(v0) }5
Saida: um caminho transversal minimo com ¢(vy) + 1 vértices;
1 inicio
// o caminho transversal minimo é iniciado por um vértice
// v € Cy(y)(v0) com grau minimo; considera-se o caminho
// transversal minimo como uma referéncia a v e ha uma
// referéncia em cada vértice do caminho para o vértice
// seguinte até o dltimo vértice do caminho transversal
Vg(vy) < VerticeComGrauMinimo(Cyyy)(vo));
V() -PTOTIMO < 0;
// como vy é conhecido, basta iterar a sequéncia até v
4 para (i< l(vg);i>1;i<i—1) faca
// percorrem-se os vértices pertencentes ao contorno
// Ci—1(vg) que s8o adjacentes ao vértice escolhido no
// contorno C;(vg); considere que CF(vg)UCE (vg)
// contém as arestas entre os dois contornos

5 W« {(Vw' € C;_1(vg)) w' : {vi,w'} € CF(vo) UCE | (vo)};
6 vi—1 + VerticeComGrauMinimo(W);
7 v;.anterior <— v;_1;
8 Vj—1.proximo < v;; // lista duplamente encadeada
9 fim-para;
// vy & o tinico vértice em Cy(vy) e, necessariamente,
10 vi.anterior < vg; // é adjacente a vy
11 V0.Prorimo <— vi;
12 vo.anterior < (; // término da lista encadeada
13 retorna vy(,,); // retorna referé&ncia a V()
14 fim.

O primeiro contorno da SRT a ser visitado é o contorno Cy(vg). Como somente
hd vy € Co(vg), vy recebe a numeragdo 1. Em seguida, renumeram-se os vértices
de C1(vg). Nesse contorno, a renumeragao é iniciada pelo vértice v; do caminho
transversal minimo. Esse vértice recebe a numeracao 2. Feito isso, é gerada a estru-
tura de nivel .Z(v1). Note que pode ser utilizada a estrutura de nivel enraizada do
vértice em vez da SRT porque as conectividades ndao sdo necesséarias. Sé se neces-
sita criar % (v1) até os vértices de C1(vp). Renumeram-se os vértices pertencentes
a C1(vp) na sequéncia em que aparecerem em % (vy). O mesmo é realizado com vs.
Gera-se Z(v9) e renumeram-se os vértices pertencentes a Cs(vg) na sequéncia em
que aparecerem em % (v2). Repete-se esse processo para se renumerarem os vértices
em C;(vg) na sequéncia em que aparecem em .Z(v;), com 3 < i < {(vg), ou seja,
numeram-se os vértices Cs(vg), Cy(vo), -+ , Cow, (Vo) na sequéncia em que aparecem
em Z(vs), L (v4),- -+, ZL(Ve(ny)), Tespectivamente. Em seguida, a numeracao dos
vértices do grafo é invertida.

2.5.4 Exemplo para a etapa de renumeracgao

Um exemplo de execucao da etapa de renumeracao é mostrado a seguir. Mostra-se,
na figura [2.13] a estrutura SRT do grafo da figura com os vértices do caminho
transversal minimo destacados. Foi montada a estrutura SRT do vértice periférico
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1, supondo-se que esse vértice tenha sido escolhido na primeira etapa da heuristica.
Os vértices que compoem o caminho transversal minimo sao: 1, 8, 15, 6, 11 e 14.

@5) <3}4) @3) @2) ‘ @1) (0
2Pt 2P e sl
@4) 3) @(z)

Figura 2.13: Estrutura SRT da figura com os vértices do caminho transversal
minimo destacados.

O vértice inicial é o vértice 1, que recebe a numeracao 1. O segundo vértice
numerado é o vértice 8, que é o segundo vértice do caminho transversal minimo.
Mostra-se, na figura[2.14] parte da a estrutura de nivel do vértice 8 com os vértices
do contorno C1(1) destacados. Como o vértice 4 € L1(8) e o vértice 13 € Ly(8),
renumera-se o vértice 4 e depois renumera-se o vértice 13, como pode ser visto na
figura[2.15] A renumeragao final é invertida, e é mostrada na figura2.16f Também ¢é
mostrada a representacao matricial do grafo renumerado na figura Mostram-
se, na tabela[2.4] as redugoes de largura de banda e de profile pela renumeragao da
heuristica quatro-etapas. Também sao mostradas as larguras de banda e profiles
obtidas nas aplicagoes das heuristicas GPS e CMr no grafo da figura [2.6] na tabela

°
[ ]
: Ly
Figura 2.14: Parte da estrutura de nivel do vértice 8.
Matriz Aplicagao da heuristica | Largura de banda Profile
Mg (original) da figura|2.6| (ou [2.13] (matriz original) 17 142
Mg, da figura|2.11 GPS 4 61
Mg, da figura|2. CMr 4 63
Mg, da figura |2. quatro-etapas 5 65

Tabela 2.4: Largura de banda e de profile das matrizes mostradas nas figuras [2.6
(e[2.13)),[2.11} [2.12] e [2.16]




Heuristica de Boutora-Takorabet-Ibtiouen-Mezani 35

S IRe g G S NG,
@
o g g

Figura 2.15: Grafo da figura com os vértices dos contornos Cy(1) = {1} e
C1(1) = {4, 8,13} renumerados.

Figura 2.16: Grafo da figura renumerado pela heuristica quatro-etapas e sua
representacao matricial Mq,.

2.6 Heuristica de Boutora-Takorabet-Ibtiouen-Me-
zani

Boutora et al. [4] aplicaram a busca em largura para a renumeracao de vértices de
malhas triangulares. O grafo da figura[2.16]é um exemplo de uma malha triangular.
Boutora et al. [4] iniciaram a renumeragao por um vértice pseudo-periférico.

Esta secao é dividida como a seguir. Na subsegao algumas definicbes para
o entendimento da implementagao da heuristica de Boutora et al. [4] sdo descritas.
Na subsegao [2.6.2] apresenta-se um pseudocddigo para essa implementacgao.

2.6.1 Definicoes

Considere um elemento triangular T = (Ty,TE) composto pelos vértices v, u e
w, isto é, Ty = {u,v,w} e Tg = {{u,v}, {v,w}, {w,u}}. Um vértice v € Ty é
considerado a ctpula e os outros dois vértices, u, w € Ty, sao considerados a base
B(T) = {u,w}.

Ainda, elementos triangulares adjacentes possuem a mesma ctipula. Considere
v; a cipula de T; e v; a cupula de T;. Se v; = v;, entdo, o elemento triangular
T; é adjacente ao elemento triangular 7;. Por exemplo, suponha que um elemento
triangular T; é composto pelos vértices 17, 18 e 19 e um elemento triangular T} é
composto pelos vértices 13, 14 e 17 da malha triangular mostrada na figura [2.16
Nesse exemplo, considere que o vértice 17 é a cupula de ambos os elementos trian-
gulares T; e Tj; logo, o elemento triangular T é adjacente ao elemento triangular
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T;.

Considere, também, um grafo G = (V, E), em que V é um conjunto de vértices
V = {vy,v2,- -+ ,v,}, conectados pelas arestas em E. Define-se Struc(v) = {(VT C
G) T :v € Ty }. Isso significa que Struc(v) é formada pelos elementos triangulares
que possuem v como um de seus vértices.

2.6.2 Pseudocddigo

O pseudocddigo dessa busca em largura aplicada para a renumeragao de vértices
de malhas triangulares é mostrado no algoritmo @ O algoritmo recebe G = (V, E),
isto é, recebe um conjunto V' de vértices para a ordenacao, conectados pelas arestas
em E.

Inicialmente, na linha 2, seleciona-se um vértice inicial pseudo-periférico para a
numeracao. Esse vértice inicial é atribuido a s(1). A numeragio de cada vértice é
dada pela posicao em S = {s(1),s(2),---,s(|[V|)}. Se um vértice v é colocado na
posicao i em S, entao, v receberd a numeragao .

A estrutura de repeticao das linhas 5 a 20 é repetida, no méximo, |V'| vezes. Nas
linhas 6 e 7, atribui-se a & as estruturas triangulares com s(k) como um de seus
vértices, a menos da(s) estrutura(s) triangular(es) com cipula s(k — 1) porque ji
foi(ram) considerada(s) na iteragdo anterior. Em particular, como o vértice inicial
é atribuido a s(1), somente Struc(s(1)) é selecionado na linha 6. Isso para que
nao ocorresse Struc(s(0)) na linha 7, ou seja, tentativa de criagdo do conjunto
com argumento invalido. Na estrutura de repeticao das linhas 8 a 18, para cada
estrutura triangular T € &, inserem-se os vértices u,w € B(T) em S, caso ainda
nao tenham sido inseridos. Finalmente, quando todos os vértices de V estiverem
em S, o algoritmo retorna a renumeracao inversa de S.

2.7 Heuristica GGPS

A heurfstica Generalized GPS (GGPS) de Wang, Guo e Shi [87, [88] foi proposta
para as redugoes de largura de banda e de profile. Essa heuristica, assim como a
heuristica GPS de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26], é dividida em trés etapas: escolha
de vértices pseudo-periféricos, redugao da largura de nivel e renumeracao. Para um
melhor entendimento da heuristica GGPS, veja as definigoes 8] e na secao [1.4]
na pagina [§] para vértice pseudo-periférico e largura de nivel, respectivamente.

A heuristica GGPS tem duas diferencas principais em relagao a heuristica GPS.
A primeira diferenca é que, na heuristica GPS, apenas dois vértices pseudo-periféricos
sao encontrados na etapa de inicializacao. Na heuristica GGPS, dois conjuntos de
vértices pseudo-periféricos sdo encontrados na etapa de inicializacao. Seja o grafo
G = (V, E) conexo, ndo ponderado e nao direcionado, em que V é o conjunto de
vértices e ¥ é o conjunto de arestas. Selecionam-se dois vértices pseudo-periféricos
u e w, em que w é o vértice com menor largura de nivel do tltimo nivel da estru-
tura de nivel de u. Essa escolha é realizada da mesma forma que ocorre no passo de
inicializacao da heuristica GPS. Veja a subsecao [2.3.1] na pagina para detalhes
sobre esse passo na heuristica GPS.

No primeiro conjunto de vértices, selecionam-se os vértices do 1ltimo nivel da
estrutura de nivel de u que possuem a mesma excentricidade do vértice u. Nesse
conjunto, havera, pelo menos, um vértice w. Isso porque o vértice u foi selecionado
conforme o passo de inicializagao da heuristica GPS. Com isso, a excentricidade do
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Algoritmo 9: Boutora-Takorabet-Ibtiouen-Mezani.

Entrada: triangulacio G = (V, E), com vértices em V conectados por
arestas em F;
Saida: solugdo S = {s(1),5(2),---,s(]V|)} com a ordem dos vértices;
1 inicio
// seleciona um vértice na fronteira da triangulag&o

2 s(1) < VerticePseudoPeriferico(V);
3 k< 1; // percorrem-se os vértices adjacentes ao vértice s(k),
// em que s(k) ja foi renumerado
4 1+ 1;// ja foram renumerados % vértices
5 enquanto (i< |V|) faca
6 & « Struc(s(k));
7 se (k> 1) entao & < & — (Struc(s(k)) N Struc(s(k —1)));
8 para cada ( estrutura triangular T € &) faga
// {u,w} & a base de T, pois s(k) é a ctpula de cada T
9 {u,w}« B(T); // Te€&
10 se (u¢ S ) entao
11 141+ 1;
12 s(i) « u;
13 fim-se;
14 se (w¢S) entao
15 141+ 1;
16 s(1) + w;
17 fim-se;
18 fim-para-cada;
19 k+—k+1;
20 fim-enquanto;
21 retorna Renumeracaolnversa(S);
22 fim.

vértice u é igual as excentricidades de todos os vértices do tultimo nivel da estrutura
de nivel de u.

Para o segundo conjunto de vértices, sao selecionados todos os vértices do grafo
que possuem o grau e a excentricidade de wu, excetuando-se os vértices que nao
foram selecionados para o conjunto anterior. Apenas o vértice u pertencera a esse
conjunto se nenhum outro vértice tiver essas caracteristicas.

Com mais vértices iniciais, mais estruturas de nivel sao geradas. Com isso,
pode ser que se obtenham larguras de nivel menores que as larguras de nivel das
estruturas de nivel obtidas pela heuristica GPS.

A segunda diferenga entre as heuristicas GPS e GGPS é que, na etapa de re-
numeragao, em vez de se renumerar os vértices nivel a nivel da estrutura de nivel
em ordem crescente de grau como na heuristica GPS, renumeram-se os vértices em
ordem crescente do somatério dos réotulos dos seus vértices adjacentes ja renume-
rados. Assim como na heuristica GPS, a numeracao final é invertida na heuristica
GGPS.

Esta segao é dividida como a seguir. Na subse¢ao[2.7.1] descrevem-se detalhes da
etapa da escolha dos vértices pseudo-periféricos da heuristica GGPS. Apresenta-se,
na subsec¢ao a etapa de redugao de largura de nivel da heuristica GGPS. Na
subsecao [2.7.3] apresenta-se a etapa de renumeragao da heuristica GGPS.
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2.7.1 Escolha dos vértices iniciais

Nesta etapa, dois conjuntos U e W de vértices pseudo-periféricos sao selecionados.
Primeiramente, obtém-se um vértice de grau minimo u € V' e gera-se a estrutura de
nivel enraizada £ (u). Constroem-se as estruturas de nivel enraizadas dos vértices
u' € Lyeyy(u), em ordem crescente de grau. Se £(u) < £(u'), entdo, v’ é atribuido a u.
Repete-se esse processo até que (Vu' € Ly, (u)) £(u) = £(u’). Com isso, o vértice
u serd o primeiro vértice a compor o conjunto U de vértices pseudo-periféricos.
Para o conjunto W de vértices pseudo-periféricos, os autores indicaram que fosse
selecionado um vértice w com a menor largura de nivel entre os vértices de Ly,)(u)
e selecionam-se, também de Lg(u)(u), os vértices com a excentricidade de u ou w.
Ocorre que todos os vértices w em Ly(,)(u) tém excentricidade £(u) = ¢(w). Por
isso, W = Ly(,)(u). Finalmente, para o conjunto de vértices pseudo-periféricos U,
sdo selecionados os vértices v’ € V — W que possuirem o mesmo grau e a mesma
excentricidade do vértice u.

Apresenta-se o pseudo-cédigo da geracdo do conjunto U de vértices pseudo-
periféricos no algoritmo O algoritmo recebe um grafo G = (V, E). A primeira
parte ¢ o algoritmo [2| na pagina

Algoritmo 10: escolha dos vértices pseudo-periféricos.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: conjunto de vértices pseudo-periféricos U C V;

1 inicio

2 u < EscolhaGPS(G = (V,E)); // algoritmo , na pagina

3 U+ {u};

4 Z(u) « BuscaEmLargura(u); // estrutura de nivel enraizada

5 para cada ( vértice ' € V — {u} — Ly, (u) ) faga

6 se ( Grau(G,v') = Grau(G,u) A l(u') = £(u) ) entdao U « UU{u'};
7 fim-para-cada;

8 retorna U;

9 fim.

Para o conjunto U de vértices pseudo-periféricos, sao selecionados os vértices
pertencentes a V' que possuirem a mesma excentricidade e o mesmo grau que wu.
Esse passo é realizado na estrutura de repeticdo das linhas 5 a 7. O algoritmo
retorna o conjunto U de vértices pseudo-periféricos. Para o conjunto W de vértices
pseudo-periféricos, determina-se W = Ly(y,)(u).

2.7.2 Reducgao da largura de nivel

Na segunda etapa da heuristica GGPS [88], procura-se combinar as estruturas de
nivel enraizadas dos vértices encontrados na etapa anterior, apresentada na subsegao
A renumeragao dos vértices de um grafo pela estrutura de nivel limita a
largura de banda da matriz de adjacéncias A por S(A4) < 2b(# (v,---)) — 1 [26].
Com isso, quanto menor a largura de nivel de uma estrutura de nivel, menor a
largura de banda que pode ser obtida.

Considere que as estruturas de nivel enraizadas dos vértices pseudo-periféricos
obtidos na etapa mostrada na subsegao sao Z(v1), ZL(v2), -+, L (vm), em
que v = uem = |[UUW| = |U|+ |W|, pois UNW = &. Associa-se, a
cada vértice v € V, uma n-tupla ordenada (i1,--- ,%u|,%u|+1," " im), €M que
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ij, com j = 1,---,|U| sdo os indices associados ao nivel de Z(v;) que contém
v € V. Os indices ¢(u) — i, com r = |U| + 1,--- ,m, s@o os indices associados
aos niveis de £(v,.), em ordem decrescente de niveis, que contém v. A n-tupla
ordenada (i1, - %y}, jUj+1, " »im) € associada ao vértice v se e, somente se,
Ve {L“ (’Ul) ﬁLiz (’UQ) n-- ~ﬂL¢‘U‘ (U|U\) ﬂLi(U)—i(wm) (’U|UH-1) n-- 'mLé(u)—im (Um)}
Os passos do processo que resultarao em uma nova estrutura de nivel (v, --) =
{Ko(v,-+), K1(v,--+), -+, Kyeuy(v, )} sdo descritos a seguir.

1. Os vértices com as n-tuplas ordenadas associadas dos niveis na forma (i,4, - - - , 1)
sao organizados em K;(v,---). Cada vértice v e as arestas incidentes a v s@o
removidas de G = (V, E). Se V = &, entao, pare.

t

2. Apés o primeiro passo, tem-se V = |J %,, em que os conjuntos &, sdo disjuntos
=1

e t é o nimero de componentes. As componentes sao dispostas em ordem

decrescente de nimero de vértices, isto é, |61| > |62] > -+ > €.

3. Paracada%,,:=1,2,--- ,te considerando-se m = |U|+|W|ei=0,1,--- ,k,
em que k = {(u) = £(w) (logo, k é o ntimero de niveis de J# (v, - - - ) decremen-
tado de um), faga:

e calcule (ng,nq1,- -+ ,ng), em que n; é o nimero de vértices em K; (v, - - );

e gere m n-tuplas ordenadas (ho(vj), hi(vj),- -, hi(v;)), para 1 < j < m,
isto é, geram-se:

(ho(v1), ha(v1), -+ s hi(v1)),

- (h0<v2)a hl (’U2)a e 7hk(v2))7

]

- (ho(vm)7 hl (vm)7 e 7hk(vm))7
em que h;(vj) é n; mais o numero de vértices que K;(v,---) teria se o
indice referente a v; fosse utilizado como a renumeracao de nivel;

e encontre Amax(vj) = Orélaéck(hr(vj) thy(vj)—ny >0)comj=1,2,--- ,m.
Em seguida, calcule hn:in_z min(Amax (1), Pmax (V2), -+ 5 hAmax(Vm)). Dessa

maneira, coloque os vértices de 6, nos niveis da estrutura de nivel & (v, - - )
de acordo com o indice associado do nivel correspondente a hpi,. Em
ocorrendo mais de um Amax(v;) minimo, escolha o primeiro encontrado.

4. Se, no final dos passos desta etapa, o grafo nao foi particionado em compo-
nentes, entao, utiliza-se a estrutura de nivel do vértice pertencente a U U W
que possua a menor largura de nivel.

2.7.3 Renumeracao

As primeiras etapas da heurfstica GGPS [88], mostradas nas subsegbes e
sao baseadas nas etapas correspondentes da heuristica GPS, mostradas nas
subsegoes 2:3.3] e 2:3:2] Porém, a etapa de renumeragao da heuristica GGPS é
diferente da etapa de renumeracao da heuristica GPS. Na heuristica GPS, a renu-
meracgao é realizada nivel a nivel da estrutura de nivel obtida na etapa de reducao de
largura nivel. Os vértices sao renumerados em ordem crescente de grau. Finalmente,
essa renumeragao € invertida. Na heuristica GGPS, os vértices sao renumerados de
acordo com a soma das numeracoes dos vértices adjacentes. Essa renumeragao pode
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ser invertida no final. Para a numeragao da heuristica GGPS, considere a estrutura
de nivel J# (v, ---) montada na etapa anterior.

1. Mostramos aqui, uma pequena variagdo na descricao mostrada por Wang,
Guo e Shi [88]. Considere o vértice pseudo-periférico u escolhido na primeira
etapa. Se o somatério da numeragao dos vértices adjacentes de u nao for a
menor entre as numeracoes dos vértices pseudo-periféricos pertencentes a W,
troque o vértice w € W que possuir o menor somatorio das numeragoes dos
vértices adjacentes com o vértice u. Note que, antes de uma heuristica para
a reducao de largura de banda ser executada, hd uma numeragao original dos
vértices, justamente para que, com a renumeracao, haja a redu¢do de largura
de banda. Se essa troca de vértices for realizada, inverta os niveis da estrutura

de nivel # (v,---) de K;(v,---) por Ki_;(v,---), comizO,l,--~,L§J.

2. Associe o numero 1 ao vértice u.

3. Para a renumeracao dos vértices pertencentes a K;(v,---), comi =0,1,--- , k,
faca os seguintes passos.

(a) No nivel Ky(v,---), selecione o vértice com a menor renumeracio na
iteragdo corrente. Se houver vértices pertencentes a Ko(v,---) e adja-
centes a esse vértice que ainda nao foram renumerados, renumere esses
vértices em ordem crescente do somatério das numeragoes dos vértices
adjacentes. Repita esses passos até que todos os vértices pertencentes a
Koy(v,---), alcangaveis dessa maneira, sejam renumerados. Se restarem
vértices ndo renumerados em Ky(v,---), entdo, renumere-os em ordem
crescente do somatério das numeragoes.

(b) Seja v € K;_1(v,--+) o vértice com a menor renumeracido do nivel
K;_1(v,--+). Se v/ possui vértices adjacentes no nivel K;(v,---), re-
numere esses vértices em ordem crescente do somatdrio das numeragoes
dos vértices adjacentes. Repita esse processo até que todos os vértices
de K;(v,---), que possuam adjacéncias a outros vértices de K;(v,---),
sejam numerados.

(c) Sejav” € K;(v,---) o vértice com a menor renumeragao na iteragao cor-
rente. Se houver vértices pertencentes a K;(v,---) e adjacentes a v” que
ainda nao foram numerados, numere esses vértices em ordem crescente
do somatério das numeragoes dos vértices adjacentes. Repita esses pas-
sos até que todos os vértices pertencentes a K;(v,---), alcangaveis dessa
maneira, sejam numerados.

(d) Se restarem vértices pertencentes ao nivel K;(v, - - - ) ainda nao renumera-
dos, numere o vértice com menor somatério das numeracoes dos vértices
adjacentes e volte ao passo (b).

4. A renumeracao final é invertida se uma das duas condigbes a seguir sdo aten-
didas.

(a) Se, no passo 1 desta etapa, o vértice u foi trocado por outro vértice e foi
selecionado o indice de um vértice de W na etapa de redugao de largura
de nivel da componente ;.

(b) Se, no passo 1 desta etapa, o vértice u néo foi trocado por outro vértice
e foi selecionado o indice de um vértice de U na etapa de reducao de
largura de nivel da componente %.
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2.8 Exercicios

1.

Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura [2.1] apés a renumeracio pela heuristica GPS [26].

. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo

mostrado na figura apds a renumeracao pela heuristica de Snay [80].

. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo

mostrado na figura apds a renumeracao pela heuristica de Snay [80].

. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo

mostrado na figura apds a renumeragao pela heuristica quatro-etapas [40].

. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo

mostrado na figura [2.1] apés a renumeracao pela heuristica de Boutora et al.

-

. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo

mostrado na figura [2.6] apds a renumeracao pela heuristica de Boutora et al.
A

Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo
mostrado na figura apds a renumeracao pela heuristica GGPS [8§].

. Mostre a largura de banda e o profile da matriz correspondente ao grafo

mostrado na figura apds a renumeracao pela heuristica GGPS [88].

. Considere a seguinte variacao da heuristica CMr. Considere um vértice inicial

v1 e a sua estrutura de nivel enraizada £ (v1). Nesta variacdo do CMr, néo se
numeram os vértices de cada nivel na ordem crescente de grau. Em vez disso,
comece a renumeragao dos vértices do nivel L;(v1) por um vértice v € L;(vy)
qualquer, para 1 <14 < ¢(v1). Em seguida, numere os demais vértices de L;(v1)
na ordem da distancia em relacao ao vértice v, ou seja, numere os vértices de
L;(v1) por uma busca em largura em v. Essa heuristica ndo garante reducao
de largura de banda nem redugao de profile em relagdo ao CMr. Ainda, essa
heuristica nao garante redugao de largura de banda em relagao a heuristica
quatro-etapas, mas pode apresentar reducao de profile em relagao a heuristica
quatro-etapas.

(a) Mostre as diferengas dessa variagao em relagao & heuristica quatro-etapas.

(b) Qual heuristica necessita de mais capacidade de armazenamento: quatro-
etapas ou essa variacao do CMr?

(¢) Mostre que a complexidade no pior caso dessa heuristica é O(|V |+ |E|).
(d) Qual heurfstica é mais rédpida: quatro-etapas ou essa variacao do CMr?

(e) Apresente uma variacao da heuristica CMr.
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Capitulo 3

Heuristicas baseadas em
meta-heuristicas

3.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentadas heuristicas baseadas em meta-heuristicas para as
redugoes de largura de banda e de profile de matrizes. Descrevem-se as heuristicas
Node Centroid with Hill Climbing (NC-HC) [55] e Fast Node Centroid with Hill
Climbing (FNC-HC) [55] porque sdo exemplos de heuristicas que utilizam o Hill
Climbing como busca local e porque foram testadas também para a reducdo de
largura de banda de matrizes assimétricas.

Apresenta-se a heuristica de Kaveh e Sharafi [43] (ACO-KS) como exemplo de
heuristica baseada na meta-heuristica Otimizacdo por Colonia de Formigas. A
heuristica baseada em Variable Neighbourhood Search (VNS-band) de Mladenovic
et al. [66] é apresentada porque, segundo os préprios autores, é a provével heuristica
no estado da arte para o problema de reducao de largura de banda de matrizes. Os
testes realizados por Mladenovic et al. [66] foram no conjunto de instancias de ma-
trizes esparsas Harwel-Boeing (http://math.nist.gov/MatricMarket/data/Harwell-
Boeing/). A heuristica de Kaveh e Sharafi [44] (CSS-band) é apresentada, pois é
um exemplo de heuristica baseada em uma meta-heuristica recente: Charged System
Search [40].

Nas publicagoes em que foram apresentadas, as heuristicas mostradas neste
capitulo foram estudadas para a redugao da largura de banda de matrizes por seus
autores. O CSS-band foi estudado também para a redugao de profile por Kaveh e
Sharafi [44].

Este capitulo é dividido como a seguir. Na secao[3.2} apresentam-se as heuristicas
NC-HC e FNC-HC [55]. Na segao apresenta-se a heuristica ACO-KS [43].
Descreve-se a heuristica VNS-band [66] na segao A heuristica CSS-band [44] é
apresentada na segao 3.5

3.2 Heuristicas NC-HC e FNC-HC

Proposto por Lim, Rodrigues e Xiao [55], a heuristica Node Centroid with Hill
Climbing (NC-HC) baseia-se no ajuste de numeragao para a busca global e no Hill
Climbing para a busca local. Foi proposto com o intuito de ser uma heuristica
rapida, simples e que gerasse bons resultados.
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De forma geral, a heuristica NC-HC inicia por uma solugao gerada pela busca
em largura. Altera-se essa numeragao inicial pelo ajuste de numeracao em relagao
a um determinado vértice e seus vértices adjacentes, denominado de Node Centroid
(NC). Finalmente, aplica-se a busca local pelo Hill Climbing para obter um minimo
local.

Considere o grafo G = (V, E). Na heuristica NC-HC, uma solugao S é o conjunto
das numeragdes dos vértices, ou seja, S = {s(1),s(2),---,s(|V])}, em que s(i) é a
numeragcao do vértice i da solugao S.

A heuristica é dividida em trés etapas, que sao descritas nas subsegOes seguintes.
Na subsegao |3.2.1] apresentam-se a etapa de inicializagao da heuristica NC-HC e a
etapa do NC. Descreve-se, na subsegao [3.2.2] a etapa da aplicagao da busca local
pelo Hill Climbing. A heuristica NC-HC completa ¢ descrita na subsegao [3.2.3] Na
subsecao |3.2.4] apresenta-se a heuristica FNC-HC.

3.2.1 Inicializagao e ajuste de numeracgao

Na primeira etapa da heuristica NC-HC, Lim, Rodrigues e Xiao [55] utilizaram uma
solucao inicial gerada pela numeracao da estrutura de nivel enraizada de um vértice
aleatorio. Para a montagem dessa estrutura de nivel enraizada, utilizou-se a busca
em largura, iniciando-se por um vértice aleatério. Na segunda etapa, associa-se um
peso p a cada vértice pertencente a V. Em seguida, renumeram-se os vértices pela
ordem crescente de peso p de cada vértice.

Assim como na etapa de busca local da heuristica VNS-band, mostrada na
subsecao [3.4.3) na pagina a heuristica NC utiliza a nocao de vértice critico de
G = (V, E) (veja definigao [13| da segao na pagina E[) Para essa etapa, define-se,
para cada vértice v € V, o didmetro diam(s(v)) = . m?é{E |s(u) — s(v)|, chamado de

diametro do vértice v veja a definicao |1} na secao na pagina|7). Note que, para
matrizes simétricas, diam(s(i)) = 5;(A). Porém, isso ndo acontece para matrizes
assimétricas. Como as heuristicas NC-HC e FNC-HC foram testadas em matrizes
simétricas e assimétricas, Lim, Rodrigues e Xiao [55] definiram diam(s(v)), com
v € V, considerando-se todas as arestas de E.

Um vértice v € V é um vértice critico de G = (V, E) se existe um vértice
u € V adjacente a v, em que {u,v} € E é uma aresta critica de G = (V, E) ou se
diam(s(v)) = B(As), em que Ag é a matriz obtida pela numeracao S. Uma aresta
{u,v} € E é critica se |s(u) — s(v)| = B(As) (veja definigoes [12] e [13] da secao
na pagina E[)

Na heuristica NC-HC, um vértice v é dito A-critico se diam(s(v)) > X - B(Ag),
com A € [0,1]. Ainda, para o grafo G = (V, E), definem-se os vértices A—adjacentes
de v por Vy(v) = Adj(G,v) N{u : {v,u} € E) |s(u) — s(v)] > - B(As)}. Com
o conjunto A—adjacentes, tém-se o feize do vértice v, que é definido por fy(v) =
Va(v) U{v} e v é o vértice centroide do feixe f(v).

Na etapa de inicializagao e ajuste de numeracao, deseja-se diminuir o diametro
dos vértices A—criticos, com valores proximos a 1. Procura-se realizar essa dimi-
nuigao trocando-se os vértices centroides de seus respectivos feixes. Essa troca é rea-

lizada ao se associar um peso p a cada vértice v € V para, depois, numerar os vértices

em ordem crescente desse peso. O peso p(v) é definido por p(v) = W

Mostra-se a sub-rotina Node Centroid no algoritmo O algoritmo recebe um
grafo G = (V, E), a numeragdo S e o parametro A. Na estrutura de repeticao
para das linhas 2 a 5, os vetores p e ¢ sao inicializados, em que ¢(i) é o niimero
de vértices pertencentes a f(v). Na estrutura de repeticao para cada das linhas 6
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a 13, atualizam-se os vetores p e ¢ de cada vértice que seja um vértice A\—critico.
Atualiza-se o valor de p pela razdo de p por ¢ para cada vértice v € V' na estrutura
de repeticao para da linha 14. Em seguida, na linha 15, renumeram-se o vértices
em ordem crescente do peso p. O algoritmo retorna a renumeragao S’.

Algoritmo 11: Node Centroid.

Entrada: grafo G = (V, E); renumeracao S; parametro A;
Saida: renumeracao S’;

1 inicio

2 para (i« 1; i <|V|;i+i+1) faca

3 p(i) < s(i); // p(i) é o peso associado a cada vértice i

4 c(i) < 1; // ¢(i) & o numero de vértices do feixe do vértice i
5 fim-para;
6

7

8

9

para cada ( aresta {u,v} € E') faca
se (|s(u) —s(v)| > X-B(As) ) entao
p(u) = p(u) + s(v);

c(u) < c(u) + 1;
10 p(v) < p(v) + s(u);
11 c(v) < c(v) + 1;
12 fim-se;
13 fim-para-cada;

14 para (i+ 1;i<|V|; i+ i+ 1) faga p(i) < EE:?,

// renumeram-se os vértices pertencentes a V em ordem

15 S’" « NumeraCrescente(S); // crescente do peso p
16 retorna S’;
17 fim.

3.2.2 Busca local por Hill Climbing

Nesta etapa, seleciona-se um conjunto de vértices criticos do grafo para que suas nu-
meragoes sejam trocadas. O conjunto E. de arestas criticas de G = (V| E) é definido
por E. = {{u,v} € E : |s(u)—s(v)| = B(As)}. O conjunto de vértices criticos V. de
G = (V, E) é todo vértice de arestas de F.. Para a aplicagao da busca local, define-
se a vizinhanga reduzida para a troca de numeragao de v como N(v,.S) do vértice
critico v. N(v,S) é definido como N(v,S) = {u : {u,v} € E.) |med(v) — s(u)| <

Imed(v) — s(v)|} e med(v) = [MJ, em que Spax(u) = . ma}XE(s(u')) e
u,u’' e
Smin(8) = . Hli;l (s(u’)). Isso significa que, entre os vértices criticos, N(v,S) é o
u,u'}eE

conjunto de vértices que tém diferenga de sua numeracao média de v em relacao a
numeracao de u menor que a diferenca da numeracdo média de v pela numeragao
de v. O conjunto de vértices para a aplicacdo da busca local, ou o conjunto de
vizinhangas reduzidas para a troca de numeragao em relagao a solugao S, é definido
por N(S)= |J N(v,9).

veV,

Como a etapa da busca local por Hill Climbing é depois da etapa de ajuste
de numeracao, a solugdo S’ é a solugdo corrente. Com N(S’), forma-se um con-
junto de vértices apropriados para a troca. A busca local é aplicada no conjunto
N(S"). Troca-se a numeragao do vértice critico v com cada numeragao dos vértices
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u € N(v,8") C N(S') até que uma melhora em relagdo a solugdo corrente S’ seja
constatada. Com isso, gera-se a solucao S”.

Verifica-se se uma melhora é realizada quando um vértice critico se torna um
vértice nao critico. Para isso, considere o valor critico

0, se diamg (s(v)) < B(Ag)
Fg/(v) =41, se diamg/ (s(v)) = B(As)
2, se diamgr (s(v)) > diamg: (s(v))

em que diamg (s(v)) é o didmetro do vértice v na solugao S’ (veja comentério da
definicao|l} secao na pagina(7) e S” é a solugdo gerada pela troca da numeragao
do vértice v. Se I'(v) = 1, ent@o, v é um vértice critico. Note que, se I'(v) = 2,
entdo, a troca da numeragido do vértice v aumentou o diamg (s(v)) e isso pode
aumentar a largura de banda, o que nao se deseja. Seja u € N(v,5”). Uma melhora
em relagao & solugdo corrente é constatada se I'gv(u) < T'g/(u), Igr(v) < Tg(v) e
Lgr(u) + Tgr(v) <Ts(u) + T (v).

Mostra-se a etapa de busca local por Hill Climbing no algoritmo O algo-
ritmo recebe um grafo G = (V, E) e a numeracdo S’. Na linha 3, inicializa-se a
variavel légica houveMelhora. Na estrutura de repeticao para cada das linhas 6 a
17, selecionam-se todos os vértices criticos do grafo. Em seguida, para cada vértice
critico v, selecionam-se vértices u € N(v,S5”) e troca-se a numeragéo de u com
v, gerando-se a solucao auxiliar Sg,,. Com a solugao Sy, identifica-se se uma
melhora em relagao a solugao corrente é gerada. Isso é verificado na condigao da
linha 10. Caso essa condigcao seja satisfeita, troca-se a numeragao de v com v e
atualiza-se a solugao corrente S”. O algoritmo para quando melhorias em relagéo a
solucao corrente nao forem identificadas. O algoritmo retorna a renumeragao S”. Se
em nenhuma iteracao do algoritmo a condicao da linha 10 for satisfeita, entao,
nenhuma melhoria em relacao & solucao S’ foi realizada. Com isso, o algoritmo
retorna a renumeracao S’, que foi atribuida & numeracao S” na linha 2.

3.2.3 Pseudocddigo para a heuristica NC-HC

A heuristica NC-HC ¢ mostrada no algoritmo [I3] O algoritmo recebe o grafo G =
(V, E), a numeragao S, o nimero maximo de iteragdes i,,q, ¢ 0 nimero maximo de
iteragoes para a etapa do ajuste de numeragdo NCi,q.. Na linha 4, modifica-se a
numeracao original S pela busca em largura. Com isso, gera-se a solugao inicial.
Altera-se a numeracao S pelo NC em NC),q, vezes.

Lim, Rodrigues e Xiao [55] constataram que aplicar a busca local em apenas
algumas iteracoes e nao em todas torna a heuristica mais rapida e proporciona boas
solugoes. Para isso, utiliza-se a estrutura condicional da linha 7 para aplicar a busca
local em metade das iteragoes. O algoritmo retorna a renumeragao com a menor
largura de banda encontrada.

3.2.4 Heuristica FNC-HC

A heuristica Fast Node Centroid with Hill Climbing (FNC-HC) é uma variacao da
heuristica NC-HC de Lim, Rodrigues e Xiao [55]. Na heuristica FNC-HC, Lim, Ro-
drigues e Xiao [55] fizeram com que alguns parametros fossem definidos e ajustados
automaticamente, de acordo com o tamanho da matriz do problema. Com isso,

uma redugao do custo computacional pode ser alcangada em relagao a heuristica
NC-HC.
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Algoritmo 12: Hill Climbing.
Entrada: grafo G = (V, E); numeragao S’;
Saida: renumeragao S”;
1 inicio
2 S+ S,
3 houveM elhora <+ verdadeiro;
4 enquanto ( houveMelhora ) faca
5 houveMelhora < falso;
6
7
8

para cada ( vérticev € V') faga
se (T'(v) =1) entao
para cada ( vértice u € N(v,S") ) faca
// troca a numeragfo de v pela numeragdo de u
// e gera-se a solugfo auxiliar Sgy.
9 Sauz < TrocaNumeracao(s(v), s(u), S");
10 se ( (Ts,,.(u) <Tgr(u))A(Ts,,.(v) <
L (0)) AT (V) + T, (0) < (P (u) +Ts(v))) )
entao
// atualiza-se a solugfo S” com a troca
// das numeragdes realizadas na linha 9
11 S" ¢ Spuws
// realiza-se a busca local enquanto
// melhorias s&o constatadas

12 houveM elhora <+ verdadeiro;

13 break 2; // vai para o teste da linha 4
14 fim-se;

15 fim-para-cada;

16 fim-se;

17 fim-para-cada;

18 fim-enquanto;

// se a condigdo da linha 10 n3o for satisfeita em nenhuma
// iteragdo, retorna-se S’, pois nenhuma melhoria foi
// encontrada

19 retorna S”;

20 fim.

Para a heuristica FNC-HC, Lim, Rodrigues e Xiao [55] definiram, empirica-
mente, bons valores para o parametro A. O parametro A é explicado na subsegao
na péagina Segundo Lim, Rodrigues e Xiao [55], nas instancias testadas,
os melhores resultados foram obtidos pela heuristica FNC-HC com A = 0,95, para a
reducao de largura de banda em relagao aos resultados obtidos com outros valores
de . Os melhores tempos de execucao foram obtidos pela heuristica FNC-HC com
A = 1 em relagao aos resultados obtidos com outros valores de .
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Algoritmo 13: NC-HC.

Entrada: grafo G = (V, E); numeragao S; nimero méximo de iteragdes i,,qz
da heuristica NC-HC; ntimero méaximo de iteragoes NC,,., para a
sub-rotina NodeCentroid,

Saida: S renumerado;

1 inicio
2 Scor — S;
3 para (i 1; i <ipe; i< i+ 1) faga
// constréi-se uma solugdo inicial pela busca em largura
4 S+ NumeraBuscaEmLargura(S);
para (j<« 1; j < NCpaz; j j+1) faca
S’ <— NodeCentroid(S); // altera-se a numerag8o por NC
// altera-se a numeracgdo por HC

T se ((j mod2)=1) entdo S « HillClimbing(S');
fim-para;
// As,,. e Agr s8o as formagles das matrizes de

// adjacéncias de G = (V,FE) pelas numeragdes Sc,, corrente
// e S”, respectivamente

9 se ( B(As,.,,.) < B(Agr) ) entdo S.o. + S”;
10 fim-para;

11 retorna S.,,;

12 fim.

3.3 Heuristica de Kaveh-Sharafi por Otimizacao
por Colonia de Formigas

A meta-heuristica que utiliza o conceito de colénia de formigas (CF) para proble-
mas de otimizagao foi proposta por Dorigo, Maniezzo e Colorni [12]. Essa meta-
heuristica consiste em simular o comportamento real de uma colénia de formigas,
em que a construgao do caminho até um alimento se da de forma coletiva. Quando
uma formiga traga um rota até um alimento, ela deposita um certa quantidade de
feromonio nesse caminho. Quando outra formiga encontra esse caminho e o segue,
essa formiga deposita seu préprio feromonio, reforcando o caminho. Trabalhos como
de Lim et al. [5I] aplicaram a Otimizagado por CF na reducao de largura de banda.
Kaveh e Sharafi [43] propuseram uma heuristica por Otimizagdo por CF e busca
local utilizando a estrutura Shortest Route Tree (SRT) para a redugao de largura
de banda. Essa estrutura é explicada na subsecao [2.5.1] na pagina

Para um problema de otimizacao em um grafo, pode-se dividir a Otimizagao
por CF em duas etapas: a construcao da solucao pelas formigas e a atualizagao
do feroménio. Segundo Kaveh e Sharafi [43], uma forma de inicializar o feroménio
contido nas arestas é configura-lo para um valor um pouco maior do que a quanti-
dade esperada de feromonio depositado pelas formigas em uma iteracao. A opgao
de iniciar com esses valores deve-se ao fato de que, se os valores iniciais forem muito
baixos, entao, a construcao da solugao serd influenciada pelo primeiro caminho
tragado pelas formigas. Da mesma forma, se os valores do feromoénio forem muito
altos, muitas iteracoes serao perdidas, esperando-se que o feromoénio evapore o su-
ficiente para que as formigas possam construir a solucao depositando os proprios
feromonios.
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Apos as definigoes dos valores dos parametros iniciais, como, por exemplo, o
valor do feromonio, as formigas iniciam a construgao dos caminhos no grafo. Inici-
almente, as formigas sdo colocadas arbitrariamente nos vértices. A cada iteracéo, a
formiga k decide qual vértice visitar por meio da regra de escolha probabilistica. A
probabilidade da formiga k, posicionada no vértice i, escolher visitar o vértice j, é
dada pela regra da escolha probabilistica

[Tig 1“7 [nig]“n se i k
i ]9 - [mi4]90 0 JGP'L

pfj _ jez;f[ il (73517 ) (331)
0, sej¢ PF

Na equacgao , 7ij € o valor do feromoénio na aresta que liga o vértice i ao
vértice j e 1,5 é o coeficiente da matriz de heuristica 1. Os coeficientes 7;; dependem
do problema. No problema do caixeiro viajante, por exemplo, frequentemente,
atribui-se 1;; = 1/d;;, em que d;; é a distancia entre as cidades ¢ e j. Com os
parametros w, € wy, determinam-se a relevancia de 7;; e 7;;, respectivamente, na
equagao . Pik é o conjunto de vértices que a formiga k, posicionada no vértice
i, ainda nao visitou.

Depois que todas as formigas construiram os respectivos caminhos no grafo,
ocorre a atualizagao do feromoénio. Essa etapa é dividida em dois passos. O primeiro
consiste na evaporacao do feromoénio de todas as arestas do grafo com taxa p (0 <

p<1),

Tij < i - (1= p), V(i,j) € E. (3.3.2)
O segundo passo é o depédsito do feroménio no caminho de menor custo da
iteragao corrente, que é atualizado por

Ty i+ Y ATE V(i j) €L, (3.3.3)
k=1

em que ATZ; é o feromonio adicionado a 7;; pela formiga k,

¢ _ J1/R. se(ij) e S"
AT _{ 0. el gst (3.3.4)

m é o numero de formigas e L é o conjunto das arestas que compoem o caminho
de menor custo. O valor atribuido a R é o custo do melhor caminho percorrido no
grafo na iteracdo corrente. S* é a solucdo da formiga k na iteracdo corrente e S é
o conjunto de solugoes vélidas, dependendo do problema.

A heuristica de Kaveh e Sharafi [43] para a redugéo de largura de banda utiliza
dois grafos: o grafo real G = (V, E) e um pseudo-grafo G' = (V/,E'). G=(V,E) é
o grafo que se deseja renumerar e obter-se a redugao de largura de banda da matriz
que o representa. O pseudo-grafo possui 0 mesmo nimero de vértices que o grafo
real. Todos os vértices do pseudo-grafo sao adjacentes aos vértices do grafo real por
meio de pseudo-arestas. Coloca-se, inicialmente, uma formiga em cada vértice do
pseudo-grafo para a construgao da solugao.

A heuristica de Kaveh e Sharafi [43] ¢ dividida em cinco etapas, que sdo descritas
nas subsegoes seguintes. Na subsecao [3.3.1] apresentam-se os célculos preliminares
e inicializagbes necessdrias para a heuristica. Descreve-se, na subsecao [3.32] a
numeracao realizada pela heuristica. Apresenta-se, na subsegao [3.3.3] a etapa da
busca local. Na subsegao descreve-se a atualizacdo das informacoes durante
a heuristica. Apresenta-se, na subsecao [3.3.5] a etapa da atualizagao do feromonio
no grafo.
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3.3.1 Primeira etapa: calculos preliminares

Considere A uma matriz simétrica que se deseja reduzir a largura de banda. Nesta
etapa, valores e dados iniciais sao estabelecidos. Os pardmetros w,,wy, p e o critério
de parada sdo definidos. Segundo Kaveh e Sharafi [43], para esta heuristica, valores
dos parametros w; = 1,5 e w, = 2,5 produzem bons resultados.

Os valores dos feromonios iniciais serao a razao de um pela maior largura de
banda possivel. O maior valor de largura de banda de uma matriz com |V| vértices
é |V]—1. Com isso, todos os coeficientes das matrizes T e 7 recebem, inicialmente,
1/(|[V| = 1). Os coeficientes da matriz 7 permanecerao inalterados até a etapa de
atualizacao do feromonio, descrita na subsecao |3.3.5

Em relacao a matriz heuristica 7, ajustes devem ser realizados e depois perma-
necerd inalterada. Para isso, utiliza-se a estrutura SRT do grafo real, iniciando-se
em um vértice pseudo-periférico. Considere que vy é esse vértice inicial. Com os
valores da matriz heuristica, deseja-se fazer com que as formigas escolham mais os
vértices de primeiros contornos da estrutura SRT do que os vértices que constam
nos ultimos contornos. Para isso, considere I = {l,i+1,---,|Ci(vg)|+1}, em que [ é
indice do contorno corrente. Considere, também, J = {j : v; € Cj(vo)}. Adiciona-
se 1/(2-|Ci(vo)]) a cada coeficiente n;;, em que ¢ € I e j € J. Entretanto, para
o vértice inicial, considera~se I = {0}. Por exemplo, no contorno Cy(vp), soma-se
1/(2 - |Co(vg)]) ao coeficiente 199. Como hé apenas o vértice inicial vy no contorno
Co(vg), entao, |Co(vo)| = 1. Logo, noo = 1/(|V|—1)+1/2. Como segundo exemplo,
para o contorno Cq(vg), com I = {1,---,|Ci(vo)| +1} e J = {j | v; € Ci(vo)},
adiciona-se 1/(2 - |C1(vo)|) para todas as entradas n;;, em quei € I e j € J.

3.3.2 Segunda etapa: construgao da solugao

Essa etapa é subdividida em duas fases. Na primeira, as formigas escolhem qual
vértice visitar, periodicamente, por meio da equagao . Uma formiga k, po-
sicionada em um vértice v; do pseudo-grafo, atribui a sua numeragao a um vértice
do grafo real que ainda nao foi escolhido por nenhuma outra formiga, ou seja, uma
formiga k s6 poderd numerar o vértice v; se v; € PE C V para o grafo G = (V, E).
Apos a formiga k ter percorrido a pseudo-aresta que liga um vértice do pseudo-grafo
ao vértice escolhido do grafo real, a formiga k + 1 seleciona o seu vértice.

A segunda fase consiste na montagem da lista de atribuicdo. Se o vértice v; é
selecionado por uma formiga k proveniente do vértice v; do pseudo-grafo, entao,
s(j) < s(2). Isso significa que a nimeragao de v; é atribuida ao vértice v; do grafo
real, possibilitando ao final da iteragdo o cédlculo da largura de banda da matriz. A
largura de banda é o custo da solugao.

3.3.3 Terceira etapa: busca local

Depois do célculo do custo da solugao corrente, é realizada a busca local para
melhorar a qualidade da solugao. A busca local requer um custo computacional
adicional. Entretanto, em casos em que o tempo computacional nao é um fator
crucial, a busca local pode ajudar a heurfstica a convergir para a solu¢ao 6tima (em
relagdo ao vértice pseudo-periférico vg). Nesta heuristica, a busca local é realizada
ao trocar duas formigas de lugar em cada contorno da estrutura SRT. Trocam-se as
formigas que estiverem posicionadas nos vértices que possuirem as maiores larguras
de banda em cada contorno da estrutura SRT. Considerando-se as formigas k; e ko
posicionadas nos respectivos vértices v;, e v;, no contorno Cj(vg) da estrutura SRT
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com larguras de banda f3;, (A) e 3;,(A) maiores que as demais larguras de banda do
vértices pertencentes ao contorno Cj(vg), atribui-se s(j2) < s(i1) e s(j1) < s(i2).
Em seguida, calcula~se 5(A). Se houver diminuigao da largura de banda, é aplicada
a busca local no préximo contorno da estrutura SRT. Caso contrério, a troca de
posicao das formigas nao é realizada.

3.3.4 Quarta etapa: atualizacao das informacoes

Nesta etapa, utilizam-se as informacoes obtidas nas segunda e terceira etapas. Com
isso, identifica-se, em cada contorno da estrutura SRT, o vértice que possui a menor
largura de banda juntamente com seus vértices adjacentes e, também, selecionam-se
as respectivas formigas. Em seguida, seleciona-se a formiga associada ao vértice de
menor largura de banda. Entao, todos esses dados sao armazenados.

3.3.5 Quinta etapa: atualizacao do feromonio

Nesta etapa, as formigas depositam os feromoénios nas pseudo-arestas de acordo
com os dados provenientes da quarta etapa. A etapa de atualizacao do feromonio
consiste em duas fases.

A primeira fase corresponde & evaporacao do feromonio. A evaporacao é dada
pela atribuicao . Segundo Kaveh e Sharafi [43], o valor adequado de p depende
do numero total de iteragoes definido de acordo com o critério de parada e do valor
do feromonio inicial.

A segunda fase consiste no depdsito de feromonio, que ocorre de acordo com
a atribuigao e a equagao (3.3.4). Primeiramente, deposita-se o feromonio
nas pseudo-arestas associadas aos vértices associados a menor largura de banda, no
valor de 1/(m - B(A)), em que m = |V| é o nimero de formigas. Em seguida, as
formigas associadas aos vértices de menor largura de banda, uma a cada contorno
da estrutura SRT, depositam os seus feromoOnios nas respectivas pseudo-arestas.
O valor depositado é 1/(m - §;(A)). Entao, inicia-se outra iteragdo. O critério de
parada da heuristica depende dos parametros especificados a priori, como exemplos,
um limite para o numero de iteragoes ou uma largura de banda menor que um
determinado valor.

3.4 Heuristica com busca em vizinhanca variavel

A meta-heuristica Variable Neighbourhood Search (VNS), foi proposta por Mlade-
novi¢ e Hansen [65]. Divide-se a meta-heuristica VNS em trés fases: perturbagao,
busca local e troca de vizinhanga.

Inicialmente, o raio k da vizinhanca da solugao inicial S é atualizado como k-
Geram-se perturbacoes para tentar escapar dos vales que os minimos locais perten-
cem. Na etapa de perturbagio, uma solugao S’ é encontrada dentro da vizinhanga
Nkyin (S)

H4 a tentativa de se alcancar um 6timo local por meio de busca local. Realiza-se
uma exploracao dentro do raio da vizinhanga corrente. Uma busca local é aplicada
na solugao S’ para encontrar uma solucao S”.

Na terceira etapa, verifica-se se a solucao encontrada S” é melhor que a solugao
corrente S. Caso seja, S” passard a ser a solugdo corrente e k serd atualizado
novamente para kp,;,. Caso contrario, o raio da vizinhanca k é incrementado de
um Kgep, que é ajustado de acordo com o problema.
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Repetem-se esses passos até que um critério de parada seja satisfeito. Um
nimero maximo de iteracoes ou um tempo méximo de processamento sao exem-
plos de critério de parada.

Seja C's o conjunto de solucoes possiveis para um determinado problema de
otimizagdo. A vizinhanga Ng(S), com S € Cg, é o conjunto de solugbes vizinhas a
S, dentro do raio k. Inicia-se por uma solugao S e a meta-heuristica VNS encontra,
por meio de busca local, um S” € Ni(S). Troca-se a solugdo corrente S e N(.5)
por S” e Ni(S”) se e, somente se, o custo de S” é melhor que o custo de S. Caso
a solucao S” nao seja melhor que a solugao corrente S, entao, aumenta-se o raio de
abrangéncia k de Ni(S) e realiza-se uma nova busca.

Exemplifica-se, na figura[3.1] a busca da meta-heuristica VNS por solugdes den-
tro das estruturas de vizinhanca. Inicia-se pela solucao S e realiza-se a exploragao
da vizinhanga até o raio k, encontrando-se a solugao Sy. Como no exemplo a solugao
S7 néo apresentou melhoria em relagdo & solugdo corrente S, a solugdo S continua
como a solugao corrente. Em seguida, aumenta-se o raio de Ni(S) para Nj41(S).
Com isso, encontra-se a solucao S5, que representa melhoria em relagao & solucao
S'; portanto, Sé’ passa a ser a solucao corrente. A busca, entao, passa a ser na
vizinhanga N (S%). Esses passos sao repetidos até que um critério de parada seja
satisfeito.

Figura 3.1: Exemplo de busca nas estruturas de vizinhancgas pela meta-heuristica
VNS.

Na heuristica Variable Neighbourhood Search for bandwidth reduction (VNS-
band), uma solugdo S é o conjunto das numeragbes dos vértices, ou seja, S =
{s(1),s(2),---,s(|]V])}, em que s(i) é a numeracdo do vértice i da solugdo S.
Na heuristica VNS-band, uma solucao inicial das numeracoes dos vértices é cons-
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truida por uma busca em largura aleatéria, iniciando-se por um vértice aleatério.
Com a busca em largura aleatdria, gera-se uma estrutura de nivel enraizada de
um vértice aleatério. Com isso, a cada nivel da estrutura de nivel enraizada o
primeiro vértice a ser renumerado € escolhido aleatoriamente. Renumeram-se os
vértices de cada nivel dessa estrutura de nivel enraizada iniciando-se desse vértice
aleatério. Os passos da heuristica VNS, perturbacao, busca local e troca de vi-
zinhanca, sao seguidos até que o critério de parada seja satisfeito. Segundo Mla-
denovic et al. [66], a heuristica VNS-band é, ou pelo menos era até a data de
publicacao do artigo, a heuristica no estado da arte em heuristicas para a redugao
de largura de banda. Os testes foram realizados na colegdo de matrizes esparsas
Harwell-Boeing (http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/). As
heuristicas, principalmente as baseadas em meta-heuristicas, sao bastante depen-
dentes das instancias em que sao aplicadas. Provavelmente, essa heuristica é uma
das que mais reduzem a largura de banda. Ainda, entre as heuristicas baseadas em
meta-heuristicas, é uma das mais réapidas.

As quatro etapas da heuristica VNS-band sdo descritas nas subsegoes seguintes.
Na subsegao descreve-se o passo de inicializacdo. A etapa de perturbagao é
descrita na subsecao A busca local é explicada na subsecao Descreve-se,
na subsegao a etapa da permutagao de vizinhanga. Finalmente, na subsegao
explica-se a heuristica em detalhes.

3.4.1 Inicializacao

A primeira etapa da heuristica VNS-band consiste em construir uma solugao inicial
das numeragoes dos vértices de G = (V, E). Para isso, constrdi-se a estrutura de
nivel enraizada de um vértice inicial aleatério v. A renumeragao é realizada em cada
nivel da estrutura de nivel enraizada .Z(v). A renumeragdo em cada nivel L;(v) é
iniciada por um vértice aleatério. Quando todos os vértices do nivel L;(v) estiverem
numerados, renumera-se o nivel L;;1(v) e assim sucessivamente até Ly(,)(v).

Considere, para essa etapa, que o grafo G = (V, E) é representado por uma lista
de adjacéncias E = {E(1),--- ,E(|]V])}, em que E(i) = {e(i,1),--- ,e(i, |E()|)}
representa os vértices adjacentes ao vértice i. A heuristica inicia por um vértice
v aleatdrio. O vértice v recebe a numeragao 1, ou seja, s(v) = 1, e constrdi-se a
estrutura de nivel enraizada £ (v). Renumeram-se os vértices por nivel da estrutura
de nivel enraizada, iniciando-se por um vértice aleatério em cada nivel L;(v), para
1 <@ < |Ly)(v)]. Mladenovic et al. [66] denominaram esse procedimento de busca
em largura aleatéria. Para um nivel L;(v) com vértices uj, com j =1,---,|L;(v)],
escolhe-se aleatoriamente um indice j* no intervalo [1,|L;(v)|], para que u;- seja o
primeiro vértice do nivel corrente a ser renumerado. Por exemplo, caso o nivel da
estrutura de nivel enraizada seja Lj(v) e o vértice u seja o primeiro vértice a ser
renumerado, entdo, u deve receber o nimero 2, ou seja, s(u) < 2 (porque o vértice
v € Lo(v) recebeu a renumeragdo 1). Renumeram-se os demais vértices de L;(v)
na ordem wUjs 41, Ui 12, + UL, (0)], UL, " Ujx—1 € J5 F L@ Uje, Ujr 1,7+, UL, ()
se 7 = 1. Repete-se esse passo para cada nivel da estrutura de nivel enraizada.
Como a construcao da estrutura de nivel enraizada é pela busca em largura, essa
sub-rotina é O(|V| + |E|).

Mostra-se a sub-rotina para a constru¢ao da solugao inicial no algoritmo [T4]
O algoritmo recebe um grafo G = (V,E) e a numeragao S original do grafo.
Inicializam-se as varidveis v, o vetor ¢, a varidvel rotulo e a variavel vniCor. O vetor
q é o conjunto de vértices no nivel corrente da estrutura de nivel. A variavel vniCor
¢é o nimero de vértices no nivel corrente da estrutura de nivel enraizada. v é o vértice
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inicial e a variavel rotulo é a renumeracao que sera atribuida aos vértices. Considere
que, inicialmente, (Vv € V) v.visitou < falso. Na estrutura de repetigao para cada
nas linhas 12 a 18, visitam-se todos os vértices w adjacentes a u. Marcam-se como
visitados aqueles que nao foram visitados, armazenando-os em r, que é o vetor dos
vértices do proximo nivel da estrutura de nivel. Ainda, incrementa-se a varidvel
vniProx em uma unidade para cada vértice w visitado. Os passos das linhas 12 a
18 sao repetidos para todos os vértices pertencentes a q. Desse modo, sao visitados
todos os vértices adjacentes aos vértices de ¢, que ainda nao foram visitados. Para
iniciar a numeragao do vetor ¢, na linha 10, escolhe-se, aleatoriamente, um indice j*
no intervalo [1 e |L;(v)|]. Na estrutura de repeti¢do das linhas 11 a 23, numeram-se
os vértices do nivel corrente. Especificamente, nas linhas 19 a 22, numeram-se os
vértices do nivel corrente da estrutura de nivel, com a varidvel rotulo. Realiza-se a
numeragcao de S(Q(j*))7 S(Q(J* + 1))7 e 75(Q(Uni))’ S(Q(l))v S(Q(2))7 U ’S(Q(j* - 1))
se j* # 1es(q(j%)),s(q(7*+1)), -+, s(q(vni)) se j* = 1. A cada vértice numerado,
incrementa-se a varidvel rotulo em uma unidade. Na estrutura de repeticao da
linha 24, copia-se o conteido do vetor r para g. Na linha 25, copia-se o contetido
da varidvel vniProx para vniCor. Dessa forma, o contetido do vetor ¢ estara atu-
alizado para que o proximo nivel da estrutura de nivel seja numerado, na préxima
iteracdo. O algoritmo para quando rotulo exceder |V|. O algoritmo retorna S
renumerado.

3.4.2 Perturbacao

Nessa etapa, realiza-se uma perturbagao iniciando-se de uma solugao (ou numeragao)
S e gera-se uma solugao S’ € Ni(.5). Na heuristica VNS-band, essa perturbagao con-
siste em realizar uma troca das numeragoes dos vértices. Essa etapa é dividida em
trés procedimentos. O primeiro, mostrado na subsec¢ao [3.4.2.1] ¢ um método que
seleciona previamente alguns vértices que possuem as maiores larguras de banda
e trocam-se as suas respectivas numeracoes. No segundo método, mostrado na
subsecao [3.4.2.2] é realizada a rotagao das numeragoes de alguns vértices. Final-
mente, a terceira parte, mostrada na subsegao [3.4.2.3] é um procedimento que,
dependendo das circunstancias, seleciona qual dos dois procedimentos anteriores
sera utilizado para realizar a perturbagao.

Para o entendimento desta etapa, é necessario compreender o conceito de dife-
renga (ou distancia) entre as solugdes. A distancia k entre duas solugoes S e S’ é
dada pelo numero de vértices com numeracao diferente entre S e S’ e decrementa-se
um dessa diferenga. Uma solucao S’ pertence a vizinhanga N (S) se a solugao S’
difere de S em k + 1 numeracoes, ou seja, h(S,5") = k <= S’ € Ni(5), em que
bh é a distancia entre S e S’. A distancia h pode ser definida como uma distancia
de Hamming [33]. Essa distancia é o nimero de posigoes em que duas strings de
mesmo comprimento diferem entre si. A distancia b entre as solugoes S e S’ é
definida por

V]

h(S.S") = | Y _fli)] -1,
=1

em que

1, ses(i) #5'(4)
fi) = {0, caso contrario

e s(i) corresponde & numeragao do vértice 7 na solugao S.
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Algoritmo 14: solucao inicial.

Entrada: grafo G = (V, E); numeragao S;
Saida: S renumerado;

1 inicio

2 para cada (v € V') faga v.visitou + falso;

3 v < VerticeAleatorio(V); // retorna um vértice aleatério de V
4 q(1) < wv; // q é o nivel corrente da estrutura de nivel

5 v.wisitou < verdadeiro;

// rotulo é a numeragd3o que serd atribuida aos vértices

rotulo < 1;

vniCor < 1; // vniCor é o nimero de vértices no nivel corrente
8 enquanto ( rotulo < |V|]) faga

// vniProx é o niumero de vértices no préximo nivel da

N o

9 vniProx < 0; // estrutura de nivel

10 j* + InteiroAleatorio(1,vni);

11 para (i< 1; i <wvniCor; i<+ i+1) faga

12 para cada ( vértice w € Adj(G,q(i)) ) faga
13 se ((w.visitou = falso ) entao

14 vniProx < vniProx + 1;

15 w.visttou < verdadeiro;

// armazena-se em r o préximo nivel da estrutura
// de nivel; considera-se que ha meméria

16 r(vniProx) < w; // suficiente para r
17 fim-se;

18 fim-para-cada;

19 s(q(j*)) « rotulo;

20 rotulo < rotulo + 1;

21 Jr—gr 41

22 se ( j* >wvniCor ) entao j* < 1,

23 fim-para;

24 para ( j <« 1; j <wniProx; j < j+1;) faca q(j) < r(j);
25 vniCor < vniProx;

26 fim-enquanto;

27 retorna S;

28 fim.

Como exemplo, considere a solugdo S = {s(1),s(2),s(3),s(4)} = (1,2,3,4) e
S = {s'(1),5'(2),5(3),s(4)} = (4,3,2,1). Portanto, h(5,S5’) = 3, porque a nu-
meracdo do S e S’ diferem em todos os quatro vértices. Note que o nimero de
trocas na numeragao de S para resultar em S’ deve ser menor ou igual a k. No
exemplo, para se obter a numeracao S’, deve-se realizar duas trocas, s(1) com s(4)
e s(2) com s(3).

3.4.2.1 Primeiro processo da perturbacgao

Considere que Ag é a matriz obtida pela numeracao S. No primeiro procedimento,
inicialmente, seleciona-se um conjunto de vértices ¥ C V com larguras de banda
maior que um valor 8, em que Y = {v : B,(As) > B’} e |Y| > k para que suas
numeragoes sejam trocadas. Desse modo, selecionam-se vértices com as maiores
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larguras de banda. Em seguida, seleciona-se um vértice aleatério u € Y e seu
vértice critico v. Um vértice critico v de u é um vértice adjacente a u com a
maior diferenca de numeragao, ou seja, |s(u) — s(v)| = Bu(As) (veja as definigdes
e da segao na pagina E[) O préximo passo é encontrar um vértice w,

tal que Smin(u) < s(w) < Smax(w), em que spmax(u) = max (s(u')) e smin(u) =
{u,u’'}eE

. mi}p (s(u')). Isso significa que a numeracdo do vértice w ndo pode aumentar
u,u'}eFE

Bu(Ag). Além disso, é preciso analisar também as adjacéncias de w de forma que
colocar v no lugar de w néo altere 8,(Ag) na nova posigao de v. Para isso, verifica-
se max([s$(v) — Smin(W)|, |$Smax(w) — s(v)]). Com isso, busca-se colocar v com uma
nova numeragao de forma que 8,(Ag) seja a menor possivel.

Mostra-se a primeira sub-rotina de perturbacao no algoritmo O algoritmo
recebe o grafo G = (V, E), o raio k da solugao corrente, a numeragao S corrente e o
limiar 3. O valor de 8/, passado para o algoritmo é de forma que |Y| > k. Na
estrutura de repeticao para nas linhas 4 a 29, seleciona-se o vértice u € Y, o vértice
critico v de u e o vértice w para trocar com v. Repete-se esse processo k vezes. A
sub-rotina retorna a renumeracao S’ € Ng(5).

3.4.2.2 Segundo processo da perturbacgao

Segundo Mladenovic et al. [66], utilizar apenas o algoritmo para escapar de
um minimo local nao é suficiente em algumas situagoes. Portanto, utiliza-se uma
segunda sub-rotina de perturbacao, proposta por Rodriguez-Tello, Kao e Torres-
Jimenez [74], baseada na rotagido de duas vizinhancas.

Na sub-rotina de rotacao de vizinhancas na etapa de perturbacao da meta-
heuristica VNS, troca-se a numeracao de todos os vértices que pertencem a um inter-
valo preestabelecido. Inicialmente, para delimitar o intervalo de troca, escolhem-se
dois indices b e f com um terceiro indice m entre eles, ouseja, 1 <b < m < f < |V].
Trocam-se as numeragoes de todos os vértices no intervalo [b, f], deslocando-os m
posigdes, ou seja, a numeracao s(b) passard a ser a posicao s(b+m), se b+m < f.
Para um indice i, em que i+m > f, a numeracao s(i) serd deslocada para a posicao
s(b+|f — (i +m)).

A sub-rotina de rotagao é mostrada no algoritmo [I6] O algoritmo recebe um
grafo G = (V, E), o raio k da solugdo corrente e a numeracao S corrente. Dentro da
estrutura de repeticao para nas linhas 3 a 12, primeiramente, escolhem-se, aleatori-
amente, os indices b e f do intervalo de troca. Estabelecem-se, aleatoriamente, os
indices b e f, em que, na fungdo min, utilizam-se os pardmetros 20 e S(Ag)/2. Esses
parametros foram sugeridos por Mladenovic et al. [66], pois gerou bons resultados
nos testes realizados. Na linha 7, estabelece-se m, também aleatério, no intervalo
(b, f). Na estrutura de repetigdo para nas linhas 8 a 11, realiza-se a rotagdo no
intervalo [b, f]. A sub-rotina retorna a numeragéo S’ € Ny (S).

3.4.2.3 Escolha do processo da perturbagao

Uma sub-rotina de escolha é utilizada para decidir qual sub-rotina de perturbagao
utilizar. O algoritmo define quando utilizar o algoritmo de perturbagao ou
No algoritmo o valor k], .. é definido de acordo com a necessidade de
perturbacao para se escapar de um vale. Se k < k! utiliza-se o algoritmo caso

max?

contrario, utiliza-se o algoritmo[16] Segundo Mladenovic et al. [66], verificou-se que
o valor de k, quando passado ao algoritmo [I6] gerava perturbagoes desnecessdrias,
kE—kmin

pois necessita-se de k = { =
step

J, em que k,,;, € o raio inicial para a busca na
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Algoritmo 15: Perturbagaol.

Entrada: grafo G = (V| E); raio da vizinhanga k; numeracao S; limiar §’;
Saida: renumeracao S’;
1 inicio
2 S+ S
// SelecionaVerticesParalroca retorna um conjunto de vértices
// com B,(As) > p’', em que ' é um limiar para que |Y|>k
// e Bu(As) é a largura de banda da u-ésima linha da matriz A
// obtida pela numeragdo S

3 Y + SelecionaVerticesParaTroca(S, 8');
4 para (i« 1;i<k;i+i+1) faca
5 u + VerticeAleatorio(Y);
6 v«
7 Bu + —00;
// seleciona um vértice v, em que |s(u)— s(v)| = Bu(As)
8 para cada ( vértice v' € Adj(G,u) ) facga
9 /Bu’u/ — |S(’U,) - S(U/)‘;
10 se ( fBuy > By ) entao
11 Bu = Buv';
12 v v
13 fim-se;
14 fim-para-cada;
15 mMenor < —+090;
16 w < 0
17 para cada (w’' € V') faga
18 se ( Smin(u) < s(w'") < Smaz () A Smin(w) < 5(v) < Smax(w) )
entao
19 mazimo < max(|Smqez (W) — s(v)|, [$(v) = Spmin(W')]);
20 se ( maximo < menor ) entao
21 MENOr <— Marimo;
22 w <+ w';
23 fim-se;
24 fim-se;
25 fim-para-cada;
26 aux < s(v); // troca a numeragdo de v pela numeragio de w
27 s(v) + s(w);
28 s(w) « aux;
29 fim-para;
30 retorna S’;
31 fim.

vizinhanca e kg, € 0 incremento do raio a cada passo. Quando nao se consegue
escapar de um minimo local, o raio da vizinhanga Ny (S) ¢ incrementado por Ksep,
possibilitando novas solugoes.

A sub-rotina de escolha é mostrada no algoritmo O algoritmo recebe o
raio k da solugao corrente, ki, como o raio inicial, kg, como o incremento para
aumentar o raio de busca, /.., que é o raio maximo, a numeragao S corrente e o
limiar 3.
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Algoritmo 16: Perturbagao2.

Entrada: grafo G = (V, E); raio da vizinhanga k; numeragao S;
Saida: renumeracao S’;

1 inicio

2 S+ S

3 para (i« 1;i<k;i+i+1) faca

4 b < InteiroAleatorio(1,|V|);

5 f <« b+ InteiroAleatorio(2, min(20, B(As)/2));
6 se ( f>]|V]) entao f + |V|;

7 m « InteiroAleatorio(b+ 1, f — 1);

8 para (j<b; j<f;j« j+1) faga

9 se (j>b+m) entdo s'(j)« j—m;

10 sendo s'(j)+j+f—-b—m+1;
11 fim-para;

12 fim-para;

13 retorna S’;

14 fim.

Algoritmo 17: Perturbagao.

Entrada: grafo G = (V, E); raio da vizinhanga k; raio inicial k,;y,; raio
incremento kgep; numeracgao S; raio maximo &, ,.; limiar §';
Saida: renumeragéo S’;
1 inicio
2 se (k<k,,,)entdo S’ « Perturbacaol(G,k,S,3'); //algoritmo
3 sendo S’ < Perturbacao2(G, |(k — kmin)/kstep),S); //algoritmo
4 retorna S’;
5 fim.

3.4.3 Busca local

A busca local da heuristica VNS-band é baseada na busca local proposta por Lim,
Rodrigues e Xiao [54]. Essa busca local é basicamente a mesma da heuristica de
Lim, Rodrigues e Xiao [55] que é descrita na subsegéo Segundo Mladenovic et
al. [66], a busca local proposta por Lim, Rodrigues e Xiao [54] apresentou resultados
melhores na redugao de largura de banda do que a busca local original utilizada pela
meta-heuristica VNS [65].

Nessa etapa, seleciona-se um conjunto de vértices criticos do grafo para que suas
numeragoes sejam trocadas. Um vértice v € V' é um vértice critico de G = (V, E)
se existe um vértice u € V adjacente a v, em que {u,v} € E é uma aresta critica de
G = (V, E). Uma aresta {u,v} € E é critica se |s(u) — s(v)| = B(As). O conjunto
E., conjunto de arestas criticas de G = (V, E), é definido por E. = {{u,v} € E :
[s(u) — s(v)] = B(As)}. O conjunto de vértices criticos V. de G = (V, E) é todo
vértice de arestas de F..

Para a aplicagao da busca local, define-se a vizinhanga reduzida para a troca de
numeragao de v como N(v,.S) do vértice critico v, em que N(v, S) = {u : ({u,v} €
E.) Imed(v)—s(u)| < |med(v)—s(v)|} e med(v) = LMJ O conjunto de

vértices para a aplicagao da busca local, ou o conjunto de vizinhangas reduzidas para
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a troca de numeracao em relagao & solucdo S, é definido por N(S) = |J N(v,S).
veEV,

Como a etapa da busca local é depois da etapa de perturbacao, S, nesse passo,
é a solugao corrente. Com N(S'), forma-se um conjunto de vértices apropriados
para a troca. A busca local é aplicada no conjunto N(S’). Troca-se a numeracao
do vértice critico v com cada numeragao dos vértices u € N(v,5") C N(S5') até que
uma melhora em relacdo & solugao corrente S’ seja constatada. Com isso, gera-se a
solugao S”.

3.4.4 Permutacao de vizinhanca

A etapa de permutacdo de vizinhanca consiste em decidir sobre duas questoes:
quando permutar ou nao permutar a solu¢ao corrente e qual serd a proxima vizi-
nhanca. Para isso, muitas estratégias foram propostas e Hansen e Mladenovié [35]
apresentaram uma revisao.

1. Quando permutar (mover) ou ndo: para a primeira questao, necessita-se saber
qual critério utilizar para permutar a solugao corrente e quando nao permutar.
Na redugao de largura de banda, utilizam-se trés critérios para permutar a
solugao corrente S para a solucao S”.

(a) Verifica-se qual solu¢ao possui a menor largura de banda. Se 3(Ag) >
B(Ag), entdo, S” passa a ser a solugdo corrente, ou seja, S < S”. Em
caso contrario, S continua como a solugao corrente.

(b) Se B(As) = B(Ag»), entdo, avalia-se o nimero de vértices criticos de
cada solugao. Se |V.(S)| > |V.(S")|, entdo, S passa a ser a solucao
corrente. Em caso contrario, S continua como a solugao corrente, em
que V.(S) é o conjunto de vértices criticos da solucdo S.

(c) Se B(As) = B(As») e [Vo(S)| = |Ve(S")|, entao, avalia-se a diferenca
(distancia) entre as solugdes S e S”. Troca-se a solugdo S por S” se
h(S,S5"”) > t, em que t é um pardmetro constante que, segundo Mlade-
novic et al. [66], nos testes realizados, obteve-se bons resultados para
t = 10. Esse terceiro critério baseia-se em uma variacao da meta-
heurfstica VNS proposta por Hansen e Mladenovié¢ [34], em que se admite
a permutacdo da solugdo corrente S por um S’ pior, se S’ estiver relati-
vamente longe de S. Porém, para o problema de redugao de largura de
banda, se S e S” possuirem a mesma largura de banda e o mesmo niimero
de vértices criticos, permuta-se de S para S” apenas se h(S,S") > t.

2. Préxima vizinhanca: a segunda questao é descobrir qual sera a vizinhanca
no caso de haver permutacao da solugao corrente e como alterar a vizinhanca
corrente quando nao houver permutagao. Utilizam-se parametros Kpin, Kstep
€ kpae para definir se o raio de busca na vizinhanga serd incrementado, se
voltara ao raio inicial ou se excedeu o limite. k,,;, é o raio inicial para a busca
na vizinhanca. Se a solucao corrente S é trocada para S”, entao, atualiza-
se o raio da busca de Ni(S”) para kmin, ou seja, utiliza-se Ny, . (S”). Um
exemplo pode ser visto na figura F)Zfl, na pagina @ Estep ¢ 0 incremento do
raio quando uma troca nao é realizada. Se apds a perturbagdo e a busca local
nao houver melhorias em relagao a solucao corrente S, entao, estabelece-se
k < k + kgtep. Com isso, se k < kpyqz, repetem-se os passos de busca. kpqq €
o raio maximo em que ¢ realizada a busca.
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Mostra-se a sub-rotina que verifica se haverd ou nao a permutacao da solugao
corrente S pela solucao S” no algoritmo A sub-rotina recebe a solugao corrente
S, a solugao S” e o parametro t = 10. Verifica-se, no algoritmo se é vidvel
realizar a permutagao da solugao corrente S pela solugao S” ou nao. Se for vidvel,
o retorno do algoritmo é verdadeiro; em caso contrario, o algoritmo [18|retorna falso.

Algoritmo 18: Troca.

Entrada: numeragao S; numeracao S”; parametro t;
Saida: verdadeiro ou falso;
1 inicio
// permuta-se ou nfo a solugdo corrente
2 retorna (8(As) > B(Ag)) V (B(As) = B(Asw) A [Ve(S)| > [Ve(ST)]) v
(B(Asg) = B(Agr) AVe(S)| = [Ve(S")] A (S, S") > 1);

3 fim.

3.4.5 VNS-band

Nesta subsecao, apresenta-se a heuristica VNS-band completa. A heuristica VNS-
band é mostrada no algoritmo Mladenovic et al. [66] utilizaram o tempo de
execugao como critério de parada.

O algoritmo recebe o raio k da vizinhanca, o raio inicial ks, 0 incremento
kstep do raio, o raio maximo ke, 0 raio pré-definido £7,,,, o limiar 3, a lista de
adjacéncias F, o parametro t, a numeragao corrente S e o tempo maximo &g, -
Mladenovic et al. [66] utilizaram, em todos os testes apresentados no artigo, os
seguintes valores nos pardmetros: kpyin = Kgtep = 5, k! e =100, kpmaz = 200, t=
10 e tynqe = 500s.

Nas linhas 2 a 4, as variaveis Bmin, t € imaee Sa0 inicializadas, respectivamente.
Bmin € a varidvel com a menor largura de banda encontrada durante a execugao, t é
o0 tempo inicial € iymqq recebe | (kmaz —Kmin)/kstep|. Na linha 6, dentro da estrutura
de repeticao enquanto externa, constréi-se a solugao inicial.

Apo6s a construgao da solugao inicial pelo algoritmo aplica-se a busca local
nessa solugao e inicializam-se as variaveis ¢ e k. Na estrutura de repeticao enquanto
interna nas linhas 11 a 22, aplica-se a perturbagao na solucao corrente S, gerando-
se §’. Em seguida, gera-se S”, aplicando-se a busca local em S’. Ainda dentro do
enquanto interno, na estrutura condicional, verifica-se se havera troca da solugao
corrente S pela solugao S”. Caso troque, a solucao corrente passa a ser S” e atualiza-
se o raio k para Kmgm,m. Em caso contrario, incrementa-se o raio k com kgep. Na
estrutura condicional nas linhas 23 a 26, verifica-se se a largura de banda da solugao
corrente é menor do que a menor largura de banda encontrada até o momento. Caso
seja, guarda-se a largura de banda em [,,;, e a numeracao correspondente em S*.
A sub-rotina TempoUC P na linha 27 retorna o tempo decorrido. O algoritmo para
quando o tempo de processamento excede o limite t,,4,. O algoritmo retorna a
renumeracao S* do grafo.

3.5 Heuristica por busca em sistema carregado

A busca em sistema carregado, Charged System Search (CSS), é uma meta-heuristica
desenvolvida por Kaveh e Talatahari [46] para a resolugdo de problemas relaciona-
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Algoritmo 19: VNS-band.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30 fim.

Entrada: grafo G = (V, E); raio da vizinhanga k; raio inicial k,,;,; raio

incremento kgep; raio maximo kpqz; raio pré-definido k!, .; limiar

B'; parametro t; numeracao S; tempo mAxXimo t,,qz;

Saida: renumeracao final S*;

Bmin < +00; // Pmin terd a menor largura de banda encontrada
t + 0;

Z'ma:v — L(kmax - kmin)/kstepJ§

enquanto ( t < t;q. ) faga

S+ Solucaolnicial(S); // algoritmo
S < BuscaLocal(S); // etapa descrita na subseg&o m
S* + S;
1< 0;
k kmin;
enquanto ( i < iy., ) faca
S’ « Perturbacao(G, k, kmin, ksteps kmaz, S+ 8); // algoritmo
S" «— BuscaLocal(S');
// algoritmo
se ( Troca(S,S",t) = verdadeiro ) entao
S« S
k kmin;
14+ 0;
senao
k<« k + kstep;
141+ 1;
fim-se;
fim-enquanto;
se ( f(As) < Bmin ) entao
/Bmin «— ﬁ(As),
S*« S;// S* é a numeragio final
fim-se;
t < TempoUCP();

fim-enquanto;
retorna S*;

dos a andlise de estruturas. Os autores utilizaram as leis de Coulomb e de Gauss, da
eletrostatica, e as leis da mecanica de Newton para desenvolver essa meta-heuristica.

O CSS é composto por particulas carregadas (PC). Cada PC é considerada

uma esfera eletricamente carregada que exerce uma forca elétrica sobre as outras
particulas, de acordo com as leis de Coulomb e de Gauss. A forca resultante e as leis
da mecanica determinam as novas posigoes e as velocidades das PCs. A utilizacao
de tais leis pelo CSS prové um modelo que pode ser utilizado em problemas de
otimizagao discretos e continuos.

Kaveh e Sharafi [44] utilizaram um modelo baseado nessas leis para criar uma

proposta para a renumeracao dos vértices de um grafo. Com isso, utilizaram essa
meta-heuristica para as redugoes de banda e de profile de matrizes esparsas.
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Esta segao é dividida como a seguir. Na subsecao [3.5.1] sao descritas definigoes
utilizadas pela meta-heuristica CSS. Descreve-se, na subse¢ao[3.5.2 o pseudo-c6digo
da heuristica de Kaveh e Sharafi [44].

3.5.1 Definigoes

Nesta subsegao, sao apresentadas as leis da eletrostatica e da mecénica newtoniana
utilizadas pelo CSS. Na subsecao [3.5.1.1] sao descritas algumas defini¢ées das leis
da eletrostatica necessarias para o entendimento do CSS. Algumas leis da mecéanica
newtoniana sao descritas na subse¢ao Descreve-se, na subsegao [3.5.1.3
algumas regras utilizadas pelo CSS.

3.5.1.1 Leis da eletrostatica

Um campo elétrico que envolve uma carga pontual é definido pela lei de Coulomb.
Essa lei prové a magnitude da forca elétrica entre duas cargas pontuais. A lei de
Coulomb é expressa por

qiq; Ti — Ty
rig? [lri — 5l

Fij =k (3.5.5)
em que k. é a constante de Coulomb e r;; é a distdncia entre duas cargas g; e g;,
que estao nas respectivas posicoes r; e r;. Para o caso em que a distancia r;;, de r;
para 75, ¢ menor do que o raio a de uma esfera, utiliza-se a lei de Gauss. Com isso,
tem-se a forca exercida em um ponto dentro da esfera expressa por

4iq; i T
a? ||ri — ;]|

Fyj = ke (3.5.6)

Segundo Kaveh e Sharafi [44], para calcular a forca elétrica sobre uma carga g;,
na posicao r;, devido a um grupo de pontos carregados, o principio da superposicao
é aplicado a forcgas elétricas como

Np
Fy= Y Fy, (3.5.7)
i=1,i#j

em que N, é o total de particulas carregadas. A forca Fj; é obtida pela equagao

(3.5.5)), caso r;; > a, ou pela equagao (3.5.6)), caso r;; < a.

3.5.1.2 Leis da mecanica

Na mecéanica newtoniana, estuda-se o movimento dos objetos sem considerar os
seus tamanhos. O deslocamento de uma particula pontual, de uma posigao ry até
a posicao ry, é representado por Ar = r; — ryg.

Ar
At A

At. A aceleragao ¢ definida por a = 37, em que Av é a variagao da velocidade. A
posicao final de um objeto, que estava inicialmente com velocidade vy na posicao rg,

é obtida por 1y = rg + voAt + O“(ATt)z. A segunda lei de Newton define F' = ma, em

que a forca F' é obtida pelo produto da massa m pela aceleracao . Dessa forma, a

2
posicao final de um objeto pode ser reescrita como ry = rg + voAt + F(z%.

A velocidade v = é a razao entre o deslocamento Ar e o intervalo de tempo
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3.5.1.3 Regras da meta-heuristica busca em sistema carregado

Nesta subsecgao, sao apresentadas as regras do CSS, de acordo com as leis fisicas
apresentadas. Cada PC é afetada pelos campos elétricos das outras particulas. A
quantidade da forca resultante é determinada pelas lei da eletrostética e a qualidade
do movimento é determinada pelas leis da mecéanica de Newton [44]. Antes de se
apresentar o CSS, é necessario definir algumas regras, dadas a seguir.

1. Cada PC possui uma carga elétrica ¢; que gera um campo elétrico em torno

de si. A magnitude da carga ¢ definida por ¢; = %,
1,2,...,M, em que M é o total de PCs. O melhor e pior valores de aptidao
(fitness), de todas as particulas sdo, respectivamente, aptieinor € aPtpior. A
funcao aptiddo, ou fungéo objetivo, é representada por apt(i), para a particula
i. A distancia entre duas cargas, presentes nas posicoes X; e X, é definida por

T = IX: =Xl em que X,eihor ¢ a melhor particula corrente
J ”(XiJrX]')/Q*XWLelhoTH‘Fs,

com 1 =

e € é uma constante com valor proximo a zero para se evitar singularidades.
A posigao de uma PC, ou possivel solugao X;, é composta por n vetores x; ;,
para j = 1,2,...,n. Os significados de X; e x;; sao diferentes e explicados
adiante.

2. A posigao inicial de cada PC é definida aleatoriamente e as velocidades sao,
inicialmente, zero.

3. As PCs podem atrair-se ou repelir-se.

4. As PCs sao consideradas boas ou ruins de acordo com o seu coeficiente c;. As
particulas acima da média sao consideradas boas, atraem as outras e possuem
coeficiente 0 < ¢; < 1. Particulas abaixo da média sao consideradas ruins,
repelem as outras e seu coeficiente é —1 < ¢; < 0.

5. O valor da forca resultante em cada PC é determinado por

M

q . q .

Fj=yq; § <a37"z‘j11 + Ww) cij (Xi — Xj). (3.5.8)
i=1,i#] *

A equacao é uma adaptacgao da equagao . Utilizam-se ¢; e i
para realizar essa adaptacdo. Para a heuristica CSS-band, Kaveh e Sharafi
[44] utilizaram a = 1. Dessa forma, se r;; < a, tem-se i1 = 1 e iy = 0. Se
Ti; > a, tem-se 11 =0 e 13 = 1.

6. A nova posicao de cada PC é determinada por

F.
. J 2
Tj,atual = fzx(randl.ka. m. AT+ Tand2~kv~7fj,anterior-At + xj,antem’or)v

’ (3.5.9)
em que k, = 0,5 (1 — iter/itermaz), ko = 0,5 - (1 + iter/itermas), iter é o
valor da iteracao atual e iter,,, € o valor maximo de iteracoes do algoritmo.
O valor do coeficiente de velocidade k, controla a influéncia da velocidade
anterior. O coeficiente de aceleracao k, aumenta a velocidade de convergéncia
do algoritmo. O valor de k, diminui e o valor de k, aumenta a medida que
o valor de iter aumenta. Os valores de rand; e rands sao gerados aleatdria
e uniformemente distribuidos no intervalo (0,1). Nestas abordagens, tem-se
At =1 e m; = g;. A funcdo fizx arredonda o valor para o inteiro mais
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préximo ainda nao escolhido, que sera o novo rétulo do vértice. Por exemplo,
se a entrada para fiz for 4,9 e o rétulo 5 ja estiver associado a algum vértice,
serd retornado 4, desde que esse rétulo esteja disponivel. A nova velocidade
de uma particula é determinada por

X X, ,
Vj.atual = 7,atual A ],anterzor’ (3510)

em que a velocidade da j-ésima PC depende da posicao atual X qrua € da
posicao anterior X; snterior-

7. As M/4 melhores particulas sdo mantidas na memodria cache (MC) e também
podem influenciar as outras PCs. As M /4 piores particulas sdo impedidas de
influenciar as outras PCs. O valor de M representa a quantidade de PCs.

8. As particulas que violam o limite sdo regeneradas por meio da busca harmonica
(BH), descrita por Kaveh e Talatahari [45, 46]. O algoritmo BH é baseado
nas probabilidades: taza considerada da memdria harménica (TCMH) e taza
de ajuste potencial (TAP), que tém seus valores atribuidos aleatoriamente no
intervalo (0,1). O valor TCMH define a probabilidade de se escolher aleato-
riamente um valor presente na MC. O valor 1 =T C'M H define a probabilidade
de se definir aleatoriamente um valor. Se um valor de MC ¢ escolhido, entao, é
avaliada a probabilidade TAP-TCM H de se trocar esse valor por um vizinho
no vetor MC. A probabilidade 1 — T AP definird se nao serd escolhido um
valor vizinho.

9. O critério de parada é o nimero maximo de iteragoes.

3.5.2 Pseudocddigo para a heuristica CSS-band

A heuristica CSS-band tenta encontrar uma renumeracao para os vértices de um
grafo G = (V, E) para reduzir a largura de banda ou o profile. A fungdo objetivo,
ou aptidao, utilizada para a reducao de largura de banda é diferente da fungao
utilizada para a redugao de profile. A funcdo objetivo avalia o resultado obtido pela
particula, conforme a regra[l}

Para a reducao de profile de uma matriz A, de dimensao |V|x |V, que representa
o grafo G = (V, E), a fungao objetivo é

V]
P = Zﬁ (3.5.11)
i=1
em que ; =4 — min (j | a;; # 0) é a largura de banda da i-ésima linha da

1<5<|V|
matriz.
Para a redugao de largura de banda, a fungao objetivo, que representa a largura

de banda do grafo, é 5(A) = éngfcv‘(ﬁi). Para a matriz A, cada permutacao de
1<i<

linha e coluna é considerada uma solugao potencial e é representada por uma PC.
Cada PC, ou possivel solucao X;, é composta por n vetores z; ;, para j =1,2,...,n,
contendo o nimero associado ao vértice j € V. O algoritmo [20] contém as nove
regras descritas.

Na linha 3 do algoritmo é calculada a quantidade M = fix(|V]/100) + 5
de PCs. Existird uma PC para cada 100 vértices e pelo menos cinco particulas
sao necessarias. Uma quantidade grande de PCs aumenta o tempo de execugao do
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Algoritmo 20: CSS-band.

Entrada: grafo G = (V, E) e o nimero maximo de iteragoes iterqz;
Saida: grafo G = (V, E) com os vértices reordenados;
1 inicio
2 iter < 1;
3 M « fiz(|V|/100) + 5;
// calcula quantidade de PCs
// inicializam-se as M PCs com posigio aleatéria e
// velocidade v; =0
4 para (i« 1;i < M;i <+ i+ 1) faga Inicializa(PC;);
// avaliam-se as PCs (largura de banda ou profile),

// ordenando-as em ordem crescente de coeficiente ¢;
para (i< 1;: < M;i<+ i+ 1) faca Avalia(PC;);
InicializaM C(); // vetor com as M/4 melhores PCs
enquanto ( iter < itery,., ) faca

// cédlculo da carga de cada PC, pela regra

8 DeterminaCargaPC's();

// cédlculo da forga resultante de cada PC pela regra 5
9 DeterminaForcaResultante PCs();

// cédlculo da posigdo de cada PC pela equagdo
10 DeterminaPosicaoPC's();

// cédlculo da velocidade de cada PC pela equag8o
11 DeterminaVelocidade PC's();
12 para (i+ 1;i < M;i<+ i+ 1) faca
13 se ( EstouraLimites(PC;) ) entdao BH(PC;);
14 fim-para;
15 para (i< 1;i < M;i<+ i+ 1) faca Avalia(PC;);
16 se ( NovasPCsMelhoresMC() ) entao

// removem-se as piores PCs e inserem-se as melhores em

17 AtualizaMC(); // MC
18 para (i< 1;9 < M;i < i+ 1) faga Avalia(PC;);
19 para (i« ;i < M;i<+i+1) faca
20 se ( EstouraLimites(PC;) ) entao BH(PC;);
21 fim-para;
22 fim-se;
23 iter < iter + 1;
24 fim-enquanto;
25 para (i< 1;i < M;i< i+ 1) faca Avalia(PC;);
26 retorna MelhorPC(); // retorna a melhor solugio encontrada
27 fim.

algoritmo. Por outro lado, uma quantidade pequena de PCs levara a um resultado
indesejavel [44]. Na linha {4} cada PC ¢ inicializada com velocidade v; ; = 0, vetor
de permutagao e posigao aleatérios, de acordo com a regra [2]

Na linha 5, a sub-rotina Awalia avalia cada particula e coloca-as em ordem
crescente do coeficiente c¢;. A sub-rotina Avalia executa a fungao objetivo, que
depende do tipo de redugado, de largura de banda ou de profile, que se pretende
realizar. Para isso, é associado o valor 1 para a melhor PC e —1 para a pior.
Seré associado um valor no intervalo (—1,0) ou no intervalo (0,1) para as outras
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particulas, pelas regras [3] e [} Na linha 6, inicializa-se o vetor MC pela regra [7}
MC conterd as M /4 melhores PCs.

A regra[d] ¢ considerada na estrutura de repeticao das linhas 7 a 24. Na linha 8,
a magnitude da carga de cada PC é calculada pela regra[l] Essa etapa é diferente
para as redugbes de banda ou de profile. Para a reducao de largura de banda, a
fungéo objetivo é dada por 3(A). Para a redugdo de profile, a fungao objetivo é
dada pela equacao .

Na linha 9, o valor da forca elétrica resultante é calculado para cada PC, con-
forme a equagao da regra [5| As novas posicao e velocidade de cada PC sao
determinadas pelas equagoes (3.5.9) e , respectivamente, nas linhas 10 e 11,
pela regraffl As particulas que violarem os limites permitidos sao regeneradas pela
BH, nas linhas 12 a 14, pela regra[g

As PCs sao avaliadas novamente na linha 15. Na linha 16, se os valores obtidos
forem melhores do que os armazenados no vetor MC, as piores PCs sao excluidas
e as melhores PCs s@o inseridas em M|, na linha 17. Na linha 18, as particulas
sao avaliadas novamente. Nas linhas 19 a 21, as PCs que violarem os limites serao
novamente restauradas pela BH. Finalmente, as particulas sao avaliadas, na linha
25. Na linha 26, a melhor PC, que representa a melhor solugao encontrada para a
reordenacao do grafo G = (V, E), é retornada.

3.6 Exercicios

1. Descreva, sucintamente, a busca local realizada pelas heuristicas NC-HC e
FNC-HC.

2. Realize a etapa do Node Centroid (NC), mostrada na subsegao na pagina
[44] da heuristica NC-HC no grafo da figura[3.2] Considere A\ = 0.5. Verifique
se houve redugao na largura de banda da matriz correspondente

Figura 3.2: Grafo com vértices renume- Figura 3.3: Grafo com vértices numera-
rados pela heuristica CMr. dos aleatoriamente.

3. Descreva, sucintamente, a heuristica de Kaveh e Sharafi [43] baseada em Oti-
mizagao por Colonia de Formigas.

4. Descreva, sucintamente, a heuristica VNS-band de Mladenovic et al. [60].
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5. Realize a etapa da construgao da solugao inicial da heuristica VNS-band, mos-
trada na subsegao [3.4.1] na pdgina[53] Para isso, considere o grafo mostrado
na figura [3.3] Considere, também, que o vértice inicial é o vértice 3. Note
que, para a execugao dessa etapa, os vértices precisam estar organizados por
algum critério. Isso porque a renumeracao ¢é realizada nivel a nivel da estru-
tura de nivel iniciando-se de um vértice aleatério. Os vértices de cada nivel
sao numerados a partir desse vértice.

6. Descreva, sucintamente, a heuristica CSS-band de Kaveh e Sharafi [44].

7. Cite e explique os passos estocdsticos utilizados nas heuristicas ACO-KS [43]
e CSS-band [44].
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Capitulo 4

Algoritmos que encontram
um vértice pseudo-periférico

4.1 Introducao

Em algumas heuristicas para a reducao de largura de banda, o vértice inicial da
renumeracao influencia na qualidade da solugao. Isso ocorre, como exemplos, nas
heuristicas Cuthill-McKee, Cuthill-McKee reverso e quatro-etapas. Neste capitulo,
sao descritos algoritmos que encontram um vértice inicial para métodos de redugao
de largura de banda de matrizes.

Cuthill e McKee [9] iniciaram a ordenagdo com o vértice de grau minimo do
grafo e que apresentasse estrutura de nivel enraizada com a menor largura de nivel,
mas nem sempre essa era uma boa escolha. Apés a proposta de Cuthill e McKee [9],
houve publicagoes com algoritmos que encontram o vértice inicial, como em Cheng
[6].

Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] propuseram que o melhor vértice inicial seria
um vértice cuja distancia para outro vértice qualquer fosse igual ao didmetro do
grafo, caracterizando-se, assim, vértices periféricos. Isso porque, quanto maior a
excentricidade de um vértice v, menos vértices havera em um mesmo nivel de uma
estrutura de nivel de v [9]. Didmetro, vértice periférico, excentricidade e estrutura
de nivel estao definidos na segao [L.4] na pagina [6]

Um vértice periférico é étimo vértice inicial para algumas heuristicas de redugao
de largura de banda. Para se encontrar o vértice periférico, é necessario, por exem-
plo, aplicar a busca em largura em todos os vértices do grafo. O custo dessa tarefa,
no pior caso, ¢ O(|V|- (|V]| + |E])), em que |V| é o nimero de vértices e |E| é o
nimero de arestas do grafo.

Gibbs, Poole e Stockmeyer [26] propuseram, entao, como descrito na subsegéo
2.3.1] na pagina[l9] um algoritmo que encontra vértice cuja excentricidade é préxima
ao diametro do grafo, caracterizando-se, assim, um vértice pseudo-periférico. A
seguir, sao listados alguns algoritmos que encontram vértice pseudo-periférico:

algoritmo de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26];

algoritmo de George e Liu [21];

algoritmo de Arany [1l;

algoritmo de Pachl [69];
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e algoritmo de Smyth [79];

e algoritmos de Kaveh [40];

e algoritmo de Grimes, Pierce e Simon [31];
e algoritmo de Kaveh [41];

e algoritmo de Souza e Murray [81];

e algoritmo de Feng [19];

e razao-largura-profundidade [89, [90].

A seguir, sao mostrados alguns algoritmos que encontram um vértice pseudo-
periférico. O algoritmo apresentado na segao foi desenvolvido por George e Liu
[21], que é uma modificagao do algoritmo proposto por Gibbs, Poole e Stockmeyer
[26]. Na se(;éo mostram-se os algoritmos propostos por Kaveh [40],[42]. Na segao
apresenta-se o algoritmo de Pachl [69]. Na segao descreve-se o algoritmo
de Wang et al.[90].

4.2 Algoritmo de George-Liu

Esse algoritmo foi proposto como melhoria do algoritmo de Gibbs, Poole e Stock-
meyer [26], mostrado na subsegao na pagina[19] George e Liu [2I] propuseram
quatro modificagoes nesse algoritmo. A primeira modificagao, citada no texto como
short circuiting, consiste em terminar a montagem das estruturas de nivel enraiza-
das dos vértices folhas assim que encontrar um nivel com largura de nivel maior do
que a ja encontrada. A segunda modificacdo é iniciar o algoritmo com um vértice
qualquer em vez de um com grau minimo. A terceira e quarta modificagGes sao de-
nominadas shrinking, pois ambas sao estratégias para escolher um vértice do ultimo
nivel da estrutura de nivel enraizada. A terceira modificacdo é montar a estrutura
de nivel enraizada apenas para o vértice folha que possuir o grau minimo. A ultima
proposta foi escolher um vértice folha qualquer para a montagem da estrutura de
nivel. Apéds experimentos, o algoritmo final proposto por George e Liu [2T] é a com-
binagao da segunda e da terceira propostas de melhoria. Esse algoritmo é descrito
nesta secao.

Como mostrado por George e Liu [21], o algoritmo pode ser dividido em alguns
passos simples. Na parte da inicializacao, um vértice qualquer v € V' é escolhido para
ser o vértice inicial. Em seguida, a estrutura de nivel £ (v) é gerada. Em seguida,
escolhe-se um vértice de grau minimo u € Ly(,)(v). Gera-se £ (u) e verifica-se se
£(v) < £(u). Se essa condigao for satisfeita, entdo, o vértice u passa a ser o vértice
v e o processo ¢ repetido. Caso contrério, o vértice pseudo-periférico serd v.

Mostra-se o pseudocdédigo no algoritmo Inicializa-se a varidvel v com um
vértice arbitrdrio. Em seguida, é montada a estrutura de nivel enraizada Z(v),
utilizando a busca em largura. Na estrutura de repeticao repita das linhas 4 a
11, constréi-se a estrutura de nivel do né folha u de grau minimo de £(v). Se a
excentricidade de u for maior que a excentricidade de v, entao, atribui-se u a v e
repete-se o processo. O algoritmo retorna o vértice v quando £(v) for maior ou igual
que a excentricidade do seu vértice folha de grau minimo.

Como um exemplo de uma execugao do algoritmo de George e Liu [21], considere
o grafo representado na figura O vértice v = 1 foi escolhido arbitrariamente
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Algoritmo 21: George-Liu.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico v € V;
1 inicio
2 v « EscolheVertice(V);
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
3 Z(v) < BuscaEmLargura(v);
repita
u < VerticeComGrauMinino(Lg,)(v));
// constréi-se estrutura de nivel enraizada

6 Z(u) + BuscaEmLargura(u);
7 se ( £(u) > ¢(v) ) entao
8 v
9 L) + ZL(u);
10 fim-se;
11 até que (u #v) ;
12 retorna v;
13 fim.
(3) )
"= A 8) @ L
D e L Lo :

) Figura 4.2: Estrutura de F}gulra 4'3:. ]zstrutura de
Figura 4.1: Um grafo nivel enraizada do vértice Nivel enraizada para o

para a eSC(.)l%lE-l do vértice 1 do grafo da figura [ vértice 2 do grafo da figura
pseudo-periférico e sua re- £1
presentacao matricial M.

para a inicializagdo do algoritmo. Na figura [£.2] mostra-se a estrutura de nivel
enraizada do vértice 1. Note que o nimero de niveis de .£(1) é 4 e £(1) = 3.

Atribui-se a varidvel u o vértice de Ly, (v) com grau minimo. Como os vértices 2
e 7 apresentam grau 2, nao ha diferencga na escolha de um ou outro. Nesse exemplo,
optou-se pelo vértice 2. Em seguida, a estrutura de nivel do vértice 2 é construida
e mostrada na figura Como ¢(v) = £(u), o algoritmo para, determinando-se o
vértice v = 1 como o vértice pseudo-periférico. Neste exemplo, o algoritmo de fato
encontrou um vértice periférico do grafo.

4.3 Algoritmos de Kaveh

Kaveh [40] propds algoritmos que encontram um vértice inicial pseudo-periférico
adequado para a heuristica quatro etapas, mostrado na secao na pagina[30] Os
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algoritmos de Kaveh procuram vértices pseudo-periféricos analisando-se somente a
largura de nivel da estrutura Shortest Route Tree (SRT), mostrada na subsecao
251 na pégina[32] Para o algoritmo quatro-etapas, ha a necessidade da criagao
da estrutura SRT. Entretanto, por simplicidade, apresentam-se os algoritmos aqui
ao se utilizar a estrutura de nivel enraizada e o grafo G = (V, E).

Kaveh [40] comparou os resultados dos seis algoritmos A a F. Os algoritmos
foram aplicados em 13 exemplos e os dados referentes ao tempo da execugao e
a largura de nivel foram mostrados. As simulagGes com os algoritmos A, D e E
sempre encontraram as menores larguras de nivel. Entre esses trés, o mais rapido
foi o algoritmo D. Os algoritmos que obtiveram os menores custos computacionais
foram B e C. Nas comparacoes entre os algoritmos B e C, foram encontradas mais
vezes a menor largura de nivel com o algoritmo B. O algoritmo G é descrito por
Kaveh [42] p. 230].

Algoritmo A

1. Construa a estrutura de nivel enraizada para cada vértice v € V.

2. Selecione aquele que possuir a menor largura de nivel b(.Z(v)).

Um pseudo-cédigo para o algoritmo A é mostrado no algoritmo 22} O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). Os passos 1 e 2 sdo realizados em conjunto, na
estrutura de repeticao do algoritmo O algoritmo retorna um vértice pseudo-
periférico uw € V, na linha 11. Claramente, essa abordagem tem custo computacional
alto para grafos com grande nimero de vértices e a sua aplicagdo pode ser invidvel
[42, p. 229].

Algoritmo 22: pseudo-periférico A.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico u € V;

1 inicio

2 u < 0;

3 largura < 400;

4 para cada ( vérticev € V') faga
// passo 1: constréi-se a estrutura de nivel enraizada

5 Z(v) < BuscaEmLargura(v); // de cada vértice
// passo 2

6 se (b(Z(v)) < largura ) entao

7 U — v;

8 largura + b(ZL(v));

9 fim-se;

10 fim-para-cada;

11 retorna u;

12 fim.
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Algoritmo B

1. Selecione um vértice v de grau minimo de V.
2. Construa a estrutura de nivel enraizada de v.

3. Construa as estruturas de nivel enraizadas de todos os vértices do ultimo nivel

Ly (v) da estrutura de nivel £ (v).

. Selecione aquela que apresentar a menor largura de nivel. O processo de

montagem da estrutura de nivel enraizada para quando encontrar uma lar-
gura de nivel maior que a largura de nivel da estrutura de nivel enraizada ja
selecionada.

Um pseudo-cddigo para o algoritmo B é mostrado no algoritmo O algoritmo

recebe um grafo G = (V, E). Os passos 1 e 2 sao realizados, respectivamente, nas
linhas 2 e 3. Os passos 3 e 4 sao realizados em conjunto, no lago de repeticao do
algoritmo[23] O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico u € V, na linha 14.

Algoritmo 23: pseudo-periférico B.

Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico v € V;

1 inicio
2 v « VerticecComGrauMinimo(V); // passo 1
// passo 2: constréi-se a estrutura de nivel .Z(v)

3 Z(v) < BuscaEmLargura(v);

4 largura < +o0;

5 para cada ( vértice w € Ly, (v) ) faga

6 Z(w) + BuscaEmLargura(w); // passo 3
// passo 4

7 se ( b(Z(w)) < largura ) entao

8 v = w;

9 largura + b(ZL(w));

10 senao se( (b(Z(v)) > largura ) entao

11 break;

12 fim-se;

13 fim-para-cada;

14 retorna v;

15 fim.

Algoritmo C

. Obtenha um vértice arbitrario v € V.

. Construa a estrutura de nivel enraizada de v e selecione um vértice w de grau

minimo de Ly, (v).

. Construa a estrutura de nivel enraizada de w.

. Repita os passos 3 e 4 do algoritmo B, considerando Ly, (w).
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Um pseudo-cédigo para o algoritmo C é mostrado no algoritmo[24} O algoritmo
recebe um grafo G = (V, E). O passo 1 é realizado na linha 2. O passo 2 é realizado
nas linhas 3 e 4. O passo 3 ¢ realizado na linha 5. O passo 4 é realizado nas linhas
7 a 15 do algoritmo O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico w € V,
na linha 16.

Algoritmo 24: pseudo-periférico C.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico w € V;

1 inicio
2 v + VerticeArbitrario(V); // passo 1
// passo 2

// constréi-se estrutura de nivel .Z(v)
3 Z(v) < BuscaEmLargura(v);
w < VerticecComGrauMinimo(Lg.)(v));
// passo 3: constréi-se estrutura de nivel .Z(w)
Z(w) + BuscaEmLargura(w);
largura < 4o00;
// passo 3 do algoritmo B

7 para cada ( vértice u € Ly, (w) ) faga
8 Z(u) «+ BuscaEmLargura(u);
// passo 4 do algoritmo B
9 se (b(Z(u)) < largura ) entao
10 W — Uu;
11 largura < b(ZL(u));
12 senao se( (b(Z(w)) > largura ) entao
13 break;
14 fim-se;
15 fim-para-cada;
16 retorna w;
17 fim.

Algoritmo D

1. Construa a estrutura de nivel enraizada de cada vértice v € V.

2. Selecione a estrutura que possuir a menor largura de nivel b(.Z(v)). Diferen-
temente do algoritmo A, a construcao da estrutura de nivel enraizada para ao
encontrar uma largura de nivel maior ou igual que o ja determinado.

Um pseudo-cédigo para o algoritmo D é mostrado no algoritmo[25] O algoritmo
recebe um grafo G = (V, E). Os passos 1 e 2 sio realizados em conjunto, no lago de
repeticao do algoritmo O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico u € V,
na linha 17.

Algoritmo E

1. Obtenha um vértice arbitrario v; € V' e omita todos os vértices adjacentes ao
vértice v1.
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Algoritmo 25: pseudo-periférico D.

Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico u € V;

1 inicio

2 U 4 U1

3 Z(v1) + BuscaEmLargura(v,);

4 largura < b(ZL(v1));

5 14 2;

6 trocou < verdadeiro;

7 enquanto ( (i < |V]) A (trocou = verdadeiro) ) faga

// passo 1: constréi-se estrutura de nivel .Z(v;)
8 Z(v;) < BuscaEmLargura(v;);
// passo 2

9 se ( b(Z(v;)) < largura ) entao
10 U U5
11 largura < b(ZL(v;));
12 senao
13 trocou < falso;
14 fim-se;
15 141+ 1;
16 fim-enquanto;
17 retorna u;
18 fim.

2. Selecione outro vértice arbitrario v € V' e omita todos os vértices adjacentes

ao vértice v;. Repita esse processo até que nao haja mais vértices de V para
serem obtidos.

. Construa as estruturas de nivel enraizadas para todos os vértices selecionados

nos passos anteriores. Selecione aquele que possuir a menor largura de nivel.
Considere que o vértice escolhido é v.

. Construa as estruturas de nivel enraizadas para cada vértice adjacente ao

vértice v e selecione aquele que possuir a menor largura de nivel.

Um pseudo-cédigo para o algoritmo E é mostrado no algoritmo 26] O algoritmo

recebe um grafo G = (V, E). O passos 1 e 2 sao realizados nas linhas 2 a 11. Os
passos 3 e 4 sdo realizados nas linhas 12 a 21 e 22 a 30, respectivamente. O algoritmo
retorna um vértice pseudo-periférico v € V, na linha 31.

Algoritmo F

1. Construa a estrutura de nivel enraizada de um vértice arbitrario v € V. Sele-

cione o vértice wy € Ly, (v) com grau minimo.

. Construa a estrutura de nivel enraizada do vértice w;. Selecione o vértice

wa € Ly(y,y(w1) com grau minimo.

. Construa as estruturas de nivel de w; e de ws. O par wi e wo é denominado

par gerador de ws. Encontre um vértice ws que se encontra em Lg(wl)(w]_> e
em Ly(,,)(ws). Construa a estrutura de nivel enraizada de ws.
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Algoritmo 26: pseudo-periférico E.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico u € V;
1 inicio
// inicio dos passos 1 e 2

2 G+ G;// G =V E)
3 k <+ 1;
4 U+ o
5 enquanto ( Jv € V') faga
// obtém um vértice arbitrario u, de V' e insere-o em U
6 ug, < Vertice Arbitrario(V');
7 U+ U+ {upk;

// remove-se o vértice uj de V' e removem-se de V'
// vértices adjacentes ao vértice uy
8 V'« V' —{up} — Adj (G, up), em que
Adj (G ug) ={w e V' : {ug,w} € E'};
// supde-se que a remogdo anterior dos vértices de V' nfo
// removeu as arestas; por isso, removem-se de F’ as
// arestas incidentes a wy

9 E' + E' — {{u,w}: {ug,w} € E'};
10 k+—k+1;
11 fim-enquanto;

// ha k—1 vértices em U no final dos passos 1 e 2
12 largura <— 400; // inicio do passo 3
13 v <+ 0; // v recebe nulo
14 1+ 1;
15 enquanto (i < k) faca

// constréi-se a estrutura de nivel .Z(u;)

16 Z(u;) < BuscaEmLargura(u;);
17 se ( b(Z(w;)) < largura ) entao
18 V< U,
19 largura < b(Z (w;));
20 fim-se;
21 fim-enquanto;

// v é o vértice escolhido no final do passo 3
22 largura <— 400; // inicio do passo 4
23 u < 0; // u recebe nulo

// vértice com menor largura de banda e adjacente a v
24 para cada ( vértice w € Adj(G,v) ) faca

25 ZL(w) + BuscaEmLargura(w);
26 se ( b(Z(w)) < largura ) entao
27 U w;

28 largura < b( L (w));

29 fim-se;

30 fim-para-cada;

31 retorna u;

32 fim.
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4. Repita o passo 3, utilizando-se os pares geradores (wy,ws3) e (wq, w3) para en-
contrar wy e ws, respectivamente. Construa as estruturas de nivel enraizadas
de Wy € Ws.

5. Repita o passo 3 para w; e w;+1, podendo-se utilizar i = 3,4, --- ,|V|—3, para
gerar Wi43, Witd, -+, W)y|-

6. Compare as estruturas de nivel enraizadas montadas de w; (i = 1,2,---) e
selecione o vértice que possuir a menor largura de nivel.

Um pseudo-cédigo para o algoritmo F é mostrado no algoritmo O algoritmo
recebe um grafo G = (V, E) e o nimero k: haverd wy, wy, w3, wy, ws, -+ , Wy, €m
que 5 < k < |V]. Os passos 1 e 2 sdo realizados nas linhas 3 a 5 e 6 e 7, res-
pectivamente. O passo 3 é realizado nas linhas 8 a 10, ao se utilizar a sub-rotina
GeraNovoPseudoPeriferico, mostrada no algoritmo 28] O passo 4 é realizado nas
linhas 11 a 18. O passo 5 é realizado nas linhas 14 a 18. O passo 6 é realizado nas
linhas 19 a 27. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico v € V, na linha
28.

Algoritmo G

1. Inicie por um vértice arbitrario v.

2. Construa a estrutura de nivel enraizada .Z(v).
Obtenha o vértice w de grau minimo em Ly, (v).
Construa a estrutura de nivel enraizada .£(w).

Obtenha todos os vértices dos niveis zero, pares e tultimo.

S

Construa a estrutura de nivel enraizada de cada um desses vértices para encon-
trar a estrutura de nivel com menor largura de nivel. O processo de formagao
de estruturas de nivel enraizadas é encerrado quando uma largura de nivel de
um vértice excede a largura de nivel da estrutura de nivel do vértice anterior.
O vértice selecionado é u.

7. Verifique os vértices adjacentes ao vértice u por possiveis redugoes na largura
de nivel para decidir o vértice final.

Um pseudo-cédigo para o algoritmo G é mostrado no algoritmo O algoritmo
recebe um grafo G = (V,E). Os passos 1, 2, 3 e 4 s@o realizados nas linhas 2,
3, 4 e 5, respectivamente. Os passos 5 e 6 sao realizados nas linhas 6 a 17, ao se
utilizar a sub-rotina M enorLarguraDeNivel, mostrada no algoritmo O passo
7 é realizado nas linhas 18 a 24. O algoritmo retorna um vértice pseudo-periférico
de V, na linha 25.

4.4 Algoritmo de Pachl

O processo inicia com um vértice u € V, busca-se o vértice mais distante desse
vértice. Isso é realizado ao se construir a estrutura de nivel enraizada de u e obtém-
se um vértice v € Ly, (u). Em seguida, gera-se a estrutura de nivel enraizada de
v e obtém-se um vértice w € Ly, (v). Depois, é analisada se a distancia entre o
vértice u e o seu vértice mais distante v é igual a distancia de v ao seu vértice mais
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Algoritmo 27: pseudo-periférico F.
Entrada: grafo G = (V, E); valor k, em que 5 < k < |V|;
Saida: vértice pseudo-periférico v € V;
1 inicio
2 se(k<b5VEk>|V|—1V|V|<5) entdao va para fim;
// serdo gerados k vértices geradores w;, para 1 <i<k
3 v < VerticeArbitrario(V); // inicio do passo 1
// constréi-se a estrutura de nivel Z(v)
Z(v) + BuscaEmLargura(v);
5 wy + VerticcComGrauMinimo(Lg,)(v));
// inicio do passo 2
// constréi-se a estrutura de nivel
Z(wy) < BuscaEmLargura(w;);
wy < VerticcComGrauMinimo(L.,,)(w1));
// constréi-se a estrutura de nivel
Z(w2) + BuscaEmLargura(ws);

9 ws < GeraNovoPseudoPeriferico(wy,ws); // passo 3
// constréi-se a estrutura de nivel

10 Z(ws) + BuscaEmLargura(ws);
// primeira parte do passo 4

11 wy <+ GeraNovoPseudoPeriferico(wy, ws);

// constréi-se a estrutura de nivel

12 Z(wy4) < BuscaEmLargura(wy);
// segunda parte do passo 4: o par gerador (wsy,ws) gera ws
// passo 5: o par gerador (wj_g,w;_1) gera wjii

13 J 4

14 enquanto ( j <k ) faca

15 wjs1 < GeraNovoPseudoPeriferico(wj_o,w;_1); // algoritmo
// constréi-se a estrutura de nivel

16 Z(wjt1) < BuscaEmLargura(w;y1);

17 J—J+1;

18 fim-enquanto;

19 v < w13 // inicio do passo 6

20 largura < b(Z(w1));

21 14— 23

22 enquanto ( i <k ) faca

23 se ( b(Z(w;)) < largura ) entao

24 U — W3

25 largura < b(ZL(w;));

26 fim-se;

27 fim-enquanto;

28 retorna v;

29 fim.

distante w, ou seja, o algoritmo verifica se d(u,v) = d(v,w), para u,v,w € V. Caso
essa condigao seja satisfeita, entao, o vértice pseudo-periférico sera v.

Esse algoritmo é O(|E| - 1/]V]), conforme demonstrado por Pachl [69], em um
grafo com V vértices e E arestas. O custo para se gerar a estrutura de nivel, pela
busca em largura, é O(|E|) e isso é realizado \/|V| vezes.
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Algoritmo 28: GeraNovoPseudoPeriferico.

Entrada: vértices geradores wg,wy € V;
Saida: vértice gerador w. € V;
1 inicio
// um par gerador (w,,w;) gera um novo vértice gerador w,
// constroem-se as estruturas de nivel de w, e de wy

2 Z(w,) < BuscaEmLargura(w,);

3 Z(wp) + BuscaEmLargura(wy);

4 we + 0; // w, recebe nulo

5 i< 1; // percorre-se Ly(,,)(wa)

6 J < 1; // percorre-se Ly(,,)(ws)

7 encontrou < falso;

// determina-se o vértice w. € Ly(y,)(Wa) A Ly(uw,)(ws)

8 enquanto (i < [Ly,,)(wa.)| A nao encontrou ) faga

9 enquanto ( j < |[Ly,)(wp)| A ndo encontrou ) faga
// considere que Ly(y,)(Wa) = {Wa,, Way, s Wa, } €
17 1= Lo (2)
// considere que Ly(y,)(ws) = {ws,, We,, ..., ws,, } €
/7 m = |Ly(uw,) (ws)|

10 se ((wq, = wp; ) entdo

11 We = Wa,;

12 encontrou < verdadeiro;

13 fim-se;

14 Jj—J+1;

15 fim-enquanto;

16 11+ 1;

17 fim-enquanto;

18 retorna w;

19 fim.

O pseudo-cédigo é mostrado no algoritmo Inicializa-se a variavel vg com um
vértice arbitrdrio na linha 2 e gera-se £ (vy) enraizada de vy na linha 3. Obtém-
se um vértice do tltimo nivel de £ (vg) na linha 4 e armazena-se esse vértice em
v1. Em seguida, gera-se a estrutura de nivel enraizada de v; e de um vértice
Vo € Ly(y,)(v1). Repete-se esse processo, na estrutura de repeticao das linhas 6 a
10, até que d(v;,vj-1) = d(v;j_1,v;—2). O algoritmo retorna v;_;.

Considere o grafo da figura [£.4] A escolha do vértice 4 destacado na figura
foi arbitrdria. Como pode ser visto na figura [£.4] os vértices no tltimo nivel da
estrutura de nivel enraizada do vértice 4 sao os vértices 2, 3, 5, 7 e 8, todos com
distancia 2, ou seja, £(4) = 2. A escolha entre vértices com a mesma distancia pelo
algoritmo ¢é indiferente e escolheu-se o vértice 8.

No exemplo, a procura pelo vértice mais distante é realizada, conforme observado
no algoritmo no vértice 8. O vértice mais distante escolhido entre as opgoes é
o vértice 5, possuindo uma distancia 3, como pode ser observado na figura O
algoritmo verifica se d(2,8) = d(8,5). Como d(2,8) = 2 e d(8,5) = 3, o algoritmo
repetird o processo.

E realizada a busca pelo vértice mais distante do vértice 5. Conforme apresen-
tado na figura [£.6] o vértice 10, com distancia 3, é escolhido como o mais distante.
Como d(8,5) = d(5,10), o vértice 5 é escolhido como o vértice pseudo-periférico.
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Algoritmo 29: pseudo-periférico G.
Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico u € V;
1 inicio
2 v + VerticeArbitrario(V'); // passo 1
// passo 2: constréi-se estrutura de nivel .Z(v)

3 Z(v) < BuscaEmLargura(v);
4 w < VerticecComGrauMinimo(Lg,)(v)); // passo 3
5 Z(w) < BuscaEmLargura(w); // passo 4
6 largura < b(£(w)); // inicio dos passos 5 e 6
7 i< 2; // percorrem-se os niveis pares de .Z(w)
8 ret[l] + w;
9 ret[2] < b(ZL(w));
10 ret[3] < verdadeiro;
11 enquanto ( ¢ < {(w) A ret[3] = verdadeiro ) faca
12 ret < MenorLarguraDeNivel(L;(w), ret[1], ret[2]);
13 1414+ 2;
14 fim-enquanto;
// trata Ly, (w)
15 se ( ret[3] = verdadeiro ) entao
16 ret « MenorLarguraDeNivel(Lg, (w), ret[1], ret[2]);
17 fim-se;
// ret[l] contém o vértice u do passo 6 e ret[2] contém a
// largura de nivel de .Z(u)
// passo 7
18 para cada ( vértice w € Adj(G,ret[1]) ) faca
19 Z(w) « BuscaEmLargura(w);
20 se ( b(Z(w) < ret[2] ) entao
21 ret[1] « w;
22 ret[2] < b(Z(w));
23 fim-se;
24 fim-para-cada;
25 retorna ret[1];
26 fim.

= A
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Figura 4.4: Escolha do Figura 4.5: Escolha do Figura 4.6: Escolha do
vértice u. vértice v. vértice w.
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Algoritmo 30: MenorLarguraDeNivel.

Entrada: estrutura de nivel enraizada .£(w); vértice u; largura de nivel

b(Z (w));

Saida: vetor ret com trés entradas, ret[1] com vértice pseudo-periférico u,

ret[2] com a largura de nivel de £ (u) e ret[3] com falso se ocorre que
a largura de nivel de algum vértice em .Z(w) é maior que a largura de
nivel encontrada na iteragao anterior ou verdadeiro em caso contrario;

// determina o vértice w’ com a menor largura de nivel b em

[/l L(w) e se b<b(ZL(u))

1 inicio

2 ret[l] < u;

3 ret[2] < b(Z(u));

4 ret[3] <— verdadeiro;

5 para cada ( vértice w' € £ (w) ) faga
6 Z(w'") + BuscaEmLargura(w');

7 se (b(Z(w')) < b(ZL(u)) ) entao
8 ret[l] < w';

9 ret[2] < b(Z(w');

10 senao se( b(Z(w')) > b(ZL(u)) ) entao
11 ret[3] « falso;

12 break;

13 fim-se;

14 fim-para-cada;

15 retorna ret;

16 fim.

Algoritmo 31: Pachl.

Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: vértice pseudo-periférico v € V;

1 inicio
2 v < VerticeArbitrario(V);
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
3 Z(vo) < BuscaEmLargura(vy);
// obtém-se uma vértice de Ly(,,)(vo)
vy + ObtemVertice(Ly(y,)(vo));
J— 1
repita
// constréi-se estrutura de nivel enraizada
7 Z(v;) < BuscaEmLargura(v;);
// obtém-se uma vértice de Ly, (v))
vjy1 < ObtemVertice(Ly,)(v5));
Jeit+L
10 até que d(’l}j, vj—l) = d(’Uj_l, ’Uj_Q) N
11 retorna (v;_1);
12 fim.

Nesse exemplo, o vértice pseudo-periférico escolhido é um vértice periférico. Isso
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ocorreu porque o grafo é pequeno. Para finalizar, mostra-se, na figura [4.7] a nu-
meragao do grafo da figura [4.1] juntamente com sua matriz correspondente apds
a ordenagao realizada pela heuristica Cuthill-McKee, iniciando-se por um vértice
pseudo-periférico, o vértice 5.

Figura 4.7: Grafo ordenado pela heuristica CM com a escolha do vértice pseudo-
periférico.

4.5 Algoritmo razao-largura-profundidade

Proposto por Wang et al. [90} [89], esse algoritmo for criado para encontrar vértices
iniciais para a heurfstica GPS. Nos testes realizados por Wang et al. [90], os re-
sultados em relacao as excentricidades dos vértices pseudo-periféricos encontrados
pelo algoritmo razao-largura-profundidade foram comparados com as excentricida-
des dos vértices pseudo-periféricos encontrados na primeira etapa da heuristica GPS
[26]. Em 12 insténcias testadas, o algoritmo razao-largura-profundidade encontrou,
nas 12 instancias, vértices com excentricidades maiores que as excentricidades dos
vértices encontrados pela primeira etapa da heuristica GPS.

O algoritmo de Wang et al. [90] utiliza um parametro chamado de width-depth-
ratio. Para se definir esse parametro, utiliza-se a observacao de que, quanto maior o
comprimento da estrutura de nivel de um vértice, e quanto mais estreita a estrutura
de nivel é, melhores solugoes sao geradas na reducao de largura de banda. Esse
algoritmo busca dois vértices que possuam estrutura de nivel com mais niveis e a
largura de nivel mais estreita possivel.

No algoritmo de Wang et al. [00], primeiramente, sdo selecionados vértices
com grau minimo. Esses vértices compoem o conjunto de vértices pré-candidatos.
Em seguida, geram-se as estruturas de nivel enraizadas de cada um desses vértices
e calculam-se as razoes entre as larguras de nivel e as excentricidades para cada
estrutura de nivel enraizada dos vértices do conjunto de pré-candidatos. Escolhem-
se os vértices que possuirem a menor razao do conjunto de vértices pré-candidatos.
Esses vértices sao colocados em um novo conjunto de vértices candidatos.

Se houver apenas um vértice u no conjunto de vértices candidatos, entao, seleciona-
se um vértice v € Ly, (u) com a menor razao entre a largura de nivel e a excentri-
cidade da estrutura de nivel enraizada. Com isso, os vértices u e v sao selecionados
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como vértices pseudo-periféricos. Em ocorrendo dois vértices u e v no conjunto
de vértices candidatos e se u € Ly, (v) e v € Ly)(u), u e v sdo escolhidos como
vértices pseudo-periféricos.

Em caso contrario, seleciona-se, no conjunto de vértices candidatos, o vértice v
com a menor numeracao e seleciona-se um vértice u € Ly(,)(v) com a menor razao
entre a largura de nivel e a excentricidade da estrutura de nivel enraizada. Os
vértices u e v sao selecionados como vértices pseudo-periféricos.

Mostra-se o pseudocddigo do algoritmo de Wang et al. [90] no algoritmo
Define-se o conjunto Candidados de vértices de grau minimo e menor razao largura-
profundidade na estrutura de repetigdo das linhas 5 a 17. Se o conjunto Candidados
contém um sé6 elemento, isso é tratado nas linhas 18 a 21: retorna-se um conjunto
composto pelo vértice v € Candidatos e pelo vértice com a menor razao largura-
profundidade de Z(,(v). Esse vértice é encontrado pelo algoritmo Se o con-
junto Candidados possui apenas dois vértices u e v e u € Lyw)(v) e v € Ly (u),
entdo, retorna-se {u, v} na linha 27. Em correndo que o conjunto Candidados pos-
sua mais de dois vértices, entao, escolhe-se, na linha 29, um vértive v que possuir a
menor numerag¢ao. Em seguida, seleciona-se um vértice u € Lg(v)(v) que possuir a
menor razao largura-profundidade. Esses dois vértices sao retornados na linha 31.

4.6 Exercicios

1. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura pelo algoritmo A
de Kaveh, mostrado na segao [£.3]

2. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura pelo algoritmo B
de Kaveh, mostrado na segao [£.3]

3. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura [£.1] pelo algoritmo C
de Kaveh, mostrado na secao |4.3

4. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura [4.1] pelo algoritmo D
de Kaveh, mostrado na secao |4.3

5. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura pelo algoritmo E
de Kaveh, mostrado na segao

6. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura pelo algoritmo F
de Kaveh, mostrado na secao

7. Encontre o vértice pseudo-periférico do grafo da figura pelo algoritmo G
de Kaveh, mostrado na segao [£.3]

8. Encontre os dois vértices pseudo-periféricos do grafo da figura pelo algo-
ritmo de razao-largura-profundidade, mostrado na segao [£.5]
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Algoritmo 32: Razao-largura-profundidade.

Entrada: grafo G = (V, E);
Saida: conjunto U de dois vértices pseudo-periféricos v,u € V;

1 inicio

W N

© 0w N o w;

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19
20

21
22

23

24
25
26
27
28

29
30

31

// grau do vértice com grau minimo
grauMinimo < +oo;
Candidatos < O;
TAZA0menor $— +00;
// monta o conjunto Candidados
para cada ( vértice w € V') faga
se ( Grau(G,w) < grauMinimo ) entao
Z(w) < BuscaEmLargura(w);
w.razao < b(ZL(w)) / {(w);
se ( (w.razao < razaomenor) V (Grau(G,w) < grauMinimo) )
entao
TAZA0menor $— W.TAZAO;
Candidatos <+ {w};
senao se( w.razao = razaomenor ) €Ntao
Candidatos < Candidatos U {w};
fim-se;
grauMinimo + Grau(G,w);
fim-se;
fim-para-cada;
se ( |Candidatos| = 1) entao
// obtém-se o vértice do conjunto
v < EscolheVertice(Candidatos, 1);
Z(v) < BuscaEmLargura(v);
// retorna v e o vértice com a menor razdo entre
// largura de nivel e excentricidade de Lg(,)(v)
retorna {v} U VerticeMenor Razao(Lg(,)(v));
senao se( |Candidatos| =2 ) entao
// obtém-se o primeiro vértice do conjunto
v < EscolheVertice(Candidatos, 1);
// obtém-se o segundo vértice do conjunto
u + EscolheVertice(Candidatos, 2);
Z(v) + BuscaEmLargura(v);
Z(u) < BuscaEmLargura(u);
se (u € Lyw)(v) AN v € Lyy)(u) ) entdo retorna {u,v};
fim-se;
// obtém-se o vértice com a menor numeragio
// no conjunto Candidatos
v < EscolheVerticeM enor Rotulo(Candidatos);
Z(v) < BuscaEmLargura(v);
// retorna v e o vértice com a menor razdo entre
// largura de nivel e excentricidade de Ly(,)(v)
retorna {v} U VerticeMenor Razao(Lg)(v));

32 fim.
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Algoritmo 33: VerticeMenorRazao.

Entrada: nivel L;(v) € Z(v);
Saida: vértice pertencente a L;(v) com menor razdo entre largura de nivel e

excentricidade;
1 inicio
2 TaZA0menor < +00;
3 para cada ( vértice w € L;(v) ) faga

// contréi-se a estrutura de nivel

Z(w) < BuscaEmLargura(w);

razao < b(ZL(w)) / L(w);

se ( razao < razaOmenor ) €NtAO
TAZA0menor — TaZA0;
verticeMenor Razao < w;

fim-se;

10 fim-para-cada;

11 retorna vertice M enor Razao;

© O N o ok

12 fim.
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Capitulo 5

Implementacoes da heuristica
Cuthill-McKee reverso

5.1 Introducao

As reducgoes de largura de banda e de profile de matrizes podem proporcionar
redugao no custo computacional na resolugao de sistemas de equagoes lineares por
métodos baseados no subespago de Krylov [48]. Como exemplo de aplicagdo de
uma heuristica para as redugoes de largura de banda e de profile, implementou-se a
heuristica Cuthill-McKee reverso para se reduzirem a largura de banda e o profile
de matrizes de sistemas de equagoes lineares. Com isso, verificou-se o desempenho
computacional do método dos gradientes conjugados [37, [49] para resolver sistemas
de equagoes lineares. Neste capitulo, sao apresentados detalhes e os resultados dessa
implementacao.

Neste capitulo, apresentam-se implementacoes da heuristica Cuthill-McKee re-
verso (CMr) e uma variacdo dessa heuristica, chamada aqui de CMr-pseudo. Nessa
variacao da heuristica CMr, o vértice inicial é um vértice pseudo-periférico obtido
pelo algoritmo de George e Liu [21I], mostrado na segéo na pagina As
heuristicas CMr e CMr-pseudo foram utilizadas para reduzirem a largura de banda
e o profile de matrizes de sistemas de equacoes lineares oriundas de uma resolugao
da equacao de Laplace pelo método dos volumes finitos. Com isso, verificou-se o de-
sempenho computacional do método dos gradientes conjugados para resolver esses
sistemas de equagoes lineares.

Para exemplificar a utilizagao de uma heuristica para as reducgoes de largura de
banda e de profile, implementou-se a heuristica CMr porque é uma das heuristicas
mais tradicionais para os problemas das reducoes de largura de banda e de profile.
Por causa da sua simplicidade e por ser eficiente, a heuristica CMr iniciada por um
vértice pseudo-periférico tornou-se um padrao em muitas simulagoes computacionais
[73, p. 107]. Mesmo sendo uma das primeiras heuristicas a ser proposta, a heuristica
CMr é utilizada em pesquisas atuais, por exemplo, Kazoela, Nikolos e Synolakis [47]
utilizaram a reducao de largura de banda obtida pela heuristica CMr para se reduzir
o custo computacional do pré-condicionador incomplete LU algorithm with threshold
(ILUT) [77, p. 286-297]. Como énfase para a importancia da heuristica CMr, essa
heuristica é implementada nos resolutores (combinados com pré-condicionadores)
mais populares de sistemas com matrizes simétricas e positivas-definidas [23].

Nas implementagoes, utilizou-se o algoritmo de George e Liu [21] para encontrar
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um vértice pseudo-periférico inicial para a heuristica CMr. O algoritmo de George
e Liu [21] foi utilizado por ser um dos algoritmos cldssicos para se encontrar um
vértice pseudo-periférico e por apresentar melhorias em relagao ao algoritmo original
de Gibbs, Poole e Stockmeyer [26].

Na secao [5.2] apresentam-se detalhes das implementagoes e as ferramentas uti-
lizadas. Mostram-se as simulagoes na secao Na subsecao apresentam-se
consideragoes sobre as simulagoes.

5.2 Detalhes da implementacgao e ferramentas uti-
lizadas

O objetivo do projeto computacional criado para as simulagoes publicadas em Oli-
veira e Gonzaga de Oliveira [68] é solucionar a equagdo de Laplace no dominio
computacional. O projeto computacional utilizado para acoplar a heuristica CMr
foi desenvolvido em C++. Nesse projeto computacional, geram-se triangulacoes de
Delaunay em um dominio quadrado, para a solugao da equagao de Laplace com as
condigoes de contorno: T'(a,0) =0 para0 < a <1eT(a,1) =T(0,a) =T(1,a) =
10 para 0 < a < 1.

Para a discretizagao da equagao diferencial parcial, utilizou-se o método dos
volumes finitos. Poligonos de Voronoi foram utilizados como volumes de controle.

Cada vértice da triangulagao, exceto os vértices da borda, recebem um nimero.
Por meio da ordem dessa numeragao, gera-se o sistema de equagoes lineares. So-
luciona-se o sistema de equagoes lineares pelo método dos gradientes conjugados.
Refina-se a malha pelo refinamento de Ruppert [(6]. Malhas de qualidade sao
geradas por off-centers de Ungor [85,186]. A triangulacio de Delaunay e o diagrama
de Voronoi sao detalhados em Nogueira e Gonzaga de Oliveira [67], por exemplo.

No projeto computacional, os vértices da malha (ou grafo) sao ligados por uma
lista encadeada. Gera-se o sistema de equagoes lineares conforme a ordem dessa
lista encadeada. No projeto computacional sem as redugoes de largura de banda
e de profile pela heuristica CMr ou pela heuristica CMr-pseudo, os novos vértices
gerados pelo refinamento sao inseridos no final dessa lista encadeada. Isso gera um
sistema de equacoOes lineares com matriz de coeficientes com largura de banda e
profile grandes. No projeto computacional, para se reduzirem a largura de banda
e o profile do sistema de equacoes lineares, permuta-se a ordem dos vértices nessa
lista encadeada pela heuristica CMr.

Um exemplo de triangulagdo de Delaunay, com 19 vértices, é mostrado na figura
Nessa malha, nao se utilizou a heuristica CMr para as redugoes de largura de
banda e de profile. H& vértices com numeracao baixa adjacentes a vértices com
numeracao alta. Um exemplo disso é o vértice 1, que é adjacente ao vértice 18. Isso
faz com que a largura de banda e o profile da matriz de adjacéncias sejam grandes.
Na malha da figura os vértices da borda recebem rétulo -1. Claramente, esses
vértices nao fazem parte do sistema de equagoes lineares.

Mostra-se, na figura[5.2] o diagrama de atividades do projeto computacional com
a heuristica CMr. O programa comega com uma malha inicial e com configuragoes
iniciais. Em seguida, gera-se o sistema de equagoes lineares referente a malha inicial
pelo método dos volumes finitos. Claramente, a heuristica CMr foi inserida entre a
montagem do sistema de equagcodes lineares e a resolugao pelo método dos gradientes
conjugados, conforme é mostrado na figura [5.2 Depois da resolugdo do sistema
de equagoes lineares pelo método dos gradientes conjugados, se os critérios para o
refinamento adaptativo nao forem satisfeitos, o programa para. Se os critérios para
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Figura 5.1: Triangulacao de Delaunay, em que os 19 vértices internos estao nume-
rados.

o refinamento adaptativo forem satisfeitos, a malha é refinada pelo refinamento de
Ruppert [76]. Em seguida, refina-se a malha por off-centers, gerando-se uma ma-
lha com a qualidade definida pelo usuario. No projeto computacional, utiliza-se a
medida de qualidade de triangulos circunradius-to-shortest-edge-ratio. Isso signi-
fica que uma malha é dita de qualidade se todos os angulos de todos os tridngulos
sSao0 menores que arcsin%. O limite B deve ser maior que a razdao do raio do
circuncirculo do triangulo pelo comprimento da menor aresta do triangulo. Final-
mente, retorna-se ao passo de montagem do sistema de equagoes lineares.

Nas simulacoes, utilizou-se um computador IBM® x3400 M3 com processador
Intel® Xeon® E5620 2.40GHz com 12Mb de memoria cache, 16Gb de memdria
RAM DDR3 1333MHz. O sistema operacional utilizado foi o Ubuntu 12.04 LTS
64bits com kernel versao 3.2.0-38-generic. Utilizou-se a IDE NetBeans 7.2.1 com
plugin para C/C++ para a implementacao dos projetos computacionais.

5.3 Testes experimentais
Nesta subsecao, sao apresentados as simulagoes com o método dos gradientes con-

jugados. Em particular, utiliza-se a aproximagao anterior para se obter as apro-
ximagao seguinte. Desse modo, o método dos gradientes conjugados converge com
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Figura 5.2: Diagrama de atividades do projeto computacional.

um numero razoavel de iteragoes.

Aplicou-se 0 método dos gradientes conjugados 10 vezes na mesma iteracdo e
verificou-se o tempo em cada execugdo. Fez-se a média, em segundos, dessas 10
execugoes. Como o tempo de execuc¢do ndo variou muito (desvio padrao, em média,
0,1), considerou-se que dez execugdes foram suficientes em cada teste. Os tempos de
execugoes da heuristica CMr e da heuristica CMr-pseudo nao foram sumarizados,
pois nao foram considerados significativos. Por exemplo, nas simulagoes com 277948
vértices, as heuristicas CMr e CMr-pseudo apresentaram tempo médio de execugao
menor que um segundo.

Os detalhes das simulagoes sao mostrados nas subsecoes seguintes. Na subsegao
b-3.1 mostram-se dados das simulagoes sem a heuristica CMr. Apresentam-se os
dados da execugao do projeto computacional com a heuristica CMr e sem o al-
goritmo que encontra um vértice pseudo-periférico na subsegao [5.3.2 Os dados
da execugao do projeto computacional com a heuristica CMr iniciando por um
vértice pseudo-periférico sao apresentados na subsecao Na subsegao [5.3.4]
apresentam-se exemplos de reducao de largura de banda em matrizes de um projeto
computacional para a solucao da equagao de Laplace.

5.3.1 Simulagoes sem a heuristica Cuthill-McKee reverso

Mostram-se os dados das execugoes do método dos gradientes conjugados no projeto
computacional sem a utilizagao da heuristica CMr na tabela Na primeira
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coluna, mostram-se os nimeros de vértices das malhas. Mostram-se, na segunda
coluna, em segundos, os tempos médios do método dos gradientes conjugados para
solucionar os sistemas de equagoes lineares com tamanhos referentes aos niimeros de
vértices. Sao mostrados, na terceira coluna, os nimeros de iteragées que o método
dos gradientes conjugados utilizou para solucionar os sistemas de equacoes lineares.
Mostram-se as larguras de banda e os profiles referentes aos sistemas de equagoes
lineares na quarta e quinta coluna, respectivamente.

Resolucoes de sistemas de equagoes lineares sem
as redugoes de largura de banda e de profile
Vértices | GC: tempo (s) | GC: iteragoes| S profile

4885 0,548 401 4460 7741207
12203 3,114 649 11726 52697023
32508 21,998 1069 31722 393718964
54165 53,096 1367 53158 | 1111334245
89320 128,911 1771 88189 | 3078204659
130824 242,944 2151 129413 | 6611779836
178852 395,145 2487 177130 | 12166024388
223993 561,592 2765 221797| 18573739773
256125 694,341 2957 253922 | 23535198622
277982 765,054 2963 275813 | 26692399231

Tabela 5.1: Dados referentes as execugdes do método dos gradientes conjugados e
aos sistemas de equagoes lineares sem as redugoes de largura de banda e de profile.

Utilizou-se o mesmo sistema de equacoes lineares nas dez execugoes do método
dos gradientes conjugados. Logo, nao houve variagao no nimero de iteragoes desse
método, em uma mesma instancia. O mesmo ocorreu com a largura de banda e
com o profile.

5.3.2 Simulagoes com a heuristica Cuthill-McKee reverso

Mostram-se, na tabela[5.2] os dados das execugoes do método dos gradientes conju-
gados no projeto computacional com a utilizagao da heuristica CMr para as redugoes
de largura de banda e de profile sem a utilizagdo do algoritmo que encontra um
vértice pseudo-periférico. Ao se observar os numeros de iteragoes mostrados nas
tabelas e nota-se que quase nao houve variagao no ntimero de iteracoes
do método dos gradientes conjugados nos diferentes testes.

Também nota-se que os tempos médios de execugao do método dos gradientes
conjugados com a utilizagdo da heuristica CMr, mostrados na tabela [5.2] foram
menores que os tempos médios das simulagbes do projeto computacional sem a
utilizagdo da heuristica CMr, mostrados na tabela Na tabela a terceira,
a sexta e a oitava colunas sao as porcentagens das redugoes dos tempos médios
das execugoes do método dos gradientes conjugados, largura de banda e de profile,
respectivamente, em relagao a tabela

5.3.3 Simulagoes com a heuristica CMr-pseudo

Na tabela mostram-se os dados das execucoes do método dos gradientes conju-
gados no projeto computacional com a utilizagao da heuristica CMr para as redugoes
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Resolugoes de sistemas de equacoes lineares com as

redugoes de largura de banda e de profile pela heuristica CMr
Vértices|GC: tempo (s)Redugao|GC: iteragoes| 8 [Reducao| profile [Reducao
4885 0,512 6,56% 402 165 | 96,30%| 467294| 93,96%
12203 3,038 2,44% 650 281 | 97,60%| 1900641 96,39%
32511 20,256 7,91% 1075 457 | 98,56%| 8399981 97,87%
54174 47,563 10,42% 1370 590 | 98,89%| 17898481 98,38%
89339 116,485 9,64% 1770 747| 99,15%| 37754045 98,77%
130854 219,812 9,52% 2165 937 99,27%| 72310418 98,91%
178884 354,85 10,19% 2478 1139 99,35%(122995495 98,99%
224003 504,656/ 10,13% 2753 1288 99,42%|179790220| 99,03%
256106 630,729 9,16% 2955 1387 99,45%(222104335 99,05%
277948 692,685 9,46% 2938 1457 99,47%|248862315| 99,06%

Tabela 5.2: Dados referentes as execugoes do método dos gradientes conjugados e
ao sistema de equacgOes lineares com as redugoes de largura de banda e de profile
pela heuristica CMr, comparados com os resultados mostrados na tabela

de largura de banda e de profile, iniciando-se por um vértice pseudo-periférico. Nas
simulacoes com a heuristica CMr-pseudo, os tempos médios em todas as execugoes
do método dos gradientes conjugados foram menores que os tempos médios das
execugoes do método dos gradientes conjugados, mostradas na tabela[5.1]

Resolugoes de sistemas lineares com as redugoes
de largura de banda e de profile pela heuristica CMr-pseudo
Vértices|GC: tempo (s)Redugao|GC: iteragoes| 8 [Reducao| profile [Reducao
4885 0,499 2,53% 406 104 | 36,96%| 279997 40,08%
12203 2,875 5,36% 644 141 49,82%| 1028302 45,89%
32511 19,994 1,29% 1070 249 | 45,51%| 4619380, 45,01%
54174 47,501 0,13% 1368 337 | 42,88%| 10129287 43,41%
89339 115,97 0,44% 1769 409 | 45,25%| 21656656| 42,63%
130853 218,165 0,75% 2147 532| 43,22%| 41899637 42,05%
178884 354,058 0,22% 2475 642 | 43,63%| 65188256 46,99%
224002 506,245/ -0,31% 2770 696 | 45,96%| 91301582 49,22%
256103 635,599 -0,77% 2963 1379 0,57%[221039305 0,47%
277948 697,497 -0,69% 2944 1440 1,18%|245801797] 1,22%

Tabela 5.3: Dados referentes as execugbes do método dos gradientes conjugados e
ao sistema de equagoOes lineares com as redugoes de largura de banda e de profile
pela heuristica CMr iniciando-se por um vértice pseudo-periférico, comparados com
os resultados mostrados na tabela

Com excegao dos testes com 224002, 256103 e 277948 vértices, mostrados na
tabela os tempos médios do método dos gradientes conjugados, nas simulagoes
com a heuristica CMr-pseudo, foram poucos menores que os tempos médios do
método dos gradientes conjugados com a heuristica CMr, mostrados nas linhas
correspondentes da tabela[5.2 Note que ocorreram algumas diferencas nos nimeros
de vértices nas simulagoes correspondentes mostradas nas tabelas e
provavelmente, por causa dos efeitos de arredondamentos numéricos no refinamento
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da malha.

Nessas simulagoes, a heuristica CMr-pseudo reduziu mais a largura de banda
e o profile do que a heuristica CMr. Mostram-se, nas colunas 3, 6 e 8 da tabela
as porcentagens das redugoes do tempo de execugao do método dos gradien-
tes conjugados, largura de banda e de profile em relagao aos dados mostrados na
tabela Mesmo assim, como pode ser observado na tabela [5.3] com 224002,
256103 e 277948 vértices, o método dos gradientes conjugados, apds a execucao da
heuristica CMr-pseudo, apresentou tempos médios maiores que os tempos médios
apos a execugao da heuristica CMr.

No teste com 224003 na tabelae 224002 na tabela houve 45,96% e 49,22%
de reducgoes de largura de banda e de profile, respectivamente, e aumento do custo
computacional do método do gradientes conjugados na utilizagao da heuristica CMr-
pseudo em relacao a utilizacao da heuristica CMr. Nos testes com 256106 vértices
na tabela 5.2] e 256103 vértices na tabela [£.3] e no teste com 277948 vértices em
ambas as tabelas, as larguras de banda e os profiles nao foram muito menores em
relagao aos resultados apresentados na tabela[5.2] como nas demais instancias. Isso
ocorreu porque, nas instancias com 256106 vértices na tabela[5.2)e 256103 vértices na
tabela[5.3]e a instancia com 277948 vértices em ambas as tabelas, as excentricidades
(£) dos vértices encontrados pelo algoritmo de George e Liu [21] nao foram muito
maiores que as excentricidades dos vértices iniciais utilizados pela heuristica CMr.
Isso pode ser visto na tabela Para a definicao de excentricidade de vértice,
veja a definigao [0} na pdgina[§l Na primeira coluna da tabela h4 o tamanho
das instancias mostradas na tabela[5.3] Na segunda coluna, hé as excentricidades
dos vértices iniciais nas simulagoes com a heuristica CMr. Finalmente, na terceira
coluna, ha as excentricidades dos vértices iniciais utilizados nas simulacoes com a
heuristica CMr-Pseudo. Como foram utilizados vértices arbitrarios como vértices
iniciais nas simulagoes com a heuristica CMr, esses vértices foram vértices pseudo-
periféricos nessas simulagoes.

Vértices (aprox.) | £ (CMr) | ¢ (CMr-Pseudo)

4885 60 78
12203 95 151
32511 153 235
54174 192 297
89339 252 375
130853 287 417
178884 314 516
224002 339 580
256103 350 362
277948 351 378

Tabela 5.4: Excentricidades dos vértices inciais nas simulagdes com a heuristica
CMr com e sem o algoritmo para se encontrar um vértice pseudo-periférico. Nas
linhas correspondentes da tabela[5.2] houve um vértice a mais nas linhas com 130853
e 224002 vértices e trés vértices a mais na linha com 256103 vértices.
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5.3.4 Exemplos de largura de banda em matrizes das si-
mulacoes

Mostram-se alguns exemplos de matrizes de coeficientes dos sistemas de equagoes
lineares do projeto computacional. Na figura[5.3] mostra-se a matriz de coeficientes
do sistema de equagoes lineares, com cerca de 1200 vértices, sem as reducoes de
largura de banda e de profile.

Figura 5.3: Representacao de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente,
1200 vértices sem a redugao de largura de banda.

Na figura[5.4] mostra-se a matriz de coeficientes do sistema de equagoes lineares,
com, aproximadamente, 1200 vértices, com as reducoes de largura de banda e de
profile pela heuristica CMr. Na figura mostra-se a matriz de coeficientes do
sistema de equagoes lineares, com cerca de 1200 vértices, com as redugoes de largura
de banda e de profile pela heuristica CMr, iniciando-se por um vértice pseudo-
periférico.

5.4 Consideragoes sobre as simulagoes

Implementou-se a heuristica Cuthill-McKee reverso (CMr) de George [22] e o algo-
ritmo de George e Liu [21], que encontra um vértice pseudo-periférico. Verificou-se
o desempenho do método dos gradientes conjugados com as redugoes de largura de
banda e de profile, apds a utilizacdo dessas heuristicas, em matrizes de coeficientes
de sistemas de equagoes lineares.

Com os resultados apresentados na segao verificou-se que, ao se utilizar a
heuristica CMr para se reduzirem a largura de banda e o profile da matriz de coe-
ficientes de um sistema de equagodes lineares, houve reducao no tempo de execugao
do método dos gradientes conjugados nas simulagoes deste trabalho. Verificou-se
que a reducao de tempo de execucao do método dos gradientes conjugados, apds a
execugao da heuristica CMr, nao é proporcional as reducoes de largura de banda
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Figura 5.4: Representacao de uma matriz de coeficientes com cerca de 1200 vértices
com as redugoes de largura de banda e de profile realizadas pela heuristica CMr.

Figura 5.5: Representagao de uma matriz de coeficientes com, aproximadamente,
1200 vértices com as reducgoes de largura de banda e de profile realizadas pela
heuristica CMr iniciando-se por um vértice pseudo-periférico.

e de profile da matriz do sistema de equacoOes lineares. Ainda, com as redugoes de
largura de banda e de profile obtidas pela heuristica CMr-pseudo, nao se obtiveram
redugoes significativas na reducao do custo computacional do método dos gradientes
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conjugados em relagao aos resultados desse método com as reducgoes de largura de
banda e de profile pela heuristica CMr. Nos testes com a heuristica CMr-pseudo,
com cerca de 35,6% de redugoes médias em largura de banda e de profile, houve
reducao média no custo computacional do método dos gradientes conjugados de
0,9%, aproximadamente, em relagao a utilizacao da heuristica CMr.

Como descrito, os testes foram realizados na resolucao da equacao de Laplace,
com sistemas de equagoes lineares oriundos de discretizacoes de tamanho médio
por volumes finitos, em que os volumes de controle sdo poligonos de Voronoi. A
resolucgao dos sistemas de equacoes lineares foi realizada pelo método dos gradientes
conjugados. Esses testes formam um conjunto especifico e pequeno de simulagoes.
Apesar disso, podem indicar que, apds um certo limite na redugao do profile ou da
largura de banda, pode nao haver vantagem significativa na reducao do custo com-
putacional na resolucao de sistemas de equacoes lineares pelo método dos gradientes
conjugados. Isso pode ser um indicio de que a utilizagao de uma heuristica que re-
duza muito a largura de banda, como as baseadas em meta-heuristicas, nao surtam
o efeito desejado de reducao do custo computacional na resolucao do sistemas de
equagoes lineares nesses casos. Com isso, a utilizagao da heuristica CMr para as
reducgoes da largura de banda e de profile, iniciada por um vértice “qualquer”, pode
ser vantajosa em relacao a utilizagao de outras heuristicas; pois a heuristica CMr
é muito simples de ser implementada. Consequentemente, a manutencao do cédigo
é também simples. Em particular, pode-se utilizar, de forma fécil, um vértice da
malha computacional (ou vértice do grafo que represente um politopo da malha em
discretizagoes de volumes finitos) que represente uma incégnita no sistema na fron-
teira do dominio. Esse vértice na fronteira da malha computacional é um vértice
pseudo-periférico no grafo e isso foi realizado nas simulagoes mostradas na subsegao
0.0.2

Claramente, testes precisam ser realizados com simulagoes em ambiente real.
Ainda, testes similares precisariam ser realizados com matrizes de discretizacoes de
elementos finitos em varios modelos tridimensionais. Inclusive, testes precisam ser
realizados com a aplicacao de métodos iterativos para a resolucao de sistemas de
equagoes lineares com matrizes assimétricas, como o GMRES [(7], bem como na
resolugao do sistemas de equagoes lineares por métodos diretos, isto é, por métodos
baseados na eliminagao gaussiana.

5.5 Exercicios

1. Observe as redugoes de largura de banda e de profile mostrados na tabela
em relagao aos dados mostrados na tabela Qual é a magnitude dessas
redugoes?

2. Observe os numeros de iteracoes do método dos gradientes conjugados mos-
trados nas tabelas (.1l e B2

(a) Houve reducdo do nimero de iteragdes do método dos gradientes conju-
gados com a utilizagao da heuristica CMr?

(b) Houve redugao do tempo de processamento com a utilizagao da heuristica
CMr?

(c¢) Explique as respostas das questoes a e b.
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3. Analise os resultados mostrados nas tabelas e e explique se compensa
a utilizacao da heuristica CMr antes da resolugao de um sistema de equagoes
lineares pelo método dos gradientes conjugados.

4. No primeiro conjunto de simulagoes, a diferenca do tempo de execucao na
maior instancia, com 277948 vértices, entre as heuristicas CMr e CMr-pseudo
é menor que um segundo. Analise os resultados mostrados nas tabelas [5.2] e
e explique se compensa a implementacao do método de George e Liu [21]
antes da execugao da heuristica CMr.
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