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Prefacio

Os polindémios ortogonais tém vasta aplicacao em todos os tipos de problemas da
Matematica Pura e Ciéncias Aplicadas e sempre despertaram o interesse de famo-
sos matematicos dos tltimos séculos. Esses polindmios sao ferramentas essenciais
para a solucao de varios problemas e vém contribuindo nos estudos relacionados
a equagoes diferenciais, fragoes continuas, estabilidade numérica, teoria da apro-
ximagao, processamento de sinais, etc. E muito bem conhecido que uma sequéncia
de polinémios ortogonais na reta real, denotada por { P, }2° ), satisfaz a uma relagéo
de recorréncia de trés termos da forma

Pn+1(t) = (t - bn+1) Pn(t) — Gp+1 Pnfl(t)a n >0,

com P_i(t) =0e Py(t) =1, onde by, a, € R, paran > 1.

Esses polinémios possuem intimeras propriedades interessantes que fazem com
que sejam aplicados em diversas dreas do conhecimento. Por exemplo, seus zeros
sao reais, simples e pertencem ao intervalo de ortogonalidade. Em particular, seus
zeros sao os nds das famosas Regras de Quadratura Gaussianas, que tém méaximo
grau de precisao algébrico.

No presente texto, nosso objetivo é apresentar propriedades e aplicacoes de
sequéncias de polindmios que satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos
da forma

Rnt1(2) = (2 = Bn1) Bn(2) — anp1 2 Rna(2), n 20, (1)

com R_1(z) =0e Ro(z) =1, onde B,,an+1 € C, paran > 1.

Observe que a relagao de recorréncia () difere da dos polinoémios ortogonais na
reta real pela variavel z que multiplica o dltimo termo.

Entre as sequéncias de polindomios geradas pela relagao de recorréncia (), des-
tacam-se os polindmios que satisfazem certos tipos de ortogonalidade, tanto na reta
real como no circulo unitario como, por exemplo, os polindmios L-ortogonais e os
polindémios para-ortogonais.

Quando os coeficientes 3, e a1, n > 1, satisfazem certas condigoes, pode-se
garantir que os polindmios R,,, dados por (), tém todos os zeros reais e simples ou
todos os zeros complexos pertencentes ao circulo unitario ou, ainda, pertencentes a
um circulo de raio 8 > 0.

Se tomarmos 3, > 0 e a,4+1 > 0, n > 1, os polindmios R,, sdo reais e seus zeros
sdo reais e simples. Este caso sera tratado no Capitulo 2

Para 3, # 0e a1 # 0, n > 1, varias propriedades interessantes dos polindmios,
definidos por ([Il) serdao mostradas neste texto como, por exemplo, a de que dois
polinémios consecutivos, R,, e R, 11, ndo possuem zeros em comum. Além disso,
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os zeros de R, sao os autovalores da matriz de Hessenberg inferior, dada por

m a2 0 0 0
moM2 Qg - 0 0
m m2 n3 - anp—1 0
m n2 N3 - TMn-1 Qn
m m M3 0 Mp—1 I
onde 1y, = Qpy + B, m=1,2,...,n, com a; = 0.

Para o caso complexo, é interessante utilizar sequéncias de polindémios { R, }52
que satisfazem a seguinte relagao de recorréncia de trés termos

Rn+1(z) =[(1+icht1)z + (1 —icpy1)] Rn(z) —4dd,1 zén,l(z), n>1, (2)

com Ro(z) = 1e Ry(z) = (1+ic1)z+(1—ic1), onde ¢, € Rparan > 1, e {dn1}52,
é uma sequéncia encadeada positiva. O valor 4 foi adicionado por conveniéncia ao
ultimo termo da relacao de recorréncia acima.

As relacoes () e ([2) sao equivalentes, pois se tomarmos

Ru(2) = w7 =
Hj:l(l +icj)
entao
Rpi1(2) = (2 = Bns1) Bu(2) — ang1 2 Ru—1(2),
onde
ﬂ 1-— iCn o 4dn+1
n — — - Qi = - y .
1+ic, i (I +icy) (1 +icni1)
Note que se ¢, = 0 para todo n, entao (@) torna-se (1) com §,, = —1, isto é,
Rpi1(2) = (24 1) Rp(2) —4dpy1 2 Ry1(2), n> 0, (3)

Este caso serd tratado no Capitulo

Como no caso dos polinémios ortogonais, uma das importantes aplicagoes dos
polinémios R,,(z) é a construcao de férmulas de quadraturas de méximo grau de pre-
cisao algébrico e esse topico também serd abordado no Capituloldl Outra aplicagao
a ser apresentada é o uso desses polindmios no problema de anélise de frequéncia.

Sao José do Rio Preto, fevereiro de 2014.

A. Sri Ranga
Cleonice F. Bracciali
Eliana X.L. de Andrade



Capitulo 1

Preliminares

Antes de iniciar os estudos das propriedades dos polindémios que satisfazem a relagao
de recorréncia de trés termos (), apresentaremos vdrios tépicos que serao ne-
cessarios para o entendimento do texto, como, por exemplo, fragoes continuas,
sequéncias encadeadas positivas, polindmios ortogonais na reta real e polindmios
ortogonais no circulo unitario. Também acrescentamos varias propriedades e resul-
tados para tornar o texto mais completo para o leitor interessado em aprofundar
seus conhecimentos nesses assuntos, mas que nao sao necessarios para a compre-
ensao dos capitulos posteriores.

1.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Uma expressao da forma
b
[ @)

¢é conhecida como integral de Stieltjes ou, mais especificamente, como a integral de
Stieltjes da funcao f sob a fungao . A funcao v, que é real e nao decrescente,
pode ser considerada como sendo definida na reta real. Porém, consideramos que
os pontos de aumento de v estdao todos contidos no intervalo fechado [a, b].

Na linguagem da teoria da medida, a fungao ¥ induz uma medida no intervalo
[a,b] e, assim, ¢ também é chamada de medida ou medida positiva no intervalo
[a, b].

A seguir, faremos um breve relato dos conceitos necessarios para a definigao da
integral de Riemann-Stieltjes, que representa o limite de certas somas conhecidas por
somas de Riemann-Stieltjes. Para algumas referéncias a respeito, citamos [7, 23] [37].

Definicao 1.1. Chamamos de ponto de aumento da medida v qualquer ponto £ tal
que Y(§ +€) — (£ —€) > 0 para todo € > 0. Em particular, o conjunto de pontos

S)={¢|v(E+e)—Y(E—¢€) >0, paratodo €>0}

€ chamado de suporte de .

Como todos os pontos de aumento de v estao contidos dentro do intervalo [a, b],
o menor intervalo fechado [a, b] que contém o suporte é tal que [a,b] C [a, b].
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Defini¢ao 1.2. Dada o intervalo [a,b], uma particao de [a,b] € um conjunto de
pontos A = {xg,x1,...,Tn_1,2Tn}, tal que

a=20 <21 <Tyg < < Tp_1<xy=>0
Dada uma fungao real f definida e limitada em [a, b], sejam

M;= sup f(x) e m; = inf  f(x), i=12,...,n.

IE[ijl,:Ej] $€[Ij71,wj]

A soma superior de Riemann-Stieltjes de f sob a medida 1 e com relagao a particao
A é dada por

UA, f,9) =Y ((;) — (w-1))M;

e a soma inferior por

E f4cil verificar que
onde m = infoefqp) f(2) € M =sup,¢(q 4 f(2).

Uma partigao A ¢ um refinamento da partigao A se A C A. Podemos verificar
que se A é um refinamento da A, entao

L(A, f,1) < L(A, f,4) < U(A, f,4) < U(A, f,).

Denotando por Dla,b] o conjunto de todas as partigoes de [a, b], agora temos os
requisitos necessarios para definir a integral de Riemann-Stieltjes da funcao f sob
a medida ).

Definicao 1.3. Sejam f uma funcao real e limitada definida em [a,b] e Dla,b] o
conjunto de todas as parti¢ao de [a,b]. Se

sup L(A, f,v)=I1= inf U(A,f ),
N (A, f,¢) At (A, f, )

dizemos que [ € integravel em relagao a medida v no sentido Riemann-Stieltjes e
o valor I da integral é denotado por fab f(z)dy(x).

Se 1 (x) = ¥(z) + C, para alguma constante C, entdo

[ i) = [ )

e, portanto, dizemos que as medidas v e 11 sao substancialmente iguais.
Dois casos particulares em que a integral de Riemann-Stieltjes existe sao:

- A fungdo f é continua em [a,b]. Neste caso, se f(x) > 0 para x € &(v)), entéo
f; f(z)dy(x) > 0. A integral f; f(x)dy(x) é estritamente positiva se f(z) > 0 pelo
menos em um ponto x no suporte S(1).

- A fungao f é monotonica em [a, b] e ¢ é continua e estritamente crescente em [a, b].

A seguir, apresentamos alguns exemplos de integrais de Riemann-Stieltjes.
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Exemplo 1.1. Se ¢(z) = z ou, ainda, ¥(z) = = + k, para alguma constante k, a
integral de Riemann-Stieltjes é idéntica a integral de Riemann

/f )i (a /f

Exemplo 1.2. Seja ¢ continua e derivavel em (a,b) e seja w(z) = ¢'(z). Entao,
pelo Teorema do Valor Médio (veja, por exemplo, [T]),

Y(xg) — P(xp—1) = wry)(@r — Tp-1),

onde zj é um ponto em (zg—1,2r). A funco w é chamada de fungdo peso da
integral. Pela definicao de integral de Riemann, temos

/f )i (a /f

Exemplo 1.3. Seja ¥ uma funcgao escada com saltos nos pontos &1, &o, ..., dada
por

0, a<x <&,
)\17 §1<$§§27
Plx) ={ M+ A &2 <z <&,

MAX+-+ A, & <ax<lh,

onde A1, Ag, ...\, sd0 niimeros positivos arbitrdrios. Somente os intervalos [zx_1, zx)
que contém um ponto de salto podem contribuir para a soma S(A, f,). Para
[|A]] < min(§, — €k—1), a soma fica reduzida a

> FE) M,
k=1

onde & — &k| < ||A]|l. Se f é continua, temos f(&;) — f(&) quando ||A]| — 0 e,

assim,
/f () = 3 FE)M
k=1

Observamos que, para intervalos infinitos, a definicao da integral de Riemann-
o0

Stieltjes como, por exemplo, / f(z)dy(x), depende da existéncia do limite
b
tim [ (o)t o)
b—oo [,
onde ¢ (b;z) = (x) para 0 <z < b e ¢(b;x) = 1(b) para x > b.

Definicao 1.4. Os wvalores

b
,uk:/ 2hdip(x), para k=0,1,2,.., (1.1.1)

sao chamados de momentos da medida ).
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Quando o intervalo [a,b] é limitado, os momentos definidos por (LII]) sempre
existem. Caso seja infinito, nem sempre existem.
Quando pp = 1, a medida é chamada de medida de probabilidade.

Definicao 1.5. Se os momentos uy existem para k = 0,+1,42, ..., entao dizemos

que ¥ € uma medida forte em (a,b).

Se ¢ é uma medida positiva em um intervalo [—b,b], b > 0, tal que vale a

propriedade
d1/)(513) = _dw(_'r)v S [_bab]a (112)

entao 1 é denominada medida simétrica.

Definicao 1.6. Dada uma sequéncia de nimeros reais {pn 152, definimos deter-
minante de Hankel de ordem n + 1 por

Ho  p1 ... Hn
M1 H2 R !

H,=| : . ], m>o. (1.1.3)
Hn  Hn+1 - H2n

Para uma sequéncia de nimeros reais {in}5° _ ., definimos determinante genera-
lizados de Hankel de ordem n + 1 por

Hm Hm+1 cee Hm+n
Hm+1  Hm+2  --o Hmigntl

Hm — | " " T minez, n>o. (1.1.4)
Hm+n  Hm+n+1 cee Hm+2n

Observe que H7(10) = H,.

1.2 Fracoes continuas

Apresentamos, aqui, apenas alguns conceitos basicos sobre fragoes continuas que
serao necessarios posteriormente. Para estudos mais aprofundados sobre fragoes
continuas no sentido de teoria dos numeros e de teoria analitica, citamos os livros

[T, 13, 29}, 35, @9] como referéncias.

Uma fragao continua é uma expressao da forma

a
b + - (1.2.5)

b
1+b2+ )
© 4+

an
bn + .

onde {an}o2, e {b,}5%, sdo sequéncias arbitrarias de nimeros complexos (ou
fungdes complexas). Uma fragdo continua pode ser finita ou infinita.

Algumas notagoes simplificadas para (LZ3]) sao encontradas na literatura, como,
por exemplo,
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aq a9 Qp,
0+/—‘b1+/—‘b2+ —I—[—‘bn-i-

Consideremos a sequéncia {C), }22, construida da seguinte maneira:

Co = by
C1 = b+ o
b1
ai az
Co = by+— —
? 0 b1 + b2
C, = b+t =2 an (1.2.6)

Cp, que é uma fracdo continua finita, é chamado de n-ésimo convergente (ou apro-
ximante) da fragdo continua (CZ3).

Por se tratar de fragoes, é possivel que certos convergentes sejam indefinidos.
Por exemplo, C5 nao tem sentido se bjbs = —as. Contudo, se quisermos ainda
considerar a correspondente fracao continua, fazemos uso da defini¢ao abaixo.

Definicao 1.7. Dizemos que a fra¢io continua (LZX) converge para o valor K
(finito) se no mdzimo um nimero finito de C,, € indefinido e

lim C, = K.

n—oo

Caso contrario, dizemos que a fracdo continua diverge.

Se a fracao continua converge para K, escrevemos

ay a2

bo+—
T+ by e

n

A
Da relagao (L2:6), podemos escrever C,, = B = 0,1,2,..., onde

n

Ao = bo, By =1,
Ay = bob1 + aq, By = by,

Az = bob1ba + boaz + a1bo, By = b1by + ay,

Notemos, por exemplo, que As = boA; + asAg e By = byBy + asBy. Desse
modo, obtemos o resultado a seguir, facilmente demonstravel usando-se o principio
da inducao matematica.

Teorema 1.1. Sejam as sequéncias {An} e {Bn} tais que, paran > 1,

An = bnAnfl + anAnf%
(1.2.7)
Bn = ann—l + aan—27

com Ay =1, Ag =by, B.1 =0, By =1 eb, #0 para n > 1. Entdo, o n-ésimo
Ay,
convergente C,,, dado por (LZA), satisfaz C,, = B "= 0,1,2,... .

3
n
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Segundo Chihara [I3], as férmulas dadas por (2271 sdo conhecidas por férmulas
de Wallis, onde A,, é chamado o n-ésimo numerador parcial e B, é o n-ésimo
denominador parcial da fragao continua.

Se multiplicarmos a primeira férmula de Wallis (L2.7)) por B,_1 e a segunda
por A,_1, e subtrairmos uma da outra, obtemos

Aan,1 - BnAnfl - _an(Anlen72 - anlAn72)-
Dali,
Aan,1 — BnAn,1 = (—1)"+1a1a2...an, n Z 1.

Essa relagao é conhecida como férmula do determinante (veja Wall [49] p.15]).

Além disso,
An An—l - (—1)"+1a1a2...an
Bn anl B anan ’
O que nos fornece
A, " (=) ayas...ap
— =b 1.2.8
Bn 0+ Z Bk—lBk ) ( )
k=1

desde que by, # 0 e By, # 0 para 1 < k <n. A soma (LZ8) é a n-ésima soma parcial

= (-1
da série by + Z
k=1

ai1ag...ag

By_1DBy,

, conhecida por série de Euler-Minding.

1.3 Sequéncias encadeadas positivas

Apresentamos, aqui, a definigao e algumas propriedades de sequéncias encadeadas,
bem como suas relagoes com polinomios ortogonais. Para um estudo mais detalhado
recomendamos o texto de Chihara [13].

Definicao 1.8. Uma sequéncia {a,}S2, € uma sequéncia encadeada positiva se
existe uma sequéncia {gy} 7 tal que

(i) 0<go<l, O0<gn<l1l, n>1,

(i1) an=1—=0gn-1)gn, n=1,2,3,.... (1.3.9)

{9k}72 € chamada de sequéncia de parametros para {a,}52, € go € o pardmetro
inicial.

1
Exemplo 1.4. A sequéncia constante {a,} = {Z} é uma sequéncia encadeada

com uma sequéncia de parametros {g,} = {ﬁ} . Além disso, a sequéncia
n
1

1
{hn} = {5} também é uma sequéncia de pardmetros para {a,} = {Z} .
- 1 -
Exemplo 1.5. A sequéncia constante {a,} = {a}, com 0 < a < 7 & uma sequéncia

encadeada com sequéncias de parametros

(o) = { =) 1=,

= {5
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Deixamos a verificacao desses exemplos para o leitor no Exercicio[[.1]

Teorema 1.2. Sejam {a,} uma sequéncia encadeada e {gi} e {hi} sequéncias de
parametros para {a,}. Entdo, gr < hi para k> 1 se, e somente se, gy < hg.

Teorema 1.3. Seja {a,} uma sequéncia encadeada. Se {a,} tem uma sequéncia
de parametros {gi} tal que go > 0, entdo, para cada hg satisfazendo 0 < hg < go,
existe uma correspondente sequéncia de parametros {hy}.

Deixamos a demonstracao dos dois 1ltimos resultados como exercicio (Exercicios

L2 e @L3).

O Teoremall.3mostra que, se o parametro inicial de uma sequéncia de parametros
for positivo, sempre existe uma outra sequéncia de parametros para a sequéncia en-
cadeada. Além disso, toda sequéncia encadeada possui uma sequéncia de parametros
{my} tal que mg = 0 e, pelo Teoremal[l.2] temos que m,, < g, para qualquer outra
sequéncia de parametros {gx}.

Definicao 1.9. Seja {a,} uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de parametros
{my} € chamada sequéncia minimal de parametros se mg = 0.

1
Exemplo 1.6. A sequéncia encadeada {a,} = {Z} tem sequéncia minimal de

ametros {m, } -
parametros {m,} =4 — ;.
2(n+1)
Caso a sequéncia minimal de parametros seja a tnica sequéncia de parametros
para {a,}, dizemos que {a,} determina seus pardmetros unicamente ou que {a,}
¢é unicamente determinada.

Definicao 1.10. Seja {a,} uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de pardi-
metros { My} € chamada sequéncia mazimal de pardmetros se, para qualquer outra
sequéncia de parametros {gi}, My > gr, k > 0.

Teorema 1.4. Uma sequéncia de paramentros {g,} € a sequéncia maximal para
uma sequéncia encadeada {a,} se, e somente se

o0 glgz...gn .
;(1_91)(1_92)”'(1_971)_ .

O Teorema [[4] atribuido a H.S. Wall (veja [13] e [49]), fornece uma maneira

pratica para verificar se uma sequéncia de parametros é maximal.

Exemplo 1.7. Considere novamente a sequéncia encadeada {a,} = {a}, com 0 <

a < . Vimos que
oy = {E01) gy - {2

sao sequéncias de parametros. O Teoremall4lgarante que a sequéncia de parametros
{gn} é a sequéncia maximal. A comprovagao desse fato é deixada para o leitor

(Exercicio [[4]).
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Teorema 1.5. Seja {a,} uma sequéncia encadeada. Se a, = a < i, n > 1, entao
1++1—4a . 1—-+1—-4a
M, = ———— lm m,, = ——M.
2 n—00 2
Além disso, 0 < mg, < mpy1, n> 1.

Teorema 1.6. Sejam {b,} uma sequéncia encadeada com sequéncia de pardmetros
{h} e{a,} uma outra sequéncia encadeada com sequéncia minimal de pardmetros
{my} e mazimal {My}. Se

anp < b, para n>1,
entao,

my < hy < Mg, para k> 0.

Para observar outras sequéncias encadeadas positivas, vamos utilizar a notagao

kn = Gnik € Gkon = Gntk, k> 1

Teorema 1.7. Seja {a,}°2, uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de
pardmetros {gn 15> y. Entao,

3 oo 5 o y 5 y A o0
(i) {a1,n}5%; € uma sequéncia encadeada com sequéncia de parametros {g1,n }oey,
onde a1 p = Any1 € 1.0 = Gnt1-

(ii) Se {mn}22, denota a sequéncia minimal de pardmetros para {ain}, entao
My, < My, paran >0 emy , = Myq1.

(iii) {Myn}S2, € sequéncia mazimal de pardmetros para {a1,}, onde My, =
M, .

As demonstragoes desses resultados encontram-se em Chihara [I3].

O Teorema[[7 garante que se {a1,as,as, ...} é uma sequéncia encadeada, entao
{as,as,aq, ...} também é sequéncia encadeada, bem como {as, a4, as, ...}, etc... .

Por outro lado, se {as,as,aq,...} é sequéncia encadeada nido unicamente de-
terminada, podemos encontrar a; > 0 tal que {a1,as2,as,...} é uma sequéncia
encadeada positiva. Veja o préximo resultado.

Teorema 1.8. Seja {as,a3,aq,...} uma sequéncia encadeada positiva e nao uni-
camente determinada, cuja sequéncia mazimal de pardametros é {My, Mo, M3, ...},
ou seja, My # 0. Entao, tomando ay = AMy, com 0 < X\ < 1, a sequéncia
{a1,a2,as,...} também € uma sequéncia encadeada.

Demonstragao: Da definicao de sequéncia encadeada, temos

ag = (1—M1)M2,
as = (1—M2)M3,

Seja My =1— A. Entao, 0 < My < 1 e, assim, podemos escrever também
al = (1 — M())Ml,

o que conclui a demonstracao do resultado. [ |
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1
Exemplo 1.8. Seja {an}io, = {Z}’ cuja sequéncia maximal de parametros é
1

M2, =< =
{ }n_l 2

e Escolhendo A = 1, temos My =1 — X\ = 0, ou seja, a sequéncia encadeada
1 11
27474747
tem como sequéncia maximal de parametros
11
0,=,=,=,...p-
{ ) 2 ) 2 ) ) }

Isto significa que a sequéncia maximal de parametros é igual & sequéncia minimal
de parametros, ou seja, sequéncia encadeada determinada unicamente.

N =

1
e Escolhendo \ = ok temos Mo =1— )\ = 3 ou seja, encontramos a mesma

il
PRV

1.4 Polindmios ortogonais na reta real

sequéncia encadeada

Entre os polinomios associados a relacoes de recorréncia de trés termos estao os
polindmios ortogonais. As aplicagoes de tais polindomios as ciéncias aplicadas sao
muitas e novas aplicagoes surgem a todo momento (Gautschi [20]).

Nesta secao, apresentamos alguns dos principais resultados sobre polinémios
ortogonais na reta real. Suas demonstragoes podem ser encontradas nos textos
cléssicos de Chihara [I3] e Szegd [48]. Para um texto mais recente, veja o livro de
Ismael [24]. Para um texto em portugués, veja Andrade e outros [2].

Definicao 1.11. Dada uma medida positiva ¢ em (a,b) (como na Defini¢ao [[4])
definimos o produto interno (-,-)¢ da seguinte forma:

b
(1.9)0 = [ f@hg(@)is(o)

onde f e g sao fungoes continuas no intervalo (a,b).

Definicao 1.12. Uma sequéncia de polinémios {P,}22, com P, de grau erata-
mente n, é chamada sequéncia de polinomios ortogonais com relacao a medida ¢
no intervalo (a,b) se

b 0, se n # m,

(Pns Pm)g = / (1.4.10)

a

P, (x) Py, (x)do(x) = {

pn >0, sen=m.

Usando o delta de Kronecker 6, ,, definido como d,,, = 1, para m = n, e
Om.n = 0, para m # n, podemos escrever a definicdo anterior como

b
(P, Pn)g :/ P (2) Py (x)dé () = pndm.n- (1.4.11)

a

Se p, = 1, entao a sequéncia é chamada de sequéncia de polindmios ortonormais.
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Em termos de seus coeficientes, denotaremos os polinémios P,, por
n
P,(z) = E an, 27, com ap, # 0.
j=0

Como {P,}>2, é uma sequéncia de polinémios e P,, é de grau exatamente n,
entao Py, Pi,..., P, formam uma base para o espaco dos polinomios de grau n, P,
(Exercicio [LH]).

Os polinémios ortogonais podem ser definidos de diferentes maneiras (Exercicio
[CH). Podemos dizer, equivalentemente, que { P, }°2 , é uma sequéncia de polinomios
ortogonais com relagao a ¢ em (a,b) se

0, V polindbmio 7 de grau < n — 1,

pn # 0, Vpolindmiowde grau n,

b
ou, se

0, sem=20,1,...n—1,
~ (1.4.12)
pn #0, sem=n.

b
(@™, Pr)o =/ " P (x)d¢(x) = {

Sejam {1, }5° e { P, }52, duas sequéncias de polindémios ortogonais no intervalo
(a,b) com relagao & medida ¢. Entao,

Tj(x) = c;Pj(x), j=0,1,...,

onde ¢; é uma constante que depende apenas de j (Exercicio [[7).

Com esse resultado, podemos observar que a unicidade da sequéncia de po-
linémios ortogonais com relagao a uma medida ¢ vale se for imposta alguma condigao
de normalizacao, por exemplo, que sao polinémios monicos, isto ¢, a,, , = 1.

Em Chihara [I3] encontramos o resultado a seguir.

Teorema 1.9. Com os momentos py, k =0,1,..., definidos por (L1, os deter-
minantes de Hankel H,, definidos por (LI3), sdo positivos.

Deixamos a demonstragao desse resultado a cargo do leitor (Exercicio [Lg]).

Dada uma medida positiva ¢, o Teorema [[.9 garante a existéncia da sequéncia
de polinémios ortogonais pois, como os determinantes de Hankel sao nao nulos e
ann # 0, utilizando as equagoes (L4I2) para m = 0,1,...,n — 1,n e escrevendo
P, em termos de seus coeficientes, obtemos o sistema de equacoes lineares

Qn, 00 + Qp 1M1 + ...+ Qnn hn - 0
Gnof1  +  Gn 12 + ... 4+ apnpn+tr = 0
Gn,0n + Gn, 1 hn+1 + e+ Ap nin = p~n

Substituindo a tltima equac@o desse sistema por a0 + ap1T + - + appz" =
P, (z) e resolvendo o sistema resultante pela regra de Cramer, segue que

Ho Moo Hn
M1 H2 oo Hntl
Pa@)=22 0
n
Hn—-1 Hn ... Hopn—1

1 T ... "
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1.4.1 Propriedades dos polindomios ortogonais

Polinémios ortogonais satisfazem a muitas propriedades interessantes e, por isso, sao
largamente utilizados. Uma delas é que seus zeros sao reais, distintos e pertencem
ao intervalo (a,b).

Como dissemos anteriormente, os polindmios ortogonais satisfazem a uma relacao
de recorréncia de trés termos como a dada no teorema a seguir.

Teorema 1.10.

Poi1(®) = (V1% — But1) Pu(z) — any1 Pu-a(z), n>1, (1.4.13)

com as condigoes iniciais Py(x) = 1 e Pi(x) = vz — P1, onde Bn, Yn, Qni1 €
R, n>1, e

An+1,n+1 (P, Pp)
Tn+1 = uu ﬁn-i—l = Yn+1 nonig n > 07

an,n <Pn7Pn>¢7 ’ -

_ Tn+1 <Pn7Pn>¢

Opy41 = n>1.

Tn <‘Pn—17Pn—1>¢>7 -

Observe que 7, # 0, n > 1, e a,, # 0, n > 2. A demonstracao desse resultado
fica a cargo do leitor no Exercicio

Uma importante consequéncia do teorema anterior é o resultado a seguir (Exercicio
L10).
Teorema 1.11 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {p,}52, uma sequéncia
de polinémios ortonormais. Entdo, eles satisfazem a sequinte identidade:

n

D pr(@)pi(y) = = 1+1 p"“(x)p"(y; :Zy’"(x)p"“(w . (1.4.14)
k=0 "

Se somarmos e subtrairmos p,,4+1(2)p, () ao numerador do segundo membro da
Identidade de Christoffel-Darboux (LZI4), obtemos

S 1 pa(@) (g1 (@) = puy1(y) — P (@) (pa (@) — paly))
;Pk(w)pk(y) et T —y .

Fazendo y — x em ambos os membros da igualdade anterior, concluimos que

S (04(2))? = —— [pu(®) (rs1(2) = Pus1 () (a(2))'] > 0, Vo € R, (1.4.15)
=0 Tn+1

Com a propriedade (LZIH) é possivel mostrar a propriedade de entrelacamento
dos zeros dos polindmios ortogonais (Exercicio [LTI]), ou seja, se 1 < Tpa <
-+ < Tp,p 520 0s 1 zeros do polindmio ortogonal P, em ordem crescente e x,—1,1 <
Tp—12 < -+ < Tp_1,n—1 520 08 N — 1 zeros de P,,_1, também em ordem crescente,
entao

Tk < Tp-1k < Tnk+1, k=1,2,...,n—1.

Definicao 1.13. Dada uma sequéncia de polinémios ortogonais { P, }22 ,, definimos
polinomio associado a P, por

b — Py (x
Qn(x) :/ Wdﬂt), n > 0. (1.4.16)
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Os polindémios @, sdo polindmios de grau exatamente n—1 paran > 1 (Exercicio
Os polinémios associados @, satisfazem a mesma relagao de recorréncia dos
polinémios ortogonais P,,, mas com condigoes iniciais Qo(z) =0 e Q1(x) = 1 1o-

Esses polinomios sao bastante utilizados no cédlculo dos pesos das férmulas de
quadratura gaussianas (veja Secao [LT]).

Sem perda de generalidade, a partir de agora consideraremos os polinémios or-
togonais P, na forma monica, ou seja, com coeficiente do termo de maior grau igual
a 1. Nesse caso, os polinomios P, e @, satisfazem, respectivamente, as seguintes
relagoes de recorréncia:

Poi1(z) = (x = But1) Pu() — any1 Poo1(7),

n>1, (1.4.17)
Qn-‘rl(x) = (:E - ﬁn-i—l)Qn(w) - O‘n-l-lQn—l("E)u
com Py(z) =1, Pi(z) =2z —p1, Qo(xr) =0 e Qi(x) = o, onde
_ <xPn7Pn>¢ _ <Pﬂ7Pn>¢
Brt1 = m, n>0, e apy1= <Pn717Pn71>¢77 n =1 (1.4.18)

Observe que «;, > 0 para n > 2.

n

Como a1 = , podemos escrever

n—1
Pn = (Pn, Pn)¢ = Qny1Pn—1 = Quy10my - - Qapo, n > 1,

com py = Ho.
Utilizando as férmulas de recorréncia (LZI7) para os polindémios P, e @y, po-
demos mostrar que (Exercicio [LT4)

Pn+1(33)Qn(fE) - Pn(I)QnJrl(x) = —Qpq1 - azagpy # 0.

Com esse resultado, é facil mostrar que entre dois zeros consecutivos do po-
linébmio P, existe um tnico zero do polinémio @,,, ou seja,

xn,k<yn,k<zn,k+la k:1;27"'an_15
lembrando que z, %, k =1,2,--- ,n, sao os zeros de P, em ordem crescente e ¥, i,
k=1,2,---,n—1, os zeros de Q,, também em ordem crescente (Exercicio [[TH).

Se considerarmos a sequéncia de polindmios ortonormais {p, }°2, com p,(z) =
n

E an k", como (p,,pn)e = 1, a relagio de recorréncia (LZI3) para os polinomios

k=0
ortonormais, torna-se

Pn+1 (x) = (Yn+17 — Bn-i-l)pn(x) - dn-i-lpn—l(x)v n =0, (1.4.19)
onde po(x) =1, p-1(z) =0, Gny1, B, W €R, n>1, e

~ o &n+1,n+1 A 2 ~ o 'AYnJrl
Yn+1 = —= ﬁn—i—l - '7n+l<xpnapn>¢u QAp+1 = —% .

n,n n

Usando o fato de que os polinémios ortonormais p, podem ser obtidos dos
polinémios moénicos P, fazendo-se p,(z) = dnnPn(x), sua relagdo de recorréncia
pode ser escrita como

Ipn(x) =V nt1 pnfl(x) + ﬂnJrlpn(:E) + vV On42 pn+1($)7 n > 0.
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Fazendo n =0,1,2,...,m — 1, obtemos
po(x) B1 Jas 0 0 . 0 0 po(x)
p1(x) Jas P2 yJas 0 . 0 0 p1(x)
pa(x) 0 Jas B3 Jog ... 0 0 pa(x)
pm—2(x) 0 0 0 0 B ﬁm—l Vv Om pm—2(x)
Pm—1(x) 0 0 0 0 ... Vam Bm Prm—1(x)
0
0
0
_l’_
0
dm-i—lpm(‘r)

Substituindo x por , i, zero do polindémio p,,, o sistema de equacoes lineares
torna-se

Tk Umk = ImUm i, kE=1,2,...,m,
onde

81 az 0 0 0 0

Vag B2 Jag 0 0 0
0 Vaz Bz Jaz ... 0 0

Jn=1| . . . o . o], (1.4.20)

0 0 0 0 e Bm—l \/ Om
0 0 0 0 ... Vam Bm

que é conhecida por matriz de Jacobi. Portanto, os zeros x,, dos polinomios
ortogonais sao os autovalores da matriz J,,.

Se ¢ é uma medida simétrica em (—b, b), entdao valem as seguintes propriedades
(ver Chihara [13]):

® topy1 =0, n=0,1,...;

e 3,=0, n=1,2,...;
e P(—x)=(-1)"P,(z), n=0,1,...

® Tnk = —Tnn—k+l, k= 1,2,...

Consideremos, agora, o problema inverso, ou seja, dados polinémios definidos
por uma relagao de recorréncia de trés termos do tipo (LZIT), é possivel encontrar
uma medida positiva ¥ com relagao a qual esses polinémios sao ortogonais? O
famoso Teorema de Favard (veja [13, Teorema 4.4]) responde esta questao.

Teorema 1.12 (Teorema de Favard). Sejam {£,}52, e {a,}32, sequéncias de
nimeros complexos arbitrdrios e seja {Qn}52, uma sequéncia de polinémios defi-
nida pela formula de recorréncia

Qn(x) = (I - Bn)@nfl(x) - O‘nQn72($)7 n > 1,
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com Q_1(x) =0 e Qo(x) = 1. Entdo, existe uma medida ¢ tal que

b b
[dsw=ar e [ Qu@ule)dots) =0 para m#n.

@ € quase-definida e {Q,(x)} € a correspondente sequéncia de polindmios ortogonais
monicos se, e somente se, a, 7% 0, enquanto que ¢ é definida positiva se, e somente
se, os coeficientes By, sdo reais e an, >0 para n > 1.

1.4.2 Polinémios ortogonais classicos

Segundo Chihara, os polinomios de Hermite, Laguerre e Jacobi (incluindo os casos
especiais de Legendre, Gegenbauer e Chebyshev) sao conhecidos como polindémios
ortogonais classicos. Eles sao exemplos de polinomios ortogonais mais conhecidos e
estudados.

e Polinomios de Jacobi

Os polinémios de Jacobi P,S“'ﬂ ), com «, 3 > —1, sao ortogonais no intervalo
(—1,1) com relagdo & medida dé(z) = (1 — 2)*(1 + 2)?dz e podem ser dados pela
féormula de Rodrigues
_ (_1)71 —a —B d" a+n B+n
= "o (1—2)"%1 +2) dx—n[(l—:v) (I+2)"™.

Calculos diretos, usando a férmula de Rodrigues, mostram que o coeficiente do

termo de maior grau do polinémio Pr(f‘”@ ) ¢ dado por

(@.8) 'n+a+p5+1)
a\“P) = )
T 2l (n4+a+ 6+ 1)

Prgan@) o
A sequéncia de polinémios de Jacobi na forma monica, ou seja, B

an,n n=0
satisfaz a seguinte relacao de recorréncia de trés termos

P(a,ﬂ)(a?) = <x - B2 — o2 > P(a,ﬁ)(x)
" N Cn+a+B8+2)2n+a+p8)) "
_ dn(n+a)(n+ B)(n+a+B) (e.)
@nta+frD@ntatpR@ntatf_1) " (r), n>1,
com Fy™?(x) =1 e P(*7(2) = 2~ aB%BaH.

d
Na forma monica, eles também satisfazem a relagao diferencial d—P,go"B Nx) =
x

nP(O‘H’ﬁH)(:Z:). Além disso,

n—1

22ntatfHpIT(n+a+ )I(n+ B+ DI (n+a+ B+ 1)

F2n+a+B8+2)I2n+a+8+1) ’
(1.4.21)

(P, Pl =

onde I' é a conhecida fungao Gama definida por
I(z) = / e "t""'dt, para Re(x)> 0.
0

Note que I'(z + 1) = zI'(x) e, se x € N, entdo I'(x + 1) = z!. Para mais estudos
sobre a fun¢ao Gama recomendamos os textos [6l [33] [48].
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e Polinémios de Gegenbauer

Quando a = 8 = A—1/2, os polinémios de Jacobi sao conhecidos por polinémios
de Gegenbauer ou polinémios ultraesféricos. Esses polinomios sao, entao, ortogonais
em (—1,1) com relacao & medida dp(z) = (1 — 22)*~1/2dz, X\ > —1/2, e denotados
por Gg‘). A relacao de recorréncia de trés termos para esses polindmios na forma
monica é dada por

GO, (2) = 26V (@) - 21D o

" )_4(/\—|—n)()\+n_1) no1(), n=1, (1.4.22)

com Gé”(x) =1le Gg)‘) () = .

e Polinémios de Legendre

Os polindmios de Legendre, P,,, sao um caso especial dos polinomios de Jacobi
com o = 8 = 0. Assim, s@o ortogonais com relagdo & medida d¢(x) = dx no
intervalo (—1,1).

A relagao de recorréncia de trés termos para os polinémios de Legendre na forma
monica é

2

i )Pn,l(:z:), n>1,

PnJrl(I) = xPn(x) — W -

com Py(z) =1e Pi(z) = x.
Além disso, fazendo o = § = 0 em ([LZ2T]), obtemos

22n+1 (n|)4

pn:<Pn,Pn>¢: m

e Polinémios de Chebyshev
Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie, T},, sao ortogonais com relagao
A medida dg(z) = ——
a medida do(zr) = ——
V1—a2

T, (x) = cos(narccoszx), x€ (—-1,1), n=0,1,2,.... (1.4.23)

dx no intervalo (—1,1) e podem ser dados por

Tomando x = cos(), com 0 € (0, 7), podemos escrever T, (z) = cos(nf), n >0, e,
usando relacoes trigonométricas, facilmente mostra-se que

Toi1(x) = 22Ty (x) — Th1(x), n>1,

com Tp(xz) = 1 e Ty(x) = x. Utilizando indugdo finita em n, encontramos que o
coeficiente do termo de maior grau do polinémio T}, n > 1, é 2"~ 1. Além disso,
esses polinémios satisfazem

0, sem#n,

1
1 T
(Tns Trm)g :LlTn(I)Tm(I)\/T—ﬁdI: 5 sem=n#0,
™

, sem=n=020.
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e Polinémios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre, Lg{l), sao ortogonais com relacao a medida d¢(x) =
x®e*dx, a > —1, no intervalo [0, 00) e podem ser dados pela férmula de Rodrigues

() d"

Ly (z) = (=1)"z” %" —[z%"7].

() = (1) e[
Calculos diretos mostram que, nessa forma, os polinémios L%a) sa0 monicos.

Esses polinémios satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos

Lgf_‘zl(x) =z—@2n+a+ 1LY (x)—nn+a)L ) (x), n>1,

n—1
com LI (z) =1 e L (2) = 2 — (a + 1). ]
Temos, ainda, que p, = (L%a),L%O‘)M =Tn+a+1)n! e d—L(O‘)(x) =
T
nL(aH)(x).

n—1

e Polinémios de Hermite
Os polinoémios de Hermite, H,,, sdo ortogonais no intervalo (—oo, 00) com relagao

a medida d¢(x) = e~ dx e dados explicitamente pela expressao

(_1)mn!wn—2m
o Amml(n — 2m)!’

[n/2]
Hy(z) =

m=

onde |z| denota o maior inteiro menor ou igual a z. Também podem ser dados pela
féormula de Rodrigues
CL o2 & [oe?)
2n dzx™
Essas férmulas apresentam os polinomios de Hermite na forma monica. A relacao
de recorréncia satisfeita por esses polinomios é

Hy,(x) =

Hypir(2) = 2Hy (z) — gﬂn,l(x), n>1,

com Hyo(z) =1e Hi(z) = x.

! d
Além disso, pn, = (Hp, Hp)p = 271:1

@Hn(:r) =nH,_1(x).
1.4.3 Sequéncias encadeadas positivas e polindmios ortogo-
nais
Seja { P, }52, uma sequéncia de polinémios ortogonais ménicos com rela¢ao a ¢ no
intervalo (a, b).
Consideremos a sequéncia {a,(z)} definida por

Ont1 n>1

W) = B DG~ "2 h

onde (3, e an+1, n > 1, sdo os coeficientes da correspondente relagao de recorréncia

C41D).

(1.4.24)
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Seja x & (a,b) tal que {a,(x)} é a sequéncia encadeada dada por (LZ24). Entao,
a correspondente sequéncia minimal de parametros {my(z)} é dada por

Ppy1(z)
(T = Br+1)Pe(@)’

De fato, dividindo a relagao de recorréncia de trés termos (L4IT) por P,, com
x & (a,b), obtemos

me(z) =1 — k=0,1,2,... . (1.4.25)

1 1
Pn(.I) = (:E - ﬁn—i—l) — Qp41 Pn(I)
Entao,
o P(x) (-5 )_Pn-i-l(x)
n+1l — Pnfl(fb) n+1 Pn(x)
e, ainda,

Qn41 _ Py () (1 _ Poi1(x) >
(x = Bn)(® — Bny1) (x — Bn)Pp-1(x) (= Bny1)Pn(r) .

Portanto, de (CZ24]),

- Pn(x) _ PnJrl(I) n
@) =~ = (1 ) 2t

Fazendo Poy1(x)
o n+1\T
mn(x) =1 (x — ﬁn_;,_l)Pn(‘r)’
obtemos Po(x)
(X
L—my_1(z) = (x = Bn)Pr_1(2)
Dai

)

an(z) = (1 —mp—1(x))m,(z), n>1,

onde my,(x) é dado exatamente por ([Z25]).
Portanto, a sequéncia {a,(z)} é uma sequéncia encadeada, cuja sequéncia mi-
nimal de pardmetros é {my(z)}, pois mo(x) = 0.

Observagao: Pela defini¢ao de sequéncia encadeada e para x € (a,b), temos

Pn-l-l(x)
@ Bur)Po@) "7

Como mg(z) =0e 0 <mp(r) <1, k>1,entao 0 < 1—my(z) <1, n>1. Logo,
PnJrl(I)
(@ = Bnt1)Pn(z)

Podemos ainda escrever m,,(x) da seguinte forma:

Pryi(z) _ (@ — Bng1)Po(@) — Prya(2)
(@ = Bpt1)Pu(z) (x = Bpt1)Pa(z)

Da relagao de recorréncia de trés termos para os polindémios P, obtemos mg(x) = 0
e

1—my(z) =

0<

<1, n>1

mp(x) =1-—

() = T 2l 2 )
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Exemplo 1.9. Consideremos os coeficientes da relacao de recorréncia (L422]) dos
polinémios de Gegenbauer, que sao ortogonais no intervalo (—1, 1), ou seja,

Y =0 e ol = 4(An4(r22)J(rAn+ nlz o meh
com A > —1/2.
Tomando x ¢ (—1, 1), por exemplo x = 1, temos
an (1) = ag'zl =a n>1
Y el -y T T
(N Yoo

Portanto, a sequéncia {«,/; }72; ¢ uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia

minimal de parametros {m%’\)};’lozo dada por

N (1
mM =m,(1)=1- G?’;i)l(), n > 0.
Grn’(1)

Usando o principio da indugao finita é possivel mostrar que

N 1y = 2ATT S S
com Gé’\)(l) =1 (Exercicio [[I7).
De (CZ26), vemos que
(@)
mN) — _Gn+1(1):1_ 22 +n _ n 00
! aM(1) 2 +n) 200 +n)

Portanto,

) n(2x+n—1) ) v
_ =(1— > 1.
an+1—4(/\ 0 "—1)_( my o )myY, n>

1.5 Polinémios ortogonais no circulo unitario

Os polindmios para-ortogonais sao polindmios que, sob certas condigoes, satisfazem
a uma relacao de recorréncia da forma (). Como esses polinémios estao associados
aos polindmios ortogonais no circulo unitario, faremos, nesta secao, um breve estudo
sobre eles, utilizando as referéncias [27] e [39]. Também conhecidos como polinémios
de Szegd, em homenagem a G. Szegé que os introduziu na primeira metade do século
XX, os polinémios ortogonais no circulo unitario nao satisfazem a uma relacao de
recorréncia da forma ().
Consideremos ¥ uma medida positiva no circulo unitédrio

C={zeC:|z| =1},

ou seja, (e'?), definida em 0 < # < 2w, é uma funcio real, limitada e nio decres-
cente, com infinitos pontos de aumento em C, onde os momentos (trigonométricos)
sao dados por

JTIE / 27" dy(z), m=0,£1,£2.... (1.5.27)
C
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Em alguns trabalhos sobre o assunto, os momentos trigonométricos sao, equivalen-

2m
temente, definidos por i, = / 2T di(z) = / e""mY dap(e®?).
0

c
Observe que

2 ) 27 ) )
o, :/ e dyp(e?) :/ e M dp(e®) =, n=0,1,2,.... (1.5.28)
0 0

A medida 1(e) induz uma outra medida (6), com suporte em [0,27], que
chamaremos, simplesmente, de 1(f) e esta serd a notagdo que adotaremos neste
texto.

De posse da medida 9, definimos o seguinte funcional linear

L[zM] = /sz di(z) = p—m. (1.5.29)

Como o suporte da medida 1 ¢ infinito, isto é, o nimero de pontos de aumento
de 1 em [0,27] é infinito (veja Defini¢ao [[T]), para qualquer f(e’) >0, f(e?) #0
e continua no suporte de v, temos

2
LIfl= | f(e?)dw(9) > 0.

0

Em particular, se f é um polinémio, entao

ClIR = [ £ T dud) > o.

0

Assim, utilizando £, definimos o produto interno

(f,9) = L[f(?)g(e?)] = ; F(e)g(e) dp (). (1.5.30)
q
Note que, para f(z) = chzj, comp<gq€Zec; €C,usando (L529), temos
Jj=p
q _ q
L[fl=L chzJ = chu,j. (1.5.31)
Jj=p Jj=p

Correspondente a sequéncia de momentos { i, }>,, podemos definir a seguinte
matriz, conhecida como matriz de Toeplitz:

Ho  H—1 H—n
M1 Ko o Hen+l

Tn: . . . . y n:O,1,2,....
Hn  Hp—1 Ho

O determinante da matriz T,, é conhecido como determinante de Toeplitz e é
definido por

,UO ‘LL_l o ,LL_n
M1 Ho T Hen41
Ag=1 e A,=| . . , , n > 0. (1.5.32)

3
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Definicao 1.14. Dizemos que um funcional linear L, onde p,, = L[z"™], é
positivo-definido se
A, >0,n=0,1,2,...,

e quase-definido se
A,#0,n=0,1,2,....

Do produto interno (L529) e de (LA30), vemos que, para todo polinémio de
n

graun, n >0, w(z) = chzk, com ¢; € Ce ¢, #0, anorma ||r|| é dada por

k=0
1/2
Il = | D0 e
k=0 j=0
De fato,
0<||n|* = (m,7) =L {ﬂ'(z)w(z)} =L chzk chzj
k=0 =0

n n n n

_ ik _
=L E E Crei 2’ :E E CCjfhl—j-
= k=0 j=0

=0 k=0

Escrevendo [|7||? na forma matricial, temos

Inl* = (2 @ e - @)
Mo H—1 2 -n €o
M1 Ho -1 Hent1 C1
X H2 M1 Ho T H—n+2 C2 >0,
Mn  Hn—1 fp—2 Ho Cn
ou seja,

Co
C1

(o @ - T)Tu| . | >0
Cn

Disto, concluimos que T,, é positiva-definida e, entdo, A, > 0 para n > 0. Assim,
L é um funcional linear positivo-definido.

Definicao 1.15. Uma sequéncia {p,}>°,, de nimeros complexos € hermitiana se,
paran =0,1,2,..., pu, =T_, € € hermitiana positiva-definida se A, >0, n > 0.

De (L5:28)), observamos que, dada uma medida positiva no circulo unitario, a
sequéncia de momentos {u,, }°°, definidos por (L5.27) forma uma sequéncia hermi-

. .- . , . . , s . , sl
tiana positiva-definida. Além disso, a matriz T}, é hermitiana, isto é, T}, =T, = T

Agora, podemos definir os polinémios ortogonais com relagao a L, ou seja, os
polinémios ortogonais no circulo unitario.
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Defini¢ao 1.16. Dado um funcional linear L positivo-definido (quase-definido),
ou seja, se Ay, > 0 (A, #0), uma sequéncia de polinémios {S,},—,, onde Sy, ¢é
monico de grau exatamente n, € chamada de sequéncia de polinémios ortogonais
com relagao a L, se

0, se m#n,
(Sn, Sm) = L [sn(z)sm(z)] - { # (1.5.33)

2 _
ky #0, se m=n.

Neste texto, vamos considerar apenas os polindmios .S,, monicos, isto é, com os
coeficientes dos termos de maior grau iguais a 1.

Como no caso dos polindmios ortogonais na reta real, também prova-se que,
para todo polindomio 7, de grau m < n,

- 0, se m <n,
(S 7tm) = L [Sn(z)wm(z)} = (1.5.34)
kn #0, se m=n.
Deixamos a demonstracao desse fato para o leitor (Exercicio [LT9)).
Escrevendo, para n > 0,

n

Sn(Z) = ch,nzkv Ck,n € C; Cnn = 1,
k=0

e usando (C534) paran >0e m=0,1,2,...,n, obtemos

se m<n,

my _ L] -y _[o
(S, 2 >_£{S"(Z)z_m} _kz_oc’“"“m—’“_{ fn 20, se m—n, (1935

Note que (LE33) e (LE33) sdo definigdes equivalentes para os polindémios de
Szegd (veja Exercicio [L20).

Fazendo m =0,1,2,...,n em (L5354, obtemos o sistema de equagoes lineares
o H—1 ot fheptl fen Co,n 0
M1 Ho ot MPen42 M—n41 Cln 0
L =] | as30)
Hn—1 fln—2 Ho H—1 Cn—1,n 0
o Hn—1 - M1 Mo Cn,n l%n
Calculando ¢y, ,, pela regra de Cramer, temos
/%nAn—l ~ An
l=chn=——— = Fn= )
n,n An n An_l
Logo,

my | 0, se m=0,1,...,n—1,
<Sn72 >_{ An/An—la se m=n. (1537)

n

Substituindo a ltima linha do sistema (C530) por S, (z) = Z Crn2", obtemos

k=0
0 novo sistema linear
Ho -1 - Hent1  H—n Co,n 0
1 Ho ot Peng2  Hengl Cin 0
fn—1 Hn—2 - o fo1 Cn—1n 0

1 z ceo g0l z" Cnon Sn(2)
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Calculando ¢y, ,, pelo mesmo método anterior, podemos escrever o polinémio S, da
seguinte forma:

Ho -1 Heny1 H—n
1 H1 Ho o Hen42 Hen+1
Sn(z) = A : : . : : (1.5.38)
n—
Hn—1 Hn—2 - o H—1
1 z e Zn 1 zZ"

A relagao (LE38) mostra a existéncia e unicidade dos polinémios de Szegd na
forma monica, pois A,_; # 0, e também é uma forma de se construir esses po-
linbmios.

Polinémios Reciprocos

Os polinémios reciprocos tém um papel importante na teoria de polinémios
ortogonais no circulo unitario.

Definicao 1.17. Se q,, € um polinomio de grau no mdzimo n, entao o seu polinémio
reciproco € definido por

¢ (2) = 2" qn(1/2).

n
Escrevendo ¢, = E akzk, obtemos
k=0

n

qr(z) = Z"Z ap(1/z8) = 2" Zak(l/zk) = Zakzn_k.
k=0 k=0

k=0

Usando a notacao g,,, que é o polinomio obtido de g, conjugando-se apenas os
coeficientes, podemos entao escrever

0 (2) = 2", (1/2).

Note que (¢;)* = ¢,. Com essa notagao e como no circulo unitério z = 1/z, podemos
escrever

(Sns Sm) = £ [Su(2)Sm(@)] = £ [Sn(2)Sm(2)] = £ [Sn(2)Sm(1/2)]

Utilizando a forma (L538) para S, temos o polinémio reciproco de S,, dado
por

o H—q Hop
n Iz Fo LS}
S*(2)=2"S,(1/2) = = : :
=TS TH=g—| P
Hp—1 Hp—2 - H_1
1 1/ - 1/z2"
Lembrando que A,, > 0 e que p, =T_, paran =0,1,2,..., entao
Mo 1 Hn
1 H—1 Ho Hn—1
Si(z) = : 1.5.39
A= 5 — (1.5.39)
H—n+1 H—n+2 H1
z" Zn1 1
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Usando as defini¢oes de polindémio reciproco e do funcional (LE29), e como

|z| = 1, obtemos

(57.2™) = (573, ") = £ [E 177 2] _c[s—mim]

= L [z"‘m S’n(z)} = (""" S,).
Logo, para n > m,
An/AL_1, se m=0,
(sp,amy = § /A
0, se m=1,2,...,n.

m—1

Como Sy, (z) = 2"+ Z ckﬂnzk, entao
k=0

m—1
<Sn75m> = < 2™+ Z Ck m2k>
k=0

m—1
- Snvz +chm Snvz <S’n.azm>7 mzoalv"'
k=0

Portanto,

An /A1, se m=n.

Consideremos, agora, nimeros «,, definidos por

0, se m=0,1,...,n—1,

Qy = — n+1(0)a n2071527""

(1.5.40)

(1.5.41)

Os coeficientes «,, sdo chamados coeficientes de reflexao e serao extremamente teis
neste estudo. Segundo Simon [39][40], ha pelo menos quatro diferentes denominagoes
para os coeficientes de reflexao «,,: coeficientes de Verblunsky, coeficientes de Schur,
coeficientes de Szegd e coeficientes de Geronimus. Para a explicagao sobre cada um

desses termos veja [39], pag. 10.

De (L5.38), obtemos

o M1 -n  H-n-1
M1 Ho H—n+1 H—n
1 : :
Sp+1(0) = A ’ )
n Hn—1 Hn-—2 H—1 H—2
Hn Hn—1 Ko H—1
1 0 0 0
Logo,
H-1  p—2 -n H-n-1
_ ] T e
« = .
Hn—2 Hn-3 - H—1 H—2
Hn—1 Hn—2 ~-* Ho H—1

Podemos, entao, demonstrar o importante resultado a seguir.

(1.5.42)

(1.5.43)
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Teorema 1.13. Os polinomios ménicos de Szegd satisfazem as sequintes relagoes
para n > 1,

Si(z) = Si_1(2) — apn—12Sn-1(2), (1.5.44)
Sn(z) = (1 —|an_11*)2Sn_1(2) —@n_155(2), (1.5.45)

com as condigoes iniciais So(z) =1 e Si(z) =
Demonstracao: De (L5.30), segue que
(2f,2") = L[2f(2)Z"].

Mas, como |z| =1, ou seja, Z = 1/z,

G =£[o100%| = £ |16 | = e
Novamente de ([Lh30), obtemos
(zf, 2") = (f,2"h). (1.5.46)

Paran > 1, seja

<S;: 1 Zn>

ERwr (1.5.47)

An(z) = S3(2) = mzSn-1(2) — S;_1(2), com~y, =—

Os coeficientes 7, estao bem definidos, pois de ([L5.40])

Anfl

<ZSn71;Zn> = <Sn71,2n71> = An—2

£0, n=1,23,....

De S*(0) = S%_,(0) =1, pois S;, é um polindmio moénico, segue que A, (0) =0
e isto significa que o polinémio A, nao possui termo independente. Portanto,

(z) = Z apz”.
k=1

Como A, nao tem termo independente,
An(2) = 2"A,(1/2) € Py, n=1,2,3,. (1.5.48)

Logo, A} pode ser escrito da forma
n—1
=) biSk(2). (1.5.49)
k=0
e (L5A4Y) e (L549), para n > 1 obtemos

An(z) = 2"Ax(1)Z) = Zz"bksk 1/z)

n—1

= ) " hatSi(1/7) :ZE nkgx(2). (1.5.50)
k=0

k=0
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A escolha de 7, assegura que (A, z") = 0, pois, de ([L5.47),

n * n <S;:7 7Zn> n * n
(An,2") = (S;, 2 >+m<25n—172 ) —(Sh_1,2") =0.

Dessa equacao, da defini¢ao de (-, -) e de (L550), obtemos

n

0=(4,,z2")

1 n—1

_ — 1
b n—kqgx _n _ b n—k Q*
k(z"77SE, 2T ,;:0 L [z Sk(z)—zn]

1T
= o

n—1
b [sie L] = S s _
bkﬁ [Sk(z)z—k} = bk<Sk7 Zk> = bo/,LO-
k=0 k=0

Como pg = Ag # 0, concluimos que by = 0. Mas,
<An7 Zn71> = <S;;7 Zn71> - 7"<ZS71—17 Zn71> - < :;—17 Zn71>
1 1

= —”yn<5’n,1,z"_2> =0.

Portanto,
n—1 n—1 1
0=(A,,2""" = bz kS 2 =Y L [z”—ksg(z) nl}
k=1 k=1
n—1
= br(Si, 2°71) = b1(S1, 1),
k=1
ou seja, by = 0. Continuando da mesma forma, obtemos by = b3 = =b,.1=0
Logo, A, (z) =0 e, de (LEAD),
Sp(2) = YnzSn—1(2) + Sp_1(2). (1.5.51)
Comparando os coeficientes de 2" em (CB51]), concluimos que
Yo =Sn(0) = —ap_1, n>1.
Logo,
Sn(2) = 85 1(2) — an-125n-1(2),
como em (CHZ4]).
Definindo
Cn(z) = Sp(2) + @n—15)(2) — Yn2Sn—1(2), agora com TN
n — On n—12n Yn n—1 , ag Tn = <ZSn_1,Zn>,

e procedendo de maneira completamente andloga & anterior, encontramos (veja

Exercicio [L21])
Sn(2) = (1 = |an-1*)28u-1(2) — Qn-15,(2),

concluindo, assim, a demonstracao de (L5Z0). [



26 Preliminares

Se substituirmos S}, dada pela equacao (LE44), em (L5A4H), obtemos
Sn(2) = (1 = |an-1]*)28n-1(2) — n-1[S5_1(2) — ap—125,-1(2)],

ou seja,
Sn(z) = 28-1(2) = @1 S _1(2), n>1. (1.5.52)

Pelas relagoes de recorréncia, podemos ver que os polinémios moénicos de Szegd
sao completamente determinados pelos coeficientes de reflexao a,. Esses coeficientes
podem ser calculados por (L543) ou pelo método dado no préximo teorema, onde
também mostramos que |, | < 1.

Teorema 1.14. Sejam L um funcional linear definido positivo, A, o determinante
de Toeplitz (LE32) e {an}22 ) a sequéncia definida por (LEAI). Entdo, paran > 1,

_ <ZSn71;1>
Tp1 = el (1.5.53)
<Sn71’1>
A,
1—|on > = T2>0' (1.5.54)
n—1

Demonstra¢ao: Fazendo o produto escalar (S, 1), por (L552) obtemos
<Sn,1> = <ZSn_1,1> —an_1<5;§_1,1>, n>1.

Como (S,,,1) = 0, chegamos ao resultado (C553)).
Finalmente, para mostrar (554, usamos a relagao de ortogonalidade (L5:37)
e a relagao de recorréncia (L5A43) e obtemos

An n n — * n
A = <Sn,2 > = (1 - |O‘n*1|2)<z‘$’n7172 > - an71<Snvz >
n—1
Logo,
An Anfl
=(1—|anl .
An—l ( |a 1| )An—2

Como estamos trabalhando com funcional definido positivo, entao A, > 0 para
n > 0, concluindo, assim, a demonstracao do teorema. [ |

Da relagao (L554), observamos que
|on| <1, paran > 0.

Esta é uma importante caracteristica dos polinomios de Szego.

Quando £ é um funcional linear positivo-definido, é possivel mostrar que os zeros
dos polindmios de Szegd S, estao todos no disco unitério aberto |z| < 1. No texto
de Simon [39], encontramos 7 diferentes maneiras de se demonstrar esse resultado.
Abaixo apresentamos uma delas.

Teorema 1.15. Os zeros do polinomio de Szegé S,, n > 1, estdo todos no disco
unitdrio aberto |z| < 1.
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Demonstragao: Sejam z1, 22, ..., 2, 0s zeros do polinémio de Szegd S,,, n > 1. Logo,
podemos escrever

Sp(z) =(z—z1)(z — 2z2) -+ (2 — zn)-

Sem perda de generalidade, escolhemos um zero de S,,, por exemplo, z1. Seja 7
o polinémio de grau n — 1 dado por

Sn(2)

zZ—z1

7(z) =

=(z—22) (2= 2n).
Assim, S, (z) = (z — z1)7(z) = zm(2) — z17(2) e, portanto,
Sn(2) + z1m(z) = z7m(2).
Logo, ||Sn + z17||? = ||z7||?, isto &,
(SnySn) + (Sn, 21m) + (217, S, + (217, 217) = (27, 27).
Dai, obtemos
1Sall* + (Sn, z1m) + (217, Sn) + aam]|* = |l
Como, por (LR34, (S,,z1m) =0e
lo]|* = (e, 2m) = L[z Z7] = L 77 = |7,
pois |z| =1 em C. Entdo,
I18all* + zam® = ).

Logo,
18all? = (1 = [21]?) I=[|* > 0
e, portanto, 1 — |21]? > 0, ou seja, |z1|% < 1.
Assim, para qualquer zero de S, |zx[? <1, k=1,2,...,n. [ |

1.5.1 Polinémios para-ortogonais

Passaremos, agora, ao estudo dos polindémios para-ortogonais. Em [27], os autores
Jones, Njastad e Thron consideraram o estudo desses polindmios na forma

Sn(z) + wSp(2),

para w € C e |w| = 1. Uma propriedade importante desses polinémios é que
seus zeros sdo simples e estdo no circulo unitdrio C = {z € C: |z| = 1}. Vamos
utilizar, aqui, uma medida ¢ no circulo unitério, definida em (C5.27), em lugar do
tratamento mais abrangente, via funcional de momento, dado pelos autores em [27].

Assim, consideraremos a sequéncia de polindmios de Szegd, {S,}, com relacao
a uma medida 1 definida no circulo unitario, isto é,

(S Som) /S Sn(2)dib(z) =0, se n#m,

lembrando que

(P.Q) = /C P(2)Q()du(2)
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Definigao 1.18. Uma sequéncia {X,}52, € uma sequéncia de polinémios para-or-
togonais com respeito a uma medida v se, para n > 1, X,, é um polinomio de grau
n que satisfaz

(Xn,1) # 0,
(Xp,2™) = 0 , m=1,2,....n—1, (1.5.55)
(Xn,2™) # 0.

Esses polinomios sao chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos
polinémios ortogonais, satisfazem (X, 1) # 0.

Observe que {5,152, e {S}2°, ndo sdo sequéncias de polindémios para-ortogo-
nais com respeito a 1.

Uma classe interessante de polinomios é conhecida como polinémios k-invariantes.

Definigao 1.19. Para k € C, k # 0, um polinémio X ¢é k-invariante se
X*(2)=rkX(z), VzeC.
A sequéncia { X152, € {k,}22-invariante se, para cada n, X,, € kn-invariante.

Podemos obter sequéncias {,}°° ;-invariantes de polindémios para-ortogonais
tomando fungoes da forma

Sp(Wn,2) = Sp(2) + wpSi(2), z,w, €C, n=1,2.... (1.5.56)

Note que S,, (w,,, ) satisfaz & definigdo de polindmios para-ortogonais com relagao
a medida ¢ (Exercicio [[22]).

O préximo resultado, veja [27], fornece uma caracterizagao dos polinémios para-
ortogonais k-invariantes e garante que toda sequéncia de polinémios para-ortogonais
com respeito a uma medida 1 é obtida a partir da expressao (LL50). Observe que

/ 2T S (2) +wn S (2)de(z) =0, s =1,2,m— 1. (1.5.57)
c

Teorema 1.16. Seja {S,}22, uma sequéncia de polindmios de Szegd com relagao
a uma dada medida ).

. w -
(i) Se cp,w, € C, n > 1, com ¢, # 0 ¢ |w,| = 1, e se Iin:Enc—n, entao
n

{enSn(Wn, 2)}52, € uma sequéncia {kn}5 1 -invariante de polindmios para-
ortogonais com respeito a ¢ e |k, =1, n > 1.

(ii) Se {X,}52y € uma sequéncia de polinémios para-ortogonais com respeito a 1,
entao, paran > 1,

X (2) = cnSn(twn,2), z€C, (1.5.58)
onde (Xn,Sn) . (S%,S0) d,,
n = gy gty A0 euwn =, (1.5.59)
com
. <<§:11>> £0. (1.5.60)

Para cadan > 1, se X,, € também k,-tnvariante, entdo

lwn| =1, Ky = CnWn |kin| = 1. (1.5.61)
Cn
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Demonstragao: (i) Sabemos que S*(0) =1 e, assim,
Logo,
Sp(wp, z) = (1 —wpan—1)2" + ...+ (wy, —ap_1),

onde @,—1 = —5,(0).
Pela equagao (LE54), |a,—1] < 1. Assim, concluimos que o grau de Sy, (wy,, ) é
n e, além disso, S, (wy,0) # 0. Da definicao de polinémio reciproco e da expressao

(CEE0), temos
(CnSn(wnv Z))* = En(S:(Z) =+ mnSn(Z))
= CpWn(Sn(z) +w, S} (2))
= Kncnsn(wna Z) P

o que mostra que {c, Sy (wn, 2)}22; é uma sequéncia {k, }52 ;-invariante para todo
zeCen>1.
A para-ortogonalidade segue imediatamente da relacao

(S (Wn, 2), 25) = (S, 25) 4+ 1w, (S5, 2F)
e das propriedades de ortogonalidade dos polinomios S, e S};, pois
(Sp(wn,2),2") = 0,1<k<n-1,
(Sulwar2), 1) = w(Si,1) #0,
(Sn(wn,2),2™") = (Sp,2") #0.

(73) Seja T, (z) = Xp(2) — cnSn(2) — dnSii(z), n > 1. Entao, das definiges de ¢, e
d,, obtemos

<Tn7 Sn> = <Xn - CnSn - dnS;:a Sn>
<Xn7 Sn> - Cn<Snu Sn> - dn<S;;u Sn>

Além disso, das relagoes de ortogonalidade dos polinémios de Szeg6,

<Tn; S0> - <Xn - CnSn - dnS:;; S0>
- <X’n,aS0> _Cn<SnaS0> _dn<S;:;SO>
<Xn7 1> *
- X’n.; - ’ =VU.
Portanto, temos
(T Sn) = (T, S0) =0, n=1,2,.... (1.5.62)

Vamos mostrar, agora, que 7, = 0 para n > 1.
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Para n > 1, podemos expressar T, da forma
Tn(z) = ZakSk(z) , ap€C.
k=0

Da igualdade anterior e de (L5.62), para n > 1 obtemos
0= <Tn, So> = a0<50, So> =a9=0.

Analogamente,
0= (T, Sn) = an{Sn,Sn) = a, =0.
Em particular, T1(z) = 0.

Para n > 2, como X, é para-ortogonal, temos

n—1
0= (Tn,z2)= <Z akS’k(z),z> =a1{S1,2) = a; =0.
k=1
Continuando dessa maneira, teremos as = a3 = -+ = ap—1 = 0. Assim, para
n>1,T,=0e
Xn(2) =enSn(2) +dnSi(z), n=1,2,.... (1.5.63)
Se ¢, = 0, entao, por (L5.63)) e (L55), temos
dp (S5, 2™ = (X, 2™) £ 0

o que contradiz o fato de S} ser ortogonal e, assim, ¢,, # 0.
Analogamente, se d,, = 0, novamente por (L5.63) e (L55H), temos

en(Sn, 1) = (X,,1) #0,

o que contradiz a ortogonalidade de S,,. Logo, d,, # 0.
Para todo n > 1, podemos, entao, escrever

Xo(2) = a (sn<z>+d—”sz<z>) = cnSuwn, ), 2€C, wn=2.

Cn Cn

Agora, suponhamos que, para algumn > 1, X,, € k,-invariante. Entao, Xi(z) =
knXn(2) e, assim, (C263) e X (z) = ¢,S5%(2) + d,,Sn(2) implicam que

(dn — Knn)Sn(2) + (Cn — Kndn)Si(2) =0

Como S, e S} sao linearmente independentes, concluimos que

Rp = n (§] H_En
n — = n — 7 -
Cn dn,

=Y

Isto significa que |c,| = |d,]|, concluindo a demonstragao das condi¢oes (CLH.61). m
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Representacao de polindmios para-ortogonais
Vimos que os polinémios
Sp(wn, z) = Sp(2) + wpSi(z), com |w,|=1, n=12,..., (1.5.64)
sao polinomios para-ortogonais. Podemos representa-los de uma outra forma. Da
equagao (CR52), isto é, de
Sn(z) = 28n-1(2) = @1S:_1(2), (1.5.65)
obtemos
Sr(z) =8)_1(2) — an—12S,-1(2). (1.5.66)
Substituindo as equagoes (L5.63) e (L5.60) em ([L5.64), temos
Sp(wn,z) = 2S-1(2) —@p_1S5_1(2) + wy [S;;_l(z) - an,len,l(z)]
= (I —wpon—1)2Sn-1(2) + (W — @r—1)S;_1(2)

Wy, — Cp—1

= (1 —wpap—1) |2S-1(2) + Sr (2)] . (1.5.67)

-1
1- W Oln—1 "

Wy — Qp—1
observamos, que como |w,| =1,

Denotando Th = —————
1- Wn, Op—1

 wp (1 = Wp 1)
Tn = )
1 — WnpQip—1

entao |7,| = 1. Assim, tomando o polinémio em ([L5.67) na forma ménica, obtemos
Sp(Tny2) = 28n-1(2) + ™ S;_1(2), com |r| =1, n=1,2,..., (1.5.68)

que também representam polindomios para-ortogonais.

Zeros dos polindmios para-ortogonais

Os zeros dos polindmios para-ortogonais possuem uma propriedade que sera
bastante interessante e é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.17. Seja {X,,}52, uma sequéncia {k,}52 1 -invariante de polinémios
para-ortogonais com respeito a uwma medida positiva ©¥. Entao, para cada n > 1, os
n zeros de X, sao simples e estao no circulo unitdrio.

Demonstragao: Para n > 1, podemos escrever
Xn(z)=cotciz+...+cep2", ¢ 20, ¢, €C, k=0,1,...,n.
Logo, por hipétese,
Xi(2) ="+ 2" . By = kn Xn(2), K #£O.
Observe que -
o = Xn(0) = K1 X5 (0) = 2—’; £0.

Sejam o, as,...,q, os zeros de multiplicidade impar de X,, em C, contadas
as suas multiplicidades. Se esses zeros nao existem, entao p = 0, caso contrario,
1 < p < n. Para demonstrar o teorema ¢ suficiente mostrar que p = n.
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Se 3 é um zero de X,, que ndo estd em C, entdo, como X,, é K,-invariante, 1/3
é um zero de X,, e 1/ também nao estd em C. Assim, os zeros de X,, que nio
pertencem a C ocorrem em pares (3,1/3).

Se 8 é um zero de X,, em C, entdo 8 = 1/5. Existe, assim, um ntimero par de
zeros de X, em C mas que nao estdo no conjunto {aq,as,...,a,}. Segue, entéo,
que os zeros de X,, que nio estdo em {a1,qs,...,a,} ocorrem em pares (3,1/3).
Denotemos todos os zeros que ocorrem em pares (3, 1/3) pelos 2¢ nimeros

1 1 1
617 —_7ﬁ27 = 5 '7ﬁq7 = >
ﬂl /82 ﬂq
que podem estar em C ou nao. Se nado existem tais zeros, tomaremos ¢ = 0.

Claramente p 4+ 2¢ = n. Como X,,(0) # 0, temos que §; # 0 para j =1,2,...,q.
Consideremos os polinomios

A(z) {ﬁ—al)-ﬂz—%), 22 gi(l):

Cz) = 294A(2).

Note que

Suponha p < n e, assim, ¢ > 1. Entéo, de (L530) e das expressdes anteriores
para X,, e C, obtemos

(X,,C) = /C X, ()N (2)

= /CA(z)B(z) (z - %) (2 — %) A(Z)Z_lqdw(z)

|
|
T
—_
S~—
|| =
N
S
N
S~—
&
I\
S—
b
—~
IS
S~—
oy
—~
IS
S~—
Q
=
I\
S—

B,...B,

_ 765_1); (AB, AB) 0.

Como C é um polindémio de grau p 4+ ¢ e (X,,,C) # 0, as condigdes de para-
ortogonalidade implicam que o grau de C' é n. Como tomamos g > 1, isto é im-
possivel, pois o grau de C' é igual a p 4+ ¢ que é menor do que p + 2qg = n. Portanto,
qg=0ep=n. [ |

Como os zeros dos polindmios para-ortogonais estao no circulo unitério, eles sao
utilizados para construir férmulas de quadratura no circulo unitario (veja Capitulo

@).
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1.6 Exercicios

Exercicio 1.1. Verifique que
111
a) a sequéncia constante T } é uma sequéncia encadeada, com a sequéncia
~ n P N N
de parametros {g,} = {m}, e também com a sequéncia de parametros
n

{2}

b) a sequéncia constante {a,} = {a}, com 0 < a < 1 ¢ uma sequéncia encadeada

com as sequéncias de parametros

() = { =T 1oy

= {5

Exercicio 1.2. Demonstre o Teorema Se {a,} é uma sequéncia encadeada
e {gr} e {hx} s@o sequéncias de parametros para {a,}, entdo gp < hy para k >
1 se, e somente se, gy < hyg.

Exercicio 1.3. Demonstre o Teorema Se {a,} é uma sequéncia encadeada
e tem uma sequéncia de pardmetros {gr} tal que go > 0, entdo, para cada hg
satisfazendo 0 < hy < go, existe uma correspondente sequéncia de parametros

{he}

é a sequéncia maximal para

1+v1-4
Exercicio 1.4. Mostre que {M,} = {%}

a sequéncia encadeada {a,} = {a}, com 0 < a < 1

Exercicio 1.5. Mostre que se Py, P, ..., P, sao polindmios de grau n e ortogonais
entre si, entao eles formam uma base para o espaco dos polinomios de grau no
maximo n, P,.

Exercicio 1.6. Sejam {P,}>2, uma sequéncia de polinémios, com P, de grau
exatamente n, e ¢ uma medida positiva em (a,b). Entdo, as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

a) {Pn}52, ¢ uma sequéncia de polindémios ortogonais com relacao a ¢ em (a, b),
ou seja,

0, sen #m,
pn =0, sen=m.

b
(PocPu) = [ PP (a0l = {
0, V polinémio 7w de grau < n — 1,
pn # 0, Vpolindmio 7 de grau n,

b
w<&m=/ () () d(z) =
b

0, sem < n,

) wwmalﬂﬂwm@:{m¢m

sem = n.

Exercicio 1.7. Sejam {R,,}2°, e {P,}>2, duas sequéncias de polindémios ortogo-
nais no intervalo (a,b) com relacao & medida ¢. Entao,

Rj(x) = ¢;jPj(z), j=0,1,...,

onde ¢; ¢ uma constante que depende apenas de j.
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Exercicio 1.8. Mostre que se os momentos i, k = 0,1, ..., definidos por (I)
existem, entao os determinantes de Hankel, H,,, definidos por (L.I3)), sao diferentes
de zero.

Exercicio 1.9. Demonstre o Teorema [I.10
Exercicio 1.10. Demonstre a Identidade de Christoffel-Darboux (L4T4]).

Exercicio 1.11. Sejam z,1 < Zp2 < - < Tpp € Tpo1,1 < Tp_12 < -+ <
ZTp—1,n—1 0s zeros dos polinémios ortogonais P, e P,_1, respectivamente, dados em
ordem crescente. Entao,

Tnk < Tp—1k < Tn k+1, k:172a"'7n_1'

Exercicio 1.12. Mostre que, para n > 1, os polindémios Q,,, definidos por (LZIG),
sao polinoémios de grau exatamente n — 1.

Exercicio 1.13. Demonstre que os polinémios associados aos ortogonais satisfazem
a mesma relagao de recorréncia dos polinémios ortogonais monicos, ou seja,

Qnt1(z) = (T — Bn+1)Qn(®) — ant1Qn-1(z), n>1,

com Qo(z) =0 e Q1(x) = po.

Exercicio 1.14. Sejam {P,}72 e {Qn}22, sequéncias de polindmios ortogonais e
associados aos ortogonais, respectivamente. Mostre que

Pn+1(x)Qn(fE) - Pn(I)QnJrl(x) = —Qpq1 - azagpy # 0.

Exercicio 1.15. Mostre que entre dois zeros consecutivos do polinémio P, existe
um unico zero do polinémio @,,, ou seja,

Tnk < Ynk < Tnk+1, k:1;27"'an_15

onde x,, 1, k=1,2,---,n, sao os zeros do polinomio P, e yp 1, k =1,2,--- ,n—1,
os de @, dados em ordem crescente.

Exercicio 1.16. Mostre que se ¢ é uma medida simétrica em (—b,b), entdo valem
as seguintes propriedades:

® (2,41 =0, n=01,...;

e 3,=0, n=1,2,...;

o Py(—x) = (-1)"Py(x), n=0,1,...;
® Ty = —Tpun-kil, k=1,2,....n

Exercicio 1.17. Mostre que os polinomios de Gegenbauer, Gsl)‘), definidos em

([CZ22) satisfazem

()\) - 2)\+n ()\)

n >0,

com GéA)(l) =1.

Exercicio 1.18. Encontre sequéncias encadeadas positivas utilizando as relagoes

(C424), (L423) e os polindmios ortogonais cldssicos.
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Exercicio 1.19. Mostre que os polindémios S, definidos por (L533) satisfazem

também & (C5.34).
Exercicio 1.20. Mostre que a definigao (L535]) é equivalente a (CE33).

Exercicio 1.21. Considere

(Sn,2"™)
(2Sn-1,2")

Cn(z) = Sp(2) +@n—15:(2) — nzSn—1(2), com -, =
e demonstre a equacao (L5440, ou seja,
Sn(2) = (1 — |an_1]*)2Sn_1(2) — @n_155(2).
Exercicio 1.22. Mostre que

S (wn, z) = Sp(2) + wpSi(2), zw, €Con=1,2,....

satisfaz a definicao de polinémios para-ortogonais com relagao a medida 1.
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Capitulo 2

Polinomios L-Ortogonais na
Reta Real

Estudos feitos por Jones, Thron e outros [26 [30] sobre problemas fortes de momento
deram origem aos polindomios de Laurent ortogonais. O problema forte de momento
pode ser expresso da seguinte forma: dada uma sequéncia {52 de ntimeros

— 00
b
reais, em que condigdes existe uma medida positiva ¢ tal que i, = / t"dy(t) para
a

n=...,0,£1,£2,...7

Neste capitulo, apresentaremos a defini¢ao e algumas propriedades dos polindmios
de Laurent ortogonais (veja [14] 26, [30] para mais detalhes) para depois passarmos
ao estudo dos polindémios L-ortogonais (Sri Ranga [41]) que, por possuirem muitas
propriedades semelhantes as dos polinomios ortogonais na reta real, sao, algumas
vezes, chamados de polinémios similares aos ortogonais. Esses ultimos polindmios
satisfazem a uma relagdo de recorréncia de trés termos do tipo (), objetivo do
presente texto.

2.1 Polinémios de Laurent ortogonais

Lembremos que, para um par de nimeros inteiros (p, q), p < ¢, Ap 4 é 0 espago das
fungoes definidas por

q
R(Z):Zrkzk7 z2€C e rpeC, k=p,...,q
k=p

Essas fungoes sao conhecidas por polinomios de Laurent ou, simplesmente, L-
polinémios. O espaco de todos os L-polindémios serd denotado por A, o espaco
dos polinomios por P e o espago dos polinémios de grau no maximo n por P,,. Note
que P, = Ag .

Em especial, para n € N, denotaremos

A2n = {R S Afn.,n Tn 7£ O}
A2n+1 = {R € A—n—l,n Ten—-1 7é O}

Nao é dificil verificar que, para todo polinémio R € A, existe um tnico i € N tal
que R € A; (Exercicio [ZT]).
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Dizemos que um L-polinémio R é de L-grau m se R € A, para m € N.

Se R € Ag,, entdo o coeficiente do termo em t" é chamado coeficiente principal e
o coeficiente da poténcia t~" é chamado coeficiente secunddrio. Se R € Aoy, 41, entao
o coeficiente do termo em t™ é chamado coeficiente secunddrio e o coeficiente da
poténcia t~"~1 é chamado coeficiente principal. O coeficiente principal é sempre nao
nulo e nao ha restrigdes para o coeficiente secundario. Um L-polinémio é chamado

monico se o coeficiente principal for igual a 1.

Consideremos uma medida forte em (a,b), 0 < a < b < 0o, e 0s momentos dados
por

b
ul :/ t"dyp(t), m=0,+£1,42, ... . (2.1.1)
Os determinantes de Hankel Hr(Lm), definidos por ([[LI4), sao positivos para
m,n € Z en >0 (Exercicio 22]).

Definicao 2.1. Uma sequéncia {R,}32, é chamada sequéncia de polinémios de
Laurent ortogonais com relagio & medida ¢ em (a,b) se

i) Rn € Ay, n€N,

b
i) [ raraas ={ Y,

Vamos considerar os polinomios de Laurent na forma monica, ou seja,

Ron(t) = Z Ton,j t/, com rop , =1, (2.1.2)
j=-n
R2n+1(t) = Z T2n+1,5 tj, com 7on4+1,—n—1 = 1. (213)
j=—n—1

Analogamente ao caso dos polinémios ortogonais, é possivel mostrar que se
{R,}5%, é uma sequéncia de L-polinémios tal que R,, é de L-grau n para todo
n € N, entdo as seguintes afirmagoes sao equivalentes (Exercicio 23]):

a) {R,}32, é uma sequéncia de polindmios de Laurent ortogonais;

b .
=0, para todo polinomio R de L-grau <n —1,
b) / R(t)Rn (t)dyp(t) { #0 Se R tem Lpigrau n; °

b n
. - o =0, se —n<m<n-—1,
C) ‘/a t Rgn(t)d’lb(t) = Z 2n,5 Hjim { 75 0, se m=n;

j=-n

bm n " =0, se —n<m<n,
" Ropyr (dP(E) = D Tangrg By £0

“ ) se m=-—n—1.
j=-n—1
Utilizando o item ¢) com m = —n,—n+1,...,n — 1 e procedendo de maneira
similar ao que foi feito para o caso dos polinémios ortogonais, chegamos a um
sistema de equacoes lineares. Pela regra de Cramer, obtemos

P P P P
/12—271 /1’122714-1 e /J’—l /1'0
1 F_opy1 H_ong2 - Ho Hq
Ry, (t) = W : . (2.1.4)
2 P P P P
" H_q Ho cee Hop—2 Hop—g
" Lt A tn
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Analogamente, fazendo m = —n,—n + 1,...,n e usando a regra de Cramer,
obtemos
e U tn
P P P P
1 Heon-1 H-2n -+ H Fo
Ront1(t) = ——5y : S : : : (2.1.5)
2l ugz ui_i}l ugn_z u%_l
H_q Ko s Hop—1 Hap

Assim, como Hy(lm) > 0, mostra-se a existéncia dos polinomios de Laurent orto-
gonais.

Vale ressaltar que os polindmios de Laurent ortogonais nao satisfazem a uma
relagao de recorréncia de trés termos.

2.2 Polinémios L-ortogonais

Iniciaremos, agora, o estudo dos polinémios L-ortogonais dados em [41] e que de-
notaremos por B,,.

Definigao 2.2. Seja v uma medida forte em (a,b), 0 < a < b < oco. Dizemos que
uma sequéncia de polindmios { B}, onde B, é um polinémio ménico de grau
exatamente n, € uma sequéncia de polinomios L-ortogonais com relagao a dy no
intervalo (a,b) se

b
/ £ B () di (E) = { 0 se 0sssn—1 (2.2.6)

pn >0, se s=n.

Equivalentemente, pode-se escrever (Z.2.6]) como

b
& |0, para k=—-1,-2,...,—n+1,—n,
/a 1B, (t)du(t) — { b Ty (2.2.7)

A existéncia dos polindémios L-ortogonais B,, também depende dos determinantes
de Hankel. Assim, escrevendo B,, em termos de seus coeficientes, ou seja,

Bu(t) =Y bnt", com by, =1, (2.2.8)
k=0
obtemos
b n
—nts . b |0, se s=0,1,...,n—1,
‘/a t Bn(t)dw(t) - ;Obn,ku_n+5+k - { pn > 0, se s =n.

(2.2.9)

Fazendo s = 0,1,...,n—1em (229), obtemos um sistema linear. Acrescentando

ZZ8) como a tltima linha desse sistema e utilizando a regra de Cramer, podemos
escrever B,, da seguinte forma

/jjfn Mgn-l-l e /ﬂ%}l N§
1 Hopy1 Hopy2 - Mo Hq
B,(t) = Fen) : : . : : (2.2.10)
n
/Lﬂ HBZJ e Hi—2 H:f—l

1 t AU Al tm
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Além disso, se substituirmos a ultima linha do sistema anterior pela equacao
obtida quando fazemos s = n em (229, e o resolvermos pela regra de Cramer,
podemos escrever p, como

H(*")
pn = —2L (2.2.11)
aim
Se tomarmos ¢ = 0 na relagao (Z2ZI0), o termo independente de B,, torna-se
Hf(z_n—i_l)
Logo, t = 0 nao ¢é zero de B,, n > 1.
Considerando s = —1 na integral em (2.2:6]), vamos definir
b
— / "B, (t)dy(t). (2.2.13)

Logo, de 1)) e (ZZ2])), obtemos
Nn = bn,nﬂlﬁl + bn,n—l/ﬂfz +...+ bn,lﬂlﬁn + bn,Oﬂlﬁn_l-

Fazendo s = —1,0,1,...,n—1 na integral em (2.2.6)) e aplicando a Regra de Cramer,

obtemos (—nt1)
Hy "
B,(0) =n,—————.
—(n+1
ansl )

Utilizando a equagao ([222.12), obtemos
H;(n-l—l)
Ny = (—1)”%. (2.2.14)

Relacao entre os polindmios de Laurent ortogonais e os L-ortogonais

Da relagao ([2:210), obtemos

¥ ¥ ¥ ¥
/j}—2n MIZ%H S N—wl M?p
1 Hont1 HMoopyo -+ Ho Hq
Bont) = —=my | S : :
2
" 1’y 1y Hgnls My,
1 t I LUt 2

Dividindo a relacao anterior por t" e comparando com concluimos que
b

Bay(t)
t’; = Ro,(t).
Novamente de ([2210), obtemos
¥ ¥ ¥ ¥
M—in—l /12—271 e /1':/}1 M%
1 H_2n, Hoont1 - Ho 1251
Bania(t) = g (—2n=1) ; : ' : :
2n+1

" T OO S

1 t U L e



Polinémios L-ortogonais 41

Dividindo a relagio anterior por "*! e comparando com (ZI.H), obtemos

(—2n)
Bs, 1(t) H. n
t"J‘rH = H(22:1 1)R2n+l(t) = bant1R2n11(1),
2n+4
H(;2")
pois bap41 = —%. Logo,
2n+1
Bany1(t)
——————— = Ron11(t).
"1 By, +1(0) 2n+1(t)

2.2.1 Polinémios associados aos L-ortogonais

Analogamente aos polindmios ortogonais, podemos definir os polindémios associados
aos L-ortogonais.

Definicao 2.3. Os polinomios C,,, associados aos polinomios By, sao definidos por

b
Cn(t):/ Mw( ). (2.2.15)

z—1

Teorema 2.1. O polinémio associado C, tem graun —1, n > 1.

Demonstracao: Seja B, ( Zb tF. Assim,
k=0
Bu(2)=Bu(t) = bpn (2" —t") b1 (2" ") by, 1 () ank ko thy.

Substituindo na equagao (ZZTH]), desenvolvendo-a e substituindo a definigdo de
momento, obtemos

n
Co(t) =D bnp(ph_y + i_ot + o+ pitF72 4 pdth ),
k=1
Desenvolvendo o somatdério, encontramos
Cru(t) = bty 1"+ (bt} + b1 )" 2+ + b aprg -

Portanto, C), tem graun — 1. [ |

Além da equagdo (ZZTIH), os polinémios C,, também podem ser dados pelo
teorema a seguir.

Teorema 2.2. Os polinomios Cy, satisfazem

C(t) = /b oo Ba) =2 Bl) oy 01 o (2.2.16)

z—1

Demonstragao: Para m = 0 é imediato. De ([Z2I5), temos

b m z)—z™m
Cn(t):/ pom 2 Ba(2) = 2 Bal)

z—1
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Somando-se e subtraindo-se o termo ¢t B,,(z), obtemos

b m _.m b m _ pm
Ch(t) :/ met By (2) — 2 Bn(t)d1/)(2) +/ ZimBn(Z)Z t dib(2)
o z—1 o z—t
Como
P = kym—1—k
T =Nk
z—t ’
k=0
entao
"t Ba(z) = 2" Bu(t) ek [0
— —m n n m—1— —-m
cuit = [ - L 2elap )+ 30 et [ i)
k=0
Mas,

b
/zk_mBn(z)dd)(z):O, param=1,....,n, e k=0,1,...,m— 1.

Portanto,

b m _.m
Cy(t) :/ z_mt Bnlz) = 2 Bn(t)dz/}(z), para 0 < m < n.

z—1

Os polinémios C),, também sao utilizados para o calculo dos pesos de certas
férmulas de quadratura que veremos mais adiante na Segao [A.1.2)

2.2.2 Relacao de recorréncia de trés termos

Primeiramente, apresentamos o seguinte resultado sobre o conjunto de polindémios
{t"7IB;}7_ (veja [a]).

Lema 2.1. Para n > 1, o conjunto de polinémios {t"’ij}?ZO € linearmente in-
dependente.

Demonstracao: Observe que os polinémios "~/ B;, j = 0,1, ...,n, sao polindmios
monicos de grau n. Tomemos uma combinagao linear nula desses polinomios, isto
€,

D "I Bj(t) =0t Bo(t) + it ' Bi(t) + -+ + ynBa(t) = 0.
=0

Multiplicando ambos os lados por t°~" e integrando com respeito a i no intervalo

(a,b), obtemos
n b

Z%‘/ 57 By (t)di(t) = 0. (2.2.17)

j=0 “a

De (2Z4), sabemos que

b
[ 1B a0 0. paras =010~ 1.
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Fazendo s =0, 1, ...,n em (Z2ZTI7), obtemos o sistema triangular inferior de equagoes
lineares

s b
Z”yj/ tITS B (t)dip(t) =0, paras=0,1,..,n
j=o e

b
Como p, = / Bs(t)dy(t) # 0, entdo v = 0, s = 0,1,...,n, o que demonstra o

resultado. ¢ [ |

Mostramos, agora, que os polinomios B, e e os associados C,, satisfazem a
relagoes de recorréncia de trés termos da forma (), com 3, > 0 e a1 >0, n > 1.

Teorema 2.3. Os polinomios B, e C,, satisfazem as sequintes relacdes de re-
corréncia de trés termos, paran > 1,

Bn+1 (t) = (f — ﬁn+1)Bn(t) — Op41 tBn_l(t), (2218)
Cn+1 (t)

com Bo(t) =1, By (t) =t — By, Co(t) = 0,C1(t) = pf e

(f — ﬁn+1)Cn(t) — Q41 tCn_l(t), (2219)

(4
fr= ,LLT()’ Qnt+1 = P ) Brt1 = —Oén+1nn71- (2.2.20)
M—l Pn—1 Mn

Demonstragao: Se B,,, para n > 0, sao polindomios monicos de grau n, o polindbmio
Bp41(t) — tBy(t) também é um polinémio de grau no méximo n em t. Assim, pelo
Lema 2.1l podemos escrever

Bpy1(t) — tBy( Z%t" IB;( (2.2.21)

Multiplicando ambos os membros da tltima igualdade por t* e integrando em
(a,b) com relagao a 1, obtemos

b
/ th By 1 (t)dy(t) — / tF 1B, ( Zy / t" IR B (H)dab(t). (2.2.22)
e Fazendo k = —n em (2Z2:22)), obtemos

b b n b
[ Busavt — [ Baodvt = Yooy [ OB, 000,
a a ]:0 a
Usando [Z27), temos 0 = yppo e, como po > 0, entao

Y = 0.

e Fazendo k = —n+ 1 em [22.22)) e, como vy = 0, obtemos

b
/ tfnJranJrl(t)dw(t)_/ t~ n+2B Z,.Y / j+1Bj(t)d1/1(t).



44 Polinémios L-Ortogonais na Reta Real

De (2270), temos 0 =~y1p1 €, como p; > 0, entdo
7 = 0.
e Analogamente, fazendo k = —n+2,—n+3,..., -2 em (ZZ22), concluimos que
Y2=73=""="Tn-2=0
Substituindo ; = 0, para j =0, 1,...,n — 2, em (Z22]]), obtemos
Bry1(t) = tBn(t) = Yo Bn(t) + yn-1tBn-1(1),

ou seja, os polinémios {B,(t)} satisfazem a uma relagdo de recorréncia de trés
termos.
Para determinar o valor de ~,,—1, fazemos k = —1 em ([Z2Z22)), ou seja,

b b b b
/t’anH(t)dq/;(t)—/Bn(t)dw(t) :%/len(t)dw(t)ﬂn,l/Bn,l(t)du;(t).

Logo,
b b
- [ Batao®) =2 [ Baa(auie
ou seja,
Pn
Pn—1
Finalmente, o valor de =, é obtido fazendo-se k = —(n+ 1) em [22:22). Assim,

Tn—1 = —

. b
/tf(n+1)Bn+l(t)d¢(t) — /t*”Bn(t)d%/J(t)

b b
= / 1B, (4)deb(t) + Y1 / £ B (£)di(2).

Logo,
0= Yl + Yn-1"n—1
e, entao,
Tn—1
Tn = —In-1 .
Tin
Denotando, paran > 1,
—1
Ap4+1 = —Yn—1— P (S ﬂn+1::‘_an+lnn 5
n—1 Tn
obtemos (22Z18).

As condigoes iniciais By(t) = 1 e By(t) = t— 31 seguem do fato de B,, ser moénico
e usando

b b
0= [ B0due) = [ £ (- ) dvte) = - B

Provemos, agora, a relagdo (222I9). Usando a relagdo de recorréncia de trés

termos ([2-2.T8)), obtemos

Byt1(2) = Bnga(t) = (2= Bn+1)Bu(z) — any12Bn-1(2)
—(t = Bnt1)Bu(t) + anp1tBn_1(t).
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Somando e subtraindo ¢B,,(z) e ap+1tBr—1(2) no segundo membro da relagao
anterior, temos

Bnt1(2) = Bpy1(t) = (t = Bus1)(Ba(2) — Bu(t)) — anp1t(Bn-1(z) — Bn-1(t))
+(z —t)(Bn(2) — apt1Bn-1(2)).

Dividindo ambos os lados da iltima igualdade por (z —t) e integrando em (a, b)
com relagao a 1, obtemos

Cn+1(t) = (t - BnJrl)Cn(t) - anJrltOnfl(t) + Pn — Qnt1Pn—1-

Pn

Como a1 = , obtemos o resultado procurado. [ |

n—1

Das relagoes (Z211) e (Z2TI4), pode-se mostrar facilmente que os coeficientes
Qpt1 € Bny1, n > 0, também podem ser dados por (Exercicio [Z4)

B Y U
e S g )

2.2.3 Zeros dos polinémios L-ortogonais na reta real

Como dissemos no preficio deste texto, uma propriedades interessante dos po-
linémios que satisfazem & relacao de recorréncia de trés termos () com 3, > 0
e apy1 > 0, n > 1, é que seus zeros sao reais e simples. Veremos, agora, a prova
deste resultado.

Teorema 2.4. Os zeros dos polinomios B,, n > 1, sao reais, distintos e pertencem
ao intervalo (a,b).

Demonstracao: Mostremos que B,, possui pelo menos um zero em (a,b), 0 < a <
b < oo. Suponhamos que B,, nao tenha zeros em (a,b). Entao, B, nao muda de
sinal em (a, b), ou seja, By, (t) > 0 ou B, (t) <0, t € (a,b).

Mas, por definicao,

b
/ t™ "B, (t)dy(t) = 0. (2.2.23)
Por outro lado, como t~™ > 0 e B,, ndao muda de sinal em (a,b), temos
b
/ t7 "B, (t)dy(t) # 0. (2.2.24)
De ([2223)) e (22.24]) chegamos a uma contradigdo. Portanto, B,, muda de sinal
pelo menos uma vez em (a,b). Vamos supor, agora, que B,, muda de sinal r vezes
em (a,b), r <n.

Sejam ¢y 1,tn,2,...,tn,r 0s pontos onde B, muda de sinal. Claramente, ¢, 1,
tn2s .., bty sdo zeros de multiplicidade impar de B,, em (a,b). Logo,

T
(t=tna)(t —tna) ... (t—tny) = Y a;t)
j=0
¢ um polindmio moénico de grau r. Como j =0,...,7er <mn,

4 b
Zaj/ t=" I B, (t)dy(t) = 0. (2.2.25)
j=0 ¢
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T
Mas, By, (t) Z a;t? é um polinémio cujos zeros tém multiplicidade par em (a,b) ou
j=0
sao complexos. Assim, ndo muda de sinal em (a,b) e, portanto,

iaj /bt_"+jBn(t)dw(t) #£0. (2.2.26)
j=0

De [2229) e ([22:26), temos um absurdo. Logo, B, muda de sinal r > n vezes em
(a,b). Como B, é um polindémio de grau n, r = n. Portanto, B,, tem todos os seus
zeros simples e em (a, b). ]

Consideramos, neste texto, os zeros de B,, ordenados em ordem crescente, isto

a<tpi <tpo<---<tyn<b.

Vamos mostrar mais algumas propriedades sobre os zeros dos polinémios B,, e
C,,. Para isto, precisamos de alguns resultados.

Como consequéncia das relagoes de recorréncia (ZZI8) e (Z2T9), podemos
enunciar o resultado a seguir.

Teorema 2.5. Os polinomios B,, e C,, satisfazem a sequinte relagao:
Cr(t)Bp_1(t) — Cr_1 (1) Bn(t) = Qn@n_10m o ... copugt™™ 1, n > 2. (2.2.27)
Além disso, o polinomio G,,, definido por
Gn(t) = B, (t)Bn-1(t) — Bl,_1(t)Bn(t), n>1, (2.2.28)
satisfaz
Gri1(t) = [Ba(D)]? + ans1Bn[Bu1()]* + angp1ant*Gr_1(t), n > 1. (2.2.29)
Demonstracao: Mostremos a relagao (Z2Z27). Temos, do Teorema [Z3] que
Crn(t)Bn-1(t) = Cpna () Bu(t) = [(t = Bn)Cn1(t) — antCpa(t)]Bn-1(t)
—Cna(D)[(t = Bn) Bn-1(t) — antBn2(t)]
= apt[Cpro1(t)Bp_2(t) — Cr—2(t)Bn_1(t)].
Observe que obtivemos uma equacao de diferengas. Logo,

Cn(t)Bp-1(t) = Cn—1(t)Bn(t) = ant[on_1t(Cr—2(t)Bn-3(t) — Cp—s(t) Bn—2(t))]

= antan_lt[. .. (agt(Cl (t)Bo(t) — CQ(t)B]_ (t)))]
Como Cy(t) =0, C1(t) = o, Bo(t) =1e Bi(t) =t — 1, chegamos a
Cn(t)Bn_l(t) — Cn_l(t)Bn(t) = pOp_10p_2 .. .aguot"_l, n 2 2.

Demonstremos ([2:2.29). De (22228 e da relagdo de recorréncia de trés termos,
obtemos

Gn(t) = [(t—Bn)Bn-1(t)— antanQ(t)]/anl (t)
=B, _1(0)[(t = Ba)Bn-1(t) — antBn-2(t)].
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Calculando as derivadas, teremos
Gn(t) = B?_|(t) — anBn_o(t)By_1(t) + antGp_1(t).

Logo,
Gny1(t) = B721 (t) — any1Bn-1(t)Bn(t) + ant1tGn(t).

Como B, (t) = (t — Bn)Bn-1(t) — antB,—2(t), obtemos

Grt1(t) = B2(E) + Qg1 Bul B2y () + st Gy ().

|
Usando a relagao (2:2:29)), obtemos
Gony1(t) = B2, (t) 4+ o1 Bon B2, 1 (t) + aony10ao,t>Gan_1(t). (2.2.30)
Mas,
Gon_1(t) = B3, _(t) + azn—182n—2B3,_5(t) + az,_ 100, ot*Gan_3(t)
e

Gon_3(t) = B3, _,(1)* + agn_3Bon_aB3, _5(t) + aon_ 300, 4t2Gay_5(t).
Continuando com o mesmo raciocinio e substituindo em ([2230), concluimos que
Gant1(t) = B3, (t) + dant1B20 B3, 1 (1) + Qans102t° B3, (1)
+ Canp102n 021 Pan—ot’ B3, 4(t) + -
+ Qon4102nQ2n—1 - . . g3 Bat™ > Bi (1)
+ Qont1Qonon_1 - - .Q3a2t2nt(t). (2.2.31)
De modo andlogo encontramos
Gon(t) = B3, 1(t) + aznfan—1B3, (1) + azpaz,—11* B3, _3(t)
+ Oonon—102n—202n—3t* B3, 4 (t) + - -
+ a9pop—1020—2 . . .044043152"*2B12(t)

+ QonQon_102,—9 .. .043042611?”7233(15). (2232)

Estamos, agora, em condicoes de demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 2.6. Set, , € um zero do polinémio By, paran > 1, entdo ele é diferente
dos zeros de C,, e dos zeros de B,,_1.

Demonstracao: Temos, por hipétese, que ¢, é um zero de B,,. Assim, da equacao

©2.27),

Cn(tn,k)anl(tn,k) = O0pQp—10p—2...02 ‘ug tz;gl # 0.

pois t, 1 > 0, para k =1,2,...,n.
Como Cy,(tn,k)Brn—1(tn,x) ndo se anula, t, ; ndo é um zero do polinémio B, _1
e nem de C,. [ ]

Além disso, pode-se mostrar que
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Teorema 2.7. Para n > 2, entre dois zeros consecutivos do polinomio By, _1 existe
um zero de B,,.

Demonstracdo: Sejat,—1x, k=1,2,...,n—1, 0s zeros de B,,_1. Logo, por (2231))

e Z232), G, (th—1,k) > 0 e, entdo,

Bl _i(th—1k) #0, para k=1,2,...,n—1.

Sejam tp,—15 €tp—1,+1,J = 1,2,...,n—2, dois zeros consecutivos de B,_;. Su-
ponhamos, sem perda de generalidade, que B}, _; (t,,—1,;) > 0. Ent&o, B}, _; (tn—1,+1)

< 0. Assim, de m, Bn(tnflﬁj) <0e Bﬂ(tn,17j+1) > 0.

Como B,, é uma fungao continua, existe ¢ entre t,,_1 ; € t,—1 j+1 tal que By, (t) =
0 e o resultado do teorema segue imediatamente. [ ]

Facilmente, podemos também obter o resultado sobre os zeros de dois polinémios
de graus consecutivos, B, ¢ By11.

Teorema 2.8. Para n > 1, dois polinomios de graus consecutivos B,, e By,4+1 nao
DOSSUEM, ZeTos em coOmum.

Demonstra¢ao: Suponhamos que existe z tal que By (z) = Bz2(z) = 0, entdao agz = 0.
Como z = 0 néo é zero de B, n > 1, isto é uma contradi¢do. Assim Bj(z) e Ba(z)
Nnao possuem zeros em comum.

Agora, seja n > 2 e suponhamos que B,_1 € B, ndo possuem zeros em comum.

Se B, (z) =0, entao B,_1(z) # 0 e, de 2219),
B,11(2) = —any12Bn—1(2) # 0.

Isto significa que B,, e B, ;1 nao tém zeros em comum. Assim, por indugdo ma-
temdtica, mostra-se o resultado do teorema. [ |

Fazendo m =1,2,...,n — 1 em ([Z2I8]), mostra-se facilmente que

t— ﬁl — Q9 0 0 0
—t t— /82 —Q3 0 0
0 —t t— s 0 0
B, (t) = : . , n>1. (2.2.33)
0 0 0 t—fBn-1 —an
0 0 0 —t t— Bn

Deixamos para o leitor a demonstracao deste fato no Exercicio 2.6l

Usando a relagao de recorréncia (Z.2.I8) novamente, vamos mostrar que os zeros
dos polinomios B,, sao os autovalores de uma matriz de Hessenberg inferior. Veja,

por exemplo, [3§].

Teorema 2.9. Os zeros dos polinomios B, sao os autovalores da matriz de Hes-

senberg inferior

m az 0 0 0
771 7’]2 a3 0 0
m n2 13 a,-1 0
m 72 3 NMn—1 On
mon2 N3 -1 Tn

onde Ny = Qp + B, m=1,2,....n, ea; =0.
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Demonstracao: De (ZZ33), B, (t) = det(tA, — B,), onde

1 0 0 - 0 B as 0 -+ 0
-1 1 0 0 0 B2 az --- 0

A | 0 -1 1 0| ¢ B, —|0 0 B - 0
0 0 0o --- 1 0 0 0o - Bn

Observe que, como A,, é nao-singular, podemos entao escrever
B, (t) = det(A,,) det(tl — A 'B,,).

Como det(A,)=1e

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

111 -+ 00
A;lz . . . . . 9

111 -~ 10

111 11

vemos que B,, é o polinémio caracteristico monico da matriz de Hessenberg inferior
H, = A, !'B,,. Isto completa a prova do teorema. [ |

Agora apresentaremos alguns exemplos de polindomios L-ortogonais que foram
obtidos em [42].

Exemplo 2.1. Considere a medida forte definida no intervalo (a,b),

d(t) = ﬁ @,

com 0 < a < b < 0o. Os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos (2.2.18))
sao dados por
ay =20, opp1=a e Pfp=p5, n=1,

com ) (W Ay
B = Vab, a=—7F

A Figura 2] mostra o grafico dos polinémios L-ortogonais de graus 5 e 6, res-
pectivamente, com a =1 e b = 4.

Exemplo 2.2. Considere a medida forte definida no intervalo (0, co),
dip(t) =t~/ 2e=tHa//2 gt

com 0 < a < co. Para esta medida, os coeficientes da relacao de recorréncia de trés
termos (Z2I8)) sao dados por

ani1=n e Bn=+va, n>1.

A Figura mostra o grafico dos polindmios L-ortogonais de graus 4 e 5, res-
pectivamente, com a = 9.
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—— ‘BS'—— 'B6’

Figura 2.1: Gréfico do polinémios Bs e Bg do Exemplo[2Z1] com a =1e b = 4.
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Figura 2.2: Gréfico do polinomios B4 e Bs do Exemplo 22] com a = 9.

Exemplo 2.3. Considere a medida log-normal definida no intervalo (0, c0),

7 _n :
di(t) = #e (in()/(N)? g4,

onde 0 < g < 1l,eq=c¢e" Para esta medida, os coeficientes da relacao de
recorréncia de trés termos ([2.2.18) sdo dados por

2)?

a1 =q "1 —q") e Bu=q ' n>L
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2.2.4 Relagoes entre polindmios ortogonais e L-ortogonais

Em Sri Ranga [42], encontramos estudos sobre certas medidas fortes ¢ definidas em
(a,b), 0 < a < b< oo, que satisfazem & seguinte propriedade

W) _ _WE/ ), (2.2.34)

Vi VBt

onde 3 = Vab.
Entre outros resultados, foi mostrado que, para os momentos ;¥ associados a v
e para os polindmios L-ortogonais BY, que satisfazem

B;Z’+1(t) = (t- ﬁ:f-H)B;f(t) - O‘iﬂ tB:f—l(t)v n =1,
com Bg’(t) =1e BY(t) =t — Y, valem as seguintes propriedades:

o pi = pEtiyt n>0,

n—1

_ "BY(E 1)

o BV
Bu(t) BY(0)

e BY¥ =0, n>1,

oty =L thnri1, k=1,2,....n, ondea <ty <tpo<-<tp,<b
sao os zeros do polindomio BY.

Sri Ranga, em [43], considerou a funcao

1
2v/a
que representa uma transformagéo do intervalo (0, 00) no intervalo (—oo, 00), cuja
inversa é dada por

t(z) = (Vaz? + B+ Vazx)?, z € (—o0,0).

Nesse mesmo trabalho foi mostrado que, se para uma medida forte ¢) definida em
(a,b),0<a<b< oo, vale

di(t) = Aﬁdﬂx(t)), (2.2.36)

entdo ¢ possui a propriedade (ZZ.34) se, e somente se, ¢ é uma medida simétrica
em [—d,d], ou seja, dp(x) = —dop(—x). Aqui, A é uma constante adequada e
d=xz(b) = (b—B)/(2Vab).

Com essa propriedade é possivel demonstrar a seguinte relagao entre os po-
linémios L-ortogonais BY associados a v e os polinémios ortogonais P? associados

a ¢:
BY(t) = (2vVat)" P2 (x(t)). (2.2.37)

Além disso, os coeficientes aﬁ 41 darelagdo de recorréncia de P? e os coeficientes
ax 41 da relagdo de recorréncia de BY satisfazem

al  =4daal,,, n>1. (2.2.38)
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2.3 Exercicios

Exercicio 2.1. Mostre que, para todo polindomio R € A, existe um tnico k£ € N tal
que R € Ay.

Exercicio 2.2. Mostre que os determinantes de Hankel H,(lm), definidos por (LI.4),
sao positivos para m,n € Z en > 0.

Exercicio 2.3. Seja {R,}2°, uma sequéncia de L-polindmios, tal que R,, ¢ de
L-grau n para todo n € N. Entao, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
a) {R,}32, é uma sequéncia de polindmios de Laurent ortogonais;

=0, para todo polinomio R de L-grau <n — 1,

b
b) /a R(t)Rn(t)d1/)(t){ £0, se R tem L-grau n;

b n
. - o =0, se —n<m<n-—1,
C) /l t Rgn(t)d’lb(t) = Z 2n,5 Hjim { 75 0, se m=n;

j=-n

b n
m =0, se
/ t R2n+l(t)dw(t) = Z T2n+1,j u;erm { ;é 0

“ se m=—n— 1.

—n<m<mn,
j=—n—1

Exercicio 2.4. Usando as relagoes (2211 e (2Z2.14), mostre que os coeficientes
nt1 € Bny1, n >0, dados em ([22.20), podem ser escritos como

-n —(n—1 —n —n
v 41 = M e ﬁ 11 = H’r(7,+1)H’r(L )
) HS D )
Exercicio 2.5. Mostre que
Gon(t) = B3, 1(t) + aznfon—1B3,_5(t) + azpasn11* B3, _5(t)

+Q2n0n— 102 —2P2n—3t2 B, _4(t) + -+ + azpazn_1 . .. azt® 2 B(t)
G+ on 1 ... a3a2ﬂ1t2”72Bg (t)

Exercicio 2.6. Mostre que

t— ﬂl —Q2 0 0 0
—t t— ﬂg —Q3 0 0
0 —t  t—fs 0 0
0 0 0 t—Ba1  —an
0 0 0 —t t— B




Capitulo 3

Polinémios Para-Ortogonais

Apresentamos aqui propriedades de sequéncias de polinémios {R,,}22 , que satisfa-
zem & relagdo de recorréncia de trés termos (2), ou seja,

Roi1(2) =[(14icpy1)z+ (1 —icns1)] Rn(2) —4dpy1 2 Ry—1(2), n > 1,

com Ro(z) =1e Ri(z) = (L4 ic1)z+ (1 —ic1), onde ¢, € R, n > 1, e {dpy1}52,
é uma sequéncia encadeada positiva. Iniciaremos com o caso particular em que
¢n, = 0 para n > 1, ou seja, os polindmios R,, satisfazem a relacao recorréncia (3]),

Roi1(2)=(24+1)Rp(2) —4dny12Rn-1(2), n > 1,
com Ro(z) =1e Ri(z) =z + 1.

3.1 Poliné6mios para-ortogonais reais

Nosso objetivo é obter sequéncias de polinémios para-ortogonais, definidos na Segao
[C5T] que satisfagam a uma relagao de recorréncia da forma (B]). Os resultados aqui
apresentados também podem ser encontrados em [10] e [I1].

Consideremos o circulo unitdrio C = {z € C : |z| = 1}. Seja ¥ uma medida
simétrica definida em C, isto é, 1 satisfaz a propriedade de simetria

dip(1/2) = —dy(z)

ou, equivalentemente, 1(e’?) satisfaz dip(e!?7=9) = —di(e?), pois z = €', com

0<6<2m.
E fécil mostrar que, para uma medida simétrica, os momentos trigonométricos

oy = / 27 "dy(z), n=0,4£1,£2 ...
c
s@o reais e que p_, = ly,, para n > 1 (Exercicio B]).

Lembremos que a sequéncia de polinémios de Szegd (polinémios ortogonais no
circulo unitario), {S,}22,, associada a 1 é definida por

/CSn(z)Sm(z)d1/)(z) =0, para n#m.

De ([LE43), os coeficientes de reflexdo a,, também sdo reais, ou seja,

Up = — n+1(0)7
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e, consequentemente, de (Lh44) e (L54H]), os polindmios de Szegd associados a 1)
Sa0 reais.
Consideremos, agora, duas sequéncias de polindomios para-ortogonais especiais,
denotadas por
{Sn(lv Z)}?zozo e {Sn(_lv Z)}?zozo ’
obtidas de (LR34, ou seja, de

Sy (wn, 2) = Sp(2) + w,Sk(2)

quando escolhemos w, =1 e w, = —1, respectivamente.
Considerando z1, 22,...,2, 0s zeros de S,, observe que, como S,(—1,z) =
Sn(z) — Sk(z), temos

Sp(=L,2)=(z—21)(z —22) - (z—2n) — (1 —221)(1 — 222) - - - (1 — 223, .

Assim, S,,(—1,1) =0 e, portanto, é divisivel por (z — 1).

A partir dessas sequéncias, Delsarte e Genin [I7], j4 em 1986, construiram ou-
tras duas sequéncias de polindmios monicos, {RS}’};O:O e {R,(f)}j’fzo, definidas da
seguinte forma:

Sn(l,2) Sn(z) 4+ Sk(z)

= n>0, (3.1.1)

B = a0 = 1580

mn

R(Q)(z) _ Sn+1(—1, Z) _ SnJrl(Z) - S:;—i-l(z) n Z 0. (312)

(z = D1 = 841(0) (2= 1)1 = 5n4(0))

Do Teorema [[.17 sabemos que todos os zeros dos polindmios para-ortogonais

. - , e . . 1 2
sao simples e estao no circulo unitario. Assim, os zeros dos polindémios RSZ) e R%)
também sao simples e estao no circulo unitario.

O préximo resultado mostra que os polinémios de Szegé podem escritos em

termos dos polinomios R e Rg_)l.

Teorema 3.1. Os polinomios Sy, RSLI) e Rg) satisfazem a sequinte rela¢dao:
225,_1(2) = R (2) + (. - DR (2), n>1. (3.1.3)

Demonstracao: De BIT) e BIZ), como ay,—1 = —5,(0) é real, temos

RW(z)+ (z— 1)RP (z) = Sn(2) 4+ S (2) N Sn(z) = S (2)

net 1 — On—1 1+an71
ou seja,
2
RO (2) + (2 = DR (2) = 75— (Su(2) + 0n153(2)).
- Yn-1

Usando a relagao de recorréncia (L5.45), ou seja, usando que

Sp(z) =1 —a?_ )2Sn_1(2) —an_15%(2), n>1,

n—1

chegamos ao resultado desejado. [ |



Polinémios para-ortogonais reais 55

3.1.1 Relacao de recorréncia de trés termos

Agora demonstraremos o principal resultados desta se¢ao, que os polindGmios R,(zl) e

2 . - - .
R'? satisfazem a uma relagdo de recorréncia de trés termos da forma (3)).

Teorema 3.2. Os polinomios monicos Rsli), 1 = 1,2, satisfazem as relagoes de

recorréncia de trés termos

Rgzl-)i-l n

(2) = (2 + DRV (2) — 4dV) 2R [ (2), n>1, (3.1.4)
com condigoes iniciais R((f) (z)=1e Rgi) (2) =z + 1. Além disso,

I+ anp—1)1—ay,).

e

1 1 2
dily = 71— ana)(1tana) e =
Demonstragao: Considerando os seguintes polindémios para-ortogonais monicos

Sn(2) + 5, (2) Sy (2) = S5 (2)

SM(z) = SP(z) = 3.1.5
de BI1) e BI2) podemos escrever
s (2)
D(z) = 8W (2)(5) = Znt1\®)
RP(:)=50() o RP(z) = 222

. . o 1 2 .
Assim, precisamos mostrar que, paran > 1, os polindmios ‘5’7(I Ve ‘5’7(I ) satisfazem
as relacoes de recorréncia

SWhz) = (+DSVE) — (- an2)(1+an-1)28Y,(2),
(3.1.6)
S = E+DSP(E) = (L+an )1 —an1)282,(2),

com a_; = —1, Sél)(z) =1, Séz)(z) =1, S%l)(z) =z+1le S§2)(z) =z—- L

o 1 . -
Primeiramente provemos o resultado para S,(l ). Utilizando as relagoes de re-
corréncia dos polindmios de Szeg6 (L552) e (LEZ), ou seja, usando que

Snt1(z) = 2Su(2) — anSi(2),
(3.1.7)
;:-i-l (2) = S;:(Z) — n2Sn(2),
paran >0, e a,, = —Sp4+1(0), de (BLH) obtemos

2Sn(2) — anSk(z) + S;i(2) — anzSn(2)

&) _
SnJrl(Z) - 1 —ap,

3

ou seja,

SN 1(2) = 28u(2) + S (2).

Escrevendo a expressao anterior como

1- O‘n—l) (ZSn(Z) + S:L(Z))
1- Q1

sz?l(z) = (

)
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podemos também escrever

(z=an_12+1-=1)S,(2) (1 —an_1+2z—2)S}(2)
+ .
1-— Ap—1 1- Qp—1

Sr(zlll(z) =

Colocando (z + 1) em evidéncia no lado direito da expressao anterior, temos

1- Q-1

Sn(z) + SZ(Z)) _ (It on12)Sn(2) + (ana + 2)55(2)
1- Q1 .

S = 1)
Utilizando novamente as relagoes (B17) temos

SU(2) = (2 4+ 1) (

(an—1+2)[S;_1(2) — an_len_l(z)]'

1- Qpn—1

Sn(z) + S;:(Z)) -~ (1+ an-12)[290-1(2) — an-157 ()]

1 — On—1 1 — On—1

Colocando S,,—1(z) + Si_;(z) em evidéncia obtém-se

Sul2) +s:;<z>> Cea (Sn_1<z> +s:;1<z>> |

1- Qp—1 nt 1- Qp—1

SU.(2) = (4 1) (

Disso, imediatamente obtém-se

Sn(2) +5,(2)
1- p—1

Sn—1(2) + S;;_l(z)> .

1- Op—2

S () = ) )-(-aua)i+a,: (

Da definicao de SV em BI3) chegamos ao resultado desejado, ou seja,
Sii(2) = (2 + DSP (=) = (1= an-2) (1 + )28 (), > 1.

Para as condigoes iniciais, n = 0 e n = 1, temos

S§9(2) = 75052 ;Ofg)(z) =1
_S1(2) +57(2)  2(1—ag) + (1 — )

1) _
Sie) = 1+ 51(0) n 1— =z+1

) 2 . N ~ .
De modo analogo, podemos provar que 5’7(1) satisfaz a relacao de recorréncia

BI8) (Exercicio32]).

Portanto, para concluir as relagoes (B.14)) basta tomarmos

4d§llj_1 =(1—-ap2)(l4+a,-1) e 4d512_|)rl =14+ an-1)(1—a,).
|

Os polindmios Rgf ), 1 = 1,2, satisfazem a uma propriedade auto-inversiva, ou

seja,
2"RW(1/z) = RW(2). (3.1.8)

Por isso, sao chamados de polinémios auto-inversiveis.
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De fato, das relagdes de recorréncia (B4, obtemos

RO,/ = (2+1) RO/ - 10, 200, /),
Multiplicando ambos os membros por 2”1, temos
"+1R(1 1(1/z) = (% + 1) zz"Rg)(l/z) — 4de) L 222" 1R(1 1(1/2),
ou seja,
2HRY (1/2) = (2 + 1)2"RD (1/2) — 4d¥) 22" 'R (1/2).

Assim, como z"RY (1 /z) satisfaz & mesma relagao de recorréncia de trés termos

que R,(l) e com as mesmas condicoes iniciais, entao eles sao idénticos. [ |

Além desses resultados, podemos mostrar que os polindmios R,(,i ), i =1,2, sa-
tisfazem a relacgoes de L-ortogonalidade.

Teorema 3.3. Os polinomios monicos RS) (2), i = 1,2, satisfazem as relagoes de
L-ortogonalidade

/ 2R (2) Cdp(z) =0, 0<s<n-—1 (3.1.9)
C Z —
(&
/ 2R (2) (2 — 1)dip(2) =0, 0<s<n-—1. (3.1.10)
C

Demonstragao: De (B12) e (L5E5T), temos

/z_("H)“R,(f)(z)(z —1dy(z) =0, 1<s<mn,
c

que equivale a (B1.10).
Para mostrar (B.1.9), novamente de (L5.57) obtemos

-1
/ 2R (2 )Z Sdp(z) =0, 1<s<n-1, (3.1.11)
C
que ¢é equivalente a
/z*”Pn,s(z)Rg)(z)le;u(z) =0, 1<s<n-1, (3.1.12)
c Z =

onde P, s(2) = (z—1)2°"Y, s =1,2,--- ,n— 1.
Mostremos que, se tomarmos P, ,(z) = z + 2”71, entdo a relacio [BI.12)
também vale para s = n. De BITII]),

,nts (1) P L 2) = ,—nts (1)
L RO G i) = [ RO )

(), 1<s<n-1.

Substituindo z por 1/z no lado direito da expressdao anterior, usando a propriedade
de simetria da medida e a propriedade auto-inversiva de RS), obtemos

/ 27"z 4+ 2" RW(2)
C

Zildd)(z):(), 1<s<n-1.
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Assim, P, , é obtida fazendo s = 1 na expressao z* + 2" ~*.

Podemos verificar que o conjunto de polinémios P, 5, s = 1,2,--- ,n, de grau
< n — 1, forma um conjunto linearmente independente. Em particular, para
cada monomio 2%, 0 < s < n — 1, temos uma unica combinagao linear do tipo

s — dgs)Pnﬁl(z) +dés)Pn72(z) d(s) Ppn—1(2)+ £ Pan(z). Consequentemente
de BITI2) segue o resultado (B]__,_QI) [ |

3.1.2 Polinémios ortogonais e polindmios para-ortogonais re-
ais

Podemos relacionar os polinémios R,(f), 1 = 1,2, definidos por (3L e (B1.2), com

polinémios ortogonais em [—1, 1] através da transformacao

x=ux(z) = %(21/2 + 2712, (3.1.13)

inicialmente estudada por Delsarte e Genin em [I7] (ver, também, Sri Ranga [43]).
Note que, como z = €', podemos escrever

x =cos(0/2), com 0 ¢€]0,2n].

A relagdo (BIT3) é uma transformacao do circulo unitdrio no intervalo [—1,1].
Utilizando-a ¢é possivel relacionar polindomios para-ortogonais no circulo unitario
com polinémios ortogonais em [—1, 1]. Os resultados a seguir, encontrados em Berti
e Sri Ranga [§], serao necessarios para descrevé-los.

Primeiramente, consideremos ¢; e ¢o duas medidas simétricas no intervalo
[—1, 1] satisfazendo

doo(z) = (1 — 2®)déy () . (3.1.14)

Vamos utilizar a notagao {P?}2° , para a sequéncia de polinémios ortogonais
com relacao a medida ¢; , 1 = 1, 2.

Se conhecermos a sequéncia de polindmios ortogonais com relacao a uma das me-
didas, por exemplo ¢1, podemos obter informacoes sobre a sequéncia de polindmios
ortogonais com relagao a outra medida, ¢s.

A férmula de Christoffel (ver [48, pag. 29]) fornece a seguinte representagao
para os polindomios P2 como combinagao dos polinémios P?1 (Exercicio B.3):

-1

(=P = s

(PO P @) - PALMPA @)} . (3.115)

Para obtermos uma representagio para os polindmios P?' em termos de P92,
vamos expressar P como combinacio linear de sz, j=0,1,2,... n. Assim,
n
P¢1 Z k P¢>2 )

k=0

Utilizando a ortogonalidade e a simetria desses polindmios, podemos escrever a
expressdao anterior como (Exercicio [34)

PP (x) = P92 (2) + dp 2P, (), n>2, (3.1.16)
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onde

i JARr@PER@dea) [ (B () ()

n—2 — = -

JH(P2 () 2depa(z) JH (P22 ()2 da ()

Obtemos, entdo, as seguintes relagoes entre os coeficientes d,,, a?' e a? (Exercicio

B3):

7 1
dp— o
S = R >0 (3.1.17)
dp—2 ay’
e ~ ~
dpoy —dn—o =02, —al%,, n>2, (3.1.18)
b1, P1, b1
1 Qg oy (X
com dy = ——2—2—-L_ i L — a2 —af".
oy’

Consideremos, agora, a sequéncia de nimeros reais {l,,} definida da seguinte
forma:

o
(o1 =1) = =220y = 1), 0 >2, (3.1.19)
Qn
_92af1 o1
comlg=1, (I, —1)=-2a" e (I — 1) = O‘?:b aat
o3’

Pode-se verificar facilmente (Exercicio B.6l) que a sequéncia {l,} satisfaz as
relagoes

(ln—i-l - 1) _ dn—l n>92
(ln—l - 1) Jn72 , o
(lpy1 — V)l —1) = —4d,_,, n>1.

Além dessas duas, os elementos da sequéncia {l,,} satisfazem (Exercicio BT

b @ @ ¢ ¢ @
(lont1 —1)  QopioQyp--- @y (lan—1) Q341055107 (3.1.20)
I g2 T T 9 s o
2 ot Sel I oY 2 Ogp 1Ay 301
e
(lno1+1)  af2 1082 4.0 (lo+1)  af2af2 ,...af" (3.1.21)
B) = 1 b1 2 ¢ ¢ ¢ ° A
Fon—1%2p—3--- ¥ QonOop—2 - - - O3

Agora, se ¢1 e ¢y satisfazem ([BITI4), pode-se demonstrar (veja Exercicio [3.8)
que existe uma sequéncia de nimeros reais {l,,} tal que, para n > 1,

1 1
all = — 30 =1 +1), al | = =300 = D(lng1 +1) (3.1.22)

1
dnoy = =7l = D(lapr = 1), n21, (3.1.23)

comlg=1el; =1-2a35°.

De posse desses resultados, podemos demonstrar o teorema a seguir, que fornece
uma relacio entre os polinomios P9 e RS ) (i = 1,2), ou melhor, uma relagao entre
as respectivas medidas e, também, entre as respectivas férmulas de recorréncia (veja

(10} 511).
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Teorema 3.4. (i) Seja ¥ uma medida positiva no circulo unitdrio tal que os po-
linomios de Szeqé Sy, n > 0, sao reais. Sejam

402 =1 —ap2)(1+an1)>0 e 4022, =1 +an1)1—a,) >0, n>1,

e as medidas positivas ¢1 e ¢o definidas por

dg1(z(2)) = —dy(2) e dz(a(2)) = —(1 — 2*)di(2)

com x(z) = (1/2)(2Y2 4+ 271/2), cujos suportes estio contidos em [—1,1]. Entdo,

para i = 1,2, as sequéncias de polinémios { P} . definidas por
Pi(x) = (42)"*R{(2), n > 0, (3.1.24)

sao sequéncias de polindomios ortogonais monicos com relacao a medida ¢; e satis-
fazem as relacoes de recorréncia

P () = PP (x) — ali PP (2), n>1, (3.1.25)
com as condicoes iniciais PJ*(z) = 1, PP (z) = .
(ii) Reciprocamente, sejam ¢1 e ¢2 duas medidas positivas definidas em [—1,1], tais
que dpa(x) = (1 —a22)doy(x). Suponhamos que os respectivos polinémios ortogonais
ménicos P91 e P?? satisfacam

i1 (T) = aPy (x) — ali P (z),n > 1.

n+1+ n—

Entao, os coeficientes de reflexao o, dos polinémios de Szegd Sy, associados a
medida positiva dip(z) = —dp1(x(2)), satisfazem

4a¢1 4a¢>2
Qno1=—-14—21 ¢ q,=1——"FL pn>1,
1-— (7)) 1+ p—1
com a_1 = 1. FExplicitamente, podem ser dados por
¢ ¢ 2 P ¢2 P ¢
— 20‘2721—10‘2721—3 .ogtay”’ — 2%%%%—2 Loy >
Qon—2 = 1= é1 é1 ¢ g1 ¢ Q-1 =17 o1, 1 PR
®on—1Q2p—3--- A3 X QonQop g -+ - A

com

R (z2) = (42)"2P% (x(2)), i=1,2.

)

Demonstracao: (i) Multiplicando ambos os lados de .14) por (4z)~(*+1D/2 obte-
mos

(42)"HD2RY) (2) = (2 + 1)(42) " HI2RO (2) — 440 2(42) " HD/2RE (2)

com R((f) (z)=1e (42)_1/2R5i)(2) = (42)"2(2 4+ 1), para i = 1,2.
Usando o fato de que (z + 1)(42)"Y2 = (1/2)(z2"/2 + 27Y?) = z(2) = z e
lembrando que (42)_"/2R$f) (2) = P?i(x), obtemos

(
Pl (x) = aPP () — ali PP (2)

8

com Pébi(:zs) =1lePl(z) =z
Portanto, temos que P9 (x) = (42)_"/2R$f) (z) satisfazem as relagbes de re-
corréncia de trés termos (B120)).
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Observemos, agora, que as sequéncias { g2 = (1+ay,—1)/2} e {g22 = (1—,)/2}
satisfazem

1 Qp—2 1 Qp—1 1
(1—g2 gt = (1 —5 ) (5 + = ) =1l —an2)(l+an) = anly

1 Q1 1 Oy, 1
(=gl ol = (1 “3 7t ) (5 B 7) = 1(1 Fan1)(1—an) =al2,.

Assim, concluimos que {aiﬂrl} e {af:"jrl} sao sequéncias encadeadas com sequéncias

de pardmetros dadas, respectivamente, por {g91} e {g#2}.

Dessa forma, conclufmos que os zeros de P, i = 1,2, estao em (—1,1) e,
pelo Teorema de Favard (Teorema [[L12)), formam uma sequéncia de polinoémios
ortogonais.

Para obtermos as medidas ¢; e ¢, basta tomarmos d¢,(z) = —diy(z) e lem-
brarmos que, para s = 0,1,....,n — 1,

o S HS R(2) () (5 — ) = snts p(2)(, z Z_lz— .
0= [HROEE- D) = [ RO S = D)

»—
- / SR (2) = dda(2)
I z—1
onde
z—1)2
a2(2) = E () = (1 - ?)aw(e).
Fazendo ly,—1 = —on—2 € la, = —ag9,—1 nas equagoes [BL2T]), obtemos a
segunda parte do item (i7).
Para a demonstracdo da primeira parte em (ii), tomamos I, = —a,_1 em

B.1.22). n

3.2 Poliné6mios para-ortogonais complexos

Esta segao serd dedicada as propriedades de sequéncias de polindmios complexos
{Rn}52, que satisfazem a uma relagao de recorréncia de trés termos na forma (),
ou seja,

Rypt1(2) = [(1 +icni1)z 4+ (1 —dcns1)] R (2) — 4dns1 2 Rp1(2), n 2 1,

com Ro(z) =1e Ry(z) = (1 +ic1)z 4 (1 —icy), onde {¢, }22; é uma sequéncia de
ntmeros reais e {d,+1}52, é uma sequéncia encadeada positiva.

G. Szeg6 mostrou que polindomios ortogonais reais no circulo unitario estao
associados a polindmios ortogonais no intervalo [—1, 1] através da transformacao
2z = z + z~!. Delsarte e Genin [I7] mostraram como polindmios ortogonais re-
ais no circulo unitario podem ser associados a polindomios ortogonais simétricos em
[—1,1] através da transformacao 2z = 2/ + 2=1/2 (veja Secao BL2).
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Seja 1(z) = ¥(e'?) uma medida de probabilidade no circulo unitério C = {z =
e 0 <6 < 2r}, isto é, o = 1. Vimos que a sequéncia de polindmios ortogonais
monicos no circulo unitario {S,}5°, , com rela¢ao & medida 1), satisfaz

2
[ Fn@su @) = [ SaleS, (@ )dule?) = S,
c 0

onde d,,, ¢ o delta de Kronecker.

Denotemos por {s,}52, os polinémios ortonormais no circulo unitério dados por
sn(2) = Sp(2)/kn, n > 0.

Novamente, vamos considerar os coeficientes de reflexao (coeficientes de Ver-
blunsky) dados por

@y = —59+1(0), n >0, (3.2.26)

e, também, as relagoes de recorréncia (L552) e (L54H), ou seja,

Sn(2) = 28n-1(2) = Wn-1 571 (2),

n>1, (3.2.27)
Sn(2) = (1 = an—1]*)28n-1(2) = @n-15;(2),
onde S’ (z) = 2"S,(1/2Z) e |an| <1, n>0.
Agora, consideremos w € C tal que |w|=1e
Sn(w) > 0. (3.2.28)

= gw "2

A férmula de Christoffel-Darboux (L4.I4) de ordem n > 0 associada a sequéncia
{S,} de polindémios de Szegd é dada por

” T 550 (2) ~ 3 s )
Kale, w) = Y 5() 1(2) = = .
7=0
Veja, por exemplo, [39, Teorema 2.2.7], onde K, (z, w) sdo chamados de polinémios
nicleo CD.
Consideremos, também, a sequéncia de polindémios { P, (w; z)}52, na varidvel z
dada por
Pn(w7 Z) — K?H—lw Kn(Z, U))

, n>0.
Sn+1(1,U) 1 + Tn+1 (w)an

E fécil verificar que P,(w; z) é um polinémios moénico de grau n em z, que pode
ser escrito como
1 Sng1(2) = T (w) S5 44 (2)

Pp(w; z) = , > 0. 3.2.29
(w; 2) z—w 1+ 41 (w)ay, " ( )

Deixamos a demonstragao desse fato como exercicio para o leitor (Exercicio B.9]).
Chamaremos os polinémios P, (w; z) de polinémios nicleo de grau n em z, no ponto
w.

Como |w| = 1, entao facilmente mostra-se que |7, (w)| = 1 para n > 0. Assim,
como em ([LL5.56), os polinomios Sy, 41(2) — Tny1(w)Sy 1 (2) sao polindmios para-
ortogonais associados a Sy, 1.

Sabemos que Sy41(2) — Ty1(w)Sy 1 (2) tem seus n+ 1 zeros no circulo unitério

|z| = 1. Em particular, w é um de seus zeros. Consequentemente, o polinémio
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P, (w; z) tem todos os zeros simples no circulo unitdrio |z| = 1. Entretanto, nenhum
zero de P, (w; z) é igual a w (Exercicio [39).

Vimos, na Secao Bl que, para medidas 1 no circulo unitdrio que satisfazem

a simetria diy(1/z) = —di(z), os polinémios ortogonais no circulo unitrio e os

coeficientes de reflexdo sdo reais. Delsarte e Genin [I7] consideraram os polinémios
para-ortogonais

(z = 1)Rn(2) = 2S,(2) — Sy (2), n>1, (3.2.30)

que satisfazem as relagoes de recorréncia da forma
Rui1(2) = (z4+1)Ry(2) —4dpi12Rn-1(2), n>1,
com Ro(z) =1, Ri(z) =z+1e

1
dpy1 = 1(1 +an—1)(l —ay), n>1

Estudaremos, nas préximas segoes, como esses resultados podem ser estendidos
quando a medida v ndo satisfaz diy)(1/z) = —di(z) e quando os coeficientes de
Verblunsky, dados por (B:22:26), sdo complexos.

3.2.1 Relacao de recorréncia de trés termos

Apresentaremos, agora, sequéncias de polinémios complexos {R,,}22 ,, que satisfa-
zem a uma relagdo de recorréncia de trés termos da forma (2)),

Roi1(2) =[(14+icnt1)z+ (1 —icns1)] Ru(2) — 4dpy1 2 Ru1(2), n > 1,

com Ro(z) =1e Ry(z) = (1 +ic1)z+ (1 —icy), onde {¢, }22; é uma sequéncia de
ntimeros reais e {d,+1}52; é uma sequéncia encadeada positiva.

Em [I5] foram obtidos muitos resultados interessantes sobre a generalizagao dos
polinémios (z — 1) R, (z) com coeficientes de Verblunsky complexos, como veremos
a seguir.

Primeiramente, de (8.2.27) notamos que, para {7, (w)} definidos em [B228), as

seguintes relagoes valem
() = Ty T () T

= = > 0. 3.2.31
1 —wrp(w)ay, 1+ T (w)aw,’ "= ( )

Além disso,

[1 — wrp(w)an] [1+ Tng1(w)an] =1 — |, ?, n>0. (3.2.32)

Deixamos a demonstracao desse fato para o leitor (Exercicio B10).
Das relagoes (3231), B232) e (3227)), temos
28,(2) — wrp (w) S} (2
P, (w; 2) = n(2) = wrn ()55 ( ) wso, (3.2.33)
Z—w
(veja Exercicio [B.1T]).
Comparando a relagao [B.2.33)) com ([5.68), concluimos que

(z — w)Py(w; z) = 2S,(2) — wrp(w) Sy (2), n >0,

sao polinomios para-ortogonais. As conexoes entre polinomios ntcleo CD e po-
linémios para-ortogonais foram observadas em [22].

Mostraremos, agora, que os polindémios nicleo moénicos P, (w; z) satisfazem &
relagao de recorréncia (IJ).
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Teorema 3.5. A sequéncia de polindémios nicleo méonicos {P,(w; 2)} satisfaz a
relacao de recorréncia de trés termos

Pri1(w; 2) = (2 + b1 () Pa(w; 2) = any1(w)zPoi(w; 2), n =1,
com Py(w; z) =1 e Pi(w; z) = z + b1 (w), onde
Tn(w) _—
bp(w) = ——= e anyi(w) =1+ mwan-1) 1 —wr(w)oy, )w, n>1

Tn_l(w)
(3.2.34)

Demonstragao: Para n > 1, consideramos o polinémio monico ¢,+; de graun + 1
dado por

In+1(2) = Pog1(w; 2) + un (1 + 7 (w)an—1) 2 Pr—1(w; 2),

onde u,, é, por enquanto, uma constante desconhecida. Usando [B:2:29) e (3233,
obtemos

(z —w)gny1(2) = [ZSnJrl(Z) - U’TnJrl(w)S:-i-l (Z)} + Unz [Sn(z) - Tn(w)S;; (Z)]
De B221), temos

(Z - w)Qn—i—l(Z) = Z[an(z) - [Tn(w)un —i—@n]S;;(z)]

WTn+1 (w) S* (Z)]

Fup + W (w)an] [28,(2) — Un + WTpy1 (W)

Escolhendo, agora, u, = (1 — wr,(w) o, )w, a relacao anterior reduz-se a

(z = w)ant1(2) = 2[28n(2) — wrn(w)S;(2)]

Tn+1 (w) *

“r(w) [25n(2) — Wy (w) S5 (2)].
Entao, ¢ni1(z) = (z4bpt1(w))Pp(w; 2), com by y1(w) = T:%S;), o que completa
a prova do resultado. [ |

Usando ([B:2:32), podemos ainda escrever os coeficientes da relagao de recorréncia
an(w) e by (w), dados em [B234)), da seguinte forma:

bn(w) _ 1 —an_lg

1—wr,_q

n— 1 n n—
w)a Lo + 7 (W) -1

w)o,—1 1+ 7 (W) —1

)

1 —wr,(w)ay, 9
N - 1— |an_1|P)w, >1. (3.2.35
a +1(’LU) 1 _'LUTnfl(w)anfl ( |Oé 1| )w n ( )
1 " n—
_ LEmen g ey,
14+ 71 (w)ay,

A partir de agora vamos considerar w = 1 e, entdo, considerar apenas 0s po-
linémios {P,(1; z)}, com 7, (1) = 7, isto é,

28n(2) — 1a(1)55(2)
z—1

P,(1; z) = n > 0.

3
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Do Teorema B35 vemos facilmente que os polindmios {P,(1; z)} satisfazem
Poi1(1; 2) = (24 bpy1)Pu(1; 2) —ang12Pn-1(15 2), n>1, (3.2.36)

onde Py(1; z) =1e Pi(1; z) = 2+ by, com

b, = ™ ant1 =1+ 1han-1) (1 —=Tpa,), n>1,
Tn—1
onde 7; = 7;(1) para j > 0. De (8:2.35]), podemos escrever
o 1- Tn—10n—1 . 1+ TnQn—1
n>1. (3.2.37)

by = = -,
1- Tpn—10n—1 1+ TnQn—1
1—7,a, 9 1+ 71,001 9
= - 1 — _ = 1 —
it = Tt (1= o) = Tt (1= o),

Agora, consideramos os polinomios R,, de grau n dados por Ry(z) = Py(1; z) e

112 (1—70)
R,(z) = T P,(1;2z), n>1.
( ) an (1 — Re(Tjaj)) ( ) =

=0

Das propriedades dos polinémios P, (w; z), os polinémios R,, tem n zeros simples

em |z| =1 e nenhum desses zeros é igual a 1.
Podemos, entdo, mostrar que para os polindomios (z — 1)R,(z), dados também

por
120 [1—may] .
z—1)R,(z) = T Sp(2) =S5 (2)], n>0,
DR = e R ) TS

onde 1, = S,(1)/S%(1), vale o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Os polinomios R,, satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos
(3.2.38)

Ryi1(2) = [(1 +icpy1)z + (1 — icn+1)} R, (2) —4dni12Rn-1(2),
com Ro(z) =1 e Ri(z) = (1 4+ic1)z + (1 —icy), onde as sequéncias de nimeros

reais {c,} € {dn4+1} sao dadas por

— —Im(Tn_lan_l)
"1 —Re(Th10m_1)

. Tn — Tn—1
b
Tn + Tn—1

)

sl (Al ) L
ntl Ty (1 —Re(tn—1an-1)) (1 — Re(tnan))

Além disso, {d1n}2q, onde diy = dpt1, n > 1, € uma sequéncia encadeada com
sequéncia de parametros {g1 n}22, dada por
2
11— man]
= - , n>0.
Jn =75 (1 —Re(rhan))

Demonstragao: Primeiramente, consideramos os polinémios { R,,} dados por Ro(z) =

Py(1; 2) e
Rn(z) =1 —mno10n-1)1 = Tp_sapn_2) - (1 —71pap) P.(1; 2), n>1.
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Entao, de 3230 e (B237) para n > 1 obtemos
Ry (2) =[(1 = o)z + (1 — ?nan)]Rn('z) — (1= lan )1 = O‘nlz'ZRn—l(Z)a

com Ry (z) = (1 — 1oa0)z + (1 — Toap).

Como |7,| = 1 paran > 0, observe que (1 —|a,_1]?) = (1—|Th_10p-1]?), n > 1.
_ Calculos diretos provam a relacio de recorréncia do teorema se tomarmos Ro(z) =
Ro(2) e

1 ~
(1 —Re(tn_10n-1))(1 — Re(Tn_20n_2)) - (1 — Re(roap)) Rn(2), n> 1.

R, (z) =

Finalmente, néo ¢ dificil ver que (1 — g1 p—1)g1,n = d1,, para n > 1. Além disso,
como |ay,| < 1 para n > 0, segue também que 0 < g1, < 1 paran > 0. O que
completa a prova do teorema. [ |

Os polindmios R,, também satisfazem a L-ortogonalidade com relacao a medida
1 definida no Capitulo[2 ou seja,

/z*nﬂ'Rn(z) (1—2)di(z) =0, 0<j<n—1.
C

A demonstragao é andloga ao caso real, veja (3I.I0) no Teorema B3
Usando B231) e B232), os coeficientes ¢, d;, € g1,, no Teorema 3.6l também
podem ser dados por

’1 + Tn an—1‘2 (1 - |Tn+1an|2)
1+ Re(Tnan—1)) (1 + Re(Tny1am))

—Im(tnamn—1)

d 1
e dpi1 = -
14+ Re(tnan—1) Ty (

Cp = )

paran > 1, e
(1 - |Tn+104n|2)

1
gi.n 2 (1 + Re(TnHan)) » n20

1—ic,
De [BZ30) ¢ BZ3T), observe também que by, = 1+w 1, e
icy’
L 1—7,_ 10,1 1 —c;
n = bibg - b, = I = J n>1. 3.2.39
T 12 H 1-— Tj—105—-1 H 1—|— ZCJ - ( )

Jj=1

3.2.2 Zeros dos polindémios R,

Nesta secao, mostraremos que os polinomios R,, n > 1, definidos pela relagao de
recorréncia de trés termos (), tém seus n zeros simples e no circulo unitério. Além
disso, se denotamos os zeros de R,, por z,,; = eni j=1,2, ... n, vale o seguinte
entrelagamento:

0< 9n+1,1 < 971,1 < 9n+1,2 << 9n+1,n < on,n < 9n+1,n+1 < 2777 n Z 1.

Vamos considerar novamente a transformagao

2(2) = % (21/2 + z_1/2> , (3.2.40)



Polinémios para-ortogonais complexos 67

com z = e“g T € [—1, 1] e 0 < 6 < 27. Desta forma, podemos escrever

%(21/24_271/2) = cos(0/2) = =z,
%(21/2—271/2) = isen(0/2) = iv1— a2

Multiplicando ambos os lados da relacdo de recorréncia (@) por (4z)~(+1D/2]
obtemos

(42’)*(n+1)/2Rn+1(2’) = (42)71/2[(14—20"4&)2’—!— (1 —icny1)](42)” n/2R (2)

—4dyi1 2(42) 7 42) " Y2R, 1 (2), n > 1. (3.2.41)
Consideremos as fungoes G,, definidas no intervalo [—1, 1] por
Gn(z) = (42) 2R, (2), n >0. (3.2.42)

Veja [I8] para maiores informagoes sobre as fungoes G,,.

Considerando a transformacao ([B.2.40]), claramente vemos que os zeros da fungao
Gy em [—1,1] 30 @, ; = cos(0,,.;/2), onde 2, ; = i j=1,2,... n.

Como R, ¢é um polindmio de grau n, ele tem no méximo n zeros no circulo
unitdrio. Assim a func¢do G,, tem no maximo n zeros no intervalo [—1,1].

e (B241) e (32:42), vemos que as fungoes G, satisfazem
Guerle) = 527 (U icnsn)s + (1= icn )] Ga(e) = dugs Gua (2)
= 3524 1) iensa (=~ D] Ga(@) — dnss G a(a)
= B(zl/z +27 Y 4 icn+1%(21/2 — 27V Gp(x) — dpy1 Gror ()
paran > 1 e, entao
Grii(x) = (x — Cpa1 m> Gn(x) —dpi1 Groi(z), n>1, (3.2.43)

com as condicoes iniciais Go(z) =1 e Gi(z) =2 — 1 V1 — 22.
Por (32:43)) verifica-se que as fungoes G,, sdo continuas e derivaveis no intervalo

[—1,1] (Exercicio B12).

Lema 3.1. As fun¢ies Gy, n > 1, definidas por B242) tém exatamente n zeros
no intervalo (—1,1). Além disso, se xn i, k =1,2,...,n, sdo zeros da fun¢io Gy
ordenados em ordem decrescente, eles satisfazem o entrelagamento

—1< Tpntintl < Tnn < Tntin < < Tpt1,2 < Tpl < Tpt1l < 1. (3244)

Demonstra¢ao: Primeiramente, fazemos x = 1 em ([B243), ou seja, Go(1) = 1,
Gl(l) =1-e
Gn+1(1) = Gn(l) - dn_;,_l Gn_l(l)
Assim,
Gni1(1) —1—-d G 1(1)
Gn.(1) L)
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isolando o coeficientes d,, 1, obtemos

L Ga(1) Gnii(1)
Tt = G ) (1‘ G:<1> )

Como {d,1+1}22; é uma sequéncia encadeada positiva, podemos escrever

dpt1 = (1 - mnfl)mna n>1,

Gny1(1) Gi(1)

Gn(1) Go(1)
é a sequencia minimal de pardmetro para a sequéncia encadeada {d,, 11} ;. Da
defini¢ao de sequéncia de parametros, temos 0 < m,, < 1, ou seja,

Gn+1(1)
Gn(1)

onde m,, = 1— . Note que mg = 1— = 0. Logo, a sequéncia {m, }>2

0< <1,

o que implica que G, (1) > 0, para n > 0.
Além disso,
(—1)"Gr(—1) = G,(1) > 0.

A demonstragdo desta ultima igualdade deixamos a cargo do leitor no Exercicio
5. [2)
Tomemos, agora, as fungoes de Christoffel-Darboux, associadas a GG,, dadas por

W1 (z) = G i1 (2)G () — Gl (2)Grgi(z), n>0. (3.2.45)

Usando [B.2:43)), obtemos

Want (o) =| (14 720 ) Gulo) + 0= ern VI 2064 0) — dir Gl | Go(o)

_G:z(‘r) [(x — 1V 1= 22)Gy(z) — dn-HGn—l(x)}
= 1[G 011 (0) = Gl (@G ()] + (14 22 ) G ).

Logo,

Wi (2) = dyss W () + (1 + %) G2(z), n>1. (3.2.46)

Agora, vamos analisar os zeros da funcao G,, para n > 1.

e Fazendo G1(z) = 2 — c1v/1 — 22 = 0, obtemos um zero de G; que pertence ao
intervalo (—1, 1), isto é,

—1<$1)12671<1
V14t
T Cy1
Note que G (z) = 1 + ——. Logo,
C% 1

G&($171)21 :1+C% > 0.

+
Vit V1-cd/0+c)
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Usando (B:2:49), temos
Wi (Il,l) = G/l(ftl)l)Go({El)l) — GB(Il,l)Gl (zl,l) = Gll(fbl)l) > 0.

De (B244]), obtemos

WQ(ZZ?Ll) = d2W1(fE1,1) + |1+ G%(Ilﬁl) = d2W1(fE1,1) > 0.

Usando novamente (3.245), a expressao anterior pode ser escrita como

Wa(211) = G5(21,1)G1(21,1) — G (21,1)G2(21,1) = =G (21,1)G2(21,1) > 0.
Como G (x1,1) > 0, concluimos que Ga(x1,1) < 0.

e Agora, consideramos a fungao Go. Como Gq é continua em [—1,1], G2(—1) >

0, Ga(z11) < 0, G2(1) > 0 e =1 < z17 < 1. Entéo, existem pontos z21 € x22,
zeros de G, satisfazendo

—-1< To2 < X111 <T21 < 1.

Além disso,
GIQ(,TQ)Q) <0 e G/Q(,Tg)l) > 0,

e, ainda,

Gl(iEzz) <0 e G1($2,1) > 0.

Usando (BZ40), a funcao Wa, calculada nos zeros de G, pode ser dada pela
expressao
WQ(-IQJ’) = GIQ(IQJ‘)Gl(IQ’j) >0, para j = 1,2.

De (BZ4d]), obtemos
Ws(x2,;) = dsWa(za,;) >0, paraj=1,2.
Usando novamente (3.245), podemos escrever
Wi (z2,;) = —G4(22,;)G3(x2;) >0, para j=1,2.

Como G/2 (Izﬁg) <0 e G/z(IQJ) >0, concluimos que G3($272) >0eG3 (IQJ) < 0.

e Agora, consideramos a fun¢do Gs. Como G3 é continua em [—1,1], G3(—1) <
0, G3(z22) > 0, G3(x2,1) <0, G3(1) >0 e —1 < x99 < 21 < 1, entdo existem
pontos 33, T3 € T31 que sdo zeros de G e, satisfazem

—-1< 33 < X2 <T32 < T2 <x31 < 1.

e Procedendo, sucessivamente, paran = 4,5, .. ., mostra-se que as fungoes W, (x)
nao sdo necessariamente positivas para x € [—1, 1], mas sdo positivas nos zeros de
G, ou seja,

Wi(zn,j) >0, Wipyi(znj) = dapiWa(zn ) >0, j=1,2,...,n,
para n > 1. Além disso,
Wh(zn;) = Gp(an;)Gno1(Tn;),
—G(0,5)Grp1 (T ).

=
+
=
8
3
<
~—
I
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Portanto, as fungoes G, tém exatamente n zeros no intervalo (—1,1) e eles sa-
tisfazem o entrelagamento dado em (B2ZZ7]). [ |

Uma consequéncia imediata do Lema Bl e de (B2242) é o esperado resultado
sobre os zeros de R,,.

Teorema 3.7. Os polinomios R,, n > 1, definidos pela relagcdo de recorréncia de
trés termos (), tém seus n zeros simples e em |z| = 1. Além disso, se denotarmos
0s zeros de Ry por z, ; = eni, j=1,2,...,n, vale o sequinte entrelacamento:

0<Opi11<Ong <bpii12< - <bOpyin<bOpn<bOptin <2m, n>1

3.2.3 Polinémios associados aos polinémios R,

Consideremos, agora, as fungoes de Christoffel-Darboux, associadas aos polinéomios
R,,, definidas por

Vo(2) = R (2)Rp-1(2) — Rl,_1(2)Rn(2), n>1. (3.2.47)

De 3.2.42),

G () = (42)" D/ (2R (2) — nRu(2)) i

Assim, obtemos a seguinte relacio entre W, () e V,,(z), lembrando que 2z = 2/ +
212,

(42)—(71—1)
W (z) = — T (22V,(2) = Rp—1(2)Rn(2)), n > 1,
e, portanto, vale
—(n—2)
len(zn,j) =22"3W, (20 ), j=1,2,...,n, n>1. (3.2.48)
Zn,j —

Note que a relagdo entre os zeros de G,, e de R,, é dada por z,, ; = cos(6,, ;/2), onde
Zn,j = eni j=1,2,...,n,ou seja,

1/2 —1/2 10, /2 —i0n,/2
2ng = 2yl; + 2y = €Il el

j=12...,n.

Note que, se {d,, }72; é sequéncia encadeada entdo, pelo Teoremall.7l {dy ,}22 4,
onde dy , = dpy1, n > 1, também é sequéncia encadeada. Além disso, se denotar-
mos por {m,}7>, e {M,}>2, as sequéncias de pardmetros minimal e maximal de
{d,}22,, respectivamente, entao considerando M, = M,41, n > 0, a sequéncia
{M1.,}52 é a sequéncia de pardmetros maximal de {dy ,}52 ;. Vamos, agora,
determinar a sequéncia de parametros minimal.

Da relagao de recorréncia de trés termos para R,,, temos

_ Ra(1) Rnya(1)
bt = 5 ) (1 - 2RJ;1(1) > N

Assim, {m,}52, com
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é a sequéncia minimal de pardmetros da sequéncia encadeada {d; ,,}22 .
Claramente, a sequéncia {m1 ,}22, onde my ,, = Mmy41, é tal que M, < My,
n > 0 (veja Teorema [I7).
~ Note que, para a sequéncia encadeada {d,}22, pode acontecer My = mg = 0.
E importante notar que sempre valem as desigualdades 0 < mj o < Mp o < 1. Além
disso, m1,9 = Mo quando a sequéncia encadeada {d,,} tem uma tnica sequéncia
de parametros.
De uma sequéncia encadeada positiva {d,, }° 5, que nao é unicamente determi-
nada, seguindo o Teorema podemos definir um valor para d; de tal forma que
dy < My e {d,}52, seja, também, uma sequéncia encadeada. Escolhemos, entao,

dy = (1 — My) My,

onde 0 < My < 1.
Consideramos, agora, a seguinte fracao continua finita:

Qn(z) 2d, | 4dsz |
- - 3.2.49
R,.(2) | (L +ic)z+ (1 —icr) | (1+ica)z + (1 —ico) ( )
4dsz | 4d,,z |

[ (T +ies)z + (1 —ics) [ tic)z + (1 —icy)

Da teoria de fragoes continuas (veja por exemplo [II 29, B5]), os polindémios @, e
R,, satisfazem

Rpi1(2) =[(1 +icny1)z + (1 —icng1)] Rn(2) — 4dpg1 2 Ry—1(2), (3.2.50)

Qnt1(z) = [(1 +icnt1)z + (1= Z.CnJrl)} Qn(2) —4dyy1 2 Qn-1(2), (3.2.51)
paran > 1, com Ro(z) =1, Ri(z) = (1 +ic1)z 4+ (1 —ic1), Qo(z) =0 e Qi(z) =
2d; = 4.

Os polinémios @, sao chamados de polinémios associados a R,. Por con-
veniéncia, utilizamos a notacao § = 2d; para o numerador do primeiro elemento

da fragdo continua ([B:2:49]).

Outra caracteristica importante dos polinémios R,, € que

Ry (2) = Ry (2), (3.2.52)

onde R} (z) = 2"R,,(1/Z) é o polindmio reciproco de R,,.
De fato, para n = 0, claramente vemos que Rj(z) = 1 = Ro(z). Paran =1,
temos

Rl(Z) = (1 + icl)z + (1 — iCl).
Logo, .
Rl(l/E) = (1 + Z.Cl)% + (1 - iCl>

e, assim,

Rl(l/E) = (1 - Z.Cl)% + (1 + iCl).

Multiplicando ambos os membros da expressao anterior por z, obtemos

z Ri(1/2) = (1 —ic1) + (1 +icq)z,
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ou seja,
R (2) = Ri(2).

Da relacao de recorréncia de trés termos de R,,, temos
Ras1(1/2) = [+ ieq 1) % + (1~ iens )| Ra(1/2) — ddnir 2R 1(1/7)
Conjugando-a, obtemos
R, (1/2)[(1 - Z'Cn+1)% + (1 +icny1)|Rn(1/7) — 4dn+1§m-
Multiplicando ambos os membros por z"t!, temos
2" Ry (1/2) = [(1 = iens1) + (1 + icnt1) 22" Ra(1/2) = Adny12" Roo1(1/7),
ou seja,
Ry 1(2) = [(1 +icpi1)z + (1 —dcny1)] Ry, (2) — 4dny1 2 Ry, (2).

Assim, como R} satisfaz & mesma relacao de recorréncia de trés termos de R,

e com as mesmas condigoes iniciais, entao sao idénticos e [B.2.52) vale. [ |
Se escrevermos 7, como R, ( E . 27, entdo
n n
) = ) *
R,(z) = E Tnj 2! = E Trn—j 2 =Ry (2), n>0,
j=0 Jj=0

e, em particular, da relagao de recorréncia para R,,, obtemos

n

roo=1 e ryn=Tno=[[(1+ic), n>1 (3.2.53)
k=1

Pela propriedade (B252), R, sdo chamados de polindmios auto-inversiveis.
Similarmente, o polindmio de grau n—1, @,,, também satisfaz a uma propriedade
auto-inversiva

Qh(2) =2""'Qu(1/2) = Qu(2), n>1. (3.2.54)
Deixamos a demonstracao destes fatos para o leitor no Exercicio .13
n—1
Escrevendo Q,,(z) = Z n,; 27, entdo, da relacio de recorréncia para Q,,, temos
j=0

n

qi,0 = o e Gnn—1 = qpo = H(l + z'ck)é, n > 2.
k=2

Veremos, agora, o comportamento assintético da sequéncia {Q,,(1)/R,(1)}. Das
férmulas de recorréncia para { R, } e {@Q,}, junto com a teoria de fra¢oes continuas,
mostra-se que, para n > 1,

R

M1o‘ (1 — M) Mll‘ o (1—Ml,n72)M1,n71‘
T 1 | 1 '

= (1—M0)|
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Observemos inicialmente as fragdes continuas finitas

3

Apia B ’ﬂ_ MI,O‘_ (1—M1,0)M1,1‘_.”_ (1_Ml,n—2)M1,n—1‘ n>1
1 | 1 | 1 | 1 P

A 1 A
oo ’J e 2=,
By 1 By
onde M; 1 =0. E facil verificar que Bg = Bl =1, BQ =1— M, o e, das férmulas

de Wallis (L2717

Bpit1=1—-Mo)(1—-Mp)--(1—Mp1), n>1

Bn+l

Agora, utilizando (CZF)), temos

Anir N~ Mio(l= Myg)Myg- (1= Migo)Migr
B, P By B4 ’ -
Logo,
Apia - = Mio(1 —Myo)Mig--- (1 — My g—2)Mi g1
— =— 5 5 5 . (3.2.55)
B = (1= My p)*(1 = My)?- - (1 = My p—2)*(1 = My 1)
Por outro lado, observemos as fracoes continuas finitas
A, M 1— M o)M 1— My o)Mi,
L _ | M| (Q-MoMa| (0= Mia)My 1\’ .
B, U 1 | 1
M
com =+ =1— L9J " Note que
1 1
{l"“ -
Bn+1 An
B,
e, portanto,
A, 1
B, . A,
1 _ Antl
Bn+l

Usando ([B.258), obtemos

b
—_

mn

B,

1+zn: MyoMiq - My -1
= (1= Myo)(1 = My)-- (1= Myg2)(1 =M g1)

Como, paran > 1,

M o ‘ _ (1 —Mio)Mia ‘_ y (1= Mip—2)Mipn- ‘

1 | 1 | 1 ’

Qn(l)
Rn(1) (1= Mo),
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entao
i My oMy - My -1
(1—Mio)(1—=Mi1) (1 —Mg-1)
Ol (11— aay) ’“Zln L =1,
R, (1) MioMiq--- M-
1 +Z
= (1= M) —My)-- (1= M)

onde {M,}5°, e { M7 ,,}72, s@o, respectivamente, as sequéncias maximais de para-
metros das sequéncias encadeadas {d,, }52; e {d1 ,}>2,. Usando o Teoremall 4l (veja
também [I3, Teorema 6.2]) para sequéncia maximal, temos o seguinte resultado:

Lema 3.2.

(1= My)My =dy =

nh_)rrgo g:g; =1— M. (3.2.56)

Agora, consideremos as fungoes racionais Q,(z)/R,(z) e suas expansoes em
séries formais.
Primeiramente, definimos as fungoes U,, por

_ Qn(2) R () _
Un(z) = On1(2) Roa(z) |~ Qn(z2)Rp—1(2) — Qn-1(2)Rn(2), n>1.

Essas formulas sao conhecidas como férmulas do determinante.
Substituindo as relagoes de recorréncia para @, e R, na defini¢ao de U,,, encon-
tramos

Un(2) = 4d,2U,1(2) = 22" dydy - - dp 2™, n> 2. (3.2.57)

e Uj(z) = 2d;. Deixamos a prova desse fato a cargo do leitor no Exercicio B.14

Para n > 1, podemos escrever

Qn(z) _ anl(z) . Un(z) B 22n*1d1d2 . dnz"*1
R,(2) Rno_1(2) R.(2)R._1(z2) Ro(z)Rn1(2) (3.2.58)

e A expansao em série de Taylor em torno da origem de uma funcao racional do

tipo 1/pn(2), onde p,(z an w2F, com Pno # 0, é da forma
k=0
1 1
= —— bz b2+,
Pn (Z) Pn,o
onde b;,7 = 1,2,..., nao dependem da varidvel z. Essa expansao pode ser escrita
da seguinte forma:
1 1
—=Lio)
Pn (Z) Pn,0

onde O(z) significa termos de ordem z ou maiores.
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Usando essa notagao, podemos escrever

1
Ro-1(2)  Th-1p

+O(z).

Logo, a diferenca ([B.2.58) pode ser escrita como

Qu(2)  Qu-a(z) _ 22 'didy---dp2™!
R.(z) Rp-1(2) R, (2)Rp—1(2)
22n=Lddy - - - d,,
— 162 anl_'_O(Zn)
Tn,0"n—1,0

2n_1 “ e
= 2 didy - - -dn gy O(z")

n—1

[T —ice) T —icx)
k=1 k=1

Essa tdltima relacao mostra que os primeiros n — 1 termos das expansoes em série
Qu(2) | 4 Quoa(2)
R, (2) R,-1(2)

em torno da origem de coincidem.

Notemos, ainda, que

Qn(z) o Qn,0+qn,12—|— "'+qn7n,12’n71
1
= [tno+ @iz + -+ 12" [m + O(z)]
)
= o + O(z)
)
= 1= o + O(z)

e Analogamente, a expansao em série em torno do infinito de uma funcao ra-

cional do tipo t,—1(2)/pn(2), onde p,(z) = mekzk, com pp, # 0, e ty_1(2) =

k=0

n—1
Z tn_Lkzk, com tp_1,-1# 0, é da forma
k=0

th—1(z th—1mn-11 1 1

n 1( ) _In-1n 1—+b_2—2+b—3—3+"' ,

Pn(2) Dnn 2 z z
onde b_;, 7 = 2,3, ..., nao dependem da variavel z. Essa expansao pode ser denotada

da seguinte forma:

tho1(2) _ tacina 1 )2
pn(Z) - Pnn 2 +O((1/ ) )7

onde, neste caso, O(z*") significa termos de ordem z~" ou menores.
Usando esta notacao, podemos escrever

Gl ttan Dy 0(1/2)
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Qnor(®) _ 2ozl | 6 02),

Rn—l(z) Tn—1,n—-1 %

Novamente, a diferenga ([3:2.58) pode ser escrita como

Qu(2)  Qu-a(2) _ 22" ldidy---dn2™!
R,(2) Rn._1(2) R, (2)Rn-1(2)
2n71 ...
_ 2 d1d2 dn Zin + O((l/z)nJrl)

TnmnTn—1n—1

20—V, dy - --d, 1
— 172 Z_n+o((1/z)"+1).

n—1

ﬁ(1 +ick) [+ ick)
k=1 k=1

Esta ultima relagao mostra que os primeiros n — 1 termos das expansoes em série
Qu(z) 4 @nr(2)

e de
Rn (Z) Rn,1 (Z)
Para facilitar a notagao, usaremos

coincidem.

em torno do infinito, de

220 dydy - - d,
Yoy = 2T >

Tn,n

Mas, de (3:253),
227 "lddy -+ - dyy
Apog = 22Ty >,

[T +iex)
k=1

Logo,
o 4dn+l’7n—1 n>1

n — ) — )

1 + iCn+1
2dy
1+ iCl '
Lembrando que 7y, = T, {dn}o2; é uma sequencia encadeada positiva e
dy > 0, observamos que

com vyp = Vg =

Voot 2 ldidy o dy 22 Mdady - dy

Fn—l,n—l Fn,nFn—l,n—l Tn,0"n—1,0

Podemos, entao, escrever

Qn(z) _ Qn-1(2) T O,
n(2 n—1(2) T'n—1,n—1 "
Bae) Bnaal) ] _mm L ey, >L (3.259)

n—1,n—-1 2"

Portanto, concluimos que existem expansoes em séries formais Fy e Fo, na
origem e no infinito, respectivamente, tais que

Eo(z) — %’28 = ;—"n 2"+ 0z, n>0, (3.2.60)
Bo(s) = @nlB) _ w1, 0((1/2)"2), n>0. (3.2.61)

R,(z) rpp 2"
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Por conveniéncia, denotaremos as séries Ey e E.,, da seguinte forma:

Eo(2) = —v) — 1oz —v32° —py2® — 0 = — E V2"l
e
o V_1q V_9 V_3 —n
El(2) =2+ g+ —2d 2t = Y voniiz
z z z z ‘
n=

De (B2.61]), substituindo z por 1/Z e conjugando ambos os lados, obtemos

Multiplicando ambos os lados por 1/z, temos

L - Z@l/E)  Tu (i,

ZnR (1/2) Fn,n

Como R, e @, sao polinémios auto-inversiveis,

T EL(1/7) - ng; :Zn "Lo(z"h), nz>o0.

Comparando este tltimo resultado com (FZ60), encontramos propriedades de
simetria entre as expansoes em séries e entre seus coeficientes

Bo(z) = = 'Bn(l/7)

= z_lg V_pt12"
n=1

e, assim,
Up =—T_p+1, Nn=12.... (3.2.62)

Agora, veremos uma maneira de se determinar os polinomios R, a partir dos
coeficientes v,, n =0+ 1,+2,... .

De (B32.60),
Ro(2)Eo(2) — Qu(2) = Ru(z) |22 2n + 0(27HY)

Tn,n

Escrevendo Ry, (2) = 7o+ rn1 2+ The 2244 Tnon 2", Obtemos

Ru(2)Eol2) = Qu(z) = Z00m 20 4 o (1),

Tn,n

Com 7y,,0 = Tn,pn, entao

Ru(2)Eo(2) — Qu(z) =7, 2" + O(z""1),
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Comparando os coeficientes dos termos z°, 2!, ..., 2”71, 2™ em ambos os lados da

ultima igualdade, obtemos o seguinte sistema de equagoes lineares:

—UV1Tn,0 —qn,0 = 0
—V2Tn,0 —U1Tn,1 —Qn,1 = 0
—VUnTn,0 —Vn—-1Tn1 - —UViTh,n—1 —Aqnn-1 = 0
“VUn4+1Tn,0 —VUnTn,l e —2Tpnn—1 —ViTnn = 771
(3.2.63)
Das n primeiras linhas desse sistema, vemos que
k
ane = — g Vkt1—jTnj, k=0,1,..,n—1 (3.2.64)
Jj=0

De (D).
Ro(2)Bl2) = Qule) = Ru() | 22 s 0((1/2)")

Escrevendo R,, em termos de seus coeficientes 7, ;,i =0,1,...,n, obtemos

Ra(2) Buc(2) = Qu(z) = 2222 2 1 0((1/2)?).

Tn,n
Logo,
Ra(2) Bae(2) = Qu(z) = 7 £ +0((1/2)%).
Comparando os coeficientes dos termos 271, 20,21, ..., 2772, 2"~ em ambos os

lados da equagao anterior, obtemos o sistema de equagoes lineares

oTn,0 +V71Tn,l e +V7n+17ﬂn,n71 +V7n7ﬂn,n = Tn
rn,a - +V—n+2rn,n—l +V—n+1rn,n_Qn,O =0

rn,n—1 +V—1rn,n —A4n,n—2 =0

Tn,n —Gnn—-1 = 0

(3.2.65)

Substituindo os valores dos coeficientes ¢y, dados em BZ64), no sistema

(B269) obtemos

YoTn,0 + V_1Tn,1 + V_2Tn, 2 R VnTnmn = In
V1Tn,0 + voTn1 +v_arp2 0 A+ Vpg1Thn = 0
. (3.2.66)
Vn—1Tn,0 + Vp—2Tn,1 + Vp—3Tn,2 *°° + V_1Tnn = 0
VUnTn,0 + Vn—1Tn,1 + Vp—2Tn2 - + rn,n = 0
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que pode ser escrito, na forma matricial, como

o V1 et V_n Tn,O Tn
2 R AP | Tn,1 0
Vp—1 Vp—2 T v_1 Tnon—2 0
Un Vn—1 e o Tn,n 0

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é o determinante de
Toeplitz (veja (LR32)). Verifiquemos que esses determinantes sdo nao nulos. Con-

sideramos

]/0 ]/_1 .. V_n
141 Vo o Vengl
A, = : : : ,n=0,1,2,... .
Un—1 Vn-2 - V_1
Vn Vn—1 e o

Pelo principio da regra de Cramer obtemos

14 v_ e v_
0 ! " R 720 B R VA
V1 Yo o Vengl 1 v . v
—n
Tn,0 = Tn . . . )
Un—1 Vn-2 - vV Un_1 Up—o -+ n
n— n—
Un Upn—1 -+ o

temos
Tn
An = — An-1, n Z 15
Tn,0

com Ay = |vp| # 0, pois vy = 9 # 0.
Como 7,0 # 0 e ¥, # 0, por indugao conclui-se que A,, # 0 para n > 0.

Se substituirmos a primeira linha do sistema ([.2.60) por R, (2) = Tp0+7n1 2+
Tn,2 2244 Tn.n 2", Obtemos

1 z e z" Tn.0 R, (2)

21 R P | Tn,1 0
Vp—1 Vn—2 T v_1 Tnmn—2 0

Vn Vn—1 o 0] Tn,n 0

Novamente, aplicando a regra de Cramer, obtemos

1 Py .. Py % Vo1l e Vepg1
v v ot Vepg 2 vy Vepgo
Ry(z) =mrno| : ; /
Un—1 Vn-2 - vV Un—2 Vp-3 - vV
Un Upn—1 -+ Vo Un—1 Vn-2 - Vo

Podemos obter uma relagao entre os determinantes de Toeplitz e os determinan-
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tes de Hankel, permutando-se as colunas do determinante de Toeplitz, ou seja

o V-1 o V_n V_n Venptg1 - 10}
141 o v Vengd Voptl Vopt2 - 141
= (_1)L%J
Un—-1 Vn-2 -* V-1 v_1 9] T Vn—1
Un Upn—1 -+ o o 41 T Un

Este ultimo determinante é o determinante de Hankel H,(fn) (veja (CIA)).

Como os coeficientes de R,, sao obtidos do sistema (B:2.60), podemos, entao,
tomar um funcional de momento para o qual os polinémios R,, satisfazem as relacoes
de L-ortogonalidade. Este resultado pode ser escrito da seguintes forma:

Teorema 3.8. Sejam {R,} e {Qn} sequéncias de polindmios obtidos da sequéncia
de nimeros reais {c,}, da sequéncia encadeada positiva {d,} e das relagoes de
recorréncia de trés termos BZ00) e BZBI). Entao, a fungdo racional Qn/Ry,
satisfaz as propriedades de correspondéncia dadas por (B260) e B261). Além

disso, se o funcional de momento N é tal que
N =vn, n=0,£1,42, ...,

entao os polinomios R, satisfazem

_in’ -] - _1’
NICT™IR,(Q)=¢ 0, j=0,1,....n—1, n>1,
Yoy  J=N
2d, 4d, 41

onde vy =1y= )’yn,l, n>1.

1tia  © ™7 U+ican

3.2.4 Resultado do tipo Favard

E bem conhecido que os polinémios ortogonais no circulo unitério sao completa-
mente caracterizados (determinados) em termos dos coeficientes de Verblunsky, «,,
dados em ([B2Z:26]), como podemos ver no préximo teorema (veja, por exemplo, [39]
Teorema 1.7.11]), que é um resultado similar ao Teorema de Favard (Teorema[[T2)),
para polinémios ortogonais na reta real.

Teorema 3.9. Dada uma sequéncia de nimeros complexos {on }52, onde |ay| < 1,
n > 0, entao, associada a esta sequéncia existe um unica medida de probabilidade
nao-trivial, definida no circulo unitdrio, tal que os polindmios monicos {S,} gerados
por BZZN) sao os respectivos polindémios ortogonais no circulo unitdrio.

Uma simples demonstragao construtiva deste teorema pode ser encontrada em
Erdélyi e outros [19].

Um resultado do tipo Favard para os polinémios R,,, definidos por (@), foi de-
monstrado no artigo [46], de um dos autores deste livro, Sri Ranga. Para mostra-lo
precisaremos de alguns resultados preliminares.

Consideramos, a partir de agora, que {d, }52; é uma sequéncia encadeada posi-
tiva, ou seja, {d1, da,ds, ...} forma uma sequéncia encadeada positiva.
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Dadas as sequéncias de polinémios {R,,} e {Q,}, definidas como em [B250) e
BZE1), consideremos as sequéncias de polinémios {4,} e {B,} dadas por

An(2) = Rp(2) — Qu(z) e Bp(z) =(z—1)Rn(z), n>0. (3.2.67)
Logo,
An(2) _ Rn(2) — Qu(2)
Bn(2) (z = 1)Rn(2)
_ 1 _ Qn(2)
z—1 (z—=1)Ru(2)
Anii(z)  An(z) _ 1 [Qui(2)  @u(@)]
Bnii(2)  Bal(z) z=1[Rnja(z)  Ra(2)]’ -
Portanto, usando (B:Z59), obtemos
| ( ) ) ( ) _’771 n+0(2n+1),
nt1(2) _ An(z) _ ] Tnm n> 0. (3.2.68)
Bhii(z By (z n n
+1(2) - Bal2) - e HO((/2)),

De ([B2.68) concluimos que existem expansoes em séries Fy e Fo, tal que

A"(Z) 771 +1
_ — _n n n > 2.
Fy(z) Bals) o 2"+ 0", n>o0, (3.2.69)
‘ A, (2) 1
_ Anl2 :_’7_" n+3 >
Fyo(2) B o T +0((1/2)"*%), n>0. (3.2.70)
Denotaremos
Fo(z) = —p1 — paz — pgz® — puaz® — ..
¢ Ho 1 2 3
Fm(2)27+?+2—3+?+
Como, de (3260,
Be) =~ R~ O, n2
entao
An(z) 1 1 Qn(z)
B.(2)  z—1 z—1R,(2)
= l—z—-22—)=(l—z—22— (-1 —hz— = Vpi12")

—(4v) = (A4 +wm)z—(1+v +vo+u3)z? —- |

n
que, comparado com ([B:2.69), produz p, =1+ Z vj, para n > 1.
j=1
Analogamente, usando (B261]), ou seja,

Bule) - 323 = 2 s 0(/AM), nx0,
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e
v _ ! —1 1+1+i+
z—1 2(1-1/2) =z z 22 ’
obtemos
An(z) 1 1 Qn(z)
B.(2)  z—1 z—1R,(2)
1 1 1 1 Y v_ V_p
= (1+_+_2+...)_(1+_+_2+...)(_04__214_...4_—"“)
z oz z oz z z z
1 1 1 1
= ;-i—(l—Vo);—l—(l—Vo—V_l);-i-(l—l/o—l/_l—V_Q)—4+" R

n
que, comparado com BF270), produz o =1 e p_p, =1— Z V_jt1, para n > 1.

j=1
Portanto, os nimeros py, satisfazem
n
Hn = 1 + Z Vi,
=1 n=1,2,3,..., (3.2.71)
Pep =1 — ZijH,
j=1
com pg = 1. Como v; = —U_j41, n > 1, vale também que

n n
,unzl—l—ZVj:l—Z?,jJrl:ﬂ_n, TLZl
Jj=1 Jj=1

Assim, podemos estabelecer o seguinte teorema (veja [46]).

Teorema 3.10. Dadas uma sequéncia de nimeros reais {c,}52, e uma sequéncia
encadeada positiva {d,}22, existe uma medida de probabilidade nao trivial p no
circulo unitdrio associada a estas sequéncias. Se Mo > 0, onde {M,} € a sequéncia
mazimal de parametros de {d,}, entdo p tem um ponto de massa My em z = 1.
Seja N o funcional de momento associado com {c,} e {d,} como dado no Teorema
B8 Entao,

N = [P 0= 0O, n =012
Demonstragao: Se definirmos o funcional de momento M por

MICF = pw, k=0,+1,£2,...,
entao
1—("C
1-¢

Como v_j = pi—g — p—k—1, k = 0,£1, 42, ..., que segue de B2TT]), os funcionais
de momento M e N também satisfazem

M[CTH =1-N] |, k=0,£1,+2,... . (3.2.72)

N[CF = M[CF1=0¢)], k=0,+1,+2,... . (3.2.73)
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Como (z — 1)R,(2) tem n + 1 zeros simples no circulo unitdrio, podemos consi-
derar a decomposicao de fragoes parciais de A, (z)/Bn(2)

An(2) Ry (2) — Qn(2) An,0 = Anj
= = : —_— 3.2.74
B, (z) (z = 1)R,(2) z—1 —i_j:zlz—zn,j7 ( )
onde z,,j, j =1,2,...,n, sao os zeros de I,,. Podemos, entao, escrever
— AnjiRa(2)

Ry (2) = Qn(2) = MoRn(2) + (2 — 1) Z Z—Zn;

Fazendo z — 1, obtemos Ry, (1) — Qn(1) = Ay oRn(1) e

Qn(1)
R (1)

Ano=1-—

Do Lema [3.2] temos

1—d1:)\170>)\2)0>-">)\n70>)\n+1)0>"'

lim An70 == Mo,

n—oo

onde My é o primeiro parametro da sequéncia maximal de parametros da sequéncia
encadeada {d,}>2 ;.
Fazendo z — zj, 1, obtemos

_Qn(zn,k) = (Zn,k - 1))\nkR;L(Zn,k)

A = ' . k=1,2,...n.
K= 20 ) Ry (k) "

Além disso, como podemos escrever

1 Qn(zn,k)Rnfl(Zn,k) - anl(znﬁk)Rn(znyk) E—1.9 .
(1 — Zn,k) R;L(Zn,k))Rn—l(Zn,k) — R;z—l(zn,k))Rn(Zn,k), y Ly ene

)\n,k =

3

entao
A o Un(zn,k)
n,k — )
(1 - Zn,k)vn(zn,k)

onde V,, e U, sdo dados por (BZ4T) e BZX1), respectivamente. Temos, entao,

k=1,2,...n,

U 22n_1d1d2 s dn(ka)n_l
" (1 - Zn,k)22n73(Zn,k)n72Wn(In,k)(zn,k - 1)
4dqds - - - dy, Zn,k

= >0, k=1,2,...,n.
Wn(xn,k) (Zn,k - 1)(1 - Zn,k)

W,, sao definidos por B.2.40) e, com z, ; = ek k =1,2 ..., n, obtemos

Zn,k - 1
(znk — 1)1 — 2nk) B 4sen?(0n.1/2)
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Lembremos que, pelo Teorema 3.7,
0<bOp1<Op2<- - <blppn<bp,<2r, n>1

Além disso, considerando o limite de zA4,,(z)/B,(z), quando z — oo, temos também

n

> =1

§=0
Se as funcdes escada 1, ('), n > 1, sdo definidas em [0, 27] por

) 9207

0
An,0, 0<8<0,,,

3

(o (ew) =

M=

)\n,ja 9n,k<9§9n,k+l7 k:1727"'7n_17

, O n <0< 2m,

—_ .
=}

entdao, da defini¢ao de integral de Riemann-Stieltjes (veja Segao[[I]), como 1), é ndo

decrescente, temos
An(z) / 1
= dn(¢), n>1.
By(2) cz—¢ (©)

Citamos, agora, dois importantes resultados, que serao necessarios a seguir. Es-
ses resultados garantem a convergéncia de sequéncias {1, } de fungdes nao-negativas,
nao-decrescentes e uniformemente limitadas (veja [27] para mais detalhes).

Teorema 3.11 (Teorema de Selegdo de Helly). Dada uma sequéncia {1} de
funcdes nao-negativas, nao-decrescentes e uniformemente limitadas, existe uma sub-
sequéncia {,,} e uma fun¢ao ¢ nas mesmas condi¢oes de 1y, para a qual essa
subsequéncia converge.

Teorema 3.12. Seja uma sequéncia {,} de fungoes nao-negativas, nao-decres-
centes e uniformemente limitadas que converge para uma fun¢do ¢ nas mesmas
condigoes de v,. FEntao,

fim | (v, = /R f(t)do

n—oo
para qualquer fun¢ao continua f(t) em R.

Assim, usando o Teorema de Selecao de Helly existe uma subsequéncia {n;} tal
que Y, (€?) converge para uma funcdo limitada e ndo-decrescente, denotada por
w(e?), em [0,27], ou seja,

. An(z) 1
A /c A (0)-
De BZ69) e (3210), como
[aon©=1 ¢ [ Fan©=ps k=tL2. . xm
c c

também obtemos

/du(C):I:M[l] o /gkdu(c):u,k:/\/t[ck], k= 41,42,
C C
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Assim, o fato de u ser a tnica medida de probabilidade que satisfaz as relagoes
anteriores, segue de (LEA43) e do Teorema 301

A medida g ter um salto de tamanho My em z = 1 é também confirmado por
lim )\"10 = Mo. |

n—00

3.2.5 Outras propriedades dos polinémios R,

Com a medida de probabilidade i, obtida no Teorema .10, temos, entao, do Teo-
rema 3.8

o = /C CRdu(C) = MICH.

Como v = fig — fk—1,

u = /C (¢ — D) d(()

- /C (L = O)dp(Q),
NCH, k=0,+1,+2,... .

Assim, temos uma representacao integral para N'[(™"] e, paran > 1,

NCHROL = [ MR = Odulc) =0, 0 <k<n-1. (3273

O préximo lema fornece informagoes sobre os valores das integrais / R,.(¢)dp(¢).
c

Lema 3.3. Seja
T = /c Ro(Q)du(¢), n > 0.

Entao,
Yo=1 e F,=2(1—mp)Jp-1, n>1, (3.2.76)

onde {m,}22 € a sequéncia de pardmetros minimal da sequéncia encadeada positiva

{dn}iZ:

Demonstracao: Primeiramente, fazendo k = n—1,n—2,...,0 em (3275, obtemos
Fn = /g—kRn(g)du(g), k=0,1,...,n, n>1. (3.2.77)
c

Facilmente vemos que gy = / du(()=mp=1e€
c

o= [ R@duc)
= [asie)c+ - iedu)
c
= (1 + iCl)/L_l + (1 — iCl).
Além disso, de p—1 =1—vg e vy = 2d1 /(1 + icy), concluimos que

:Y\l = 2(1 — dl) = 2(1 — ml),
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provando (BZ70) para n = 1.
Agora, da relacao de recorréncia de trés termos (B2Z50), de B2Z7H) e de BZT),

temos

i1 = /C ¢ Rua (Q)da(C)

- / [0+ ienis) + (1= ien)¢Ra(Q)du(C) — Adni / Ry (C)dpu(€)
C C

= (1 + i0n+1)% + (1 - icn+1):Y\n - 4dn+1:Y\n71-
Logo,
Va1 = 29, — 4dp419n—1. para n > 1.
Assim, obtemos

an A)nJrl
d = 1-—
s 277\71—1 ( 277\71 > ’

'/7\71 %+1
= [1—(1— = 1——
{ ( 2%1)] [ 2%}

= (1 —=0n)9n+1, n>1,

~

Tn
2’/7\71— 1

onde g, =1 — Note que

% 2(1 —
91=1—7—A1=1—7( m)
2")/0 2
e, como dpt11 = (1 = gn)gn+1, n > 1, concluimos que {g,}52; é a sequéncia de
parametros da sequéncia encadeada {d,,+1}52 ;. Logo,

= mu,

mp =1— jn
29n-1
e, entao,
A = 2(1 - mn)'/Y\n—la n>1,
o que completa a demonstragao do lema. [ |

Como R,(z) —2(1 — my)Ry—1(2) é um polindmio de grau exatamente n cujo
coeficiente do termo de maior grau é r,, = HZ:1(1 + icg), uma consequéncia
imediata do Lema é o seguinte resultado
Teorema 3.13. Se a sequéncia de polinémios monicos {Sy,} € tal que
R -2(1 - R,

() n( mn) n 1(2)7 n>1,
[Tiei (1 +ick)
entao {Sn} € a sequéncia de polindmios ortogonais no circulo unitdrio com respeito
a medida .

So(z) =1 e Sp(z)=

Demonstragao: Para k=0,1,...,n—1,

[T = [0l
C C
1

HZ:l(l + ick)

b [k — 91— my) Ry
= Ty L R 20 - m) R (O] ()

= m An — 2(1 = mp)An—1]

= 0.
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Além disso, com a férmula para R, (0) dada em @B252), os coeficientes de

Verblunsky «,,—1 = —S5,(0), n > 1, sdo dados por

. n

- 1—2mn—zcn1—[ 1+ ¢

n > 1.
1—Z'Ck7

k=1

3.3 Exercicios

Exercicio 3.1. Seja 1 uma medida simétrica no circulo unitario, isto é,

dp(1)z) = —di(=).

Mostre que os momentos (i, sao todos reais e que p—, = fi,, paran > 1.

Exercicio 3.2. Prove que

Sn(z) — S:;(Z)

0= 50

n

definido no Teorema B2 satisfaz & relacao de recorréncia ([B10).

Exercicio 3.3. Demonstre a relacdo .1.15), isto é, que os polinomios P?? podem

ser escritos como combinacao dos polindmios P! da seguinte forma:

2\ phr(y) —
(1 —2%)P (x) p

(PP, @) - PILO)PY @)} -

Exercicio 3.4. Demonstre a equagao [B.I16), ou seja, demonstre que
P;zbl(x) = P,?Q(.’L') + Czn—2P1?32(‘r) ;, n=>2,
com

oL PR @PE@dea) [ (P @) ()

o2 = = - n>

J2 (B2 () 2des () JH (B2 ()2 des ()

Exercicio 3.5. Demonstre as seguintes relaces entre os coeficientes d,,, a?! e a2

7 b1
— (0%
~n 1 _ n;;Q . n > 2
n—2 Qip,
e
7 7 _ 92 1
dp—1—dpn—2=0a,°; —a;ty, n=>2,
o1 P11
~ Ao Ny (X
comdy=——2>—2 "1 — a§2 - agl.
P2
S

Exercicio 3.6. Mostre que a sequéncia {l,,} satisfaz as relacoes

(ln—i-l - 1) _ dn—l n>9
(ln71 o 1) i ) -

(lpy1 — V)l —1) = —4d,_1, n>1.

)

=8
N

Sugestao: Use [BITI9) e, em seguida, indugao matemédtica sobre n.
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Exercicio 3.7. Demonstre as relagoes (B1.20) e (BI.2I)), ou seja, demonstre que

(lons1—1) _ afns0fn...af’as’  (ln—1) _ abi,iaf...af'af
2 ag2aft_,...af?ag? 2 a5z 1052 5. af?al
e
(a1 +1) _ agajaf2 5.0 (a+1)  ajiaf? ,...05
2 afieflgoofT 2 afiafl,.aft

Exercicio 3.8. Se ¢ e ¢ satisfazem [B.II4]), demonstre que existe uma sequéncia
de ndmeros reais {l,} tal que, paran > 1,

1 1
anly = _Z(l" ~D(lar+1), oy, = _Z(l" = D(lpt1+1)

1
dn—l :_Z(ln_l)(ln—i-l_l)u 7121,

comlp=1lel; =1—-2a5".
Exercicio 3.9. a) Mostre que [3:22:29) vale, ou seja,

Po(w; 2) = St m @)
e z—w 14 Tpt1(w)a, ’ =

b) Mostre que P, (w; w) # 0.
Exercicio 3.10. Mostre que as relagoes (3:2.31) e ([B.2.32) valem.
Exercicio 3.11. Mostre que ([3.2.33) vale, ou seja,

P 5 = SISO

Exercicio 3.12. Mostre que a fungoes G, definidas por (3.2.42)), sdo continuas e
derivéveis no intervalo [—1, 1] e que satisfazem

(=1)"Gn(-1) =Gn(1) >0, n=>1.
Exercicio 3.13. Mostre a relagdo (B:2254)), ou seja,
Qn(2) = 2"7'Qn(1/2) = Qu(2), n2>1,

onde @, e ¢ sao dados em ([B25T]).
Exercicio 3.14. Demonstre a relagao (B2251), ou seja

Un(2) = 4d,2U, 1(2) = 22" Ydydy - - dp 2™, 0> 2.

com Uy(z) = 2d;.



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Formulas de quadratura

Consideremos a integral
b
1) = [ fays

onde (a,b) C R. Férmulas de quadratura sao férmulas que aproximam o valor
numérico de I(f) através de uma combinagao linear de valores conhecidos da fungao
f, ou seja,

b n
[ #@de =Y Wi @) + B
a k=1

Os valores Wy, 1, K = 1,2,...,n, sao chamados pesos da férmula de quadratura,
Tnk, k=1,2,...,n, 08 nés e E,(f) é o erro cometido na aproximacgao. Os textos
[32, [47] sao boas referéncias sobre o assunto.

Para construir férmulas de quadratura, devemos determinar os valores n, @, k,
e Wy, k=1,2,...,n. Por exemplo, podemos escolher os nds tais que

a<Tp1 <Tp2<...<Tpn-1<Tpp<b

€ OS pesos como

b
Wik = / ”(x), dv, k=1,2,...,n, (4.1.1)
’ a (:E - xn,k)ﬂ— (:En,k)
onde w(z) = (x — xp1) (@ — Tp2) - (& — xpyn). Parak =1,2,...,n, os polinémios

m(x)

(@ — Tp k)7 (T k)

sao os polinomios fundamentais de Lagrange.
Da teoria de interpolagao polinomial, obtemos

b n
/ f@)dz =" Wi f(@nk) + En(f), (4.1.2)
@ k=1
onde
1 ’ n+1
En(f) = m/a m(@) fOD (&) dx,  Er € (X1, Tan)- (4.1.3)
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Definigao 4.1. Férmulas de quadratura do tipo (12, cujos pesos sio dados por
IO, sao chamadas formulas de quadratura interpolatdrias.

Definicao 4.2. Dizemos que uma regra de quadratura tem grau de precisio m, se
E,.(f) =0 para todo polinomio f € P, e existe um polinémio de grau m+1, f, tal

que E,(f) #0.

Teorema 4.1. (ver [32]) A férmula de quadratura [EI2)) € interpolatdria se, e
somente se, E,(f) =0 para todo f € P,_1, ou seja, é exata para todo polindémio de
grau menor ou igual a n — 1.

Deixamos a demonstracao desse teorema a cargo do leitor (Exercicio FLT]).

4.1.1 Formulas de quadratura gaussianas

Consideremos, agora, férmulas de quadratura interpolatérias do tipo

/f )do(x ZWnkfxnk)—i-E(f) (4.1.4)

cujos noés a1, k= 1,2,...,n, sao os zeros do polinomio P, ortogonal com relagao
& medida ¢ no intervalo (a, b), e os pesos sdo dados por

b
Py (z)
Wnkz/ do(x), k=1,2,...,n. 4.1.5

“7 o T men Pl 1)
Teorema 4.2. (ver [32]) A formula de quadratura interpolatoria (1A, com pesos
dados por (A1), € exata para polinémios de grau mo mdximo 2n — 1, ou seja,
E.(f) =0 para f € Pg,_1.

Deixamos a demonstracao desse teorema como exercicio (Exercicio ET]).

As férmulas de quadratura com n pontos que tém precisao 2n — 1 sao conhecidas
como formulas de quadratura gaussianas.

Nao ¢ dificil mostrar que os pesos W, ., k = 1,2,...,n, das férmulas de qua-
dratura gaussianas sao positivos (Exercicio .2)).

Além disso, utilizando os polinémios associados aos ortogonais definidos por

(CZT4), obtemos
Wn i Qn (xn,k)

* T P ()

Como P, (z) = (x—xp1)(x—2pn2) - (T —Tnn), podemos escrever Qy(x)/ Py, ()
como
Qn(x) )\n 1 )\n,2 )\n,n

Pu@)  (@—wny)  —ma) T e o)

k=1,2,...,n. (4.1.6)

)\n,l(x - xn,?) o (LL' - xn,n) +---+ )\n,n(x - xn,l) T (:E - xn,n—l)

(x—Zp1) - (x—Tnn)

Para x = 2, 1, obtemos

Qn(xn,k) = )\n,k(xn,k - xn,l) T (:En,k - xn,k—l)(xn,k - :En,k-i-l) T (:En,k - :En,n)-

Portanto,
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No. de pontos Valores aproximados

3.15346625333877
3.09096614867156
3.09093903343554
3.09093960019774
3.09093959890973
3.09093959891120

Valor exato: 3.09093959891120

como 15 algarismos significativos

=
oo Y WS

Tabela 4.1: Aproximacoes para o valor da integral I1, dada em ([@I9]), utilizando
a férmula de quadratura de Gauss-Chebyshev [@I8) com n = 3,6, ..., 18.

Podemos, entao, escrever

Qulr) g~ Wk (4.1.7)

n
r —X '
1 n,k

Exemplo 4.1. Consideremos a férmula de quadratura de Gauss-Chebyshev

/11 f(x)\/l%—ﬁd“’ N %zn:f <“’S <W>) +En(f), (4.1.8)

k=1
com E,(f) =0 sempre que f € Py,_1, onde

2k — 1)

k=1,2,...
2TL )7 )< » 1,

T,k = COS (

s@o os zeros do polindmio de Chebyshev de primeira espécie (L423]) de grau n. Os
pesos

podem ser obtidos utilizando ([@I6). Para mais detalhes, veja [2| [32] [47].

Vamos utilizar esta férmula para encontrar aproximacoes para o valor da integral
definida

U sen(at) + e~

S N 4.1.9
—1 \/1 — $2 ( )

I =

cujo valor, com 15 algarismos significativos, ¢ 3.09093959891120.

A Tabela Tl mostra aproximacoes obtidas através da férmula de quadratura de
2
Gauss-Chebyshev (I.I8) com f(z) = sen(z*) + e~% e diferentes ntimeros de nés.
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4.1.2 Foérmulas de quadratura e os polindmios L-ortogonais

Na referéncia [42] foram consideradas regras de quadratura da forma

/f )dy(t) Zvnkf tok) + Bn(f), (4.1.10)

onde ¢ é uma medida forte de Stieltjes em (a,b) C (0, c0).

Essas férmulas estao associadas ao polindmios L-ortogonais e, também, as formulas
de quadratura para fungoes racionais (ver [12] e [21]).

Escolhendo ¢, x, k=1,2,...,n, como os zeros dos polindmios L-ortogonais B,,
com relagao a ¢ em (a,b), vamos determinar os pesos V;, i, de forma que a férmula
de quadratura (A.I.I0) seja interpolatéria.

Seja F(t) = t"f(t). Construindo o polindémio de interpolacao de Lagrange de
F(t) sobre os n pontos distintos ¢, 1,%n.2, ..., tn,n, Obtemos

Zlnk nk +R()

ou seja,
Y=t~ "Zlnk tn o f(tnk) +t "Ra(t), (4.1.11)

onde os polinémios fundamentals de Lagrange, [, i, sao dados por
Bn(t)
(t — tns) Bl (tnr)

Integrando ambos os membros de (LTI em (a,b) com relagao a v e compa-
rando com (LII0), obtemos

ln)k(t) =

n b —n
V"”“_B:g:,k)/a tt—BtZF:)dd}(t)’ k=1,2,....n, (4.1.12)
e
N 1 b
En(f) = — / " Bu()F ™ (&)d(t), & € [tn1,tnn)- (4.1.13)

Definicao 4.3. Foérmulas de quadratura do tipo (E1.IQ), cujos pesos sao dados por
{112, sio chamadas férmulas de quadratura L-gaussianas.

Os pesos da regra de quadratura (ZII0) sao positivos (Exercicio F.2]).

Quanto ao grau de precisao dessa regra de quadratura, ela é exata se t" f(t) €
Py, 1. De fato, se F(t) = t"f(t) € P,_1, entdo F(M(t) = 0. Logo, E,(f) = 0.
Suponhamos que I’ € Py,,_1. Entao, podemos escrever

F(t) = Bn(t)gn-1(t) + pn-1(t), (4.1.14)
onde ¢p_1 € pp—1 sao polindmios de grau n—1. Observe que F(ty 1) = pn—1(tni), k =
n—1
1,2,...,n. Se escrevermos g, —1(t) = Z ¢;t', teremos
i=0

b n—1 b
/ B (t)ga-1 (Odu(t) = 3 a, / B (dp() =0, (4.1.15)
a 120 a
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por [Z2.0).
Logo, por @LT),

b b b
/ F(0)di(t) = / £ B (£) g ()di (1) + / £ P () dib(2).
g(t)

Como py_1(t) = t"g(t) é um polinémio de grau < n — 1, entdo E,(g) = 0. Assim,

de (ELI9).
b b n
/ FOdb(t) = / 9O =3 Vasn)

= ZVnktnkpn 1 nk ZVnkf nk

k=1

Portanto, E,(f) = 0 quando t" f(t) € Pa, 1.

Consideremos, agora, os polinémios C),, associados aos L-ortogonais, definidos
em (Z2T0). O polinémio interpolador de C,, de grau n—1 sobre os n zeros t, x, k =
1,2,...,n, de B, coincide com o polinomio C,,, ou seja, o erro na interpolagao é
zero. Dessa forma, usando interpolagao de Lagrange, temos

- Cn(tn,k)
t) 1; (t = tns) By (tnk)

Logo,

n

t n - )\nk
(1) Zt—tnkB th tn,

k=1

Cn (tn,k>
B’;L (tnk) '
Fazendo t = ¢, em (22.16)), temos

com A =

b
mBn
Cn(tmk):tzk/ Zi(z)dz/}(z), m=20,1,2,...,n

z _tn,k

Como Cy, (tn,kx) = Ak By, (tn k), substituindo na dltima relagéo para m = n, obtemos

n b _—n
N = ik ) / 2Bl ),

Bil(t",k z _tn,k

e @III2), Ak = Vpk e, portanto,

k=1,2,....n. (4.1.16)

Em [], considerou-se propriedades dos pesos e dos nés de certas férmulas de
quadratura associados a polinomios L-ortogonais BY, cuja medida forte v, definida
m (a,b), com 8 =+vabe 0 <a<f <b< oo, satisfaz & propriedade ([22:37)), isto

dp(t) _ _db(BY) -, (a,b). (4.1.17)

Vit VBt
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Lembramos que, neste caso, os polinémios L-ortogonais B,,, com relacao a me-
dida forte 1, satisfazem a relagao de recorréncia () com Y = 3, ou seja,

B;erl(t) =(t— ﬂ)B;f (t) — O‘:Z:H tB;ffl(t)v

com BY(t) =1e BY(t) =t — 3 (veja Secao ZZA).
Nesse mesmo trabalho, considerou-se, também, os polinémios ortogonais P¢
associados a uma medida simétrica ¢, a correspondente féormula de quadratura

gaussiana ([LI7)), ou seja,
/ f(z)do(z ZWnkf Tnk) + En(f), (4.1.18)
onde E,(f) =0 para f € Py,_1, e a transformagao definida em (Z2Z35]) por

z(t) = 5—=(Vt = B/V1), te(0,00)

\/—
cuja sua inversa ¢ dada por t(z) = (/az? + 8+ az)?, z € (0,00).

Na Secao 2:2.4] vimos que a relagao

dip(t) = Amdsb( (t)) (4.1.19)

vale e ¢ satisfaz [LITIT) se, e somente se, ¢ é uma medida simétrica em [—d, d],
onde d = z(b) e
BY(t) = (2Vat)" P2 (x(t)). (4.1.20)

Em [45], foi demonstrado que, sob as condigdes anteriores, os pesos e os nés das
respectivas férmulas de quadratura estao relacionados por (Exercicio [3])

tn,k
tn,k + ﬁ

tn,k = t(:Z?nﬁk) e Vn,k =A Wn,ky k= 1, 2, e, N (4121)

Exemplo 4.2. Consideremos novamente a formula de quadratura de Gauss-Chebyshev

3

/f — e =73 ens) + Enll)

com E,(f) = 0 sempre que f € Pg,_1, onde z, 1, = cos((2k — 1)w/(2n)), k =
1,2,...,n, s@o os zeros do polinomio de Chebyshev de primeira espécie (LZ23)) de
grau n.

Como d¢(x) = 1/+/1 — 22dz é uma medida simétrica no intervalo (—1,1), de
(@119), obtemos

3

A1 4.
2Vb—ty/t—a
onde a =t(—1) = (Va+ B —axr)? eb=1t(1) = (Va+ B+ /azx)?, com a = ?/b.

Escolhendo, sem perda de generalidade, A = 2 e utilizando (LI2T]), obtemos a
férmula de quadratura L-Gaussiana

dip(t) = m (a,b),

b 1 27 U,k ~
| == i ;; TP B (412)
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No. de pontos | Valores aproximados | Valores aproximados
n Gauss-Chebyshev L-Gaussiana
2 3.7342041050 4.2906260754
5 4.3454615803 4.3988623516
10 4.3982577305 4.3988982029
15 4.3988906142 4.3988982029
20 4.3988981130 4.3988982029
25 4.3988982019 4.3988982029
30 4.3988982029 4.3988982029
g(x) =e”
r=1 Valor exato: 4.3988982029
A=1.1 como 11 algarismos significativos

Tabela 4.2: Aproximacoes para o valor da integral I, dada em [@I23)), com r = 1
e A = 1.1, utilizando a quadratura de Gauss-Chebyshev (1) e a quadratura

L-gaussiana ([L1.22).

onde E’n(f) =0 quando ¢" f(t) € Pa,_1 € 0s pesos t, x sao dados por

tn,n-l—l—k — (B + CY’U](CH)) + \/(ﬁ + OC’U](cn))2 - ﬁ2 € tn,k = ﬁ2/tn,n+l—ku
com ’U](cn) =1+ cos((2k — 1)7/n).
Este exemplo de férmula de quadratura L-Gaussiana foi apresentado por Sri

Ranga em [42].

Exemplo 4.3. Consideremos, agora, a integral

gl 1
I, = [1 EFS\G mdm, (4.1.23)
onde g é uma funcao continua em [—1,1], A é um nimero real tal que A > 1 e r é
um numero inteiro. Esse exemplo foi dado em [42] e [44] com |A| > 1.

Como no Exemplo 1] uma escolha natural para aproximar essa integral seria
aplicar a quadratura de Gauss-Chebyshev. Porém, quando r > 1 e A estd préximo de
1, a quadratura de Gauss-Chebyshev apresenta um comportamento de convergéncia
vagaroso, como mostram as Tabelas e

Utilizando uma transformagao linear, alteramos a integral I dada em (L1.23) de
modo a podermos aplicar a férmula de quadratura L-gaussiana (£1.22) do Exem-
plo Sejam a e b dois nuimeros positivos tais que b > a. Entao, tomando a
transformacao linear, com = € [-1,1] e ¢ € [a, b],

2t b+a
= t = —
z=z(t) b—a b-—a’
obtemos
b—a\" [° 2  b+a) 1l 1
_[2: g - - dt.
2 u b—a b—a/t"Vb—tyt—a

Podemos tomar, por exemplo,a = A—1eb=A+1. Logo,b—a =2,b+a =2\
e, portanto,

I = (b;a)r/abg(t—/\) %ﬁmdt. (4.1.24)
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No. de pontos | Valores aproximados | Valores aproximados
n Gauss-Chebyshev L-Gaussiana
2 4.412345645 10.089808549
5 7.104198673 10.26854495
10 9.361172196 10.263987847
15 10.034529940 10.263987847
20 10.207529933 10.263987847
30 10.260631961 10.263987847
40 10.263788989 10.263987847
50 10.263976065 10.263987847
60 10.263987149 10.263987847
g(x) =e”
r=1 Valor exato: 10.263987847
A=1.01 como 11 algarismos significativos

Tabela 4.3: Aproximagoes para o valor da integral I, dada em [II23), com r =1
e A = 1.01, utilizando a quadratura de Gauss-Chebyshev ([LI18)) e a quadratura

L-gaussiana ([L1.22).

Agora, podemos aplicar a férmula de quadratura L-gaussiana [II122) a essa
integral. Por exemplo, escolhendo g(x) = e”, calculamos aproximagoes para Io
pelas féormulas de quadratura de Gauss-Chebyshev e L-gaussiana.

A Tabela mostra que, com g(z) = e*, r =1 e XA = 1.1, a quadratura L-
gaussiana converge para o valor exato com 11 algarismos significativos com n = 10
nos, enquanto que a quadratura de Gauss-Chebyshev precisa de cerca de n = 30
nos para fornecer a mesma precisao.

Quando diminufmos o valor de A para 1.01, Tabela[3] a quadratura L-gaussiana
novamente converge com n = 10 pontos, enquanto que no caso da quadratura de
Gauss-Chebyshev a convergéncia se dard para n > 60 pontos.

Consideremos, agora, uma medida simétrica ¢, definida em Q = [—d, —c] U
[c,d], cujos coeficientes aiil da relacao de recorréncia dos polinémios ortogonais
associados, Pfil, satisfazem

57 = pA o= A o o= A >1 4.1.25
Qo" = PA0,  Qopyy = A1 € Qguio = A0, N2 1 (4.1.25)

onde 0 < p, Ao, A1 < 00, e seja a medida forte 1), definida por

2t

dipy(t) = 1B

dgyp(x(t)).

Como visto em ([2.2.37)), os coeficientes das relagoes de recorréncias dos polinémios

ortogonais e L-ortogonais associados satisfazem aiil = 4aaiil, n > 1.
Assim, podemos escrever

ag}” =4daphg =pay e a;pf;rl =4da\ = aq, a;pﬁJrQ =4dalg=ap, n>1.

A medida v, é definida em Q = [a,a1] U [b1,b], onde b = t(d), by = t(c) e ab =
a1b1 = ﬂQ.
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As quadraturas com nimero par e com nimero impar de pontos devem ser
estudadas separadamente. Para 2n pontos, observa-se que

P4 p(z) = [22 - ()\0 + Al)]P2 p(z) - AO)\lppo p(z)a
Pyroa(z) = [22 = o+ AP o(2) = AoMPei(2), n>1,
Q5 ia(z) = [22— Ao+ A)IQ5E(2) — AMQSr_o(2), n>1,

com Py?(z) =1, Py"(2) = 2% — p)o, Qgp(z) =0e Q5" (z) = z. Além disso,

Pp
W2n,r _ 271( L2n 7‘)

———= r=1,2,...,2n.
/ ) ) &y )

P, 2? (T2n,r)

Dessas relacoes pode-se mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.3. O nds xap,, € 05 pesos Way, ., 7 = 1,2,....2n, da formula de qua-
dratura gaussiana com 2n pontos

/f d¢p ZWQn ’I‘f Ton 7‘) n 2 17

satisfazem
p [d2 - ($2n,r)2} [(x2n,r)2 - 02]
2 {2n(z2n,r)2R(x2n,r) + 0S(T2n,r)}’

desde que G(w2p,,) # 0, onde G(z) = \/[22 — (Ao + A1)]2 — 4Xo )1,

R(z) =pA(p) — (p—1)2°,  S(z) = (Ao — M)A(p) — A1 (p)2>,

W2n,7‘ =

com

Ap)=(@-DX+X e Ai(p)=(p— 1o — A
Utilizando o Teorema 3 e a transformagao ([2:2.35), é possivel mostrar que:

Teorema 4.4. Os nds tap , € 05 pesos Vo, r, ¥ = 1,2,...,2n, da formula de qua-
dratura L-gaussiana com 2n pontos

/ dd}p Z‘/Qnr thT nZ 17
Q

satisfazem

t2n,r p(b - t2n,r>(t2n,r - a) (th,r - al)(th,r - bl)
(t27l,T + B) 2nR(t2n,7‘)(t2n,r _6)2 + pS(th,r)t%z,r

desde que Gy(tan,r) # 0, onde G1(z) = (z —b)(z — a)(z — a1)(z — b1),

‘/271,7" =

3

R(z) =pA(p)z— (p—1)(z = B)*,  S(2) = (a0 — 1) A(p)z — A1(p)(z — B)?,

Ap)=p—1ag+a1 e Ai(p)=(p—1)ao— ai.
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Resultados analogos foram apresentados para férmulas de quadratura com 2n+1
pontos, utilizando-se o fato de que

Py, a(2) = [22 = (Mo + APz 1 (2) = Aodi Pr_ (),
n>1

3

Qins(2) = [22 = Qo+ AIQ5H 11 (2) = Mo Q551 (2),
com P{7(2) =z, P{"(2) = 2{22 — (pho+ A1)}, QPP (2) =1 e QP (2) =22 — Ay e

®p
x
Wony1,r = M, r=1,2,....2n+1.

P2n:)Ll (I2n+1,r)

Também ¢é possivel encontrar formulas de quadratura gaussianas associadas a
polinémios que sao combinagoes lineares de polindmios ortogonais e quadraturas
L-gaussianas associadas a polindomios que sao combinagoes lineares de polindmios
L-ortogonais (ver [3]).

Consideremos, novamente, os polindmios ortogonais P, associados a uma medida
simétrica ¢ em [—d, d], os polinémios L-ortogonais B,, associados a uma medida forte
1 e, também, a transformacao (2.2.35)).

Seja r um numero inteiro tal que 0 < r < i = [n/2], onde |n/2] é o menor
inteiro maior do que n/2. Consideremos os polindmios definidos por

Pu(Xo, A1y Arim) = Y MeProak(z), 0<r<n, (4.1.26)

onde Ay € R, Ao # 0. Os polinémios P, satisfazem (Exercicio E4)

d
/ 2Py (x)dp(z) =0, s=0,1,....n—1—2r.

—d

Um polinémio P, de grau n satisfaz P, (x) = (—1)"P,(—x) se existe um tinico
conjunto de niimeros reais A, ..., Aq, tal que (Exercicio 5]

Po(z) = Pu(Xos My oy Ans ). (4.1.27)

Se escolhermos os parametros Ag, A1, . .., A, de forma que os zeros dos polinémios
P,, denotados por Z, ;, j = 1,2,...,n, sejam todos reais, distintos e pertencentes
ao intervalo [—d, d], pode-se construir férmulas de quadratura gaussianas dadas por

/f )de(x anjfxnj)+E(f) (4.1.28)

onde F,(f) =0 para f € Po, 2,1 (Exerciciom.
Definimos, também, os polinémios

Bu(Aos- s Ait) = > Met" Bry_ak(t), (4.1.29)
e a féormula de quadratura L-gaussiana

/b Ft)dy(t) = Zn: Vo i F(t;) + En(F), (4.1.30)
5

2/b
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onde fn,j,j =1,2,...,n, sao os zeros do polindbmio B,, e satisfazem E,, (F) =0 para
tnF(t) € Pyy9r1.

Os n6s e pesos das férmulas de quadratura ([LI28)) e (L I30) satisfazem

-fn,nJrlfk = _jn,kv nn+l—k — Wn,k;
k=1,2,...,n
9 ~ ~
g ﬂ Vn,nJrlfk Vn,k
tn,n+1fk - 5—7 = - = 9
ok tn,n+1fk tn,k

Analogamente a ([LI12I]), mostra-se que

~ ~ i tn k i~
tok = t(l'n,k) e Vn,k = A%Wn)k, k=1,2,...,n.
n,k + ﬁ

Sobre as relacoes entre os polinémios P, e B, de (EL20) e L2J), obtém-se
facilmente que (Exercicio E7)

Bl i) = S (Va0 2Py ai(a(t).

k=0

Assim, de ({120,
Bu(Xos - Aeit) = (2Val)" Pu(No, - .., Avs (1)) (4.1.31)

se, e somente se,
A= (o) N, k=0,1,...,7m

Reciprocamente, para os valores A\ = (4a)_k5\k, k=0,1,...,r,

BuXoy. .. A\i) = (2 ozt(a:)) Bu(hos. .. A t()).
Sob essas condigoes, pode-se enunciar os resultados a seguir.

Teorema 4.5. Seja B, tal que By (t) = t"By(8%/t)/(—f)". Entao, existe um tinico

conjunto de nimeros reais Ao, . .., A\ tal que By (t) = Bp(Xoy ..., An;t).

Teorema 4.6. Seja 0 <r <. Entdo, B,(t) = t"B,(8%/t)/(=B)" e

b
/ t" B, () dy(t) =0, 0<s<n—1-2r (4.1.32)
B2/b

se, e somente se,

Bn(t) = Bp(Xos ..., Ait), (4.1.33)

para um unico conjunto de numeros reais Ag, . . ., Ap-
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4.1.3 Formulas de quadratura no circulo unitario

Faremos, agora, um estudo sobre féormulas de quadratura no circulo unitario, isto
é, férmulas de quadratura cujos nés pertencem a C = {z € C : |z| = 1}, que foram
introduzidas por Jones e outros em [27] e sao também conhecidas por férmulas de
quadratura de Szego0.

Consideremos, entao, férmulas de quadratura do tipo

n

f( Ndip(e) =D Annf (Enim) (4.1.34)

m=1

0

onde 08 n6s &, m, com [, | = 1, € 08 pesos Ay, sdo tais que a férmula (II134) é
valida para f € A_(,_1),,—1. Férmulas de quadratura desse tipo sao chamadas de
férmulas de quadratura no circulo unitério (ou de Szegd) com n-pontos.

Considere {S,}5°, uma sequéncia de polindmios monicos de Szegd com res-
peito & medida v, definida no circulo unitério e, também, {w, }5° , uma sequéncia
de numeros complexos, nao necessariamente distintos, tais que |w,| = 1, n =

0,1,2,....
Seja {Sy (wn, 2)}52, uma sequéncia de polinémios para-ortogonais dada por

Sp(wn, 2) = Sp(2) +wp,Si(2), n=0,1,2,....

Denotemos por &,.m = Enm(wn), m = 1,2,...,n, os zeros de S, (wy, z) que,
como ja sabemos pelo Teorema [[L.I7, sdo simples e pertencem a C.
Podemos construir os polinémios fundamentais de Lagrange Ly, ., (ws,, z) como

Sp(Wn, 2)
Ly m(wn, z) = . 1<m<n. (4.1.35)
(Z - gn,m)sa(wna gn,m)
De fato, consideremos os coeficiente de Verblunsky «,,—1 = —5,,(0), que satis-
fazem |, —1| < 1. Como os polindémios S,, sdo monicos e S, (0) = —@,_1, entao é

facil verificar que (1 — v, —1wy,) é o coeficiente do termo de maior grau de Sy, (wy,, 2).

Assim,
n

Sn(wrh Z) - (1 - O‘nflwn H §n m . (4136)

m=1

Calculando S}, (wy,, z), obtemos

ety = (H(z‘g’“’”)) = |Gt | TT -6
ne n m=1 k=1

k#m

n

(2 =&nk) + (2 = &nm) H(Z_gnk)

k=1 k=1
k#m k#m

I
:j:

Avaliando essa iltima expressao em z = &, ,,,, temos

n

) (Wny &nm) = (1= an1wn) [[ (o —&un), para 1<m<n. (4.1.37)

k=1
k#m
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Substituindo (ZI36) e (LI3T) na expressao para L, ,(wy, z), obtemos

§jjem £

(Z - gn,k)
Sy (wn, 2) Km
Ly m(wn, z) = = — , 1 <m<n.
( ) (Z - gn,m)S;l(wna gn,m)
H (gn,m - gn,k)
k=1
F#m
Dai, para 1 < m < n, segue que
Ln,m(wnagn,k) = 6k,m7 1 S k S n, (4138)
onde Oy, é o delta de Kronecker. Observe, ainda, que Ly, 1 (wy, 2) € Agp—1 = Pr_1
e
. 1 n 1 _ n
Ln,m Wn, ; = H ; - gn,m H (gn,m - gn,k) S A,(n,1)10 .
=1 L
Definimos, ent@o, os pesos A, por
27 ) )
Mm = Anm(wn) = / Lo (W, €)dip(e?), 1 <m <, n=1,2,.... (4.1.39)
0

O proximo teorema estabelece a férmula de quadratura de Szeg6, férmula de
quadratura no circulo unitdrio, com n pontos vélida para f € A_(,_1) 1

Teorema 4.7. Seja ¥ uma medida no circulo unitdrio. Paran >1 el <m <n,
denotemos por &, m 08 zeros de Sp(wn,z) e sejam 0s pesos Ay definidos por
EI39). Entdo, paran>1el <m <n,

n

/C FRawE) = [ ) = 3 A ) (4.1.40)
0 m=1
¢ vdlida para toda f € A_(,,_1)n_1 €, além disso,
2w )
Aum >0, Z A = dip(e®) = o > 0. (4.1.41)
0
Demonstragao: Sejam n > 1e f € A_¢,_1),,—1 dados. Definimos
= f&nm) Lnm(wn, 2)
m=1
onde Ly, m(wn, z) ¢ dado por (EI135). Entao, D € A_(,_1),—1 ¢, por ({I38),

(gnk gnk ngnm meO, 1<k<n.
m=1

Claramente, E(z) = 2" 'D(z) € Ha,—2 e E(&nm) =0 para 1 <m < n. Assim,
existe um polinémio S € II,,_s tal que E(2) = S, (wy, 2)S(2) ou, ainda,
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n—2
Se tomarmos S(z Z smz™, entdo, pela L-ortogonalidade de { S, (wn, 2) }22,

m=0

| pejants

n—2
[ (0005 2
C m=0

= Z ' (Wny 2), 52" 1T = 0.
Da equagao ([LI1.39), segue que

| = | [D<z>+ ) f<§n,m>Ln,m<z,wn1 = 3 M ).
m=1 m=1
o que mostra que ([AI1.40) é véalida para toda f € A_(,_1) 1.
Agora, para mostrar que A, ,, > 0, tomemos

Kpom(wn,2) = Ly m(wn, 2) Ly (Wi, 1/2) — Ly (w5, 2) . (4.1.42)

Observe que Ly m(wn, 2)Lnm(wn, 1/2) € A_(_1),—1. Assim, Kpm(wn,2) €
A_(n—1),n—1 €, entao,

Kn,m(wnygn,k) = O, 1 S k S m.

Logo, de (IT40) para 1 < m < n, segue que

k=1

Portanto, de ([I139), (L1.42) e (AL43), para 1 < m < mn,

Anm = /CLnﬁm(wn,z)dd)(z)—/CLnym(wn,z)fnym(wn,l/z)dz/)(z)

= (Lnm(wn, 2), Lym(wy,2)) >0, g<m<n,

ou seja, Ap,m > 0.
Finalmente, tomando L(z) = 1 em ([{@I1.40), obtém-se

21 n
fo = /C dip(z) :/0 dp(e”) = Apm > 0.

m=1

Relagoes entre formulas de quadratura gassianas e férmulas de quadra-
tura no circulo unitario

Veremos, agora, algumas relagoes existentes entre formulas de quadratura gaus-
sianas e certas férmulas de quadratura no circulo unitario. Esses resultados sao
encontrados em [I1].
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Sejam 1 uma medida positiva no circulo unitario e ¢ e ¢ medidas simétricas
definidas em (—1, 1), tais que

—dy(z) = dp1(z(2)) = md@(ﬂz))a

1
com 2z(z) como dado em BII3), ou seja, x = x(z) = 5(21/2 +271/2),

Lembramos que as sequéncias de polinémios { P91}5° i = 1,2, ortogonais com
relacao as medidas ¢;, respectivamente, satisfazem

P%i(z) = (42)""?RW(2), n >0, i = 1,2, (4.1.44)
onde RS, n >0, sio dados por BII) e BI12), ou seja,

RW(z) = Sn(2) +5:(2) RO (z) = Sn+1(2) = 5741(2)
1+ 5,(0) (z = 1)1 — Sn41(0))
e S, sao os polinomios de Szegd associados a medida .
Consideremos as férmulas de quadratura gaussianas, que sao exatas para f €

Poy—1,
/f Ydgi(z) =Y W f@l,), i=12, (4.1.45)
m=1

cujos noés xSf,)m sdo os zeros do polindmio ortogonal P com relacio & medida ¢; e

estao ordenados como segue
1>2 >l > o> el > -1,

Consideremos também as férmulas de quadratura no circulo unitario que, pelo
Teorema 7] sao exatas para g € A_ (1) n—1,

27
/ g(e?)dy(e™) ZAnmg i=1,2, (4.1.46)
0

N G o .
onde 0s pesos /\Sf,)m sao dados por ([{1.39) e os nés z,(f)m = ¢ "in s30 organizados

da seguinte forma:

0<6 <o) <...<6 <or.
Aqui, z,(zlzn, m = 1,2,...,n, sao os zeros dos polinémios para-ortogonais RS),
zr(izl)m, m=1,2,...,n, os zeros dos polinémios R (1/1, z) e znll a1 = L.

Entao, da relagao (m), mostra-se que os nés e os pesos dessas férmulas de
quadratura estao relacionados por

) = cos< ) ) ; Wi =L

n,m 9 m,m

(4.1.47)
1
i oo (3020 ) W = s (30200) A

param =1,2,...,n. Além disso,

>‘§124)rl,n+1 = Ugj - Z >‘§12J)rl,m .

m=1
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No. de pontos | Valores aproximados

n
3 2.62234855029054
6 3.13722933701843
9 3.14158399620263

2 3.14159264703117
5 3.14159265358739
8 3.14159265358979
=e* Valor exato: 7

3.14159265358979

Tabela 4.4: Aproximagoes para a integral (ZI52) com g(z) = e* e varios valores
de n.

Exemplo 4.4. Suponhamos que as medidas ¢, e ¥ sejam absolutamente continuas,
ou seja, que ¢ (x) = wy(z) e ¥'(2) = v(z). Assim,

dor(z) = wyi(z)dr e dip(z) = v(z)dz.

Suponhamos, além disso, que elas satisfacam a propriedade d¢, (x) = —di(z), onde
r=x(z) = (/2 + 271/2) /2. E facil verificar que

wy (z)dx = —v(z2)dz.

Usando o fato de z pertencer ao circulo unitério C, ou seja, z = ¢, temos

1 17, ;
o= 3 (31/24_3_1/2) =3 (619/24—28_19/2) = cos(0/2).
Logo,
de = ! (2—1/2 — 2—3/2) dz = L (21/2 — 2_1/2) dz = i22'3611(9/2)6&
4 4z 4z
ou, ainda,

dx = —%sen(@/Q)dz.

1z

Portanto, podemos escrever

dz 2iz
wy(x) = —v(z)@ = W’U(Z)

wy (z)sen(0/2) = 2izv(z)
ou, ainda,

wy (2)V 1 — a? = 2izu(z). (4.1.48)

Assim, as relagoes entre as férmulas de quadratura (L175]) e (Z140) podem ser
reescritas, considerando-se doy(x) = wy(z)dx e dip(z) = v(z)dz, da forma a seguir.
Consideremos as formulas de quadratura

[ s = 3 Wi sl (1:.49
-1

m=1
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No. de pontos | Valores aproximados
n

3 2.09439510239320 4

5 2.03328147692610 4

10 2.00824840790797 i

20 2.00205764828542 ¢

50 2.00032902469863 ¢

100 2.00008224907099 i

300 2.00000913855182 i

g(z) =212 Valor exato: 2i

Tabela 4.5: Aproximacdes para a integral (EL52) com g(z) = 2'/? e vérios valores

de n.

quando f € Py,_1, €

/C (s = 3 A9, (4.1.50)

m=1

quando g € A_(;, 1) n—1-
Se a propriedade wy (z)v 1 — 22 = 2izv(z) é satisfeita, entao, param = 1,2,...,n,

W,Slr)n = /\51127I e z(H) = 608(95117271/2), com z() = il (4.1.51)

Como exemplo, vamos considerar

Entédo, do Exemplo [4.], sabemos que

il =cos (U)o W =T me12in

Logo, de ([AI43),

e, de @I3SD),
1 T 1 -
/\51,27125 e 1) = - m=1,2,...,n.
Assim, obtemos a conhecida férmula de quadratura no circulo unitario

n

ol 1 T
/0 gle 0)§d9 = /Cg(z)—dz = Z —g(zr(:m), (4.1.52)

21z

- 2m — 1
com z,(f?n — ¢ ¢ 95112,1 = M, que é exata para g € A_(,_1) n—1-
; n ,
Nas Tabelas (£4) e (£3) apresentamos, respectivamente, os resultados da aplicagao
dessa férmula de quadratura quando g(z) = e* e g(z) = z'/2, definidas para z = %
e 6 € (0,2m).
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4.2 Problema de analise de frequéncia

Uma aplicagao bastante interessante dos polindmios de Szeg6 estéd relacionada ao
problema de analise de frequéncia.
Consideremos x(m) uma func¢ao dada por

I
(m) = Y0e™™ + (1€ + g1 e 010, (4.2.53)
j=1

com/l eN,ng=2I+1sev >0,n9=2[sey =0,ev; € Cparaj=1,2,...,ng.
Vamos supor que

O0<w <wy <+ <Wpp—1 < Wp, <21,

Ynot1—; =% 70 e 2T —wpop1-j =w; #0,

para j = 1,2,...,1. A funcao x(m) é chamada de sinal trigonométrico (ou sinal
discreto).

Aqui, m representa o tempo discreto, as constantes 7; sdo as amplitudes, as
constantes w; sao as frequéncias do sinal z(m) e ™7 sdo os de pontos de frequéncia.
Quando necessario, utilizaremos a notagao

é—] — eiwj

para os pontos de frequéncia.

O problema de andlise de frequéncia consiste em determinar o nimero ng de
pontos de frequéncia e os valores v, e w; (ou €“), para j =0,1,...,I, a partir de
N valores conhecidos de z(m), m =0,1,2,..., N — 1, para N > 0 (veja [34] e [50]).

4.2.1 Polindmios de Szeg6 e analise de frequéncia

Uma maneira de determinar as frequéncias em [@.2.53]) é utilizar os polindémios de
Szegd. Este método tem origem nos trabalhos de Wiener [50] e Levinson [34] e foi
desenvolvido por Jones e outros em [25 [31] e Pan e Saff em [36]. O método é baseado
no comportamento dos zeros dos polindomios de Szeg6 {SZ’N 1l,, ortogonais com
relacdo & medida positiva ¢ dada, a partir de (E2.53)), por

2

dyn(e?) 1 |RA it
= v <60 <2r. 4.2.54
p7] Y mgzox(m)e , 0<0<2n (4.2.54)

Utilizando um sinal trigonométrico conhecido [@2353)), considera-se também a
medida discreta ¢ definida por

0, 0 < wi,

S
Z/\Z’, w1 <O <wg, s=2,3,....,n9—1,
kf

l/f(ew) = =1
no
SN <6,
k=1

(4.2.55)

onde /\Z =|w|% k=1,2,...,n0, Wk, Tk € no sdo dados em ([T253).
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Os momentos ;¥ com respeito a v sao dados por
R 9) v
P —zn 7 —znwk
we = / di(e ALe n € Z.
= Z

. Yino 4 F— o

A medida v tem ng pontos de aumento e {S;'}}%, é a sequéncia de polinomios
monicos de Szegd reais associados a ¥. Observe que, neste caso, o coeficiente de
reflexdo satisfaz |SY% (0)| = |an,| = 1 e o polinémio de Szegé de grau ng associados
a 1 é dado por

Sp(z) = T[ (z=e™m) = T (= = &m)-

Para mais detalhes, veja, por exemplo, Jones e outros [31].

Dados os valores de x(m) para m = 1,2,...,N — 1, com N € N, tomamos
x2(m) = 0 para m < 0 e para m > N. Neste caso, o sinal trigonométrico pode ser
chamado de N-truncado.

Para a medida ¢y dada por (£2Z54), vamos adotar a notacao

a0y = =81 (0),

n—

para os coeficientes de Verblunsky dos polinémios de Szegd, S¥~, com relacio &
medida .
Observe que os momentos M%N), n € Z, com respeito a ¥y, sao dados por

21
ﬂ(—N) / emedwN (610).
0

Substituindo din () por sua expressido dada em ([@Z54), obtemos

2

1 2m - ]
N(_N) _ mA ezne x(m)efzme do

1 21 N—-1N-1

_ ] —sz 1]0 do

27N / z(m
m=0 j=0

1 N-1N-1 o ‘

= 2(m)a () / )
TN — 0

m=0 j=0
ou seja,
1 N—-1
= m:nx —n), n=0,1,2,.... (4.2.56)
(N (N)

Observe que p' Neste caso, os polinémios SY~ sio reais e os os coefici-

) = [
entes de Verblunsky a( )1 também sao reais.

Utilizando os momentos M% ea relagdo de recorréncia (CA52]), podemos obter

(N)

n—1

(V) <ZS:/:51(Z)’ 1>
ERCERC

os coeficientes de Verblunsky « pois
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n
Denotando S¥ (2 anjz com b, ; € R, obtemos SYN*(z) = an)jznfj.
7=0 .
Utilizando essas expressoes, obtemos

27
<zs;/;51(z),1> - / 2SUN (2)diy (e an . / Ty (e®)
0
n—1 ( )
N
Z br—1,j1Z(j41)
=0

e, ainda,

2m 2m
(sren1) = [ sy e an [ (e
0
n—1
N
= X b
=0

Portanto, os coeficientes de reflexao sao dados por

n—1
()
Z bn—131 ()

Zb" 1,3# (n—j—1)

com u(_]\;) dado por ([E2.50). Este método de se obter os coeficientes de Verblunsky,
juntamente com as relagoes de recorréncia ([5.44) e (LE43), é conhecido como
algoritmo de Levinson (ver Jones e outros [25] [31]).

Muitos resultados sobre a aplicacao dos polinémios de Szegd ao problema de
andlise de frequéncia podem ser encontrados em Jones e outros [25] 311 28] [36].
Citaremos alguns.

Teorema 4.8. (Ver [25]) A medida N, definida por (L254), converge “fraca-
mente” para a medida discreta v definida por (A2ZI5H). Isto significa que

27

27
lim FE)dpn () = | fle®)dy(e?),

N—oo [ 0
para toda f continua no circulo unitdrio.

Teorema 4.9. (Ver [31] e [36]) (i) Para cada n fizo, 1 <n < nyg,

lim SY¥(z) = S¥(z), z€C,

N —oc0

onde S¥(z) € o polinémio monico de Szegé de grau n associado a medida discreta
. Em particular,

no

A}gnooswzv() S’:fo(z)zl_zll(z—ﬁm), zeC,
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onde &, = €™ sdo os pontos de frequéncia.
(i) Para cada n < ng, existe L, € (0,1), dependendo somente de n, tal que

1995 (0)] = [@!M | < L, <1, N=1,2,...

(i4i) Para cada n > ng, os zeros de SY~ de maior médulo tendem aos pontos &,
m=1,2,...,n9. Além disso, existe um numero K,, < 1, dependendo somente de n,
tal que 0s n — ng zeros restantes de SYN pertencem ao disco |z| < K,,.

Assim, como a medida 1y converge para 1, entdo os polinémios de Szegd
S¥N(z), n > 0, associados & medida v, convergem para os polindémios de Szegd
S¥(z). Além disso, os zeros do polinémio S¥ (z) sdo os pontos de frequéncia
&, j =1,2,...,n9. Se n > ng, entdo ng zeros de SY¥(z) tendem para &; e as
restantes n — ng zeros satisfazem |z| < K, < 1. Este é um resultado impor-
tante na utilizagao dos polindomios de Szeg6 para solugao do problema de anélise de
frequéncia. A maior dificuldade é determinar o valor de ng e calcular os zeros dos
polinémios de Szegd S¥~ (z).

Uma vez determinadas as frequéncias w;, j = 1,2,...,np, pode-se calcular as
amplitudes 7, resolvendo-se o sistema de equagoes lineares ([2Z53)) para I + 1 va-
lores de z(m).

Exemplo 4.5. Considere o sinal

3

o) = 356 g g ),
Jj=1

comng==~6e

w1:27r—w6:§, 71 = ve = 10,
e

(UQ:27T—W5:§, Y2 =5 = 4,
41

W3:27T—W4:?, Y3 = Y4 =

Os zeros de SY¥(z), paran = 10 e N = 50,100, 150, sdo apresentados na Fig.
41l onde podemos notar a convergéncia de seis zeros para os pontos de frequéncia
e's, et e ei%, e seus simétricos, '3, e7'2 e e~*% Os outros quatro zeros res-
tantes, como previsto pelo Teorema [£.9] convergem para pontos pertencem a um
disco de raio K, com K, < 1.

4.2.2 Polinémios para-ortogonais e analise de frequéncia

Em [I6], Daruis e outros utilizaram os polinémios para-ortogonais, definidos em
([CEE0), associados & medida ¥y, ou seja,

S;/sz (wvz) = S:fN(Z) + wS:fN)*(Z)v

para resolver o problema de andlise de frequéncia. Vejamos os principais resultados
desse trabalho.
Consideremos a férmula de quadratura no circulo unitério (ver Se¢ao LT3)

f( DY ( ZA (205 (w)),

)
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*  pontos de frequéncia =  zeros com N=50
*  zeros com N=150 *  zeros com N=100)|

Figura 4.1: Zeros de Sy (z) paran =10 e N = 50,100, 150.

vélida para f € A_(,_1)n—1. Os valores )\i% (w) sdo os pesos da férmula de qua-

{0

dratura e os nés z, (w) sao os zeros do polindmio para-ortogonal SY~ (w, z).

Teorema 4.10. (i) Paran > 1 fizo, temos

n

)
Jim DA (w) =AY
k=1 k=1

onde )\}f = |v&|?, como em [@EZEBL), e vk e no sio dados em [EZDH3).
(i) Sejam n > ng fizo, M uma sequéncia arbitrdria de nimeros naturais e w um

valor arbitrdrio tal que |w| = 1. Entao, existem uma subsequéncia My de M e um
polindémio W:f_no (w, z) de grau n —ng tais que

: — WY
lim. SEN (w, 2) = Wi, (w,2)S% (). (4.2.57)
NeM;
Denotemos por &1, &2, . . ., &n, 08 zeros de Sy, (1, 2) € por &nyr1(w), Eng+2(w), . . .,
&n(w) os de W:ﬁno (w, 2). Por (@257, podemos supor que
lim z;ff,vn(w) =&, m=1,2,...,ng,

N—o00

Iélgéozr?,yn(w):é.M(w)a m:n0+1an0+2a"'an7
onde qualquer um dos zeros de W:f_no (w, z) pode ou nao coincidir com os pontos
de frequéncia, ou seja, com os zeros de S¥ (z).

Esses resultados garantem que ng zeros do polinémio para-ortogonal SY~ (w, z)
convergem para os ng pontos de frequéncia quando aumenta-se os N valores conhe-
cidos de z(m). Ainda é necessério descobrir quais sdo os zeros de S¥~ (w, z) que
convergem para os pontos de frequéncia &,,. Os préximos resultados, encontrados
em [16], apresentam o comportamento dos A¥Y (w) que solucionam esse problema.
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Teorema 4.11. (Ver [I6]) Consideremos as mesmas notagoes dadas anteriormente.
(i) Sen > ng e a subsequéncia {z4%,(w) : N € M} converge para um ponto
diferente de um ponto de frequéncia, entao

Tim APy, (w) = 0.

NeM;

(i) Suponhamos que Engim(w) = &nm para m = 1,2,....p e que &1,...,&n,,

Eno+p+1(W), ..., En(w) sao pontos distintos. Entao,
lim. (ALY (w) + )\g%ﬁm(w)) = A, para m=1,2,....p,
NeM;
lim AN (w) = M para m=p+1,...,n0,
Nen
Nlim )\ﬁf}’n(,w) = 0, para m=nog+p+1,...,n.
Nenty

(iii) Em particular, se os zeros de W', (w, 2)SY (z) sao simples, entdo

n—no
J%Ax%(w) = A\, para m=1,...,n0,
NeM;
J%Ax%(w) = 0, para m=mng+1,...,n.
NeM;

Portanto, uma maneira de determinar se um zero z¥% (w) de S¥~(w, z) esta

7

convergindo para um ponto de frequéncia &,, (zero “interessante”) é observar o
comportamento do peso A¥Y (w) correspondente quando N — co. Assim, quando

i N _
A}gréo AN, (w) = 0, o zero correspondente z2% (w) converge para o ponto de fre-
quéncia &, = e™m.

Os préximos resultados garantem que € possivel determinar arcos no circulo
unitério que contém pelo menos um zero de SY¥ (w, z).

Teorema 4.12. Seja n > ng fizo. Entao, para qualquer € > 0, existe um N ()
tal que, para todo N > N(e), cada um dos arcos {z : |z| = 1 e|z —&n| < €},
m=1,2,...,n9, contém pelo menos um zero de SY~ (w, z).

Teorema 4.13. Seja ¢ > 0 tal que os intervalos Yj(e) = (wj —e,w; +¢€), j =
1,2,...,ng, satisfazem

Vi(e) C (0.27) ¢ wi g Y(e), sek ).
Consideremos Y (¢) = [0, 27\ U2, Yj(e). Entdo,

mo ST A (w) = AL =120,
On 1 (YN, w)EY ()

; N
I&E)noo Z X )\n,k(w)
gnk(wN 711))6)/]‘

I
o

Uma das restrigoes para se utilizar polinomios para-ortogonais em analise de
frequéncia é a dificuldade em se distinguir os zeros “interessantes” (zeros que con-
vergem para pontos de frequéncia) daqueles “desinteressantes” (que nao convergem
para pontos de frequéncia). As informagoes sobre o comportamento de )\i%(w)
auxiliam neste problema. Ainda assim, hé dificuldades numéricas para se calcular
os zeros dos polinomios SY~ (w, z), pois sdo zeros complexos, e para se determinar
o numero de frequéncias ng.
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4.2.3 Polindmios ortogonais e analise de frequéncia

Em [9], o estudo do problema de andlise de frequéncia foi estendido para os po-
lindmios ortogonais no intervalo [—1,1], Pt e P?2 (veja B124), apresentados na
Secao Bl

Manteremos, aqui, todas as notacoes e resultados apresentados nas Secoes [£.2.1]
e

O préximo resultado apresenta informacoes sobre duas sequéncias distintas de
polindmios para-ortogonais associados aos polinomios de Szegd S¥~, denotados por
WYN (wy,2) e WYY (ws, 2).

n—no n—no

Teorema 4.14. Sejam n > ngy fito e M uma sequéncia arbitrdria de niumeros

naturais. Consideremos Wfflno (w,z) como no TeoremaEEI0. Entdio,

(i) existe uma subsequéncia My de M tal que, para N € M,

]%grio W;Lbivno (’LU1, Z) = W;Lp*no (’LU1, Z) )
NeEM;

(ii) se wy # we, existe uma subsequéncia Ms de My tal que, para N € Ma,

1\11520 W:lbivno (wla Z) = W:lb*no (wl’ Z)’
NEM,

lim WY (ws,2) = WY, (ws,2).

N— oo n—nmo n—no
NeMy

L ¥ " R,
Além disso, W, (w1,2) e W, (w2, 2) ndo tém zeros comuns.

Esse resultado pode ser usado para encontrar os zeros “interessantes” observando-
se o comportamento assintético de duas sequéncias distintas de polinémios para-
ortogonais.

Vamos utilizar polindmios para-ortogonais com w; = 1 e wo = —1, ou seja,
SYN(1,2) e SYN(—1,z), para aplicar os resultados descritos na Segao B.11

Por ([LZ5T), vemos, por exemplo, que S¥ (z) é o tnico fator comum entre os
limites das subsequéncias convergentes de

(S (1,2}, e {Sn™ (~1,2)}72.

Agora, novamente utilizaremos a transformacdo x(z), com |z| =1 e z € [-1,1],

definida em BII3) por

1
2(2) = (12271,

para relacionar os polinémios para-ortogonais aos ortogonais no intervalo (—1,1).

Note que podemos escrever x(f) = cos(6/2), para 0 < 6 < 7.

Das relagoes entre os polinomios Pnl) e R,(f), 1 = 1,2, dadas no Teorema [3.4]

tomamos
SN (1,2)

PO(N, z(2)) = (42)""?RU(N, 2) = (42) W2 2227
n (N, 2(2)) = (42) n (N, z) = (42) TSP (L)

S;fjrvl(_la Z)
(z = 1)(1+ 8573, (~1,0))

PP(N,2(2)) = (42) "?RP (N, z) = (42) "/
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Pelo Teorema 34l as sequéncias de polindmios monicos pY (N,z) e P (N, z),
n=0,1,2,..., satisfazem

P (N,z) = aPO(N,z) — ) ((NMPY (N,2), n>1,i=1,2,  (4.2.58)
onde Péi) (N,z) =1, Pl(i)(N7 x) =,

1 1 N N 2 1 N
anli (V) = 7= a1+ ) e 0 i(N) = 71+ ) - o),

n+1 n— n— n—1

com a'M = —8YN(0) e 1y (ei?) definida em [@Z5A).
Além disso, os polinomios P,gl)(N ,T) e P7(12)(N ,x) sdo ortogonais monicos asso-
ciados as medidas positivas ¢1 (N, z) e ¢p2(N,x) em (—1,1), respectivamente, onde

1

dpr(N, z(2)) = 1—a2(2)

d2(N,x(2)) = —dipn(2).

Como, para z = '/ temos = = cos(#/2), entdo podemos escrever

1

Ao (N, cos(0/2)) = o573y

dgo(N,cos(0/2)) = —dipn (). (4.2.59)

Como as medidas ¢1(N,z) e ¢2(N,z) estao relacionadas, vamos utilizar aqui
apenas as informagoes que envolvem a medida ¢ (N, x).
Analogamente & medida ¢; (N, x) consideremos, entéo, a medida ¢, definida por

do1(cos(6/2)) = —dy(e?), (4.2.60)
onde ¢ é dada pela equagao (LZHA). Das expressoes (L260) e ([IZHH), podemos

escrever
07 T < g’n«ov
no
ZAZJ, 5k§$<§k71, S:no,no—l,...,2,
k=s
no
SN G <a,
k=1
onde A = |y;|?, como em [@ZFH), v e no sdo dados em EZEI) e &, = cos(wk/2)
sao ordenados da seguinte forma:
—1<§n0 << &y <6<
pois

0<w <wg <+ <wp, <27

Teorema 4.15. (i) ParaVge C(-1,1),
1 1

lim g(:t)d¢1(N,:v)=/ g(x)doy(x). (4.2.61)

N—oo 1 _1
(i) Para cada n fivo, 1 < n < ng,

lim PV(N,z) = P (z), ze (-1,1),

N —oc0
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onde P?' sdo os polinémios ortogonais com relagcdo a medida ¢,. Em particular,
temos

no
]\}Lrnoopv(zi)(vi):Pfol(x): H($_§m), z€ (—1,1),
m=1

onde &y = cos(wm /2).

Assim, podemos obter aproximagoes para &,,, m = 1,2,...nq, através dos zeros
do polinémio P,%)(N ,x) quando N — 00, 0 que é uma grande vantagem, pois os
zeros de P,%)(N, x) sado simples e pertencem ao intervalo (—1,1).

Para se obter informacoes sobre )\}f = |y&|?, consideremos as férmulas de qua-

dratura gaussianas relacionadas com P,(Il)(N , ),

1 n
f@)dgr (N, @) = > W (N)f(l),(N), [ ePay 1, (4.2.62)

onde x%lzn(]\] ) s@o os zeros de P,gl)(N ,x), ordenados da seguinte maneira:

“1<a V) <l () < o<al ) <) < 1.

n, n,1l

Das relagoes [II1.47) entre pesos e nds de férmulas de quadratura gaussianas e
férmulas de quadratura no circulo unitério, temos

W) = eos@lhion)?)
m=12,....n. (4.2.63)

Utilizando as rela¢oes [E2.63)) e &,,, = cos(wy,/2), m = 1,2,...,n, nos Teoremas
e 13l obtemos o seguinte resultado que pode ser utilizado para determinar
os pontos de frequéncia e os médulos das amplitudes de um dado sinal através dos
nés e dos pesos da férmula de quadratura (L262).

Teorema 4.16. Seja n > ng fizo.

(i) Para qualquer € > 0 existe N () tal que, para todo N > N(g), cada intervalo
da forma (&, —e,&m + ), m = 1,2,...,ng, contém pelo menos um zero de

PV(N, z).

(i1) Seja € > 0 tal que os intervalos Aj(e) = (& —e,& +¢€), j = 1,2,...,ng,
satisfazem

MO CLY) e &EA) se kA,
Se A(e) = [0, 27]\ Ui, Aj(e), entao

: WAy =\ s
Jim_ SO WAN) =AY, j=1.2,...,n0,
@€ (e)

com )\g’ = |y|?, e
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N 1000 10000 100000 1000000
20 (N) | 9594011810 | 9594358752 | 9600074510 | 9638104402
25 (N) | 6240716070 | 6239469630 | .6262791465 | 6463467115
2{)(N) | 4993490519 | 4999350137 | 4999935864 | 4999994190
2{)(N) | .0000000000 | 0000000000 | .0000000000 | 0000000000
W{(N) | 238558602 | .2398284c—3 | .2510096e—4 | .3672402¢—5
Wi (N) | .3019255¢—1 | .3038765¢—2 | .2068618e—3 | .2512087c—4
Wi (N) | 4960261c+1 | 4995888¢+1 | .4999684c+1 | .4999974e+1
W (N | 3980690e+1 | .3998053e+1 | .3999756e+1 | .3999974e+1

Tabela 4.6: Zeros ndo negativos de Pﬁl)(N, x), para n = 7, e os pesos da férmula
de quadratura correspondentes, para um sinal dado por ([Z2.64).

Esse resultado indica que, para N — oo, podemos identificar os zeros xﬁ}in(N )
de PV (N, x) tais que a sequéncia {xsllzn(N)}E’Vozl tem como limite &,, = cos(wm/2),
observando se lim W,%(N ) # 0.

O préximo resultado estabelece o comportamento de sequéncias de zeros de
P,(Ll)(N ,x) com convergéncias distintas.

Teorema 4.17. Seja n > ngy fixo. Consideremos M uma sequéncia de nimeros
naturais e, para cada N € M, sejam y(1,n) > y(2,n) > y(3,n) trés zeros distintos

de P,gl)(N, x) tais que os limites

lim y(j,N) =y(j), j=12,3,

NeM

existem. Entdo,
(i) se duas sequéncias de zeros tém um limite comum, esse limite deve ser igual a
um ponto de frequéncia, isto €,

lim y(1,N)= lim y(2,N)=¢&,, para algumm=1,2,...,ng;
New Newr

(79) as trés sequéncias nao podem ter o mesmo limite.

Dessa forma, podemos aproximar a solu¢ao do problema de analise de frequéncia.
Conhecidos N valores do sinal trigonométrico xz(m), m = 0,1,2,..., N — 1, cons-
truimos a medida 1)y como em ([@.2.54)), os momentos como em ([L2.50) e calculamos
os coeficientes da relacao de recorréncia dos polindmios ortogonais, por exemplo,
Pr(ll)(N ,x). Desses coeficientes, utilizando a matriz de Jacobi (LZ20), calculamos
0S Z€ros a:SZn(N) de Pr(ll)(N, x) e, de (II0), obtemos os pesos W,(ngn(N) da férmula
de quadratura associada. Finalmente, observando o comportamento dos pesos e nés
da quadratura e utilizando o Teorema [£.16] podemos estimar o valor dos pontos de
frequéncias e suas respectivas amplitudes.

Apresentamos, agora, alguns exemplos de como podemos determinar as frequén-
cias e amplitudes utilizando-se os zeros de polindémios ortogonais no intervalo (—1, 1)
e os pesos das respectivas formulas de quadratura.
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N 1000 10000 100000 1000000
20 (N) | 9940844167 | 9940870898 | 9941331278 | .9943640409
25 (N) | 9472732272 | 9473005082 | 9475947640 | 9495377568
2§ (N) | 8548244375 | 8548003013 | .8555067037 | .8603075329
2{)(N) | 7189582097 | .7189420077 | 7197975661 | .7268018340
2l (N) | 5385688762 | 5380815523 | .5386536378 | .5438509641
280 (N) | 4993173295 | .4999312006 | .4999932243 | .4999994002
2D (N) | 2904740721 | 2004681641 | 2006274219 | .2920830261
2{)(N) | .6701693c—2 | 21132082 | .6692490c—3 | .21564450—3
W) (N) | .7977139e—3 | .80186500—4 | .8492834e—5 | .1341455¢—5
Wi (N) | .9460595¢—3 | .9528461e—4 | .9991095e—5 | .1489447c—5
WD (N) | .1415432e—2 | .1419179¢—3 | .1466860c—4 | .1942683¢—5
W(N) | 339257602 | .3401662e—3 | .3437371c—4 | .3808523¢—5
Wil (N) | .9917225¢—1 | .1030305¢—1 | .1005570¢—2 | .8145786e—4
Wl (N) | 4881227e+1 | 4987618e+1 | .4998873c+1 | .4999906¢+1
Wi(N) | .6356956e—2 | .6361711e—3 | .6434639e—4 | .7037543¢—5
Wil (N) | 1989875¢+1 | .1998979¢+1 | .1999873e+1 | .1999986¢+1

Tabela 4.7: Zeros positivos de P,(Il)(N, x), para n = 16, e os correspondentes pesos
da férmula de quadratura para um sinal dado por ([L2.64]).

Exemplo 4.6. Consideremos um sinal dado por
z(m) = 2™ 4 (1 4 20)e2™™/3 1 (1 = 20)e™™™/3 4 7., (4.2.64)

onde adicionamos uma perturbacao Z,, a cada tempo discreto m = 0,1,.... A
pertubagao Z,,, é um nimero real aleatdrio no intervalo [—0.005, 0.005].

. 1
Espera-se que os zeros “interessantes” de P! )(N ,x), quando N — oo, tendam
para o valores

& = cos(2m/6) = 0.5, & =cos(m/2) =0 e & =cos(4r/6) =—0.5.
Os correspondentes pesos da férmula de quadratura devem convergir para os limites
A=5 AN =4 e AN =5.

Para analisar a convergéencia, calculamos os zeros de P7(1)(N ,x) e Pl(é)(N ,x). Por

. . 1 ~ .
causa da simetria dos zeros de P,g )(N ,x), fornecemos apenas os zeros nao negativos

de P7(1) (N,z)ede Pl(é) (N, z), e os correspondentes pesos das férmulas de quadratura
(Tabelas e [T respectivamente).

Podemos ver na Tabela que, quando N torna-se muito grande, W1(17) (N) e
W2(17) (N) tendem para o limite 0 e, portanto, xilg(N) e xélg(N) representam zeros
“desinteressantes”. Os outros zeros, que sao zeros “interessantes”, permitem que
recuperemos os limites & = 0.5 e &, = 0. Os correspondentes pesos da féormula de
quadratura, por sua vez, tendem para os limites )\11/’ =be /\g’ =4.
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N 4096 16334 65536 262144 1048576
20 (N) | 1989212594 | 989299970 | 989210625 | 989209581 | 989210502
25 (N) | 1906162462 | 906761986 | 906133429 | 906755808 | 906131609
2§ (N) | 865979840 | 866014421 | 866022554 | .866024717 | 866025225
2{)(N) | 707215505 | 707135396 | 707113588 | .707108570 | .707107206
2l (N) | 607312636 | 611280737 | 607296488 | .611205467 | 607295454
280 (N) | 2309555993 | 309108278 | 309050983 | .309022710 | .309019119
2 (N) | 150003490 | 142155835 | 150181242 | .142175633 | 150192479
WD (N) | .112888e—1 | .287092¢—2 | .705654e—3 | .179437e—3 | .441037c—4
Wi (N) | 153277e40 | .373171e—1 | .9600460—2 | .233339c—2 | .600109¢—3
WD (N) | .998523¢+2 | .999642¢+2 | .999907e+2 | .999977e+2 | .999994e+2
WiV (N) | .160273e+2 | .160061e+2 | .160017e+2 | .160003¢+2 | .160001e+2
WiD(N) | .301059e—1 | .774932¢—2 | .188245¢—2 | .484465¢—3 | 11765603
Wl (N) | .100595e+1 | .100141e+1 | .100037e+1 | .100008e+1 | .100002e+1
Wi (N) | 7309472 | .198729e—2 | .458248¢—3 | .124244e—3 | .286460c—4

Tabela 4.8: Zeros positivos de P,(Il)(N7 x), para n = 14, e os correspondentes pesos
da férmula de quadratura para um sinal dado por ([L2.GH]).

Na Tabela [£7 o grau do polinémio é par. Como pode-se ver, isto forca o zero
xégeﬂ (N) (e também o zero xggeﬂ (N)) para o limite £ = 0. De acordo com o Teorema
416 a convergéncia desses dois zeros para & significa que nenhum outro zero pode
convergir para o mesmo limite. Observe que, como indicado no Teorema [£.17] a
soma W8(711)6(N )+ Wg()ll)6 (N) converge para o limite A} = 4.

Observando os pesos da féormula de quadratura associada, vemos que existe
apenas um outro zero “interessante” de Pl(é)(N, x) na Tabela 7] o zero xé%iG(N),

que converge para 1 = 0.5 e o correspondente peso converge para )\11/’ = 5.

Exemplo 4.7. Considere o sinal

3
x(m) = Z(”yjeim“’f + ”Yng+1—j€imwn0+17j), (4.2.65)
j=1

com ng = 6, wy = 27 —wg = /3, we = 27 — w5 = 7/2, wy = 27 — wy = 47/5,
Nn=7%=10,2=rs=4ep3=7=1

Esperamos que os zeros positivos “interessantes” de P,gl)(N ,X) € 08 Correspon-
dentes pesos da féormula de quadratura, quando N — oo, convirjam para os valores

& = cos(m/6) = 0.86602540 - - - , AV = 100,
& = cos(m/4) = 0.70710678 - - - , AV = 16,
€3 = cos(27/5) = 0.30901699---,  AY =1.

Na Tabela [L.8 apresentamos os zeros positivos de Pl(i)(N , ) € 0S COorrespon-

dentes pesos da férmula de quadratura. Observando os pesos que se aproximam

de 0, facilmente podemos eliminar os zeros “desinteressantes” argli 4(V), :céli A(N),
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N 65536 131072 262144 524288 1048576
210 (N) | 1990694550 | 991069694 | 990707384 | 991109746 | 990694385
25 (N) | 918162836 | 920315195 | 918158191 | .920506677 | 918161176
2§ (N) | 866024393 | 866025016 | 866025149 | .866025308 | 866025340
2{)(N) | 707388335 | 710944712 | 707148927 | .708477691 | 707125604
2l (N) | .703238297 | 706967424 | 700700794 | .707010273 | .703489755
280 (N) | 405875346 | 407626485 | 386511972 | .385318866 | .405820382
2 (N) | 1308955310 | 308988523 | 308993668 | .309005739 | .309013135
2§ (N) | .000000000 | 000000000 | 000000000 | 000000000 | 000000000
WD (N) | .635379¢—3 | .356439¢—3 | .162438¢—3 | .92305le—4 | .397117e—4
Wi (N) | .510492e—2 | .243761e—2 | .128986c—2 | .614839¢—3 | .319084c—3
WD (N) | .999944e+2 | .999961e+2 | .999986¢+2 | .999990e+2 | .999996¢+2
WiV (N) | .149311e42 | .569533¢+0 | .158983¢+2 | .105795¢+1 | .159183¢+2
Wi(N) | 107307e+1 | .154316e+2 | .102705e+0 | .149423e+2 | .819297e—1
Wl (N) | 1073992 | .481206e—3 | .371597e—3 | .173370e—3 | .671996e—4
Wi (N) | .999815e+0 | .999950e+0 | .999839e+0 | .999932e+0 | .999988¢+0
Wi (N) | .320445¢—3 | .146707e—3 | .964100e—4 | .450728e—4 | .2002860—4

160042¢+2 | .160011e+2 | .160010e+2 | .160002e+2 | .160002¢+2

Tabela 4.9: Zeros nao-negativos de P,gl)(N, x), para n = 15, e os correspondentes
pesos da férmula de quadratura para um sinal dado por (ZZG3).

:CSL(N) e x(724(N). Os zeros restantes, :zrgh(N), 50534(]\]) e :zrgh(N), convergem
para os limites esperados &1, & e &3, respectivamente. Dos limites dos correspon-
dentes pesos da féormula de quadratura, podemos recuperar os valores de /\11”, )\12/’ e
¥
As -
Na Tabela [L9] apresentamos os zeros nao-negativos de Pl(;)(N ,x). Novamente
é facil eliminar os zeros “desinteressantes” xﬁ5 (N), :1:§35(N), a:é%ﬁ(N) e xgg(N),
observando o comportamento dos pesos. Além disso, o comportamento de Wg()ll)5 (N)
e VV7(711)5 (N) também indica que :Cglif)(N) converge para &; e :Cglif)(N) converge para
o limite &3.
Como esperado pelos Teoremas [4.17 ¢ .16, a soma W(711)5 (N)+ Wé}1)5 (N) tende
para o limite /\g’. Os nimeros da tltima linha da Tabela .9 representam as somas

Wi (N) + Wi (V).

4.3 Exercicios

Exercicio 4.1. Demonstre os Teoremas 1] e

Exercicio 4.2. Mostre que os pesos Wy, ., k =1,...,n, das férmulas de quadratura
gaussianas sao positivos. Faga o mesmo para os pesos V,,, kK = 1,...,n, das
férmulas de quadratura L-gaussianas (L.1.10).

Exercicio 4.3. Demonstre as relagoes da equagao (L2T]).
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Exercicio 4.4. Consideremos os polinémios definidos por

Pu(Xo, M1s o Arim) = Y NPy (z), 0<r<n,
k=0

onde P? é o polinomio ortogonal de grau n com relagao a medida simétrica ¢ em
(=d,d), \r € R e \g # 0. Mostre que os polindémios P, satisfazem

d
/xspn(x)d(b(:zr):(), s=0,1,...,n—1—2r
—d

Exercicio 4.5. Mostre que um polinémio P, de grau n satisfaz P, (z) = (—1)"P,(—x)
se existe um unico conjunto de ntimeros reais Ao, ..., Az, tal que

P,(x) = ]5"(/\0,)\1, ce AR T).

Exercicio 4.6. Mostre que a férmula de quadratura [@LI28) é exata para po-
linémios de grau menor ou igual a 2n — 2r — 1.

Exercicio 4.7. Considere os polinomios P, e B,, e as relacoes entre eles.

e Use as relagoes (L1.20) e (AI129) para mostrar que
Bn(Xo, .- Anst) = Zj\ktk ((2\/5)"_%1311721@(113@)) :
k=0

e Use ([{I20]) e mostre que
Ba(Xos- . Arit) = (2vVat)" Pu(Xo, . . ., Aps (1))

se, e somente se, ~
)\k:(4a)k)\k, kZO,l,...,T.
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