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A Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional -
SBMAC publica, desde as primeiras edições do evento, monografias dos
cursos que são ministrados nos CNMAC.

Para a comemoração dos 25 anos da SBMAC, que ocorreu durante
o XXVI CNMAC em 2003, foi criada a série Notas em Matemática
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A partir de 2011, a série passa a publicar, também, livros nas áreas
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Prefácio

Os polinômios ortogonais têm vasta aplicação em todos os tipos de problemas da
Matemática Pura e Ciências Aplicadas e sempre despertaram o interesse de famo-
sos matemáticos dos últimos séculos. Esses polinômios são ferramentas essenciais
para a solução de vários problemas e vêm contribuindo nos estudos relacionados
a equações diferenciais, frações cont́ınuas, estabilidade numérica, teoria da apro-
ximação, processamento de sinais, etc. É muito bem conhecido que uma sequência
de polinômios ortogonais na reta real, denotada por {Pn}∞n=0, satisfaz a uma relação
de recorrência de três termos da forma

Pn+1(t) = (t− bn+1)Pn(t)− an+1 Pn−1(t), n ≥ 0,

com P−1(t) = 0 e P0(t) = 1, onde bn, an ∈ R, para n ≥ 1.

Esses polinômios possuem inúmeras propriedades interessantes que fazem com
que sejam aplicados em diversas áreas do conhecimento. Por exemplo, seus zeros
são reais, simples e pertencem ao intervalo de ortogonalidade. Em particular, seus
zeros são os nós das famosas Regras de Quadratura Gaussianas, que têm máximo
grau de precisão algébrico.

No presente texto, nosso objetivo é apresentar propriedades e aplicações de
sequências de polinômios que satisfazem a uma relação de recorrência de três termos
da forma

Rn+1(z) = (z − βn+1)Rn(z)− αn+1 z Rn−1(z), n ≥ 0, (1)

com R−1(z) = 0 e R0(z) = 1, onde βn, αn+1 ∈ C, para n ≥ 1.

Observe que a relação de recorrência (1) difere da dos polinômios ortogonais na
reta real pela variável z que multiplica o último termo.

Entre as sequências de polinômios geradas pela relação de recorrência (1), des-
tacam-se os polinômios que satisfazem certos tipos de ortogonalidade, tanto na reta
real como no ćırculo unitário como, por exemplo, os polinômios L-ortogonais e os
polinômios para-ortogonais.

Quando os coeficientes βn e αn+1, n ≥ 1, satisfazem certas condições, pode-se
garantir que os polinômios Rn, dados por (1), têm todos os zeros reais e simples ou
todos os zeros complexos pertencentes ao ćırculo unitário ou, ainda, pertencentes a
um ćırculo de raio β > 0.

Se tomarmos βn > 0 e αn+1 > 0, n ≥ 1, os polinômios Rn são reais e seus zeros
são reais e simples. Este caso será tratado no Caṕıtulo 2.

Para βn 6= 0 e αn+1 6= 0, n ≥ 1, várias propriedades interessantes dos polinômios,
definidos por (1) serão mostradas neste texto como, por exemplo, a de que dois
polinômios consecutivos, Rn e Rn+1, não possuem zeros em comum. Além disso,
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os zeros de Rn são os autovalores da matriz de Hessenberg inferior, dada por




η1 α2 0 · · · 0 0
η1 η2 α3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

η1 η2 η3 · · · αn−1 0
η1 η2 η3 · · · ηn−1 αn
η1 η2 η3 · · · ηn−1 ηn




,

onde ηm = αm + βm, m = 1, 2, . . . , n, com α1 = 0.
Para o caso complexo, é interessante utilizar sequências de polinômios {R̃n}∞n=0

que satisfazem à seguinte relação de recorrência de três termos

R̃n+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)] R̃n(z)− 4 dn+1 z R̃n−1(z), n ≥ 1, (2)

com R̃0(z) = 1 e R̃1(z) = (1+ic1)z+(1−ic1), onde cn ∈ R para n ≥ 1, e {dn+1}∞n=1

é uma sequência encadeada positiva. O valor 4 foi adicionado por conveniência ao
último termo da relação de recorrência acima.

As relações (1) e (2) são equivalentes, pois se tomarmos

Rn(z) =
R̃n(z)∏n

j=1(1 + icj)
,

então
Rn+1(z) = (z − βn+1)Rn(z)− αn+1 z Rn−1(z),

onde

βn = −1− icn
1 + icn

e αn+1 =
4dn+1

(1 + icn)(1 + icn+1)
.

Note que se cn = 0 para todo n, então (2) torna-se (1) com βn = −1, isto é,

R̃n+1(z) = (z + 1) R̃n(z)− 4 dn+1 z R̃n−1(z), n ≥ 0, (3)

Este caso será tratado no Caṕıtulo 3.

Como no caso dos polinômios ortogonais, uma das importantes aplicações dos
polinômios Rn(z) é a construção de fórmulas de quadraturas de máximo grau de pre-
cisão algébrico e esse tópico também será abordado no Caṕıtulo 4. Outra aplicação
a ser apresentada é o uso desses polinômios no problema de análise de frequência.

São José do Rio Preto, fevereiro de 2014.

A. Sri Ranga
Cleonice F. Bracciali

Eliana X.L. de Andrade



Caṕıtulo 1

Preliminares

Antes de iniciar os estudos das propriedades dos polinômios que satisfazem à relação
de recorrência de três termos (1), apresentaremos vários tópicos que serão ne-
cessários para o entendimento do texto, como, por exemplo, frações cont́ınuas,
sequências encadeadas positivas, polinômios ortogonais na reta real e polinômios
ortogonais no ćırculo unitário. Também acrescentamos várias propriedades e resul-
tados para tornar o texto mais completo para o leitor interessado em aprofundar
seus conhecimentos nesses assuntos, mas que não são necessários para a compre-
ensão dos caṕıtulos posteriores.

1.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Uma expressão da forma ∫ b

a

f(x)dψ(x)

é conhecida como integral de Stieltjes ou, mais especificamente, como a integral de
Stieltjes da função f sob a função ψ. A função ψ, que é real e não decrescente,
pode ser considerada como sendo definida na reta real. Porém, consideramos que
os pontos de aumento de ψ estão todos contidos no intervalo fechado [a, b].

Na linguagem da teoria da medida, a função ψ induz uma medida no intervalo
[a, b] e, assim, ψ também é chamada de medida ou medida positiva no intervalo
[a, b].

A seguir, faremos um breve relato dos conceitos necessários para a definição da
integral de Riemann-Stieltjes, que representa o limite de certas somas conhecidas por
somas de Riemann-Stieltjes. Para algumas referências a respeito, citamos [7, 23, 37].

Definição 1.1. Chamamos de ponto de aumento da medida ψ qualquer ponto ξ tal
que ψ(ξ + ǫ)− ψ(ξ − ǫ) > 0 para todo ǫ > 0. Em particular, o conjunto de pontos

S(ψ) = {ξ |ψ(ξ + ǫ)− ψ(ξ − ǫ) > 0, para todo ǫ > 0}

é chamado de suporte de ψ.

Como todos os pontos de aumento de ψ estão contidos dentro do intervalo [a, b],
o menor intervalo fechado [ã, b̃] que contém o suporte é tal que [ã, b̃] ⊆ [a, b].
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Definição 1.2. Dada o intervalo [a, b], uma partição de [a, b] é um conjunto de
pontos ∆ = {x0, x1, . . . , xn−1, xn}, tal que

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

Dada uma função real f definida e limitada em [a, b], sejam

Mj = sup
x∈[xj−1,xj]

f(x) e mj = inf
x∈[xj−1,xj ]

f(x), j = 1, 2, . . . , n.

A soma superior de Riemann-Stieltjes de f sob a medida ψ e com relação à partição
∆ é dada por

U(∆, f, ψ) =

n∑

j=1

(ψ(xj)− ψ(xj−1))Mj ,

e a soma inferior por

L(∆, f, ψ) =

n∑

j=1

(ψ(xj)− ψ(xj−1))mj .

É fácil verificar que

(ψ(b)− ψ(a))m ≤ L(∆, f, ψ) ≤ U(∆, f, ψ) ≤ (ψ(b)− ψ(a))M,

onde m = infx∈[a,b] f(x) e M = supx∈[a,b] f(x).

Uma partição ∆̃ é um refinamento da partição ∆ se ∆ ⊂ ∆̃. Podemos verificar
que se ∆̃ é um refinamento da ∆, então

L(∆, f, ψ) ≤ L(∆̃, f, ψ) ≤ U(∆̃, f, ψ) ≤ U(∆, f, ψ).

Denotando por D[a, b] o conjunto de todas as partições de [a, b], agora temos os
requisitos necessários para definir a integral de Riemann-Stieltjes da função f sob
a medida ψ.

Definição 1.3. Sejam f uma função real e limitada definida em [a, b] e D[a, b] o
conjunto de todas as partição de [a, b]. Se

sup
∆∈D[a,b]

L(∆, f, ψ) = I = inf
∆∈D[a,b]

U(∆, f, ψ),

dizemos que f é integrável em relação à medida ψ no sentido Riemann-Stieltjes e

o valor I da integral é denotado por
∫ b
a
f(x)dψ(x).

Se ψ1(x) = ψ(x) + C, para alguma constante C, então

∫ b

a

f(x)dψ(x) =

∫ b

a

f(x)dψ1(x)

e, portanto, dizemos que as medidas ψ e ψ1 são substancialmente iguais.

Dois casos particulares em que a integral de Riemann-Stieltjes existe são:

- A função f é cont́ınua em [a, b]. Neste caso, se f(x) ≥ 0 para x ∈ S(ψ), então∫ b
a
f(x)dψ(x) ≥ 0. A integral

∫ b
a
f(x)dψ(x) é estritamente positiva se f(x) > 0 pelo

menos em um ponto x no suporte S(ψ).

- A função f é monotônica em [a, b] e ψ é cont́ınua e estritamente crescente em [a, b].

A seguir, apresentamos alguns exemplos de integrais de Riemann-Stieltjes.
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Exemplo 1.1. Se ψ(x) = x ou, ainda, ψ(x) = x + κ, para alguma constante κ, a
integral de Riemann-Stieltjes é idêntica à integral de Riemann

∫ b

a

f(x)dψ(x) =

∫ b

a

f(x)dx.

Exemplo 1.2. Seja ψ cont́ınua e derivável em (a, b) e seja w(x) = ψ′(x). Então,
pelo Teorema do Valor Médio (veja, por exemplo, [7]),

ψ(xk)− ψ(xk−1) = w(x∗k)(xk − xk−1),

onde x∗k é um ponto em (xk−1, xk). A função w é chamada de função peso da
integral. Pela definição de integral de Riemann, temos

∫ b

a

f(x)dψ(x) =

∫ b

a

f(x)w(x)dx.

Exemplo 1.3. Seja ψ uma função escada com saltos nos pontos ξ1, ξ2, ...ξn dada
por

ψ(x) =





0, a ≤ x ≤ ξ1,
λ1, ξ1 < x ≤ ξ2,
λ1 + λ2, ξ2 < x ≤ ξ3,
...

...
λ1 + λ2 + · · ·+ λn, ξn < x ≤ b,

onde λ1, λ2, ...λn são números positivos arbitrários. Somente os intervalos [xk−1, xk)
que contém um ponto de salto podem contribuir para a soma S(∆, f, ψ). Para
||∆|| < min(ξk − ξk−1), a soma fica reduzida a

n∑

k=1

f(ξ∗k)λk,

onde |ξ∗k − ξk| ≤ ||∆||. Se f é cont́ınua, temos f(ξ∗k) → f(ξk) quando ||∆|| → 0 e,
assim, ∫ b

a

f(x)dψ(x) =

n∑

k=1

f(ξk)λk.

Observamos que, para intervalos infinitos, a definição da integral de Riemann-

Stieltjes como, por exemplo,

∫ ∞

a

f(x)dψ(x), depende da existência do limite

lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dψ(b;x),

onde ψ(b;x) = ψ(x) para 0 ≤ x ≤ b e ψ(b;x) = ψ(b) para x ≥ b.

Definição 1.4. Os valores

µk =

∫ b

a

xkdψ(x), para k = 0, 1, 2, ..., (1.1.1)

são chamados de momentos da medida ψ.
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Quando o intervalo [a, b] é limitado, os momentos definidos por (1.1.1) sempre
existem. Caso seja infinito, nem sempre existem.

Quando µ0 = 1, a medida é chamada de medida de probabilidade.

Definição 1.5. Se os momentos µk existem para k = 0,±1,±2, ..., então dizemos
que ψ é uma medida forte em (a, b).

Se ψ é uma medida positiva em um intervalo [−b, b], b > 0, tal que vale a
propriedade

dψ(x) = −dψ(−x), x ∈ [−b, b], (1.1.2)

então ψ é denominada medida simétrica.

Definição 1.6. Dada uma sequência de números reais {µn}∞n=0, definimos deter-
minante de Hankel de ordem n+ 1 por

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn
µ1 µ2 . . . µn+1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 0. (1.1.3)

Para uma sequência de números reais {µn}∞n=−∞, definimos determinante genera-
lizados de Hankel de ordem n+ 1 por

H(m)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µm µm+1 . . . µm+n

µm+1 µm+2 . . . µm+n+1

...
...

. . .
...

µm+n µm+n+1 . . . µm+2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, m, n ∈ Z, n ≥ 0. (1.1.4)

Observe que H
(0)
n = Hn.

1.2 Frações cont́ınuas

Apresentamos, aqui, apenas alguns conceitos básicos sobre frações cont́ınuas que
serão necessários posteriormente. Para estudos mais aprofundados sobre frações
cont́ınuas no sentido de teoria dos números e de teoria anaĺıtica, citamos os livros
[1, 13, 29, 35, 49] como referências.

Uma fração cont́ınua é uma expressão da forma

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + .. . +
an

bn + .. .

(1.2.5)

onde {an}∞n=1 e {bn}∞n=0 são sequências arbitrárias de números complexos (ou
funções complexas). Uma fração cont́ınua pode ser finita ou infinita.

Algumas notações simplificadas para (1.2.5) são encontradas na literatura, como,
por exemplo,

b0 +
a1
b1 +

a2
b2 + · · · +

an
bn + · · ·
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e

b0 +
a1
b1

+
a2
b2

+ · · ·+ an
bn

+ · · · .

Consideremos a sequência {Cn}∞n=0 constrúıda da seguinte maneira:

C0 = b0

C1 = b0 +
a1
b1

C2 = b0 +
a1
b1 +

a2
b2

...

Cn = b0 +
a1
b1 +

a2
b2 + · · · +

an
bn

(1.2.6)

...

Cn, que é uma fração cont́ınua finita, é chamado de n-ésimo convergente (ou apro-
ximante) da fração cont́ınua (1.2.5).

Por se tratar de frações, é posśıvel que certos convergentes sejam indefinidos.
Por exemplo, C2 não tem sentido se b1b2 = −a2. Contudo, se quisermos ainda
considerar a correspondente fração cont́ınua, fazemos uso da definição abaixo.

Definição 1.7. Dizemos que a fração cont́ınua (1.2.5) converge para o valor K
(finito) se no máximo um número finito de Cn é indefinido e

lim
n→∞

Cn = K.

Caso contrário, dizemos que a fração cont́ınua diverge.

Se a fração cont́ınua converge para K, escrevemos

b0 +
a1
b1 +

a2
b2 + · · ·

= K.

Da relação (1.2.6), podemos escrever Cn =
An
Bn

, n = 0, 1, 2, . . . , onde

A0 = b0, B0 = 1,
A1 = b0b1 + a1, B1 = b1,
A2 = b0b1b2 + b0a2 + a1b2, B2 = b1b2 + a2,

...
...

Notemos, por exemplo, que A2 = b2A1 + a2A0 e B2 = b2B1 + a2B0. Desse
modo, obtemos o resultado a seguir, facilmente demonstrável usando-se o prinćıpio
da indução matemática.

Teorema 1.1. Sejam as sequências {An} e {Bn} tais que, para n ≥ 1,

An = bnAn−1 + anAn−2,

Bn = bnBn−1 + anBn−2,
(1.2.7)

com A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0, B0 = 1 e bn 6= 0 para n ≥ 1. Então, o n-ésimo

convergente Cn, dado por (1.2.6), satisfaz Cn =
An
Bn

, n = 0, 1, 2, . . . .
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Segundo Chihara [13], as fórmulas dadas por (1.2.7) são conhecidas por fórmulas
de Wallis, onde An é chamado o n-ésimo numerador parcial e Bn é o n-ésimo
denominador parcial da fração cont́ınua.

Se multiplicarmos a primeira fórmula de Wallis (1.2.7) por Bn−1 e a segunda
por An−1, e subtrairmos uma da outra, obtemos

AnBn−1 −BnAn−1 = −an(An−1Bn−2 −Bn−1An−2).

Dáı,

AnBn−1 −BnAn−1 = (−1)n+1a1a2...an, n ≥ 1.

Essa relação é conhecida como fórmula do determinante (veja Wall [49, p.15]).
Além disso,

An
Bn

− An−1

Bn−1
=

(−1)n+1a1a2...an
Bn−1Bn

,

o que nos fornece

An
Bn

= b0 +

n∑

k=1

(−1)k+1a1a2...ak
Bk−1Bk

, (1.2.8)

desde que bk 6= 0 e Bk 6= 0 para 1 ≤ k ≤ n. A soma (1.2.8) é a n-ésima soma parcial

da série b0 +

∞∑

k=1

(−1)k+1a1a2...ak
Bk−1Bk

, conhecida por série de Euler-Minding.

1.3 Sequências encadeadas positivas

Apresentamos, aqui, a definição e algumas propriedades de sequências encadeadas,
bem como suas relações com polinômios ortogonais. Para um estudo mais detalhado
recomendamos o texto de Chihara [13].

Definição 1.8. Uma sequência {an}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva se
existe uma sequência {gk}∞k=0 tal que

(i) 0 ≤ g0 < 1 , 0 < gn < 1 , n ≥ 1 ,
(ii) an = (1− gn−1)gn , n = 1, 2, 3, . . . .

(1.3.9)

{gk}∞k=0 é chamada de sequência de parâmetros para {an}∞n=1 e g0 é o parâmetro
inicial.

Exemplo 1.4. A sequência constante {an} =

{
1

4

}
é uma sequência encadeada

com uma sequência de parâmetros {gn} =

{
n

2(n+ 1)

}
. Além disso, a sequência

{hn} =

{
1

2

}
também é uma sequência de parâmetros para {an} =

{
1

4

}
.

Exemplo 1.5. A sequência constante {an} = {a}, com 0 < a ≤ 1

4
, é uma sequência

encadeada com sequências de parâmetros

{gn} =

{
1 +

√
1− 4a

2

}
e {hn} =

{
1−

√
1− 4a

2

}
.
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Deixamos a verificação desses exemplos para o leitor no Exerćıcio 1.1.

Teorema 1.2. Sejam {an} uma sequência encadeada e {gk} e {hk} sequências de
parâmetros para {an}. Então, gk < hk para k ≥ 1 se, e somente se, g0 < h0.

Teorema 1.3. Seja {an} uma sequência encadeada. Se {an} tem uma sequência
de parâmetros {gk} tal que g0 > 0, então, para cada h0 satisfazendo 0 ≤ h0 < g0,
existe uma correspondente sequência de parâmetros {hk}.

Deixamos a demonstração dos dois últimos resultados como exerćıcio (Exerćıcios
1.2 e 1.3).

O Teorema 1.3 mostra que, se o parâmetro inicial de uma sequência de parâmetros
for positivo, sempre existe uma outra sequência de parâmetros para a sequência en-
cadeada. Além disso, toda sequência encadeada possui uma sequência de parâmetros
{mk} tal que m0 = 0 e, pelo Teorema 1.2, temos que mn < gn para qualquer outra
sequência de parâmetros {gk}.

Definição 1.9. Seja {an} uma sequência encadeada. Uma sequência de parâmetros
{mk} é chamada sequência minimal de parâmetros se m0 = 0.

Exemplo 1.6. A sequência encadeada {an} =

{
1

4

}
tem sequência minimal de

parâmetros {mn} =

{
n

2(n+ 1)

}
.

Caso a sequência minimal de parâmetros seja a única sequência de parâmetros
para {an}, dizemos que {an} determina seus parâmetros unicamente ou que {an}
é unicamente determinada.

Definição 1.10. Seja {an} uma sequência encadeada. Uma sequência de parâ-
metros {Mk} é chamada sequência maximal de parâmetros se, para qualquer outra
sequência de parâmetros {gk}, Mk > gk, k ≥ 0.

Teorema 1.4. Uma sequência de parâmentros {gn} é a sequência maximal para
uma sequência encadeada {an} se, e somente se

∞∑

n=1

g1g2 · · · gn
(1− g1)(1− g2) · · · (1− gn)

= ∞.

O Teorema 1.4, atribúıdo a H.S. Wall (veja [13] e [49]), fornece uma maneira
prática para verificar se uma sequência de parâmetros é maximal.

Exemplo 1.7. Considere novamente a sequência encadeada {an} = {a}, com 0 <

a ≤ 1

4
. Vimos que

{gn} =

{
1 +

√
1− 4a

2

}
e {hn} =

{
1−

√
1− 4a

2

}
,

são sequências de parâmetros. O Teorema 1.4 garante que a sequência de parâmetros
{gn} é a sequência maximal. A comprovação desse fato é deixada para o leitor
(Exerćıcio 1.4).
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Teorema 1.5. Seja {an} uma sequência encadeada. Se an = a ≤ 1
4 , n ≥ 1, então

Mn =
1 +

√
1− 4a

2
e lim

n7→∞
mn =

1−
√
1− 4a

2
.

Além disso, 0 < mn < mn+1, n ≥ 1.

Teorema 1.6. Sejam {bn} uma sequência encadeada com sequência de parâmetros
{hk} e {an} uma outra sequência encadeada com sequência minimal de parâmetros
{mk} e maximal {Mk}. Se

an ≤ bn, para n ≥ 1,

então,
mk ≤ hk ≤Mk, para k ≥ 0.

Para observar outras sequências encadeadas positivas, vamos utilizar a notação

ak,n = an+k e gk,n = gn+k, k ≥ 1.

Teorema 1.7. Seja {an}∞n=1 uma sequência encadeada positiva com sequência de
parâmetros {gn}∞n=0. Então,

(i) {a1,n}∞n=1 é uma sequência encadeada com sequência de parâmetros {g1,n}∞n=0,
onde a1,n = an+1 e g1,n = gn+1.

(ii) Se {m̂n}∞n=0 denota a sequência minimal de parâmetros para {a1,n}, então
m̂n < m1,n, para n ≥ 0 e m1,n = mn+1.

(iii) {M1,n}∞n=0 é sequência maximal de parâmetros para {a1,n}, onde M1,n =
Mn+1.

As demonstrações desses resultados encontram-se em Chihara [13].
O Teorema 1.7 garante que se {a1, a2, a3, . . .} é uma sequência encadeada, então

{a2, a3, a4, . . .} também é sequência encadeada, bem como {a3, a4, a5, . . .}, etc... .
Por outro lado, se {a2, a3, a4, . . .} é sequência encadeada não unicamente de-

terminada, podemos encontrar a1 > 0 tal que {a1, a2, a3, . . .} é uma sequência
encadeada positiva. Veja o próximo resultado.

Teorema 1.8. Seja {a2, a3, a4, . . .} uma sequência encadeada positiva e não uni-
camente determinada, cuja sequência maximal de parâmetros é {M1,M2,M3, . . .},
ou seja, M1 6= 0. Então, tomando a1 = λM1, com 0 < λ ≤ 1, a sequência
{a1, a2, a3, . . .} também é uma sequência encadeada.

Demonstração: Da definição de sequência encadeada, temos

a2 = (1−M1)M2,

a3 = (1−M2)M3,

...

Seja M0 = 1− λ. Então, 0 ≤M0 < 1 e, assim, podemos escrever também

a1 = (1−M0)M1,

o que conclui a demonstração do resultado.
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Exemplo 1.8. Seja {an}∞n=2 =

{
1

4

}
, cuja sequência maximal de parâmetros é

{Mn}∞n=1 =

{
1

2

}
.

• Escolhendo λ = 1, temos M0 = 1− λ = 0, ou seja, a sequência encadeada

{
1

2
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, . . .

}

tem como sequência maximal de parâmetros

{
0,

1

2
,
1

2
,
1

2
, . . .

}
.

Isto significa que a sequência maximal de parâmetros é igual à sequência minimal
de parâmetros, ou seja, sequência encadeada determinada unicamente.

• Escolhendo λ =
1

2
, temos M0 = 1 − λ =

1

2
, ou seja, encontramos a mesma

sequência encadeada {
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, . . .

}
.

1.4 Polinômios ortogonais na reta real

Entre os polinômios associados a relações de recorrência de três termos estão os
polinômios ortogonais. As aplicações de tais polinômios às ciências aplicadas são
muitas e novas aplicações surgem a todo momento (Gautschi [20]).

Nesta seção, apresentamos alguns dos principais resultados sobre polinômios
ortogonais na reta real. Suas demonstrações podem ser encontradas nos textos
clássicos de Chihara [13] e Szegő [48]. Para um texto mais recente, veja o livro de
Ismael [24]. Para um texto em português, veja Andrade e outros [2].

Definição 1.11. Dada uma medida positiva φ em (a, b) (como na Definição 1.4)
definimos o produto interno 〈·, ·〉φ da seguinte forma:

〈f, g〉φ =

∫ b

a

f(x)g(x)dφ(x),

onde f e g são funções cont́ınuas no intervalo (a, b).

Definição 1.12. Uma sequência de polinômios {Pn}∞n=0, com Pn de grau exata-
mente n, é chamada sequência de polinômios ortogonais com relação à medida φ
no intervalo (a, b) se

〈Pn, Pm〉φ =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dφ(x) =

{
0, se n 6= m,

ρn > 0, se n = m.
(1.4.10)

Usando o delta de Kronecker δm,n, definido como δm,n = 1, para m = n, e
δm,n = 0, para m 6= n, podemos escrever a definição anterior como

〈Pm, Pn〉φ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dφ(x) = ρnδm,n. (1.4.11)

Se ρn = 1, então a sequência é chamada de sequência de polinômios ortonormais.
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Em termos de seus coeficientes, denotaremos os polinômios Pn por

Pn(x) =

n∑

j=0

an,jx
j , com an,n 6= 0.

Como {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios e Pn é de grau exatamente n,
então P0, P1, . . . , Pn formam uma base para o espaço dos polinômios de grau n, Pn
(Exerćıcio 1.5).

Os polinômios ortogonais podem ser definidos de diferentes maneiras (Exerćıcio
1.6). Podemos dizer, equivalentemente, que {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios
ortogonais com relação a φ em (a, b) se

〈Pn, π〉φ =

∫ b

a

Pn(x)π(x)dφ(x) =

{
0, ∀ polinômioπ de grau ≤ n− 1,

ρ̂n 6= 0, ∀ polinômioπ de grau n,

ou, se

〈xm, Pn〉φ =

∫ b

a

xmPn(x)dφ(x) =

{
0, se m = 0, 1, ..., n− 1,

ρ̃n 6= 0, se m = n.
(1.4.12)

Sejam {Tn}∞n=0 e {Pn}∞n=0 duas sequências de polinômios ortogonais no intervalo
(a, b) com relação à medida φ. Então,

Tj(x) = cjPj(x), j = 0, 1, . . . ,

onde cj é uma constante que depende apenas de j (Exerćıcio 1.7).
Com esse resultado, podemos observar que a unicidade da sequência de po-

linômios ortogonais com relação a uma medida φ vale se for imposta alguma condição
de normalização, por exemplo, que são polinômios mônicos, isto é, an,n = 1.

Em Chihara [13] encontramos o resultado a seguir.

Teorema 1.9. Com os momentos µk, k = 0, 1, . . . , definidos por (1.1.1), os deter-
minantes de Hankel Hn, definidos por (1.1.3), são positivos.

Deixamos a demonstração desse resultado a cargo do leitor (Exerćıcio 1.8).

Dada uma medida positiva φ, o Teorema 1.9 garante a existência da sequência
de polinômios ortogonais pois, como os determinantes de Hankel são não nulos e
an,n 6= 0, utilizando as equações (1.4.12) para m = 0, 1, . . . , n − 1, n e escrevendo
Pn em termos de seus coeficientes, obtemos o sistema de equações lineares





an,0µ0 + an,1µ1 + . . . + an,nµn = 0
an,0µ1 + an,1µ2 + . . . + an,nµn+1 = 0
...

...
...

...
an,0µn + an,1µn+1 + . . . + an,nµ1n = ρ̃n

.

Substituindo a última equação desse sistema por an,0 + an,1x + · · ·+ an,nx
n =

Pn(x) e resolvendo o sistema resultante pela regra de Cramer, segue que

Pn(x) =
an,n
Hn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn
µ1 µ2 . . . µn+1

...
...

. . .
...

µn−1 µn . . . µ2n−1

1 x . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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1.4.1 Propriedades dos polinômios ortogonais

Polinômios ortogonais satisfazem a muitas propriedades interessantes e, por isso, são
largamente utilizados. Uma delas é que seus zeros são reais, distintos e pertencem
ao intervalo (a, b).

Como dissemos anteriormente, os polinômios ortogonais satisfazem a uma relação
de recorrência de três termos como a dada no teorema a seguir.

Teorema 1.10.

Pn+1(x) = (γn+1x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 1, (1.4.13)

com as condições iniciais P0(x) = 1 e P1(x) = γ1x − β1, onde βn, γn, αn+1 ∈
R, n ≥ 1, e

γn+1 =
an+1,n+1

an,n
, βn+1 = γn+1

〈xPn, Pn〉φ
〈Pn, Pn〉φ

, n ≥ 0,

e

αn+1 =
γn+1

γn

〈Pn, Pn〉φ
〈Pn−1, Pn−1〉φ

, n ≥ 1.

Observe que γn 6= 0, n ≥ 1, e αn 6= 0, n ≥ 2. A demonstração desse resultado
fica a cargo do leitor no Exerćıcio 1.9.

Uma importante consequência do teorema anterior é o resultado a seguir (Exerćıcio
1.10).

Teorema 1.11 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {pn}∞n=0 uma sequência
de polinômios ortonormais. Então, eles satisfazem à seguinte identidade:

n∑

k=0

pk(x)pk(y) =
1

γn+1

pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)

x− y
. (1.4.14)

Se somarmos e subtrairmos pn+1(x)pn(x) ao numerador do segundo membro da
Identidade de Christoffel-Darboux (1.4.14), obtemos

n∑

k=0

pk(x)pk(y) =
1

γn+1

pn(x)(pn+1(x)− pn+1(y))− pn+1(x)(pn(x) − pn(y))

x− y
.

Fazendo y −→ x em ambos os membros da igualdade anterior, conclúımos que

n∑

k=0

(pk(x))
2
=

1

γn+1

[
pn(x) (pn+1(x))

′ − pn+1(x) (pn(x))
′]
> 0, ∀x ∈ R. (1.4.15)

Com a propriedade (1.4.15) é posśıvel mostrar a propriedade de entrelaçamento
dos zeros dos polinômios ortogonais (Exerćıcio 1.11), ou seja, se xn,1 < xn,2 <
· · · < xn,n são os n zeros do polinômio ortogonal Pn em ordem crescente e xn−1,1 <
xn−1,2 < · · · < xn−1,n−1 são os n− 1 zeros de Pn−1, também em ordem crescente,
então

xn,k < xn−1,k < xn,k+1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Definição 1.13. Dada uma sequência de polinômios ortogonais {Pn}∞n=0, definimos
polinômio associado a Pn por

Qn(x) =

∫ b

a

Pn(t)− Pn(x)

t− x
dφ(t), n ≥ 0. (1.4.16)
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Os polinômios Qn são polinômios de grau exatamente n−1 para n ≥ 1 (Exerćıcio
1.12).

Os polinômios associados Qn satisfazem à mesma relação de recorrência dos
polinômios ortogonais Pn, mas com condições iniciais Q0(x) = 0 e Q1(x) = γ1µ0.

Esses polinômios são bastante utilizados no cálculo dos pesos das fórmulas de
quadratura gaussianas (veja Seção 4.1).

Sem perda de generalidade, a partir de agora consideraremos os polinômios or-
togonais Pn na forma mônica, ou seja, com coeficiente do termo de maior grau igual
a 1. Nesse caso, os polinômios Pn e Qn satisfazem, respectivamente, às seguintes
relações de recorrência:

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x),

Qn+1(x) = (x− βn+1)Qn(x)− αn+1Qn−1(x),
n ≥ 1, (1.4.17)

com P0(x) = 1, P1(x) = x− β1, Q0(x) = 0 e Q1(x) = µ0, onde

βn+1 =
〈xPn, Pn〉φ
〈Pn, Pn〉φ

, n ≥ 0, e αn+1 =
〈Pn, Pn〉φ

〈Pn−1, Pn−1〉φ
, n ≥ 1. (1.4.18)

Observe que αn > 0 para n ≥ 2.

Como αn+1 =
ρn
ρn−1

, podemos escrever

ρn = 〈Pn, Pn〉φ = αn+1ρn−1 = αn+1αn · · ·α2µ0, n ≥ 1,

com ρ0 = µ0.
Utilizando as fórmulas de recorrência (1.4.17) para os polinômios Pn e Qn, po-

demos mostrar que (Exerćıcio 1.14)

Pn+1(x)Qn(x) − Pn(x)Qn+1(x) = −αn+1 · · ·α3α2µ0 6= 0.

Com esse resultado, é fácil mostrar que entre dois zeros consecutivos do po-
linômio Pn existe um único zero do polinômio Qn, ou seja,

xn,k < yn,k < xn,k+1, k = 1, 2, · · · , n− 1,

lembrando que xn,k, k = 1, 2, · · · , n, são os zeros de Pn em ordem crescente e yn,k,
k = 1, 2, · · · , n− 1, os zeros de Qn, também em ordem crescente (Exerćıcio 1.15).

Se considerarmos a sequência de polinômios ortonormais {pn}∞n=0, com pn(x) =
n∑

k=0

ân,kx
k, como 〈pn, pn〉φ = 1, a relação de recorrência (1.4.13) para os polinômios

ortonormais, torna-se

pn+1(x) = (γ̂n+1x− β̂n+1)pn(x)− α̂n+1pn−1(x), n ≥ 0, (1.4.19)

onde p0(x) = 1, p−1(x) = 0, α̂n+1, β̂n, γ̂n ∈ R, n ≥ 1, e

γ̂n+1 =
ân+1,n+1

ân,n
, β̂n+1 = γ̂n+1〈xpn, pn〉φ, α̂n+1 =

γ̂n+1

γ̂n
.

Usando o fato de que os polinômios ortonormais pn podem ser obtidos dos
polinômios mônicos Pn fazendo-se pn(x) = ân,nPn(x), sua relação de recorrência
pode ser escrita como

xpn(x) =
√
αn+1 pn−1(x) + βn+1pn(x) +

√
αn+2 pn+1(x), n ≥ 0.
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Fazendo n = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, obtemos

x




p0(x)
p1(x)
p2(x)

...
pm−2(x)
pm−1(x)




=




β1
√
α2 0 0 . . . 0 0√

α2 β2
√
α3 0 . . . 0 0

0
√
α3 β3

√
α4 . . . 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 . . . βm−1

√
αm

0 0 0 0 . . .
√
αm βm







p0(x)
p1(x)
p2(x)

...
pm−2(x)
pm−1(x)




+




0
0
0
...
0√

α̂m+1pm(x)




.

Substituindo x por xm,k, zero do polinômio pm, o sistema de equações lineares
torna-se

xm,kum,k = Jmum,k, k = 1, 2, ...,m,

onde

Jm =




β1
√
α2 0 0 . . . 0 0√

α2 β2
√
α3 0 . . . 0 0

0
√
α3 β3

√
α4 . . . 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 0 . . . βm−1

√
αm

0 0 0 0 . . .
√
αm βm




, (1.4.20)

que é conhecida por matriz de Jacobi. Portanto, os zeros xm,k dos polinômios
ortogonais são os autovalores da matriz Jm.

Se φ é uma medida simétrica em (−b, b), então valem as seguintes propriedades
(ver Chihara [13]):

• µ2n+1 = 0, n = 0, 1, . . . ;

• βn = 0, n = 1, 2, . . . ;

• Pn(−x) = (−1)nPn(x), n = 0, 1, . . . ;

• xn,k = −xn,n−k+1, k = 1, 2, . . . , n.

Consideremos, agora, o problema inverso, ou seja, dados polinômios definidos
por uma relação de recorrência de três termos do tipo (1.4.17), é posśıvel encontrar
uma medida positiva ψ com relação à qual esses polinômios são ortogonais? O
famoso Teorema de Favard (veja [13, Teorema 4.4]) responde esta questão.

Teorema 1.12 (Teorema de Favard). Sejam {βn}∞n=1 e {αn}∞n=1 sequências de
números complexos arbitrários e seja {Qn}∞n=0 uma sequência de polinômios defi-
nida pela fórmula de recorrência

Qn(x) = (x− βn)Qn−1(x)− αnQn−2(x), n ≥ 1,
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com Q−1(x) = 0 e Q0(x) = 1. Então, existe uma medida φ tal que
∫ b

a

dφ(x) = α1 e

∫ b

a

Qm(x)Qn(x)dφ(x) = 0 para m 6= n.

φ é quase-definida e {Qn(x)} é a correspondente sequência de polinômios ortogonais
mônicos se, e somente se, αn 6= 0, enquanto que φ é definida positiva se, e somente
se, os coeficientes βn são reais e αn > 0 para n ≥ 1.

1.4.2 Polinômios ortogonais clássicos

Segundo Chihara, os polinômios de Hermite, Laguerre e Jacobi (incluindo os casos
especiais de Legendre, Gegenbauer e Chebyshev) são conhecidos como polinômios
ortogonais clássicos. Eles são exemplos de polinômios ortogonais mais conhecidos e
estudados.

• Polinômios de Jacobi

Os polinômios de Jacobi P
(α,β)
n , com α, β > −1, são ortogonais no intervalo

(−1, 1) com relação à medida dφ(x) = (1 − x)α(1 + x)βdx e podem ser dados pela
fórmula de Rodrigues

P (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1 − x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n].

Cálculos diretos, usando a fórmula de Rodrigues, mostram que o coeficiente do

termo de maior grau do polinômio P
(α,β)
n é dado por

a(α,β)n,n =
Γ(2n+ α+ β + 1)

2nn!Γ(n+ α+ β + 1)
.

A sequência de polinômios de Jacobi na forma mônica, ou seja,

{
P

(α,β)
n

a
(α,β)
n,n

}∞

n=0
satisfaz à seguinte relação de recorrência de três termos

P
(α,β)
n+1 (x) =

(
x− β2 − α2

(2n+ α+ β + 2)(2n+ α+ β)

)
P (α,β)
n (x)

− 4n(n+ α)(n+ β)(n+ α+ β)

(2n+ α+ β + 1)(2n+ α+ β)2(2n+ α+ β − 1)
P

(α,β)
n−1 (x), n ≥ 1,

com P
(α,β)
0 (x) = 1 e P

(α,β)
1 (x) = x− β − α

α+ β + 2
.

Na forma mônica, eles também satisfazem à relação diferencial
d

dx
P (α,β)
n (x) =

nP
(α+1,β+1)
n−1 (x). Além disso,

〈P (α,β)
n , P (α,β)

n 〉φ =
22n+α+β+1n!Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ β + 1)Γ(n+ α+ β + 1)

Γ(2n+ α+ β + 2)Γ(2n+ α+ β + 1)
,

(1.4.21)
onde Γ é a conhecida função Gama definida por

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt, para Re(x) > 0.

Note que Γ(x + 1) = xΓ(x) e, se x ∈ N, então Γ(x + 1) = x!. Para mais estudos
sobre a função Gama recomendamos os textos [6, 33, 48].



Polinômios ortogonais na reta real 15

• Polinômios de Gegenbauer

Quando α = β = λ−1/2, os polinômios de Jacobi são conhecidos por polinômios
de Gegenbauer ou polinômios ultraesféricos. Esses polinômios são, então, ortogonais
em (−1, 1) com relação à medida dφ(x) = (1− x2)λ−1/2dx, λ > −1/2, e denotados

por G
(λ)
n . A relação de recorrência de três termos para esses polinômios na forma

mônica é dada por

G
(λ)
n+1(x) = xG(λ)

n (x) − n(2λ+ n− 1)

4(λ+ n)(λ + n− 1)
G

(λ)
n−1(x), n ≥ 1, (1.4.22)

com G
(λ)
0 (x) = 1 e G

(λ)
1 (x) = x.

• Polinômios de Legendre

Os polinômios de Legendre, Pn, são um caso especial dos polinômios de Jacobi
com α = β = 0. Assim, são ortogonais com relação à medida dφ(x) = dx no
intervalo (−1, 1).

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Legendre na forma
mônica é

Pn+1(x) = xPn(x) −
n2

(2n+ 1)(2n− 1)
Pn−1(x), n ≥ 1,

com P0(x) = 1 e P1(x) = x.

Além disso, fazendo α = β = 0 em (1.4.21), obtemos

ρn = 〈Pn, Pn〉φ =
22n+1(n!)4

(2n+ 1)!(2n)!
.

• Polinômios de Chebyshev

Os polinômios de Chebyshev de primeira espécie, Tn, são ortogonais com relação

à medida dφ(x) =
1√

1− x2
dx no intervalo (−1, 1) e podem ser dados por

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ (−1, 1), n = 0, 1, 2, . . . . (1.4.23)

Tomando x = cos(θ), com θ ∈ (0, π), podemos escrever Tn(x) = cos(nθ), n ≥ 0, e,
usando relações trigonométricas, facilmente mostra-se que

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n ≥ 1,

com T0(x) = 1 e T1(x) = x. Utilizando indução finita em n, encontramos que o
coeficiente do termo de maior grau do polinômio Tn, n ≥ 1, é 2n−1. Além disso,
esses polinômios satisfazem

〈Tn, Tm〉φ =

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)
1√

1− x2
dx =





0, se m 6= n,
π

2
, se m = n 6= 0,

π, se m = n = 0.
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• Polinômios de Laguerre

Os polinômios de Laguerre, L
(α)
n , são ortogonais com relação à medida dφ(x) =

xαe−xdx, α > −1, no intervalo [0,∞) e podem ser dados pela fórmula de Rodrigues

L(α)
n (x) = (−1)nx−αex

dn

dxn
[xαe−x].

Cálculos diretos mostram que, nessa forma, os polinômios L
(α)
n são mônicos.

Esses polinômios satisfazem à relação de recorrência de três termos

L
(α)
n+1(x) = [x− (2n+ α+ 1)]L(α)

n (x)− n(n+ α)L
(α)
n−1(x), n ≥ 1,

com L
(α)
0 (x) = 1 e L

(α)
1 (x) = x− (α+ 1).

Temos, ainda, que ρn = 〈L(α)
n , L

(α)
n 〉φ = Γ(n + α + 1)n! e

d

dx
L(α)
n (x) =

nL
(α+1)
n−1 (x).

• Polinômios de Hermite

Os polinômios de Hermite,Hn, são ortogonais no intervalo (−∞,∞) com relação

à medida dφ(x) = e−x
2

dx e dados explicitamente pela expressão

Hn(x) =

⌊n/2⌋∑

m=0

(−1)mn!xn−2m

4mm!(n− 2m)!
,

onde ⌊z⌋ denota o maior inteiro menor ou igual a z. Também podem ser dados pela
fórmula de Rodrigues

Hn(x) =
(−1)n

2n
ex

2 dn

dxn
[e−x

2

].

Essas fórmulas apresentam os polinômios de Hermite na forma mônica. A relação
de recorrência satisfeita por esses polinômios é

Hn+1(x) = xHn(x)−
n

2
Hn−1(x), n ≥ 1,

com H0(x) = 1 e H1(x) = x.

Além disso, ρn = 〈Hn, Hn〉φ =

√
πn!

2n
e

d

dx
Hn(x) = nHn−1(x).

1.4.3 Sequências encadeadas positivas e polinômios ortogo-
nais

Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com relação a φ no
intervalo (a, b).

Consideremos a sequência {an(x)} definida por

an(x) =
αn+1

(βn − x)(βn+1 − x)
, n ≥ 1, (1.4.24)

onde βn e αn+1, n ≥ 1, são os coeficientes da correspondente relação de recorrência
(1.4.17).
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Seja x 6∈ (a, b) tal que {an(x)} é a sequência encadeada dada por (1.4.24). Então,
a correspondente sequência minimal de parâmetros {mk(x)} é dada por

mk(x) = 1− Pk+1(x)

(x− βk+1)Pk(x)
, k = 0, 1, 2, . . . . (1.4.25)

De fato, dividindo a relação de recorrência de três termos (1.4.17) por Pn, com
x 6∈ (a, b), obtemos

Pn+1(x)

Pn(x)
= (x− βn+1)− αn+1

Pn−1(x)

Pn(x)
.

Então,

αn+1 =
Pn(x)

Pn−1(x)

(
(x− βn+1)−

Pn+1(x)

Pn(x)

)

e, ainda,

αn+1

(x− βn)(x − βn+1)
=

Pn(x)

(x− βn)Pn−1(x)

(
1− Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)

)
.

Portanto, de (1.4.24),

an(x) =
Pn(x)

(x− βn)Pn−1(x)

(
1− Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)

)
, n ≥ 1.

Fazendo

mn(x) = 1− Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)
,

obtemos

1−mn−1(x) =
Pn(x)

(x− βn)Pn−1(x)
.

Dáı,
an(x) = (1 −mn−1(x))mn(x), n ≥ 1,

onde mn(x) é dado exatamente por (1.4.25).
Portanto, a sequência {an(x)} é uma sequência encadeada, cuja sequência mi-

nimal de parâmetros é {mk(x)}, pois m0(x) = 0.

Observação: Pela definição de sequência encadeada e para x 6∈ (a, b), temos

1−mn(x) =
Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)
, n ≥ 0.

Como m0(x) = 0 e 0 < mk(x) < 1, k ≥ 1, então 0 < 1−mn(x) < 1, n ≥ 1. Logo,

0 <
Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)
< 1, n ≥ 1.

Podemos ainda escrever mn(x) da seguinte forma:

mn(x) = 1− Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)
=

(x− βn+1)Pn(x) − Pn+1(x)

(x− βn+1)Pn(x)
.

Da relação de recorrência de três termos para os polinômios Pn, obtemos m0(x) = 0
e

mn(x) =
αn+1Pn−1(x)

(x− βn+1)Pn(x)
, n ≥ 1, x 6∈ (a, b).
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Exemplo 1.9. Consideremos os coeficientes da relação de recorrência (1.4.22) dos
polinômios de Gegenbauer, que são ortogonais no intervalo (−1, 1), ou seja,

β(λ)
n = 0 e α

(λ)
n+1 =

n(2λ+ n− 1)

4(λ+ n)(λ + n− 1)
, n ≥ 1,

com λ > −1/2.
Tomando x 6∈ (−1, 1), por exemplo x = 1, temos

an(1) =
α
(λ)
n+1

(β
(λ)
n − 1)(β

(λ)
n+1 − 1)

= α
(λ)
n+1 , n ≥ 1.

Portanto, a sequência {α(λ)
n+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva com sequência

minimal de parâmetros {m(λ)
n }∞n=0 dada por

m(λ)
n = mn(1) = 1− G

(λ)
n+1(1)

G
(λ)
n (1)

, n ≥ 0.

Usando o prinćıpio da indução finita é posśıvel mostrar que

G
(λ)
n+1(1) =

2λ+ n

2(λ+ n)
G(λ)
n (1), n ≥ 0, (1.4.26)

com G
(λ)
0 (1) = 1 (Exerćıcio 1.17).

De (1.4.26), vemos que

m(λ)
n = 1− G

(λ)
n+1(1)

G
(λ)
n (1)

= 1− 2λ+ n

2(λ+ n)
=

n

2(λ+ n)
, n ≥ 0.

Portanto,

α
(λ)
n+1 =

n(2λ+ n− 1)

4(λ+ n)(λ+ n− 1)
= (1−m

(λ)
n−1)m

(λ)
n , n ≥ 1.

1.5 Polinômios ortogonais no ćırculo unitário

Os polinômios para-ortogonais são polinômios que, sob certas condições, satisfazem
a uma relação de recorrência da forma (1). Como esses polinômios estão associados
aos polinômios ortogonais no ćırculo unitário, faremos, nesta seção, um breve estudo
sobre eles, utilizando as referências [27] e [39]. Também conhecidos como polinômios
de Szegő, em homenagem a G. Szegő que os introduziu na primeira metade do século
XX, os polinômios ortogonais no ćırculo unitário não satisfazem a uma relação de
recorrência da forma (1).

Consideremos ψ uma medida positiva no ćırculo unitário

C = {z ∈ C : |z| = 1},

ou seja, ψ(eiθ), definida em 0 ≤ θ ≤ 2π, é uma função real, limitada e não decres-
cente, com infinitos pontos de aumento em C, onde os momentos (trigonométricos)
são dados por

µm =

∫

C

z−m dψ(z), m = 0,±1,±2, . . . . (1.5.27)
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Em alguns trabalhos sobre o assunto, os momentos trigonométricos são, equivalen-

temente, definidos por µm =

∫

C

z−m dψ(z) =

∫ 2π

0

e−imθ dψ(eiθ).

Observe que

µ−n =

∫ 2π

0

einθ dψ(eiθ) =

∫ 2π

0

e−inθ dψ(eiθ) = µn, n = 0, 1, 2, . . . . (1.5.28)

A medida ψ(eiθ) induz uma outra medida ψ̃(θ), com suporte em [0, 2π], que
chamaremos, simplesmente, de ψ(θ) e esta será a notação que adotaremos neste
texto.

De posse da medida ψ, definimos o seguinte funcional linear

L [zm] =

∫

C

zm dψ(z) = µ−m. (1.5.29)

Como o suporte da medida ψ é infinito, isto é, o número de pontos de aumento
de ψ em [0, 2π] é infinito (veja Definição 1.1), para qualquer f(eiθ) ≥ 0, f(eiθ) 6≡ 0
e cont́ınua no suporte de ψ, temos

L[f ] =
∫ 2π

0

f(eiθ) dψ(θ) > 0.

Em particular, se f é um polinômio, então

L[ |f |2 ] =
∫ 2π

0

f(eiθ)f(eiθ) dψ(θ) > 0.

Assim, utilizando L, definimos o produto interno

〈f, g〉 = L[f(eiθ)g(eiθ)] =
∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ) dψ(θ). (1.5.30)

Note que, para f(z) =

q∑

j=p

cjz
j, com p ≤ q ∈ Z e cj ∈ C, usando (1.5.29), temos

L [f ] = L




q∑

j=p

cjz
j


 =

q∑

j=p

cjµ−j . (1.5.31)

Correspondente à sequência de momentos {µn}∞−∞, podemos definir a seguinte
matriz, conhecida como matriz de Toeplitz:

Tn =




µ0 µ−1 · · · µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+1

...
...

. . .
...

µn µn−1 · · · µ0


 , n = 0, 1, 2, . . . .

O determinante da matriz Tn é conhecido como determinante de Toeplitz e é
definido por

∆−1 = 1 e ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 · · · µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+1

...
...

. . .
...

µn µn−1 · · · µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0. (1.5.32)
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Definição 1.14. Dizemos que um funcional linear L, onde µm = L [z−m], é
positivo-definido se

∆n > 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

e quase-definido se

∆n 6= 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Do produto interno (1.5.29) e de (1.5.30), vemos que, para todo polinômio de

grau n, n ≥ 0, π(z) =

n∑

k=0

ckz
k, com cj ∈ C e cn 6= 0, a norma ||π|| é dada por

||π|| =




n∑

k=0

n∑

j=0

ckcjµk−j




1/2

.

De fato,

0 < ||π||2 = 〈π, π〉 = L
[
π(z)π(z)

]
= L




n∑

k=0

ckzk
n∑

j=0

cjz
j




= L




n∑

j=0

n∑

k=0

ckcjz
j−k


 =

n∑

k=0

n∑

j=0

ckcjµk−j .

Escrevendo ||π||2 na forma matricial, temos

||π||2 =
(
c0 c1 c2 · · · cn

)

×




µ0 µ−1 µ−2 · · · µ−n

µ1 µ0 µ−1 · · · µ−n+1

µ2 µ1 µ0 · · · µ−n+2

...
...

...
. . .

...
µn µn−1 µn−2 · · · µ0







c0
c1
c2
...
cn



> 0,

ou seja,

(
c0 c1 · · · cn

)
Tn




c0
c1
...
cn


 > 0.

Disto, conclúımos que Tn é positiva-definida e, então, ∆n > 0 para n ≥ 0. Assim,
L é um funcional linear positivo-definido.

Definição 1.15. Uma sequência {µn}∞−∞ de números complexos é hermitiana se,
para n = 0, 1, 2, . . . , µn = µ−n e é hermitiana positiva-definida se ∆n > 0, n ≥ 0.

De (1.5.28), observamos que, dada uma medida positiva no ćırculo unitário, a
sequência de momentos {µn}∞−∞ definidos por (1.5.27) forma uma sequência hermi-

tiana positiva-definida. Além disso, a matriz Tn é hermitiana, isto é, Tn = T
t

n = THn .

Agora, podemos definir os polinômios ortogonais com relação a L, ou seja, os
polinômios ortogonais no ćırculo unitário.
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Definição 1.16. Dado um funcional linear L positivo-definido (quase-definido),
ou seja, se ∆n > 0 (∆n 6= 0), uma sequência de polinômios {Sn}∞n=0, onde Sn é
mônico de grau exatamente n, é chamada de sequência de polinômios ortogonais
com relação a L, se

〈Sn, Sm〉 = L
[
Sn(z)Sm(z)

]
=

{
0, se m 6= n,

κ2n 6= 0, se m = n.
(1.5.33)

Neste texto, vamos considerar apenas os polinômios Sn mônicos, isto é, com os
coeficientes dos termos de maior grau iguais a 1.

Como no caso dos polinômios ortogonais na reta real, também prova-se que,
para todo polinômio πm de grau m ≤ n,

〈Sn, πm〉 = L
[
Sn(z)πm(z)

]
=

{
0, se m < n,

κ̂n 6= 0, se m = n.
(1.5.34)

Deixamos a demonstração desse fato para o leitor (Exerćıcio 1.19).
Escrevendo, para n ≥ 0,

Sn(z) =
n∑

k=0

ck,nz
k, ck,n ∈ C, cn,n = 1,

e usando (1.5.34) para n ≥ 0 e m = 0, 1, 2, . . . , n, obtemos

〈Sn, zm〉 = L
[
Sn(z)

1

zm

]
=

n∑

k=0

ck,nµm−k =

{
0, se m < n,
κ̃n 6= 0, se m = n.

(1.5.35)

Note que (1.5.33) e (1.5.35) são definições equivalentes para os polinômios de
Szegő (veja Exerćıcio 1.20).

Fazendo m = 0, 1, 2, . . . , n em (1.5.35), obtemos o sistema de equações lineares



µ0 µ−1 · · · µ−n+1 µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+2 µ−n+1

...
...

. . .
... · · ·

µn−1 µn−2 · · · µ0 µ−1

µn µn−1 · · · µ1 µ0







c0,n
c1,n
...

cn−1,n

cn,n




=




0
0
...
0
κ̃n



. (1.5.36)

Calculando cn,n pela regra de Cramer, temos

1 = cn,n =
κ̃n∆n−1

∆n
⇒ κ̃n =

∆n

∆n−1
.

Logo,

〈Sn, zm〉 =
{

0, se m = 0, 1, . . . , n− 1,
∆n/∆n−1, se m = n.

(1.5.37)

Substituindo a última linha do sistema (1.5.36) por Sn(z) =

n∑

k=0

ck,nz
k, obtemos

o novo sistema linear


µ0 µ−1 · · · µ−n+1 µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+2 µ−n+1

...
...

. . .
... · · ·

µn−1 µn−2 · · · µ0 µ−1

1 z · · · zn−1 zn







c0,n
c1,n
...

cn−1,n

cn,n




=




0
0
...
0

Sn(z)



.
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Calculando cn,n pelo mesmo método anterior, podemos escrever o polinômio Sn da
seguinte forma:

Sn(z) =
1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 · · · µ−n+1 µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+2 µ−n+1

...
...

. . .
...

...
µn−1 µn−2 · · · µ0 µ−1

1 z · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.5.38)

A relação (1.5.38) mostra a existência e unicidade dos polinômios de Szegő na
forma mônica, pois ∆n−1 6= 0, e também é uma forma de se construir esses po-
linômios.

Polinômios Rećıprocos

Os polinômios rećıprocos têm um papel importante na teoria de polinômios
ortogonais no ćırculo unitário.

Definição 1.17. Se qn é um polinômio de grau no máximo n, então o seu polinômio
rećıproco é definido por

q∗n(z) = zn qn(1/z).

Escrevendo qn =

n∑

k=0

akz
k, obtemos

q∗n(z) = zn
n∑

k=0

ak(1/z
k) = zn

n∑

k=0

ak(1/z
k) =

n∑

k=0

akz
n−k.

Usando a notação qn, que é o polinômio obtido de qn conjugando-se apenas os
coeficientes, podemos então escrever

q∗n(z) = znqn(1/z).

Note que (q∗n)
∗ = qn. Com essa notação e como no ćırculo unitário z = 1/z, podemos

escrever

〈Sn, Sm〉 = L
[
Sn(z)Sm(z)

]
= L

[
Sn(z)Sm(z)

]
= L

[
Sn(z)Sm(1/z)

]
.

Utilizando a forma (1.5.38) para Sn, temos o polinômio rećıproco de Sn dado
por

S∗
n(z) = znSn (1/z) =

zn

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 · · · µ−n

µ1 µ0 · · · µ−n+1
...

...
. . .

...
µn−1 µn−2 · · · µ−1

1 1/z · · · 1/zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Lembrando que ∆n > 0 e que µn = µ−n para n = 0, 1, 2, . . . , então

S∗
n(z) =

1

∆n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn
µ−1 µ0 · · · µn−1

...
...

. . .
...

µ−n+1 µ−n+2 · · · µ1

zn zn−1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.5.39)
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Usando as definições de polinômio rećıproco e do funcional (1.5.29), e como
|z| = 1, obtemos

〈S∗
n, z

m〉 =
〈
znSn(1/z), z

m
〉
= L

[
znSn(1/z) z

m
]
= L

[
znSn(z)

1

zm

]

= L
[
zn−m Sn(z)

]
= 〈zn−m, Sn〉.

Logo, para n > m,

〈S∗
n, z

m〉 =
{

∆n/∆n−1, se m = 0,

0, se m = 1, 2, . . . , n.
(1.5.40)

Como Sm(z) = zm +

m−1∑

k=0

ck,mz
k, então

〈Sn, Sm〉 =

〈
Sn, z

m +

m−1∑

k=0

ck,mz
k

〉

= 〈Sn, zm〉+
m−1∑

k=0

ck,m〈Sn, zk〉 = 〈Sn, zm〉, m = 0, 1, . . . , n.

Portanto,

〈Sn, Sm〉 =
{

0, se m = 0, 1, . . . , n− 1,

∆n/∆n−1, se m = n.

Consideremos, agora, números αn definidos por

αn = −Sn+1(0), n = 0, 1, 2, . . . . (1.5.41)

Os coeficientes αn são chamados coeficientes de reflexão e serão extremamente úteis
neste estudo. Segundo Simon [39, 40], há pelo menos quatro diferentes denominações
para os coeficientes de reflexão αn: coeficientes de Verblunsky, coeficientes de Schur,
coeficientes de Szegő e coeficientes de Geronimus. Para a explicação sobre cada um
desses termos veja [39], pag. 10.

De (1.5.38), obtemos

Sn+1(0) =
1

∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 · · · µ−n µ−n−1

µ1 µ0 · · · µ−n+1 µ−n

...
...

. . .
...

...
µn−1 µn−2 · · · µ−1 µ−2

µn µn−1 · · · µ0 µ−1

1 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.5.42)

Logo,

αn =
(−1)n

∆n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−1 µ−2 · · · µ−n µ−n−1

µ0 µ−1 · · · µ−n+1 µ−n

...
...

. . .
...

...
µn−2 µn−3 · · · µ−1 µ−2

µn−1 µn−2 · · · µ0 µ−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.5.43)

Podemos, então, demonstrar o importante resultado a seguir.
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Teorema 1.13. Os polinômios mônicos de Szegő satisfazem às seguintes relações
para n ≥ 1,

S∗
n(z) = S∗

n−1(z)− αn−1zSn−1(z), (1.5.44)

Sn(z) = (1 − |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z), (1.5.45)

com as condições iniciais S0(z) = 1 e S∗
0 (z) = 1.

Demonstração: De (1.5.30), segue que

〈zf, zn〉 = L [zf(z)zn] .

Mas, como |z| = 1, ou seja, z = 1/z,

〈zf, zn〉 = L
[
zf(z)

1

zn

]
= L

[
f(z)

1

zn−1

]
= L

[
f(z)zn−1

]
.

Novamente de (1.5.30), obtemos

〈zf, zn〉 = 〈f, zn−1〉. (1.5.46)

Para n ≥ 1, seja

An(z) = S∗
n(z)− γnzSn−1(z)− S∗

n−1(z), com γn = − 〈S∗
n−1, z

n〉
〈zSn−1, zn〉

. (1.5.47)

Os coeficientes γn estão bem definidos, pois de (1.5.46)

〈zSn−1, z
n〉 = 〈Sn−1, z

n−1〉 = ∆n−1

∆n−2
6= 0, n = 1, 2, 3, . . . .

De S∗
n(0) = S∗

n−1(0) = 1, pois Sn é um polinômio mônico, segue que An(0) = 0
e isto significa que o polinômio An não possui termo independente. Portanto,

An(z) =
n∑

k=1

akz
k.

Como An não tem termo independente,

A∗
n(z) = znAn(1/z) ∈ Pn−1, n = 1, 2, 3, . . . . (1.5.48)

Logo, A∗
n pode ser escrito da forma

A∗
n(z) =

n−1∑

k=0

bkSk(z). (1.5.49)

De (1.5.48) e (1.5.49), para n ≥ 1 obtemos

An(z) = znA∗
n(1/z) =

n−1∑

k=0

znbkSk(1/z)

=

n−1∑

k=0

zn−kbkz
kSk(1/z) =

n−1∑

k=0

bkz
n−kS∗

k(z). (1.5.50)
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A escolha de γn assegura que 〈An, zn〉 = 0, pois, de (1.5.47),

〈An, zn〉 = 〈S∗
n, z

n〉+ 〈S∗
n−1, z

n〉
〈zSn−1, zn〉

〈zSn−1, z
n〉 − 〈S∗

n−1, z
n〉 = 0.

Dessa equação, da definição de 〈·, ·〉 e de (1.5.50), obtemos

0 = 〈An, zn〉 =

n−1∑

k=0

bk〈zn−kS∗
k , z

n〉 =
n−1∑

k=0

bkL
[
zn−kS∗

k(z)
1

zn

]

=

n−1∑

k=0

bkL
[
S∗
k(z)

1

zk

]
=

n−1∑

k=0

bk〈S∗
k , z

k〉 = b0µ0.

Como µ0 = ∆0 6= 0, conclúımos que b0 = 0. Mas,

〈An, zn−1〉 = 〈S∗
n, z

n−1〉 − γn〈zSn−1, z
n−1〉 − 〈S∗

n−1, z
n−1〉

= −γnL
[
zSn−1(z)

1

zn−1

]
= −γnL

[
Sn−1(z)

1

zn−2

]

= −γn〈Sn−1, z
n−2〉 = 0.

Portanto,

0 = 〈An, zn−1〉 =
n−1∑

k=1

bk〈zn−kS∗
k , z

n−1〉 =
n−1∑

k=1

bkL
[
zn−kS∗

k(z)
1

zn−1

]

=

n−1∑

k=1

bk〈S∗
k , z

k−1〉 = b1〈S∗
1 , 1〉,

ou seja, b1 = 0. Continuando da mesma forma, obtemos b2 = b3 = · · · = bn−1 = 0.
Logo, An(z) ≡ 0 e, de (1.5.47),

S∗
n(z) = γnzSn−1(z) + S∗

n−1(z). (1.5.51)

Comparando os coeficientes de zn em (1.5.51), conclúımos que

γn = Sn(0) = −αn−1, n ≥ 1.

Logo,
S∗
n(z) = S∗

n−1(z)− αn−1zSn−1(z),

como em (1.5.44).
Definindo

Cn(z) = Sn(z) + αn−1S
∗
n(z)− γnzSn−1(z), agora com γn =

〈Sn, zn〉
〈zSn−1, zn〉

,

e procedendo de maneira completamente análoga à anterior, encontramos (veja
Exerćıcio 1.21)

Sn(z) = (1 − |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z),

concluindo, assim, a demonstração de (1.5.45).
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Se substituirmos S∗
n, dada pela equação (1.5.44), em (1.5.45), obtemos

Sn(z) = (1 − |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1[S
∗
n−1(z)− αn−1zSn−1(z)],

ou seja,

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1 S
∗
n−1(z), n ≥ 1. (1.5.52)

Pelas relações de recorrência, podemos ver que os polinômios mônicos de Szegő
são completamente determinados pelos coeficientes de reflexão αn. Esses coeficientes
podem ser calculados por (1.5.43) ou pelo método dado no próximo teorema, onde
também mostramos que |αn| < 1.

Teorema 1.14. Sejam L um funcional linear definido positivo, ∆n o determinante
de Toeplitz (1.5.32) e {αn}∞n=0 a sequência definida por (1.5.41). Então, para n ≥ 1,

αn−1 =
〈zSn−1, 1〉〈
S∗
n−1, 1

〉 , (1.5.53)

1− |αn−1|2 =
∆n∆n−2

∆2
n−1

> 0. (1.5.54)

Demonstração: Fazendo o produto escalar 〈Sn, 1〉, por (1.5.52) obtemos

〈Sn, 1〉 = 〈zSn−1, 1〉 − αn−1〈S∗
n−1, 1〉, n ≥ 1.

Como 〈Sn, 1〉 = 0, chegamos ao resultado (1.5.53).

Finalmente, para mostrar (1.5.54), usamos a relação de ortogonalidade (1.5.37)
e a relação de recorrência (1.5.45) e obtemos

∆n

∆n−1
= 〈Sn, zn〉 = (1 − |αn−1|2)〈zSn−1, z

n〉 − αn−1〈S∗
n, z

n〉.

Logo,
∆n

∆n−1
= (1− |αn−1|2)

∆n−1

∆n−2
.

Como estamos trabalhando com funcional definido positivo, então ∆n > 0 para
n ≥ 0, concluindo, assim, a demonstração do teorema.

Da relação (1.5.54), observamos que

|αn| < 1, para n ≥ 0.

Esta é uma importante caracteŕıstica dos polinômios de Szegő.

Quando L é um funcional linear positivo-definido, é posśıvel mostrar que os zeros
dos polinômios de Szegő Sn estão todos no disco unitário aberto |z| < 1. No texto
de Simon [39], encontramos 7 diferentes maneiras de se demonstrar esse resultado.
Abaixo apresentamos uma delas.

Teorema 1.15. Os zeros do polinômio de Szegő Sn, n ≥ 1, estão todos no disco
unitário aberto |z| < 1.
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Demonstração: Sejam z1, z2, . . . , zn os zeros do polinômio de Szegő Sn, n ≥ 1. Logo,
podemos escrever

Sn(z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn).

Sem perda de generalidade, escolhemos um zero de Sn, por exemplo, z1. Seja π
o polinômio de grau n− 1 dado por

π(z) =
Sn(z)

z − z1
= (z − z2) · · · (z − zn).

Assim, Sn(z) = (z − z1)π(z) = zπ(z)− z1π(z) e, portanto,

Sn(z) + z1π(z) = zπ(z).

Logo, ‖Sn + z1π‖2 = ‖zπ‖2, isto é,

〈Sn, Sn〉+ 〈Sn, z1π〉+ 〈z1π, Sn〉+ 〈z1π, z1π〉 = 〈zπ, zπ〉.

Dáı, obtemos

‖Sn‖2 + 〈Sn, z1π〉+ 〈z1π, Sn〉+ ‖z1π‖2 = ‖zπ‖2.

Como, por (1.5.34), 〈Sn, z1π〉 = 0 e

‖zπ‖2 = 〈zπ, zπ〉 = L [zπ.zπ] = L [ππ] = ‖π‖2,

pois |z| = 1 em C. Então,

‖Sn‖2 + ‖z1π‖2 = ‖π‖2.

Logo,
‖Sn‖2 =

(
1− |z1|2

)
‖π‖2 > 0

e, portanto, 1− |z1|2 > 0, ou seja, |z1|2 < 1.
Assim, para qualquer zero de Sn, |zk|2 < 1, k = 1, 2, ..., n.

1.5.1 Polinômios para-ortogonais

Passaremos, agora, ao estudo dos polinômios para-ortogonais. Em [27], os autores
Jones, Nj̊astad e Thron consideraram o estudo desses polinômios na forma

Sn(z) + wS∗
n(z),

para w ∈ C e |w| = 1. Uma propriedade importante desses polinômios é que
seus zeros são simples e estão no ćırculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}. Vamos
utilizar, aqui, uma medida ψ no ćırculo unitário, definida em (1.5.27), em lugar do
tratamento mais abrangente, via funcional de momento, dado pelos autores em [27].

Assim, consideraremos a sequência de polinômios de Szegő, {Sn}, com relação
à uma medida ψ definida no ćırculo unitário, isto é,

〈Sn, Sm〉 =
∫

C

Sn(z)Sm(z)dψ(z) = 0, se n 6= m,

lembrando que

〈P,Q〉 =
∫

C

P (z)Q(z)dψ(z) .
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Definição 1.18. Uma sequência {Xn}∞n=1 é uma sequência de polinômios para-or-
togonais com respeito a uma medida ψ se, para n ≥ 1, Xn é um polinômio de grau
n que satisfaz

〈Xn, 1〉 6= 0,
〈Xn, z

m〉 = 0
〈Xn, z

n〉 6= 0 .
, m = 1, 2, . . . , n− 1 , (1.5.55)

Esses polinômios são chamados de para-ortogonais, pois, diferentemente dos
polinômios ortogonais, satisfazem 〈Xn, 1〉 6= 0.

Observe que {Sn}∞n=1 e {S∗
n}∞n=1 não são sequências de polinômios para-ortogo-

nais com respeito a ψ.
Uma classe interessante de polinômios é conhecida como polinômios κ-invariantes.

Definição 1.19. Para κ ∈ C, κ 6= 0, um polinômio X é κ-invariante se

X∗(z) = κX(z) , ∀ z ∈ C .

A sequência {Xn}∞n=1 é {κn}∞n=1-invariante se, para cada n, Xn é κn-invariante.

Podemos obter sequências {κn}∞n=1-invariantes de polinômios para-ortogonais
tomando funções da forma

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z) , z, wn ∈ C , n = 1, 2, . . . . (1.5.56)

Note que Sn(wn, z) satisfaz à definição de polinômios para-ortogonais com relação
à medida ψ (Exerćıcio 1.22).

O próximo resultado, veja [27], fornece uma caracterização dos polinômios para-
ortogonais κ-invariantes e garante que toda sequência de polinômios para-ortogonais
com respeito a uma medida ψ é obtida a partir da expressão (1.5.56). Observe que

∫

C

z−n+s[Sn(z) + wnS
∗
n(z)]dψ(z) = 0, s = 1, 2, ..., n− 1. (1.5.57)

Teorema 1.16. Seja {Sn}∞n=0 uma sequência de polinômios de Szegő com relação
a uma dada medida ψ.

(i) Se cn, wn ∈ C, n ≥ 1, com cn 6= 0 e |wn| = 1, e se κn = cn
wn
cn
, então

{cnSn(wn, z)}∞n=1 é uma sequência {κn}∞n=1-invariante de polinômios para-
ortogonais com respeito a ψ e |κn| = 1, n ≥ 1.

(ii) Se {Xn}∞n=0 é uma sequência de polinômios para-ortogonais com respeito a ψ,
então, para n ≥ 1,

Xn(z) = cnSn(wn, z) , z ∈ C , (1.5.58)

onde

cn =
〈Xn, Sn〉
〈Sn, Sn〉

− dn
〈S∗
n, Sn〉

〈Sn, Sn〉
6= 0 e wn =

dn
cn

, (1.5.59)

com

dn =
〈Xn, 1〉
〈S∗
n, 1〉

6= 0 . (1.5.60)

Para cada n ≥ 1, se Xn é também κn-invariante, então

|wn| = 1, κn =
cnwn
cn

e |κn| = 1 . (1.5.61)
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Demonstração: (i) Sabemos que S∗
n(0) = 1 e, assim,

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z) = (zn + · · · − αn−1) + wn(−αn−1z

n + · · ·+ 1) .

Logo,

Sn(wn, z) = (1− wnαn−1)z
n + . . .+ (wn − αn−1) ,

onde αn−1 = −Sn(0).
Pela equação (1.5.54), |αn−1| < 1. Assim, conclúımos que o grau de Sn(wn, z) é

n e, além disso, Sn(wn, 0) 6= 0. Da definição de polinômio rećıproco e da expressão
(1.5.56), temos

(cnSn(wn, z))
∗ = cn(S

∗
n(z) + wnSn(z))

= cnwn(Sn(z) + wnS
∗
n(z))

= κncnSn(wn, z) ,

o que mostra que {cnSn(wn, z)}∞n=1 é uma sequência {κn}∞n=1-invariante para todo
z ∈ C e n ≥ 1.

A para-ortogonalidade segue imediatamente da relação

〈Sn(wn, z), zk〉 = 〈Sn, zk〉+ wn〈S∗
n, z

k〉

e das propriedades de ortogonalidade dos polinômios Sn e S∗
n, pois

〈Sn(wn, z), zk〉 = 0 , 1 ≤ k ≤ n− 1 ,

〈Sn(wn, z), 1〉 = wn〈S∗
n, 1〉 6= 0 ,

〈Sn(wn, z), zn〉 = 〈Sn, zn〉 6= 0 .

(ii) Seja Tn(z) = Xn(z)− cnSn(z)− dnS
∗
n(z), n ≥ 1. Então, das definições de cn e

dn, obtemos

〈Tn, Sn〉 = 〈Xn − cnSn − dnS
∗
n, Sn〉

= 〈Xn, Sn〉 − cn〈Sn, Sn〉 − dn〈S∗
n, Sn〉

= 〈Xn, Sn〉 − 〈Xn, Sn〉+ dn〈S∗
n, Sn〉 − dn〈S∗

n, Sn〉 = 0.

Além disso, das relações de ortogonalidade dos polinômios de Szegő,

〈Tn, S0〉 = 〈Xn − cnSn − dnS
∗
n, S0〉

= 〈Xn, S0〉 − cn〈Sn, S0〉 − dn〈S∗
n, S0〉

= 〈Xn, S0〉 −
〈Xn, 1〉
〈S∗
n, 1〉

〈S∗
n, S0〉 = 0 .

Portanto, temos

〈Tn, Sn〉 = 〈Tn, S0〉 = 0 , n = 1, 2, . . . . (1.5.62)

Vamos mostrar, agora, que Tn ≡ 0 para n ≥ 1.
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Para n ≥ 1, podemos expressar Tn da forma

Tn(z) =

n∑

k=0

akSk(z) , ak ∈ C .

Da igualdade anterior e de (1.5.62), para n ≥ 1 obtemos

0 = 〈Tn, S0〉 = a0〈S0, S0〉 ⇒ a0 = 0 .

Analogamente,

0 = 〈Tn, Sn〉 = an〈Sn, Sn〉 ⇒ an = 0 .

Em particular, T1(z) = 0.

Para n ≥ 2, como Xn é para-ortogonal, temos

0 = 〈Tn, z〉 =
〈
n−1∑

k=1

akSk(z), z

〉
= a1〈S1, z〉 ⇒ a1 = 0 .

Continuando dessa maneira, teremos a2 = a3 = · · · = an−1 = 0. Assim, para
n ≥ 1, Tn ≡ 0 e

Xn(z) = cnSn(z) + dnS
∗
n(z) , n = 1, 2, . . . . (1.5.63)

Se cn = 0, então, por (1.5.63) e (1.5.55), temos

dn〈S∗
n, z

n〉 = 〈Xn, z
n〉 6= 0

o que contradiz o fato de S∗
n ser ortogonal e, assim, cn 6= 0.

Analogamente, se dn = 0, novamente por (1.5.63) e (1.5.55), temos

cn〈Sn, 1〉 = 〈Xn, 1〉 6= 0 ,

o que contradiz a ortogonalidade de Sn. Logo, dn 6= 0.

Para todo n ≥ 1, podemos, então, escrever

Xn(z) = cn

(
Sn(z) +

dn
cn
S∗
n(z)

)
= cnSn(wn, z) , z ∈ C , wn =

dn
cn

.

Agora, suponhamos que, para algum n ≥ 1, Xn é κn-invariante. Então, X
∗
n(z) =

κnXn(z) e, assim, (1.5.63) e X∗
n(z) = cnS

∗
n(z) + dnSn(z) implicam que

(dn − κncn)Sn(z) + (cn − κndn)S
∗
n(z) = 0 .

Como Sn e S∗
n são linearmente independentes, conclúımos que

κn =
dn
cn

e κn =
cn
dn

.

Isto significa que |cn| = |dn|, concluindo a demonstração das condições (1.5.61).
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Representação de polinômios para-ortogonais

Vimos que os polinômios

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z), com |wn| = 1, n = 1, 2, . . . , (1.5.64)

são polinômios para-ortogonais. Podemos representá-los de uma outra forma. Da
equação (1.5.52), isto é, de

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z), (1.5.65)

obtemos
S∗
n(z) = S∗

n−1(z)− αn−1zSn−1(z). (1.5.66)

Substituindo as equações (1.5.65) e (1.5.66) em (1.5.64), temos

Sn(wn, z) = zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z) + wn

[
S∗
n−1(z)− αn−1zSn−1(z)

]

= (1 − wnαn−1)zSn−1(z) + (wn − αn−1)S
∗
n−1(z)

= (1 − wnαn−1)

[
zSn−1(z) +

wn − αn−1

1− wnαn−1
S∗
n−1(z)

]
. (1.5.67)

Denotando τn =
wn − αn−1

1− wnαn−1
observamos, que como |wn| = 1,

τn =
wn(1− wnαn−1)

1− wnαn−1
,

então |τn| = 1. Assim, tomando o polinômio em (1.5.67) na forma mônica, obtemos

Sn(τn, z) = zSn−1(z) + τnS
∗
n−1(z), com |τn| = 1, n = 1, 2, . . . , (1.5.68)

que também representam polinômios para-ortogonais.

Zeros dos polinômios para-ortogonais

Os zeros dos polinômios para-ortogonais possuem uma propriedade que será
bastante interessante e é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.17. Seja {Xn}∞n=1 uma sequência {κn}∞n=1-invariante de polinômios
para-ortogonais com respeito a uma medida positiva ψ. Então, para cada n ≥ 1, os
n zeros de Xn são simples e estão no ćırculo unitário.

Demonstração: Para n ≥ 1, podemos escrever

Xn(z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n , cn 6= 0 , ck ∈ C , k = 0, 1, . . . , n.

Logo, por hipótese,

X∗
n(z) = c0z

n + c1z
n−1 + . . .+ cn = κnXn(z) , κn 6= 0 .

Observe que

c0 = Xn(0) = κ−1
n X∗

n(0) =
cn
κn

6= 0 .

Sejam α1, α2, . . . , αp os zeros de multiplicidade ı́mpar de Xn em C, contadas
as suas multiplicidades. Se esses zeros não existem, então p = 0, caso contrário,
1 ≤ p ≤ n. Para demonstrar o teorema é suficiente mostrar que p = n.
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Se β é um zero de Xn que não está em C, então, como Xn é κn-invariante, 1/β
é um zero de Xn e 1/β também não está em C. Assim, os zeros de Xn que não
pertencem a C ocorrem em pares (β, 1/β).

Se β é um zero de Xn em C, então β = 1/β. Existe, assim, um número par de
zeros de Xn em C mas que não estão no conjunto {α1, α2, . . . , αp}. Segue, então,
que os zeros de Xn que não estão em {α1, α2, . . . , αp} ocorrem em pares (β, 1/β).
Denotemos todos os zeros que ocorrem em pares (β, 1/β) pelos 2q números

β1,
1

β1

, β2,
1

β2

, . . . , βq,
1

βq
,

que podem estar em C ou não. Se não existem tais zeros, tomaremos q = 0.
Claramente p+ 2q = n. Como Xn(0) 6= 0, temos que βj 6= 0 para j = 1, 2, . . . , q.

Consideremos os polinômios

A(z) =

{
(z − α1) . . . (z − αp) , se p ≥ 1 ,
1 , se p = 0 ,

B(z) =

{
(z − β1) . . . (z − βq) , se q ≥ 1 ,
1 , se q = 0 ,

C(z) = zqA(z) .

Note que

Xn(z) = A(z)B(z)

(
z − 1

β1

)
. . .

(
z − 1

βq

)
.

Suponha p < n e, assim, q ≥ 1. Então, de (1.5.30) e das expressões anteriores
para Xn e C, obtemos

〈Xn, C〉 =

∫

C

Xn(z)C(z)dψ(z)

=

∫

C

A(z)B(z)

(
z − 1

β1

)
. . .

(
z − 1

βq

)
A(z)

1

zq
dψ(z)

=

∫

C

A(z)B(z)A(z)(−1)q
(1 − β1z) . . . (1 − βqz)

β1 . . . βqz
q

dψ(z)

=
(−1)q

β1 . . . βq

∫

C

A(z)B(z)A(z)B(z)dψ(z)

=
(−1)q

β1 . . . βq
〈AB,AB〉 6= 0 .

Como C é um polinômio de grau p + q e 〈Xn, C〉 6= 0, as condições de para-
ortogonalidade implicam que o grau de C é n. Como tomamos q ≥ 1, isto é im-
posśıvel, pois o grau de C é igual a p+ q que é menor do que p+2q = n. Portanto,
q = 0 e p = n.

Como os zeros dos polinômios para-ortogonais estão no ćırculo unitário, eles são
utilizados para construir fórmulas de quadratura no ćırculo unitário (veja Caṕıtulo
4).
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1.6 Exerćıcios

Exerćıcio 1.1. Verifique que

a) a sequência constante

{
1

4
,
1

4
,
1

4
, . . .

}
é uma sequência encadeada, com a sequência

de parâmetros {gn} =

{
n

2(n+ 1)

}
, e também com a sequência de parâmetros

{hn} =

{
1

2

}
.

b) a sequência constante {an} = {a}, com 0 < a ≤ 1

4
é uma sequência encadeada

com as sequências de parâmetros

{gn} =

{
1 +

√
1− 4a

2

}
e {hn} =

{
1−

√
1− 4a

2

}
.

Exerćıcio 1.2. Demonstre o Teorema 1.2: Se {an} é uma sequência encadeada
e {gk} e {hk} são sequências de parâmetros para {an}, então gk < hk para k ≥
1 se, e somente se, g0 < h0.

Exerćıcio 1.3. Demonstre o Teorema 1.3: Se {an} é uma sequência encadeada
e tem uma sequência de parâmetros {gk} tal que g0 > 0, então, para cada h0
satisfazendo 0 ≤ h0 < g0, existe uma correspondente sequência de parâmetros
{hk}.

Exerćıcio 1.4. Mostre que {Mn} =

{
1 +

√
1− 4a

2

}
é a sequência maximal para

a sequência encadeada {an} = {a}, com 0 < a ≤ 1

4
.

Exerćıcio 1.5. Mostre que se P0, P1, . . . , Pn são polinômios de grau n e ortogonais
entre si, então eles formam uma base para o espaço dos polinômios de grau no
máximo n, Pn.

Exerćıcio 1.6. Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios, com Pn de grau
exatamente n, e φ uma medida positiva em (a, b). Então, as seguintes afirmações
são equivalentes:

a) {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais com relação a φ em (a, b),
ou seja,

〈Pn, Pm〉 =
∫ b

a

Pn(x)Pm(x)dφ(x) =

{
0, se n 6= m,
ρn 6= 0, se n = m.

b) 〈Pn, π〉 =
∫ b

a

Pn(x)π(x)dφ(x) =

{
0, ∀ polinômio π de grau ≤ n− 1,

ρ̂n 6= 0, ∀ polinômio π de grau n,

c) 〈xm, Pn〉 =
∫ b

a

xmPn(x)dφ(x) =

{
0, se m < n,
ρ̃n 6= 0, se m = n.

Exerćıcio 1.7. Sejam {Rn}∞n=0 e {Pn}∞n=0 duas sequências de polinômios ortogo-
nais no intervalo (a, b) com relação à medida φ. Então,

Rj(x) = cjPj(x), j = 0, 1, . . . ,

onde cj é uma constante que depende apenas de j.
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Exerćıcio 1.8. Mostre que se os momentos µk, k = 0, 1, . . ., definidos por (1.1.1)
existem, então os determinantes de Hankel, Hn, definidos por (1.1.3), são diferentes
de zero.

Exerćıcio 1.9. Demonstre o Teorema 1.10.

Exerćıcio 1.10. Demonstre a Identidade de Christoffel-Darboux (1.4.14).

Exerćıcio 1.11. Sejam xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n e xn−1,1 < xn−1,2 < · · · <
xn−1,n−1 os zeros dos polinômios ortogonais Pn e Pn−1, respectivamente, dados em
ordem crescente. Então,

xn,k < xn−1,k < xn,k+1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Exerćıcio 1.12. Mostre que, para n ≥ 1, os polinômios Qn, definidos por (1.4.16),
são polinômios de grau exatamente n− 1.

Exerćıcio 1.13. Demonstre que os polinômios associados aos ortogonais satisfazem
à mesma relação de recorrência dos polinômios ortogonais mônicos, ou seja,

Qn+1(x) = (x − βn+1)Qn(x)− αn+1Qn−1(x), n ≥ 1,

com Q0(x) = 0 e Q1(x) = µ0.

Exerćıcio 1.14. Sejam {Pn}∞n=0 e {Qn}∞n=0 sequências de polinômios ortogonais e
associados aos ortogonais, respectivamente. Mostre que

Pn+1(x)Qn(x) − Pn(x)Qn+1(x) = −αn+1 · · ·α3α2µ0 6= 0.

Exerćıcio 1.15. Mostre que entre dois zeros consecutivos do polinômio Pn existe
um único zero do polinômio Qn, ou seja,

xn,k < yn,k < xn,k+1, k = 1, 2, · · · , n− 1,

onde xn,k, k = 1, 2, · · · , n, são os zeros do polinômio Pn e yn,k, k = 1, 2, · · · , n− 1,
os de Qn, dados em ordem crescente.

Exerćıcio 1.16. Mostre que se φ é uma medida simétrica em (−b, b), então valem
as seguintes propriedades:

• µ2n+1 = 0, n = 0, 1, . . . ;

• βn = 0, n = 1, 2, . . . ;

• Pn(−x) = (−1)nPn(x), n = 0, 1, . . . ;

• xn,k = −xn,n−k+1, k = 1, 2, . . . , n.

Exerćıcio 1.17. Mostre que os polinômios de Gegenbauer, G
(λ)
n , definidos em

(1.4.22) satisfazem

G
(λ)
n+1(1) =

2λ+ n

2(λ+ n)
G(λ)
n (1), n ≥ 0,

com G
(λ)
0 (1) = 1.

Exerćıcio 1.18. Encontre sequências encadeadas positivas utilizando as relações
(1.4.24), (1.4.25) e os polinômios ortogonais clássicos.
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Exerćıcio 1.19. Mostre que os polinômios Sn definidos por (1.5.33) satisfazem
também à (1.5.34).

Exerćıcio 1.20. Mostre que a definição (1.5.35) é equivalente à (1.5.33).

Exerćıcio 1.21. Considere

Cn(z) = Sn(z) + αn−1S
∗
n(z)− γnzSn−1(z), com γn =

〈Sn, zn〉
〈zSn−1, zn〉

e demonstre a equação (1.5.45), ou seja,

Sn(z) = (1 − |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z).

Exerćıcio 1.22. Mostre que

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z) , z, wn ∈ C , n = 1, 2, . . . .

satisfaz à definição de polinômios para-ortogonais com relação à medida ψ.
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Caṕıtulo 2

Polinômios L-Ortogonais na
Reta Real

Estudos feitos por Jones, Thron e outros [26, 30] sobre problemas fortes de momento
deram origem aos polinômios de Laurent ortogonais. O problema forte de momento
pode ser expresso da seguinte forma: dada uma sequência {µn}∞n=−∞ de números

reais, em que condições existe uma medida positiva ψ tal que µn =

∫ b

a

tndψ(t) para

n = . . . , 0,±1,±2, . . .?
Neste caṕıtulo, apresentaremos a definição e algumas propriedades dos polinômios

de Laurent ortogonais (veja [14, 26, 30] para mais detalhes) para depois passarmos
ao estudo dos polinômios L-ortogonais (Sri Ranga [41]) que, por possúırem muitas
propriedades semelhantes às dos polinômios ortogonais na reta real, são, algumas
vezes, chamados de polinômios similares aos ortogonais. Esses últimos polinômios
satisfazem a uma relação de recorrência de três termos do tipo (1), objetivo do
presente texto.

2.1 Polinômios de Laurent ortogonais

Lembremos que, para um par de números inteiros (p, q), p ≤ q, Λp,q é o espaço das
funções definidas por

R(z) =

q∑

k=p

rkz
k, z ∈ C e rk ∈ C, k = p, . . . , q.

Essas funções são conhecidas por polinômios de Laurent ou, simplesmente, L-
polinômios. O espaço de todos os L-polinômios será denotado por Λ, o espaço
dos polinômios por P e o espaço dos polinômios de grau no máximo n por Pn. Note
que Pn = Λ0,n.

Em especial, para n ∈ N, denotaremos

Λ2n = {R ∈ Λ−n,n : rn 6= 0}
Λ2n+1 = {R ∈ Λ−n−1,n : r−n−1 6= 0}.

Não é dif́ıcil verificar que, para todo polinômio R ∈ Λ, existe um único i ∈ N tal
que R ∈ Λi (Exerćıcio 2.1).
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Dizemos que um L-polinômio R é de L-grau m se R ∈ Λm para m ∈ N.
Se R ∈ Λ2n, então o coeficiente do termo em tn é chamado coeficiente principal e

o coeficiente da potência t−n é chamado coeficiente secundário. Se R ∈ Λ2n+1, então
o coeficiente do termo em tn é chamado coeficiente secundário e o coeficiente da
potência t−n−1 é chamado coeficiente principal. O coeficiente principal é sempre não
nulo e não há restrições para o coeficiente secundário. Um L-polinômio é chamado
mônico se o coeficiente principal for igual a 1.

Consideremos uma medida forte em (a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞, e os momentos dados
por

µψm =

∫ b

a

tmdψ(t), m = 0,±1,±2, . . . . (2.1.1)

Os determinantes de Hankel H
(m)
n , definidos por (1.1.4), são positivos para

m,n ∈ Z e n > 0 (Exerćıcio 2.2).

Definição 2.1. Uma sequência {Rn}∞n=0 é chamada sequência de polinômios de
Laurent ortogonais com relação à medida ψ em (a, b) se

i) Rn ∈ Λn, n ∈ N,

ii)

∫ b

a

Rn(t)Rm(t)dψ(t) =

{
0, se m 6= n,
kn 6= 0, se m = n.

Vamos considerar os polinômios de Laurent na forma mônica, ou seja,

R2n(t) =

n∑

j=−n

r2n,j t
j , com r2n,n = 1, (2.1.2)

R2n+1(t) =

n∑

j=−n−1

r2n+1,j t
j , com r2n+1,−n−1 = 1. (2.1.3)

Analogamente ao caso dos polinômios ortogonais, é posśıvel mostrar que se
{Rn}∞n=0 é uma sequência de L-polinômios tal que Rn é de L-grau n para todo
n ∈ N, então as seguintes afirmações são equivalentes (Exerćıcio 2.3):
a) {Rn}∞n=0 é uma sequência de polinômios de Laurent ortogonais;

b)

∫ b

a

R(t)Rn(t)dψ(t)

{
= 0, para todo polinômio R de L-grau ≤ n− 1,
6= 0, se R tem L-grau n;

c)

∫ b

a

tmR2n(t)dψ(t) =

n∑

j=−n

r2n,j µ
ψ
j+m

{
= 0, se − n ≤ m ≤ n− 1,
6= 0, se m = n;

∫ b

a

tmR2n+1(t)dψ(t) =

n∑

j=−n−1

r2n+1,j µ
ψ
j+m

{
= 0, se − n ≤ m ≤ n,
6= 0, se m = −n− 1.

Utilizando o item c) com m = −n,−n+ 1, . . . , n − 1 e procedendo de maneira
similar ao que foi feito para o caso dos polinômios ortogonais, chegamos a um
sistema de equações lineares. Pela regra de Cramer, obtemos

R2n(t) =
1

H
(−2n)
2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−2n µψ−2n+1 . . . µψ−1 µψ0
µψ−2n+1 µψ−2n+2 . . . µψ0 µψ1

...
...

. . .
...

...

µψ−1 µψ0 . . . µψ2n−2 µψ2n−1

t−n t−n+1 . . . tn−1 tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.1.4)
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Analogamente, fazendo m = −n,−n + 1, . . . , n e usando a regra de Cramer,
obtemos

R2n+1(t) =
1

H
(−2n)
2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t−n−1 t−n . . . tn−1 tn

µψ−2n−1 µψ−2n . . . µψ−1 µψ0
...

...
. . .

...
...

µψ−2 µψ−1 . . . µψ2n−2 µψ2n−1

µψ−1 µψ0 . . . µψ2n−1 µψ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.1.5)

Assim, como H
(m)
n > 0, mostra-se a existência dos polinômios de Laurent orto-

gonais.
Vale ressaltar que os polinômios de Laurent ortogonais não satisfazem a uma

relação de recorrência de três termos.

2.2 Polinômios L-ortogonais

Iniciaremos, agora, o estudo dos polinômios L-ortogonais dados em [41] e que de-
notaremos por Bn.

Definição 2.2. Seja ψ uma medida forte em (a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞. Dizemos que
uma sequência de polinômios {Bn}∞n=0, onde Bn é um polinômio mônico de grau
exatamente n, é uma sequência de polinômios L-ortogonais com relação a dψ no
intervalo (a, b) se

∫ b

a

t−n+sBn(t)dψ(t) =

{
0, se 0 ≤ s ≤ n− 1,
ρn > 0, se s = n.

(2.2.6)

Equivalentemente, pode-se escrever (2.2.6) como

∫ b

a

tkBn(t)dψ(t) =

{
0, para k = −1,−2, . . . ,−n+ 1,−n,
ρn > 0, para k = 0.

(2.2.7)

A existência dos polinômios L-ortogonaisBn também depende dos determinantes
de Hankel. Assim, escrevendo Bn em termos de seus coeficientes, ou seja,

Bn(t) =

n∑

k=0

bn,kt
k, com bn,n = 1, (2.2.8)

obtemos
∫ b

a

t−n+sBn(t)dψ(t) =

n∑

k=0

bn,kµ
ψ
−n+s+k =

{
0, se s = 0, 1, . . . , n− 1,
ρn > 0, se s = n.

(2.2.9)
Fazendo s = 0, 1, . . . , n−1 em (2.2.9), obtemos um sistema linear. Acrescentando

(2.2.8) como a última linha desse sistema e utilizando a regra de Cramer, podemos
escrever Bn da seguinte forma

Bn(t) =
1

H
(−n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−n µψ−n+1 . . . µψ−1 µψ0
µψ−n+1 µψ−n+2 . . . µψ0 µψ1

...
...

. . .
...

...

µψ−1 µψ0 . . . µψn−2 µψn−1

1 t . . . tn−1 tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (2.2.10)
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Além disso, se substituirmos a última linha do sistema anterior pela equação
obtida quando fazemos s = n em (2.2.9), e o resolvermos pela regra de Cramer,
podemos escrever ρn como

ρn =
H

(−n)
n+1

H
(−n)
n

. (2.2.11)

Se tomarmos t = 0 na relação (2.2.10), o termo independente de Bn torna-se

bn,0 = Bn(0) = (−1)n
H

(−n+1)
n

H
(−n)
n

6= 0. (2.2.12)

Logo, t = 0 não é zero de Bn, n ≥ 1.
Considerando s = −1 na integral em (2.2.6), vamos definir

ηn =

∫ b

a

t−n−1Bn(t)dψ(t). (2.2.13)

Logo, de (2.1.1) e (2.2.8), obtemos

ηn = bn,nµ
ψ
−1 + bn,n−1µ

ψ
−2 + . . .+ bn,1µ

ψ
−n + bn,0µ

ψ
−n−1.

Fazendo s = −1, 0, 1, . . . , n−1 na integral em (2.2.6) e aplicando a Regra de Cramer,
obtemos

Bn(0) = ηn
H

(−n+1)
n

H
−(n+1)
n+1

.

Utilizando a equação (2.2.12), obtemos

ηn = (−1)n
H

−(n+1)
n+1

H
(−n)
n

. (2.2.14)

Relação entre os polinômios de Laurent ortogonais e os L-ortogonais

Da relação (2.2.10), obtemos

B2n(t) =
1

H
(−2n)
2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−2n µψ−2n+1 . . . µψ−1 µψ0
µψ−2n+1 µψ−2n+2 . . . µψ0 µψ1

...
...

. . .
...

...

µψ−1 µψ0 . . . µψ2n−2 µψ2n−1

1 t . . . t2n−1 t2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Dividindo a relação anterior por tn e comparando com (2.1.4), conclúımos que

B2n(t)

tn
= R2n(t).

Novamente de (2.2.10), obtemos

B2n+1(t) =
1

H
(−2n−1)
2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µψ−2n−1 µψ−2n . . . µψ−1 µψ0
µψ−2n µψ−2n+1 . . . µψ0 µψ1
...

...
. . .

...
...

µ−1ψ µψ0 . . . µψ2n−1 µψ2n
1 t . . . t2n t2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Dividindo a relação anterior por tn+1 e comparando com (2.1.5), obtemos

B2n+1(t)

tn+1
= − H

(−2n)
2n+1

H
(−2n−1)
2n+1

R2n+1(t) = b2n+1R2n+1(t),

pois b2n+1 = − H
(−2n)
2n+1

H
(−2n−1)
2n+1

. Logo,

B2n+1(t)

tn+1B2n+1(0)
= R2n+1(t).

2.2.1 Polinômios associados aos L-ortogonais

Analogamente aos polinômios ortogonais, podemos definir os polinômios associados
aos L-ortogonais.

Definição 2.3. Os polinômios Cn, associados aos polinômios Bn, são definidos por

Cn(t) =

∫ b

a

Bn(z)−Bn(t)

z − t
dψ(z). (2.2.15)

Teorema 2.1. O polinômio associado Cn tem grau n− 1, n ≥ 1.

Demonstração: Seja Bn(t) =

n∑

k=0

bn,kt
k. Assim,

Bn(z)−Bn(t) = bn,n(z
n−tn)+bn,n−1(z

n−1−tn−1)+· · ·+bn,1(z−t) =
n∑

k=1

bn,k(z
k − tk).

Substituindo na equação (2.2.15), desenvolvendo-a e substituindo a definição de
momento, obtemos

Cn(t) =

n∑

k=1

bn,k(µ
ψ
k−1 + µψk−2t+ . . .+ µψ1 t

k−2 + µψ0 t
k−1).

Desenvolvendo o somatório, encontramos

Cn(t) = bn,nµ
ψ
0 t
n−1 + (bn,nµ

ψ
1 + bn,n−1µ

ψ
0 )t

n−2 + . . .+ bn,1µ
ψ
0 .

Portanto, Cn tem grau n− 1.

Além da equação (2.2.15), os polinômios Cn também podem ser dados pelo
teorema a seguir.

Teorema 2.2. Os polinômios Cn satisfazem

Cn(t) =

∫ b

a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z), m = 0, 1, . . . , n. (2.2.16)

Demonstração: Para m = 0 é imediato. De (2.2.15), temos

Cn(t) =

∫ b

a

z−m
zmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z).
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Somando-se e subtraindo-se o termo tmBn(z), obtemos

Cn(t) =

∫ b

a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z) +

∫ b

a

z−mBn(z)
zm − tm

z − t
dψ(z).

Como
zm − tm

z − t
=
m−1∑

k=0

zktm−1−k,

então

Cn(t) =

∫ b

a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z) +

m−1∑

k=0

tm−1−k

∫ b

a

zk−mBn(z)dψ(z).

Mas,

∫ b

a

zk−mBn(z)dψ(z) = 0, para m = 1, . . . , n, e k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Portanto,

Cn(t) =

∫ b

a

z−m
tmBn(z)− zmBn(t)

z − t
dψ(z), para 0 ≤ m ≤ n.

Os polinômios Cn também são utilizados para o cálculo dos pesos de certas
fórmulas de quadratura que veremos mais adiante na Seção 4.1.2.

2.2.2 Relação de recorrência de três termos

Primeiramente, apresentamos o seguinte resultado sobre o conjunto de polinômios
{tn−jBj}nj=0 (veja [5]).

Lema 2.1. Para n ≥ 1, o conjunto de polinômios {tn−jBj}nj=0 é linearmente in-
dependente.

Demonstração: Observe que os polinômios tn−jBj , j = 0, 1, ..., n, são polinômios
mônicos de grau n. Tomemos uma combinação linear nula desses polinômios, isto
é,

n∑

j=0

γjt
n−jBj(t) = γ0t

nB0(t) + γ1t
n−1B1(t) + · · ·+ γnBn(t) = 0.

Multiplicando ambos os lados por ts−n e integrando com respeito a ψ no intervalo
(a, b), obtemos

n∑

j=0

γj

∫ b

a

ts−jBj(t)dψ(t) = 0. (2.2.17)

De (2.2.6), sabemos que

∫ b

a

t−j+sBj(t)dψ(t) = 0, para s = 0, 1, ..., j − 1.
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Fazendo s = 0, 1, ..., n em (2.2.17), obtemos o sistema triangular inferior de equações
lineares

s∑

j=0

γj

∫ b

a

t−j+sBj(t)dψ(t) = 0, para s = 0, 1, ..., n.

Como ρs =

∫ b

a

Bs(t)dψ(t) 6= 0, então γs = 0, s = 0, 1, ..., n, o que demonstra o

resultado.

Mostramos, agora, que os polinômios Bn e e os associados Cn satisfazem a
relações de recorrência de três termos da forma (1), com βn > 0 e αn+1 > 0, n ≥ 1.

Teorema 2.3. Os polinômios Bn e Cn satisfazem às seguintes relações de re-
corrência de três termos, para n ≥ 1,

Bn+1(t) = (t− βn+1)Bn(t)− αn+1 t Bn−1(t), (2.2.18)

Cn+1(t) = (t− βn+1)Cn(t)− αn+1 t Cn−1(t), (2.2.19)

com B0(t) = 1, B1(t) = t− β1, C0(t) = 0, C1(t) = µψ0 e

β1 =
µψ0

µψ−1

, αn+1 =
ρn
ρn−1

, βn+1 = −αn+1
ηn−1

ηn
. (2.2.20)

Demonstração: Se Bn, para n ≥ 0, são polinômios mônicos de grau n, o polinômio
Bn+1(t)− tBn(t) também é um polinômio de grau no máximo n em t. Assim, pelo
Lema 2.1 podemos escrever

Bn+1(t)− tBn(t) =

n∑

j=0

γjt
n−jBj(t). (2.2.21)

Multiplicando ambos os membros da última igualdade por tk e integrando em
(a, b) com relação a ψ, obtemos

∫ b

a

tkBn+1(t)dψ(t)−
∫ b

a

tk+1Bn(t)dψ(t) =

n∑

j=0

γj

∫ b

a

tn−j+kBj(t)dψ(t). (2.2.22)

• Fazendo k = −n em (2.2.22), obtemos

∫ b

a

t−nBn+1(t)dψ(t) −
∫ b

a

t−n+1Bn(t)dψ(t) =
n∑

j=0

γj

∫ b

a

t−jBj(t)dψ(t).

Usando (2.2.7), temos 0 = γ0ρ0 e, como ρ0 > 0, então

γ0 = 0.

• Fazendo k = −n+ 1 em (2.2.22) e, como γ0 = 0, obtemos

∫ b

a

t−n+1Bn+1(t)dψ(t) −
∫ b

a

t−n+2Bn(t)dψ(t) =
n∑

j=1

γj

∫ b

a

t−j+1Bj(t)dψ(t).
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De (2.2.7), temos 0 = γ1ρ1 e, como ρ1 > 0, então

γ1 = 0.

• Analogamente, fazendo k = −n+ 2,−n+ 3, . . . ,−2 em (2.2.22), conclúımos que

γ2 = γ3 = · · · = γn−2 = 0.

Substituindo γj = 0, para j = 0, 1, ..., n− 2, em (2.2.21), obtemos

Bn+1(t)− tBn(t) = γnBn(t) + γn−1tBn−1(t),

ou seja, os polinômios {Bn(t)} satisfazem a uma relação de recorrência de três
termos.

Para determinar o valor de γn−1, fazemos k = −1 em (2.2.22), ou seja,

∫ b

a

t−1Bn+1(t)dψ(t)−
∫ b

a

Bn(t)dψ(t) = γn

∫ b

a

t−1Bn(t)dψ(t)+γn−1

∫ b

a

Bn−1(t)dψ(t).

Logo,

−
∫ b

a

Bn(t)dψ(t) = γn−1

∫ b

a

Bn−1(t)dψ(t),

ou seja,

γn−1 = − ρn
ρn−1

.

Finalmente, o valor de γn é obtido fazendo-se k = −(n+1) em (2.2.22). Assim,

∫ b

a

t−(n+1)Bn+1(t)dψ(t) −
∫ b

a

t−nBn(t)dψ(t)

= γn

∫ b

a

t−n−1Bn(t)dψ(t) + γn−1

∫ b

a

t−nBn−1(t)dψ(t).

Logo,
0 = γnηn + γn−1ηn−1

e, então,

γn = −γn−1
ηn−1

ηn
.

Denotando, para n ≥ 1,

αn+1 = −γn−1 =
ρn
ρn−1

e βn+1 = −αn+1
ηn−1

ηn
,

obtemos (2.2.18).
As condições iniciais B0(t) = 1 e B1(t) = t−β1 seguem do fato de Bn ser mônico

e usando

0 =

∫ b

a

t−1B1(t)dψ(t) =

∫ b

a

t−1 (t− β1) dψ(t) = µψ0 − β1µ
ψ
−1.

Provemos, agora, a relação (2.2.19). Usando a relação de recorrência de três
termos (2.2.18), obtemos

Bn+1(z)−Bn+1(t) = (z − βn+1)Bn(z)− αn+1zBn−1(z)

−(t− βn+1)Bn(t) + αn+1tBn−1(t).
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Somando e subtraindo tBn(z) e αn+1tBn−1(z) no segundo membro da relação
anterior, temos

Bn+1(z)−Bn+1(t) = (t− βn+1)(Bn(z)− Bn(t))− αn+1t(Bn−1(z)−Bn−1(t))

+(z − t)(Bn(z)− αn+1Bn−1(z)).

Dividindo ambos os lados da última igualdade por (z− t) e integrando em (a, b)
com relação a ψ, obtemos

Cn+1(t) = (t− βn+1)Cn(t)− αn+1tCn−1(t) + ρn − αn+1ρn−1.

Como αn+1 =
ρn
ρn−1

, obtemos o resultado procurado.

Das relações (2.2.11) e (2.2.14), pode-se mostrar facilmente que os coeficientes
αn+1 e βn+1, n ≥ 0, também podem ser dados por (Exerćıcio 2.4)

αn+1 =
H

(−n)
n+1 H

(−(n−1))
n−1

H
(−n)
n H

(−(n−1))
n

e βn+1 =
H

(−n)
n+1 H

(−n)
n

H
(−(n−1))
n H

(−(n+1))
n+1

.

2.2.3 Zeros dos polinômios L-ortogonais na reta real

Como dissemos no prefácio deste texto, uma propriedades interessante dos po-
linômios que satisfazem à relação de recorrência de três termos (1) com βn > 0
e αn+1 > 0, n ≥ 1, é que seus zeros são reais e simples. Veremos, agora, a prova
deste resultado.

Teorema 2.4. Os zeros dos polinômios Bn, n ≥ 1, são reais, distintos e pertencem
ao intervalo (a, b).

Demonstração: Mostremos que Bn possui pelo menos um zero em (a, b), 0 ≤ a <
b ≤ ∞. Suponhamos que Bn não tenha zeros em (a, b). Então, Bn não muda de
sinal em (a, b), ou seja, Bn(t) > 0 ou Bn(t) < 0, t ∈ (a, b).

Mas, por definição, ∫ b

a

t−nBn(t)dψ(t) = 0. (2.2.23)

Por outro lado, como t−n > 0 e Bn não muda de sinal em (a, b), temos

∫ b

a

t−nBn(t)dψ(t) 6= 0. (2.2.24)

De (2.2.23) e (2.2.24) chegamos a uma contradição. Portanto, Bn muda de sinal
pelo menos uma vez em (a, b). Vamos supor, agora, que Bn muda de sinal r vezes
em (a, b), r < n.

Sejam tn,1, tn,2, . . . , tn,r os pontos onde Bn muda de sinal. Claramente, tn,1,
tn,2, . . . , tn,r são zeros de multiplicidade ı́mpar de Bn em (a, b). Logo,

(t− tn,1)(t− tn,2) . . . (t− tn,r) =

r∑

j=0

ajt
j

é um polinômio mônico de grau r. Como j = 0, . . . , r e r < n,

r∑

j=0

aj

∫ b

a

t−n+jBn(t)dψ(t) = 0. (2.2.25)
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Mas, Bn(t)

r∑

j=0

ajt
j é um polinômio cujos zeros têm multiplicidade par em (a, b) ou

são complexos. Assim, não muda de sinal em (a, b) e, portanto,

r∑

j=0

aj

∫ b

a

t−n+jBn(t)dψ(t) 6= 0. (2.2.26)

De (2.2.25) e (2.2.26), temos um absurdo. Logo, Bn muda de sinal r ≥ n vezes em
(a, b). Como Bn é um polinômio de grau n, r = n. Portanto, Bn tem todos os seus
zeros simples e em (a, b).

Consideramos, neste texto, os zeros de Bn ordenados em ordem crescente, isto
é,

a < tn,1 < tn,2 < · · · < tn,n < b.

Vamos mostrar mais algumas propriedades sobre os zeros dos polinômios Bn e
Cn. Para isto, precisamos de alguns resultados.

Como consequência das relações de recorrência (2.2.18) e (2.2.19), podemos
enunciar o resultado a seguir.

Teorema 2.5. Os polinômios Bn e Cn satisfazem à seguinte relação:

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = αnαn−1αn−2 . . . α2µ
ψ
0 t
n−1, n ≥ 2. (2.2.27)

Além disso, o polinômio Gn, definido por

Gn(t) = B′
n(t)Bn−1(t)−B′

n−1(t)Bn(t), n ≥ 1, (2.2.28)

satisfaz

Gn+1(t) = [Bn(t)]
2 + αn+1βn[Bn−1(t)]

2 + αn+1αnt
2Gn−1(t), n ≥ 1. (2.2.29)

Demonstração: Mostremos a relação (2.2.27). Temos, do Teorema 2.3, que

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = [(t− βn)Cn−1(t)− αntCn−2(t)]Bn−1(t)

−Cn−1(t)[(t − βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t)]

= αn t [Cn−1(t)Bn−2(t)− Cn−2(t)Bn−1(t)].

Observe que obtivemos uma equação de diferenças. Logo,

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = αn t [αn−1t(Cn−2(t)Bn−3(t)− Cn−3(t)Bn−2(t))]

...

= αntαn−1t[. . . (α2t(C1(t)B0(t)− C0(t)B1(t)))].

Como C0(t) = 0, C1(t) = µ0, B0(t) = 1 e B1(t) = t− β1, chegamos a

Cn(t)Bn−1(t)− Cn−1(t)Bn(t) = αnαn−1αn−2 . . . α2µ0t
n−1, n ≥ 2.

Demonstremos (2.2.29). De (2.2.28) e da relação de recorrência de três termos,
obtemos

Gn(t) = [(t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t)]
′
Bn−1(t)

−B′
n−1(t)[(t − βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t)].
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Calculando as derivadas, teremos

Gn(t) = B2
n−1(t)− αnBn−2(t)Bn−1(t) + αntGn−1(t).

Logo,
Gn+1(t) = B2

n(t)− αn+1Bn−1(t)Bn(t) + αn+1tGn(t).

Como Bn(t) = (t− βn)Bn−1(t)− αntBn−2(t), obtemos

Gn+1(t) = B2
n(t) + αn+1βn[B

2
n−1(t) + αn+1αnt

2Gn−1(t).

Usando a relação (2.2.29), obtemos

G2n+1(t) = B2
2n(t) + α2n+1β2nB

2
2n−1(t) + α2n+1α2nt

2G2n−1(t). (2.2.30)

Mas,

G2n−1(t) = B2
2n−2(t) + α2n−1β2n−2B

2
2n−3(t) + α2n−1α2n−2t

2G2n−3(t)

e
G2n−3(t) = B2

2n−4(t)
2 + α2n−3β2n−4B

2
2n−5(t) + α2n−3α2n−4t

2G2n−5(t).

Continuando com o mesmo racioćınio e substituindo em (2.2.30), conclúımos que

G2n+1(t) = B2
2n(t) + α2n+1β2nB

2
2n−1(t) + α2n+1α2nt

2B2
2n−2(t)

+ α2n+1α2nα2n−1β2n−2t
2B2

2n−3(t) + · · ·
+ α2n+1α2nα2n−1 . . . α4α3β2t

2n−2B2
1(t)

+ α2n+1α2nα2n−1 . . . α3α2t
2nB2

0(t). (2.2.31)

De modo análogo encontramos

G2n(t) = B2
2n−1(t) + α2nβ2n−1B

2
2n−2(t) + α2nα2n−1t

2B2
2n−3(t)

+ α2nα2n−1α2n−2β2n−3t
2B2

2n−4(t) + · · ·
+ α2nα2n−1α2n−2 . . . α4α3t

2n−2B2
1(t)

+ α2nα2n−1α2n−2 . . . α3α2β1t
2n−2B2

0(t). (2.2.32)

Estamos, agora, em condições de demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 2.6. Se tn,k é um zero do polinômio Bn, para n ≥ 1, então ele é diferente
dos zeros de Cn e dos zeros de Bn−1.

Demonstração: Temos, por hipótese, que tn,k é um zero de Bn. Assim, da equação
(2.2.27),

Cn(tn,k)Bn−1(tn,k) = αnαn−1αn−2 . . . α2 µ
ψ
0 t

n−1
n,k 6= 0.

pois tn,k > 0, para k = 1, 2, . . . , n.
Como Cn(tn,k)Bn−1(tn,k) não se anula, tn,k não é um zero do polinômio Bn−1

e nem de Cn.

Além disso, pode-se mostrar que
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Teorema 2.7. Para n ≥ 2, entre dois zeros consecutivos do polinômio Bn−1 existe
um zero de Bn.

Demonstração: Seja tn−1,k, k = 1, 2, . . . , n−1, os zeros de Bn−1. Logo, por (2.2.31)
e (2.2.32), Gn(tn−1,k) > 0 e, então,

B′
n−1(tn−1,k) 6= 0, para k = 1, 2, . . . , n− 1.

Sejam tn−1,j e tn−1,j+1, j = 1, 2, . . . , n−2, dois zeros consecutivos de Bn−1. Su-
ponhamos, sem perda de generalidade, queB′

n−1(tn−1,j) > 0. Então, B′
n−1(tn−1,j+1)

< 0. Assim, de (2.2.28), Bn(tn−1,j) < 0 e Bn(tn−1,j+1) > 0.
Como Bn é uma função cont́ınua, existe t̃ entre tn−1,j e tn−1,j+1 tal que Bn(t̃) =

0 e o resultado do teorema segue imediatamente.

Facilmente, podemos também obter o resultado sobre os zeros de dois polinômios
de graus consecutivos, Bn e Bn+1.

Teorema 2.8. Para n ≥ 1, dois polinômios de graus consecutivos Bn e Bn+1 não
possuem zeros em comum.

Demonstração: Suponhamos que existe z tal que B1(z) = B2(z) = 0, então α2z = 0.
Como z = 0 não é zero de Bn, n ≥ 1, isto é uma contradição. Assim B1(z) e B2(z)
não possuem zeros em comum.

Agora, seja n ≥ 2 e suponhamos que Bn−1 e Bn não possuem zeros em comum.
Se Bn(z) = 0, então Bn−1(z) 6= 0 e, de (2.2.18),

Bn+1(z) = −αn+1zBn−1(z) 6= 0.

Isto significa que Bn e Bn+1 não têm zeros em comum. Assim, por indução ma-
temática, mostra-se o resultado do teorema.

Fazendo m = 1, 2, . . . , n− 1 em (2.2.18), mostra-se facilmente que

Bn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 0 · · · 0 0
−t t− β2 −α3 · · · 0 0
0 −t t− β3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · t− βn−1 −αn
0 0 0 · · · −t t− βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 1. (2.2.33)

Deixamos para o leitor a demonstração deste fato no Exerćıcio 2.6.

Usando a relação de recorrência (2.2.18) novamente, vamos mostrar que os zeros
dos polinômios Bn são os autovalores de uma matriz de Hessenberg inferior. Veja,
por exemplo, [38].

Teorema 2.9. Os zeros dos polinômios Bn são os autovalores da matriz de Hes-
senberg inferior 



η1 α2 0 · · · 0 0
η1 η2 α3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

η1 η2 η3 · · · αn−1 0
η1 η2 η3 · · · ηn−1 αn
η1 η2 η3 · · · ηn−1 ηn




,

onde ηm = αm + βm, m = 1, 2, . . . , n, e α1 = 0.
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Demonstração: De (2.2.33), Bn(t) = det(tAn −Bn), onde

An =




1 0 0 · · · 0
−1 1 0 · · · 0
0 −1 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1




e Bn =




β1 α2 0 · · · 0
0 β2 α3 · · · 0
0 0 β3 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · βn



.

Observe que, como An é não-singular, podemos então escrever

Bn(t) = det(An) det(tI−A−1
n Bn).

Como det(An) = 1 e

A−1
n =




1 0 0 · · · 0 0
1 1 0 · · · 0 0
1 1 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

1 1 1 · · · 1 0
1 1 1 · · · 1 1




,

vemos que Bn é o polinômio caracteŕıstico mônico da matriz de Hessenberg inferior
Hn = A−1

n Bn. Isto completa a prova do teorema.

Agora apresentaremos alguns exemplos de polinômios L-ortogonais que foram
obtidos em [42].

Exemplo 2.1. Considere a medida forte definida no intervalo (a, b),

dψ(t) =
1√

b− t
√
t− a

dt,

com 0 < a < b <∞. Os coeficientes da relação de recorrência de três termos (2.2.18)
são dados por

α2 = 2α, αn+1 = α e βn = β, n ≥ 1,

com

β =
√
ab, α =

(
√
b−√

a)2

4
.

A Figura 2.1 mostra o gráfico dos polinômios L-ortogonais de graus 5 e 6, res-
pectivamente, com a = 1 e b = 4.

Exemplo 2.2. Considere a medida forte definida no intervalo (0,∞),

dψ(t) = t−1/2e−(t+a/t)/2 dt,

com 0 < a <∞. Para esta medida, os coeficientes da relação de recorrência de três
termos (2.2.18) são dados por

αn+1 = n e βn =
√
a, n ≥ 1.

A Figura 2.2 mostra o gráfico dos polinômios L-ortogonais de graus 4 e 5, res-
pectivamente, com a = 9.
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Figura 2.1: Gráfico do polinômios B5 e B6 do Exemplo 2.1, com a = 1 e b = 4.

Figura 2.2: Gráfico do polinômios B4 e B5 do Exemplo 2.2, com a = 9.

Exemplo 2.3. Considere a medida log-normal definida no intervalo (0,∞),

dψ(t) =

√
q

2λ
√
π
e−(ln(t)/(2λ))2 dt,

onde 0 < q < 1, e q = e−2λ2

. Para esta medida, os coeficientes da relação de
recorrência de três termos (2.2.18) são dados por

αn+1 = q−n−1/2(1− qn) e βn = q−1/2, n ≥ 1.
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2.2.4 Relações entre polinômios ortogonais e L-ortogonais

Em Sri Ranga [42], encontramos estudos sobre certas medidas fortes ψ definidas em
(a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞, que satisfazem à seguinte propriedade

dψ(t)√
t

= −dψ(β
2/t)√

β2/t
, t ∈ (a, b), (2.2.34)

onde β =
√
ab.

Entre outros resultados, foi mostrado que, para os momentos µψn associados a ψ
e para os polinômios L-ortogonais Bψn , que satisfazem

Bψn+1(t) = (t− βψn+1)B
ψ
n (t)− αψn+1 t B

ψ
n−1(t), n ≥ 1,

com Bψ0 (t) = 1 e Bψ1 (t) = t− βψ1 , valem as seguintes propriedades:

• µψn = β2n+1µψ−n−1, n ≥ 0,

• Bψn (t) =
tnBψn (β

2/t)

Bψn (0)
n ≥ 1,

• βψn = β, n ≥ 1,

• tn,k = β2/tn,n−k+1, k = 1, 2, . . . , n, onde a < tn,1 < tn,2 < · · · < tn,n < b
são os zeros do polinômio Bψn .

Sri Ranga, em [43], considerou a função

x(t) =
1

2
√
α
(
√
t− β/

√
t), t ∈ (0,∞), (2.2.35)

que representa uma transformação do intervalo (0,∞) no intervalo (−∞,∞), cuja
inversa é dada por

t(x) = (
√
αx2 + β +

√
αx)2, x ∈ (−∞,∞).

Nesse mesmo trabalho foi mostrado que, se para uma medida forte ψ definida em
(a, b), 0 ≤ a < b ≤ ∞, vale

dψ(t) = A
t

t+ β
dφ(x(t)), (2.2.36)

então ψ possui a propriedade (2.2.34) se, e somente se, φ é uma medida simétrica
em [−d, d], ou seja, dφ(x) = −dφ(−x). Aqui, A é uma constante adequada e
d = x(b) = (b− β)/(2

√
αb).

Com essa propriedade é posśıvel demonstrar a seguinte relação entre os po-
linômios L-ortogonais Bψn associados a ψ e os polinômios ortogonais Pφn associados
a φ:

Bψn (t) = (2
√
αt)nPφn (x(t)). (2.2.37)

Além disso, os coeficientes αφn+1 da relação de recorrência de Pφn e os coeficientes

αψn+1 da relação de recorrência de Bψn satisfazem

αψn+1 = 4ααφn+1, n ≥ 1. (2.2.38)
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2.3 Exerćıcios

Exerćıcio 2.1. Mostre que, para todo polinômio R ∈ Λ, existe um único k ∈ N tal
que R ∈ Λk.

Exerćıcio 2.2. Mostre que os determinantes de Hankel H
(m)
n , definidos por (1.1.4),

são positivos para m,n ∈ Z e n > 0.

Exerćıcio 2.3. Seja {Rn}∞n=0 uma sequência de L-polinômios, tal que Rn é de
L-grau n para todo n ∈ N. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:
a) {Rn}∞n=0 é uma sequência de polinômios de Laurent ortogonais;

b)

∫ b

a

R(t)Rn(t)dψ(t)

{
= 0, para todo polinômio R de L-grau ≤ n− 1,
6= 0, se R tem L-grau n;

c)

∫ b

a

tmR2n(t)dψ(t) =

n∑

j=−n

r2n,j µ
ψ
j+m

{
= 0, se − n ≤ m ≤ n− 1,
6= 0, se m = n;

∫ b

a

tmR2n+1(t)dψ(t) =

n∑

j=−n−1

r2n+1,j µ
ψ
j+m

{
= 0, se − n ≤ m ≤ n,
6= 0, se m = −n− 1.

Exerćıcio 2.4. Usando as relações (2.2.11) e (2.2.14), mostre que os coeficientes
αn+1 e βn+1, n ≥ 0, dados em (2.2.20), podem ser escritos como

αn+1 =
H

(−n)
n+1 H

(−(n−1))
n−1

H
(−n)
n H

(−(n−1))
n

e βn+1 =
H

(−n)
n+1 H

(−n)
n

H
(−(n−1))
n H

(−(n+1))
n+1

.

Exerćıcio 2.5. Mostre que

G2n(t) = B2
2n−1(t) + α2nβ2n−1B

2
2n−2(t) + α2nα2n−1t

2B2
2n−3(t)

+α2nα2n−1α2n−2β2n−3t
2B2

2n−4(t) + · · ·+ α2nα2n−1 . . . α3t
2n−2B2

1(t)

+α2nα2n−1 . . . α3α2β1t
2n−2B2

0(t).

Exerćıcio 2.6. Mostre que

Bn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t− β1 −α2 0 · · · 0 0
−t t− β2 −α3 · · · 0 0
0 −t t− β3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · t− βn−1 −αn
0 0 0 · · · −t t− βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.



Caṕıtulo 3

Polinômios Para-Ortogonais

Apresentamos aqui propriedades de sequências de polinômios {Rn}∞n=0 que satisfa-
zem à relação de recorrência de três termos (2), ou seja,

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4 dn+1 z Rn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1), onde cn ∈ R, n ≥ 1, e {dn+1}∞n=1

é uma sequência encadeada positiva. Iniciaremos com o caso particular em que
cn = 0 para n ≥ 1, ou seja, os polinômios Rn satisfazem à relação recorrência (3),

Rn+1(z) = (z + 1)Rn(z)− 4 dn+1 z Rn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = z + 1.

3.1 Polinômios para-ortogonais reais

Nosso objetivo é obter sequências de polinômios para-ortogonais, definidos na Seção
1.5.1, que satisfaçam a uma relação de recorrência da forma (3). Os resultados aqui
apresentados também podem ser encontrados em [10] e [11].

Consideremos o ćırculo unitário C = {z ∈ C : |z| = 1}. Seja ψ uma medida
simétrica definida em C, isto é, ψ satisfaz à propriedade de simetria

dψ(1/z) = −dψ(z)

ou, equivalentemente, ψ(eiθ) satisfaz dψ(ei(2π−θ)) = −dψ(eiθ), pois z = eiθ, com
0 < θ < 2π.

É fácil mostrar que, para uma medida simétrica, os momentos trigonométricos

µn =

∫

C

z−n dψ(z), n = 0,±1,±2, . . .

são reais e que µ−n = µn, para n ≥ 1 (Exerćıcio 3.1).
Lembremos que a sequência de polinômios de Szegő (polinômios ortogonais no

ćırculo unitário), {Sn}∞n=0, associada a ψ é definida por
∫

C

Sn(z)Sm(z)dψ(z) = 0, para n 6= m.

De (1.5.43), os coeficientes de reflexão αn também são reais, ou seja,

αn = −Sn+1(0),
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e, consequentemente, de (1.5.44) e (1.5.45), os polinômios de Szegő associados a ψ
são reais.

Consideremos, agora, duas sequências de polinômios para-ortogonais especiais,
denotadas por

{Sn(1, z)}∞n=0 e {Sn(−1, z)}∞n=0 ,

obtidas de (1.5.56), ou seja, de

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z)

quando escolhemos wn = 1 e wn = −1, respectivamente.
Considerando z1, z2, . . . , zn os zeros de Sn, observe que, como Sn(−1, z) =

Sn(z)− S∗
n(z), temos

Sn(−1, z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn)− (1− zz1)(1 − zz2) · · · (1− zzn) .

Assim, Sn(−1, 1) = 0 e, portanto, é diviśıvel por (z − 1).
A partir dessas sequências, Delsarte e Genin [17], já em 1986, constrúıram ou-

tras duas sequências de polinômios mônicos, {R(1)
n }∞n=0 e {R(2)

n }∞n=0, definidas da
seguinte forma:

R(1)
n (z) =

Sn(1, z)

1 + Sn(0)
=
Sn(z) + S∗

n(z)

1 + Sn(0)
, n ≥ 0, (3.1.1)

e

R(2)
n (z) =

Sn+1(−1, z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
=

Sn+1(z)− S∗
n+1(z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))
, n ≥ 0. (3.1.2)

Do Teorema 1.17 sabemos que todos os zeros dos polinômios para-ortogonais

são simples e estão no ćırculo unitário. Assim, os zeros dos polinômios R
(1)
n e R

(2)
n

também são simples e estão no ćırculo unitário.

O próximo resultado mostra que os polinômios de Szegő podem escritos em

termos dos polinômios R
(1)
n e R

(2)
n−1.

Teorema 3.1. Os polinômios Sn, R
(1)
n e R

(2)
n satisfazem à seguinte relação:

2zSn−1(z) = R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z), n ≥ 1. (3.1.3)

Demonstração: De (3.1.1) e (3.1.2), como αn−1 = −Sn(0) é real, temos

R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z) =

Sn(z) + S∗
n(z)

1− αn−1
+
Sn(z)− S∗

n(z)

1 + αn−1
,

ou seja,

R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z) =

2

1− α2
n−1

(Sn(z) + αn−1S
∗
n(z)) .

Usando a relação de recorrência (1.5.45), ou seja, usando que

Sn(z) = (1 − α2
n−1)zSn−1(z)− αn−1S

∗
n(z), n ≥ 1,

chegamos ao resultado desejado.
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3.1.1 Relação de recorrência de três termos

Agora demonstraremos o principal resultados desta seção, que os polinômios R
(1)
n e

R
(2)
n satisfazem a uma relação de recorrência de três termos da forma (3).

Teorema 3.2. Os polinômios mônicos R
(i)
n , i = 1, 2, satisfazem às relações de

recorrência de três termos

R
(i)
n+1(z) = (z + 1)R(i)

n (z)− 4d
(i)
n+1zR

(i)
n−1(z), n ≥ 1, (3.1.4)

com condições iniciais R
(i)
0 (z) = 1 e R

(i)
1 (z) = z + 1. Além disso,

d
(1)
n+1 =

1

4
(1− αn−2)(1 + αn−1) e d

(2)
n+1 =

1

4
(1 + αn−1)(1 − αn) .

Demonstração: Considerando os seguintes polinômios para-ortogonais mônicos

S(1)
n (z) =

Sn(z) + S∗
n(z)

1 + Sn(0)
e S(2)

n (z) =
Sn(z)− S∗

n(z)

1− Sn(0)
, (3.1.5)

de (3.1.1) e (3.1.2) podemos escrever

R(1)
n (z) = S(1)

n (z) e R(2)
n (z) =

S
(2)
n+1(z)

z − 1
.

Assim, precisamos mostrar que, para n ≥ 1, os polinômios S
(1)
n e S

(2)
n satisfazem

às relações de recorrência

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)S(1)

n (z)− (1 − αn−2)(1 + αn−1)zS
(1)
n−1(z) ,

(3.1.6)

S
(2)
n+1(z) = (z + 1)S(2)

n (z)− (1 + αn−2)(1− αn−1)zS
(2)
n−1(z) ,

com α−1 = −1, S
(1)
0 (z) = 1, S

(2)
0 (z) = 1, S

(1)
1 (z) = z + 1 e S

(2)
1 (z) = z − 1.

Primeiramente provemos o resultado para S
(1)
n . Utilizando as relações de re-

corrência dos polinômios de Szegő (1.5.52) e (1.5.44), ou seja, usando que

Sn+1(z) = zSn(z)− αnS
∗
n(z),

(3.1.7)

S∗
n+1(z) = S∗

n(z)− αnzSn(z),

para n ≥ 0, e αn = −Sn+1(0), de (3.1.5) obtemos

S
(1)
n+1(z) =

zSn(z)− αnS
∗
n(z) + S∗

n(z)− αnzSn(z)

1− αn
,

ou seja,

S
(1)
n+1(z) = zSn(z) + S∗

n(z).

Escrevendo a expressão anterior como

S
(1)
n+1(z) =

(1− αn−1) (zSn(z) + S∗
n(z))

1− αn−1
,
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podemos também escrever

S
(1)
n+1(z) =

(z − αn−1z + 1− 1)Sn(z)

1− αn−1
+

(1− αn−1 + z − z)S∗
n(z)

1− αn−1
.

Colocando (z + 1) em evidência no lado direito da expressão anterior, temos

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)

(
Sn(z) + S∗

n(z)

1− αn−1

)
− (1 + αn−1z)Sn(z) + (αn−1 + z)S∗

n(z)

1− αn−1
.

Utilizando novamente as relações (3.1.7) temos

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)

(
Sn(z) + S∗

n(z)

1− αn−1

)
− (1 + αn−1z)[zSn−1(z)− αn−1S

∗
n−1(z)]

1− αn−1

− (αn−1 + z)[S∗
n−1(z)− αn−1zSn−1(z)]

1− αn−1
.

Colocando Sn−1(z) + S∗
n−1(z) em evidência obtém-se

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)

(
Sn(z) + S∗

n(z)

1− αn−1

)
− (1− α2

n−1)z

(
Sn−1(z) + S∗

n−1(z)

1− αn−1

)
.

Disso, imediatamente obtém-se

S
(1)
n+1(z) = (z+1)

(
Sn(z) + S∗

n(z)

1− αn−1

)
−(1−αn−2)(1+αn−1)z

(
Sn−1(z) + S∗

n−1(z)

1− αn−2

)
.

Da definição de S
(1)
n em (3.1.5) chegamos ao resultado desejado, ou seja,

S
(1)
n+1(z) = (z + 1)S(1)

n (z)− (1− αn−2)(1 + αn−1)zS
(1)
n−1(z), n ≥ 1.

Para as condições iniciais, n = 0 e n = 1, temos

S
(1)
0 (z) =

S0(z) + S∗
0 (z)

1 + S0(0)
= 1

e

S
(1)
1 (z) =

S1(z) + S∗
1 (z)

1 + S1(0)
=
z(1− α0) + (1− α0)

1− α0
= z + 1 .

De modo análogo, podemos provar que S
(2)
n satisfaz à relação de recorrência

(3.1.6) (Exerćıcio 3.2).
Portanto, para concluir as relações (3.1.4) basta tomarmos

4d
(1)
n+1 = (1− αn−2)(1 + αn−1) e 4d

(2)
n+1 = (1 + αn−1)(1 − αn) .

Os polinômios R
(i)
n , i = 1, 2, satisfazem a uma propriedade auto-inversiva, ou

seja,

znR(i)
n (1/z) = R(i)

n (z). (3.1.8)

Por isso, são chamados de polinômios auto-inverśıveis.
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De fato, das relações de recorrência (3.1.4), obtemos

R
(i)
n+1(1/z) =

(
1

z
+ 1

)
R(i)
n (1/z)− 4d

(i)
n+1

1

z
R

(i)
n−1(1/z).

Multiplicando ambos os membros por zn+1, temos

zn+1R
(i)
n+1(1/z) =

(
1

z
+ 1

)
zznR(i)

n (1/z)− 4d
(i)
n+1

1

z
z2zn−1R

(i)
n−1(1/z),

ou seja,

zn+1R
(i)
n+1(1/z) = (z + 1)znR(i)

n (1/z)− 4d
(i)
n+1zz

n−1R
(i)
n−1(1/z).

Assim, como znR
(i)
n (1/z) satisfaz à mesma relação de recorrência de três termos

que R
(i)
n e com as mesmas condições iniciais, então eles são idênticos.

Além desses resultados, podemos mostrar que os polinômios R
(i)
n , i = 1, 2, sa-

tisfazem a relações de L-ortogonalidade.

Teorema 3.3. Os polinômios mônicos R
(i)
n (z), i = 1, 2, satisfazem às relações de

L-ortogonalidade
∫

C

z−n+sR(1)
n (z)

z

z − 1
dψ(z) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1 (3.1.9)

e ∫

C

z−n+sR(2)
n (z)(z − 1)dψ(z) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1. (3.1.10)

Demonstração: De (3.1.2) e (1.5.57), temos

∫

C

z−(n+1)+sR(2)
n (z)(z − 1)dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n,

que equivale a (3.1.10).
Para mostrar (3.1.9), novamente de (1.5.57) obtemos

∫

C

z−n+sR(1)
n (z)

z − 1

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1, (3.1.11)

que é equivalente a
∫

C

z−nPn,s(z)R
(1)
n (z)

z

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1, (3.1.12)

onde Pn,s(z) = (z − 1)zs−1, s = 1, 2, · · · , n− 1.
Mostremos que, se tomarmos Pn,n(z) = z + zn−1, então a relação (3.1.12)

também vale para s = n. De (3.1.11),
∫

C

z−n+sR(1)
n (z)

z

z − 1
dψ(z) =

∫

C

z−n+sR(1)
n (z)

1

z − 1
dψ(z), 1 ≤ s ≤ n− 1.

Substituindo z por 1/z no lado direito da expressão anterior, usando a propriedade

de simetria da medida e a propriedade auto-inversiva de R
(1)
n , obtemos

∫

C

z−n[zs + zn−s]R(1)
n (z)

z

z − 1
dψ(z) = 0, 1 ≤ s ≤ n− 1.
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Assim, Pn,n é obtida fazendo s = 1 na expressão zs + zn−s.
Podemos verificar que o conjunto de polinômios Pn,s, s = 1, 2, · · · , n, de grau

≤ n − 1, forma um conjunto linearmente independente. Em particular, para
cada monômio zs, 0 ≤ s ≤ n − 1, temos uma única combinação linear do tipo

zs = d
(s)
1 Pn,1(z)+ d

(s)
2 Pn,2(z)+ · · ·+ d

(s)
n−1Pn,n−1(z)+

1
2Pn,n(z). Consequentemente

de (3.1.12) segue o resultado (3.1.9).

3.1.2 Polinômios ortogonais e polinômios para-ortogonais re-
ais

Podemos relacionar os polinômios R
(i)
n , i = 1, 2, definidos por (3.1.1) e (3.1.2), com

polinômios ortogonais em [−1, 1] através da transformação

x = x(z) =
1

2
(z1/2 + z−1/2) , (3.1.13)

inicialmente estudada por Delsarte e Genin em [17] (ver, também, Sri Ranga [43]).
Note que, como z = eiθ, podemos escrever

x = cos(θ/2), com θ ∈ [0, 2π].

A relação (3.1.13) é uma transformação do ćırculo unitário no intervalo [−1, 1].
Utilizando-a é posśıvel relacionar polinômios para-ortogonais no ćırculo unitário
com polinômios ortogonais em [−1, 1]. Os resultados a seguir, encontrados em Berti
e Sri Ranga [8], serão necessários para descrevê-los.

Primeiramente, consideremos φ1 e φ2 duas medidas simétricas no intervalo
[−1, 1] satisfazendo

dφ2(x) = (1− x2)dφ1(x) . (3.1.14)

Vamos utilizar a notação {Pφin }∞n=0 para a sequência de polinômios ortogonais
com relação à medida φi , i = 1, 2.

Se conhecermos a sequência de polinômios ortogonais com relação a uma das me-
didas, por exemplo φ1, podemos obter informações sobre a sequência de polinômios
ortogonais com relação à outra medida, φ2.

A fórmula de Christoffel (ver [48, pag. 29]) fornece a seguinte representação
para os polinômios Pφ2

n como combinação dos polinômios Pφ1
n (Exerćıcio 3.3):

(1− x2)Pφ2
n (x) =

−1

Pφ1
n (1)

{
Pφ1
n (1)Pφ1

n+2(x)− Pφ1

n+2(1)P
φ1
n (x)

}
. (3.1.15)

Para obtermos uma representação para os polinômios Pφ1
n em termos de Pφ2

n ,

vamos expressar Pφ1
n como combinação linear de Pφ2

j , j = 0, 1, 2, . . . , n. Assim,

Pφ1
n (x) =

n∑

k=0

d̃n−kP
φ2

n−k(x) .

Utilizando a ortogonalidade e a simetria desses polinômios, podemos escrever a
expressão anterior como (Exerćıcio 3.4)

Pφ1
n (x) = Pφ2

n (x) + d̃n−2P
φ2

n−2(x) , n ≥ 2 , (3.1.16)
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onde

d̃n−2 =

∫ 1

−1 P
φ1
n (x)Pφ2

n−2(x)dφ2(x)∫ 1

−1
(Pφ2

n−2(x))
2dφ2(x)

= −
∫ 1

−1(P
φ1
n (x))2dφ1(x)

∫ 1

−1
(Pφ2

n−2(x))
2dφ2(x)

, n ≥ 2 .

Obtemos, então, as seguintes relações entre os coeficientes d̃n, α
φ1
n e αφ2

n (Exerćıcio
3.5):

d̃n−1

d̃n−2

=
αφ1

n+2

αφ2
n

, n ≥ 2 (3.1.17)

e
d̃n−1 − d̃n−2 = αφ2

n+1 − αφ1

n+1 , n ≥ 2 , (3.1.18)

com d̃0 = −α
φ1

3 αφ1

2 αφ1

1

αφ2

1

= αφ2

2 − αφ1

2 .

Consideremos, agora, a sequência de números reais {ln} definida da seguinte
forma:

(ln+1 − 1) =
αφ1

n+2

αφ2
n

(ln−1 − 1) , n ≥ 2 , (3.1.19)

com l0 = 1, (l1 − 1) = −2αφ1

2 e (l2 − 1) =
−2αφ1

3 αφ1

1

αφ2

1

.

Pode-se verificar facilmente (Exerćıcio 3.6) que a sequência {ln} satisfaz às
relações

(ln+1 − 1)

(ln−1 − 1)
=

d̃n−1

d̃n−2

, n ≥ 2,

(ln+1 − 1)(ln − 1) = −4d̃n−1 , n ≥ 1.

Além dessas duas, os elementos da sequência {ln} satisfazem (Exerćıcio 3.7)

(l2n+1 − 1)

2
= −α

φ1

2n+2α
φ1

2n . . . α
φ1

2

αφ2

2nα
φ2

2n−2 . . . α
φ2

2

,
(l2n − 1)

2
= −α

φ1

2n+1α
φ1

2n−1 . . . α
φ1

1

αφ2

2n−1α
φ2

2n−3 . . . α
φ2

1

(3.1.20)

e

(l2n−1 + 1)

2
=
αφ2

2n−1α
φ2

2n−3 . . . α
φ2

1

αφ1

2n−1α
φ1

2n−3 . . . α
φ1

1

,
(l2n + 1)

2
=
αφ2

2nα
φ2

2n−2 . . . α
φ2

2

αφ1

2nα
φ1

2n−2 . . . α
φ1

2

. (3.1.21)

Agora, se φ1 e φ2 satisfazem (3.1.14), pode-se demonstrar (veja Exerćıcio 3.8)
que existe uma sequência de números reais {ln} tal que, para n ≥ 1,

αφ1

n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln−1 + 1) , αφ2

n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 + 1) (3.1.22)

e

d̃n−1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 − 1) , n ≥ 1 , (3.1.23)

com l0 = 1 e l1 = 1− 2αφ2

2 .

De posse desses resultados, podemos demonstrar o teorema a seguir, que fornece

uma relação entre os polinômios Pφin e R
(i)
n (i = 1, 2), ou melhor, uma relação entre

as respectivas medidas e, também, entre as respectivas fórmulas de recorrência (veja
[10, 51]).
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Teorema 3.4. (i) Seja ψ uma medida positiva no ćırculo unitário tal que os po-
linômios de Szegő Sn, n ≥ 0, são reais. Sejam

4αφ1

n+1 = (1− αn−2)(1 + αn−1) > 0 e 4αφ2

n+1 = (1 + αn−1)(1− αn) > 0, n ≥ 1,

e as medidas positivas φ1 e φ2 definidas por

dφ1(x(z)) = −dψ(z) e dφ2(x(z)) = −(1− x2)dψ(z) ,

com x(z) = (1/2)(z1/2 + z−1/2), cujos suportes estão contidos em [−1, 1]. Então,
para i = 1, 2, as sequências de polinômios {Pφin }∞n=0, definidas por

Pφin (x) = (4z)−n/2R(i)
n (z), n ≥ 0, (3.1.24)

são sequências de polinômios ortogonais mônicos com relação à medida φi e satis-
fazem às relações de recorrência

Pφin+1(x) = xPφin (x) − αφin+1P
φi
n−1(x) , n ≥ 1 , (3.1.25)

com as condições iniciais Pφi0 (x) = 1, Pφi1 (x) = x.
(ii) Reciprocamente, sejam φ1 e φ2 duas medidas positivas definidas em [−1, 1], tais
que dφ2(x) = (1−x2)dφ1(x). Suponhamos que os respectivos polinômios ortogonais
mônicos Pφ1

n e Pφ2
n satisfaçam

Pφin+1(x) = xPφin (x)− αφin+1P
φi
n−1(x) , n ≥ 1.

Então, os coeficientes de reflexão αn dos polinômios de Szegő Sn, associados à
medida positiva dψ(z) = −dφ1(x(z)), satisfazem

αn−1 = −1 +
4αφ1

n+1

1− αn−2
e αn = 1− 4αφ2

n+1

1 + αn−1
, n ≥ 1 ,

com α−1 = 1. Explicitamente, podem ser dados por

α2n−2 = 1− 2
αφ2

2n−1α
φ2

2n−3 . . . α
φ2

3 αφ2

1

αφ1

2n−1α
φ1

2n−3 . . . α
φ1

3 αφ1

1

e α2n−1 = 1− 2
αφ2

2nα
φ2

2n−2 . . . α
φ2

2

αφ1

2nα
φ1

2n−2 . . . α
φ1

2

, n ≥ 1 ,

com
R(i)
n (z) = (4z)n/2Pφin (x(z)), i = 1, 2.

Demonstração: (i) Multiplicando ambos os lados de (3.1.4) por (4z)−(n+1)/2, obte-
mos

(4z)−(n+1)/2R
(i)
n+1(z) = (z + 1)(4z)−(n+1)/2R(i)

n (z)− 4d̃
(i)
n+1z(4z)

−(n+1)/2R
(i)
n−1(z) ,

com R
(i)
0 (z) = 1 e (4z)−1/2R

(i)
1 (z) = (4z)−1/2(z + 1), para i = 1, 2.

Usando o fato de que (z + 1)(4z)−1/2 = (1/2)(z1/2 + z−1/2) = x(z) = x e

lembrando que (4z)−n/2R
(i)
n (z) = Pφin (x), obtemos

Pφin+1(x) = xPφin (x) − αφin+1P
φi
n−1(x) ,

com Pφi0 (x) = 1 e Pφi1 (x) = x.

Portanto, temos que Pφin (x) = (4z)−n/2R
(i)
n (z) satisfazem às relações de re-

corrência de três termos (3.1.25).
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Observemos, agora, que as sequências {gφ1
n = (1+αn−1)/2} e {gφ2

n = (1−αn)/2}
satisfazem

(1− gφ1

n−1)g
φ1
n =

(
1− 1

2
− αn−2

2

)(
1

2
+
αn−1

2

)
=

1

4
(1 − αn−2)(1 + αn−1) = αφ1

n+1

e

(1− gφ2

n−1)g
φ2
n =

(
1− 1

2
+
αn−1

2

)(
1

2
− αn

2

)
=

1

4
(1 + αn−1)(1 − αn) = αφ2

n+1 .

Assim, conclúımos que {αφ1

n+1} e {αφ2

n+1} são sequências encadeadas com sequências
de parâmetros dadas, respectivamente, por {gφ1

n } e {gφ2
n }.

Dessa forma, conclúımos que os zeros de Pφin , i = 1, 2, estão em (−1, 1) e,
pelo Teorema de Favard (Teorema 1.12), formam uma sequência de polinômios
ortogonais.

Para obtermos as medidas φ1 e φ2, basta tomarmos dφ1(x) = −dψ(z) e lem-
brarmos que, para s = 0, 1, ..., n− 1,

0 =

∫

C

z−n+sR(2)
n (z)(z − 1)dψ(z) =

∫

C

z−n+sR(2)
n (z)

z

z − 1

z − 1

z
(z − 1)dψ(z)

=

∫

C

z−n+sR(2)
n (z)

z

z − 1
dφ2(z) ,

onde

dφ2(z) =
(z − 1)2

z
dψ(z) = −(1− x2)dψ(z) .

Fazendo l2n−1 = −α2n−2 e l2n = −α2n−1 nas equações (3.1.21), obtemos a
segunda parte do item (ii).

Para a demonstração da primeira parte em (ii), tomamos ln = −αn−1 em
(3.1.22).

3.2 Polinômios para-ortogonais complexos

Esta seção será dedicada às propriedades de sequências de polinômios complexos
{Rn}∞n=0, que satisfazem a uma relação de recorrência de três termos na forma (2),
ou seja,

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1 z Rn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1), onde {cn}∞n=1 é uma sequência de
números reais e {dn+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva.

G. Szegő mostrou que polinômios ortogonais reais no ćırculo unitário estão
associados a polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1] através da transformação
2x = z + z−1. Delsarte e Genin [17] mostraram como polinômios ortogonais re-
ais no ćırculo unitário podem ser associados a polinômios ortogonais simétricos em
[−1, 1] através da transformação 2x = z1/2 + z−1/2 (veja Seção 3.1.2).



62 Polinômios Para-Ortogonais

Seja ψ(z) = ψ(eiθ) uma medida de probabilidade no ćırculo unitário C = {z =
eiθ: 0 ≤ θ ≤ 2π}, isto é, µ0 = 1. Vimos que a sequência de polinômios ortogonais
mônicos no ćırculo unitário {Sn}∞n=0 , com relação à medida ψ, satisfaz

∫

C

Sm(z)Sn(z)dψ(z) =

∫ 2π

0

Sm(eiθ)Sn(e
iθ)dψ(eiθ) = δmnκ

2
n,

onde δmn é o delta de Kronecker.
Denotemos por {sn}∞n=0 os polinômios ortonormais no ćırculo unitário dados por

sn(z) = Sn(z)/κn, n ≥ 0.
Novamente, vamos considerar os coeficientes de reflexão (coeficientes de Ver-

blunsky) dados por
αn = −Sn+1(0), n ≥ 0, (3.2.26)

e, também, as relações de recorrência (1.5.52) e (1.5.45), ou seja,

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1 S
∗
n−1(z),

Sn(z) = (1 − |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z),

n ≥ 1, (3.2.27)

onde S∗
n(z) = znSn(1/z̄) e |αn| < 1, n ≥ 0.

Agora, consideremos w ∈ C tal que |w| = 1 e

τn(w) =
Sn(w)

S∗
n(w)

, n ≥ 0. (3.2.28)

A fórmula de Christoffel-Darboux (1.4.14) de ordem n ≥ 0 associada à sequência
{Sn} de polinômios de Szegő é dada por

Kn(z, w) =

n∑

j=0

sj(w) sj(z) =
s∗n+1(w) s

∗
n+1(z)− sn+1(w) sn+1(z)

1− w̄ z
.

Veja, por exemplo, [39, Teorema 2.2.7], onde Kn(z, w) são chamados de polinômios
núcleo CD.

Consideremos, também, a sequência de polinômios {Pn(w; z)}∞n=0 na variável z
dada por

Pn(w; z) =
κ2n+1 w

Sn+1(w)

Kn(z, w)

1 + τn+1(w)αn
, n ≥ 0.

É fácil verificar que Pn(w; z) é um polinômios mônico de grau n em z, que pode
ser escrito como

Pn(w; z) =
1

z − w

Sn+1(z)− τn+1(w)S
∗
n+1(z)

1 + τn+1(w)αn
, n ≥ 0. (3.2.29)

Deixamos a demonstração desse fato como exerćıcio para o leitor (Exerćıcio 3.9).
Chamaremos os polinômios Pn(w; z) de polinômios núcleo de grau n em z, no ponto
w.

Como |w| = 1, então facilmente mostra-se que |τn(w)| = 1 para n ≥ 0. Assim,
como em (1.5.56), os polinômios Sn+1(z) − τn+1(w)S

∗
n+1(z) são polinômios para-

ortogonais associados a Sn+1.

Sabemos que Sn+1(z)− τn+1(w)S
∗
n+1(z) tem seus n+1 zeros no ćırculo unitário

|z| = 1. Em particular, w é um de seus zeros. Consequentemente, o polinômio
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Pn(w; z) tem todos os zeros simples no ćırculo unitário |z| = 1. Entretanto, nenhum
zero de Pn(w; z) é igual a w (Exerćıcio 3.9).

Vimos, na Seção 3.1 que, para medidas ψ no ćırculo unitário que satisfazem
à simetria dψ(1/z) = −dψ(z), os polinômios ortogonais no ćırculo unitário e os
coeficientes de reflexão são reais. Delsarte e Genin [17] consideraram os polinômios
para-ortogonais

(z − 1)Rn(z) = zSn(z)− S∗
n(z), n ≥ 1, (3.2.30)

que satisfazem às relações de recorrência da forma

Rn+1(z) = (z + 1)Rn(z)− 4 dn+1zRn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1, R1(z) = z + 1 e

dn+1 =
1

4
(1 + αn−1)(1 − αn), n ≥ 1.

Estudaremos, nas próximas seções, como esses resultados podem ser estendidos
quando a medida ψ não satisfaz dψ(1/z) = −dψ(z) e quando os coeficientes de
Verblunsky, dados por (3.2.26), são complexos.

3.2.1 Relação de recorrência de três termos

Apresentaremos, agora, sequências de polinômios complexos {Rn}∞n=0, que satisfa-
zem a uma relação de recorrência de três termos da forma (2),

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1 z Rn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1), onde {cn}∞n=1 é uma sequência de
números reais e {dn+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva.

Em [15] foram obtidos muitos resultados interessantes sobre a generalização dos
polinômios (z − 1)Rn(z) com coeficientes de Verblunsky complexos, como veremos
a seguir.

Primeiramente, de (3.2.27) notamos que, para {τn(w)} definidos em (3.2.28), as
seguintes relações valem

τn+1(w) =
wτn(w)− αn
1− wτn(w)αn

, wτn(w) =
τn+1(w) + αn
1 + τn+1(w)αn

, n ≥ 0. (3.2.31)

Além disso,

[1− wτn(w)αn] [1 + τn+1(w)αn] = 1− |αn|2, n ≥ 0. (3.2.32)

Deixamos a demonstração desse fato para o leitor (Exerćıcio 3.10).
Das relações (3.2.31), (3.2.32) e (3.2.27), temos

Pn(w; z) =
zSn(z)− wτn(w)S

∗
n(z)

z − w
, n ≥ 0, (3.2.33)

(veja Exerćıcio 3.11).
Comparando a relação (3.2.33) com (1.5.68), conclúımos que

(z − w)Pn(w; z) = zSn(z)− wτn(w)S
∗
n(z), n ≥ 0,

são polinômios para-ortogonais. As conexões entre polinômios núcleo CD e po-
linômios para-ortogonais foram observadas em [22].

Mostraremos, agora, que os polinômios núcleo mônicos Pn(w; z) satisfazem à
relação de recorrência (1).
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Teorema 3.5. A sequência de polinômios núcleo mônicos {Pn(w; z)} satisfaz à
relação de recorrência de três termos

Pn+1(w; z) = (z + bn+1(w))Pn(w; z)− an+1(w)zPn−1(w; z), n ≥ 1,

com P0(w; z) = 1 e P1(w; z) = z + b1(w), onde

bn(w) =
τn(w)

τn−1(w)
e an+1(w) = (1 + τn(w)αn−1) (1− wτn(w)αn )w, n ≥ 1.

(3.2.34)

Demonstração: Para n ≥ 1, consideramos o polinômio mônico qn+1 de grau n + 1
dado por

qn+1(z) = Pn+1(w; z) + un(1 + τn(w)αn−1) z Pn−1(w; z),

onde un é, por enquanto, uma constante desconhecida. Usando (3.2.29) e (3.2.33),
obtemos

(z − w)qn+1(z) =
[
zSn+1(z)− wτn+1(w)S

∗
n+1(z)

]
+ unz

[
Sn(z)− τn(w)S

∗
n(z)

]
.

De (3.2.27), temos

(z − w)qn+1(z) = z
[
zSn(z)− [τn(w)un + αn]S

∗
n(z)

]

+[un + wτn+1(w)αn]
[
zSn(z)−

wτn+1(w)

un + wτn+1(w)αn
S∗
n(z)

]
.

Escolhendo, agora, un = (1− wτn(w)αn )w, a relação anterior reduz-se a

(z − w)qn+1(z) = z
[
zSn(z)− wτn(w)S

∗
n(z)

]

+
τn+1(w)

τn(w)

[
zSn(z)− wτn(w)S

∗
n(z)

]
.

Então, qn+1(z) = (z+bn+1(w))Pn(w; z), com bn+1(w) =
τn+1(w)

τn(w)
, o que completa

a prova do resultado.

Usando (3.2.32), podemos ainda escrever os coeficientes da relação de recorrência
an(w) e bn(w), dados em (3.2.34), da seguinte forma:

bn(w) =
1− wτn−1(w)αn−1

1− wτn−1(w)αn−1
w =

1 + τn(w)αn−1

1 + τn(w)αn−1

w,

an+1(w) =
1− wτn(w)αn

1− wτn−1(w)αn−1
(1− |αn−1|2)w, n ≥ 1. (3.2.35)

=
1 + τn(w)αn−1

1 + τn+1(w)αn
(1 − |αn|2)w,

A partir de agora vamos considerar w = 1 e, então, considerar apenas os po-
linômios {Pn(1; z)}, com τn(1) = τn, isto é,

Pn(1; z) =
zSn(z)− τn(1)S

∗
n(z)

z − 1
, n ≥ 0.
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Do Teorema 3.5, vemos facilmente que os polinômios {Pn(1; z)} satisfazem

Pn+1(1; z) = (z + bn+1)Pn(1; z)− an+1zPn−1(1; z), n ≥ 1, (3.2.36)

onde P0(1; z) = 1 e P1(1; z) = z + b1, com

bn =
τn
τn−1

e an+1 = (1 + τnαn−1) (1 − τnαn), n ≥ 1,

onde τj = τj(1) para j ≥ 0. De (3.2.35), podemos escrever

bn =
1− τn−1αn−1

1− τn−1αn−1
=

1 + τnαn−1

1 + τnαn−1
,

an+1 =
1− τnαn

1− τn−1αn−1
(1− |αn−1|2) =

1 + τnαn−1

1 + τn+1αn
(1− |αn|2),

n ≥ 1. (3.2.37)

Agora, consideramos os polinômios Rn de grau n dados por R0(z) = P0(1; z) e

Rn(z) =

∏n−1
j=0

(
1− τjαj

)
∏n−1
j=0

(
1−Re(τjαj)

) Pn(1; z), n ≥ 1.

Das propriedades dos polinômios Pn(w; z), os polinômios Rn tem n zeros simples
em |z| = 1 e nenhum desses zeros é igual a 1.

Podemos, então, mostrar que para os polinômios (z − 1)Rn(z), dados também
por

(z − 1)Rn(z) =

∏n−1
j=0

[
1− τjαj

]
∏n−1
j=0

[
1−Re(τjαj)

]
[
zSn(z)− τnS

∗
n(z)

]
, n ≥ 0,

onde τn = Sn(1)/S
∗
n(1), vale o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Os polinômios Rn satisfazem à relação de recorrência de três termos

Rn+1(z) =
[
(1 + icn+1)z + (1− icn+1)

]
Rn(z)− 4 dn+1zRn−1(z), (3.2.38)

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1), onde as sequências de números
reais {cn} e {dn+1} são dadas por

cn =
−Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn−1)
= i

τn − τn−1

τn + τn−1
,

dn+1 =
1

4

(
1− |τn−1αn−1|2

) ∣∣1− τn αn
∣∣2

(
1−Re(τn−1αn−1)

)(
1−Re(τnαn)

) ,
n ≥ 1.

Além disso, {d1,n}∞n=1, onde d1,n = dn+1, n ≥ 1, é uma sequência encadeada com
sequência de parâmetros {g1,n}∞n=0 dada por

g1,n =
1

2

∣∣1− τnαn
∣∣2

(
1−Re(τnαn)

) , n ≥ 0.

Demonstração: Primeiramente, consideramos os polinômios {R̃n} dados por R̃0(z) =
P0(1; z) e

R̃n(z) = (1− τn−1αn−1)(1− τn−2αn−2) · · · (1− τ0α0)Pn(1; z), n ≥ 1.
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Então, de (3.2.36) e (3.2.37) para n ≥ 1 obtemos

R̃n+1(z) = [(1− τnαn)z + (1 − τnαn)]R̃n(z)− (1− |αn−1|2) |1− τn αn|2zR̃n−1(z),

com R̃1(z) = (1 − τ0α0)z + (1− τ0α0).
Como |τn| = 1 para n ≥ 0, observe que (1−|αn−1|2) = (1−|τn−1αn−1|2), n ≥ 1.
Cálculos diretos provam a relação de recorrência do teorema se tomarmosR0(z) =

R̃0(z) e

Rn(z) =
1

(1−Re(τn−1αn−1))(1−Re(τn−2αn−2)) · · · (1−Re(τ0α0))
R̃n(z), n ≥ 1.

Finalmente, não é dif́ıcil ver que (1 − g1,n−1)g1,n = d1,n para n ≥ 1. Além disso,
como |αn| < 1 para n ≥ 0, segue também que 0 < g1,n < 1 para n ≥ 0. O que
completa a prova do teorema.

Os polinômios Rn também satisfazem a L-ortogonalidade com relação à medida
ψ definida no Caṕıtulo 2, ou seja,

∫

C

z−n+jRn(z) (1− z)dψ(z) = 0, 0 ≤ j ≤ n− 1.

A demonstração é análoga ao caso real, veja (3.1.10) no Teorema 3.3.
Usando (3.2.31) e (3.2.32), os coeficientes cn, dn e g1,n no Teorema 3.6 também

podem ser dados por

cn =
−Im(τnαn−1)

1 +Re(τnαn−1)
e dn+1 =

1

4

∣∣1 + τn αn−1

∣∣2 (1− |τn+1αn|2
)

(
1 +Re(τnαn−1)

)(
1 +Re(τn+1αn)

) ,

para n ≥ 1, e

g1,n =
1

2

(
1− |τn+1αn|2

)
(
1 +Re(τn+1αn)

) , n ≥ 0.

De (3.2.36) e (3.2.37), observe também que bn =
1− icn
1 + icn

, n ≥ 1, e

τn = b1b2 · · · bn =
n∏

j=1

1− τ j−1αj−1

1− τj−1αj−1
=

n∏

j=1

1− icj
1 + icj

, n ≥ 1. (3.2.39)

3.2.2 Zeros dos polinômios R
n

Nesta seção, mostraremos que os polinômios Rn, n ≥ 1, definidos pela relação de
recorrência de três termos (2), têm seus n zeros simples e no ćırculo unitário. Além
disso, se denotamos os zeros de Rn por zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n, vale o seguinte
entrelaçamento:

0 < θn+1,1 < θn,1 < θn+1,2 < · · · < θn+1,n < θn,n < θn+1,n+1 < 2π, n ≥ 1.

Vamos considerar novamente a transformação

x(z) =
1

2

(
z1/2 + z−1/2

)
, (3.2.40)
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com z = eiθ, x ∈ [−1, 1] e 0 ≤ θ ≤ 2π. Desta forma, podemos escrever

1

2

(
z1/2 + z−1/2

)
= cos(θ/2) = x,

1

2

(
z1/2 − z−1/2

)
= i sen(θ/2) = i

√
1− x2.

Multiplicando ambos os lados da relação de recorrência (2) por (4z)−(n+1)/2,
obtemos

(4z)−(n+1)/2Rn+1(z) = (4z)−1/2[(1 + icn+1)z + (1 − icn+1)](4z)
−n/2Rn(z)

−4 dn+1 z(4z)
−1(4z)−(n−1)/2Rn−1(z), n ≥ 1. (3.2.41)

Consideremos as funções Gn definidas no intervalo [−1, 1] por

Gn(x) = (4z)−n/2Rn(z), n ≥ 0. (3.2.42)

Veja [18] para maiores informações sobre as funções Gn.
Considerando a transformação (3.2.40), claramente vemos que os zeros da função

Gn em [−1, 1] são xn,j = cos(θn,j/2), onde zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n.
Como Rn é um polinômio de grau n, ele tem no máximo n zeros no ćırculo

unitário. Assim a função Gn tem no máximo n zeros no intervalo [−1, 1].
De (3.2.41) e (3.2.42), vemos que as funções Gn satisfazem

Gn+1(x) =
1

2
z−1/2 [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Gn(x)− dn+1Gn−1(x)

=
1

2
z−1/2 [(z + 1) + icn+1(z − 1)]Gn(x) − dn+1Gn−1(x)

=

[
1

2
(z1/2 + z−1/2) + icn+1

1

2
(z1/2 − z−1/2)

]
Gn(x) − dn+1Gn−1(x)

para n ≥ 1 e, então

Gn+1(x) =
(
x− cn+1

√
1− x2

)
Gn(x)− dn+1Gn−1(x), n ≥ 1, (3.2.43)

com as condições iniciais G0(x) = 1 e G1(x) = x− c1
√
1− x2.

Por (3.2.43) verifica-se que as funções Gn são cont́ınuas e deriváveis no intervalo
[−1, 1] (Exerćıcio 3.12).

Lema 3.1. As funções Gn, n ≥ 1, definidas por (3.2.42) têm exatamente n zeros
no intervalo (−1, 1). Além disso, se xn,k, k = 1, 2, . . . , n, são zeros da função Gn
ordenados em ordem decrescente, eles satisfazem o entrelaçamento

− 1 < xn+1,n+1 < xn,n < xn+1,n < · · · < xn+1,2 < xn,1 < xn+1,1 < 1. (3.2.44)

Demonstração: Primeiramente, fazemos x = 1 em (3.2.43), ou seja, G0(1) = 1,
G1(1) = 1 e

Gn+1(1) = Gn(1)− dn+1Gn−1(1).

Assim,
Gn+1(1)

Gn(1)
= 1− dn+1

Gn−1(1)

Gn(1)
,
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isolando o coeficientes dn+1, obtemos

dn+1 =
Gn(1)

Gn−1(1)

(
1− Gn+1(1)

Gn(1)

)
.

Como {dn+1}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva, podemos escrever

dn+1 = (1−mn−1)mn, n ≥ 1,

ondemn = 1−Gn+1(1)

Gn(1)
. Note quem0 = 1−G1(1)

G0(1)
= 0. Logo, a sequência {mn}∞n=0

é a sequencia minimal de parâmetro para a sequência encadeada {dn+1}∞n=1. Da
definição de sequência de parâmetros, temos 0 < mn < 1, ou seja,

0 <
Gn+1(1)

Gn(1)
< 1,

o que implica que Gn(1) > 0, para n ≥ 0.
Além disso,

(−1)nGn(−1) = Gn(1) > 0.

A demonstração desta última igualdade deixamos a cargo do leitor no Exerćıcio
3.12.

Tomemos, agora, as funções de Christoffel-Darboux, associadas a Gn dadas por

Wn+1(x) = G′
n+1(x)Gn(x)−G′

n(x)Gn+1(x), n ≥ 0. (3.2.45)

Usando (3.2.43), obtemos

Wn+1(x) =

[(
1 +

x cn+1√
1− x2

)
Gn(x) + (x− cn+1

√
1− x2)G′

n(x)− dn+1G
′
n−1

]
Gn(x)

−G′
n(x)

[
(x− cn+1

√
1− x2)Gn(x)− dn+1Gn−1(x)

]

= dn+1

[
G′
n(x)Gn−1(x)−G′

n−1(x)Gn(x)
]
+

(
1 +

x cn+1√
1− x2

)
G2
n(x).

Logo,

Wn+1(x) = dn+1Wn(x) +

(
1 +

x cn+1√
1− x2

)
G2
n(x), n ≥ 1. (3.2.46)

Agora, vamos analisar os zeros da função Gn para n ≥ 1.

• Fazendo G1(x) = x− c1
√
1− x2 = 0, obtemos um zero de G1 que pertence ao

intervalo (−1, 1), isto é,

−1 < x1,1 =
c1√
1 + c21

< 1.

Note que G′
1(x) = 1 +

x c1√
1− x2

. Logo,

G′
1(x1,1) = 1 +

c21√
1 + c21

1√
1− c21/(1 + c21)

= 1 + c21 > 0.
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Usando (3.2.45), temos

W1(x1,1) = G′
1(x1,1)G0(x1,1)−G′

0(x1,1)G1(x1,1) = G′
1(x1,1) > 0.

De (3.2.46), obtemos

W2(x1,1) = d2W1(x1,1) +


1 +

x1,1 c2√
1− x21,1


G2

1(x1,1) = d2W1(x1,1) > 0.

Usando novamente (3.2.45), a expressão anterior pode ser escrita como

W2(x1,1) = G′
2(x1,1)G1(x1,1)−G′

1(x1,1)G2(x1,1) = −G′
1(x1,1)G2(x1,1) > 0.

Como G′
1(x1,1) > 0, conclúımos que G2(x1,1) < 0.

• Agora, consideramos a função G2. Como G2 é cont́ınua em [−1, 1], G2(−1) >
0, G2(x1,1) < 0, G2(1) > 0 e −1 < x1,1 < 1. Então, existem pontos x2,1 e x2,2,
zeros de G2, satisfazendo

−1 < x2,2 < x1,1 < x2,1 < 1.

Além disso,
G′

2(x2,2) < 0 e G′
2(x2,1) > 0,

e, ainda,
G1(x2,2) < 0 e G1(x2,1) > 0.

Usando (3.2.45), a função W2, calculada nos zeros de G2, pode ser dada pela
expressão

W2(x2,j) = G′
2(x2,j)G1(x2,j) > 0, para j = 1, 2.

De (3.2.46), obtemos

W3(x2,j) = d3W2(x2,j) > 0, para j = 1, 2.

Usando novamente (3.2.45), podemos escrever

W3(x2,j) = −G′
2(x2,j)G3(x2,j) > 0, para j = 1, 2.

Como G′
2(x2,2) < 0 e G′

2(x2,1) > 0, conclúımos que G3(x2,2) > 0 e G3(x2,1) < 0.

• Agora, consideramos a função G3. Como G3 é cont́ınua em [−1, 1], G3(−1) <
0, G3(x2,2) > 0, G3(x2,1) < 0, G3(1) > 0 e −1 < x2,2 < x2,1 < 1, então existem
pontos x3,3, x3,2 e x3,1 que são zeros de G3 e, satisfazem

−1 < x3,3 < x2,2 < x3,2 < x2,1 < x3,1 < 1.

• Procedendo, sucessivamente, para n = 4, 5, . . ., mostra-se que as funçõesWn(x)
não são necessariamente positivas para x ∈ [−1, 1], mas são positivas nos zeros de
Gn, ou seja,

Wn(xn,j) > 0, Wn+1(xn,j) = dn+1Wn(xn,j) > 0, j = 1, 2, . . . , n,

para n ≥ 1. Além disso,

Wn(xn,j) = G′
n(xn,j)Gn−1(xn,j),

Wn+1(xn,j) = −G′
n(xn,j)Gn+1(xn,j).
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Portanto, as funções Gn têm exatamente n zeros no intervalo (−1, 1) e eles sa-
tisfazem o entrelaçamento dado em (3.2.44).

Uma consequência imediata do Lema 3.1 e de (3.2.42) é o esperado resultado
sobre os zeros de Rn.

Teorema 3.7. Os polinômios Rn, n ≥ 1, definidos pela relação de recorrência de
três termos (2), têm seus n zeros simples e em |z| = 1. Além disso, se denotarmos
os zeros de Rn por zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n, vale o seguinte entrelaçamento:

0 < θn+1,1 < θn,1 < θn+1,2 < · · · < θn+1,n < θn,n < θn+1,n+1 < 2π, n ≥ 1.

3.2.3 Polinômios associados aos polinômios R
n

Consideremos, agora, as funções de Christoffel-Darboux, associadas aos polinômios
Rn, definidas por

Vn(z) = R′
n(z)Rn−1(z)−R′

n−1(z)Rn(z), n ≥ 1. (3.2.47)

De (3.2.42),

G′
n(x) = (4z)−(n−1)/2 (2zR′

n(z)− nRn(z))
1

z − 1
.

Assim, obtemos a seguinte relação entreWn(x) e Vn(z), lembrando que 2x = z1/2+
z−1/2,

Wn(x) =
(4z)−(n−1)

z − 1
(2zVn(z)−Rn−1(z)Rn(z)) , n ≥ 1,

e, portanto, vale

z
−(n−2)
n,j

zn,j − 1
Vn(zn,j) = 22n−3Wn(xn,j), j = 1, 2, . . . , n, n ≥ 1. (3.2.48)

Note que a relação entre os zeros de Gn e de Rn é dada por xn,j = cos(θn,j/2), onde
zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n, ou seja,

2xn,j = z
1/2
n,j + z

−1/2
n,j = eiθn,j/2 + e−iθn,j/2, j = 1, 2, . . . , n.

Note que, se {dn}∞n=1 é sequência encadeada então, pelo Teorema 1.7, {d1,n}∞n=1,
onde d1,n = dn+1, n ≥ 1, também é sequência encadeada. Além disso, se denotar-
mos por {mn}∞n=0 e {Mn}∞n=0 as sequências de parâmetros minimal e maximal de
{dn}∞n=1, respectivamente, então considerando M1,n = Mn+1, n ≥ 0, a sequência
{M1,n}∞n=0 é a sequência de parâmetros maximal de {d1,n}∞n=1. Vamos, agora,
determinar a sequência de parâmetros minimal.

Da relação de recorrência de três termos para Rn, temos

dn+1 =
Rn(1)

2Rn−1(1)

(
1− Rn+1(1)

2Rn(1)

)
, n ≥ 1.

Assim, {m̂n}∞n=0, com

m̂n = 1− Rn+1(1)

2Rn(1)
, n ≥ 0,
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é a sequência minimal de parâmetros da sequência encadeada {d1,n}∞n=1.
Claramente, a sequência {m1,n}∞n=0, onde m1,n = mn+1, é tal que m̂n < m1,n,

n ≥ 0 (veja Teorema 1.7).
Note que, para a sequência encadeada {dn}∞n=1 pode acontecer M0 = m0 = 0.

É importante notar que sempre valem as desigualdades 0 < m1,0 ≤M1,0 < 1. Além
disso, m1,0 = M1,0 quando a sequência encadeada {dn} tem uma única sequência
de parâmetros.

De uma sequência encadeada positiva {dn}∞n=2, que não é unicamente determi-
nada, seguindo o Teorema 1.8 podemos definir um valor para d1 de tal forma que
d1 ≤M1 e {dn}∞n=1 seja, também, uma sequência encadeada. Escolhemos, então,

d1 = (1−M0)M1,

onde 0 ≤M0 < 1.
Consideramos, agora, a seguinte fração cont́ınua finita:

Qn(z)

Rn(z)
=

2d1
(1 + ic1)z + (1− ic1)

− 4d2z

(1 + ic2)z + (1− ic2)
(3.2.49)

− 4d3z

(1 + ic3)z + (1− ic3)
− · · · − 4dnz

(1 + icn)z + (1 − icn)
.

Da teoria de frações cont́ınuas (veja por exemplo [1, 29, 35]), os polinômios Qn e
Rn satisfazem

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1 z Rn−1(z), (3.2.50)

Qn+1(z) =
[
(1 + icn+1)z + (1− icn+1)

]
Qn(z)− 4dn+1 z Qn−1(z), (3.2.51)

para n ≥ 1, com R0(z) = 1, R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1), Q0(z) = 0 e Q1(z) =
2d1 = δ.

Os polinômios Qn são chamados de polinômios associados a Rn. Por con-
veniência, utilizamos a notação δ = 2d1 para o numerador do primeiro elemento
da fração cont́ınua (3.2.49).

Outra caracteŕıstica importante dos polinômios Rn é que

Rn(z) = R∗
n(z), (3.2.52)

onde R∗
n(z) = znRn(1/z) é o polinômio rećıproco de Rn.

De fato, para n = 0, claramente vemos que R∗
0(z) = 1 = R0(z). Para n = 1,

temos

R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1).

Logo,

R1(1/z) = (1 + ic1)
1

z
+ (1− ic1)

e, assim,

R1(1/z) = (1− ic1)
1

z
+ (1 + ic1).

Multiplicando ambos os membros da expressão anterior por z, obtemos

z R1(1/z) = (1− ic1) + (1 + ic1)z,
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ou seja,
R∗

1(z) = R1(z).

Da relação de recorrência de três termos de Rn, temos

Rn+1(1/z) = [(1 + icn+1)
1

z
+ (1− icn+1)]Rn(1/z)− 4dn+1

1

z
Rn−1(1/z).

Conjugando-a, obtemos

Rn+1(1/z)[(1 − icn+1)
1

z
+ (1 + icn+1)]Rn(1/z)− 4dn+1

1

z
Rn−1(1/z).

Multiplicando ambos os membros por zn+1, temos

zn+1Rn+1(1/z) = [(1− icn+1) + (1 + icn+1)z]z
nRn(1/z)− 4dn+1z

nRn−1(1/z),

ou seja,

R∗
n+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1 − icn+1)]R

∗
n(z)− 4dn+1 z R

∗
n−1(z).

Assim, como R∗
n satisfaz à mesma relação de recorrência de três termos de Rn

e com as mesmas condições iniciais, então são idênticos e (3.2.52) vale.

Se escrevermos rn como Rn(z) =

n∑

j=0

rn,j z
j, então

Rn(z) =
n∑

j=0

rn,j z
j =

n∑

j=0

rn,n−j z
j = R∗

n(z), n ≥ 0,

e, em particular, da relação de recorrência para Rn, obtemos

r0,0 = 1 e rn,n = rn,0 =

n∏

k=1

(1 + ick), n ≥ 1. (3.2.53)

Pela propriedade (3.2.52), Rn são chamados de polinômios auto-inverśıveis.
Similarmente, o polinômio de grau n−1, Qn, também satisfaz a uma propriedade

auto-inversiva
Q∗
n(z) = zn−1Qn(1/z) = Qn(z), n ≥ 1. (3.2.54)

Deixamos a demonstração destes fatos para o leitor no Exerćıcio 3.13.

Escrevendo Qn(z) =

n−1∑

j=0

qn,j z
j, então, da relação de recorrência para Qn, temos

q1,0 = δ e qn,n−1 = qn,0 =

n∏

k=2

(1 + ick)δ, n ≥ 2.

Veremos, agora, o comportamento assintótico da sequência {Qn(1)/Rn(1)}. Das
fórmulas de recorrência para {Rn} e {Qn}, junto com a teoria de frações cont́ınuas,
mostra-se que, para n ≥ 1,

Qn(1)

Rn(1)
=

d1
1
− d2

1
− d3

1
− · · · − dn

1

= (1 −M0)
M1,0

1
− (1−M1,0)M1,1

1
− · · · − (1 −M1,n−2)M1,n−1

1
.
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Observemos inicialmente as frações cont́ınuas finitas

Ãn+1

B̃n+1

= 1− 1

1
− M1,0

1
− (1−M1,0)M1,1

1
− · · · − (1 −M1,n−2)M1,n−1

1
, n ≥ 1,

Ã1

B̃1

= 1− 1

1
e

Ã0

B̃0

= 1,

onde M1,−1 = 0. É fácil verificar que B̃0 = B̃1 = 1, B̃2 = 1−M1,0 e, das fórmulas
de Wallis (1.2.7)

B̃n+1 = (1 −M1,0)(1 −M1,1) · · · (1−M1,n−1), n ≥ 1.

Agora, utilizando (1.2.8), temos

Ãn+1

B̃n+1

= −
n∑

k=1

M1,0(1 −M1,0)M1,1 · · · (1−M1,k−2)M1,k−1

BkBk+1
, n ≥ 1.

Logo,

Ãn+1

B̃n+1

= −
n∑

k=1

M1,0(1−M1,0)M1,1 · · · (1 −M1,k−2)M1,k−1

(1 −M1,0)2(1−M1,1)2 · · · (1−M1,k−2)2(1−M1,k−1)
. (3.2.55)

Por outro lado, observemos as frações cont́ınuas finitas

Ân

B̂n
= 1− M1,0

1
− (1 −M1,0)M1,1

1
− · · · − (1−M1,n−2)M1,n−1

1
, n ≥ 2,

com
Â1

B̂1

= 1− M1,0

1
. Note que

Ãn+1

B̃n+1

= 1− 1

Ân

B̂n

e, portanto,

Ân

B̂n
=

1

1− Ãn+1

B̃n+1

.

Usando (3.2.55), obtemos

Ân

B̂n
=

1

1 +

n∑

k=1

M1,0M1,1 · · ·M1,k−1

(1−M1,0)(1−M1,1) · · · (1−M1,k−2)(1 −M1,k−1)

.

Como, para n ≥ 1,

Qn(1)

Rn(1)
= (1 −M0)

M1,0

1
− (1−M1,0)M1,1

1
− · · · − (1 −M1,n−2)M1,n−1

1
,
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então

Qn(1)

Rn(1)
= (1 −M0)

n∑

k=1

M1,0M1,1 · · ·M1,k−1

(1−M1,0)(1−M1,1) · · · (1 −M1,k−1)

1 +
n∑

k=1

M1,0M1,1 · · ·M1,k−1

(1−M1,0)(1 −M1,1) · · · (1−M1,k−1)

, n ≥ 1,

onde {Mn}∞n=0 e {M1,n}∞n=0 são, respectivamente, as sequências maximais de parâ-
metros das sequências encadeadas {dn}∞n=1 e {d1,n}∞n=1. Usando o Teorema 1.4 (veja
também [13, Teorema 6.2]) para sequência maximal, temos o seguinte resultado:

Lema 3.2.

(1−M0)M1 = d1 =
Q1(1)

R1(1)
<
Q2(1)

R2(1)
< · · · < Qn−1(1)

Rn−1(1)
<
Qn(1)

Rn(1)
< (1−M0)

e

lim
n→∞

Qn(1)

Rn(1)
= 1−M0. (3.2.56)

Agora, consideremos as funções racionais Qn(z)/Rn(z) e suas expansões em
séries formais.

Primeiramente, definimos as funções Un por

Un(z) =

∣∣∣∣
Qn(z) Rn(z)
Qn−1(z) Rn−1(z)

∣∣∣∣ = Qn(z)Rn−1(z)−Qn−1(z)Rn(z), n ≥ 1.

Essas fórmulas são conhecidas como fórmulas do determinante.
Substituindo as relações de recorrência para Qn e Rn na definição de Un, encon-

tramos

Un(z) = 4dnzUn−1(z) = 22n−1d1d2 · · · dnzn−1, n ≥ 2. (3.2.57)

e U1(z) = 2d1. Deixamos a prova desse fato a cargo do leitor no Exerćıcio 3.14.

Para n ≥ 1, podemos escrever

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=

Un(z)

Rn(z)Rn−1(z)
=

22n−1d1d2 · · · dnzn−1

Rn(z)Rn−1(z)
. (3.2.58)

• A expansão em série de Taylor em torno da origem de uma função racional do

tipo 1/pn(z), onde pn(z) =

n∑

k=0

pn,kz
k, com pn,0 6= 0, é da forma

1

pn(z)
=

1

pn,0
+ b1z + b2z

2 + · · · ,

onde bi, i = 1, 2, . . ., não dependem da variável z. Essa expansão pode ser escrita
da seguinte forma:

1

pn(z)
=

1

pn,0
+O

(
z
)
,

onde O
(
z
)
significa termos de ordem z ou maiores.
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Usando essa notação, podemos escrever

1

Rn(z)
=

1

rn,0
+O

(
z
)
,

1

Rn−1(z)
=

1

rn−1,0
+O

(
z
)
.

Logo, a diferença (3.2.58) pode ser escrita como

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=

22n−1d1d2 · · · dnzn−1

Rn(z)Rn−1(z)

=
22n−1d1d2 · · · dn
rn,0 rn−1,0

zn−1 +O
(
zn
)

=
22n−1d1d2 · · · dn

n∏

k=1

(1− ick)

n−1∏

k=1

(1− ick)

zn−1 +O
(
zn
)
.

Essa última relação mostra que os primeiros n − 1 termos das expansões em série

em torno da origem de
Qn(z)

Rn(z)
e de

Qn−1(z)

Rn−1(z)
coincidem.

Notemos, ainda, que

Qn(z)

Rn(z)
=

qn,0 + qn,1z + · · ·+ qn,n−1z
n−1

Rn(z)

=
[
qn,0 + qn,1z + · · ·+ qn,n−1z

n−1
] [ 1

rn,0
+O

(
z
)]

=
qn,0
rn,0

+O
(
z
)

=
δ

1− ic1
+O

(
z
)
.

• Analogamente, a expansão em série em torno do infinito de uma função ra-

cional do tipo tn−1(z)/pn(z), onde pn(z) =

n∑

k=0

pn,kz
k, com pn,n 6= 0, e tn−1(z) =

n−1∑

k=0

tn−1,kz
k, com tn−1,n−1 6= 0, é da forma

tn−1(z)

pn(z)
=
tn−1,n−1

pn,n

1

z
+ b−2

1

z2
+ b−3

1

z3
+ · · · ,

onde b−i, i = 2, 3, . . ., não dependem da variável z. Essa expansão pode ser denotada
da seguinte forma:

tn−1(z)

pn(z)
=
tn−1,n−1

pn,n

1

z
+O

(
(1/z)2

)
,

onde, neste caso, O
(
z−n

)
significa termos de ordem z−n ou menores.

Usando esta notação, podemos escrever

Qn(z)

Rn(z)
=
qn−1,n−1

rn,n

1

z
+O

(
(1/z)2

)
,
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Qn−1(z)

Rn−1(z)
=
qn−2,n−2

rn−1,n−1

1

z
+O

(
(1/z)2

)
.

Novamente, a diferença (3.2.58) pode ser escrita como

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=

22n−1d1d2 · · · dnzn−1

Rn(z)Rn−1(z)

=
22n−1d1d2 · · · dn
rn,n rn−1,n−1

1

zn
+O

(
(1/z)n+1

)

=
22n−1d1d2 · · · dn

n∏

k=1

(1 + ick)

n−1∏

k=1

(1 + ick)

1

zn
+O

(
(1/z)n+1

)
.

Esta última relação mostra que os primeiros n − 1 termos das expansões em série

em torno do infinito, de
Qn(z)

Rn(z)
e de

Qn−1(z)

Rn−1(z)
coincidem.

Para facilitar a notação, usaremos

γn−1 =
22n−1d1d2 · · · dn

rn,n
, n ≥ 1.

Mas, de (3.2.53),

γn−1 =
22n−1d1d2 · · · dn

n∏

k=1

(1 + ick)

, n ≥ 1.

Logo,

γn =
4dn+1γn−1

1 + icn+1
, n ≥ 1,

com γ0 = ν0 =
2d1

1 + ic1
.

Lembrando que rn,n = rn,0, {dn}∞n=1 é uma sequencia encadeada positiva e
d1 > 0, observamos que

γn−1

rn−1,n−1
=

22n−1d1d2 · · · dn
rn,nrn−1,n−1

=
22n−1d1d2 · · · dn

rn,0rn−1,0
.

Podemos, então, escrever

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=





γn−1

rn−1,n−1
zn−1 +O

(
zn
)
,

γn−1

rn−1,n−1

1

zn
+O

(
(1/z)n+1

)
,

n ≥ 1. (3.2.59)

Portanto, conclúımos que existem expansões em séries formais E0 e E∞, na
origem e no infinito, respectivamente, tais que

E0(z)−
Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
, n ≥ 0, (3.2.60)

e

E∞(z)− Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

1

zn+1
+O

(
(1/z)n+2

)
, n ≥ 0. (3.2.61)
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Por conveniência, denotaremos as séries E0 e E∞, da seguinte forma:

E0(z) = −ν1 − ν2z − ν3z
2 − ν4z

3 − · · · = −
∞∑

n=1

νnz
n−1

e

E∞(z) =
ν0
z

+
ν−1

z2
+
ν−2

z3
+
ν−3

z4
+ · · · =

∞∑

n=1

ν−n+1z
−n.

De (3.2.61), substituindo z por 1/z e conjugando ambos os lados, obtemos

E∞(1/z)− Qn(1/z)

Rn(1/z)
=

γn
rn,n

zn+1 +O
(
zn+2

)
.

Multiplicando ambos os lados por 1/z, temos

1

z
E∞(1/z)− zn−1Qn(1/z)

znRn(1/z)
=

γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
.

Como Rn e Qn são polinômios auto-inverśıveis,

z−1E∞(1/z)− Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
, n ≥ 0.

Comparando este último resultado com (3.2.60), encontramos propriedades de
simetria entre as expansões em séries e entre seus coeficientes

E0(z) = z−1E∞(1/z)

= z−1
∞∑

n=1

ν−n+1z
n

−
∞∑

n=1

νnz
n−1 =

∞∑

n=1

ν−n+1z
n−1,

e, assim,

νn = −ν−n+1, n = 1, 2, . . . . (3.2.62)

Agora, veremos uma maneira de se determinar os polinômios Rn a partir dos
coeficientes νn, n = 0± 1,±2, ... .

De (3.2.60),

Rn(z)E0(z)−Qn(z) = Rn(z)

[
γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)]
.

Escrevendo Rn(z) = rn,0 + rn,1 z + rn,2 z
2 + · · ·+ rn,n z

n, obtemos

Rn(z)E0(z)−Qn(z) =
rn,0 γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
,

Com rn,0 = rn,n, então

Rn(z)E0(z)−Qn(z) = γn z
n +O

(
zn+1

)
,
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Comparando os coeficientes dos termos z0, z1, ..., zn−1, zn em ambos os lados da
última igualdade, obtemos o seguinte sistema de equações lineares:

−ν1rn,0 −qn,0 = 0

−ν2rn,0 −ν1rn,1 −qn,1 = 0

...
...

. . .
. . .

...

−νnrn,0 −νn−1rn,1 · · · −ν1rn,n−1 −qn,n−1 = 0

−νn+1rn,0 −νnrn,1 · · · −ν2rn,n−1 −ν1rn,n = γn

.

(3.2.63)
Das n primeiras linhas desse sistema, vemos que

qn,k = −
k∑

j=0

νk+1−jrn,j , k = 0, 1, ..., n− 1. (3.2.64)

De (3.2.61),

Rn(z)E∞(z)−Qn(z) = Rn(z)

[
γn
rn,n

1

zn+1
+O

(
(1/z)n+2

)]
.

Escrevendo Rn em termos de seus coeficientes rn,i, i = 0, 1, . . . , n, obtemos

Rn(z)E∞(z)−Qn(z) =
rn,n γn
rn,n

1

z
+O

(
(1/z)2

)
.

Logo,

Rn(z)E∞(z)−Qn(z) = γn
1

z
+O

(
(1/z)2

)
.

Comparando os coeficientes dos termos z−1, z0, z1, ..., zn−2, zn−1 em ambos os
lados da equação anterior, obtemos o sistema de equações lineares

ν0rn,0 +ν−1rn,1 · · · +ν−n+1rn,n−1 +ν−nrn,n = γn

ν0rn,1 · · · +ν−n+2rn,n−1 +ν−n+1rn,n−qn,0 = 0

.. .
...

...
. . .

...

ν0rn,n−1 +ν−1rn,n −qn,n−2 = 0

ν0rn,n −qn,n−1 = 0

.

(3.2.65)
Substituindo os valores dos coeficientes qn,k, dados em (3.2.64), no sistema

(3.2.65) obtemos




ν0rn,0 + ν−1rn,1 + ν−2rn,2 · · · + ν−nrn,n = γn

ν1rn,0 + ν0rn,1 + ν−1rn,2 · · · + ν−n+1rn,n = 0

...
...

...
...

...

νn−1rn,0 + νn−2rn,1 + νn−3rn,2 · · · + ν−1rn,n = 0

νnrn,0 + νn−1rn,1 + νn−2rn,2 · · · + ν0rn,n = 0

, (3.2.66)
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que pode ser escrito, na forma matricial, como




ν0 ν−1 · · · ν−n
ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

...
νn−1 νn−2 · · · ν−1

νn νn−1 · · · ν0







rn,0
rn,1
...

rn,n−2

rn,n




=




γn
0
...
0
0



.

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é o determinante de
Toeplitz (veja (1.5.32)). Verifiquemos que esses determinantes são não nulos. Con-
sideramos

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n
ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

...
νn−1 νn−2 · · · ν−1

νn νn−1 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n = 0, 1, 2, . . . .

Pelo prinćıpio da regra de Cramer obtemos

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n
ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

...
νn−1 νn−2 · · · ν−1

νn νn−1 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

rn,0 = γn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n−1

ν1 ν0 · · · ν−n
...

...
...

νn−1 νn−2 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

temos

∆n =
γn
rn,0

∆n−1, n ≥ 1,

com ∆0 = |ν0| 6= 0, pois ν0 = γ0 6= 0.

Como rn,0 6= 0 e γn 6= 0, por indução conclúı-se que ∆n 6= 0 para n ≥ 0.

Se substituirmos a primeira linha do sistema (3.2.66) por Rn(z) = rn,0+rn,1 z+
rn,2 z

2 + · · ·+ rn,n z
n, obtemos




1 z · · · zn

ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

...
νn−1 νn−2 · · · ν−1

νn νn−1 · · · ν0







rn,0
rn,1
...

rn,n−2

rn,n




=




Rn(z)
0
...
0
0



.

Novamente, aplicando a regra de Cramer, obtemos

Rn(z) = rn,0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z · · · zn

ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

...
νn−1 νn−2 · · · ν−1

νn νn−1 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

/

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n+1

ν1 ν0 · · · ν−n+2

...
...

...
νn−2 νn−3 · · · ν−1

νn−1 νn−2 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Podemos obter uma relação entre os determinantes de Toeplitz e os determinan-
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tes de Hankel, permutando-se as colunas do determinante de Toeplitz, ou seja

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν0 ν−1 · · · ν−n
ν1 ν0 · · · ν−n+1

...
...

...
νn−1 νn−2 · · · ν−1

νn νn−1 · · · ν0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)⌊
n
2 ⌋

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν−n ν−n+1 · · · ν0
ν−n+1 ν−n+2 · · · ν1

...
...

...
ν−1 ν2 · · · νn−1

ν0 ν1 · · · νn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Este último determinante é o determinante de Hankel H
(−n)
n (veja (1.1.4)).

Como os coeficientes de Rn são obtidos do sistema (3.2.66), podemos, então,
tomar um funcional de momento para o qual os polinômios Rn satisfazem as relações
de L-ortogonalidade. Este resultado pode ser escrito da seguintes forma:

Teorema 3.8. Sejam {Rn} e {Qn} sequências de polinômios obtidos da sequência
de números reais {cn}, da sequência encadeada positiva {dn} e das relações de
recorrência de três termos (3.2.50) e (3.2.51). Então, a função racional Qn/Rn
satisfaz as propriedades de correspondência dadas por (3.2.60) e (3.2.61). Além
disso, se o funcional de momento N é tal que

N [ζ−n] = νn, n = 0,±1,±2, . . . ,

então os polinômios Rn satisfazem

N [ζ−n+jRn(ζ)] =





−γn, j = −1,

0, j = 0, 1, . . . , n− 1,

γn, j = n

n ≥ 1,

onde γ0 = ν0 =
2d1

1 + ic1
e γn =

4dn+1

(1 + icn+1)
γn−1, n ≥ 1.

3.2.4 Resultado do tipo Favard

É bem conhecido que os polinômios ortogonais no ćırculo unitário são completa-
mente caracterizados (determinados) em termos dos coeficientes de Verblunsky, αn,
dados em (3.2.26), como podemos ver no próximo teorema (veja, por exemplo, [39,
Teorema 1.7.11]), que é um resultado similar ao Teorema de Favard (Teorema 1.12),
para polinômios ortogonais na reta real.

Teorema 3.9. Dada uma sequência de números complexos {αn}∞n=0, onde |αn| < 1,
n ≥ 0, então, associada a esta sequência existe um única medida de probabilidade
não-trivial, definida no ćırculo unitário, tal que os polinômios mônicos {Sn} gerados
por (3.2.27) são os respectivos polinômios ortogonais no ćırculo unitário.

Uma simples demonstração construtiva deste teorema pode ser encontrada em
Erdélyi e outros [19].

Um resultado do tipo Favard para os polinômios Rn, definidos por (2), foi de-
monstrado no artigo [46], de um dos autores deste livro, Sri Ranga. Para mostrá-lo
precisaremos de alguns resultados preliminares.

Consideramos, a partir de agora, que {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada posi-
tiva, ou seja, {d1, d2, d3, ...} forma uma sequência encadeada positiva.
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Dadas as sequências de polinômios {Rn} e {Qn}, definidas como em (3.2.50) e
(3.2.51), consideremos as sequências de polinômios {An} e {Bn} dadas por

An(z) = Rn(z)−Qn(z) e Bn(z) = (z − 1)Rn(z), n ≥ 0. (3.2.67)

Logo,

An(z)

Bn(z)
=

Rn(z)−Qn(z)

(z − 1)Rn(z)

=
1

z − 1
− Qn(z)

(z − 1)Rn(z)

e

An+1(z)

Bn+1(z)
− An(z)

Bn(z)
= − 1

z − 1

[
Qn+1(z)

Rn+1(z)
− Qn(z)

Rn(z)

]
, n ≥ 0.

Portanto, usando (3.2.59), obtemos

An+1(z)

Bn+1(z)
− An(z)

Bn(z)
=





γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
,

− γn
rn,n

1

zn+2
+O

(
(1/z)n+3

)
,

n ≥ 0. (3.2.68)

De (3.2.68) conclúımos que existem expansões em séries F0 e F∞ tal que

F0(z)−
An(z)

Bn(z)
=

γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
, n ≥ 0, (3.2.69)

e

F∞(z)− An(z)

Bn(z)
= − γn

rn,n

1

zn+2
+O

(
(1/z)n+3

)
, n ≥ 0. (3.2.70)

Denotaremos
F0(z) = −µ1 − µ2z − µ3z

2 − µ4z
3 − . . .

e
F∞(z) =

µ0

z
+
µ−1

z2
+
µ−2

z3
+
µ−3

z4
+ . . . .

Como, de (3.2.60),

E0(z)−
Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

zn +O
(
zn+1

)
, n ≥ 0,

então

An(z)

Bn(z)
=

1

z − 1
− 1

z − 1

Qn(z)

Rn(z)

= (1− z − z2 − · · · )− (1 − z − z2 − · · · )(−ν1 − ν2z − · · · − νn+1z
n)

= −(1 + ν1)− (1 + ν1 + ν2)z − (1 + ν1 + ν2 + ν3)z
2 − · · · ,

que, comparado com (3.2.69), produz µn = 1 +

n∑

j=1

νj , para n ≥ 1.

Analogamente, usando (3.2.61), ou seja,

E∞(z)− Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

1

zn+1
+O

(
(1/z)n+2

)
, n ≥ 0,
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e
1

z − 1
=

1

z(1− 1/z)
=

1

z

(
1 +

1

z
+

1

z2
+ · · ·

)
,

obtemos

An(z)

Bn(z)
=

1

z − 1
− 1

z − 1

Qn(z)

Rn(z)

=

(
1 +

1

z
+

1

z2
+ · · ·

)
−
(
1 +

1

z
+

1

z2
+ · · ·

)(ν0
z

+
ν−1

z2
+ · · ·+ ν−n+1

zn

)

=
1

z
+ (1− ν0)

1

z2
+ (1− ν0 − ν−1)

1

z3
+ (1− ν0 − ν−1 − ν−2)

1

z4
+ · · · ,

que, comparado com (3.2.70), produz µ0 = 1 e µ−n = 1−
n∑

j=1

ν−j+1, para n ≥ 1.

Portanto, os números µk satisfazem

µn = 1 +

n∑

j=1

νj ,

µ−n = 1−
n∑

j=1

ν−j+1,

n = 1, 2, 3, . . . , (3.2.71)

com µ0 = 1. Como νj = −ν−j+1, n ≥ 1, vale também que

µn = 1 +
n∑

j=1

νj = 1−
n∑

j=1

ν−j+1 = µ−n, n ≥ 1.

Assim, podemos estabelecer o seguinte teorema (veja [46]).

Teorema 3.10. Dadas uma sequência de números reais {cn}∞n=1 e uma sequência
encadeada positiva {dn}∞n=1 existe uma medida de probabilidade não trivial µ no
ćırculo unitário associada a estas sequências. Se M0 > 0, onde {Mn} é a sequência
maximal de parâmetros de {dn}, então µ tem um ponto de massa M0 em z = 1.
Seja N o funcional de momento associado com {cn} e {dn} como dado no Teorema
3.8. Então,

N [ζ−n] =

∫

C

ζ−n(1− ζ)dµ(ζ), n = 0,±1,±2, . . . .

Demonstração: Se definirmos o funcional de momento M por

M[ζ−k] = µk, k = 0,±1,±2, . . . ,

então

M[ζ−k] = 1−N
[1− ζ−k

1− ζ

]
, k = 0,±1,±2, . . . . (3.2.72)

Como ν−k = µ−k − µ−k−1, k = 0,±1,±2, . . ., que segue de (3.2.71), os funcionais
de momento M e N também satisfazem

N [ζk] = M[ζk(1− ζ)], k = 0,±1,±2, . . . . (3.2.73)
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Como (z − 1)Rn(z) tem n+ 1 zeros simples no ćırculo unitário, podemos consi-
derar a decomposição de frações parciais de An(z)/Bn(z)

An(z)

Bn(z)
=
Rn(z)−Qn(z)

(z − 1)Rn(z)
=

λn,0
z − 1

+

n∑

j=1

λn,j
z − zn,j

, (3.2.74)

onde zn,j, j = 1, 2, . . . , n, são os zeros de Rn. Podemos, então, escrever

Rn(z)−Qn(z) = λn,0Rn(z) + (z − 1)

n∑

j=1

λn,jRn(z)

z − zn,j
.

Fazendo z → 1, obtemos Rn(1)−Qn(1) = λn,0Rn(1) e

λn,0 = 1− Qn(1)

Rn(1)
.

Do Lema 3.2, temos

1− d1 = λ1,0 > λ2,0 > · · · > λn,0 > λn+1,0 > · · ·

e

lim
n→∞

λn,0 =M0,

onde M0 é o primeiro parâmetro da sequência maximal de parâmetros da sequência
encadeada {dn}∞n=1.

Fazendo z → zn,k, obtemos

−Qn(zn,k) = (zn,k − 1)λn,kR
′
n(zn,k)

e

λn,k =
Qn(zn,k)

(1− zn,k)R′
n(zn,k)

, k = 1, 2, . . . n.

Além disso, como podemos escrever

λn,k =
1

(1 − zn,k)

Qn(zn,k)Rn−1(zn,k)−Qn−1(zn,k)Rn(zn,k)

R′
n(zn,k))Rn−1(zn,k)−R′

n−1(zn,k))Rn(zn,k)
, k = 1, 2, . . . n,

então

λn,k =
Un(zn,k)

(1− zn,k)Vn(zn,k)
, k = 1, 2, . . . n,

onde Vn e Un são dados por (3.2.47) e (3.2.57), respectivamente. Temos, então,

λn,k =
22n−1d1d2 · · · dn(zn,k)n−1

(1− zn,k)22n−3(zn,k)n−2Wn(xn,k)(zn,k − 1)

=
4d1d2 · · · dn
Wn(xn,k)

zn,k
(zn,k − 1)(1− zn,k)

> 0, k = 1, 2, . . . , n.

Wn são definidos por (3.2.45) e, com zn,k = eiθn,k , k = 1, 2, . . . , n, obtemos

zn,k
(zn,k − 1)(1− zn,k)

=
1

4sen2(θn,k/2)
.
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Lembremos que, pelo Teorema 3.7,

0 < θn,1 < θn,2 < · · · < θn,n−1 < θn,n < 2π, n ≥ 1.

Além disso, considerando o limite de zAn(z)/Bn(z), quando z → ∞, temos também

n∑

j=0

λn,j = 1.

Se as funções escada ψn(e
iθ), n ≥ 1, são definidas em [0, 2π] por

ψn(e
iθ) =





0, θ = 0,
λn,0, 0 < θ ≤ θn,1,
k∑

j=0

λn,j , θn,k < θ ≤ θn,k+1, k = 1, 2, . . . , n− 1,

1, θn,n < θ ≤ 2π,

então, da definição de integral de Riemann-Stieltjes (veja Seção 1.1), como ψn é não
decrescente, temos

An(z)

Bn(z)
=

∫

C

1

z − ζ
dψn(ζ), n ≥ 1.

Citamos, agora, dois importantes resultados, que serão necessários a seguir. Es-
ses resultados garantem a convergência de sequências {ψn} de funções não-negativas,
não-decrescentes e uniformemente limitadas (veja [27] para mais detalhes).

Teorema 3.11 (Teorema de Seleção de Helly). Dada uma sequência {ψn} de
funções não-negativas, não-decrescentes e uniformemente limitadas, existe uma sub-
sequência {ψnν} e uma função φ nas mesmas condições de ψn, para a qual essa
subsequência converge.

Teorema 3.12. Seja uma sequência {ψn} de funções não-negativas, não-decres-
centes e uniformemente limitadas que converge para uma função φ nas mesmas
condições de ψn. Então,

lim
n7→∞

∫

R

f(t)dψn =

∫

R

f(t)dφ

para qualquer função cont́ınua f(t) em R.

Assim, usando o Teorema de Seleção de Helly existe uma subsequência {nj} tal
que ψnj (e

iθ) converge para uma função limitada e não-decrescente, denotada por
µ(eiθ), em [0, 2π], ou seja,

lim
n→∞

An(z)

Bn(z)
=

∫

C

1

z − ζ
dµ(ζ).

De (3.2.69) e (3.2.70), como
∫

C

dψn(ζ) = 1 e

∫

C

ζkdψn(ζ) = µ−k, k = ±1,±2, . . . ,±n,

também obtemos
∫

C

dµ(ζ) = 1 = M[1] e

∫

C

ζkdµ(ζ) = µ−k = M[ζk], k = ±1,±2, . . . .
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Assim, o fato de µ ser a única medida de probabilidade que satisfaz às relações
anteriores, segue de (1.5.43) e do Teorema 3.9.

A medida µ ter um salto de tamanho M0 em z = 1 é também confirmado por
lim
n→∞

λn,0 =M0.

3.2.5 Outras propriedades dos polinômios R
n

Com a medida de probabilidade µ, obtida no Teorema 3.10, temos, então, do Teo-
rema 3.8,

µk =

∫

C

ζkdµ(ζ) = M[ζ−k].

Como νk = µk − µk−1,

νk =

∫

C

(ζ−k − ζ−(k−1))dµ(ζ)

=

∫

C

ζ−k(1 − ζ)dµ(ζ),

= N [ζ−k], k = 0,±1,±2, . . . .

Assim, temos uma representação integral para N [ζ−n] e, para n ≥ 1,

N [ζ−n+kRn(ζ)] =

∫

C

ζ−n+kRn(ζ)(1 − ζ)dµ(ζ) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1. (3.2.75)

O próximo lema fornece informações sobre os valores das integrais

∫

C

Rn(ζ)dµ(ζ).

Lema 3.3. Seja

γ̂n =

∫

C

Rn(ζ)dµ(ζ), n ≥ 0.

Então,
γ̂0 = 1 e γ̂n = 2(1−mn) γ̂n−1, n ≥ 1, (3.2.76)

onde {mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros minimal da sequência encadeada positiva
{dn}∞n=1.

Demonstração: Primeiramente, fazendo k = n−1, n−2, . . . , 0 em (3.2.75), obtemos

γ̂n =

∫

C

ζ−kRn(ζ)dµ(ζ), k = 0, 1, . . . , n, n ≥ 1. (3.2.77)

Facilmente vemos que γ̂0 =

∫

C

dµ(ζ) = µ0 = 1 e

γ̂1 =

∫

C

R1(ζ)dµ(ζ)

=

∫

C

(1 + ic1)ζ + (1− ic1)dµ(ζ)

= (1 + ic1)µ−1 + (1− ic1).

Além disso, de µ−1 = 1− ν0 e ν0 = 2d1/(1 + ic1), conclúımos que

γ̂1 = 2(1− d1) = 2(1−m1),
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provando (3.2.76) para n = 1.
Agora, da relação de recorrência de três termos (3.2.50), de (3.2.75) e de (3.2.77),

temos

γ̂n+1 =

∫

C

ζ−1Rn+1(ζ)dµ(ζ)

=

∫

C

[(1 + icn+1) + (1− icn+1)ζ
−1]Rn(ζ)dµ(ζ) − 4dn+1

∫

C

Rn−1(ζ)dµ(ζ)

= (1 + icn+1)γ̂n + (1− icn+1)γ̂n − 4dn+1γ̂n−1.

Logo,
γ̂n+1 = 2γ̂n − 4dn+1γ̂n−1. para n ≥ 1.

Assim, obtemos

dn+1 =
γ̂n

2γ̂n−1

(
1− γ̂n+1

2γ̂n

)
,

=

[
1−

(
1− γ̂n

2γ̂n−1

)][
1− γ̂n+1

2γ̂n

]

= (1 − gn)gn+1, n ≥ 1,

onde gn = 1− γ̂n
2γ̂n−1

. Note que

g1 = 1− γ̂1
2γ̂0

= 1− 2(1−m1)

2
= m1,

e, como dn+1 = (1 − gn)gn+1, n ≥ 1, conclúımos que {gn}∞n=1 é a sequência de
parâmetros da sequência encadeada {dn+1}∞n=1. Logo,

mn = 1− γ̂n
2γ̂n−1

e, então,
γ̂n = 2(1−mn)γ̂n−1, n ≥ 1,

o que completa a demonstração do lema.

Como Rn(z) − 2(1 −mn)Rn−1(z) é um polinômio de grau exatamente n cujo
coeficiente do termo de maior grau é rn,n =

∏n
k=1(1 + ick), uma consequência

imediata do Lema 3.3 é o seguinte resultado

Teorema 3.13. Se a sequência de polinômios mônicos {Sn} é tal que

S0(z) = 1 e Sn(z) =
Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z)∏n

k=1(1 + ick)
, n ≥ 1,

então {Sn} é a sequência de polinômios ortogonais no ćırculo unitário com respeito
à medida µ.

Demonstração: Para k = 0, 1, . . . , n− 1,
∫

C

ζkSn(z)dµ(ζ) =

∫

C

ζk
Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z)∏n

k=1(1 + ick)
dµ(ζ)

=
1∏n

k=1(1 + ick)

∫

C

ζ−k [Rn(ζ)− 2(1−mn)Rn−1(ζ)] dµ(ζ)

=
1∏n

k=1(1 + ick)
[γ̂n − 2(1−mn)γ̂n−1]

= 0.
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Logo, o resultado está provado.

Além disso, com a fórmula para Rn(0) dada em (3.2.52), os coeficientes de
Verblunsky αn−1 = −Sn(0), n ≥ 1, são dados por

αn−1 =
1− 2mn − icn

1 + icn

n∏

k=1

1 + ick
1− ick

, n ≥ 1.

3.3 Exerćıcios

Exerćıcio 3.1. Seja ψ uma medida simétrica no ćırculo unitário, isto é,

dψ(1/z) = −dψ(z).

Mostre que os momentos µn são todos reais e que µ−n = µn, para n ≥ 1.

Exerćıcio 3.2. Prove que

S(2)
n (z) =

Sn(z)− S∗
n(z)

1− Sn(0)
,

definido no Teorema 3.2, satisfaz à relação de recorrência (3.1.6).

Exerćıcio 3.3. Demonstre a relação (3.1.15), isto é, que os polinômios Pφ2
n podem

ser escritos como combinação dos polinômios Pφ1
n da seguinte forma:

(1− x2)Pφ2
n (x) =

−1

Pφ1
n (1)

{
Pφ1
n (1)Pφ1

n+2(x)− Pφ1

n+2(1)P
φ1
n (x)

}
.

Exerćıcio 3.4. Demonstre a equação (3.1.16), ou seja, demonstre que

Pφ1
n (x) = Pφ2

n (x) + d̃n−2P
φ2

n−2(x) , n ≥ 2 ,

com

d̃n−2 =

∫ 1

−1 P
φ1
n (x)Pφ2

n−2(x)dφ2(x)∫ 1

−1
(Pφ2

n−2(x))
2dφ2(x)

= −
∫ 1

−1(P
φ1
n (x))2dφ1(x)

∫ 1

−1
(Pφ2

n−2(x))
2dφ2(x)

, n ≥ 2 .

Exerćıcio 3.5. Demonstre as seguintes relações entre os coeficientes d̃n, α
φ1
n e αφ2

n

d̃n−1

d̃n−2

=
αφ1

n+2

αφ2
n

, n ≥ 2

e
d̃n−1 − d̃n−2 = αφ2

n+1 − αφ1

n+1 , n ≥ 2 ,

com d̃0 = −α
φ1

3 αφ1

2 αφ1

1

αφ2

1

= αφ2

2 − αφ1

2 .

Exerćıcio 3.6. Mostre que a sequência {ln} satisfaz às relações

(ln+1 − 1)

(ln−1 − 1)
=

d̃n−1

d̃n−2

, n ≥ 2,

(ln+1 − 1)(ln − 1) = −4d̃n−1 , n ≥ 1.

Sugestão: Use (3.1.19) e, em seguida, indução matemática sobre n.
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Exerćıcio 3.7. Demonstre as relações (3.1.20) e (3.1.21), ou seja, demonstre que

(l2n+1 − 1)

2
= −α

φ1

2n+2α
φ1

2n . . . α
φ1

4 αφ1

2

αφ2

2nα
φ2

2n−2 . . . α
φ2

4 αφ2

2

,
(l2n − 1)

2
= −α

φ1

2n+1α
φ1

2n−1 . . . α
φ1

3 αφ1

1

αφ2

2n−1α
φ2

2n−3 . . . α
φ2

3 αφ2

1

e
(l2n−1 + 1)

2
=
αφ2

2n−1α
φ2

2n−3 . . . α
φ2

1

αφ1

2n−1α
φ1

2n−3 . . . α
φ1

1

,
(l2n + 1)

2
=
αφ2

2nα
φ2

2n−2 . . . α
φ2

2

αφ1

2nα
φ1

2n−2 . . . α
φ1

2

.

Exerćıcio 3.8. Se φ1 e φ2 satisfazem (3.1.14), demonstre que existe uma sequência
de números reais {ln} tal que, para n ≥ 1,

αφ1

n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln−1 + 1) , αφ2

n+1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 + 1)

e

d̃n−1 = −1

4
(ln − 1)(ln+1 − 1) , n ≥ 1 ,

com l0 = 1 e l1 = 1− 2αφ2

2 .

Exerćıcio 3.9. a) Mostre que (3.2.29) vale, ou seja,

Pn(w; z) =
1

z − w

Sn+1(z)− τn+1(w)S
∗
n+1(z)

1 + τn+1(w)αn
, n ≥ 0.

b) Mostre que Pn(w; w) 6= 0.

Exerćıcio 3.10. Mostre que as relações (3.2.31) e (3.2.32) valem.

Exerćıcio 3.11. Mostre que (3.2.33) vale, ou seja,

Pn(w; z) =
zSn(z)− wτn(w)S

∗
n(z)

z − w
, n ≥ 0.

Exerćıcio 3.12. Mostre que a funções Gn, definidas por (3.2.42), são cont́ınuas e
deriváveis no intervalo [−1, 1] e que satisfazem

(−1)nGn(−1) = Gn(1) > 0, n ≥ 1.

Exerćıcio 3.13. Mostre a relação (3.2.54), ou seja,

Q∗
n(z) = zn−1Qn(1/z) = Qn(z), n ≥ 1,

onde Qn e δ são dados em (3.2.51).

Exerćıcio 3.14. Demonstre a relação (3.2.57), ou seja

Un(z) = 4dnzUn−1(z) = 22n−1d1d2 · · · dnzn−1, n ≥ 2.

com U1(z) = 2d1.



Caṕıtulo 4

Aplicações

4.1 Fórmulas de quadratura

Consideremos a integral

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx,

onde (a, b) ⊆ R. Fórmulas de quadratura são fórmulas que aproximam o valor
numérico de I(f) através de uma combinação linear de valores conhecidos da função
f , ou seja, ∫ b

a

f(x)dx =
n∑

k=1

Wn,kf(xn,k) + En(f).

Os valores Wn,k, k = 1, 2, . . . , n, são chamados pesos da fórmula de quadratura,
xn,k, k = 1, 2, . . . , n, os nós e En(f) é o erro cometido na aproximação. Os textos
[32, 47] são boas referências sobre o assunto.

Para construir fórmulas de quadratura, devemos determinar os valores n, xn,k,
e Wn,k, k = 1, 2, . . . , n. Por exemplo, podemos escolher os nós tais que

a ≤ xn,1 < xn,2 < . . . < xn,n−1 < xn,n ≤ b

e os pesos como

Wn,k =

∫ b

a

π(x)

(x− xn,k)π′(xn,k)
dx, k = 1, 2, . . . , n, (4.1.1)

onde π(x) = (x− xn,1)(x − xn,2) · · · (x− xn,n). Para k = 1, 2, . . . , n, os polinômios

π(x)

(x − xn,k)π′(xn,k)

são os polinômios fundamentais de Lagrange.
Da teoria de interpolação polinomial, obtemos

∫ b

a

f(x)dx =

n∑

k=1

Wn,kf(xn,k) + En(f), (4.1.2)

onde

En(f) =
1

(n+ 1)!

∫ b

a

π(x)f (n+1)(ξx)dx, ξx ∈ (xn,1, xn,n). (4.1.3)
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Definição 4.1. Fórmulas de quadratura do tipo (4.1.2), cujos pesos são dados por
(4.1.1), são chamadas fórmulas de quadratura interpolatórias.

Definição 4.2. Dizemos que uma regra de quadratura tem grau de precisão m, se
En(f) = 0 para todo polinômio f ∈ Pm e existe um polinômio de grau m+1, f̃ , tal
que En(f̃) 6= 0.

Teorema 4.1. (ver [32]) A fórmula de quadratura (4.1.2) é interpolatória se, e
somente se, En(f) = 0 para todo f ∈ Pn−1, ou seja, é exata para todo polinômio de
grau menor ou igual a n− 1.

Deixamos a demonstração desse teorema a cargo do leitor (Exerćıcio 4.1).

4.1.1 Fórmulas de quadratura gaussianas

Consideremos, agora, fórmulas de quadratura interpolatórias do tipo

∫ b

a

f(x)dφ(x) =
n∑

k=1

Wn,kf(xn,k) + En(f), (4.1.4)

cujos nós xn,k, k = 1, 2, . . . , n, são os zeros do polinômio Pn, ortogonal com relação
à medida φ no intervalo (a, b), e os pesos são dados por

Wn,k =

∫ b

a

Pn(x)

(x− xn,k)P ′
n(xn,k)

dφ(x), k = 1, 2, . . . , n. (4.1.5)

Teorema 4.2. (ver [32]) A fórmula de quadratura interpolatória (4.1.4), com pesos
dados por (4.1.5), é exata para polinômios de grau no máximo 2n − 1, ou seja,
En(f) = 0 para f ∈ P2n−1.

Deixamos a demonstração desse teorema como exerćıcio (Exerćıcio 4.1).
As fórmulas de quadratura com n pontos que têm precisão 2n−1 são conhecidas

como fórmulas de quadratura gaussianas.
Não é dif́ıcil mostrar que os pesos Wn,k, k = 1, 2, . . . , n, das fórmulas de qua-

dratura gaussianas são positivos (Exerćıcio 4.2).
Além disso, utilizando os polinômios associados aos ortogonais definidos por

(1.4.16), obtemos

Wn,k =
Qn(xn,k)

P ′
n(xn,k)

, k = 1, 2, . . . , n. (4.1.6)

Como Pn(x) = (x−xn,1)(x−xn,2) · · · (x−xn,n), podemos escrever Qn(x)/Pn(x)
como

Qn(x)

Pn(x)
=

λn,1
(x− xn,1)

+
λn,2

(x− xn,2)
+ · · ·+ λn,n

(x − xn,n)

=
λn,1(x− xn,2) · · · (x− xn,n) + · · ·+ λn,n(x− xn,1) · · · (x− xn,n−1)

(x− xn,1) · · · (x− xn,n)
.

Para x = xn,k, obtemos

Qn(xn,k) = λn,k(xn,k − xn,1) · · · (xn,k − xn,k−1)(xn,k − xn,k+1) · · · (xn,k − xn,n).

Portanto,

λn,k =
Qn(xn,k)

P ′
n(xn,k)

=Wn,k, k = 1, 2, . . . , n.
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No. de pontos Valores aproximados
n
3 3.15346625333877
6 3.09096614867156
9 3.09093903343554
12 3.09093960019774
15 3.09093959890973
18 3.09093959891120

Valor exato: 3.09093959891120
como 15 algarismos significativos

Tabela 4.1: Aproximações para o valor da integral I1, dada em (4.1.9), utilizando
a fórmula de quadratura de Gauss-Chebyshev (4.1.8) com n = 3, 6, ..., 18.

Podemos, então, escrever

Qn(x)

Pn(x)
=

n∑

k=1

Wn,k

x− xn,k
. (4.1.7)

Exemplo 4.1. Consideremos a fórmula de quadratura de Gauss-Chebyshev

∫ 1

−1

f(x)
1√

1− x2
dx =

π

n

n∑

k=1

f

(
cos

(
(2k − 1)π

2n

))
+ En(f), (4.1.8)

com En(f) = 0 sempre que f ∈ P2n−1, onde

xn,k = cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, 2, . . . , n,

são os zeros do polinômio de Chebyshev de primeira espécie (1.4.23) de grau n. Os
pesos

Wn,k =
π

n
, k = 1, 2, . . . , n,

podem ser obtidos utilizando (4.1.6). Para mais detalhes, veja [2, 32, 47].

Vamos utilizar esta fórmula para encontrar aproximações para o valor da integral
definida

I1 =

∫ 1

−1

sen(x4) + e−x
2

√
1− x2

dx, (4.1.9)

cujo valor, com 15 algarismos significativos, é 3.09093959891120.

A Tabela 4.1 mostra aproximações obtidas através da fórmula de quadratura de
Gauss-Chebyshev (4.1.8) com f(x) = sen(x4) + e−x

2

e diferentes números de nós.
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4.1.2 Fórmulas de quadratura e os polinômios L-ortogonais

Na referência [42] foram consideradas regras de quadratura da forma

∫ b

a

f(t)dψ(t) =
n∑

k=1

Vn,kf(tn,k) + Ẽn(f), (4.1.10)

onde ψ é uma medida forte de Stieltjes em (a, b) ⊂ (0,∞).
Essas fórmulas estão associadas ao polinômios L-ortogonais e, também, às fórmulas

de quadratura para funções racionais (ver [12] e [21]).
Escolhendo tn,k, k = 1, 2, . . . , n, como os zeros dos polinômios L-ortogonais Bn

com relação a ψ em (a, b), vamos determinar os pesos Vn,k de forma que a fórmula
de quadratura (4.1.10) seja interpolatória.

Seja F (t) = tnf(t). Construindo o polinômio de interpolação de Lagrange de
F (t) sobre os n pontos distintos tn,1, tn,2, . . . , tn,n, obtemos

F (t) =

n∑

k=1

ln,k(t)F (tn,k) + Rn(t),

ou seja,

f(t) = t−n
n∑

k=1

ln,k(t)t
n
n,kf(tn,k) + t−nRn(t), (4.1.11)

onde os polinômios fundamentais de Lagrange, ln,k, são dados por

ln,k(t) =
Bn(t)

(t− tn,k)B′
n(tn,k)

.

Integrando ambos os membros de (4.1.11) em (a, b) com relação a ψ e compa-
rando com (4.1.10), obtemos

Vn,k =
tnn,k

B′
n(tn,k)

∫ b

a

t−nBn(t)

t− tn,k
dψ(t), k = 1, 2, . . . , n, (4.1.12)

e

Ẽn(f) =
1

n!

∫ b

a

t−nBn(t)F
(n)(ξt)dψ(t), ξt ∈ [tn,1, tn,n]. (4.1.13)

Definição 4.3. Fórmulas de quadratura do tipo (4.1.10), cujos pesos são dados por
(4.1.12), são chamadas fórmulas de quadratura L-gaussianas.

Os pesos da regra de quadratura (4.1.10) são positivos (Exerćıcio 4.2).

Quanto ao grau de precisão dessa regra de quadratura, ela é exata se tnf(t) ∈
P2n−1. De fato, se F (t) = tnf(t) ∈ Pn−1, então F

(n)(t) ≡ 0. Logo, Ẽn(f) = 0.
Suponhamos que F ∈ P2n−1. Então, podemos escrever

F (t) = Bn(t)qn−1(t) + pn−1(t), (4.1.14)

onde qn−1 e pn−1 são polinômios de grau n−1. Observe que F (tn,k) = pn−1(tn,k), k =

1, 2, . . . , n. Se escrevermos qn−1(t) =

n−1∑

i=0

qit
i, teremos

∫ b

a

t−nBn(t)qn−1(t)dψ(t) =

n−1∑

i=0

qi

∫ b

a

t−n+iBn(t)dψ(t) = 0, (4.1.15)
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por (2.2.6).
Logo, por (4.1.14),

∫ b

a

f(t)dψ(t) =

∫ b

a

t−nBn(t)qn−1(t)dψ(t) +

∫ b

a

t−npn−1(t)︸ ︷︷ ︸
g(t)

dψ(t).

Como pn−1(t) = tng(t) é um polinômio de grau ≤ n− 1, então Ẽn(g) = 0. Assim,
de (4.1.15),

∫ b

a

f(t)dψ(t) =

∫ b

a

g(t)dψ(t) =

n∑

k=1

Vn,kg(tn,k)

=
n∑

k=1

Vn,kt
−n
n,kpn−1(tn,k) =

n∑

k=1

Vn,kf(tn,k).

Portanto, Ẽn(f) = 0 quando tnf(t) ∈ P2n−1.
Consideremos, agora, os polinômios Cn, associados aos L-ortogonais, definidos

em (2.2.15). O polinômio interpolador de Cn de grau n−1 sobre os n zeros tn,k, k =
1, 2, . . . , n, de Bn coincide com o polinômio Cn, ou seja, o erro na interpolação é
zero. Dessa forma, usando interpolação de Lagrange, temos

Cn(t) = Bn(t)
n∑

k=1

Cn(tn,k)

(t− tn,k)B′
n(tn,k)

.

Logo,

Cn(t)

Bn(t)
=

n∑

k=1

Cn(tn,k)

(t− tn,k)B′
n(tn,k)

=

n∑

k=1

λn,k
t− tn,k

.

com λn,k =
Cn(tn,k)

B′
n(tn,k)

.

Fazendo t = tn,k em (2.2.16), temos

Cn(tn,k) = tmn,k

∫ b

a

z−mBn(z)

z − tn,k
dψ(z), m = 0, 1, 2, . . . , n.

Como Cn(tn,k) = λn,kB
′
n(tn,k), substituindo na última relação param = n, obtemos

λn,k =
tnn,k

B′
n(tn,k)

∫ b

a

z−nBn(z)

z − tn,k
dψ(z).

De (4.1.12), λn,k = Vn,k e, portanto,

Vn,k =
Cn(tn,k)

B′
n(tn,k)

, k = 1, 2, . . . , n. (4.1.16)

Em [4], considerou-se propriedades dos pesos e dos nós de certas fórmulas de
quadratura associados a polinômios L-ortogonais Bψn , cuja medida forte ψ, definida
em (a, b), com β =

√
ab e 0 ≤ a < β < b ≤ ∞, satisfaz à propriedade (2.2.34), isto

é,
dψ(t)√

t
= −dψ(β

2/t)√
β2/t

, t ∈ (a, b). (4.1.17)
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Lembramos que, neste caso, os polinômios L-ortogonais Bn, com relação à me-
dida forte ψ, satisfazem à relação de recorrência (1) com βψn = β, ou seja,

Bψn+1(t) = (t− β)Bψn (t)− αψn+1 t B
ψ
n−1(t),

com Bψ0 (t) = 1 e Bψ1 (t) = t− β (veja Seção 2.2.4).
Nesse mesmo trabalho, considerou-se, também, os polinômios ortogonais Pφn

associados a uma medida simétrica φ, a correspondente fórmula de quadratura
gaussiana (4.1.4), ou seja,

∫ ∞

−∞

f(x)dφ(x) =
n∑

k=1

Wn,kf(xn,k) + En(f), (4.1.18)

onde En(f) = 0 para f ∈ P2n−1, e a transformação definida em (2.2.35) por

x(t) =
1

2
√
α
(
√
t− β/

√
t), t ∈ (0,∞)

cuja sua inversa é dada por t(x) = (
√
αx2 + β +

√
αx)2, x ∈ (0,∞).

Na Seção 2.2.4, vimos que a relação

dψ(t) = A
t

t+ β
dφ(x(t)) (4.1.19)

vale e ψ satisfaz (4.1.17) se, e somente se, φ é uma medida simétrica em [−d, d],
onde d = x(b) e

Bψn (t) = (2
√
αt)nPφn (x(t)). (4.1.20)

Em [45], foi demonstrado que, sob as condições anteriores, os pesos e os nós das
respectivas fórmulas de quadratura estão relacionados por (Exerćıcio 4.3)

tn,k = t(xn,k) e Vn,k = A
tn,k

tn,k + β
Wn,k, k = 1, 2, . . . , n. (4.1.21)

Exemplo 4.2. Consideremos novamente a fórmula de quadratura de Gauss-Chebyshev

∫ 1

−1

f(x)
1√

1− x2
dx =

π

n

n∑

k=1

f(xn,k) + En(f),

com En(f) = 0 sempre que f ∈ P2n−1, onde xn,k = cos((2k − 1)π/(2n)), k =
1, 2, . . . , n, são os zeros do polinômio de Chebyshev de primeira espécie (1.4.23) de
grau n.

Como dφ(x) = 1/
√
1− x2dx é uma medida simétrica no intervalo (−1, 1), de

(4.1.19), obtemos

dψ(t) =
A

2

1√
b− t

√
t− a

dt em (a, b),

onde a = t(−1) = (
√
α+ β −√

αx)2 e b = t(1) = (
√
α+ β +

√
αx)2, com a = β2/b.

Escolhendo, sem perda de generalidade, A = 2 e utilizando (4.1.21), obtemos a
fórmula de quadratura L-Gaussiana

∫ b

a

F (t)
1√

b− t
√
t− a

dt =
2π

n

n∑

k=1

tn,k
tn,k + β

F (tn,k) + Ẽn(f), (4.1.22)
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No. de pontos Valores aproximados Valores aproximados
n Gauss-Chebyshev L-Gaussiana
2 3.7342041050 4.2906260754
5 4.3454615803 4.3988623516
10 4.3982577305 4.3988982029
15 4.3988906142 4.3988982029
20 4.3988981130 4.3988982029
25 4.3988982019 4.3988982029
30 4.3988982029 4.3988982029

g(x) = ex

r = 1 Valor exato: 4.3988982029
λ = 1.1 como 11 algarismos significativos

Tabela 4.2: Aproximações para o valor da integral I2, dada em (4.1.23), com r = 1
e λ = 1.1, utilizando a quadratura de Gauss-Chebyshev (4.1.8) e a quadratura
L-gaussiana (4.1.22).

onde Ẽn(f) = 0 quando tnf(t) ∈ P2n−1 e os pesos tn,k são dados por

tn,n+1−k = (β + αv
(n)
k ) +

√
(β + αv

(n)
k )2 − β2 e tn,k = β2/tn,n+1−k,

com v
(n)
k = 1 + cos((2k − 1)π/n).

Este exemplo de fórmula de quadratura L-Gaussiana foi apresentado por Sri
Ranga em [42].

Exemplo 4.3. Consideremos, agora, a integral

I2 =

∫ 1

−1

g(x)

(x + λ)r
1√

1− x2
dx, (4.1.23)

onde g é uma função cont́ınua em [−1, 1], λ é um número real tal que λ > 1 e r é
um número inteiro. Esse exemplo foi dado em [42] e [44] com |λ| > 1.

Como no Exemplo 4.1, uma escolha natural para aproximar essa integral seria
aplicar a quadratura de Gauss-Chebyshev. Porém, quando r ≥ 1 e λ está próximo de
1, a quadratura de Gauss-Chebyshev apresenta um comportamento de convergência
vagaroso, como mostram as Tabelas 4.2 e 4.3

Utilizando uma transformação linear, alteramos a integral I2 dada em (4.1.23) de
modo a podermos aplicar a fórmula de quadratura L-gaussiana (4.1.22) do Exem-
plo 4.2. Sejam a e b dois números positivos tais que b > a. Então, tomando a
transformação linear, com x ∈ [−1, 1] e t ∈ [a, b],

x = x(t) =
2t

b− a
− b+ a

b− a
,

obtemos

I2 =

(
b− a

2

)r ∫ b

a

g

(
2t

b− a
− b+ a

b− a

)
1

tr
1√

b− t
√
t− a

dt.

Podemos tomar, por exemplo, a = λ− 1 e b = λ+1. Logo, b− a = 2, b+ a = 2λ
e, portanto,

I2 =

(
b − a

2

)r ∫ b

a

g (t− λ)
1

tr
1√

b− t
√
t− a

dt. (4.1.24)
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No. de pontos Valores aproximados Valores aproximados
n Gauss-Chebyshev L-Gaussiana
2 4.412345645 10.089808549
5 7.104198673 10.26854495
10 9.361172196 10.263987847
15 10.034529940 10.263987847
20 10.207529933 10.263987847
30 10.260631961 10.263987847
40 10.263788989 10.263987847
50 10.263976065 10.263987847
60 10.263987149 10.263987847

g(x) = ex

r = 1 Valor exato: 10.263987847
λ = 1.01 como 11 algarismos significativos

Tabela 4.3: Aproximações para o valor da integral I2, dada em (4.1.23), com r = 1
e λ = 1.01, utilizando a quadratura de Gauss-Chebyshev (4.1.8) e a quadratura
L-gaussiana (4.1.22).

Agora, podemos aplicar a fórmula de quadratura L-gaussiana (4.1.22) a essa
integral. Por exemplo, escolhendo g(x) = ex, calculamos aproximações para I2
pelas fórmulas de quadratura de Gauss-Chebyshev e L-gaussiana.

A Tabela 4.2 mostra que, com g(x) = ex, r = 1 e λ = 1.1, a quadratura L-
gaussiana converge para o valor exato com 11 algarismos significativos com n = 10
nós, enquanto que a quadratura de Gauss-Chebyshev precisa de cerca de n = 30
nós para fornecer a mesma precisão.

Quando diminúımos o valor de λ para 1.01, Tabela 4.3, a quadratura L-gaussiana
novamente converge com n = 10 pontos, enquanto que no caso da quadratura de
Gauss-Chebyshev a convergência se dará para n > 60 pontos.

Consideremos, agora, uma medida simétrica φp definida em Ω = [−d,−c] ∪
[c, d], cujos coeficientes α

φp
n+1 da relação de recorrência dos polinômios ortogonais

associados, P
φp
n+1, satisfazem

α
φp
2 = pλ0, α

φp
2n+1 = λ1 e α

φp
2n+2 = λ0, n ≥ 1, (4.1.25)

onde 0 < p, λ0, λ1 <∞, e seja a medida forte ψp definida por

dψp(t) =
2t

t+ β
dφp(x(t)).

Como visto em (2.2.38), os coeficientes das relações de recorrências dos polinômios

ortogonais e L-ortogonais associados satisfazem α
ψp
n+1 = 4αα

φp
n+1, n ≥ 1.

Assim, podemos escrever

α
ψp
2 = 4αpλ0 = pα0 e α

ψp
2n+1 = 4αλ1 = α1, α

ψp
2n+2 = 4αλ0 = α0, n ≥ 1.

A medida ψp é definida em Ω̃ = [a, a1] ∪ [b1, b], onde b = t(d), b1 = t(c) e ab =
a1b1 = β2.
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As quadraturas com número par e com número ı́mpar de pontos devem ser
estudadas separadamente. Para 2n pontos, observa-se que

P
φp
4 (z) = [z2 − (λ0 + λ1)]P

φp
2 (z)− λ0λ1pP

φp
0 (z),

P
φp
2n+4(z) = [z2 − (λ0 + λ1)]P

φp
2n+2(z)− λ0λ1P

φp
2n (z), n ≥ 1,

Q
φp
2n+2(z) = [z2 − (λ0 + λ1)]Q

φp
2n(z)− λ0λ1Q

φp
2n−2(z), n ≥ 1,

com P
φp
0 (z) = 1, P

φp
2 (z) = z2 − pλ0, Q

φp
0 (z) = 0 e Q

φp
2 (z) = z. Além disso,

W2n,r =
Q
φp
2n(x2n,r)

P
′φp
2n (x2n,r)

, r = 1, 2, . . . , 2n.

Dessas relações pode-se mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.3. O nós x2n,r e os pesos W2n,r, r = 1, 2, ..., 2n, da fórmula de qua-
dratura gaussiana com 2n pontos

∫

Ω

f(x)dφp(x) =

2n∑

r=1

W2n,rf(x2n,r), n ≥ 1,

satisfazem

W2n,r =
p
[
d2 − (x2n,r)

2
] [
(x2n,r)

2 − c2
]

2 {2n(x2n,r)2R(x2n,r) + pS(x2n,r)}
,

desde que G(x2n,r) 6= 0, onde G(z) =
√
[z2 − (λ0 + λ1)]2 − 4λ0λ1,

R(z) = pA(p)− (p− 1)z2, S(z) = (λ0 − λ1)A(p) −A1(p)z
2,

com

A(p) = (p− 1)λ0 + λ1 e A1(p) = (p− 1)λ0 − λ1.

Utilizando o Teorema 4.3 e a transformação (2.2.35), é posśıvel mostrar que:

Teorema 4.4. Os nós t2n,r e os pesos V2n,r, r = 1, 2, ..., 2n, da fórmula de qua-
dratura L-gaussiana com 2n pontos

∫

Ω̃

F (t)dψp(t) =

2n∑

r=1

V2n,rF (t2n,r), n ≥ 1,

satisfazem

V2n,r =
t2n,r

(t2n,r + β)

p(b− t2n,r)(t2n,r − a)(t2n,r − a1)(t2n,r − b1)

2nR̃(t2n,r)(t2n,r−β)2 + pS̃(t2n,r)t2n,r
,

desde que G1(t2n,r) 6= 0, onde G1(z) = (z − b)(z − a)(z − a1)(z − b1),

R̃(z) = pÃ(p)z − (p− 1)(z − β)2, S̃(z) = (α0 − α1)Ã(p)z − Ã1(p)(z − β)2,

com

Ã(p) = (p− 1)α0 + α1 e Ã1(p) = (p− 1)α0 − α1.
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Resultados análogos foram apresentados para fórmulas de quadratura com 2n+1
pontos, utilizando-se o fato de que

P
φp
2n+3(z) = [z2 − (λ0 + λ1)]P

φp
2n+1(z)− λ0λ1P

φp
2n−1(z),

n ≥ 1,

Q
φp
2n+3(z) = [z2 − (λ0 + λ1)]Q

φp
2n+1(z)− λ0λ1Q

φp
2n−1(z),

com P
φp
1 (z) = z, P

φp
3 (z) = z{z2 − (pλ0 + λ1)}, Qφp1 (z) = 1 e Q

φp
3 (z) = z2 − λ1 e

W2n+1,r =
Q
φp
2n+1(x2n+1,r)

P
′φp
2n+1(x2n+1,r)

, r = 1, 2, . . . , 2n+ 1.

Também é posśıvel encontrar fórmulas de quadratura gaussianas associadas a
polinômios que são combinações lineares de polinômios ortogonais e quadraturas
L-gaussianas associadas a polinômios que são combinações lineares de polinômios
L-ortogonais (ver [3]).

Consideremos, novamente, os polinômios ortogonais Pn associados a uma medida
simétrica φ em [−d, d], os polinômios L-ortogonaisBn associados a uma medida forte
ψ e, também, a transformação (2.2.35).

Seja r um número inteiro tal que 0 ≤ r ≤ n̄ = ⌊n/2⌋, onde ⌊n/2⌋ é o menor
inteiro maior do que n/2. Consideremos os polinômios definidos por

P̃n(λ0, λ1, . . . , λr;x) =

r∑

k=0

λkPn−2k(x), 0 ≤ r ≤ n̄, (4.1.26)

onde λk ∈ R, λ0 6= 0. Os polinômios P̃n satisfazem (Exerćıcio 4.4)

∫ d

−d

xsP̃n(x)dφ(x) = 0, s = 0, 1, . . . , n− 1− 2r.

Um polinômio Pn de grau n satisfaz Pn(x) = (−1)nPn(−x) se existe um único
conjunto de números reais λ0, . . . , λn̄, tal que (Exerćıcio 4.5)

Pn(x) = P̃n(λ0, λ1, . . . , λn̄;x). (4.1.27)

Se escolhermos os parâmetros λ0, λ1, . . . , λr de forma que os zeros dos polinômios
P̃n, denotados por x̃n,j , j = 1, 2, . . . , n, sejam todos reais, distintos e pertencentes
ao intervalo [−d, d], pode-se construir fórmulas de quadratura gaussianas dadas por

∫ d

−d

f(x)dφ(x) =

n∑

j=1

W̃n,jf(x̃n,j) + En(f), (4.1.28)

onde En(f) = 0 para f ∈ P2n−2r−1 (Exerćıcio 4.6).
Definimos, também, os polinômios

B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r; t) =

r∑

k=0

λ̃kt
kBn−2k(t), (4.1.29)

e a fórmula de quadratura L-gaussiana

∫ b

β2/b

F (t)dψ(t) =
n∑

j=1

Ṽn,jF (t̃n,j) + Ẽn(F ), (4.1.30)
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onde t̃n,j , j = 1, 2, . . . , n, são os zeros do polinômio B̃n e satisfazem Ẽn(F ) = 0 para
tnF (t) ∈ P2n−2r−1.

Os nós e pesos das fórmulas de quadratura (4.1.28) e (4.1.30) satisfazem

x̃n,n+1−k = −x̃n,k, W̃n,n+1−k = W̃n,k,
k = 1, 2, . . . , n.

t̃n,n+1−k =
β2

t̃n,k
,

Ṽn,n+1−k√
t̃n,n+1−k

=
Ṽn,k√
t̃n,k

,

Analogamente a (4.1.21), mostra-se que

t̃n,k = t(x̃n,k) e Ṽn,k = A
t̃n,k

t̃n,k + β
W̃n,k, k = 1, 2, . . . , n.

Sobre as relações entre os polinômios P̃n e B̃n, de (4.1.20) e (4.1.29), obtém-se
facilmente que (Exerćıcio 4.7)

B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r; t) =

r∑

k=0

λ̃kt
k
(
(2
√
αt)n−2kPn−2k(x(t))

)
.

Assim, de (4.1.26),

B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r; t) = (2
√
αt)nP̃n(λ0, . . . , λr ;x(t)) (4.1.31)

se, e somente se,

λ̃k = (4α)kλk, k = 0, 1, . . . , r.

Reciprocamente, para os valores λk = (4α)−kλ̃k, k = 0, 1, . . . , r,

P̃n(λ0, . . . , λr;x) =
(
2
√
αt(x)

)−n
B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r; t(x)).

Sob essas condições, pode-se enunciar os resultados a seguir.

Teorema 4.5. Seja Bn tal que Bn(t) = tnBn(β
2/t)/(−β)n. Então, existe um único

conjunto de números reais λ̃0, . . . , λ̃n̄ tal que Bn(t) = B̃n(λ̃0, . . . , λ̃n̄; t).

Teorema 4.6. Seja 0 ≤ r ≤ n̄. Então, Bn(t) = tnBn(β
2/t)/(−β)n e

∫ b

β2/b

t−n+sBn(t)dψ(t) = 0, 0 ≤ s ≤ n− 1− 2r, (4.1.32)

se, e somente se,

Bn(t) = B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r; t), (4.1.33)

para um único conjunto de números reais λ̃0, . . . , λ̃r.
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4.1.3 Fórmulas de quadratura no ćırculo unitário

Faremos, agora, um estudo sobre fórmulas de quadratura no ćırculo unitário, isto
é, fórmulas de quadratura cujos nós pertencem a C = {z ∈ C : |z| = 1}, que foram
introduzidas por Jones e outros em [27] e são também conhecidas por fórmulas de
quadratura de Szegő.

Consideremos, então, fórmulas de quadratura do tipo

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =

n∑

m=1

λn,mf(ξn,m) , (4.1.34)

onde os nós ξn,m, com |ξn,m| = 1, e os pesos λn,m são tais que a fórmula (4.1.34) é
válida para f ∈ Λ−(n−1),n−1. Fórmulas de quadratura desse tipo são chamadas de
fórmulas de quadratura no ćırculo unitário (ou de Szegő) com n-pontos.

Considere {Sn}∞n=0 uma sequência de polinômios mônicos de Szegő com res-
peito à medida ψ, definida no ćırculo unitário e, também, {wn}∞n=0 uma sequência
de números complexos, não necessariamente distintos, tais que |wn| = 1, n =
0, 1, 2, . . . .

Seja {Sn(wn, z)}∞n=0 uma sequência de polinômios para-ortogonais dada por

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z), n = 0, 1, 2, . . . .

Denotemos por ξn,m = ξn,m(wn), m = 1, 2, . . . , n, os zeros de Sn(wn, z) que,
como já sabemos pelo Teorema 1.17, são simples e pertencem a C.

Podemos construir os polinômios fundamentais de Lagrange Ln,m(wn, z) como

Ln,m(wn, z) =
Sn(wn, z)

(z − ξn,m)S′
n(wn, ξn,m)

1 ≤ m ≤ n . (4.1.35)

De fato, consideremos os coeficiente de Verblunsky αn−1 = −Sn(0), que satis-
fazem |αn−1| < 1. Como os polinômios Sn são mônicos e Sn(0) = −αn−1, então é
fácil verificar que (1−αn−1wn) é o coeficiente do termo de maior grau de Sn(wn, z).
Assim,

Sn(wn, z) = (1− αn−1wn)
n∏

m=1

(z − ξn,m) . (4.1.36)

Calculando S′
n(wn, z), obtemos

S′
n(wn, z)

(1− αn−1wn)
=

(
n∏

m=1

(z − ξn,m)

)′

=


(z − ξn,m)




n∏

k=1
k 6=m

(z − ξn,k)







′

=

n∏

k=1
k 6=m

(z − ξn,k) + (z − ξn,m)




n∏

k=1
k 6=m

(z − ξn,k)




′

.

Avaliando essa última expressão em z = ξn,m, temos

S′
n(wn, ξn,m) = (1 − αn−1wn)

n∏

k=1
k 6=m

(ξn,m − ξn,k) , para 1 ≤ m ≤ n . (4.1.37)
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Substituindo (4.1.36) e (4.1.37) na expressão para Ln,m(wn, z), obtemos

Ln,m(wn, z) =
Sn(wn, z)

(z − ξn,m)S′
n(wn, ξn,m)

=

n∏

k=1
k 6=m

(z − ξn,k)

n∏

k=1
k 6=m

(ξn,m − ξn,k)

, 1 ≤ m ≤ n .

Dáı, para 1 ≤ m ≤ n, segue que

Ln,m(wn, ξn,k) = δk,m , 1 ≤ k ≤ n , (4.1.38)

onde δk,m é o delta de Kronecker. Observe, ainda, que Ln,m(wn, z) ∈ Λ0,n−1 = Pn−1

e

Ln,m

(
wn,

1

z

)
=

n∏

k=1

(
1

z
− ξn,m

)/ n∏

k=1
k 6=m

(ξn,m − ξn,k) ∈ Λ−(n−1),0 .

Definimos, então, os pesos λn,m por

λn,m = λn,m(wn) =

∫ 2π

0

Ln,m(wn, e
iθ)dψ(eiθ), 1 ≤ m ≤ n, n = 1, 2, . . . . (4.1.39)

O próximo teorema estabelece a fórmula de quadratura de Szegő, fórmula de
quadratura no ćırculo unitário, com n pontos válida para f ∈ Λ−(n−1),n−1.

Teorema 4.7. Seja ψ uma medida no ćırculo unitário. Para n ≥ 1 e 1 ≤ m ≤ n,
denotemos por ξn,m os zeros de Sn(wn, z) e sejam os pesos λn,m definidos por
(4.1.39). Então, para n ≥ 1 e 1 ≤ m ≤ n,

∫

C

f(z)dψ(z) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) =
n∑

m=1

λn,mf(ξn,m) (4.1.40)

é válida para toda f ∈ Λ−(n−1),n−1 e, além disso,

λn,m > 0 ,

n∑

m=1

λn,m =

∫ 2π

0

dψ(eiθ) = µ0 > 0 . (4.1.41)

Demonstração: Sejam n ≥ 1 e f ∈ Λ−(n−1),n−1 dados. Definimos

D(z) = f(z)−
n∑

m=1

f(ξn,m)Ln,m(wn, z) ,

onde Ln,m(wn, z) é dado por (4.1.35). Então, D ∈ Λ−(n−1),n−1 e, por (4.1.38),

D(ξn,k) = f(ξn,k)−
n∑

m=1

f(ξn,m)δm,k = 0 , 1 ≤ k ≤ n .

Claramente, E(z) = zn−1D(z) ∈ Π2n−2 e E(ξn,m) = 0 para 1 ≤ m ≤ n. Assim,
existe um polinômio S ∈ Πn−2 tal que E(z) = Sn(wn, z)S(z) ou, ainda,

D(z) =
E(z)

zn−1
=
Sn(wn, z)S(z)

zn−1
.
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Se tomarmos S(z) =

n−2∑

m=0

smz
m, então, pela L-ortogonalidade de {Sn(wn, z)}∞n=0,

∫

C

D(z)dψ(z) =

∫

C

(
Sn(wn, z)

n−2∑

m=0

sm
zn−m−1

)
dψ(z)

=

n−2∑

m=0

〈Sn(wn, z), smzn−1−m〉 = 0.

Da equação (4.1.39), segue que

∫

C

f(z)dψ(z) =

∫

C

[
D(z) +

n∑

m=1

f(ξn,m)Ln,m(z, wn)

]
dψ(z) =

n∑

m=1

λn,mf(ξn,m) ,

o que mostra que (4.1.40) é válida para toda f ∈ Λ−(n−1),n−1.

Agora, para mostrar que λn,m > 0, tomemos

Kn,m(wn, z) = Ln,m(wn, z)Ln,m(wn, 1/z)− Ln,m(wn, z) . (4.1.42)

Observe que Ln,m(wn, z)Ln,m(wn, 1/z) ∈ Λ−(n−1),n−1. Assim, Kn,m(wn, z) ∈
Λ−(n−1),n−1 e, então,

Kn,m(wn, ξn,k) = 0 , 1 ≤ k ≤ m.

Logo, de (4.1.40) para 1 ≤ m ≤ n, segue que

∫

C

Kn,m(wn, z)dψ(z) =

n∑

k=1

λn,kKn,m(wn, ξn,k) = 0 . (4.1.43)

Portanto, de (4.1.39), (4.1.42) e (4.1.43), para 1 ≤ m ≤ n,

λn,m =

∫

C

Ln,m(wn, z)dψ(z) =

∫

C

Ln,m(wn, z)Ln,m(wn, 1/z)dψ(z)

= 〈Ln,m(wn, z), Ln,m(wn, z)〉 > 0 , q ≤ m ≤ n ,

ou seja, λn,m > 0.
Finalmente, tomando L(z) = 1 em (4.1.40), obtém-se

µ0 =

∫

C

dψ(z) =

∫ 2π

0

dψ(eiθ) =

n∑

m=1

λn,m > 0 .

Relações entre fórmulas de quadratura gassianas e fórmulas de quadra-
tura no ćırculo unitário

Veremos, agora, algumas relações existentes entre fórmulas de quadratura gaus-
sianas e certas fórmulas de quadratura no ćırculo unitário. Esses resultados são
encontrados em [11].
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Sejam ψ uma medida positiva no ćırculo unitário e φ1 e φ2 medidas simétricas
definidas em (−1, 1), tais que

−dψ(z) = dφ1(x(z)) =
1

1− x2(z)
dφ2(x(z)),

com x(z) como dado em (3.1.13), ou seja, x = x(z) =
1

2
(z1/2 + z−1/2) .

Lembramos que as sequências de polinômios {Pφin }∞n=0, i = 1, 2, ortogonais com
relação às medidas φi, respectivamente, satisfazem

Pφin (x) = (4z)−n/2R(i)
n (z), n ≥ 0, i = 1, 2, (4.1.44)

onde R
(i)
n , n ≥ 0, são dados por (3.1.1) e (3.1.2), ou seja,

R(1)
n (z) =

Sn(z) + S∗
n(z)

1 + Sn(0)
e R(2)

n (z) =
Sn+1(z)− S∗

n+1(z)

(z − 1)(1− Sn+1(0))

e Sn são os polinômios de Szegő associados à medida ψ.
Consideremos as fórmulas de quadratura gaussianas, que são exatas para f ∈

P2n−1, ∫ 1

−1

f(x)dφi(x) =

n∑

m=1

W (i)
n,mf(x

(i)
n,m), i = 1, 2 , (4.1.45)

cujos nós x
(i)
n,m são os zeros do polinômio ortogonal Pφin com relação à medida φi e

estão ordenados como segue

1 > x
(i)
n,1 > x

(i)
n,2 > . . . > x(i)n,n > −1 .

Consideremos também as fórmulas de quadratura no ćırculo unitário que, pelo
Teorema 4.7, são exatas para g ∈ Λ−(n−1),n−1,

∫ 2π

0

g(eiθ)dψ(eiθ) =

n∑

m=1

λ(i)n,mg(z
(i)
n,m), i = 1, 2 , (4.1.46)

onde os pesos λ
(i)
n,m são dados por (4.1.39) e os nós z

(i)
n,m = e−iθ

(i)
n,m são organizados

da seguinte forma:

0 < θ
(i)
n,1 < θ

(i)
n,2 < . . . < θ(i)n,n ≤ 2π .

Aqui, z
(1)
n,m, m = 1, 2, . . . , n, são os zeros dos polinômios para-ortogonais R

(1)
n ,

z
(2)
n+1,m, m = 1, 2, . . . , n, os zeros dos polinômios R

(2)
n (ψ, z) e z

(2)
n+1,n+1 = 1.

Então, da relação (4.1.44), mostra-se que os nós e os pesos dessas fórmulas de
quadratura estão relacionados por

x(1)n,m = cos

(
1

2
θ(1)n,m

)
, W (1)

n,m = λ(1)n,m,

(4.1.47)

x(2)n,m = cos

(
1

2
θ
(2)
n+1,m

)
, W (2)

n,m = sen2
(
1

2
θ
(2)
n+1,m

)
λ
(2)
n+1,m,

para m = 1, 2, . . . , n. Além disso,

λ
(2)
n+1,n+1 = µψ0 −

n∑

m=1

λ
(2)
n+1,m .
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No. de pontos Valores aproximados
n
3 2.62234855029054
6 3.13722933701843
9 3.14158399620263
12 3.14159264703117
15 3.14159265358739
18 3.14159265358979

g(z) = ez Valor exato: π
3.14159265358979

Tabela 4.4: Aproximações para a integral (4.1.52) com g(z) = ez e vários valores
de n.

Exemplo 4.4. Suponhamos que as medidas φ1 e ψ sejam absolutamente cont́ınuas,
ou seja, que φ′1(x) = w1(x) e ψ

′(z) = v(z). Assim,

dφ1(x) = w1(x)dx e dψ(z) = v(z)dz.

Suponhamos, além disso, que elas satisfaçam à propriedade dφ1(x) = −dψ(z), onde
x = x(z) = (z1/2 + z−1/2)/2. É fácil verificar que

w1(x)dx = −v(z)dz.

Usando o fato de z pertencer ao ćırculo unitário C, ou seja, z = eiθ, temos

x =
1

2

(
z1/2 + z−1/2

)
=

1

2

(
eiθ/2 + ze−iθ/2

)
= cos(θ/2).

Logo,

dx =
1

4

(
z−1/2 − z−3/2

)
dz =

1

4z

(
z1/2 − z−1/2

)
dz =

1

4z
2isen(θ/2)dz

ou, ainda,

dx = − 1

2iz
sen(θ/2)dz.

Portanto, podemos escrever

w1(x) = −v(z)dz
dx

=
2iz

sen(θ/2)
v(z)

e
w1(x)sen(θ/2) = 2izv(z)

ou, ainda,

w1(x)
√

1− x2 = 2izv(z). (4.1.48)

Assim, as relações entre as fórmulas de quadratura (4.1.45) e (4.1.46) podem ser
reescritas, considerando-se dφ1(x) = w1(x)dx e dψ(z) = v(z)dz, da forma a seguir.
Consideremos as fórmulas de quadratura

∫ 1

−1

f(x)w1(x)dx =

n∑

m=1

W (1)
n,mf(x

(1)
n,m), (4.1.49)
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No. de pontos Valores aproximados
n
3 2.09439510239320 i
5 2.03328147692610 i
10 2.00824840790797 i
20 2.00205764828542 i
50 2.00032902469863 i
100 2.00008224907099 i
300 2.00000913855182 i

g(z) = z1/2 Valor exato: 2i

Tabela 4.5: Aproximações para a integral (4.1.52) com g(z) = z1/2 e vários valores
de n.

quando f ∈ P2n−1, e

∫

C

g(z)v(z)dz =

n∑

m=1

λ(1)n,mg(z
(1)
n,m), (4.1.50)

quando g ∈ Λ−(n−1),n−1.

Se a propriedade w1(x)
√
1− x2 = 2izv(z) é satisfeita, então, param = 1, 2, ..., n,

W (1)
n,m = λ(1)n,m e x(1)n,m = cos(θ(1)n,m/2), com z(1)n,m = eiθ

(1)
n,m . (4.1.51)

Como exemplo, vamos considerar

w1(x) =
1√

1− x2
.

Então, do Exemplo 4.1, sabemos que

x(1)n,m = cos

(
(2m− 1)π

2n

)
e W (1)

n,m =
π

n
, m = 1, 2, . . . , n.

Logo, de (4.1.48),

v(z) =
w1(x)

√
1− x2

2iz
=

1

2iz

e, de (4.1.51),

λ(1)n,m =
π

n
e θ(1)n,m =

(2m− 1)π

n
, m = 1, 2, . . . , n.

Assim, obtemos a conhecida fórmula de quadratura no ćırculo unitário

∫ 2π

0

g(eiθ)
1

2
dθ =

∫

C

g(z)
1

2iz
dz =

n∑

m=1

π

n
g(z(1)n,m), (4.1.52)

com z
(1)
n,m = eiθ

(1)
n,m e θ(1)n,m =

(2m− 1)π

n
, que é exata para g ∈ Λ−(n−1),n−1.

Nas Tabelas (4.4) e (4.5) apresentamos, respectivamente, os resultados da aplicação
dessa fórmula de quadratura quando g(z) = ez e g(z) = z1/2, definidas para z = eiθ

e θ ∈ (0, 2π).
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4.2 Problema de análise de frequência

Uma aplicação bastante interessante dos polinômios de Szegő está relacionada ao
problema de análise de frequência.

Consideremos x(m) uma função dada por

x(m) = γ0e
imπ +

I∑

j=1

(γje
imωj + γn0+1−je

imωn0+1−j ), (4.2.53)

com I ∈ N, n0 = 2I+1 se γ0 > 0, n0 = 2I se γ0 = 0, e γj ∈ C para j = 1, 2, . . . , n0.
Vamos supor que

0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn0−1 < ωn0 < 2π ,

γn0+1−j = γj 6= 0 e 2π − ωn0+1−j = ωj 6= 0 ,

para j = 1, 2, . . . , I. A função x(m) é chamada de sinal trigonométrico (ou sinal
discreto).

Aqui, m representa o tempo discreto, as constantes γj são as amplitudes, as
constantes ωj são as frequências do sinal x(m) e eiωj são os de pontos de frequência.
Quando necessário, utilizaremos a notação

ξj = eiωj

para os pontos de frequência.
O problema de análise de frequência consiste em determinar o número n0 de

pontos de frequência e os valores γj e ωj (ou eiωj ), para j = 0, 1, . . . , I, a partir de
N valores conhecidos de x(m), m = 0, 1, 2, . . . , N − 1, para N > 0 (veja [34] e [50]).

4.2.1 Polinômios de Szegő e análise de frequência

Uma maneira de determinar as frequências em (4.2.53) é utilizar os polinômios de
Szegő. Este método tem origem nos trabalhos de Wiener [50] e Levinson [34] e foi
desenvolvido por Jones e outros em [25, 31] e Pan e Saff em [36]. O método é baseado

no comportamento dos zeros dos polinômios de Szegő {SψNk }n0

k=0, ortogonais com
relação à medida positiva ψN dada, a partir de (4.2.53), por

dψN (eiθ)

dθ
=

1

2πN

∣∣∣∣∣

N−1∑

m=0

x(m)e−imθ

∣∣∣∣∣

2

, 0 ≤ θ < 2π . (4.2.54)

Utilizando um sinal trigonométrico conhecido (4.2.53), considera-se também a
medida discreta ψ definida por

ψ(eiθ) =





0, θ < ω1,
s∑

k=1

λψk , ωk−1 ≤ θ < ωk, s = 2, 3, . . . , n0 − 1,

n0∑

k=1

λψk , ωn0 ≤ θ,

(4.2.55)

onde λψk = |γk|2, k = 1, 2, . . . , n0, ωk, γk e n0 são dados em (4.2.53).
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Os momentos µψn com respeito a ψ são dados por

µψn =

∫ 2π

0

e−inθdψ(eiθ) =

n0∑

k=1

λψk e
−inωk , n ∈ Z.

A medida ψ tem n0 pontos de aumento e {Sψk }n0

k=0 é a sequência de polinômios
mônicos de Szegő reais associados a ψ. Observe que, neste caso, o coeficiente de
reflexão satisfaz |Sψn0

(0)| = |an0 | = 1 e o polinômio de Szegő de grau n0 associados
a ψ é dado por

Sψn0
(z) =

n0∏

m=1

(z − eiωm) =

n0∏

m=1

(z − ξm).

Para mais detalhes, veja, por exemplo, Jones e outros [31].
Dados os valores de x(m) para m = 1, 2, . . . , N − 1, com N ∈ N, tomamos

x(m) = 0 para m < 0 e para m ≥ N . Neste caso, o sinal trigonométrico pode ser
chamado de N -truncado.

Para a medida ψN dada por (4.2.54), vamos adotar a notação

α
(N)
n−1 = −SψNn (0),

para os coeficientes de Verblunsky dos polinômios de Szegő, SψNn , com relação à
medida ψN .

Observe que os momentos µ
(N)
n , n ∈ Z, com respeito a ψN , são dados por

µ
(N)
−n =

∫ 2π

0

einθdψN (eiθ).

Substituindo dψN (eiθ) por sua expressão dada em (4.2.54), obtemos

µ
(N)
−n =

1

2πN

∫ 2π

0

einθ

∣∣∣∣∣

N−1∑

m=0

x(m)e−imθ

∣∣∣∣∣

2

dθ

=
1

2πN

∫ 2π

0

einθ



N−1∑

m=0

N−1∑

j=0

x(m)x(j)e−imθeijθ


 dθ

=
1

2πN

N−1∑

m=0

N−1∑

j=0

x(m)x(j)

∫ 2π

0

ei(n−m+j)θdθ,

ou seja,

µ
(N)
−n =

1

N

N−1∑

m=n

x(m)x(m − n), n = 0, 1, 2, . . . . (4.2.56)

Observe que µ
(N)
−n = µ

(N)
n . Neste caso, os polinômios SψNn são reais e os os coefici-

entes de Verblunsky α
(N)
n−1 também são reais.

Utilizando os momentos µ
(N)
n e a relação de recorrência (1.5.52), podemos obter

os coeficientes de Verblunsky α
(N)
n−1, pois

α
(N)
n−1 =

〈
zSψNn−1(z), 1

〉

〈
SψN ,∗n−1 (z), 1

〉 .
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Denotando SψNn (z) =

n∑

j=0

bn,jz
j, com bn,j ∈ R, obtemos SψN ,∗n (z) =

n∑

j=0

bn,jz
n−j .

Utilizando essas expressões, obtemos

〈
zSψNn−1(z), 1

〉
=

∫ 2π

0

zSψNn−1(z)dψN (eiθ) =

n−1∑

j=0

bn−1,j

∫ 2π

0

zj+1dψN (eiθ)

=
n−1∑

j=0

bn−1,jµ
(N)
−(j+1)

e, ainda,

〈
SψN ,∗n−1 (z), 1

〉
=

∫ 2π

0

SψN ,∗n−1 (z)dψN (eiθ) =

n−1∑

j=0

bn−1,j

∫ 2π

0

zn−1−jdψN (eiθ)

=

n−1∑

j=0

bn−1,jµ
(N)
−(n−j−1) .

Portanto, os coeficientes de reflexão são dados por

α
(N)
n−1 =

n−1∑

j=0

bn−1,jµ
(N)
−(j+1)

n−1∑

j=0

bn−1,jµ
(N)
−(n−j−1)

,

com µ
(N)
−n dado por (4.2.56). Este método de se obter os coeficientes de Verblunsky,

juntamente com as relações de recorrência (1.5.44) e (1.5.45), é conhecido como
algoritmo de Levinson (ver Jones e outros [25, 31]).

Muitos resultados sobre a aplicação dos polinômios de Szegő ao problema de
análise de frequência podem ser encontrados em Jones e outros [25, 31, 28, 36].
Citaremos alguns.

Teorema 4.8. (Ver [25]) A medida ψN , definida por (4.2.54), converge “fraca-
mente” para a medida discreta ψ definida por (4.2.55). Isto significa que

lim
N→∞

∫ 2π

0

f(eiθ)dψN (eiθ) =

∫ 2π

0

f(eiθ)dψ(eiθ) ,

para toda f cont́ınua no ćırculo unitário.

Teorema 4.9. (Ver [31] e [36]) (i) Para cada n fixo, 1 ≤ n ≤ n0,

lim
N→∞

SψNn (z) = Sψn (z) , z ∈ C ,

onde Sψn (z) é o polinômio mônico de Szegő de grau n associado à medida discreta
ψ. Em particular,

lim
N→∞

SψNn0
(z) = Sψn0

(z) =

n0∏

m=1

(z − ξm) , z ∈ C ,
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onde ξm = eiωm são os pontos de frequência.
(ii) Para cada n < n0, existe Ln ∈ (0, 1), dependendo somente de n, tal que

|SψNn (0)| = |α(N)
n−1| ≤ Ln < 1 , N = 1, 2, . . .

(iii) Para cada n > n0, os zeros de SψNn de maior módulo tendem aos pontos ξm,
m = 1, 2, . . . , n0. Além disso, existe um número Kn < 1, dependendo somente de n,
tal que os n− n0 zeros restantes de SψNn pertencem ao disco |z| < Kn.

Assim, como a medida ψN converge para ψ, então os polinômios de Szegő
SψNn (z), n ≥ 0, associados à medida ψN , convergem para os polinômios de Szegő
Sψn (z). Além disso, os zeros do polinômio Sψn0

(z) são os pontos de frequência
ξj , j = 1, 2, . . . , n0. Se n > n0, então n0 zeros de SψNn (z) tendem para ξj e as
restantes n − n0 zeros satisfazem |z| < Kn < 1. Este é um resultado impor-
tante na utilização dos polinômios de Szegő para solução do problema de análise de
frequência. A maior dificuldade é determinar o valor de n0 e calcular os zeros dos
polinômios de Szegő SψNn (z).

Uma vez determinadas as frequências ωj , j = 1, 2, . . . , n0, pode-se calcular as
amplitudes γj resolvendo-se o sistema de equações lineares (4.2.53) para I + 1 va-
lores de x(m).

Exemplo 4.5. Considere o sinal

x(m) =
3∑

j=1

(γje
imωj + γn0+1−je

imωn0+1−j ),

com n0 = 6 e

ω1 = 2π − ω6 =
π

3
, γ1 = γ6 = 10,

ω2 = 2π − ω5 =
π

2
, γ2 = γ5 = 4,

ω3 = 2π − ω4 =
4π

5
, γ3 = γ4 = 1.

Os zeros de SψNn (z), para n = 10 e N = 50, 100, 150, são apresentados na Fig.
4.1, onde podemos notar a convergência de seis zeros para os pontos de frequência
ei
π
3 , ei

π
2 e ei

4π
5 , e seus simétricos, e−i

π
3 , e−i

π
2 e e−i

4π
5 Os outros quatro zeros res-

tantes, como previsto pelo Teorema 4.9, convergem para pontos pertencem a um
disco de raio Kn, com Kn < 1.

4.2.2 Polinômios para-ortogonais e análise de frequência

Em [16], Daruis e outros utilizaram os polinômios para-ortogonais, definidos em
(1.5.56), associados à medida ψN , ou seja,

SψNn (w, z) = SψNn (z) + wSψN ,∗n (z),

para resolver o problema de análise de frequência. Vejamos os principais resultados
desse trabalho.

Consideremos a fórmula de quadratura no ćırculo unitário (ver Seção 4.1.3)

∫ 2π

0

f(eiθ)dψN (eiθ) =

n∑

k=1

λψNn,k(w)f(z
ψN
n,k (w)),
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Figura 4.1: Zeros de S
ψN
n (z) para n = 10 e N = 50, 100, 150.

válida para f ∈ Λ−(n−1),n−1. Os valores λψNn,k(w) são os pesos da fórmula de qua-

dratura e os nós zψNn,k(w) são os zeros do polinômio para-ortogonal SψNn (w, z).

Teorema 4.10. (i) Para n ≥ 1 fixo, temos

lim
N→∞

n∑

k=1

λψNn,k(w) =

n0∑

k=1

λψk ,

onde λψk = |γk|2, como em (4.2.55), e γk e n0 são dados em (4.2.53).
(ii) Sejam n ≥ n0 fixo, M uma sequência arbitrária de números naturais e w um
valor arbitrário tal que |w| = 1. Então, existem uma subsequência M1 de M e um

polinômio Wψ
n−n0

(w, z) de grau n− n0 tais que

lim
N→∞
N∈M1

SψNn (w, z) =Wψ
n−n0

(w, z)Sψn0
(z) . (4.2.57)

Denotemos por ξ1, ξ2, . . . , ξn0 os zeros de Sn0(ψ, z) e por ξn0+1(w), ξn0+2(w), . . . ,

ξn(w) os de W
ψ
n−n0

(w, z). Por (4.2.57), podemos supor que

lim
N→∞

zψNn,m(w) = ξm , m = 1, 2, . . . , n0,

e

lim
N→∞

zψNn,m(w) = ξm(w) , m = n0 + 1, n0 + 2, . . . , n ,

onde qualquer um dos zeros de Wψ
n−n0

(w, z) pode ou não coincidir com os pontos
de frequência, ou seja, com os zeros de Sψn0

(z).
Esses resultados garantem que n0 zeros do polinômio para-ortogonal SψNn (w, z)

convergem para os n0 pontos de frequência quando aumenta-se os N valores conhe-
cidos de x(m). Ainda é necessário descobrir quais são os zeros de SψNn (w, z) que
convergem para os pontos de frequência ξm. Os próximos resultados, encontrados
em [16], apresentam o comportamento dos λψNn,m(w) que solucionam esse problema.
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Teorema 4.11. (Ver [16]) Consideremos as mesmas notações dadas anteriormente.
(i) Se n > n0 e a subsequência {zψNn,m(w) : N ∈ M1} converge para um ponto
diferente de um ponto de frequência, então

lim
N→∞
N∈M1

λψNn,m(w) = 0 .

(ii) Suponhamos que ξn0+m(w) = ξm para m = 1, 2, . . . , p e que ξ1, . . . , ξn0 ,
ξn0+p+1(w), . . . , ξn(w) são pontos distintos. Então,

lim
N→∞
N∈M1

(λψNn,m(w) + λψNn,n0+m(w)) = λψm , para m = 1, 2, . . . , p ,

lim
N→∞
N∈M1

λψNn,m(w) = λψm , para m = p+ 1, . . . , n0 ,

lim
N→∞
N∈M1

λψNn,m(, w) = 0 , para m = n0 + p+ 1, . . . , n .

(iii) Em particular, se os zeros de Wψ
n−n0

(w, z)Sψn0
(z) são simples, então

lim
N→∞
N∈M1

λψNn,m(w) = λψm , para m = 1, . . . , n0 ,

lim
N→∞
N∈M1

λψNn,m(w) = 0 , para m = n0 + 1, . . . , n .

Portanto, uma maneira de determinar se um zero zψNn,m(w) de SψNn (w, z) está
convergindo para um ponto de frequência ξm (zero “interessante”) é observar o
comportamento do peso λψNn,m(w) correspondente quando N → ∞. Assim, quando

lim
N→∞

λψNn,m(w) = 0, o zero correspondente zψNn,m(w) converge para o ponto de fre-

quência ξm = eiωm .

Os próximos resultados garantem que é posśıvel determinar arcos no ćırculo
unitário que contêm pelo menos um zero de SψNn (w, z).

Teorema 4.12. Seja n ≥ n0 fixo. Então, para qualquer ε > 0, existe um N(ε)
tal que, para todo N ≥ N(ε), cada um dos arcos {z : |z| = 1 e |z − ξm| < ε},
m = 1, 2, . . . , n0, contém pelo menos um zero de SψNn (w, z).

Teorema 4.13. Seja ε > 0 tal que os intervalos Yj(ε) = (ωj − ε, ωj + ε), j =
1, 2, . . . , n0, satisfazem

Yj(ε) ⊂ (0, 2π) e ωk /∈ Yj(ε), se k 6= j .

Consideremos Ŷ (ε) = [0, 2π]\⋃n0

j=1 Yj(ε). Então,

lim
N→∞

∑

θn,k(ψN ,w)∈Yj(ε)

λψNn,k(w) = λψj , j = 1, 2, . . . , n0 ,

lim
N→∞

∑

θn,k(ψN ,w)∈Ŷj

λψNn,k(w) = 0 .

Uma das restrições para se utilizar polinômios para-ortogonais em análise de
frequência é a dificuldade em se distinguir os zeros “interessantes” (zeros que con-
vergem para pontos de frequência) daqueles “desinteressantes” (que não convergem

para pontos de frequência). As informações sobre o comportamento de λψNn,k(w)
auxiliam neste problema. Ainda assim, há dificuldades numéricas para se calcular
os zeros dos polinômios SψNn (w, z), pois são zeros complexos, e para se determinar
o número de frequências n0.
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4.2.3 Polinômios ortogonais e análise de frequência

Em [9], o estudo do problema de análise de frequência foi estendido para os po-
linômios ortogonais no intervalo [−1, 1], Pφ1

n e Pφ2
n (veja 3.1.24), apresentados na

Seção 3.1.
Manteremos, aqui, todas as notações e resultados apresentados nas Seções 4.2.1

e 4.2.2.
O próximo resultado apresenta informações sobre duas sequências distintas de

polinômios para-ortogonais associados aos polinômios de Szegő SψNn , denotados por

WψN
n−n0

(w1, z) e W
ψN
n−n0

(w2, z).

Teorema 4.14. Sejam n > n0 fixo e M uma sequência arbitrária de números
naturais. Consideremos Wψ

n−n0
(w, z) como no Teorema 4.10. Então,

(i) existe uma subsequência M1 de M tal que, para N ∈M1,

lim
N→∞
N∈M1

WψN
n−n0

(w1, z) =Wψ
n−n0

(w1, z) ;

(ii) se w1 6= w2, existe uma subsequência M2 de M1 tal que, para N ∈M2,

lim
N→∞
N∈M2

WψN
n−n0

(w1, z) =Wψ
n−n0

(w1, z),

lim
N→∞
N∈M2

WψN
n−n0

(w2, z) =Wψ
n−n0

(w2, z).

Além disso, Wψ
n−n0

(w1, z) e W
ψ
n−n0

(w2, z) não têm zeros comuns.

Esse resultado pode ser usado para encontrar os zeros “interessantes” observando-
se o comportamento assintótico de duas sequências distintas de polinômios para-
ortogonais.

Vamos utilizar polinômios para-ortogonais com w1 = 1 e w2 = −1, ou seja,
SψNn (1, z) e SψNn (−1, z), para aplicar os resultados descritos na Seção 3.1.

Por (4.2.57), vemos, por exemplo, que Sψn0
(z) é o único fator comum entre os

limites das subsequências convergentes de

{SψNkn (1, z)}∞k=1 e {SψNkn (−1, z)}∞k=1.

Agora, novamente utilizaremos a transformação x(z), com |z| = 1 e x ∈ [−1, 1],
definida em (3.1.13) por

x(z) =
1

2
(z1/2 + z−1/2),

para relacionar os polinômios para-ortogonais aos ortogonais no intervalo (−1, 1).
Note que podemos escrever x(θ) = cos(θ/2), para 0 ≤ θ ≤ π.

Das relações entre os polinômios P
(i)
n e R

(i)
n , i = 1, 2, dadas no Teorema 3.4,

tomamos

P (1)
n (N, x(z)) = (4z)−n/2R(1)

n (N, z) = (4z)−n/2
SψNn (1, z)

1 + SψNn (1, 0)

e

P (2)
n (N, x(z)) = (4z)−n/2R(2)

n (N, z) = (4z)−n/2
SψNn+1(−1, z)

(z − 1)(1 + SψNn+1(−1, 0))
.
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Pelo Teorema 3.4, as sequências de polinômios mônicos P
(1)
n (N, x) e P

(2)
n (N, x),

n = 0, 1, 2, . . . , satisfazem

P
(i)
n+1(N, x) = xP (i)

n (N, x)− α
(i)
n+1(N)P

(i)
n−1(N, x), n ≥ 1, i = 1, 2, (4.2.58)

onde P
(i)
0 (N, x) = 1, P

(i)
1 (N, x) = x,

α
(1)
n+1(N) =

1

4
(1− α

(N)
n−2)(1 + α

(N)
n−1) e α

(2)
n+1(N) =

1

4
(1 + α

(N)
n−1)(1 − α(N)

n ) ,

com α
(N)
n−1 = −SψNn (0) e ψN (eiθ) definida em (4.2.54).

Além disso, os polinômios P
(1)
n (N, x) e P

(2)
n (N, x) são ortogonais mônicos asso-

ciados às medidas positivas φ1(N, x) e φ2(N, x) em (−1, 1), respectivamente, onde

dφ1(N, x(z)) =
1

1− x2(z)
dφ2(N, x(z)) = −dψN (z).

Como, para z = eiθ, temos x = cos(θ/2), então podemos escrever

dφ1(N, cos(θ/2)) =
1

sen2(θ/2)
dφ2(N, cos(θ/2)) = −dψN (eiθ) . (4.2.59)

Como as medidas φ1(N, x) e φ2(N, x) estão relacionadas, vamos utilizar aqui
apenas as informações que envolvem a medida φ1(N, x).

Analogamente à medida φ1(N, x) consideremos, então, a medida φ1 definida por

dφ1(cos(θ/2)) = −dψ(eiθ) , (4.2.60)

onde ψ é dada pela equação (4.2.55). Das expressões (4.2.60) e (4.2.55), podemos
escrever

φ1(x) =





0, x < ξn0 ,
n0∑

k=s

λψk , ξk ≤ x < ξk−1, s = n0, n0 − 1, . . . , 2,

n0∑

k=1

λψk , ξ1 ≤ x,

onde λψk = |γk|2, como em (4.2.55), γk e n0 são dados em (4.2.53) e ξk = cos(ωk/2)
são ordenados da seguinte forma:

−1 < ξn0 < · · · < ξ2 < ξ1 < 1,

pois
0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn0 < 2π.

Teorema 4.15. (i) Para ∀ g ∈ C(−1, 1) ,

lim
N→∞

∫ 1

−1

g(x)dφ1(N, x) =

∫ 1

−1

g(x)dφ1(x). (4.2.61)

(ii) Para cada n fixo, 1 ≤ n ≤ n0,

lim
N→∞

P (1)
n (N, x) = Pφ1

n (x) , x ∈ (−1, 1) ,
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onde Pφ1
n são os polinômios ortogonais com relação à medida φ1. Em particular,

temos

lim
N→∞

P (1)
n0

(N, x) = Pφ1
n0

(x) =

n0∏

m=1

(x− ξm) , x ∈ (−1, 1) ,

onde ξm = cos(ωm/2).

Assim, podemos obter aproximações para ξm, m = 1, 2, . . . n0, através dos zeros

do polinômio P
(1)
n0 (N, x) quando N → ∞, o que é uma grande vantagem, pois os

zeros de P
(1)
n0 (N, x) são simples e pertencem ao intervalo (−1, 1).

Para se obter informações sobre λψk = |γk|2, consideremos as fórmulas de qua-

dratura gaussianas relacionadas com P
(1)
n (N, x),

∫ 1

−1

f(x)dφ1(N, x) =

n∑

m=1

W (1)
n,m(N)f(x(1)n,m(N)) , f ∈ P2n−1 , (4.2.62)

onde x
(1)
n,m(N) são os zeros de P

(1)
n (N, x), ordenados da seguinte maneira:

−1 < x(1)n,n(N) < x
(1)
n,n−1(N) < . . . < x

(1)
n,2(N) < x

(1)
n,1(N) < 1 .

Das relações (4.1.47) entre pesos e nós de fórmulas de quadratura gaussianas e
fórmulas de quadratura no ćırculo unitário, temos

x
(1)
n,m(N) = cos(θ

(1)
n,m(ψN )/2) ,

m = 1, 2, . . . , n.

W
(1)
n,m(N) = λ

(1)
n,m(ψN ) ,

(4.2.63)

Utilizando as relações (4.2.63) e ξm = cos(ωm/2), m = 1, 2, . . . , n, nos Teoremas
4.12 e 4.13, obtemos o seguinte resultado que pode ser utilizado para determinar
os pontos de frequência e os módulos das amplitudes de um dado sinal através dos
nós e dos pesos da fórmula de quadratura (4.2.62).

Teorema 4.16. Seja n ≥ n0 fixo.

(i) Para qualquer ε > 0 existe N(ε) tal que, para todo N ≥ N(ε), cada intervalo
da forma (ξm − ε, ξm + ε), m = 1, 2, . . . , n0, contém pelo menos um zero de

P
(1)
n (N, x).

(ii) Seja ε > 0 tal que os intervalos ∆j(ε) = (ξj − ε, ξj + ε), j = 1, 2, . . . , n0,
satisfazem

∆j(ε) ⊂ (−1, 1) e ξk /∈ ∆j(ε) se k 6= j .

Se ∆̂(ε) = [0, 2π]\⋃n0

j=1 ∆j(ε), então

lim
N→∞

∑

x
(1)
n,k

∈∆j(ε)

W
(1)
n,k(N) = λψj , j = 1, 2, . . . , n0,

com λψj = |γj |2, e
lim
N→∞

∑

x
(1)
n,k

∈∆̂(ε)

W
(1)
n,k(N) = 0 .
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N 1000 10000 100000 1000000

x
(1)
1,n(N) .9594011810 .9594358752 .9600074510 .9638104402

x
(1)
2,n(N) .6240716070 .6239469630 .6262791465 .6463467115

x
(1)
3,n(N) .4993490519 .4999350137 .4999935864 .4999994190

x
(1)
4,n(N) .0000000000 .0000000000 .0000000000 .0000000000

W
(1)
1,n(N) .2385586e−2 .2398284e−3 .2510096e−4 .3672402e−5

W
(1)
2,n(N) .3019255e−1 .3038765e−2 .2968618e−3 .2512087e−4

W
(1)
3,n(N) .4960261e+1 .4995888e+1 .4999684e+1 .4999974e+1

W
(1)
4,n(N) .3980690e+1 .3998053e+1 .3999756e+1 .3999974e+1

Tabela 4.6: Zeros não negativos de P
(1)
n (N, x), para n = 7, e os pesos da fórmula

de quadratura correspondentes, para um sinal dado por (4.2.64).

Esse resultado indica que, para N → ∞, podemos identificar os zeros x
(1)
n,m(N)

de P
(1)
n (N, x) tais que a sequência {x(1)n,m(N)}∞N=1 tem como limite ξm = cos(ωm/2),

observando se lim
∑
W

(1)
n,m(N) 6= 0.

O próximo resultado estabelece o comportamento de sequências de zeros de

P
(1)
n (N, x) com convergências distintas.

Teorema 4.17. Seja n ≥ n0 fixo. Consideremos M uma sequência de números
naturais e, para cada N ∈ M, sejam y(1, n) > y(2, n) > y(3, n) três zeros distintos

de P
(1)
n (N, x) tais que os limites

lim
N→∞
N∈M

y(j,N) = y(j) , j = 1, 2, 3 ,

existem. Então,

(i) se duas sequências de zeros têm um limite comum, esse limite deve ser igual a
um ponto de frequência, isto é,

lim
N→∞
N∈M

y(1, N) = lim
N→∞
N∈M

y(2, N) = ξm , para algum m = 1, 2, . . . , n0 ;

(ii) as três sequências não podem ter o mesmo limite.

Dessa forma, podemos aproximar a solução do problema de análise de frequência.
Conhecidos N valores do sinal trigonométrico x(m), m = 0, 1, 2, . . . , N − 1, cons-
trúımos a medida ψN como em (4.2.54), os momentos como em (4.2.56) e calculamos
os coeficientes da relação de recorrência dos polinômios ortogonais, por exemplo,

P
(1)
n (N, x). Desses coeficientes, utilizando a matriz de Jacobi (1.4.20), calculamos

os zeros x
(1)
n,m(N) de P

(1)
n (N, x) e, de (4.1.6), obtemos os pesosW

(1)
n,m(N) da fórmula

de quadratura associada. Finalmente, observando o comportamento dos pesos e nós
da quadratura e utilizando o Teorema 4.16, podemos estimar o valor dos pontos de
frequências e suas respectivas amplitudes.

Apresentamos, agora, alguns exemplos de como podemos determinar as frequên-
cias e amplitudes utilizando-se os zeros de polinômios ortogonais no intervalo (−1, 1)
e os pesos das respectivas fórmulas de quadratura.
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N 1000 10000 100000 1000000

x
(1)
1,n(N) .9940844167 .9940870898 .9941331278 .9943640409

x
(1)
2,n(N) .9472732272 .9473005082 .9475947640 .9495377568

x
(1)
3,n(N) .8548244375 .8548903013 .8555067037 .8603075329

x
(1)
4,n(N) .7189582997 .7189420977 .7197975661 .7268018340

x
(1)
5,n(N) .5385688762 .5380815523 .5386536378 .5438509641

x
(1)
6,n(N) .4993173295 .4999312006 .4999932243 .4999994002

x
(1)
7,n(N) .2904740721 .2904681641 .2906274219 .2920830261

x
(1)
8,n(N) .6701693e−2 .2113208e−2 .6692490e−3 .2156445e−3

W
(1)
1,n(N) .7977139e−3 .8018650e−4 .8492834e−5 .1341455e−5

W
(1)
2,n(N) .9460595e−3 .9528461e−4 .9991095e−5 .1489447e−5

W
(1)
3,n(N) .1415432e−2 .1419179e−3 .1466860e−4 .1942683e−5

W
(1)
4,n(N) .3392576e−2 .3401662e−3 .3437371e−4 .3808523e−5

W
(1)
5,n(N) .9917225e−1 .1030305e−1 .1005570e−2 .8145786e−4

W
(1)
6,n(N) .4881227e+1 .4987618e+1 .4998873e+1 .4999906e+1

W
(1)
7,n(N) .6356956e−2 .6361711e−3 .6434639e−4 .7037543e−5

W
(1)
8,n(N) .1989875e+1 .1998979e+1 .1999873e+1 .1999986e+1

Tabela 4.7: Zeros positivos de P
(1)
n (N, x), para n = 16, e os correspondentes pesos

da fórmula de quadratura para um sinal dado por (4.2.64).

Exemplo 4.6. Consideremos um sinal dado por

x(m) = 2eimπ + (1 + 2i)ei2mπ/3 + (1− 2i)ei4mπ/3 + Zm, (4.2.64)

onde adicionamos uma perturbação Zm a cada tempo discreto m = 0, 1, . . . . A
pertubação Zm é um número real aleatório no intervalo [−0.005, 0.005].

Espera-se que os zeros “interessantes” de P
(1)
n (N, x), quando N → ∞, tendam

para o valores

ξ1 = cos(2π/6) = 0.5, ξ2 = cos(π/2) = 0 e ξ3 = cos(4π/6) = −0.5 .

Os correspondentes pesos da fórmula de quadratura devem convergir para os limites

λψ1 = 5, λψ2 = 4 e λψ3 = 5 .

Para analisar a convergência, calculamos os zeros de P
(1)
7 (N, x) e P

(1)
16 (N, x). Por

causa da simetria dos zeros de P
(1)
n (N, x), fornecemos apenas os zeros não negativos

de P
(1)
7 (N, x) e de P

(1)
16 (N, x), e os correspondentes pesos das fórmulas de quadratura

(Tabelas 4.6 e 4.7, respectivamente).

Podemos ver na Tabela 4.6 que, quando N torna-se muito grande, W
(1)
1,7 (N) e

W
(1)
2,7 (N) tendem para o limite 0 e, portanto, x

(1)
1,7(N) e x

(1)
2,7(N) representam zeros

“desinteressantes”. Os outros zeros, que são zeros “interessantes”, permitem que
recuperemos os limites ξ1 = 0.5 e ξ2 = 0. Os correspondentes pesos da fórmula de
quadratura, por sua vez, tendem para os limites λψ1 = 5 e λψ2 = 4.
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N 4096 16384 65536 262144 1048576

x
(1)
1,n(N) .989212594 .989299970 .989210625 .989299581 .989210502

x
(1)
2,n(N) .906162462 .906761986 .906133429 .906755808 .906131609

x
(1)
3,n(N) .865979840 .866014421 .866022554 .866024717 .866025225

x
(1)
4,n(N) .707215505 .707135396 .707113588 .707108570 .707107206

x
(1)
5,n(N) .607312636 .611289737 .607296488 .611295467 .607295454

x
(1)
6,n(N) .309555993 .309108278 .309050983 .309022710 .309019119

x
(1)
7,n(N) .150003490 .142155835 .150181242 .142175633 .150192479

W
(1)
1,n(N) .112888e−1 .287092e−2 .705654e−3 .179437e−3 .441037e−4

W
(1)
2,n(N) .153277e+0 .373171e−1 .960046e−2 .233339e−2 .600109e−3

W
(1)
3,n(N) .998523e+2 .999642e+2 .999907e+2 .999977e+2 .999994e+2

W
(1)
4,n(N) .160273e+2 .160061e+2 .160017e+2 .160003e+2 .160001e+2

W
(1)
5,n(N) .301059e−1 .774932e−2 .188245e−2 .484465e−3 .117656e−3

W
(1)
6,n(N) .100595e+1 .100141e+1 .100037e+1 .100008e+1 .100002e+1

W
(1)
7,n(N) .730947e−2 .198729e−2 .458248e−3 .124244e−3 .286460e−4

Tabela 4.8: Zeros positivos de P
(1)
n (N, x), para n = 14, e os correspondentes pesos

da fórmula de quadratura para um sinal dado por (4.2.65).

Na Tabela 4.7, o grau do polinômio é par. Como pode-se ver, isto força o zero

x
(1)
8,16(N) (e também o zero x

(1)
9,16(N)) para o limite ξ2 = 0. De acordo com o Teorema

4.16, a convergência desses dois zeros para ξ2 significa que nenhum outro zero pode
convergir para o mesmo limite. Observe que, como indicado no Teorema 4.17, a

soma W
(1)
8,16(N) +W

(1)
9,16(N) converge para o limite λψ2 = 4.

Observando os pesos da fórmula de quadratura associada, vemos que existe

apenas um outro zero “interessante” de P
(1)
16 (N, x) na Tabela 4.7, o zero x

(1)
6,16(N),

que converge para ξ1 = 0.5 e o correspondente peso converge para λψ1 = 5.

Exemplo 4.7. Considere o sinal

x(m) =

3∑

j=1

(γje
imωj + γn0+1−je

imωn0+1−j ), (4.2.65)

com n0 = 6, ω1 = 2π − ω6 = π/3, ω2 = 2π − ω5 = π/2, ω3 = 2π − ω4 = 4π/5,
γ1 = γ6 = 10, γ2 = γ5 = 4 e γ3 = γ4 = 1.

Esperamos que os zeros positivos “interessantes” de P
(1)
n (N, x) e os correspon-

dentes pesos da fórmula de quadratura, quando N → ∞, convirjam para os valores

ξ1 = cos(π/6) = 0.86602540 · · · , λψ1 = 100,

ξ2 = cos(π/4) = 0.70710678 · · · , λψ2 = 16,

ξ3 = cos(2π/5) = 0.30901699 · · · , λψ3 = 1.

Na Tabela 4.8, apresentamos os zeros positivos de P
(1)
14 (N, x) e os correspon-

dentes pesos da fórmula de quadratura. Observando os pesos que se aproximam

de 0, facilmente podemos eliminar os zeros “desinteressantes” x
(1)
1,14(N), x

(1)
2,14(N),
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N 65536 131072 262144 524288 1048576

x
(1)
1,n(N) .990694550 .991069694 .990707384 .991109746 .990694385

x
(1)
2,n(N) .918162836 .920315195 .918158191 .920506677 .918161176

x
(1)
3,n(N) .866024393 .866025016 .866025149 .866025308 .866025340

x
(1)
4,n(N) .707388335 .710944712 .707148927 .708477691 .707125604

x
(1)
5,n(N) .703238297 .706967424 .700700794 .707010273 .703489755

x
(1)
6,n(N) .405875346 .407626485 .386511972 .385318866 .405829382

x
(1)
7,n(N) .308955310 .308988523 .308993668 .309005739 .309013135

x
(1)
8,n(N) .000000000 .000000000 .000000000 .000000000 .000000000

W
(1)
1,n(N) .635379e−3 .356439e−3 .162438e−3 .923051e−4 .397117e−4

W
(1)
2,n(N) .510492e−2 .243761e−2 .128986e−2 .614839e−3 .319084e−3

W
(1)
3,n(N) .999944e+2 .999961e+2 .999986e+2 .999990e+2 .999996e+2

W
(1)
4,n(N) .149311e+2 .569533e+0 .158983e+2 .105795e+1 .159183e+2

W
(1)
5,n(N) .107307e+1 .154316e+2 .102705e+0 .149423e+2 .819297e−1

W
(1)
6,n(N) .107399e−2 .481206e−3 .371597e−3 .173370e−3 .671996e−4

W
(1)
7,n(N) .999815e+0 .999950e+0 .999839e+0 .999932e+0 .999988e+0

W
(1)
8,n(N) .320445e−3 .146707e−3 .964100e−4 .450728e−4 .200286e−4

.160042e+2 .160011e+2 .160010e+2 .160002e+2 .160002e+2

Tabela 4.9: Zeros não-negativos de P
(1)
n (N, x), para n = 15, e os correspondentes

pesos da fórmula de quadratura para um sinal dado por (4.2.65).

x
(1)
5,14(N) e x

(1)
7,14(N). Os zeros restantes, x

(1)
3,14(N), x

(1)
4,14(N) e x

(1)
6,14(N), convergem

para os limites esperados ξ1, ξ2 e ξ3, respectivamente. Dos limites dos correspon-
dentes pesos da fórmula de quadratura, podemos recuperar os valores de λψ1 , λ

ψ
2 e

λψ3 .

Na Tabela 4.9, apresentamos os zeros não-negativos de P
(1)
15 (N, x). Novamente

é fácil eliminar os zeros “desinteressantes” x
(1)
1,15(N), x

(1)
2,15(N), x

(1)
6,15(N) e x

(1)
8,15(N),

observando o comportamento dos pesos. Além disso, o comportamento deW
(1)
3,15(N)

e W
(1)
7,15(N) também indica que x

(1)
3,15(N) converge para ξ1 e x

(1)
7,15(N) converge para

o limite ξ3.

Como esperado pelos Teoremas 4.17 e 4.16, a soma W
(1)
4,15(N) +W

(1)
5,15(N) tende

para o limite λψ2 . Os números da última linha da Tabela 4.9 representam as somas

W
(1)
4,15(N) +W

(1)
5,15(N).

4.3 Exerćıcios

Exerćıcio 4.1. Demonstre os Teoremas 4.1 e 4.2.

Exerćıcio 4.2. Mostre que os pesosWn,k, k = 1, . . . , n, das fórmulas de quadratura
gaussianas são positivos. Faça o mesmo para os pesos Vn,k, k = 1, . . . , n, das
fórmulas de quadratura L-gaussianas (4.1.10).

Exerćıcio 4.3. Demonstre as relações da equação (4.1.21).
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Exerćıcio 4.4. Consideremos os polinômios definidos por

P̃n(λ0, λ1, . . . , λr;x) =

r∑

k=0

λkP
φ
n−2k(x), 0 ≤ r ≤ n̄,

onde Pφn é o polinômio ortogonal de grau n com relação à medida simétrica φ em
(−d, d), λk ∈ R e λ0 6= 0. Mostre que os polinômios P̃n satisfazem

∫ d

−d

xsP̃n(x)dφ(x) = 0, s = 0, 1, . . . , n− 1− 2r.

Exerćıcio 4.5. Mostre que um polinômio Pn de grau n satisfaz Pn(x) = (−1)nPn(−x)
se existe um único conjunto de números reais λ0, . . . , λn̄, tal que

Pn(x) = P̃n(λ0, λ1, . . . , λn̄;x).

Exerćıcio 4.6. Mostre que a fórmula de quadratura (4.1.28) é exata para po-
linômios de grau menor ou igual a 2n− 2r − 1.

Exerćıcio 4.7. Considere os polinômios P̃n e B̃n e as relações entre eles.

• Use as relações (4.1.20) e (4.1.29) para mostrar que

B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r ; t) =

r∑

k=0

λ̃kt
k
(
(2
√
αt)n−2kPn−2k(x(t))

)
.

• Use (4.1.26) e mostre que

B̃n(λ̃0, . . . , λ̃r; t) = (2
√
αt)nP̃n(λ0, . . . , λr;x(t))

se, e somente se,
λ̃k = (4α)kλk, k = 0, 1, . . . , r.
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