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Jan Soko lowski
jan.sokolowski@univ-lorraine.fr
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Université de Lorraine, CNRS

Vandoeuvre-lès-Nancy, FRANCE

Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional
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6.2 Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma . . . . . . . . . . . . . 71
6.3 Análise Assintótica da Solução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
6.4 Cálculo da Derivada Topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Prefácio

A derivada topológica é definida como o primeiro termo da expansão assintótica de
um dado funcional de forma com relação ao parâmetro associado ao tamanho de
uma perturbação infinitesimal singular – tais como furos, inclusões, termos fonte
e até mesmo trincas – introduzida em um ponto arbitrário de um dado domı́nio
geométrico. Ao longo da última década a análise de sensibilidade topológica tornou-
se uma área de pesquisa rica e fascinante, além de bastante ampla dos pontos de
vista teórico e numérico, possuindo aplicações em diversos campos de interesse, em
especial na otimização de forma e topológica, problemas inversos, processamento de
imagens, śıntese e/ou projeto ótimo de microestruturas e modelagem de fenômenos
dissipativos, incluindo mecânica da fratura e do dano.

Este trabalho tem como objetivo combinar a análise de sensibilidade à mudança
de forma clássica com a teoria da análise assintótica em domı́nios geométricos sin-
gularmente perturbados. A teoria da derivada topológica aqui apresentada pode
então ser vista como uma generalização das técnicas de análise de sensibilidade à
mudança de forma desenvolvidas na monografia Introduction to Shape Optimiza-
tion – Shape Sensitivity Analysis, Springer-Verlag (1992), de Soko lowski e Zolésio.
Será mostrado que o método da velocidade em otimização de forma pode ser com-
binado com a análise assintótica em domı́nios singularmente perturbados e, como
resultado, novas propriedades do funcional de forma são derivadas de modo a estabe-
lecer condições de otimalidade para soluções numéricas de problemas de otimização
de forma e topológica. Mais precisamente, demonstra-se que a derivada topológica
pode ser vista como o limite singular da derivada de forma, o qual é obtido com
o aux́ılio da análise assintótica de soluções de problemas eĺıpticos de valor de con-
torno em domı́nios singularmente perturbados combinada com a análise assintótica
de funcionais de forma, ambas em relação ao parâmetro pequeno que governa o ta-
manho da perturbação topológica. Esse procedimento conduz a um método simples
e construtivo de cálculo da derivada topológica. Para uma detalhada e rigorosa apre-
sentação do conceito de derivada topológica sugere-se consultar o livro de Novotny
& Soko lowski, Topological Derivatives in Shape Optimization da série Interaction
of Mechanics and Mathematics, Springer (2013). Cabe mencionar que o presente
trabalho é complementar a referido livro, vez que apresenta a derivada topológica
de forma simples e pedagógica, mas ainda assim rigorosa, enquanto que o outro
material é bem mais avançado, exigindo maior esforço do leitor.

O problema de obtenção das expansões assintóticas topológicas de funcionais de
forma associados a problemas eĺıpticos de valor de contorno é então considerado
neste trabalho. Objetiva-se obter a forma fechada da derivada topológica para pro-
blemas de otimização de forma e de topologia governados por problemas eĺıpticos de
valor de contorno. As fórmulas expĺıcitas da derivada topológica são adequadas para
o desenvolvimento de algoritmos numéricos simples e eficientes, já que dependem
de quantidades definidas no domı́nio geométrico não perturbado. Em particular,
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apresenta-se o cálculo da derivada topológica para problemas eĺıpticos bidimensio-
nais incluindo equações diferenciais parciais de segunda ordem escalar (Laplace) e
vetorial (Navier). Também se considera a derivada topológica associada a problemas
de elasticidade linear tridimensional. A justificativa matemática completa para a
expansão assintótica associada a perturbações topológicas em domı́nios geométricos
é apresentada no contexto de problemas eĺıpticos de valor de contorno acoplados.
Cabe frisar que os resultados são apresentados em suas formas fechadas, sendo uti-
lizados em métodos numéricos de otimização de forma e topológica. Finalmente,
com o objetivo de fixar as ideias aqui apresentadas, são propostos alguns exerćıcios
ao final de cada caṕıtulo.

Através desse trabalho busca-se apresentar o conceito de derivada topológica de
forma clara, simples e pedagógica. Sendo assim, o texto destina-se a pesquisadores
e estudantes de pós-graduação em matemática aplicada e mecânica computacional
interessados em qualquer aspecto da análise de sensibilidade topológica. Em parti-
cular, este material pode ser adotado como livro texto em cursos avançados sobre
o assunto. Além disso, alguns caṕıtulos são autocontidos e podem ser utilizados
como notas de aula para minicursos acerca de classes espećıficas de problemas. O
conteúdo apresentado no ińıcio do livro é acesśıvel a um amplo público, enquanto
que os últimos caṕıtulos podem exigir conhecimentos matemáticos um pouco mais
avançados. Finalmente, acredita-se que este livro será útil para os leitores interes-
sados nos aspectos matemáticos da análise de sensibilidade topológica, assim como
em aplicações da derivada topológica em mecânica computacional.

Registra-se, por fim, que este trabalho é amplamente baseado em notas de aulas
preparadas pelos autores para cursos de pós graduação e escolas de verão realizadas
no Institute Elie Cartan (IECN) em Nancy (França) e no Laboratório Nacional
de Computação Cient́ıfica (LNCC) em Petrópolis (Brasil). Referido material foi
compilado, ampliado, revisado e, finalmente, traduzido do inglês para o português
por Vanessa Seguezzi. Muito da teoria aqui apresentada foi desenvolvida como
resultado da colaboração cient́ıfica durante os anos de 1994–2013 entre França,
Polônia, Rússia e Brasil. Destaca-se o registro de pesquisas e publicações conjuntas
com A. Zochowski (Varsóvia, Polônia), S.A. Nazarov (St. Petersburg, Rússia), T.
Lewinski (Varsóvia, Polônia), A.M. Khludnev (Novosibirsk, Rússia), e com os ex-
alunos Antoine Laurain (Berlim & Graz) e Katarzyna Kedzierska-Szulc (Nancy,
Petrópolis & Varsóvia). Foram bastante frut́ıferas também as colaborações com
R.A. Feijóo e E. Taroco (Petrópolis, Brasil), C. Padra (Bariloche, Argentina), E.A.
de Souza Neto (Swansea, UK), S. Amstutz (Avignon, França) e com os ex-alunos
Sebastián Miguel Giusti (Córdoba, Agentina) e Jairo Rocha de Faria (João Pessoa,
Brasil).

A colaboração entre André Novotny e Jan Soko lowski, iniciada com o Programa
CAPES/COFECUB (Brasil/França), recebeu suporte ainda do CNPq, FAPERJ
e LNCC em Petrópolis. Destaca-se ademais o fomento proveniente do Programa
Ciência sem Fronteiras do Governo Federal através da concessão de uma bolsa
Pesquisador Visitante Especial a Jan Soko lowski, cuja pesquisa também tem sido
suportada pelo IECN em Nancy, França e pelo IBS PAN em Varsóvia, Polônia.

Petrópolis, Nancy & Varsóvia, 21 de julho de 2013.

Antonio André Novotny
Jan Soko lowski



Caṕıtulo 1

Introdução

A derivada topológica mede a sensibilidade de um dado funcional de forma em
relação a uma perturbação singular infinitesimal no domı́nio geométrico, tal como
ocorre, por exemplo, na inserção de furos, inclusões, termos fonte ou até mesmo
fissuras. O conceito de derivada topológica foi rigorosamente introduzido em 1999
por Soko lowski & Żochowski [89]. Desde então a derivada topológica, que pode
ser vista como uma justificativa matemática para o método da bolha [22], tem se
mostrado extremamente útil no tratamento de uma vasta classe de problemas, em
especial na otimização topológica [1, 7, 10, 11, 15, 16, 34, 35, 53, 60, 81, 82, 83, 97],
análise inversa [9, 17, 18, 28, 39, 44, 46, 49, 63] e processamento de imagens [13, 14,
43, 45, 57], de modo que se tornou objeto de intensa pesquisa. Vide, por exemplo,
aplicações da derivada topológica no contexto de śıntese e/ou projeto ótimo de
microestruturas [8, 31, 32, 33, 85], mecânica da fratura [98] e do dano [2]. Em
relação ao desenvolvimento teórico da análise de sensibilidade topológica o leitor
poderá consultar os trabalhos [5, 6, 26, 27, 29, 30, 47, 52, 61, 76, 77, 78, 79, 91, 92],
bem como o livro de Novotny & Soko lowski [84].

A derivada topológica é obtida a partir da análise assintótica de soluções clássicas
para problemas de valor de contorno em domı́nios singularmente perturbados, com-
binada com a análise assintótica de funcionais de forma com relação ao parâmetro
pequeno associado ao tamanho da perturbação. Assim, a análise assintótica de
problemas eĺıpticos de valor de contorno em domı́nios geométricos singularmente
perturbados é o principal elemento da teoria matemática das derivadas topológicas.

Nas décadas de 1970 e 1980 dois métodos assintóticos, conhecidos como matched
[48] e compound (composto) [64], foram desenvolvidos com sucesso para a construção
de expansões assintóticas de soluções para problemas eĺıpticos de valor de contorno
em domı́nios singularmente perturbados, bem como de funcionais avaliados para
referidas soluções. Tais funcionais incluem, e.g., a energia associada a problemas
eĺıpticos de valor de contorno [66, 72, 76, 79], autovalores de problemas espectrais
[51, 65, 68, 86, 87], além do funcional capacidade, que também está associado à
energia.

A teoria de problemas de valor de contorno em domı́nios singularmente per-
turbados pode ser encontrada em [64, 67] para sistemas de equações diferenciais
parciais eĺıpticas no sentido de Agmon-Douglis-Nirenberg. Em particular, o livro
de Mazja, Nazarow e Plamenewsky [64] (em russo) contém os procedimentos de
construção e justificativa para expansões assintóticas de soluções, bem como a de-
rivação de estimativas assintoticamente finas em normas ponderadas. A análise
assintótica de problemas eĺıpticos em domı́nios singularmente perturbados através
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dos métodos assintóticos compostos tornou-se a mais apropriada e relevante abor-
dagem para obter uma fórmula quase expĺıcita da derivada topológica, tal como
demonstrado em [76, 79] e outros. Recomenda-se ao leitor os livros de Maz’ya,
Nazarov e Plamenevsky [69, 75] para o estado da arte da análise assintótica de
problemas eĺıpticos de valor de contorno em domı́nios geométricos singularmente
perturbados. Mencionam-se, ainda, os livros [3] e [70] em que o assunto é estudado
do ponto de vista f́ısico e numérico. As fórmulas para expansões assintóticas obti-
das para os funcionais de energia [66] ou para os autovalores [68] podem ser usadas
na otimização de forma e topológica, por exemplo. Entretanto, para aplicações
práticas mais relevantes, esses resultados são estendidos para funcionais de forma
mais gerais, com a introdução de um estado adjunto apropriado [89], bem como
usando o limite singular da derivada de forma de primeira ordem [90].

Ressalta-se que este trabalho diz respeito às questões que estão fora do escopo
dos livros [69, 75]. As ideias principais aqui expostas referem-se à perturbação sin-
gular do domı́nio associada à nucleação de furos e à perturbação regular do operador
diferencial associado à nucleação de inclusões. Entretanto, a fim de evitar dificul-
dades técnicas desnecessárias, a análise será desenvolvida para soluções clássicas
de problemas eĺıpticos de valor de contorno, sendo que a maioria dos resultados
de natureza local é também válida em domı́nios Lipschitzianos. Para o caso de
fraturas, por exemplo, é necessário um tratamento especial, como rigorosamente
demonstrado em [76].

1.1 O Conceito de Derivada Topológica

Considere um domı́nio aberto e limitado Ω ⊂ Rd, com d ≥ 2, que está sujeito a
uma perturbação não suave confinada em uma pequena região ωε(x̂) = x̂ + εω de
tamanho ε, com ωε b Ω, como mostrado na fig. 1.1. Aqui, x̂ é um ponto arbitrário
de Ω e ω é um domı́nio fixo de Rd. Seja ainda uma função caracteŕıstica x 7→ χ(x),
x ∈ Rd, associada ao domı́nio não perturbado, ou seja χ = 1Ω, tal que

|Ω| =
∫
Rd
χ , (1.1.1)

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω. Assim, é definida uma função caracteŕıstica
associada ao domı́nio topologicamente perturbado x 7→ χε(x̂;x), x ∈ Rd. No caso
de uma perfuração, por exemplo, χε(x̂) = 1Ω − 1ωε(x̂) e o domı́nio perturbado é
obtido como Ωε = Ω \ ωε. Em seguida, assume-se que um dado funcional de forma
ψ(χε(x̂)), associado ao domı́nio topologicamente perturbado, admite a seguinte ex-
pansão assintótica topológica

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + f(ε)T (x̂) + o(f(ε)) , (1.1.2)

em que ψ(χ) é o funcional de forma associado ao domı́nio de referência (não per-
turbado), f(ε) é uma função correção de primeira ordem positiva, que decresce
monotonicamente tal que f(ε) → 0 com ε → 0, e o(f(ε)) é o termo remanescente,
ou seja o(f(ε))/f(ε) → 0 com ε → 0. A função x̂ 7→ T (x̂) é chamada de derivada
topológica de ψ em x̂. Assim, esta derivada pode ser vista como uma correção
de primeira ordem sobre ψ(χ) para aproximar ψ(χε(x̂)). De fato, após rearranjar
(1.1.2) tem-se

ψ(χε(x̂))− ψ(χ)

f(ε)
= T (x̂) +

o(f(ε))

f(ε)
. (1.1.3)
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Figura 1.1: Conceito de derivada topológica.

A passagem ao limite ε→ 0 na expressão acima conduz à definição geral da derivada
topológica

T (x̂) := lim
ε→0

ψ(χε(x̂))− ψ(χ)

f(ε)
. (1.1.4)

Desde que o funcional ψ(χε(x̂)) admite a expansão assintótica topológica (1.1.2),
a aplicabilidade desta expansão depende do procedimento de avaliação da função
não conhecida x̂ 7→ T (x̂). Em particular, busca-se uma fórmula expĺıcita para a
derivada topológica que permita sua utilização direta em métodos numéricos de oti-
mização de forma, por exemplo. Assim, este cálculo deve ser realizado de modo que
a função x̂ 7→ T (x̂) seja obtida explicitamente. Portanto, são necessárias algumas
propriedades do funcional de forma e da expansão assintótica a fim de aplicar um
simples método para avaliação da derivada topológica. Com efeito, para que um
funcional de forma definido em um dado domı́nio de referência Ω aceite a expansão
assintótica topológica (1.1.2), as seguintes propriedades devem ser verificadas:

1. Para ε ∈ (0, ε0], com ε0 > 0, o funcional ωε 7→ J(Ωε) := ψ(χε(x̂)) deve ser
diferenciável em relação à forma em x̂ ∈ Ω. A diferenciabilidade em relação
à forma significa que existe o gradiente de forma ωε 7→ J(Ωε) concentrado na
fronteira ou interface ∂ωε para um dado ε ∈ (0, ε0].

2. O funcional de forma ε 7→ j(ε) := ψ(χε(x̂)) é cont́ınuo em relação à per-
turbação topológica em 0+, i.e., limε→0+ f(ε) = 0.

3. A função ε 7→ f(ε) é continuamente diferenciável em (0, ε0].

4. A passagem ao limite limε→0+ o(f(ε))/f(ε) = 0 é verdadeira.

Observe que, em geral, o cálculo do limite (1.1.4) não é trivial, pois se trata
de perturbações singulares consistindo na nucleação de furos em que os funcionais
de forma ψ(χε(x̂)) e ψ(χ) resultam definidos em domı́nios topologicamente diferen-
tes. Em particular é necessário realizar a análise assintótica do funcional de forma
ψ(χε(x̂)) com relação ao parâmetro pequeno ε, que é, de fato, o tema central deste
trabalho. Entretanto, também serão consideradas perturbações regulares produ-
zidas pela nucleação de inclusões, sendo, frise-se, muito mais simples do ponto de
vista matemático do que o caso singular. Sendo assim, para enfatizar esta diferença,
será introduzida notação espećıfica para cada caso de perturbação topológica. Em
particular, o funcional de forma ψ(χε(x̂)) é redefinido como ψ(χε) := JΩε(uε) e
ψ(χε) := Jχε(uε) para perturbações singular e regular, respectivamente, onde uε é
a solução para o problema de valor de contorno perturbado. Apesar da falta de ri-
gor, essas definições tornarão a apresentação mais simples, evitando a utilização de
uma notação muito complexa. Cabe mencionar ainda que no caso de perturbações
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singulares χε é de fato uma função caracteŕıstica no sentido estrito, enquanto que tal
afirmação não é verdadeira no caso de perturbações regulares. Portanto, a função
χε deve ser definida de maneira apropriada de acordo com o contexto em estudo.

A fim de fixar estas ideias serão apresentados três simples exemplos. O primeiro
referente à perturbação singular do domı́nio, ao passo que o segundo está associado
à perturbação regular do integrando e o último, finalmente, mostra que a derivada
topológica obedece as regras básicas de cálculo diferencial.

Exemplo 1.1. Considerando o funcional de forma

ψ(χε(x̂)) :=

∫
Ωε

g(x) , (1.1.5)

onde χε(x̂) = 1Ω−1ωε(x̂) e Ωε = Ω\ωε. A função g : Rd → R é Lipschitz cont́ınua
em ωε(x̂), i.e. |g(x)− g(x̂)| ≤ C‖x− x̂‖, ∀x ∈ ωε(x̂), onde C ≥ 0 é a constante de
Lipschitz. Note que este é o caso de perturbação singular do domı́nio. Desde que
|ωε| → 0 como ε→ 0, tem-se que

ψ(χ) :=

∫
Ω

g(x) . (1.1.6)

Busca-se uma expansão assintótica tal como em (1.1.2), ou seja

ψ(χε(x̂)) =

∫
Ωε

g(x) +

∫
ωε

g(x)−
∫
ωε

g(x)

=

∫
Ω

g(x)−
∫
ωε

g(x)

= ψ(χ)− |ωε| g(x̂) + o(|ωε|) . (1.1.7)

Neste exemplo o termo −g(x̂) é chamado de derivada topológica do funcional de
forma ψ avaliada no ponto x̂ ∈ Ω, sendo dado por T (x̂) = −g(x̂), e identifica-se
f(ε) = |ωε| ∼ εd.

Exemplo 1.2. Considerando agora um funcional de forma dado por

ψ(χε(x̂)) :=

∫
Ω

gε(x) , (1.1.8)

onde χε(x̂) = 1Ω − (1− γ)1ωε(x̂) e gε = χεg é definido como

gε(x) :=

{
g(x) se x ∈ Ω \ ωε(x̂)
γg(x) se x ∈ ωε(x̂)

, (1.1.9)

com a função g Lipschitz cont́ınua em ωε (veja Exemplo 1.1). Isto significa que o
conjunto Ω inclui a interface ∂ωε. Observe que este é o caso regular em que o funci-
onal de forma depende de funções caracteŕısticas associadas a pequenos conjuntos.
Desde que |ωε| → 0 como ε→ 0, tem-se

ψ(χ) :=

∫
Ω

g(x) . (1.1.10)
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Objetiva-se obter uma expansão assintótica tal como em (1.1.2), isto é

ψ(χε(x̂)) =

∫
Ω\ωε

g(x) +

∫
ωε

γg(x)

=

∫
Ω\ωε

g(x) +

∫
ωε

γg(x) +

∫
ωε

g(x)−
∫
ωε

g(x)

=

∫
Ω

g(x)− (1− γ)

∫
ωε

g(x)

= ψ(χ)− |ωε| (1− γ)g(x̂) + o(|ωε|) . (1.1.11)

Assim, identifica-se imediatamente o termo −(1−γ)g(x̂) como a derivada topológica
do funcional de forma ψ avaliada no ponto x̂ ∈ Ω, ou seja T (x̂) = −(1 − γ)g(x̂).
Além do mais, tem-se que f(ε) = |ωε| ∼ εd. Cabe ainda mencionar que no caso
limite γ → 0 tem-se T (x̂) = −g(x̂). Isto significa que o primeiro exemplo pode ser
visto como o limite singular deste último.

Exemplo 1.3. Considerando duas funções g e h Lipschitz cont́ınuas em ωε (veja
Exemplo 1.1) e retornando ao caso associado a domı́nios singularmente perturbados
definido como Ωε(x̂) = Ω \ ωε(x̂), então de acordo com o Exemplo 1.1, tem-se os
seguintes resultados básicos:

ψ(χ):=

(∫
Ω

g(x)

)α
⇒ T (x̂) = −αg(x̂)

(∫
Ω

g(x)

)α−1

, (1.1.12)

com α ∈ Z,

ψ(χ):=

∫
Ω

g(x)

∫
Ω

h(x)⇒ T (x̂) = −g(x̂)

∫
Ω

h(x)− h(x̂)

∫
Ω

g(x) (1.1.13)

e

ψ(χ):=
1

|Ω|

∫
Ω

g(x)⇒ T (x̂) = − 1

|Ω|2

(
g(x̂)|Ω| −

∫
Ω

g(x)

)
. (1.1.14)

Antes de prosseguir serão mostrados dois exemplos associados a equações dife-
renciais ordinárias de segunda e quarta ordens, respectivamente, que dizem respeito
à derivada topológica no caso simples de problemas de valor de contorno unidimen-
sionais.

Exemplo 1.4. Seja uma equação diferencial ordinária de segunda ordem

u′′ε (x) = 0 , 0 < x < 1 , (1.1.15)

com as condições de contorno

uε(0) = 0 e u′ε(1) = 1 , (1.1.16)

e as condições de transmissão na interface

uε(ε
+) = uε(ε

−) e u′ε(ε
+) = γu′ε(ε

−) , (1.1.17)

onde γ ∈ R+ é o contraste na propriedade material. O problema de valor de con-
torno acima tem uma solução expĺıcita, a saber{

uε(x) = x
γ , 0 < x ≤ ε ,

uε(x) = x+ ε 1−γ
γ , ε < x < 1 .

(1.1.18)
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Considera-se um funcional de forma dado por

ψ(χε(x̂)) :=

∫ 1

0

γε(u
′
ε)

2 . (1.1.19)

Note que neste caso Ω = (0, 1), χε(x̂) = 1Ω − (1 − γ)1ωε(x̂), com ωε(x̂) = (0, ε), e
γε := χε. Isto significa que γε(x) = γ para 0 < x ≤ ε, e γε(x) = 1 para ε < x < 1.
Ademais, tem-se

ψ(χ) :=

∫ 1

0

(u′)2 , (1.1.20)

onde u é solução do problema de valor de contorno acima para ε = 0, ou seja

u(x) = x . (1.1.21)

Deseja-se encontrar uma expansão assintótica análoga a (1.1.2). Portanto, tem-se
que

ψ(χε(x̂)) =

∫ ε

0

γ(u′ε)
2+

∫ 1

ε

(u′ε)
2 = 1+ε

1− γ
γ

= ψ(χ)+|ωε|
1− γ
γ

. (1.1.22)

Sendo assim, a derivada topológica é dada por

T (x̂) =
1− γ
γ

, (1.1.23)

com f(ε) = |ωε| = ε. Note-se que, para o caso limite γ → ∞, T (x̂) = −1, e para
γ → 0 a derivada topológica não existe. Esta é, de fato, uma propriedade intŕınseca
de problemas de valor de contorno unidimensionais, que não admitem perturbações
singulares [12].

Exemplo 1.5. Considera-se uma equação diferencial ordinária de quarta ordem

u′′′′ε (x) = 0 , 0 < x < 1 , (1.1.24)

com condições de contorno dadas por

uε(0) = u′ε(0) = u′′′ε (1) = 0 e u′′ε (1) = 1 , (1.1.25)

e condições de transmissão

uε(ε
+) = uε(ε

−) , u′ε(ε
+) = u′ε(ε

−) ,
u′′ε (ε+) = γu′′ε (ε−) , u′′′ε (ε+) = γu′′′ε (ε−) ,

(1.1.26)

onde γ ∈ R+ é o contraste. O problema de valor de contorno acima possui solução
expĺıcita, a saber {

uε(x) = x2

2γ , 0 < x ≤ ε ,
uε(x) = x2

2 + ε 1−γ
2γ (2x− ε) , ε < x < 1 .

(1.1.27)

Seja o seguinte funcional de forma

ψ(χε(x̂)) :=

∫ 1

0

γε(u
′′
ε )2 . (1.1.28)
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Observe que neste caso Ω = (0, 1), χε(x̂) = 1Ω−(1−γ)1ωε(x̂), com ωε(x̂) = (0, ε), e
γε := χε. Isto significa que γε(x) = γ para 0 < x ≤ ε, e γε(x) = 1, para ε < x < 1.
Ademais, tem-se que

ψ(χ) :=

∫ 1

0

(u′′)2 , (1.1.29)

onde u é solução do problema de valor de contorno acima para ε = 0, ou seja

u(x) =
x2

2
. (1.1.30)

Busca-se uma expansão assintótica tal como (1.1.2). Assim, tem-se

ψ(χε(x̂)) =

∫ ε

0

γ(u′′ε )2 +

∫ 1

ε

(u′′ε )2 = 1 + ε
1− γ
γ

= ψ(χ) + |ωε|
1− γ
γ

. (1.1.31)

Para o simples exemplo analisado, a derivada topológica é dada por

T (x̂) =
1− γ
γ

, (1.1.32)

com f(ε) = |ωε| = ε. Novamente, pode-se estudar o caso limite γ → ∞, o que
resulta em T (x̂) = −1. Por outro lado, o limite singular dado por γ → 0 não está
definido [12].

Finalmente, de modo a explicar o significado da derivada topológica em oti-
mização de forma é apresentado um último exemplo em que o mı́nimo global Ω? é
conhecido.

Exemplo 1.6. Seja BR = {‖x‖ < R} ⊂ R2, com 1 < R < ∞, e sejam domı́nios
admisśıveis multiplamente conexos Ω ⊂ BR com a restrição de volume

|Ω| ≥ π(1− ρ2) , (1.1.33)

em que 0 < ρ < 1 é fixo. Seja o funcional de forma amplamente utilizado em
problemas de controle ótimo e em processamento de imagens, por exemplo, dado
por

ψ(χ) =

∫
Ω

(u− zd)2 , (1.1.34)

onde zd, definido no sistema de coordenadas polares (r, θ) centrado na origem, é
uma dada função de r, ou seja

zd(r):=

 0 para 0 < r ≤ ρ ,
g(r) para ρ < r < 1 ,

0 para 1 ≤ r < R ,
(1.1.35)

sendo a função g(r) definida como

g(r) := −(1− r)2(1 + 2r − 24r2) . (1.1.36)

O campo escalar u é solução para o seguinte problema de valor de contorno: Encontre u, tal que
−∆u = b em Ω ,

u = 0 sobre ∂Ω .
(1.1.37)
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(a) configuração inicial Ω

1
1/4

(b) domı́nio ótimo Ω?

Figura 1.2: Exemplo com mı́nimo global: domı́nios geométricos.

Aqui a fonte b é definida em coordenadas polares como segue

b(r) := −1

r
(rg′(r))′ . (1.1.38)

A partir dos elementos acima pode-se concluir que:

• se a estimativa inicial é dada pela bola unitária B = {‖x‖ < 1}, o gradiente
de forma de ψ(χ) é nulo;

• calculando a derivada topológica de ψ(χ) em B, o domı́nio ótimo é obtido a
partir de uma simples análise do sinal da derivada topológica;

• o custo ótimo é nulo, portanto o domı́nio ótimo é o mı́nimo global do problema.

Agora, em mais detalhes, considere um domı́nio ótimo Ω? ⊂ R2, dado por um anel
Ω? = B \ Bρ, onde Bρ é uma bola centrada na origem com raio ρ < 1. Veja fig.
1.2. Tem-se constrúıdo a fonte b de modo que a solução u é obtida explicitamente
como uma função de r apenas, ou seja

u(r) = g(r) para 0 < r < 1 . (1.1.39)

O gráfico de u(r) é plotado na fig. 1.3(a). A função zd é definida para ρ = 1/4
como segue

zd(r):=

{
0 para 0 < r ≤ ρ ,

u(r) para ρ < r < 1 .
(1.1.40)

Já o gráfico de zd(r) é mostrado na fig. 1.3(b), onde a escala cinza é usada para
denotar a região onde as função alvo é não nula. Portanto, o funcional de forma se
anula sobre o domı́nio ótimo Ω?. De fato, a solução ótima u? = u|Ω? = zd. Além
do mais, a derivada de forma de ψ(χ) é dada por [94]

dψ(χ;V) = −
∫
∂B

(∂nu ∂nv) n ·V . (1.1.41)

Na fórmula acima, V é o campo de velocidade à mudança de forma [94] e v é a
solução do problema adjunto, a saber Encontre v, tal que

−∆v = −(u− zd) em Ω = B ,
v = 0 sobre ∂B .

(1.1.42)
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(d) derivada topológica T (r)

Figura 1.3: Exemplo com mı́nimo global: soluções direta e adjunta, função alvo e
derivada topológica.

Devido à simetria de revolução, a solução do problema de valor de contorno anterior
pode ser obtida explicitamente em termos de r. O gráfico de v(r) é mostrado na fig.
1.3(c). Assim, a derivada de forma de ψ(χ) é dada por dψ(χ;V) = 0, desde que
neste caso particular ∂nu|∂B = u′(1) = 0. Isto significa que o funcional de forma
não pode ser melhorado usando a informação fornecida pela derivada de forma. Por
outro lado, a derivada topológica, associada à condição de contorno homogênea de
Dirichlet no furo (veja Caṕıtudo 2, Seção 2.1), é dada pela seguinte fórmula

T (x̂) = u(x̂) v(x̂) ∀ x̂ ∈ Ω = B . (1.1.43)

Neste exemplo a derivada topológica resulta em uma função de r dada por T (r) =
u(r) v(r), para 0 < r < 1. Em particular, a função T (r) é plotada na fig. 1.3(d),
onde a escala de cinza é usada para denotar a região onde a derivada topológica é
negativa. Isto significa que para minimizar o funcional de forma, o furo deve ser
nucleado no centro do disco. Ademais, a região onde T (r) < 0, ou seja, para r < ρ,
fornece informação sobre o tamanho ótimo do furo. De fato, uma vez que um furo
de tamanho ρ é introduzido, u? = u|Ω? = zd por construção, e o estado adjunto
correspondente v? satisfaz

Encontre v?, tal que
−∆v? = 0 em Ω? = B \Bρ ,

v? = 0 sobre ∂B ,
v? = 0 sobre ∂Bρ ,

(1.1.44)
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que tem uma solução única trivial, ou seja v? = 0. Observa-se, portanto, que as
condições de otimalidade dψ(χ?;V) = 0 e T (x̂) ≥ 0 ∀x̂ ∈ Ω? são satisfeitas, onde
χ? = 1B−1Bρ é a função caracteŕıstica associada a Ω?. Logo, o domı́nio ótimo Ω?

é o mı́nimo global absoluto do funcional de forma ψ(χ). Cabe mencionar ainda que,
neste exemplo, o ótimo global foi obtido em um único passo usando as derivadas
de forma e topológica, vez que tal resultado seria imposśıvel de ser obtido tendo em
conta apenas a derivada de forma.

1.2 Organização do Trabalho

Como visto, neste caṕıtulo foi introduzido o conceito de derivada topológica. Note
que o parâmetro pequeno da análise assintótica está associado ao tamanho da per-
turbação singular (topológica) ou configuracional (regular) do domı́nio, permitindo
assim a criação de pequenas inclusões ou vazios em um procedimento de otimização
numérica associado a alterações das propriedades materiais ou do próprio domı́nio
geométrico. A ideia central deste trabalho, portanto, é apresentar o conceito de de-
rivada topológica para uma vasta classe de problemas eĺıpticos com aplicações em
métodos numéricos de otimização topológica e de forma, acesśıvel tanto aos leitores
com formação em matemática aplicada quanto em mecânica computational. Logo,
o trabalho é apresentado da seguinte maneira:

A análise de sensibilidade topológica do funcional de forma energia associada a
equação de Poisson, com relação a perturbações singulares no domı́nio geométrico,
é estudada no Caṕıtulo 2. Em particular, considera-se perturbações singulares
produzidas por pequenos furos circulares com condições de contorno homogêneas
de Neumann, Dirichlet e Robin.

No Caṕıtulo 3 é considerado o funcional de forma associado à energia de de-
formação armazenada em um corpo elástico deformável bidimensional, modelado
pelo sistema de Navier. A derivada topológica associada a perturbações regula-
res produzidas por pequenas inclusões com condições de transmissão apropriadas é
então obtida em sua forma fechada.

A relação entre derivadas de forma e topológica é apresentada no Caṕıtulo 4.
Com efeito, é mostrado que a derivada topológica está associada ao limite singular
da derivada de forma em relação ao parâmetro pequeno que governa o tamanho
da perturbação topológica. O resultado obtido conduz a um método simples e
construtivo de cálculo da derivada topológica. Para fixar as ideias é apresentado
um exemplo simples associado a perturbações regulares do termo fonte em um
problema eĺıptico de valor de contorno.

No Caṕıtulo 5 a derivada topológica é obtida para uma classe geral de funcionais
de forma. Para funcionais de forma que não estão associados à energia, o método
adjunto é necessário a fim de simplificar as fórmulas para as derivadas de forma e,
consequentemente, topológica. Para o problema em análise é introduzida, ainda,
uma generalização do tensor momento energia de Eshelby dependente dos estados
direto e adjunto.

Os resultados apresentados no Caṕıtulo 6 são importantes para aplicações em
mecânica estrutural. Ou seja, é realizada a análise de sensibilidade topológica
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da energia potencial total de um corpo elástico tridimensional em relação a per-
turbações singulares produzidas por pequenas cavidades esféricas. Em particular,
obtém-se a fórmula fechada da derivada topológica, o que permite construir um algo-
ritmo de otimização topológica simples e efinciente, conforme demonstrado através
de um exemplo numérico.

A técnica de decomposição de domı́nio juntamente com o operador Steklov-
Poincaré é introduzida no Caṕıtulo 7 no contexto de problemas eĺıpticos de valor
de contorno acoplados. A mesma ideia é então empregada com o propósito de
derivar as expansões assintóticas topológicas da solução, bem como do funcional
de forma, em relação a perturbações singulares no domı́nio geométrico produzidas
por pequenos furos circulares com condição de contorno de Neumann homogênea.
O método proposto permite obter uma estimativa bastante fina para os termos
remanescentes das expansões assintóticas topológicas, podendo ser visto como uma
justificativa rigorosa para as derivações apresentadas nos caṕıtulos anteriores.

A análise de sensibilidade à mudança de forma é apresentada no Apêndice A do
ponto de vista da mecânica do cont́ınuo. O ferramental para este tipo de análise
inclui o teorema do transporte de Reynolds combinado com as derivadas materiais de
campos espaciais em mecânica. O tensor momento-energia de Eshelby é introduzido
no contexto de análise de falhas em corpos elásticos tridimensionais.

Com o objetivo de facilitar a leitura deste trabalho alguns resultados básicos
de cálculo tensorial estão compilados no Apêndice B. Em particular, são definidos
produtos escalar, vetorial e tensorial, sendo apresentadas algumas fórmulas para o
gradiente, divergente e rotacional, juntamente com alguns teoremas integrais. Fi-
nalmente, são fornecidas algumas decomposições úteis em sistemas de coordenadas
curviĺınea, polar e esférica.
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1.3 Exerćıcios

1. Mostre que o termo remanescente da expansão assintótica topológica do Exem-
plo 1.1 se comporta como o(εd).

2. Ao considerar um termo a mais na expansão assintótica topológica da seguinte
maneira

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + f(ε)T (x̂) + f2(ε)T 2(x̂) + o(f2(ε)) ,

onde f2(ε) é tal que

lim
ε→0

f2(ε)

f(ε)
= 0 .

Tem-se que T (x̂) e T 2(x̂) são as derivadas topológicas de primeira e segunda
ordens de ψ, respectivamente. Supondo que a função g(x) do Exemplo 1.2 é
de classe C2(Ω), com seu gradiente de segunda ordem Lipschitz cont́ınuo em
ωε (∃ C ≥ 0 : ‖∇∇g(x) − ∇∇g(x̂)‖ ≤ C‖x − x̂‖, ∀x ∈ ωε). Considerando
ainda o caso particular associado à nucleação de uma inclusão circular dada
por ωε(x̂) = Bε(x̂), com Bε(x̂) utilizado para denotar uma bola de raio ε
e centro em x̂ ∈ Ω ⊂ R2, mostre que a expansão assintótica topológica do
funcional ψ(χε(x̂)) é dada por

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− (1− γ)πε2g(x̂)− 1− γ
8

πε4∆g(x̂) + o(ε4) .

3. Utilizando a definição de derivada topológica dada por (1.1.2), mostre os re-
sultados apresentados no Exemplo 1.3.

4. Repita o Exemplo 1.4 com as seguintes condições: −u′′(x) = 1 para 0 < x < 1
e u(0) = u′(1) = 0.

5. Repita o Exemplo 1.5 com as seguintes condições: −u′′′′(x) = 0 para 0 < x <
1, u(0) = u′(0) = u′′(1) = 0 e u′′′(1) = 1.

6. Encontre as funções b(r), v(r) e T (r) do Exemplo 1.6.



Caṕıtulo 2

Perturbação Singular

Neste caṕıtulo será avaliada a derivada topológica da energia potencial total as-
sociada ao problema de condução de calor em estado estacionário, considerando
condições homogêneas de Neumann e Dirichlet na fronteira do furo ∂Bε, cuja justi-
ficativa matemática do resultado pode ser encontrada no Caṕıtulo 7 e, em detalhes,
no livro de Novotny & Sokolowski, 2013 [84], por exemplo. No caso, o domı́nio
é topologicamente perturbado pela nucleação de um pequeno furo circular, como
mostrado na fig. 2.1. Desde que Ω ⊂ R2 é o domı́nio original (não perturbado),
então, Ωε(x̂) = Ω \ Bε(x̂) é o domı́nio topologicamente perturbado, onde Bε(x̂),
com Bε b Ω, é uma bola de raio ε, com 0 < ε < dist(x̂, ∂Ω), e centro em x̂ ∈ Ω
representando um furo circular.

Figura 2.1: Domı́nio topologicamente perturbado pela nucleação de um pequeno
furo circular.

2.1 Formulação do Problema

O funcional de forma associado ao domı́nio não perturbado Ω é dado por

ψ(χ) := JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

‖∇u‖2 −
∫

Ω

bu , (2.1.1)

onde a função escalar u é a solução do seguinte problema variacional: Encontre u ∈ H1
0 (Ω), tal que∫

Ω

∇u · ∇η =

∫
Ω

bη ∀η ∈ H1
0 (Ω) .

(2.1.2)

13
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Na equação acima, b é um termo fonte considerado constante em todo o domı́nio.
A formulação forte associada ao problema variacional (2.1.2) é dada pela equação
de Poisson, ou seja:  Encontre u, tal que

−∆u = b em Ω ,
u = 0 sobre ∂Ω .

(2.1.3)

Considerando o mesmo problema, mas agora definido no domı́nio perturbado
Ωε, tem-se que a energia potencial total é escrita como

ψ(χε) := JΩε(uε) =
1

2

∫
Ωε

‖∇uε‖2 −
∫

Ωε

buε , (2.1.4)

onde a função uε é a solução do problema variacional: Encontre uε ∈ Vε, tal que∫
Ωε

∇uε · ∇η =

∫
Ωε

bη ∀η ∈ Vε . (2.1.5)

O espaço Vε é definido de acordo com a condição de contorno sobre ∂Bε. Em
particular, tem-se

Vε:={ϕ ∈ H1(Ωε) : ϕ|∂Ω
= 0, βϕ|∂Bε = 0} , (2.1.6)

com β ∈ {0, 1}. Esta notação deve ser entendida da seguinte forma:

• Quando β = 1, tem-se condição de Dirichlet homogênea na fronteira da bola
∂Bε, desde que uε = 0 e η = 0 sobre ∂Bε.

• Quando β = 0, uε e η estão livres na fronteira do furo ∂Bε, logo tem-se
condição de Neumann homogênea sobre ∂Bε.

A formulação forte associada ao problema variacional (2.1.5) pode ser escrita
como: 

Encontre uε, tal que
−∆uε = b em Ωε ,

uε = 0 sobre ∂Ω ,
βuε + (1− β)∂nuε = 0 sobre ∂Bε .

(2.1.7)

2.2 Cálculo da Variação da Energia

Através de um simples cálculo pode-se mostrar que a variação da energia potencial
total resulta em integrais concentradas na bola Bε. De fato, tomando-se η = u em
(2.1.2) e η = uε em (2.1.5), tem-se as seguintes igualdades

1

2

∫
Ω

‖∇u‖2 =
1

2

∫
Ω

bu e
1

2

∫
Ωε

‖∇uε‖2 =
1

2

∫
Ωε

buε , (2.2.8)

o que permite escrever JΩ(u) e JΩε(uε) respectivamente como

JΩ(u) = −1

2

∫
Ωε

bu− 1

2

∫
Bε

bu e JΩε(uε) = −1

2

∫
Ωε

buε , (2.2.9)

em que Ωε = Ω \Bε. Assim, a variação da energia potencial total resulta em

JΩε(uε)− JΩ(u) = −1

2

∫
Ωε

b(uε − u) +
1

2

∫
Bε

bu . (2.2.10)
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Por outro lado, reecrevendo a eq. (2.1.2) da seguinte forma∫
Ωε

∇u · ∇η +

∫
Bε

∇u · ∇η =

∫
Ωε

bη +

∫
Bε

bη , (2.2.11)

e aplicando o teorema da divergência, obtém-se∫
Ωε

∇u · ∇η −
∫
Bε

(∆u+ b)η −
∫
∂Bε

∂nuη =

∫
Ωε

bη , (2.2.12)

lembrando que n é a normal que aponta para o centro do furo, conforme mostrado
na fig. 2.1. Como u é solução de (2.1.3), ou seja ∆u+ b = 0, tem-se∫

Ωε

∇u · ∇η −
∫
∂Bε

∂nuη =

∫
Ωε

bη , (2.2.13)

o que permite tomar η = uε como função teste, resultando na seguinte igualdade∫
Ωε

∇u · ∇uε =

∫
Ωε

buε +

∫
∂Bε

uε∂nu . (2.2.14)

Utilizando novamente o teorema da divergência, tem-se∫
Ωε

∇uε · ∇u = −
∫

Ωε

∆uεu+

∫
∂Ω

u∂nuε +

∫
∂Bε

u∂nuε

=

∫
Ωε

bu+

∫
∂Bε

u∂nuε , (2.2.15)

onde foi utilizado o fato de que uε é solução de (2.1.7), ou seja −∆uε = b, e que
u = 0 sobre ∂Ω. Substituindo este último resultado na equação anterior, observa-se
que ∫

Ωε

b(uε − u) =

∫
∂Bε

(u∂nuε − uε∂nu) . (2.2.16)

Sendo assim, tem-se que a variação da energia potencial total pode, efetivamente,
ser escrita na forma de integrais concentradas na bola Bε, ou seja

JΩε(uε)− JΩ(u) = −1

2

∫
∂Bε

(u∂nuε − uε∂nu) +
1

2

∫
Bε

bu . (2.2.17)

2.3 Análise Assintótica da Solução

A variação da energia potencial total é dada exclusivemente em termos de integrais
concentradas na bola Bε. Assim, para obter a expansão assintótica topológica na
forma (1.1.2), basta conhecer o comportamento assintótico da solução uε em relação
a ε na vizinhança do furo Bε. Em particular, uma vez conhecido o comportamento
expĺıcito, é posśıvel identificar a função f(ε) e realizar a passagem ao limite ε→ 0 em
(1.1.4) de modo a obter a fórmula final para a derivada topológica T do funcional de
forma ψ. Entretanto, em geral isto não é tarefa fácil. De fato, é necessário realizar a
análise assintótica de uε com relação a ε. Nesta seção é apresentado o cálculo formal
de expansão da solução uε associada a ambas as condições de contorno de Neumann
e Dirichlet sobre ∂Bε. Para uma rigorosa justificativa da expansão assintótica de uε,
o leitor pode consultar o livro de Kozlov et al. 1999 [55], por exemplo. Para a teoria
geral da análise assintótica de soluções em domı́nios singularmente perturbados
remete-se o leitor ao livro de Mazja, Nasarow e Plamenewski, 1991 [69].
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2.3.1 Condição de Neumann

Para o caso β = 0 em (2.1.7) é proposto um ansätz para a expansão de uε na forma
[55, 69]

uε(x) = u(x) + εw(ε−1x) + ũε(x)

= u(x̂) +∇u(x̂) · (x− x̂) +
1

2
∇∇u(y)(x− x̂) · (x− x̂)

+ εw(ε−1x) + ũε(x) , (2.3.18)

onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Na fronteira do furo ∂Bε tem-se
∂nuε|∂Bε = 0. Assim, a derivada normal da expansão acima, avaliada sobre ∂Bε,
conduz a

∇u(x̂) · n− ε∇∇u(y)n · n+ ε∂nw(ε−1x) + ∂nũε(x) = 0 . (2.3.19)

Selecionando w tal que

ε∂nw(ε−1x) = −∇u(x̂) · n sobre ∂Bε . (2.3.20)

Na nova variável ξ = ε−1x, que implica ∇ξw(ξ) = ε∇w(ε−1x), o seguinte problema
exterior é formalmente obtido com ε→ 0:

Encontre w, tal que
∆ξw = 0 em R2 \B1 ,
w → 0 no ∞ ,

∇ξw · n = −∇u(x̂) · n sobre ∂B1 .

(2.3.21)

O problema de valor de contorno acima admite uma solução expĺıcita, ou seja

w(ε−1x) =
ε

‖x− x̂‖2
∇u(x̂) · (x− x̂) . (2.3.22)

Agora é posśıvel construir ũε de modo a compensar a discrepância introduzida pelo
termo de alta ordem em ε bem como pela camada limite w sobre a fronteira exterior
∂Ω. Ou seja, o reśıduo ũε deve ser solução para o seguinte problema de valor de
contorno: 

Encontre ũε, tal que
∆ũε = 0 em Ωε ,
ũε = −εw sobre ∂Ω ,

∂nũε = ε∇∇u(y)n · n sobre ∂Bε ,

(2.3.23)

em que, sob apropriada condição de regularidade [69], claramente ũε ≈ O(ε) em
uma dada norma. Entretanto, esta estimativa pode ser melhorada [55, 69], ou seja
ũε ≈ O(ε2), e a expansão para uε pode ser escrita como

uε(x) = u(x) +
ε2

‖x− x̂‖2
∇u(x̂) · (x− x̂) +O(ε2) . (2.3.24)

2.3.2 Condição de Dirichlet

Para o caso β = 1 em (2.1.7), inicialmente é considerado o seguinte ansätz para a
expansão de uε [55, 69]

uε(x) = u(x) + vε(x) + εwε(ε
−1x) + ũε(x)

= u(x̂) +∇u(x̂) · (x− x̂) +
1

2
∇∇u(y)(x− x̂) · (x− x̂)

+ vε(x) + εwε(ε
−1x) + ũε(x) , (2.3.25)
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onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Ademais, a função vε é definida como

vε(x) = α(ε)u(x̂)G(x) . (2.3.26)

A função G é a solução para o seguinte problema de valor de contorno: Encontre G, tal que
−∆G = δ(x− x̂) em Ω ,

G = 0 sobre ∂Ω ,
(2.3.27)

que, por meio da solução fundamental para o Laplaciano, admite uma representação
na vizinhança do ponto x̂ ∈ Ω da forma

G(x) = −
(

1

2π
log ‖x− x̂‖+ g(x)

)
, com ‖x− x̂‖ > 0 , (2.3.28)

onde g é harmônico em Ω e deve compensar a discrepância sobre ∂Ω introduzida
pela representação acima, isto é, g é a solução do problema de valor de contorno
auxiliar:  Encontre g, tal que

∆g = 0 em Ω ,
g = − 1

2π log ‖x− x̂‖ sobre ∂Ω .
(2.3.29)

Sendo assim, a função vε pode ser escrita da seguinte forma na vizinhança do furo

vε(x) = −α(ε)u(x̂)

(
1

2π
log ‖x− x̂‖+ g(x)

)
. (2.3.30)

Na fronteira do furo ∂Bε tem-se uε|∂Bε = 0. Desta maneira, a expansão para uε,
avaliada sobre ∂Bε, resulta em

u(x̂)− ε∇u(x̂) · n+ ε2∇∇u(y)n · n−

α(ε)u(x̂)

(
1

2π
log ε+ g(x̂)− ε∇g(x̂) · n+ ε2∇∇g(z)n · n

)
+

εwε
(
ε−1x

)
+ ũε(x) = 0 , (2.3.31)

onde z é um ponto intermediário entre x e x̂. Ademais, foi utilizada a regularidade
eĺıptica da função g ao redor de x̂. Agora é posśıvel construir ũε de modo que
compense a discrepância introduzida pelos termos de alta ordem em ε, ou seja

ũε(x) = ε2(α(ε)u(x̂)∇∇g(z)n−∇∇u(y)n) · n on ∂Bε . (2.3.32)

Entretanto, na nova variável ξ = ε−1x a função wε é solução do problema exterior :
Encontre wε, tal que
∆ξwε = 0 em R2 \B1 ,
wε → 0 no ∞ ,
wε = (∇u(x̂)− α(ε)u(x̂)∇g(x̂)) · n sobre ∂B1 ,

(2.3.33)

que tem uma solução fechada, dada por

wε(ε
−1x) = − ε

‖x− x̂‖2
(∇u(x̂)− α(ε)u(x̂)∇g(x̂)) · (x− x̂) . (2.3.34)
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Assim, a expansão prévia (2.3.31) reduz-se a

u(x̂)− α(ε)u(x̂)

(
1

2π
log ε+ g(x̂)

)
= 0 sobre ∂Bε , (2.3.35)

que pode ser resolvida em termos de α(ε), conduzindo a

α(ε) =
2π

log ε+ 2πg(x̂)
. (2.3.36)

Finalmente, o reśıduo ũε é constrúıdo de modo a compensar as discrepâncias na
expansão para uε inicialmente introduzidas, assim ũε deve ser solução de:

Encontre ũε, tal que
∆ũε = 0 em Ωε ,
ũε = −εwε sobre ∂Ω ,
ũε = ε2(α(ε)u(x̂)∇∇g(z)n−∇∇u(y)n) · n sobre ∂Bε ,

(2.3.37)

onde y e z são pontos intermediários entre x e x̂. Sob apropriada condição de
regularidade [69], claramente ũε ≈ O(ε2) em uma dada norma, desde que wε ≈ O(ε)
sobre a fronteira exterior ∂Ω. Portanto, a expansão para uε pode ser escrita como

uε(x) = u(x)− α(ε)u(x̂)

(
1

2π
log ‖x− x̂‖+ g(x)

)
− ε2

‖x− x̂‖2
(∇u(x̂)− α(ε)u (x̂)∇g(x̂)) · (x− x̂) +O(ε2) , (2.3.38)

com α(ε) dado por (2.3.36).

2.4 Cálculo da Derivada Topológica

Devido à regularidade eĺıptica interior da solução u, o último termo da variação da
energia potencial total dada pela eq. (2.2.17) pode ser trivialmente expandido em
potências de ε da seguinte forma (ver Exerćıcio 1, no final do Caṕıtulo 1)∫

Bε

bu = πε2bu(x̂) + o(ε2) , (2.4.39)

o que resulta em

JΩε(uε)− JΩ(u) = −1

2

∫
∂Bε

(u∂nuε − uε∂nu) +
1

2
πε2bu(x̂) + o(ε2) . (2.4.40)

2.4.1 Condição de Neumann

Tomando β = 0 em (2.1.7), tem-se condição de Neumann homogênea sobre ∂Bε,
ou seja ∂nuε|∂Bε = 0. Neste caso, a variação da energia potencial total dada pela
eq. (2.4.40) reduz para

JΩε(uε)− JΩ(u) =
1

2

∫
∂Bε

uε∂nu+
1

2
πε2bu(x̂) + o(ε2) . (2.4.41)

Introduzindo o ansätz uε(x) = u(x) + εw(ε−1x) + ũε(x) no primeiro termo da
equação acima tem-se∫

∂Bε

uε∂nu =

∫
∂Bε

u∂nu+ ε

∫
∂Bε

w(ε−1x)∂nu+ o(ε2) . (2.4.42)



19

Utilizando o teorema da divergência e considerando a regularidade eĺıptica interior
da solução u, observa-se que∫

∂Bε

u∂nu = −
∫
Bε

‖∇u‖2 −
∫
Bε

u∆u

= −
∫
Bε

‖∇u‖2 +

∫
Bε

bu

= −πε2‖∇u(x̂)‖2 + πε2bu(x̂) + o(ε2) , (2.4.43)

lembrando que a normal n aponta para o centro do furo. Por outro lado, a derivada
normal de u avaliada sobre ∂Bε pode ser expandida em série de Taylor da seguinte
forma

∂nu(x)|∂Bε = ∇u(x̂) · n− ε∇∇u(y)n · n
= ∇u(x̂) · n+O(ε) , (2.4.44)

onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Além do mais, a função w(ε−1x) dada
na forma expĺıcita por (2.3.22) pode ser avaliada na fronteira do furo ∂Bε, o que
resulta em

w(ε−1x)|∂Bε = −∇u(x̂) · n , (2.4.45)

desde que ‖x− x̂‖ = ε e x− x̂ = −εn sobre ∂Bε. Logo

ε

∫
∂Bε

w(ε−1x)∂nu = −ε
∫
∂Bε

(∇u(x̂) · n)(∇u(x̂) · n) + o(ε2)

= −ε(∇u(x̂)⊗∇u(x̂)) ·
∫
∂Bε

n⊗ n+ o(ε2)

= −πε2(∇u(x̂)⊗∇u(x̂)) · I + o(ε2)

= −πε2(∇u(x̂) · ∇u(x̂)) + o(ε2)

= −πε2‖∇u(x̂)‖2 + o(ε2) . (2.4.46)

Sendo assim, o primeiro termo da variação da energia potencial total (2.4.41) pode
ser expandido em potências de ε da seguinte forma∫

∂Bε

uε∂nu = −2πε2‖∇u(x̂)‖2 + πε2bu(x̂) + o(ε2) . (2.4.47)

O resultado acima juntamente com a expansão (2.4.41) conduz a

JΩε(uε)− JΩ(u) = −πε2
(
‖∇u(x̂)‖2 − bu(x̂)

)
+ o(ε2) . (2.4.48)

Agora, a fim de identificar o termo principal da expansão acima, seleciona-se

f(ε) = πε2 , (2.4.49)

que resulta na fórmula final para a derivada topológica [81, 89]

T (x̂) = −‖∇u(x̂)‖2 + bu(x̂) . (2.4.50)

Isto conduz à expansão assintótica topológica do funcional de forma energia, ou seja

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− πε2(‖∇u(x̂)‖2 − bu(x̂)) + o(ε2) . (2.4.51)

A justificativa matemática completa para a expansão acima pode ser vista em deta-
lhes no Caṕıtulo 7, bem como no livro de Novotny & Sokolowski 2013 [84], Caṕıtulo
10.
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2.4.2 Condição de Dirichlet

Tomando β = 1 em (2.1.7), tem-se condição de Dirichlet homogênea sobre ∂Bε, ou
seja uε|∂Bε = 0 ⇒ ∂τuε|∂Bε = 0. Entretanto, a variação da energia potencial total
dada pela eq. (2.4.40) reduz para

JΩε(uε)− JΩ(u) = −1

2

∫
∂Bε

u∂nuε +
1

2
πε2bu(x̂) + o(ε2) . (2.4.52)

Introduzindo o ansätz uε(x) = u(x) + vε(x) + εwε(ε
−1x) + ũε(x) no primeiro termo

da equação acima tem-se∫
∂Bε

u∂nuε =

∫
∂Bε

u∂nu+

∫
∂Bε

u∂nvε + ε

∫
∂Bε

u∂nwε(ε
−1x) + o(ε2) , (2.4.53)

onde, como visto anteriormente, o primeiro termo da equação anterior pode ser
expandido em potência de ε da seguinte forma∫

∂Bε

u∂nu = −πε2‖∇u(x̂)‖2 + πε2bu(x̂) + o(ε2) . (2.4.54)

Além do mais, a função u avaliada sobre ∂Bε pode ser expandida em série de Taylor
da seguinte forma

u(x)|∂Bε = u(x̂)− ε∇u(x̂) · n+ ε2∇∇u(y)n · n
= u(x̂)− ε∇u(x̂) · n+O(ε2) , (2.4.55)

onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Por outro lado, a derivada normal da
função vε, dada pela eq. (2.3.30), avaliada sobre ∂Bε pode ser escrita como

∂vε(x)|∂Bε = α(ε)u(x̂)

(
1

2πε
−∇g(x̂) · n+ ε∇∇g(z)n · n

)
= α(ε)u(x̂)

(
1

2πε
−∇g(x̂) · n

)
+ o(ε) , (2.4.56)

em que z é um ponto intermediário entre x e x̂. Finalmente, a derivada normal da
função wε(ε

−1x), dada pela eq. (2.3.34), avaliada sobre ∂Bε, pode ser escrita como

∂wε(ε
−1x)|∂Bε =

1

ε
(∇u(x̂)− α(ε)u(x̂)∇g(x̂)) · n . (2.4.57)

Levando em conta todos esses elementos, observa-se que∫
∂Bε

u∂nvε = α(ε)u(x̂)

∫
∂Bε

(u(x̂)− ε∇u(x̂) · n)

(
1

2πε
−∇g(x̂) · n

)
+ o(ε2) ,

(2.4.58)
onde, calculando cada uma das integrais acima, tem-se

1

2πε

∫
∂Bε

u(x̂) = u(x̂) , (2.4.59)

1

2π

∫
∂Bε

∇u(x̂) · n = 0 , (2.4.60)

u(x̂)

∫
∂Bε

∇g(x̂) · n = 0 , (2.4.61)
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ε

∫
∂Bε

(∇u(x̂) · n)(∇g(x̂) · n) = O(ε2) . (2.4.62)

O que resulta em ∫
∂Bε

u∂nvε = α(ε)u(x̂)2 + o(ε2) , (2.4.63)

pois α(ε)O(ε2) = o(ε2). Do mesmo modo,

ε

∫
∂Bε

u∂nwε(ε
−1x) =

∫
∂Bε

(u(x̂)−ε∇u(x̂) ·n) (∇u(x̂)− α(ε)u(x̂)∇g(x̂)) ·n+o(ε2) ,

(2.4.64)
onde, calculando novamente cada uma das integrais acima, obtém-se

u(x̂)

∫
∂Bε

∇u(x̂) · n = 0 , (2.4.65)

ε

∫
∂Bε

(∇u(x̂) · n) (∇u(x̂) · n) = πε2‖∇u(x̂)‖2 , (2.4.66)

α(ε)u(x̂)2

∫
∂Bε

∇g(x̂) · n = 0 , (2.4.67)

εα(ε)u(x̂)

∫
∂Bε

(∇u(x̂) · n)(∇u(x̂) · n) = o(ε2) , (2.4.68)

lembrando que ε2α(ε) = o(ε2). Sendo assim,

ε

∫
∂Bε

u∂nwε(ε
−1x) = −πε2‖∇u(x̂)‖2 + o(ε2) . (2.4.69)

Coletando-se os principais resultados ora apresentados tem-se que o primeiro termo
da variação da energia potencial total (2.4.52) pode ser expandido em potências de
ε da seguinte forma∫

∂Bε

u∂nuε = α(ε)u(x̂)2 − 2πε2‖∇u(x̂)‖2 + πε2bu(x̂) + o(ε2) . (2.4.70)

Portanto, o resultado acima juntamente com a expansão (2.4.52) resulta em

JΩε(uε)− JΩ(u) = − π

log ε+ 2πg(x̂)
u(x̂)2 + πε2‖∇u(x̂)‖2 + o(ε2)

= − π

log ε+ 2πg(x̂)
u(x̂)2 +O(ε2) . (2.4.71)

Agora, objetivando identificar o termo principal da expansão acima, toma-se

f(ε) = − π

log ε+ 2πg(x̂)
, (2.4.72)

que conduz à fórmula final para a derivada topológica, ou seja [20, 81]

T (x̂) = u(x̂)2 . (2.4.73)

Finalmente a expansão assintótica topológica do funcional de forma energia pode
ser escrita como

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− π

log ε+ 2πg(x̂)
u(x̂)2 +O(ε2) . (2.4.74)

A justificativa completa para a expansão acima é dada no livro de Novotny &
Sokolowski 2013 [84], Caṕıtulo 10.
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Observação 2.1. É importante notar que a técnica do domı́nio truncado, am-
plamente utilizada na literatura, introduz um parâmetro artificial R na expansão
assintótica topológica que não pode ser explicitamente avaliado. Assim, a simpli-
ficação f(ε) ≈ −π/ log ε é frequentemente adotada, conduzindo à seguinte expansão
(veja, por exemplo, [36])

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− π

log ε
u(x̂)2 + o(

−1

log ε
) , (2.4.75)

que introduz uma discrepância na expansão assintótica topológica.

Indo além na expansão e considerando um termo a mais, a expansão assintótica
topológica resulta em

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + f(ε)T (x̂) + f2(ε)T 2(x̂) + o(f2(ε)) , (2.4.76)

em que f2(ε) é a função correção de segunda ordem positiva que decresce monoto-
nicamente tal que f2(ε)→ 0 com ε→ 0. Ademais,

lim
ε→0

f2(ε)

f(ε)
= 0 . (2.4.77)

Logo T e T 2 são as derivadas topológicas de primeira e segunda ordens de ψ,
respectivamente. Agora, dividindo (2.4.76) por f2(ε) e realizando a passagem ao
limite ε → 0, tem-se que a derivada topológica de segunda ordem é definida da
seguinte forma

T 2(x̂) := lim
ε→0

ψ(χε(x̂))− ψ(χ)− f(ε)T (x̂)

f2(ε)
. (2.4.78)

Assim, é posśıvel avaliar a derivada topológica de segunda ordem do funcional de
forma energia a partir da expansão obtida. Mais precisamente, tendo em vista
(2.4.71), combinado com (2.4.72) e (2.4.73), tem-se

ψ(χε(x̂))− ψ(χ)− f(ε)T (x̂) = πε2‖∇u(x̂)‖2 + o(ε2) . (2.4.79)

Portanto, a fim de identificar o termo principal da expansão acima, seleciona-se

f2(ε) = πε2 , (2.4.80)

que conduz à fórmula final da derivada topológica de segunda ordem [26]

T 2(x̂) = ‖∇u(x̂)‖2 . (2.4.81)

Finalmente, a expansão assintótica topológica do funcional de forma energia resulta
em

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− π

log ε+ 2πg(x̂)
u(x̂)2 + πε2‖∇u(x̂)‖2 + o(ε2) . (2.4.82)

A justificativa matemática completa para a expansão acima pode ser conferida
detalhadamente no livro de Novotny & Sokolowski 2013 [84], Caṕıtulo 10.



23

Figura 2.2: Sistema polar de coordenadas (r, θ) centrado no ponto x̂ ∈ Ω.

2.5 Exemplos com Forma Expĺıcita para a Deri-
vada Topológica

Agora, por meio de alguns exemplos, será verificada a precisão da expansão as-
sintótica topológica obtida. Para tanto, é calculada uma aproximação para o fun-
cional de forma energia tendo em conta as expansões dadas por (2.4.51), (2.4.74)
e também por (2.4.82). Assim, considerando o problema de Laplace definido no
domı́nio Ωε = Ω \Bε, onde Ω = Bρ, com ε < ρ. Em particular,

Bρ =
{
x ∈ R2 : ‖x‖ < ρ

}
e Bε =

{
x ∈ R2 : ‖x‖ < ε

}
. (2.5.83)

Seja também um sistema polar de coordenadas (r, θ) como mostrado na fig. 2.2.

2.5.1 Exemplo A: Caso de Neumann

Tomando b = 0 e ∂nuε = cos θ sobre ∂Bρ, a formulação do problema associado ao
domı́nio perturbado Ωε pode ser escrita como:

Encontre uε, tal que
∆uε = 0 em Bρ \Bε ,
∂nuε = cos θ sobre ∂Bρ ,
∂nuε = 0 sobre ∂Bε .

(2.5.84)

A solução anaĺıtica, salvo uma constante aditiva arbitrária, é dada por

uε(r, θ) =
ρ2

r

(
r2 + ε2

ρ2 − ε2

)
cos θ . (2.5.85)

Assim, o funcional de forma pode ser escrito como

ψ(χε) = −πρ
2

2

(
ρ2 + ε2

ρ2 − ε2

)
, (2.5.86)

que pode ser expandido em potências de ε, ou seja

ψ(χε) = −1

2
πρ2 − πε2 +O(ε4) . (2.5.87)

Por outro lado, de acordo com (2.4.51) e considerando que u(r, θ) = r cos θ, a
expansão assintótica topológica é dada por

ψ(χε) = ψ(χ)− πε2‖∇u‖2 + o(ε2)

= −1

2
πρ2 − πε2 + o(ε2) , (2.5.88)
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Figura 2.3: Expansão assintótica topológica avaliada explicitamente no anel: caso
de Neumann.

que corrobora com a expansão acima em potências de ε, desde que ‖∇u‖2 = 1. Em
particular, tomando ρ = 1, a expansão assintótica topológica é dada por

ψ(χε) ≈ −
π

2
− πε2 . (2.5.89)

Estes resultados são comparados no gráfico da fig. 2.3, onde observa-se que a
aproximação (2.5.89) é bastante precisa para valores pequenos de ε, com os valores
exatos dados por (2.5.86).

2.5.2 Exemplo B: Caso de Dirichlet

Agora, considerando b = 0 e uε = a + cos θ sobre ∂Bρ, a formulação do problema
associado ao domı́nio perturbado Ωε pode ser escrita como:

Encontre uε, tal que
∆uε = 0 em Bρ \Bε ,
uε = a+ cos θ sobre ∂Bρ ,
uε = 0 sobre ∂Bε ,

(2.5.90)

cuja solução anaĺıtica é dada por

uε(r, θ) = a
log(r/ε)

log(ρ/ε)
+
ρ

r

(
r2 − ε2

ρ2 − ε2

)
cos θ . (2.5.91)

Assim, o funcional de forma resulta em

ψ(χε) =
π

log(ρ/ε)
a2 +

π

2

ρ2 + ε2

ρ2 − ε2
. (2.5.92)
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que pode ser expandido em potências de ε, tal que

ψ(χε) =
π

2
+

π

log(ρ/ε)
a2 + πε2 1

ρ2
+O(ε4) . (2.5.93)

Tendo em conta a fórmula final para a expansão assintótica topológica dada por
(2.4.74) e considerando que u(r, θ) = a+ (r/ρ) cos θ, tem-se

ψ(χε) = ψ(χ)− π

log ε+ 2πg
u2 + πε2‖∇u‖2 + o(ε2)

=
π

2
+

π

log(ρ/ε)
a2 + πε2 1

ρ2
+ o(ε2) , (2.5.94)

que corrobora com a expansão em potências de ε acima, desde que ‖∇u‖2 = 1/ρ2,
onde g é a solução de (2.3.29), ou seja{

∆g = 0 em Bρ
g = − 1

2π log ρ sobre ∂Bρ
⇒ g(x̂) = − 1

2π
log ρ . (2.5.95)

Escolhendo ρ = a = 1, é posśıvel calcular a aproximação do funcional de forma
energia tendo em conta somente a derivada topológica de primeira ordem, de fato

ψ(χε) ≈
π

2
− π

log ε
. (2.5.96)

Em seguida, levando em conta a aproximação considerando as derivadas topológicas
de primeira e segunda ordens, tem-se

ψ(χε) ≈
π

2
− π

log ε
+ πε2 . (2.5.97)

Estes resultados são comparados no gráfico da fig. 2.4, onde se observa que a
aproximação (2.5.96) conduz a bons resultados em comparação com (2.5.92) para
pequenos valores de ε. Ademais, nota-se que a derivada topológica de segunda
ordem é um importante fator de correção, pois a expansão (2.5.97) continua a ser
bastante precisa, mesmo para valores grandes de ε.

2.6 Comentários Adicionais e Resumo dos Resul-
tados

Neste caṕıtulo foi calculada a derivada topológica do funcional de forma energia as-
sociada à equação de Poisson em domı́nios bidimensionais, tendo em conta condições
homogêneas de Neumann ou Dirichlet sobre a fronteira do furo.

Ademais, é posśıvel também considerar uma condição de Robin sobre a fronteira
do furo. Para isso, é necessário tomar β = 0 e adicionar um termo a mais para a
energia potencial total (2.1.4), ou seja

1

2

∫
∂Bε

u2
ε , (2.6.98)

que conduz à seguinte condição sobre a fronteira do furo

uε + ∂nuε = 0 sobre ∂Bε . (2.6.99)
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Figura 2.4: Expansão assintótica topológica avaliada explicitamente no anel: caso
de Dirichlet.

A solução para o problema de valor de contorno resultante possui a seguinte ex-
pansão

uε(x) = u(x) +O(ε)

= u(x̂) +O(ε) . (2.6.100)

Portanto a variação do funcional de forma energia, tendo em conta o termo associado
à condição de Robin na fronteira do furo (2.6.98), pode ser escrita como

JΩε(uε)− JΩ(u) =
1

2

∫
∂Bε

u2
ε +O(ε2) . (2.6.101)

Considerando a expansão (2.6.100) na equação acima e após avaliar explicitamente
a integral sobre a fronteira do furo ∂Bε, obtém-se

JΩε(uε)− JΩ(u) = πε u(x̂)2 +O(ε2) . (2.6.102)

Agora, objetivando identificar o termo principal da expansão acima, seleciona-se

f(ε) = πε , (2.6.103)

que conduz à fórmula final da derivada topológica, ou seja [81]

T (x̂) = u(x̂)2 . (2.6.104)

Finalmente, a expansão assintótica topológica do funcional de forma energia é dada
por

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + πε u(x̂)2 + o(ε) . (2.6.105)

Resumindo, os resultados para as derivadas topológicas obtidas neste caṕıtulo
são reportados na Tabela 2.1. Recordando que u é a solução para (2.1.3) e g é a
solução para (2.3.29), ambas definidas no domı́nio não perturbado Ω.
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Tabela 2.1: Derivadas Topológicas da energia potencial total associada à equação
de Poisson em duas dimensões, levando em conta condições de contorno homogênea
de Neumann, Dirichlet ou Robin na fronteira do furo.

condição de contorno sobre ∂Bε f(ε) T (x̂)

Neumann πε2 −‖∇u(x̂)‖2 + bu(x̂)

Dirichlet − π

log ε+ 2πg(x̂)
u(x̂)2

Robin πε u(x̂)2

2.7 Exerćıcios

1. A partir de (2.1.4) obtenha (2.1.5) e (2.1.7).

2. Usando separação de variáveis encontre as soluções expĺıcitas para os proble-
mas de valor de contorno (2.3.21) e (2.3.33).

3. Considere o problema definido em um anel de raio interno ε e raio externo
unitário apresentado na Seção 2.5. Tendo em conta o seguinte funcional de
forma

ψ(χε) =
1

2

∫
Ωε

‖∇uε‖2 +
1

2

∫
∂Bε

u2
ε ,

onde uε é solução para:
Encontre uε, tal que

∆uε = 0 em B1 \Bε ,
uε = a+ cos θ sobre ∂B1 ,

uε + ∂nuε = 0 sobre ∂Bε .

Desenvolva ψ(χε) em potências de ε ao redor da origem para obter

ψ(χε) =
π

2
+ πε a2 + o(ε2) ,

e compare com a expansão assintótica topológica (2.6.105).
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Caṕıtulo 3

Perturbação Configuracional

Neste caṕıtulo será calculada a derivada topológica da energia potencial total asso-
ciada ao problema de elasticidade linear bidimensional em estado plano de tensões
e deformações, considerando como perturbação topológica a nucleação de uma pe-
quena inclusão, representada por Bε ⊂ Ω. Esse problema pode ser visto em maiores
detalhes no livro de Novotny & Soko lowski, 2013 [84]. No caso, o domı́nio pertur-
bado é obtido quando um furo circular Bε(x̂) é introduzido no interior de Ω ⊂ R2,
onde Bε(x̂) b Ω denota uma bola de raio ε e centro em x̂ ∈ Ω. Em seguida, o
furo produzido por Bε(x̂) é preenchido por uma inclusão com propriedade material
diferente do meio ocupado pelo domı́nio não perturbado Ω, como mostrado na fig.
3.1. As propriedades materiais são caracterizadas por uma função constante por
partes γε definida como

γε = γε(x) :=

{
1 se x ∈ Ω \Bε
γ se x ∈ Bε

, (3.0.1)

onde 0 < γ <∞ é o contraste nas propriedades materiais.

Figura 3.1: domı́nio topologicamente perturbado pela nucleação de uma pequena
inclusão circular.

3.1 Formulação do Problema

O funcional de forma associado ao domı́nio não perturbado aqui considerado é
definido como

ψ(χ) := JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

σ(u) · ∇us −
∫

ΓN

q · u , (3.1.2)

29
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Figura 3.2: Problema de Navier definido no domı́nio não perturbado.

onde a função vetorial u é a solução para o problema variacional:
Encontre u ∈ U , tal que∫

Ω

σ(u) · ∇ηs =

∫
ΓN

q · η ∀η ∈ V ,

com σ(u) = C∇us .

(3.1.3)

Na equação acima, C é o tensor constitutivo dado por

C = 2µ I + λ I⊗ I , (3.1.4)

em que I e I são os tensores identidade de segunda e quarta ordens, respectivamente,
µ e λ são os coeficientes de Lamé, ambos considerados constantes em todo o domı́nio.
Em particular, no caso do estado plano de tensões tem-se

µ =
E

2(1 + ν)
e λ =

νE

1− ν2
, (3.1.5)

enquanto que no caso do estado plano de deformações

µ =
E

2(1 + ν)
e λ =

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
, (3.1.6)

onde E é o módulo de elasticidade de Young e ν o coeficiente de Poisson. O conjunto
U e o espaço V são respectivamente definidos como

U := {ϕ ∈ H1(Ω;R2) : ϕ|ΓD = u} , (3.1.7)

V := {ϕ ∈ H1(Ω;R2) : ϕ|ΓD = 0} . (3.1.8)

Ademais, ∂Ω = ΓD∪ΓN com ΓD∩ΓN = ∅, onde ΓD e ΓN são fronteiras de Dirichlet
e Neumann, respectivamente. Assim u é um dado de Dirichlet sobre ΓD e q é um
dado de Neumann sobre ΓN , ambos assumidos como sendo suficientemente regula-
res. Veja detalhes na fig. 3.2. O sistema forte associado ao problema variacional
(3.1.3) é enunciado como:

Encontre u, tal que
divσ(u) = 0 em Ω ,

σ(u) = C∇us
u = u sobre ΓD ,

σ(u)n = q sobre ΓN .

(3.1.9)
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Figura 3.3: Problema de Navier definido no domı́nio perturbado.

Desde que o módulo de Young E e o coeficiente de Poisson ν são constantes, o
problema de valor de contorno acima se reduz ao bem conhecido sistema de Navier,
a saber

− µ∆u− (λ+ µ)∇(divu) = 0 em Ω . (3.1.10)

Agora, tem-se o mesmo problema no domı́nio perturbado, em que o funcional
de forma pode ser escrito como

ψ(χε) := Jχε(uε) =
1

2

∫
Ω

σε(uε) · ∇usε −
∫

ΓN

q · uε , (3.1.11)

onde a função vetorial uε resolve o problema variacional:
Encontre uε ∈ Uε, tal que∫

Ω

σε(uε) · ∇ηs =

∫
ΓN

q · η ∀η ∈ Vε ,

com σε(uε) = γεC∇usε ,

(3.1.12)

sendo γε dado por (3.0.1). O conjunto Uε e o espaço Vε são definidos como

Uε := {ϕ ∈ U : JϕK = 0 sobre ∂Bε} , (3.1.13)

Vε := {ϕ ∈ V : JϕK = 0 sobre ∂Bε} , (3.1.14)

onde o operador JϕK é usado para denotar o salto da função ϕ na fronteira da
inclusão ∂Bε, a saber JϕK := ϕ|Ω\Bε

− ϕ|Bε sobre ∂Bε. Veja detalhes na fig. 3.3. O

sistema forte associado ao problema variacional (3.1.12) pode ser escrito como:

Encontre uε, tal que
divσε(uε) = 0 em Ω ,

σε(uε) = γεC∇usε
uε = u sobre ΓD ,

σ(uε)n = q sobre ΓN ,
JuεK

Jσε(uε)Kn
=
=

0
0

}
sobre ∂Bε .

(3.1.15)

A condição de transmissão no contorno da inclusão ∂Bε resulta da formulação
variacional (3.1.12).
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Lema 3.1. Sejam u e uε soluções dos problemas original e perturbado dados res-
pectivamente por (3.1.3) e (3.1.12). Então tem-se que a seguinte estimativa é válida

‖uε − u‖H1(Ω;R2) ≤ Cε , (3.1.16)

onde C é uma constante independente do parâmetro de controle ε.

Demonstração. Da definição do contraste γε dada por (3.0.1), tem-se que a equação
(3.1.3) pode ser reescrita como∫

Ω\Bε
σ(u) · ∇ηs +

∫
Bε

σ(u) · ∇ηs ±
∫
Bε

γσ(u) · ∇ηs =

∫
ΓN

q · η , (3.1.17)

ou ainda

u ∈ U :

∫
Ω

σε(u) · ∇ηs + (1− γ)

∫
Bε

σ(u) · ∇ηs =

∫
ΓN

q · η ∀η ∈ V . (3.1.18)

Tomando η = uε − u como função teste na equação acima e em (3.1.12), obtém-se
respectivamente∫

Ω

σε(u) · ∇(uε − u)s =

∫
ΓN

q · (uε − u)

− (1− γ)

∫
Bε

σ(u) · ∇(uε − u)s , (3.1.19)∫
Ω

σε(uε) · ∇(uε − u)s =

∫
ΓN

q · (uε − u) . (3.1.20)

Subtraindo a primeira equação da segunda tem-se a seguinte igualdade∫
Ω

σε(uε − u) · ∇(uε − u)s = (1− γ)

∫
Bε

σ(u) · ∇(uε − u)s . (3.1.21)

A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz obtém-se∫
Ω

σε(uε − u) · ∇(uε − u)s ≤ C1‖σ(u)‖L2(Bε;R2)‖∇(uε − u)s‖L2(Bε;R2)

≤ C2ε‖uε − u‖H1(Ω;R2) , (3.1.22)

onde é usada a regularidade eĺıptica interior da função u. Finalmente, a partir da
coercividade da forma bilinear no lado esquerdo da inequação anterior, a saber,

c‖uε − u‖2H1(Ω;R2) ≤
∫

Ω

σε(uε − u) · ∇(uε − u)s , (3.1.23)

obtém-se
‖uε − u‖2H1(Ω;R2) ≤ Cε‖uε − u‖H1(Ω;R2) , (3.1.24)

o que conduz ao resultado, com C = C2/c.

3.2 Cálculo da Variação da Energia

A partir de um simples algebrismo é posśıvel obter a variação da energia potencial
total em termos de uma integral concentrada na bola Bε. De fato, tomando-se
η = uε − u como função teste em (3.1.3), tem-se a seguinte igualdade∫

Ω

σ(u) · ∇(uε − u)s =

∫
ΓN

q · (uε − u) , (3.2.25)
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que pode ser reescrita da seguinte forma

1

2

∫
Ω

σ(u) · ∇us =
1

2

∫
Ω

σ(u) · ∇usε −
1

2

∫
ΓN

q · (uε − u) . (3.2.26)

Sendo assim, a energia potencial total JΩ(u) resulta em

JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

σ(uε) · ∇us −
1

2

∫
ΓN

q · (uε + u) , (3.2.27)

onde foi utilizada a simetria da forma bilinear. Do mesmo modo, tomando η = uε−u
como função teste em (3.1.12), obtém-se a igualdade∫

Ω

σε(uε) · ∇(uε − u)s =

∫
ΓN

q · (uε − u) , (3.2.28)

que pode ser reescrita da seguinte maneira

1

2

∫
Ω

σε(uε) · ∇usε =
1

2

∫
Ω

σε(uε) · ∇us +
1

2

∫
ΓN

q · (uε − u) . (3.2.29)

Logo, a energia potencial total Jχε(uε) resulta em

Jχε(uε) =
1

2

∫
Ω

σε(uε) · ∇us −
1

2

∫
ΓN

q · (uε + u) . (3.2.30)

Assim, a variação da energia potencial total é dada por

Jχε(uε)− JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

σε(uε) · ∇us −
1

2

∫
Ω

σ(uε) · ∇us . (3.2.31)

Da definição do contraste γε em (3.0.1) observa-se que

Jχε(uε)− JΩ(u) =
1

2

∫
Ω\Bε

σ(uε) · ∇us +
1

2

∫
Bε

γσ(uε) · ∇us

− 1

2

∫
Ω\Bε

σ(uε) · ∇us −
1

2

∫
Bε

σ(uε) · ∇us . (3.2.32)

Deste modo, tem-se que a variação da energia potencial total pode, de fato, ser
escrita na forma de uma integral concentrada na bola Bε, ou seja

Jχε(uε)− JΩ(u) = −1− γ
2

∫
Bε

σ(uε) · ∇us

= −1− γ
2γ

∫
Bε

σε(uε) · ∇us . (3.2.33)

3.3 Análise Assintótica da Solução

A variação da energia potencial total é dada exclusivemente em termos de uma
integral concentrada na bola Bε. Dessa forma, para obter a expansão assintótica
topológica dada por (1.1.2), basta conhecer o comportamento assintótico da solução
uε em relação a ε na vizinhança da bola Bε. Em particular, conhecendo-se expli-
citamente esse comportamento, pode-se identificar a função f(ε), o que permite
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calcular o limite ε → 0 em (1.1.4) para obter a fórmula final para a derivada to-
pológica T do funcional de forma ψ. Com efeito, é necessário realizar a análise
assintótica de uε com relação a ε. Nesta seção obtém-se a expansão assintótica da
solução uε associada à condição de transmissão na inclusão. Assim, iniciando-se
pela proposição de um ansätz para uε da forma [55]

uε(x) = u(x) + wε(x) + ũε(x) . (3.3.34)

Aplicando o operador σε tem-se

σε(uε(x)) = σε(u(x)) + σε(wε(x)) + σε(ũε(x))

= σε(u(x̂)) + γε∇σ(u(y))(x− x̂) + σε(wε(x)) + σε(ũε(x)), (3.3.35)

onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. No contorno da inclusão ∂Bε tem-se

Jσε(uε)Kn = 0 ⇒ (σ(uε)|Ω\Bε
− γσ(uε)|Bε )n = 0 , (3.3.36)

com σε(ϕ) = γεC∇ϕs e σ(ϕ) = C∇ϕs. A expansão acima, avaliada sobre ∂Bε,
conduz a

(1− γ)σ(u(x̂))n− ε(1− γ)(∇σ(u(y))n)n+

Jσε(wε(x))Kn+ Jσε(ũε(x))Kn = 0 . (3.3.37)

Assim, pode-se escolher σε(wε) da seguinte forma

Jσε(wε(x))Kn = −(1− γ)σ(u(x̂))n em ∂Bε . (3.3.38)

Agora, o seguinte problema exterior é formalmente obtido com ε→ 0:
Encontre σε(wε), tal que
divσε(wε) = 0 em R2 ,

σε(wε) → 0 no ∞ ,
Jσε(wε)Kn = û sobre ∂Bε ,

(3.3.39)

onde û = −(1 − γ)σ(u(x̂))n. O problema de valor de contorno acima admite uma
solução expĺıcita (veja, por exemplo, o livro de Little 1973 [62]), o qual pode ser
escrito no sistema de coordenadas polares (r, θ) centrado no ponto x̂ (veja fig. 3.4)
como:

• Para r ≥ ε (fora da inclusão)

σrrε (wε(r, θ)) = −ϕ1

(
1−γ

1+γα
ε2

r2

)
−ϕ2

(
4 1−γ

1+γβ
ε2

r2 + 3 1−γ
1+γβ

ε4

r4

)
cos 2θ , (3.3.40)

σθθε (wε(r, θ)) = ϕ1

(
1−γ

1+γα
ε2

r2

)
− ϕ2

(
3 1−γ

1+γβ
ε4

r4

)
cos 2θ , (3.3.41)

σrθε (wε(r, θ)) = −ϕ2

(
2 1−γ

1+γβ
ε2

r2 − 3 1−γ
1+γβ

ε4

r4

)
sin 2θ . (3.3.42)

• Para 0 < r < ε (no interior da inclusão)

σrrε (wε(r, θ)) = ϕ1

(
γα 1−γ

1+γα

)
+ ϕ2

(
γβ 1−γ

1+γβ

)
cos 2θ , (3.3.43)

σθθε (wε(r, θ)) = ϕ1

(
γα 1−γ

1+γα

)
− ϕ2

(
γβ 1−γ

1+γβ

)
cos 2θ , (3.3.44)

σrθε (wε(r, θ)) = −ϕ2

(
γβ 1−γ

1+γβ

)
sin 2θ . (3.3.45)
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Alguns termos nas fórmulas acima requerem explicação mais detalhada. Os coefi-
cientes ϕ1 e ϕ2 são dados por

ϕ1 =
1

2
(σ1(u(x̂)) + σ2(u(x̂))) , ϕ2 =

1

2
(σ1(u(x̂))− σ2(u(x̂))) , (3.3.46)

em que σ1(u(x̂)) e σ2(u(x̂)) são os autovalores do tensor σ(u(x̂)), que podem ser
expressos como

σ1,2(u(x̂)) =
1

2

(
trσ(u(x̂))±

√
2σD(u(x̂)) · σD(u(x̂))

)
, (3.3.47)

com σD(u(x̂)) usado para denotar a parte desviadora do tensor tensão σ(u(x̂)), ou
seja

σD(u(x̂)) = σ(u(x̂))− 1

2
trσ(u(x̂))I . (3.3.48)

Ademais, as constantes α e β são dadas por

α =
µ+ λ

µ
e β =

3µ+ λ

µ+ λ
. (3.3.49)

Finalmente, σrrε (uε), σ
θθ
ε (uε) e σrθε (uε) são componentes do tensor σε(uε) no sistema

de coordenadas polares, ou seja σrrε (uε) = er · σε(uε)er, σθθε (uε) = eθ · σε(uε)eθ e
σrθε (uε) = σθrε (uε) = er · σε(uε)eθ, com er e eθ usados para denotar a base canônica
associada ao sistema de coordenadas polares (r, θ), tal que, ||er|| = ||eθ|| = 1 e
er · eθ = 0. Veja fig. 3.4. Ver também Apêndice B.

Observação 3.1 (Teorema de Eshelby). Segundo (3.3.43), (3.3.44) e (3.3.45),
observa-se que o campo de tensão associado à solução do problema exterior (3.3.39)
é uniforme no interior da inclusão Bε(x̂). Isto significa que a tensão (ou de-
formação) atuando na inclusão imersa em todo o espaço bidimensional R2 pode
ser escrita de forma compacta como

σε(wε)|Bε(x̂)
= Tγσ(u(x̂)) , (3.3.50)

onde Tγ é um tensor uniforme (constante) de quarta ordem dado por

Tγ =
1

2

γ(1− γ)

1 + γβ

(
2βI +

α− β
1 + γα

I⊗ I

)
. (3.3.51)

Tal resultado, proveniente do famoso problema de Eshelby formulado em 1957 [23] e
1959 [24], representa um dos maiores avanços do século XX na teoria da mecânica
do cont́ınuo [50] e desempenha papel central na teoria da elasticidade no que tange
à determinação das propriedades elásticas efetivas de materiais com múltiplas he-
terogeneidades. Para mais detalhes veja por exemplo o livro de Mura 1987 [71].
O problema de Eshelby, também referido como teorema de Eshelby, é relacionado
com o tensor de Polarização na análise assintótica da energia de deformação com
relação a perturbações configuracionais (nucleação de inclusões) no domı́nio [73].
De fato, o tensor Tγ representa a contribuição de um termo para o tensor de Po-
larização proveniente da solução do problema exterior (3.3.39). Na próxima seção
o teorema de Eshelby será aplicado na derivação do tensor de polarização e, conse-
quentemente, no cálculo da derivada topológica. Acerca das aplicações do teorema
de Eshelby para problemas inversos em elasticidade, veja [59, 74].
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Figura 3.4: Sistema de coordenadas polares (r, θ) centrado no ponto x̂ ∈ Ω.

Agora pode-se construir σε(ũε) de tal forma que ficam compensadas as dis-
crepâncias introduzidas por termos de ordem superior em ε, bem como pela camada
limite wε na fronteira exterior ∂Ω. Isto significa que o reśıduo ũε deve ser solução
para o seguinte problema de valor de contorno:

Encontre ũε, tal que
divσε(ũε) = 0 em Ω ,

σε(ũε) = γεC∇ũsε
ũε = −wε sobre ΓD ,

σ(ũε)n = −σ(wε)n sobre ΓN ,
JũεK

Jσε(ũε)Kn
=
=

0
εh

}
sobre ∂Bε ,

(3.3.52)

com h = (1 − γ)(∇σ(u(y))n)n. Considerando o problema acima, pode-se demons-
trar que o reśıduo possui uma estimativa na forma ‖ũε‖H1(Ω;R2) = O(ε2), como
descrito em [55, 69], por exemplo. De fato, antes de continuar, enuncia-se o se-
guinte importante resultado:

Lema 3.2. Seja ũε solução de (3.3.52) ou equivalentemente solução do seguinte
problema variacional:

Encontre ũε ∈ Ũε, tal que∫
Ω

σε(ũε) · ∇ηs = ε2

∫
ΓN

σ(g)n · η + ε

∫
∂Bε

h · η ∀η ∈ Ṽε ,

com σε(ũε) = γεC∇ũsε ,

(3.3.53)

onde o conjunto Ũε e o espaço Ṽε são definidos como

Ũε := {ϕ ∈ H1(Ω;R2) : JϕK = 0 sobre ∂Bε, ϕ|ΓD = ε2g} ,

Ṽε := {ϕ ∈ H1(Ω;R2) : JϕK = 0 sobre ∂Bε, ϕ|ΓD = 0} ,

com as funções g = −ε−2wε|∂Ω
e h = (1 − γ)(∇σ(u(y))n)n independentes do

parâmetro pequeno ε. Então tem-se uma estimativa na forma ‖ũε‖H1(Ω;R2) = O(ε2)
para o reśıduo.

Demonstração. Tomando η = ũε−ϕε em (3.3.53), onde ϕε é uma translação (lifting)
do dado de Dirichlet ε2g sobre ΓD, tem-se∫

Ω

σε(ũε) · ∇ũsε = ε2

∫
ΓN

σ(g)n · ũε + ε2

∫
ΓD

g · σ(ũε)n+ ε

∫
∂Bε

h · ũε . (3.3.54)
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A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz obtém-se∫
Ω

σε(ũε) · ∇ũsε ≤ ε2‖σ(g)n‖H−1/2(ΓN ;R2)‖ũε‖H1/2(ΓN ;R2)

+ ε2‖g‖H1/2(ΓD;R2)‖σ(ũε)n‖H−1/2(ΓD;R2)

+ ε‖h‖H−1/2(∂Bε;R2)‖ũε‖H1/2(∂Bε;R2) . (3.3.55)

Levando em conta o teorema do traço, tem-se∫
Ω

σε(ũε) · ∇ũsε ≤ (ε2C1 + ε‖h‖L2(Bε;R2))‖ũε‖H1(Ω;R2)

≤ ε2C2‖ũε‖H1(Ω;R2) , (3.3.56)

onde utilizou-se a regularidade eĺıptica interior da função u. Finalmente, da coerci-
vidade da forma bilinear no lado esquerdo de (3.3.53), ou seja,

c‖ũε‖2H1(Ω;R2) ≤
∫

Ω

σε(ũε) · ∇ũsε , (3.3.57)

obtém-se
‖ũε‖H1(Ω;R2) ≤ Cε2 , (3.3.58)

o que conduz ao resultado com a constante C = C2/c independente de ε.

3.4 Cálculo da Derivada Topológica

Agora, é posśıvel avaliar a integral na fórmula (3.2.33) para coletar os termos em
potências de ε e identificar a função f(ε). Com este resultado é posśıvel realizar
a passagem ao limite ε → 0 e obter a derivada topológica. De fato, a integral em
(3.2.33) pode ser avaliada do mesmo modo como mostrado no Caṕıtulo 2 usando a
expansão (3.3.34) juntamente com a solução expĺıcita para σε(wε) dada por (3.3.43),
(3.3.44) e (3.3.45). Em particular, substituindo o ansätz (3.3.34) em (3.2.33), tem-se

Jχε(uε)− JΩ(u) = −1− γ
2

∫
Bε

σ(u) · ∇us

−1− γ
2γ

∫
Bε

σε(wε) · ∇us

−1− γ
2γ

∫
Bε

σε(ũε) · ∇us , (3.4.59)

onde foi empregada a definição do contraste dada pela eq. (3.0.1) no primeiro termo
da equação acima. Assim, este termo pode ser trivialmente expandido em potências
de ε da seguinte forma (ver Exerćıcio 1, Caṕıtulo 1)∫

Bε

σ(u) · ∇us =

∫
Bε

σ(u) · ∇us ±
∫
Bε

σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s

=

∫
Bε

σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s +

∫
Bε

(σ(u) · ∇us − σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s)

= πε2σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s + E1(ε) , (3.4.60)

onde o reśıduo E1(ε) = o(ε2) é dado por

E1(ε) =

∫
Bε

(σ(u) · ∇us − σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s) . (3.4.61)
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O próximo termo pode ser calculado explicitamente utilizando as fórmulas (3.3.43),
(3.3.44) e (3.3.45) ou ainda o teorema de Eshelby apresentado na Observação 3.1.
De fato,∫

Bε

σε(wε) · ∇us =

∫
Bε

σε(wε) · ∇us ±
∫
Bε

σε(wε) · ∇u(x̂)s

=

∫
Bε

σε(wε) · ∇u(x̂)s +

∫
Bε

σε(wε) · (∇us −∇u(x̂)s)

= πε2Tγσ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s + E2(ε) , (3.4.62)

onde o tensor Tγ é dado por (3.3.51) e o reśıduo E2(ε) = o(ε2) é definido como

E2(ε) =

∫
Bε

σε(wε) · (∇us −∇u(x̂)s) . (3.4.63)

Finalmente, pode-se demonstrar que o último termo não contribui para a derivada
topológica, produzindo, no entanto, um terceiro reśıduo E3(ε) = o(ε2), dado por

E3(ε) =

∫
Bε

σε(ũε) · ∇us . (3.4.64)

Sendo assim, substituindo esses resultados em (3.4.59), obtém-se

Jχε(uε)− JΩ(u) = −πε2 1− γ
2γ

(Tγ + γI)σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s + o(ε2)

= −πε2Pγσ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s + o(ε2) , (3.4.65)

em que o tensor de polarização Pγ é dado pelo seguinte tensor isotrópico de quarta
ordem

Pγ =
1− γ

2γ
(Tγ + γI)

=
1

2

1− γ
1 + γβ

(
(1 + β)I +

1

2
(α− β)

1− γ
1 + γα

I⊗ I

)
, (3.4.66)

com os parâmetros α e β dados por (3.3.49). Agora, objetivando extrair o termo
principal da expansão acima, toma-se

f(ε) = πε2 , (3.4.67)

que conduz à fórmula final para a derivada topológica, ou seja [5, 34]

T (x̂) = −Pγσ(u(x̂)) · ∇us(x̂) . (3.4.68)

Finalmente, a expansão assintótica topológica associada à energia potencial total
toma a forma

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− πε2Pγσ(u(x̂)) · ∇us(x̂) + o(ε2) . (3.4.69)

Observação 3.2. Note que o tensor de polarização obtido é isotrópico porque trata-
se de inclusões circulares. Para o tensor de polarização associado a inclusões de
forma arbitrária o leitor pode consultar [3], por exemplo.
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Observação 3.3. Formalmente pode-se tomar os limites γ → 0 e γ → ∞. Para
γ → 0, a inclusão torna-se um vazio e a condição de transmissão na interface da
inclusão degenera para a condição de Neumann homogênea na fronteira da bola
Bε(x̂). De fato, neste caso o tensor de polarização é dado por

P0 =
1

2
(1 + β)I +

1

4
(α− β)I⊗ I

=
2µ+ λ

µ+ λ

(
I− µ− λ

4µ
I⊗ I

)
. (3.4.70)

Ademais, para γ → ∞, a inclusão elástica resulta ŕıgida e o tensor de polarização
é dado por

P∞ = −1 + β

2β
I +

α− β
4αβ

I⊗ I

= −2µ+ λ

3µ+ λ

(
I +

µ− λ
4(µ+ λ)

I⊗ I

)
. (3.4.71)

Agora, basta demonstrar que os reśıduos Ei(ε), com i = 1, 2, 3, possuem ordem
o(ε2). Considerando o primeiro reśıduo dado por (3.4.61), tem-se que∫

Bε

(g(x)− g(x̂)) ≤ ‖g(x)− g(x̂)‖L2(Bε)‖1‖L2(Bε)

≤ C1ε‖g(x)− g(x̂)‖L2(Bε) , (3.4.72)

onde utilizou-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a mudança de variável g(x) =
σ(u(x)) · ∇us(x) e g(x̂) = σ(u(x̂)) · ∇u(x̂)s. No entanto, devido à regularidade
eĺıptica interior da solução u, tem-se |g(x)− g(x̂)| ≤ C‖x − x̂‖, ∀x ∈ Bε(x̂), onde
C é a constante de Lipschitz. Então∫

Bε

(g(x)− g(x̂)) ≤ C2ε‖x− x̂‖L2(Bε;R2) . (3.4.73)

Além do mais, considerando o sistema polar de coordenadas (r, θ), tal como descrito
na fig. 3.4, tem-se que ‖x− x̂‖ = r, logo

‖x− x̂‖L2(Bε;R2) =

√∫
Bε

‖x− x̂‖2 =

√∫ 2π

0

(∫ ε

0

(r2) rdr

)
dθ ≤ C3ε

2 . (3.4.74)

Sendo assim, o primeiro reśıduo é tal que

E1(ε) ≤ Cε3 , (3.4.75)

com a constante C independente de ε. O próximo reśıduo, definido através de
(3.4.63), pode ser estimado utilizando o teorema de Eshelby descrito na Observação
3.1, ou seja∫
Bε

σε(wε) · (∇us −∇u(x̂)s) ≤ ‖Tγσ(u(x̂))‖L2(Bε;R2)‖∇us −∇u(x̂)s‖L2(Bε;R2)

≤ C1ε‖x− x̂‖L2(Bε;R2) ≤ Cε3 . (3.4.76)

Logo o segundo reśıduo possui um comportamento assintótico em relação a ε dado
por

E2(ε) ≤ Cε3 , (3.4.77)
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onde a constante C é independente de ε. Cabe esclarecer que novamente empregou-
se a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a regularidade eĺıptica interior da solução u.
Finalmente, o último reśıduo dado pela eq. (3.4.64) pode ser estimado da seguinte
maneira ∫

Bε

σε(ũε) · ∇us ≤ ‖σε(ũε)‖L2(Bε;R2)‖∇us‖L2(Bε;R2)

≤ C1ε‖σε(ũε)‖L2(Ω;R2) ≤ C1ε‖ũε‖H1(Ω;R2) , (3.4.78)

em que utilizou-se mais uma vez a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a regularidade
eĺıptica interior da solução u. Logo, utilizando o resultado do Lemma 3.2, dado por
‖ũε‖H1(Ω;R2) = O(ε2), tem-se a seguinte estimativa para o terceiro reśıduo

E3(ε) ≤ Cε3 , (3.4.79)

onde novamente C é uma constante independente de ε.

3.5 Experimento Numérico

O experimento numérico é iniciado com a descrição do modelo e cálculo da derivada
topológica associada à complacência a ser minizada com uma restrição de volume,
sendo finalmente apresentada a topologia ótima obtida. Resta claro a partir dos
experimentos numéricos que a derivada topológica reflete uma distribuição ótima
de material para o problema de otimização topológica. Assim, nas figuras 3.5, 3.6
e 3.8 são apresentadas a configuração inicial para a estrutura a ser otimizada, as
curvas de ńıvel da derivada topológica calculada em todo o domı́nio geométrico e,
finalmente, a topologia ótima dada por uma estrutura que se assemelha a uma ponte
em arco, que é bem conhecida na literatura. Mais precisamente, inicia-se propondo
o seguinte funcional de forma

ΨΩ(u) := −JΩ(u) + β |Ω| , (3.5.80)

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω e β > 0 é um multiplicador de Lagrange
fixo. Isto significa que o funcional de forma a ser minimizado corresponde à energia
de deformação elástica armazenada na estrutura com uma restrição de volume. A
derivada topológica de ΨΩ(u) é dada por

T = P0σ(u) · ∇us − β , (3.5.81)

com σ(u) = C∇us, onde foi usada a fórmula (3.4.68) com γ = 0, sendo que a deri-
vada topológica do termo β |Ω| é trivial. Ademais, o campo vetorial de deslocamento
u é calculado resolvendo o problema (3.1.3) numericamente.

Figura 3.5: Configuração inicial Ω.
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No exemplo numérico mostrado na fig. 3.5, o domı́nio inicial é representado
por um painel retangular de dimensões 180 × 60 m2, com módulo de Young E =
210 × 109N/m2 e coeficiente de Poisson ν = 1/3, fixado (engastado) na região
a = 9m e submetido a uma carga de tráfego uniformemente distribúıda q̄ = 250×103

N/m2. Esta carga é aplicada na faixa escura de altura h = 3m, que é colocada a
uma distância c = 30m a partir do topo do retângulo. A faixa escura encontra-se
simplesmente apoiada em suas extremidades e não será otimizada. O multiplicador
de Lagrange é fixado como β = 10× 106 N/m2 e o contraste γ → 0.

Figura 3.6: Derivada topológica calculada sobre a configuração inicial Ω.

A derivada topológica do funcional de forma ΨΩ(u) obtida na primeira iteração
do procedimento numérico de otimização topológica é mostrada na fig. 3.6, onde
os ńıveis de preto para branco significam do menor (negativo) para o maior (posi-
tivo) valor. Esta figura induz uma representação do domı́nio por funções level-set
para a forma ótima, como proposto em [7]. No entanto, neste trabalho é adotado
um esquema bastante simples que consiste basicamente na nucleação de pequenos
furos de acordo com os valores da derivada topológica. Em particular, a topolo-
gia é identificada pela distribuição de material elástico, enquanto que as cavidades
são mimetizadas por um material muito complacente. Além do mais, a derivada
topológica é avaliada nos pontos nodais da malha de elementos finitos. Assim,
remove-se os elementos que compartilham o nó onde a derivada topológica assume
seus valores mais negativos, como mostrado no esquema da fig. 3.7. Este procedi-
mento é repetido até que a derivada topológica se torne positiva em todo lugar. Para
um algoritmo de otimização topológica mais elaborado, o leitor poderá verificar o
artigo de Amstutz & Andrä, 2006 [7].

nó

célula

Figura 3.7: Esquema do procedimento de nucleação de furos numa malha de ele-
mentos finitos. Para maiores detalhes do procedimento numérico adotado, ver [81].
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Figura 3.8: Solução ótima obtida [47].

O resultado final obtido na fig. 3.8 consiste numa ponte em arco, estrutura bem
conhecida e aceitável do ponto de vista prático. Cabe esclarecer, no entanto, que
em geral este resultado trata-se apenas de um mı́nimo local obtido numericamente a
partir da minimização da complacência com restrição de volume. De fato, há falta de
condições de otimalidade suficientes para tais problemas de otimização topológica.
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3.6 Exerćıcios

1. A partir de (3.1.9) derive o sistema de Navier como apresentado na eq. (3.1.10).

2. A partir de (3.1.11) derive (3.1.12) e (3.1.15).

3. Usando separação de variáveis encontre a forma expĺıcita da distribuição de
tensões ao redor da inclusão, que é a solução do problema de valor de contorno
(3.3.39). Dica: consulte o livro de Little 1973 [62] e procure pelas funções de
Airy em coordenadas polares.

4. Considere a Observação 3.1 e derive uma forma fechada para o tensor isotrópico
e uniforme de quarta ordem Tγ = α1I + α2I ⊗ I, encontrando os coeficientes
constantes α1 e α2 explicitamente.
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Caṕıtulo 4

Relação entre Derivadas de
Forma e Topológica

Este caṕıtulo é dedicado a estabelecer a relação entre derivada de forma clássica e
derivada topológica. Conforme mencionado, a derivada topológica é dada pelo limite
singular da derivada de forma com relação ao parâmetro que governa a perturbação
topológica do domı́nio. Sendo assim, a derivada topológica pode ser vista como
uma generalização da ferramenta clássica da otimização de forma. Este resultado
conduz a um simples e construtivo método para o cálculo da derivada topológica,
amplamente discutido no livro de Novotny & Soko lowski, 2013 [84]. Para fixar as
ideias aqui apresentadas é proposto um exemplo no contexto da teoria de controle
ótimo (vide, a propósito [54, 56]), onde a derivada topológica é obtida para um
funcional de forma muito utilizado no referido contexto.

4.1 Método de Cálculo de Derivada Topológica

Como motivação para o método de cálculo da derivada topológica aqui proposto é
apresentado um exemplo simples associado à torção de barras prismáticas elásticas.
Sendo assim, antes de enunciar o principal resultado deste trabalho, observe o se-
guinte caso:

Exemplo 4.1. Considerando uma barra sob torção, a sua seção transversal é re-
presentada por um domı́nio aberto e limitado Ω ⊂ R2, como mostrado na fig. 4.1.
Seguindo as hipóteses simplificativas de Prandtl, a energia de dissipação comple-
mentar é dada por

ψ(χ) =
1

2

∫
Ω

‖∇u‖2 −
∫

Ω

bu , (4.1.1)

onde o campo escalar u é solução do seguinte problema de valor de contorno Encontre u, tal que
−∆u = b em Ω ,

u = 0 sobre ∂Ω ,
(4.1.2)

com a constante b usada para denotar uma torção ŕıgida da secção transversal da
barra. A derivada de forma de ψ(χ) é dada por [94]

dψ(χ;V) =
1

2

∫
∂Ω

(∂nu)2 n ·V , (4.1.3)

45
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Figura 4.1: Seção transversal de uma barra sob torção: domı́nios original e topolo-
gicamente perturbado.

onde V é o campo de velocidade à mudança de forma [94]. A expansão assintótica
topológica para o problema acima é conhecida [81] e dada por (veja resultados
análogos apresentados no Caṕıtulo 2)

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + πε2‖∇u(x̂)‖2 + o(ε2) ∀ x̂ ∈ Ω , (4.1.4)

em que a derivada topológica é identificada como T (x̂) = ‖∇u(x̂)‖2. Este último
resultado pode ser estendido para a fronteira usando um rebatimento do problema,
como mostrado na fig. 4.1. Ademais, desde que u|∂Ω

= 0, então sua derivada tan-
gencial se anula na fronteira, a saber ∂τu|∂Ω

= 0. Portanto, a expansão assintótica
topológica avaliada sobre a fronteira ∂Ω resulta em

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) +
1

2
πε2(∂nu(x̂))2 + o(ε2) ∀ x̂ ∈ ∂Ω . (4.1.5)

Isto significa que neste simples exemplo a derivada topológica T (x̂) = 1
2 (∂nu(x̂))2

coincide com a densidade da derivada de forma no ponto x̂ ∈ ∂Ω, fato que motiva
o principal resultado deste trabalho.

Objetiva-se agora introduzir um método de cálculo para a derivada topológica,
o qual deve ser suficientemente simples e robusto. A abordagem restringe-se aos
problemas de valor de contorno eĺıpticos que são bem compreendidos do ponto de
vista da análise assintótica em domı́nios singularmente perturbados. O método
proposto deve ser aplicável tanto a furos quanto a inclusões, vez que ambos os casos
são importantes em aplicações práticas tais como otimização topológica, problemas
inversos e precessamento de imagens. Dentre os métodos de cálculo das derivadas
topológicas para problemas eĺıpticos de valor de contorno atualmente dispońıveis na
literatura especializada acerca de métodos numéricos de otimização de forma (veja,
por exemplo, [4, 58, 95]), adota-se a metodologia desenvolvida em [80], que usa as
seguintes propriedades do funcional de forma considerado:

Proposição 4.1. Seja ψ(χε(x̂)) o funcional de forma associado ao domı́nio to-
pologicamente perturbado, que admite, para ε suficientemente pequeno, a expansão
assintótica topológica da seguinte forma

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + f(ε)T (x̂) +R(f(ε)) , (4.1.6)

onde ψ(χ) é o funcional de forma associado ao domı́nio original (não perturbado),
a função positiva f(ε) é tal que f(ε) → 0, com ε → 0, e a função T (x̂) é a
derivada topológica do funcional de forma ψ em x̂ ∈ Ω. Assumindo que o reśıduo
R(f(ε)) = o(f(ε)) tem a seguinte propriedade adicional R′(f(ε)) → 0, quando
ε→ 0. Então, a derivada topológica pode ser escrita como

T (x̂) = lim
ε→0

1

f ′(ε)

d

dε
ψ(χε(x̂)) , (4.1.7)
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onde d
dεψ(χε(x̂)) é a derivada (de forma) de ψ(χε(x̂)) com relação ao parâmetro de

controle ε.

Demonstração. Calculando a derivada total da expansão (4.1.6) em relação ao
parâmetro de controle ε, tem-se

d

dε
ψ(χε(x̂)) = f ′(ε)T (x̂) +R′(f(ε))f ′(ε) . (4.1.8)

Após divisão por f ′(ε) tem-se

T (x̂) =
1

f ′(ε)

d

dε
ψ(χε(x̂))−R′(f(ε)) . (4.1.9)

Finalmente, tomando o limite ε → 0 na expressão acima, o resultado provém do
fato que R′(f(ε))→ 0, quando ε→ 0.

Observação 4.1. Propõe-se aqui um método simples para cálculo da derivada to-
pológica, que pode ser usado para problemas eĺıpticos de valor de contorno. O método
baseia-se nas propriedades da expansão assintótica composta obtida para soluções
de problemas eĺıpticos de valor de contorno em domı́nios singularmente perturba-
dos. A fim de aplicar o método é requerida a convergência necessária dos termos
remanescentes

R′(f(ε))→ 0, para ε→ 0 (4.1.10)

que deve ser verificada em cada caso espećıfico de funcional de forma considerado
para problemas de valor de contorno definidos em domı́nios geométricos singular-
mente perturbados. De fato, a convergência decorre da propriedade da expansão
assintótica das soluções que pode ser diferenciada termo a termo sob apropriada
diminuição da ordem ε dos termos remanescentes das expansões. Ou seja, o pro-
cedimento de cálculo da derivada topológica ora proposto pode ser empregado em
problemas de valor de contorno que desfrutam dessa propriedade. Ressalte-se que
esta condição é válida para uma vasta classe de problemas eĺıpticos de valor de con-
torno de segunda ordem considerados em [76]. Entretanto, também em [76] são
apresentados alguns contra exemplos sobre a falta de diferenciabilidade topológica.
Em particular, acredita-se que essa propriedade não se confirma para certos proble-
mas de valor de contorno hiperbólicos, o que torna o cálculo da derivada topológica,
nesses casos, muito mais árduos, quando posśıvel.

A derivada de ψ(χε(x̂)) com relação a ε pode ser vista como a sensibilidade de
ψ(χε(x̂)), no sentido clássico [21, 94], com respeito a variações do domı́nio produzida
por uma expansão uniforme da perturbação ωε, como mostrado na fig. 4.2. De fato,
tem-se

d

dε
ψ(χε(x̂)) = lim

t→0

ψ(χε+t(x̂))− ψ(χε(x̂))

t
, (4.1.11)

onde ε > 0 e ψ(χε+t(x̂)) é o funcional de forma associado ao domı́nio perturbado,
cuja perturbação é dada por ωε+t. Portanto, desde que ψ(χε+t(x̂)) e ψ(χε(x̂)) são
agora associados a domı́nios topologicamente idênticos, pode ser usado o conceito
de análise de sensibilidade à mudança de forma como um passo intermediário no
cálculo da derivada topológica. Mais tarde será mostrado que este procedimento
simplifica enormemente a análise.
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Figura 4.2: Expansão uniforme da perturbação ωε.

4.2 Um Exemplo de Cálculo da Derivada Topológica

Antes de concluir este caṕıtulo será apresentado um último exemplo relativo a um
simples caso de perturbação topológica, que é dado por uma perturbação no lado
direito de um problema do valor de contorno. Este caso pode ser visto como uma
variante simples de domı́nios geométricos singularmente perturbados. Em particular
a derivada topológica é calculada usando o resultado obtido na Proposição 4.1.

Exemplo 4.2. Considerando um funcional de forma amplamente usado em muitas
aplicações práticas em controle ótimo e em processamento de imagens, que é dado
por

ψ(χ) =
1

2

∫
Ω

(u− zd)2 , (4.2.12)

onde Ω ⊂ R2, zd é a função alvo e o campo escalar u é solução do seguinte problema
variacional  Encontre u ∈ H1

0 (Ω), tal que∫
Ω

∇u · ∇η =

∫
Ω

bη ∀η ∈ H1
0 (Ω) .

(4.2.13)

A fim de simplificar a apresentação deste exemplo, assume-se que o termo fonte
b(x) é constante na vizinhança do ponto x̂. Agora, introduzindo uma perturbação
topológica no termo fonte tal que bε = χεb, com χε(x̂) = 1Ω − (1− γ)1Bε(x̂), então
o termo fonte perturbado bε pode ser escrito como

bε(x) :=

{
b(x) se x ∈ Ω \Bε(x̂) ,
γb(x) se x ∈ Bε(x̂) ,

(4.2.14)

com γ usado para denotar o contraste no termo fonte. Portanto, o funcional de
forma associado ao problema perturbado é definido como

ψ(χε) =
1

2

∫
Ω

(uε − zd)2 , (4.2.15)

onde uε é a solução do seguinte problema variacional Encontre uε ∈ H1
0 (Ω), tal que∫

Ω

∇uε · ∇η =

∫
Ω

bεη ∀η ∈ H1
0 (Ω) .

(4.2.16)

Lema 4.1. Seja ũε = uε − u, onde u e uε são soluções de (4.2.13) e (4.2.16),
respectivamente. Assim, tem-se a seguinte estimativa para o reśıduo ũε

‖ũε‖H1(Ω) ≤ Cε , (4.2.17)

com a constante C independente do parâmetro pequeno ε.
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Demonstração. Recordando que bε = b em Ω \ Bε e bε = γb em Bε, o lado direito
de (4.2.16) pode ser escrito como∫

Ω

bεη =

∫
Ω\Bε

bη + γ

∫
Bε

bη ±
∫
Bε

bη

=

∫
Ω

bη − (1− γ)

∫
Bε

bη . (4.2.18)

Após calcular a diferença entre os problemas variacionais (4.2.16) e (4.2.13), obtém-
se

ũε ∈ H1
0 (Ω) :

∫
Ω

∇ũε · ∇η = −(1− γ)

∫
Bε

bη ∀η ∈ H1
0 (Ω) , (4.2.19)

com ũε = uε − u. Agora, tomando η = ũε na equação acima tem-se∫
Ω

‖∇ũε‖2 = −(1− γ)

∫
Bε

bũε . (4.2.20)

A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz , obtém-se∫
Ω

‖∇ũε‖2 ≤ C1‖b‖L2(Bε)‖ũε‖L2(Bε)

≤ C2ε‖ũε‖L2(Ω)

≤ C3ε‖ũε‖H1(Ω) , (4.2.21)

onde é usada a continuidade da função b no ponto x̂ ∈ Ω. Finalmente, a partir da
coercividade da forma bilinear do lado esquerdo de (4.2.20), a saber,

c‖ũε‖2H1(Ω) ≤
∫

Ω

‖∇ũε‖2 , (4.2.22)

tem-se

c‖ũε‖H1(Ω) ≤ C3ε , (4.2.23)

que conduz ao resultado, com C = C3/c.

Observação 4.2. O resultado prévio pode ser ligeiramente melhorado usando a
desigualdade de Hölder juntamente com o teorema da imersão de Sobolev. De fato,
é posśıvel obter uma estimativa para o reśıduo ũε da seguinte forma ‖ũε‖H1(Ω) ≤
Cε1+δ, com δ > 0 pequeno. Em particular, para 1/p+ 1/q = 1, tem-se

‖ũε‖L2(Bε) ≤

[(∫
Bε

(|ũε|2)p
) 1
p
(∫

Bε

1q
) 1
q

] 1
2

= π1/2qε1/q

(∫
Bε

|ũε|2p
) 1

2p

= π1/2qε1/q‖ũε‖L2p(Bε)

= π1/2qε1/q‖ũε‖L2q/(q−1)(Bε)

≤ Cεδ‖ũε‖H1(Ω) , (4.2.24)

onde p = q/(q − 1), com q > 1, e δ = 1/q.
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Objetivando-se posterior simplificação é introduzido um estado adjunto vε, solução
do seguinte problema variacional Encontre vε ∈ H1

0 (Ω), tal que∫
Ω

∇vε · ∇η = −
∫

Ω

(uε − zd)η ∀η ∈ H1
0 (Ω) .

(4.2.25)

Ademais, o estado adjunto associado ao problema não perturbado é obtido tomando
ε = 0 na equação anterior. A saber, v é a solução da equação adjunta da forma Encontre v ∈ H1

0 (Ω), tal que∫
Ω

∇v · ∇η = −
∫

Ω

(u− zd)η ∀η ∈ H1
0 (Ω) .

(4.2.26)

Lema 4.2. Seja ṽε = vε − v, onde v e vε são soluções de (4.2.26) e (4.2.25),
respectivamente. Assim, tem-se a seguinte estimativa para o reśıduo ṽε

‖ṽε‖H1(Ω) ≤ Cε , (4.2.27)

com a constante C independente do parâmetro pequeno ε.

Demonstração. Ao subtrair o problema variacional (4.2.25) de (4.2.26), tem-se

ṽε ∈ H1
0 (Ω) :

∫
Ω

∇ṽε · ∇η = −
∫

Ω

ũεη ∀η ∈ H1
0 (Ω) , (4.2.28)

com ṽε = vε − v e ũε = uε − u. Tomando η = ṽε na equação acima tem-se∫
Ω

‖∇ṽε‖2 = −
∫

Ω

ũεṽε . (4.2.29)

A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz obtém-se∫
Ω

‖∇ṽε‖2 ≤ ‖ũε‖L2(Ω)‖ṽε‖L2(Ω)

≤ ‖ũε‖H1(Ω)‖ṽε‖H1(Ω)

≤ C1ε‖ṽε‖H1(Ω) , (4.2.30)

onde é usado o resultado (4.2.17). Finalmente, a partir da coercividade da forma
bilinear do lado esquerdo de (4.2.29), a saber,

c‖ṽε‖2H1(Ω) ≤
∫

Ω

‖∇ṽε‖2 , (4.2.31)

tem-se
c‖ṽε‖H1(Ω) ≤ C1ε , (4.2.32)

que conduz ao resultado, com C = C1/c.

Neste caso particular, o domı́nio geométrico permanece fixo e a aplicação do resul-
tado dado pela Proposição 4.1 é direto. De fato, calculando a derivada do funcional
de forma com relação ao parâmetro pequeno ε, obtém-se

ψ̇(χε) =

∫
Ω

(uε − zd)u̇ε , (4.2.33)
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onde o ponto é usado para denotar a derivada total com relação a ε (ver Apêndice
A). Desde que a equação acima envolve u̇ε, é necessário calcular a derivada da
equação de estado (4.2.16) com relação a ε. No caso de perturbação regular do
domı́nio, é fácil notar que o funcional de forma ε 7→ ψ(χε) é diferenciável para
ε > 0, ε suficientemente pequeno. Efetivamente, assumindo que Bε = {‖x‖ < ε},
pela passagem a coordenadas polares e diferenciação do resultado paramétrico com
relação a ε, a função real de uma variável

ε 7→
∫
Bε

g (4.2.34)

é diferenciável em (0, ε0] para ε0 > 0, sendo ε0 suficientemente pequeno, e a deri-
vada é cont́ınua e dada pela integral na fronteira sobre ∂Bε = {‖x‖ = ε}. Assim
tem-se a expansão em série de Taylor de primeira ordem∫

Bε+t

g =

∫
Bε

g + t

∫
∂Bε

g + o(t) . (4.2.35)

Desta forma, a solução fraca de (4.2.16) é também diferenciável em H1
0 (Ω) com

relação a ε como resultado da aplicação do teorema da função impĺıcita [94]. De
fato, recordando que bε = b em Ω \Bε e bε = γb em Bε, é posśıvel reescrever o lado
direito de (4.2.16) como ∫

Ω

bεη =

∫
Ω

bη − (1− γ)

∫
Bε

bη . (4.2.36)

Considerando que a função ε 7→ uε admite a derivada u̇ε ∈ H1
0 (Ω) com relação a

ε ∈ (0, ε0] da forma

uε+t(x) = uε(x) + tu̇ε(x) + o(t) x ∈ Ω , (4.2.37)

onde u̇ε é dado pela solução da equação variacional Encontre u̇ε ∈ H1
0 (Ω), tal que∫

Ω

∇u̇ε · ∇η = (γ − 1)

∫
∂Bε

bη ∀η ∈ H1
0 (Ω) .

(4.2.38)

Pode-se agora retornar ao funcional de forma e obter sua expansão em ε com ajuda
de um estado adjunto apropriado. Com efeito, desde que u̇ε ∈ H1

0 (Ω), é posśıvel
tomar η = u̇ε como função teste na equação adjunta (4.2.25) e η = vε como função
teste em (4.2.38), o que resulta respectivamente nas seguintes igualdades∫

Ω

∇u̇ε · ∇vε = −(1− γ)

∫
∂Bε

bvε (4.2.39)

e ∫
Ω

∇vε · ∇u̇ε = −
∫

Ω

(uε − zd)u̇ε . (4.2.40)

Comparando ambas as equações obtém-se o importante resultado seguinte∫
Ω

(uε − zd)u̇ε = (1− γ)

∫
∂Bε

bvε . (4.2.41)

Portanto, a derivada do funcional de forma é dada por

ψ̇(χε) = (1− γ)

∫
∂Bε

bvε = (1− γ)

∫
∂Bε

bv + (1− γ)

∫
∂Bε

bṽε , (4.2.42)
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onde ṽε = vε − v. Para a primeira integral no lado direito da equação acima, a
seguinte expansão em potências de ε é válida

(1− γ)

∫
∂Bε

bv = 2πε(1− γ)b(x̂)v(x̂) + o(ε) , (4.2.43)

em que é usada a continuidade da função b no ponto x̂ ∈ Ω e a regularidade eĺıptica
interior da solução v. Finalmente, do resultado (4.2.27), a segunda integral produz
um reśıduo da forma

(1− γ)

∫
∂Bε

bṽε = o(ε) . (4.2.44)

Tem-se, portanto, a seguinte expansão em potências de ε para a derivada do funci-
onal de forma

ψ̇(χε) = 2πε(1− γ)b(x̂)v(x̂) + o(ε) . (4.2.45)

O resultado acima, juntamente com a relação entre as derivadas de forma e to-
pológica dada por (4.1.7), resulta em

T (x̂) = lim
ε→0

1

f ′(ε)
(2πε(1− γ)b(x̂)v(x̂) + o(ε)) . (4.2.46)

Agora, a fim de identificar o termo principal da expansão acima, escolhe-se f(ε) =
πε2, que conduz à fórmula final para a derivada topológica, a saber

T (x̂) = (1− γ)b(x̂)v(x̂) . (4.2.47)

Note que a expansão (4.2.45) corrobora com a hipótese da Proposição 4.1, a saber
R′(f(ε)) = o(ε)/ε→ 0, quando ε→ 0.

Observação 4.3. Este tipo de perturbação topológica, ou seja, no lado direito de
um problema de valor de contorno, pode ser tratado usando argumentos muito sim-
ples. Com efeito, foi utilizado apenas o fato dos problemas de valor de contorno
serem bem postos. Portanto, neste cenário, é posśıvel considerar até mesmo algumas
classes de problemas não lineares. Entretanto, este trabalho é dedicado principal-
mente ao caso de perturbações singulares em domı́nios geométricos, tal como aquelas
produzidas pela nucleação de furos. O tratamento matemático desta classe de per-
turbação topológica é muito mais árduo, sendo discutido com maior profundidade
no Caṕıtulo 7 e em [84], por exemplo.
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(a) original (b) perturbado

Figura 4.3: Barra de seção circular submetida a efeitos de torção: domı́nios original
e singularmente perturbado.

4.3 Exerćıcios

1. Considere o Exemplo 4.1 para o caso particular de uma barra com seção
transversal circular, com Ω = B1, onde B1 é uma bola de raio unitário e
centro na origem (veja fig. 4.3(a)). Considere um domı́nio singularmente
perturbado da forma Ωε = Ω \ Bε, onde Bε é uma bola de raio ε e centro
em ∂Ω (veja fig. 4.3(b)). Mostre que a expansão assintótica topológica da
dissipação de energia complementar é dada por

ψ(χε) = −π b
2

16
+ πε2 b

2

8
+ o(ε2) .

Compare a expansão acima com o resultado geral dado por (4.1.5). Dica:
use o sistema de coordenadas polares como mostrado na fig. 4.3. As formas
fechadas para as soluções de ambos os problemas, original e perturbado, são
dadas respectivamente por

u(r) =
b

4
(1− r2) e uε(ρ, φ) = − b

4
(ρ2 − ε2)

(
1− 2

ρ
cosφ

)
.

2. Tendo em conta o Exemplo 4.2:

(a) Mostre que as expansões (4.2.43) e (4.2.44) são válidas.

(b) Substitua o funcional de forma dado por (4.2.12) pela energia potencial
total, ou seja

ψ(χ) =
1

2

∫
Ω

‖∇u‖2 −
∫

Ω

bu ,

e repita os mesmos passos para obter a derivada topológica associada.
Repita a derivação usando diretamente a definição (4.1.6) para a ex-
pansão assintótica topológica.

(c) Tome a energia potencial total definida num disco B1 de raio unitário
e centro na origem, submetido a um termo fonte constante b. Como
perturbação topológica, considere o caso particular dado por

bε(x) :=

{
b se x ∈ B1 \Bε ,
γb se x ∈ Bε ,
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onde Bε é um disco de raio ε e centro na origem. Assim, desenvolva
ψ(χε) em potências de ε ao redor da origem e compare com o resultado
previamente obtido.



Caṕıtulo 5

Derivada Topológica para um
Funcional Geral

Neste caṕıtulo é mostrada uma extensão do método de cálculo da derivada to-
pológica apresentado no Caṕıtulo 4, que utiliza o método adjunto modificado pro-
posto em [5]. Esta nova abordagem conduz a uma maneira alternativa para calcular
a derivada topológica baseada na análise de sensibilidade à mudança de forma junta-
mente com o método Lagrangeano aumentado modificado, como mostrado no livro
de Novotny & Soko lowski, 2013 [84]. Para ilustrar uma aplicação do método aqui
proposto, a derivada topológica é calculada para uma classe geral de funcionais
de forma. Em particular, é apresentada a derivada topológica para um funcio-
nal de forma que representa a energia modificada associada à equação de Laplace,
considerando a nucleação de uma pequena inclusão como perturbação topológica.
Tratando-se de uma classe geral de funcionais de forma, não necessariamente as-
sociados à energia, será mais tarde mostrado que esta nova abordagem permite
simplificar o passo mais delicado associado ao cálculo da derivada topológica, ou
seja, a análise assintótica do estado adjunto.

5.1 Formulação do Problema

O funcional de forma no domı́nio não perturbado aqui tratado é definido como

ψ(χ) := Jχ(u) = −1

2

∫
Ω

Aq(u) · ∇u , (5.1.1)

onde A é um dado tensor constante de segunda ordem simétrico e a função escalar
u é a solução para o problema variacional:

Encontreu ∈ U , tal que∫
Ω

q(u) · ∇η =

∫
ΓN

qη ∀η ∈ V ,

com q(u) = −k∇u .

(5.1.2)

Na equação acima k é a condutividade térmica do meio, assumida constante em
todo lugar. O conjunto U e o espaço V são respectivamente definidos como

U :={ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ|ΓD = u} e V:={ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ|ΓD = 0} . (5.1.3)

55
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Figura 5.1: Problema de Laplace definido no domı́nio não perturbado.

Ademais, ∂Ω = ΓD ∪ ΓN com ΓD ∩ ΓN = ∅, onde ΓD e ΓN são contornos de Diri-
chlet e Neumann, respectivamente. Assim u é um dado de Dirichlet sobre ΓD e q é
um dado de Neumann sobre ΓN , ambos assumidos como sendo suficientemente re-
gulares. Veja detalhes na fig. 5.1. A equação forte associda ao problema variacional
acima (5.1.2) pode ser escrita como:

Encontreu, tal que
divq(u) = 0 em Ω ,

q(u) = −k∇u
u = u sobre ΓD ,

q(u) · n = q sobre ΓN .

(5.1.4)

Observação 5.1. O funcional (5.1.1) inclui um largo alcance de funções de forma,
que podem ser usadas em aplicações práticas. Por outro lado, quando A = I o
funcional (5.1.1) degenera para a energia. Ademais, quando A 6= I, a análise torna-
se muito mais árdua, o que justifica a introdução do estado adjunto modificado.

Conforme mencionado, o domı́nio é topologicamente perturbado pela nucleação
de uma pequena inclusão. Mais precisamente, o domı́nio perturbado é obtido
quando um furo circular ωε(x̂) = Bε(x̂) é introduzido em Ω, onde Bε(x̂) é usado
para denotar uma bola de raio ε e centro em x̂ ∈ Ω. A seguir, esta região é preen-
chida por uma inclusão com propriedade material diferente do meio. Em particular,
é introduzida uma função constante por partes γε de modo que

γε :=

{
1 em Ω \Bε
γ em Bε

, (5.1.5)

onde 0 < γ < ∞ é o contraste na propriedade material. No caso de uma inclusão
circular, pode-se construir um campo de velocide à mudança de forma V ∈ C∞(Ω)
que representa uma expansão uniforme de Bε(x̂). De fato, é suficiente definir V nas
fronteiras ∂Ω e ∂Bε da seguinte maneira{

V = 0 sobre ∂Ω
V = −n sobre ∂Bε

, (5.1.6)

onde n = −(x− x̂)/ε, com x ∈ ∂Bε, é o campo vetorial unitário normal apontando
na direção do centro da inclusão circular Bε. Será visto mais tarde que este campo
de velocidade V é fundamental para utilização do resultado (4.1.7), que conduz a um
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Figura 5.2: Problema de Laplace definido no domı́nio perturbado.

simples e construtivo método para calcular a derivada topológica. Note que neste
caso as topologias dos domı́nios original e perturbado são preservadas. Entretanto,
introduz-se uma perturbação não suave nos coeficientes do operador diferencial
através do contraste γε, pela troca de propriedade do material em uma pequena
região Bε(x̂) b Ω. Portanto, a sensibilidade do funcional de forma em relação à
nucleação de uma inclusão pode também ser estudada através do conceito de análise
de sensibilidade topológica, que é, com efeito, a mais apropriada abordagem para
tal finalidade.

O mesmo problema pode então ser definido no domı́nio perturbado, cujo funci-
onal de forma é dado por

ψ(χε) := Jχε(uε) = −1

2

∫
Ω

Aqε(uε) · ∇uε , (5.1.7)

onde a função escalar uε resolve a seguinte equação variacional:
Encontreuε ∈ Uε, tal que∫

Ω

qε(uε) · ∇η =

∫
ΓN

qη ∀η ∈ Vε ,

com qε(uε) = −γεk∇uε ,

(5.1.8)

com γε definido por (5.1.5). O conjunto Uε e o espaço Vε são definidos como

Uε:={ϕ ∈ U : JϕK = 0 sobre ∂Bε} e Vε:={ϕ ∈ V : JϕK = 0 sobre ∂Bε} , (5.1.9)

onde o operador JϕK é usado para denotar o salto da função ϕ na fronteira da
inclusão ∂Bε, ou seja, JϕK := ϕ|Ω\Bε

−ϕ|Bε sobre ∂Bε. Veja detalhes na fig. 5.2. A

equação forte associada ao problema variacional (5.1.8) é:

Encontreuε, tal que
divqε(uε) = 0 em Ω ,

qε(uε) = −γεk∇uε
uε = u sobre ΓD ,

qε(uε) · n = q sobre ΓN ,
JuεK

Jqε(uε)K · n
=
=

0
0

}
sobre ∂Bε .

(5.1.10)

A condição de transmissão no contorno da inclusão ∂Bε resulta da formulação
variacional (5.1.8).
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Agora é necessário introduzir o estado adjunto vε. Neste caso particular, vε é a
solução para a equação adjunta na forma:

Encontre vε ∈ Vε, tal que

−
∫

Ω

qε(vε) · ∇η = −〈DuJχε(u), η〉

=

∫
Ω

Aqε(u) · ∇η ∀η ∈ Vε ,

com qε(vε) = −γεk∇vε .

(5.1.11)

A equação adjunta na forma forte associada ao problema variacional (5.1.11) é:

Encontre vε, tal que
divqε(vε) = −div(Aqε(u)) em Ω ,

qε(vε) = −γεk∇vε
vε = 0 sobre ΓD ,

qε(vε) · n = −Aqε(u) · n sobre ΓN ,
JvεK

Jqε(vε)K · n
=
=

0
−JAqε(u)K · n

}
sobre ∂Bε .

(5.1.12)

Mediante esta construção, o lado direito da equação adjunta não depende do
parâmetro ε através da função uε. Este recurso simplificará a análise assintótica
do estado adjunto vε. Finalmente, o estado adjunto associado ao domı́nio não
perturbado é obtido tomando ε = 0 em (5.1.11), ou seja, v é a solução da equação
adjunta da seguinte forma:

Encontre v ∈ V, tal que

−
∫

Ω

q(v) · ∇η = −〈DuJχ(u), η〉

=

∫
Ω

Aq(u) · ∇η ∀η ∈ V ,

com q(v) = −k∇v .

(5.1.13)

A equação adjunta na forma forte associada ao problema variacional (5.1.13) pode
ser escrita como: 

Encontre v, tal que
divq(v) = −div(Aq(u)) em Ω ,

q(v) = −k∇v
v = 0 sobre ΓD ,

q(v) · n = −Aq(u) · n sobre ΓN .

(5.1.14)

5.2 Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma

Objetivando aplicar o resultado (4.1.7) é necessário primeiramente calcular a de-
rivada de forma do funcional Jχε(uε) com relação a uma expansão uniforme da
inclusão Bε. Antes de iniciar note que após levar em conta a relação constitutiva
qε(uε) = −γεk∇uε em (5.1.7), com o contraste γε dado por (5.1.5), o funcional de
forma Jχε(uε) pode ser escrito como segue

Jχε(uε) = −1

2

(∫
Ω\Bε

Aq(uε) · ∇uε +

∫
Bε

γAq(uε) · ∇uε

)
, (5.2.15)

onde q(uε) = −k∇uε. Assim, a dependência com relação ao parâmetro ε torna-se
expĺıcita, podendo-se demonstrar o seguinte resultado:
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Proposição 5.1. Seja Jχε(uε) o funcional de forma definido por (5.1.7). Assim,
a derivada deste funcional com relação ao parâmetro de controle ε é dada por

d

dε
ψ(χε) = J̇χε(uε) = −

∫
∂Bε

JΣε −∇uε ⊗Aqε(uε − u)Kn · n

−
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u′ε , (5.2.16)

onde V representa o campo de velocidade à mudança de forma definido através de
(5.1.6) e Σε pode ser visto como uma generalização do clássico tensor momento-
energia de Eshelby [25] dado por

Σε = −1

2
(Aqε(uε) · ∇uε + 2qε(uε) · ∇vε)I

+(∇uε ⊗Aqε(uε) +∇uε ⊗ qε(vε) +∇vε ⊗ qε(uε)) . (5.2.17)

Demonstração. Inicialmente recorde-se que o operador constitutivo é definido como
qε(ϕ) = −γεk∇ϕ e que o campo de velocidade à mudança de forma se anula na
fronteira exterior, ou seja, V = 0 sobre ∂Ω. Assim, usando o teorema do tranporte
de Reynolds dado por (A.4.87) e o conceito de derivada material de campos espaciais
juntamente com a relação entre derivadas material e espacial de campos escalares
(A.4.81), ou seja, ϕ̇ = ϕ′+∇ϕ ·V, a derivada com relação a ε do funcional de forma
(5.2.15) é dada por (ver Apêndice A)

J̇χε(uε) = −
∫

Ω

Aqε(uε) · ∇u′ε −
1

2

∫
∂Bε

JAqε(uε) · ∇uεKn ·V . (5.2.18)

Ademais, tem-se

J̇χε(uε) = −1

2

∫
∂Bε

JAqε(uε) · ∇uεKn ·V

−
∫

Ω

Aqε(uε) · ∇u̇ε +

∫
Ω

Aqε(uε) · ∇(∇uε ·V) . (5.2.19)

Integrando por partes obtém-se

J̇χε(uε) = −1

2

∫
∂Bε

JAqε(uε) · ∇uεKn ·V +

∫
∂Bε

J(∇uε ·V)Aqε(uε)K · n

−
∫

Ω

div(Aqε(uε))∇uε ·V−
∫

Ω

Aqε(u) · ∇u̇ε

−
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u̇ε , (5.2.20)

e após alguns rearranjos

J̇χε(uε) = −1

2

∫
∂Bε

JAqε(uε) · ∇uεI− 2∇uε ⊗Aqε(uε)Kn ·V

−
∫

Ω

div(Aqε(uε − u))∇uε ·V−
∫

Ω

div(Aqε(u))∇uε ·V

−
∫

Ω

Aqε(u) · ∇u̇ε −
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u̇ε . (5.2.21)

Agora, diferenciando ambos os lados da equação de estado (5.1.8) com relação a ε,
tem-se

−
∫

Ω

(qε(uε) · ∇η)′ =

∫
∂Bε

Jqε(uε) · ∇ηKn ·V , (5.2.22)
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que pode ser reescrito como∫
Ω

(qε(uε) · ∇η)′ =

∫
Ω

(qε(uε) · ∇η)· −
∫

Ω

∇(qε(uε) · ∇η) ·V

=

∫
Ω

qε(u̇ε) · ∇η −
∫

Ω

(∇V>∇uε · qε(η) +∇V>∇η · qε(uε))

−
∫

Ω

((∇∇uε)>qε(η) ·V + (∇∇η)>qε(uε) ·V) . (5.2.23)

Rearranjando novamente obtém-se∫
Ω

(qε(uε) · ∇η)′ =

∫
Ω

qε(u̇ε) · ∇η

−
∫

Ω

∇(∇uε ·V) · qε(η)−
∫

Ω

∇(∇η ·V) · qε(uε) , (5.2.24)

e, considerando que ∇∇(·) = (∇∇(·))>, tem-se

−
∫

Ω

qε(u̇ε) · ∇η =

∫
∂Bε

Jqε(uε) · ∇ηKn ·V

−
∫

Ω

qε(η) · ∇(∇uε ·V)−
∫

Ω

qε(uε) · ∇(∇η ·V) . (5.2.25)

Desde que u̇ε ∈ Vε e vε ∈ Vε, então é posśıvel tomar η = vε na equação acima e
η = u̇ε na equação adjunta modificada (5.1.11), conduzindo a

−
∫

Ω

qε(vε) · ∇u̇ε =

∫
Ω

Aqε(u) · ∇u̇ε (5.2.26)

−
∫

Ω

qε(u̇ε) · ∇vε =

∫
∂Bε

Jqε(uε) · ∇vεKn ·V

−
∫

Ω

qε(vε) · ∇(∇uε ·V)−
∫

Ω

qε(uε) · ∇(∇vε ·V) . (5.2.27)

Pela simetria da forma bilinear acima tem-se∫
Ω

Aqε(u) · ∇u̇ε =

∫
∂Bε

Jqε(uε) · ∇vεKn ·V

−
∫

Ω

qε(vε) · ∇(∇uε ·V)−
∫

Ω

qε(uε) · ∇(∇vε ·V) . (5.2.28)

A partir da integração por partes e alguns rearranjos obtém-se∫
Ω

Aqε(u) · ∇u̇ε =

∫
∂Bε

Jqε(uε) · ∇vεKn ·V

−
∫
∂Bε

J∇uε ⊗ qε(vε)Kn ·V−
∫
∂Bε

J∇vε ⊗ qε(uε)Kn ·V

+

∫
Ω

div(qε(vε))∇uε ·V +

∫
Ω

div(qε(uε))∇vε ·V . (5.2.29)

Após considerar esse último resultado tem-se

J̇χε(uε) = −
∫

Ω

[div(qε(vε)) + div(Aqε(u))]∇uε ·V−
∫

Ω

div(qε(uε))∇vε ·V

−
∫

Ω

div(Aqε(uε − u))∇uε ·V−
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u̇ε

+

∫
∂Bε

JΣεKn ·V . (5.2.30)
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Considerando que uε é a solução para a equação de estado (5.1.10) e que vε é
a solução para a equação adjunta modificada (5.1.12), ou seja, divqε(uε) = 0 e
divqε(vε) = −div(Aqε(u)), respectivamente, os primeiros dois termos da equação
anterior se anulam. A partir da relação entre as derivadas material e espacial de
um campo escalar e após integrar por partes, tem-se

J̇χε(uε) =

∫
∂Bε

JΣεKn ·V−
∫

Ω

div(Aqε(uε − u))∇uε ·V

−
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u′ε −
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇(∇uε ·V)

=

∫
∂Bε

JΣεKn ·V−
∫
∂Bε

J(∇uε ·V)Aqε(uε − u)K · n

−
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u′ε , (5.2.31)

o que conduz ao resultado.

5.3 Análise Assintótica das Soluções

A derivada de forma do funcional Jχε(uε) é dada em termos de uma integral sobre
a fronteira da inclusão ∂Bε e também por uma integral de domı́nio associada a u′ε,
como enunciado na Proposição 5.1. Cabe esclarecer que esta integral de domı́nio é
resultado da introdução do estado adjunto modificado, solução para (5.1.11). Por-
tanto, objetivando aplicar o resultado (4.1.7), é necessário conhecer o comporta-
mento assintótico das funções uε e vε com relação a ε. Em particular, uma vez que
estes comportamentos são conhecidos explicitamente, é posśıvel identificar a função
f(ε) e realizar a passagem ao limite ε → 0 em (4.1.7) de modo a obter a fórmula
final para a derivada topológica T (x̂) do funcional de forma ψ. Entretanto, em geral
esta não é tarefa fácil. Efetivamente, é necessário realizar a análise assintótica de uε
e vε com relação a ε. Nesta seção é apresentado o cálculo formal da expansão para
soluções associadas à condição de transmissão na inclusão. A justificativa rigorosa
para as expansões assintóticas de uε e vε é dada na Seção 5.5.

5.3.1 Expansão Assintótica do Estado Direto

Propondo um ansätz para a expansão de uε da seguinte maneira [55]:

uε(x) = u(x) + wε(x) + ũε(x)

= u(x̂) +∇u(x̂) · (x− x̂) +
1

2
∇∇u(y)(x− x̂) · (x− x̂)

+ wε(x) + ũε(x) , (5.3.32)

onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Na fronteira da inclusão ∂Bε tem-se

Jqε(uε)K · n = 0 ⇒ ∂nuε|Ω\Bε
− γ∂nuε|Bε = 0 , (5.3.33)

com qε(ϕ) = −γεk∇ϕ. Assim, a derivada normal da expansão acima, calculada
sobre ∂Bε, conduz a

(1− γ)∇u(x̂) · n− ε(1− γ)∇∇u(y)n · n+ ∂nwε(x)|Ω\Bε

− γ∂nwε(x)|Bε
+ ∂nũε(x)|Ω\Bε

− γ∂nũε(x)|Bε
= 0 . (5.3.34)
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Logo, é posśıvel selecionar wε tal que

∂nwε(x)|Ω\Bε
− γ∂nwε(x)|Bε

= −(1− γ)∇u(x̂) · n sobre ∂Bε . (5.3.35)

O seguinte problema exterior é então considerado e formalmente obtido com ε→ 0:

Encontrewε, tal que
divqε(wε) = 0 em R2 ,

qε(wε) = −γεk∇wε
wε → 0 no ∞ ,

wε|Ω\Bε
− wε|Bε

∂nwε|Ω\Bε
− γ∂nwε|Bε

=
=

0
û

}
sobre ∂Bε ,

(5.3.36)

com û = −(1 − γ)∇u(x̂) · n. Tal problema de valor de contorno admite solução
expĺıcita, ou seja

wε(x)|Ω\Bε
=

1− γ
1 + γ

ε2

‖x− x̂‖2
∇u(x̂) · (x− x̂) , (5.3.37)

wε(x)|Bε =
1− γ
1 + γ

∇u(x̂) · (x− x̂) . (5.3.38)

Agora é posśıvel construir ũε de modo que seja compensada a discrepância introdu-
zida por termos de alta ordem em ε, bem como pela camada limite wε na fronteira
exterior ∂Ω. Isto significa que o termo remanescente ũε é solução para o seguinte
problema de valor de contorno:

Encontre ũε, tal que
divqε(ũε) = 0 em Ω ,

qε(ũε) = −γεk∇ũε
ũε = −ε2g sobre ΓD ,

qε(ũε) · n = −ε2q(g) · n sobre ΓN ,
JũεK

Jqε(ũε)K · n
=
=

0
εh

}
sobre ∂Bε ,

(5.3.39)

onde g = ε−2wε e h = k(1 − γ)∇∇u(y)n · n. Claramente ũε ≈ O(ε) em uma
norma apropriada, desde que wε ≈ O(ε2) na fronteira exterior ∂Ω. Entretanto, esta
estimativa pode ser melhorada. De fato, de acordo com o Lema 5.1 da Seção 5.5,
com rε = ũε, tem-se ‖ũε‖H1(Ω) = O(ε2). Finalmente, a expansão para uε é dada
por

uε(x)|Ω\Bε
= u(x) +

1− γ
1 + γ

ε2

‖x− x̂‖2
∇u(x̂) · (x− x̂) +O(ε2) , (5.3.40)

uε(x)|Bε = u(x) +
1− γ
1 + γ

∇u(x̂) · (x− x̂) +O(ε2) . (5.3.41)

5.3.2 Expansão Assintótica do Estado Adjunto

Propondo novamente um ansätz para a expansão de vε desta maneira [55]:

vε(x) = v(x) + wε(x) + ṽε(x)

= v(x̂) +∇v(x̂) · (x− x̂) +
1

2
∇∇v(y)(x− x̂) · (x− x̂)

+ wε(x) + ṽε(x) , (5.3.42)
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onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Na fronteira da inclusão ∂Bε tem-se

Jqε(vε)K · n = −JAqε(u)K · n⇒
∂nvε|Ω\Bε

− γ∂nvε|Bε = −(1− γ)A∇u · n , (5.3.43)

com qε(ϕ) = −γεk∇ϕ. Assim, a derivada normal da expansão acima, calculada
sobre ∂Bε, conduz a

(1− γ)∇v(x̂) · n− ε(1− γ)∇∇v(y)n · n+ ∂nwε(x)|Ω\Bε
− γ∂nwε(x)|Bε

+

∂nṽε(x)|Ω\Bε
− γ∂nṽε(x)|Bε

= −(1− γ)A∇u · n . (5.3.44)

Tomando-se wε tal que

∂nwε(x)|Ω\Bε
− γ∂nwε(x)|Bε

= −(1− γ)(∇v(x̂) +A∇u(x̂)) · n sobre ∂Bε ,

(5.3.45)
onde tem-se expandido A∇u(x) em série de Taylor ao redor do centro x̂ da inclusão.
Note que a partir da construção do estado adjunto tem-se

−∆vε = div(A∇u) em Ω e −∆v = div(A∇u) em Ω , (5.3.46)

recordando que qε(ϕ) = −γεk∇ϕ e q(ϕ) = −k∇ϕ. Cabe esclarecer que a solução vε
da primeira equação deve ser entendida juntamente com as condições de transmissão
na interface ∂Bε. Ademais, vε = v = 0 sobre ΓD e ∂nvε = ∂nv = −A∇u · n sobre
ΓN . Isto significa que ambos os problemas de valor de contorno associados a vε e v
têm os mesmos termos fonte, exceto, por óbvio, na fronteira da inclusão ∂Bε. Em
particular, a condição de transmissão, ou seja ∂nvε|Ω\Bε

−γ∂nvε|Bε = −(1−γ)A∇u·n
sobre ∂Bε, não depende do parâmetro ε através da solução uε. Agora o seguinte
problema exterior é formalmente obtido com ε→ 0:

Encontrewε, tal que
divqε(wε) = 0 em R2 ,

qε(wε) = −γεk∇wε
wε → 0 no ∞ ,

wε|Ω\Bε
− wε|Bε

∂nwε|Ω\Bε
− γ∂nwε|Bε

=
=

0
v̂

}
sobre ∂Bε ,

(5.3.47)

com v̂ = −(1 − γ)(∇v(x̂) + A∇u(x̂)) · n. O problema de valor de contorno acima
admite uma solução expĺıcita, ou seja

wε(x)|Ω\Bε
=

1− γ
1 + γ

ε2

‖x− x̂‖2
(∇v(x̂) +A∇u(x̂)) · (x− x̂) , (5.3.48)

wε(x)|Bε =
1− γ
1 + γ

(∇v(x̂) +A∇u(x̂)) · (x− x̂) . (5.3.49)

Agora, basta construir ṽε de modo a compensar as discrepâncias introduzidas por
termos de alta ordem em ε bem como pela camada limite wε na fronteira exterior
∂Ω. Isto significa que o termo remanescente ṽε deve ser a solução para o seguinte
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Figura 5.3: Sistema de coordenadas polares (r, θ) centrado no ponto x̂ ∈ Ω.

problema de valor de contorno:

Encontre ṽε, tal que
divqε(ṽε) = 0 em Ω ,

qε(ṽε) = −γεk∇ṽε
ṽε = −ε2g sobre ΓD ,

qε(ṽε) · n = −ε2q(g) · n sobre ΓN ,
JṽεK

Jqε(ṽε)K · n
=
=

0
εh

}
sobre ∂Bε ,

(5.3.50)

com g = ε−2wε e h = k(1−γ)(∇∇v(y)n+A(∇∇u(z)n) ·n, onde z é um ponto inter-
mediário entre x e x̂. Novamente, tem-se que ṽε ≈ O(ε) em uma norma apropriada,
desde que wε ≈ O(ε2) na fronteira exterior ∂Ω. Do mesmo modo esta estimativa
pode ser melhorada. Com efeito, tomando rε = ṽε no Lema 5.1 da Seção 5.5, tem-se
‖ṽε‖H1(Ω) = O(ε2). Finalmente, a expansão para vε pode ser escrita como

vε(x)|Ω\Bε
= v(x) +

1− γ
1 + γ

ε2

‖x− x̂‖2
(∇v(x̂) +A∇u(x̂)) · (x− x̂) +O(ε2),(5.3.51)

vε(x)|Bε = v(x) +
1− γ
1 + γ

(∇v(x̂) +A∇u(x̂)) · (x− x̂) +O(ε2). (5.3.52)

5.4 Cálculo da Derivada Topológica

Agora, é necessário calcular a integral na fórmula (5.2.16) para coletar os termos em
potências de ε e reconhecer a função f(ε). Com estes resultados, é posśıvel realizar
a passagem ao limite ε → 0. A integral em (5.2.16) pode ser calculada explicita-
mente usando as expansões para os estados direto uε e adjunto vε, respectivamente
dadas por (5.3.40), (5.3.41) e (5.3.51), (5.3.52). A ideia é introduzir um sistema de
coordenadas polares (r, θ) com centro em x̂ (ver fig. 5.3). Em seguida, é posśıvel
escrever uε, vε e também o tensor A nesse sistema de coordenadas para calcular as
integrais explicitamente (ver Apêndice B). Em particular, a primeira integral em
(5.2.16) é dada por

−
∫
∂Bε

JΣε −∇uε ⊗Aqε(uε − u)Kn · n =

2πε

(
2αq(u(x̂)) · ∇v(x̂) +

1

2
Aq(u(x̂)) · ∇u(x̂) + αAq(u(x̂)) · ∇u(x̂) −

1

2
γ(1 + α)2Aq(u(x̂)) · ∇u(x̂) +

1

4
α2tr(A)q(u(x̂)) · ∇u(x̂)

)
+ o(ε) , (5.4.53)
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com o parâmetro α dado por α = (1− γ)/(1 + γ). A segunda integral em (5.2.16)
torna-se

−
∫

Ω

Aqε(uε − u) · ∇u′ε = −2πε

(
1

2
α2tr(A)q(u(x̂)) · ∇u(x̂)

)
+ o(ε) , (5.4.54)

onde u′ε é obtido simplesmente calculando a derivada of uε em (5.3.40) e (5.3.41)
com relação a ε. Finalmente, a derivada topológica dada por (4.1.7) conduz a

T (x̂) = lim
ε→0

1

f ′(ε)

[
2πε

(
2αq(u(x̂)) · ∇v(x̂) +

1

2
Aq(u(x̂)) · ∇u(x̂)

+ αAq(u(x̂)) · ∇u(x̂)− 1

2
γ(1 + α)2Aq(u(x̂)) · ∇u(x̂)

−1

4
α2tr(A)q(u(x̂)) · ∇u(x̂)

)
+ o(ε)

]
, (5.4.55)

onde o termo remanescente o(ε) provém das estimativas apresentadas na Seção
5.5 e da regularidade eĺıptica interior de u e v. Agora, objetivando extrair o termo
principal da expansão acima, toma-se f(ε) = πε2, que conduz ao seguinte resultado:

Teorema 5.1. A derivada topológica do funcional de forma (5.1.1) é dada por

T (x̂) = 2αq(u(x̂)) · ∇v(x̂) +
1

2
Aq(u(x̂)) · ∇u(x̂)

+ αAq(u(x̂)) · ∇u(x̂)− 1

2
γ(1 + α)2Aq(u(x̂)) · ∇u(x̂)

− 1

4
α2tr(A)q(u(x̂)) · ∇u(x̂) ∀x̂ ∈ Ω , (5.4.56)

recordando que u e v são soluções dos problemas direto (5.1.2) e adjunto (5.1.13),
respectivamente, e α = (1− γ)/(1 + γ).

Observação 5.2. Note que para A = I tem-se o funcional de forma associado à
energia. Neste caso, o estado adjunto é dado por v = −(u+ ϕ), onde ϕ é o levan-
tamento ( lifting) da condição de Dirichlet u na fronteira ΓD, ou seja, ϕ|ΓD = −u.

Desde que é posśıvel construir ϕ tal que x̂ /∈ supp(ϕ), então a derivada topológica
torna-se

T (x̂) = −Pγq(u(x̂)) · ∇u(x̂) , (5.4.57)

onde o tensor de polarização Pγ é dado pelo seguinte tensor de segunda ordem
isotrópico

Pγ =
1− γ
1 + γ

I . (5.4.58)

Observação 5.3. Cabe esclarecer que o tensor de polarização resulta isotrópico
porque foi considerado o caso particular de inclusões circulares. Para o tensor de
polarização associado a formas arbitrárias de inclusões o leitor poderá consultar [3],
por exemplo.

Observação 5.4. Formalmente pode-se tomar os casos limites γ → 0 e γ → ∞.
Para γ → 0, a inclusão resulta em um isolamento ideal e a condição de trans-
missão na fronteira da inclusão degenera para condição de contorno de Neumann
homogênea. Efetivamente, neste caso o tensor de polarização é dado por

P0 = I . (5.4.59)

Ademais, para γ → ∞, a inclusão resulta em um condutor ideal e o tensor de
polarização é dado por

P∞ = −I . (5.4.60)
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5.5 Estimativas para os Termos Remanescentes

Nesta Seção objetiva-se obter a estimativa dos termos remanescentes da expansão
assintótica topológica usada no cálculo da derivada topológica (5.4.56). Para tal,
estuda-se o comportamento assintótico dos termos remanescentes ũε em (5.3.39) e
ṽε em (5.3.50), conduzindo ao seguinte resultado:

Lema 5.1. Seja rε a solução para o seguinte problema variacional:
Encontre rε ∈ Ũε, tal que

−
∫

Ω

qε(rε) · ∇η = ε2

∫
ΓN

q(g) · n η + ε

∫
∂Bε

h η ∀η ∈ Ṽε ,

com qε(rε) = −γεk∇rε ,

(5.5.61)

onde o conjunto Ũε e o espaço Ṽε são definidos como

Ũε:= {ϕ ∈ H1(Ω) : JϕK = 0 sobre ∂Bε, ϕ|ΓD = −ε2g} , (5.5.62)

Ṽε:= {ϕ ∈ H1(Ω) : JϕK = 0 sobre ∂Bε, ϕ|ΓD = 0} , (5.5.63)

com funções g e h independentes do parâmetro de controle ε. Assim, tem-se a
estimativa ‖rε‖H1(Ω) = O(ε2) para o reśıduo.

Demonstração. Tomando η = rε − ϕε em (5.5.61), onde ϕε é o levantamento da
condição de Dirichlet ε2g na fronteira ΓD, tem-se

−
∫

Ω

qε(rε) · ∇rε = ε2

∫
ΓN

q(g) · n rε + ε2

∫
ΓD

g q(rε) · n+ ε

∫
∂Bε

h rε . (5.5.64)

A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz obtém-se

−
∫

Ω

qε(rε) · ∇rε ≤ ε2‖q(g) · n‖H−1/2(ΓN )‖rε‖H1/2(ΓN )

+ ε2‖g‖H1/2(ΓD)‖q(rε) · n‖H−1/2(ΓD)

+ ε‖h‖H−1/2(∂Bε)‖rε‖H1/2(∂Bε) . (5.5.65)

Considerando o teorema do traço, tem-se

−
∫

Ω

qε(rε) · ∇rε ≤ ε2C1‖rε‖H1(Ω) + ε2C2‖∇rε‖L2(Ω) + ε‖h‖L2(Bε)‖rε‖H1(Bε)

≤ ε2C1‖rε‖H1(Ω) + ε2C3‖rε‖H1(Ω) + ε2C4‖rε‖H1(Ω)

≤ ε2C5‖rε‖H1(Ω) , (5.5.66)

onde se tem usado a regularidade eĺıptica interior. Finalmente, a partir da coerci-
vidade da forma bilinear no lado esquerdo de (5.5.61), ou seja,

c‖rε‖2H1(Ω) ≤ −
∫

Ω

qε(rε) · ∇rε , (5.5.67)

obtém-se
‖rε‖H1(Ω) ≤ Cε2 , (5.5.68)

que conduz ao resultado, com C = C5/c independente do parâmetro ε

Corolário 5.1. Fixando rε = ũε e rε = ṽε no Lema 5.1, tem-se as estimativas
desejadas para ambos os termos remanescentes, ou seja

‖ũε‖H1(Ω) = O(ε2) e ‖ṽε‖H1(Ω) = O(ε2) . (5.5.69)
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5.6 Exerćıcios

1. Obtenha as expressões (5.4.53) e (5.4.54).

2. Repita o desenvolvimento apresentado neste caṕıtulo levando em conta o se-
guinte funcional de forma

ψ(χ) := JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

Bσ(u) · ∇us ,

onde B = β1I + β2I⊗ I é um tensor isotrópico de quarta ordem, com β1 e β2

usados para denotar parâmetros reais dados. Além do mais, a função vetorial
u é solução do seguinte problema de valor de contorno vetorial de segunda
ordem: 

Encontre u, tal que
−divσ(u) = 0 em Ω ,

σ(u) = C∇us ,
u = u sobre ΓD ,

σ(u)n = q sobre ΓN .

3. Repita o desenvolvimento apresentado neste caṕıtulo levando em conta o se-
guinte funcional de forma

ψ(χ) := JΩ(u) = −1

2

∫
Ω

BM(u) · ∇∇u ,

onde B = β1I + β2I⊗ I é um tensor isotrópico de quarta ordem, com β1 e β2

parâmetros reais dados. Ademais, a função escalar u é solução do seguinte
problema de valor de contorno escalar de quarta ordem:

Encontre u, tal que
div(divM(u)) = 0 em Ω ,

M(u) = −C∇∇u ,
u

∂nu
=
=

u
ρ

sobre
sobre

ΓDu ,
ΓDρ ,

Mnn(u)
∂τM

τn(u) + divM(u) · n
JMτn(u(xi))K

=
=
=

m
q
Qi

sobre
sobre
sobre

ΓNm ,
ΓNq ,
xi ∈ ΓNq .
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Caṕıtulo 6

Derivada Topológica em
Elasticidade Tridimensional

Neste caṕıtulo a derivada topológica da energia potencial total associada ao pro-
blema de elasticidade linear tridimensional é obtida para o caso particular de uma
perturbação na forma de uma pequena cavidade esférica Bε(x̂), com x̂ ∈ Ω ⊂ R3 e
Bε b Ω. Portanto, o domı́nio topologicamente perturbado é dado por Ωε = Ω \Bε.
O método de cálculo da derivada topológica segue os mesmos passos apresentados
no Caṕıtulo 5 e no livro de Novotny & Soko lowski, 2013 [84]. Inicialmente é defi-
nido um campo de velocidade à mudança de forma V que representa uma expansão
uniforme da cavidade Bε(x̂). Graças a este campo de velocidade, juntamente com
a Proposição 4.1, é posśıvel usar a derivada de forma do funcional energia como
um passo intermediário no cálculo da derivada topológica. De fato, após obter a
expansão assintótica da solução do sistema de elasticidade (definido no domı́nio
perturbado Ωε) com relação ao parâmetro de controle ε, o limite singular ε → 0
na fórmula (4.1.7) pode ser avaliado explicitamente, conduzindo à forma final da
derivada topológica.

6.1 Formulação do Problema

O funcional de forma associado ao domı́nio não perturbado Ω é dado por

ψ(χ) := JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

σ(u) · ∇us −
∫

ΓN

q · u , (6.1.1)

onde a função vetorial u é a solução do problema variacional:
Encontreu ∈ U , tal que∫

Ω

σ(u) · ∇ηs =

∫
ΓN

q · η ∀η ∈ V ,

com σ(u) = C∇us .

(6.1.2)

Na equação acima, C é o tensor constitutivo dado por

C =
E

1 + ν

(
I +

ν

1− 2ν
I⊗ I

)
, (6.1.3)

em que I e I são os tensores identidade de segunda e quarta ordens, respectivamente,
E é o módulo de Young e ν o coeficiente de Poisson, ambos considerados constantes
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Figura 6.1: Problema de elasticidade linear tridimensional definido no domı́nio não
perturbado Ω.

em todo o domı́nio. O conjunto U e o espaço V são respectivamente definidos como

U := {ϕ ∈ H1(Ω;R3) : ϕ|ΓD = u} , (6.1.4)

V := {ϕ ∈ H1(Ω;R3) : ϕ|ΓD = 0} . (6.1.5)

Ademais, ∂Ω = ΓD ∪ ΓN com ΓD ∩ ΓN = ∅, onde ΓD e ΓN são os contornos de
Dirichlet e Neumann, respectivamente. Assim u é um dado de Dirichlet sobre ΓD e
q é um dado de Neumann sobre ΓN , ambos considerados suficientemente regulares.
Veja detalhes na fig. 6.1. O sistema forte associado ao problema variacional (6.1.2)
pode ser escrito como:

Encontre u, tal que
−divσ(u) = 0 em Ω ,

σ(u) = C∇su ,
u = u sobre ΓD ,

σ(u)n = q sobre ΓN .

(6.1.6)

Observação 6.1. Desde que o módulo de Young E e o coeficiente de Poisson ν são
considerados constantes, o problema de valor de contorno acima reduz ao sistema
de Navier, ou seja

− µ∆u− (λ+ µ)∇(divu) = 0 em Ω , (6.1.7)

com os coeficientes de Lamé µ e λ respectivamente dados por

µ =
E

2(1 + ν)
e λ =

νE

(1 + ν)(1− 2ν)
. (6.1.8)

Agora, considerando o mesmo problema no domı́nio perturbado Ωε, a energia
potencial total pode ser escrita como

ψ(χε) := JΩε(uε) =
1

2

∫
Ωε

σ(uε) · ∇usε −
∫

ΓN

q · uε , (6.1.9)

onde a função vetorial uε resolve o problema variacional:
Encontreuε ∈ Uε, tal que∫

Ωε

σ(uε) · ∇ηs =

∫
ΓN

q · η ∀η ∈ Vε ,

com σ(uε) = C∇usε .

(6.1.10)
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Figura 6.2: Problema de elasticidade linear tridimensional definido no domı́nio
perturbado Ωε.

O conjunto Uε e o espaço Vε são definidos como

Uε := {ϕ ∈ H1(Ωε;R
3) : ϕ|ΓD = u} , (6.1.11)

Vε := {ϕ ∈ H1(Ωε;R
3) : ϕ|ΓD = 0} . (6.1.12)

Desde que uε é livre sobre ∂Bε, então tem-se condição de Neumann homogênea
na fronteira da cavidade. Isto é, a cavidade é uma fronteira livre representando um
vazio. Veja detalhes na fig. 6.2. O sistema forte associado ao problema variacional
(6.1.10) pode ser escrito como:

Encontreuε, tal que
−divσ(uε) = 0 em Ωε ,

σ(uε) = C∇usε ,
uε = u sobre ΓD ,

σ(uε)n = q sobre ΓN ,
σ(uε)n = 0 sobre ∂Bε .

(6.1.13)

6.2 Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma

A fim de aplicar o resultado apresentado na Proposição 4.1 é necessário calcular
a derivada de forma do funtional JΩε(uε) com relação a uma expansão uniforme
da cavidade Bε. Em particular, a análise de sensibilidade à mudança de forma é
realizada em detalhes. Portanto, usando o teorema do transporte de Reynolds dado
pela fórmula (A.4.84), a derivada à mudança de forma do funcional (6.1.9) resulta
em

J̇Ωε(uε) =

∫
Ωε

σ(uε) · (∇u′ε)s +
1

2

∫
∂Ωε

(σ(uε) ·∇usε)n ·V−
∫

ΓN

q · u̇ε , (6.2.14)

onde (·)′ é a derivada parcial de (·) com relação a ε e V é a velocidade à mudança
de forma definida de modo que V|∂Ω

= 0 e V|∂Bε = −n. Usando a relação entre as
derivadas material e espacial de campos vetoriais (A.4.82), ou seja ϕ′ = ϕ̇−(∇ϕ)V,
tem-se

J̇Ωε(uε) =
1

2

∫
∂Ωε

(σ(uε) · ∇usε)n ·V−
∫

Ωε

σ(uε) · ∇((∇uε)V)s

+

∫
Ωε

σ(uε) · ∇u̇sε −
∫

ΓN

q · u̇ε . (6.2.15)
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Desde que u̇ε é a variação de uε na direção de V, então u̇ε ∈ Vε. Agora, tomando
u̇ε como função teste no problema variacional (6.1.10), os últimos dois termos da
equação acima desaparecem. Usando a relação tensorial (B.2.23) e aplicando o
teorema da divergência (B.3.33) tem-se

J̇Ωε(uε) =
1

2

∫
∂Ωε

(σ(uε) · ∇usε)n ·V

−
∫
∂Ωε

((∇uε)V) · σ(uε)n+

∫
Ωε

(divσ(uε)) · (∇uε)V , (6.2.16)

onde foi considerado o fato de que σ(uε)
> = σ(uε). Tratando-se de expansão

uniforme de uma cavidade esférica Bε, recorde-se que V|∂Ω
= 0 e V|∂Bε = −n, logo

J̇Ωε(uε) = −1

2

∫
∂Bε

σ(uε) · ∇usε +

∫
∂Bε

((∇uε)n) · σ(uε)n

+

∫
Ωε

(divσ(uε)) · (∇uε)V , (6.2.17)

sendo ∂Ωε = ∂Ω ∪ ∂Bε. Considerando que uε também é solução para o sistema
forte (6.1.13), ou seja, divσ(uε) = 0 em Ωε e σ(uε)n = 0 sobre ∂Bε, os dois últimos
termos da equação acima desaparecem. Assim, tem-se finalmente que

d

dε
ψ(χε) = J̇Ωε(uε) = −1

2

∫
∂Bε

σ(uε) · ∇usε , (6.2.18)

onde o gradiente de forma originalmente definido em todo o domı́nio Ωε conduz, no-
vamente, a uma integral definida somente na fronteira da cavidade ∂Bε. Portanto,
a fim de aplicar o resultado da Proposição 4.1, é necessário conhecer o comporta-
mento assintótico da função uε com relação a ε na vizinhança da cavidade Bε. Em
particular, uma vez que o comportamento expĺıcito é conhecido, pode-se identificar
a função f(ε) e realizar a passagem ao limite ε→ 0 em (4.1.7), permitindo obter a
fórmula final para a derivada topológica T do funcional de forma ψ.

6.3 Análise Assintótica da Solução

Nesta seção é apresentado o cálculo formal da expansão da solução uε associada
à condição de Neumann homogênea na fronteira da cavidade. Para uma rigorosa
justificativa da expansão assintótica de uε, o leitor poderá remeter-se a [55, 69], por
exemplo. Propondo um ansätz para a expansão de uε na forma [55]

uε(x) = u(x) + wε(x) + ũε(x) . (6.3.19)

Após aplicar o operador σ tem-se que

σ(uε(x)) = σ(u(x)) + σ(wε(x)) + σ(ũε(x))

= σ(u(x̂)) +∇σ(u(y))(x− x̂) + σ(wε(x)) + σ(ũε(x)) , (6.3.20)

onde y é um ponto intermediário entre x e x̂. Na fronteira da cavidade ∂Bε tem-se
σ(uε)n|∂Bε = 0. Assim, a projeção normal da expansão acima, avaliada sobre ∂Bε,
conduz a

σ(u(x̂))n− ε(∇σ(u(y))n)n+ σ(wε(x))n+ σ(ũε(x))n = 0 . (6.3.21)
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Figura 6.3: Sistema de coordenadas esféricas (r, θ, φ) centrado no ponto x̂ ∈ Ω.

Em particular, é posśıvel selecionar σ(wε) tal que

σ(wε(x))n = −σ(u(x̂))n sobre ∂Bε . (6.3.22)

Agora, o seguinte problema exterior é formalmente obtido com ε→ 0:
Encontreσ(wε), tal que
divσ(wε) = 0 em R3 \Bε ,

σ(wε) → 0 no ∞ ,
σ(wε)n = −σ(u(x̂))n sobre ∂Bε .

(6.3.23)

O problema de valor de contorno acima admite solução expĺıcita (veja, por exemplo,
o livro de Little 1973 [62]), que será usada mais tarde para obter a expansão para
σ(uε). Agora é posśıvel construir σ(ũε) de modo que compense as discrepâncias
introduzidas pelos termos de ordem superior em ε bem como pela camada limite
σ(wε) na fronteira exterior ∂Ω. Isto significa que o reśıduo σ(ũε) deve ser solução
para o seguinte problema de valor de contorno:

Encontreσ(ũε), tal que
divσ(ũε) = 0 em Ωε ,

σ(ũε) = −σ(wε) sobre ∂Ω ,
σ(ũε)n = ε(∇σ(u(y))n)n sobre ∂Bε ,

(6.3.24)

onde, de acordo com [55, 69], σ(ũε) ≈ O(ε3). Finalmente, a expansão para σ(uε)
no sistema de coordenadas esféricas (r, θ, φ) pode ser escrita como (veja fig. 6.3)

σrr(uε) = σrr1 + σrr2 + σrr3 +O(ε) ,
σrθ(uε) = σrθ1 + σrθ2 + σrθ3 +O(ε) ,

σrφ(uε) = σrφ1 + σrφ2 + σrφ3 +O(ε) ,
σθθ(uε) = σθθ1 + σθθ2 + σθθ3 +O(ε) ,

σθφ(uε) = σθφ1 + σθφ2 + σθφ3 +O(ε) ,

σφφ(uε) = σφφ1 + σφφ2 + σφφ3 +O(ε) ,

(6.3.25)

em que σrri , σrθi , σrφi , σθθi , σθφi e σφφi , para i = 1, 2, 3, são escritos como:
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Para i = 1

σrr1 =
σ1

14− 10ν

[
12

(
ε3

r3
− ε5

r5

)
+(

14− 10ν − 10(5− ν)
ε3

r3
+ 36

ε5

r5

)
sin2 θ sin2 φ

]
, (6.3.26)

σrθ1 =
σ1

14− 10ν

[
7− 5ν + 5(1 + ν)

ε3

r3
− 12

ε5

r5

]
sin 2θ sin2 φ , (6.3.27)

σrφ1 =
σ1

14− 10ν

[
7− 5ν + 5(1 + ν)

ε3

r3
− 12

ε5

r5

]
sin θ sin 2φ , (6.3.28)

σθθ1 =
σ1

56− 40ν

[
14− 10ν + (1 + 10ν)

ε3

r3
+ 3

ε5

r5
−(

14− 10ν + 25(1− 2ν)
ε3

r3
− 9

ε5

r5

)
cos 2φ+(

28− 20ν − 10(1− 2ν)
ε3

r3
+ 42

ε5

r5

)
cos 2θ sin2 φ

]
, (6.3.29)

σθφ1 =
σ1

14− 10ν

[
7− 5ν + 5(1− 2ν)

ε3

r3
+ 3

ε5

r5

]
cos θ sin 2φ , (6.3.30)

σφφ1 =
σ1

56− 40ν

[
28− 20ν + (11− 10ν)

ε3

r3
+ 9

ε5

r5
+(

28− 20ν + 5(1− 2ν)
ε3

r3
+ 27

ε5

r5

)
cos 2φ−

30

(
(1− 2ν)

ε3

r3
− ε5

r5

)
cos 2θ sin2 φ

]
. (6.3.31)

Para i = 2

σrr2 =
σ2

14− 10ν

[
12

(
ε3

r3
− ε5

r5

)
+(

14− 10ν − 10(5− ν)
ε3

r3
+ 36

ε5

r5

)
sin2 θ cos2 φ

]
, (6.3.32)

σrθ2 =
σ2

14− 10ν

[
7− 5ν + 5(1 + ν)

ε3

r3
− 12

ε5

r5

]
cos2 φ sin 2θ , (6.3.33)

σrφ2 =
−σ2

14− 10ν

[
7− 5ν + 5(1 + ν)

ε3

r3
− 12

ε5

r5

]
sin θ sin 2φ , (6.3.34)

σθθ2 =
σ2

56− 40ν

[
14− 10ν + (1 + 10ν)

ε3

r3
+ 3

ε5

r5
+(

14− 10ν + 25(1− 2ν)
ε3

r3
− 9

ε5

r5

)
cos 2φ+(

28− 20ν − 10(1− 2ν)
ε3

r3
+ 42

ε5

r5

)
cos 2θ cos2 φ

]
, (6.3.35)
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σθφ2 =
−σ2

14− 10ν

[
7− 5ν + 5(1− 2ν)

ε3

r3
+ 3

ε5

r5

]
cos θ sin 2φ , (6.3.36)

σφφ2 =
σ2

56− 40ν

[
28− 20ν + (11− 10ν)

ε3

r3
+ 9

ε5

r5
−(

28− 20ν + 5(1− 2ν)
ε3

r3
+ 27

ε5

r5

)
cos 2φ−

30

(
(1− 2ν)

ε3

r3
− ε5

r5

)
cos 2θ cos2 φ

]
. (6.3.37)

Para i = 3

σrr3 =
σ3

14− 10ν

[
14− 10ν − (38− 10ν)

ε3

r3
+ 24

ε5

r5
−(

14− 10ν − 10(5− ν)
ε3

r3
+ 36

ε5

r5

)
sin2 θ

]
, (6.3.38)

σrθ3 =
−σ3

14− 10ν

[
14− 10ν + 10(1 + ν)

ε3

r3
− 24

ε5

r5

]
cos θ sin θ , (6.3.39)

σrφ3 = 0 , (6.3.40)

σθθ3 =
σ3

14− 10ν

[
(9− 15ν)

ε3

r3
− 12

ε5

r5
+(

14− 10ν − 5(1− 2ν)
ε3

r3
+ 21

ε5

r5

)
sin2 θ

]
, (6.3.41)

σθφ3 = 0 , (6.3.42)

σφφ3 =
σ3

14− 10ν

[
(9− 15ν)

ε3

r3
− 12

ε5

r5
−

15

(
(1− 2ν)

ε3

r3
− ε5

r5

)
sin2 θ

]
. (6.3.43)

Nas fórmulas anteriores, σ1 = σ1(u(x̂)), σ2 = σ2(u(x̂)) e σ3 = σ3(u(x̂)) são os
autovalores do tensor tensão σ(u(x̂)) associado ao domı́nio original Ω, sem cavidade.
Em outras palavras, o tensor σ(u(x̂)) foi diagonalizado da seguinte forma:

σ(u(x̂)) =

3∑
i=1

σi(ei ⊗ ei) , (6.3.44)

onde σi é o autovalor associado ao autovetor ei do tensor σ(u(x̂)). Ademais, σrr(ϕ),
σrθ(ϕ), σrφ(ϕ), σθθ(ϕ), σθφ(ϕ) e σφφ(ϕ) são as componentes do tensor σ(ϕ) no
sistema de coordenadas esféricas, ou seja, σrr(ϕ) = er · σ(ϕ)er, σrθ(ϕ) = σθr(ϕ) =
er ·σ(ϕ)eθ, σrφ(ϕ) = σφr(ϕ) = er ·σ(ϕ)eφ, σθθ(ϕ) = eθ ·σ(ϕ)eθ, σθφ(ϕ) = σφθ(ϕ) =
eθ · σ(ϕ)eφ e σφφ(ϕ) = eφ · σ(ϕ)eφ, com ||er|| = ||eθ|| = ||eφ|| = 1 e er · eθ = er · eφ =
eθ · eφ = 0. Veja fig. 6.3 e também o Apêndice B.
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6.4 Cálculo da Derivada Topológica

A partir do sistema de coordenadas esféricas (r, θ, φ) mostrado na fig. 6.3, o tensor
tensão σ(uε) = σ(uε)

> pode ser decomposto como

σ(uε)|∂Bε = σrr(uε)(e
r ⊗ er) + σrθ(uε)(e

r ⊗ eθ) + σrφ(uε)(e
r ⊗ eφ)

+ σθθ(uε)(e
θ ⊗ eθ) + σθφ(uε)(e

θ ⊗ eφ) + σφφ(uε)(e
φ ⊗ eφ) . (6.4.45)

Desde que n = −er, observe que σ(uε)n|∂Bε
= −σ(uε)e

r
|∂Bε

. Portanto,

σ(uε)e
r
|∂Bε

= σrr(uε)e
r + σrθ(uε)e

θ + σrφ(uε)e
φ = 0 , (6.4.46)

com er⊥eθ, er⊥eφ e eθ⊥eφ, que implica

σrr(uε) = σrθ(uε) = σθr(uε) = σrφ(uε) = σφr(uε) = 0 sobre ∂Bε , (6.4.47)

desde que σ(uε) = σ(uε)
>. Ademais, o tensor constitutivo C é inverśıvel,

C−1 =
1

E
((1 + ν)I− νI⊗ I)) , (6.4.48)

que implica ∇usε = C−1σ(uε). Portanto, tem-se que

σ(uε) · ∇usε =
1

E
((1 + ν)σ(uε) · σ(uε)− νtr2σ(uε)) . (6.4.49)

Usando a decomposição acima juntamente com a condição de contorno sobre ∂Bε,
a derivada de forma da função custo (6.2.18) é dada por

d

dε
ψ(χε) = − 1

2E

∫
∂Bε

gε , (6.4.50)

onde a função auxiliar gε é definida como

gε := σθθ(uε)
2 + σφφ(uε)

2 − 2νσθθ(uε)σ
φφ(uε) + 2(1 + ν)σθφ(uε)

2 . (6.4.51)

A partir da fórmula (6.3.25) tem-se a seguinte expansão para σ(uε) sobre a fronteira
da cavidade, ou seja, para r = ε,

σθθ(uε)|∂Bε =
3

4

1

7− 5ν

[
σ1

(
3− 5(1− 2ν) cos 2φ+ 10 cos 2θ sin2 φ

)
+ σ2

(
3 + 5(1− 2ν) cos 2φ+ 10 cos 2θ cos2 φ

)
+σ3 (2(4− 5ν)− 10 cos 2θ)] +O(ε) , (6.4.52)

σθφ(uε)|∂Bε =
15

2

1− ν
7− 5ν

(σ1 − σ2) cos θ sin 2φ+O(ε) , (6.4.53)

σφφ(uε)|∂Bε =
3

4

1

7− 5ν

[
σ1

(
8− 5ν + 5(2− ν) cos 2φ+ 10ν cos 2θ sin2 φ

)
+ σ2

(
8− 5ν − 5(2− ν) cos 2φ+ 10ν cos 2θ cos2 φ

)
−2σ3 (1 + 5ν cos 2θ)] +O(ε) . (6.4.54)

Considerando as expansões acima em (6.4.50) e tendo em conta a identidade
seguinte ∫

∂Bε

ϕ =

∫ 2π

0

(∫ π

0

ϕε2 sin θdθ

)
dφ , (6.4.55)
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onde ϕ é uma dada função, tem-se que é posśıvel avaliar analiticamente a integral
na fronteira da cavidade ∂Bε, resultando em

d

dε
ψ(χε) = −4πε2 3

4E

1− ν
7− 5ν

(10(1 + ν)ϕ1 − (1 + 5ν)ϕ2) +O(ε3) , (6.4.56)

em que ϕ1 e ϕ2 são respectivamente dadas por

ϕ1 = σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 e ϕ2 = (σ1 + σ2 + σ3)

2
. (6.4.57)

O resultado acima, juntamente com a relação entre derivada de forma e topológica
dada por (4.1.7), conduz a

T = − lim
ε→0

1

f ′(ε)

[
4πε2 3

4E

1− ν
7− 5ν

(10(1 + ν)ϕ1 − (1 + 5ν)ϕ2) +O(ε3)

]
. (6.4.58)

Agora, a fim de extrair o termo principal da expansão acima, seleciona-se

f(ε) =
4

3
πε3 , (6.4.59)

que resulta em

T = − 3

4E

1− ν
7− 5ν

(10(1 + ν)ϕ1 − (1 + 5ν)ϕ2) . (6.4.60)

Portanto, a expressão final para a derivada topológica torna-se uma função escalar
que depende da solução u associada ao domı́nio original Ω (sem cavidade), que é
[30, 83]:

• Em termos das tensões principais σi(x̂) = σi(u(x̂)), i = 1, 2, 3

T (x̂) = − 3

4E

1− ν
7− 5ν

10(1 + ν)

3∑
i=1

σi(x̂)2 − (1 + 5ν)

(
3∑
i=1

σi(x̂)

)2
 .

(6.4.61)

• Em termos do tensor tensão σ(u(x̂))

T (x̂) = − 3

4E

1− ν
7− 5ν

[
10(1 + ν)σ(u(x̂)) · σ(u(x̂))− (1 + 5ν)tr2σ(u(x̂))

]
.

(6.4.62)

• Em termos do tensor tensão σ(u(x̂)) e do tensor deformação ∇us(x̂)

T (x̂) = −Pσ(u(x̂)) · ∇us(x̂) , (6.4.63)

onde P é o tensor de polarização, dado neste caso particular pelo seguinte
tensor isotrópico de quarta ordem

P =
3

4

1− ν
7− 5ν

(
10I− 1− 5ν

1− 2ν
I⊗ I

)
. (6.4.64)

Finalmente, a expansão assintótica topológica do funcional de forma energia
pode ser escrito como

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ)− 4

3
πε3Pσ(u(x̂)) · ∇us(x̂) + o(ε3) . (6.4.65)
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6.5 Exemplo Numérico

Com o intuito de explicar brevemente o significado da derivada topológica em oti-
mização de forma apresenta-se um exemplo numérico. Em particular, considera-se
a minimização da energia de deformação armazenada em um corpo elástico com
uma restrição de volume. Portanto, é proposto o seguinte funcional de forma

ΨΩ(u) := −JΩ(u) + β |Ω| , (6.5.66)

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω e β > 0 é um multiplicador de Lagrange
fixo. De fato, objetiva-se minimizar a complacência da estrutura para uma dada
quantidade de material. A derivada topológica de ΨΩ(u) é dada por

T = Pσ(u) · ∇us − β , (6.5.67)

com σ(u) = C∇us, onde tem-se usado a fórmula (6.4.63) e o fato de que a derivada
topológica do termo β |Ω| é trivial. Ademais, o campo vetorial de deslocamento u
é obtido pela solução numérica do problema (6.1.2).

A ideia consiste basicamente em nuclear pequenas cavidades de acordo com
os valores da derivada topológica. Em particular, a topologia é identificada pela
distribuição de material elástico, enquanto que as cavidades são mimetizadas por
um material muito complacente. Além do mais, a derivada topológica é avaliada nos
pontos nodais da malha de elementos finitos. Assim, remove-se os elementos que
compartilham o nó onde a derivada topológica assume seus valores mais negativos.
Este procedimento é repetido até que a derivada topológica se torne positiva em
todo lugar. Para um algoritmo de otimização topológica mais elaborado o leitor
poderá verificar o artigo de Amstutz & Andrä, 2006 [7].

Considera-se um cubo de dimensões 0.5×0.5×0.5 m3, simplesmente apoiado no
fundo e submetido à carga vertical aplicada sobre a parte superior, como mostrado
na fig. 6.4. A carga q̄ = 103N é distribúıda em uma pequena região circular de
raio igual a 0.03m. Os suportes são circulares e têm raios iguais a 0.02m, com seus
centros a uma distância de 0.035m a partir dos vértices do cubo. As propriedades
materiais são dadas pelo módulo de Young E = 210 × 109N/m2 e coeficiente de
Poisson ν = 1/3. O parâmetro β é escolhido de tal modo que o volume final é dado
por |Ω?| = 0.02 |Ω|. O cubo é discretizado usando elementos finitos tetraédricos de
quatro nós e 5% do material é removido em cada iteração.

Detalhes do resultado obtido são mostrados na fig. 6.5 e na fig. 6.6, onde é
posśıvel também observar o perfil das seções transversais das barras obtidas ao final
do processo. A correspondente malha de elementos finitos associada à configuração
final é apresentada em fig. 6.7 mostrando uma intensificação da malha na região
ocupada pelo material elástico, permitindo uma boa identificação da topologia. Este
resultado numérico é atribuido ao Engenheiro Juan Manuel Marmo Lupano e pode
ser encontrado em [83].
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Figura 6.4: Cubo simplesmente apoiado na face inferior, submetido a uma carga
vertical no topo.

(a) topologia na iteração 13 (b) topologia na iteração 35

(c) topologia na iteração 52 (d) topologia na iteração 76

Figura 6.5: Histórico do processo de otimização topológica.
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(a) topo (b) fundo (c) lateral

Figura 6.6: Detalhe da topologia final obtida.

Figura 6.7: Malha de elementos finitos no final do processo de otimização topológica.
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6.6 Exerćıcios

1. A partir de (6.1.6) derive o sistema de Navier apresentado na Observação 6.1.

2. A partir de (6.3.25) derive (6.4.56).

3. A partir de (6.4.60) derive (6.4.61), (6.4.62) e (6.4.63).
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Caṕıtulo 7

Método do Domı́nio
Truncado

Neste caṕıtulo é empregada a técnica de decomposição do domı́nio juntamente com
o operador de contorno pseudodiferencial Steklov-Poincaré para fins de análise as-
sintótica topológica em domı́nios geométricos singularmente perturbados no con-
texto de equações diferenciais parciais acopladas. O método proposto é geral e
pode ser usado para fins de análise de sensibilidade topológica em uma ampla classe
de problemas multif́ısicos. De fato, essa abordagem foi desenvolvida no contexto de
problemas de contato unilateral, que resulta em uma equação não linear regida por
uma desigualdade variacional. Ver, por exemplo, o livro de Novotny & Soko lowski,
2013 [84]. Além do mais, com esta estratégia, as estimativas dos termos remanes-
centes da expansão assintótica topológica são realizadas em um subdomı́nio livre
de singularidades, permitindo construir as justificativas necessárias para tornar as
derivações rigorosas utilizando argumentos elementares de análise.

7.1 Problema Modelo

O domı́nio geométrico D ⊂ R2, com fronteira Γ = ∂D, para o modelo em tela é
decomposto em dois subdomı́nios com diferentes propriedades f́ısicas, ou seja ω ⊂ D
e Ω = D \ ω, como mostrado na fig. 7.1. A influência de cada subdomı́nio no ou-
tro é afetada pelas condições de transmissão na interface ∂ω. O modelo resultante
é complexo, sendo que a correspondente análise de sensibilidade topológica deve
ser realizada de tal modo que a fórmula obtida possa ser utilizada diretamente em
métodos numéricos de otimização de forma e topológica. Para este fim é empre-
gada a técnica de decomposição de domı́nio. A ideia consiste em introduzir um
domı́nio anelar fict́ıcio CR(ε) := {ε < ‖x‖ < R} para fins de análise assintótica
com relação a ε → 0, cuja expansão é expressa sobre a fronteira ∂BR da bola
BR = {‖x‖ < R}. Como resultado fundamental tem-se que a expansão da energia
em CR(ε) coincide com a expansão do operador pseudodiferencial Steklov-Poincaré
definido na fronteira fict́ıcia ∂BR, permitindo identificar prontamente a derivada
topológica associada. Deste modo, a influência da singularidade associada à pas-
sagem ao limite ε → 0 é modelada no domı́nio truncado livre de singularidades
via condições não locais na fronteira ∂BR e o resultado de compacidade necessário
na justificativa da expansão assintótica topológica proposta é obtido via análise de
Fourier clássica no subdomı́nio singularmente perturbado CR(ε). Esta abordagem,
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Figura 7.1: Domı́nio D decomposto em ω ⊂ D e Ω = D \ ω.

conforme mencionado, simplifica a análise de sensibilidade topológica do funcional
de forma analisado.

7.1.1 Problema não Perturbado

O funcional de forma definido no domı́nio não perturbado Ω é dado por

ψ(χ) := JΩ(u) =
1

2

∫
Ω

(u− zd)2 , (7.1.1)

onde zd é a função alvo e u é a solução do seguinte problema variacional: Encontre u ∈ H1
0 (D), tal que∫

ω

∇u · ∇η +

∫
Ω

∇u · ∇η +

∫
Ω

uη =

∫
Ω

bη ∀η ∈ H1
0 (D) .

(7.1.2)

Na equação acima b é um termo fonte suficientemente regular. A formulação forte
associada ao problema variacional (7.1.2) é dada pelo seguinte problema de valor
de contorno acoplado:  Encontre w, tal que

−∆w = 0 em ω ,
w = ϕ sobre ∂ω ,

(7.1.3)

onde S(ϕ) = ∂nw sobre ∂ω é o operador Steklov-Poincaré associado ao problema
não perturbado definido como S : ϕ ∈ H1/2(∂ω) 7→ ∂nu ∈ H−1/2(∂ω). Além do
mais, a restrição da solução de (7.1.2) sobre Ω é dada pelo seguinte problema de
valor de contorno: 

Encontre u, tal que
−∆u+ u = b em Ω ,

u = 0 sobre Γ ,
∂nu = S(u) sobre ∂ω .

(7.1.4)

Com o objetivo de simplificar a análise posterior, introduz-se o estado adjunto v,
como solução do seguinte problema variacional: Encontre v ∈ H1

0 (D), tal que∫
ω

∇v · ∇η +

∫
Ω

∇v · ∇η +

∫
Ω

vη = −
∫

Ω

(u− zd)η ∀η ∈ H1
0 (D) .

(7.1.5)
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7.1.2 Problema Perturbado

Agora é considerado o mesmo problema no domı́nio perturbado Dε(x̂) = D\Bε(x̂),
com x̂ ∈ ω ⊂ D. Logo, o subdomı́nio efetivamente perturbado é dado por ωε(x̂) =
ω \Bε(x̂). Neste caso, o funcional de forma é escrito como

ψ(χε) := JΩ(uε) =
1

2

∫
Ω

(uε − zd)2 , (7.1.6)

onde a função uε é a solução do problema variacional Encontre uε ∈ Vε, tal que∫
ωε

∇uε · ∇η +

∫
Ω

∇uε · ∇η +

∫
Ω

uεη =

∫
Ω

bη ∀η ∈ Vε . (7.1.7)

O espaço Vε é definido conforme segue

Vε:={ϕ ∈ H1(Dε) : ϕ|∂D = 0} . (7.1.8)

A formulação forte associada ao problema variacional (7.1.7) pode ser escrita na
forma do seguinte problema de valor de contorno acoplado:

Encontre wε, tal que
−∆wε = 0 em ωε ,

wε = ϕ sobre ∂ω ,
∂nwε = 0 sobre ∂Bε ,

(7.1.9)

onde Sε(ϕ) = ∂nwε sobre ∂ω é o operador Steklov-Poincaré associado ao problema
perturbado definido como Sε : ϕ ∈ H1/2(∂ω) 7→ ∂nuε ∈ H−1/2(∂ω). Novamente, a
restrição da solução do problema (7.1.7) sobre Ω é dada pelo seguinte problema de
valor de contorno: 

Encontre uε, tal que
−∆uε + uε = b em Ω ,

uε = 0 sobre Γ ,
∂nuε = Sε(uε) sobre ∂ω .

(7.1.10)

7.2 Técnica da Decomposição do Domı́nio

O operador Steklov-Poincaré será agora empregado com o objetivo de decompor
o domı́nio singularmente perturbado ωε em dois subdomı́nios. Um deles é dado
pelo domı́nio truncado ω \ BR e o outro pelo anel CR(ε) := BR \ Bε que contém
a singularidade, onde BR = BR(x̂) e Bε = Bε(x̂), com x̂ ∈ ω, conforme mostrado
na fig. 7.2. Dessa forma, o operador Steklov-Poincaré dependente do parâmetro de
controle ε é então definido sobre a fronteira fict́ıcia ∂BR da seguinte forma

Aε : H1/2(∂BR) 7→ H−1/2(∂BR) . (7.2.11)

A região CR(ε) que inclui a perturbação singular do domı́nio Bε é selecionada para
a análise assintótica dependendo do pequeno parâmetro ε→ 0 que governa a singu-
laridade, que pode ser realizada, por exemplo, pelo método assintótico composto.
O resultado da análise assintótica em CR(ε) é especificado sobre a fronteira fict́ıcia
∂BR para o operador pseudodiferencial Steklov-Poincaré. Desta maneira, a análise
assintótica é realizada na geometria simplificada representada pelo anel CR(ε) mu-
nida de simetria radial, e isto é separado da análise de sensibilidade topológica do
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Figura 7.2: Domı́nio perturbado ωε decomposto em ω \BR e CR(ε) := BR \Bε.

funcional de forma, que é realizada no domı́nio truncado ω \BR com condições não
locais na fronteira definidas pelo operador Steklov-Poincaré sobre ∂BR, na ausência
de singularidade Bε no interior do domı́nio.

Assim, no domı́nio truncado ω\BR, considera-se o seguinte problema variacional
isento de singularidade produzida pelo furoBε com ε→ 0, cuja condição de contorno
não local sobre a fronteira fict́ıcia ∂BR é fornecida pelo operador Steklov-Poincaré,
a saber:∫

ω\BR
∇uε ·∇η+

∫
∂BR

Aε(uε)η+

∫
Ω

∇uε ·∇η+

∫
Ω

uεη =

∫
Ω

bη ∀η ∈ Vε . (7.2.12)

Por outro lado, a singularidade associada ao parâmetro ε → 0 é então absorvida
pelo seguinte problema de valor de contorno definido no anel CR(ε) = BR \Bε, ou
seja: 

Encontre wε, tal que
−∆wε = 0 em CR(ε) ,

wε = ϕ sobre ∂BR ,
∂nwε = 0 sobre ∂Bε ,

(7.2.13)

ondeAε(ϕ) = ∂nwε sobre ∂BR é o operador Steklov-Poincaré associado ao problema
perturbado.

Observação 7.1. Note que se o mapeamento ϕ 7→ Aε(ϕ) é definido como o ope-
rador Steklov-Poincaré associado a (7.2.13), então a solução do problema (7.2.12)
é dada simplesmente pela restrição da solução de (7.1.7) sobre o domı́nio truncado
D \BR.

A energia associada ao problema (7.2.13) tem a seguinte propriedade

0 = −
∫
BR\Bε

∆wε wε =

∫
BR\Bε

‖∇wε‖2 −
∫
∂BR

∂nwε wε

=

∫
BR\Bε

‖∇wε‖2 −
∫
∂BR

Aε(ϕ) ϕ , (7.2.14)

ou seja, a energia no anel CR(ε) é igual à energia associada ao operador Steklov-
Poincaré na fronteira ∂BR∫

CR(ε)

‖∇wε‖2 =

∫
∂BR

Aε(ϕ) ϕ . (7.2.15)
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Além do mais, considerando que o operador Aε é simétrico, pode-se escrever∫
CR(ε)

‖∇wε‖2 = 〈Aε(ϕ), ϕ〉(H−1/2×H1/2)(∂BR) := 〈Aε(ϕ), ϕ〉∂BR . (7.2.16)

Assim, a expansão assintótica do operador Steklov-Poincaré deve coincidir com a
expansão assintótica da energia no anel CR(ε).

De fato, sabe-se que a energia no anel CR(ε) admite a expansão assintótica em
relação ao parâmetro pequeno ε→ 0 da seguinte forma:∫

CR(ε)

‖∇wε‖2 =

∫
BR

‖∇w‖2 − 2πε2‖∇w(x̂)‖2 + o(ε2) . (7.2.17)

Veja Caṕıtulo 2, Seção 2.1, expansão (2.4.51) para b = 0 na vizinhança de x̂ ∈ Ω.

O funcional densidade de energia H1(BR) 3 ϕ 7→ ‖∇ϕ(x̂)‖2 ∈ R em geral não
é cont́ınuo no ponto x̂. Portanto, a densidade de energia é substitúıda pela forma
bilinear cont́ınua H1(BR) 3 ϕ 7→ 〈B(ϕ), ϕ〉∂BR ∈ R. Para o Laplaciano em duas
dimensões, a solução do problema não perturbado w é harmônica na vizinhança de
x̂. Sendo assim, pode-se definir uma forma bilinear cont́ınua com relação à norma
H1(BR), tal que exista a seguinte igualdade para w,

〈B(w), w〉∂BR = 2‖∇w(x̂)‖2 . (7.2.18)

Esta substituição de ‖∇ϕ(x̂)‖2 por 〈B(ϕ), ϕ〉∂BR no funcional energia foi introduzida
em [92, 93] para fins de cálculo da derivada topológica no cenário do método da
decomposição do domı́nio.

Em particular, como a função w é harmônica na bola BR ⊂ R2 de raio R >
0 e centro em x̂ ∈ ω, então o gradiente de w avaliado em x̂ admite a seguinte
representação

∇w(x̂) =
1

πR3

∫
∂BR

(x− x̂)w(x) . (7.2.19)

Assim, para um R > ε suficientemente pequeno, a expansão da energia definida no
anel CR(ε) pode ser reescrita da seguinte forma∫

CR(ε)

‖∇wε‖2 =

∫
BR

‖∇w‖2

− 2ε2

πR6

[(∫
∂BR

w x1

)2

+

(∫
∂BR

w x2

)2
]

+ o(ε2) , (7.2.20)

onde x − x̂ = (x1, x2). Como observado em [92, 93] é interessante notar que a
expansão acima pode ser reescrita como∫

CR(ε)

‖∇wε‖2 =

∫
BR

‖∇w‖2 − πε2〈B(w), w〉∂BR + o(ε2) , (7.2.21)

com o operador não local, positivo e autoadjunto B definido sobre a fronteira ∂BR
unicamente determinado pela forma bilinear

〈B(w), w〉∂BR =
2

π2R6

[(∫
∂BR

w x1

)2

+

(∫
∂BR

w x2

)2
]
. (7.2.22)
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A partir da representação acima e considerando que as integrais de linha em ∂BR
estão bem definidas por funções em L1(∂BR), o seguinte operador B pode ser es-
tendido, por exemplo, para o operador na fronteira sobre L2(∂BR), ou seja

B ∈ L(L2(∂BR);L2(∂BR)) , (7.2.23)

com a mesma forma bilinear simétrica

〈B(ϕ), φ〉∂BR =
2

π2R6

[∫
∂BR

ϕx1

∫
∂BR

φx1 +

∫
∂BR

ϕx2

∫
∂BR

φx2

]
, (7.2.24)

que é cont́ınua para todo ϕ, φ ∈ L2(∂BR). Observe-se que a forma bilinear

L2(∂BR)× L2(∂BR) 3 (ϕ, φ) 7→ 〈B(ϕ), φ〉∂BR ∈ R (7.2.25)

é cont́ınua com relação à convergência fraca desde que esta possui uma simples
estrutura

〈B(ϕ), φ〉∂BR = L1(ϕ)L1(φ) + L2(ϕ)L2(φ) ϕ, φ ∈ L1(∂BR) (7.2.26)

com duas formas lineares ϕ 7→ L1(ϕ) e φ 7→ L2(φ), dadas pelas integrais de linha
sobre ∂BR. Finalmente, como a expansão assintótica do operador Steklov-Poincaré
coincide com a expansão assintótica da energia no anel CR(ε), tem-se

〈Aε(ϕ), ϕ〉∂BR = 〈A(ϕ), ϕ〉∂BR − f(ε)〈B(ϕ), ϕ〉∂BR + o(f(ε)) , (7.2.27)

com f(ε) = πε2. Portanto, a expansão assintótica do funcional de forma energia
em CR(ε) para ε → 0 é dada pela expansão regular do operador Steklov-Poincaré
(veja Seção 7.2.1, Lema 7.1):

Aε = A− f(ε)B +Rε , (7.2.28)

onde o termo remanescente denotado por Rε na expansão acima é da ordem o(f(ε))
na norma de operadores L(H1/2(∂BR);H−1/2(∂BR)). Pela simetria do operador,
a expansão do funcional energia pode também ser escrita como

〈Aε(ϕ), φ〉∂BR = 〈A(ϕ), φ〉∂BR − f(ε)〈B(ϕ), φ〉∂BR + 〈Rε(ϕ), φ〉∂BR , (7.2.29)

onde 〈Rε(ϕ), φ〉∂BR = o(f(ε)). Assim, da expansão assintótica do funcional energia,
tem-se a representação (7.2.24) ou ainda

〈B(ϕ), φ〉∂BR = 2∇ϕ(x̂) · ∇φ(x̂) ∀x̂ ∈ ω , (7.2.30)

caso as funções φ e ϕ sejam anaĺıticas. Cabe esclarecer que não se distingue as
funções φ e ϕ de seus respectivos traços sobre a fronteira fict́ıcia ∂BR.

7.2.1 Compacidade da Expansão Assintótica

Graças à técnica da decomposição de domı́nio proposta, a compacidade da expansão
assintótica é estabelecida nesta seção através de uma aplicação da análise de Fourier
elementar. Seja, portanto, uma função ϕ com traço (ainda denotado por ϕ) sobre
∂BR pertencentes a H1/2(∂BR), então

‖ϕ‖H1/2(∂BR) ≤ CR . (7.2.31)
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O sub́ındice R será omitido pois o raio R é fixo, escrevendo-se C ao invés de CR,
sendo que C designa uma constante genérica independente do parâmetro pequeno
ε. Finalmente, denota-se por (r, θ) um sistema de coordenadas polares ao redor de
x̂. Como ϕ ∈ H1/2(∂BR), segue a existência de uma expansão em série de Fourier
em termos de θ:

ϕ(θ) =
1

2
a0 +

∞∑
k=1

(ak sin kθ + bk cos kθ) , (7.2.32)

com coeficientes satisfazendo

∞∑
k=1

√
1 + k2(a2

k + b2k) ≤ C . (7.2.33)

Isto implica em duas importantes propriedades:

∞∑
k=1

(a2
k + b2k) ≤ C e

∞∑
k=1

k(a2
k + b2k) ≤ C . (7.2.34)

Agora considere-se em BR a solução da equação de Laplace com condição de Di-
richlet sobre a fronteira ∂BR coincidente com ϕ, denotado por w, e a solução da
mesma equação em CR(ε), com a mesma condição sobre ∂BR e condição de Neu-
mann homogênea sobre ∂Bε, denotada por wε. Sejam as energias dependentes de
ϕ via condição de contorno sobre ∂BR

E(ϕ) =

∫
∂BR

A(ϕ)ϕ ≡
∫
BR

‖∇w‖2 (7.2.35)

e

Eε(ϕ) =

∫
∂BR

Aε(ϕ)ϕ ≡
∫
CR(ε)

‖∇wε‖2 , (7.2.36)

Então, objetiva-se provar que Eε(ϕ) possui uma expansão assintótica cujo termo re-
manescente é uniformemente limitado. Mais precisamente, necessita-se demonstrar
o seguinte resultado:

Lema 7.1. A energia Eε(ϕ) admite a expansão assintótica para ε > 0, ε suficien-
temente pequeno, da seguinte forma

Eε(ϕ) = E(ϕ)− πε2〈B(ϕ), ϕ〉∂BR + 〈Rε(ϕ), ϕ〉∂BR , (7.2.37)

com
|〈Rε(ϕ), ϕ〉∂BR | ≤ Cε4 (7.2.38)

uniformemente em qualquer conjunto compacto fixo em H1(D\BR), i.e. C depende
apenas deste conjunto.

Demonstração. Considerando que todo conjunto compacto pode ser coberto por
um número finito de bolas, é suficiente demonstrar o Lema para uma bola fixa
BR. Pode-se, portanto, supor que (7.2.34) é válido. A prova consistirá em obter
as fórmulas expĺıcitas para w e wε em série de Fourier, usando método bastante
conhecido, similar a [89]. Assim as energias podem ser calculadas exatamente e
a propriedade desejada do termo remanescente Rε(ϕ) comprovada. Construindo
w a partir da expansão em série de Fourier da condição da contorno sobre ∂BR,
obtém-se

w(r, θ) =
1

2
a0 +

∞∑
k=1

( r
R

)k
(ak sin kθ + bk cos kθ) . (7.2.39)
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Similarmente, para wε em CR(ε) é válida a seguinte expansão em série de Fourier

wε(r, θ) =
1

2
a0 +

∞∑
k=1

ψk(r)(ak sin kθ + bk cos kθ) , (7.2.40)

onde
ψk(r) = Akr

k +Bkr
−k , (7.2.41)

com Ak e Bk determinados pelas condições de contorno sobre ∂BR e ∂Bε, ou seja

AkR
k +Bk

1

Rk
= 1 e Akε

k−1 −Bk
1

εk+1
= 0 . (7.2.42)

Por isso

Ak =
Rk

R2k + ε2k
e Bk = Akε

2k , (7.2.43)

e finalmente

ψk(r) =
rk

Rk
+

ε2k

R2k + ε2k

(
Rk

rk
− rk

Rk

)
. (7.2.44)

Substituindo este resultado na expansão para wε obtém-se

wε(r, θ) = w(r, θ) + w̃ε(r, θ) , (7.2.45)

com

w̃ε(r, θ) =

∞∑
k=1

ε2k

R2k + ε2k

(
Rk

rk
− rk

Rk

)
(ak sin kθ + bk cos kθ) . (7.2.46)

Portanto

Eε(ϕ) =

∫
CR(ε)

‖∇w +∇w̃ε‖2

=

∫
CR(ε)

‖∇w‖2 + 2

∫
CR(ε)

∇w · ∇w̃ε +

∫
CR(ε)

‖∇w̃ε‖2 ±
∫
Bε

‖∇w‖2

= E(ϕ) +

∫
CR(ε)

‖∇w̃ε‖2 + 2

∫
CR(ε)

∇w · ∇w̃ε −
∫
Bε

‖∇w‖2

= E(ϕ) + I1 + I2 + I3 , (7.2.47)

onde são definidas as integrais

I1 :=

∫
CR(ε)

‖∇w̃ε‖2 , (7.2.48)

I2 := 2

∫
CR(ε)

∇w · ∇w̃ε , (7.2.49)

I3 := −
∫
Bε

‖∇w‖2 . (7.2.50)

Agora tem-se

∂rw̃ε(r, θ) = −
∞∑
k=1

ε2k

R2k + ε2k
k

1

r

(
Rk

rk
+
rk

Rk

)
(ak sin kθ + bk cos kθ) , (7.2.51)

1

r
∂θw̃ε(r, θ) =

∞∑
k=1

ε2k

R2k + ε2k
k

1

r

(
Rk

rk
− rk

Rk

)
(ak cos kθ − bk sin kθ) . (7.2.52)



91

Após considerar a ortogonalidade das funções trigonométricas sobre [0, 2π] e inte-
grando com relação a θ tem-se

I1 = π

∞∑
k=1

(
ε2k

R2k + ε2k

)2

k2(a2
k + b2k)Ik(ε) , (7.2.53)

onde a integral Ik(ε) é definida como

Ik(ε) =

∫ R

ε

[(
Rk

rk+1
+
rk−1

Rk

)2

+

(
Rk

rk+1
− rk−1

Rk

)2
]
rdr

=
1

k

(
R2k

ε2k
− ε2k

R2k

)
, (7.2.54)

que conduz a

I1 = π

∞∑
k=1

(
ε2k

R2k + ε2k

)2

k(a2
k + b2k)

(
R2k

ε2k
− ε2k

R2k

)
= πε2 a

2
1 + b21
R2

+O(ε4) . (7.2.55)

A fim de calcular a segunda integral I2 observa-se que

∂rw(r, θ) =

∞∑
k=1

k
rk−1

Rk
(ak sin kθ + bk cos kθ) , (7.2.56)

1

r
∂θw(r, θ) =

∞∑
k=1

k
rk−1

Rk
(ak cos kθ − bk sin kθ) , (7.2.57)

e, após um simples cálculo, tem-se

I2 = 2π

∞∑
k=1

( ε
R

)2k

k(a2
k + b2k)

R2k − ε2k

R2k + ε2k
= −2πε2 a

2
1 + b21
R2

+O(ε4) . (7.2.58)

Resta ainda a última integral I3, que resulta em

I3 = −π
∞∑
k=1

( ε
R

)2k

k(a2
k + b2k) = −πε2 a

2
1 + b21
R2

+O(ε4) . (7.2.59)

Finalmente, após coletar as fórmulas (7.2.55), (7.2.58) e (7.2.59), é posśıvel identi-
ficar o termo independente de ε e o termo de ordem ε2, ou seja

Eε(ϕ) = E(ϕ)− 2πε2 a
2
1 + b21
R2

+O(ε4) , (7.2.60)

onde, tendo em vista as desigualdades (7.2.34), o reśıduo de ordem O(ε4) é unifor-
memente limitado por Cε4.

7.2.2 Expansão Assintótica da Solução

Considera-se o seguinte ansätz para a solução uε do problema acoplado topologica-
mente perturbado (7.1.7)

uε(x) = u(x) + f(ε)g(x) + ũε(x) , (7.2.61)
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onde u é a solução do problema acoplado original (não perturbado) (7.1.2), g é
o termo correção assintótica de primeira ordem e ũε é o reśıduo. Em seguida,
necessita-se expandir a aplicação Aε(uε) sobre ∂BR. Para isso, basta introduzir o
ansätz (7.2.61) na expansão do operador Steklov-Poincaré (7.2.28) para obter, após
alguns rearranjos,

Aε(uε) = A(u) + f(ε)(A(g) + B(u)) +Aε(ũε)
+ Rε(u) + f(ε)Rε(g) + f(ε)2B(g) sobre ∂BR . (7.2.62)

Considerando esses dois últimos resultados em (7.2.12) e coletando os termos em
potências de ε, deriva-se um problema variacional para cada termo do ansätz
(7.2.61). O primeiro problema para u∫

ω\BR
∇u ·∇η+

∫
∂BR

A(u)η+

∫
Ω

∇u ·∇η+

∫
Ω

uη =

∫
Ω

bη ∀η ∈ H1
0 (D) . (7.2.63)

O segundo problema para g∫
ω\BR

∇g · ∇η+

∫
∂BR

A(g)η+

∫
Ω

∇g · ∇η+

∫
Ω

gη = −
∫
∂BR

B(u)η ∀η ∈ H1
0 (D) ,

(7.2.64)
e o terceiro problema para o reśıduo ũε∫
ω\BR

∇ũε ·∇η+

∫
∂BR

Aε(ũε)η+

∫
Ω

∇ũε ·∇η+

∫
Ω

ũεη =

∫
∂BR

Fεη ∀η ∈ H1
0 (D) ,

(7.2.65)
onde a fonte Fε é dada por

Fε = −(Rε(u) + f(ε)Rε(g) + f(ε)2B(g)) . (7.2.66)

A estimativa ‖ũε‖H1(D\BR) = o(f(ε)) é válida para o termo remanescente, sendo
que a prova desse resultado é deixada como exerćıcio ao final do Caṕıtulo.

7.2.3 Expansão Assintótica do Funcional de Forma

Agora, objetiva-se estabelecer a expansão assintótica do funcional e obter sua de-
rivada topológica. De fato, introduzindo o ansätz (7.2.61) no funcional de forma
associado ao problema perturbado (7.1.6), tem-se

JΩ(uε) =
1

2

∫
Ω

(u+ f(ε)g + ũε − zd)2

=
1

2

∫
Ω

(u− zd)2 + f(ε)

∫
Ω

(u− zd)g + o(f(ε)) . (7.2.67)

Agora, reescrevendo o sistema adjunto (7.1.5) como∫
ω\BR

∇v · ∇η+

∫
∂BR

A(v)η+

∫
Ω

∇v · ∇η+

∫
Ω

vη = −
∫

Ω

(u− zd)η ∀η ∈ H1
0 (D) .

(7.2.68)
Tomando g como função teste na equação acima tem-se a seguinte igualdade∫

ω\BR
∇v · ∇g +

∫
∂BR

A(v)g +

∫
Ω

∇v · ∇g +

∫
Ω

vg = −
∫

Ω

(u− zd)g . (7.2.69)
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Por outro lado, tomando v como função teste em (7.2.64), tem-se∫
ω\BR

∇g · ∇v +

∫
∂BR

A(g)v +

∫
Ω

∇g · ∇v +

∫
Ω

gv = −
∫
∂BR

B(u)v . (7.2.70)

Combinando tais igualdades obtém-se o seguinte resultado importante∫
Ω

(u− zd)g =

∫
∂BR

B(u)v = 〈B(u), v〉∂BR = 2∇u(x̂) · ∇v(x̂) , (7.2.71)

onde foram consideradas as simetrias das formas bilineares e a representação (7.2.30),
que é válida devido à regularidade eĺıptica interior de u e v. Finalmente, introdu-
zindo esse último resultado em (7.2.67), a expansão assintótica topológica do funci-
onal de forma resulta em

ψ(χε(x̂)) = ψ(χ) + 2f(ε)∇u(x̂) · ∇v(x̂) + o(f(ε)) . (7.2.72)

Portanto, a derivada topológica é imediatamente identificada, sendo dada por

T (x̂) = 2∇u(x̂) · ∇v(x̂) ∀x̂ ∈ ω , (7.2.73)

onde a função f(ε) = πε2. Cabe lembrar que u é solução do problema direto (7.1.2)
e v é solução do problema adjunto (7.1.5), ambos definidos no domı́nio original não
perturbado D.
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7.3 Exerćıcios

1. Prove que o reśıduo ũε, satisfazendo (7.2.65), possui a estimativa ‖ũε‖H1(D\BR) =

o(f(ε)). Dica: estude a prova do Lema 5.1, Caṕıtulo 5, Seção 5.5, e adapte
para o caso aqui analisado.

2. Repita toda a análise apresentada neste Caṕıtulo considerando o seguinte
problema acoplado eĺıptico não linear Encontre u ∈ H1

0 (D), tal que∫
ω

∇u · ∇η +

∫
Ω

∇u · ∇η +

∫
Ω

u3η =

∫
Ω

bη ∀η ∈ H1
0 (D) .

Dica: Consulte o livro de Novotny & Soko lowski, 2013 [84], Caṕıtulos 10 e 11.



Apêndice A

Derivada em Relação a um
Domı́nio Geométrico

Este apêndice objetiva estudar a análise de sensibilidade à mudança de forma no
contexto da mecânica do cont́ınuo. Assim, todos os objetos em estudo são consi-
derados suficientemente suaves, o que significa que as questões associadas à regu-
laridade não são tratadas explicitamente, pois as hipóteses usualmente adotadas,
que tornam um argumento rigoroso, em geral são óbvias para matemáticos e de
pouco interesse para engenheiros e f́ısicos. Nesse contexto, não se emprega qualquer
espaço funcional no desenvolvimento da teoria aqui apresentada. No entanto, o
caso de problemas de valor de contorno eĺıpticos no âmbito de soluções variacionais
(fracas) em espaços funcionais pode ser visto, por exemplo, em [84, 94], onde os
resultados obtidos para as derivadas material e de forma são rigorosamente justifi-
cados utilizando uma aplicação do método da velocidade (speed method). Além do
mais, os resultados associados a problemas de valor de contorno em mecânica dos
flúıdos são obtidos pelo mesmo método em [88].

A função custo (ou funcional de forma), as restrições e as equações de estado
são escritas em geral como integrais de domı́nio e/ou de contorno, cujos integrandos
podem depender de campos escalares e/ou vetoriais e de seus gradientes de primeira
e/ou de segunda ordens, etc. A análise de sensibilidade à mudança de forma con-
siste no estudo do comportamento desses funcionais em relação a uma perturbação
na forma do domı́nio de definição do problema. Para obter a sensibilidade (deri-
vada) de uma dada função custo em relação a perturbações na forma, é suficiente
parametrizar adequadamente o movimento do contorno do domı́nio geométrico e
aplicar os conceitos de derivada Gâteaux e Fréchet de campos materiais e espaci-
ais juntamente com o teorema do transporte de Reynolds. Neste apêndice, então,
é apresentado o ferramental básico para a análise de sensibilidade à mudança de
forma do ponto de vista da mecânica do cont́ınuo, resultando em uma metodologia
sistemática e geral aplicável para uma ampla classe de problemas.

Do ponto de vista histórico, notáveis desenvolvimentos neste campo foram ob-
servados durante a conferência Optimization of Distributed Parameters Structures,
realizada em 1981 [41], principalmente devido aos trabalhos de Céa [19] e Zolésio
[99], em que são descritos os fundamentos matemáticos da análise de sensibilidade à
mudança de forma em espaços de Sobolev por meio de técnicas de variação suave do
contorno (veja também Haslinger & Neittaanmäki 1988 [40], Soko lowski & Zolésio
1992 [94], Delfour & Zolésio 2001 [21] e Henrot & Pierre 2005 [42]). Além disso, é

95
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Figura A.1: Mapeamento Tt entre os domı́nios original (material) Ω e perturbado
(espacial) Ωt.

posśıvel estabelecer estreita relação entre a análise de sensibilidade à mudança de
forma e a teoria da mecânica do cont́ınuo (vide, a respeito, [96]), que é discutida no
final deste caṕıtulo por meio de exemplo associado à análise de defeitos em corpos
elásticos tridimensionais.

A.1 Descrições Material e Espacial

Conside um domı́nio aberto e limitado Ω ⊂ Rd, com d ≥ 2, cujo contorno, denotado
por Γ := ∂Ω, é suficientemente regular, i.e., classe C2 ou Lipschitz. Assumindo
que o domı́nio Ω está sujeito a uma perturbação regular (ou seja, sua topologia
é preservada) representada por um mapeamento suave e inverśıvel denotado por
Tt(X), onde X ∈ Ω e t ∈ [0, δ), com δ ∈ R+, então, para cada t, tem-se

Tt : Ω→ Ωt com T−1
t : Ωt → Ω . (A.1.1)

Assim, o domı́nio perturbado Ωt, delimitado por Γt := ∂Ωt, parametrizado com
relação a t, pode ser escrito da seguinte forma (vide fig. A.1)

Ωt:=
{
x ∈ Rd : x = Tt(X), X ∈ Ω e t ∈ [0, δ)

}
. (A.1.2)

Portanto, x|t=0
= Tt(X)|t=0

= X e Ωt|t=0
= Ω.

Usando a notação clássica da mecânica do cont́ınuo (Gurtin 1981 [37]), Ω e Ωt
representam as configurações material e espacial , respectivamente. Além disso, X ∈
Ω e x ∈ Ωt são também referidas como as coordenadas Lagrangeanas e Eulerianas,
respectivamente. Considera-se, portanto, o domı́nio de referência Ω munido do
sistema de coordenadas Lagrangeanas e o domı́nio variável Ωt com o sistema de
coordenadas Eulerianas, em que o domı́nio Ωt é constrúıdo na forma de fluxo de
um dado campo de velocidade.

Desta forma, o elemento diferencial espacial dx (definido em Ωt) é associado ao
elemento diferencial material dX (definido em Ω) como

x = Tt(X) ⇒ dx = ∂XTt(X)dX , (A.1.3)

cuja relação pode ser escrita de forma compacta como

J(X, t):=∂XTt(X) ⇒ dx = JdX , (A.1.4)

onde J pode ser interpretado como o tensor Jacobiano da transformação de Ω para
Ωt. É posśıvel, ainda, derivar o mapeamento Tt(X) com relação a t, para obter

x = Tt(X) ⇒ ẋ := ∂tTt(X) = V(X, t) , (A.1.5)
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onde, por analogia com a mecânica do cont́ınuo, V(X, t) pode ser vista como a
descrição material do campo de velocidade que caracteriza a mudança de forma do
corpo.

A completa dependência dos pontos material X ∈ Ω e espacial x ∈ Ωt com
relação ao parâmetro t é dada respectivamente por

T−1
t (Tt(X)) = X e Tt(T

−1
t (x)) = x . (A.1.6)

Portanto, tomando-se duas funções g(X, t) e h(x, t), suas descrições espacial e
material são, respectivamente, assim definidas

gt(x) := g(T−1
t (x), t) e ht(X) := h(Tt(X), t) . (A.1.7)

Introduzindo ϕt e ϕt para denotar, respectivamente, as descrições material e
espacial de um campo ϕ (escalar, vetorial ou tensorial), a descrição espacial do
campo material ϕt é definida como

[ϕt]t(x) := ϕt(T−1
t (x)) , (A.1.8)

enquanto que a descrição material do campo espacial ϕt é escrita como

[ϕt]
t
(X) := ϕt(Tt(X)) . (A.1.9)

Combinando (A.1.8) e (A.1.9) obtém-se

ϕt(X) = [ϕt(x)]t = ϕt(x)|x=Tt(X)
, (A.1.10)

ϕt(x) = [ϕt(X)]t = ϕt(X)|
X=T

−1
t (x)

, (A.1.11)

que resulta em

ϕt = [ϕt]
t =

[
[ϕt]t

]t
e ϕt = [ϕt]t =

[
[ϕt]

t
]
t
. (A.1.12)

Muitas vezes é usada a seguinte notação para funções compostas

ϕt(X) = (ϕt ◦ Tt)(X) e ϕt(x) = (ϕt ◦ T−1
t )(x) , (A.1.13)

que pode ser encontrada em diversas referências sobre o assunto (vide, por exemplo,
os livros de Soko lowski & Zolésio 1992 [94] e Delfour & Zolésio 2001 [21]).

A.1.1 Gradiente de Campos Escalares

Sejam ϕt e ϕt as descrições material e espacial de um campo escalar ϕ, respectiva-
mente. Então, é posśıvel calcular o diferencial total de ϕt e ϕt, ou seja

dϕt = ∂Xϕ
t · dX = ∇Xϕt · dX e dϕt = ∂xϕt · dx = ∇xϕt · dx , (A.1.14)

onde ∇X := ∂X e ∇x := ∂x são os gradientes com relação às coordenadas Lagran-
geana e Euleriana, respectivamente.

Assim, sendo dϕt = [dϕt]
t, a relação entre ∇Xϕt e ∇xϕt pode ser obtida da

seguinte maneira

[dϕt]
t

= [∇xϕt · dx]t = [∇xϕt]t · JdX
= J>[∇xϕt]t · dX ⇒ ∇Xϕt = J>[∇xϕt]t . (A.1.15)
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A.1.2 Gradiente de Campos Vetoriais

Sejam ϕt e ϕt as descrições material e espacial de um campo vetorial ϕ, respecti-
vamente. Então, é posśıvel calcular o diferencial total de ϕt e ϕt, que é

dϕt = (∂Xϕ
t)dX = (∇Xϕt)dX e dϕt = (∂xϕt)dx = (∇xϕt)dx , (A.1.16)

onde ∇X := ∂X e ∇x := ∂x. Assim, sendo dϕt = [dϕt]
t, a relação entre ∇Xϕt e

∇xϕt é dada por

[dϕt]
t

= [(∇xϕt)dx]t = [∇xϕt]tJdX ⇒ ∇Xϕt = [∇xϕt]tJ . (A.1.17)

A.1.3 Descrição Espacial do Campo de Velocidade

A descrição material do campo de velocidade é obtida pela diferenciação do mape-
amento X 7→ Tt(X) com relação ao parâmetro t (cf. equação (A.1.5)). De outro
lado, para obter a descrição espacial do campo de velocidade é preciso transportar
sua descrição material V(X, t) para a configuração espacial Ωt. Assim, a descrição
espacial do campo de velocidade é definida como

Vt(x):=V(T−1
t (x), t) = ∂tTt(X)|

X=T
−1
t (x)

. (A.1.18)

Portanto, as descrições material e espacial do campo de velocidade são dadas res-
pectivamente por (A.1.5) e (A.1.18). Ademais, em t = 0, observa-se que

Vt(x)|t=0
= V(X, 0) . (A.1.19)

Levando-se em conta (A.1.17) para o caso particular em que o campo vetorial ϕ é
a velocidade à mudança de forma V, tem-se

∇XV = [∇xVt]
tJ , (A.1.20)

que pode ser escrita de forma compacta introduzindo a seguinte notação

L := ∇XV e Lt := ∇xVt , (A.1.21)

que conduz a
L = [Lt]

tJ . (A.1.22)

Ademais

tr(L) = I · ∇XV = divXV e tr(Lt) = I · ∇xVt = divxVt . (A.1.23)

A.2 Derivada Material de Campos Espaciais

Conforme mencionado, o funcional de forma, as equações de estado e as restrições
são em geral escritas como integrais de domı́nio e/ou de contorno, cujos integran-
dos podem depender de campos escalares e/ou vetoriais e de seus gradientes de
primeira ou segunda ordens, etc. Assim, para um dado campo escalar ou vetorial,
é determinada sua derivada total com relação ao parâmetro de controle t associado
às descrições material e espacial.

Seja ϕ um dado campo, em que as descrições material e espacial são respecti-
vamente denotadas por ϕt e ϕt. Então, a derivada material (total) da descrição
material ϕt de um campo ϕ é trivialmente definida como

ϕ̇t(X) := ∂tϕ
t(X) . (A.2.24)
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De outro lado, a descrição espacial da derivada material (total) do campo ϕ, escrita
espacialmente como ϕt, é definida por

ϕ̇t(x) := (∂tϕt(Tt(X)))|
X=T

−1
t (x)

. (A.2.25)

Ou seja, para obter a descrição espacial da derivada material de um campo ϕ
escrito espacialmente como ϕt, é necessário primeiro transportar o campo ϕt para
a configuração material Ω, calcular sua derivada com relação ao parâmetro t e,
finalmente, retornar à configuração espacial Ωt. Portanto, a partir da notação
introduzida por (A.1.12) obtém-se

ϕ̇t(x) = [ϕ̇t(X)]t e ϕ̇t(X) = [ϕ̇t(x)]t . (A.2.26)

Finalmente, a relação entre as derivadas material e espacial é dada pelo importante
resultado seguinte:

Teorema A.1. Seja ϕt a descrição espacial de um campo escalar ou vetorial sufi-
cientemente suave ϕ, então

ϕ̇t = ϕ′t + 〈∇xϕt,Vt〉 , com ϕ′t(x):=∂tϕt(x) . (A.2.27)

Demonstração. A partir da regra da cadeia e tendo em conta a definição da descrição
espacial do campo de velocidade dado por (A.1.18) obtém-se

ϕ̇t(x) = (∂tϕt(Tt(X)))|
X=T

−1
t (x)

= 〈∇xϕt(x), ∂tTt(X)|
X=T

−1
t (x)
〉+ ∂tϕt(x)

= 〈∇xϕt(x),Vt(x)〉+ ϕ′t(x) , (A.2.28)

que conduz ao resultado.

Corolário A.1. Levando-se em conta o resultado do Teorema A.1 juntamente com
(A.1.19), são obtidas as seguintes relações entre as derivadas materiais e espaciais:

• Para um campo escalar ϕt

ϕ̇t = ϕ′t +∇xϕt ·Vt . (A.2.29)

• Para um campo vetorial ϕt

ϕ̇t = ϕ′t + (∇xϕt)Vt . (A.2.30)

A.2.1 Derivada do Gradiente de um Campo Escalar

Para obter a descrição espacial da derivada material do gradiente de um campo
escalar ϕ, escrito espacialmente como ϕt, é preciso diferenciar ambos os lados de
(A.1.15) com relação a t, que resulta em

∂t(∇Xϕt) = ∂t(J
>[∇xϕt]t)

= ∂tJ
>[∇xϕt]t + J>∂t([∇xϕt]t) . (A.2.31)

Multiplicando-se à esquerda ambos os lados de (A.2.31) por J−> e, após alguns
rearranjos, obtém-se

∂t([∇xϕt]t) = J−>∂t(∇Xϕt)− J−>∂tJ
>[∇xϕt]t . (A.2.32)



100

Entretanto,

∂t(∇Xϕt) = ∇X(∂tϕ
t) = ∇X ϕ̇t = ∇X [ϕ̇t]

t = J>[∇xϕ̇t]t , (A.2.33)

e, da definição do tensor Jacobiano J dado por (A.1.4), tomando (A.1.22), tem-se

∂tJ = ∂t(∇XTt) = ∇X∂tTt = ∇XV = [∇xVt]
tJ

⇒ ∂tJ = [Lt]
tJ e ∂tJ

> = J>([Lt]
t)> . (A.2.34)

Considerando as equações (A.2.32), (A.2.33) e (A.2.34) obtém-se

∂t([∇xϕt]t) = [∇xϕ̇t]t − ([Lt]
t)>[∇xϕt]t . (A.2.35)

Após tomar-se a descrição espacial da relação acima, tem-se[
∂t([∇xϕt]t)

]
t

=
[
[∇xϕ̇t]t

]
t
−
[
([Lt]

t)>[∇xϕt]t
]
t
, (A.2.36)

que finalmente resulta em

(∇xϕt)· = ∇xϕ̇t − L>t (∇xϕt) . (A.2.37)

A.2.2 Derivada do Gradiente de um Campo Vetorial

Da mesma maneira, a descrição espacial da derivada material do gradiente de um
campo vetorial ϕ, escrito espacialmente como ϕt, pode ser obtida diferenciando-se
ambos os lados de (A.1.17) com relação a t, ou seja

∂t(∇Xϕt) = ∂t([∇xϕt]tJ)

= ∂t([∇xϕt]t)J + [∇xϕt]t∂tJ . (A.2.38)

Multiplicando-se à direita ambos os lados de (A.2.38) por J−1 e, após rearranjá-la,
obtém-se

∂t([∇xϕt]t) = ∂t(∇Xϕt)J−1 − [∇xϕt]t(∂tJ)J−1 . (A.2.39)

Todavia,

∂t(∇Xϕt) = ∇X(∂tϕ
t) = ∇X ϕ̇t = ∇X [ϕ̇t]

t = [∇xϕ̇t]tJ , (A.2.40)

e, das equações (A.2.39), (A.2.40) e (A.2.34), obtém-se

∂t([∇xϕt]t) = [∇xϕ̇t]t − [∇xϕt]t[Lt]t . (A.2.41)

Após tomar a descrição espacial da relação acima tem-se[
∂t([∇xϕt]t)

]
t

=
[
[∇xϕ̇t]t

]
t
−
[
[∇xϕt]t[Lt]t

]
t
, (A.2.42)

que finalmente resulta em

(∇xϕt)· = ∇xϕ̇t − (∇xϕt)Lt . (A.2.43)

A.3 Derivada Material de Expressões Integrais

Como mencionado no ı́nicio deste apêndice, a função custo, as restrições e equações
de estado são dadas em geral por funcionais definidos através de integrais do domı́nio
e/ou de contorno, cujos integrandos dependem de campos escalares e/ou vetoriais
bem como de seus gradientes de primeira e de segunda ordens, etc. Na seção anterior
foi mostrado como diferenciar os gradientes de campos escalares e vetoriais com
relação à forma. Agora será mostrado como diferenciar uma classe de funcionais
definidos no domı́nio e/ou contorno quando submetido a mudanças suaves na forma.
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A.3.1 Integral de Domı́nio

Para obter a descrição espacial da derivada material de um funcional dado por
integrais definidas na configuração espacial Ωt, ou seja,

d

dt

∫
Ωt

ϕt dΩt , (A.3.44)

de ińıcio é necessário transportar o domı́nio da integração Ωt e o integrando ϕt,
representando a descrição espacial de um campo escalar ϕ, para a configuração
material Ω. Este procedimento permite introduzir o operador derivada total na
integral. Finalmente, é posśıvel calcular a derivada com relação ao parâmetro de
controle t usando regras de cálculo usuais e retornar à configuração espacial Ωt.

Levando-se em conta, então, os elementos diferenciais dx, dy e dz definidos em
Ωt, a relação entre dΩt e dΩ pode ser obtida a partir de (A.1.4) como o seguinte:

dΩt = dx× dy · dz
= JdX × JdY · JdZ

=
JdX × JdY · JdZ
dX × dY · dZ

dΩ

⇒ dΩt = (detJ)dΩ , (A.3.45)

em que dX, dY e dZ são os elementos diferenciais definidos em Ω.
Agora, para obter todos os elementos necessários a demonstrar o resultado prin-

cipal desta seção, que é dado pelo teorema do transporte de Reynolds, tem-se so-
mente que calcular a derivada de detJ, ou seja

(det J(X, t))· =
〈
∂J(detJ(X, t)), J̇(X, t)

〉
, (A.3.46)

onde é empregada a seguinte expansão de primeira ordem

det(J + J̇) = det(J) +
〈
∂J(det J), J̇

〉
+ o(‖J̇‖) . (A.3.47)

O termo ∂J(det J) é identificado abaixo e o termo remanescente o(‖J̇‖) é de maior
ordem com relação à norma matricial ‖J̇‖.

Por outro lado, dado um tensor de segunda ordem T , det(T − sI) admite a
seguinte representação (Gurtin 1981 [37])

det(T − sI) = −s3 + I1(T )s2 − I2(T )s+ I3(T ) ∀s ∈ R , (A.3.48)

onde I1(T ), I2(T ) e I3(T ) são os invariantes do tensor T respectivamente definidos
como

I1(T ) = tr(T ) , (A.3.49)

I2(T ) =
1

2
[tr(T )2 − tr(T 2)] , (A.3.50)

I3(T ) = detT . (A.3.51)

Tomando-se s = −1 em (A.3.48) obtém-se

det(T + I) = 1 + tr(T ) + o(‖T‖) . (A.3.52)
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Ademais, observa-se que

det(J + J̇) = det[(I + J̇J−1)J]

= det(J̇J−1 + I)detJ . (A.3.53)

Assim, escolhendo T = J̇J−1 em (A.3.52) e considerando (A.3.53) tem-se

det(J + J̇) = [1 + tr(J̇J−1) + o(‖J̇‖)]detJ

= detJ + tr(J̇J−1)detJ + o(‖J̇‖) . (A.3.54)

Comparando-se (A.3.47) com (A.3.54) e usando (A.2.34), obtém-se〈
∂J(det J), J̇

〉
= tr(J̇J−1)detJ = tr([Lt]

tJJ−1)detJ

= tr([∇xVt]
t)detJ = [divxVt]

tdetJ , (A.3.55)

resultando em
(detJ)· = [divxVt]

tdetJ . (A.3.56)

Finalmente, a partir dos resultados acima, tem-se todos os elementos para de-
monstrar o teorema do transporte de Reynolds para integrais de domı́nio (Gurtin
1981 [37]):

Teorema A.2. Considerando um funcional definido através de uma integral em
Ωt, cujo integrando é dado pela descrição espacial ϕt de um campo escalar sufici-
entemente suave ϕ. Então,

d

dt

∫
Ωt

ϕt dΩt =

∫
Ωt

(ϕ̇t + ϕtdivxVt)dΩt , (A.3.57)

=

∫
Ωt

ϕ′tdΩt +

∫
∂Ωt

ϕt(Vt · nt)dΓt , (A.3.58)

onde nt é o vetor normal unitário exterior em ∂Ωt.

Demonstração. Das fórmulas (A.3.45) e (A.3.56) se segue

d

dt

∫
Ωt

ϕt dΩt = ∂t

∫
Ω

ϕt(detJ)dΩ =

∫
Ω

∂t(ϕ
tdetJ)dΩ

=

∫
Ω

(ϕ̇tdetJ + ϕt(detJ)·)dΩ

=

∫
Ω

(ϕ̇t + ϕt[divxVt]
t)(detJ)dΩ

=

∫
Ωt

(ϕ̇t + ϕtdivxVt)dΩt . (A.3.59)

De outro lado, a partir do resultado do Teorema A.1 dado por (A.2.27) e após
aplicar o teorema da divergência (B.3.35), (A.3.59) pode ser reescrito como

d

dt

∫
Ωt

ϕt dΩt =

∫
Ωt

(ϕ′t +∇xϕt ·Vt + ϕtdivxVt)dΩt

=

∫
Ωt

ϕ′tdΩt +

∫
Ωt

divx(ϕtVt)dΩt

=

∫
Ωt

ϕ′tdΩt +

∫
∂Ωt

ϕt(Vt · nt)dΓt . (A.3.60)

Assim, das equações (A.3.59) e (A.3.60) obtém-se referidos resultados.



103

Figura A.2: Elementos diferenciais de superf́ıcie dΓ e dΓt respectivamente definidos
nas configurações material e espacial.

A.3.2 Integral de Contorno

Nesta seção serão mostrados os precedimentos para obter a descrição espacial da
derivada material de um funcional dado por integrais de contorno, ou seja

d

dt

∫
∂Ωt

ϕt dΓt , (A.3.61)

onde o integrando ϕt representa a descrição espacial de um campo escalar ϕ e
Γt = ∂Ωt é usado para denotar o contorno da configuração espacial Ωt.

Sejam n e nt respectivamente os campos vetoriais normais unitários aos contor-
nos Γ = ∂Ω e Γt = ∂Ωt, de modo que (dΓt)nt = dx× dy e (dΓ)n = dX × dY . Em
seguida, tendo em conta que dz e dZ são os elementos diferenciais nas direções nt
e n, tem-se (vide fig. A.2)

dΓt(nt · dz) = dΩt e dΓ(n · dZ) = dΩ . (A.3.62)

Assim, a partir de (A.3.45), obtém-se

dΓt(nt · dz) = (detJ)dΓ(n · dZ)

= (detJ)dΓ(n · J−1dz)

= (detJ)dΓ(J−>n) · dz
⇒ (dΓt)nt = (detJ)dΓ(J−>n) . (A.3.63)

Portanto, a relação entre dΓt e dΓ é dada por

dΓt = ‖(dΓt)nt‖
= ‖detJ(J−>n)‖dΓ

= ‖J−>n‖(detJ)dΓ . (A.3.64)

A derivada do detJ é dada por (A.3.56), necessária, entretanto, para calcular
a derivada de ‖J−>n‖. Então, primeiramente obtém-se a descrição material da
normal nt da seguinte maneira

nt =
ntdΓt
dΓt

⇒ J−>n(detJ)dΓ

‖J−>n‖(detJ)dΓ
=

J−>n

‖J−>n‖
= [nt]

t . (A.3.65)

Definindo
m := J−>n , (A.3.66)
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tem-se
[nt]

t
=

m

‖m‖
. (A.3.67)

Depois, diferenciando ambos os lados da seguinte equação

J−1J = I , (A.3.68)

tem-se
(J−1J)· = (J−1)·J + J−1J̇ = 0 . (A.3.69)

Multiplicando-se à direita ambos os lados da expressão acima por J−1 e, após alguns
rearranjos, obtém-se a derivada da inversa do tensor Jacobiano, ou seja

(J−1)· = −J−1J̇J−1 = −J−1[Lt]
tJJ−1 = −J−1[Lt]

t , (A.3.70)

onde é usado o resultado (A.2.34). Assim,

(J−>)· = −[L>t ]tJ−> . (A.3.71)

Ademais, a partir de (A.3.66) tem-se

‖m‖ = ‖J−>n‖ (A.3.72)

e esta derivada toma a forma

‖m‖· = ∂t(m ·m)
1
2 =

1

2
(m ·m)−

1
2 2(m · ṁ) =

1

‖m‖
m · ṁ . (A.3.73)

Das equações (A.3.71) e (A.3.67) observa-se que

ṁ = (J−>n)·

= −[L>t ]tJ−>n = −[L>t ]tm

= −[L>t ]t[nt]
t‖m‖ = −[L>t nt]

t‖m‖ . (A.3.74)

Substituindo (A.3.74) em (A.3.73) e tendo em conta (A.3.67) tem-se

‖m‖· = − 1

‖m‖
m · [L>t nt]

t‖m‖

= −m · [L>t nt]
t

= −[nt]
t · [L>t nt]

t‖m‖
= −[nt · L>t nt]t‖m‖ = −[Ltnt · nt]t‖m‖ . (A.3.75)

Usando as fórmulas (A.3.56) e (A.3.75), e considerando que m = J−>n, é posśıvel
calcular a derivada de ‖J−>n‖detJ, a saber

(‖J−>n‖detJ)· = ‖J−>n‖[divxVt]
tdetJ− [nt · Ltnt]t‖J−>n‖detJ

= [divxVt − nt · Ltnt]t‖J−>n‖detJ

= [divΓtVt]
t‖J−>n‖detJ , (A.3.76)

onde divΓtVt é o divergente superficial do campo de velocidade, definido como

divΓtVt = divxVt − nt · Ltnt
= I · Lt − (nt ⊗ nt) · Lt
= (I− nt ⊗ nt) · Lt . (A.3.77)

Finalmente, usando o resultado anterior, é posśıvel demonstrar o teorema do
transporte de Reynolds para integrais de contorno:



105

Teorema A.3. Considerando um funcional definido através de uma integral em
∂Ωt, cujo integrando é dado pela descrição espacial ϕt de um campo escalar sufici-
entemente suave ϕ. Então,

d

dt

∫
∂Ωt

ϕt dΓt =

∫
∂Ωt

(ϕ̇t + ϕtdivΓtVt)dΓt , (A.3.78)

onde divΓtVt é o divergente superficial do campo de velocidade dado por (A.3.77).

Demonstração. Levando-se em conta os resultados (A.3.64) e (A.3.76), tem-se

d

dt

∫
∂Ωt

ϕt dΓt = ∂t

∫
∂Ω

ϕt‖J−>n‖detJ dΓ

=

∫
∂Ω

∂t(ϕ
t‖J−>n‖detJ)dΓ

=

∫
∂Ω

(ϕ̇t‖J−>n‖detJ + ϕt(‖J−>n‖detJ)·)dΓ

=

∫
∂Ω

(ϕ̇t + ϕt[divΓtVt]
t)‖J−>n‖detJ dΓ

=

∫
∂Ωt

(ϕ̇t + ϕtdivΓtVt)dΓt , (A.3.79)

conduzindo ao resultado.

A.4 Resumo das Fórmulas Obtidas

Considerando as derivadas materiais (totais) avaliadas para t = 0 e desde que
em t = 0, tem-se Ωt|t=0

= Ω. Então o subscrito X pode ser suprimido, ou seja,
∇ := ∇X e div := divX . Ademais, com o objetivo de simplificar a apresentação dos
resultados, pode-se escrever x ∈ Ω, no lugar de X.

Portanto, para um dado campo ϕ (escalar, vetorial ou tensorial), a relação entre
suas derivadas material e espacial é dada por

ϕ̇ = ϕ′ + 〈∇ϕ,V〉 . (A.4.80)

Em particular, tem-se:

• No caso de um campo escalar ϕ

ϕ̇ = ϕ′ +∇ϕ ·V . (A.4.81)

• Para um campo vetorial ϕ

ϕ̇ = ϕ′ + (∇ϕ)V . (A.4.82)

O teorema do transporte de Reynolds na forma de integral de domı́nio é dado
por (∫

Ω

ϕ

)·

=

∫
Ω

(ϕ̇+ ϕdivV) , (A.4.83)

=

∫
Ω

ϕ′ +

∫
∂Ω

ϕ(V · n) , (A.4.84)
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enquanto que na forma de integral de contorno é escrito como(∫
∂Ω

ϕ

)·

=

∫
∂Ω

(ϕ̇+ ϕdivΓV) , (A.4.85)

onde o divergente superficial da velocidade é definido como

divΓV := (I− n⊗ n) · ∇V , (A.4.86)

com n sendo o vetor normal unitário exterior a ∂Ω.

Observação A.1. Considerando o subconjunto ω ⊂ Ω e, se a função escalar ϕ é
descont́ınua no contorno ∂ω, então, nesse caso o teorema do transporte de Reynolds
fornece(∫

Ω

ϕ

)·

=

(∫
Ω\ω

ϕ+

∫
ω

ϕ

)·

=

∫
Ω\ω

(ϕ̇+ ϕdivV) +

∫
ω

(ϕ̇+ ϕdivV)

=

∫
Ω\ω

(ϕ′ +∇ϕ ·V + ϕdivV) +

∫
ω

(ϕ′ +∇ϕ ·V + ϕdivV)

=

∫
Ω

ϕ′ +

∫
Ω\ω

div(ϕV) +

∫
ω

div(ϕV)

=

∫
Ω

ϕ′ +

∫
∂Ω

ϕ(V · n) +

∫
∂ω

ϕe(V · n)−
∫
∂ω

ϕi(V · n)

=

∫
Ω

ϕ′ +

∫
∂Ω

ϕ(V · n) +

∫
∂ω

JϕK(V · n) , (A.4.87)

onde n é o vetor normal unitário sobre ∂ω, exterior a Ω \ ω, e JϕK é usado para
denotar o salto de ϕ através do contorno ∂ω, ou seja JϕK = ϕe − ϕi em ∂ω, com
ϕe = ϕ|Ω\ω e ϕi = ϕ|ω .

Ademais, para um campo escalar ϕ tem-se

(∇ϕ)· = ∇ϕ̇− (∇V)>∇ϕ . (A.4.88)

No caso de um campo vetorial ϕ há

(∇ϕ)· = ∇ϕ̇−∇ϕ∇V . (A.4.89)

O gradiente simétrico de um campo vetorial é definido como

∇ϕs:=1

2
(∇ϕ+∇ϕ>) (A.4.90)

e a derivada material pode ser obtida aplicando a fórmula (A.4.89), ou seja

(∇ϕs)· =
1

2
(∇ϕ+∇ϕ>)·

=
1

2
((∇ϕ)· + (∇ϕ>)·)

=
1

2
[(∇ϕ)· + ((∇ϕ)·)>]

= [(∇ϕ)·]s = ∇ϕ̇s − (∇ϕ∇V)s . (A.4.91)
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A divergência de um campo vetorial é definida como

divϕ:=tr(∇ϕ) (A.4.92)

e a derivada material é facilmente obtida a partir de (A.4.89), ou seja

(divϕ)· = [tr(∇ϕ)]· = tr(∇ϕ)·

= tr(∇ϕ̇)− tr(∇ϕ∇V)

= divϕ̇−∇ϕ> · ∇V . (A.4.93)

O Laplaciano de um campo escalar é definido como

∆ϕ := div(∇ϕ) . (A.4.94)

Em seguida, tendo em conta (A.4.93) e (A.4.88) tem-se

(∆ϕ)· = [div(∇ϕ)]·

= div(∇ϕ)· − (∇∇ϕ)> · ∇V
= div[∇ϕ̇−∇V>∇ϕ]−∇∇ϕ · ∇V
= ∆ϕ̇− div(∇V>∇ϕ)−∇∇ϕ · ∇V . (A.4.95)

De outro vértice, é interessante notar que o Laplaciano de um campo escalar pode
ser escrito também como

∆ϕ = tr(∇∇ϕ) , (A.4.96)

onde ∇∇ϕ = (∇∇ϕ)>. Assim, aplicando as fórmulas (A.4.89) e (A.4.88), obtém-se
a derivada material do gradiente de segunda ordem de um campo escalar

(∇∇ϕ)· = ∇(∇ϕ)· − (∇∇ϕ)∇V
= ∇(∇ϕ̇−∇V>∇ϕ)− (∇∇ϕ)∇V
= ∇∇ϕ̇−∇(∇V>∇ϕ)− (∇∇ϕ)∇V . (A.4.97)

Após tomar o traço em ambos os lados de (A.4.97), obtém-se o mesmo resultado
dado por (A.4.95).

A.5 O Tensor Momento-Energia de Eshelby

Nesta seção é discutida a relação entre análise de sensibilidade à mudança de forma
e a moderna teoria da mecânica do cont́ınuo, que é baseada no tensor momento-
energia de Eshelby, conceito introduzido no trabalho fundamental de Eshelby 1975
[25]. Esta noção, introduzida por Taroco e Feijóo 2006 [96] no contexto do problema
de torção de barras prismáticas elásticas, é aqui apresentada através de um exemplo
referente à análise de falhas em corpos elásticos tridimensionais.

Exemplo A.1 (tensor momento-energia de Eshelby). Seja Ω ⊂ R3 um domı́nio
aberto e limitado com contorno suave ∂Ω, e ω ⊂ R3 domı́nio aberto e limitado
imerso em Ω, de modo que ω b Ω, com contorno suave ∂ω. Assumindo que Ωω =
Ω \ω representa um corpo elástico com uma pequena cavidade ω em seu interior, a
energia de deformação potencial total é dada pelo seguinte funcional:

Jω(u) =
1

2

∫
Ωω

σ(u) · ∇us −
∫

Ωω

b · u , (A.5.98)
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onde a função vetorial u é a solução do problema variacional:
Encontre u ∈ U , tal que∫

Ωω

σ(u) · ∇ηs =

∫
Ωω

b · η ∀η ∈ U ,

com σ(u) = C∇us .

(A.5.99)

Na equação acima U = {ϕ ∈ H1(Ωω;R3) : ϕ|∂Ω
= 0} é o espaço das funções

admisśıveis, b é uma força de corpo constante distribúıda no domı́nio Ω e C é o
tensor constitutivo de quarta ordem dado por

C = 2µI + λI⊗ I , (A.5.100)

onde I e I são os tensores identidade de segunda e quarta ordens, respectivamente, µ
e λ são os coeficientes de Lamé, ambos considerados constantes em todo o domı́nio.
Supondo que a cavidade ω representa uma falha imersa em Ω, então deseja-se co-
nhecer a sensibilidade da energia potencial total com relação à forma do defeito ω.
Submetendo a cavidade ω a uma perturbação suave em sua forma, a distribuição
do gradiente de forma de Jω(u) com relação a mudanças na forma da cavidade ω
é dada por

J̇ω(u) =

∫
Ωω

Σ · ∇V , (A.5.101)

onde V é o campo velocidade à mudança de forma definido em Ωω, de modo que
V|∂Ω

= 0, desde que ∂Ω permanece fixo e Σ é um campo tensorial de divergência
nula dado por

Σ =
1

2
(σ(u) · ∇us − 2b · u)I−∇u>σ(u) . (A.5.102)

Portanto, a referida integral de domı́nio pode ser escrita como uma integral concen-
trada sobre o contorno do defeito ∂ω

J̇ω(u) =

∫
∂ω

Σn ·V , (A.5.103)

onde n é o campo vetorial normal unitário sobre ∂ω, apontando em direção ao inte-
rior da cavidade ω. Finalmente, desde que σ(u)n = 0 no contorno da cavidade ∂ω,
tem-se uma simplificação adicional desta fórmula. Em particular, quando o gradi-
ente é expresso em termos de integrais no contorno, o tensor correspondente Σ se
reduz a um tensor hidrostático proporcional à densidade de energia de deformação.
De fato,

J̇ω(u) =

∫
∂ω

φ(u) n ·V , (A.5.104)

onde φ(u) é a energia de deformação espećıfica concentrada em ∂ω, ou seja

φ(u) =
1

2
σ(u) · ∇us − b · u . (A.5.105)

Os resultados acima são derivados usando as fórmulas resumidas na seção prévia em
conjunto com o Apêndice B, sendo que a derivação destes resultados são deixados
como exerćıcio ao final deste caṕıtulo.

Analisando os resultados obtidos no exemplo, é posśıvel reconhecer Σ como o
tensor momento-energia introduzido por Eshelby 1975 [25]. Este tensor aparece
na análise de falhas em elasticidade tridimensional e desempenha papel central na
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teoria da mecânica do cont́ınuo envolvendo não-homogeneidades (inclusões, poros,
fraturas, etc) em sólidos. Considerando que a distribuição do gradiente de forma da
energia potencial total é dada pelo produto de Σ e ∇V, o tensor Σ pode ser inter-
pretado em termos das forças configuracionais [38] atuando em um corpo elástico
deformável com uma pequena falha interior. Assim divΣ = g em Ω, com g = 0
neste caso em particular, pode ser associado ao balanço de forças configuracionais
ou simplesmente balanço configuracional [38]. Finalmente, o gradiente de forma do
funcional Jω(u) resulta em uma integral concentrada no contorno em movimento ∂ω
e dependente da componente normal do campo de velocidade V, ou seja V ·n. Este
último resultado corrobora com o teorema de estrutura de Hadamard da otimização
de forma, demonstrado em [94], por exemplo.
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A.6 Exerćıcios

1. Seja u um campo escalar ou vetorial suficientemente suave definido sobre um
domı́nio aberto e limitado Ω ∈ Rd, d ≥ 2. Calcule a derivada material da
função φ(u) para os seguintes casos:

(a) Densidade de energia térmica associada a um problema de condução de
calor estacionário, isto é

φ(u) := −1

2
q(u) · ∇u , (A.6.106)

onde q(u) := −K∇u, com K usado para denotar um tensor simétrico
de segunda ordem (K> = K) que não dependente da forma do corpo Ω.
Então,

φ̇(u) = −q(u) · ∇u̇+ (∇u⊗ q(u)) · ∇V . (A.6.107)

(b) Densidade de energia de deformação associada a um sistema de elastici-
dade linear, ou seja

φ(u) :=
1

2
σ(u) · ∇us , (A.6.108)

onde σ(u) := C∇us, com C usado para denotar um tensor simétrico de
quarta ordem (C> = C) que não depende da forma do corpo Ω. Então,

φ̇(u) = σ(u) · ∇u̇s −∇u>σ(u) · ∇V . (A.6.109)

(c) Densidade de energia associada a um problema de flexão de placas de
Kirchhoff, a saber

φ(u) := −1

2
M(u) · ∇∇u , (A.6.110)

onde M(u) = −C∇∇u, com C usado para denotar um tensor simétrico
de quarta ordem (C> = C) independente da forma do corpo Ω. Assim,

φ̇(u) = −M(u) · ∇∇u̇+ (∇∇u)M(u) · ∇V
− (∇u⊗ divM(u)) · ∇V + div

(
M(u)∇V>∇u

)
. (A.6.111)

(d) Densidade de energia complementar associada ao problema de torção de
barras prismáticas sujeitas à fluência estacionária, que é dado por

φ(u) := −1

p
q(u) · ∇u , (A.6.112)

onde q(u) := −k‖∇u‖p−2∇u, com os parâmetros material k e p indepen-
dentes da forma do corpo Ω. Logo,

φ̇(u) = −q(u) · ∇u̇+ (∇u⊗ q(u)) · ∇V . (A.6.113)

(e) Forma quadrática da diferença entre o campo de tensão de von Mises
σeq(u) e uma tensão admisśıvel equivalente σ, ou seja

φ(u) := (σeq(u)− σ)
2
, (A.6.114)

onde σ é uma dada constante e

σeq(u) :=

√
1

2
Bσ(u) · σ(u) com B = 3I− I⊗ I . (A.6.115)
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Na equação acima, I e I são respectivamente os tensores identidades de
quarta e segunda ordem e σ(u) := C∇us, com C usado para denotar um
tensor simétrico de quarta ordem (C> = C) que não depende da forma
do corpo Ω. Portanto,

φ̇(u) =

(
1− σ

σeq(u)

)(
CBσ(u) · ∇u̇s −∇u>CBσ(u) · ∇V

)
.

Dica: use o formulário do Apêndice B.

2. Considere o problema p-Poisson dado pelo seguinte problema de valor de con-
torno não linear: Encontre u, de modo que

−div(‖∇u‖p−2∇u) = 1 em Ω
u = 0 sobre ∂Ω

,

onde p ≥ 2. Tendo em conta o funcional de forma dado por

JΩ(u) =
1

p

∫
Ω

‖∇u‖
p

−
∫

Ω

u ,

que representa a dissipassão da energia complementar associada ao problema
de torção de barras prismáticas de Prandtl sujeitas à fluência estacionária,
deduza a formulação fraca do problema acima, ou seja: Encontreu ∈W 1,p

0 (Ω) , de modo que∫
Ω

‖∇u‖p−2∇u · ∇η =

∫
Ω

η ∀η ∈W 1,p
0 (Ω) .

Agora, a partir do teorema do transporte de Reynolds e usando o conceito
de derivada material de campos espaciais, mostre que a derivada de forma do
funcional JΩ(u) resulta em

J̇Ω(u) =

∫
Ω

Σ · ∇V ,

onde Σ pode ser visto como uma generalização do tensor momento energia de
Eshelby, o qual é dado por

Σ =

(
1

p
‖∇u‖p − u

)
I− ‖∇u‖p−2 (∇u⊗∇u) .

Mostre que Σ possui divergência nula, a saber divΣ = 0, e deduza a sensibili-
dade à mudança de forma do funcional JΩ(u) como uma integral de contorno,
ou seja

J̇Ω(u) =

∫
∂Ω

Σn ·V ,

onde n é o vetor normal unitário exterior a ∂Ω. Dica: calcule a divergência
do tensor Σ e rearranje a expressão obtida na seguinte forma∫

Ω

divΣ ·V = −
∫

Ω

(div(‖∇u‖p−2∇u) + 1)∇u ·V ∀V .

Considerando que u é solução para o problema de valor de contorno, então
divΣ = 0 a.e. em Ω. Mostre que este último resultado pode também ser
obtido usando argumentos puramente variacionais.
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3. Sabe-se que somente a componente normal do campo de velocidade V é re-
levante na análise de sensibilidade à mudança de forma. Tal resultado é co-
nhecido como teorema de estrutura de Hadamard [94]. Assim, mostre que a
solução do exerćıcio anterior corrobora com o referido teorema de estrutura.

4. Derive os resultados apresentados no Exemplo A.1.

5. Repita o Exemplo A.1, considerando uma inclusão com condições de trans-
missão apropriadas, ao invés de uma cavidade.



Apêndice B

Cálculo Tensorial

Neste apêndice alguns resultados básicos do cálculo tensorial, úteis para o desen-
volvimento apresentado neste trabalho, são rememorados. Para tanto, de ińıcio é
adotada a seguinte notação, baseada no livro de Gurtin, 1981 [37]:

• a, b, c, d, e ∈ R3;

• A,B,C, S,W ∈ R3 ×R3;

• ϕ campo escalar;

• u, v campos vetoriais;

• T,U campos tensoriais de segunda ordem.

B.1 Produtos Interno, Vetorial e Tensorial

O produto escalar ou interno de dois vetores a e b é definido como

a · b = b>a , (B.1.1)

com ‖a‖ = (a · a)1/2. O tensor de segunda ordem A pode ser visto como um
mapeamento linear que atribui a cada vetor a um vetor b = Aa. A transposição de
um tensor A é definida unicamente através de um tensor A> com a propriedade

a ·Ab = A>a · b , (B.1.2)

para todo vetor a e b. Um importante tensor é a identidade I definida por Ia = a
para cada vetor a. O produto de dois tensores A e B é um tensor C = AB. Em
geral AB 6= BA. Quando AB = BA, diz–se que A e B comutam. O produto escalar
ou interno de dois tensores A e B é definido como

A ·B = tr(B>A) = tr(A>B) ⇒ tr(AB) = tr(BA) , (B.1.3)

onde o traço de um tensor A é assim definido

tr(A) = I ·A . (B.1.4)

Segue-se então que

A · (BC) = (B>A) · C = (AC>) ·B . (B.1.5)
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O produto vetorial de dois vetores a e b é definido como

a× b = −b× a . (B.1.6)

Além disso
a× a = 0 , (B.1.7)

e
a · (b× c) = c · (a× b) = b · (c× a) = vol(P) , (B.1.8)

onde P é o paraleleṕıpedo definido pelo vetores a, b e c. Finalmente, o determinante
de um tensor de segunda ordem é definido como

detA =
Aa · (Ab×Ac)
a · (b× c)

. (B.1.9)

O produto tensorial de dois vetores a e b é um tensor de segunda ordem A = a⊗ b
que atribui a cada vetor c o vetor (b · c)a, ou seja

(a⊗ b)c = (b · c)a . (B.1.10)

Então segue que

(a⊗ b)> = (b⊗ a) , (B.1.11)

(a⊗ b)(c⊗ d) = (b · c)(a⊗ d) , (B.1.12)

(a⊗ b) · (c⊗ d) = (a · c)(b · d) , (B.1.13)

tr(a⊗ b) = a · b , (B.1.14)

a ·Ab = A · (a⊗ b) , (B.1.15)

A(a⊗ b) = (Aa)⊗ b . (B.1.16)

B.2 Gradiente, Divergente e Rotacional

Sejam os campos suficientemente regulares ϕ, u, v, T e U , onde ϕ é escalar, u, v
são vetores e T,U são tensores. As hipóteses de regularidade não são explicita-
mente mostradas, pois as premissas usuais de diferenciabilidade que tornam um
argumento rigoroso são, como dito, óbvias para matemáticos e de pouco interesse
para engenheiros e f́ısicos. Desta forma, as seguintes identidades são válidas:

∇(ϕu) = ϕ∇u+ u⊗∇ϕ , (B.2.17)

div(ϕu) = ϕdiv(u) +∇ϕ · u , (B.2.18)

rot(ϕu) = ϕrotu+∇ϕ× u , (B.2.19)

∇(u · v) = (∇u)>v + (∇v)>u , (B.2.20)

div(u× v) = u · rot(v)− v · rot(u) , (B.2.21)

div(u⊗ v) = udiv(v) + (∇u)v , (B.2.22)

div(T>u) = div(T ) · u+ T · ∇u , (B.2.23)

div(ϕT ) = ϕdivT + T∇ϕ , (B.2.24)

div(∇u>) = ∇div(u) , (B.2.25)

div(TU) = (∇T )U + Tdiv(U) , (B.2.26)

∇(T · U) = (∇T )>U + (∇U)>T . (B.2.27)
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B.3 Teoremas Integrais

Seja Ω um domı́nio aberto e limitado em Rd, d ≥ 2, cujo contorno é denotado por
∂Ω. Seja n um campo vetorial normal unitário exterior à fronteira ∂Ω de Ω. Aqui,
alguns teoremas integrais são enunciados sem prova e sem hipóteses de regularidade
sobre os integrandos, bem como sobre o domı́nio de integração. Então, para um
dado campo escalar ϕ, vetorial v e tensorial T , as seguintes identidades integrais
são conhecidas: ∫

Ω

∇ϕ =

∫
∂Ω

ϕ n , (B.3.28)∫
Ω

∇v =

∫
∂Ω

v ⊗ n , (B.3.29)∫
Ω

div(v) =

∫
∂Ω

v · n , (B.3.30)∫
Ω

div(T ) =

∫
∂Ω

Tn . (B.3.31)

O teorema da divergência conduz a resultados matemáticos centrais para as de-
rivações apresentadas nesta monografia. Em particular, o teorema da divergência
em sua forma usual pode ser enunciado da seguinte forma∫

Ω

(T · ∇v + div(T ) · v) =

∫
Ω

div(T>v) =

∫
∂Ω

Tn · v . (B.3.32)

Se T = S, sendo S um campo tensorial simétrico (S = S>), então∫
Ω

(S · ∇vs + div(S) · v) =

∫
Ω

div(Sv) =

∫
∂Ω

Sn · v . (B.3.33)

Ademais, tem-se∫
Ω

(ϕdiv(v) +∇ϕ · v) =

∫
Ω

div(ϕv) =

∫
∂Ω

ϕ v · n . (B.3.34)

Se v = ∇φ, com φ um campo escalar, então∫
Ω

(ϕ∆φ+∇ϕ · ∇φ) =

∫
Ω

div(ϕ∇φ) =

∫
∂Ω

ϕ∂nφ . (B.3.35)

B.4 Algumas Decomposições Úteis

Cada tensor A pode ser expresso unicamente como a soma de um tensor simétrico
S e um tensor antissimétrico W , ou seja

A = S +W , (B.4.36)

onde

S =
1

2
(A+A>) e W =

1

2
(A−A>) . (B.4.37)

Se S é a parte simétrica de A e W a parte antissimétrica de A, há uma corres-
pondência um pra um entre um vetor e um tensor antissimétrico

Wa = w × a, com w1 = W32 , w2 = W13 , w3 = W21 , (B.4.38)
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Figura B.1: Sistema de coordenadas curviĺıneo sobre ∂Ω.

onde W = −W> é um tensor antissimétrico ou um tensor antissimétrico de segunda
ordem. Ademais,

[(a⊗ b)− (b⊗ a)] c = − [(a · c)b− (b · c)a] = −(a× b)× c . (B.4.39)

Finalmente, tem-se:

• Se S é simétrico,

S ·A = S ·A> = S ·
[

1

2
(A+A>)

]
. (B.4.40)

• Se W é antissimétrico,

W ·A = −W ·A> = W ·
[

1

2
(A−A>)

]
. (B.4.41)

• Se S é simétrico e W é antissimétrico,

S ·W = 0 . (B.4.42)

• Se A ·B = 0, para cada B, então A = 0.

• Se A · S = 0, para cada S, então A é antissimétrico.

• Se A ·W = 0, para cada W , então A é simétrico.

Seja um domı́nio bidimensional aberto e limitado Ω ⊂ R2, cuja fronteira é
denotada por ∂Ω e sejam dois vetores ortonormais n e τ , de tal modo que n ·n = 1,
τ · τ = 1 e n · τ = 0, definidos sobre a fronteira ∂Ω, como mostrado na fig. B.1.
Então, tem-se que um vetor a definido sobre ∂Ω pode ser decomposto da seguinte
maneira

a = (n⊗ n)a+ (τ ⊗ τ)a

= (a · n)n+ (a · τ)τ

= ann+ aττ , (B.4.43)

onde an := a · n e aτ := a · τ são as componentes normal e tangencial do vetor a,
respectivamente. Em outras palavras, aτ é a projeção de a no plano tangente a Ω
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e an é a projeção de a ortogonal ao referido plano tangente. Além disso, o tensor
identidade I pode ser escrito na base (n, τ), ou seja

I = n⊗ n+ τ ⊗ τ . (B.4.44)

Assim, os operadores projeção nas direções tangencial e normal podem ser respec-
tivamente definidos como

(I− n⊗ n)a = a− (a · n)n = aττ , (B.4.45)

(I− τ ⊗ τ)a = a− (a · τ)τ = ann . (B.4.46)

Seja A um tensor de segunda ordem. Então, A pode ser decomposto na base (n, τ)
na seguinte forma

A = Ann(n⊗ n) +Anτ (n⊗ τ) +Aτn(τ ⊗ n) +Aττ (τ ⊗ τ) , (B.4.47)

cujas componentes Ann, Anτ , Aτn e Aττ são definidas como

An = [Ann(n⊗ n) +Anτ (n⊗ τ) +Aτn(τ ⊗ n) +Aττ (τ ⊗ τ)]n

= Ann(n · n)n+Anτ (τ · n)n+Aτn(n · n)τ +Aττ (τ · n)τ

= Annn+Aτnτ

⇒ Ann = n ·An e Aτn = τ ·An , (B.4.48)

Aτ = [Ann(n⊗ n) +Anτ (n⊗ τ) +Aτn(τ ⊗ n) +Aττ (τ ⊗ τ)] τ

= Ann(n · τ)n+Anτ (τ · τ)n+Aτn(n · τ)τ +Aττ (τ · τ)τ

= Anτn+Aτττ

⇒ Anτ = n ·Aτ e Aττ = τ ·Aτ . (B.4.49)

Do mesmo modo, o gradiente de um campo escalar ∇ϕ definido sobre ∂Ω pode ser
decomposto como

∇ϕ = (∇ϕ · n)n+ (∇ϕ · τ)τ

= (∂nϕ)n+ (∂τϕ)τ (B.4.50)

⇒ ∂nϕ = ∇ϕ · n e ∂τϕ = ∇ϕ · τ , (B.4.51)

onde ∂nϕ e ∂τϕ são as derivadas normal e tangencial do campo escalar ϕ. Ademais,
o gradiente do campo vetorial ∇u definido sobre ∂Ω pode ser decomposto como

∇u = ∂nu
n(n⊗ n) + ∂τu

n(n⊗ τ) + ∂nu
τ (τ ⊗ n) + ∂τu

τ (τ ⊗ τ) , (B.4.52)

cujas componentes ∂nu
n, ∂τu

n, ∂nu
τ e ∂τu

τ são definidas como

(∇u)n = [∂nu
n(n⊗ n) + ∂τu

n(n⊗ τ) + ∂nu
τ (τ ⊗ n) + ∂τu

τ (τ ⊗ τ)]n

= (∂nu
n)n+ (∂nu

τ )τ

⇒ ∂nu
n = n · (∇u)n e ∂nu

τ = τ · (∇u)n , (B.4.53)

(∇u)τ = [∂nu
n(n⊗ n) + ∂τu

n(n⊗ τ) + ∂nu
τ (τ ⊗ n) + ∂τu

τ (τ ⊗ τ)] τ

= (∂τu
n)n+ (∂τu

τ )τ

⇒ ∂τu
n = n · (∇u)τ e ∂τu

τ = τ · (∇u)τ . (B.4.54)
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Figura B.2: Sistema de coordenadas polares (r, θ).

B.5 Sistemas de Coordenadas Polares e Esféricas

Seja um sistema de coordenadas polares definido pelo par (r, θ) com centro na origem
O, como mostrado na fig. B.2. A base orientada que define este sistema é denotada
por er e eθ, com er · eθ = 0 e er · er = eθ · eθ = 1. Para este sistema tem-se as
representações abaixo.

• Gradiente de um campo escalar ϕ:

∇ϕ =
∂ϕ

∂r
er +

1

r

∂ϕ

∂θ
eθ . (B.5.55)

• Laplaciano de um campo escalar ϕ:

∆ϕ =
∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
+

1

r2

∂2ϕ

∂θ2
. (B.5.56)

• Gradiente de um campo vetorial v:

∇v =
∂vr

∂r
er ⊗ er +

1

r

(
∂vr

∂θ
− vθ

)
er ⊗ eθ

+
∂vθ

∂r
eθ ⊗ er +

1

r

(
∂vθ

∂θ
+ vr

)
eθ ⊗ eθ . (B.5.57)

• Divergência de um campo vetorial v:

div(v) =
∂vr

∂r
+

1

r

(
∂vθ

∂θ
+ vr

)
. (B.5.58)

• Divergência de um campo tensorial de segunda ordem T :

div(T ) =

(
∂T rr

∂r
+

1

r

∂T θr

∂θ
+
T rr − T θθ

r

)
er

+

(
∂T rθ

∂r
+

1

r

∂T θθ

∂θ
+
T rθ + T θr

r

)
eθ . (B.5.59)

• Transformação de um vetor v a partir do sistema de coordenadas cartesianas
para polares: (

vr

vθ

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
v1

v2

)
, (B.5.60)

onde vi = v · ei são as componentes do vetor v no sistema de coordenadas
cartesianas.
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Figura B.3: Sistema de coordenadas esféricas (r, θ, φ).

• Transformação do tensor de segunda ordem T de coordenadas cartesianas para
polares:(

T rr T rθ

T θr T θθ

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)>(
T 11 T 12

T 21 T 22

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
,

(B.5.61)
onde T ij = ei ·Tej são as componentes do tensor T no sistema de coordenadas
cartesianas.

Considerando uma bola Bρ(O) ⊂ R2 de raio ρ e centro na origem O, cujo
contorno é denotado por ∂Bρ. Então, a integral de um campo escalar ϕ em Bρ é
avaliada como ∫

Bρ

ϕ =

∫ 2π

0

(∫ ρ

0

ϕ(r, θ)rdr

)
dθ . (B.5.62)

A integral de ϕ sobre a fronteira ∂Bρ é escrita como∫
∂Bρ

ϕ = ρ

∫ 2π

0

ϕ(ρ, θ) dθ . (B.5.63)

Considerando um sistema de coordenadas esféricas centrado na origem O dado
por (r, θ, φ), como mostrado em fig. B.3, é definida uma base orientada para o
sistema da forma er, eθ e eφ, com er · eθ = er · eφ = eθ · eφ = 0 e er · er = eθ · eθ =
eφ · eφ = 1. Tendo em conta esse sistema, tem-se as representações seguintes:

• Gradiente de um campo escalar ϕ:

∇ϕ =
∂ϕ

∂r
er +

1

r

∂ϕ

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂ϕ

∂φ
eφ . (B.5.64)

• Laplaciano de um campo escalar ϕ:

∆ϕ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂ϕ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ϕ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ϕ

∂φ2
. (B.5.65)
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• Transformação de um vetor v a partir do sistema de coordenadas cartesianas
para esféricas: vr

vθ

vφ

 =

 sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ
− sinφ cosφ 0

 v1

v2

v3

 , (B.5.66)

onde vi = v · ei são as componentes de um vetor v no sistema cartesiano de
coordenadas.

Considerando uma bola Bρ(O) ⊂ R3 de raio ρ e centro na origem O, com
contorno denotado por ∂Bρ, a integral de um campo escalar ϕ em Bρ é avaliada
como ∫

Bρ

ϕ =

∫ 2π

0

(∫ π

0

(∫ ρ

0

ϕ(r, θ, φ)r2dr

)
sin θdθ

)
dφ . (B.5.67)

A integral de ϕ sobre a fronteira ∂Bρ é dada por∫
∂Bρ

ϕ = ρ2

∫ 2π

0

(∫ π

0

ϕ(ρ, θ, φ) sin θdθ

)
dφ . (B.5.68)
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B.6 Exerćıcios

1. Obtenha as fórmulas de derivação apresentadas na Seção B.2.

2. Derive as identidades integrais apresentadas na Seção B.3.

Dica: consulte o livro de Gurtin, 1981 [37].
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[47] HLAVÁČEK, I. et al. On topological derivatives for elastic solids with uncertain
input data. Journal of Optimization Theory and Applications, v. 141, n. 3, p. 569–
595, 2009.

[48] IL’IN, A. M. Matching of asymptotic expansions of solutions of boundary va-
lue problems. Providence, RI: American Mathematical Society, 1992. x+281 p.
(Translations of Mathematical Monographs, vol. 102).

[49] JACKOWSKA-STRUMI L LO, L. et al. On numerical solution of shape inverse
problems. Computational Optimization and Applications, v. 23, n. 2, p. 231–255,
2002.

[50] KACHANOV, M.; SHAFIRO, B.; TSUKROV, I. Handbook of Elasticity Solu-
tions. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 2003.

[51] KAMOTSKI, I. V.; NAZAROV, S. A. Spectral problems in singular perturbed
domains and self adjoint extensions of differential operators. Trudy St.-Petersburg
Mat. Obshch., v. 6, p. 151–212, 1998. (English transl. in Proceedings of the St.
Petersburg Mathematical Society, 6:127-181, 2000. Amer. Math. Soc. Transl. (Ser.
2), 199, Amer. Math. Soc., Providence, RI).

[52] KHLUDNEV, A. M. et al. Shape and topology sensitivity analysis for cracks
in elastic bodies on boundaries of rigid inclusions. Journal of the Mechanics and
Physics of Solids, v. 57, n. 10, p. 1718–1732, 2009.

[53] KOBELEV, V. Bubble-and-grain method and criteria for optimal positioning
inhomogeneities in topological optimization. Structural and Multidisciplinary Op-
timization, v. 40, n. 1-6, p. 117–135, 2010.

[54] KOGUT, P. I.; LEUGERING, G. Optimal Control Problems for Partial Diffe-
rential Equations on Reticulated Domains: Approximation and Asymptotic Analy-
sis. [S.l.]: Springer, 2011.

[55] KOZLOV, V. A.; MAZ’YA, V. G.; MOVCHAN, A. B. Asymptotic analysis of
fields in multi-structures. Oxford: Clarendon Press, 1999.

[56] LAGNESE, J. E.; LEUGERING, G. Domain decomposition methods in optimal
control of partial differential equations. Basel: Birkhäuser Verlag, 2004. (Interna-
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divergente superficial da velocidade, 106
domı́nio de referência, 3

exemplos
equação de quarta ordem, 6
equação de segunda ordem, 5
mı́nimo global, 7
perturbação do termo fonte, 48
perturbação regular, 4
perturbação singular, 4
regra de cálculo diferencial, 5
relação entre derivadas de forma e

topológica, 45
tensor de Eshelby, 107
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