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Prefacio

Modelagem estocastica comega com o estudo de jogos de azar (dados, baralho,
roleta, etc). Os egipicios ja jogavam dados. Porém nesse contexto modelagem
estocastica se confunde com combinatéria e nao é nisso que estamos interessados.
Nos interessa modelos continuos.

Modelagem estocastica é mais dificil do que modelagem deterministica, e a im-
plementagao dos modelos é muito mais custosa. Vejamos um pequeno exemplo: no
caso mais simples de modelagem deterministica os parametros do modelo sao cons-
tantes. Seu equivalente em modelagem estocédstica é transformar essas constantes
em varidveis aleatorias. Para cada realizacao da varidvel aleatoria o seu valor é
uma constante, mas essa constante pode ser diferente para outras realizacoes e as
realizagoes seguem uma distribuicao de probabilidade. Ou seja, os objetos mais
simples de um modelo estocastico, as varidveis aleatérias, sao fungoes, portanto
objetos de dimensao infinita. Em um modelo deterministico, se ele é coerente,
temos uma solucao uma vez fixadas condi¢oes suplementares. Em um modelo es-
tocdstico nao é assim. Para cada realizagao dos parametros do modelo temos um
modelo deterministico que tem uma solucao, e temos que fazer estatisticas dessas
solugao para sabermos como elas se distribuem; o que interessa em modelagem
estocastica é a distribuicao de probabilidade. Os valores obtidos para uma rea-
lizacdo nao representam o comportamento de um sistema estocédstico. Para que
verdades desse tipo fossem absorvidas pela industria foram necessarios anos de
controle de qualidade, que nao funcionava, até que a modelagem estocastica fosse
promovida a ferramenta essencial de engenharia. Dai o grande interesse atual em
fiabilidade, que representa uma nova maneira de projetar sistemas levando em
conta incertezas.

Ou seja, podemos pensar que a solugao de um modelo probabilistico pode ser
decomposta em trés etapas: geracao dos objetos estocdsticos segundo as distri-
buicoes de probabilidade, solu¢ao de um modelo deterministico associado a cada
realizagao e, finalmente, fazer estatisticas das solugdes encontradas (por exemplo,
construindo histogramas). Os histogramas representam a solugdo de um modelo
estocastico. Quando se deseja uma aproximagao da solugao, muitas vezes, se pode
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fornecer, por exemplo, a média e a variancia da distribuicao de probabilidade (his-
tograma). Em alguns casos se calcula apenas uma probabilidade, pois os momentos
sao muito complicados de calcular.

Essas Notas visam divulgar a Modelagem Estocastica e a Quantificacao de In-
certezas que, cada vez mais, vem crescendo em importancia em todas as &areas.
Os conceitos principais, desenvolvidos nas Notas, sao a construgao de um modelo
probabilistico e a propagacao de incertezas. Na construgao de um modelo proba-
bilistico se apresenta o Principio da Maxima Entropia que ajuda quando se tem
pouca informagao. A propagagao de incertezas é feita resolvendo vérios problemas
deterministicos para uma escolha randomica de parametros seguindo uma distri-
buigao de probabilidade. Ou seja, um problema de geracao de varidveis e vetores
aleatorios e de processos estocdsticos. Uma vez resolvido os problemas se faz o
calculo das estatisticas de interesse, em geral médias e variancias.

Rio de Janeiro , 01 de agosto de 2012.

Rubens Sampaio
Roberta Lima



Capitulo 1

Variaveis Aleatorias, Vetores
Aleatorios e Processos
Estocasticos

Varidveis aleatorias, vetores aleatérios e processos estocédsticos formam a base do
estudo de incertezas. Por isso, antes de abordar especificamente os tépicos de
modelagem estocastica e geragao, é necessario fazer algumas definicoes bésicas
e estabelecer uma notacao padrao para todo o texto. O objetivo é facilitar a
compreensao dos préximos capitulos.

1.1 Variaveis aleatdrias

Considere o espago de probabilidade (€2, F, Pr) de um determinado experimento.
Nesse espaco de probabilidade, 2 é um conjunto nao vazio chamado de espago
amostral que contém todas as possibilidades de resultados desse experimento, F é
uma o-algebra sobre Q e Pr é uma medida de probabilidade sobre (2, F).

Sendo F uma o-algebra sobre €2, tem-se que F é uma colegao de subconjuntos
do espaco amostral (). Cada um desses subconjuntos é chamado de evento e, além
disso:

1. F é nao vazio;
2. se A€F, logo N\ A€F;

3. se Ay, Ao, --- €F, logo UAZ-EF.
i=1
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Uma consequéncia dos axiomas 1 e 3 é que F contém o conjunto vazio, &, e
contém o todo o espago amostral, (2.

Comentéarios: No desenvolvimento que se segue se definird varidveis aleatérias
discretas e continuas, passando ao largo, i. e. sem comentdrios, de variaveis
aleatérias que nao sejam nem discretas nem continuas. O tratamento que sera
dado ¢ insatisfatério e pode ser sistematizado usando a Teoria da Medida. Porém
ela é perfeitamente dispensavel para o entendimento das ideias. Na verdade a
formalizagao da Teoria de Probabilidade através da Teoria da Medida s6 veio
muito depois com o trabalho de Kolmogoroff (Cf. [21]).

Em Anaélise se define os conceitos de espago topolégico, conjunto aberto, e
funcao continua. O tratamento é semelhante ao que, em parte, fizemos acima com
o-dlgebra, evento, fungdo mensuravel. Seja X : Q — R, se A for um aberto
qualquer de R e X 1(A) € F dizemos que X é mensurdvel. Veremos a seguir que
varidveis aleatdrias sao funcées mensuraveis.

1.1.1 Variaveis aleatdrias discretas

DEFINIGAO 1.1.1 (VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA)
Uma varidvel aleatdoria discreta real X, no espago de probabilidade (2, F, Pr),

€ uma funcao real que associa a cada ponto amostra w, pertencente ao espago de
amostras 2, um nimero X (w) € R (Cf.[1, 87, 13]), isto é:

X : Q — R
w —  X(w), (1.1.1)

tal que sua imagem, X (Q), é um subconjunto contdvel de R e, tal que X ~*(z) =
{we : X(w) =2z} € F,VeeR.

A notagao utilizada para representar varidveis aleatérias é letras maitsculas.
A fungao de probabilidade, também chamada de fungdo de massa, px, de uma
varidvel aleatoria discreta, X, é definida pela funcao:

pPx R — [O, 1]

z +— px(@)=Pr({weQ : X(w)=2z}) "~ (1.1.2)

Dessa forma, px(z) é a probabilidade de X ter o valor z. Por esse motivo, é
usual utilizar a notagao simplificada:

px(z) = Pr(X = ). (1.1.3)

PROPOSIGAO 1.1.2 . Seja px a fungdo de massa de uma varidvel aleatdria discreta
X. Entao:
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(i) px(fﬂ) =0,Vuz ¢ X(Q)’

(i) > px@@)=Pr| [J {weQ: X(w)=z}|=Pr(Q) =1

zeX(Q) TEX(Q)

Assim, sendo X uma varidvel aleatdria real discreta que assume n valores
distintos x1, --- , x, com probabilidades p1, - -- , p,, tem-se que:

p;i >0 i=1,---,n, (1.1.4)

dopi=1. (1.1.5)

Quando trabalha-se com uma varidvel aleatdria discreta X, uma questao de
interesse é determinar a probabilidade de X assumir um valor menor ou igual a
z € R. Ou seja, a probabilidade de X assumir um valor na semi-reta ( — o, |
para algum x € R fixo.

Lembrando da definicao de varidvel aleatoria, essa probabilidade existe se e
somente se X }(( —oo,z]) = {w € Q : X(w) < x} pertence ao espaco de eventos
F. Porém, observa-se que:

X H(—o00,2]) ={we : X(w) <z}
= | {weq: X(w)=y}. (1.1.6)

yeX ()
y<z

Ou seja, X }(( — oo,z |) é uma uniao contavel de eventos em F e, dessa forma
pertence a F, Vx € R.

A probabilidade de X assumir um valor menor ou igual a x € R pode ser
calculada través da funcgao distribuigao de probabilidade cumulativa de X, Px:

Px : R — [O,l] (117)
x +— Px(z)=Pr({weQ : X(w) <z}). o
E usual utilizar a notacgao simplificada:
Px(z) = Pr(X <uz). (1.1.8)

PRrROPOSIGAO 1.1.3 Seja Px a distribui¢do de probabilidade cumulativa de X.
Entao:

(i) 0< Px() <1,V 2 eR;
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(i) Px € monotonicamente nao-decrescente: a < b= P (a) < P (b);
(iii) Pr(X > x)=1—Px(z) e Pr(a <X <b)= Px(b) — Px(a);
(iv) lim Px(x)=1 e lim Px(x)=0;

— + r — —o0
(v) Px € continua & esquerda;
(vi) Px é uma fungao de variagdo limitada e sua variagdo total € igual a 1.

A média, ou valor esperado, de uma varidvel aleatéria real discreta, X, que

assume n valores distintos x1, - -+ , x, com probabilidades p1, --- , pyn, é definida
por:
n
ux = E[X] :in Di.- (1.1.9)
i=1
Dado uma fun¢ao (mensurdvel) h : R — R e uma varidvel aleatéria real
discreta, X que assume os valores x1,--- ,x, com as respectivas probabilidades
D1y ,Dn, entdo Y = h(X) é também uma varidvel aleatéria real discreta. O

valor esperado de Y pode ser calculado por:

E[R(X)] =3 hlw)pi (1.1.10)

Uma importante propriedade do operador média ¢é a linearidade, como mos-
trado a seguir. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias reais discretas e sejam a e
[ constantes reais. Tem-se que:

ElaX + Y] = aE[X] + BE[Y]. (1.1.11)

A variancia de X, 0%, é definida por:

n
var(X) = 0% = B[(X — ux)’] =Y (2 — 1)* pi. (1.1.12)

i=1
Verifica-se que a variancia nao depende do valor médio. Isto é, se a variavel
é ”deslocada” por uma quantidade 8, fazendo-se X + (5, a variancia da variavel
aleatoria resultante permanece inalterada. Porém, se a varidvel for multiplicada
por um fator de escala «, a varidncia é entdo multiplicada por a?. Assim, sendo «a
e [ duas constantes reais e X uma variavel aleatoria discreta, cuja variancia vale

var(X), entao:

var(aX + f) = a?var(X). (1.1.13)
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O k-ésimo g-quantil de uma varidvel aleatéria discreta X é um valor z € R tal
que, para 0 < k < ¢, tem-se:

k
Pr(X <z)=Px(z) =-—. (1.1.14)
q
Quando k =1 e g = 2, o primeiro 2-quantil de X é um valor z € R tal que
1
Pr(X <z)=Px(z) = 3 (1.1.15)

também chamado de mediana de X.

1.1.2 Variaveis aleatdrias continuas

DEFINIGAO 1.1.4 (VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA)
Uma varidvel aleatdria continua real X, no espago de probabilidade (2, F, Pr),

€ uma funcao real que associa a cada ponto amostra w, pertencente ao espago de
amostras 2, um nidmero X (w) € R (Cf.[1, 37, 24]), isto é:

X: O — R

w s X(u), (1.1.16)

tal que X7 Y(z) ={weQ : X(w) <z} € F,VreR.

O mapa (1.1.16) é sugerido na figura (1.1).

Q R
//’-/ :__— _-_hhh\\
( . . Wt X(w)
“ana ///

Figura 1.1: Varidvel aleatéria (mapa de 2 para R).

A distribuicao de probabilidade cumulativa, Px, de uma varidvel aleatéria, X,
é definida por:

[0,1]

Px : R —
X x — Px(@)=Pr({weQ : X(w) <a}) (1.1.17)
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onde Pr({w e Q : X(w) <z}) indica a probabilidade de X assumir um valor
menor ou igual a x. Por esse motivo, é usual utilizar a notagao simplificada:
Px(z) = Pr(X <uz). (1.1.18)

PROPOSICAO 1.1.5 . Seja Px a distribuicdo de probabilidade cumulativa de X.
Entao:

(i) 0< Px(s) <1L,¥ 2 € R,

(ii) Px € monotonicamente nao-decrescente: a < b= P (a) < P (b);

(iii) Pr(X > xz)=1—Px(z) e Pr(a <X <b)= Px(b) — Px(a);

(iv) N ieroo Px(x)=1 e lim Px(z)=0;

r — —OQ
(v) Px € continua & esquerda:

Px (z7) = Px (x) (PX (z7)= lim Px(z-— h)) ;
h — 0t
(vi) Px é uma funcdo de variacio limitada e sua variagdo total € igual a 1;
(vii) Pr(X =)= Px(x%) — Px(z7) <PX ()= lim Px(z+ h)) .
h — 0t

Sendo Px a distribuicao de probabilidade cumulativa da varidvel aleatéria
continua X, diz-se que X segue a lei Px. Se Px puder ser escrita na forma:

x

Px(z) = Pr(X <) = / px(u) du, (1.1.19)

— 00

entao, px é chamada de fungao densidade de probabilidade de X e, satisfaz:

px(z) >0  VzeR, (1.1.20)

/OO px(x) dr =1. (1.1.21)

—0o0
Essa representacao nem sempre é possivel, mas nessas notas s trataremos
desse caso.
A média, ou valor esperado, de uma varidvel aleatoria continua real, X, é
definida por:

ux = E[X] = /OO z px (z) dz. (1.1.22)

— 00
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Dado uma fungdo (mensurdvel) h : R — R e uma varidvel aleatéria real
continua, X, com fungao densidade de probabilidade px, entao o valor esperado
de h(X) pode ser calculado por:

Eh(X)] = / h@)p(z) da. (1.1.23)

— 00
Uma importante propriedade do operador média é a linearidade. Sejam X e
Y duas variaveis aleatdrias reais continuas e sejam « e  constantes reais, tem-se
que:
ElaX + BY] = aF[X] + BE[Y]. (1.1.24)

A variancia de X, U?X, é calculada por:

0% =var(X) = E[(X — uy)’] = E[X? — (E[X])%. (1.1.25)

Sendo « e [ duas constantes reais e X uma varidvel aleatdria continua, cuja
variancia vale var(X), entdo:

var(aX + f) = a?var(X). (1.1.26)

O k-ésimo g-quantil de uma variavel aleatéria continua X é um valor z € R
tal que, para 0 < k < ¢, tem-se:

k
Pr(X <z)=Px(z)=-. (1.1.27)
q
Quando k =1 e g = 2, o primeiro 2-quantil de X é um valor z € R tal que
1
Pr(X <z)=Px(z) = 3 (1.1.28)

também chamado de mediana de X.

O k-ésimo g-quantil, z, associado a uma varidvel aleatéoria X estabelece um
intervalo (—oo,z) a partir da fungao distribuicdo de probabilidade cumulativa,
Px. Assim, a medida de probabilidade de X assumir um valor nesse intervalo é
k/q.

A nocgao de quantil induz ao conceito de histograma. Os histogramas represen-
tam uma forma de se visualizar a funcao densidade de probabilidade de X através
de uma contagem de frequéncia de um nimero finito de amostras de X. Primei-
ramente faz-se a divisdao do suporte de X em intervalos iguais e posteriormente
conta-se quantas das amostras de X possuem um valor contido em cada um des-
ses intervalos. Quando o numero de intervalos é suficientemente grande, fixada
uma certa precisao, o formato do histograma se aproxima da funcao densidade de
probabilidade de X, px.
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Porém para que histogramas possam ser comparados com funcoes densidade de
probabilidade, é necessario que a area delimitada por eles seja igual a um. Nesse
caso, sao chamados de histogramas normalizados.

No programa MATLAB, histogramas construidos a partir de amostras de
uma varidvel X podem ser tragados através do comando hist. Exemplos de
histogramas normalizados aparecem nos préximos capitulos, como pode ser visto
nas figuras (3.2) e (3.10).

EXEMPLO 1.1.6 Seja X uma varidvel aleatoria continua com a sequinte funcdo
densidade de probabilidade:

, sex€]0,1],
px(z) =

DN | = N —

, sex €]2,3],
Dessa forma, © € [1,2] é um primeiro 2-quantil de X com distribuicdo de
probabilidade cumulativa, Px, dada por:

1
sex € [0,1],

[y

1
54——(90—2) , sex €]2,3].

[\

1.1.3 Propriedades hilbertianas

DEFINIGAO 1.1.7 (RELAGAO DE EQUIVALENCIA)

Sejam X e Y duas varidveis aleatorias reais. Diz-se que X € equivalente a
Y, e nota-se X ~Y, se e somente se A={weQ : X(w) #Y(w)} é Pr—quase
impossivel. Assim:

X~Y = Pr{we : X(w) #Y(w)})=0. (1.1.29)

A partir dessa relacio de equivaléncia, uma estrutura hilbertiana L2?(Q2) pode
ser construida para varidveis aleatérias. Isso torna possivel a utilizagao de toda
teoria de Espacos de Hilbert e dos resultados associados (Cf. [47]).

Considere o conjunto das variaveis aleatorias em 2:

C()={X : Q— R}, (1.1.30)
e o subespago vetorial, V(2), das varidveis aleatérias simples em Q:

V() ={XeC() : X(©2) éum conjunto finito }. (1.1.31)
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A relagdo ~ é uma relagdo de equivaléncia em C(Q):
X~X

X~nY=Y~X (1.1.32)
X~YeYnZ=Xn~Z

A classe de equivaléncia de X é:
X={yecH®) :Y~X}. (1.1.33)
Seja C(R2, Pr) o conjunto das classes de equivaléncia:
c(Q, Pr) = {X X e C(Q)}, (1.1.34)
e V(, Pr) o conjunto das classes de equivaléncia das varidveis aleatérias simples:
V(Q, Pr) = {X ec(, Pr) : X ¢ V(Q)}. (1.1.35)
Para X, Y € V(Q, Pr) considere o produto escalar em V(Q, Pr):
(5(, f/) = E[XY]. (1.1.36)

Sendo L?(f2, Pr) o completamento de V({), Pr) para o produto escalar defi-
nido em (1.1.36), entdo L?(2, Pr) é um espacgo de Hilbert para o produto escalar
(1.1.36). A norma de um elemento X € L?(Q), Pr) é:

X1l = vV E[X?]. (1.1.37)

1.1.4 Sequéncias de variaveis aleatdrias

Seja {Xi},cy uma sequéncia de varidveis aleatérias, ou seja X; € L3(Q, Pr),
Vi € N. Sequéncias deste tipo aparecem, por exemplo, em aplicagoes do Método
de Monte Carlo, teorema do limite central e lei dos grandes ntimeros.

A estrutura hilbertiana do conjunto L?(Q2, Pr), induz uma nocido de con-
vergéncia ligada a norma, ou ao produto escalar deste espago. Porém, quando
trabalha-se com sequéncias de varidveis aleatérias, o conceito de convergeéncia de
sequéncias de varidveis aleatérias ndo é inico. A seguir sdo mostrados alguns tipos
de convergéncia.
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Convergéncia em média quadratica

A sequéncia de varidveis aleatérias {X;}, .y converge para a varidvel aleatéria X
em média quadratica se e somente se

1Xi = X|| =4/E [(Xl —X)Q} — 0 quando i — +oo.

Essa é a convergéncia na norma 1.1.36.

Convergéncia em média

A sequéncia de varidveis aleatérias {X;}, .y converge para a varidvel aleatéria X
em média se e somente se

E|X; — X|] — 0 quando i — +o0.

Convergéncia em probabilidade

A sequéncia de varidveis aleatérias {X;}, .y converge para a variavel aleatéria X
em probabilidade se e somente se

Ve >0 : Pr(|X; — X|>¢€) — 0 quando i — +o0.

Convergéncia quase-certa

A sequéncia de varidveis aleatérias {X;}, .y converge para a varidvel aleatéria X
quase certamente se e somente se

Pr(X; — X)=1.

Convergéncia em distribuicao, ou em Lei

A sequéncia de varidveis aleatérias { X }, .y converge em distribuicdo para a variavel
aleatoria X se e somente se

Px, () — Px(z) quando i — 400, Vz onde Px é continua.
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EXEMPLO 1.1.8 Seja {Xi},oy uma sequéncia de varidveis aleatorias discretas que
assumem os valores 1 e 2, cada uma delas com funcao densidade de probabilidade:

1
-, sex =1
px.(z)=¢ " 4 (1.1.38)
1——, sex=2.
i

Verifica-se que {X;},cy converge para a varidvel aleatoria X constante igual a
2 em média quadrdtica, pois:

—1, com probabilidade 1
(Xi — X)(w) = ] (1.1.39)
0, com probabilidade 1 — —.
i

Assim:

1 - x| = /B [(xX: - x7?] = \/(—1)2% +(0)2 (1 _ %) _ \/g (1.1.40)

Logo, | X; — X|| — 0 quando i — +00.

EXEMPLO 1.1.9 Seja {X;},oy uma sequéncia de varidveis aleatérias discretas de-
finida por:

o i,  com probabilidade 1/n
Xi(w) = { —1, com probabilidade 1 — 1/n. (1.1.41)

Verifica-se que {X;},c converge para a varidvel aleatoria X constante igual a
—1 em probabilidade, pois:

1
n+r1= com probabilidade —
(X; — X)(w) = (X; + 1)(w) ¢ (1.1.42)
0, com probabilidade 1 — —.
i
Assim:
Ve>0, Pr(|X; —X|>¢)=Pr(|X;+ 1| >¢) =1/i. (1.1.43)

Logo, Ye >0 : Pr(|X; — X| > ¢) — 0 quando i — +o0.
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ExemMPLO 1.1.10 Seja {X;},. uma sequéncia de varidveis aleatorias discretas
definida por:

com probabilidade 1/n?
com probabilidade 1 — 1/n?, (1.1.44)

xw={ &

Tem-se que {X;},cy converge para a varidvel aleatoria X constante igual a 0
em probabilidade, porém ndo converge em média quadrdtica.
Verifique que X; — X = X; — 0= X;. Assim:

Ve >0, Pr(|X; — X|>¢) = Pr(|X;| >¢) =1/i% (1.1.45)

Logo, Ye >0 : Pr(|X; — X| > ¢) — 0 quando i — +0o0.
Entretanto:

[Xi — X[ =4/E [(Xl- - X)ﬂ = \/(i)Zil2 +(0)2 <1 - 112) =V1,  (1.1.46)

de forma que || X; — X|| ndo converge a zero quando i — +00.

1.2 Vetores aleatdrios

DEFINIGAO 1.2.1 (VETOR ALEATORIO)
Um wvetor aleatdrio real {X}, de dimensdo n, € composto por n waridveis

aleatorias, X1, ---, X;, -+, X,,. Representa-se {X} por:
Xy
Xy=1X; | =Xy - X5 - X" (1.2.47)
Xn

O wvetor {X} € uma funcgdo real, que associa a cada ponto amostra w, perten-
cente ao espago de amostras 2, um ponto do espago n-dimensional, {X (w)} € R™

(Cf. [1]), isto é:

{X} - Q — R©

wo {X(W)} = {2} = (@1, 27, (1.2.48)
tal que {X} ' ({z}) = {we Q : Xy(w) <z, -, Xn(w) <z} pertence ao espago
de eventos F,¥ {z} € R™.
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Figura 1.2: Vetor aleatério (mapa de  para R3).

O mapa representado em (1.2.48) é esquematizado na figura (1.2) para o caso
em que n = 3.

A funcao distribuicao de probabilidade cumulativa associada a um vetor alea-
tério {X} é a fungao:

P{X}: R™ — [0,1]

{CL‘} — P{X}({x}) = (1.2.49)
Pr({w e Q : Xi(w) <wq,--, Xpn(w) < 2pn}).

onde {z} € R™ é o vetor:

{at=1 1+ |, (1.2.50)

Tn

cujo elemento de volume é definido por: d{z} = da; ---dx,. E usual utilizar a
notagao simplificada:

Pixy({z}) = Pr(Xy < a1, Xo <wp,---, Xy <1yy). (1.2.51)

PROPOSIGAO 1.2.2 Seja Py} a distribui¢do probabilidade cumulativa de {X}.
Entao:

(1) 0 < Pixy({a}) <1,V {2} e R";

(@) lm Py({rh)=1 e lim Pry({e})=0;

2 =5 oo (i=1, n)

(iii) Pyxy € uma fungdo de variagdo limitada e sua variagdo total € igual a 1.
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A funcao densidade de probabilidade, pyx}, do vetor aleatério { X} é:

p{X}({«T}) = Mﬁp{x}({x}% (1.2.52)

chamado também de densidade de probabilidade conjunta das varidveis aleatorias
X1, , Xn. A partir de pyx,, a fungao densidade de probabilidade marginal de

cada varidvel aleatéria X;, j =1,--- ,n, pode ser calculada por:
px,(z5) = / pixy({z}) doy ---daj_ydajyg - - - day,. (1.2.53)
Rn—1
Quando X1, -+, X, formam um vetor de varidveis aleatérias independentes, a

funcao densidade de probabilidade conjunta pyx} pode ser escrita como (Cf.[48]):

pexy({#}) = px, (1) X - X px, (2n). (1.2.54)

Vale observar que a partir da densidade de probabilidade conjunta do vetor
{X}, é possivel determinar a fungio densidade de probabilidade marginal da cada
varidvel aleatéria X;, j = 1,--- ,n, através de (1.2.53). Porém, a partir das den-
sidades de probabilidades marginais px, (1), -, px, (), é possivel determinar
a densidade de probabilidade conjunta do vetor, p;xy, somente no caso em que
Xi,--+, X, sdo varidveis aleatérias independentes.

EXEMPLO 1.2.3 Seja {X} € R? um vetor aleatdrio composto pelas varidveis alea-

térias X1 e Xo. Seu suporte é k = [0,00) x [0,00) C R? e sua funcio densidade
de probabilidade conjunta é

pixy({z}) = Li({a}) 2¢771 772, (1.2.55)

mostrada na figura (1.3).
A partir de (1.2.53), calcula-se as fungées densidades de probabilidade margi-
nais de X1 e Xo:

px, (x1) = /Rp{x}({x}) dzy = 1jg,00) ()27, (1.2.56)

Px,(72) = /Rp{x}({fl?}) dzy = Tjg,)(2)2e77. (1.2.57)

Verifica-se que o produto px, (z1) X px,(x2) ndo € igual a fun¢ao densidade de
probabilidade conjunta do vetor pyxy({r}). Dessa forma, pode-se afirmar que as
varidveis aleatorias X1 e Xo nao sao independentes.
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Figura 1.3: Gréfico da funcao densidade de probabilidade conjunta pyx} (1.2.55)
na regiao [0, 6] x [0, 6]).

A média de um vetor aleatério, {X} € R™, é um vetor {ux} € R™

Hx,
Ef{XH ={uxt=1| :+ |, (1.2.58)
Hx,
onde cada componente j representa o valor esperado da varidvel aleatéria X;:
Ix, :E[Xj]:/ r px,(z) do i=1,---,n. (1.2.59)

— 00

Dado uma funcdo (mensuravel) b : R™ — R e o vetor aleatério {X} € R™,
com funcao densidade de probabilidade conjunta pyxy, entdo o valor esperado de
h({X} € R) pode ser calculado por:

BIBUXD] = [ hahoin(a)) dfa) (1.2.60)

A variancia do vetor aleatério, {X} € R™, é um vetor no R™ dado por:

2
O'X1

{ok} = : : (1.2.61)

2
79X,
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onde cada componente j representa a variancia da varidvel aleatéria X;:

2 2 .
0%, = El(X; — ny,)’] = E[X7] = (B[X;])°  j=1,-,n (1.2.62)
Caso, X1, -+, X, formem um vetor de variaveis aleatdrias independentes, tem-
se que:
EX: - X, = / w1 xaprxy({r}) d{z} = E[Xy]--- B[X,]. (1.2.63)
Rn

A matriz de covaridncia de {X} € R™ é uma matriz n x n definida por:

E[(X1 - px,)’] e BI(X1 —px ) (Xn —px,,)]
Bl(X2 —px,) (X1 —px)] - El(X2 = px, ) (Xn —px,)]
[Cl= . ) . (1.2.64)
El(Xn —px, )(X1 —px)] - E[(Xn — x,)’]
Os elementos na diagonal sao:
Cijj=0%, Jj=1--,n (1.2.65)
Quando as varidveis aleatérias X1, - - - , X, sdo independentes, [C] é uma matriz

diagonal, isto é, Cj, =0, j,k=1,---,n, Vi #k.

EXEMPLO 1.2.4 Seja {X} € R? um vetor aleatdério composto pelas varidveis alea-
torias gaussianas X1 e Xo. A funcgdo densidade de probabilidade conjunta de {X}
é

=001 (e} — (D (e} = (x D)o .

(1.2.66)

poy () = exp{
(27)? det|C]

onde {ix } € o vetor de médias de {X} e [C] € a matriz de covaridncia. Supondo:
1 1.0 0.5
{nx} = [ 3 } e C = { 05 10 } , (1.2.67)

isto é, supondo [C] uma matriz ndo diagonal, as varidveis aleatdrias X, e Xo nao
sao independentes. O grdfico de pyxy, com {px} e [C] definidos em (1.2.67), ¢é
mostrado na figura (1.4).

EXEMPLO 1.2.5 Sejam X7 e Xo duas varidveis aleatdrias uniformes independentes
com suporte [0,1]. Sorteiam-se dois valores x1 e xo (amostras de X; e X res-
pectivamente). Deseja-se calcular a probabilidade de a soma dos quadrados desses
dois wvalores ser menor ou igual a 1.
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Figura 1.4: Gréfico da funcao densidade de probabilidade conjunta gaussiana pyxy

na regido [—2,4] x [0,6] para {ux} — { ; ] e [C] = [ o ]

Dado que X1 e Xo sdo independentes, a funcao densidade de probabilidade
conjunta do vetor aleatdrio {X} formado por X7 e Xo é

pexy({a}) = px, (1) X px, (22) = La({z}), (1.2.68)
onde a = [0,1] x [0,1] C R%. Assim, a probabilidade de X* +Y? <1 vale
PrXi+X3<1)= // 1.({z}) dz; das, (1.2.69)

onde R € a regido definida por 22 +y?> <1,z >0,y > 0, que é um quarto de
circulo de raio 1. Assim, Pr(X? + X2 <1) = /4.

1.3 Processos estocasticos

DEFINIGAO 1.3.1 (PROCESSO ESTOCASTICO)

Um processo estocdstico, X, € uma funcdo que associa a cada ponto amos-
tra w, pertencente ao espaco de amostras S, e a cada valor de um pardmetro t,
pertencente a um conjunto T, um ndmero X(w,t) € R (Cf. [1, 28]). Isto é:

X OxT — R

(wt) — X(t,w). (1.3.70)
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Na maioria dos processos estocasticos, o parametro t esta associado ao tempo.
Pode-se também definir X como um mapeamento que associa a cada ponto amostra
w € ) uma funcao real de um parametro ¢t pertencente a um conjunto T, criando-se
dessa forma uma familia .# de fungoes de t (t € T).

Assim, um processo estocéstico é uma fungao de duas varidveis (w e t) cujos
dominios sdo Q2 e T C R, respectivamente. Ao se fixar, por exemplo, o valor w,, €
para w, 0 processo estocdstico passa a representar uma tnica fungao X (¢, w,,) de
t. Ao se fixar o valor ¢; para t, o processo estocdstico passa a representar uma
varidvel aleatéria, X(t;, w), que associa a cada ponto amostra, wy,, um nimero
real X (t;, wp).

Quando T é um conjunto infinito, um processo estocastico pode ser interpre-
tado como um numero infinito de variaveis aleatérias indexadas pelo parametro .
Fixado um valor de t = t;, a varidvel aleatéria X (¢;, w) tem a funcdo distribuigao
de probabilidade cumulativa:

Px,; w)(x) = Pr(X(t;,w) < z) (1.3.71)

e uma fungao densidade de probabilidade px (¢, w)-
A média de um processo estocdstico, X, é definida por (1.3.72), a variincia por
(1.3.73), a autocorrelagao por (1.3.74) e a covaridncia por (1.3.75):

palt) = BRG] = [ g () (1.3.72)
0% (t) = B[{X(t,w) — pa(t)}?] = E[X%(t,w)] — (E[X(t,w)])%, (1.3.73)
R_)()((tl,tg) :E[X(tl,w) X(tQ,W)], (1374)

Clti,ta) = E[{X(t1,w) = pxy(t1)} {X(t2,w) — py(t2)}]
= E[X(t1,w)X(t2,w)] — pxy(t1)px(t2) . (1.3.75)

= Rax(ti,t2) — pa(ti)px(t2)

1.4 Exercicios
ExERrcicio 1.4.1 Seja (Q, F, Pr) um espaco de probabilidade no qual:

0 ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, F=A0, {2, 4, 6}, {1, 3, 5}, Q},
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e sejam U, V e W funcoes em Q definidas por:

Uw) = w, V(w):{ 1, sewé par ; W(w) = u?

0, se w € impar

para todo w € . Determine quais dessas fungoes sao varidveis aleatorias no
espago de probabilidade (2, F, Pr).

EXERciciO 1.4.2 Determine qual valor de constante ¢ que torna a funcdo p, defi-
nida por

c
_, sex=1,2, .-,
0, caso contrdrio,

uma funcdo de massa de uma varidvel aleatoria discreta X .

EXERciciO 1.4.3 Demonstre as propriedades da fun¢do distribuicdo de probabili-
dade cumulativa de uma varidvel aleatdria continua real enunciadas em (1.1.3.

ExXERcicio 1.4.4 Mostre que a varidncia de uma varidvel aleatdria continua real
X pode ser escrita como 0% = E[X?] — E[X]?.

EXERcicio 1.4.5 Mostre que se X e Y sdo varidveis aleatdrias continuas reais
independentes, com médias py = E[X] e py = E[Y] respectivamente, entdo
E[XY] = E[X]E[Y].

EXERciciO 1.4.6 Seja X uma varidvel aleatéria continua com funcdo densidade
de probabilidade, px, bilateral exponencial:

1 —C|T
px(z) = 506 | |7

onde ¢ é um parametro da densidade. Mostre que a média e variancia de X valem
0 e 2¢™2 respectivamente.

ExERciciO 1.4.7 Seja X uma varidvel aleatdria discreta, definida por:

[ 0 com probabilidade 1/2
X(w) = { 1 com probabilidade 1/2,

e seja Y uma varidvel aleatoria discreta definida por Y =1 — X. Mostre que a
fungao distribuicao de probabilidade cumulativa de X € igual a fungao distribuicdo
de probabilidade cumulativa de’Y (convergéncia em distribui¢io), mas|X —Y| =1
(ndo hd convergéncia em média).
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EXERCiCIO 1.4.8 Seja {X} € R? um vetor aleatério composto pelas varidveis
aleatorias X1 e Xa. Seu suporte é k = [2,6] x [0,5] C R? e sua fungdo densi-
dade de probabilidade conjunta é

pexy({e}) = Le({a}) c(221 + 22).

Determine:
(a) o valor da constante c;
(b) as funcdes densidade de probabilidade marginais de X1 e Xo;
(¢) as fungdes distribui¢do de probabilidade cumulativa marginais de X1 e Xo;
(d) Pr(3<X <4,Y >2);
(e) Pr(X > 3);
(f) Pr(X +Y >4);
(9) a fungao distribuicao conjunta de {X};

(h) se X1 e X5 sdo varidveis aleatdrias independentes.



Capitulo 2

Maximo de Entropia e
Informacao

Na analise estocastica de um sistema, duas diferentes abordagens podem ser des-
tacadas: na primeira, considera-se que a incerteza estd presente nos parametros
do sistema (modelagem estocdstica paramétrica) e na segunda, considera-se que
a incerteza estd presente na modelagem empregada para o sistema (modelagem
estocdstica ndo paramétrica).

No capitulo 1, foram apresentadas as defini¢oes basicas de objetos estocasticos,
ou seja, varidveis aleatorias, vetores aleatérios e processos estocasticos. Nesse
capitulo, uma metodologia para a construgao de modelos probabilisticos para es-
ses objetos é apresentada. Vale observar que essa metodologia pode ser empregada
tanto em abordagens paramétricas (determina-se as fungoes densidades de proba-
bilidades associadas a varidveis e vetores aleatérios) quanto em abordagens nao-
paramétricas (determina-se as fungdes densidades de probabilidades associadas a
matrizes aleatérias).

2.1 Construcao do modelo estocastico

O trabalho de simulagoes estocésticas de um sistema geralmente segue uma deter-
minada organizacao:

1. constréi-se um modelo deterministico para o sistema;

2. constréi-se um modelo estocastico para o sistema: na abordagem pa-
ramétrica, seleciona-se os parametros escalares ou vetoriais do sistema con-
siderados aleatérios e determina-se suas respectivas fungoes densidades de
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probabilidades; na abordagem nao-paramétrica, determina-se as fungoes den-
sidades de probabilidades para as matrizes que estao associadas ao modelo
do sistema.

3. aplica-se o método de Monte Carlo para obter-se inferéncias estatisticas sobre
a resposta do sistema.

As etapas da construcao dos modelos deterministico e estocdstico do sistema,
sao fundamentais para obter-se resultados realistas nas simulagoes estocasticas.
Esses dois modelos sao utilizados no Método de Monte Carlo e influenciam de
forma direta as respostas obtidas.

No método de Monte Carlo, tipicamente gera-se amostras dos objetos que fo-
ram considerados aleatérios (usando as distribui¢es de probabilidade previamente
fixadas - modelo estocdstico) e, para cada amostra gerada calcula-se uma resposta
deterministica do sistema (através do modelo deterministico). Esses resultados de-
terministicos sdo agregados ao resultado final desejado (estatisticas e aproximagoes
da densidade de probabilidade da resposta do sistema podem ser calculadas). A
figura (2.1) mostra um esquema com as principais etapas do método.

Método de Monte Carlo

Processamento

— Observagdes — Estatisticas

das amostras

| |

Geragiio
de amostras

usa: usa:
modelo modelo
estocastico deterministico

Figura 2.1: Método de Monte Carlo.

Assim, a escolha das fun¢oes densidades de probabilidade dos parametros con-
siderados aleatérios deve ser feita de forma cautelosa. Essas fungdes podem ser
determinadas:

e a partir da construcao de histogramas com resultados de experimentos;

e através do Principio da Méxima Entropia (PEM).
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Muitas vezes, a realizagao de experimentos com os parametros pode ser muito
custosa ou até invidvel. Por isso, essa estratégia é pouco utilizada na determinacao
das fungoes densidades de probabilidade. O mais comum e frequente na literatura
é fazer isso através do principio da maxima entropia.

A seguir é mostrado como funciona esse principio.

2.2 Principio da Entropia Maxima

O Principio da Entropia Méxima (PEM) é um método eficaz de construgao de
modelos probabilisticos para varidveis aleatorias escalares e vetoriais, continuas
e discretas. Ou seja, é empregado para a construcao da fungao de massa ou
densidade de probabilidade de objetos estocasticos, utilizando para isso somente
as informagoes disponiveis sobre esses objetos.

Por exemplo, para uma varidvel aleatéria vetorial, { X } € R™, o método permite
construir a fungao densidade de probabilidade quando se conhece somente:

e o suporte k, € R" dessa variavel ou;
e o suporte e o vetor média, ou;
e o suporte, o vetor média e a matriz de covariancia.

A funcao densidade de probabilidade obtida pelo PEM depende diretamente
da informacao conhecida sobre a varidvel aleatoria.

Dessa forma, o Principio da Entropia Maxima consiste em maximizar a entropia
(incerteza) sujeita a restrigoes definidas pelas informagoes disponiveis. O método
baseia-se na teoria da informagao. O conceito de entropia usado é o de Shannon
(Cf. [43]) e, a ideia de maximizar a entropia foi proposta por Jaynes (Cf. [17, 18])
no contexto da Mecanica Estatistica.

O Principio estabelece que:

De todas as distribuicoes de probabilidade consistentes com as restri¢coes im-
postas, escolhe-se aquela que maximiza a incerteza (entropia).

Para explicar o PEM, inicialmente serao tratadas as varidveis aleatorias discre-
tas tanto nos casos em que assume um conjunto finito de valores, quanto no casos
em que assume um conjunto infinito. Posteriormente sao tratadas as varidveis
aleatdrias continuas e, por iltimo, os vetores aleatérios e matrizes aleatérias.

2.2.1 Variaveis aleatoérias discretas

Seja X uma variavel aleatéria discreta que assume n valores distintos =1, -, xy,.
Suponha que deseja-se determinar a funcao de massa p dessa varidvel aleatéria X,
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ou seja, deseja-se determinar os valores p1,--- ,pn, tais que:

e que maximizam a medida da entropia de Shannon dada por:
S(p) ==Y piln(pi) - (2.2.2)
i=1

Seja C,q 0 espaco das fungoes x — p(x) de {1, - - ,x,} em [0,1] e, que
atendem ao vinculo definido em (2.2.1).

Para descobrir qual a expressao da funcao p € C,q que maximiza essa entropia
S (2.2.2), um problema de otimizagao deve ser resolvido,

max S(p) . (2.2.3)

PECad

Para resolvé-lo, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange, de forma
que o problema com vinculo é transformado em um problema sem vinculo através
de um multiplicador de Lagrange. Nesse problema, a Lagrangiana é:

Sp) = (Mo —1) <sz - 1)

L(p, \o)
(2.2.4)

S() =X > pith+ pi—1,
i=1 i=1

onde (Mg — 1) é o multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo (2.2.1).
Fazendo-se:

oL 1
5, (PA0) = —In(p) —pim-— Ao +1=0
bi pi (2.2.5)
= _ln(p’t)_AO:Oa 7;:17"'5”5
verifica-se que:
In(p)=-X = pi=e™, i=1--,n (2.2.6)

Assim, quando nenhuma informagao sobre a varidvel aleatéria X é conhecida,
a funcao de massa p que maximiza a entropia de Shannon é a uniforme. Nesse
caso, tem-se:

1
=, i=1,-,n. 2.2.7
pi= i n (2.2.7)
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Caso X assumisse um numero infinito de valores o problema de otimizacao nao
teria solugao. Isto é, nao existe um distribuicao de probabilidade que maximize a
entropia de Shannon. Logo o PEM pode nao fornecer uma solugao que possibilite
a construgao do modelo probabilistico.

Vejamos agora uma situacao mais geral, quando mais vinculos sao prescritos.
Suponha que a fungao de massa esteja submetida a m vinculos escritos na forma:

> pigri(ar, o mn) =ap, =1 ,m. (2.2.8)
i=1

Nesse caso, o problema de maximizacao da entropia S sujeito aos m—+1 vinculos
(2.2.1 e 2.2.8) é transformado em um problema sem vinculos através de m + 1
multiplicadores de Lagrange:

L(p, Ao, 3 Am) =S(p) — (Ao —1) <sz — 1) — Z Ar <Zpi9r z) (2.2.9)

onde (A\g — 1), A1, -+, Ay, 880 0s m + 1 multiplicadores de Lagrange. Fazendo-se:
oL =
=0 = -1 i) — Ao — A i =0, 2.2.10
00 n(pi) = Ao ; g (2:2.10)
ou seja:
pi = exXp (—Ao — )\1911' - AQgQ»L' — = Amgml)y 1= 1, e, n. (2211)
Os multiplicadores Ag —1, A1, - - , Ay, 880 calculados substituindo-se p; (2.2.11)

em (2.2.1) e (2.2.8), tal que:

D exp (Ao — ) Ngii | =1 (2.2.12)
i=1 j=1

Zg”-exp _/\O_Z)\jgji =ap, r=1,--,m. (2.2.13)
i=1 j=1

EXEMPLO 2.2.1 Seja X wma varidvel aleatoria discreta que assume n finitos valores
distintos {x1,--- ,xn}. Suponha que a média dessa varidvel seja conhecida (1)
Deseja-se determinar a fun¢ao de massap de X que mazximiza a entropia S (2.2.2),
tal que:
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Zpi =1 e iiﬂz Di = [ (2.2.14)
j i=1

Escrevendo esse problema de otimizacao através dos multiplicadores de La-
grange:

L(p, Xo, \1) = szln pi) = (Ao — 1) (sz— 1) -\ (sz pi — >

(2.2.15)
0L
=0 = —In (pl) — /\0 — A z; =0. (2216)
Ipi
Dessa forma:
pi=exp(—X— A 2;), i=1,---,n. (2.2.17)
Os valores de Ao € M1 sdo determinados a partir de (2.2.14):
Zexp (—do—Az) =1 e in exp (—Ao — A1 x;) = p. (2.2.18)

i=1 i=1

EXEMPLO 2.2.2 Seja X wma varidvel aleatoria discreta que assume infinitos valores
distintos {0,1,2,---}. Suponha que a média dessa varidvel seja conhecida (u).
Deseja-se determinar a fungao de massap de X que mazximiza a entropia S (2.2.2),
tal que:

ipi =1 e iipi =pu. (2.2.19)
i=0 i=0

Escrevendo esse problema de otimizagdo através dos multiplicadores de La-
grange:

L(p, Ao, A1) = sz In (p;)—(Ao—1) <sz - 1) -1 <Zipi —u> (2.2.20)
=0

oL
Opi

Dessa forma:

pi=exp(—Ao—A1d), i=0,1,2,--- . (2.2.22)
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Os multiplicadores (Ao — 1) e Ay sdo determinados a partir dos vinculos pres-
critos em (2.2.19):

ZGXP(—/\O — A1 1) =exp(—Ao) ZGXP (=A14) = _p(tho) 1,

= = 1 —exp(=\)
(2.2.23)
. . exp (— A1)
i exp(—Xg— A1 1) =exp(—A = 2.2.24
; p( 0 1 ) p( 0)(1_exp(_)\1))2 H ( )
Assim:
exp(—A) = —— = A =-In (L> (2.2.25)
14+p 1+p

exp(—Ag) =1— —— = A I — (2.2.26)

xp(—XAo) =1— —— = - — . 2.

P 0 14+p 0 1+p

A expressao (2.2.22) pode ser reescrita como:

1 ) 1 .
; = In(——o In(——)|, i=0,1,2,-- 2.2.27
P exp[n<1+u)+l n(1+#>} ' ( )

1 . 7 .
p=—— In(——)|, i=0,1,2,--. 2.2.28
P (1+M>exp{l n(1+M>} ' ( )

2.2.2 Variaveis aleatorias continuas

Os casos de aplicagao do Principio da Entropia Méxima de maior interesse sao
relacionados com as varidveis aleatorias reais continuas. Nesse caso, o suporte da
varidvel aleatéria é a primeira informacao de interesse sobre a varidvel. Observe
que esse suporte pode ser um intervalo finito, k = [a,b] (a, b € R), pode ser um
intervalo semi-infinito [a, o], (a € R), ou pode ser todos os reais (—oo, 00).

DEFINIGAO 2.2.3 (MEDIDA DA ENTROPIA DE SHANNON)

Caso tenha-se uma varidvel aleatdria real continua, X, com suporte k = [a,b] C
R e com func¢ao densidade de probabilidade p, a medida da entropia de Shannon,
S, € dada por:

S(p) =-— /p(x) Inp(z) dz. (2.2.29)
k



40 Maximo de Entropia e Informacao

Como p é uma fungao densidade de probabilidade, sabe-se que:
b
/ px)de=1 e p(x)>0, Vz€[a,bl. (2.2.30)

Seja Cuq 0 espago das fungoes {2} — p(x) do R em RZ?, tendo todas o mesmo
suporte conhecido k C R e, atendendo aos vinculos definidos em (2.2.30).

Para descobrir qual a expressao da funcao p € C,q que maximiza essa entropia
S (2.2.30), um problema de otimizacao deve ser resolvido,

max S(p). (2.2.31)

PECad

Assim como feito no caso das varidveis aleatérias discretas, esse problema de
otimizagéo com o vinculo (2.2.30) serd transformado em um problema sem vinculo
através de um multiplicador de Lagrange. A Lagrangiana é:

L(p,\o) = — /p(:v) Inp(x) de — (Ao — 1) /p(:v) de —1]. (2.2.32)
k k

Ela pode ser escrita como:

b

L(p, M) = u(No) — / h(p, Xo) dz, (2.2.33)
| u(Xo) = (Ao — 1), (2.2.34)
h(p, Ao) = p(x)[In p(z) + (Ao — 1)]. (2.2.35)

Pelo calculo variacional, os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana L
verificam:

o
mh(p, Xo) = 0. (2.2.36)

Dessa forma, obtém-se como extremo a densidade:
p(z) = 1jg4(x) exp(—Ao). (2.2.37)

Porém, como:
82
Op(x)?

h(p, Ao) > 0, (2.2.38)
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o extremo identificado é um méximo e assim, a densidade p que maximiza a en-

tropia, S, é a densidade uniforme no intervalo k = [a, b], ou seja:
1

b—a’

Frequentemente é comum trabalhar-se com problemas em que mais vinculos

sao prescritos, como por exemplo a média e momentos de ordem superior. Suponha
que a varidvel aleatdéria X esteja submetida a m vinculos escritos na forma:

p(z) = Lg () (2.2.39)

/p(x)gr(x) de=a, r=1,---,m. (2.2.40)
k

Para essa variavel aleatéria, a Lagrangiana é escrita como:

L(p, X0, 3 Am) = Sp)—(o—1) ({p(m)dx—l)

N (2.2.41)
S| [r@nta) dz-a, |
r=1 .
onde A\g — 1, Ay, -+, Ay 20 0s m + 1 multiplicadores de Lagrange. Reescreve-se
(2.2.41) como:
L(p,ho) = Ay -+ 5 Ana) — /h(p, v ) da, (2.2.42)
k
com: .
u(Aos+ Am) = Mo — 1) + > Ava, (2.2.43)
r=1
h(p, Ao, Am) = p(@)[Inp(@) + (o — 1) + D Arge(@)] - (2.2.44)
r=1

Pelo célculo variacional, os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana L
verificam:

0
——h(p, Ag) = 0. 2.2.45
Dessa forma, obtém-se como extremo a densidade:
p(x) = Ligp(x) exp(=Ao — Ag1(z) — Xaga(z) — -+ = Angm(2)). (2.2.46)
Os multiplicadores Ag—1, A1, - - - , A, sao calculados substituindo-se a expressao

p (2.2.46) em (2.2.30) e (2.2.40).
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EXEMPLO 2.2.4 Seja X uma varidvel aleatdria continua com suporte compacto [a, b]
e com valores para média e sequndo momento prescritos: E[X] = p e E[X?] = o?.
Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que mazximiza a entropia

S (2.2.29), tal que:

/abp(x) dz =1, /aap(:zr) zdz = p, /abp(aj) 2? dz = o®. (2.2.47)

Pela expressao (2.2.46), tem-se que:
p(x) = Ljg(x) exp (=0 — A1z — Aoz?). (2.2.48)

EXEMPLO 2.2.5 Seja X uma varidvel aleatdria continua com suporte [0,00) e com
valor da média prescrito: E[X]| = p. Deseja-se determinar a densidade de proba-
bilidade p de X que mazimiza a entropia S (2.2.29), tal que:

/0 p(x) de =1, /0 p(x) z dz = p. (2.2.49)

Pela expressao (2.2.46), tem-se que:
p(z) = exp (—Ao — \1z). (2.2.50)
Calculando-se os multiplicadores A\g e A1, chega-se a sequinte expressao para a
densidade p:

1 -
p(x) = Lj,00)(2) Lo (2.2.51)

EXEMPLO 2.2.6 Seja X uma varidvel aleatoria continua tal que:
1. seu suporte seja [0,00);
2. sua média seja E[X]=u € 10,00);
3. o walor esperado de E[log (X)] = q.

Nesse caso, pelo PEM a densidade de probabilidade p de X que maximiza a
entropia de Shannon é a densidade Gamma:

onde:

e I' € a fungcio Gamma: T'(a) :/ L exp(—t)dt;
0



43

e 0 =2 € um fator de dispersao adimensional.

o4
m
EXEMPLO 2.2.7 Seja X wma varidvel aleatoria continua com suporte (—oo,00) €

com valores para média e sequndo momento prescritos: E[X] = pu e E[X?] = o?.
Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que mazximiza a entropia

S (2.2.29), tal que:
/ p(z) de =1, / p(z) x de = p, / p(z) 2% dz = o?. (2.2.53)

Pela expressao (2.2.46), tem-se que:
p(z) = exp (— Ao — Mz — Xaz?) = aexp (—b(x — ¢)?), (2.2.54)

onde a, b e ¢ devem ser determinados por:

a/oo exp[(=b(zx —c)H)]dz = 1,

— 00

a/oo z exp|(=b(z —¢)?)]dz = p, (2.2.55)

— 00

a/oo 22 exp[(=b(x —c)H)]dz = o2

— 00

Usando o sequinte resultado (Cf. [15]):

/OO exp [(—=b(z — ¢)?)] dx = \/%’ para b >0, (2.2.56)

— 00
verifica-se que:
1 1
b=— , c=p
/27-‘—0- ) 20_2 ) )
onde a varidncia 0? = o® — p?.

Assim, a func¢do densidade de probabilidade que maximiza a entropia de Shan-
non € a Gaussiana:

a =

(2.2.57)

_ 1 1(z—p)?
p(z) = Toro exp [—57} (2.2.58)

A seguir é mostrado um resumo da construgdo de modelos probabilisticos para
varidveis aleatdrias continuas através do Principio da Entropia Maxima.
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Varidveis aleatdrias continuas com suporte compacto [a,b]:

Seja X uma varidvel aleatéria continua real com suporte compacto [a, b]. Deseja-

se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S
(2.2.29) tal que:

/bp(:zr) de=1 e p(x)>0 Vz€la,bl] (2.2.59)

1. Caso nenhuma informacao adicional sobre X seja conhecida, a densidade de

probabilidade que maximiza a entropia de Shannon é a uniforme no intervalo
[a, b]:
1

P = Lo (o) =

(2.2.60)

. Caso a média de X seja conhecida, F[X]| = u, a densidade de probabilidade

que maximiza a entropia de Shannon é a exponencial truncada:

p(z) = Ljap(x) exp(—=Ao — M), (2.2.61)
onde:

b b
e_>‘°/ eMPdr=1 e e_>‘°/ e M dr = p. (2.2.62)

. Casoa=0,b=1e, os valores de F[ln(X)] e F[In(1 — X)] sejam conhe-

cidos e iguais a ki e ko respectivamente, a densidade de probabilidade que
maximiza a entropia de Shannon ¢é a densidade beta:

1

_ o (m=1) _ n—1
p(z) = 1o 1 (x) B(m,n)x ) (2.2.63)
onde B ¢ a fungao beta:
_ Tm)I'(n)
B(m,n) = Tm 1)’ (2.2.64)

e onde I'(m) = / t™ L exp(—t) dt. Os valores de m e n sio determinados

0
a partir dos vinculos E[ln (X)] e E[ln (1 — X)]. De forma que:

_ 1x(m71) " Un (2) de — Eln h
B(m,n)/o (1-2)"" 'In(z)dz = En(X)] =k,  (2.2.65)

1
B(m,n)

/1 :zz(m’l)(l - a:)nil In(l—2z)de=FE[ln(l —X)] =ke. (2.2.66)
0
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Varidveis aleatdrias continuas com suporte [0,00):

Seja X uma varidvel aleatéria continua real com suporte [0,00). Deseja-se
determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S:

S(p) =— /000 p(z) Inp(z) dz. (2.2.67)

tal que:
/ plx)dr=1¢e p(x) >0 , Vo e |0,00). (2.2.68)
0

1. Caso nenhuma informagao adicional sobre X seja conhecida, o problema de
otimizagao nao possui solugao.

2. Caso a média de X seja conhecida, F[X] = p, a densidade de probabilidade
que maximiza a entropia de Shannon é a exponencial:

p(x) = Ljg,00)(2) %6%- (2.2.69)

3. Caso sejam conhecidos o valor esperado de X e o valor esperado de log (X),
ou seja, F[X] = p e Eflog(X)] = ¢, a densidade de probabilidade p que
maximiza a entropia de Shannon é a densidade Gamma:

) = Lioro ) (;) i (;) ew (). (270

onde I' é a fun¢ao Gamma ( I'(a) = / t* Lexp(—t)dt) e § = & um fator
0

de dispersao adimensional.

4. Caso os valores de E[In (X)] e E[ln (1 — X)] sejam conhecidos e iguais a k1 e
ko respectivamente, a densidade de probabilidade que maximiza a entropia
de Shannon é:

1 _
—— (1 4 ) ) (2.2.71)

onde B é a fungao beta (2.2.64) e, os valores de m e n sdo determinados a
partir dos vinculos E[ln (X)] e E[ln (1 — X)]. De forma que:

# Oox(m—l) T —(n+m) 0 () de — . _
B(mvn)/o (1+2) In(z) dz = Elln (X)] = k1, (2.2.72)
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ﬂ(ni n) /Oo 2D (1 + CU)_(ner) In(l—2)de=E[n(1—X)] = k.
o (2.2.73)

Varidveis aleatdrias continuas com suporte (—oo, c0):

Seja X uma varigvel aleatdria continua real com suporte [—oo, 00).
Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a
entropia S:

S(p)=— /OO p(z) Inp(z) dz. (2.2.74)

tal que:
/ plz)de=1 e plx)>0 Vel (2.2.75)

— 00

1. Caso nenhuma informagao adicional sobre X seja conhecida, o problema de
otimizagao nao possui solugao.

2. Caso somente a média de X seja conhecida, o problema de otimizag¢ao nao
possui solucao.

3. Caso sejam conhecidos E[X]| = pu e E[X?] = o?, a densidade de probabili-
dade que maximiza a entropia de Shannon é a Gaussiana:

1 1(x—p)?
p(x) = i exp [_ET] (2.2.76)

2.2.3 Vetores aleatorios

De forma anéloga ao caso das variaveis aleatérias continuas, a medida de incerteza
de um vetor aleatério {X } no R™ é definido pela entropia de sua fungéo densidade
de probabilidade p:

S =~ | ) nplia}) e} (2277)

Como p é uma fungao densidade de probabilidade, sabe-se que:

p({x}) >0 ,V{z} eR" e /Rn p({z}) d{z} =1. (2.2.78)
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Além de (2.2.78), outros vinculos podem ser prescritos para o vetor aleatério
{X}. Suponha que m informagoes sobre {X} sejam conhecidas e estejam escritas
na forma:

/Rn p{z}){g-({z})} d{z} ={a;} eR™, r=1,--- m. (2.2.79)

onde os expoentes V1, -, Vy, SA0 M inteiros iguais ou superiores a um.

Seja Caa 0 espago das fungoes {x} — p({x}) do R™ em R=?, tendo todas
o mesmo suporte conhecido k, C R™ (com a possibilidade de que k, = R"™) e,
atendendo aos vinculos definidos em (2.2.78) e (2.2.79).

Para descobrir qual a expressao da funcao p € C,¢q que maximiza essa entropia
S (2.2.77), um problema de otimizagéo (2.2.80) deve ser resolvido.

max S(p) . (2.2.80)

PECad
Pararesolver este problema, m+1 multiplicadores de Lagrange sao introduzidos
(Ao —1) € R, {\} € R, -+ {\} € RY associados aos m + 1 vinculos. A

Lagrangiana, nesse caso, é:

Lo e D) =50 = o= ) ([ atleh afe) 1)
(2.2.81)
> <{nM}, {/Rn p({z}) {gr({=})} d{=} - ar} >
r=1

RYr
onde < {u},{v} >p., = wivi+---+u,, v, éo produto escalar euclidiano no R*~.

Reescreve-se (2.2.81) como:

L(pa Ao, {)‘1} D 7{/\771}) = u(/\Ov {/\1} D {)‘M})
(2.2.82)
= [ ha (e ) d s},

com:

u(o, Pt ) = Mo =D+ > < {\}, {ar} >, (2.2.83)
r=1

h(p, Ao, {Aa}s -+ {Am}) =p({z}) [ Inp({z}) + (Ao — D+

m (2.2.84)
do<{nt s oz} >po ]

r=1
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Pelo calculo variacional, os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana L
verificam:

0
——h(p, Ao, {1}, -, {A\m}) =0. 2.2.85
T G R e (2:2.85)
Resolvendo esse problema de otimizacao, chega-se ao seguinte resultado:
p({z}) = Ly, ({z}) exp (—/\o =Y <{n) s {e(fah)) >]RVT> - (2:2.86)
r=1

EXEMPLO 2.2.8 Seja {X} uma vetor aleatdrio continuo, com dimensao n e com
suporte compacto ky, = [a1,b1] X -+ X [an,by]. Deseja-se determinar a densidade
de probabilidade p de {X} que mazimiza a entropia S (2.2.77), tal que:

sy =0, [ plehalap=1. (2287)
Pela expressao (2.2.86), tem-se que:

p({z}) = L, ({2}) exp (= Xo), (2.2.88)

ou seja, p € uma fungdo constante. Substituindo (2.2.88) no vinculo (2.2.87):

/n L, ({2}) exp (—2o) d{a} = 1 (2.2.89)

exp(=00) [ Lo (o)) dla} =exp (o) [ L (@) dla} =1 (2290

1
exp (=) lkn] =1 = exp(—X) = Tl (2.2.91)

com |ky| = / 1%, ({2}) d{z} sendo a medida de k,. Substituindo (2.2.91) em
Rn
(2.2.88), determina-se que:

1

p({z}) = T, ({2}) ol (2.2.92)

O wvalor de Xy € calculado igualando-se (2.2.88) a (2.2.92):

o= —In (ﬁ) (2.2.93)
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EXEMPLO 2.2.9 Seja {X} uma vetor aleatdrio de dimensdo n, com suporte k, =
(0, 400) X -+ - x (0,400) C R™ e com vetor média conhecido E[{X}] = {ux} € kn,
ou seja:

Hx,
E{Xx} =1 : : (2.2.94)
Ex,
A fungao densidade de probabilidade de {X} construida pelo Principio da En-
tropia Mdzrima é:
p({z}) = px, (x1) X -+ X px,, (Tn), (2.2.95)

onde a densidade px,; da varidvel aleatdéria X; € escrita como uma funcao expo-
nencial (2.2.51):

- )
px,;(xj) = ]l(O,oo)(xj) M—e i, j=1,---n, (2.2.96)

J

mostrando que, pelo Principio da Entropia Mdxima, as n varidveis aleatorias
Xy, -+, X, sdo independentes.

EXEMPLO 2.2.10 Seja {X} um vetor aleatdrio de dimensdo n, com suporte k, =
R™, com vetor média conhecida E[{X}] = {ux} = (ux, - px,)" € kn, onde
px, = E[X;] e com matriz de covariancia [C] real simétrica positiva definida
conhecida.

A fungao densidade de probabilidade de {X} construida pelo Principio da En-
tropia Mdzima é a densidade Gaussiana:

1

pixy({z}) = W X

(2.2.97)

R™

exp { =511 (e} — Cux it} = L)), | -

2.2.4 Matrizes aleatdrias

Nas secoes anteriores do trabalho foi mostrado como o Principio da Entropia
Méxima (PEM) determina as fungdes densidades de probabilidade de vardveis e
vetores aleatdrios (casos em que apenas algumas informagoes sobre essas varidveis
sao conhecidas). Dessa forma, quando se faz uma abordagem estocdstica pa-
ramétrica de um sistema, o PEM pode ser utilizado para construir as densidades
de probabilidade dos parametros do sistema que sdo considerados aleatérios (e
portanto representados por varidveis/vetores aleatdrios).
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Porém, essa abordagem paramétrica, em alguns problemas, revela-se nao ser a
mais adequada para modelar incertezas. Ao invés de se considerar que a incerteza
estd presente nos parametros do sistema, pode ser necessario considera-la intrinseca
ao modelo. Nesse caso, as incertezas estao nas matrizes que compoem o sistema
de equagoes do modelo e, assim, o modelo é composto por matrizes aleatorias.

Igualmente ao feito nos casos das varidveis/vetores aleatérios, o PEM pode
ser utilizado para construir as densidades de probabilidade de matrizes aleatérias.
Esta abordagem foi introduzida recentemente por Soize (Cf. [46]) em 2000.

A notacdo utilizada para representar subconjunto de matrizes é:

e M, (R): conjunto de todas as matrizes reais quadradas n x n;

MZ(R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas n x n;

MTO(R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas positivo-semidefinidas
n X n;

M (R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas positivo-definidas
n X n;

e MP(R): conjunto de todas as matrizes reais diagonais n x n.

MP(R) c M} (R) ¢ M;J(R) ¢ M3 (R) € M, (R) (2.2.98)

A norma de uma matriz:

[All = sup |[|[A]z]|, = € R™. (2.2.99)
llzll<1
e a norma Frobenius (or Hilbert-Schmidt norm) é:

Al = e {14141} =

n
Jj=

> A1, (2.2.100)
1 k=1
tal que: [[A| < [|A]lp < v/nlAll.

Seja [A,] uma matriz aleatéria com valores em M (R) cuja distribui¢ao cumu-
lativa de probabilidade P 4,] = p(a,([An]) dA,, é definida através de uma funcao
densidade de probabilidade desconhecida:

[An] — pra,([An]), do M (R) em RT =[0,+00) (2.2.101)
com respeito ao elemento de volume:

a4, = 2n(r=1/4 H d[An)is- (2.2.102)

1<i<j<n
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Esta fungao densidade de probabilidade desconhecida pode ser construida através
do PEM utilizando somente as informagoes conhecidas.
Suponha que essas informagoes conhecidas sobre [A,] sejam:

1. [A,] € M} (R) / pia([An]) A4, = 1;
M} (R)

2. o valor esperado de [A,,] é conhecido, ou seja:
BAD = [ (Ao (An) d4, = 14,
M (R)

3. / Indet [A,]ppa,([An]) dA,, = v, com |v| < 4o0.
M (R)

A entropia relacionada a p4,) ¢ dada por:

S0t = [, P4 mppa (42D 3, (22.103)

Seja Caa 0 espaco das fungdes [A,] — ppa,) do MF(R) em R = [0,400)
atendendo aos vinculos definidos acima.

Para descobrir qual a expressao da funcao ppa,] € Ci.¢ que maximiza essa
entropia S (2.2.77), um problema de otimizacao (2.2.104) deve ser resolvido:

max S(p). (2.2.104)

PECad

Para simplificar o problema, sdo feitas algumas manipulagoes algébricas. A
matriz positiva-definida [4,,] pode ser decomposta usando a decomposi¢ao de Cho-
lesky:

[A,] =1La,]"[La, ], (2.2.105)

sendo [L 4 | uma matriz triangular superior. Consequentemente, a matriz aleatéria
[A,] pode ser escrita como:

[An] = [La,]"[Gnl[La, ], (2.2.106)
onde [G,] é uma matriz aleatéria com valores em M (R) tais que:
G| = E([Gy]) = [I]. (2.2.107)

A distribuigao cumulativa de probabilidade Pg, = p[Gn]([Gn])JGn possui
uma densidade de probabilidade com respeito ao elemento de volume: dG, =
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gn(n—1)/4 H d[A,]i; e, pode ser escrita como:

1<i<j<n
(n1) 58
pic.)([Gn]) = ]lMi(R)([Gn]) x  Ca, x (det[Gr]) 4
(2.2.108)
X exp {— (g;:)tr[Gn] },
onde a constante de normalizacdo Cg,, vale:
—1
Ca, = R . (2.2.109)

n n n 1 1_
(T (52 +15) )

O parametro de dispersao §4 é dado por:

- {E(H[Gn] ~[G,I7) } (2.2.110)

1G5

n+1
n+5
Além disso, a matriz positiva - definida [G,,] pode ser decomposta usando a
decomposicao de Cholesky:

com 0 <<

[Gr] = [La)" [Ln), (2.2.111)

onde [L,] é uma matriz triangular superior com valores em M, (R). Fazendo essa
decomposigio, as entradas da matriz triangular superior [L,] tornam-se varidveis
aleatorias independentes, caracterizadas por:

e casoj < j't [Ln];; = onUjy, onde oy = da(n+ 1)~Y2 e U;j é uma varidvel
aleatdria real Gaussiana com média zero e variancia um.

e caso j = j't [Ln];; = 04y/2V}, onde V; é uma varidvel aleatéria real positiva
Gamma, com funcao densidade de probabilidade:

-
—

n 1—

! (s8-%)
py; (v) = Ig+ (V) ————< v\ 2 e . (2.2.112)
r (20’ + Tj)

A

2.3 Exercicios

ExERcic1o 2.3.1 Seja X uma varidvel aleatdria continua real com suporte (—o0,00).
Mostre que:
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(a) caso somente o seqgundo momento de X seja conhecido e caso E[X?] =
var(X) = o2, a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia
de Shannon é Gaussiana com média zero e varidncia o2;

(b) caso sejam conhecidos E[X] = p e E[(X — p)?] = 02, a densidade de pro-
babilidade p de X que mazimiza a entropia de Shannon é Gaussiana com
média |1 e varidncia o2;

(c¢) caso somente a varidncia de X seja conhecida, a densidade de probabilidade
p de X que maximiza a entropia de Shanmon € Gaussiana com média

arbitrdria e variéncia o?.

Mostre também que em todos esses casos, a mdxrima entropia, S, vale
1
B In (27mec?)

e € independente da média L.

EXERcicio 2.3.2 Verifique que em todos os trés casos do exercicio anterior (2.3.)
a mdzxima entropia tende para infinito quando o tende para o infinito. Verifique
também que se somente a média de X for conhecida, o problema de otimiza¢ao
nao possui solucao.

ExXERcic1o 2.3.3 Verifique que em todos os trés casos do exercicio (2.3.) a mdzima
entropia tende para —oo quando o — 0.

EXERcicIO 2.3.4 Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias continuas reais com su-
porte [0,00). Suponha que X possui func¢ao densidade de probabilidade exponen-
cial, px, e Y possui funcdo densidade Gamma, py, ambas com a mesma média
w. Mostre que a entropia de px € maior do que a entropia de py .
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Capitulo 3

Método de Monte Carlo e
Geracao de Amostras de
Variaveis e Vetores
Aleatorios

3.1 Meétodo de Monte Carlo

Os Métodos de Monte Carlo sao métodos numéricos baseados em amostragem
randomica usados em aproximacao. Aproximar significa fornecer um valor, a apro-
ximacao, uma cota do erro cometido e um algoritmo que forneca uma metodologia
para reducao do erro de aproximagao conforme desejado. Evidentemente reduzir
o erro pode implicar um custo de computagao e tempo de cdlculo maior.

O método foi criado na metade da década de 40 por Stanislaw Ulam ! e John
Von Neumann 2 para resolver problemas de difusdo de néutrons em Los Alamos
(Cf.[44]) e, rapidamente se difundiu na engenharia, fisica e matemdtica. O de-
senvolvimento do método ocorre em paralelo com o do computador digital e uma
descri¢ao do desenvolvimento pode ser achada em Metropolis.

A capacidade do método de Monte Carlo em obter aproximagoes numéricas
para problemas complexos o tornou uma importante ferramenta matematica. A
maneira como ¢é feita a implementacao do método de Monte Carlo esta intrinse-
camente correlacionada com o problema no qual ele sera aplicado. Porém, todas

IStanislaw Ulam (1909 — 1984). Renomado matemdtico hungaro.
2John Von Neumann (1903 — 1957). Renomado matemdtico hingaro de etnia judaica.
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essas diferentes abordagens do método tendem a seguir um determinado padrao.
Geralmente, deseja-se gerar realizagbes de um objeto estocdstico (sujeito a alguma
densidade de probabilidade) e posteriormente utilizar as amostras obtidas para
aproximar alguma fungao de interesse. Assim, o método faz uso de amostragem
aleatoria como ferramenta para produzir observagoes sobre as quais se realizam
inferéncias estatisticas para extrair informacoes sobre as observagoes.

O modelo estocastico utilizado nas simulacoes de Monte Carlo influencia de
forma direta os seus resultados (2.1). Dessa forma, a construcao desse modelo
deve ser feita de forma cautelosa e sistemética. Uma opgao para fazer isso é
utilizar o Principio da Maxima Entropia, como visto no segundo capitulo.

As etapas do método de Monte Carlo sao tipicamente:

1. Gerar realizagoes de um objeto estocastico com uma determinada densidade
de probabilidade.

2. Realizar cdlculos deterministicos usando cada uma das amostras geradas.

3. Agregar os resultados dos célculos deterministicos no resultado final desejado
(estatisticas ou aproximagoes da densidade de probabilidade da resposta).

4. Fazer uma andlise da convergéncia da resposta, ou seja, assegurar-se que os
resultados sao representativos e que alterando-se o nimero de realizagoes da
varidvel ou vetor aleatdrio, as estatisticas da resposta permanecem dentro
de uma margem de erro prescrita.

EXEMPLO 3.1.1 Para melhor compreender essas etapas do método, considere, por
exemplo, que deseja-se calcular uma aproximacdo para o niumero m através da
relagdo de volume existente entre um cubo uma esfera de raio r inscrita nesse
cubo. Essa relagao é mostrada na figura (3.1).

Veubo _ i

!

T 4
esfera 3

Figura 3.1: Relagao de volume entre cubo e esfera inscrita no cubo.

Neste exemplo, as etapas do Método de Monte Carlo para aproximar m sdo:

1. Gerar m amostras distribuidas uniformemente dentro de um cubo de lado
l = 2r centrado na origem. Cada amostra i é um vetor composto por trés

coordenadas {x}(i) = (:Egl) xéi) xgi))T.
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2. Contar quantas amostras estdo dentro da esfera de raio v, ou seja quantas
amostras atendem a condicio: x% + x3 + x3 < r?.

3. Calcular a razao R entre o nimero de amostras dentro da esfera e o nimero
total de amostras m.

4. Aproximagdo: T = 6R.

5. Verificar se o valor da aproximacgao obtida para m obtida estd dentro de uma
margem de erro prescrita.

O método de Monte Carlo é fundamentado em dois teoremas:

e Lei dos Grandes Numeros: garante a convergéncia das aproximacoes obtidas
através do método;

e Teorema do Limite Central: especifica a forma dessa convergéncia.

Nesses dois fundamentos sao utilizados os conceitos de convergéncia de sequén-
cias de variaveis aleatérias introduzidos no primeiro capitulo.

3.1.1 Lei dos grandes niimeros

TEOREMA 3.1.2 (LEI DOS GRANDES NUMEROS)

Seja X1, Xa, -+ wma sequéncia de varidveis aleatorias independentes, cada
uma delas com média p e varidncia finita o2. Seja a varidvel aleatéria S, =
X1+ Xo+ -+ X,,. Tem-se que S, /n converge em média quadrdtica para p, ou

seja:

S S 2
o H = |FE (—"—,u) ] — 0, quando n — 400 . (3.1.1)
n n

DEMONSTRACAO.

Verifique que:

E {(& - M)z] = var (%Sn> . (3.1.3)

n

Desenvolvendo a expressao da variancia:
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Sn 1 1
E [(— - u)ﬂ = var (ES") = Fvar(Xl + X0+ -+ X,)

(3.1.4)

(no?) = 2.

1 1
= — (var(Xy) + -+ + var(X,)) = —

Shp 2
Dessa forma, tem-se que E [(— - u)2] -7 0 quando n — +o0.
n n

3.1.2 Teorema do limite central

TEOREMA 3.1.3 (TEOREMA DO LIMITE CENTRAL)

Seja X1, Xa, -+ wma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas, cada uma delas com média p e varidncia o>. Seja S, =
X1+ Xo+ -+ X,,. Pela Lei dos Grandes Nimeros tem-se que: E[S,] = un e
var(S,) = o*n. Seja Z,, a varidvel aleatéria:

Sy —pn

ovyn ’

com média nula e varidncia 1, ou seja: E[Z,] =0 e var(Z,) = 1. Quando n —
400, Z, converge em probabilidade para uma varidvel aleatoria Z com distribuicao
cumulativa de probabilidade gaussiana de média nula e varidncia um. Assim,
sendo Pz, a fungao distribuicdo cumulativa de Z, e Pz a funcao distribuicao
cumulativa de Z:

Zn (3.1.5)

Py (Z, <x) — Pz(Z < x) quando n — +0o, Ya onde Pz é continua. (3.1.6)

Pode-se dizer que:

T a2
Pr(Z, <x) —>/ = da, quando n — +o0. (3.1.7)

L e
V2r
EXEMPLO 3.1.4 Para ilustrar a lei dos grandes numeros e teorema do limite cen-
tral, suponha que o método de Monte Carlo seja aplicado para obter uma apro-
zimagdo para o valor de w, sequndo o experimento descrito exemplo (3.1.). Su-
ponha também que esse experimento seja repetido n = 10% vezes, através de uma
rotina MATLAB, utilizando-se em cada repeticio m = 10* amostras distribuidas
uniformemente dentro do cubo.
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10 ] — f_

Figura 3.2: Histograma normalizado das n = 103 aproximacdes de m obtidas pelo
método de Monte Carlo.

Ao final da simulacdo, obtém-se uma sequéncia de aproximagoes 1, -+ , Tp.
O grdfico de frequéncia, histograma normalizado, dessas aproximagoes € mostrado
na figura (3.2).

Pode-se considerar que os experimentos formam uma sequéncia de varidveis
aleatorias 11y, Iy, --- independentes e identicamente distribuidas, com média
e variancia desconhecida o® respectivamente. Aprozimagdes para a média p (que
acredita-se ser 7) e para a varidncia (que € desconhecida), podem ser obtidas
através dos resultados dos experimentos w1, --- , T,. Faz-se:

Zn: i, (3.1.8)
=1

SRS

[L:

o2 = % Z(w - p)2. (3.1.9)

Quando o nimero n de realizagoes ¢ grande, como por exemplo, n = 103,
supde-se que [iI converge para T e que o2 converge para o real valor de 0. Na
rotina MATLAB desenvolvida, com n = 103 repeticées do experimento, os valores
encontrados para fi e o2 foram respectivamente 3.1414 e 8.4325 x 1074,

Pela lei dos grandes numeros, sendo S, = Il + - -+ + II,,, tem-se que:

Su

n}_%wmﬂ+mmyw~+mmm—u—m (3.1.10)

/LSTL—E{
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1 2
02s, = E [(— - u)?] = — (var(Ih) + - +var(ll,)) = . (3.1.11)
n n n
Utilizando as aprozimagées fi e o2 calculadas através de (3.1.8) e (5.1.9), a
média e varidncia de S, /n podem ser aproximadas por:

, (3.1.12)

=

frsn =
o2s, = izn: (3.1.13)
n n P

Assim, supondo que o2 converge para o real valor de o® quando n = 103, a
média e varidncia de Sy, /n valem:

s, =T, (3.1.14)
2 84325 x 104
o2s, = L 2 S22 XD (3.1.15)
= n n

Na rotina MATLAB desem}olmda para esse exemplo, foram construidas as
curvas o S (8.1.13) e Usn (3.1.15) em fungao do nimero de repeti¢ées n do

empemmento O grdfico da ﬁgum (8.8) mostra os resultados obtidos. Verifica-se as
duas curvas sao de fato bastante préowimas e, como esperado, com o aumento de
n, 02s, decai com uma razao prérima a 1/n.

Sendo Zy, a varidvel aleatoria definida por:

Sn — un
ovyn ’

pelo teorema do limite central, quando n — 400, Z, converge em probabilidade
para uma varidvel aleatoria Z com distribui¢cdo cumulativa de probabilidade gaus-
stana de média nula e variancia um.

A partir de da tabela de probabilidades da distribuicao cumulativa gaussiana
N(0,1), verifica-se que com probabilidade 0.954 uma amostra de N'(0,1) estd no
intervalo (—2,2). Assim:

Zy = (3.1.16)

Sn — un
ovn
Em outras palavras, com probabilidade 0.954, p estard no intervalo:

Sn—2a\/ﬁ< <Sn+2cr\/ﬁ
On TNV 2TV

n n

Pr (—2 < < 2) = 0.954. (3.1.17)

(3.1.18)
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x 10

o.z-k

0 50 100 150
It

Figura 3.3: Variancia de S,,/n em fungdo do ndmero de repetigdes n do experi-
mento descrito em (3.1.].

E importante ressaltar que como neste exemplo a varidncia o2 era desconhecida

e foi aprorimada por o2 (3.1.9), a wvaridvel aleatéria Z, mdo converge de fato
em probabilidade para uma varidvel aleatoria Z com distribui¢cdo cumulativa de
probabilidade gaussiana de média nula e variancia um.

3.1.3 Integracao com o método de Monte Carlo

Como mencionado no inicio desse capitulo, um exemplo classico do uso do método
de Monte Carlo é a aproximacgao do calculo de integrais multidimensionais em
regioes com contornos complicados.

Suponha que deseja-se calcular a integral de uma dada funcao real multidimen-
sional g em uma certa regidao A C R?,

I:/Ag({x})d{x}. (3.1.19)

Se g é uma funcao simples, sua integral, I, pode ser calculada facilmente. Por
exemplo, no caso unidimensional, se g(z) = % ¢ A = [0,1] entdo, I = [, g(x) dz =
o
|, T

Porém, se g é uma funcao mais dificil ou estd definida em uma regiao com
contorno complicado, pode nao existir uma forma fechada para I. Algumas funcoes
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‘e . . . ~ _ sen(x) 7?2
unidimensionais em que isso ocorre sao, por exemplo, g(z) = — glx) = e

e g(z) = Vze ™, para A = [a,b], a < b < 0.

Nesses casos, métodos de integracao numérica devem ser aplicados para obter-
se aproximacoes para I, como por exemplo, método do trapézio, método de Simp-
son e método de Monte Carlo.

As vantagens do método de Monte Carlo sobre os outros métodos de integracao
numérica sao:

e sua simplicidade de implementacao;

e garantia de convergéncia da resposta (devido a Lei dos Grandes Nimeros e
teorema Central do Limite);

e eficiéncia no calculo de aproximagoes de integrais multidimensionais.

Para mostrar como o método é aplicado, suponha que deseja-se calcular a
integral multidimensional defina em (3.1.19). Suponhamos que ela seja escrita
como:

= [otenae - [ LDy a@, )

onde p é a funcao densidade de probabilidade conjunta de um vetor aleatério
{X} € R% Caso I seja uma integral unidimensional, p é a funcio densidade de
probabilidade de uma variavel aleatéria, X.

Reescreve-se (3.1.20) como:

= /A o({e}) dfa} = /A h({z}) p({e}) d {z}, (3.1.21)
onde h({z}) = g({z})/p({z}), V{z} € A. Como visto na equagdo (1.2.60) do

primeiro capitulo, a integral I pode ser interpretada como o valor esperado de
h({X}), ou seja:

I=Eh({X}) = /A h({e}) p({e}) d {a} (3.1.22)

Dessa forma, uma aproximagao I para a integral I é obtida através de:
=3 h({z}"). (3.1.23)
i=1

onde {:C}(l) ,{:v}(2) yoe ,{:C}(m) sao amostras do vetor aleatério {X} com fungao
densidade de probabilidade conjunta p.

A seguir sdo mostrados alguns exemplos de integragao com o método de Monte
Carlo para fungoes unidimensionais e multidimensionais.
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EXEMPLO 3.1.5 Para ilustrar o método de Monte Carlo aplicado em problemas de
integracao, suponha que deseja-se calcular a integral da fun¢ao unidimensional:

g9(x) = sen(z) , (3.1.24)

T

no intervalo A = [0, 3].
Uma primeira forma de fazer o cdlculo, € escrever a integral na forma:

Iz/Ag(x) dac:/A 9(z) px, (z) dz, (3.1.25)

bx, (:E)

onde px, € a funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria, X1,
uniforme em [0, 3], ou seja:

1
px: (%) = Lpoz)3- (3.1.26)

Assim, para obter-se uma aproximac¢ao I, de I através do método de Monte
Carlo, geram-se m amostras xgl), 3:52), ceey argm) de X, e faz-se:

g £Cl <= 3 sen(zV)
I = Z : _Z OB (3.1.27)

i= 1le i=1

Uma outra opgao para fazer o cdlculo de uma aproximacgdo, I, € escrever a
integral como

9(z)
I'= / g(z) dx :/ px,(z) d, (3.1.28)
A ADPx,(z) 7
onde px, € a funcao densidade de probabilidade de outra varidvel aleatoria, Xo,

definida por:

—T

e

Px,(x) = 11[0,3]ﬁ' (3.1.29)

Assim, para calcular-se I, através do método de Monte Carlo, geram-se m
amostras 2V 2@ 2™ de X -se:
2 To 'y , Tq 2 e faz-se:

. i 1_ 15
12227: 5¢ 5”2 ¢ (3.1.30)

(i) *
i=1 sz(‘TQ i=1 5 e75%2

_Esse exemplo foi implementado em MATLAB e, aprozimagoes da integral, I
e Is, foram calculadas utilizando-se diferentes nimero de amostras de X1 e Xs.
A tabela (3.1) mostra os resultados obtidos.
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Niumero de amostras I I
103 1.8221 | 1.8492
10* 1.8504 | 1.8525
105 1.8552 | 1.8483
106 1.8490 | 1.8497
107 1.8490 | 1.8481

Tabela 3.1: Aproximacoes da integral I calculadas com diferentes niimero de amos-
tras das varidveis aleatérias X e Xs.

EXEMPLO 3.1.6 Para ilustrar a integracdo de uma fung¢do multidimensional através
do método de Monte Carlo, suponha que deseja-se calcular uma aprorimacgdo da
integral da funcgao:
2 2
r]+x
g(feh) =1+ 2,
com {x} = (z1 22)T € R? na regidgo A= Ay x A3 = [0,2] x [0,2] C R2.
Para isso, escreve-se a integral como:

(3.1.31)

_ _ [ 9{=})
I—/Ag({x})d{x}—/Ap({x}) p({z}) d{z}, (3.1.32)

onde p € a funcdo densidade de probabilidade uniforme conjunta de um vetor
aleatério {X} € R%, ou seja:
1

p({z}) = Lo.21x[0,2) 1 (3.1.33)

Assim, para obter-se uma aprorimacdo I de I através do método de Monte
Carlo, geram-se m amostras {:C}(l) ,{:v}(2) yoe ,{:C}(m) de {X} e faz-se:

g({z}")
= p({=})
Esse exemplo foi implementado em MATLAB e, aprozimagdes da integral, f,

foram calculadas utilizando-se diferentes nimero de amostras de {X}. A tabela
(3.2) mostra os resultados obtidos.

p({z} ). (3.1.34)

EXEMPLO 3.1.7 Suponha que deseja-se calcular aproximacgoes do volume de uma
esfera n-dimensional de raio r = 1 centrada na origem, ou seja deseja-se calcular:

L = /A 1 d{a}, (3.1.35)
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Numero de amostras I
103 6.1655
10% 6.1300
10° 6.1315
106 6.1342
107 6.1333

Tabela 3.2: Aproximacoes da integral I calculadas com diferentes niimero de amos-
tras do vetor aleatério { X }.

onde A = { {z} € R"| |[{z}| < 1}, través de dois métodos de integragao numérica.
Como a regido A ndo € simples, para o cdlculo de (8.1.85), utiliza-se a relagdo
de volume entre o cubo n-dimensional e esfera n-dimensional inscrita nesse cubo.
Considera-se um cubo de lado 1. Assim, a razdo de volume vale:

~ Volumeesfera  L(n)

P ——— -1-
R Volumegupo n’ (3.1.36)

podendo ser escrita como:

fA 1 d{z}
S

O primeiro método para obter uma aproximacao da integral, f(n) 1, € deter-
ministico. Para utilizd-lo, gera-se uma malha uniforme em todo o cubo n-dimen-
sional. Cada dimensdo do cubo € dividida em q intervalos, de forma que o cubo
fica repartido em q" cubinhos n-dimensionais. Apds criada essa malha, verifica-se

Riny = (3.1.37)

se o centroide de cada cubinho i, representado pelo vetor {c}(i), atende a condi¢do

{c}(i)
fera n-dimensional de raio r =1 e, em caso negativo, considera-se que o cubinho
estd fora. Somando os volumes de todos os cibinhos considerados dentro da esfera
e dividindo pelo volume total do cubo n-dimensional, obtém-se uma aprorimacao
para a razao de volumes R(n) 1. Dessa forma:

< 1. Em caso afirmativo, considera-se que o cubinho estd dentro da es-

) S o< (/)"
Ry 1 = ” L , (3.1.38)
Itny1 = Reny 1 1™ (3.1.39)
Na figura (3.4) € mostrado o cubo de dimensdo n = 3 e lado | = 2 divido em

q = 203 cubinhos. Os cubinhos, cujo centroide atendem a condigio

@ <1
sao representados em vermelho.
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-1 -1

Figura 3.4: Malha uniforme em um cubo de dimensao n =3 e lado [ = 2.0.

Esse método fornece uma aproximacgao deterministica e, quanto mais refinada
for a malha, menor serd o erro da aprorimacdo. Porém, € importante observar
que quando o numero de dimensoes, n, cresce, o numero de vezes que a func¢ao
]l||{c<i>}||g1 tem que ser avaliada, q", cresce de forma exponencial. Dessa forma,
0 método em dimensoes elevadas é apresenta um alto custo computacional.

Outra op¢do para obter-se uma aproxrimagao, f(n) o, do volume da esfera n-
dimensional, € usar-se o método de Monte Carlo. Para isso, sao geradas m amos-
tras de um vetor aleatdrio {X} € R™ com fungdo densidade de probabilidade con-
Junta uniforme na regigo [—1,1] x --- x [=1,1] € R™. Sdo gerados, dessa forma,
os vetores {x} V) .- {2},

Para cada vetor i gerado, verifica-se se {x}(i) < 1. Em caso afirmativo,

considera-se que amostra estd dentro da esfera n-dimensional de raio r = 1 e,
em caso negativo, considera-se que estd fora. O nidmero de amostras consideradas
dentro da esfera dividido pelo nimero total de amostras, m, € wma aprorimag¢do
para a razao de volumes R(n) 5. Dessa forma:

N Z;il 1 {z}P]|<1
R(n) 9 = !r|n < s (3.1.40)
Itnyo = Reny 2 1™ (3.1.41)

O numero de vezes que a fun¢ao ]1.||{m}(i)||<1 € avaliada no método de Monte

Carlo nao estd associada com a dimensao n da esfera, diferentemente do método
deterministico com a malha uniforme. Assim, em casos conde n € grande, a
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integracao através de Monte Carlo pode ser implementada de uma forma mais
eficiente computacionalmente.

Para avaliar a qualidade das aprorimacoes obtidas para o volume da esfera
n-dimensional, faz-se a comparag¢ao com o volume exato, que é calculado através
da sequinte formula:

7.‘.77,/2

Ity = w7, 3.1.42
™= FErn” (3.1.42)

onde o raio da esfera vale r = 1. Define-se erro da aproximacdo como:

In - fn
erro = M (3.1.43)
I(n)

Os dois métodos de aproximacao foram implementados em MATLAB para os
casos de cubo de lado | = 2.0 e esferas com raio r = 1. Para a construcao da
malha uniforme, cada lado do cubo foi dividido em q = 20 partes e, no método de
Monte Carlo, foram utilizadas m = 10° amostras de {X}. Na tabela (3.3), sdo
mostrados o erro da aproximagdo obtida e tempo de computacao (em segundos)
gasto em cada um dos dois métodos para diferentes niumeros de dimensdes n.

E importante observar que, quando n € pequeno, 0s erros e os tempos de com-
putacdo gastos pelos dois métodos sao proximos, de forma que o método de Monte
Carlo nao apresenta vantagens sobre o método da malha uniforme. Porém, quando
o numero de dimensoes cresce, o tempo de computacdo do método da malha uni-
forme atinge valores muito elevados, enquanto o tempo do método de Monte Carlo
varia muito pouco.

Dessa forma, quando trabalha-se em problemas com grande numero de di-
mensoes, usar Monte Carlo representa reducdo do custo computacional. Os re-
sultados da tabela (3.3) sdao mostrados de forma grifica nas figuras (3.5) e (3.6).

Observa-se também na tabela (3.3) que a razao entre o volume da esfera n-
dimensional e do cubo n-dimensional reduz-se drasticamente com o aumento do
numero de dimensoes, de forma que estimd-la ndao € uma tarefa facil. Por esse
motivo, quando o numero de dimensdes € muito grande o Método de Monte Carlo
também encontra dificuldades para calcular uma aprozimacdo de R. Sendo a razao
de volumes muito pequena, a probabilidade de ter-se uma amostra localizada dentro
da esfera € muito baixa. Assim, o que pode acontecer no método de Monte Carlo
€ ter-se todas as m amostras geradas fora da esfera.
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. Malha Uniforme Monte Carlo Vol R
Erro | Tempo || Erro | Tempo rosfera (n)

2 0.0059 | 0.0204 | 0.0013 | 0.0237 3.1416 0.7854

3 0.0084 | 0.0062 0.0020 | 0.0075 4.1888 0.5236

4 0.0061 | 0.0258 0.0054 | 0.0091 4.9348 0.3084

5 0.0076 | 0.7000 0.0102 | 0.0116 5.2638 0.1645

6 0.0158 | 17.550 || 0.0060 | 0.0144 5.1677 0.0807

7 0.0261 | 97.471 || 0.0054 | 0.0231 4.7248 0.0369

8 0.0005 | 6496.1 || 0.0369 | 0.0341 4.0587 0.0159

9 0.0334 | 48700 0.0609 | 0.0644 3.2985 0.0064
10 ? ? 0.0042 | 0.0483 2.5502 0.0025
20 ? ? 2.58 x1072 2.46 x1078
30 ? ? ? ? 2.19 x107° | 2.04 x10~™
50 ? ? ? ? 1.73 x10~13 | 1.53 x10~28
100 ? ? ? ? 2.36 x10749 | 1.86 x10~70

Tabela 3.3: Erro das aproximagoes e tempos de computagao (em segundos) gas-
tos nos métodos de Monte Carlo e malha uniforme para diferentes nimeros de
dimensoes n.

0.08¢

——CTTO N allha Unaf.

— V10 Monte Carlo

Figura 3.5: Erro da aproximagao obtida para o volume da esfera em funcao do
nimero de dimensoes consideradas.
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x 10

—tempo yialtha Unif.

_TL(I””'l)” Monte Carlo

Figura 3.6: Tempo de computagao gasto para o calculo da aproximagao do volume
da esfera em funcao do niimero de dimensées consideradas.

3.2 Geracao de amostras de variaveis e vetores
aleatdrios

Foi visto no inicio do capitulo, apds serem construidos os modelos deterministico
e estocdstico (utilizando-se, por exemplo, o PEM) de um sistema, que o Método
de Monte Carlo pode ser aplicado para obter-se inferéncias estatisticas sobre a
resposta desse sistema (2.1).

Porém como o método tipicamente envolve a geragao de observagoes de ob-
jetos estocdsticos com alguma densidade de probabilidade, torna-se indispenséavel
estudar-se geragao de amostras:

e variaveis e vetores aleatorios;
e processos e campos estocdsticos

para poder-se trabalhar com o método Monte Carlo.

Por exemplo, dado um sistema, suponha que o Principio da Maxima En-
tropia tenha sido utilizado para determinar-se a densidade de probabilidade de
parametros considerados aleatérios. Caso deseje-se aplicar o Método de Monte
Carlo para esse problema, serd necesséario gerar amostras dos objetos estocasticos.

Quando deseja-se gerar amostras de uma variavel aleatéria real, X, com uma
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densidade de probabilidade p, busca-se obter uma sequéncia de valores {$(i)}
com z; € R, Vi que representem realizacoes de X.

Muitos livros e artigos chamam os geradores de amostras de variaveis aleatdrias
frequentemente de geradores de nimeros aleatérios (RNG-Random Number Gene-
rator). Abaixo segue uma lista com os principais requisitos de um RNG, espera-se
que ele:

ieN?

1. seja rapido, pois em suas aplicagoes podem ser necessario gerar milhoes de
amostras;

2. seja repetivel, para tornar possivel uma depuragao do processo;

3. seja passivel de andlise, para poder-se estudar as propriedades dos gréficos
de frequéncia construidos a partir das amostras geradas;

4. tenha um longo periodo;
5. seja aparentemente aleatério para a aplicacao a qual é destinado.

No inicio do desenvolvimento de geradores, muitas técnicas hibridas de sistemas
analogicos e digitais foram experimentadas. Como exemplo, tem-se os circuitos
eletronicos geradores de ruido branco. No entanto, estes métodos apresentavam
muitas desvantagens: eram muito lentos, nao repetiveis, tendiam a tornar-se ten-
denciosos e, exigiam equipamentos muito especializados. Por isso, essas técnicas
foram sendo substituidas com o passar dos anos. Hoje, praticamente todos os
geradores sao baseados em algoritmos.

Como o computador é um dispositivo deterministico, pode parecer impossivel
que ele seja utilizado como um gerador. De fato, amostras geradas por computa-
dores sao obtidas através de algoritmos deterministicos. No entanto, elas parecem
ser aleatérias e, para confirmar esse comportamento, deveriam ser submetidas a
rigorosos testes. Muitas vezes, essas amostras sao chamadas de ’pseudo-aleatorias’
(Cf. [44)).

Em (Cf. [20]), o autor Knuth descreve uma tentativa feita por ele de construir
um gerador de amostras de varidveis aleatérias. Ele escreveu um algoritmo que
trabalhava com ntimeros decimais de 10 digitos, gerando uma sequéncia de valores
{x(i)}ieN a partir de um valor inicial.

Apesar de extenso, Knuth verificou que seu algoritmo podia convergir rapida-
mente para um ponto fixo. Além disso, testando-o, ele percebeu que, mesmo uti-
lizando diferentes valores iniciais, a sequéncia de nimeros comecava rapidamente
a se repetir.

Dessa forma, o algoritmo de Knuth é um excelente exemplo de que a uma
grande complexidade em um algoritmo nao garante que ele serd um bom gerador
de amostras de variaveis aleatorias. Muitas vezes, a complexidade esconde o com-
portamento de repeticao dos nimeros gerados. E assim, conclui-se que: amostras
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de varidveis aleatorias nao devem ser geradas com um método escolhido ao acaso
(Ct. [20]).

Na sequéncia de amostras, (1), () ... z(® ... com 2 € R,Vi € N, produ-
zida por geradores baseados em algoritmos, o termo (¥ é definido através de uma
funcao f dependente de algumas varidveis e parametros:

2 = f(varidveis, pardmetros) . (3.2.44)

Cada vez que uma amostra é requisitada ao gerador, o algoritmo calcula a
funcao f prescrita utilizando os parametros e valores atuais de suas varidveis.
Geralmente, os parametros da fungao sao valores fixos e, o que muda de amostra
para amostra sao as variaveis.

As varidveis podem ser quantidades externas ao algoritmo, ou valores armaze-
nados internamente que mudam a cada iteragdo (nesse caso, as varidveis recebem
o nome de sementes). Quando o valor da varidvel é atribuida por um processo
externo, dificulta-se muito que a geracao de uma sequéncia de nimeros seja re-
petivel. Por esta razao, a variavel deve ser gerada internamente a funcao f. Uma
exceco a essa regra é a atribuico do primeiro valor z(9).

Muitos algoritmos simplificam o célculo dos ntmeros aleatérios, utilizando
como semente para a geracao o valor (Y o préprio valor de z(=1.

Viérios métodos de geracao de amostras de varidveis e vetores aleatérios foram
desenvolvidos ao longo dos ultimos anos. Como por exemplo, os geradores baseados
em congruéncia linear, baseados no Método da Transformada Inversa, baseados em
Cadeias de Markov (Monte Carlo Cadeia de Markov) entre outros.

3.2.1 Geradores baseados em congruéncia linear

Geradores baseados em Congruéncia linear sao utilizados para gerar uma sequéncia
de amostras de varidveis aleatérias com uma densidade de probabilidade uniforme.

Este gerador envolve trés parametros fixos a, ¢ e m e também um valor inicial
2(©) (a semente). A sequéncia de niimeros geradas pode ser definida como:

20 = (a2 4 ¢) mod m, VieN. (3.2.45)

Na operagao z = y mod m, diz-se que z é congruente a y médulo m, se z — y
for divisivel por m. Por exemplo, tomando-se: a = 13, ¢ =0, m =31 e (0 =1,
os primeiros termos da sequéncia definida em (3.2.45) valem:

1, 13, 14, 27, 10, 6, 16, 22, 7, 29, 5, 3,

Nesse exemplo, pode-se observar que os primeiros 30 termos da sequéncia sao
uma permutagao dos inteiros de 1 a 30 e, a partir do trigésimo primeiro termo, a
sequéncia comeca a se repetir. Dessa forma, ela possui um periodo igual a m — 1.
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Para obter-se uma sequéncia de valores distribuidos uniformemente no intervalo
[0, 1], basta dividir os valores obtidos por m. No exemplo acima, a sequéncia passa
a ser:

0.032, 0.419, 0.451, 0.871, 0.322, 0.193, 0.516,
Supondo que:

a>2, (3.2.46)
obtém-se uma generalizac¢do para (3.2.45) (Cf. [20]):
. , k_1q
2k = (akx(l) + Lﬁ) mod m. (3.2.47)
a—

3.2.2 Parametros do gerador baseado em congruéncia linear

Nesta secao da dissertagao, sao apresentadas algumas importantes consideragoes
na escolha dos valores dos parametros a, ¢ e m do gerador de amostras de variaveis
aleatdrias baseado em congruéncia linear.

O maior nimero possivel de diferentes valores gerados por um LCRNG ¢ igual
a m, o médulo. Por este motivo, em qualquer aplicagao real, deseja-se que m seja
o maior possivel, por exemplo, 232. Alids, uma escolha para m da forma 2*, onde
k é o tamanho da palavra do computador (wordlength - tamanho do registrador
do processador), pode ser implementada muito eficientemente (Cf. [44]).

Essa eficiéncia estd associada a forma como o computador, que é um disposi-
tivo bindrio, calcula a divisao na operagao do moédulo. O céalculo do resto de uma
divisdo feita em notacao bindria (cujo divisor seja uma poténcia de 2) é muito sim-
ples. Basta alinhar pela direita o divisor e o dividendo representados em notacao
bindria e, o resultado do resto da divisao é dado pelos algarismos do dividendo
que correspondem aos zeros do divisor. Na tabela (3.4) é mostrado um exemplo.

| | NoTAGAO DECIMAL  NOTAQAO BINARIA |

Dividendo 13 1101
Divisor 4 100
Resto 01

Tabela 3.4: Célculo do resto de uma divisao em representacao binéria para divisor
sendo uma poténcia de 2.

Vale observar que as poténcias de 2 em representagao bindria sao compostas
apenas por um digito 1 seguidos de zeros, como mostrado na tabela (3.5).

Dessa forma, observa-se que quando o médulo da expressao (3.2.45) é uma
poténcia de 2, a conta do resto é bastante simplificada. Nesse caso, as operagoes
necessarias ao cédlculo sao:
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| NoTAGAO DECIMAL | NOTAGAO BINARIA

20 1
2! 10
22 100
23 1000
24 10000

Tabela 3.5: Poténcias de 2 em representacao decimal binéria.

1. copiar o dividendo (a z() 4 ¢) da memdria para o processador;
2. copiar o divisor (médulo m) da meméria para o processador;

3. contar quantos zeros possui o divisor do bit menos significativo até encontrar
o primeiro algarismo 1;

4. deslocar o dividendo para a direita de acordo com o tamanho do dividendo
menos esse numero de zeros e;

5. deslocar o dividendo de volta a posicao original.

Este procedimento engloba cinco operagoes, sendo que esse niimero pode ainda
crescer dependendo da arquitetura do processador do computador utilizado como
gerador. Além disso, a cépia dos dados da memoria para o processador é uma
operacgao custosa, dado que o processador trabalha em frequéncias muito diferentes
da frequéncia do barramento ao qual se conectam as memorias (limitacoes fisicas
das memérias RAM). Dessa forma, a economia da cépia de dados da meméria
para o processador reduziria significativamente o custo computacional do calculo
do resto de uma divisao.

Uma outra caracteristica a ser observada é que operacoes no processador conso-
mem ciclos de processamento e, portanto, tempo. Assim, quanto menos operagoes
forem feitas com os dados no processador, em menos tempo um gerador da amos-
tras de variaveis aleatorias serd capaz se produzir uma sequéncia de valores.

A opcao encontrada, mais simples e eficiente para minimizar a operagao de
copia dos dados da memoria para o processador, é utilizar como moédulo uma
poténcia de 2¢. Onde k é o tamanho da palavra do computador.

Tipicamente, as informagoes sao armazenadas na memoria do computador di-
vididos em palavras de tamanho k. Dessa forma, por exemplo, um ntmero de
8 bits 10110101 armazenado em uma meméria com tamanho de palavra igual a
4 estaria na forma: 1011 0101. Assim, o resto da divisdo desse ntimero por 2%,
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onde k = 4, é igual a palavra menos significativa de 1011 0101, ou seja 0101 (em
representacao bindria).

Utilizando poténcias de 2¥ para o médulo, a operacio do cilculo do resto
exige muito pouco custo computacional. Neste caso, o LCRNG precisa apenas o
calculo de uma multiplicagao e uma adicao. Vale observar se for desejado que os
nimeros gerados pelo LCRNG estejam uniformemente distribuidos no intervalo
[0, 1], dever4 ser realizada uma divisdo por m para cada valor calculado.

3.2.3 Outros geradores de amostras de variaveis aleatérias

Outros algoritmos, diferentes dos geradores de congruéncia linear, foram propostos
nos ultimos anos. Como exemplo, tem-se o algoritmo, criado na década de 50,
baseado na sequéncia de Fibonacci. Nessa classe de geradores, o valor de um
elemento z(*+1) depende nao somente de (¥ e sim de mais de um valor anterior
da sequéncia. Assim

2D = (20 4 20-D) mod m. (3.2.48)

Esse gerador, apesar de ter um periodo maior do que m, produz uma sequéncia
de valores com uma forte relacao entre termos consecutivos.

Geradores baseados na sequéncia de Fibonacci também foram desenvolvidos
por Green Smith e Klem (Cf. [20]) no final da década de 50. A ideia era utilizar
no célculo de 21 elementos anteriores, ou seja, 20"~ sendo que k deve ser
maior ou igual a 16. Assim:

20 = (20 4 20=R))y mod m, k> 16. (3.2.49)

Outros geradores de numeros foram propostos, como o algoritmo de G. J.
Mitchell e D. P. Moore (Cf. [20]) de 1958 mostrado na equacao (3.2.50):

2 = (2072 4 2=y mod m, i > 55, (3.2.50)

onde m é par, e (9 ... 2054 530 inteiros nao todos pares. Mais um exemplo
interessante é um gerador nao linear que utiliza como semente para o termo ¢+ 1,
o inverso do termo z(~1 | isto é:

20D = (a (a:(i_l))i1 + ¢) mod p, com p primo. (3.2.51)
Knuth sugeriu em 1998 um outro tipo de gerador baseado em congruéncia

nao linear (Cf. [12]) no qual os termos anteriores ao elemento () formam um
polinémio de grau 2. Sendo d € R,

x(i+1) — (d (x(i*Q))z +a x(ifl) =+ c) mod m. (3'2'52)
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3.3 Método da Transformada Inversa

Até a presente se¢do, somente foram apresentados métodos para se gerar amostras
de varidveis aleatérias com uma densidade de probabilidade uniforme. Porém,
muitas vezes ao aplicar o método de Monte Carlo, é necessario simular o compor-
tamento de variaveis aleatérias com outras densidades de probabilidade, como por
exemplo, a densidade Gaussiana, Exponencial, Beta, etc (Cf. [12]). Por isso, nesta
secao é mostrado como obter amostras dessas densidades diferentes da uniforme
através do Método da Transformada Inversa.

Segundo esse método, uma amostra z(¥) de uma varidvel aleatéria X com distri-
buicao cumulativa de probabilidade P continua e estritamente monotonica, pode
ser gerada através das seguintes etapas (CL.[7, 38]):

1. gere uma amostra u(? de uma variavel aleatéria U com densidade de proba-
bilidade uniforme no intervalo unitdrio [0, 1] (pode-se utilizar por exemplo
algum gerador de congruéncia linear apresentado anteriormente);

2. faca () = P~(u®),

A demonstragdo de que os valores gerados, {x(i)}i N’ sao de fato amostras de
X é mostrada a seguir.

Como j4 definido anteriormente, a distribuicao cumulativa de probabilidade P
de uma varidvel aleatéria arbitraria X é nao decrescente, mas nao necessariamente
estritamente monotonica e, ndo necessariamente continua. Observe que P pode
ter periodos de estabilidade ou descontinuidades. Contudo, sabe-se que:

lim P(z)=0 e lim P(z)=1. (3.3.53)

Tr—r—00 T—r 00

Supondo que a fungao P é continua e estritamente monotonica, tem-se que a
funcdo inversa P~! existe e é continua. Ela é definida como:

P ly)=inf{z|Px) >y , 0<y<1}. (3.3.54)

Assim, para —co<x <o el <y < 1:
P YP(x) == e PP y) =1y. (3.3.55)
Sendo U uma varidvel aleatdria uniforme no intervalo unitdrio [0,1], tem-se

que:

(3.3.56)
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Como U é distribuida uniformemente no intervalo [0, 1], a probabilidade Pr(U <
P(z)) é igual ao tamanho do intervalo [0, P(x)]. Dessa forma:

Pr(P~Y(U) < z) = P(x), (3.3.57)

o que justifica o método da Transformada Inversa.
A tabela (3.6) mostra algumas distribuigoes em que o método da Transformada
Inversa pode ser aplicado.

pdf Inversa
Distribuigao p(x) P~1(u)
Uniforme U(a, b
a<z<b (a,5) ﬁ a+ (b—a)u
Exponencial £(\) o L
A>0; x>0 Ae —5xIn(1—u)
Beta B(a,1) a1 1
a>0;0<z<1 @ ue
Beta B(1, ) _ 1
8>0.0<z<1 B(1—=z)’" 1—(1—w)?
Logistica L(a, B) o~ (z—a)/B
B>0; —co <z a< 00 Bllte—(@—a)/B]% a+ Bnfu/(1 —u)]
Weibull W(q, ) o {2\ e N
08> 0; x>0 s(2) @ Bl-lm(-w)]”
Cauchy C(a, 8
ﬁ>0'y—o(o<35' o < 50 %m a+ ftanmiu — (1/2)]

Tabela 3.6: Método da Transformada Inversa aplicado a algumas distribuigoes.

A fungéo distribuigdo cumulativa de probabilidade de uma varidvel aleatéria
Gaussiana nao possui uma expressao analitica fechada de sua inversa. Por isso,
uma opg¢ao para gerar amostras desse tipo de varidveis é utilizar o método de Box-
Muller proposto em 1958.
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EXEMPLO 3.3.1 Suponha que deseja-se gerar amostras de uma varidvel aleatoria
X com uma funcao densidade de probabilidade p dada por:

2z, 0<ax<1,
p(z) = (3.3.58)
0, z<0ouz>1.

A fungao distribuicdo cumulativa de probabilidade P serd:

0, x <0,
Plx)=< [y2ydy=2a® 0<z<]1, (3.3.59)
1, z>1.

Aplicando o Método da Transformada Inversa, cada amostra 9 de X ¢é obtida
por:

2@ = P71 (W) = V) | Vi e N, (3.3.60)

onde cada u') € uma amostra de uma varidvel aleatéria uniforme, U, no intervalo
unitdrio [0, 1].

Para verificar a eficiéncia do método apresentado, foi implementada uwma rotina
MATLAB que compara o histograma normalizado das amostras de X (obtidas
com o Método da Transformada Inversa) com a fungao densidade de probabilidade
p. Nessa rotina, as amostras de U foram geradas através do comando rand do
MATLAB. A figura (3.7) mostra os grdficos obtidos.

Histograma de X Funcao Dendidade de Probabilidade p
2

05

0 0

o 02 0.4 06 0a 1 o 0z 0.4 0.6 0a 1

(a) X (b) X

Figura 3.7: (a) Histograma normalizado construido a partir de 10* amostras de
X. (b) Gréfico da funcdo densidade de probabilidade p (3.3.58).
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Na tabela (3.7) pode-se comparar as estatisticas (média, varidncia e desvio
padrdo) calculadas com diferentes nimeros de amostras de X. Sendo a média de
X igual a 0,6667, a variancia 0.0556 e, o desvio padrdo 0.2357, verifica-se que o
M¢étodo da Transformada Inversa obtém boas aproximagoes para essas estatisticas.

| Numero de amostras | 103 | 5 x 103 | 10% |
Média 0.6727 | 0.6634 | 0.6658
Variancia 0.0565 | 0.0557 | 0.0554
Desvio padrao 0.2377 | 0.2360 | 0.2353

Tabela 3.7: Estatisticas das amostras de X obtidas pelo método da Transformada
Inversa.

3.4 Geracao de amostras de variaveis aleatodrias
gaussianas

Amostras de varidveis aleatérias Gaussianas podem ser geradas através do método
de Box-Muller proposto em 1958 (Cf. [g]).

Nesse método, amostras de duas variaveis aleatdérias Gaussianas, X; e Xo,
com média nula e variancia um sao obtidas através de amostas de duas varidveis
aleatérias uniformes, U e U, no intervalo unitario [0, 1].

Seja {X} € R? um vetor aleatério composto por duas varidveis aleatérias
gaussianas independentes, X; e X5, de média nula e variancia um. A funcao
densidade de probabilidade conjunta de {X} é o produto:

1 e~ t1/2 L e~ t3/2 _ 1 e~ (@i+a3)/2 (3.4.61)

V2T V2T 2m

Como esta densidade conjunta é radialmente simétrica, X; e Xo podem ser
escritos em termos de duas varidveis aleatérias que representem as coordenadas
polares: R e O, sendo o suporte de © o intervalo com [0, 27]. Assim:

p({z}) =

X1 =Rcos(0) e X, = Rsin(0) . (3.4.62)

Sendo © uniformemente distribuido no intervalo [0, 2], amostras 8 i € N,
sao obtidas por:

09 = 27ul? (3.4.63)
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(@)

onde u; ’ sao amostras de uma varidvel aleatéria uniforme, Uy, no intervalo unitdrio
[0,1]. A probabilidade de R assumir um valor menor ou igual a r € R pode ser
escrito como:

2m T T
1 , ,
Pr(R<r)= / / —e 2y df = / e 2y (3.4.64)
©0=0Jr’'=0 2m r’'=0
Fazendo uma mudancga de varidveis: r'2/2 = s, 7/dr’ = ds, calcula-se:
r2/2 R
Pr(R<r)= / e fds=1—e"" /2 (3.4.65)
s=0

A solucao da distribuigdo de probabilidade (3.4.65) é assumir que:

R=+/"21n(Uy),

sendo Uz uma varidvel aleatdria uniforme no intervalo unitério [0, 1].
Dessa forma, para gerar amostras :Cgl) e xéz), com i € N, de X7 e Xo:

1. geram-se as amostras ugi) de Uj e uéi) de Us;
2. calcula-se: 91V = 27Tu§i) er® =1/—21n (ugi));

3. calcula-se: :zzgi) =7 cos (G(i)) e zgi) = (@ gin (g(i))_

Vale observar que as amostras geradas de X; e X5 (Gaussianas padrao, ou seja,
média nula e varidncia um) podem ser transformadas em amostras de varidveis
aleatérias Gaussianas Y7 e Y5 com médias pq, py € varidncias o7, o3 através de:

ygi) =p + 01 azgi), (3.4.66)

yéi) _ (@)

=ty + 02 T . (3.4.67)

EXEMPLO 3.4.1 Suponha que deseja-se gerar amostras de duas varidveis aleatorias
Gaussianas Y1 e Yo através do método de Box-Muller. A média de Y1 vale p; =
2,0 e, sua varidncia o3 = 2,0. Para Xa, i1 = 3,0 e 03 = 3,0. Suas fungoes
distribuicoes de probabilidade sao:

1

\/ 27‘1’0’%
1

(1) = e (wimm)?/201, (3.4.68)

pva(y2) = e~ Wamna)?/20%, (3.4.69)

\/ 27r0%
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As amostras sao geradas através de uma rotina implementada em MATLAB.
Nessa rotina, as amostras das varidveis uniformes unitdrias em [0,1], Uy e Us,
foram geradas com o comando rand. Os grdficos da figura (3.8) comparam os
graficos de frequéncia das amostras de Yy e Ya (obtidas com o Método de Box-
Muller) com as fungdo densidade de probabilidade py, e py,.

035 — v 035 — Iy,

03 & Amosiras Y 03 ®  Amostras Y
025 025

02 02

015 0.15

01 0.1

0os 0os

% 0 5 10 0 0 5 10

Y ’ Yy

Figura 3.8: (a) Gréaficos de frequéncia de 10 amostras de Y;. (b) Gréficos de
frequéncia de 10000 amostras de Ys.

Na tabela (3.8) pode-se comparar as estatisticas (média, varidncia e desvio
padrao) calculadas com diferentes nimeros de amostras de Y1 e Ya. Verifica-se
que o Método de Boxz-Muller obtém boas aproximacgoes para essas estatisticas.

X, X
N amostras 103 5 x 103 10% 103 5 x 103 10%
Média 2.0406  2.0109 1.9970 || 2.9658 3.0374  3.0030
Variancia 1.9476  1.9709 1.9928 || 3.0270 2.9254  2.9461

Tabela 3.8: Estatisticas das amostras de X; e X5 obtidas pelo método de Box-
Muller.

Quando deseja-se simular o comportamento de uma variavel aleatoria através
de uma sequéncia numérica, tem-se como principal objetivo a obtencao de amostras
que de fato comportem-se de forma similar a varidvel aleatoria.

Nas segoes anteriores, discutiu-se os principais requisitos de um gerador, como
por exemplo o tamanho do periodo do gerador. Porém, apesar do periodo ser um
critério importante, nao garante que os niimeros obtidos com a sequéncia simulam
se fato uma variavel aleatoria. Ou seja, se sao ’suficientemente’ aleatorios.

Existem testes que tém como objetivo verificar a nao-aleatoriedade de uma
sequéncia. Isto é, sao capazes de mostrar que uma determinada sequéncia de
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amostras nao € aleatéria. Vale observar porém, que esses testes nao sao capa-
zes de revelar se a sequéncia é de fato aleatéria. Exemplos de testes podem ser
encontrados em (Cf. [20]).

A consideracdo de que uma sequéncia produzida por um gerador de nimeros
aleatorios é aleatdria, estd sempre associada a realizagao de um ndmero finito n
de testes Ty, 15, ---, T,. Nada pode ser afirmado sobre o comportamento se
sequéncia quando ela for submetida a um teste Ty, 41.

No entanto, cada avaliagao feita permite que se tenha mais confianga sobre a
real aleatoriedade da sequéncia.

3.5 Meétodo da Rejeicao

O método da Transformada Inversa, apresentado anteriormente, permite gerar
amostras de uma variavel aleatéria X com densidade de probabilidade p diferente
da uniforme. Entretanto, para aplicar esse método, é necessario:

e calcular a integral analitica da fungao p para obter a distribuicao de proba-
bilidade P e,

e inverter P, ou seja determinar P~1.

Dessa forma, em problemas em que o célculo da integral de p e da funcgao
inversa, P~!, é dificil e em situacdes em que deseja-se gerar amostras de um
vetor aleatdrio (cuja fungio densidade de probabilidade multidimensional é nao
inversivel), o método da Transformada Inversa ndo pode ser aplicado. A geragao
deve ser feita assim, através de outros métodos e, uma opcao é utilizar o método
da rejei¢ao proposto por von Neumann em 1951 (Cf. [22, 38, 39, 23]).

Esse método, explicado a seguir, é aplicdvel em problemas de geragao de amos-
tras de varidveis aleatérias e vetores aleatérios (com fungdo densidade de proba-
bilidade multidimensional).

3.5.1 Meétodo da Rejeicao aplicado a Variaveis Aleatorias

O método propoe gerar amostras de uma varidvel aleatéria X, com densidade
p, através de amostras de uma outra variavel aleatéria, Y, com densidade de
probabilidade h. Vale observar que as duas variaveis, X e Y, devem estar definas
no mesmo suporte k.

A funcao densidade de probabilidade h é chamada de densidade proposta e
definida pelo usudrio do método. Cada amostra y) de Y é aceita ou rejeitada
como uma amostra z(* de X de acordo com um critério definido pelo método, tal
que, no fim do processo de geracio obtém-se uma sequéncia de amostras () que
respeitam a distribuigao p.
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No método da Rejeicao, as amostras de X formam uma sequéncia de valores
@ i e N e, as amostras de Y formam uma sequéncia u), j € N.
Sejam p e h as funcoes densidades de X e Y respectivamente e, seja ¢ uma
constante real tal que:
p(x)
¢ h(zx)

Uma amostra (¥ de X, pode ser gerada através das seguintes etapas:

<1,Vzek. (3.5.70)

1. gere uma amostra y¥) de Y com densidade de probabilidade h (pode-se
utilizar por exemplo o método da Transformada Inversa apresentado anteri-
ormente);

2. gere uma amostra 1Y) de uma varivel aleatéria U com densidade de proba-
bilidade uniforme no intervalo unitdrio [0, 1] (pode-se utilizar por exemplo
algum gerador de congruéncia linear apresentado anteriormente);

5 pyD) )
3. seu) < W, onde ¢ é tal que a condigao (3.5.70) seja respeitada, faz-se
cnly
entdo z() =y,

Para verificar que de fato a sequéncia gerada respeita a densidade p, basta
mostrar que:

Pr YS.”L‘, US j16)
Pr (YS:E U< p}%))) - ( ( )C’“y’)
¢ p(y
y Pr(U < 24

ey * ()
c h(y p
/ th) dudy [ B0oh)ay

—o0 Jo = - L= ¢ hly) (3.5.71)
p\y
[ ) ay = oy
%/x p(y)dy .
= — [ gy =Prix <o),

isto é, a probabilidade de X < x ¢ igual a probabilidade condicional de ter-se
Y <z, dado que U < p(y)/c h(y).

O ntmero de iteracoes necessarias para se gerar uma amostra, (", de X é uma
varidvel aleatoria discreta, N, que assume os valores 1, 2, --- com uma fungao de
massa geométrica, isto é:

Pr(N=n)=(1-q)" 'q, (3.5.72)
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onde ¢ é a probabilidade de sucesso, ou seja, a probabilidade de y) ser aceito
como x(9. Assim:

_py p(y) \ [T ply) 1
1= <U =G h(y)> - /_oo chiy) W W= (3:573)

Para aumentar a eficiéncia do método de geracao, ou seja, ter-se o maior
possivel valor para ¢, ¢ deve ser escolhido como o menor valor que respeita a
condigao (3.5.70).

EXEMPLO 3.5.1 Suponha que deseja-se gerar amostras, V), de uma varidvel ale-
atoria X com funcdao densidade de probabilidade Beta:

z (1 — 2)Pt
=1
p(.I) [0,1] (.I) fo 111,0‘71(1 — u)ﬁflduv

(3.5.74)

com parametros a« = 2 e B = 2. Para isso, utiliza-se o método da Rejei¢ao, de
forma que os £V sio gerados através de amostras de wma outra varidvel aleatdria,
Y, com densidade de probabilidade, h, uniforme no intervalo [0,1].

O mdzimo da funcdo p ocorre em x = 0.5 e vale 1.5. Assim, o menor valor
possivel para ¢ que respeita a condigdo (3.5.70) é ¢ = 1.5.

Tragando a curva de densidade p e da fungao ¢ - h, como mostrado em (3.9),
observa-se que cada amostra y) deY e cada amostra u) de U multiplicada por
¢ forma um ponto de coordenadas cartesianas (y9),1.5-ul)) dentro do retdngulo
de base 1 e altura 1.5.

O valor y9) ¢ aceito como ) se:

p(y?)

e — (4)
c-u Sh(y(j) p(y™), (3.5.75)

~—

isto €, se a ordenada, 1.5-u9), do ponto (y9),1.5-ul)) for menor do que p(y")).
Verifica-se assim, que yY) € aceito como amostra de X se formar um ponto
(y9), 1.5 - u9)) localizado abaizo da curva p.

Esse exemplo foi implementado em MATLAB para o caso de m = 10° amos-
tras de X. O histograma normalizado construido a partir das amostras geradas e
a densidade de probabilidade desejada p sdo mostrados na figura (3.10).

EXEMPLO 3.5.2 Suponha que deseja-se gerar amostras de uma varidvel aleatoria
X com funcao densidade de probabilidade Gamma:

P = o o), (ai?>_ 0 <5>__1 o <%>  (B579)

onde:
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0 02 04 06 08 1

Figura 3.9: Funcao densidade de probabilidade Beta (com pardmetros a = 2 e

B8 = 2) e funcdo densidade de probabilidade uniforme em [0, 1] multiplicada pela
constante ¢ = 1.5.
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o AL AL,

0 0.5 1

Figura 3.10: Histograma normalizado construido com 10° amostras de X, geradas
através do método da Rejeicao, e densidade de probabilidade Beta, p.

o I' € a fungao Gamma: T'(a) :/ t2 L exp(—t)dt;
0

e )= % é um fator de dispersao adimensional, com u= E[X] e

o= E[(X —p)?].
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Utiliza-se o método da Rejeicdo e, como func¢do densidade proposta utiliza-se
a densidade exponencial, h, com A = 0.5:

h(z) = 110, 100) () A" (3.5.77)

1
O mdximo da fung¢do p ocorre em T = 52u(—2 — 1) =2.81 e vale 0.55. Assim,

o menor valor possivel para ¢ que respeita a condigao (8.5.70) é ¢ = 4.45.

Tragando a curva de densidade p e da fungdo ¢ - h, como mostrado em (3.11),
observa-se que cada amostra y) deY e cada amostra u) de U multiplicada por
¢ - h(yY)) forma um ponto de coordenadas cartesianas (y9),4.45 - u¥) . h(y)))
localizado abairo da curva c- h.

- h

10 15

Figura 3.11: Fungao densidade de probabilidade Gamma (com média 3.0 e desvio
padrao 0.25) e funcdo densidade de probabilidade exponencial (com média 2.0)
multiplicada pela constante ¢ = 4.45.

O valor y9) ¢ aceito como ) se:

, ) 4 , 4
ul) < M — c-uP - h(yW) < p(y), (3.5.78)
h(y)

isto ¢, se a ordenada, 4.45 - u9) - h(y9)), do ponto (y\9),4.45 - u) . h(y))) for
menor do que p(y’). Verifica-se assim, que yU) € aceito como amostra de X se
formar um ponto (y(j), 4.45 - u) . h(y(j))) localizado abairo da curva p.
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Figura 3.12: Histograma normalizado construido com 10° amostras de X, geradas
através do método da Rejeicao, e densidade de probabilidade Gamma, p.

Esse exemplo foi implementado em MATLAB para o caso de m = 10° amos-
tras de X. O histograma normalizado construido a partir das amostras geradas e
a densidade de probabilidade desejada p sao mostrados na figura (3.10).

A probabilidade de y9) ser aceito como 'V vale:

_p ry) \ _ [ ply) _ Ll
g=P (U < p h(y)> = /_OO . h(y)h(y) dy = - 0.22, (3.5.79)

Assim, a varidvel aleatoria discreta N, que representa o numero de iteracoes
necessdrias para se gerar uma amostra, 9, de X, possui a sequinte funcdo de
massa geométrica:

Pr(N=n)=(1-¢)" 'q=(0.78)""10.22. (3.5.80)

O histograma normalizado construido a partir das amostras, n'9, de N geradas
durante o simulagio MATLAB e a fungdo de massa geométrica (3.5.80) sao
mostrados na figura (3.13).

3.5.2 Meétodo da Rejeicao aplicado a Vetores Aleatérios

Como dito no inicio da segao, o método da Rejeicao pode ser aplicado para a
geragao de amostras de varidveis e vetores aleatorios.
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Figura 3.13: Histograma normalizado construido com 10° amostras de N.

EXEMPLO 3.5.3 Suponha que deseja-se gerar amostras de um vetor aleatdrio { X} =
(X1 X2)T' com suporte k = [0,1] x [0,1] C R? e fungdo densidade de probabilidade
conjunta:

p({z}) = Lp({z}) 2.5e7 772 (3.5.81)

Para isso, utiliza-se o método da Rejeicao, de forma que as amostra {x}(i) =
(@)
{ il } sao geradas através de amostras de um outro vetor aleatdrio, {Y} =
2
(Y Yz)T, composto pelas varidveis aleatorias independentes Y1 e Ya. Fsse vetor
possui densidade de probabilidade conjunta uniforme:

h({z}) = 1jo,13(21) X Lo 1y(w2) = Lx({7}), (3.5.82)

isto €, h € o produto de duas funcoes densidades de probabilidade uniformes em
[0,1].

O mdzximo da fung¢do p ocorre em x = 0, y = 0 e vale 2.5. Assim, o menor
valor possivel para ¢ que respeita a condi¢ao (3.5.70) é ¢ = 2.5. A figura (3.14)
mostra as funcoes p e h.

Esse exemplo foi implementado em MATLAB para o caso de m = 2 x 10°
amostras de {X}. O histograma normalizado construido a partir das amostras
geradas é mostrado na figura (3.15).
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Figura 3.14: Funcao densidade de probabilidade conjunta p e fungao densidade de
probabilidade proposta conjunta, h, multiplicada pela constante ¢ = 2.5.

ey
A e
\.a }'\'ﬁg‘%

10 Lo

Figura 3.15: Histograma normalizado construido com 2 x 10° amostras de {X},
geradas através do método da Rejeicao.
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3.6 Exercicios

ExERcicio 3.6.1 Implemente uma rotina para calcular uma aprozimagdo para o
valor de 7, sequndo o experimento descrito exemplo (3.1.).

EXERcIcIO 3.6.2 Implemente uma rotina para calcular uma aprozimacdo para a
integral das fungoes,
67m2/2

g(x) = ﬁ

no intervalo k = [1,5], através do método de integragido com Monte Carlo.

e g(z)=Vawe ™,

ExERcicio 3.6.3 Implemente uma rotina para calcular o volume de uma esfera
n-dimensional através dos métodos de Monte Carlo e da malha uniforme, como
descrito no exemplo (3.1.7. Fac¢a a dimensdo da esfera valer 4, 5, 6 €9. Calcule em
cada caso o erro da aprorimacgdo e o tempo computacional gasto para o cdlculos.

EXERcIcIO 3.6.4 Implemente uma rotina para gerar amostras de uma varidvel
aleatéria U com densidade de probabilidade uniforme no intervalo [1, 3] através de
um gerador baseado em congruéncia linear. Gere 10 amostras de U e posterior-
mente aumente esse nimero para 103 e 10%. Construa o histograma de cada uma
das sequéncias de amostras.

EXERcicio 3.6.5 Implemente uma rotina para gerar amostras de uma varidvel
aleatoria discreta X com a sequinte func¢ao densidade de probabilidade exponencial:

p(x) = Ljg,00)5e %,

através de um gerador baseado no método da Transformada Inversa. Gere 102,
102 e 10* amostras de X e construa o histograma de cada uma das sequéncias de
amostras.

EXERcicIO 3.6.6 Implemente uma rotina para gerar amostras de uma varidvel
aleatoria discreta X com a sequinte funcdo densidade de probabilidade:

plz) =1 32>,

através de um gerador baseado no método da Transformada Inversa. Gere 102,
103 e 10* amostras de X e construa o histograma de cada uma das sequéncias de
amostras.

EXERcIcIO 3.6.7 Implemente uma rotina para gerar amostras de uma varidvel
aleatoria X com densidade de probabilidade gaussiana (com média 5 e variancia
0.25) através de um gerador baseado no método de Boz-Muller. Gere 102, 10° ¢ 104
amostras de X e construa o histograma de cada uma das sequéncias de amostras.



90 Método de Monte Carlo e Geragao de Amostras

EXERcIcIO 3.6.8 Implemente uma rotina para gerar amostras de uma varidvel
aleatoria X com densidade de probabilidade gaussiana (com média 3 e varidn-
cia 0.1) através de um gerador baseado no método da Rejei¢ao. Utilize como
densidade de probabilidade proposta a funcio densidade Cauchy. Gere 103, 104
e 10° amostras de X e construa o histograma de cada uma das sequéncias de
amostras.



Capitulo 4

Método de Monte Carlo com
Cadeia de Markov

No capitulo anterior, foram apresentados algoritmos de geracao de amostras de
varidveis aleatérias com funcao densidade de probabilidade uniforme e nao uni-
forme. Para varidveis aleatérias nao uniformes, mostrou-se que amostras podiam
ser obtidas através do método da Transformada Inversa (Cf. [45]) (caso de distri-
buigdes com fungao distribuicdo de probabilidade inversiveis), método da Rejeigao,
ou método de Box-Muller (em caso de varidveis aleatérias Gaussianas).
Entretanto, esses métodos podem nao serem eficazes em problemas mais com-
plexos. Eles sao dificeis de serem aplicados em problemas que por exemplo:

e envolvem variaveis aleatdrias com funcao de distribuigado de probabilidade
dificil de ser invertida;

e envolvem varidveis aleatérias com fungao densidade de probabilidade dificil
de ser normalizada. Ou seja, a fungao tem a forma de uma determinada
densidade de probabilidade, porém a constante pela qual deve ser multipli-
cada para se tornar de fato uma distribuigdo (a integral da funcdo em seu
suporte, k, deve ser igual a um) é dificil de ser determinada.

e necessitam gerar amostras de varidveis aleatérias com densidade de proba-
bilidade condicional.

e necessitam gerar amostras de vetores aleatérios (com uma funcao densidade
de probabilidade conjunta);

Dessa forma, os métodos apresentados tem utilidade limitada e novos métodos
mais abrangentes foram desenvolvidos. Nesse capitulo, serd analisado o método
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de geracao de amostras de varidveis e vetores aleatérios: Monte Carlo com Cadeia
de Markov (MCMC).

4.1 Processos estocasticos e cadeias de Markov

No primeiro capitulo foi apresentada a definicdo de um processo estocastico. A
seguir é mostrada a definicdo de um processo estocastico de Markov.

DEFINIGAO 4.1.1 (PROCESSO DE MARKOV)
Um processo de Markov é um processo estocdstico X, com parametrot € T, no
qual tendo-se t1 < to < ... < tho1 < iy, tem-se (Cf. [28]):

Pr(X(tn, w) < xn|X(tn-1,w) = Tp_1,...,X(t1,w) =21) =

= Pr(X(tn) < 20| X (tn_1) = Tn_1), (4.1.1)

ou seja, a probabilidade do processo estocdstico X assumir um valor x, em t =t,
depende apenas de X(t,—1,w). Essa defini¢io também wvale para processos es-
tocdsticos de parametro discreto (caso em que X(t,, w) pode ser representado por

X,).

O conceito de cadeia de Markov foi criado por um matemadtico russo (Andrei.
A. Markov) em 1906. Mas somente na década de 20 o termo ’cadeia de Markov’
comecou a ser empregado. Foi Bernstein (outro matemdtico russo) que o utilizou
pela primeira vez em um artigo no ano de 1926.

A cadeia de Markov é formada por um processo de Markov com parametro
discreto, ou seja por uma sequéncia de varidveis aleatérias:

Xy, Xo, Xy Xy oo, VR eN. (412)

DEFINIGAO 4.1.2 (CADEIA DE MARKOV)

Seja [T| uma matriz k x k com elementos: T; ; i, 5 =1,--- k. Um processo
estocdstico com pardmetro discreto (Xy, X1, -+ ) com um nimero finito de estados
S ={s1, -+ ,sk} € dito ser uma cadeia de Markov com matriz de transicdo [T], se
para todo m, todo i, j € {1,--- k} e todo ig, - ,in—1 € {1,--- ,k}, tem-se (Cf.
[14])

P(Xn+1 = S]|Xn = S, Xn—l = Sin—l’ e ,Xl = Sil,Xo = Sio)

= P(XnJrl = S”Xn = Sz)

=T, . (4.1.3)
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Os elementos da matriz [T] sdo chamados de probabilidades de transigdo. O
elemento T; ; representa a probabilidade da cadeia assumir no instante n + 1 o
estado s; dado que no instante n ela assume o estado i. Quando a matriz [T] é
invariante no tempo, a cadeia de Markov é dita ser homogénea.

Toda matriz de transicao satisfaz:

(&
k
NTy=1, Vie{l, -k}, (4.1.5)
j=1

ou seja, o somatério dos elementos de qualquer linha de T' é sempre igual a 1. A
propriedade (4.1.4) estd associada ao fato de que probabilidades sdo sempre nao
negativas e, a propriedade (4.1.5) ao fato de que:

P(Xn1 = 51|, = 5) + P(Xuq1 = s2|Xn =si) +- - (4.1.6)

+ P(Xn+1:5k|-)(n:5i):1- o

Outra importante caracteristica (além da matriz de transigdo) de uma cadeia de

Markov (X, X1, ) é sua distribuicao de probabilidade inicial. Essa distribuigao
é representada por um vetor {m(0)} de k& componentes:

{m(0)} = [m1(0) m2(0) -+ mx(0)]
- [pl(X0 :251) P(XO’“: 59) -+ P(Xo = s1)]. (4.1.7)

Cada componente 7;(0) de {m(0)} estd associada a probabilidade da cadeia ter
no instante inicial (Xp) o estado s;. Como {7(0)} é uma distribui¢do de probabi-
lidade, tem-se:

k
> mi(0) =1. (4.1.8)
i=1
De forma similar, os vetores {m(1)},{m(2)}, - denotam as distribuigbes da
cadeia de Markov nos instantes 1,2, ---. Assim, no instante n:
frm)} = [m(n) ma(n) - m(n) L9)

[P(X, =s1) P(X, = s2) -+ P(X, = s1)],

k
Zm(n) =1. (4.1.10)
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DEFINIGAO 4.1.3 (CHAPMAN-KOLOMOGROV)

A distribuicao de probabilidade de uma cadeia de Markov (X1, Xa, -+ ), com um
ndmero finitos de estados {s1,- - , sk} e com distribuicao inicial de probabilidade
{m(0)}, em qualquer instante n satisfaz a equagdo de Chapman-Kolomogrov (Cf.

[50]):

{r(n)} = {=(0)} [T]". (4.1.11)
DEMONSTRACAO.
Para todo j € {1,--- ,k}, tem-se que:
7'”(71"—1) = P(Xn+1 :Ij)

k
= ZP(Xn = Si,Xn+1 = Ij)
=1

k
=1

&
= Z?TZ(TL) Ti,j-
=1

Escrevendo (4.1.12) em forma matricial: {m(n+ 1)} = {m(n)}[T]. Assim,
recursivamente:

{r(n)} = Ar(n = D}T] = {x(n - 2} [TN[T] = {n(n — 2)} [T]?

A seguir sao enunciadas algumas defini¢des que serao importantes para a apre-
sentacao do Método de Monte Carlo com Cadeia de Markov feita na proxima secao.

DEFINIGAO 4.1.4 (CADEIA DE MARKOV IRREDUTI{VEL)

Uma cadeia de Markov (Xy, X1,---), com um nimero finito de estados, S =
{81, ,8k}, e com matriz de transicio [T, € dita ser irredutivel se, para todo
si, S; €S, In € N tal que (Tm-)". Onde, (T”)n representa o elemento da diagonal
i,1 da matriz [T]™.

DEFINIGAO 4.1.5 (PERIODO DE UM ESTADO DA CADEIA DE MARKOV)
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O periodo de um estado s;, s; € S, de uma cadeia de Markov, d(s;), € definido
como:

d(s;) = mde {n >1: (T, > 0} : (4.1.14)

onde (T; ;)" representa o elemento da diagonal i,i da matriz [T]" e, mdc{a1,
-, an} indica o mdzimo divisor comum de ay,- - ,a,. Quando d(s;) =1, entdo
o estado s; ¢ dito nao-periodico.

DEFINIGAO 4.1.6 (CADEIA DE MARKOV NAO-PERIODICA)
Uma cadeia de Markov, com um nimero finito de estados, S = {s1, -+, sk},
é dita nao-periodica se todos 0s seus estados sao nao-periodicos.

DEFINIGAO 4.1.7 (DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE ESTACIONARIA DE UMA CA-
DEIA DE MARKOV)

Seja uma cadeia de Markov (Xo, X1,---) com um nidmero finito de estados
S = {s1,"++, 8k} e com matriz de transicao [T]. O vetor {m*} & dito ser uma
distribuicao de probabilidade estaciondria, ou invariante, da cadeia de Markov se:

77-:207 parai:lu"' 7k7 Zﬂ-::l? (4115)

{m}[T] = {="}. (4.1.16)

Para qualquer cadeia de Markov irredutivel e nao-periédica, existe uma unica
distribui¢do de probabilidade estaciondria {7*} (Cf. [14]). Para calculd-la, basta
resolver o problema de auto-vetor associado ao auto-valor 1, ou seja, {n*}[T] =
{m*}.

TEOREMA 4.1.8 A distribui¢io de probabilidade {m(n)} (quando n — o) de
uma cadeia de Markov irredutivel e nao-periddica converge para distribuicdo de
probabilidade estaciondria (Cf. [14]), ou seja:

Tim {m(n)} = {"}, (4.1.17)
k
nler;OZ |m¥ —mi(n)] = 0. (4.1.18)
i=1

DEFINIGAO 4.1.9 (DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE REVERSIVEL DE UMA CA-
DEIA DE MARKOV)
Uma distribuicao de probabilidade {m} em S € dita ser reversivel se, para todo
i, j€{l,---  k} tem-se:
i Ti,j =T, Tj,i- (4119)
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Quando uma cadeia de Markov possui uma distribuicao de probabilidade re-
versivel é considerada uma cadeia de Markov reversivel. Além disso, se {m} é uma
distribuicao de probabilidade reversivel da cadeia, serd também distribuicao esta-
ciondria.

EXEMPLO 4.1.10 Suponha que a matriz de transicao [T] de uma cadeia de Markov
com 4 possiveis estados seja:

1/2 1/2 0 0
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0 0 0 1

7] = (4.1.20)

Essa cadeia € nao irredutivel, nao-periodica e possui uma distribuicao esta-
ciondria {m*} = [0 0 0 1]. Verifiqgue que {7*} é o auto-vetor associado ao auto-
valor 1: {m*} = [T {=x*}.

Uma forma usual de representar uma cadeia de Markov € através de um grdfico
chamado grafo de transi¢cdo. O grafo consiste de nos representando os possiveis es-
tados da cadeia e setas ligando os nos representando as probabilidades de transicao
entre os estados. Quando a probabilidade de transi¢cdo de um estado i para o outro
J € nula, ou seja, T;; = 0, ela ndo deve ser mostrada no grafo.

O grafo da cadeia de Markov para esse exemplo (com os estados s1, Sa, S3 €
s4) € mostrado na figura (4.1).

1/2 1/2 1/2
W NTT TN T o
M/Q (s oL S e
12 e ~%2) ~(83) B )1

Figura 4.1: Grafo de Transi¢ao de uma cadeia de Markov com quatro estados (s1,
S2, S3 € S4).

EXEMPLO 4.1.11 Suponha que a matriz de transi¢io [T] de uma cadeia de Markov
com 4 possiveis estados seja:

1/2 12 0 0
)= | 022 1(/)2 192 . (4.1.21)

0 0 1/2 1/2

Essa cadeia é nao irredutivel, nao-periddica e possui duas distribuicoes esta-
ciondrias: {m*} =[1/21/200] e {x*} =[001/21/2].
O grafo da cadeia de Markov para esse exemplo é mostrado na figura (4.2).
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1/2 1/2
N T —
s (%) (s0) & 20w
1/2 1/2

Figura 4.2: Grafo de Transicao de uma cadeia de Markov com duas distribuigoes
estaciondrias.

EXEMPLO 4.1.12 Suponha que uma mdquina de uma fdbrica possui dois possiveis
estados de operagao: quebrada (estado s1) e funcionando (estado s2). No primeiro
dia de operagdo da fabrica, a probabilidade da mdquina estar quebrada é 71(0) e, a
probabilidade de estar funcionando € w3(0). Além disso, a probabilidade do estado
da mdquina (funcionando ou quebrada) em um dia n depende somente de seu
estado no dia anterior, ou seja, de n — 1.

De acordo com essas suposi¢coes, o estado de operacdo da mdquina no decorrer
dos dias forma uma cadeia de Markov Xy, X1, Xs, . A distribui¢cdo de probabi-
lidade inicial dessa cadeia é um vetor {m(0)} de 2 componentes (o0s dois possiveis
estados):

{r(0)} = [m1(0) 72(0)] (4.1.22)

o 71(0) + 72(0) = 1. (4.1.23)

Considere a que as probabilidades da maquina estar funcionando /ou quebrada
em um dia n, dado que dia anterior, n — 1, estava funcionando /ou quebrada sdo:

P(Xn+1281|Xn281)=1—p P(Xn+1=SQ|Xn281):p
P(Xpy1=511Xp =52) =¢q P(Xp41 = 521X, = 52) =1 —gq,

com p,q > 0. Assim, a matriz de transi¢io [T] 2 X 2 dessa cadeia serd:

L—p p
T = 4.1.24
LR N (4.1.2)
Pergunta-se: Qual a distribui¢ao de probabilidade estaciondria {m*} dessa ca-
deia?
A probabilidade da mdquina estar quebrada mo dia n + 1 em func¢do do seu
estado em n é:

P(Xp41=51) = =51, Xpt1 = 51) + P(X, = 52, X1 = 1)
= Sl)P(XnJrl = 81|Xn = 81) +
=+ P(Xn = Sg)P(X,H_l = 81|Xn = 82)

=(1—-p) P(X, =s1)+q P(X, = s2),

(4.1.25)
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ou seja:
7T1(n+1):T11 7T1(ﬂ)—|—T21 7T2(7’L). (4126)

A probabilidade da mdquina estar funcionando no dia n+ 1 em fung¢do do seu
estado em n é:

P(Xpy1 =582) = P(Xn =51, Xnt1=82) + P(Xn = 52, Xnt1 = 52)
= P(Xn = Sl)P(Xn+1 = 82|Xn = 81)
4.1.27
+P(Xn = 52)P(Xnt1 = s2|Xn = $2) ( )
= pPXn=3s1)+(1—q) P(Xn=s2),
ou seja:
7T2(n+1):T12 7T1(71)—|—T22 7T2(7’L). (4128)

Dessa forma, a distribui¢ao de probabilidade da cadeia no dian+1, {m(n+ 1)},
pode ser determinada a partir da distribuicdo do dia anterior, {m(n)}:

{r(n+1)} = {x(n)} [T]. (4.1.29)

De forma recursiva, pode-se determinar {m(n)} em fun¢do de {mw(0)} (equagaio
de Chapman-Kolomogrov (4.1.11)):

{r(n)} = {=(0)} [T7". (4.1.30)

Desenvolvendo as contas para essa cadeia, cada elemento do vetor {m(n)} €
representado em termos de {w(0)} como:

m(n) = (1—p— gm0 +43 (1 —p—q)
=0 (4.1.31)

mn)=1-p—q)"m0)+pY (1-p—q)
=0

A partir desse ponto, as contas podem ser separadas em 2 casos:

e 12 caso: p=q=0

{ m1(n) = 71(0) (4.1.32)

e 22 caso: 0 <p+qg<2

il
.

yol=(-p-0"

4.1.33
oy (4.1.33)

(1-p—q

<
Il
o
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Assim, substituindo (4.1.33) em (4.1.81):

min) = ot (1=p =) [m(0) - .
man) = L (1-p— )" |ma(0) - L
Lembrando que:
{ mi(n) =Tn" m(0) + To1™ m2(0) = " m1(0) + Toa ™ [1 = 71 (0)] (4.1.35)
ma(n) = Th2" m1(0) + T22" m2(0) = Ti2" [1 —m2(0)] 4 T2o™ 72(0) ,
L o) = i 20 i e

e supondo que 0 < p+ q < 2, pode-se determinar cada um dos elementos de [T]™:

[T = z%q [ Z g ]+7(1 _pi_qq)n { _pq _qp ] (4.1.37)

Tomando-se o limite de (4.1.37) quando n — oo:

lim [T]" = —L [ € p } . (4.1.38)
n—o00 p+q q p

Observe que quando n — oo, todas as linhas da matriz [T]™ sao iguais, ou
seja, a probabilidade da cadeia ter um determinado estado no instante n + 1 nao
depende de seu estado do instante n.

Visto que a cadeia desse exemplo € irredutivel e nao-periddica, a distribuicao
de probabilidade estaciondria {m*} existe e pode ser calculada por:

{r*} = nhﬁngo {m(n)} = {W(O)}nlirgo [T]™. (4.1.39)
Assim:
1 1 tqgp
{m*} =] m(0) m2(0) ]'p—l—q[ g p]' (4.1.40)

O grafo da cadeia de Markov para esse exemplo da mdquina da fdbrica (com
0s estados s1 e s2) € mostrado na figura (4.3).
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- _ - — .
Ty = l*})(_@'}) f - Q‘Q' > Too = 1—gq

Figura 4.3: Grafo de Transi¢do de uma cadeia de Markov com dois estados (s; e
82).

4.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings aplicado a
variaveis aleatodrias

A histéria do algoritmo de Metropolis-Hastings comegou no ano de 1953, quando
Metropolis percebeu que poderia simular o movimento molecular utilizando uma
cadeia de Markov. Ao invés de fazer simulagbes baseadas em estatisticas (da
energia potencial minima de uma colecao de particulas), ele optou por considerar
que a distribuicao espacial das moléculas em um determinado instante era funcao
apenas da distribuicao no instante anterior. Ou seja, um processo de Markov.

Quase duas décadas depois, Hastings expandiu o trabalho de Metropolis e
formalizou o método de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC) base-
ado no algoritmo de Metropolis-Hastings. O algoritmo permite gerar amostras
W 2@z de uma determinada varidvel aleatéria X, com suporte k e com
uma complicada funcao densidade de probabilidade p. Vale observar que p pode
ser uma densidade conjunta ou até mesmo nao normalizada.

A simplicidade do método estd associada ao fato de que ao invés de de gerar
amostras de X a partir de p, gera-se a partir de uma outra variavel aleatéria Y.
Essa variavel deve estar definida no mesmo suporte k& de X e, tem uma funcao
densidade de probabilidade, i, chamada de densidade proposta.

Essa funcio h é definida pelo usuédrio do método e, cada amostra u(® de YV
é aceita ou rejeitada como uma amostra (¥ de X de acordo com um critério
definido pelo algoritmo de Metropolis-Hastings.

As amostras de X formam uma sequencia de valores (9, i € N e, as amostras
de Y formam uma sequencia u(?, i € N. O valor inicial z(!) deve ser especificado
pelo usudrio do algoritmo e, tendo o termo z(9), as etapas para obter-se o préximo
termo 2+t sdo (Cf. [8, 37]):

1. Gerar uma amostra u(? de Y segundo um procedimento desejado (pode-
se utilizar por exemplo o método da Transformada Inversa para a fungao

densidade h).

2. Calcular a fungdo R (geralmente chamada de razdo de Metropolis ou razao
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de Hastings):
N DY B(2®
Rz, u'") 2@®) h(a®)’ (4.2.41)

3. Avaliar a funcdo « dada por (4.2.42):

a(z®, u®) = min [1, R(z®,u®)] . (4.2.42)

4. Sortear um valor p() da distribuicdo uniforme unitéria no intervalo [0, 1].

5. Aceitar u( como a nova amostra z(“+1) com probabilidade a ou rejeita-14
com probabilidade 1 — «, isto é:

u(i)7 se p(z) S o
20+ = (4.2.43)
J/'(l), se p(z) >«

A sequéncia de amostras de X geradas através do algoritmo de Metropolis-
Hastings formam uma cadeia de Markov. Cada amostra (" é aceita como uma
nova amostra z(t1) dependendo apenas do valor de z(?) (e ndo das amostras
anteriores).

Quando a razao de Metropolis é maior ou igual a um, a fungao

alz® ) =1

e, assim o valor u(" é sempre aceito. Entretanto, se R < 1, a funcao a(z®, u()) =
R(z™ u®) e, o valor proposto u(?) é aceito com probabilidade & = R. Dessa
forma, a probabilidade de transicido do estado z(*) para u® é calculado pela mul-
tiplicacdo da probabilidade de gerar u(?) (isto é, h(u(i))) com a probabilidade de
aceité-lo como 21 (isto é, a(z®, u®)).

T

x

0 ) = h(u(i)) a(x(i),u(i)). (4.2.44)

O teorema da convergéncia da distribuicao de probabilidade de uma cadeia
de Markov, enunciado na secao anterior, garante que se um numero suficiente
de amostras de uma cadeia irredutivel e aperiddica for gerada, a distribuicao de
probabilidade da cadeia m converge para a distribuigao estacionaria 7.

Assim para demonstrar que as amostras geradas através do algoritmo de Metro-
polis-Hastings estao de acordo com a distribuigao de probabilidade p, é necesséario
mostrar que elas convergem para a distribuigao estacionaria 7* da cadeia.

Porém, como uma distribuicao de probabilidade estacionéria atende sempre a
condicao de reversibilidade, basta provar que a equacdo (4.1.19) é satisfeita, ou
seja, que:

p(:v(z)) Tw(i))u(i) = p(u(z)) Tu(i)ym(i). (4245)
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Com efeito, combinando as equagdes (4.2.45), (4.2.42) e (4.2.41):

P w0 = pa?h®) o, u?)
= f(fﬂ(i))h(u(’))mm [1 R(x (4) u(“)
FWYR@D), fD)h(zD)
FORD), £ () /R, u)]
— f(u(l))h(u(l))mzn [17 1/R(x(i),u(i))] )

man | f( (4.2.46)
min | f(
Como 1/R(z™, u®) = R(u®, ("), tem-se que:

p(x (1)) 2wl = p(u(i))h(u(i))a(u(i), x(i)) = p(u(i))Tu(i)@(i). (4.2.47)

EXEMPLO 4.2.1 Para exemplificar o uso do método de Monte Carlo com Cadeia
de Markov, suponha que deseja-se calcular a segquinte integral:

I= / (z — af)’ p(z) = dz, (4.2.48)
0
onde p € a funcdo densidade de probabilidade Gamma
(2) = Ljo.00) (&) === (x)a_le = (4.2.49)
) = z) ——|— xp | —= 2.
p [0,00) ﬁF(Oé) o p ﬁ )

eI a funcao Gamma.

Essa integral (4.2.48) representa a varidncia de uma varidvel aleatdéria X
fungdo densidade de probabilidade Gamma e vale I = af3?. Para calculd-la através
do MCMC, sao geradas amostras de uma varidvel aleatoria X com func¢do densi-
dade de probabilidade Gamma, p e a partir dessas amostras faz-se uma estimativa
para a média de X, ou seja, para a integral I. Como densidade de probabilidade
proposta, h, utiliza-se a sequinte func¢do:

h(u) = 1j9,00)(z) 0,5 exp (—0,5 u). (4.2.50)

Supés-se como valor inicial da cadeia V) = 1. Como pardametros da distri-
buicio Gamma supds-se: o =2 e = 1. As amostras u™ ,u® ... com distri-
buicao de probabilidade h sdo geradas através do método da Transforma Inversa
fazendo-se u) = —21n (U(i)), onde cada v\ € sorteado da distribuicdo uniforme
no intervalo [0,1].

Nesse exemplo, a razao de Metropolis vale:

i i ; a—1 . .
_ p(u(l)) h(x(z)) B u® w® _ 2@ o o
R= p(x®) h(u®) — \ 2@ exp 3 exp (—0,5(x u™)),
(4.2.51)
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e a atualizacdo das amostras, sequndo o algoritmo de Metropolis-Hastings, € feita
da segquinte forma:

‘ u®, se p < minl, R]
(D) = (4.2.52)
2@ se p¥ > min[l, R]
onde p) ¢ sorteado da distribuicio uniforme no intervalo [0,1].

A partir das m amostras geradas z™, 22 .. z(™)  q integral (4.2.48) € esti-
mada pela expressio (4.2.53) e o desvio padrdo por (4.2.54).

m

SRR S UNCEIC I | (i) _ 9?
I=— ; (29 —ap)” = — 2 (2 —2) (4.2.53)
61 = % 3 ((x(i) —aB)? - f)2 (4.2.54)

Com o objetivo de avaliar a qualidade dos resultados fornecidos pelo MCMC, a
integral (4.2.48) também foi estimada a partir de amostras geradas com a fun¢ao
random(’gam’,c, ) do MATLAB.

A tabela (4.1) mostra os resultados obtidos para diferentes nimeros de amos-
tras, m.

" MCMC Funcao random(’gam’,a, 8)
T+6; T+6;

10% | 1.9635 £ 0.0440 2.0672 + 0.0477

10° | 1.9871 + 0.0140 2.0063 + 0.0144

106 | 1.9885 + 0.0044 1.9982 4+ 0.0044

107 | 1.9979 + 0.0014 2.0001 + 0.0014

Tabela 4.1: Estimativas da média e variancia da varidvel aleatoria X com funcao
densidade de probabilidade Gamma (« =2 e 8 =1)

Tanto o método de MCMC, quanto a func¢ao do MATLAB
random(’gam’,c, 3)

fornecem resultados que convergem para a resposta correta I = 2. Em ambos
0s casos, quanto maior o numero de amostras menor é a variancia. A figura
(4.4) mostra semelhanca de formato entre o histograma normalizado das amostras
obtidas por MCMC (107 amostras) e a fungdo densidade de probabilidade Gamma

(4.2.49).
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Histograma: MCMC Densidade de Probabilidade Gamma

Figura 4.4: (a) Histograma normalizado das amostras obtidas por MCMC (10*
amostras). (b) Fungéo densidade de probabilidade Gamma com média p = af e
variancia o2 = a8

4.2.1 Aquecimento da cadeia de Markov

Muitos livros recomendam descartar os primeiros elementos da sequéncia gerada
pelo algoritmo de Metropolis-Hastings. Esses elementos constituem o periodo de
aquecimento (’burn-in’) da cadeia de Markov e, representam o perfodo em que a
cadeia ainda nao convergiu para a distribuigao de probabilidade estacionaria.

Despreza-los é uma opcao de anular o efeito que eles geram sobre a distribuicao
das amostras obtidas com o MCMC, fazendo com que essa distribuicao fique mais
proxima da distribuicao desejada.

Entretanto, quando o nimero de amostras geradas m ¢ suficientemente grande,
esse periodo de aquecimento exerce pouca influéncia sobre a distribuicao das amos-
tras obtidas.

4.2.2 Densidade de probabilidade proposta

No algoritmo de Metropolis-Hastings é necessario definir uma varidvel aleatoria
Y com fungao densidade de probabilidade h e gerar amostras u; de Y. Como
essa densidade é escolhida arbitrariamente, é costume utilizar-se uma densidade
simples e de fdcil amostragem (como por exemplo a uniforme ou a exponencial).
Para esta tarefa pode-se por exemplo utilizar o Método da Transformada Inversa
apresentado no terceiro capitulo.

Em principio, a definicao de h é totalmente livre, porém é usual escolher-se
a densidade h com uma forma semelhante a densidade da qual deseja-se gerar
amostras, p (Cf. [50]). Essa escolha faz com que a razdo de Metrépolis, R, assuma
na maioria das iteracoes do algoritmo um valor préximo a 1, e consequentemente
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mais rapidamente as amostras geradas abrangeriam todo o espago amostral.

Dessa forma, uma escolha apropriada de h pode reduzir o niimero de iteragoes
necessarias para obter-se uma distribuicao de amostras préximas a p.

O termo mistura (" mixing”) é utilizado para representar a taxa em que o espago
amostral é explorado. Uma cadeia é dita ser mal misturada (’poorly mixing’)
se com um elevado nimero de amostras apenas uma pequena regiao do espaco
amostral é ocupada. Caso contrério, é dita ser bem misturada ("well mixing’) (Cf.
[50]). Escolhendo-se a fungdo h = f, a razdo R serd sempre igual a 1 e, dessa
forma, a cadeia teria uma mistura perfeita. Porém, para essa escolha ser possivel,
gerar amostras de p deveria ser uma tarefa simples (o que consequentemente nao
justificaria o uso do algoritmo de Metropolis-Hastings).

No préximo exemplo é mostrado a influéncia da escolha da densidade proposta,
h, na taxa de mistura da cadeia.

EXEMPLO 4.2.2 Suponha que se deseja gerar amostras através do MCMC' de uma
varidvel aleatoria X com a sequinte densidade de probabilidade Gamma p:

com pu = 3.0, 6 = 0.25 e 0 = 0.75. Supde-se que o wvalor inicial da cadeia €
1) =3
M = 3.
Como densidade proposta, duas funcgoes, hy e ha, de suporte positivo [0, +00)
sao analisadas:

hi(u) =L 400y (u) Ae ™", (4.2.56)
alu a—1
) = L) 5(5) ", (1.257)

onde A = 0.08, a = 3.0 e § = 3.5. Observando a figura (4.5), verifica-se que
primeira fungdo, hy, possui uma forma bem diferente da densidade p, enquanto a
sequnda densidade, hs, possui um formato semelhante.

Uma rotina implementada em MATLAB testou o algoritmo de Metrdpolis-
Hastings para as duas densidades propostas. Na figura (4.2.2 é possivel comparar
as primeiras 500 amostras para as duas funcées h. No caso da densidade hq,
a cadeia pode ser considerada mal misturada (’poorly mizing’) (hd uma grande
repeticao sequencial de elementos), enquanto no caso da densidade hy (com forma
mais semelhante a fungao p), é considerada bem misturada ("well mizing’).

Construindo o grdfico de frequéncias das amostras geradas com hy e ho, verifica-
se que com m = 103 amostras de X, nenhuma das distribuicdes propostas gera um
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Figura 4.5: Funcao densidade de probabilidade p (com pu = 3.0, § = 0.25 e 0 =
0.75) e as duas distribui¢oes propostas: hy (com A = 0.08) e hy (com a = 3.0 e
B=35).
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Figura 4.6: Primeiras 500 amostras da sequéncia z(*) geradas através de (a) hq
com A =0.08 e (b) hg com o =3.0e 8 =3.5.

grdfico de frequéncia semelhante a densidade de probabilidade p, como € mostrado
na figura (4.7).

Quando o niimero de amostras cresce para 8 x 102, (4.8), o grdfico de frequéncia
das amostras geradas com hy continua bem diferente da densidade de probabilidade
p, enquanto o grdfico de frequéncia das amostras geradas com hs se aproxima mais
de p.

Aumentando inda mais o nmimero de amostras, m = 10%, ambos os grdficos de
frequéncia sao boas representacoes da funcdo p.

Com este exemplo, verifica-se que a escolha de uma densidade proposta h que
melhor aproxime a forma de p, reduz o numero de amostras necessarias para o
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Figura 4.7: Gréfico de frequéncia construido com 10® amostras de X geradas
através de hi e ho.
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Figura 4.8: Grafico de frequéncia construido com 8 x 103 amostras de X geradas
através de hy e ho.

MCMC' apresentar um bom desempenho. No entanto, € importante notar que se
um numero suficiente de amostras € gerado, essencialmente qualquer densidade de
proposta h pode ser eficaz.

Como a gama funcao densidade de probabilidade € muito usual, muitos softwa-
res jd desenvolvidos incluem em suas bibliotecas comandos capazes de gerar amos-
tras sequndo essa distribuicdo. No MATLAB, esta fun¢ao é chamada de gamrnd.
Comparando na tabela (4.2) as estimativas de média e varidncia de X calculadas
a partir de amostras do MCMC' e gamrnd, observamos que ambos os métodos apre-
sentam resultados semelhantes, mesmo quando o nimero de amostras € pequeno.

EXEMPLO 4.2.3 Suponha que se deseja gerar amostras através do MCMC' de uma
varidvel aleatoria X com a sequinte densidade de probabilidade p:

p(r) = 1jg,) () ¢ (g)a_l exp (—%), (4.2.58)



108 Método de Monte Carlo com Cadeia de Markov
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Figura 4.9: Gréfico de frequéncia construido com 10° amostras de X geradas
através de hi e ho.

Tabela 4.2: Estimativas de média e varidncia de X calculadas a partir das amostras
geradas com MCMC e com o comando gamrnd do MATLAB.

m h1 ha MATLAB
nEo uwEto nEto

103 | 3.0583 4 0.7013 | 3.0252 £ 0.7550 | 3.0080 4 0.7548

10% | 2.9714 4+ 0.7519 | 2.9957 & 0.7439 | 3.0067 % 0.7487

105 | 2.9983 4 0.7454 | 2.9998 + 0.7523 | 3.0008 & 0.7495

onde a = 16.0, b = 0.18 e ¢ € uma constante de normalizagao com valor desconhe-
cido.

Como distribuicdes propostas para o MCMC, uma fungao h, de suporte positivo
(0, +00), foi analisada:

h(u) = Ljg,o0) () A", (4.2.59)

com A = 1.0. Supée-se que o valor inicial da cadeia é xV) = 3. O histograma
normalizado construido com 10* amostras de X obtidas através de h é mostrado

na figura (4.10).

4.3 Algoritmo de Metropolis-Hastings aplicado a
vetores aleatdrios

Nesta secao do trabalho é mostrado uma extensao do algoritmo de Metropolis-
Hastings para casos em que se deseja gerar amostras de vetores aleatorios.

Um vetor aleatério real de dimensao n foi definido no primeiro capitulo como
uma funcgao real que associa a cada ponto amostra w, pertencente ao espago de
amostras {2, um ponto do espago n-dimensional, {X(w)} € R™. Assim, cada
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Figura 4.10: Histograma normalizado construido com 10* amostras de X.

amostra de {X} é um vetor de dimensao n:
)
{2} =] : . (4.3.60)

)

Assim como no caso de geracdo de amostras de varidveis aleatdrias, o Algo-
ritmo de Metropolis-Hastings para gerar amostras de vetores aleatérios baseia-se
no mesmo critério de rejeicao ou aceitagao de amostras geradas por uma distri-
buicao de probabilidade proposta h. Porém, essa distribuicao pode ser:

e conjunta, de forma que, a cada iteragao do algoritmo, é gerada um vetor
{u}? de dimensao n;

e ndo conjunta. Nesse caso, n fungdes hx,,hx,, - ,hx, sdo utilizadas (uma
para cada componente de {X}). A cada iteragao, é escolhida uma compo-
nente j para ser gerada segundo hx;. Assim, o vetor {u}(u+l) é dado por

(4.3.61). A escolha da componente a ser gerada pode ser de forma sequencial
ou aleatoria.
(Y = Wl Wl Y] (4.3.61)

EXEMPLO 4.3.1 Suponha que deseja-se gerar amostras do vetor aleatério {X} =

(X1 X2)T € R? com a sequinte funcdo densidade de probabilidade conjunta Gaus-

siana mostrada na figura (4.11) com média {px} = [ ] e matriz de covaridncia

3
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[C] = < (1)(1) (1)(1) ) A funcéo densidade de probabilidade conjunta do vetor é:

pla}) = ———x
(27)? det[C]
(4.3.62)

exp { =5 (1017 (€2 = G} (G} = ), |-

0w
D-15.h,_.....;......

S

i i
: B "r.‘:\t '!"1“\{
R i

iyt
005 )

i i
F‘W; "\:“‘t'-““t““‘
fn"!ﬁ?;":’u’o‘,*‘a A

Figura 4.11: Grafico da fungao densidade de probabilidade conjunta gaussiana

L 3 1.0 0.1
px} na regiao [0,7] x [0,7] para {uy} = [ 3 ] e [C] = [ 01 10 ]

Como distribuicoes de probabilidade propostas, duas distribuicées (uma para
componente de {X} ) sdo utilizadas. Assim:

h([ul ’LLQ]) = th (ul) X hX2 (’U,g) (4363)

Cada uma das fungoes hx, e hx, estd definida no dominio (—oo,00). Elas sao
dadas por:

efu?/Q

Vor

0.1 o1
i, (u2) = T (—oo 00 (@) - €11l (4.3.65)

th (Ul) = N(O, 1) = 11(_00,00)(17) (4364)
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Para gerar amostras ugi) sequndo hx,, um nimero ﬂ(i) € sorteado com distri-
buicdo de probabilidade uniforme unitdria no intervalo [0,1] e faz-se:

‘ 1n(2[3(i))/0.1, se B9 <05
ugl) ={ o, se B9 =05 (4.3.66)
In(2-28/01, se BY>05

O algoritmo de Metropolis-Hastings multidimensional foi implementado em
MATLAB. As figuras (4.12), (4.13) e (4.14) mostram os histogramas normali-
zados construidos a partir de diferentes nimeros de amostras. Verifica-se que 104
amostras sao insuficientes para construir um histograma normalizado similar a
densidade p. No entanto, quando este niimero cresce para 107, o histograma nor-
mazalido torna-se representativo. Como no exemplo (4.2.2, o método MCMC' foi
comparado com a fun¢do do MATLAB mwunrnd capaz de gerar amostras de um
vetor Gaussiano. FEstimativas do vetor de médias e matriz de covariancia para
diferentes nimeros de amostras sdo apresentados na tabela (4.3). Nas simulagdes,
1.0 0.1 }

considerou-se {{iy} = [ g } e matriz de covaridncia [C] = { 01 1.0

0.25
01
0054

Figura 4.12: Histograma normazalido construfdo com 10* amostras de um vetor
aleatério Gaussiano.
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Figura 4.13: Histograma normazalido construfdo com 10° amostras de um vetor
aleatdrio Gaussiano.
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Figura 4.14: Histograma normazalido construido com 107 amostras de um vetor
aleatdrio Gaussiano.



Tabela 4.3: Estimativas de {ux} e [C].
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N MCMC MATLAB
{px} [C] {px} [C]

105 3.0017 1.0022  0.0961 3.0019 1.0054 0.1043
2.9916 0.0961 1.0175 3.0054 0.1043  0.9946

106 2.9985 0.9977 0.1019 3.0004 1.0002  0.1003
3.0030 0.1019  1.0027 2.9995 0.1003  1.0015

4.4 Exercicios

EXERcicio 4.4.1 Implemente uma rotina para gerar amostras de uma varidvel

aleatoria X com densidade de probabilidade Gamma:

p(z) = 11[0.,0@(96)[3%@ (%)ail exp (—%)

com a = 0.5 e f = 0.8 através de um algoritmo baseado em MCMC. Como
densidade de probabilidade proposta, h, utilize a sequinte func¢ao:

(4.4.67)

h(u) = 1j9,00)(z) 0,5 exp (—0,5 u). (4.4.68)

Gere 10?2 amostras de X e posteriormente aumente esse nimero para 103 e
10, Construa o histograma de cada uma das sequéncias de amostras.

EXERcICIO 4.4.2 Implemente uma rotina para gerar amostras de um vetor aleatdrio
{X} = (X1 X2)T € R? com fungdo densidade de probabilidade conjunta Gaussiana
1 1.0 04
-1 04 1.0 )

Como distribui¢oes de probabilidade propostas, duas distribuicoes (uma para
componente de {X}) devem ser utilizadas. Cada uma delas estd definida no
dominio (—o00,00) e sdo elas:

com média {px} = e matriz de covaridncia [C] = <

—u?/2
(A 1
hx, (u1) = N(0,1) = 1(_ o0)(x , 4.4.69
X (1) = N(0,1) = T (o0,00) (#) ——= ( )
0.1 —0.1|us|
hx, (U‘?) = ]1(70000)(5[:)7 e Rl (4470)

Gere 105 amostras de {X} e posteriormente aumente esse nimero para 107
e 108. Estime o vetor de média {i'x} e a matriz de covariancia [C] através das
amostras geradas.
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Capitulo 5

Expansao de
Karhunen-Loeve

5.1 Expansao de Karhunen-Loeve

DEFINIGAO 5.1.1 (EXPANSAO DE KARHUNEN-LOEVE)

Seja py a média em fungdo do tempo de um processo estocdstico X de pardame-
trot € T e, seja C(t1,t2) a sua fungao de covaridncia. A expansio de Karhunen-
Loéve de X € expressa por:

X(tw) = pa(t) + VA 0 (t) Xi(w), (5.1.1)
k=1

onde cada 1, € uma autofuncdo e cada A\, o correspondente autovalor do sequinte
problema:

/ O(tl,tQ)wk(tQ) dtQ = Ak ¢k(t1)a te T, (512)
T

e onde { Xy }pens1 € wma sequéncia de varidveis aleatérias duas a duas descorre-
lacionadas, tal que:

EXk]=0 e E[Xk Xm]=0km, Yk,meN, (5.1.3)

e € definida por:

1

Xk(w) = /\—k

/T [X(t, w) — puy ()] ¥ (t) dt, VE € N (5.1.4)
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Dessa forma, a expansao de Karhunen-Loéve representa uma maneira muito
especial de decompor um processo estocdstico em uma soma infinita de termos
que dependem do tempo (as autofungoes ¥,) e de uma sequéncia de varidveis
aleatorias, Xj.

Na pratica, a expansao de KL é aproximada por uma soma finita com d termos:

d
Xt w) & () + 3 VA () X(w). (5.1.5)
k=1

Surgem entao duas questoes a serem analisadas:

1. se uma boa aproximagao para o processo estocastico X pode ser obtida,
fixado um grau de precisao, truncando-se a série em d termos e;

2. quantos termos sao necessarios para obter-se essa boa aproximacgao.

A resposta para essas questoes esta relacionada com uma importante carac-
teristica da expansao de Karhunen-Loeve: o decaimento do valor dos autovalores,
Ak, em funcao do crescimento do indice k.

A ordenagao de forma decrescente da sequéncia de autovalores A\; obtidas por
(5.1.2) permite que se avalie a importancia desses autovalores na expansao de KL.
Quanto menor o autovalor, menor é a sua influéncia na série de KL.

Assim, para determinar o niimero de termos utilizados na expansao de KL trun-
cada, é usual analisar o decaimento dos A\ e considerar os d primeiros autovalores,
fazendo com que a influéncia dos termos desprezados seja a menor possivel.

E importante observar que esse niimero de termos d a serem considerados vai
depender do processo estocédstico que estd sendo expandido e de sua fungao de
covariancia (Cf. [42, 3, 40, 49]).

Os préximos exemplos ilustram essa caracteristica do decaimento dos autova-
lores para processos com diferentes fungoes de covariancia.

ExXEMPLO 5.1.2 Considere um processo estocdstico, X, com parametro t definido
parat € T=[—b,b] e com uma fungao de covariincia C' exponencial:

a

O(ty,ta) = exp (M> a>0. (5.1.6)

Aplicando-se a expansdo de Karhunen-Loéve a esse processo, as autofungdoes i,
e seus correspondentes autovalores A\ sao calculados através da sequinte integral

(5.1.2):
/exp(—c|t1 — ta]) Yy (t2) dta = X ¥ (t1), (5.1.7)



117

onde ¢ =1/a. A expressio (5.1.7) pode ser reescrita como:

t b
[ exp (et — ta)n () dta + / exp (—clta — 1), (t2) dta = Ae (1), (5.1.8)

—b

Diferenciando (5.1.8) duas vezes em relagio a t1 e, fazendo algumas mani-
pulagoes matemdticas, obtém-se uma equagdo diferencial em termos de v;,. Resol-
vendo essa equagao (Cf. [52]), chega-se a seguinte expressao para os autovalores
/\k-'

2
1%, para k=2,4,6,---
Ae={ LR (5.1.9)
m, para k:1,3,5,"'
k

e para as correspondentes autofungoes Y, :

in (2wyb
sin (wgt)/4 /b — 7smé Wk ), para k =2,4,6,---
Wik
Py (t) = —— (5.1.10)
sin (ut) /o b+ D) k=135,
2’Uk
onde wy e vy sdo solugoes da equacao:
aw + tan (wb) = 0, para k=2,4,6,--- (5.1.11)
1 — avtan (vb) = 0, para k=1,3,5,-- L

Na figura (5.1) € apresentado o grdfico dos primeiros 20 autovalores Ay calcu-
lados para a fungao de covaridncia exponencial (5.1.6) com diferentes valores de
a.

EXEMPLO 5.1.3 Considere um processo estocdstico X, com parametro t definido
para t € T=[-b,b] e com uma funcgdo de covariancia C':

C(tl,tg) = 5(f1 — tg), Viti,to € T. (5112)

Aplicando a expansio de KL a X, verifica-se por (5.1.2) que as autofungdoes i,
podem ser quaisquer funcoes ortogonais e, os autovalores A\ sdo todos constantes
iguais a 1, isto €, A\, = 1,Vk. Nesse caso, quando C(t1,t2) = §(t1 — t2) ndo hd
decaimento dos autovalores.
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Figura 5.1: Primeiros 20 autovalores Ay calculados para a fungao de covariancia
com diferentes valores de a.

5.1.1 Expansao de KL aplicada a processos estocasticos gaus-
sianos

Os processos estocasticos gaussianos quando submetidos a expansao de KL apre-
sentam um comportamento especial. Eles sdo representados pela soma (5.1.1)
onde todos os X} sao varidveis aleatorias gaussianas independentes.

Isso se deve ao fato de que, quando trabalha-se com variaveis aleatérias gaus-
sianas, descorrelagao é equivalente a independéncia e, além disso, combinagoes
lineares de variaveis gaussianas resultam em varidveis aleatdrias gaussianas.

Dessa forma, a expansao truncada de KL permite parametrizar um processos
estocasticos gaussianos em um nimero finito de variaveis aleatdrias gaussianas.

5.1.2 Exemplos numéricos da expansao de KL

Na segao anterior, mostrou-se como obter expressoes analiticas da expansao de
Karhunen-Loeéve para processos estocdsticos a partir da expressao analitica da
funcao de covariancia. Nesta secao é mostrado como a expansao de KL pode ser
estimada numericamente a partir das realizagoes do processo estocastico.

Antes de explicar como isso é feito, é necessdrio definir o que é considerado
uma realizagao de um processo estocdstico em uma simulagao numérica.

5.1.3 O processo de discretizacao

O computador é um dispositivo capaz de fazer contas em um dominio discreto.
Por isso, toda vez que um algoritmo é implementado em alguma linguagem com-
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putacional, é escrito para fazer contas discretas. Quando se deseja trabalhar em
um dominio continuo, é necessario fazer uma discretizagao. No francés ha uma
palavra que define bem essa transformagao, é a chamada "numérisation”.

Por isso, quando se trabalha com realizagoes numéricas de um processo es-
tocdstico X, primeiramente faz-se uma discretizagao do parametro ¢ (geralmente
associado ao tempo). Considera-se, por exemplo, que ele assumird n valores
ty,t, - ,tj,- - s, th eTeVjeN.

Fixados esses n instantes, pode-se entao associar a cada instante t; uma varidvel
aleatéria X (t;, w). No total, ficam definidas n varidveis:

X(t,w), X(ta,w), -, X(tj,w), -, X(tn, w).

Cada realizacao de X é representada por realizacoes dessas n varidveis aleatorias,
ou seja: X (ty, w?), - X(t;, w?), - X(t,,wD).

E usual e pratico representar cada realizacao através de um vetor com n com-
ponentes:

X(t,w) T

{(x(t,w)} = X(tj,'w(i)) . (5.1.13)

L X(tn,w(i)) i

Um processo estocastico é dito estar especificado até ordem n quando a fungao
densidade de probabilidade conjunta px (¢, w)x(to,w)--x(t,,w) € conhecida para
qualquer conjunto de valores (t1,ta, -+ ,t;, - ,t,), tais que t; € T, Vi.

Assim, dado um processo especificado até uma ordem n, é possivel gerar rea-
lizagOes numéricas desse processo. Ou seja, é possivel obter os vetores:

(e, wy, {x,w)@ .

5.1.4 Estimativas dos momentos de um processo estocastico

A partir de um numero grande, m, de realizacbes numéricas de um processo es-
tocastico X, estimativas para a média, varidncia e correlagao desse processo podem
ser calculadas (Cf. [51]).

Suponha que cada realizagido do processo, { X (¢, w)}(l), é representada por um
vetor (n X 1) e que nessa realizac¢do, o pardmetro ¢ assume os valores

t17t27"'7tj7"'7tn e T



120 Expansao de Karhunen-Loéve

Dessa forma, a média, uy(t), pode ser estimada através de um vetor com n
componentes. Cada componente j representa a estimativa da média da variavel
aleatéria X(t;, w), sendo calculada por:

:%i (tj,w?), j=1,--- n. (5.1.14)
Assim, o vetor {1y ()} que estima a média do processo é:
fx (t1)
lie ) = | Azt |- (5.1.15)
/lX'(tn)

Tendo calculado {fiy(t)}, um procedimento semelhante pode ser feito para
estimar a variancia do processo, 0% (1.3.73). Em cada instante ¢;:

1 m
- X(t;,w? i=1,---.,n. 5.1.16
m; W )) 9 .7 9 7n ( )

Assim, define-se o vetor:
{o32M)} = | 6%t) | - (5.1.17)

Para estimar a fungao de covaridncia em dois instantes quaisquer ¢;, ¢, € T,
faz-se:

1 - % i ~
Clt,ty) = EZ (t, WD) = iy ()] - [X (e, wD) = fire (1)) - (5.1.18)
Dessa forma, a fungao de covariancia pode ser representada através de uma
matriz [C] (n X n):

Cltr,t1) -+ Clty,tn)
[C] = : : . (5.1.19)
Cltn,t1) -+ Cltn,tn)
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Representando as m realizacoes de um processo estocastico X em uma matriz
[X](n x m), de forma que cada coluna de [X] seja uma realizagao do processo:

A= | {x@,w)}Y {xew)® o {xw)m |, (5.1.20)
| | |
ou seja:
X(t,w)  X(t,w®) - X(t,wl™)
[X] = : : : : : (5.1.21)
X(tn,w(l)) X(tn,w@)) X(tn,w(m))
e criando uma matriz [Xp] (nxm) em que cada coluna k seja igual a: {X(t, W)}(k) —
{ia(®)},
ol = | (2w V — (@) - {XEw)I — @) |, (51.22)
a matriz de covariancia [C’] pode ser escrita como:
A 1
[C] = 57 %] (%], (5.1.23)

T. .. .
onde (.)" indica a matriz transposta.
Assim, a partir de realizagbes numéricas de um processo estocastico, X, é

possivel obter a matriz [C] que estima a sua fungéo de covaridncia C.

5.1.5 Estimativas dos autovalores e autofuncoes da expansao
de KL

Os termos da expansao de Karhunen-Loeve em relacao ao tempo sao calculados
através de um problema de autovalor envolvendo a fungao de covariancia (5.1.2).
Quando trabalha-se em um dominio discreto e, calcula-se uma estimativa dessa

fungdo de covariancia através da matriz [C], um problema de autovalor equivalente
a (5.1.2) pode ser definido por:

€] {1/1} At = A {1/)} , (5.1.24)

onde At representa o incremento de tempo utilizado para fazer-se a discretizagao
do processo estocastico. R
Resolver (5.1.24), significa obter n autovalores A, e seus n correspondentes

autovetores {w } K
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Esses A calculados sio considerados estimativas para os autovalores de (5.1.2)

e, 08 {w} sao considerados estimativas para as autofuncoes ¢,.
k

EXEMPLO 5.1.4 Considere o processo estocdstico:
X(t,w) = A1 t + Ag, (5.1.25)

com parametro t € T e com Ay e Ay sendo varidveis aleatorias. Essas varidveis
formam um vetor aleatério {A} = (A; A2)T com wvetor média e matriz de co-
variancia dados por:

{uat = { ; ] [Ca] = [ 1}2 1{2 } . (5.1.26)

Dado que Ay e Ay sao varidveis aleatdrias gaussianas, X € wma combina¢ao
linear de gausstanas, ou seja, € um processo estocastico gaussiano.

Assim, para qualquer valor de t; € T, a funcdo densidade de probabilidade
correspondente px (i, w) € gaussiana.

Esse processo estocdstico pode ser representado por:

X(tow) = [T]{A}=[t 1] {ﬁ; ] (5.1.27)

e terd média e variancia:
() = [T {pia} = £ +2 (5.1.28)

0% (t) = [TI[CA[T)" = * +t + 1. (5.1.29)

Dessa forma, a fungao densidade de probabilidade, px (¢, w), da varidvel aleatoria
correspondente a X(t;, w) é conhecida para qualquer valor de t; € T:

(z—(tj+2))2

1 ¢ 23y (5.1.30)

Px(t;,w) (z) =
’ V2m, 12+t + 1

e consequentemente, o processo é dito estar especificado até primeira ordem.

A partir da densidade de probabilidade (5.1.30), 10* realizagées foram geradas
para esse processo (no intervalo de tempo [0,10] e com um At = 0.1). Estimou-se
a matriz de covariancia [C’] por (5.1.23) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (5.1.24).

Os autovalores estimados sao mostrados na figura (5.2).
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Figura 5.2: Autovalores, \g, estimados a partir da matriz de covariancia [C] do
processo (5.1.25).

EXEMPLO 5.1.5 Considere o sequinte processo estocdstico:
X(t,w) = A1 cos (wt) + Ay sin (wt), (5.1.31)

com parametro t € T com Ay e As sendo varidveis aleatorias gaussianas. O

tor aleatorio {A} = (Ay A2)T  vet di triz d ancia dad
vetor aleatdrio 1 A2)"' possut vetor média e matriz de covariancia dados
por (5.1.26). Da mesma forma que no exemplo anterior, 2.2.6 X € gaussiano, o
processo estocdstico deste exemplo também é gaussiano. FEle pode ser representado
por:

X(t,w) = [T) {A} = [ cos(wt) sin (wt) ] { ﬁ; } , (5.1.32)

e, possui média e variancia:
() = [T){ns} = cos (wt) + 2 sin (wt), (5.1.33)

cos (2wt)
5

A fungdo densidade de probabilidade px(:; w) € conhecida para qualquer valor
de tj e T:

0% (t) = [T][CAIT)" =1+ (5.1.34)

1 (w—px(t;)>

() = —————e X 5.1.35
pX(t],'LU)( ) \/ﬁm ( )
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e, 0 processo € dito estar especificado até primeira ordem.

A partir da densidade de probabilidade (5.1.30), 10* realizagées foram geradas
para esse processo (no intervalo de tempo [0,10] e com um At = 0.1). Estimou-se
a matriz de covariancia [C] por (5.1.23) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (5.1.24).

Os autovalores estimados sao mostrados na figura (5.3).

Antovalores
0.18
0.16 %, J
-,
o,
014} M, J
.,
"“
\0
0.12 S, i
Y
by S
& o,
01}f \. 4
*,
0.08f S 1
. .,
5...“
0.06} " 1
-,
M“‘
0.04 ‘ . . . .
0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.3: Autovalores, A\, estimados a partir da matriz de covariancia [C] do
processo (5.1.31).

5.1.6 Estimativas das variaveis aleatérias da expansao de
KL

Quando trabalha-se com a expansao de KL de um processo estocastico X em um
dominio discreto, apos ter-se calculado estimativas para os autovalores, A\, e para

as autofungoes, {1/)} , € necessario estimar-se a funcao densidade de probabilidade
k

das varidveis aleatdrias X; da expansao.
A partir da expressdo (5.1.4), cada realizagao xl(;), 1 € N, de cada uma das
variaveis aleatorias Xy da expansao de KL pode ser calculada por:

R LAY S N 13) YO 13 S CRE )

)\k kK Rn»

onde {X(t, W)}(i) representa uma realizacdo numérica do processo estocéstico X,
ou seja é o vetor definido em (5.1.13) e pertence ao R™.
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Para estimar a funcao densidade de probabilidade dessa varidvel aleatéria Xy,
basta calcular um niimero m grande de realizagoes de X, e, construir o histograma
normalizado dessas m realizagoes.

As m realizagoes de X podem ser expressas por um vetor {zy}, (m x 1), (cada
componente representa uma realizagdo de Xy ). Esse vetor pode ser calculado por:

{oi} = %k[Xo]T {w}k (5.1.37)

onde a matriz [X)] estd definida em (5.1.22) e tem dimensao (n x m).

5.2 Geracao de realizacoes processos estocasticos
a partir da expansao de KL

A expansao de Karhunen-Loéve é uma poderosa técnica de parametrizagao de um
processo estocastico que possibilita sua aproximacao através de um processo de
dimensao finita, ou seja, um vetor aleatério. Ela pode ser utilizada, por exemplo,
para facilitar e reduzir o custo computacional da geracao de realizacGes desse
processo.

Quando trabalha-se com o método de Monte Carlo, geralmente deseja-se gerar
realizagoes de uma varidvel, vetor aleatério ou processo estocdstico e posterior-
mente utilizar as amostras geradas para aproximar alguma fungao de interesse.
Assim, o método utiliza a amostragem aleatéria como ferramenta para produ-
zir observagoes sobre as quais se realizam inferéncias estatisticas com objetivo de
extrair informagoes sobre as observagoes (Cf. [44]).

Essa secao mostra como gerar amostras de processos estocdsticos, que seriam
utilizadas por exemplo no Método de Monte Carlo, a partir da expansao de KL.

Dado um processo estocdstico, X, suponha que o vetor de média {fi,(¢t)} e a
matriz de covariéncia [C] possam ter sido estimados por (5.1.24) e (5.1.23) e, que
o problema de autovalor (5.1.24) tenha sido resolvido. Suponha também que a
funcao densidade de probabilidade de cada varidvel aleatéria X; da expansao de
Karhunen-Loeve tenha sido estimada através do histograma normazalido de suas
amostras (calculadas por (5.1.37)).

Considere, por exemplo, que n autovalores A, e n autovetores {ﬁ)k} (nx1)

foram calculados.
Pela expansdo truncada de KL, com d termos (d < m), para esse processo,
verifica-se que cada realizagao numeérica de X pode ser escrita como:

{00030} = a0+ 3o (i) o (5.2.38)
i=1
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onde 3:5;) representa uma realizacao de variavel aleatéria Xj.
Assim, vetores {X (t,w)}(l) sao gerados através de realizagoes de um niimero

finito, d, das varidveis aleatérias Xj.

EXEMPLO 5.2.1 Suponha que deseja-se gerar-se realizagoes através da expansdao de
KL de um processo estocdstico, X, com parametrot € T, sendot > 0, caracterizado
por um passeio aleatorio com incrementos com densidade de probabilidade Gamma,
tal que:

1. X(0,w) = 0;
2. X(t,w), t >0, é um processo estocdstico com incrementos independentes;

3. a densidade de probabilidade da varidvel aleatéria Y = X (t2, w) — X(t1, w),
com ty > t1 > 0, € Gamma. Sua média € py = m(ta — t1) e seu coeficiente
L _ 5
de variagdo € 0y = \/ﬁ)’ comm >0 ed >0 fixados.

Para gerar-se realizagoes através da expansao de KL de X, primeiramente
foram geradas 10* realizacdes desse processo (no intervalo de tempo [0,10] e com
diferentes discretizagoes de tempo At). Através dessas realizagoes, estimou-se a

matriz de covaridincia [C] por (5.1.23) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (5.1.24).

As aproximagoes obtidas para os vinte primeiros autovalores \i, sGo mostradas
na figura 5.4.

Ak i At=0.100
~m-At= 0.050
08 | At=0.010
A= 0.005
0.6+ ; -m-At= 0.001
0.4+
0.2+
n
L
0 5 10 , 15 20 25

Figura 5.4: Estimativas dos autovalores \; da matriz [C] para diferentes discre-
tizagoes de tempo At.
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A partir dos histogramas normalizados das varidveis aleatorias da expansao
de KL (5.1.87), foi possivel estimar as fungoes densidades de probabilidade de
cada varidvel Xy. Os grdficos das densidades estimadas para as quatro primeiras
varidveis sao mostradas em (5.5).

0.06 14 varidvel aleatéria 24 variavel aleatdria

0.04 0.04

Z 003 = 003

-20 20

1

3¢ varidvel aleatdria 44 varidvel aleatéria

pdf

Figura 5.5: Estimativas para as densidade de probabilidade das quatro primeiras
variaveis aleatorias X da expansao de KL.

Tendo as densidades de probabilidade das varidveis aleatorias Xy, amostras
de cada uma dessas varidveis foram obtidas através do Método de Monte Carlo
Cadeia de Markov (MCMC). Assim, pela expressio da expansio truncada de KL
(5.2.88) foi possivel calcular realizagdes de X .

Para analisar a influéncia do nimero de termos d usados na expressao truncada
de KL, duas estratégias foram utilizadas.

Primeira estratégia: a partir das amostras de X geradas por KL, estimou-se
a matriz de covaridncia do processo, [Cy], calculou-se a norma Frobenius dessa
matriz e analisou-se o erro:

Erro=

Fr

para diferentes numeros de termos d usados na expressao truncada de KL. Os
resultados obtidos sdo mostrados na figura (5.6) mostra. Verifica-se que quanto
maior o ndmero de termos usados na expansio, menor serd o erro (5.2.59).
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0.03

0.025(!
0.02

0.015

Erro

0.01

0005 =

Figura 5.6: Erro (5.2.39) obtido para diferentes nimeros de termos d.

Segunda estratégia: fez-se uma comparacdo entre:

e a fungio densidade de probabilidade da varidvel aleatdria X (tj, w) (para al-
gum t; € T fizo);

e 0 histograma normalizado da varidvel aleatoria X(KL)(tj, w), calculado atra-
vés das realizagoes do processo estocdstico geradas pela expansao de KL.

Nas figuras (5.7) e (5.8) sdo mostrados as densidades px—2w) (nesse caso,
t; = 2) e os histogramas normalizados da varidvel aleatéria X K1) (t = 2, w) para
os casos em que consideraram-se d =1,d =2, d =5 e d = 10 termos na expansao
de KL. Pelas figuras, verifica-se que quanto se aumenta o numero de termos usados
na expansao, o histograma de X(KL)(t = 2, w) se aprozima da densidade px (1—2,w)-

KL:d =1 KL: d =2

histograma

04
XEL(t = 2 w)

histograma
XEL(t = 2 w)

— Px(t=2w) 03

— Px(t=2,w)

pdf

0.2

01 0.1

Figura 5.7: Densidades py(;—2w) € histogramas normalizados de XEL(t =2, w)
parad =1 e d = 2 termos.
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KL: d =5 KL: d =10
04 histograma 04 histograma
XED(t = 2,w) XEL (= 2 1)
03 — Px(=2.w) 03 — Px(t=2,w)

0.1

Figura 5.8: Densidades px—2,w) € histogramas normalizados de XEL(t = 2, w)
para d =5 e d = 10 termos.

5.3 Exercicios

EXERcicio 5.3.1 Implemente uma rotina capaz de estimar os 100 primeiros auto-

valores do processo estocdstico do exemplo (5.1.4) através da matriz de covaridincia
do processo.

EXERcIcIO 5.3.2 Implemente uma rotina capaz de estimar os 100 primeiros auto-

valores do processo estocdstico do exemplo (5.1.5) através da matriz de covaridncia
do processo.

EXERcIcIO 5.3.3 Implemente uma rotina que construa os histogramas das amos-
tras das cinco primeiras varidveis aleatdrias da expansao de Karhunen-Loéve do
processo estocdstico, X, com parametro t € T, sendo t > 0, do exemplo (5.2.1).
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Capitulo 6

Propagacao de Incertezas

6.1 Propagacao de incertezas através do método
de Monte Carlo

Quando parametros de um sistema sao considerados objetos aleatérios (como por
exemplo, varidveis e vetores aleatérios), as incertezas associadas a esses parametros
sao propagadas para a resposta do sistema.

Assim, a resposta, antes considerada deterministica, passa a ser aleatéria e
depende diretamente do modelo estocastico construido para os parametros. Uma
forma de quantificar essa incerteza propagada é fazer-se inferéncias de estatisticas
dessa resposta através do método de Monte Carlo.

Como visto no segundo capitulo, o trabalho de simulagoes estocésticas de um
sistema geralmente envolve:

1. a construcao de um modelo deterministico para o sistema;

2. a construgao de um modelo estocastico paramétrico ou nao paramétrico para
o sistema;

3. a aplicacao do método de Monte Carlo para obter-se inferéncias estatisticas
sobre a resposta do sistema.

A seguir sdo mostrados dois exemplos de propagacao de incertezas em sistemas
dinamicos.

EXEMPLO 6.1.1 Seja x wma funcdo real que associa a cada valor de tempo t € RZ0
um valor x(t) € R e representa a resposta de algum sistema dindmico em fungao do
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tempo. Considere que a dinamica desse sistema € regida pela equagao diferencial:

dz(t)
dt

= a z(t), (6.1.1)

com a sendo uma constante real e com condi¢do inicial x(0) = zo = 1.0. Essa
equacao possui solucdo analitica:

x(t) = e | (6.1.2)

e representa o modelo deterministico do sistema dindamico. Suponha agora que a
constante que multiplica x(t) em (6.1.1) € uma varidvel aleatdria continua, repre-
sentada por A. Para construir seu modelo estocdstico, € necessdrio determinar sua
funcdo densidade de probabilidade, ou seja, pa. Uma opg¢ao para isso € utilizar o
Principio da Mdxima Entropia.

Considere, por exemplo, que a unica informagdo disponivel sobre A seja o seu
suporte k = [1,2]. Assim, através do PEM, verifica-se que a fungdo que mazimiza
a entropia de Shannon € a uniforme no intervalo [1,2], isto é:

pa@) = 11.5(x) % (6.1.3)

A incerteza associada ao parametro A € propagada para a resposta do sis-
tema, de forma que essa resposta, antes considerada deterministica, passa a ser
aleatéria. Ela é caracterizada por um processo estocdstico de parametro t € RZ9,
representado por X.

Para cada valor t; de t, X(t;,w) € uma varidvel aleatéria com uma fungdo
densidade de probabilidade dependente de ps. Uma forma de quantificar essa
propagacdo incerteza € fazer-se inferéncias de estatisticas da resposta através do
método de Monte Carlo.

Esse exemplo foi implementado em uma rotina MATLAB gerando-se m amos-
tras da varidvel aleatéria A. Para cada amostra a, uma realizacdo numérica do
processo estocdstico, X, foi calculada através do modelo deterministico do sistema
(6.1.2).

Vale observar que no capitulo 5, apresentou-se a definicdo de uma realizacdo
numérica de um processo estocdstico. Dado um miumero finito, n, de valores do
parametro t, isto €, ty, - -+, t,, cada realizacdo de X € um vetor de n componentes
{X(t, w)}(i), em que cada componente j representa uma realiza¢io da varidvel
aleatéria X (t;, w™).

A partir dessas m realizagoes de X, € possivel estimar um vetor de média e
um vetor de varidncia do processo como mostrado em (5.1.15) e (5.1.16). Eles
representam estimativas das fungées py e 0% avaliadas nos instantes selecionados
t, o, b
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Na figura (6.1) sdo mostradas essas estimativas de média e variincia do pro-
cesso obtidas através do método de Monte Carlo. Essa figura recebe o nome especial
de grdfico envelope.

250
jtxy T ox
200 —Hx
150
100
50
% 1 2 3

t

Figura 6.1: Estimativas de média e variancia de & ao longo do tempo.

Observando (6.1), verifica-se que o instante em que o processo apresenta maior
variancia € o ultimo da simulagdo, no caso t = 3.0. Construindo o histograma
normazalido com as m amostras da varidvel aleatdria X(t = 3.0, w), obtém-se
uma aprorimagao para a sua funcao densidade de probabilidade, px(3.0,w)- Esse
histograma € mostrado em (6.2).

0.02 i e i
0,015 oo f
0.017

0.005+

O;

Figura 6.2: Histograma normazalido construido com 2 x 10%* amostras de
X(t = 3.0,w). A parte destacada em azul representa o intervalo [ﬂx(t:3.07w) -

O x(t=3.0,w)s Hx(t=3.0,w) + UX(t:B.O,W)]'
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EXEMPLO 6.1.2 Considere a equagao da dindmica do sistema do exemplo anterior
(6.1.1). Suponha que nessa equagdo a constante que multiplica x(t) em (6.1.1)
uma varidvel aleatoria continua, representada por A. Sabe-se que essa varidvel:

e $6 assume valores positivos, isto € seu suporte € [0, 00);
e tem valor esperado conhecido, E[A] = u;

e tem Ellog(A)] < oco.

Uma opgdo para determinar a fungdo densidade de probabilidade de A, pa, e
assim construir o modelo estocdstico do sistema, € aplicar o Principio da Mdxima
Entropia utilizando somente as informagoes disponiveis sobre A.

Através do PEM, verifica-se que a fun¢do que maximiza a entropia de Shannon
€ a densidade de probabilidade Gamma, isto é:

pa(@) = 1o o0 (@) % (6—12>;2 F(%/&Q) (%) éilexp (%) : (6.1.4)

onde:
e I' € a funcio Gamma: T'(a) :/ L exp(—t)dt;
0

o )=

% € um fator de dispersao adimensional.

A incerteza associada ao parametro A € propagada para a resposta do sistema,
de forma que ela é caracterizada por um processo estocdstico de parametrot € RZ9,
representado por X.

Fazendo um procedimento semelhante ao feito no exemplo anterior (6.1.1),
obtém-se o grafico envelope para a resposta do sistema estocdstico, como mostrado
na figura (6.3) e, obtém-se uma aproximacdo para fun¢do densidade de probabili-
dade, px(t=3.0,w) através do histograma normazalido construido com as amostras
da varidvel aleatoria X (t = 3.0, w), (6.4).

Comparando os graficos envelope e os histogramas normazalidos dos dois tltimos
exemplos, verifica-se a influéncia que o modelo estocéstico adotado para o parametro
A do sistema exerce sobre a resposta estocastica do sistema X'.

EXEMPLO 6.1.3 Seja x wma funcdo real que associa a cada valor de tempo t € RZ°
um valor x(t) € R e representa a resposta de algum sistema dindmico em funcgao do
tempo. Considere que a dinamica desse sistema € regida pela equagao diferencial:

dx(t)
dt

=atx(t), (6.1.5)
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Figura 6.4: Histograma normazalido construido com 2 x 10* amostras de
X(t = 3.0,w). A parte destacada em azul representa o intervalo [f1y(—3.0,w) —

Ox(t=3.0,w)s Hx(t=3.0,w) + UX(t:B.O,W)]'

onde a é uma constante real e com condigdo inicial x(0) = 29 = 1.0. Essa equagdo

possui solugcao analitica:

dz(t

2l = atdt

=(t) 2

In(z(t) = “+a
t2

x(t) e*27) 4 ¢y,

(6.1.6)

onde ¢1 e ¢y sdo constantes reais. Como x(0) =1+ c3 = 1.0, tem-se que ca = 0.
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Suponha agora que a constante que multiplica x(t) em (6.1.5) é uma varidvel
aleatdria continua, representada por A, com func¢do demsidade de probabilidade
uniforme no intervalo [1,2]. Dessa forma, o produto At é um processo estocdstico
de parametro t € RZ° e, a incerteza associada a esse processo € propagada para a
resposta do sistema, de forma que ela € caracterizada por um processo estocdstico
de parametro t € RZ, representado por X.

Fazendo um procedimento semelhante ao feito nos dois exemplos anteriores,
(6.1.1) e (6.1.2), obtém-se o grdfico envelope para a resposta do sistema es-
tocdstico, como mostrado na figura (6.5) e, obtém-se uma aproximagdo para fun¢ao
densidade de probabilidade, px(1—3.0,w) através do histograma normazalido cons-
truido com as amostras da varidvel aleatéria X (t = 3.0, w), mostrado na figura

(6.6).

2500

py £0.30y
_’H‘\'

2000+

1500+

1000+

500¢

Figura 6.5: Estimativas de média e varidncia de X ao longo do tempo.

Comentarios: Os trés exemplos apresentados para propagacao de incertezas
sao académicos e escolhidos exatamente devido a simplicidade. Na bibliografia
citamos alguns artigos onde se encontram exemplos de modelagem estocastica e
de propagacao de incertezas nas areas de producgao de voz e colunas de perfuragao
de petrdleo. Esse minicurso toca apenas em alguns problemas, os interessados
deverdo consultar a bibliografia aconselhada. Os livros de [11, 6, 26, 4, 19] devem
ser examinados pois sao obras-primas. Qutros livros também foram citados que
ampliam o escopo da teoria.
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10000

Figura 6.6: Histograma normazalido construido com 3 x 10? amostras de
X(t = 3.0,w). A parte destacada em azul representa o intervalo [ty (=3.0.w) —

0.3 0 x(1=3.0,w)> Hx(t=3.0,w) T 0-3 Tx(1=3.0,w)]-

6.2 Exercicios

EXERcic1o 6.2.1 Implemente uma rotina para refazer o exemplo (6.1.1).
EXERcicIO 6.2.2 Implemente uma rotina para refazer o exemplo (6.1.2).

EXERcic1o 6.2.3 Implemente uma rotina para refazer o exemplo (6.1.3).
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