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Prefacio

Esse texto foi desenvolvido a partir de notas de aula da disciplina de Processos
Estocasticos I, ministrada para o mestrado em Engenharia de Telecomunicagoes da
Universidade Federal Fluminense todos os semestres. O texto faz uma compilagao
de outros textos relacionados ao assunto, adicionando a visao do autor sobre o
tema. O objetivo do material aqui apresentado é relacionar conceitos basicos da
teoria de probabilidade, varidveis aleatorias e processos estocasticos de modo que os
leitores possam compreender o que é um processo estocastico e sua interpretagao no
dominio da frequéncia, através da densidade espectral de poténcia. Esse texto tem
sido usado também como material didatico em mini-cursos ministrados durante
varias oportunidades em congressos e escolas de verao de cursos de pés-graduacao.

Os pré-requisitos necessarios para o entendimento da teoria aqui apresentada
sao Teoria de Conjuntos, os cursos iniciais de Célculo Diferencial e Integral e
Analise de Fourier. No texto, hd um capitulo de revisdo de série e transformada
de Fourier.

Espero que esse livro seja bastante 1til para os interesses dos que o buscam.

Um cordial abraco,

Rio de Janeiro, 30 de julho de 2012.

Edson Cataldo
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Capitulo 1

Modelos

1.1 Introducao

Podemos dizer que um modelo (matemético, fisico, econémico,...) é uma repre-
sentacao de uma situagao existente. Seu objetivo é explicar um determinado com-
portamento prevendo o resultado de experimentos envolvendo a tal situacao.

Nosso interesse aqui é o de estudar modelos probabilisticos, assim chamados
por se basearem em teoria de probabilidades. Existem intimeras aplicagoes de
tais modelos nas mais diferentes dreas de conhecimento. Nas comunicagoes via
telefone celular, no processamento digital de sinais (voz, imagem, video, ...), nos
sistemas de radar, nos investimentos na bolsa de valores, em sistemas biolégicos,
na dindmica de sistemas mecanicos, ... Ha, ainda, aplicacoes em Geometria Dife-
rencial e Sistemas Dinamicos, possibilitando aos leitores desse livro a continuagao
em estudos mais avangados relacionados ao Célculo Estocastico e suas aplicagoes.
Nesse caso, recomendamos as referéncias [3, 7, 8].

1.1.1 Modelos matematicos

Modelos matematicos sao usados quando o fenomeno observado tem propriedades
mensuraveis e consiste de um conjunto de consideragoes e relagoes matematicas
sobre o funcionamento do sistema em observagao.

1.1.2 Simulagao computacional

A simulacdo computacional é realizada através de programas que irdo gerar os
resultados previstos pelo modelo.
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1.1.3 Modelos deterministicos

Em modelos deterministicos, as condi¢oes sob as quais um experimento é realizado
determina o exato resultado desse experimento.

Nesses modelos, a solugao de um conjunto de equacoes especifica o exato re-
sultado do experimento.

1.2 Modelos probabilisticos

1.2.1 Definicao

Definimos um experimento aleatério como aquele no qual os resultados variam,
embora o experimento seja repetido sob as mesmas condi¢ées. Os modelos proba-
bilisticos irao prever possiveis resultados ou faixa de resultados para os sistemas
em que os resultados sao aleatérios; isto é, embora as entradas sejam as mesmas,
as saidas desses sistemas sao diferentes.

1.2.2 Regularidade estatistica

Muitos modelos probabilisticos sao baseados no fato de que médias obtidas em
longas sequéncias de repeticoes de experimentos aleatérios tém o mesmo valor.
Esta propriedade é chamada de regularidade estatistica.

Considere o seguinte exemplo:

“Uma bola é selecionada de uma urna contendo trés bolas idénticas numeradas
com os numeros 0,1 e 2. O ntimero da bola é anotado e a bola é retornada a urna.”

O resultado deste experimento ¢é um numero do conjunto
S ={0,1,2}.

Suponha que o experimento seja repetido n vezes sob condigbes idénticas.
Sejam Ny(n), Ni(n) e Na(n) o nimero de vezes no qual os resultados sdo os
numeros 0, 1 e 2, respectivamente. Definimos a frequéncia relativa do resultado k,

Ni(n
k=0,10u2, por: fip(n) = ﬁ
n
De acordo com o que chamamos de regularidade estatistica, fi(n) varia menos,
em torno de uma constante, & medida que n é tomado grande; isto é, lirJIrl fe(n) =
n——+0oo

pr. A constante pi é chamada de probabilidade do resultado k.
Em modelos probabilisticos, as condigoes sob as quais um experimento aleatoério
é realizado determina as probabilidades dos resultados do experimento.
Suponha que um experimento aleatério tenha K possiveis resultados; isto é,
S = {1,2,...,K}. Suponha que o experimento tenha sido repetido n vezes e
considere que Ni(n) é o nimero de vezes em que o resultado obtido foi k, sendo
k=1,2,...,K.
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Temos, 0 < Ni(n) <n=0< fr(n) <1, k=1,2,...,K.
K K
Também, ZNk(n) =n= ka(n) =1.
k=1 k=1
Algumas vezes estamos interessados na ocorréncia de casos especificos relaci-
onados com os resultados de um experimento. Por exemplo, considere ainda o
exemplo da urna com as bolas e o caso em que “uma bola de nimero diferente de
1 é selecionada”. Se uma bola de nimero diferente de 1 é selecionada, significa
que uma bola de nimero 0 ou 2 foi selecionada. A frequéncia relativa, neste caso,
serd obtida da seguinte forma:
NO n —|— NQ n
Necaso(n) = No(n) + Na(n) = feaso(n) = %
Portanto,

feaso(n) = fo(n) + fa(n).

1.2.3 Construcao de um modelo probabilistico
Podemos dizer que para a construgao de um modelo probabilistico devemos:
(i) definir o experimento aleatério correspondente;

(ii) especificar o conjunto de todos os possiveis resultados. Chamaremos esse
conjunto de espaco amostral,

(iii) especificar uma associacao de probabilidades para todos os casos de interesse.
Definiremos mais adiante esses casos através do que chamaremos de eventos.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos da Teoria
de Probabilidade

2.1 Especificacao de experimentos aleatorios

Um experimento aleatério é um experimento no qual o resultado varia de forma,
digamos, imprevisivel quando o experimento é repetido sob as mesmas condigoes.
Podemos dizer, de maneira informal, que um experimento aleatério é especificado
pela implementacao de um procedimento experimental e pela definicao do que serd
considerado com resultado do experimento.

Exemplo 2.1. Consideremos os sequintes experimentos aleatorios:

(i) E1: Selecione uma bola de wma urna contendo bolas numeradas de 1 a 50.
Anote o nimero da bola.

(ii) E2: Lance uma moeda trés vezes. Anote o nimero de caras.

iii) E3: Transmita um bloco de informacoes através de um canal ruidoso, re-
7
petidamente, até que um bloco livre de erros chegue ao receptor. Conte o
numero de transmissoes requeridas.

(iv) E4: Escolha um ndmero real ao acaso entre zero e um. Anote esse nimero.

2.2 O espago amostral

Embora os resultados em experimentos aleatoérios sejam imprevisiveis, é necessario
determinar o conjunto de possiveis resultados.
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Definimos resultado ou ponto amostra ou simplesmente amostra de um expe-
rimento aleatério como um resultado que nao pode ser decomposto em outros
resultados. Dessa forma, quando realizamos um experimento aleatério um, e so-
mente um, resultado ocorre. Assim, os resultados sdo mutuamente exclusivos no
sentido de que eles nao podem ocorrer simultaneamente.

Definimos o espaco amostral S de um experimento aleatério como o conjunto
de todos os resultados possiveis. Denotaremos um resultado de um experimento
aleatério por €. Assim, £ é um elemento de S.

Exemplo 2.2. A seguir estdo exemplos de espagos amostrais, relacionados com
os experimentos E1, Eo, Eg e Ey, respectivamente.

(i) 81 = {1,2,...,50}.
(i) S» = {0,1,2,3}.

(iii) S5 = {1,2.3,...}.

(iv) Su={zeR:0<z <1} =[0,1].

Chamaremos S de espago amostral discreto se S for contével, e chamaremos .S
de espago amostral continuo se S nao for contavel. Nos exemplos, S1, S5 e S3 sao
discretos e Sy é continuo.

2.3 Eventos

Muitas vezes nao estamos interessados apenas nos resultados de um experimento,
mas se o resultado desse experimento satisfaz certas condigoes. As condigoes de
interesse definem um subconjunto do espago amostral; ou melhor, o conjunto de
resultados (£) do espaco amostral (S) que satisfazem as condigbes dadas.

Neste texto, evento serd definido simplesmente como um subconjunto do
espaco amostral S. O evento chamado evento certo é o préprio conjunto S
e consiste de todos os resultados possiveis e o evento nulo ou impossivel nao
contém nenhum resultado possivel.

Exemplo 2.3. A sequir estdo exemplos de eventos relacionados com os experi-
mentos E1, Eo, Eg e Ey4, respectivamente.

(i) e1: “um numero par € selecionado”
e1 ={2,4,...,48,50}.

: “o numero de caras € igual ao numero de coroas”

@ 2
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4

(iii) e3 “menos que dez transmissoes sao requeridas’
es ={1,2,...,9}.

eq @ “o numero selecionado é nao-negativo”
€4 = 54 .

(iv)

2.4 Axiomas de probabilidade

Probabilidades sao ntimeros associados a eventos que indicam quao “provavel” é
a ocorréncia de um evento quando um experimento é realizado e uma “lei” de
probabilidade é uma fungao que associa um ntimero a um evento.

Seja E um experimento aleatério com espago amostral S. Uma lei de proba-
bilidade para o experimento E é uma “regra” que associa a cada evento A um
ntmero P[A], chamado de probabilidade de A.

A lei de probabilidade deve satisfazer os seguintes axiomas:

(i) P[A] > 0.

(ii) P[S] = 1.

(iii)Se AN B =0 = P[AU B] = P[A] + P|[B|.

(iii)’ Se A1, A, ... é uma sequéncia de eventos tais que A; N A; = (), para todos
1 # j, entao

PlURZ, Ag] = ) P[A].
k=1

Corolario 2.1.
(i) P[A]=1- P[A].
(ii) P[4] < 1.
(iif) P[0] = 0.
(iv) Se Ay, Aa, ..., A, sao mutuamente exclusivos 2 a 2 entdo

n

PUp_ Akl =) PlA], n>2.
k=1

(v)P[AU B] = P[A] + P[B] — P|AN B).
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(vi) PIAUBUC] = P[A] + P[B] + P|C] — P[ANnB]— P[ANC| - P[BNC] +
P[ANnBNC].
(vii) P[UR_  Ax] = iP[Aj] — ZP[A]- NAgl +...+ (=1)"IP[A1 N...N A,
j=1 j<k

(viii) P[AU B] < P|A] + P[B].
(ix) Se A C B = P[A] < P|B].

2.5 Espacos amostrais discretos e continuos

Considere S = {a1,as2,...,a,} um espago amostral finito, sendo todos os even-
tos elementares sao mutuamente exclusivos. Assim, a probabilidade de qualquer
evento B = {a},a},...,a,} é dada por P[B] = P[{a},d},...,al,}] = P[{a}{}] +
Pl{ay}] + ...+ Pl{al,}).

Considerando S um espago amostral infinitamente contavel, digamos S =
{b1,ba,...,bn,...}, a probabilidade do evento D = {b},b5, ...} é dada por P[D] =
P{b1}] + PRBGI + -

Se os resultados do espago amostral discreto S sao igualmente provéaveis entao
a probabilidade de um evento é igual a razao entre o nimero de elementos do
evento e o numero total de elementos do espago amostral.

Espacos amostrais continuos aparecem em experimentos nos quais os resulta-
dos s@o numeros reais. Os eventos de interesse nesses experimentos consistem de
intervalos da reta real e de complementos, unioes e intersegoes desses eventos. Por
esta razao, leis de probabilidade em experimentos com espagos amostrais continuos
especificam uma regra para associar numeros a intervalos da reta real.

Considere o seguinte exemplo: “Tome um nimero x ao acaso entre zero e um”.
O espago amostral S para esse experimento é o intervalo [0, 1], que nao é contével.
Se nés supomos que todos os resultados de S sao igualmente provéveis, entao
podemos pensar que a probabilidade de o resultado estar no intervalo [0,1/2] é a

mesma de o resultado estar no intervalo [1/2,1] e seria igual a 3 Porém, como

h4 infinitos nimeros (incontéveis) neste intervalo, a probabilidade de o resultado

ser exatamente igual a 2 por exemplo, seria zero.

2.6 Probabilidade condicional

Muitas vezes estamos interessados em determinar se dois eventos, digamos A e B,
estao relacionados, no sentido de que o conhecimento da probabilidade associada
a um deles altera a probabilidade associada ao outro.
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Queremos encontrar a probabilidade P[A|B], isto é, a probabilidade do evento
A, conhecida a probabilidade do evento B. Em outras palavras, de uma maneira
informal, queremos encontrar a probabilidade do evento A, dado que o evento B
ocorreu.

Definicao 2.1. A probabilidade condicional P[A|B] é definida por:

P[AN B]

PAIB) = =5

. P[B] > 0. (2.6.1)

Exemplo 2.4. Uma urna contém duas bolas pretas numeradas (1 e 2) e duas

bolas brancas, também numeradas (3 e 4). Retira-se uma bola da urna e anota-

se seu numero e sua cor. Assim, O espaco amostral desse experimento € S =

{(1,p),(2,p),(3,b),(4,b)}, sendo os quatro resultados igualmente provdveis.
Considere os sequintes eventos:

A={(1,p),(2,p)} - bola preta selecionada
B ={(2,p),(4,b)} - bola com nimero par selecionada

C ={(3,b),(4,b)} - nimero da bola é maior que 2

Determine:
(i) P[A|B]
(i) P[A|C]
Solugao:
. P[AnB] 1/4 1
P[A|B] = ———— = = = - = P[A].
.. _ P[ANC] 0/4
(ii) P[A|C] = PlC] 24 0 # P[A].
Observe que em (i) o conhecimento de B ndo alterou a probabilidade de A
2
P[A] = 1= 5) Porém, no segundo caso, o conhecimento de C' implicou que A

nao tinha ocorrido.
OBS: Em alguns problemas é conveniente usar a férmula

P[AN B] = P[B|A]P[A] ou P[AN B] = P[A|B|P|B].
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Exemplo 2.5. Uma urna contém duas bolas pretas e trés bolas brancas. Duas
bolas sao selecionadas ao acaso, sem reposicao, e a sequéncia das bolas € anotada.
Encontre a probabilidade de as duas bolas selecionadas serem pretas.

Solugao:
Considere os eventos: Bj - a primeira bola é preta e Bs - a segunda bola é preta.

Queremos calcular P[B; N Ba].

1 2
Temos que, P[Bl ﬂBQ] = P[B2|B1]P[B1] 1\/[21JS7 P[B2|B1] = Z e P[Bl] = —.

5
2 1 1
L PBiNBy|=-x—-=—.
080, PIBIN Bo] = 533 = 1
Teorema 2.1. Teorema da probabilidade total
Sejam Bi, Ba, ..., B, eventos mutuamente exclusivos cuja unido € igual ao

espago amostral S. Dizemos, neste caso, que fizemos uma parti¢cao no conjunto S.
Qualquer evento A, de S, pode ser representado por

A =ANS=AN(B1UBU---UBy,)
=(ANB)UANDB)U...U(ANB,).

Assim,

P[A] = P[AN B+ P[AN Bg]+ ...+ P[AN B,

ou

P[A] = P[A|B1]P[Bi] + P[A|B2]P[Bs] + ... + PIA|B,]P[B.). (2.6.2)

Exemplo 2.6. Considere uma urna contendo duas bolas pretas e trés bolas bran-
cas. Encontre a probabilidade de ao retirarmos duas bolas, ao acaso, sem reposi¢ao,
a sequnda ser branca.

Solucao:

Para usar o Teorema da probabilidade total, devemos encontrar uma particao
do espago amostral S. Consideremos os dois eventos seguintes:

A; - a primeira bola é preta e By - a primeira bola é branca.

Observamos que S = A; U Bj.

Consideremos, entao, o seguinte evento:
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C - a segunda bola é branca.
Queremos calcular P[C].
Pelo Teorema da probabilidade total, temos

P[C] = P[C|A1]P[A] + P[C|B1|P[B].

3 2 2 3 3
Portanto, P[C] = - X -4+ - X - = =
ortanto, P[C)| 4><5—i—4><5 5
2.6.1 Regra de Bayes
Considere By, Bo, ..., B, a particdo de um espago amostral S. Queremos calcular

a probabilidade do evento Bj, dado que o evento A ocorreu, sendo A um evento
qualquer.

Pela definicao de probabilidade condicional, temos:

PlBs1A) = C5n
Mas,
PlAIB)| = Z5E = PLAN B = PLABIPIB.
Assim,
_ P[AnB;]  P[A|B;|P[B,]
PIBIA= =0 == Py
Portanto,
p(B;|4] = —LAIBIPIB] (2.6.3)
> PA|B,]P[B)]
j=1

que é conhecida como Regra de Bayes.

Exemplo 2.7. Quatro mdquinas em uma fabrica produzem os mesmos componen-
tes eletronicos. Em determinado periodo, a producdo foi a sequinte: A mdquina
1 produziu 2000 componentes, sendo 5% defeituosos; a mdquina 2 produziu 500
componentes, sendo 40% defeituosos e ass mdquinas 3 e 4 produziram 1000 com-
ponentes cada, com 10% defeituosos. Escolhe-se um componente ao acaso.
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(1) Qual é a probabilidade de o componente escolhido ser defeituoso?

(ii) Examinamos o componente selecionado e comprovamos que é defeituoso. Qual
é a probabilidade de ser da maquina 27

Solucao:

(i) Seja D o evento “componente defeituoso” e seja B; o evento “componente da
i-ésima méquina”. Queremos calcular P[D].
Assim,

P[D] = P[D|B1\|P[B\] + P[D|Ba]P[Bs] + P[D|Bs]P[Bs] + P[D|B4] P[By].

E

)

100 1 200 1 100 1 100 1
PD] = —— x =42~ 0 20,1625
IP1= 5000 % 2" 500 * 1 1000 <1 T 1000 X1

(ii)

200 1
P[D|B:|P[Bs] _ 500 " 4
P[By|D] = = =0,615.
[B2|D] P|[D] 0,1625

2.6.2 Eventos independentes

Se o conhecimento do evento B nao altera a probabilidade do evento A, dizemos
que o evento A é independente do evento B.
Nesse caso, escrevemos

[AN B]

PlA] = P[A|B] = PP[B] o P[AN B] = PIAP[B].

Exemplo 2.8. Uma bola € selecionada de uma urna contendo duas bolas pretas

numeradas (1 € 2) e duas bolas brancas numeradas (3 e 4). Considere os sequintes
eventos:

A: “bola preta selecionada”
B: “ndmero par selecionado”

C: “nidmero da bola maior que 2 (dois)”
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(i) Verifique se os eventos A e B sdo independentes.
(ii) Verifique se os eventos A e C sao independentes.

Solugao:

1

(i) PI4] = P[B] = 5, PIAN B = 1, PIAN B] = PIA]P[B].

N~

Logo, os eventos A e B sdo independentes.
(ii) P[ANC] = P[] =0 +# P[A] =0,5.
Portanto, os eventos A e C nao sao independentes.

OBS: Se dois eventos tém probabilidade ndao-nula e sdo mutuamente exclusivos
entdo eles nao podem ser independentes. Prove isso!

2.6.3 A lei da probabilidade binomial

Considere a realizagao de um experimento e a verificagao de um evento, digamos
A. Dizemos que o resultado da chamada tentativa de Bernouilli é um sucesso se
A ocorre e uma falha caso contrario. Estamos interessados em encontrar a proba-
bilidade de k sucessos em n repeticoes independentes de tentativas de Bernouilli.

Teorema 2.2. A probabilidade de k sucessos em n tentativas (independentes) de
Bernouilli é dada pela letr de probabilidade binomial

pu(k) =CrFp"(1 —p)" %, k=0,...,n (2.6.4)
sendo pp(k) a probabilidade de k sucessos em n tentativas, p a probabilidade
|
de um sucesso e CF = k'(+—/€)' o coeficiente binomial.

Exemplo 2.9. Suponha que uma moeda viciada seja lancada trés vezes. Consi-
dere que a probabilidade de se obter cara, em um lancamento, € p. Determine as
probabilidades da sequéncia de caras e coroas.

Solugao:
P[trés caras] = C3p*(1 — p)? =p? ,
P[duas caras e uma coroa] = C2p?(1 — p)t = 3p?(1 — p) ,
P[duas coroas e uma cara] = Cip'(1 —p)? = 3p(1 — p)? ,
Pltrés coroas] = C{p°(1 — p)® = (1 —p)3 .
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2.7 Exercicios

(1) Considere A e B dois eventos. Sabemos que P[AUB] = P[A]+ P[B]—P[ANB].
Sejam A e B dois outros eventos tais que
A=A—(ANB) e B = B—(ANB). Prove que P[AUB] = P[A]+ P[B]—-2P[ANB].

(2) Duas moedas M7 e Ms viciadas sdo tais que a probabilide de se obter cara ao
jogar a moeda M; é p; e a probabilidade de se obter cara ao jogar a moeda My é
p2. Escolhe-se uma das duas moedas, aleatoriamente, e essa moeda é jogada.

Determine:

(i) A probabilidade de o resultado obtido ser cara.

(ii) A probabilidade de que a moeda M, tenha sido usada, sabendo que o resul-
tado obtido foi cara.

(3) Uma instalacao industrial dispoes de um sistema de seguranga defeituoso: o
alarme dispara com probabilidade 0,90 quando hé incéncio, e dispara com proba-
bilidade 0,15 mesmo quando néo hé incéncio. A probabilidade de que ocorra um
incéndio neste tipo de instalagdo é de 0,05. Sabendo que o alarme estd soando,
qual a probabilidade de que um incéndio esteja realmente ocorrendo?

(4) Considere a experiéncia que consiste no langamento de um dado e assuma que
os resultados sejam equiprovaveis. Suponha que esta experiéncia seja repetida 10
vezes e determine a probabilidade de que um resultado nao menor que 3 ocorra
em 4 dessas 10 realizagoes da experiéncia.



Capitulo 3

Variaveis Aleatorias

3.1 Definicao de variavel aleatéria

Definigao 3.1. Uma varidvel aleatdria (real) é uma fungdo (real) que associa um
numero real a cada resultado do espago amostral de um experimento aleatdrio.

Considerando X a varidvel aleatoria, S o espago amostral, e & cada resultado
do espaco amostral, temos:

X:S—R

e LX), (3.1.1)

O espago amostral S é o dominio da varidvel aleatéria e o conjunto Sy de todos
os valores obtidos para X é a imagem da varidvel aleatéria (Sx C R).

Exemplo 3.1. Uma moeda ¢é lancada trés vezes e a sequéncia de caras e coroas é
anotada.
O espaco amostral desse experimento €

S = {cce, cck, cke, ckk, kee, kck, kke, kkk} .

Seja X a varidvel aleatoria correspondente ao nimero total de caras dos trés
langcamentos. Temos,

& ccc cck cke ckk  kee kck kkc kkk
X(¢: 3 2 2 1 2 1 1 0

Portanto, X € uma varidvel aleatdria com valores em Sx = {0,1,2,3}.
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3.2 Funcao distribuicao de probabilidade

Definicao  3.2. A funcao  distribuicio de  probabilidade  (F.D.P.),
também chamada de funcao distribuicao cumulativa, de uma varidvel aleatoria
X, € definida como a probabilidade do evento {X < x}. Devemos observar que,
embora o correto seja escrever X (§) < x, a grande maioria dos textos que tratam
do assunto escrevem, de maneira simplificada, X < x.

Assim, Fx(x) = P[ X <z], z € R.
Propriedade 3.1.
(i) 0 < Fx(z) < 1.
(ii) IEIEOOFX(J:) =1.
(iii) IEIElOOFx(I) =0.
(iv) Fx € ndo-decrescente.

(v) Fx ¢ continua a direita.

(vi) Pla < X <b]=Fx(b) — Fx(a).
Demonstragao:
Temos, {X <a}U{a < X <b} ={X <b}. Portanto,
Fx(a)+ Pla< X <b]=Fx(b) e Pla< X <b] =Fx(b) — Fx(a).

(vii) P[X = b] = Fx (b) — Fx(b™).
(viii) Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a™).
(ix) P[X > 2] =1- Fx(x).

OBS:
(i) Definimos fungao de massa de probabilidade (FMP) de X, px, por

px(xk) = P[X = xk]

(ii) Se Fx é continua entao

Pla<X <b=Pla<X<b=Pla<X <b=Pla< X<}
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Exemplo 3.2. Considere o lancamento de uma moeda trés vezes. Seja X a
varidvel aleatoria que associa o resultado com o numero de caras obtido. Encontre
a expressao da funcao distribuicdo de probabilidade Fx .

Solugao:

A definicao da variavel aleatoria X é dada por:
£ — X(©)
ccc — 3
cck — 2
cke — 2
ckk — 1
kce — 2
kck — 1
kkec — 1
kkk — 0

Portanto,
P[X—O]—l'P[X 1]—3'13[)(—2]—3eP[X—?,]—1
8 8 S8 S8

Assim, a fungao distribuicao de probabilidade F'x é definida por:

0,z<0
1
g,O§x<1
4 1
Fx(z) = 3= lsw<2
7
1, z2>3

Podemos escrever

Fx(z) =0+ %u(:z:) + gu(:zr -1+ gu(x —-2)+ éu(x -3)

Fx(2) = px (0)u(z) + px (Du(z — 1) + px (2)u(z = 2) + px (3)u(z - 3)

0,z<0

sendo u a fungéo degrau unitério definida por u(z) = { 1. 2>0

)

A Fig. 3.1 mostra o esboco do gréfico de Fx.



30 Variaveis aleatorias

1|
I
7 I
— - —— 9o
8 I |
| |
I 1
| |
| l
l i
1 | |
——— ——— 9o I
2 | | I
| | I
| I I
| | |
| | 1
| | 1
| | |
1 | | l
— & —o | |
8 ! | |
| [ !
\ | I

0 1 2 3 X

Figura 3.1: Grafico da funcao distribuicao de probabilidade F'x associada a variavel
aleatéria X do exemplo.

Exemplo 3.3. Seja T o tempo de transmissdo de uma mensagem através de um
sistema de comunicacdo. Considere que T obedece a sequinte lei de probabilidade:

P[T>tl=e? A>0,t>0.
Também, P[T <t]=0, ¢t <O0.

(i) Determine a expressio da F.D.P. Frp(t).
(ii) Calcule P {l <T< z}
A A
Solugao:
(§) Po(t) = PIT < 1) - { et _e 30
(ii)

frred] = G) ()

=(1-e?)—-(1-e1)~0,233.
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3.3 Tipos de variaveis aleatorias

3.3.1 Variavel aleatdria discreta

A F.D.P. de uma variavel aleatéria discreta pode ser escrita na forma

Fx(z) =Y PIX = zxlu(z — xx) (3.3.2)

sendo K € N.

Exemplo 3.4. Uma fonte produz dois tipos de mensagens: M7, com probabilidade
p de ocorrer, e Ms, com probabilidade 1 — p. Seja X a varidvel aleatoria definida
por

x0-{ 11200

Encontre a expressio de Fx(x).

Solugao:
0,z<0
Fx(z)=< p,0<z<1
1, z>1.
Portanto,

Fx(z) = P[X = 0Ju(x) + P[X = 1Ju(z — 1) = pu(z) + (1 — p)u(z — 1).

3.3.2 Variavel aleatdria continua

Uma varidvel aleatdria continua X tem F.D.P. (Fix) continua.

Exemplo 3.5. Seja X a medida de tensao de ruido em um determinado ponto de
um circuito com as sequintes probabilidades:

P X|<V]=1eP] X |>V]=0.

Encontre a expressio da F.D.P. Fx da varidvel aleatoria X, considerando
que as probabilidades da varidvel X sao uniformemente distribuidas no intervalo

[V, V].
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Solugao:

Sex < -V =PX<z]=0.

x

1 r+V
Se -V<r<V=PX<zl=[ —dt= .
e VsesV=PX<a /,V2V 2V
Vi
S V=PX<z|l= —dt=1.
exr > [X <2] /V2V

Assim,

0, x< -V
14
Fx(x) = I;V , —V<z<V
1,z2>V.

Obs: Devemos observar que para varidveis aleatorias continuas

P[X =z] =0, Vz.

3.3.3 Variavel aleatdria mista

Uma varidavel aleatoria mista tem F.D.P. descontinua em um conjunto finito de
pontos e é continua em pelo menos um intervalo.

Exemplo 3.6. Seja X a medida de tensao de ruido em um determinado ponto de
um circuito, com as sequintes probabilidades:

PIX=-V]=P[X=V] =, P[ X|<V]=% ¢ P| X |> V] =0,

Escreva a expressao da F.D.P. (Fx) da varidvel aleatéria X, considerando que
a varidvel aleatéria X ¢é distribuida uniformemente em (—V, V).
Solucao:

Sex < -V = Fx(z) =0.

1
Sex:—VéFX(x):P[ng]:g
Se—V<:v<V:>F(:v)—l—i-/widt—i(:v—i—V)-i-l
AT L8V T T8y 8
7

Sex >V = Fx(z) =1.

Assim,
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OBS:
(i) Para v.a. continua: Fx(z7) = Fx ().

(ii) Para v.a. discreta: Fx(x;) — Fx(z; ) = P[X = z4].

3.4 Funcao densidade de probabilidade

Seja X uma varidvel aleatéria continua com F.D.P. Fx.

Podemos escrever,

Pz < X <z+4+ Az] =Fx(x+ Azx)— Fx(z)
:FX(x—i-Ax)—FX(x) Ag
Az

Para Az “pequeno”, temos Plr < X <z + Az] ~ Fi (z) Az.

Logo, de modo informal, podemos dizer que a probabilidade de X estar préximo
de x é Fi(x)Ax.

Definicao 3.3. Definimos, entao, a densidade de probabilidade da varidvel alea-
toria X, denotada por fx, por:

fx(x) = Fx(z). (3.4.3)

Também, de maneira informal, podemos interpretar a densidade de probabili-
dade da varidvel aleatéria X como a quantidade de probabilidade por unidade de
medida.

Propriedade 3.2.

(i) fx(x) > 0.

b
(if) Pla< X <} = / Fx(@)da.
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mn&@=[UMWt

+oo
(iv) 3 fx(z)dz = 1.

Exemplo 3.7. A f.d.p. de uma varidvel aleatéria X € dada por

b <z<b
fx@) =4 b=a’ ="
0, x<aex>b
sendo a, b e R.

Escreva a expressao da F.D.P. Fx.

Solugao:

Sex<a= Fx(z)=0

1 T —a
S <z<b F = —dt = .
ea<z<b= Fx(z) /ab—a -
Sex>b= Fx(z)=1.

Assim,
0,z<a
Fx(x) = gg:z,agxgb
1,z2>0.

Exemplo 3.8. Seja X uma varidvel aleatoria com func¢do densidade de probabi-
lidade fx definida por:

Alx+5), -5<zx<—4
fx@)y=¢ A, d<z<4
—A(x—=5),4<z<5
Sendo A uma constante positiva.

(i) Faga um esbogo do grdfico de fx.

(ii) Determine o valor da constante A.

(iii) Determine a expressio da Fungao Distribuicdo de Probabilidade da varidvel
aleatoria X .
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(iv) Faga um esbogo do grdfico de Fx.
(v) Determine a probabilidade P[X > 4].

Solucgao:
(i) O esbogo do grifico de fx estd mostrado na Fig. 3.2.

y

|
|
|
|
|
|
|
|
-5 -4 0 4 5 X

Figura 3.2: Grafico da funcao densidade de probabilidade fx associada & variavel
aleatéria X do exemplo.

+oo (10+8)x A

1
(ii) Temos que fx(@)der=1< =1A=_.

_ 2 9
(iii) A expressao da F.D.P. da varidvel aleatéria X serd dada por:
Sex < -5 Fx(x)=0
1 z?2 5z 25

Se -5 < —4 F = —(t+d)dt=—+ — + —
e <z < & Fx(x) /_59(+) 18+9+18

1 1 1 4
Se—4§x<4<:>FX(:z:):E+/ §dtzﬁ+x;
4

1 8 o1 2 5 7
Se4§x<5(:>FX(x)=—+—+/ ——(t—5)dt:—x—+—x——
4

18 9 9
Sex>5 Fy(z) =1
(iv) A Fig. 3.3 mostra um esbogo do grifico de Fx.

(v) Temos que P[X >4]|=1-PX <4]=1-Fx(4)=1- —=—.
OBS:

Quando F'x nao é continua, podemos estender a definicao de f.d.p. usando a
distribuicao delta de Dirac, denotada por 4.
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Figura 3.3: Grafico da funcao distribuicao de probabilidade F'x associada a variavel
aleatéria X do exemplo.

d
Usamos o fato de que, no sentido das distribuicoes, d—[u(x)] = §(z), sendo u
x

a distribuicao degrau unitdrio e § a distribuicdo delta de Dirac.
Assim, se X é uma varidvel aleatéria discreta, temos

Fx(z) = ZP[X = zp|u(z — )
k

fx(x) = ZP[X = 21]0(x — xp).
k

3.5 Exemplos de variaveis aleatoérias

3.5.1 Variaveis aleatoérias discretas
Variavel aleatéria de Bernouilli

Seja A um evento relacionado aos resultados de algum experimento aleatério. A
fungao indicatriz do evento A, denotada por I4, é definida por:

[ 0,sef¢ A
IA(O_{ 1,se€A.

Definimos uma varidvel aleatéria X = I4 e chamamos essa variavel aleatdria de
variavel aleatéria de Bernouilli. Observamos que

Sx ={0,1}.
Escolhendo, por exemplo, P[X =0] =pe P[X =1] =1 — p, temos

Fx(z) = pu(x) + (1 — p)u(x — 1) (3.5.4)
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fx(@)=pd(z)+ (1 —p)dlx—1). (3.5.5)

Variavel aleatdéria binomial

Considere que um experimento aleatério seja repetido n vezes. Considere A um
evento, {; o resultado para cada repeticao do experimento; isto é, j = 1,...,n.
Seja X o ntmero de vezes que &; € A. Portanto, X é uma variavel aleatéria com
Sx ={0,1,...,n}.

Considerando I; a funcao indicatriz para o evento A na j-ésima tentativa, temos
X=h+L+...4+1,.

A varidvel aleatdria X é chamada de variavel aleatéria binomial.

Pelo Teorema Binominal, sabemos que

P[X =k = < Z )pk(l—p)"k L k=0,...,n.,
sendo P[X = k| a probabilidade de obter k sucessos em n tentativas.
Assim,
~/n n—
Fx(z) = Z ( i )pk(l —p)" Fu(z — k) (3.5.6)
k=0
e

n
_ n ki1 yn—k .
re@) =30 (3 ) pr e . (35,7
k=0
Essa variavel aleatéria surge em aplicagoes onde ha apenas dois tipos de resulta-
dos para cada experimento, por exemplo, cara/coroa, certo/errado, bom/defeituoso,
etc.

Variavel aleatoria geométrica

Seja X a varidvel aleatoria correspondente ao nimero de tentativas de um experi-
mento até a ocorréncia de um sucesso. A varidvel aleatéria X é chamada varidvel
aleatoria geométrica e Sx = {1,2,...}.

Temos, P[X = k] = (1 —p)*"'p, k = 1,2,... sendo p a probabilidade de
sucesso em cada tentativa (chamada de tentativa de Bernouilli).

Assim,

—+oo

Fx(z) = Z(l — ) pu(z — k) (3.5.8)
k=1
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+oo
fx(@) = (1-p)* 'ps(z — k). (3.5.9)
k=1
Variavel aleatéria de Poisson
A varidvel aleatéria de Poisson X é definida por

ak

PX =k = ﬁe_o‘ , k=0,1,2,..., sendo o uma constante.
Assim,
o0 Ozk
Fx(z) = Zﬁe*au(x — k) (3.5.10)
k=0 """
e
+o00 Ozk
fx(z) = Zﬁe*%(m — k). (3.5.11)
k=0 """
OBS:

Se n é grande, p pequeno e a = np, podemos usar a aproximagao

k
n ki1 _ n—kwa_ —a

3.5.2 Variaveis aleatérias continuas

Variavel aleatéria uniforme

A f.d.p. de uma variavel aleatéria uniforme é dada por

1

<zx<b

fx@) =< b—a> “=7= (3.5.12)
0, z<aouzxz>0b

sendo a,b € R e

0,z<a
Fy(z) = gg:z La<z<b (3.5.13)

1,z2z>0.
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Essa variavel aleatoria aparece quanto todos os valores na reta real, no intervalo
[a, b], sdo igualmente proviveis.
As Figs. 3.4 e 3.5 mostram os esbogos dos gréficos de fx e Fx, respectivamente.

Y

Figura 3.4: Gréfico da funcao densidade de probabilidade fx associada & variavel
aleatoria uniforme X.

Figura 3.5: Gréfico da funcao distribuicao de probabilidade F'x associada a variavel
aleatéria uniforme X.
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Variavel aleatoria exponencial

A f.d.p. da variavel aleatéria exponencial é definida por

0, z<0 0,z<0
el ={ A0 s ={ ]

Sendo A um nudmero real.

)

Variaveis aleatorias

(3.5.14)

As Figs. 3.6 e 3.7 mostram os esbocos dos graficos de fx e Fx, respectivamente.

y

Figura 3.6: Grafico da funcao densidade de probabilidade fx associada & variavel

aleatdria exponencial X.

Variavel aleatéria gaussiana
A f.d.p. de uma variavel aleatéria gaussiana é definida por

1 _(@=m)?
fx(@)=—e€ 22 ,z€eR,

V2o

sendo m e o numeros reais.

Consideremos a fungao ® definida por:

O(z) = \/%/ e % dt.

(3.5.15)

(3.5.16)

Observamos que a fungao ® é a F.D.P. da varidvel aleatoria gaussiana para

m=0eoc=1.
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Figura 3.7: Grafico da funcao distribuicao de probabilidade F'x associada a variavel

aleatéria exponencial X.

Assim, a F.D.P. da variavel aleatéria gaussiana X é dada por

Fx(z) = ® (w - m) . (3.5.17)

g

Definindo, ainda, a fungao erf por
1 T2
erf(z) = —/ e~z dt (3.5.18)
0

podemos escrever

bx) = 1/%/_OOO et + E/ (3.5.19)
el

A Fig. 3.8 mostra o esboco do grafico da funcao erf.
Devemos observar que a funcao erf é fmpar; isto é,

erf(z) = —erf(—x).

Portanto,
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0|

Figura 3.8: Esbogo do grafico da fungao erf.

Resumindo, se X ¢é a varidvel aleatéria gaussiana de f.d.p. fx definida por

1 (z—m)?
e 22 reR, 3.5.20
V2mo ( )

entao sua F.D.P. Fx é dada por

fx(z) =

FX(J:):%+erf (I_Um) . (3.5.21)

As Figs. 3.9 e 3.10 mostram os esbocos dos grificos de fx e Fx, respectiva-
mente.

Figura 3.9: Grafico da funcao densidade de probabilidade fx associada a variavel
aleatdria gaussiana X.

H4 varias outras variaveis aleatérias igualmente importantes, dependendo da area
de aplicagao, como, por exemplo, as variaveis aleatérias de Rayleigh, RICE, Na-
kagami, Gamma e outras. E, ainda, varidveis aleatérias provenientes de varidveis
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Figura 3.10: Grafico da funcao distribuicao de probabilidade Fx associada a
variavel aleatoria gaussiana X.

aleatérias conhecidas, como a lognormal e a logRayleigh. Discutiremos algumas
dessas variaveis aleatorias nos exercicios e nos capitulos seguintes.

3.6 Funcoes de variaveis aleatorias

Seja X uma variavel aleatéria e seja g uma fungéo real de varidvel real. A fungao
definida por Y = ¢g(X) é também uma varidvel aleatéria. Queremos entao encon-
trar a fungdo densidade de probabilidade de Y, conhecida a fun¢ao densidade de

probabilidade de X.

d%my) — Lply <y,

Consideremos fy (y) = dy

Exemplo 3.9. Seja Y uma varidvel aleatoria definida por Y = aX + b sendo
a,beR, a0 e suponha que X tenha F.D.P. Fx. Encontre expressoes para Fy
e para fy.

Solucgao:
Temos que,

Fy(y)=PlY <y]=PlaX +b<y]=PlaX <y-—b|.
Sea>0:>Fy(y)—P[X§y;b} = Fy (y;b) .
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h—
Sea<0=Fy(y) =P |X > —ay
-b -b
—plx>"? :1—Fx(y—>.
a a
Assim,
Fx<y—) , a>0
a
Fy(y) = y—b
1-Fx ([2=2) ,a<o0
a
dF dF du y—>b
E = = —— sendo u =
Iy dy ~ dud sendo u -
Logo,

1 —b
De forma compacta, fy(y) = mfx <y_)

Exemplo 3.10. Considere a varidvel aleatéria Y = X? sendo X wma varidvel
aleatoria continua. Ache a f.d.p. e a F.D.P. de Y, em termos da f.d.p. e da
F.D.P. de X.

Solugao:
Temos,
Fy(y) = P[Y <y] = P[X? <y] = P[-/y < X < /Y]

Logo,

0, y<0

Fy(y) =
Fx(Vy) = Fx(=yy) y 2 0
d dF du
ASSimv .fY(y) = diyy = gd_y E7
0,y<0
friy) =< xGWW) | Ix(=vY)
27 + N , y>0.

Exemplo 3.11. Seja Y = cosX sendo X uma v.a. uniforme no intervalo [0, 27].
Ache a f.d.p. e a F.D.P. de Y.
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Solugao:

Temos que, Fy (y) = P[Y < y] = PlcosX <yl.

Se cosX <y = arccosy < X < 27w — arccosy.

Assim, PlcosX < y] = P[X <27 — arccosy] — P[X < arccosy].
Também,

1 —
fr(y) = fx(2m — arccosy)—=—— — fx(arccosy)
1—y92 1—92
1 1 1
2 1—y2 27T1/1—y2
1
=— —-1<y<l.
/1 —y?
Consequentemente,
0, y<-—1
1  arcsen
Friy)={ s+ —1<y<1
2 s
1, y>1.

3.7 Exercicios

(1) Considere o langamento de dois dados e a experiéncia cujo resultado consiste
na soma dos numeros obtidos com os dois dados. Defina esta soma como uma
variavel aleatéria X.

(i) Encontre a expressao da Fungao distribuicdo de probabilidade da varidvel
aleatoria X.

(ii) Calcule a probabilide de X assumir um valor no intervalo [7, 9].

(2) Suponha que um ponto (X,Y’) seja selecionado ao acaso do interior de um
circulo unitario e considere a varidvel aleatéria R dada pela distancia do ponto a
origem.

(i) Escreva a expressdo da Fungdo distribuigdo de probabilidade da varidvel
aleatoria R.

(ii) Escreva a expressao da fungao densidade de probabilidade da varidvel alea-
toria R.

(3) Seja X uma varidvel aleatéria e g uma fungao bijetora e diferencidvel tal que
Y = g(X). Considere fx e fy as fungbes densidade de probabilidade de X e Y,
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respectivamente. Prove que fx(z)dx = fy (y)dy.

(4) Os valores das resisténcias de um lote de resistores seguem uma distribuigao
gaussiana com m = 10002 e 0 = 20082. Qual é a probabilidade de ao escolher
um resistor ao acaso sua resisténcia estar entre 9002 e 1100927



Capitulo 4

Vetores de Variaveis
Aleatorias

4.1 Introducao

Definigao 4.1. Um vetor de varidveis aleatorias (ou um vetor aleatdrio) X éuma
fungao (vetorial) que associa a cada resultado & do espago amostral S um vetor

—

X (&)
Exemplo 4.1. Considere o experimento de selecionar o nome de um estudante
de uma urna e seja € o resultado deste experimento. Denotemos

A(&) = altura do estudante; P(§) = peso do estudante; 1(€) = idade do estu-
dante.

0 vetor X = (A(€), P(€),1(€)) ¢, entio, um vetor de varidveis aleatdrias e,
portanto, um vetor aleatdrio.

Exemplo 4.2. Considere & o registro de tensdo de ruido em um ponto de um
circuito, durante um determinado intervalo de tempo. Portanto, & = fe(t). Con-
sideremos a varidvel aleatdria Xy, = fe(kT), sendo k = 1,2,....N. O vetor

X = (X1, Xo,...,XnN) é portanto, um vetor aleatdrio.

4.2 FEventos associados a vetores aleatorios

O conjunto denotado por {)? < Z} representa, de forma compacta, o conjunto

{X1 <1, Xo<w9,..., X, <}

Esse conjunto é um evento para todo Z = (21, z2,...,2,) € R™.
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4.3 Independéncia

Dizemos que as variaveis aleatorias X, Xo, ..., X, sao independentes se

P[X, € Ay,..., X, € A,] = P[X; € A4]...P[X,, € A))]

onde A; é um evento que envolve X somente.

4.4 Funcao distribuicao de probabilidade conjunta

Definigao 4.2. A Funcao Distribuicdo de Probabilidade associada a um vetor
aleatorio X, chamada de F.D.P. conjunta, € definida por:

Fg: R"—R

7 — Fg(Z) = PIX < 7 (44.1)

sendo Fg(7) = P[X < 7] = P[X1 < 21, Xo < a,..., X, < ).
Podemos representar Fg(Z) por Fx, x,,...x, (1, T2, ..., Tn).
Consideremos o caso particular, bidimensional, com a F.D.P. conjunta das varidveis
aleatorias X e Y, Fxy, dada por

Fxy(z,y) = P[X <zeY <y].
Podemos escrever Fxy (z,y) = P[X <zNY <y

Exemplo 4.3. Bits sao transmitidos através de um canal de comunicag¢oes com
probabilidades de erro dadas de acordo com o esquema a sequir:

(i) Se o bit 1 for enviado, a probabilidade de o bit 1 ser recebido é p e, consequen-
temente, a probabilidade de o bit 0 ser recebido é 1 — p.

(ii) Se o bit 0 for enviado, a probabilidade de o bit 0 ser recebido é p e, conse-
quentemente, a probabilidae de o bit 1 ser recebido é 1 — p.

Consideremos a variavel aleatoria X representando os bits enviados e a varidvel

1
aleatéria Y representando os bits recebidos. Tomemos, P[X = 0] = P[X =1] = 3

Temos,
PlY =0|X =0]=p,
Py =1X=0=1-p,
Py =0X=1]=1-p,
Py =1X=1]=p.
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Lembremos que, pela regra de Bayes, P[A N B] = P[A|B]P|B].

Assim,
P[Y:OeX:O]:P[Y:0|X:()]P[X:()]_g,
P[Y:leX:O]:P[Y:1|X:()]P[X:()]_%7

1—
PX=1eY=0=PY =0/ X =1P[X =1 =2
P[Yzlele]:P[Y:1|X:1]P[X:1]zg.
A F.D.P. Fxy serd, entao, definida por:
Sex>ley>1= Fxy(x,y) =1.
Sex<0eyeR= Fxy(z,y) =0.

Sey<0eyeR= Fxy(z,y) =0.

Sex>ley<l=
Fxy(x,y) =P[X=1NY =0]+P[X=0NnY =0

_1-p p 1

=73 t373
Sex>ley>1= Fxy(z,y) =1.
1
Sex<1ey21:>FXy(a:,y):§.
b
Se:v<1ey<1:>FXy(:v,y)—§.

Propriedade 4.1. Consideremos o caso particular para a F.D.P. conjunta de
duas varidveis aleatorias, digamos X e Y. Temos,

(i) Fxy € nao-decrescente; isto €,
sex1 > X2 ey1 > Y2 = Fxy(z1,41) > Fxy (72, 92).
(ii) Fxy(—o0,y1) = Fxy(z1,—00) =0.
(iii) Fxy (400, +o0) =1.
(iv) Fx(x) = Fxy (2, +00) = P[X <@,y < fo0] = P[X <u].
(V) Fy(y) = Fxy (+00,y) = P[Y <y].
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4.5 Funcao densidade de probabilidade conjunta

Definigao 4.3. Seja X um vetor aleatério de dimensio n com F.D.P. Fg dife-

rencidvel. Definimos a f.d.p. conjunta f do vetor aleatdrio X por

877.

o1y ... O, Xl...Xn($1, ,I)

fg(@) = fx,.x,(x1,...,2n) =

4.5.1 Propriedades da f.d.p. conjunta

Consideremos, primeiro, o caso particular de um vetor aleatério bidimensional,
digamos de coordenadas X e Y. Temos, entao, os seguintes resultados:

Propriedade 4.2.
+oo +oo
(1) / / fxy(z,y)dedy =1.

@HM}MM:/L&WWWW.

(iii) Fxy(z,y) = /_; /_io fxvy(u,v)dvdu .

2 X
(i) v (o) = T

+oo
(V) fx(a) = / Fxv (. y)dy

— 00

+oo

(vi) fr(y) =/ fxy(z,y)dx.

— 00

OBS: fx e fy sao chamadas, nesse caso, de fungoes densidade de probabilidade
marginais.

Generalizando, para um vetor com n coordenadas, temos:

Propriedade 4.3.

—+o0 —+oo
(i)/ / fxlxn(l'l,,l'n)dxldl'n:l

(mPWemZA&@ma
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1 e
(ili) FXl...Xn(xlu-'-uxn):/ / le,,,Xn(ul,...,un)dun...dul.
—0o0 —00

(iv)
in (1’1)

+oo +oo
/ / - Xn ’U/17 ”7’U/7L)du1 ...dun

*consideramos n — 1 integrais.

4.5.2 Caso de vetor aleatdrio discreto

Consideremos um vetor aleatério discreto bidimensional de coordenadas X e Y.
Temos,

Propriedade 4.4.

() PIX,Y) € =D fxv(@j,uw) , (zj,u) €Q

400400

(i) D > fxv(@jm) =1

j=1k=1

(111) fX LL'] ZfXY x]uyk)

—+oo

(iv) fy (ur) =D Fxv (@5, 95)

j=1

Exemplo 4.4. Um trem chega a uma estagcao e para por cinco minutos antes de
prossequir. O instante de chegada do trem, contado a partir das 9h, em minuto,
pode ser modelado pela v.a. T, com f.d.p. fr(t) = 0,15~ 015 (¢).

(1) Calcule a probabilidade de o trem chegar na estagdo até as 9 : 20h.

(ii) Determine o maior atraso que um usudrio pode ter de modo que a probabilidade
de ele pegar o trem seja maior que 0,5.

(iii) Considere que o instante de chegada de um estudante & estaggo (contado a
partir das 9h, em minuto) € uma v.a. X e que a f.d.p. conjunta de X e T é:

fxr(x,t) = 0,06~ O1H0A2) (1) (2) .

Calcule a probabilidade de o estudante pegar o trem.
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Solugao:
20 20

(i) P[T < 20] = frt)dt = / 0,15e%1%dt ~0,95.
—00 0

+oo
(ii) P[T >a—5]= fr(t)dt > 0,5 = a < 9,621.

a—5
(iii)
P[T>X-5 =P[X<T+5]=P[(X,T)€ 4]
://fxy(x,y)da:dy.
A
Temos,

“+o0 t+5
P[(X,T) € Al = / / 0,06e~(0:15¢+0:42) gt ~ 0, 946.
0 0

Exemplo 4.5. O sinal recebido em uma transmissao via rdadio pode ser modelado
por
r(t) = Acos(wot +0O) , A>0 ou r(t) = Xcoswt + Y senwot

sendo X e Y waridveis aleatorias com f.d.p. conjunta fxy definida por

1 @2+
e 202

fXY(xvy) = Imo2

(i) Determine a probabilidade de a amplitude A ser maior que 1.
(ii) Encontre a expressao de fx(x).
Solucgao:
(i)
P[A > 1] \/W>1] PIX2+Y?%>1]

27 “+o0
/ / e 2(72 rdrdf = =e ~ 57 .
2mo?

—+oo

fx(@) = ny(a:,v)dv:/ T dy

— 00 — 00
1 a2

=...= e 202,

V2ro

(ii)

4.6 Funcoes distribuicao e densidade condicionais

Definigao 4.4. A funcdo distribui¢ao de probabilidade de uma v.a. X, condicio-
nada a ocorréncia de um evento M € definida por
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PIX <znM]

Fxjar(a) = PIX < 2lM] = =220

P[M] 0. (4.6.2)

d
Se Fx|a ¢ diferencidvel = fx|p () = d—FX‘M(:v).
x
O evento M também poderia ser descrito em termos da v.a. Y. Nesse caso,

M ={Y <y} ={€ € QY () <y}

. F x’
Assim, Fx|y<y(z) = %
Pois,

P X<znY <
Fxpyey(@) = PIX < 2y <y = DX = <]

PlY <y

%FXY(Iay)

Também, fx|y<,(r) = Fy (y)

Poderiamos tentar definir

PX <zNnY =y
PlY =y

Fxly—y(z) =
Mas, P[Y =y] = 0.

Dessa forma, definimos F'x|y—, por um processo de limite. Com isso, chegamos
ao resultado:

Fxjy—y(z) = (4.6.3)

/j fXY(U,y)dU
)= Iy (y)

Ixy (@) = foy=y(®) = %{Cy’)w . (4.6.4)
Analogamente,
Foix @) = Frixesly) = 22008 (4.6.5)
fx(z)
Resumo:
Fxy(@.y)

b FX‘YSQ(‘/I:) = FY (y)
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/_”” fXY(%y) du
(=) = Iy (y) '

o Fxy(z) = Fx|y—y(7) =

o fxiy(z) = fxy=y(z) = %@)y) '
’ XY(.’IJ,’U) dv
° FY\X(y) = FY|X:;E(y) _ J—-x fX(:E) '

4.6.1 Independéncia entre duas variaveis aleatorias

Duas varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se qualquer evento A; definido
em termos de X é independente de qualquer evento A, definido em termos de Y.
Isto é, P[X S Al,Y S AQ] = P[X S Al]P[Y S AQ]

Podemos mostrar que as variaveis aleatérias X e Y sao independentes se, e s
se,

ny(ilf,y) = Fx(I)Fy(y) (466)

para todos x e y.
Se Fx e Fy sdo diferencidveis, entdo fxv(z,y) = fx(@)fy (y).
Observemos que, neste caso, fx|y(z) = fx(z) e fy|x(z) = fy(y).

Demonstragao:
Os eventos A e B sao independentes se P[AB] = P[A]P|B].
Temos,
Fxy(z,y) = Fx(2)Fy (y) ou
PHX <zpn{Y <y} = P{X < z}|P[Y <y

E7
Pevlay) = el - B )
— %Fx(x)(%Fy(y) = fx(@)fy(y).
Também,
Fx(X|Y <y) = %@f/) = Ix(@).

Consequentemente, fx(z|Y <y) = fx(z) e fy(y|X <z)= fy(y).
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|
Generalizando, as varidveis aleatérias X1, ..., X, sao independentes quando
n
FXl,,,Xn(Jil,...,LL'n) = Hwa(‘rl) (467)
i=1
E, no caso das fungoes Fx, serem diferencidveis, temos
n
Fxvxa (@ an) = [T fx (). (4.6.8)
i=1
Exemplo 4.6. Considere X e Y duas varidveis aleatorias com f.d.p. conjunta

fxy dada por:

1
fxy(z,y) = 27T02€

Determine:

() fx(z) e fy(y). (fd.p.’s marginais)

(ii) fyx(y), concluindo sobre a independéncia das varidveis aleatorias X eY .

Solucgao:
Q) ) .
> ° 1 _1 22442
fx(z) = fXY(Iay)dy:/ 952¢ = 7
— 00 — 00
1 2 [T u?
= 6_2572 6_2572
V2mo —oo V2WOo
=1
1 22
= 6_20_2.
V2o
Analogamente,
+oo +oo 1 2242
fyy) = fxv(z, d:/ e 2 <
y( ) . ( y) Yy e 271'0'2
1 y? oo 1 z2
= —¢ 202 e 202
\V2mo oo V2O
=1
1 _ w2
= (& 202 .

ﬁ
3
S)
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(ii) Observamos, do item (i), que fxvy(z,y) = fx(x)fy (y). Portanto,

Frix(y) = %@;’) — R ).

Concluimos que X e Y sao varidveis aleatérias independentes.

Exemplo 4.7. Um painel controla as duracoes X eY de duas ligacoes telefonicas.
Essas duragoes podem ser modeladas por duas varidveis aleatdrias com f.d.p. con-
Junta

Fxy(w,y) = 10e” W u(z)u(y) .

O painel indica o nimero de ligagdes (0,1 ou 2) cuja duragdo ultrapassa o valor
T =0,5. Deste modo, a indicagdo do painel pode ser modelada como uma varidvel
aleatoria Z definida da sequinte forma:

e 7 =0, se nenhuma das ligagoes tem duracao maior que T'.
e / =1, se apenas uma das ligacoes tem durac¢ao maior que T.

o 7/ =2, se as duas ligagoes tém duracao maior que T'.

(1) Determine fx(z) e fy(y) e conclua sobre a independéncia das varidveis alea-
torias.

(ii) Determine a expressio de fz(z) e de Fz(z). Esboce os grdficos de fz e de
Fy.

(iii) Dado que apenas uma das chamadas teve duragdo maior que T, determine a
probabilidade de que a duracao X da primeira chamada exceda T .

(iv) Dado que ambas as chamadas tiveram duragao superior a T, determine a
probabilidade de que a duragao Y da sequnda chamada exceda o valor 1.

Solucao:
—+oo

(i) fx(z) = - Ixv(z,v)dv = 272,

Analogamente, fy (y) = 5e=5Y.
Assim, fxy (2,y) = fx(2)fv (y).

Logo, X e Y sao varidveis aleatorias independentes.
(ii)
P[Z = 0] PX<TY<T]
:/ ny x,y)dxdy ~ 0,58,
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05 J0,5
e
P[Z=1]=1-P[Z=0]-P[Z=2]=0,39.
Assim,
Fz(2) =0,58u(z) +0,39u(z — 1) + 0,03u(z — 2) e
fz(2) =0,585(z) + 0,390(z — 1) + 0,035(z — 2).
(iii)
B _ P[X>0,5eZ=1]
P[X >0,5|1Z=1] = Pz =1]
_P[X>O,5eY<O,5]_087
B P[Z =1] I
(iv)
B _PlY>1leZ=2]
PY >1Z=2] = PlZ =7
_PlY>1eX>0,5
= PZ =2 =0,37.

4.7 Exercicios

(1) Sejam X e Y varidveis aleatérias com fungao densidade de probabilidade
conjunta fxy dada por

Alz+y), 0<2z<1,0<y<1
0, caso contrario

fXY(‘Tu y) = {
sendo A uma constante.
(i) Determine o valor de A.

(ii) Encontre as expressoes das fungdes densidade de probabilidade marginais fx
e fy .
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(2) Considere X e Y varidveis aleatdrias com func¢ao densidade de probabilidade
conjunta fxy dada por

2

fXY(Iy): ;,$2+y2§1,y>0
0, caso contrario

(i) Encontre as expressoes das fungoes densidade de probabilidade marginais fx
€ fy .

(ii) Calcule P[X > Y.

(3) Sejam X e Y varidveis aleatdrias independentes com distribuigao uniforme no
intervalo [0, 1].

(i) Determine P[X +Y <1].

(ii) Considere a varidvel aleatéria Z = X + Y. Determine a funcao distribuigao
de probabilidade Fyz, da varidvel aleatoria Z.

(4) Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes com fungdes densidade de
probabilidade dadas, respectivamente, por:

fx(z) =e"u(x) e fr(y) = e Yuly) .
Determine a expressao da funcao densidade de probabilidade da variavel alea-

X
toria Z = — .
oria %



Capitulo 5

Momentos de Variaveis
Aleatorias

5.1 Valor esperado (ou média) de uma varidvel
aleatdria

Seja X uma v.a. discreta que assume os valores {z1,%s,...,2r}. Suponha que
a experiéncia associada a esta v.a. tenha sido realizada N vezes e que n(z;)
represente o nimero de vezes em que o evento {X = z;} ocorreu, sendo i =
1,...,k.

De acordo com o conceito de frequéncia relativa, temos

(i)
N

Assim, a média aritmética dos N resultados da experiéncia é dada por

PIX = 2;] = L i=1,....k.

mx = szn(%) . (5.1.1)

Definigao 5.1. O valor esperado ou média ou esperanga matematica da varidvel
aleatoria X € entao definido por

k
E[X] = inp[x =z]. (5.1.2)

Definigao 5.2. No caso de varidveis aleatdrias continuas, definimos

59
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myx = /+Ooxfx(x)d:v. (5.1.3)

— 00

Exemplo 5.1. Seja X uma v.a. distribuida uniformemente no intervalo [a,b].
Calcule mx .

Solucgao:

b
1 b
mX:/ dx:CH— .

xb—a 2

Exemplo 5.2. Seja X uma v.a. com f.d.p. gaussiana

1 1 (@—m)?
x(z) = e 2 o2
fx(z) oo
Calcule mx.
Solucao:
Too 1 _1-m)?
mx = 272 dr=...=m.

r———=€
oo V270

5.2 Variancia

Definigao 5.3. A wvaridancia da varidvel aleatoria discreta X ¢é definida por

—~N =
- > (i)
ok =Y (wi —mx) ~ (5.2.4)
=1

Observamos que a variancia de uma v.a. nada mais é do que a média aritmética
dos quadrados dos desvios (z; — mx), em relacao & média, dos N resultados da
experiéncia. Isto mostra que a varidncia de uma v.a. mede sua dispersao em torno
da média.

Definigcao 5.4. Se X ¢ uma v.a. continua entdao

+o0
o2 = / (2 — mx )2 fx ()da. (5.2.5)

— 00

Exemplo 5.3. Calcule a variancia de uma v.a. X uniformemente distribuida no
intervalo [a, b).
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Solugao:

b 2 2
b+a 1 b—a
UXz / (w 2 ) b—adx ( 12 ) '

Obs: Se considerarmos duas variaveis aleatdrias uniformes, a de menor variancia
terd sua f.d.p. mais concentrada em torno de sua média.

Exemplo 5.4. Calcule a variancia de uma v.a. gaussiana

1 (w—=m)?
fx(@) = —==e 5

V2o

Solucgao:

1ot _=m)?
0% = (x—m)?e 22 do=...=0>.

V2mo J _

5.3 Momentos

5.3.1 Momentos de ordem k
Definicao 5.5. O momento de ordem k de uma v.a. continua X € definido por
+oo
E[X¥] :/ a* fx (x)dx . (5.3.6)

Definicao 5.6. Se X ¢ uma v.a. discreta entao
N
BIX*] =) afP[X =],
i=1
OBS: Se k=0= E[X°|=1esek=1= E[X]=mx.

5.3.2 Momento central de ordem £k
Definigcao 5.7. O momento central de ordem k, de uma v.a. X, € definido por
—+o0

E(X — mx)"] = / (2 — mx)* fx (2)da (5.3.7)

— 00
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5.3.3 Valor esperado de um vetor aleatério e matriz co-
variancia

Definicao 5.8. O valor esperado de um vetor aleatorio

—

X = (X1, Xo,...,X,) € definido por

—

E[X] =mg = (BE[X1], E[Xa),..., E[X,)]). (5.3.8)

Definicao 5.9. A  matriz  covariancia Kx de wm wvetor aleatdrio
X = (X1, Xo,...,X,) € definida por

Kx = E[(X —mg)(X —mg)T]. (5.3.9)
Assim,
E[(X1 —mx,)?] o E[(Xy —mx, ) (Xn —mx,,)]
E[(X2 —mx,)(X1 —mx,) ... E[(X2—mx,)(Xn —mx,)]
Ag=1 . N . (5.3.10)
E[(Xn —mx, ) (X1 —mx;) ... BE[(Xn-—mx,)?]

5.4 Momentos conjuntos

5.4.1 Definicoes

Definicao  5.10. Os momentos conjuntos das wvaridveis aleatorias
X1, Xo,..., X, sdo definidos por E[X¥1 Xk Xkn] ¢ 4 ordem do momento con-
jJunto € dada por k1 + ko + ...+ ky.

Definicao 5.11. Os momentos conjuntos de segunda ordem E[X,;X;| recebem o
nome de correlacao das varidveis aleatorias X; e X;.

Definigao 5.12. Os momentos conjuntos centrais das varidveis aleatorias
X1, Xo, ..., X,
sdo definidos por E[(X1 —mx,)" (Xo —mx,)* ... (X, —mx, )*]. A soma
ki+ke+ ...+ ky

é chamada ordem do momento conjunto central.
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Definigao 5.13. Os momentos conjuntos centrais de seqgunda ordem
E[(X; —mx,)(X; —mx; )]
recebem o nome de covariancia quando i # j e variancia quando i = j.

Definigao 5.14. A matriz Covaridncia de um vetor aleatdrio contém todos os
momentos conjuntos centrais de sequnda ordem das componentes do vetor. FEla
contém na sua diagonal principal as variancias e os elementos fora da diagonal
principal sao as covariancias.

Resumindo, temos,

+oo pHtoo
(i) Correlagéo: E[X1X2] :/ / $1I2fX1X2({E1,$2)dI1dI2

— 00 — 00
(i) Momentos conjuntos:
De ordem ki + ko:

—+o0 —+o0
X’“sz / / 5171 $22fX1X2($17x2)d 1Ay

De ordem ki + ko + ... + ky,:

E[XP Xh2 Xk
+oo +oo _—
/ / gk ke i v o (@, w0, 20 dey day - dy,
(iii) Covariancia: E[(X; —mx,)(X; — mx;)]
Se m = 0 = covariancia = correlagao.
(iv) Variancia: E[(X — mx)?]

5.4.2 Coeficiente de correlagao

Definigao 5.15. O coeficiente de correlagao entre as varidveis aleatérias X eY
€ definido por

E[(X —mx)(Y —my)]
VEX —mx)?|E[(Y —my)?]

PXYy =

(5.4.11)

Pode-se provar que —1 < pxy < 1.
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5.4.3 Variaveis aleatérias nao correlatas

Duas variaveis aleatérias X e Y sao ditas nao correlatas quando ocorre uma das
seguintes condigoes (equivalentes):

(i) pxy =0

(ii) E[XY] = E[X]E[Y]

(iii) B[(X —mx)(Y —my)] =0
OBS: Se duas varidveis aleatorias sao independentes entao elas sao nao-correlatas,
mas a reciproca nao é verdadeira.

5.4.4 Variaveis aleatdrias ortogonais

Definigao 5.16. Duas varidveis aleatorias X e Y sao ditas ortogonais quando

E[XY]=0.

Exemplo 5.5. Seja Y = acos(wt+0), sendo a, w et constantes e © uma varidvel
aleatdria uniforme em [0, 27].

(i) Calcule E[Y]

(ii) Calcule E[Y?]

Solugao:
2
(i) E[Y] = Elacos(wt + ©)] = / acos(wt + 9);—9 =0.
0 v
2
(ii) E[Y? = ... = %

Exemplo 5.6. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias definidas por X = cos© e
Y = sen®, sendo © uma varidvel aleatdria uniformemente distribuida em [0, 7).

Determine:
(i) E[X]

(ii) E[Y]

(i) E[XY]

(iv) B[X?]
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(v) E[Y?]
(vi) E[X?%Y?
Solugao:
(i)

4 1

E[X] :/ cos —df =0.

0

(ii)

(iii)
(iv)

(v)

g 1 1
E[Y?] = / sen0 = df = - .
0 ™ 2

(vi)

E[X?Y?) = / sen cos0 = df — % .
0

T
Devemos observar que, embora E[XY] = E[X|E[Y], temos que
E[X?Y?) # E[X?]E[Y?).

Logo, X e Y nao sao variaveis aleatorias independentes.
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5.5 Exercicios

(1) Calcule a média e a variancia da varidvel aleatdria exponencial X com fungao
densidade de probabilidade dada por

fx(x) = ae™*u(x)

sendo a uma constante real positiva.

(2) Seja X uma varidvel aleatéria com funcao densidade de probabilidade fx dada
por

2,0<x<0,5
0, caso contrario

et = {
Considere a varidvel aleatéria Y = X (1 — X)) e determine E[Y].

(3) Sejam X = cosO e Y = sen®© duas varidveis aleatérias sendo © uma varidvel
aleatéria uniformemente distribuida em [0, 27]. Prove que X e Y sdo nao correla-
tas, mas nao sao independentes.

(4) Sejam X e Y duas varidveis aleatérias tais que Y = aX + b, onde a e b sdo
constantes reais, sendo a # 0. Considere pxy o coeficiente de correlagao entre as
varidveis aleatdérias X e Y. Prove que pxy =1,se a >0¢e pxy = —1,se a < 0.



Capitulo 6

Processos Estocasticos

6.1 Introducao

Considere um experimento aleatério especificado pelos resultados ¢ de algum
espaco amostral S, pelos eventos definidos em S e pelas probabilidades desses
eventos.

Suponha que para todo resultado £ € S exista uma fungdo X dada por X (¢, &)
para todo t pertencente a um intervalo I e £ € S.

Para ¢ fixo, X(t,&) é chamada de funcao amostra. Por outro lado, para cada
t fixo, X (¢,£) é uma varigvel aleatoéria.

Dessa forma, criamos uma familia, indexada, de variaveis aleatorias

{X(t,¢), tel}.

Esta familia recebe o nome de Processo Estocdstico (ou processo aleatério).
Normalmente, denotamos o processo estocdstico por X (t), omitindo o argumento
£.

Um processo estocdstico € dito discreto se o conjunto I dos indices for contavel.
Quando tratamos de processos estocasticos discretos usamos, normalmente, n para
denotar o indice e X,, para denotar o processo estocastico.

Se o conjunto I dos indices for continuo entao o processo estocastico é dito
continuo.

Processos estocasticos aparecem em sistemas de reconhecimento de fala, siste-
mas de processamento de imagens, sistemas de filas, ruido térmico nos terminais
de um resistor e outros.

Exemplo 6.1. Sequéncia bindria aleatoria
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Seja ¢ um numero selecionado, ao acaso, do intervalo S = [0, 1] e seja bibs ...
a expansao bindria de €.
—+oo
Assim, £ =) b27", b; € {0,1}.
i=1
Defina o processo estocdstico X,, = X(n,&) por X,, = b, , n=1,2,..., onde
b, € 0 n-ésimo nimero da expansao binaria de &.

Exemplo 6.2. Sendides com amplitudes aleatorias

Seja & um numero selecionado ao acaso do intervalo [—1, 1]. Defina o processo
aleatério X (t, &) por
X (t,&) = &sen(2nt) , t € R.

As amostras desse processo sdo sendides com amplitude &.

Exemplo 6.3. Sendides com fase aleatoria

Seja & um numero selecionado ao acaso do intervalo (—m,7) e seja Y (t,€) =
cos(2mt + £). As amostras do processo estocdstico Y sdo versoes de cos2nt deslo-
cadas no tempo.

6.2 Especificacao de um processo estocastico

Sejam X7, Xo,..., X varidveis aleatorias obtidas pela amostragem do processo
X(t,€) em ty,ta,...,t,. Assim,
X1 =X(t1,8), Xo = X(t2,6), ..., Xi = X (i, §).

Um processo estocastico é especificado pela colegao de fungoes de distribuigao
de probabilidade conjunta de k-ésima ordem:

Fx,x,..x.(@1,22,...,25) = P[X1 <21, X2 < 29,..., X < ]

para todo k e qualquer escolha dos instantes t1,to, ..., tk.

Se o processo estocastico for discreto entao uma colecao de fungoes de massa
de probabilidade

P[Xlzscl,ngxQ,...,Xk:xk] (621)

pode ser usada para especificar o processo.
E se o processo for continuo entao uma colecao de fungoes densidade de pro-
babilidade
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fX1X2...Xk(x17x27---axk) (622)

pode ser usada para especificar o processo.
Ao fixarmos um valor para o pardmetro ¢ de um processo estocastico X (¢, €),
obtemos uma varidvel aleatéria X com F.D.P. Fx)(z) = P[X(t) < z]. A f.d.p.
0
correspondente é fx ) () = 7= Fx ) ().

Ox
Para cada t teremos uma varidvel aleatéria X (¢) distinta.

Quando, para qualquer ¢ , conhecemos fx () (x) ou FX(t)(x), dizemos que o
processo estocastico X (¢, &) esta especificado até a primeira ordem.

Um processo estocastico X (¢) fica especificado até a segunda ordem se, para
qualquer par de instantes (t1,t2), a f.d.p. Ix ()X (t2) (21, x2) das varidveis aleatdrias
X(t1) e X(t2) é conhecida.

Um processo estocastico X (t) esta especificado até a ordem m, quando é co-
nhecida a f.d.p. conjunta das m varidveis aleatérias X (¢;) para qualquer conjunto
de valores {t;,i =1,...,m}.

Em outras palavras, quando se conhece

X)X (). X (4) (T1, T2y T,

Dizemos que um processo estocastico estd especificado completamente se ele
estd especificado até a ordem m para qualquer valor de m.

Exemplo 6.4. Considere & um nimero selecionado do intervalo [0,1] e escreva

= b2, b €{0,1}.
=1

Defina o processo X (n, &) = X,, = by, sendo b, o n-ésimo nimero da expansao
bindria.
Determine:

(i) PIX(1,8) =0]

(ii) P[X(1,§) =0e X(2,¢) =1]

Solugdo:

(1) X(1,€) = by. Logo, Plby = 0] = P[0 < £ < 1/2] = 1/2.

(i) Plby=0eby=1]=P[1/4< & <1/2] = 1/4.
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Exemplo 6.5. Seja & um nimero escolhido no intervalo [—1,1] e seja X(t) o
processo estocdstico definido por

X(t, &) =&cos(2mt) , t eR
Ache a f.d.p. de Xo = X (to,&).

Solugao:
Temos que Xo = X (to, &) = &cos(2mty).
Como ¢ é uniformemente distribuida em [—1, 1], temos que X serd uniforme-
mente distribuida em [—cos(27ty), cos(27ty)] com to sendo tal que cos2mty # 0.
Assim,

1

Seosdnts —cos2mty < x < cos2rty
COSzT
Ixo(x) = 0

0, caso contrario.

Porém, se tq for tal que cos2nty = 0, entdo fx,(t) = §(t).

6.3 Momentos

Os momentos (ou estatisticas) de um processo estocdstico sdo os momentos das
varidveis aleatérias definidas em quaisquer instantes do processo.

6.3.1 Meédia

Definicao 6.1. O walor esperado (ou média) de um processo estocdstico X (t) €

definido por
+oo

mx(t) = BIX ()] = / v fxio (2)de (6.3.3)

— 00

6.3.2 Autocorrelagao

Uma das caracteristicas mais importantes de um processo estocastico é, sem
duvida, sua fun¢do autocorrelagdo, que nos levard a conhecer a sua densidade
espectral. O conteido de frequéncias de um processo estocastico depende da ve-
locidade com que a amplitude muda com o tempo. Isso pode ser medido pela
correlagao entre as amplitudes em t; e em t1 + 7.

Se as amplitudes de um processo X (t) (das amostras de X (t)) sdo similares
nos instantes t1 e t; + 7; dizemos que as respectivas variaveis aleatérias tém forte
correlagdo. Por outro lado, se as amplitudes em ¢; e em ¢; + 7 forem diferentes,
dizemos que as respectivas varidveis aleatérias tém fraca correlagdo.
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Definicao 6.2. A autocorrelagdo de um processo estocdstico X (t) é definido como
o momento conjunto das varidveis aleatdrias X (t1) e X (t2) definidas para todo par
(tlv t2)7‘ isto é7

+oo +oo
Ryltts) = BX0)X(@)] = [ [ aufxeoxedsdy  (63.4)

sendo fx,)x(t,)(,y) a f.d.p. de segunda ordem de X (t).

6.3.3 Autocovariancia

Definigao 6.3. A (funcao) autocovariincia de um processo X (t) € definida como
o momento conjunto central das varidveis aleatdrias X (t1) e X (t2) para quaiquer
(tl,tg); isto é,

Cx(tl,tg) = E[(X(tl) — mx(tl))(X(tg) — mx(tg))] s V(tl, tg) (635)
Temos que Cx (t1,t2) = Rx (t1,t2) — mx (t1)mx (t2) .

Demonstragao:

Cx(t1,t2) = E[(X(t1) —mx(t1))(X(t2) — mx(t2))]
= BE[X(t1)X (t2)] — mx (t2) E[X (t1)]
—mx (t1)E[X (t2)] + mx (t1)mx (t2)
= Rx(t1,t2) — mx(t1)mx(t2)

Consequentemente, 0% (t) = Cx (t,t) = Rx(t,t) — m%(t).

6.3.4 Coeficiente de correlagao de X(t)

Definicao 6.4. O coeficiente de correlagao do processo estocdstico X (t) € definido
como o coeficiente de correlagdo entre as varidveis aleatorias X (t1) e X (t2), Vi, ta.
Isto €,

B Cx (t1,t2)
px(tl,t2> = \/Cx(tl7t1)\/cx(t27t2) (636)

com | px(t1,t2) |< 1.

Exemplo 6.6. Seja A uma varidvel aleatdria e seja X (t) = Acos2mt um processo
estocdstico.
(i) Determine a média de X (t), em fun¢do da média da varidvel aleatdria A.

(ii) Determine Rx(t1,t2).
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Solugao:

(1) mx(t) = E[X(t)] = E[Acos2nt] = cos2mtE[A].

(ii) Rx(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)] = E[A?]cos2mt;cos2mts.

Exemplo 6.7. Seja X (t) = cos(wt + ©) um processo estocdstico onde © é uma
varidvel aleatdria uniformemente distribuida no intervalo (—m, ).

(i) Determine a média de X ()
(ii) Determine a autocorrelagio de X (t)

Solucao:

+oo
(i) mx = L cos(wt + 0) fo(0)do = 0.
Rx(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] = E|cos(wt1 + O)cos(wts + O)]
(ii) = lE[cos(w(tl + t2) 4 20) + cos(w(tr — t2)]

= icos(w(tl —t9)).

6.4 Processos estocasticos (estritamente) estacio-
narios

Definicao 6.5. Seja X (t) um processo estocdstico. Se, para qualquer inteiro n, a

f-d.p. conjunta de ordem n ndao varia com um deslocamento no tempo; isto €,

fX(tl)...X(tn)(Ila ey Tp) = fX(tl-l-T)...X(tn-l-T)(xlv ey Tp) VT
entao o processo estocdstico € dito estritamente estaciondrio até a ordem n.
OBS:
(1) A mesma definigao vale se considerarmos a F.D.P. conjunta.
(ii) mx (t) = E[X(t)] = m para todo t.
(iii) 0% () = E[(X(t) —m)*] = o*.
(iv) Um processo estocdstico é estaciondrio até a primeira ordem se, e s6 se,

Ixw (@) = fxqrn(T) , VE,T.
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(v) Um processo estocéstico é estacionério até a segunda ordem se, e sé se,

Ix )X (02)(T1,2) = [x (t147) X (t24r) (T1,22) 5 VT,

(vi) Se X (t) é estaciondrio até a n-ésima ordem entao também serd até a ordem
k,k<n.

(vii) A verificagdo de estacionariedade estrita é uma tarefa dificil, motivando a
verificagao de formas mais fracas de estacionariedade.

6.5 Processos estocasticos estacionarios no sen-
tido amplo

Definicao 6.6. Um processo estocdstico X (t) € dito estaciondrio no sentido amplo
se sua média for constante; isto €, mx(t) = m, Vt e se a sua autocorrela¢io €
fungdo, apenas, da diferenca entre dois instantes; isto €,

Rx(tl,tg) = Rx(’?’) , T = tl - t2 5 th,tQ . (657)

OBS: Se um processo estocastico é estritamente estacionario até a segunda ordem
entao ele é estacionario no sentido amplo. Porém, a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 6.8. Considere o processo estocdstico X (t) = Asen(wt + ©) sendo ©
uma varidvel aleatdria uniformemente distribuida em [0,27]. Verifique se este
processo € estaciondrio no sentido amplo.

Solugao:
2T 1
mx(t) = / Asen(wt +0)—df =0
0 2T
e
AQ
Rx(tl,tg) =...= 7608[&)(151 — tg)] .

Propriedade 6.1.
(i) Rx (1) = Rx(-7)
(if) Rx(0) = E[X?(t)]
(iif) Se X(t) = X(t+nT), n € Z entdo Rx (1) = Rx (7 +nT)
(iv) | Rx(7) |[< Rx(0) , VT
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6.6 Estatisticas conjuntas de processos estocasti-
cos

6.6.1 Especificagao conjunta

Definicao 6.7. Dois processos estocdsticos, digamos X (t) e Y (t), estdo conjun-
tamente especificados até a ordem m + n, quando € conhecida a f.d.p. conjunta
das m +n varidveis aleatorias {X (t;),Y (t;)} para quaisquer conjuntos de valores.
Isto é,

X)X (b2) 0 X (b)Y (#)Y (8).. Y (¢2) (T1, T2, o, Ty Y1, Y25+ -+ 5 Yn)

para todos t1,ta, ... tm,th,th, ... Tl

6.6.2 Momentos conjuntos

6.6.3 Correlacao cruzada

Definicao 6.8. A funcdo correlagdo cruzada de dois processos estocdsticos X (t) e
Y (t), representada por Rxvy (t1,t2), é o momento conjunto das varidveis aleatdrias
X(t1) e Y(t2) definidas para quaisquer pares (t1,t2); isto é,

Rxy(ti,t2) = E[X(t1)Y (t2)]

+oo +oo
6.6.8
= / / TYfx )y (t2) (2, y)drdy . ( )

Covariancia cruzada

Definicao 6.9. A fungao covaridncia cruzada de dois processos estocdsticos X (t)
e Y (t), representada por Cxy (t1,t2), é o momento conjunto central das varidveis
aleatdrias X (t1) e Y (t2) definidas para qualquer par (t1,t2); isto €,

Cxy (ti,t2) = E{[X (1) — mx (0)][Y (t2) — my (t2)] (6.6.9)

Podemos mostrar que Cxy (t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx (t1)my (t2).

6.6.4 Processos estocasticos conjuntamente estacionarios

Definigao 6.10. Dois processos estocdsticos X (t) e Y (t) sao ditos conjuntamente
estaciondrios até a ordem k+{ se a f.d.p. conjunta das k + £ varidveis aleatorias
{(X(t),Y(#;),i=12,....,kj =1,2,...,£} ndo varia com um deslocamento no
tempo; isto €,

TX () X (t)Y ()Y (1)) = TX(t147)0 X (b)Y (8 47). Y () +7) (6.6.10)
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Definigao 6.11. Dois processos estocdsticos X (t) e Y (t) sao ditos conjuntamente
estaciondrios no sentido amplo quando cada um deles € estaciondrio no sentido
amplo e Rxy (t1,t2) s6 depende da diferenca (t1 — t2); isto é,

Rxy(t1,t2) = Rxy(t1 —t2) = Rxy (1) , T =t1 — t2 (6.6.11)

Propriedade 6.2. Propriedades da funcdo correlacdo cruzada de dois processos
estocdsticos conjuntamente estactondrios

(i) ny(T) = Ryx(—T) .
(i) Ry (1) < Rx(0)Ry(0).
(iif) 2 [ Rxy(7) |[< Rx(0) + Ry (0).

6.6.5 Independéncia, nao-correlacao e ortogonalidade

Definigao 6.12. Dois processos estocdsticos X (t) e Y (t) sao estatisticamente in-
dependentes quando para quaisquer m en a f.d.p. conjunta de ordem m + n pode
ser escrita como o produto da f.d.p. de ordem m do processo X (t) pela f.d.p. de
ordem n do processo Y (t); isto é€,

X)X (b)Y (8) Y () (T1s ooy Ty Y1y Yn) =
(6.6.12)
Ix)e X)) (@1, Tm) fy @)y @) (Y1, Yn) -

Definigao 6.13. Dois processos estocdsticos X (t) e Y (t), conjuntamente esta-
ciondrios no sentido amplo sao ditos nao-correlatos quando Cxy (1) = 0.

Oxy(T) :O@ny(T) =mxmy. (6.6.13)
Defini¢ao 6.14. Dois processos estocdsticos X (t) e Y (t), conjuntamente esta-
ciondrios no sentido amplo sao ortogonais quando
RXY (T) = 0.

Exemplo 6.9. Sejam X (t) e Y (t) processos estocdsticos dados por X (t) = cos(wt+
©) e Y(t) = sen(wt + O), sendo © uma v.a. uniformemente distribuida no inter-
valo [—m,w]. Ache Cxy (t1,t2).

Solugao:
Cxvy (t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx (t1)my (t2).

Mas, mx(t1) = my (t2) = 0.

1
E, Rxy(t1,t2) = —gsen(w(tl —t3)).
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Logo,
1
ny(tl,tg) = —§sen(w(t1 — tg)).

Exemplo 6.10. Seja Y (t) = X () + N(t), onde X (t) é um sinal desejado e N(t)
um ruido.

Ache Rxy (t1,t2) supondo que X (t) e N(t) sdo processos estocdsticos indepen-
dentes.

Solucgao:

Rxy(t1,t2) = E[X(t1)Y (t2)] = E[X (t1) X (t2)] + E[X (t1) N (t2)]
= Rx(tl,tg) =+ mX(tl)mN(tQ) .

6.6.6 Processos Ergddicos

Vimos que a caracterizagao completa de um processo estocéstico exige o conhe-
cimento de todas as suas fungoes amostra. Esta caracterizagao permitiu a de-
terminagao de diversas estatisticas de processos como, por exemplo, sua média e
sua funcao autocorrelagao. Para alguns processos estocésticos, entretanto, estas
estatisticas podem ser determinadas a partir de apenas uma fungao amostra do
processo. Esses processos estocasticos sao determinados ergddicos.
Para processos ergddicos, os valores médios e os momentos podem ser deter-
minados através de médias temporais.
Assim,
1 (T
EX"(#)] = lim — [X(t)]™ dt (6.6.14)
T—+00 2T _T

onde X (t) é uma funcdo amostra tipica do processo.
A autocorrelagao sera dada por

Rx(r) = EIX()X(t+7)] = lim —

T
T%mﬁ/_TX(f)X(t +7)dt. (6.6.15)

6.7 Processos estocasticos gaussianos

Definicao 6.15. Um processo X(t) é wm processo estocdstico gaussiano se as
amostras X1 = X(t1), Xo = X(t2), ..., Xi = X(tg) sdo varidveis aleatdrias
conjuntamente gaussianas para todo k e todas as escolhas de t1,. .., 1.
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Assim, a f.d.p. tem a forma

e—3(@-m)TK 1 (F-m)
fxix,. %, (X1, 225 k) = Ve (6.7.16)
onde

mx(tl)

7w — mx(tg)

mx(tk)

e

Cx(t1,t1) Cx(t1,t2) ... Cx(t1,t)
K- Cx(to,t1) Cx(ta,ta) ... Cx(to,tx)
Cx (tr,t1) COx(tp,t2) ... Cx(tr,tx)

Observamos que processos estocdsticos gaussianos tém a propriedade que suas
f.d.p.’s conjunas sdo completamente especificadas pela média do processo mx(t)
e pela fungao covariancia Cx (t1, t2).

Se um processo gaussiano é estacionario no sentido amplo entdo sua média é
constante e sua autocovariancia sé depende da diferenga entre dois instante. Além
disso, ele serd também estritamente estacionario.

Exemplo 6.11. Seja X (t) um processo gaussiano com fun¢ao média e fun¢do
autocorrelagio dadas por mx (t) =1 e Rx (1 = t; —t2) = 2~ 1=l 1 1. Determine
P[1 < X(4) <3

Solucgao:
X (4) = X4 é uma varidvel aleatéria gaussiana com E[X,] = 1 e 0%, = E[X]] -
BOC) = Rx(0) - mi () =2~ 1=1.

1 (X4-1)2
Assim, P[1 < X5 < 3] = / e” 7T dX,~0,477.
[ 2 ] L \/ﬁ 4

6.8 Exercicios
(1) Considere o processo estocastico X (t) = At? + B, onde A é uma variavel
aleatdria gaussiana de média nula e varidncia unitaria e B é uma constante qual-

quer.

Determine:
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(i) A expressao da fungao densidade de probabilidade fx () (x)
(ii) A média de X(t)
(iii) A autocorrelagdo de X (t)

(2) Seja Y uma varidvel aleatéria uniforme no intervalo [0,1]. Considere o pro-
cesso estocastico X (t) = e~ Y.

Determine:

(i) A expressao da fungao densidade de probabilidade fx () (x)
(ii) A média de X(t)
(iii) A autocorrelagdo de X (t)

(3) Considere o processo estocdstico X (t) = Acoswt + Bsenwt, onde A e B sao
varidveis aleatérias de média nula e varidncia unitaria. Verifique se X (t) é um
processo estocastico estacionario no sentido amplo.

(4) Dado um processo estocastico X (t) com média nula e fungao autocorrelagao
Rx (7), considere o processo estocéstico Y (t) = X (¢) + F(t), onde F' é uma funcao
deterministica. Encontre a expressao a autocorrelagao de Y (Ry (t1,t2)).



Capitulo 7

Revisao de Analise de
Fourier

7.1 Série de Fourier

Consideremos f : R — R uma fungao que satisfaz as seguintes condigoes:
e (i) f é periddica de perfodo T;
e (ii) f é de classe C? por partes em (tg,to + T).

Denotando Sy como a Série de Fourier de f, temos que em todo ponto de
continuidade de f, podemos escrever:

Sp(t) = f(t) = % + ni {ancos <¥> + bpsen <@)] (7.1.1)

onde

2 to+T

Ao = T/ f(t)dt,

to

2 to+T 2 t

an = % /to f(t)cos <%> dt e (7.1.2)
9 [lotT ont

by, = T/t f(t)sen (%) dt.

o

Em um ponto de descontinuidade, o lado esquerdo de 7.1.1 é substituido por:
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lim S[f(t+¢) + f(t—<)]. (7.1.3)
e—ot 2

A série 7.1.1 com coeficientes dados por 7.1.2 é chamada de série de Fourier
de f na forma trigonométrica.

As condigoes (i) e (ii) sao muitas vezes chamadas condigbes de Dirichlet e sao
suficientes (mas nao necessarias) para a convergéncia da série de Fourier.

Em notagao exponencial (ou complexa) a série de Fourier de f pode ser escrita
como

+oo
Sity =Y Fel™F (7.1.4)
onde
1 tO+T s 2nTt
F,=— f®)e 7T dt. (7.1.5)
T Je,

2
Fazendo w, = T temos

1

to+T )
JoR—— / F(#)e—imeot gy, (7.1.6)
T t

o

Observamos que, conhecido f, os coeficientes de 7.1.4 podem ser calculados
e, reciprocamente, conhecidos os coeficientes {F,}ncz, f pode ser sintetizada
por 7.1.4. Dessa forma, f e {F,},cf fornecem a mesma informagio. Muda s6
o ponto de vista : um temporal, outro freqiiencial.

Exemplo 7.1. Consideremos a funcdo f : R — R, periddica de periodo 2, dada
por

ft)y=t,0<t<2. (7.1.7)

O grdafico dessa funcdo € mostrado na figura 7.1.

7.1.1 Série de Fourier de f na forma trigonométrica

Calculo dos coeficientes

9 [2 2
0w = o [ swd= [ =2
T Jo 0



Série de Fourier

Figura 7.1: Gréfico da fungao periédica do exemplo.

2
an = —/ f(@) (2mrt) dt = /tcos (27;#) dt
0

= / tcos (nmt) dt = 0.

0

2 2
b, = %/0 f(t)sen (@) dt:/o tsen <@) dt

2 2
= /tsen(mrt)dt:——.
0

nm
Assim,
+00 2
Se(t)=1 - t).
0 =1+ Y~ Lt

7.1.2  Série de Fourier de f na forma exponencial

Calculo dos coeficientes

Fn:—/f

Qnm‘

81
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e
1 2 2
Foz—/ f(t)dt:—/ tdt = 1.
T Jo 0
Assim,
1, n=>0
F, = 1
—7], n 7& 0
nm
Temos,

—+o0
1 .
Se(t)=1 —jelnt 0.
f)=1+ Y —j"™ n#

n=—oo

7.1.3 O espectro complexo de Fourier

A expansdo em Série de Fourier de uma fungédo periédica é a decomposi¢ao da
funcao em termos das suas componentes de varias frequéncias. Uma funcao
periédica de periodo T tem componentes de frequénccia dadas por nv, sendo v = %
e n € Z. Em termos das frequéncias angulares (ou pulsagdes), as componentes s&o
dadas por nw, onde w, = 2% = 2nv e n € Z. Chamamos de espectro da fungao
f o conjunto de todos os coeficientes de Fourier F,,, n € Z. Se especificarmos
f podemos encontrar seu espectro. Reciprocamente, se o espectro for conhecido
podemos encontrar a fungao f correspondente. Portanto, podemos especificar f
de duas formas: a representacao no dominio do tempo, onde f é expressa como
funcao do tempo e a representacdo no dominio da freqiiéncia, onde o espectro é
especificado.

Observamos que o espectro de uma funcao periédica nao é uma curva continua,
mas existe apenas para valores discretos de w, multiplos de uma frequéncia bésica

2m

Wo = F(w = nwe,n € Z). Os coeficientes F}, sao complexos e, sdo descritos por

uma magnitude e uma fase.

Exemplo 7.2. Consideremos a funcao f : R — R, periddica de periodo T, dada
por :

<
t

| NS

t<
et (7.1.8)

ﬂw—{éjgi

Essa funcao € conhecida como fungao porta periédica. Mostramos o seu grdfico
na figura 7.2.

T
3+

Os coeficientes F;, da série de Fourier na forma exponencial sao dados por:
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T .
1
| | |
| | | | | |
| | | | [ \
| I | I ‘ \
| | | | \ | >X
T T Lo T T T
2 2 2 2 2 2
Figura 7.2: Gréfico da fungao porta periédica.
1 T—7/2 I 1 T/2 )
Fo= = f)e I T dt = — e~ Inwot gt
—7/2 -7/2 (7.1.9)
B i[sen(nw07/2)] 40
T nweT/2 ’ ’
e T T T
1 2 1 [z T
F, == t)dt = = dt = —. 7.1.10
-/ | Swir=g / =7 (7.1.10)
Dessa forma,
% , n=>0
Fn=19 7 [sen(nwyr/2) 40 (7.1.11)
— | n .
T nwoT /2 ’
Definindo a funcao Sa, conhecida como funcao de amostragem, por
Sa:R—R
1, t=0
t— { sent L t20 (7.1.12)
t
2
e fazendo w = %, temos,
T nwT
Fo= 784 (T). 7.1.13
2
A frequéncia fundamental é w, = il Se w = nw, entao
F,=_Sa (ﬂ) . (7.1.14)

T 2
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Mostramos o grafico de F;, em termos da frequéncia w na Fig. 7.3.

TR ety R . . . ot Lesee
- - - - - n
Ceeet LI " 0 " Teeer

Figura 7.3: Representagao do espectro da fungao porta periédica.

Podemos observar que a medida que T aumenta, a frequéncia fundamental 2%
se torna menor e o espectro torna-se, entao, mais denso. Intuitivamente, somos
levados a pensar que quando T tende ao infinito temos, no dominio do tempo,
um unico pulso retangular de largura 7 e no dominio da frequéncia um espec-
tro continuo com componentes em todas as freqiiéncias. Isso pode ser provador
rigorosamente.

7.2 Transformada de Fourier

Quando o sinal com o qual estamos trabalhando for nao-periddico ele pode ser
expresso como uma soma continua (integral) de sinais exponenciais, em contraste
com sinais peridédicos, que podem ser representados por uma soma discreta de
sinais exponenciais (série de Fourier - como j4 visto). Vejamos uma motivagao
para essa afirmacao.

Consideremos uma fung¢ao f cujo esboco do grafico é mostrado na Fig. 7.4 .

Construimos uma nova funcao, periddica, fr com periodo T, de acordo com a
figura 7.5.

Tornamos o periodo T" grande o suficiente para que nao haja superposicao entre
os pulsos da forma de f. Essa nova funcao fr é uma funcao periédica e pode ser
representada por uma série exponencial de Fourier.

Numa topologia adequada, quando T — oo, fr — f . Desse modo, a série de
Fourier que representa fr também representard f.
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>X

Figura 7.4: Esbocgo do gréfico da funcao f.

y

[N LN N

Figura 7.5: Construgao de uma funcao periédica a partir da funcao f dada.

A série de Fourier de fr é dada por

+oo
fr(t)y=">_ F,emt (7.2.15)
onde w, = 2% e
1 [7/? _
Fu= g / o IOt (7.2.16)

Fagamos nw, = wy,. Assim, F,, = F,(wy).
Consideremos T'F),(w,) = F(wy), que é obviamente limitado (por construgao).
Temos,
1 R

fr(t) = Y Flun)e™", (7.2.17)

n=—oo
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Substituindo T' = 2—7T em 7.2.17 temos

Wo
1 X .
fr(t) = 5= > Flwn)e ' w,. (7.2.18)
™ =—00

Quando T'— oo , fr — f e obtemos :

1 [t ,
ft) = o | F(w)e’tdw (7.2.19)
e .
Plw) = / F(B)e—T“tdt. (7.2.20)

O espectro de f serd continuo e representado pela funcao F'.

A equagao 7.2.20 é conhecida como transformada (direta) de Fourier de f e a
equagao 7.2.19 como transformada inversa de Fourier de F'.

Simbolicamente podemos escrever

F(w) = F[f(t)] (7.2.21)

f(t) = FHF(w)). (7.2.22)

Fazendo w = 27 em 7.2.19 e 7.2.20 chegamos a uma formulagao simétrica, o fator
27 nao aparece.

f(t) = / +OOF(V)ej2’”’tdy (7.2.23)
€ A oo ‘
Pv) = /_ F(t)e=i2mt gy, (7.2.24)

Existéncia da transformada de Fourier
O espaco L'(R)

O espaco L(R) é o espaco de todas as fungoes f : IR — C tais que
/ \f|dt < oo. (7.2.25)
R

OBS: Se f(z +yi) = u+iv = |f| = Vu? + v
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O espago L?*(R)
O espaco L?(R) é o espaco de todas as fungoes f : R — C, tais que

/ |fIdt < . (7.2.26)
R

Teorema 7.1. Se a fungdo f pertence ao espagco L*(R) entdo a transformada de
[ existe.

Teorema 7.2. Se a fungdo f pertence ao espagco L*(R) entdo a transformada F,
de f, existe e F € L*(R).

Exemplo 7.3. Consideremos a fun¢do G, (conhecida como fungdo porta) definida
por

1, [t|<Z
G-(t) = ’ -2 7.2.27
o-{o 152 (7227
A y
1
! |
| |
| |
| |
| | >X
L U
2 2
Figura 7.6: funcgao porta.
Calculando a transformada de Fourier dessa fungdao, temos :
/2 ) S wT
F(w) = F{G.(t)} = / eIt dt = *52) w0, (7.2.28)
-7/2 2

Para w =0 temos :
/2

FIGo 0} lomo= [ dt=r.

—7/2
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Logo,
F{G (1)} = rSa().

A figura 7.7 mostra a representa¢do do espectro da fungdo porta. Neste caso
F € uma fungao real.

=l
<

\/\/\ ! /\\/\ w
YRRV,

Figura 7.7: Representacgao do espectro da fungao porta.

Exemplo 7.4. Consideremos a funcao f: R — R definida por
f(t)=e M.
Calculando sua transformada de Fourier, obtemos :

2
14+ w?’

+oo
f{e“tl} = / e lte—iwtgr =
Exemplo 7.5. Consideremos a funcao f: R — R definida por
et t>0
1) = { 0, t <0.
A sua transformada de Fourier € dada por:

1
1+ jw’

—+o0
F{ft)} = / e tem IVt dt =
0
Exemplo 7.6. Consideremos a funcao G- : R — R definida por

_ 1 |wlsT/2
@W—{a|wpﬁz
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Desejamos calcular sua tranformada de Fourier inversa. Assim,

1 T/2 Sen(iz
f*l{GT(w)}:—/ eitdy = 67(2) 0.
2m ) )2 2 5

Para t =0 temos :
1 [7/? 1
-1

G- —0= — .
PG =5 [ aw=gor

Assim,
-1 — T sa(™
Logo, a transformada de f(t) = Sa() € igual a 22G(w). Em particular,
F{Sa(t)} = nGa(w).

Propriedade 7.1. As propriedades da transformada de Fourier estdo apresenta-
das na sequinte tabela 7.1.

7.3 Convolugao

Dadas duas fungoes f; e fa formamos a integral

“+oo
f(t) = / fi(7) fo(t — 7)dr. (7.3.29)

— 00

Essa integral define a convolucao das fungoes f1 e fo. Simbolicamente escreve-
mos

[ =fi* fa.

Veremos que convolugao esté intimamente associado a produto.

Propriedade 7.2.

Comutatividade

Ji* fa = fa* f1. (7.3.30)

Distributividade

fix(fe+ fs] = fixfot fix fs (7.3.31)
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FUNCAO TRANSFORMADA
f(t) F(w)
Simetria F(t) 27 f(—w)
Linearidade a1f1 (t) + a2f2 (t) a1F1 (w) + a2F2 (’LU)
1
Mudanca de escala f(at) —F (E)
_ la] \a
f(t)erwot F(w — wp)
Translacdo em freq. £ () cos(wpt) %[F(w + wo) + F(w — wo)]
f(t)sen(wot) %[F(w + wp) — F(w — wo)]
Translagdo no tempo flt—to) e Wi P(w)
Dualidade F(t) fw)
Conjugacao JHO) F*(—w)
Diferenciagéo no tempo % (Jw)" F(w)
7
Integracao no tempo f(r)dr LF(w)
oo Jw
Diferenciacao na freq. (=)™ f(t) :ll /
w'ﬂ
f(t) real F(w) = F*(—w)
[(t) real R{F(w)} =R{F"(—w)}
@ veal | F(w)} = —1{F (—w)]
Simetria f(¢) real |F(w)] = |F(—w)]
f(¢) real LF(w) = —/F(—w)
Tabela 7.1: Propriedades da transformada de Fourier
Associatividade

fix(fax f3] = [f1 x fo] * f. (7.3.32)

Teorema da convolugao no tempo

Se fi1(t) & Fi(w) e f2(t) < Fy(w) entdo

.fl * fQ < FlFQ.

Se fi(t) & FL(v) e f2(t) <> Fa(v) entio

i fa & ﬁ1ﬁ2-

(7.3.33)

(7.3.34)
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FUNCAO TRANSFORMADA
70 w)
A 2w Ad
elewot 278 (w — wo)
cos(wot) 7[d(w — wo) + d(w + wo)]
(t) = sen(wot) | jr[d(w + wo) — d(w — wo)]

Tabela 7.2: Algumas tranformadas que envolvem o impulso unitério.

Teorema da convolugao na frequéncia

Se fi(t) <> Fi(w) e fa(t) <> Fa(w) entdo
fufa & o IFy Bl (7.3.35)

Se fi(t) < Fi(v) e folt) < Fa(v) entio
fufa < Fy+ By, (7.3.36)

Apresentamos na tabela 7.2 algumas transformadas que envolvem o impulso
unitario (Delta de Dirac) denotado por 4.

7.4 Exercicios
(1) Seja f uma funcao periédica de perfodo 27 tal que

Asent , 0<t<m

f(t)_{ 0, —7<t<0

Escreva a expressao da Série de Fourier de f, na forma complexa.

(2) Use G-(t) = 7S5a (%) e encontre a transformada de Fourier da funcao f

definida por
1, -10<t<—6
foy=¢ 1,6<t<10
0, caso contrario

1
(3) Use convolugao e encontre F~* {m} .

(4) Obtenha a transformada de Fourier da funcao f dada por f(t) = Sa(t).
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Capitulo 8

Analise e Processamento de
Sinais Aleatorios

8.1 Introducao

Definicao 8.1. Seja X (t) um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo,

com média myx e fungao autocorrelagio Rx (7). A densidade espectral de poténcia
de X(t) é definida por

+oo )
Sx(w) =F{Rx(r)} = / Rx(r)e ™7dr.
+oo _
Consequentemente, Rx (1) = 5 Sx (w)e™T duw.
T

— 00

Apresentaremos, a seguir, alguns conceitos, e justificaremos as formulas acima.

8.2 Alguns conceitos sobre sinais deterministicos

8.2.1 Energia e Poténcia de um sinal

Seja & = x(t) um sinal deterministico. Se x for um sinal real, definimos a energia
(E,) do sinal x por:

E, = /+Ooa:2(t)dt (8.2.1)

e a poténcia por
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P, = lim — x2(t)dt . (8.2.2)
Se z for um sinal complexo,

+oo +o0
sz/ :c(t):v*(t)dt:/ (1) 2 dt (8.2.3)

—0o0 —0o0

. 1 (T/? ,
P, = lm - 7T/2|:1:(t)| dt. (8.2.4)

OBS:
(i) As definigoes acima s6 fazem sentido quando as integrais convergem.

(ii) Energia e poténcia, neste caso, sdo definigbes e ndo tém, necessariamente,
unidades de energia (JOULE) e de poténcia (WATT).

(iii) Podemos assumir a poténcia (ou a energia) dissipada em um carga de 19
para as formulas apresentadas.

(iv) P, é o valor médio quadrético de x e, portanto, /P, é o valor rms (root

mean square).

8.2.2 Algumas féormulas relacionadas a sinais deterministi-

COS
+oo
() Fla(t)} = /_ ety (t)dt = X (w).
+oo
(i) 2(t) = % /_ ¢ X (w)doo
1 [T .
(iii) z*(t) = o X*(w)e “idw .

+oo
(iv) X*(w) = / e“tr* (t)dt. Se x(t) for real, X*(w) = X (~w).

— 00
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8.2.3 Teorema de Parseval

Teorema 8.1. Seja x(t) um sinal deterministico, complexo, cuja transformada de
Fourier € dada por X (w). Assim,

e 2 I 2
E, = | z(t) | dt = Py | X(w) |* dw (8.2.5)
o ) oo
Demonstragao:
+oo +oo 1 +oo )
E, = / x(t)x™ (t)dt = / x(t) Py X*(w)e™ “dwdt
—o0 —o0 TJ -
1 +oo —+oo )
= 5 . /_OO () X* (w)e™“dwdt
- L +mX*(w)X(w)dw -1 - | X (w)|? dw
o) o 2 ) o '
|
OBS:
+o0 1 o0
Se « for real, E, = / 22 (t)dt = py. | X (w) |? dw.
NS T oo

8.2.4 Densidade espectral de energia e de poténcia

1t
Definicao 8.2. Como E, = 2—/ | X(w) |? dw, definimos a densidade espec-
™ — 00

tral de energia do sinal x por:

So(w) = X(w) |? (8.2.6)

1 [T

T = 5
21 J_ o

Sy (W) dw . (8.2.7)

Definimos, também, densidade espectral de poténcia do sinal x por:

| FHz®)Gr®)}

T (8.2.8)

5.0 = tim_|

T— 400

sendo Gr a funcao porta de largura T
A poténcia do sinal x serd dada por
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1 [t
m:% o

Sy (w) dw . (8.2.9)

8.3 Correlacao cruzada e autocorrelacao

8.3.1 Introducao

Considere U e V dois vetores e § o angulo entre eles. Temos,

00392%
(ReSininal

A medida que 1 se aprozima de V, o produto escalar i - V se torna maior.
Analogamente, tratamos com fungoes. Sejam f e g duas fungoes, o produto
interno entre elas é definido por:

to
<fg>= [ [f(t)-gt)dt.
t1
Assim, quanto mais semelhantes forem f e g, maior serd o valor de < f,g > .

Definicao 8.3. Sejam x = z(t) e y = y(t) sinais deterministicos. Definimos, a
correlagdo cruzada dos sinais x e y por

Rey(7) = /+Oox(t)y(t +7)dt (8.3.10)

— 00
Definigao 8.4. A autocorrelacdo do sinal x € definida por

Ra(r) = /+Oox(t):v(t+7)dt. (8.3.11)

— 00

Observe que Ryy(7) = Ryy(—7) € Ry(7) = Ryp(—7).
Temos,

—+o0

UF{R.(7)} = /Jrooei‘”/ x(t)x(t + 7)dtdr

— 0o

—+o0 —+o0 )
/ / e “Tx(t)x(t + 7)drdt
7+oo - —+oo

= /700 x(t)[m e “Ta(t + 7)drdt .
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Fazendo u =t 4+ 7 = du = dt, temos:

F{R,(1)} = ( / +Oox(t)eiwfdt) ( / +Ooe—iw“x(u)du)

— 00

= X(~0)X () = X*(@)X () = X () [2

OBS:
A convolugao entre as fungoes f e g é dada por

—+oo

(fxg)t) = f(r)g(t —7)dr.

Consideremos f(t) = z(t) e g(t) = z(—t).

Assim,

(f *9)(t)

/ ;OOI(T)I(_@ —))dr
/ ;OO;C(T);E(T Bdr = / )t + 7y
(t)

—o0
R.(1).

8.4 Densidade espectral de poténcia para sinais
aleatorios
Definicao 8.5. Definimos a densidade espectral de poténcia de um processo es-

tocdstico X (t) como a média das densidades espectrais de poténcia de todas as
fungdes amostra. Isto €,

SX (W) - TEIJIrlooE

| Xr(w)
T#] (8.4.12)

sendo )/(;(w) = F{Xr(t)}, com Xr(t) = X(T)Gr(t). Gr a fungdo porta de
largura T'.

Teorema 8.2. Seja X (t) um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo.

Vamos provar que Sy(w) = F{R.(7)}.

Demonstragao:
Temos,

e 2
Sx(w)=_lm B [Xr@) [*
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Mas,
| Xr@) P = Xr@)Xr(-w)
+oo ) +oo
= / e_“”tle(tl)dtl/ EZWtQIT(tQ)dtQ
T/2 T/2
= / e_zwhx(tl)dtl/ eiwtz (fz)dtg
T/2 -T/2
T/2 T/2
= / / _lw(tl t2 (tl)l'(tg)dtldtg.
T/2J-T/2
E,
X 2 T/2 T/2
lim E [Xr@) ) _ lim — / e T8 Bla(ty )a(ty) dt dts
TS oo T Tﬂ+ooT —T/2 T/2
T/2 T/2
= hm —/ / 7“‘) tl t2)R ( 1 —tQ)dtldtQ .
T*}“rOOT T/2 T/2
Facamos 7 = t; — to = d7 = dt; e, depois, t; = t. Obtemos, assim,
T/2 (T/2)-t
Sx (w) :TETooi/T/Q/ T/g),t R (7)drdt

x+ *mudando a ordem de integragao

T/2 (r/2)—7
/ / e~ Ry (1)dtdr +/ / e "T Ry (7)dtdr
T/2)—7 T/2

= lim — [[T e WTR, (T)(T+T)d'r+/ e WTR, (T)(T—T)dT]

0

= hmf

e WT Ry (T)(T— | 7 |)dr

I
T
18
8
S|
i~
N N~

|
g

e TRy (r) (1= | 7 |) dr

T—+o0 _7T
“+ o0

= / Ry (T)e”™7dr = F{R.(7)}.
— o0

OBS: Devemos observar que poténcia média de X () é o seu segundo momento e
é dada por

T 5x (w)
2T

E[X?%(t)] = Rx(0) = / dw .

— 00

Temos,

Rx(7) = Cx(7) + m% = Sx(w) = F{Cx (1)} + m% - 2m6(w)
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Observe que mx é a componente “dc”de X (t).

99

Para processos estocasticos conjuntamente estacionarios no sentido amplo, de-
finimos a densidade espectral cruzada por Sxy (w) = F{Rxy(7)}, onde

Rxy(7) = E[X(t+ 7)Y (1)].

Exemplo 8.1. Considere o processo estocdstico X (t) = acos(wot + O), sendo ©
uma varidvel aleatdria uniformemente distribuida em [0, 27].

Determine:

(1) Rx(r)

(ii) Sx(w)

(iii) A poténcia média do sinal

Solugao:

(i) Primeiro, vamos verificar que o processo estocastico X (t) ¢é estaciondrio no
sentido amplo. Temos,

27 1
E[X(t)] = Elacos(wot+ O)] = /0 acos(wot + 9)% do
=0.

Rx(t1,t2)

= E[X (1) X (t2)]

E2[ 0s(wo t1 + O)acos(wog tz + O)]

% [cos(wo(t1 + t2) 4+ 20) + cos(wo(t1 — t2))]
%cos(wo(tl —t2))

a
7cos(w07') , T=1t —t2.

Como E[X(t)] = constante = 0 e Rx(t1,t2) = Rx(7), X(t) é um processo
estocastico estacionario no sentido amplo.

2
Também, Rx (1) = %cos(wm’).

(ii) Temos,

Rx(T)

(L2
= —cos(wpT) = Sx(w) = F{Rx(7)}

%

- %w[é(w — wp) + 6w + wp)] -
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(iii) A poténcia média do sinal é dada por

) 1 +oo a2

EX*(t)] = Rx(0) = — S dw = — .

X0) = Rx(0) = 5- [ Sx(@)do =5

Exemplo 8.2. A densidade espectral de poténcia de um processo chamado de

“processo de ruido branco”, estaciondrio no sentido amplo, com componentes de
freqiiéncia limitadas em —Q < w < Q € dada por:

Sx(w) 5 sw<Q

Determine:

(1) A poténcia média do processo
(ii) A fungao autocorrela¢io do processo
(iii) A autocorrelagio quando  — +o0.

Solugao:
i) A poténcia média do processo é dada por
1% 1% 1%

1 [t
BX(0)] = Rx(0) = 5- [ Sx(w)de
TJ -0
_ 1 +w&dw = —NOQ
- 21T —w 2 - 2
(ii) Temos,
1 -1 NO
Ry (r) = F{Sx(w)} = F {7 Gaa(w)}
1, Q<w<Q
sendo G = { 0, caso contrario

Sabemos que F{Gaq}(t) = 2QSa(w?), sendo

senx
Sa(m)z{ 190 ’37&0
, x=0.

Assim, F{2Q5a(7Q)} = 27Gaq(—w) = 27G2q(w).

Portanto, f{N%QSa(TQ)} = %WGN(W)-

NoQ
2

Logo, Rx (1) = f’l{%ngg(w)} = Sa ().
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N,
(iii) Quando Q — 400, temos que Sx(w) — 70-
Nod(7)

Consequentemente, Rx (1) — >

8.5 Resposta de sistemas lineares a sinais aleato-
rios

Considere um sistema com sinal de entrada X (t) e saida Y (t) tal que Y (t) =
T[X(t)], sendo T uma transformagio linear e invariante no tempo.

OBS:
(i) T linear = T'[a X1 + fX2] = oT'[X1] + BT [X,]

(ii) T invariante no tempo = T[X(t — s)] = Y (t — s).

A resposta ao impulso deste sistema é definida por h(t) = T[6(t)] e a resposta
a uma entrada arbitraria X (¢) é dada por

+oo
Y (t) :h(t)*X(t):/ h(s)X (t — s)ds

+o0 -
= [ h(t — 8)X(s)ds.

A funcao resposta em frequéncia é dada por

—+oo

H(w) = F{h(t)} = / h(t)e ™tdt .

— 00

Se a entrada do sistema linear invariante no tempo for um processo estocastico
X (t) entdo

+oo +oo
Y(t) = / h($)X(t — s)ds = / h(t — s)X (s)ds.

— 00 — 00

E a média de Y (¢) é dada por

E Umh(s)X(t - s)ds]

— 00

E[Y (t)]

+oo
= / h(S)E[X (t — s)]ds = my (t) = mx(t) * h(t).

— 00



102 Anélise e processamento de sinais aleatdrios

Devemos observar que se X (t) é estaciondrio no sentido amplo entdo my (t) =

A fungao autocorrelagdo de Y (t) (estacionério no sentido amplo) é dada por

Ry(tl,tQ) = E[Y(tl)Y(tQ)] = E[Y(t)Y(t—FT)]

= F [ +OoX(t — 8)h(s)ds +OoX(t + 7 —7r)h(r)dr

— —o0

+oo OO-l-oo
= /_ /_ hS)h(r)E[X(t — s)X(t +7 — r)]drds

= [ T homeRs s = s

Considerando X (t) estaciondrio no sentido amplo, Rx dependerd s6 de 7 e,
consequentemente, E[Y (t)Y (¢t + 7)] dependerd sé de 7.

Como E[Y(t)] é constante, concluimos que Y (t) é estaciondrio no sentido am-
plo.

A densidade espectral de Y (t) é dada por

Sy(w) _ /+°°Ry(7_)ejm-d7_
74(:000 +oo pH4oo
o A A R e
+oo Foo +o00
= /7 h(S)ejw5d5/7 h(,r-)e*ju”“dr/; RX(’UJ)Eijwudu
- H (W)HW)Sx(w) =| Hw) |? Sx ().
Também,
Ryx(r) = BY(t+nX(®]=F [X(t) [ X - b

= /+OOE[X(t)X(t + 7 —7)|h(r)dr

— 0o

“+o0
- / Rx(r — r)h(r)dr = Rx(7) % h(r)

— 00
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E, Syx(w) = H(w)SX(w)

Como ny(T) = Ryx(—T), temos:

Sxy (@) = S x (@) = H ()Sx ().

Resumo:
() Sx(w) = F{Rx(7)}
(ii) H(w) = F{h(t)}
(iif) my (t) = mx (t) * h(t)
(iv) Sy (w) =| H(w) |* Sx(w) = H*(w)H (w)Sx (w)
(V) Sxv(w) = Sy x(w) = H*(w)Sx (W)
(vi) Syx(w) = H(w)Sx(w)

Exemplo 8.3. Encontre a densidade espectral da saida de um sistema linear in-
variante no tempo,c om funcdo resposta em freqiéncia H(w), cuja entrada é um

. . .. INg
processo de ruido branco, com densidade espectral de poténcia <

Solucgao:
N, N
Temos, Sx (w) = 70 , Vw. Logo, Sy (w) =| H(w) |> =2

5

Exemplo 8.4. Ache a fung¢do resposta ao impulso de um filtro causal que pode
ser usado para gerar um processo aleatorio gaussiano com func¢ao autocorrela¢ao

dada por Ry (T) = ;—ae’o‘m.

Solucgao:

2 0,2

a? +w?’

2
. —0
(o + jw)(a = jw)

Como, Sy (w) = H(w)H (—w)Sx (w), temos H(w) =

Temos, Ry (1) = ;—ae’o‘“' = Sy (w) =

Podemos escrever Sy (w) =

1
o+ jw

Consequentemente, h(t) =e~* | t > 0.

3
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8.6 Exercicios

(1) Seja A(t) um processo estocéstico estaciondrio no sentido amplo. Considere
X (t) o processo estocastico dado por X (t) = A(t)cos(w.t + O), onde © é uma
varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [0, 27] e que as varidveis
aleatérias © e A(t) sdo independentes. Calcule Rx(7) e Sx(w), em fungao de
Ra(7) e de Sy(w).

(2) Considere X () um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo e Y (t) =
X(t—d),d>0.

(i) Prove que Y (t) também é estacionério no sentido amplo.
(ii) Prove que X (t) e Y (¢) sdo conjuntamente estacionérios no sentido amplo.
(iii) Determine as expressoes de Ry x(7), Syx(w), Ry (1) e Sy (w).

(3) Um processo estocatico X (t) com fungéo autocorrelagdo dada por

Rx(r) ="’

¢é a entrada de um filtro linear e invariante no tempo com fungao resposta em
frequéncia dada por

1, 0<|w|<2
0, caso contrario

() = {
Determine:
(i) A poténcia média de X ()
(ii) A densidade espectral da saida Sy (w)
(iii) A poténcia média da saida Y (¥)

(4) Considere X (t) e Y (t) processos estocdsticos estaciondrios no sentido amplo.
Prove que a densidade espectral cruzada Sy x (w) satisfaz:

Sy x(w) = Sxy(—w) = [Sxy (w)]*

sendo * denotando o conjugado.
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