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Sociedade Brasileira de Matemática Aplicada e Computacional

São Carlos - SP, Brasil
2012



Coordenação Editorial: Elbert Einstein Nehrer Macau

Coordenação Editorial da Série: Rosana Sueli da Motta Jafelice

Editora: SBMAC

Capa: Matheus Botossi Trindade
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Prefácio

Durante muito tempo prevaleceu na F́ısica uma visão determińıstica da natureza.
Por exemplo, a Mecânica era completamente descrita pelas leis de Newton, de
forma que conhecendo-se as condições iniciais do sistema mecânico seria posśıvel
descrever seu comportamento. Essa era a visão de Lagrange, que prevaleceu do
século 18 até a metade do século 20. Essa visão panglossiana foi sendo, pouco
a pouco, questionada, principalmente com o surgimento da Termodinâmica, que
desconstroi a crença em reversibilidade e inicia o estudo de sistemas estocásticos
complexos. Porém, foi a descoberta do caos que indiscutivelmente mostrou que a
situação não era tão simples, mas ainda em um contexto determińıstico. Ou seja,
caos parece estocástico, mas não é. A teoria quântica, por outro lado, mostrou
que, na sua essência, os processos da natureza não são determińısticos, mas sim
probabiĺısticos. Essa mudança de paradigma ainda não foi inteiramente absorvida,
como é bem descrito no livro de Thomas Kuhn, que discute aspectos sociológicos
das ciências.

Por outro lado, modelagem estocástica começa com o estudo de jogos de azar
(dados, baralho, roleta, etc). Os eǵıpicios já jogavam dados. Porém nesse contexto
modelagem estocástica se confunde com combinatória e não é nisso que estamos
interessados. Nos interessa modelos cont́ınuos.

Modelagem estocástica é mais dif́ıcil do que modelagem determińıstica, e a im-
plementação dos modelos é muito mais custoso. Vejamos um pequeno exemplo: no
caso mais simples de modelagem determińıstica os parâmetros do modelo são cons-
tantes. Seu equivalente em modelagem estocástica é transformar essas constantes
em variáveis aleatórias. Para cada realização da variável aleatória o seu valor é
uma constante, mas essa constante pode ser diferente para outras realizações e as
realizações seguem uma distribuição de probabilidade. Ou seja, os objetos mais
simples de um modelo estocástico, as variáveis aleatórias, são funções, portanto
objetos de dimensão infinita. Em um modelo determı́nistico, se ele é coerente,
temos uma solução uma vez fixadas condições suplementares. Em um modelo es-
tocástico não é assim. Para cada realização dos parâmetros do modelo temos um
modelo determı́nistico que tem uma solução, e temos que fazer estat́ısticas dessas

13



14

solução para sabermos como elas se distribuem; o que interessa em modelagem
estocástica é a distribuição de probabilidade. Os valores obtidos para uma rea-
lização não representam o comportamento de um sistema estocástico. Para que
verdades desse tipo fossem absorvidas pela indústria foram necessários anos de
controle de qualidade, que não funcionava, até que a modelagem estocástica fosse
promovida a ferramenta essencial de engenharia. Dáı o grande interesse atual em
Fiabilidade, que representa uma nova maneira de projetar sistemas levando em
conta incertezas.

Ou seja, podemos pensar que a solução de um modelo probabiĺıstico pode ser
decomposta em três etapas: geração dos objetos estocásticos segundo as distri-
buições de probabilidade, solução de um modelo determińıstico associado a cada
realização e, finalmente, fazer estat́ısticas das soluções encontradas (por exemplo,
construindo histogramas). Os histogramas representam a solução de um modelo
estocástico. Quando se deseja uma aproximação da solução, muitas vezes, se pode
fornecer, por exemplo, a média e a variância da distribuição de probabilidade (his-
tograma). Em alguns casos, como os abordados no caṕıtulo 8, se calcula apenas
uma probabilidade, pois os momentos são muito complicados de calcular.

Essas Notas visam divulgar a Modelagem Estocástica e a Quantificação de In-
certezas que, cada vez mais, vem crescendo em importância em todas as áreas.
No caṕıtulo 1 são discutidas as noções básicas da Teoria de Probabilidades em um
contexto hilbertiano, esse caṕıtulo deve ser usado para consulta. Os conceitos de
variáveis aleatórias e processos estocásticos são discutidos. No caṕıtulo 2 se discute
a construção de um modelo estocástico usando o Prinćıpio da Entropia Máxima,
quando no modelo so temos variáveis e vetores aleatórios a construção é relati-
vamente simples, se temos processos e campos estocásticos temos que aproximas
esses objetos de dimensão infinita por outro de dimensão finita. Nesse caṕıtulo
a questão de geração é discutida, mas sem detalhes. Geração de variáveis e ve-
tores aleatórios, e de processos e campos estocásticos é uma parte essencial de
modelagem estocástica e esta ligada a programação.

No caṕıtulo 3 se discute o problema de aproximação de variáveis aleatórias. Os
caṕıtulos seguintes são de aplicações. No caṕıtulo 4 se discute sistemas lineares
com incertezas, no caṕıtulo 5 se discute sistema não-lineares com incertezas, no
caṕıtulo 6 se discute equações diferenciais, e nos dois caṕıtulos seguintes, 7 e 8,
se discute problemas de otimização com incertezas. Finalmente, no caṕıtulo final,
9, alguns exerćıcios são propostos. Esses exerćıcios são parte integral do texto e
devem ser trabalhados. Não foram propostos exerćıcios após cada caṕıtulo pois
não seria coerente com o esṕırito do livro; os exerćıcios propostos exigem que o
aluno tenha compreendido vários caṕıtulos.

O livro não corresponde ao que pode ser coberto em um um mini-curso, ele é
muito mais uma fonte de consulta pois os exemplos foram escolhidos para mostrar
ideias, sem preocupação de eficiência numérica.
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Caṕıtulo 1

Elementos de Teoria das
Probabilidades e dos
Processos Estocásticos

A noção fundamental da teoria que apresentamos é aquela de variável aleatória,
isto é, a de uma função para a qual os valores pontuais não são dispońıveis ou não
são o objeto de interesse.

Exemplos simples de variáveis aleatórias são fornecidos pelos caracteŕısticas
numéricas de populações finitas, rapidamente introduzidas na seção 1.2. A for-
mulação geral é constrúıda através das noções de medida e probabilidade(seção
1.5).

1.1 Notação

Seja N o conjunto dos números naturais e N∗ o conjunto dos naturais estritamente
positivos. R é o conjunto dos números reais (−∞,+∞) e Re representa os reais
estendidos: R∪{−∞,+∞}.
(a, b) = {x ∈ R:a < x < b} representa um intervalo aberto de números reais.

Para um inteiro k ∈ N∗, Rk = {x = (x1, ..., xk) : xn ∈ R ,1 ≤ n ≤ k} repre-
senta o conjunto das k-uplas de números reais. Utilizamos uma notação análoga
para Rk

e . Denotamos por |•|p a norma p usual de Rk.
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1.2 Caracteŕısticas numéricas de populações fini-
tas

Levantamentos de caracteŕısticas numéricas de populações finitas são regularmente
obtidos através de recenseamentos. Por exemplo, o número de habitantes, a renda
familiar, o tipo de habitação e outros dados análogos podem ser periodicamente
verificados.

Do ponto de vista matemático, uma caracteŕıstica numérica X da população
finita Ω é uma aplicação X : Ω −→ R. Uma particularidade importante dos re-
censeamentos reside no fato de que não estamos geralmente interessados no valor
X (ω) da caracteŕıstica numérica para um indiv́ıduo particular ω ∈ Ω, mas em
caracterizar globalmente o comportamento de X para a população Ω: qual a por-
centagem da população com idade inferior ou superior a certos limites, qual a fatia
da população dispondo de uma certa renda, etc. Assim, encontramos frequente-
mente o seguinte quadro:

1. Ω =
{
ω1, ..., ωN

}
é uma população finita não vazia (N ≥ 1)

2. X : Ω −→ R é uma caracteŕıstica numérica tendo por imagem um conjunto
de k valores distintos : X (Ω) = {X1, ..., Xk}, Xi 6= Xj para i 6= j. Como os
valores são distintos, podem ser ordenados de forma estritamente crescente
caso desejemos: caso necessário, podemos supor Xi < Xj para i < j sem
perda de generalidade.

3. A pré-imagem do valor Xi ∈ X (Ω) é a subpopulação Hi = X−1 ({Xi}) =
{ω ∈ Ω : X (ω) = Xi} .O número de elementos de Hi é # (Hi) = ni e a
freqüência relativa ou probabilidade de Xi é P (X = Xi) = pi = ni/N .

4. Se A ⊂ R, definimos P (A) = nA/N , onde nA = #
(
X−1 (A)

)
é o número de

elementos de A.

Notemos que
k∑

i = 1

pi = 1 e
k∑

i = 1

ni = N .

Definição 1.2.1 . (média, esperança sobre uma população finita) A média,
ou esperança, de X é

E (X) =
1

N

N∑

n = 1

X (ωn) .
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Proposição 1.2.2 . A esperança é linear: se X : Ω −→ R e Y : Ω −→ R são duas
caracteŕısticas numéricas da população Ω e α, β são números reais, então

E (αX + βY ) = αE (X) + βE (Y ) .

Demonstração: Temos

E (αX + βY ) =
1

N

N∑

n = 1

(αX (ωn) + βY (ωn)) ,

de modo que

E (αX + βY ) =
α

N

N∑

n = 1

X (ωn) +
β

N

N∑

n = 1

Y (ωn) =

αE (X) + βE (Y ) .

�

Definição 1.2.3 . (variância sobre uma população finita) A variância de
X é

V (X) =
1

N

N∑

n = 1

(
X
(
ωi
)
− E (X)

)2
.

Proposição 1.2.4 . Temos

V (X) = E
(
X2
)
− [E (X)]

2
.

Demonstração: Temos

(X (ωn)− E (X))
2
=
(
X (ωn)

2
)
− 2E (X)X (ωn) + [E (X)]

2
,

de modo que

V (X) =
1

N

[
N∑

n = 1

(
X (ωn)

2
)
− 2E (X)

N∑

n = 1

X (ωn) +

[E (X)]
2

N∑

n = 1

1

]

e
V (X) = E

(
X2
)
− 2 [E (X)]2 + [E (X)]2 = E

(
X2
)
− [E (X)]2 .

�
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Proposição 1.2.5 . V (X) ≥ 0 e V (X) = 0 se e somente se X é constante sobre
Ω .

Demonstração: A primeira asserção é imediata, pois trata-se de uma soma de
termos não negativos ( soma de quadrados). Para a segunda, basta notar que a
soma de quadrados só pode ser nula se cada um de seus termos for nulo, de modo
que X (ωn) = E (X), ∀n ∈ N . �

Corolário 1.2.6 . E
(
X2
)
≥ 0 e E

(
X2
)
= 0 se e somente se X = 0.

Demonstração: Temos E
(
X2
)
= V (X) + [E (X)]

2
. Assim, por um lado,

E
(
X2
)
≥ 0 e, por outro lado, E

(
X2
)
= 0 se e somente se V (X) = 0 e E (X) =

0 . �

Definição 1.2.7 . (momentos sobre uma população finita) O momento de
ordem p de X é

Mp (X) = E (Xp) =
1

N

N∑

n = 1

(X (ωn))p.

Podemos sintetizar a informação sobre o comportamento global de uma carac-
teŕıstica numérica X através de uma tabela:

X1 X2 ... Xk

p1 p2 ... pk
ou

X1 X2 ... Xk

n1 n2 ... nk

Tabela 1.1 Caracterização global de X através de uma tabela

Estas tabelas não contém mais informação sobre o valor de X para um ω ∈
Ω em particular, mas somente a informação global sobre Ω. Entretanto, elas
permitem o cálculo de grandezas globais de funções de X sobre toda a população.
Por exemplo,

Lema 1.2.8 . Seja g : R −→ R uma função e Z = g (X). Então

E (Z) =

k∑

i = 1

pig (Xi) . (1.2.1)

Demonstração: Como
⋃k

i = 1Hi = Ω, temos

E (Z) =
1

N

k∑

i = 1



∑

ω ∈ Hi

Z (ω)︸ ︷︷ ︸
= g(Xi) sobre Hi


 =

1

N

k∑

i = 1

nig (Xi) =

k∑

i = 1

pig (Xi) .
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�

Proposição 1.2.9 . Mp (X) =
∑k

i=1 piX
p
i . Em particular, E (X) =

∑k
i=1 piXi e

E
(
X2
)
=
∑k

i=1 piX
2
i .

Demonstração: Basta aplicar o lema precedente. �

A informação destas tabelas pode ser dada também através de uma função de
repartição ou função cumulativa:

F (x) = P (X < x) = P (X ∈ (−∞, x)) .

x x < X1 x < X2 x < X3 ... x < Xk x < +∞

F (x) 0 p1 p1 + p2 ... p1 + ...+ pk−1 1

Tabela 1.2 Caracterização global de X através de uma função de repartição

Notemos que F é derivável no sentido das distribuições e que f = F ′ é uma
soma de k massas de Dirac:

f (x) =

k∑

i = 1

piδ (x−Xi) .

f é a densidade de probabilidade de X : neste caso, trata-se de uma distribuição
- estudaremos mais tarde situações onde esta densidade é uma função usual.

1.3 Duplas de caracteŕısticas numéricas

Consideremos uma dupla (X,Y ) de duas caracteŕısticas numéricas X,Y : Ω −→ R

tais que X (Ω) = {X1, ..., Xk} e Y (Ω) = {Y1, ..., Ym}. De maneira análoga, a
pré-imagem de (Xi, Yj) é

Hij = X−1 ({Xi}) ∩ Y −1 ({Yj}) =
{
ω ∈ Ω : X (ω) = Xi e Y (ω) = Yj

}

e o número de elementos de Hij é # (Hij) = nij . A probabilidade de (Xi, Yj)
é P (X = Xi, Y = Yj) = pij = nij/N . Podemos sintetizar a informação sobre o
comportamento global da dupla (X,Y ) através de uma das seguintes tabelas:

Y1 · · · Ym
X1 p11 · · · p1m
· · · · · · · · · · · ·
Xk pk1 · · · pkm

ou

Y1 · · · Ym
X1 n11 · · · n1m

· · · · · · · · · · · ·
Xk nk1 · · · nkm

Tabela 1.3 Caracterização global de X através de tabelas
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Neste caso,
k∑

i = 1

m∑

j = 1

pij = 1 e

k∑

i = 1

m∑

j = 1

nij = N .

Como no caso precedente, estas tabelas permitem o cálculo de somas globais
de funções da dupla sobre toda a população:

Lema 1.3.1 . Seja g : R2 −→ R uma função e Z = g (X, Y ). Então

E (Z) =

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pijg (Xi, Yj) . (1.3.2)

Demonstração: Como
⋃k

i = 1

⋃m
j = 1Hij = Ω, temos:

N∑

n = 1

g (X (ωn) , Y (ωn)) =

k∑

i = 1

m∑

j = 1




∑

ω ∈ Hij

g

(
X (ω) , Y (ω)︸ ︷︷ ︸

)

= (Xi,Yj) sobre Hij


 ,

de modo que

N∑

n = 1

g (X (ωn) , Y (ωn)) =

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pijg (Xi, Yj) .

�

Temos

X−1 ({Xi}) = Hi• =

m⋃

j = 1

Hij ; Y −1 ({Yj}) = H•j =
k⋃

i = 1

Hij ,

de modo que

P (X = Xi) = pi• =

m∑

j = 1

pij ; P (Y = Yj) = p•j =
k∑

i = 1

pij .

Por conseguinte:

E (X) =

k∑

i = 1

pi•Xi =

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pijXi ;

E (Y ) =
m∑

j = 1

p•jYj =
k∑

i = 1

m∑

j = 1

pijYj .
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De maneira análoga

V (X) =

k∑

i = 1

pi• (Xi − E (X))
2
=

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pij (Xi − E (X))
2
;

V (Y ) =

m∑

j = 1

p•j (Yj − E (Y ))
2
=

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pij (Yj − E (Y ))
2
;

Mp (X) =

k∑

i = 1

pi•X
p
i =

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pijX
p
i ;

Mp (Y ) =

m∑

j = 1

p•jY
p
j =

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pijY
p
j .

Para uma dupla, a função de repartição é

F (x, y) = P (X < x, Y < y) = P ((X,Y ) ∈ (−∞, x)× (−∞, y))

e a densidade de probabilidade é

f (x, y) =
∂2F

∂x ∂y
(x, y) .

Definição 1.3.2 . (covariância de uma população finita) A covariância de
X e Y é

Cov (X, Y ) =
1

N

N∑

n = 1

(
X
(
ωi
)
− E (X)

) (
Y
(
ωi
)
− E (Y )

)
.

Proposição 1.3.3 . Temos

Cov (X, Y ) = E (XY )− E (X)E (Y ) .

Demonstração: Temos

(X (ωn)− E (X)) (Y (ωn)− E (Y )) =

X (ωn)Y (ωn)− E (X)Y (ωn)− E (Y )X (ωn) + E (X)E (Y ) ,
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de modo que

Cov (X , Y ) =
1

N

[
N∑

n = 1

X (ωn)Y (ωn)− E (X)
N∑

n = 1

Y (ωn)−

E (Y )

N∑

n = 1

X (ωn) + E (X)E (Y )

N∑

n = 1

1

]

e

Cov (X , Y ) = E (XY )− E (X)E (Y )− E (Y )E (X)

+E (X)E (Y ) = E (XY )− E (X)E (Y ) .

�

Proposição 1.3.4 . Temos

V (αX + βY ) = α2V (X) + β2V (Y ) + 2αβCov (X, Y ) .

Demonstração: Temos

(αX + βY )
2
= α2X2 + β2Y 2 + 2αβXY ,

E
(
(αX + βY )

2
)
= α2E

(
X2
)
+ β2E

(
Y 2
)
+ 2αβE (XY ) .

Além disto,
E (αX + βY ) = αE (X) + βE (Y ) ,

de modo que

E [(αX + βY )]
2
= α2[E (X)]

2
+ β2[E (Y )]

2
+ 2αβE (X)E (Y ) .

e

V (αX + βY ) = α2
(
E
(
X2
)
− [E (X)]

2
)
+

β2
(
E
(
Y 2
)
− [E (Y )]

2
)
+ 2αβ (E (XY )− E (X)E (Y )) ,

de onde se conclue o resultado enunciado.
�

Corolário 1.3.5 . Sejam X : Ω −→ R e Y : Ω −→ R

duas caracteŕısticas numéricas sobre Ω. Então

|Cov (X, Y )| ≤
√
V (X)

√
V (Y ).
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Demonstração: Seja α ∈ R. Consideremos o polinômio do segundo grau
f (α) = α2V (X) + 2αCov (X , Y ) + V (Y ). Da proposição precedente: f (α) =
V (αX + Y ) ≥ 0, ∀α ∈ R. Assim,

∆ = [2Cov (X , Y )]
2 − 4V (X)V (Y ) ≤ 0 ,

de modo que
[Cov (X , Y )]2 ≤ V (X)V (Y )

e temos o resultado enunciado. �

1.4 Propriedades hilbertianas das caracteŕısticas
numéricas

Consideremos o conjunto das caracteŕısticas numéricas sobre Ω :

C (Ω) = {X : Ω −→ R} .

O conjunto das caracteŕısticas numéricas simples em Ω é:

V (Ω) = {X ∈ C (Ω) : X (Ω) é finito} .

Como Ω é finito, temos V (Ω) = C (Ω). Veremos a seguir situações mais gerais
nas quais estes conjuntos não coincidem.

Para X,Y ∈ V (Ω) consideremos

(X , Y ) = E (XY ) . (1.4.3)

Então:

Lema 1.4.1 . (•, •) é um produto escalar em V (Ω).
Demonstração: Trata-se de uma forma bilinear e simétrica.
Além disto, (X , X) = E

(
X2
)
≥ 0 para todo X ∈ V (Ω). Enfim, se (X , X) =

E
(
X2
)
= 0, então X = 0, de modo que a forma é positiva e definida. �

Seja L2 (Ω) o completamento de V (Ω) para o produto escalar definido na
equação (1.4.3): L2 (Ω) é um espaço de Hilbert para o produto escalar (1.4.3). A
norma de um elemento X ∈ L2 (Ω) é

‖X‖ =
√
E (X2) . (1.4.4)

A estrutura hilbertiana de L2 (Ω) torna posśıvel a utilização de toda teoria
de Espaços de Hilbert e dos resultados associados. Utilizaremos no que segue em
particular a noção de projeção ortogonal em um subespaço vetorial :
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Definição 1.4.2 . Sejam S ⊂ L2 (Ω) um subespaço vetorial não vazio e X ∈
L2 (Ω). A projeção ortogonal X em S é o elemento PX ∈ S tal que

PX = arg min {‖X − s‖ : s ∈ S} .

Temos

Proposição 1.4.3 . Se S é fechado então PX existe e é unico.

Demonstração: Cf. [27]. �

Corolário 1.4.4 . Se S é de dimensão finita então PX existe e é unico.

Demonstração: Como S é de dimensão finita, também é fechado (Cf. [27]) �

Proposição 1.4.5 . PX é a projeção ortogonal X em S se e somente se PX ∈ S
e X − PX é ortogonal a S, isto é,

PX ∈ S e (X − PX, s) = 0, ∀s ∈ S.

Demonstração: Cf. [27]. �

1.4.1 Média e aproximação por uma constante

Quando desejamos aproximar o valor de X por uma constante, podemos buscar o
valor de m ∈ R tal que

m = arg min {‖X − λ‖ : λ ∈ R} .

Trata-se de uma projeção ortogonal, onde S é o subespaço vetorial de dimensão
1:

S =
{
Z ∈ L2 (Ω) : Z é constante: Z (ω) = λ ∈ R, ∀ω ∈ Ω

}

Temos:

(X −m, λ) = 0, ∀λ ∈ R,

de modo que

λE (X) = λm, ∀λ ∈ R⇐⇒ m = E (X) .

Temos

‖X −m‖ =
√
E
(
(X − E (X))

2
)
=
√
V (X) ,

de modo que a norma do erro cometido nesta aproximação é a raiz quadrada da
variância de X .
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1.4.2 Correlação linear e aproximação afim

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma função afim de outra carac-
teŕıstica numérica X , podemos buscar os valores dos parâmetros a, b ∈ R tais
que

aX + b = arg min {‖Y − Z‖ : Z = αX + β; α, β ∈ R} .

Trata-se mais uma vez de uma projeção ortogonal, onde S é o subespaço veto-
rial de dimensão 2:

S =
{
s ∈ L2 (Ω) : s = αX + β; α, β ∈ R

}
,

Temos:
(Y − aX − b, αX + β) = 0, ∀α, β ∈ R.

Tomando sucessivamente (α, β) = (1, 0) e (α, β) = (0, 1), obtemos

aE
(
X2
)
+ bE (X) = E (XY ) ; aE (X) + b = E (Y ) .

A solução deste sistema linear é

a =
Cov (X , Y )

V (X)
; b = E (Y )− aE (X) .

Neste caso,

‖Y − aX − b‖ =
√
V (Y )

(
1− [ρ (X,Y )]

2
)
,

onde

ρ (X,Y ) =
Cov (X , Y )√
V (X)V (Y )

.

ρ (X,Y ) é o coeficiente de correlação linear entre X e Y . Temos
|ρ (X,Y )| ≤ 1 e o erro se anula quando |ρ (X,Y )| = 1.

1.4.3 Esperança condicional e melhor aproximação

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma função genérica de outra
caracteŕıstica numérica X , devemos determinar

g (X) = arg min {‖Y − Z‖ : Z = ϕ (X) ; ϕ : R −→ R} .

Trata-se ainda de uma projeção ortogonal, onde

S =
{
s ∈ L2 (Ω) : s = ϕ (X) ; ϕ : R −→ R

}
.
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Neste caso, temos:

(Y − g (X) , ϕ (X)) = 0, ∀ϕ : R −→ R,

isto é,
k∑

i = 1

m∑

j = 1

pij (Yj − g (Xi))ϕ (Xi) = 0, ∀ϕ : R −→ R. (1.4.5)

Sejam gi = g (Xi) ∈ R , G = (g1, ..., gk) ∈ Rk, ϕi = ϕ (Xi) ∈ R , Φ =
(ϕ1, ..., ϕm) ∈ Rm. A equação (1.4.5) se escreve:

k∑

i = 1

m∑

j = 1

pij (Yj − gi)ϕi = 0, ∀Φ ∈ R
m.

Consideremos Φ tal que ϕi = 0 se i 6= ℓ e ϕℓ = 1: temos

m∑

j = 1

pℓj (Yj − gℓ) = 0 =⇒ gℓ =

m∑

j = 1

pℓjYj/

m∑

j = 1

pℓj =

m∑

j = 1

pℓjYj/pℓ• .

A função g assim definida é chamada de esperança condicional de Y com
relação a X. Utilizaremos as notações E (Y |X ) para designar a caracteŕıstica
numérica Z = g (X) e E (Y |X = Xℓ ) para designar o valor de gℓ. O erro come-
tido na aproximação é ‖Y − E (Y |X )‖.

A expressão de gℓ faz aparecer o termo pℓj/pℓ• , que define a lei condicional
de Y com relação a X :

P (Y = Yj | X = Xi ) =






P (X = Xi , Y = Yj) /P (X = Xi)
, se P (X = Xi) 6= 0

0, nos outros casos.

Temos

E (Y | X = Xi ) =

m∑

j = 1

P (Y = Yj | X = Xi )Yj .

De maneira análoga, a lei condicional de X com relação a Y é:

P (X = Xi | Y = Yj ) =





P (X = Xi , Y = Yj) /P (Y = Yj)
, se

P (Y = Yj) 6= 0
0, nos outros casos.
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e temos

E (X | Y = Yj ) =

k∑

i = 1

P (X = Xi | Y = Yj )Xi .

As duas caracteŕısticas numéricas são independentes se e somente se

∀ i, j : P (X = Xi | Y = Yj ) = P (X = Xi) ou

P (Y = Yj | X = Xi ) = P (Y = Yj) ,

ou seja

∀ i, j : P (X = Xi , Y = Yj) = P (X = Xi) P (Y = Yj) .

Quando X e Y são independentes, temos E (Y | X ) = E (Y ) e E (X | Y ) =
E (X) .

1.5 Medida e Probabilidade

A generalização a universos Ω mais gerais (por exemplo infinitos, eventualmente
não enumeráveis) é feita através da noção de medida: seja Re = R∪{ −∞ , +∞ }
o conjunto dos ≪reais extendidos ≫. Manipularemos os elementos de Re utilizando
as seguintes regras:

∀x ∈ R : x+ (+∞) = (+∞) + x = +∞ e

x+ (−∞) = (−∞) + x = −∞

∀x ∈ R : x− (+∞) = − (+∞) + x = −∞ e

x− (−∞) = − (−∞) + x = +∞

∀x > 0 : x. (+∞) = (+∞) .x = +∞ e

x. (−∞) = (−∞) .x = −∞

∀x < 0 : x. (+∞) = (+∞) .x = −∞ e

x. (−∞) = (−∞) .x = +∞

0. (+∞) = 0. (−∞) = (+∞) .0 = (−∞) .0 = 0

(+∞) . (+∞) = +∞ ; (−∞) . (−∞) = +∞ ;

(−∞) . (+∞) = (+∞) . (−∞) = −∞
(+∞) + (+∞) = +∞ ; (−∞) + (−∞) = −∞
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As expressões (+∞) − (+∞), (−∞) − (−∞), (−∞) + (+∞), (+∞) + (−∞)
são indeterminadas. Utilizaremos também as relações de ordem:

−∞ < +∞ ; ∀x ∈ R : x < +∞ e x > −∞

Definição 1.5.1 . (medida)- Seja Ω um conjunto não vazio e P (Ω) o conjunto
das partes de Ω. Uma medida em Ω é uma aplicação µ : P (Ω) −→ Re tal que

(i) µ é positiva: µ (A) ≥ 0, ∀A ⊂ Ω;

(ii) µ é enumeravelmente aditiva, isto é, aditiva para toda famı́lia enumerável
disjunta:

µ

(
⋃

n ∈ N

An

)
=
∑

n ∈ N

µ (An) , ∀ {An}n ∈ N
⊂ P (Ω)

tal que Ai ∩Aj = ∅ para i 6= j, ∀i, j ∈ N;

(iii) µ (∅) = 0.

Diremos que µ é uma medida finita em Ω quando, além disto, µ (Ω) ∈ R, isto é,
µ (Ω) < +∞.

Temos:

Proposição 1.5.2 . Então µ (
⋃n

i = 1Bi) =
∑n

i = 1 µ (Bi) para toda famı́lia finita
disjunta (Bi ∩Bj = ∅ para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n).

Demonstração: Consideremos a famı́lia {An}n ∈ N
⊂ P (Ω) dada por

Ai = Bi, i ≤ n ; Ai = ∅, i > n.

Então Ai ∩ Aj = ∅ para i 6= j, ∀i, j ∈ N, de modo que

µ

(
n⋃

i = 1

Bi

)
=︸︷︷︸

Ak = ∅, k > n

µ

(
⋃

k ∈ N

Ak

)
=

∑

k ∈ N

µ (Ak) =︸︷︷︸
µ(Ak) = 0, k > n

n∑

i = 1

µ (Bi) .

�

Corolário 1.5.3 . Seja µ uma medida em Ω. Se A ⊂ B ⊂ Ω, então µ (A) ≤ µ (B).
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Demonstração: Sejam B1 = A e B2 = B − A. Então, B = B1 ∪ B2 e
B1 ∩B2 = ∅, de modo que

µ

(
n⋃

i = 1

Bi

)
=︸︷︷︸

Ak = ∅, k > n

µ

(
⋃

k ∈ N

Ak

)
=

∑

k ∈ N

µ (Ak) =︸︷︷︸
µ(Ak) = 0, k > n

n∑

i = 1

µ (i) .

�

Proposição 1.5.4 . Seja µ uma medida em Ω. Se A ⊂ Ω verifica µ (A) < +∞,
então µ (A−B) = µ (A)− µ (A ∩B), ∀B ⊂ Ω.

Demonstração: Sejam B1 = A−B e B2 = A ∩B. Então,
A = B1 ∪B2 e B1 ∩B2 = ∅, de modo que

µ (A) = µ (B1 ∪B2) = µ (B1) + µ (B2) = µ (A−B) + µ (A ∩B) .

Ora, A−B ⊂ A e A ∩B ⊂ A, de forma que

µ (A−B) ≤ µ (A) < +∞ e µ (A ∩B) ≤ µ (A) < +∞,

o que mostra o resultado enunciado.
�

Proposição 1.5.5 . Sejam µ uma medida em Ω e A,B ⊂ Ω. Se um dos dois
conjuntos tem medida finita ( µ (A) < +∞ ou µ (B) < +∞), então µ (A ∪B) =
µ (A) + µ (B)− µ (A ∩B).

Demonstração: Suponhamos, sem perda de generalidade, que µ (A) < +∞.
Consideremos B1 = A−B, B2 = B. Então,
A ∪B = B1 ∪B2 e B1 ∩B2 = ∅, de modo que

µ (A ∪B) = µ (B1 ∪B2) = µ (B1) + µ (B2) = µ (A−B) + µ (B)

e o resultado decorre da proposição precedente. A prova é análoga se supomos
µ (B) < +∞ (basta considerar B1 = B −A, B2 = A). �

Definição 1.5.6 . Seja µ uma medida em Ω e A ⊂ Ω. Diremos que A é de µ–
medida nula se e somente se µ (A) = 0. Neste caso, diremos que x ∈ A é µ–quase
nunca satisfeito ou satisfeito µ–quase nenhuma parte em Ω. De forma rećıproca,
diremos que x ∈ A é µ–quase sempre satisfeito em Ω ou satisfeito µ–quase toda
parte em Ω se e somente se Ω−A é de µ–medida nula.
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Quando nenhuma confusão é posśıvel, a medida µ não é mencionada e diz-se
simplesmente ≪medida nula ≫, ≪quase sempre ≫, ≪quase toda parte ≫, ≪quase
nunca ≫, ≪quase nenhuma parte ≫. Estas expressões também são freqüentemente
abreviadas por ≪q.s. ≫para ≪quase sempre ≫, ≪q.t.p. ≫para ≪quase toda parte
≫, ≪q.n. ≫para ≪quase nunca ≫, ≪q.n.p. ≫para ≪quase nenhuma parte ≫.

Estamos interessados em um tipo particular de medida:

Definição 1.5.7 . (probabilidade)– Seja µ uma medida em Ω. Diremos que µ
é uma probabilidade em Ω se e somente se µ (Ω) = 1. Diremos então que µ é a
distribuição de probabilidade e que a medida µ (A) associada ao conjunto A é a
probabilidade de A, para a qual utilizaremos a notação P (x ∈ A) ou simplesmente
P (A) :

P (x ∈ A) = P (A) = µ (A) .

Toda medida finita ν tal que ν (Ω) > 0 gera uma probabilidade através da
relação: µ (A) = ν (A) / ν (Ω).

Em probabilidades, utiliza-se uma terminologia particular: por exemplo, uma
parte A ⊂ Ω é dita um evento. As propriedades quase toda parte e quase ne-
nhuma parte são freqëntemente mencionadas – por exemplo, em enunciados ou
demonstrações – sob a forma seguinte:

Definição 1.5.8 . Seja P uma probabilidade em Ω e A ⊂ Ω um evento. Diremos
que A é P–despreźıvel ou P–quase imposśıvel se e somente se P (A) = 0. De
maneira rećıproca, diremos que A é P–quase certo se e somente se Ω − A é P–
despreźıvel (ou, de forma equivalente, P (A) = 1).

Como para o caso geral, a probabilidade P nem sempre é mencionada e por
vezes diz-se simplesmente ≪despreźıvel≫, ≪quase imposśıvel≫, ≪quase certo≫. Es-
tas expressões também podem ser abreviadas: ≪q.i.≫ para ≪quase imposśıvel≫,
≪q.c.≫ para ≪quase certo≫.

1.6 Construção de medidas

1.6.1 Conjuntos mensuráveis

Na prática, não é posśıvel definir uma medida utilizando a definição dada na seção
precedente pois seria necessário atribuir uma medida a todo subconjunto de Ω:
por exemplo, para definir uma medida correspondendo à área em R2, torna-se
necessário definir a priori a área de uma região arbitrária do plano - isto é, temos
que calcular a área de uma figura geométrica arbitrária antes de definir o que é a
área.
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Por esta razão, um procedimento mais eficiente consiste em definir a medida
para uma famı́lia particularB ⊂ P (Ω) de subconjuntos de Ω e em seguida estender
a definição a outras partes de Ω utilizando operações de reunião, intersecção e
complementos de elementos de B, assim como as propriedades demonstradas na
seção precedente. Formalmente, utilizamos uma σ − álgebra :

Definição 1.6.1 . A ⊂ P (Ω) é uma σ − álgebra em Ω se e somente se:

(i) ∅ ∈ A;
(ii) A ∈ A =⇒ Ω−A ∈ A;
(iii) a reunião de toda famı́lia enumerável de elementos de A pertence a A:

{ An }n ∈ N
⊂ A =⇒ ∪

n ∈ N

An ∈ A.

Segue-se desta definição que: se A e B são σ − álgebras em Ω então A ∩ B
é uma σ − álgebra em Ω. Esta propriedade se estende a coleções arbitrárias de
σ − álgebras em Ω: a intersecção de uma coleção de σ − álgebras em Ω é uma
σ − álgebra em Ω.

Para todo Ω, A = P (Ω) é uma σ − álgebra em V . Assim, para toda famı́lia
B ⊂ P (Ω) de subconjuntos de Ω, existe pelo menos uma σ − álgebra em Ω
contendo B (trivialmente, A = P (Ω) satisfaz esta condição). Por conseguinte,
podemos considerar a famı́lia não vazia das σ − álgebras em Ω contendo B. O
lema de Zorn (Cf. [27] ) mostra que esta famı́lia possue um elemento minimal σ (B)
: a menor σ − álgebra em Ω contendo B, isto é, a álgebra de Borel Σ (Ω, B), em
a qual a medida será formalmente definida, através de uma extensão baseada nas
noções de medida externa e medida interna:

Definição 1.6.2 . Seja µ : B −→ R tal que

(i) µ é positiva: µ (A) ≥ 0, ∀A ∈ B;

(ii) µ (∅) = 0.

(iii) µ (Ω) < +∞.

Seja A ⊂ Ω. A medida externa de A é

µe (A) = inf

{
∑

n ∈ N

µ (Bn) : A ⊂
⋃

n ∈ N

Bn e ∀n ∈ N : Bn ∈ B

}

A medida interna de A é

µi (A) = µ (Ω)− µe (Ω−A)
Diremos que A é mensurável se e somente se µi (A) = µe (A) e, neste caso, diremos
que esse valor comum é a medida de A, denotada por µ (A).
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Temos:

Proposição 1.6.3 . Seja {An}n ∈ N
⊂ Σ (Ω, B). Então,

⋃

n ∈ N

An ∈ Σ (Ω, B) e
⋂

n ∈ N

An ∈ Σ (Ω, B) .

Demonstração:
⋃

n ∈ N
An ∈ Σ (Ω, B) pela definição de σ-álgebra em Ω. De

maneira análoga, {Ω−An}n ∈ N
⊂ Σ (Ω, B), de modo que

⋃
n ∈ N

(Ω−An) ∈
Σ (Ω, B) e, por conseguinte,

Ω−
⋃

n ∈ N

(Ω−An) ∈ Σ (Ω, B) .

Ora,

Ω−
⋃

n ∈ N

(Ω−An) =
⋂

n ∈ N

[Ω− (Ω−An)] =
⋂

n ∈ N

An ,

de onde o resultado enunciado. �

Corolário 1.6.4 . Seja {Bi}1 ≤ i ≤ n ⊂ Σ (Ω, B). Então,

n⋃

i = 1

Bi ∈ Σ (Ω, B) e

n⋂

i = 1

Bi ∈ Σ (Ω, B) .

Demonstração: Seja Ai = Bi, para 1 ≤ i ≤ n e Ai = ∅, para i > n. Então
{An}n ∈ N

⊂ Σ (Ω, B), de forma que

n⋃

i = 1

Bi =
⋃

n ∈ N

An ∈ Σ (Ω, B) .

Seja Ai = Bi, para 1 ≤ i ≤ n e Ai = Ω, para i > n. Então {An}n ∈ N
⊂ Σ (Ω, B),

de forma que
⋂n

i = 1Bi =
⋂

n ∈ N
An ∈ Σ (Ω, B).

�

Notemos que este procedimento não conduz obrigatoriamente à definição de
uma medida a todas as partes de Ω, mas somente à ≪aderência ≫da famı́lia B

através das operações citadas de reunião, intersecção e complemento: certos sub-
conjuntos ≪patológicos ≫não fazem parte desta ≪aderência ≫e são ditos ≪não
mensuráveis ≫, em oposição aos membros da ≪aderência ≫- os conjuntos ≪men-
suráveis ≫. Em outros termos, temos sempre Σ (Ω, B) ⊂ P (Ω), mas podemos ter
P (Ω) 6⊂ Σ (Ω, B).

Para garantir a igualdade P (Ω) = Σ (Ω, B), é preciso garantir que toda parte
aberta A ⊂ Ω pode ser obtida através de uma seqüência de operações de reunião,
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intersecção e complemento sobre elementos de B : por exemplo, B deve conter
uma base topológica, isto é, uma famı́lia de abertos capaz de gerar todos os abertos
de Ω através de operações de reunião.

Ora, a construção prática de uma base topológica pode tornar-se equivalente
a construir diretamente a medida através da definição: por exemplo, sobre R2, é
necessário definir a priori como construir uma figura geométrica arbitrária utili-
zando reuniões de elementos de B, o que é equivalente a definir a priori a área de
uma figura geométrica arbitrária.

Assim, o procedimento prático mais freqüente para a definição de medidas
consiste em considerar uma famı́lia geometricamente simples B (por exemplo, os
retângulos de R2), mesmo se esta não é uma base topológica. Como já obser-
vamos, certos subconjuntos ≪patológicos ≫não serão membros de Σ (Ω, B). Tais
subconjuntos estão exclúıdos da teoria que construimos no que segue, a qual se
limita ao conjunto das partes µ−mensuráveis de Ω:

M (µ,Ω) =
{
A ⊂ Ω : µe (A) = µi (A)

}
.

Esta exclusão é geralmente utilizada de maneira impĺıcita: escreve-se simple-
mente ≪A ⊂ Ω ≫em lugar de ≪A ∈ M (µ,Ω) ≫. Porém, é preciso notar que a
exclusão de certos conjuntos tem um impacto sobre certas noções, tais como a de
conjunto de medida nula, evento quase certo ou despreźıvel e, por conseguinte,
sobre toda a construção apresentada no que segue.

Uma das propriedades notáveis das medidas assim constrúıdas é a seguinte:

Proposição 1.6.5 . Sejam Ω1 ⊂ Ω2, B1 ⊂ P (Ω1), B2 ⊂ P (Ω2), B1 ⊂ B2,
B ∈ B2 =⇒ Ω1 ∩B ∈ B1, µ1 associada a B1, µ2 associada a B2 tais que µ1 = µ2

sobre B1. Então,

µe
1 (A) = µe

2 (A) e µ
i
1 (A) = µi

2 (A) , para todo A ⊂ Ω1.

Demonstração: Com efeito, é imediato que µe
1 (A) ≥ µe

2 (A), dado que B1 ⊂
B2. Por outro lado, dado que A ⊂ Ω1 ⊂ Ω2,

A ⊂
⋃

n ∈ N

Bn ⇐⇒ A ⊂
⋃

n ∈ N

(Ω1 ∩ Bn)

Assim ∑

n ∈ N

µ (Bn) ≥
∑

n ∈ N

µ (Ω1 ∩ Bn) ≥ µ1 (A)

e temos também µ2 (A) ≥ µ1 (A), de onde a igualdade. Por outro lado, Ω2 −A =
(Ω2 − Ω1) ∪ (Ω1 −A), de modo que

µ2 (Ω2 −A) = µ2 (Ω2 − Ω1) + µ2 (Ω1 − A)
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e
µ2 (Ω2 −A) = µ2 (Ω2)− µ2 (Ω2 ∩ Ω1) + µ2 (Ω1 −A)

ou seja
µ2 (Ω2 −A) = µ2 (Ω2)− µ2 (Ω1) + µ2 (Ω1 −A)

e
µ2 (Ω2)− µ2 (Ω2 −A) = µ2 (Ω1)− µ2 (Ω1 −A)

Como µ2 (Ω1) = µ1 (Ω1) e µ2 (Ω1 −A) = µ1 (Ω1 −A), temos o resultado enunci-
ado. �

As propriedades das σ−álgebras se encontram em M (µ,Ω):

1. Se A ∈M (µ,Ω) então Ω−A ∈M (µ,Ω): µ (Ω−A) = µ (Ω)− µ (A) ;

2. Se {An}n ∈ N
⊂M (µ,Ω) verifica Ai∩Aj = ∅ para i 6= j então

⋃
n ∈ N

An ∈
M (µ,Ω): µ

(⋃
n ∈ N

An

)
=
∑

n ∈ N
µ (An) .

3. Se {An}n ∈ N
⊂ M (µ,Ω) verifica Ai ⊂ Aj para i ≤ j então

⋃
n ∈ N

An ∈
M (µ,Ω): µ

(⋃
n ∈ N

An

)
= lim supµ (An) .

4. Se {An}n ∈ N
⊂ M (µ,Ω) verifica Ai ⊂ Aj para i ≥ j então

⋂
n ∈ N

An ∈
M (µ,Ω): µ

(⋂
n ∈ N

An

)
= lim inf µ (An) .

Temos

Proposição 1.6.6 . Se ∀ n ∈ N : An ∈ M (µ,Ω) então
µ
(⋃

n ∈ N
An

)
≤∑n ∈ N

µ (An).

Demonstração: Como An ∈M (µ,Ω), ∀ n ∈ N, temos que

A =
⋃

n ∈ N

An ∈M (µ,Ω) .

Seja B0 = A0 e, para n ≥ 1, Bn = An −
⋃n − 1

i = 1 Bi.
Temos Bn ∈M (µ,Ω), ∀ n ∈ N.
Além disto, Bi ∩Bj para i 6= j e A =

⋃
n ∈ N

Bn. Assim,

µ (A) = µ

(
⋃

n ∈ N

Bn

)
=
∑

n ∈ N

µ (Bn) .

Ora,

µ (Bn) = µ

(
An −

n − 1⋃

i = 1

Bi

)
≤ µ (An) ,

o que demonstra o resultado enunciado. �
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Corolário 1.6.7 . Se ∀ n ∈ N : µ (An) = 0, então µ
(⋃

n ∈ N
An

)
= 0.

Demonstração: Como µ (An) = 0, temos

µ

(
⋃

n ∈ N

An

)
≤
∑

n ∈ N

µ (An) = 0.

�

1.6.2 Medida de Lebesgue em Rp

Sejam a ∈ Rp e b ∈ Rp. O conjunto

R (a, b) = {x ∈ R
p : an < xn < bn, 1 ≤ n ≤ p} =

p∏

n = 1

( an, bn )

é um ≪retângulo≫ aberto de Rp.
Consideremos M ∈ R e

ΩM = (−M,M)p = {x ∈ R
p : −M < xn < M , 1 ≤ n ≤ p} .

O conjunto dos ≪retângulos≫ abertos de ΩM é :

R (ΩM ) = {R (a, b) : R (a, b) ⊂ ΩM} .

A medida de um elemento de R (ΩM ) pode ser definida como (medida de
Borel):

ℓM (R (a, b)) =

p∏

n = 1

(bn − an) .

ℓM pode estendida a Σ (ΩM , R (ΩM )) através das noções de medida externa e
medida interna, como indicado na subseção precedente. Uma propriedade notável
de ℓM é a seguinte:

Proposição 1.6.8 . Sejam N ≥M > 0 e A ⊂ ΩM . Então,

ℓeM (A) = ℓeN (A) e ℓiM (A) = ℓiN (A) .

Demonstração: Trata-se de uma conseqüência imediata da última proposição
da subseção precedente. �
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A medida assim definida é a medida de Lebesgue, para a qual utilizamos a
notação ℓ, dada sua invariância com relação à M . O conjunto das partes men-
suráveis no sentido de Lebesgue ou Lebesgue-mensuráveis de Ω ⊂ Rp é

M (ℓ,Ω) =

+∞⋃

n = 1

M (ℓn,Ω) .

Uma das propriedades interessantes da medida de Lebesgue é a possibilidade
de decomposição em um produto de medidas: a medida de Borel pode ser escrita
sob a forma de um produto de medidas de intervalos

ℓM (R (m, M)) =

p∏

n = 1

ℓM ((mn, Mn)) .

Assim, a medida sobre Rp pode ser considerado como um produto de p medidas
sobre Rp. Esta propriedade é utilizada no teorema de Fubini.

1.6.3 Funções equivalentes

Convém introduzirmos desde o momento presente uma das pedras fundamentais
da construção que estamos apresentando: a noção de funções µ–equivalentes.

Definição 1.6.9 . (funções µ–equivalentes) Sejam f, g : Ω −→ Rp duas
funções. Diremos que f e g são µ–equivalentes se e somente se

A = {ω ∈ Ω : f (ω) 6= g (ω)} é de µ–medida nula.

Esta definição introduz uma relação de equivalência entre as funções

f ≈µ g ⇐⇒ f e g são µ-equivalentes.

Com efeito,

f ≈µ f ; f ≈µ g =⇒ g ≈µ f ; f ≈µ g e g ≈µ h =⇒ f ≈µ h .

A classe de equivalência de f é

[f ]µ = {g : Ω −→ R
p : g ≈µ f} .

Os membros de [f ]µ são geralmente identificados a f , dado que só diferem
em um conjunto de medida nula. Por exemplo – como veremos abaixo – todos os
membros de [f ]µ possuem a mesma integral, de forma que a integral é a integral
da classe [f ]µ e não somente de f .

A seguir manipularemos alguns conjuntos particulares de funções:
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Definição 1.6.10 . (função mensurável)– Seja f : Ω −→ Rp uma função. Di-
remos que f é µ –mensurável sobre Ω se e somente se f−1 (M (ℓ,Rp)) ⊂M (µ,Ω),
isto é, se f transforma conjuntos mensuráveis em conjuntos mensuráveis. O con-
junto das funções µ–mensuráveis sobre Ω tomando valores em Rp é denotado

M (µ, Ω, Rp) = {f : Ω −→ R
p :

A ∈M (ℓ,Rp) =⇒ f−1 (A) ∈M (µ,Ω)
}

.

Definição 1.6.11 . (função simples)– Seja f : Ω −→ Rp uma função. Diremos
que f é uma função simples ou função elementar sobre Ω se e somente se

f ∈M (µ, Ω, Rp) e f (Ω) é finito ,

isto é, f é uma função mensurável tomando um número finito de valores. O
conjunto das funções simples sobre Ω é

E (µ, Ω, Rp) = {f ∈ M (µ, Ω, Rp) : f (Ω) é finito } .

Para todo e ∈ E (µ, Ω, Rp), definimos

e∗ (Ω) = e (Ω)− {0} = {α ∈ R
p : α 6= 0 e α ∈ e (Ω) } .

Como e é µ–mensurável, temos :

∀ y ∈ e∗ (Ω) : e−1 ({y}) é µ−mensurável .

Eliminando de e∗ (Ω) as partes de medida nula, obtemos

e∗µ (Ω) =
{
α ∈ e∗ (Ω) : µ

(
e−1 ({α})

)
> 0
}

.

Definição 1.6.12 . (função caracteŕıstica de um subconjunto)– Seja A ⊂
Ω. Utilizaremos a notação 1A para designar a função caracteŕıstica de A, dada
por

1A (ω) = 1, se ω ∈ A ; 1A (ω) = 0, se ω /∈ A .

Não se deve confundir a função caracteŕıstica de um subconjunto com a função
caracteŕıstica de uma variável aleatória: esta última é a transformada de Fourier
da distribuição de probabilidade da variável aleatória (Cf. seção 1.8).

Proposição 1.6.13 . Temos:

(i) A ∈M (µ,Ω) se e somente se 1A ∈ M (µ, Ω) ;
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(ii) Se e ∈ E (µ, Ω, Rp), e∗ (Ω) possue exatamente n elementos e e∗ (Ω) =

{α1, ..., αn }, Ai = e−1 ({αi}), então e =
n∑

i = 1

αi1Ai
;

(iii) Se e ∈ E (µ, Ω, Rp), e∗µ (Ω) possue exatamente m elementos e e∗µ (Ω) =

{β1, ..., βm }Bi
, Bi = e−1 ({βi}), então e ≈µ

m∑

i = 1

βi1Bi
.

Demonstração:

(i) é imediato, dado que 1A (Ω) = {0, 1}, (1A)−1 ({0}) = Ω−A e (1A)
−1 ({1}) =

A.

(ii) temos

ω ∈ Ω =⇒ ou e (ω) = 0 ou ω ∈
n⋃

i = 1

Ai .

Como Ai ∩ Aj = ∅ para i 6= j, temos o resultado enunciado.

(iii) é imediato.

�

Quando Ω ⊂ Rn, podemos considerar as funções simples retangulares:

Definição 1.6.14 . (função simples retangular)– Sejam Ω ⊂ Rn e f ∈
M (µ, Ω, Rp). Diremos que f é uma função simples retangular sobre Ω se e so-
mente se f ∈ E (µ, Ω, Rp) e

A = f−1 ({α}) ∈ R (Ω) , ∀ α ∈ e∗ (Ω) ,

isto é, a pré-imagem f−1 ({α}) de todo valor não nulo α da imagem de f é um
retângulo. O conjunto das funções simples retangulares sobre Ω é

ER (µ, Ω, Rp) = {f ∈ E (µ, Ω, Rp) :

A = f−1 ({α}) ∈ R (Ω) , ∀ α ∈ e∗ (Ω)
}

.

Como veremos no que segue, ER (µ, Ω, Rp) desempenha um papel importante
na construção de integrais, devido às suas propriedades de densidade, sobretudo
quando Ω = R (a, b) ⊂ Rn.
Quando Ω = (a, b) ⊂ R é um intervalo de números reais, f é uma função simples
retangular se e somente se existem n > 0, (f1, ..., fn) ∈ [Rp]

n
e n subintervalos

Ai = (ai, bi) ⊂ (a, b), 1 ≤ i ≤ n tais que
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f =

m∑

i = 1

fi1Ai
.

Em tal caso, podemos considerar somente as funções simples geradas por
partições:

Definição 1.6.15 . (partição de um intervalo)– Seja Ω = (a, b) ⊂ R. Uma
n–partição de Ω é um elemento t = (t0, ..., tn) ∈ Rn+1 tal que

t0 = a, tn = b, ti−1 < ti para 1 ≤ i ≤ n .

O diâmetro da partição é

δ (t) = max {ti − ti−1 : 1 ≤ i ≤ n} .

O conjunto das n–partições de Ω é

Partn (Ω) =
{
t = (t0, ..., tn) ∈ R

n+1 : t é uma n–partição de Ω
}

e o conjunto das partições de Ω é

Part (Ω) =

+∞⋃

n = 1

Partn (Ω) .

Definição 1.6.16 . (função simples definida por uma par– tição)– Sejam
Ω = (a, b) ⊂ R e f ∈ M (µ, Ω, Rp). Diremos que f é uma função simples de-
finida por uma partição se e somente se existe uma n–partição t ∈ Part (Ω) e
(f1, ..., fn) ∈ [Rp]

n
tais que

t = (t0, ..., tn) ∈ R
n+1 , f =

n∑

i = 1

fi1Ai
e Ai = (ti−1, ti) .

O conjunto das funções simples definidas por partições é denotado por EP (µ, Ω, Rp).

1.6.4 Integrais

A definição de medidas visa geralmente a manipulação de integrais: busca-se dar
um sentido a expressões da forma

∫
Ω f , onde Ω ⊂ Rp é mensurável e f : Ω −→ R

é uma função. De maneira informal, uma tal integral é o limite de uma seqüência
de somas finitas, podendo ser aproximada por

∫

Ω

f ≈
n∑

i = 1

f (xi) ℓ (Ai) ;

n⋃

i = 1

Ai = Ω ; xi ∈ Ai para 1 ≤ i ≤ n
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e correspondendo ao limite destas somas finitas para n −→ +∞ e, ao mesmo
tempo, o diâmetro máximo dos subconjuntos Ai tendendo a zero.

Para uma definição formal, o ponto de partida é a definição des integrais para
um conjunto de funções simples. Por exemplo,

Definição 1.6.17 . (integral de uma função simples)– Para e ∈ E (µ, Ω, R)
tal que e∗ (Ω) possue exatamente n elementos e e∗ (Ω) = {α1, ..., αn}, definimos

∫

Ω

e µ (dx) =

n∑

i = 1

αiµ (Ai) ; Ai = e−1 ({αi}) para 1 ≤ i ≤ n.

A definição sobre E (µ, Ω, R) se estende primeiro ao conjunto das funções men-
suráveis positivas

M+ (µ, Ω, R) = {m ∈ M (µ, Ω, R) : m ≥ 0 }

da maneira seguinte: sejam f ∈M+ (µ, Ω, R) e

E+ (µ, Ω, f) = {e ∈ E (µ, Ω, R) : 0 ≤ e ≤ f} .

E+ (µ, Ω, f) é o conjunto das funções simples positivas e limitadas superior-
mente por f . Definimos

∫

Ω

f µ (dx) = sup

{ ∫

Ω

eµ (dx) : e ∈ E+ (µ, Ω, f)

}
.

Em seguida, para uma função f ∈ M (µ, Ω, R) de sinal arbitrário, utilizamos
a decomposição

f = f+ − f− , f+ (x) = max { f (x) , 0} ,
f− (x) = max {−f (x) , 0} ,

e definimos ∫

Ω

f µ (dx) =

∫

Ω

f+ µ (dx) −
∫

Ω

f− µ (dx) .

Notemos que o membro da direita está bem definido, dado que f+ e f− são ele-
mentos deM+ (µ, Ω, R). Por vezes, utilizaremos uma das notações

∫
Ω f µ (x ∈ dx),∫

Ω
f dµ ou

∫
Ω
f dµ (x) em lugar de

∫
Ω
f µ (dx).

Esta definição leva às propriedades usuais das integrais. Por exemplo, para
α, β ∈ R; f, g ∈M (µ, Ω, R):

∫

Ω

(αf + βg) µ (dx) = α

∫

Ω

fµ (dx) + β

∫

Ω

gµ (dx) ;
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∫

Ω

f µ (dx) =

n∑

i = 1

∫

Ai

f µ (dx) , se

n⋃

i = 1

Ai = Ω e Ai ∩ Aj = ∅ para i 6= j ;

f ≤ g µ–q.t.p. sobre Ω =⇒
∫

Ω

f µ (dx) ≤
∫

Ω

g µ (dx) ;

∣∣∣∣
∫

Ω

f µ (dx)

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

| f | µ (dx) ;

∣∣∣∣
∫

Ω

f µ (dx)

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

| f | µ (dx) ;

µ (A) =

∫

Ω

1Aµ (dx) =

∫

A

1µ (dx) =

∫

A

µ (dx) , ∀ A ∈M (µ,Ω) .

Temos também a desigualdade de Jensen: se µ é uma probabilidade, f ∈ M (µ, Ω, R)

e g : R −→ R é uma função cont́ınua e convexa tal que g (f) é mensurável, temos

g

(∫

Ω

fµ (dx)

)
≤
∫

Ω

g (f)µ (dx) .

Uma conseqüência imediata da desigualdade de Jensen é

Proposição 1.6.18 . |E (U)|p ≤ E
(
|U |p

)
, para todo 1 ≤ p ≤ ∞ tal que |U |p é

mensurável.

Demonstração: Basta aplicar (1.6.4) a g (ξ) = |ξ|p. �

Temos:

Proposição 1.6.19 . Seja f ∈ M (µ, Ω) tal que ∀ A ∈ M (µ,Ω) :∫
A
f µ (dx) = 0. Então f = 0 µ-q.t.p. sobre Ω.

Demonstração: Seja A = {ω ∈ Ω : |f | > 0}.

Mostremos que µ (A) = 0.
Sejam n, k > 0. Consideremos

Ak =

{
x ∈ Ω : |f (x)| > 1

k

}
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e

An,k =

{
x ∈ Ω : n > |f (x)| > 1

k

}
.

Temos A =
⋃

k ∈ N Ak e Ak =
⋃

n ∈ N An,k.

Por outro lado,
(
1
k , n

)
⊂ R é mensurável, de modo que An,k = f−1

((
1
k , n

))
é

mensurável. Temos

0 =

∫

An,k

f µ (dx) ≥ 1

k

∫

An,k

µ (dx) =
1

k
µ (An,k) .

Assim, µ (An,k) ≤ 0 =⇒ µ (An,k) = 0. Logo, Ak =
⋃

n ∈ N An,k é de medida
nula, o que implica por sua vez que A =

⋃
k ∈ N Ak é de medida nula. �

Corolário 1.6.20 . Seja f ∈M (µ, Ω) tal que

∀ g tal que fg ∈M (µ, Ω) :

∫

Ω

fgµ (dx) = 0 .

Então f = 0 µ–q.t.p. sobre Ω.

Demonstração: Seja A ∈M (µ,Ω). Temos

∫

A

fµ (dx) =

∫

Ω

f1Aµ (dx) = 0 .

Como A é arbitrário, o resultado decorre da proposição precedente.
�

Corolário 1.6.21 . Seja f ∈M (µ, Ω) tal que f ≥ 0. Se

∫

Ω

fµ (dx) = 0,

então, f = 0 µ–q.t.p. sobre Ω.

Demonstração: Seja A ∈M (µ,Ω). Temos

0 ≤
∫

A

fµ (dx) =

∫

Ω

fµ (dx)−
∫

Ω−A

fµ (dx) ≤
∫

Ω

fµ (dx) = 0 .

Como A é arbitrário, o resultado decorre da proposição precedente.
�

Finalmente, definimos ∫

Ω

f =

∫

Ω

f ℓ (dx) .
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Assim, quando a medida não é indicada, trata-se da medida de Lebesgue.
A seguir utilizaremos a notação usual L1 (Ω) para designar o conjunto das

classes de equivalência [f ]ℓ de funções Lebesgue-mensuráveis:

L1 (Ω) = {[f ]ℓ : f ∈ M (ℓ, Ω, R)} .

De maneira informal, L1 (Ω) é o conjunto das funções Lebesgue-mensuráveis:
identifica-se [f ]ℓ a f . Esta identificação é justificada pelo fato que a integral toma
o mesmo valor para funções equivalentes:

g ≈µ f =⇒
∫

Ω

g µ (dx) =

∫

Ω

f µ (dx) ,

de modo que podemos considerar a integral da função como a integral da classe:
∫

Ω

[ f ]µ µ (dx) =

∫

Ω

f µ (dx) .

Além disso, o último resultado acima mostra que

g ≈µ f ⇐⇒
∫

Ω

| f − g| µ (dx) = 0 .

De maneira análoga, utilizaremos a notação

Lp (Ω) =
{
f : | f |p ∈ L1 (Ω)

}
.

Como já observamos, a medida sobreRp pode ser considerado como um produto
de p medidas sobre Rp. Na verdade, não se trata de um produto ordinário, mas
da igualdade ∫

R

fdℓ =

∫

R

∫

R

...

∫

R︸ ︷︷ ︸
p vezes

fdℓ (x1) dℓ (x2) ...dℓ (xp)

Esta decomposição leva ao teorema de Fubini:
∫

R2

fdℓ =

∫

R

[∫

R

f (x, y) dℓ (x)

]
dℓ (y) =

∫

R

[∫

R

f (x, y) dℓ (y)

]
dℓ (x) .

Enfim, as definições dadas se estendem à situação em que f : Ω −→ Rp é uma
função tomando valores em Rp através de um cálculo componente por componente:

f = (f1, ..., fp) =⇒∫
f µ (dx) =

(∫
f1 µ (dx) , ...,

∫
fp µ (dx)

)
.
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1.6.5 Medidas definidas por densidades

Quando Ω ⊂ Rp, podemos construir medidas a partir de densidades : de maneira
informal, uma medida µ é definida por uma densidade m quando µ (x ∈ dx) =
m (x) dx. Uma tal medida pode ser vista como uma transformação da medida de
Lebesgue, gerando os mesmos conjuntos mensuráveis. De maneira mais formal,

Definição 1.6.22 . Sejam Ω ⊂ Rp e µ tal que M (µ,Ω) = M (ℓ,Ω) (neste caso,
M (µ,Ω) =M (ℓ, Ω)). Diremos que µ é definida pela densidade m se e somente
se m é uma funcão Lebesgue-mensurável e

∫

Ω

fµ (dx) =

∫

Ω

fm, ∀f ∈ M (µ,Ω) =M (ℓ, Ω) .

A existência de densidades é estudada pelo teorema de Radon-Nikodym: ℓ deve
ser dominante com relação a µ (isto é, ℓ (A) = 0 =⇒ µ (A) = 0). Não abordaremos
este teorema aqui.

Temos

Lema 1.6.23 . Se µ é definida pela densidade m então

µ (A) =

∫

A

m, ∀A ∈M (ℓ,Ω) .

Demonstração: Basta considerar a função caracteŕıstica de A: f = 1A. Temos
1A (Ω) = {0, 1}, de modo que 1A ∈ M (ℓ, Ω) (pois (1A)

−1 ({0}) = Ω − A e

(1A)
−1

({1}) = A). Assim:

µ (A) =

∫

A

µ (dx) =

∫

Ω

1Aµ (dx) =

∫

Ω

1Am =

∫

A

m .

�

Proposição 1.6.24 . Se µ é definida pela densidade m então m ≥ 0 µ-q.t.p. e
Lebesgue-q.t.p. sobre Ω.

Demonstração: Seja A = {ω ∈ Ω : m (ω) < 0}: mostremos que µ (A) = ℓ (A) =
0.

Sejam n, k > 0. Consideremos

Ak =

{
ω ∈ Ω : m (ω) ≤ − 1

k

}

e

An,k =

{
ω ∈ Ω : −n < m (ω) < − 1

k

}
.
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Temos A =
⋃

k ∈ N Ak e Ak =
⋃

n ∈ N An,k.
(
−n,− 1

k

)
⊂ R é mensurável, de

modo que An,k = m−1
((
−n,− 1

k

))
é mensurável. Temos

0 ≤ µ (An,k) =

∫

An,k

m ≤ − 1

k

∫

An,k

1 = − 1

k
ℓ (An,k) .

Assim, por um lado, ℓ (An,k) ≤ 0 =⇒ ℓ (An,k) = 0 e, por outro lado, µ (An,k) =
0. Por conseguinte, Ak =

⋃
n ∈ N An,k é de medida nula, o que implica por sua

vez que A =
⋃

k ∈ N Ak é de medida nula. �

1.7 Medidas, probabilidade e integrais em espaços

de dimensão infinita

Sejam m ∈ Rk
e e M ∈ Rk

e . Um retângulo aberto de Rk é descrito pela notação

Rk (m,M) : Rk (m,M) =
{
x ∈ R

k : mn < xn < Mn, 1 ≤ n ≤ k
}

=

k∏

n=1

(mn,Mn) .

O conjunto dos retângulos abertos de Rk é :

Rk =
{
Rk (m, M) :m ∈ R

k
e and M ∈ R

k
e

}
.

Um retângulo fechado é descrito pela notação Rk (m, M) e o conjunto de
todos os retângulos fechados de Rk é Rk. Pode ser útil lembrar que Rk pode ser
coberto por subconjuntos finitos ou enumeráveis de Rk ou Rk. Por exemplo, para
ε > 0,

Rk (−∞, ε) ∪Rk (−ε,+∞) = Rk (−∞,0) ∪Rk (0,+∞) = R
k.

Coberturas mais úteis podem ser obtidas usando translações de um retângulo
fixo, de maneira a obter uma cobertura formada de retângulos idênticos. Esta
propriedade é freqüentemente utilizada em aplicações numéricas.

Utilizaremos a notação R∞ para o espaço das seqüências de números reais:

R
∞ = {x = (x1, x2, x3, . . .) : xn ∈ R, ∀ n ∈ N

∗} .

Pode ser interessante considerar R∞ como um produto cartesiano enumerável:

R
∞ = R× R× · · · =

+∞∏

n=1

R.
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Utilizamos uma notação análoga para R∞
e . Um retângulo aberto de Rk é denotado

por R∞ (m, M ), onde m ∈ R∞
e e M ∈ R∞

e :

R∞ (m,M ) = {x ∈ R
∞ : mn < xn < Mn, ∀n ∈ N

∗}

=

+∞∏

n=1

(mn,Mn) .

O conjunto dos retângulos abertos de R∞ é :

R∞ = {R∞ (m, M) :m ∈ R
∞
e and M ∈ R

∞
e }

Como em dimensão finita, R∞ pode ser coberto por subconjuntos finitos ou
enumeráveis de R∞. Por exemplo,

R∞ (−∞, ε) ∪R∞ (−ε,+∞) = R∞ (−∞,0) ∪R∞ (0,+∞) = R
∞.

Esta propriedade também é utilizada em aplicações numéricas.
A notação R∞

0 descreve o subconjunto de R∞ formado pelas seqüências con-
tendo somente um número finito de elementos não nulos, i. e., tais que o conjunto
e (x) = {n ∈ N∗, xn 6= 0} possui um número finito de elementos:

R
∞
0 = {x ∈ R

∞ : card (e (x)) = k ∈ N} .

Aqui, card ( • ) é a cardinalidade (número de elementos). R∞
0 também pode

ser identificado a Π =
⋃

k ∈ N∗

(
(N∗)k × Rk

)
: seja x ∈ R∞

0 e e (x) = { n1, ..., nk}.

A aplicação

x = (x1, x2, x3, ...)
π−→ (n1, ..., nk, xn1 , ..., xnk

) ∈ Π

é uma bijeção entre R∞
0 e Π. Π não possue retângulos abertos, dado que (N∗)k é

um espaço discreto, mas um papel análogo é desempenhado pelo conjunto

P =
⋃

k ∈ N∗

(
(N∗)k ×Rk

)

Estas propriedades serão utilizadas no que segue.
Consideremos um espaço de Hilbert separável ( V, ( • , • ) ), i. e., V é um

espaço vetorial; ( • , • ) é um produto escalar sobre V ; V é completo para a
norma ‖ • ‖ associada ao produto escalar (‖ v ‖ =

√
( v, v ) ); existe um

subconjunto contável S ⊂ V que é dense em ( V, ‖ • ‖ ). Como um dos nossos
objetivos é a aplicação da teoria a problemas de otimização - logo, de Cálculo das
Variações - nosso modelo para V é um espaço funcional de tipo Sobolev : os
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elementos de V tomam seus valores em Rd para algum d ∈ N∗.A teoria pode ser
estendida a espaços de Banach como [Lp (Ω)]d, mas tal não é nosso objetivo.

Para aliviar a notação, (•,•) e ‖•‖ são usados para indicar vários produ-
tos escalares e normas em diferentes espaços - desde que nenhuma confusão seja
posśıvel: em caso de necessidade, indicaremos o espaço através da notação ‖•‖V .

Como V é separável, este espaço possui uma base de Schauder , i.e., uma famı́lia
enumerável Φ = { ϕn }n ∈ N∗ ⊂ V tal que todo v ∈ V pode ser representado por

uma única série convergente v =

+∞∑

n = 1

vnϕn. Se conveniente, podemos supor que

esta base é ortonormal, isto é, que se trata de uma base hilbertiana: toda base de
Schauder pode ser transformada em uma base hilbertiana por ortogonalização de
Gram-Schmidt.

V pode ser identificado a um subconjunto de R∞: cada v ∈ V é totalmente
caracterizado pelos coeficientes v = (v1, v2, v3, ...) ∈ R∞ que são únicos. Sejam

V = {a = (a1, a2, a3, . . .) : ‖a‖ <∞} ; ‖a‖ =
(

+∞∑

n=1

a2n

)1/2

.

Consideremos a aplicação I : V −→ V dada por

v =

+∞∑

n = 1

vnϕn
I−→ v = (v1, v2, v3, ...)

e

(x,y) =
+∞∑

n = 1

xnyn .

Como

(I (v) , I (w)) = (v, w) ,

I é uma bijeção isométrica entre V e V ; ( V , ( • , • ) ) é um espaço de Hilbert.

Esta identificação leva à construção de bases topológicas e medidas sobre V
através do uso dos mesmos objetos sobre V . Por exemplo, podemos utilizar as
bases topológicas B∞ = R∞ ∩ V formadas pelos retângulos abertos de V :

B∞ = {R∞ (m, M) :m ∈ V and M ∈ V } ⊂ R∞ .

A versão Bk de B∞ em dimensão finita e associada a Rk é simplemente Bk =
Rk.
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Para fins práticos, tais como aproximações numéricas, consideramos também
uma famı́lia enumerável Ψ = {ψn}n∈N

⊂ V tal que o espaço vetorial das com-
binações lineares finitas de elementos de Ψ ,

D = [Ψ] =

{
k∑

i = 1

ani
ψni

: k ∈ N
∗, ani

∈ R, for 1 ≤ i ≤ k
}

é denso em V , i. e.,

∀ v ∈ V : ∀ ε > 0 : ∃ vε ∈ D such that ‖ v − vε ‖ ≤ ε .

D pode ser identificado a um subconjunto V0 de V formado pelas seqüências
a contendo somente um número finito de elementos não nulos, i. e.,

V0 = {a ∈ V : a ∈ R
∞
0 } .

Assim, I ◦ π é uma bijeção entre D e V0 = π ( V0 ). Esta propriedade leva à
construção de medidas sobre D.

A introdução da famı́lia Ψ leva a uma extensão da teoria a espaços de Banach
separáveis.

Seja( W, ( • , • )) outro espaço de Hilbert. (W também é um espaço funcional
e os elementos de W tomam seus valores em Rd para algum d ∈ N∗, analogamente
a V ) . Utilizamos a notação L (V,W ) para o conjunto das aplicações lineares
cont́ınuas ℓ : V −→W :

L (V,E) = { ℓ : V −→W : ℓ é linear cont́ınua } .

Para ℓ ∈ L (V,W ),

‖ ℓ ‖ = sup { ‖ ℓ (v) ‖ : ‖ v ‖ ≤ 1} <∞ .

Assim, existe um número real M ∈ R tal que

∀v ∈ V : ‖ ℓ (v) ‖ ≤M ‖ v ‖ . (1.7.6)

No caso pârticular onde W = Rd, existe um número real Mp ∈ R tal que

∀v ∈ V : | ℓ (v) |p ≤Mp ‖ v ‖ . (1.7.7)

Para um subconjunto A ⊂ V , P (A) é o conjunto das partes de A, i. e., o
conjunto dos subconjuntos de A.
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1.7.1 Medidas Finitas em Espaços de Hilbert de dimensão
infinita

A forma usual para introduzir e manipular medidas em espaços de Banach ou
Hilbert gerais consiste em utilizar medidas ciĺındricas. De forma ≪ingênua ≫, um
conjunto ciĺındrico de V é um subconjunto de um subespaço de dimensão finita de
V e uma medida ciĺındrica é uma medida definida sobre os conjuntos ciĺındri– cos
de V , i. e., uma aplicação µ : C −→ Re, onde C ⊂ P (V ) é o conjunto de todos
os conjuntos ciĺındricos de V . Para uma definição formal, consideramos k ∈ N e
definimos C como a reunião de todas as pré-imagens de partes mensuráveis de Rk

através de elementos de L
(
V,Rk

)
para k ∈ N :

C =
{
C : C = ℓ−1 (A) , ℓ ∈ L

(
V,Rk

)
, k ∈ N,

A parte mensurável de R
k
}
⊂ P (V ) .

Uma medida ciĺındrica é uma aplicação µ : σ ( C ) −→ Re tal que µℓ = µ ◦ ℓ−1

é uma medida sobre Rk, ∀ ℓ ∈ L (V, k), k ∈ N( logo, µℓ (A) = µ
(
ℓ−1 (A)

)
, A

subconjunto mensurável de Rk). A restrição de uma medida de Radon a C define
uma medida ciĺındrica: em Análise, este procedimento constitue uma maneira
usual para manipular medidas em espaços de dimensão infinita.

Adotaremos aqui um procedimento diferente. Como já vimos, medidas sobre R
são definidas a partir de bases topológicas B1: Σ ( R ) = σ ( B1 ) . Do ponto de
vista prático, podemos definir uma medida ν sobre R utilizando uma densidade f ,

i. e., uma função f : R −→ R tal que f ≥ 0 sobre R ,

∫

R

f <∞ e dν = f (x) dx.

Assim,

ν ((a, b)) =

b∫

a

f.

Tratando-se de probabilidades, f é a densidade de probabilidade e

∫

R

f = 1.

Assim,
P (dx) = P (x ∈ dx) = dν = f (x) dx .

Este procedimento é facilmente estendido a Rk através da base topológica Rk:
Σ
(
Rk
)
= σ ( Rk ) . Uma forma prática de gerar medidas sobre Rk consiste em

usar produtos de medidas: sejam (v1, . . . , νk) medidas sobre R. Então

ν ( Rk (m, M ) ) =

k∏

n = 1

νn ( ( mn,Mn ) )
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define uma medida sobre Rk. Analogamente a R, ν pode ser definida por uma
densidade f , isto é, por uma função f : Rk −→ R tal que f ≥ 0 sobre Rk ,∫

Rk

f <∞ e dν = f (x) dx1 ... dxk. Assim,

ν ( Rk (m, M) ) =

∫

Rk(m, M)

f .

Tratando-se de probabilidades, f é a densidade de probabilidade e

∫

Rk

f = 1.

Assim,
P (dx) = P (x ∈ dx) = dν = f (x) dx1...dxk .

Densidades também podem ser geradas por produtos: se, para 1 ≤ n ≤ k,

dνn = fn (t) dt, então f =

k∏

n = 1

fn e

ν ( Rk (m, M) ) =

k∏

n = 1




Mn∫

mn

fn (xn) dxn


 =

∫

Rk(m, M)

f .

Este procedimento pode ser estendido a R∞: de forma ≪ingênua≫, uma
seqüência {νn}n∈N

de medidas sobre R pode gerar uma medida ν sobre R∞ usando

ν (A1 ×A2 × · · · ) = ν1 (A1) ν2 (A2) . . .

Para uma definição formal, utiliza-se a base topológica R∞:

ν (R∞ (m, M)) =

+ ∞∏

n = 1

νn ((mn,Mn)) .

define uma medida sobre V . Como observado previamente, do ponto de vista
prático, pode ser mais conveniente utilizar densidades : se dνn = fn (t) dt, ∀
n ∈ N, então

νn ((mn,Mn)) =

Mn∫

mn

fn (xn) dxn

e

ν (R∞ (m, M)) =

+ ∞∏

n = 1




Mn∫

mn

fn (xn) dxn



 .
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De forma ≪ingênua≫, este procedimento corresponde à construção de uma
densidade f : R∞ −→ R tal que dν = f (x) dx1dx2 ..., i. e., a uma densidade

f (x) =
+ ∞∏

n = 1

fn (xn).

O mesmo procedimento permite a construção de medidas finitas sobre Π: para
cada k ∈ N∗, consideremos uma medida finita νk sobre Rk e k seqüências de
números reais estritamente positivos cujas somas são inferiores a 1:

qk =
(
qk,1, ..., qk,k

)
∈ (R∞)

k
, qk,i = (qk,i,1, qk,i,2, qk,i,3, ...) ,

qk,i,n ≥ 0 , para k, i, n ∈ N
∗ ;

+ ∞∑

n = 1

qk,i,n = Qk,i ≤ 1 .
(1.7.8)

Supondo que νk :
νk
(
R

k
)
= Nk ≤ 1

Seja (n1, ..., nk)×Rk (m, M) ∈ (N∗)k×Rk um elemento deP e uma seqüência
somável de números reais estritamente positivos:

p = (p1, p2, p3, ...) ∈ R
∞ ; pn ≥ 0, ∀n ∈ N

∗ ;

+∞∑

n = 0

pn = p ≥ 0 (1.7.9)

Definimos

η ((n1, ..., nk)×Rk (m, M)) = pk νk ( Rk (m, M) )

k∏

i = 1

qk,i,ni
.

Então η é uma medida finita sobre P. Como usualmente, podemos utilizar
densidades em lugar de medidas:

η ((n1, ..., nk)×Rk (m, M)) =

pk

k∏

i = 1

qk,i,ni




Mi∫

mi

fk,i,ni
(xni

) dxni



 ,

onde

fk,i,n ≥ 0 sobre R e

∫

R

fk,i,n ≤ 1, para k, i, n ∈ N
∗ . (1.7.10)

Este procedimento gera uma medida finita sobre R∞
0 : ν = η◦π (i.e., ν ( A ) =

η ( π ( A ) )) é uma medida finita sobre R∞
0 .
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Se V possue uma base, a identificação entre V e V ⊂ R∞ pode ser combinada
com tal procedimento: se ν é uma medida finita sobre R∞, então µ = ν ◦ I (i. e.,
µ ( A ) = ν ( I (A) )) é uma medida finita sobre V . De forma análoga, podemos
definir µ = η ◦ π◦ I (i. e., µ ( A ) = η ( π ( I (A) ) )): µ é uma medida finita
sobre [ D].

Uma construção alternativa é a seguinte: consideremos a situação onde o espaço
é Rk. Seja p = ( p1, ..., pk ) um vetor de reais positivos (pn ≥ 0, para 1 ≤ n ≤ k)
e f = ( f1, ..., fk ) um conjunto limitado de funções positivas e integráveis sobre

R (i. e., fn ≥ 0 sobre R for 1 ≤ n ≤ k e existe Λ ∈ R tal que

∫

R

fn ≤ Λ, para

1 ≤ n ≤ k ). Podemos utilizar p e f para definir uma medida finita sobre Rk :

ν (Rk (m, M)) =

k∑

n = 1

pn




Mn∫

mn

fn (xn) dxn


 .

ν é uma medida finita sobre Rk: ν ≥ 0, ν ( ∅ ) = 0, ν é enumeravelmente

aditiva, ν
(
Rk
)
≤ Λ

k∑

n = 1

pn <∞.

Este procedimento alternativo se estende a R∞ através de uma seqüência p
verificando (1.7.9) e uma seqüência limitada

f = (f1, f2, f3, . . .)

de funções positivas e integráveis sobre R (i. e.,∀ n ∈ N : fn ≥ 0 sobre R e existe

Λ ∈ R tal que

∫

R

fn ≤ Λ, ∀ n ∈ N ). Definimos

ν (R∞ (m, M)) =

+ ∞∑

n = 1

pn




Mn∫

mn

fn (xn) dxn



 .

Esta série é convergente para R∞ (m, M) ∈ R∞ : por exemplo, temos
∣∣∣∣∣∣

+ ∞∑

n = k

pn

Mn∫

mn

fn (xn) dxn

∣∣∣∣∣∣
≤

+ ∞∑

n = k

pn

∣∣∣∣∣∣

Mn∫

mn

fn (xn) dxn

∣∣∣∣∣∣
≤

Λ

+ ∞∑

n = k

pn −→ 0, for k −→ +∞.
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Como no caso em dimensão finita, onde o espaço é Rk, ν é uma medida finita
sobre R∞ : ν ≥ 0, ν ( ∅ ) = 0, ν é enumeravelmente aditiva, ν ( R∞ ) ≤ pΛ <∞.

De forma análoga, podemos aplicar este procedimento a R∞
0 : suponhamos que

p verifica (1.7.9), qk satisfaz (1.7.8), fk,i,n verifica (1.7.10) e

+ ∞∑

n = 1

qk,i,n = Qk,i ,

k∑

i = 1

Qk,i = Qk ≤ Λ ∈ R ,

onde Λ é independente de k. Para

(n1, ..., nk)×Rk (m,M ) ∈ (N∗)k ×Rk ⊂ P,

definimos

η ((n1, ..., nk)×Rk (m,M)) = pk

k∑

i=1

qk,i,ni




Mi∫

mi

fk,i,ni
(xni

) dxni



 .

Então η é uma medida finita sobre Π: η ≥ 0, η ( ∅ ) = 0, η é enumeravelmente
aditiva, η ( Π ) ≤ pΛ <∞. Assim, ν = η ◦ π é uma medida finita sobre R∞

0 .
Analogamente à situação precedente, µ = ν ◦ I é uma medida finita sobre V -

se V possue uma base - e µ = η ◦ π◦ I é uma medida finita sobre [ D].

1.7.2 Integração com uma medida sobre um espaço de Hil-
bert de dimensão infinita

Como indicado no que precede, nosso objetivo é a aplicação da teoria a problemas
do Cálculo das Variações: assim, V e W são espaços funcionais reais, tais como,
por exemplo, [Lp (Ω)]

n
ou os espaços de Sobolev usuais, e seus elementos tomam

valores em Rk para algum k > 0. Em tal caso, a extensão da noção de integral
se efetua de maneira natural, embora envolvendo um espaço de dimensão infinita.
Por exemplo, estamos interessados no cálculo de E (U) sobre S ⊂ V para uma
variável aleatória U definida sobre V , i. e, na média sobre S de uma função
U : V −→W , associando a cada v ∈ V um elemento U (v) ∈W . Temos

E (U) =

∫

S

Udµ
/
µ (S)

A avaliação prática de
∫
S U (v) dµ envolve uma integração não usual, pois trata-

se de uma medida µ sobre um espaço de dimensão infinita. Entretanto, a definição
formal é idêntica à já introduzida em dimensão finita: por exemplo, consideremos
a situação onde os elementos de W são seja números reais, seja funções reais (i.e.,
W = R ou W = Lp (Ω)).
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De maneira análoga à utilizada em dimensão finita, seja M o conjunto das
funções mensuráveis, isto é, das funções que transformam conjuntos mensuráveis
em conjuntos mensuráveis. Consideremos o conjunto das funções mensuráveis com
imagem finita:

F = {f ∈M:f (V ) éum conjunto finito} .
Para F ∈ F , definimos

R∗ (f, S) = {α ∈ R : α 6= 0 e α ∈ f (S)} .

O conjunto das funções elementares é :

E (U) =

∫

S

U dµ

µ ( S )

Se µ é uma medida finita, temos E (µ,S) = F . Para e ∈ E (µ,S) tal que
R∗ (e, S) = {α1, ..., αn}, a integral é definida como

∫

S

edµ =

n∑

i=1

αiµ (Ai) ; Ai = e−1 ({αi}) para 1 ≤ i ≤ n.

Esta definição se estende ao conjunto das funções mensuráveis positivas M+ =
{m ∈M : m ≥ 0} da forma seguinte: seja U ∈ M+. Consideramos as funções
elementares positivas limitadas superiormente U :

E+ (µ,S, U) = {e ∈ E (µ,S) : 0 ≤ e ≤ U}

e definimos ∫

S

Udµ = sup

{∫

S

e : e ∈ E+ (µ,S, U)

}
.

Finalmente, uma função arbitrária U ∈M se decompõe em

U = U+ − U−, U+ (x) = max {U (x) , 0} , U− (x) = max {−U (x) , 0}

e definimos ∫

S

Udµ =

∫

S

U+dµ−
∫

S

U−dµ.

O membro da direita está bem definido, pois U+ e U− são elementos deM+. Esta
definição induz a desigualdade clássica:

∣∣∣∣
∫

S

Udµ

∣∣∣∣ ≤
∫

S

|U | dµ,
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a qual corresponde a uma forma particular da desigualdade de Jensen: para uma
função convexa g : R −→ R tal que g (U) é mensurável, temos g (E (U)) ≤
E (g (U)). A extensão à situação onde os elementos de W são seja vetores re-
ais, seja funções tomando valores num espaço de vetores reais (i. e., W = Rd or

W = [Lp (Ω)]
d
) é efetuada através dos componentes de U : para U = (U1, ..., Ud),

definimos ∫

S

Udµ =

(∫

S

U1dµ, ...,

∫

S

Uddµ

)
.

Ainda temos a desigualdade de Jensen: se g : Rd −→ R é uma função convexa e
cont́ınua tal que g (U) é mensurável, temos

g

(∫

S

Udµ

)
≤
∫

S

g (U) dµ.

e também

|E (U)|p ≤ E
(
|U |p

)
, para todo 1 ≤ p ≤ ∞

tal que |U |p é mensurável.

Como é usual, a integral de U : V −→ W sobre S ⊂ V pode ser aproximada
por

∫

S

Udµ ≈
n∑

i=1

U (xi)µ (Ai) ;

n⋃

i=1

Ai = S;xi ∈ Ai para 1 ≤ i ≤ n (1.7.11)

e corresponde ao limite para n −→ +∞, com o diâmetro dos subconjuntos Ai

tendendo a zero. Em nossos cálculos, não utilizaremos a aproximação (1.7.11),
mas sim uma aproximação de Monte Carlo: geraremos uma amostra U1, ..., Unr

de nr valores da distribuição µ e aproximaremos

E (U) ≈ 1

nr

nr∑

i=1

Ui. (1.7.12)

Este procedimento é mais conveniente para as situações estudadas: somente uti-
lizaremos distribuições usuais, tais como gaussianas e poissonianas, para as quais
existem métodos eficientes de geração.

1.8 Variáveis aleatórias

Consideremos Ω não vazio e uma probabilidade P sobre Ω.
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Uma variável aleatória X sobre Ω é uma aplicação mensurável X : Ω −→ R.
Trata-se de uma generalização da noção de caracteŕıstica numérica. A imagem de
X é I = X (Ω) ⊂ R. Para toda parte J ⊂ R, definimos:

P (X ∈ J) = P
(
X−1 (J)

)
.

Como X é mensurável, a probabilidade acima está definida para toda parte
mensurável de R - em particular, para os intervalos de R. Assim, podemos ca-
racterizar o comportamento global de X utilizando sua função de repartição, isto
é

F (x) = P (X < x) = P (X ∈ (−∞, x)) .

Dizemos então que X segue a lei F . Temos

Proposição 1.8.1 . Seja F a função de repartição de X. Então

(i) 0 ≤ F (x) ≤ 1, ∀ x ∈ R;

(ii) F é monótonicamente não-decrescente: a ≤ b =⇒ F (a) ≤ F (b);

(iii) P (X ≥ x) = 1− F (x) e P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a);
(iv) lim

x −→ +∞
F (x) = 1 e lim

x −→ −∞
F (x) = 0 ;

(v) F é cont́ınua à esquerda:

F (x−) = F (x)

(
F (x−) = lim

h −→0+
F (x− h)

)
;

(vi) F é uma função a variação limitada e sua variação total é igual a 1;

(vii) P (X = x) = F (x+)− F (x−)
(
F (x+) = lim

h −→ 0+
F (x+ h)

)
.

Demonstração:

(i) Dado que P é uma probabilidade e F (x) = P (X < x), temos 0 ≤ F (x) ≤ 1.

(ii) Sejam a, b ∈ R tais que a ≤ b. Então:
F (b) = P (X ∈ (−∞, b)) = P (X ∈ (−∞, a) ∪ [a, b)) ,

de modo que

F (b) = P (X ∈ (−∞, a))︸ ︷︷ ︸
F (a)

+ P (X ∈ [a, b)) =

F (a) + P (X ∈ [a, b))︸ ︷︷ ︸
≥ 0
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e temos F (b) ≥ F (a).

(iii) Dado que

F (b) = F (a) + P (X ∈ [a, b)) ,

temos

P (X ∈ [a, b)) = F (b)− F (a) .

Além disto,

P (X ∈ (−∞, +∞)) = 1,

de modo que

P (X ∈ (−∞, x))︸ ︷︷ ︸
F (x)

+ P (X ∈ [x, +∞)) = 1

e temos

P (X ≥ x) = P (X ∈ [x, +∞)) = 1− F (x) .

(iv) Dado que F é não decrescente e 0 ≤ F (x) ≤ 1, ∀ x ∈ R, existe a ∈ R tal que

∀ n ∈ N : 0 ≤ lim
x −→ +∞

F (x) = a ≤ 1.

Suponhamos a < l: seja an = F (n) = P (X < n). Então

an −→ a quando n −→ +∞ e ∀ n ∈ N : 0 ≤ an ≤ 1.

Seja bn = F (n+ 1)− F (n) = P (n ≤ X < n+ 1). Então

∀ n ∈ N : 0 ≤ bn ≤ 1

e

∀ n ∈ N : 1− an = P (X ≥ n) =
+∞∑

i = n

P (n ≤ X < n+ 1) =

+∞∑

i = n

bi.

Neste caso,

∀ n ∈ N : 0 < 1− a ≤ 1− an =

+∞∑

i = n

bi .
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Decorre desta desigualdade que
∑+∞

i = 0 bi = +∞, pois trata-se de uma série
de termos não negativos cuja série de restos não tende a zero. Mas então

1− a0 =

+∞∑

i = 0

bi = +∞,

o que é absurdo, pois 0 ≤ a0 ≤ 1. Assim, a = 1.

Consideremos Y = −X . Seja G a função de repartição de Y : como acabamos
de demonstrar:

lim
y −→ +∞

G (y) = 1.

Ora: P (Y < y) = P (X > −y) ≤ P (X ≥ −y) = 1− F (−y), de modo que

F (−y) = 1−G (y) .

Assim,

lim
x −→ +∞

F (x) = lim
y −→ +∞

F (−y) = 1− lim
y −→ +∞

G (y) =

1− 1 = 0.

(v) Seja f (h) = F (x)− F (x− h) = P (x− h ≤ X < x). Basta mostrar que

lim
h −→ 0+

f (h) = 0.

f é não decrescente e limitada sobre os reais positivos:

se 0 ≤ h1 ≤ h2 então 0 ≤ f (h1) ≤ f (h2) ≤ 1.

Logo, existe un número real a ≥ 0 tal que a = lim
h −→ 0+

f (h).

Suponhamos a > 0: seja ap = f
(

1
p+1

)
. Então

ap −→ a quando p −→ +∞ e ∀ p ∈ N : 0 ≤ a ≤ ap ≤ 1.

Consideremos o evento

An =

{
ω ∈ Ω : x− 1

n+ 1
≤ X (ω) < x− 1

n+ 2

}
.

Temos Ai ∩ Aj = ∅ quando i 6= j, de forma que A =
⋃

n ∈ N
An verifica:

P (A) =

+∞∑

n = 0

P (An) .
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Ora,
A = {ω ∈ Ω : x− 1 ≤ X (ω) < x} ,

de modo que

F (x) − F (x− 1) = P (x− 1 ≤ X < x) =

+∞∑

n = 0

P (An) .

Por outro lado, consideremos p > 0 e Bn = An+p. Temos ainda Bi∩Bj = ∅

quando i 6= j, de forma que B =
⋃

n ∈ N
Bn verifica:

P (B) =

+∞∑

n = 0

P (Bn) =

+∞∑

n = 0

P (An+p) =

+∞∑

n = p

P (An) .

Ora,

B =

{
ω ∈ Ω : x− 1

n+ p
≤ X (ω) < x

}
,

de modo que P (B) = ap. Por conseguinte,

+∞∑

n = p

P (An) = ap ≥ a > 0.

Decorre desta desigualdade que
∑+∞

i = 0 P (An) = +∞, pois trata-se de uma
série de termos não negativos cuja série de restos não tende a zero. Mas
então

F (x)− F (x− 1) = +∞,

o que é absurdo, pois F (x) − F (x− 1) = P (x− 1 ≤ X < x) ≤ 1. Logo,
a = 0, de modo que temos o resultado enunciado.

(vi) é imediato.

(vii) Temos F (x+ h) − F (x) = P (x < X < x+ h) + P (X = x). Logo, basta
mostrar que f (h) = P (x < X < x+ h) verifica

lim
h −→ 0+

f (h) = 0.

f é não decrescente e limitada sobre os reais positivos:

se 0 ≤ h1 ≤ h2 então 0 ≤ f (h1) ≤ f (h2) ≤ 1.

Logo, existe um número real a ≥ 0 tal que a = lim
h −→ 0+

f (h).
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Suponhamos a > 0: seja ap = f
(

1
p+1

)
. Então

ap −→ a quando p −→ +∞ e ∀ p ∈ N : 0 ≤ a ≤ ap ≤ 1.

Seja

An =

{
ω ∈ Ω : x+

1

n+ 2
≤ X (ω) < x+

1

n+ 1

}
.

Temos Ai ∩ Aj = ∅ quando i 6= j, de forma que A =
⋃

n ∈ N
An verifica:

P (A) =

+∞∑

n = 0

P (An) .

Ora,
A = {ω ∈ Ω : x < X (ω) < x+ 1} ,

de modo que

F (x+ 1)− F (x) = P (x ≤ X < x+ 1) ≥
+∞∑

n = 0

P (An) .

Assim,
∑+∞

n = 0 P (An) é convergente e a sua série dos restos verifica

+∞∑

n = p

P (An) −→ 0 quando p −→ +∞ .

Ora,

+∞∑

n=p

P (An) = P

(
x < X < x+

1

p+ 1

)
= f

(
1

p+ 1

)
= ap,

de forma que ap −→ 0 e, por conseguinte, a = 0.

�

A função de repartição pode ser utilizada para definir uma medida de proba-
bilidade sobre R: para todo retângulo (a, b),

µF ((a, b)) = F (b)− F (a) .

µF é estendida aos conjuntos mensuráveis de R pelo procedimento descrito no
caṕıtulo precedente. Quando µF é definida pela densidade f , dizemos que f é a
densidade de probabilidade de X . Neste caso, temos, em particular,

P (X ∈ J) = µF (J) =

∫

J

f para todo J ⊂ R
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Neste caso,

∀ a, x ∈ R : F (x)− F (a) =

∫ x

a

f ⇐⇒ F ′ = f ,

de forma que a densidade de probabilidade é a derivada da função de repartição.
Seja g : R −→ R uma função. A média ou esperança de Y = g (X) é

E (Y ) = E (g (X)) =

∫

R

g µF (dx) .

Por vezes utiliza-se a notação
∫
R
g P (dx) ou

∫
R
g P (X ∈ dx). Quando µF é

definida pela densidade f , temos

E (Y ) = E (g (X)) =

∫

R

g f .

Dois casos particulares destas expressões são a média ou esperança de X , dada
por

E (X) =

∫

R

x µF (dx)

e o momento de ordem p de X , dado por

Mp (X) = E (Xp) =

∫

R

xp µF (dx) .

Quando µF é definida pela densidade f , temos

E (X) =

∫

R

x f ; Mp (X) =

∫

R

xp f .

A variância de X é

V (X) = E
(
(X − E (X))

2
)
= E

(
X2
)
− [E (X)]

2
.

As propriedades demonstradas para populações finitas continuam válidas: por
exemplo, E (αX + βY ) = αE (X) + βE (Y ). Temos também

Proposição 1.8.2 . V (X) ≥ 0, ∀ X. Além disto, V (X) = 0 se e somente se
X = E (X) P–q.c. .

Demonstração: Seja g (X) = (X − E (X))
2
. Como g (X) ≥ 0, temos

∫
R
g

µF (dx) ≥ 0.
Suponhamos

∫
R
g µF (dx) = 0.
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Seja A = {ω ∈ Ω : g (X (ω)) > 0}.
Mostremos que P (A) = 0.
Sejam n, k > 0. Consideremos

Ak =

{
ω ∈ Ω : g (X (ω)) >

1

k

}

e

An,k =

{
ω ∈ Ω : n > g (X (ω)) >

1

k

}
.

X (An,k) é uma reunião finita de intervalos, de modo que X (An,k) é µF –
mensurável e P (An,k) = µF (X (An,k)).

Ora, por um lado,

0 ≤
∫

X(An,k)

gµF (dx) =

∫

R

gµF (dx) −
∫

R−X(An,k)

gµF (dx)

︸ ︷︷ ︸
≥ 0

≤

∫

R

gµF (dx) = 0 .

e, por outro lado,

∫

X(An,k)

gµF (dx) ≥ 1

k

∫

X(An,k)

µF (dx) =
1

k
µ (X (An,k)) .

Assim, µ (X (An,k)) = 0. Além disto, temosA =
⋃

k ∈ N Ak e Ak =
⋃

n ∈ N An,k.
Por conseguinte, Ak =

⋃
n ∈ N An,k é despreźıvel, o que implica por sua vez que

A =
⋃

k ∈ N Ak é despreźıvel. �

Corolário 1.8.3 . E
(
X2
)
≥ 0, ∀ X. Além disto, E

(
X2
)
se e somente se X = 0

P–q.c. .

Demonstração: Temos E
(
X2
)
= V (X) + [E (X)]

2
. Assim, por um lado,

E
(
X2
)
≥ 0 e, por outro lado, E

(
X2
)
= 0 se e somente se V (X) = 0 e E (X) = 0.

�

A função caracteŕıstica de X é

ϕ (t) = E
(
eitX

)
.

ϕ possui numerosas propriedades úteis. Por exemplo:

• ϕ é uniformemente cont́ınua em R , ϕ (0) = 1 e |ϕ (t)| ≤ 1, ∀t ∈ R.
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• Se Mp (X) < ∞ então ϕ(p) (derivada de ordem p de ϕ) satisfaz ϕ(p) (t) =
ipE

(
XpeitX

)
. Em particular, ϕ(p) (0) = ipMp (X) ;

• Se Mp (X) <∞, ∀ p ∈ N e a série S (t) =
∑

n ∈ N

(it)n

n! Mn (X) tem um raio
de convergência não nulo então ϕ (t) = S (t) ;

• Se X e Y são independentes e Z = X + Y , então

ϕZ (t) = ϕX (t)ϕY (t) ;

• Se Y = aX + b, a ∈ R e b ∈ R, então ϕY (t) = eitbϕX (at);

• Se existe t 6= 0 tal que |ϕ (t)| = 1, então existem a ∈ R e b ∈ R tais que
J = { an+ b : n ∈ Z} verifique P (X ∈ J) = 1;

• Se f é a densidade de probabilidade de X então

ϕ (t) =

∫

R

eitxf = TF (f) ,

isto é, ϕ é a transformada de Fourier de f . De maneira rećıproca, se ϕ ∈
L1 (R), então f = TF−1 (f) = 1

2π

∫
R
e−itx ϕ.

1.8.1 Duplas de variáveis aleatórias

Estas duplas generalizam as duplas de caracteŕısticas numéricas.
Consideremos X,Y : Ω −→ R. A função de repartição de (X , Y ) é

F (x, y) = P (X < x, Y < y) .

Ela tem as seguintes propriedades:

• F ≥ 0;

• F (−∞, y) = 0, ∀ y ∈ R;

• F (x, −∞) = 0, ∀ x ∈ R;

• F (+∞, +∞) = 1;

• Se x1 ≤ x2 e y1 ≤ y2 então

0 ≤ F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1,y1) ≤ 1.
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A lei de X é chamada de lei marginal de X e é dada por

FX (x) = P (X < x, Y < +∞) = F (x, +∞) .

De maneira análoga, a lei de Y é chamada de lei marginal de Y e é dada por
FY (x) = F (+∞, y).

A função de repartição F pode ser utilizada para definir uma medida sobre R2:
para um retângulo

R =
{
(x, y) ∈ R

2 : x1 ≤ x ≤ x2 e y1 ≤ y ≤ y2
}
,

temos

µF (R) = F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) .

µF é estendida aos conjuntos mensuráveis de R2 como no caso de uma variável
aleatória única (procedimento do caṕıtulo precedente). De maneira análoga à do
caso de uma só variável aleatória, diremos que f é a densidade de probabilidade
do par (X , Y ) quando µF é definida pela densidade f . Neste caso,

P ((X , Y ) ∈ J) = µF (J) =

∫

J

f para todo J ⊂ R
2 ,

a densidade de probabilidade de X é fX (x) =
∫
R
f (x, y) dy e a densidade de

probabilidade de Y é fY (y) =
∫
R
f (x, y) dx .

Seja g : R −→ R uma função. A média ou esperança de Z = g (X , Y ) é

E (Z) = E (g (X , Y )) =

∫

R2

g dµF .

Quando µF é definida pela densidade f , temos

E (Z) = E (g (X , Y )) =

∫

R2

g f .

Dois casos particulares destas expressões são a média ou esperança de X e Y ,
dadas por

E (X) =

∫

R2

x dµF ; E (Y ) =

∫

R2

y dµF

e os momentos de ordem p de X e Y , dados por

Mp (X) = E (Xp) =

∫

R2

xp dµF ;

Mp (Y ) = E (Y p) =

∫

R2

yp dµF .



67

Quando µF é definida pela densidade f , temos

E (X) =

∫

R2

x f ; Mp (X) =

∫

R2

xp f ;

E (Y ) =

∫

R2

y f ; Mp (Y ) =

∫

R2

yp f .

A variância de X é

V (X) = E
(
(X − E (X))

2
)
= E

(
X2
)
− [E (X)]

2

e a variância de Y é

V (Y ) = E
(
(Y − E (Y ))

2
)
= E

(
Y 2
)
− [E (Y )]

2
.

A covariância de X e Y é

Cov (X , Y ) = E ((X − E (X)) (Y − E (Y ))) =

E (XY )− E (X)E (Y ) .

As propriedades demonstradas para populações finitas continuam válidas: por
exemplo,

V (αX + βY ) = α2V (X) + β2V (Y ) + 2αβCov (X , Y ) .

e
|Cov (X , Y )| ≤

√
V (X)

√
V (Y ) .

1.9 Propriedades Hilbertianas

Como as caracteŕısticas numéricas apresentadas anteriormente, as variáveis ale-
atórias possuem uma estrutura hilbertiana. A principal diferença com relação ao
caso de uma população finita reside na utilização da medida de probabilidade P ,
definida em Ω e que serve de base à construção: P define os conjuntos de medida
nula, os eventos quase-certos e quase-imposśıveis. P serve de base à construção,
mas é uma probabilidade abstrata, intervindo somente nas definições iniciais e não
nos cálculos práticos e nos resultados mais avançados da teoria. A intervenção
fundamental de P é a definição da equivalência entre duas variáveis aleatórias:
como definido precedentemente (seção 1.5), temos

X ≈ Y ⇐⇒ A = {ω ∈ Ω : X (ω) 6= Y (ω)} é P -quase imposśıvel.

Consideremos o conjunto das variáveis aleatórias sobre Ω :

C (Ω) = {X : Ω −→ R} .
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e o subespaço vetorial das variáveis aleatórias simples sobre Ω :

V (Ω) = {X ∈ C (Ω) : X (Ω) é finito} .

A relação ≈ é uma relação de equivalência sobre C (Ω) :
X ≈ X ; X ≈ Y =⇒ Y ≈ X ; X ≈ Y e Y ≈ Z =⇒ X ≈ Z .

A classe de equivalência de X é

X̃ = {Y ∈ C (Ω) : Y ≈ X}
Denotemos C (Ω, P ) o conjunto das classes de equivalência:

C (Ω, P ) =
{
X̃ : X ∈ C (Ω)

}

e por V (Ω, P ) o conjunto das classes de equivalência das variáveis aleatórias sim-
ples:

V (Ω, P ) =
{
X̃ ∈ C (Ω, P ) : X ∈ V (Ω)

}

Para X̃, Ỹ ∈ V (Ω, P ) consideremos
(
X̃ , Ỹ

)
= E (XY ) . (1.9.13)

Então:

Proposição 1.9.1 . (•, •) é um produto escalar sobre V (Ω, P ).
Demonstração: Trata-se de uma forma bilinear e simétrica.

Além disto,
(
X̃ , X̃

)
= E

(
X2
)
≥ 0 para todo X̃ ∈ V (Ω, P ).

Enfim, se
(
X̃ , X̃

)
= E

(
X2
)
= 0, então X̃ = 0̃, de modo que a forma é positiva e

definida. �

Seja L2 (Ω, P ) o completamento de V (Ω, P ) para o produto escalar definido na
equação (1.4.3): L2 (Ω, P ) é um espaço de Hilbert para o produto escalar (1.4.3).
A norma de um elemento X ∈ L2 (Ω, P ) é

‖X‖ =
√
E (X2) . (1.9.14)

1.9.1 Aproximação

Como observamos no caso de populações finitas, a estrutura hilbertiana de L2 (Ω)
torna posśıvel a utilização dos resultados associados aos Espaços de Hilbert, em
particular aqueles associados à projeção ortogonal sobre um subespaço vetorial .
Os resultados enunciados na seção sobre populações finitas continuam válidos.
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Aproximação por uma constante

Quando desejamos aproximar o valor de X por uma constante, utilizamos a mesma
estratégia utilizada para populações finitas e buscamos a projeção ortogonal sobre
o subespaço vetorial de dimensão 1:

S =
{
Z ∈ L2 (Ω, P ) : Z é constante: Z (ω) = s ∈ R, ∀ω ∈ Ω

}

A solução é ainda PX = E (X) e o erro cometido na aproximação é ‖X − PX‖ =√
V (X) .

Aproximação afim

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma função afim de outra ca-
racteŕıstica numérica X , também utilizamos a mesma estratégia utilizada para
populações finitas e buscamos a projeção ortogonal sobre o subespaço vetorial de
dimensão 2:

S =
{
s ∈ L2 (Ω, P ) : s = αX + β; α, β ∈ R

}
,

A solução é ainda PX = aX + b, onde

a =
Cov (X , Y )

V (X)
; b = E (Y )− aE (X) .

Também temos

‖PX − aX − b‖ =
√
V (Y )

(
1− [ρ (X,Y )]2

)
,

onde

ρ (X,Y ) =
Cov (X , Y )

V (X)V (Y )

é o coeficiente de correlação linear entre X e Y . Temos |ρ (X,Y )| ≤ 1 e o erro se
anula quando |ρ (X,Y )| = 1.

Melhor aproximação por uma função de X

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma função genérica de X , devemos
determinar a projeção ortogonal sobre

S =
{
s ∈ L2 (Ω, P ) : s = ϕ (X) ; ϕ : R −→ R

}
.

Neste caso, temos:

(Y − g (X) , ϕ (X)) = 0, ∀ϕ : R −→ R,
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isto é, ∫

R2

(y − g (x))ϕ (x) dµF = 0, ∀ϕ : R −→ R,

onde µF é a função de repartição do par (X,Y ). Quando µF é definida por uma
densidade f , temos

∫

R2

(y − g (x))ϕ (x) f (x, y) = 0, ∀ϕ : R −→ R, (1.9.15)

de modo que
∫

R2

yf (x, y)ϕ (x) =

∫

R2

g (x) f (x, y)ϕ (x) , ∀ϕ : R −→ R,

e, ∀ϕ : R −→ R

∫

R

{∫

R

yf (x, y) dℓ (y)

}
ϕ (x) dℓ (x) =

∫

R

{[∫

R

f (x, y) dℓ (y)

]
g (x)

}
ϕ (x) dℓ (x) .

Assim, ∫

R

yf (x, y) dℓ (y) =

[∫

R

f (x, y) dℓ (y)

]
g (x) q.c.

Supondo
∫
R
f (x, y) dℓ (y) 6= 0 para todo x, a solução desta equação é:

g (x) =

∫

R

yf (y | X = x ) dℓ (y)

onde

f (y | X = x) = f (x, y)
/ ∫

R

f (x, y) dℓ (y) = f (x, y)
/
fX (x) .

A função g assim definida é chamada de esperança condicional de Y com
relação a X, denotada E (Y | X ) (isto é, g (x) = E (Y | X = x)).

f (y | X = x ) é a distribuição de probabilidade de Y condicional a X . De
maneira análoga, a distribuição de probabilidade de X condicional a Y é:

f (x | Y = y ) = f (x, y)
/ ∫

R

f (x, y) dℓ (x) = f (x, y)
/
fY (y) .

e temos

E (X | Y = y ) =

∫

R

xf (x | Y = y ) dℓ (x) .
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As duas variáveis aleatórias são independentes se e somente se

∀ x, y : f (x | Y = y ) = fX (x) ou f (y | X = x) = fY (y) ,

ou seja

∀ x, y : f (x, y) = fX (x) fY (y) .

Proposição 1.9.2 . Sejam X e Y duas variáveis aleatórias independentes tais que
a densidade do par (X, Y ) é f . Então, para g, h : R −→ R:

E (g (X)h (Y )) = E (g (X))E (h (Y )) .

Demonstração: Temos f (x, y) = fX (x) fY (y), de modo que

E (g (X)h (Y )) =

∫

R2

g (x)h (y) f (x, y) =

∫

R2

g (x)h (y) fX (x) fY (y) ,

de modo que o teorema de Fubini mostra que

E (g (X)h (Y )) =
∫

R

{[∫

R

h (y) fY (y) dℓ (y)

]}
g (x) fX (x) dℓ (x) ,

isto é,

E (g (X)h (Y )) =
[∫

R

h (y) fY (y) dℓ (y)

] [∫

R

g (x) fX (x) dℓ (x)

]
=

E (g (X))E (h (Y )) .

�

Corolário 1.9.3 . Sejam X e Y duas variáveis aleatórias independentes tais que
a densidade de probabilidade do par (X, Y ) é f e sua função caracteŕıstica é ϕ.
Então:

(i) E (XY ) = E (X)E (Y ) e Cov (X,Y ) = 0;

(ii) E (Y | X = x) = E (Y ) e E (X | Y = y ) = E (X) para todo (x, y);

(iii) ϕ (t) = ϕX (t1)ϕY (t2), ∀ t = (t1, t2) ∈ R2.
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Demonstração: O resultado é imediato. �

Proposição 1.9.4 . Sejam X e Y duas variáveis aleatórias tais que a densidade
do par (X, Y ) é f e sua função caracteŕıstica é ϕ. Então X e Y são independentes
se e somente se ϕ (t) = ϕX (t1)ϕY (t2), ∀ t = (t1, t2) ∈ R2 .

Demonstração: (=⇒) decorre do corolário precedente.

(⇐=) Temos

ϕX (t1)ϕY (t2) =

[∫

R

eit2yfY (y) dℓ (y)

] [∫

R

eit1xfX (x) dℓ (x)

]
,

de modo que

ϕX (t1)ϕY (t2) =

∫

R

{[∫

R

eit2yfY (y) dℓ (y)

]}
eit1xfX (x) dℓ (x)

e o teorema de Fubini mostra que

ϕX (t1)ϕY (t2) =

∫

R2

ei(t1x+t2y)fX (x) fY (y) .

Como ϕX (t1)ϕY (t2) = ϕ (t), ∀ t ∈ R2, temos

∫

R2

ei(t1x+t2y)fX (x) fY (y) =

∫

R2

ei(t1x+t2y)f (x, y) ,

de modo que a injetividade da transformação de Fourier implica que

f (x, y) = fX (x) fY (y) sobre R
2.

�

1.10 Seqüências de variáveis aleatórias

1.10.1 Convergência em média quadrática

A estrutura hilbertiana do conjunto L2 (Ω, P ) induz uma primeira noção de con-
vergência, ligada à norma e ao produto escalar deste espaço: diremos que a
seqüência { Un }n ∈ N

converge para U em média quadrática se e somente se

‖Un − U‖ =
√
E
(
(Un − U)

2
)
−→ 0 quando n −→ +∞ .
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Esta convergência é denotada Un −→ U m.q. . Ela é o equivalente da con-
vergência forte de funções de quadrado integrável (espaço L2) e possue as mesmas
propriedades. Por exemplo:

Un −→ U m.q. =⇒ ‖Un‖ =
√
E (U2

n) −→ ‖U‖ =
√
E (U2);

Un −→ U m.q. =⇒ E
(
U2
n

)
−→ E

(
U2
)

e E (Un) −→ E (U) .

1.10.2 Convergência em média

Uma segunda noção de convergência forte é a seguinte: diremos que a seqüência
{ Un }n ∈ N

converge para U em média se e somente se

E (|Un − U |) −→ 0 quando n −→ +∞ .

Esta convergência é denotada Un −→ U m. . Ela é o equivalente da con-
vergência forte de funções integráveis (espaço L1) e possue as mesmas proprieda-
des. Por exemplo:

Un −→ U m. =⇒ E (Un) −→ E (U) .

1.10.3 Convergência em probabilidade

Diremos que a seqüência { Un }n ∈ N
converge para U em probabilidade se e so-

mente se

∀ ε > 0 : P (|Un − U | ≥ ε) −→ 0

Esta convergência é denotada Un −→ U p. . Ela é o equivalente da con-
vergência em medida usualmente introduzida no estudo de espaços mesuráveis e
possue as mesmas propriedades. Notemos que esta convergência se traduz em
termos de eventos: seja

En (ε) = ” |Un − U | ≥ ε” = {ω ∈ Ω : |Un (ω)− U (ω)| ≥ ε} .

Então

Un −→ U p. ⇐⇒ ∀ ε > 0 : P (En (ε)) −→ 0

quando n −→ +∞ .
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1.10.4 Convergência quase certa

Diremos que a seqüência { Un }n ∈ N
converge para U quase certamente se e so-

mente se

P (Un −→ U) = 1.

Esta convergência é denotada Un −→ U q.c. . Ela é o equivalente da con-
vergência quase certa usualmente introduzida no estudo de espaços mesuráveis
e possue as mesmas propriedades. Notemos que esta convergência se traduz em
termos de eventos:seja

E = ”Un −→ U” = {ω ∈ Ω : Xn (ω) −→ X (ω)} .

Então

Un −→ U q.c. ⇐⇒ P (E) = 1.

ou seja, E é quase certo.

1.10.5 Convergência em lei

Seja Cl (R) = {ϕ : R −→ R : ϕ é cont́ınua e limitada}. Diremos que a seqüência
{ Un }n ∈ N

converge para U em lei se e somente se

∀ ϕ ∈ Cl (R) : E (ϕ (Un)) −→ E (ϕ (U)) quando n −→ +∞ .

Esta convergência é denotada Un −→ U L. Temos

Teorema 1.10.1 . Seja Fn a função de repartição de Un e F a função de repartição
de U . Então

Un −→ U L.⇐⇒ Fn (x) −→ F (x) quando n −→ +∞
em todo x onde F é cont́ınua.

Temos também

Teorema 1.10.2 . Seja Fn a função de repartição de Un e F a função de repartição
de U . Então Un −→ U L se e somente se as duas condições abaixo são verificadas:

(i) < 1R, Fn >−→< 1R, F > quando n −→ +∞
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(ii) ∀ϕ ∈ Cs(R) :< ϕ,Fn >−→< ϕ,F > quando n −→ +∞ (Cs(R) = {ϕ :
R −→ R é cont́ınua e de suporte limitado , 1R é a função constante e igual
a 1).

Teorema 1.10.3 . (Teorema de Lévy)– Seja ϕn a função caracteŕıstica de Un

e ϕ a função caracteŕıstica de U . Un −→ U L se e somente se ϕn (t) −→ ϕ (t)
q.t.p. em R.

1.10.6 Relações entre as convergências

As relações entre as convergências são as seguintes:

Teorema 1.10.4 .

1- Un −→ U m.q. =⇒ Un −→ U m.

2- Un −→ U m. =⇒ Un −→ U p.

3- Un −→ U p. =⇒ Un(k) −→ U q.c. para uma subseqüência

4- Un −→ U m. =⇒ Un(k) −→ U q.c. para uma subseqüência

5- Un −→ U q.c. =⇒ Un −→ U p.

6- Un −→ U p. =⇒ Un −→ U L.

1.11 Variáveis gaussianas

1.11.1 Lei Uniforme

Definição 1.11.1 . (lei uniforme)– Sejam X uma variável aleatória e a, b ∈ R

tais que a < b. Diremos que X segue a lei de Uniforme U (a, b) ou que X segue
a lei uniforme em (a, b) se e somente se sua densidade de probabilidade é

f (x) =

{
1

b−a , se x ∈ (a, b)

0, nos demais casos.

Temos E(X) = (a+ b) /2 e V (X) = (b− a)2 /12. A função caracteŕıstica de uma
lei U (a, b) é

ϕ (t) =
exp (ibt)− exp (iat)

i (b− a) t =

2

(b− a)

[
sin ((b− a) t)

t

]
exp

(
i

(
b+ a

2

)
t

)
.

De maneira mais sintética, podemos dizer que X segue U (a, b) ou que X ∼
U (a, b).
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1.11.2 Lei Normal

Definição 1.11.2 . (lei normal, lei de Gauss)– Sejam m ∈ R, σ ∈ R tal que
σ ≥ 0. Diremos que uma variável aleatória X segue a lei de Gauss N (m,σ) ou
que X segue a lei normal N (m,σ) se e somente se sua função caracteŕıstica é

ϕ (t) = exp

(
imt− σ2

2
t2
)

.

De maneira mais sintética, podemos dizer que X segue N (m,σ) ou que X ∼
N (m,σ).

N (m,σ) possue momentos de ordem arbitrária e temos
E(X) = m , V (X) = σ2.

Para σ = 0, a lei é degenerada: sua densidade de probabilidade f é uma massa
de Dirac f (x) = δ (x−m), de modo que P (X = m) = 1 e, o valor m é quase
certo, enquanto que todo outro valor é despreźıvel.

Para σ > 0, a densidade de probabilidade de N (m,σ) é

f (x) =
1

σ
√
2π

exp

(
−1

2

(
x−m
σ

)2
)

.

A importância das leis de Gauss é ligada ao teorema do limite central : a lei
da média emṕırica de uma variável aleatória de quadrado integrável pode ser
aproximada por uma lei normal.

Quando m = 0 e σ = 1, dizemos que se trata de uma lei reduzida, isto é, que
X segue a lei de Gauss reduzida ou simplesmente que X é gaussiana reduzida.
A lei gaussiana reduzida é denotada N (0, 1) (por exemplo, diremos que X segue
N (0, 1) ou que X ∼ N (0, 1)) e sua densidade de probabilidade é

f (x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

)

e sua função caracteŕıstica é

ϕ (t) = exp

(
− t

2

2

)
.

Temos E(X) = 0 e V (X) = 1 para a lei reduzida. Os momentos da lei reduzida
são dados por:

Mp (X) = 0, se p = 2n+ 1 (́ımpar) ;

Mp (X) =
(2n)!

n!2n
, se p = 2n (par) .
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1.11.3 Vetores gaussianos

No que segue, utilizaremos a notação (•, •)k para o produto escalar de Rk:

(a, b)k =

k∑

i = 1

aibi .

Definição 1.11.3 . (vetor gaussiano)– Seja X = (X1, ..., Xk) um vetor alea-
tório. Diremos que X é um vetor gaussiano de lei N (m, C) se e somente se sua
função caracteŕıstica é

ϕ (t) = exp

(
i (t, m)k −

1

2
(t, Ct)k

)
,

onde mi = E (Xi) e C = (Cij)1 ≤ i,j ≤ k é a matriz de covariância de X:

Cij = Cov (Xi, Xj) = E (XiXj)− E (Xi)E (Xj) .

A esperança de X é E (X) = m = (m1, ..., mk). Temos V (Xi) = Cii.
Os vetores gaussianos também podem ser caracterizados da forma seguinte:

Proposição 1.11.4 . X = (X1, ..., Xk) é um vetor gaussiano se e somente se
toda combinação linear dos componentes de X segue uma lei normal, isto é,

∀ t ∈ R
k : (t, X)k segue uma lei normal.

Demonstração: : Sejam t ∈ Rk, Z (t) = (t, X)k. A função caracteŕıstica de
Z (t) é

ϕZ (u) = exp (iuZ) = exp

(
iu

k∑

i = 1

tiXi

)
= ϕX (ut) .

Seja C = (Cij)1 ≤ i,j ≤ k a matriz de covariância de X : Cij = Cov (Xi, Xj).

(=⇒) Suponhamos X gaussiano de lei N (m, C). Então

ϕX (ut) = exp

(
iu (t, m)k −

1

2
u2 (t, Ct)k

)
,

de modo que

ϕZ (u) = exp

(
imzu−

1

2
σ2
Zu

2

)
,

onde mZ ∈ R, σZ ∈ R tal que σZ ≥ 0 e

mz = (t, m)k , σ2
Z = (t, Ct)k =

k∑

i,j = 1

Cijtitj ≥ 0
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( C é positiva: Cf. resultados do caṕıtulo precedente).
Logo Z (t) é gaussiana de lei N (mz, σZ).

(⇐=) Suponhamos Z (t) gaussiana para todo t ∈ Rk. Então

ϕZ (u) = exp

(
imzu−

1

2
σ2
Zu

2

)

Tomando t = ei, onde {e1, ..., ek} é a base canônica de Rk, temos Z (ei) = Xi, de
modo que cada Xi é gaussiana. Seja N (mi, σi) a lei de Xi . Então, por um lado,

mz = E (Z (t)) = E

(
k∑

i = 1

tiXi

)
=

k∑

i = 1

tiE (Xi) =

k∑

i = 1

timi = (t, m)k ;

e, por outro lado,

σ2
Z = V (Z (t)) =

k∑

i,j = 1

Cijtitj = (t, Ct)k ,

pois

E



(

k∑

i = 1

tiXi

)2

 = E




k∑

i = 1

tiXi.
k∑

j = 1

tjXj


 =

E




k∑

i,j = 1

titjXiXj


 =

k∑

i,j = 1

titjE (XiXj)

e

[
E

(
k∑

i = 1

tiXi

)]2
=

(
k∑

i = 1

timi

)2

=

k∑

i,j = 1

titjmimj =

k∑

i,j = 1

titjE (Xi)E (Xj) ,

de modo que

ϕZ (u) = exp

(
i (t, m)k u−

1

2
(t, Ct)k u

2

)
.
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Por conseguinte,

ϕX (t) = ϕZ (1) = exp

(
i (t, m)k −

1

2
(t, Ct)k

)

e X é gaussiano de lei N (m, C). �

Para construir um vetor gaussiano, basta considerar variáveis gaussianas inde-
pendentes:

Proposição 1.11.5 . Se Xi ∼ N (mi, σi) e as variáveis X1, ..., Xk são duas a
duas independentes, então X = (X1, ..., Xk) é um vetor gaussiano e sua matriz
de covariância C verifica

Cij = 0, se i 6= j ; Cii = σ2
i = V (Xi) .

Este resultado é uma conseqüência do seguinte lema:

Lema 1.11.6 . Seja X = (X1, ..., Xk) um vetor aleatório formado de variáveis
gaussianas (Xi ∼ N (mi, σi)) duas a duas independentes.
Então, para todo (α0, α1, ..., αn) ∈ Rn+1:

α0 +

n∑

i = 1

αiXi é gaussiana de lei N (m, σ) ;

m = α0 +

n∑

i = 1

αimi e σ2 =

n∑

i = 1

α2
i σ

2
i .

Demonstração: Seja Y = α0 +
n∑

i = 1

αiXi . A função caracteŕıstica de Y é:

ϕ (t) = E (exp (itY )) = exp (iα0t)E

(
exp

(
it

n∑

i = 1

αiXi

))
.

Como as variáveis são independentes:

ϕ (t) = exp (iα0t)

n∏

i = 1

E (exp (iαitXi)) = exp (iα0t)

n∏

i = 1

ϕi (αit) ,

onde ϕi é a função caracteŕıstica de Xi. Assim,

ϕ (t) = exp

(
imt− σ2

2
t2
)

; m = α0 +

n∑

i = 1

αimi e

σ2 =

n∑

i = 1

α2
iσ

2
i ,
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de forma que Y é gaussiana. �

Demonstração da proposição : É uma conseqüência imediata do lema pre-
cedente. �

Temos também

Proposição 1.11.7 . Seja X = (X1, X2) um vetor aleatório tal que Xi ∼ N (mi, σi).
Então as variáveis X1 e X2 são independentes se e somente se a função carac-
teŕıstica de X é

ϕ (t) = exp

(
i (t1m1 + t2m2)−

1

2

(
σ2
1t

2
1 + σ2

2t
2
2

))
.

Demonstração: X1 e X2 são independentes se e somente se

ϕ (t) = ϕX1
(t1)ϕX2

(t2) ,

de onde o resultado enunciado. �

Corolário 1.11.8 . Seja X = (X1, ..., Xk) um vetor aleatório tal que Xi ∼
N (mi, σi). Então as variáveis são duas a duas independentes se e somente se a
função caracteŕıstica de X é

ϕ (t) = exp

(
i

k∑

i = 1

timi −
1

2

k∑

i=1

σ2
i t

2
i

)
.

Demonstração: Trata-se de uma conseqüência imediata do resultado prece-
dente. �

Corolário 1.11.9 . Seja X = (X1, ..., Xk) um vetor aleatório gaussiano. Então
as variáveis são duas a duas independentes se e somente se Cov (Xi, Xj) = 0 para
i 6= j.

Demonstração: (=⇒) é imediata, pois a independência implica que

Cov (Xi, Xj) = 0 (Cf. resultados precedentes).

(⇐=) Seja ϕ a função caracteŕıstica de X e Xi ∼ N (mi, σi).
Se Cov (Xi, Xj) = 0 para i 6= j, temos

ϕ (t) = exp

(
i

k∑

i = 1

timi −
1

2

k∑

i = 1

σ2
i t

2
i

)
,

de forma que X é um vetor aleatório gaussiano. �
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Corolário 1.11.10 . Seja X = (X1, ..., Xk) um vetor aleatório gaussiano e Y
uma variável aleatória gaussiana tal que Cov (Y , Xi) = 0, 1 ≤ i ≤ k. Então Y é
independente de X e Z = (Y , X1, ..., Xk) é um vetor aleatório gaussiano.

Demonstração: Denotemos por mA a média de A e por CA a matriz de co-
variância de A. Decorre do resultado precedente que Y é independente de X . Por
conseguinte, para τ = (t0, t) ∈ R× Rk = Rk+1:

E
(
exp

(
i (τ , Z)k+1

))
= E (exp (it0Y ))E

(
exp

(
i

k∑

i = 1

tiXi

))
,

de modo que
ϕZ (τ) = ϕY (t0)ϕX (t)

e

ϕZ (τ ) = exp

(
it0mY −

1

2
σ2
Y t

2 + i (t, mX)k −
1

2
(t, CXt)k

)
,

isto é,

ϕZ (τ) = exp

(
i (τ , mZ)k+1 −

1

2
(τ , CZτ )k+1

)
.

Logo, Z é um vetor gaussiano. �

Quando a matriz C é inverśıvel, a densidade de probabilidade de X é

f (x) =
1

(2π)
k/2 |det (C)|1/2

exp

(
−1

2

(
x−m,C−1 (x−m)

))

1.11.4 Amostras gaussianas

Definição 1.11.11 . (amostra gaussiana)– Seja X = (X1, ..., Xk) um vetor
aleatório. Diremos que X é uma amostra de N (m,σ) se e somente se todos os
componentes são dois a dois independentes e seguem a mesma lei N (m,σ).

Uma amostra de N (a, σ) é um vetor gaussiano para o qual m = (a, ..., a) = a1
e C = σ2Id .

Lembremos que uma transformação T : Rk −→ Rk possui uma transformação
associada T t definida por

(T (x) , y)k =
(
x, T t (y)

)
k
, ∀ x, y ∈ R

k .

Temos (T t)
t
= T , dado que

(
T t (x) , y

)
k
=
(
y, T t (x)

)
k
= (T (y) , x)k = (x, T (y))k .
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Uma transformação T é ortogonal se e somente se T−1 = T t. Neste caso,

‖T (x)‖2k = (T (x) , T (x))k =
(
x, T t (T (x))

)
k
=

(x, x)k = ‖x‖2k , ∀ x ∈ R
k .

Se T é ortogonal, então T t é ortogonal, dado que (T t)
t
= T =

(
T−1

)−1
=

(T t)
−1

.

Se B = {b1, ..., bk} e E = {e1, ..., ek} são bases ortonormais de Rk, então a
aplicação de mudança de base

T (x) = α ; αi =
k∑

j = 1

xj (ei, bj)k ei

é ortogonal e

T t (y) = β ; βi =

k∑

j = 1

yj (bi, ej)k bi :

basta constatar que

(α, y)k =

k∑

i,j = 1

xj (ei, bj)k yi = (x, β)k ,

de modo que

(T (x) , y)k = (α, y)k = (x, β)k =
(
x, T t (y)

)
k
.

Temos:

Proposição 1.11.12 . Seja X = (X1, ..., Xk) uma amostra de N (0, σ). Então:

(i) Se T : Rk −→ Rk é uma transformação ortogonal então T (X) é uma amostra
de N (0, σ);

(ii) Os componentes de X em qualquer base ortonormada de Rk formam uma
amostra de N (0, σ);

(iii) Seja E1⊕E2⊕...⊕Ep uma decomposição de Rk em p subespaços ortogonais e
Pi (X) a projeção ortogonal de X em Ei. Então cada Pi (X) é uma amostra
de N (0, σ) e, além disto, Pi (X) e Pj (X) são independentes para i 6= j.
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Demonstração: Seja ϕ a função caracteŕıstica de N (0, σ). Dado que os com-
ponentes de X são independentes, temos

ϕX (t) =

k∏

i = 1

ϕ (ti) = exp

(
−σ

2

2
‖t‖2k

)
.

Seja T : Rk −→ Rk uma transformação ortogonal e Y = T (X). Temos

(t, Y )k = (t, T (X))k =
(
T t (t) , X

)
k

de modo que

ϕY (t) = E (exp (i (t, Y )k)) = E
(
exp

(
i
(
T t (t) , X

)
k

))

e

ϕY (t) = exp

(
−σ

2

2

∥∥T t (t)
∥∥2
k

)
= exp

(
−σ

2

2
‖t‖2k

)
= ϕX (t) ,

de onde (i).

(ii) decorre de (i): a transformação de mudança de base é ortogonal.

Enfim, (iii) decorre de (ii): seja Bi uma base ortonormada de Ei, i = 1, ..., p.
Então B = B1 ∪ B2∪ ... ∪Bp é uma base ortonormada de Rk e os componentes de
X na base B formam uma amostra de N (0, σ), de onde o resultado. �

Teorema 1.11.13 . Seja (Y , X1, ..., Xn) um vetor gaussiano. Denotemos X =
(X1, ..., Xn). Então existe α = (α0, α1, ..., αn) ∈ Rn+1 tal que

E (Y | X ) = α0 +

n∑

i = 1

αiXi .

Além disto, Y − E (Y | X ) é gaussiana, de média nula, independente de X e de
E (Y | X ).

Demonstração: Consideremos o subespaço auxiliar:

W =

{
Z ∈ L2 (Ω, P ) : Z = β0 +

n∑

i = 1

βiXi; (β0, β1, . . . , βn) ∈ R
n+1

}
.

W é um subespaço vetorial de dimensão finita (dim (W ) = n + 1), de forma que
a projeção ortogonal PW (Y ) de Y em W existe e é única. Além disto, ela é
caracterizada por

PW (Y ) ∈ S e E ((Y − PW (Y ))Z) = 0, ∀ Z ∈ W .
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Como PW (Y ) ∈ S, existe α = (α0, α1, ..., αn) ∈ Rn+1 tal que

PW (Y ) = α0 +
n∑

i = 1

αiXi .

PW (Y ) é gaussiana (Cf. resultados precedentes), de forma que Y − PW (Y )
também é gaussiana. Como Z = 1 ∈ W (corresponde a β0 = 1, βi = 0, i > 0),
temos

E (Y − PW (Y )) = E ((Y − PW (Y )) 1) = 0 ,

de modo que Y − PW (Y ) tem média nula. Como Xi ∈ W , temos também
E ((Y − PW (Y ))Xi) = 0, de modo que

Cov (Y − PW (Y ) , Xi) =

E ((Y − PW (Y ))Xi)︸ ︷︷ ︸
= 0

− E (Y − PW (Y ))︸ ︷︷ ︸
= 0

E (Xi) = 0 .

Decorre desta igualdade que Y − PW (Y ) é independente de Xi (pois ambas são
gaussianas). Como i é qualquer, Y − PW (Y ) é independente de X e

(Y − PW (Y ) , X1, ..., Xn)

é um vetor gaussiano. Temos também

Cov (Y − PW (Y ) , PW (Y )) =

E ((Y − PW (Y ))PW (Y ))︸ ︷︷ ︸
= 0

− E (Y − PW (Y ))︸ ︷︷ ︸
= 0

E (PW (Y )) = 0 ,

de forma que Y −PW (Y ) é independente de PW (Y ) (pois ambas são gaussianas).
Seja

Z ∈ S =
{
s ∈ L2 (Ω, P ) : s = ϕ (X) ; ϕ : Rn−→ R

}

Temos

E ((Y − PW (Y )) (PW (Y )− Z)) =
E ((Y − PW (Y ))PW (Y ))︸ ︷︷ ︸

= 0

− E ((Y − PW (Y ))Z) ,

de modo que

E ((Y − PW (Y )) (PW (Y )− Z)) = −E ((Y − PW (Y ))Z)

=︸︷︷︸
independentes

− E (Y − PW (Y ))︸ ︷︷ ︸
= 0

E (Z)
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e, por conseguinte E ((Y − PW (Y )) (PW (Y )− Z)) = 0. Assim,

E
(
(Y − Z)2

)
= E

(
(Y − PW (Y ) + PW (Y )− Z)2

)

verifica

E
(
(Y − Z)2

)
= E

(
(Y − PW (Y ))2

)
+ E

(
(PW (Y )− Z)2

)
≥

E
(
(Y − PW (Y ))

2
)
,

de forma que
PW (Y ) = arg min {‖s− Y ‖ : Y ∈ S}

e PW (Y ) é a projeção ortogonal de Y em S. Assim,

PW (Y ) = E (Y | X ) .

�

Proposição 1.11.14 . Seja U = (U1, U2) um par de variáveis aleatórias indepen-
dentes de mesma lei U (0, 1). Sejam

X1 =
√
−2 log (U1) sin (2πU2) ; X2 =

√
−2 log (U1) cos (2πU2) .

Então X = (X1, X2) é um par de variáveis aleatórias independentes de mesma
lei N (0, 1).

Demonstração: O jacobiano da transformação ψ : R2 −→ R2 tal que
ψ (U1, U2) = (X1, X2) é

J =

∣∣∣∣∣∣∣
det




−1

U1

√

−2 log (U1)
sin (2πU2) 2π

√

−2 log (U1) cos (2πU2)

−1

U1

√

−2 log (U1)
cos (2πU2) −2π

√

−2 log (U1) sin (2πU2)




∣∣∣∣∣∣∣
,

isto é,

J =
2π

U1
.

Por outro lado,

X2
1 +X2

2 = −2 log (U1) =⇒ U1 = exp

(
−1

2
‖X‖22

)

e

sin (2πU2) =
X1

‖X‖2
e cos (2πU2) =

X2

‖X‖2
=⇒

U2 =
1

2π
arctan

(
X1

X2

)
.
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A densidade de probabilidade de U é:

f (u) =

{
1, se u ∈ (0, 1)× (0, 1)

0, senão.

e a densidade de probabilidade de X é g (x) = f
(
ψ−1 (x)

)
/J (Cf. [23]), isto é

g (x) =
U1

2π
=

1

2π
exp

(
−1

2
‖X‖22

)
.

Decorre desta igualdade que X = (X1, X2) é um par de variáveis aleatórias
independentes de mesma lei N (0, 1). �

1.12 Processos estocásticos

Um processo estocástico é uma famı́lia de variáveis aleatórias dependentes de um
parâmetro : X = {X (λ)}λ∈ Λ, onde cada X (λ) é uma variável aleatória em um
mesmo Ω. Assim, um processo estocástico indexado por Λ é simplesmente uma
função X : Λ× Ω −→ R.

Estamos interessados em processos estocásticos indexados pelo tempo, de modo
que consideraremos aplicações da forma

X : (a, b)× Ω −→ R,

onde (a, b) ⊂ R, isto é,

Definição 1.12.1 . (processo estocástico)– Sejam a, b ∈ R tais que a < b.
Diremos que X é um processo estocástico indexado por (a, b) é se e somente se

∀ t ∈ (a, b) : ω −→ X (t, ω) é uma variável aleatória em Ω .

Os processos estocásticos possuem propriedades hilbertianas análogas àquelas
das variáveis aleatórias. Por exemplo, podemos considerar o conjunto

V = EP
(
ℓ, (a, b) , L2 (Ω, P )

)
,

isto é, o conjunto funções simples definidas por partições Part ((a, b)) do intervalo
(a, b) tomando valores em L2 (Ω, P ). Temos

V =

{
X : (a, b)× Ω −→ R : X (t, ω) =

n−1∑

i = 0

Xi (ω) 1(ti, ti+1) (t) ;

t ∈ Part ((a, b)) , Xi ∈ L2 (Ω, P )

}
.
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V pode ser munido do produto escalar

(X , Y ) =

∫

(a,b)

E (XY ) .

Com efeito, (•, •) é bilinear, simétrica e positiva definida: quando X , Y ∈ V ,
temos

X (t, ω) =

nx−1∑

i = 0

Xi1(xi, xi+1) (t) e Y (t, ω) =

nY −1∑

i = 0

Yi1(yi, yi+1) (t)

onde x = (x0, ..., xnx
) ∈ Part ((a, b)) e y =

(
y0, ..., yny

)
∈ Part ((a, b)). Para

n > 0 tal que h =
b− a
n
≤ min {δ (x) , δ (y)} ,

temos

XY =

n−1∑

i = 0

XiYi1(ai, ai+1) (t) , ai = a+ (i− 1)h ,

Xi = X (ai) , Yi = Y (ai)

de modo que

(X , Y ) = h

n−1∑

i = 0

E (XiYi) .

Em particular,

‖X‖2 = (X , X) = h

n−1∑

i = 0

E
(
[Xi]

2
)

.

O completamento de V para esse produto escalar é um espaço de Hilbert de-
notado por V = L2

(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
.

Utilizaremos repetidas vezes no que segue o prinćıpio de extensão, o qual con-
siste em estender uma aplicação linear e cont́ınua definida em um espaço vetorial
V ao conjunto das seqüências de Cauchy de elementos de V e aos conjuntos nos
quais V é denso em V . O prinćıpio de extensão é fundamentado pelos seguintes
teoremas:

Teorema 1.12.2 . Sejam V um espaço pré-hilbertiano de produto escalar (•, •) e
I : V −→ R uma aplicação linear cont́ınua em V. Seja

V =
{
ṽ = {vn}n ∈ N

⊂ V : ṽ é de Cauchy para (•, •)
}

.
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Seja
‖ṽ‖ = lim

n −→ +∞
‖vn‖ .

Então

(i) ∀ ṽ ∈ V : {I (vn)}n ∈ N
⊂ R é uma seqüência de Cauchy;

(ii) Existe Ĩ (ṽ) ∈ R tal que I (vn) −→ Ĩ (ṽ) quando n −→ +∞ .

(iii) Se w̃ ∈ V verifica ‖wn − vn‖ −→ 0 quando n −→ +∞, então Ĩ (w̃) = Ĩ (ṽ) .

(iv) Se α, β ∈ R ; ṽ, w̃ ∈ V, ũ = αṽ + βw̃ então

Ĩ (ũ) = αĨ (ṽ) + βĨ (w̃) .

(v) Seja M ∈ R tal que |I (v)| ≤M ‖v‖, ∀ v ∈ V. Então,
∣∣∣Ĩ (ṽ)

∣∣∣ ≤M ‖ṽ‖ , ∀ ṽ ∈ V.

Demonstração: Notemos que {‖vn‖}n ∈ N
⊂ R é de Cauchy, pois

|‖vm‖ − ‖vn‖| ≤ ‖vm − vn‖

e
m,n ≥ n (ε) =⇒ ‖vm − vn‖ ≤ ε =⇒ |‖vm‖ − ‖vn‖| ≤ ε.

Assim, existe m ∈ R tal que ‖vn‖ −→ m quando n −→ +∞.

(i) {I (vn)}n ∈ N
⊂ R é de Cauchy, pois

|I (vm)− I (vn)| = ‖I (vm − vn)‖ ≤M ‖vm − vn‖

e {vn}n ∈ N
é uma seqüência de Cauchy .

(ii) Como R é completo, existe m ∈ R tal que

m = lim
n −→ +∞

I (vn) .

Definindo Ĩ (ṽ) = m, temos o resultado.

(iii) Se {wn}n ∈ N
⊂ V verifica ‖wn − vn‖ −→ 0 quando n −→ +∞, temos

|I (wn)− I (vn)| = ‖I (wn − vn)‖ ≤M ‖wn − vn‖ −→ 0,

de modo que
lim

n −→ +∞
I (wn) = lim

n −→ +∞
I (vn)

e, por conseguinte, Ĩ (w̃) = Ĩ (ṽ).
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(iv) Temos

I (un) = I (αvn + βwn) = αI (vn) + βI (wn) −→ αĨ (ṽ) + βĨ (w̃) ,

de forma que Ĩ (ũ) = αĨ (ṽ) + βĨ (w̃) .

(v) Como ‖vn‖ −→ ‖ṽ‖ quando n −→ +∞ e |I (vn)| −→
∣∣∣Ĩ (ṽ)

∣∣∣, temos

|I (vn)| ≤M ‖vn‖ , ∀ n ∈ N =⇒
∣∣∣Ĩ (ṽ)

∣∣∣ ≤M ‖v‖ .

�

Teorema 1.12.3 . Sejam V um espaço pré-hilbertiano de produto escalar (•, •) e
I : V −→ R uma aplicação linear cont́ınua em V. Se V é um espaço vetorial tal
que V é denso em V , então I pode ser estendida a V , isto é, existe IV : V−→
R linear cont́ınua que coincide com I em V. Além disto, se M ∈ R verifica
|I (v)| ≤M ‖v‖, ∀ v ∈ V, então |IV (v)| ≤M ‖v‖, ∀ v ∈ V .

Demonstração: Lembremos que uma aplicação linear I : V −→ R é cont́ınua
se e somente se existe M ∈ R tal que |I (v)| ≤ M ‖v‖, ∀ v ∈ V . Como V é denso
em V : para todo v ∈ V , existe ṽ = {vn}n ∈ N

⊂ V tal que ‖vn − v‖ −→ 0 quando
n −→ +∞. Seja

IV (v) = lim
n −→ +∞

I (vn) .

ṽ é uma seqüência de Cauchy (dado que é convergente). Assim, IV (v) = Ĩ (ṽ).
Decorre do teorema precedente que o limite existe e é bem definido: se w̃ =
{wn}n ∈ N

⊂ V verifica ‖wn − v‖ −→ 0 quando n −→ +∞, então {wn}n ∈ N
é

uma seqüência de Cauchy (dado que é convergente) e ‖wn − vn‖ −→ 0 quando

n −→ +∞, de modo que Ĩ (ṽ) = Ĩ (w̃) e, por conseguinte,

lim
n −→ +∞

I (vn) = lim
n −→ +∞

I (wn) .

IV : V−→ R é linear: sejam α, β ∈ R ; v, w ∈ V ; u = αv + βw; ṽ = {vn}n ∈ N

⊂ V , w̃ = {wn}n ∈ N
⊂ V , ‖vn − v‖ −→ 0 e ‖wn − w‖ −→ 0 quando n −→ +∞.

Então ũ = {un}n ∈ N
⊂ V definida por un = αvn + βwn verifica

Ĩ (ũ) = αĨ (ṽ) + βĨ (w̃) .

Assim, IV (w) = αIV (u) + βIV (v) . IV : V−→ R é é cont́ınua : se ṽ = {vn}n ∈ N

⊂ V verifica ‖vn − v‖ −→ 0 quando n −→ +∞, então ‖vn‖ −→ ‖v‖, de modo que
‖ṽ‖ = ‖v‖ e temos

∣∣∣Ĩ (ṽ)
∣∣∣ ≤M ‖v‖ =⇒ |IV (v)| ≤M ‖v‖ .

�
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Corolário 1.12.4 . Sejam V um espaço pré-hilbertiano de produto escalar (•, •)
e I : V −→ R uma aplicação linear cont́ınua em V. Se V é o completamento de
V para (•, •) , então I pode ser estendida a V .

Demonstração: Basta notar que

V =
{
{vn}n∈N

⊂ V : {vn}n∈N
é de Cauchy para (•, •)

}

é denso em V . �

1.13 Processo de Wiener

Um dos processos estocásticos fundamentais é o seguinte:

Definição 1.13.1 . (Processo de Wiener unidimensional)– Seja

W = {W (t)}t≥0

uma famı́lia de variáveis aleatórias. Diremos que W é um processo de Wiener
unidimensional ou movimento browniano unidimensional se e somente se:

(i) W (0) = 0 ;

(ii) ∀ (s, t) ∈ R2 tal que 0 ≤ s ≤ t :
(a) W (t)−W (s) ∼ N

(
0,
√
t− s

)
;

(b) W (t) −W (s) é independente de W (b) −W (a), ∀ (a, b) ∈ R2 tal que
0 ≤ a ≤ b ≤ s.

Temos

Proposição 1.13.2 . Seja (s, t) ∈ R2 tal que 0 ≤ s ≤ t. Então

(i) E ((W (t)−W (s))W (s)) = 0 ;

(ii) E
(
W (s)

2
)
= s ;

(iii) E (W (t)W (s)) = s ;

(iv) E ((W (t)−W (s))W (t)) = t− s .

Demonstração: Tomando a = 0 e b = s, temos: W (t)−W (s) é independente
de W (s)−W (0) =W (s)− 0 =W (s), de modo que

E ((W (t)−W (s))W (s)) =

E (W (t)−W (s))︸ ︷︷ ︸
= 0

E (W (s)) = 0 .
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De maneira análoga,

E
(
W (s)

2
)
= E

(
(W (s)−W (0))

2
)
=

V (W (s)−W (0)) = s− 0 = s .

Assim,

E (W (t)W (s)) = E ((W (t)−W (s) +W (s))W (s)) =

E ((W (t)−W (s))W (s))︸ ︷︷ ︸
= 0

+ E
(
W (s)

2
)

︸ ︷︷ ︸
= s

,

de modo que E (W (t)W (s)) = s. Enfim,

E ((W (t)−W (s))W (t)) =

E
(
W (t)

2
)

︸ ︷︷ ︸
−

= t

E (W (t)W (s))︸ ︷︷ ︸
= s

= t− s .

�

Teorema 1.13.3 . Sejam (s, t) ∈ R2 tal que 0 ≤ s ≤ t; k ∈ N tal que k > 0;
t = (t1, ..., tk) ∈ Rk tais que 0 ≤ ti ≤ s (1 ≤ i ≤ k) e ti ≤ ti+1 (1 ≤ i ≤ k − 1);
X = (W (t1) , ..., W (tk)), Y =W (t)−W (s). Então E (Y | X ) = 0.

Demonstração: Sejam a = 0, b = ti : 0 ≤ a ≤ b ≤ s, de modo queW (t)−W (s)
é independente de W (b) −W (a) = W (ti). Logo, Y é independente de X . Por
conseguinte, E (Y | X ) = E (Y ) = 0. �

Definição 1.13.4 . (Processo de Wiener multidimensional)– Seja W =
{W (t)}t ≥ 0 uma famı́lia de vetores aleatórios de Rk. Diremos que W é um pro-
cesso de Wiener k−dimensional ou movimento browniano k−dimensional se e
somente se

W (t) = (W1 (t) , ..., Wk (t)) ,

onde

(i) {Wi (t)}t ≥ 0 é um processo de Wiener unidimensional (1 ≤ i ≤ k);

(ii) Cada componente é independente das demais, isto é, se i 6= j então Wi (t) é
independente de Wj (s), ∀ (s, t) ∈ R2 tal que s, t ≥ 0.
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1.14 Integrais de Ito

Apresentamos nesta seção a definição de algumas integrais estocásticas. Visamos
sobretudo as integrais

T∫

0

ϕ (W (t)) dt e

T∫

0

ϕ (W (t)) dW (t) ,

onde ϕ : R −→ R é uma função e W = {W (t)}t ≥ 0 é um movimento browniano.
As definições apresentadas são ditas ≪no sentido de Ito≫.

1.14.1 Integrais com relação ao tempo

Nesta subseção, vamos definir

I (X) =

b∫

a

X (t) dt.

Seja t = (t0, ..., tn) ∈ Part ((a, b)) uma n–partição de (a, b). Consideremos a
soma finita

I (X , t) =
n∑

i = 1

X (ti−1) (ti − ti−1) .

Diremos que
b∫

a

X (t) dt = Y

quando

I (X , t) −→
b∫

a

X (t) dt para δ (t) −→ 0,

isto é,

Definição 1.14.1 . Seja X ∈ L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
. Diremos que

b∫

a

X (t) dt = Y ∈ L2 (Ω, P ) se e somente se, para todo ε > 0, existe η (ε) > 0 tal

que

∀ t ∈ Part ((a, b)) : δ (t) ≤ η (ε) =⇒ ‖Y − I (X, t)‖L2(Ω, P ) ≤ ε.
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Lembremos que o produto escalar e a norma de L2 (Ω, P ) são

(X , Y )L2(Ω, P ) = E (XY ) ; ‖Z‖L2(Ω, P ) = E
(
Z2
)
.

Seja n > 0 e consideremos

In (X) = h

n∑

i = 1

X (a+ (i− 1)h) ; h =
b− a
n

.

Quando a integral existe, temos também

In (X) −→
b∫

a

X (t) dt para n −→ +∞ .

A integral com relação ao tempo é linear e cont́ınua:

Teorema 1.14.2 . Sejam X,Y dois processos estocásticos indexados por (a, b) tais

que

b∫

a

X (t) dt e

b∫

a

Y (t) dt existem. Sejam α, β ∈ R. Então

b∫

a

(αX (t) + βY (t)) dt = α

b∫

a

X (t) dt+ β

b∫

a

Y (t) dt .

Além disto, existe uma constante C = C (a, b) ∈ R, independente de X tal que

∀ X ∈ L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
:

∥∥∥∥∥∥

b∫

a

X (t) dt

∥∥∥∥∥∥
L2(Ω, P )

≤

C ‖X‖L2((a,b), L2(Ω, P )) .

Demonstração: Para todo t = (t0, ..., tn) ∈ Part ((a, b)),

I (αX + βY , t) = αI (X , t) + βI (Y , t) ,

de modo que I (αX + βY ) = αI (X) + βI (Y ). Pelo prinćıpio de extensão, basta
considerar X ∈ EP

(
ℓ, (a, b) , L2 (Ω, P )

)
. Para um tal X , temos

X (t, ω) =

nx−1∑

i = 0

Xi1(xi, xi+1) (t) ,
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onde x = (x0, ..., xnx
) ∈ Part ((a, b)). Sejam n > 0, h =

b− a
n

, ai = a+ (i− 1)h

e Xi = X (ai) (1 ≤ i ≤ n+ 1). Então, para h ≤ δ (x), temos

X (t, ω) =

n−1∑

i = 0

Xi1(ai, ai+1) (t) = h2
n∑

i = 1

X2
i ;

[In (X)]
2
= h2

[
n∑

i = 1

Xi

]2
= h2

n∑

i,j = 1

XiXj ≤ h2
n∑

i,j = 1

X2
i +X2

j

2
.

Assim,

[In (X)]2 ≤ nh2
n∑

i = 1

X2
i = (b− a)h

n∑

i = 1

X2
i

e

‖In (X)‖2L2(Ω, P ) = E
(
[In (X)]

2
)
≤ (b− a)h

n∑

i = 1

E
(
X2

i

)
=

(b− a)
∫

(a,b)

E
(
X2
)
= (b− a) ‖X‖2L2((a, b), L2(Ω, P )) ,

de onde o resultado. �

1.14.2 Integrais com relação a um processo

Nesta subseção, vamos definir

I (X,Y ) =

b∫

a

X (t) dY (t) .

Seja t = (t0, ..., tn) ∈ Part ((a, b)) uma n–partição de (a, b). Consideremos a
soma finita

I (X , Y , t) =
n∑

i = 1

X (ti−1) (Y (ti)− Y (ti−1)) .

Diremos que
b∫

a

X (t) dY (t) = Z

quando
I (X , Y , t) −→ Z para δ (t) −→ 0,

isto é,
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Definição 1.14.3 . Sejam X,Y ∈ L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
. Diremos que

b∫

a

X (t) dY (t) = Z ∈ L2 (Ω, P )

se e somente se, para todo ε > 0, existe η (ε) > 0 tal que

∀ t ∈ Part ((a, b)) : δ (t) ≤ η (ε) =⇒ ‖Z − I (X, Y , t)‖L2(Ω, P ) ≤ ε.

Seja n > 0 e consideremos, com h = b−a
n ,

In (X,Y ) =

n∑

i = 1

X (a+ (i− 1) h) (Y (a+ ih)− Y (a+ (i− 1) h)) .

Quando a integral existe, temos também

In (X,Y ) −→
b∫

a

X (t) dY (t) para n −→ +∞ .

A integral com relação aos processos é bilinear:

Proposição 1.14.4 . Sejam X,Y, Z ∈ L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
tais que

b
∫

a

X (t) dY (t)

e

b∫

a

X (t) dZ (t) existem. Sejam α, β ∈ R. Então,

b∫

a

X (t) d ((αY (t) + βZ (t))) = α

b∫

a

X (t) dY (t) + β

b∫

a

Y (t) dZ (t) .

Demonstração: Para todo t = (t0, ..., tn) ∈ Part ((a, b)),

I (X , αY + βZ, t) = αI (X , Y , t) + βI (X , Z, t) ,

de modo que I (X , αY + βZ) = αI (X , Y ) + βI (X , Z). �
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Proposição 1.14.5 . Sejam X,Y, Z ∈ L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
tais que

b∫

a

X (t) dZ (t)

e

b∫

a

Y (t) dZ (t) existem. Sejam α, β ∈ R. Então,

b∫

a

(αX (t) + βY (t)) dZ (t) = α

b∫

a

X (t) dZ (t) + β

b∫

a

Y (t) dZ (t) .

Demonstração: Para todo t = (t0, ..., tn) ∈ Part ((a, b)),

I (αY + βZ, Z, t) = αI (X , Z, t) + βI (Y , Z, t) ,

de modo que I (αX + βY , Z) = αI (X , Z) + βI (Y , Z). �

1.14.3 Integrais com relação a um processo de Wiener

As integrais da forma

It (ϕ) =

a∫

a

ϕ (W (t)) dt e IW (ϕ) =

b∫

a

ϕ (W (t)) dW (t)

são casos particulares das precedentes, correspondendo respectivamente a

It (ϕ) = I (ϕ (W )) e IW (ϕ) = I (ϕ (W ) , W )

Temos

Proposição 1.14.6 . Sejam ϕ, ψ : R −→ R, tais que ϕ (W ) , ψ (W ) ∈ L =
L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
. Então, para α, β ∈ R,

IW (αϕ+ βψ) = αIW (ϕ) + βIW (ψ) .

Além disto,

E (IW (ϕ)) = 0 ,

‖IW (ϕ)‖2L2(Ω, P ) = ‖ϕ (W )‖2L ,

(IW (ϕ) , IW (ψ))L2(Ω, P ) = (ϕ (W ) , ψ (W ))L .
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Demonstração: Temos

IW (αϕ+ βψ) = I (αϕ (W ) + βψ (W ) , W ) =

αI (ϕ (W ) , W ) + βI (ψ (W ) , W ) = αIW (ϕ) + βIW (ψ) .

Para as demais igualdades, utilizamos o prinćıpio de extensão: basta demonstrar
os resultados para ϕ, ψ tais que ϕ (W ) , ψ (W ) ∈ EP

(
ℓ, (a, b) , L2 (Ω, P )

)
. Em tal

caso,

ϕ (W ) (t, ω) =

nx−1∑

i = 0

ϕi1(xi, xi+1) (t) e

ψ (W ) (t, ω) =

nY −1∑

i = 0

ψi1(yi, yi+1) (t)

onde x = (x0, ..., xnx
) ∈ Part ((a, b)) e y =

(
y0, ..., yny

)
∈ Part ((a, b)). Para

n > 0 tal que h =
b− a
n
≤ min {δ (x) , δ (y)} , ai = a+ ih,

ϕi = ϕ (Wi) , ψi = ψ (Wi) , Wi =W (ai)

temos

ϕ (W ) (t, ω) =

n−1∑

i = 0

ϕi1(ai, ai+1) (t) e

ψ (W ) (t, ω) =

n−1∑

i = 0

ψi1(ai, ai+1) (t) .

Assim,

IW (ϕ) =
n−1∑

i = 0

ϕi (Wi+1 −Wi) e IW (ψ) =
n−1∑

i = 0

ψi (Wi+1 −Wi) ,

de modo que

E (IW (ϕ)) =

n−1∑

i = 0

E (ϕi (Wi+1 −Wi)) .

Como ϕi = ϕ (Wi) é independente de Wi+1 −Wi :

E (IW (ϕ)) =

n−1∑

i = 0

E (ϕi)E (Wi+1 −Wi)︸ ︷︷ ︸
= 0

= 0 .
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Temos também

IW (ϕ) IW (ψ) =

n−1∑

i,j = 0

ϕiψj (Wi+1 −Wi) (Wj+1 −Wj) .

Para i > j, (Wi+1 −Wi) é independente de (Wj+1 −Wj), ϕi e ψj de modo que

E
(
ϕiψj (Wi+1 −Wi) (Wj+1 −Wj)

)
=

E (Wi+1 −Wi)︸ ︷︷ ︸
= 0

E
(
ϕiψj (Wj+1 −Wj)

)
= 0 .

Assim,

E (IW (ϕ) IW (ψ)) =

n−1∑

i = 0

E
(
ϕiψi (Wi+1 −Wi)

2
)
=

h

n−1∑

i = 0

E (ϕiψi) = It (ϕ) = I (ϕ (W )) .

Como (Wi+1 −Wi) é independente de ϕi e ψi :

E (IW (ϕ) IW (ψ)) =

n−1∑

i = 0

E (ϕiψi)E
(
(Wi+1 −Wi)

2
)

︸ ︷︷ ︸
= h

= h
n−1∑

i = 0

E (ϕiψi) .

e temos
E (IW (ϕ) IW (ψ)) = (ϕ (W ) , ψ (W ))L ,

isto é,
(IW (ϕ) , IW (ψ))L2(Ω, P ) = (ϕ (W ) , ψ (W ))L .

Tomando ψ = ϕ nesta igualdade, obtemos

‖IW (ϕ)‖2L2(Ω, P ) = ‖ϕ (W )‖2L) .

�

1.15 Cálculo de Ito

1.15.1 Fórmula de Ito

Notemos que

E


1

2

b∫

a

W (t) dW (t)


 = 0 e E

(
[W (b)]

2 − [W (a)]
2
)
= b− a,
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de modo que estas integrais não seguem as regras usuais do cálculo. Temos

Proposição 1.15.1 . .(fórmula de Ito)– Seja u ∈ D (R) ( isto é, u ∈ C∞ (R) e

seu suporte é compacto) tal que

b∫

a

u′ (W (t)) dW (t) e

b∫

a

u′′ (W (t)) dt existem.

Então

b∫

a

u′ (W (t)) dW (t) = u (W (b))− u (W (a))− 1

2

b∫

a

u′′ (W (t)) dt .

Demonstração: Consideremos n > 0, h = (b− a) /n e ai = a + (i− 1)h,
1 ≤ i ≤ n+ 1. Temos

u (Wi+1)− u (Wi)− u′ (Wi) (Wi+1 −Wi)

− 1

2
u′′ (Wi) (Wi+1 −Wi)

2
=

1

6
u′′′ (ξi) (Wi+1 −Wi)

3
,

onde ξi é uma variável aleatória. Assim,

u (W (b))− u (W (a))− Tn − Vn − Un = 0 ,

onde

Tn =
n∑

i = 1

u′ (Wi) (Wi+1 −Wi) ,

Vn =

n∑

i = 1

u′′ (Wi) (Wi+1 −Wi)
2
,

Un =
1

6

n∑

i = 1

u′′′ (ξi) (Wi+1 −Wi)
3
.

1. Por definição,

Tn −→
b∫

a

u′ (W (t)) dW (t) quando n −→ +∞.

2. Seja

Sn =

n∑

i = 1

(Wi+1 −Wi)
2

; Wi =W (ai) .



100 Elementos de teoria das probabilidades e dos processos estocásticos

Consideremos Zi = (Wi+1 −Wi)
2 − h. Temos:

ZiZj = (Wi+1 −Wi)
2
(Wj+1 −Wj)

2

− h (Wi+1 −Wi)
2 − h (Wj+1 −Wj)

2 + h2 .

Para i 6= j, Wi+1 −Wi e Wj+1 −Wj são independentes, de forma que

E
(
(Wi+1 −Wi)

2
(Wj+1 −Wj)

2
)
=

E
(
(Wi+1 −Wi)

2
)

︸ ︷︷ ︸
= h

E
(
(Wj+1 −Wj)

2
)

︸ ︷︷ ︸
= h

= h2

e

E (ZiZj) = h2 − h2 − h2 + h2 = 0 .

Para i = j, temos

Z2
i = (Wi+1 −Wi)

4 − 2h (Wi+1 −Wi)
2
+ h2

e

E
(
Z2
i

)
=M4 (Wi+1 −Wi)︸ ︷︷ ︸

= 3h2

− 2hM2 (Wi+1 −Wi)︸ ︷︷ ︸
= h

+ h2 = h2 .

Assim,

E
(
(Sn − (b− a))2

)
= E



(

n∑

i = 1

Zi

)2

 =

n∑

i = 1

E
(
Z2
i

)
= nh2 =

(b− a)2
n

,

de modo que

E
(
(Sn − (b− a))2

)
−→ 0 quando n −→ +∞ .

3. Seja

M3 = max {|u′′′ (s)| : s ∈ R} <∞ .

Seja Bi = u′′′ (ξi) (Wi+1 −Wi)
3
. Temos

B2
i ≤

M2
3

36
(Wi+1 −Wi)

6
.
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Como Wi+1 −Wi ∼ N
(
0,
√
h
)
:

E
(
(Wi+1 −Wi)

6
)
= h3E

((
Wi+1 −Wi√

h

)6
)

=
(6)!

3!23
h3 ,

de modo que existe uma constante C ∈ R tal que

E
(
B2

i

)
≤ Ch3 .

Ora,

Un =
n∑

i = 1

Bi ,

de modo que

E
(
U2
n

)
=

n∑

i,j = 1

E (BiBj) ≤
n∑

i,j = 1

√
E (B2

i )
√
E
(
B2

j

)

≤ n2Ch3 = C
(b− a)3

n
e

Un −→ 0 quando n −→ +∞.

4. Sejam
M2 = max {|u′′ (s)| : s ∈ R} <∞

e

Ai = u′′ (Wi) (Wi+1 −Wi)
2 − u′′ (Wi) (ai+1 − ai) = u′′ (Wi)Zi .

Para i > j, Wi+1−Wi é independente de Wi+1 , Wj+1−Wj e Wj , de forma
que Zi é independente de u′′ (Wi), u

′′ (Wj) e Zj . Assim, para i > j,

E (AiAj) = E (Zi)︸ ︷︷ ︸
= 0

E (u′′ (Wi)u
′′ (Wj)Zj) = 0 .

Para i = j, temos
E
(
A2

i

)
≤M2

2E
(
Z2
i

)
=M2

2h
2.

Assim,

E



(
Vn − h

n∑

i = 1

u′′ (Wi)

)2

 = E



(

n∑

i = 1

Ai

)2

 =

n∑

i = 1

E
(
A2

i

)
≤M2

2nh
2 =M2

2

(b− a)2
n

,
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e

E




(
Vn − h

n∑

i = 1

u′′ (Wi)

)2


 −→ 0 quando n −→ +∞ ,

de modo que

Vn −→
b∫

a

u′′ (W (t)) dt quando n −→ +∞ .

5. Assim,

Tn +
1

2
Vn − Un −→

b∫

a

u′ (W (t)) dW (t) +
1

2

b∫

a

u′′ (W (t)) dt ,

de modo que

u (W (b))− u (W (a))−
b∫

a

u′ (W (t)) dW (t)

− 1

2

b∫

a

u′′ (W (t)) dt = 0

para toda u ∈ D (R).

�

Pelo pŕıncipio de extensão, este resultado se aplica a toda u para a aderência
e aos completamentos de D (R).

A fórmula de Ito se generaliza ao caso multidimensional onde u : Rp −→ R:

b∫

a

∇u (W (t)) dW (t) = u (W (b))− u (W (a))− 1

2

b∫

a

∆u (W (t)) dt .

1.15.2 Difusões estocásticas de Ito

Escreveremos

dXt = a (t,Wt) dWt + b (t,Wt) dt
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para simbolizar a igualdade

X (t)−X (0) =

t∫

0

a (s,W (s)) dW (s) +

t∫

0

b (s,W (s)) ds .

e diremos que o processo X é uma difusão estocástica.
A fórmula de Ito se escreve

du (Wt) = u′ (Wt) dWt +
1

2
u′′ (Wt) dt .

Temos:

Proposição 1.15.2 . Sejam X,Y ∈ L2
(
(a, b) , L2 (Ω, P )

)
tais que

dXt = aX (t,Wt) dWt + bX (t,Wt) dt e dYt = aY (t,Wt) dWt + bY (t,Wt) dt.

Sejam α, β ∈ R. Então

d (αXt + βYt) = [αaX (t,Wt) + βaY (t,Wt)] dWt

+ [αbX (t,Wt) + βbY (t,Wt)] dt .

Demonstração: É uma conseqüência imediata da linearidade das integrais. �

Proposição 1.15.3 . Sejam x, y : R −→ R, X = x (W ), Y = y (W ) e Z = XY
suficientemente regulares. Então

dZt = XtdYt + YtdXt + x′ (Xt) y
′ (Wt) dt .

Demonstração: Seja z(s) = x (s) y (s) = xy (s). Da fórmula de Ito:

dZt = z′ (Wt) dWt +
1

2
z′′ (Wt) dt .

Ora,
z′ (s) = x′ (s) y (s) + x (s) y′ (s)

e
z′′ (s) = x′′ (s) y (s) + 2x′ (s) y′ (s) + x(s)y′′(s) .

Assim,

dZt = [x′ (Wt)Yt +Xty
′ (Wt)] dWt+

1

2
[x′′ (Wt)Yt + 2x′ (Wt) y

′ (Wt) +Xt y
′′(Wt)] dt
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isto é,

dZt = Xt

[
y′ (Wt) dWt +

1

2
y′′ (Wt) dt

]

︸ ︷︷ ︸
dYt

+

Yt

[
x′ (Wt) dWt +

1

2
x′′ (Wt) dt

]

︸ ︷︷ ︸
dXt

+ x′ (Wt) y
′ (Wt) dt ,

de onde o resultado. �

Corolário 1.15.4 . Se dXt = aX (t,Wt) dWt+bX (t,Wt) dt , dYt = aY (t,Wt) dWt+
bY (t,Wt) dt e Z = XY , então

dZt = XtdYt + YtdXt + [aX (t,Wt) aY (t,Wt)] dt .

Demonstração: É uma conseqüência imediata da proposição precedente. �

Proposição 1.15.5 . Sejam x, y : R −→ R, X = x (W ), Z = y (x (W )) suficien-
temente regulares. Então

dZt = y′ (Xt) dXt +
1

2
y′′ (Xt) (x

′ (Wt))
2
dt .

Demonstração: Seja z(s) = y (x (s)) = y ◦ x (s). Da fórmula de Ito:

dZt = z′ (Wt) dWt +
1

2
z′′ (Wt) dt .

Ora,
z′ (s) = [y (x (s))]

′
= y′ (x (s))x′ (s)

e
z′′ (s) = [y′ (x (s))x′ (s)]

′
= y′′ (x (s)) [x′ (s)]

2
+ y′ (x (s))x′′ (s) .

Assim,

dZt = y′ (Xt)x
′ (Wt) dWt

+
1

2

[
y′′ (Xt) [x

′ (Wt)]
2
+ y′ (Xt)x

′′ (Wt)
]
dt ,

isto é,

dZt = y′ (Xt)

[
x′ (Wt) dWt

1

2
x′′ (Wt) dt

]

︸ ︷︷ ︸
dXt

+
1

2
y′′ (Xt) [x

′ (Wt)]
2
dt

e temos o resultado enunciado. �
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Corolário 1.15.6 . Seja Y (t) = F (X (t)), onde

dXt = aX (t,Wt) dWt + bX (t,Wt) dt.

Então

dYt = F ′ (Xt) dXt +
1

2
F ′′ (Xt) (aX (t,Wt))

2
dt .

Demonstração: É uma conseqüência imediata da proposição precedente. �

Quando F = F (t, x), Y (t) = F (t,X (t)) e dXt = AtdWt +Btdt , temos

dYt =
∂F

∂t
(t,Xt) dt+

∂F

∂x
(t,Xt) dXt +

1

2

∂2F

∂x2
(t,Xt) (At)

2
dt .

Quando F = F (t, x, z), Y (t) = F


t,X (t) ,

t∫

0

g (s,X (s)) ds


 e dXt =

AtdWt +Btdt , temos, pondo

P (t) =


t,X (t) ,

t∫

0

g (s,X (s)) ds


 ,

dYt =
∂F

∂t
(Pt) dt+

∂F

∂x
(Pt) dXt

+
1

2

∂2F

∂x2
(Pt) (At)

2
dt+ g (Pt)

∂F

∂z
(Pt) .

No caso multidimensional, onde

F = F (t, x) , Y (t) = F (t,X (t)) , F : R× R
n−→ R

m,

temos, para 1 ≤ i ≤ m,

d (Yi)t =
∂Fi

∂t
(t,Xt) dt+ (AdXt)i +

1

2
(dXt)

t
BidXt ,

onde

Aij (t, x) =
∂Fi

∂xj
(t, x) ; Bijk (t, x) =

∂Fi

∂xj∂xk
(t, x) .

Isto é, com a convenção de soma em ı́ndices repetidos:

d (Yi)t =
∂Fi

∂t
(t,Xt) dt+Aijd (Xj)t +

1

2
Bijkd (Xj)t d (Xk)t .
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Caṕıtulo 2

Máximo de Entropia e
Informação

O trabalho de simulações estocásticas de um sistema geralmente segue uma deter-
minada organização:

1. constrói-se um modelo determińıstico para o sistema;

2. constrói-se ummodelo estocástico paramétrico para o sistema: seleciona-
se os parâmetros do sistema considerados aleatórios e determina-se suas res-
pectivas funções densidades de probabilidades;

3. aplica-se o Método de Monte Carlo para obter-se inferências estat́ısticas sobre
a resposta do sistema.

As etapas da construção dos modelos determińıstico e estocástico do sistema
são fundamentais para obter-se resultados realistas nas simulações estocásticas.
Esses dois modelos são utilizados no Método de Monte Carlo e influenciam de
forma direta as respostas obtidas. Exemplos de construção de modelos estocásticos
podem ser vistos em [65, 64, 67, 66, 63].

No método de Monte Carlo, tipicamente gera-se amostras dos parâmetros que
foram considerados aleatórios (usando às distribuições de probabilidade previa-
mente fixadas - modelo estocástico) e, para cada amostra gerada calcula-se uma
resposta determińıstica do sistema (através do modelo determińıstico). Esses re-
sultados determińısticos são agregados ao resultado final desejado (estat́ısticas e
aproximações da distribuição de probabilidade da resposta do sistema podem ser
calculadas).
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Figura 2.1: Método de Monte Carlo.

Assim, a escolha das funções densidades de probabilidade dos parâmetros con-
siderados aleatórios deve ser feita de forma cautelosa. Essas funções podem ser
determinadas:

• a partir da construção de histogramas com resultados de experimentos;

• através do Prinćıpio da Máxima Entropia (PEM).

Muitas vezes, a realização de experimentos com os parâmetros pode ser muito
custosa ou até inviável. Por isso, essa estratégia é pouco utilizada na determinação
das funções densidades de probabilidade. O mais comum e frequente na literatura
é fazer isso através do prinćıpio da máxima entropia.

A seguir é mostrado como funciona esse prinćıpio.

2.1 Prinćıpio da Máxima Entropia

O Prinćıpio da Máxima Entropia (PEM) é um método eficaz de construção de
modelos probabiĺısticos para variáveis aleatórias escalares e vetoriais, cont́ınuas e
discretas. Ou seja, é empregado para a construção da função densidade de proba-
bilidade de tais variáveis aleatórias, utilizando para isso somente as informações
dispońıveis sobre essas variáveis.

Por exemplo, para uma variável aleatória vetorial, o método permite construir
a função densidade de probabilidade quando se conhece somente:

• o suporte dessa variável ou;
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• o suporte e a média, ou;

• o suporte, a média e a matriz de covariância.

A função densidade de probabilidade obtida pelo PEM depende diretamente
da informação conhecida sobre a variável aleatória.

Dessa forma, o Prinćıpio da Máxima Entropia consiste em maximizar a entropia
(incerteza) sujeita a restrições definidas pelas informações dispońıveis. O método
baseia-se na teoria da informação. O conceito de entropia usado é o de Shannon
(Cf. [74]) e, a ideia de maximizar a entropia foi proposta por Jaynes (Cf. [42, 43])
no contexto da Mecânica Estat́ıstica.

O Prinćıpio estabelece que:

De todas as distribuições de probabilidade consistentes com as restrições im-
postas, escolhe-se aquela que maximiza a incerteza (entropia).

Para explicar o PEM, inicialmente serão tratadas as variáveis aleatórias discre-
tas tanto nos casos em que assume um conjunto finito de valores, quanto no casos
em que assume um conjunto infinito. Posteriormente são tratadas as variáveis
aleatórias cont́ınuas e, por último, os vetores aleatórios.

2.1.1 Variáveis aleatórias discretas

Seja X uma variável aleatória discreta que assume n valores distintos x1, · · · , xn.
Suponha que deseja-se determinar a densidade de probabilidade p dessa variável
aleatória X , ou seja, deseja-se determinar os valores p1, · · · , pn, tais que:

p1 + · · ·+ pn = 1 , pi ≥ 0 ∀i ∈ {1, · · · , n} (2.1.1)

e que maximizam a medida da entropia de Shannon dada por:

S(p) = −
n∑

i=1

pi ln (pi) . (2.1.2)

Esse problema de maximização da entropia S sujeito ao v́ınculo (2.1.1) é trans-
formado em um problema sem v́ınculo através de um multiplicador de Lagrange.
Assim:

L(p, λ0) = S(p)− (λ0 − 1)

(
n∑

i=1

pi − 1

)

= S(p)− λ0
n∑

i=1

pi + λ0 +

n∑

i=1

pi − 1

(2.1.3)
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onde (λ0 − 1) é o multiplicador de Lagrange correspondente ao v́ınculo (2.1.1).
Fazendo-se:

∂L

∂pi
(p, λ0) = − ln (pi)− pi

1

pi
− λ0 + 1 = 0

= − ln (pi)− λ0 = 0 i = 1, · · · , n
(2.1.4)

verifica-se que:

ln (pi) = −λ0 =⇒ pi = e−λ0 , i = 1, · · · , n . (2.1.5)

Assim, quando nenhuma informação sobre a variável aleatória X é conhecida,
a densidade de probabilidade p que maximiza a entropia de Shannon é a uniforme.
Nesse caso, tem-se:

pi =
1

n
, i = 1, · · · , n . (2.1.6)

Caso X assumisse um número infinito de valores o problema de otimização não
teria solução. Isto é, não existe um distribuição de probabilidade que maximize a
entropia de Shannon. Logo o PEM pode não fornecer uma solução que possibilite
a construção do modelo probabiĺıstico.

Vejamos agora uma situação mais geral, quando mais v́ınculos são prescritos.
Suponha que a densidade esteja submetida a m v́ınculos escritos na forma:

n∑

i=1

pigr i(x1, · · · , xn) = ar , r = 1, · · · ,m . (2.1.7)

Nesse caso, o problema de maximização da entropia S sujeito aosm+1 v́ınculos
(2.1.1 e 2.1.7) é transformado em um problema sem v́ınculos através de m + 1
multiplicadores de Lagrange:

L(p, λ0, · · · , λm) = S(p)− (λ0 − 1)

(
n∑

i=1

pi − 1

)

−
m∑

r=1

λr

(
n∑

i=1

pigr i

)
(2.1.8)

onde (λ0 − 1), λ1, · · · , λm são os m+ 1 multiplicadores de Lagrange. Fazendo-se:
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∂L

∂pi
= 0 =⇒ − ln (pi)− λ0 −

m∑

r=1

λr gr i = 0 (2.1.9)

ou seja:

pi = exp (−λ0 − λ1g1i − λ2g2i − · · · − λmgmi) i = 1, · · · , n . (2.1.10)

Os multiplicadores λ0−1, λ1, · · · , λm são calculados substituindo-se pi (2.1.10)
em (2.1.1) e (2.1.7), tal que:

n∑

i=1

exp


−λ0 −

m∑

j=1

λjgji


 = 1 (2.1.11)

e

n∑

i=1

gr i exp


−λ0 −

m∑

j=1

λjgji


 = ar , r = 1, · · · ,m . (2.1.12)

Exemplo 2.1.1 . Seja X uma variável aleatória discreta que assume n finitos
valores distintos {x1, · · · , xn}. Suponha que a média dessa variável seja conhecida
(µ). Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a
entropia S (2.1.2), tal que:

n∑

i=1

pi = 1 e

n∑

i=1

xi pi = µ. (2.1.13)

Escrevendo esse problema de otimização através dos multiplicadores de La-
grange:

L(p, λ0, λ1) = −
n∑

i=1

pi ln (pi)− (λ0 − 1)

(
n∑

i=1

pi − 1

)

−λ1
(

n∑

i=1

xi pi − µ
) (2.1.14)

∂L

∂pi
= 0 =⇒ − ln (pi)− λ0 − λ1 xi = 0 . (2.1.15)

Dessa forma:
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pi = exp (−λ0 − λ1 xi) i = 1, · · · , n (2.1.16)

Os valores de λ0 e λ1 são determinados a partir de (2.1.13):

n∑

i=1

exp (−λ0 − λ1 xi) = 1 e

n∑

i=1

xi exp (−λ0 − λ1 xi) = µ .

(2.1.17)

Exemplo 2.1.2 . Seja X uma variável aleatória discreta que assume infinitos va-
lores distintos {0, 1, 2, · · · }. Suponha que a média dessa variável seja conhecida
(µ). Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a
entropia S (2.1.2), tal que:

∞∑

i=0

pi = 1 e
∞∑

i=0

i pi = µ . (2.1.18)

Escrevendo esse problema de otimização através dos multiplicadores de La-
grange:

L(p, λ0, λ1) = −
∞∑

i=0

pi ln (pi)

− (λ0 − 1)

( ∞∑

i=0

pi − 1

)
− λ1

( ∞∑

i=0

i pi − µ
) (2.1.19)

∂L

∂pi
= 0 =⇒ − ln (pi)− λ0 − λ1 i = 0 . (2.1.20)

Dessa forma:

pi = exp (−λ0 − λ1 i), i = 0, 1, 2, · · · . (2.1.21)

Os multiplicadores (λ0 − 1) e λ1 são determinados a partir dos v́ınculos pres-
critos em (2.1.18):

∞∑

i=0

exp (−λ0 − λ1 i) =

exp (−λ0)
∞∑

i=0

exp (−λ1 i) =
exp (−λ0)

1− exp (−λ1)
= 1

(2.1.22)
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∞∑

i=0

i exp (−λ0 − λ1 i) =

exp (−λ0)
exp (−λ1)

(1− exp (−λ1))2
= µ .

(2.1.23)

Assim:

exp (−λ1) =
µ

1 + µ
=⇒ λ1 = − ln

(
µ

1 + µ

)
(2.1.24)

exp (−λ0) = 1− µ

1 + µ
=⇒ λ0 = − ln

(
1

1 + µ

)
. (2.1.25)

A expressão (2.1.21) pode ser reescrita como (i = 0, 1, 2 · · · ):

pi = exp

[
ln

(
1

1 + µ

)
+ i ln

(
µ

1 + µ

)]
(2.1.26)

pi =

(
1

1 + µ

)
exp

[
i ln

(
µ

1 + µ

)]
. (2.1.27)

2.1.2 Variáveis aleatórias cont́ınuas

Os casos de aplicação do Prinćıpio da Máxima Entropia de maior interesse são re-
lacionados com as variáveis aleatórias cont́ınuas. Nesse caso, o suporte da variável
aleatória é a primeira informação de interesse sobre a variável. Observe que esse
suporte pode ser um intervalo finito [a, b], pode ser um intervalo semi-infinito
[a,∞], ou pode ser todos os reais (−∞,∞).

Definição 2.1.3 . (medida da entropia de Shannon)– Caso tenha-se uma
variável aleatória cont́ınua, X, com suporte [a, b] e com função densidade de pro-
babilidade p, a medida da entropia de Shannon, S, é dada por:

S(p) = −
∫ b

a

p(x) ln p(x) dx . (2.1.28)

Para descobrir qual a expressão da função p que maximiza essa entropia S, um
problema de otimização deve ser resolvido. Como p é uma função densidade de
probabilidade, sabe-se que:

∫ b

a

p(x) dx = 1. (2.1.29)
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Assim como feito no caso das variáveis aleatórias discretas, o problema de
otimização com o v́ınculo (2.1.29) será transformado em um problema sem v́ınculo
através de um multiplicador de Lagrange:

L(p, λ0) = −
∫ b

a

p(x) ln p(x) dx

− (λ0 − 1)

[∫ b

a

p(x) dx− 1

]
.

(2.1.30)

A Lagrangiana pode ser escrita como:

L(p, λ0) = u(λ0)−
∫ b

a

h(p, λ0) dx , (2.1.31)

com:

u(λ0) = (λ0 − 1) , (2.1.32)

h(p, λ0) = p(x)[ln p(x) + (λ0 − 1)] . (2.1.33)

Pelo cálculo variacional, os extremos de máximo e mı́nimo da Lagrangiana L
verificam:

∂

∂p(x)
h(p, λ0) = 0 . (2.1.34)

Dessa forma, obtém-se como extremo a distribuição:

p(x) = 1[a,b] exp (−λ0) . (2.1.35)

Porém, como:

∂2

∂p(x)2
h(p, λ0) > 0 , (2.1.36)

o extremo identificado é um máximo e assim, a distribuição p que maximiza a
entropia, S, é a distribuição uniforme no intervalo [a, b], ou seja:

p(x) = 1[a,b]
1

b− a . (2.1.37)

Frequentemente é comum trabalhar-se com problemas em que mais v́ınculos
são prescritos, como por exemplo a média e momentos de ordem superior. Suponha
que a variável aleatória X esteja submetida a m v́ınculos escritos na forma:
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∫ b

a

p(x)gr(x) dx = ar r = 1, · · · ,m . (2.1.38)

Para essa variável aleatória, a Lagrangiana é escrita como:

L(p, λ0, · · · , λm) = S(p)− (λ0 − 1)
(∫ b

a
p(x) dx− 1

)

−
m∑

r=1

λr

(∫ b

a

p(x)gr(x) dx − ar
) (2.1.39)

onde λ0 − 1, λ1, · · · , λm são os m + 1 multiplicadores de Lagrange. Reescreve-se
(2.1.39) como:

L(p, λ0) = u(λ0, · · · , λm)−
∫ b

a

h(p, λ0, · · · , λm) dx , (2.1.40)

com:

u(λ0, · · · , λm) = (λ0 − 1) +

m∑

r=1

λrar , (2.1.41)

h(p, λ0, · · · , λm) = p(x) ln p(x)

+ p(x)

(
(λ0 − 1) +

m∑

r=1

λrgr(x)

)
.

(2.1.42)

Pelo cálculo variacional, os extremos de máximo e mı́nimo da Lagrangiana L
verificam:

∂

∂p(x)
h(p, λ0) = 0 . (2.1.43)

Dessa forma, obtém-se como extremo a distribuição:

p(x) = 1[a,b](x) exp

(
−(λ0 − 1)−

m∑

r=1

λrgr(x)

)
. (2.1.44)

Os multiplicadores λ0 − 1, λ1, · · · , λm são calculados substituin– do-se a ex-
pressão p (2.1.44) em (2.1.29) e (2.1.38).
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Exemplo 2.1.4 . Seja X uma variável aleatória cont́ınua com suporte compacto
[a, b] e com valores para média e segundo momento prescritos: E[X ] = µ e
E[X2] = α2. Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que
maximiza a entropia S (2.1.28), tal que:

∫ b

a

p(x) dx = 1 ;

∫ a

a

p(x) x dx = µ ;

∫ b

a

p(x) x2 dx = α2. (2.1.45)

Pela expressão (2.1.44), tem-se que:

p(x) = 1[a,b](x) exp (−λ0 − λ1x− λ2x2) . (2.1.46)

Exemplo 2.1.5 . Seja X uma variável aleatória cont́ınua com suporte [0,∞) e
com valor da média prescrito: E[X ] = µ. Deseja-se determinar a densidade de
probabilidade p de X que maximiza a entropia S (2.1.28), tal que:

∫ b

a

p(x) dx = 1

∫ b

a

p(x) x dx = µ (2.1.47)

Pela expressão (2.1.44), tem-se que:

p(x) = exp (−λ0 − λ1x) . (2.1.48)

Calculando-se os multiplicadores λ0 e λ1, chega-se a seguinte expressão para a
densidade p:

p(x) = 1[0,∞)(x)
1

µ
e

−x
µ . (2.1.49)

Exemplo 2.1.6 . Seja X uma variável aleatória cont́ınua tal que:

1. seu suporte seja [0,∞);

2. sua média seja E[X ] = µ ∈ [0,∞);

3. o valor esperado de E[log (X)] = q.

Nesse caso, pelo PEM a densidade de probabilidade p de X que maximiza a
entropia de Shannon é a densidade Gamma:

p(x) =

1]0,+∞](x)
1

µ

(
1

δ2

) 1
δ2 1

Γ(1/δ2)

(
x

µ

) 1
δ2

−1

exp

(
x

δ2µ

)
,

(2.1.50)

onde:
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• Γ é a função Gamma: Γ(a) =

∫ ∞

0

ta−1 exp(−t)dt;

• δ = σ
/
µ.

Exemplo 2.1.7 . Seja X uma variável aleatória cont́ınua com suporte (−∞,∞) e
com valores para média e segundo momento prescritos: E[X ] = µ e E[X2] = α2.
Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia
S (2.1.28), tal que:

∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1 ;

∫ ∞

−∞
p(x) x dx = µ ;

∫ ∞

−∞
p(x) x2 dx = α2 .

(2.1.51)

Pela expressão (2.1.44), tem-se que:

p(x) = exp (−λ0 − λ1x− λ2x2) =
a exp (−b(x− c)2) ,

(2.1.52)

onde a, b e c devem ser determinados por:

a

∫ ∞

−∞
exp [(−b(x− c)2)] dx = 1

a

∫ ∞

−∞
x exp [(−b(x− c)2)] dx = µ

a

∫ ∞

−∞
x2 exp [(−b(x− c)2)] dx = α2

. (2.1.53)

Usando o seguinte resultado (Cf. [44]):

∫ ∞

−∞
exp [(−b(x− c)2)] dx =

√
π

b
, para b > 0 , (2.1.54)

verifica-se que:

a =
1√
2πσ

, b =
1

2σ2
, c = µ , (2.1.55)

onde a variância σ2 = α2 − µ2. Assim, a função densidade de probabilidade que
maximiza a entropia de Shannon é:
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p(x) =
1√
2πσ

exp

[
−1

2

(x− µ)2
σ2

]
. (2.1.56)

A seguir é mostrado um resumo da construção de modelos probabiĺısticos para
variáveis aleatórias cont́ınuas através do Prinćıpio da Máxima Entropia.

Variáveis aleatórias cont́ınuas com suporte compacto [a, b]:

SejaX uma variável aleatória cont́ınua real com suporte compacto [a, b]. Deseja-
se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S
(2.1.28) tal que:

∫ b

a

p(x) dx = 1 e p(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b] . (2.1.57)

1. Caso nenhuma informação adicional sobre X seja conhecida, a densidade de
probabilidade que maximiza a entropia de Shannon é a uniforme no intervalo
[a, b]:

p(x) = 1[a,b](x)
1

b− a . (2.1.58)

2. Caso a média de X seja conhecida, E[X ] = µ, a densidade de probabilidade
que maximiza a entropia de Shannon é a exponencial truncada:

p(x) = 1[a,b](x) exp (−λ0 − λ1x) , (2.1.59)

onde:

e−λ0

∫ b

a

e−λ1x dx = 1 , e−λ0

∫ b

a

x e−λ1x dx = µ . (2.1.60)

3. Caso a = 0 , b = 1, e os valores de E[ln (X)] e E[ln (1−X)] sejam conhe-
cidos e iguais a k1 e k2 respectivamente, a densidade de probabilidade que
maximiza a entropia de Shannon é a densidade beta:

p(x) = 1[0,1](x)
1

B(m,n)
x(m−1)(1− x)n−1

, (2.1.61)

onde B é a função beta:
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B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)
(2.1.62)

e onde Γ(m) =

∫ ∞

0

tm−1 exp(−t)dt. Os valores de m e n são determinados

a partir dos v́ınculos E[ln (X)] e E[ln (1−X)]. De forma que:

1

B(m,n)

∫ 1

0

x(m−1)(1− x)n−1 ln (x) dx =

E[ln (X)] = k1 ,

(2.1.63)

1

β(m,n)

∫ 1

0

x(m−1)(1− x)n−1 ln (1− x) dx =

E[ln (1−X)] = k2 .

(2.1.64)

Variáveis aleatórias cont́ınuas com suporte [0,∞):

Seja X uma variável aleatória cont́ınua real com suporte [0,∞). Deseja-se
determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S:

S(p) = −
∫ ∞

0

p(x) ln p(x) dx . (2.1.65)

tal que:

∫ ∞

0

p(x) dx = 1 e p(x) ≥ 0 ∀x ∈ [0,∞) . (2.1.66)

1. Caso nenhuma informação adicional sobre X seja conhecida, o problema de
otimização não possui solução.

2. Caso a média de X seja conhecida, E[X ] = µ, a densidade de probabilidade
que maximiza a entropia de Shannon é a exponencial:

p(x) = 1[0,∞)(x)
1

µ
e

−x
µ . (2.1.67)

3. Caso sejam conhecidos o valor esperado de X e o valor esperado de log (X),
ou seja, E[X ] = µ e E[log (X)] = q, a densidade de probabilidade p que
maximiza a entropia de Shannon é a densidade Gamma:
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p(x) =

1]0,+∞](x)
1

µ

(
1

δ2

) 1
δ2 1

Γ(1/δ2)

(
x

µ

) 1
δ2

−1

exp

(
x

δ2µ

)
,

(2.1.68)

onde Γ é a função Gamma ( Γ(a) =

∫ ∞

0

ta−1 exp(−t)dt) e δ = σ
/
µ.

4. Caso os valores de E[ln (X)] e E[ln (1−X)] sejam conhecidos e iguais a k1 e
k2 respectivamente, a densidade de probabilidade que maximiza a entropia
de Shannon é:

p(x) = 1]0,+∞)(x)
1

B(m,n)
x(m−1)(1 + x)

−(n+m)
, (2.1.69)

onde B é a função beta (2.1.62) e, os valores de m e n são determinados a
partir dos v́ınculos E[ln (X)] e E[ln (1−X)]. De forma que:

1

B(m,n)

∫ ∞

0

x(m−1)(1 + x)
−(n+m)

ln (x) dx =

E[ln (X)] = k1 ,

(2.1.70)

1

β(m,n)

∫ ∞

0

x(m−1)(1 + x)
−(n+m)

ln (1− x) dx =

E[ln (1−X)] = k2 .

(2.1.71)

Variáveis aleatórias cont́ınuas com suporte (−∞,∞):

Seja X uma variável aleatória cont́ınua real com suporte [−∞,∞). Deseja-se
determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S:

S(p) = −
∫ ∞

−∞
p(x) ln p(x) dx . (2.1.72)

tal que:

∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1 e p(x) ≥ 0 ∀x ∈ R . (2.1.73)
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1. Caso nenhuma informação adicional sobre X seja conhecida, o problema de
otimização não possui solução.

2. Caso somente a média de X seja conhecida, o problema de otimização não
possui solução.

3. Caso sejam conhecidos E[X ] = µ e E[X2] = α2, a densidade de probabili-
dade que maximiza a entropia de Shannon é a Gaussiana:

p(x) =
1√
2πσ

exp

[
−1

2

(x − µ)2
σ2

]
. (2.1.74)

2.1.3 Vetores aleatórios

Definição 2.1.8 . (vetor aleatório) Um vetor aleatório

X =




X1

...
Xn


 (2.1.75)

de dimensão n é um vetor formado por n variáveis aleatórias.

Seja

x =




x1
...
xn


 ∈ R

n (2.1.76)

um vetor cujo elemento de volume é dx = dx1 · · · dxn.
A função distribuição de probabilidade associada ao vetor aleatório X é a

função F : Rn 7−→ [0, 1] dada por:

F (x) = P (X1 < x1, X2 < x2, · · · , Xn < xn) (2.1.77)

e a função densidade de probabilidade, p, do vetor aleatório X é:

p(x) =
∂n

∂x1 ∂x2 · · · ∂xn
F (x) , (2.1.78)

chamada também de densidade de probabilidade conjunta das variáveis aleatórias
X1, · · · , Xn. De maneira análoga, F é chamada a distribuição conjunta destas
variáveis.
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De forma análoga ao caso das variáveis aleatórias cont́ınuas, a medida de in-
certeza de um vetor aleatório X no Rn é definido pela entropia de sua função
densidade de probabilidade p:

S(p) = −
∫

Rn

p(x) ln p(x) dx . (2.1.79)

Como p é uma função densidade de probabilidade, sabe-se que:

p(x) ≥ 0 ,

∫

Rn

p(x) dx = 1 . (2.1.80)

Além de (2.1.80), outros v́ınculos podem ser prescritos para o vetor aleatório
X. Suponha que m informações sobre X sejam conhecidas e estejam escritas na
forma:

∫

Rn

p(x)gr(x) dx = ar ∈ R
νr , r = 1, · · · ,m . (2.1.81)

onde os expoentes ν1, · · · , νm são m inteiros iguais ou superiores a um.

Seja Cad o espaço das funções x 7−→ p(x) do Rn em R≥0, tendo todas o mesmo
suporte conhecido kn ⊂ Rn (com a possibilidade de que kn = Rn) e, atendendo
aos v́ınculos definidos em (2.1.80) e (2.1.81).

Para descobrir qual a expressão da função p ∈ Cad que maximiza essa entropia
S (2.1.79), um problema de otimização (2.1.82) deve ser resolvido.

max
p∈Cad

S(p) . (2.1.82)

Para resolver este problema, m + 1 multiplicadores de Lagrange são introdu-
zidos (λ0 − 1) ∈ R, λ1 ∈ Rν1 , · · · ,λm ∈ Rνm associados aos m + 1 v́ınculos. A
Lagrangiana, nesse caso, é:

L (p, λ0,λ1, · · · , λm) = S(p)− (λ0 − 1)

(∫

Rn

p(x) dx− 1

)

−
m∑

r=1

〈
λr ,

∫

Rn

p(x)gr(x) dx− ar

〉

Rνr

(2.1.83)

onde 〈u,v〉
Rνr = u1v1 + · · ·+ uνr

vνr
é o produto escalar euclidiano no Rνr .

Reescreve-se (2.1.83) como:
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L(p, λ0,λ1, · · · ,λm) = u(λ0,λ1, · · · ,λm)

−
∫

Rn

h(p, λ0,λ1, · · · ,λm) dx ,
(2.1.84)

com:

u(λ0,λ1, · · · ,λm) = (λ0 − 1) +

m∑

r=1

〈λr , ar〉 , (2.1.85)

h(p, λ0,λ1, · · · ,λm) = p(x) [ ln p(x) + (λ0 − 1)+

m∑

r=1

< λr , gr(x) >Rνr ] .
(2.1.86)

Pelo cálculo variacional, os extremos de máximo e mı́nimo da Lagrangiana L
verificam:

∂

∂p(x)
h(p, λ0,λ1, · · · ,λm) = 0 . (2.1.87)

Resolvendo esse problema de otimização, chega-se ao seguinte resultado:

p(x) = 1kn
(x) exp

(
−λ0 −

m∑

r=1

< λr , gr(x) >Rνr

)
. (2.1.88)

Exemplo 2.1.9 . Seja X um vetor aleatório cont́ınuo, com dimensão n e com
suporte compacto kn = [a1, b1] × · · · × [an, bn]. Deseja-se determinar a densidade
de probabilidade p de X que maximiza a entropia S (2.1.79), tal que:

p(x) ≥ 0

∫

Rn

p(x) dx = 1 . (2.1.89)

Pela expressão (2.1.88), tem-se que:

p(x) = 1kn
(x) exp (−λ0) , (2.1.90)

ou seja, p é uma função constante. Substituindo (2.1.90) no v́ınculo (2.1.89):

∫

Rn

1kn
(x) exp (−λ0) dx = 1 (2.1.91)
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exp (−λ0)
∫

Rn

1kn
(x) dx =

exp (−λ0)
∫

Rn

1kn
(x) dx = 1

(2.1.92)

exp (−λ0) |kn| = 1 =⇒ exp (−λ0) =
1

|kn|
, (2.1.93)

com |kn| =

∫

Rn

1kn
(x) dx sendo a medida de kn. Substituindo (2.1.93) em

(2.1.90), determina-se que:

p(x) = 1kn
(x)

1

|kn|
. (2.1.94)

O valor de λ0 é calculado igualando-se (2.1.90) a (2.1.94):

λ0 = − ln

(
1

|kn|

)
. (2.1.95)

Exemplo 2.1.10 . Seja X uma vetor aleatório de dimensão n, com suporte kn =
(0,+∞)× · · · × (0,+∞) ⊂ Rn e com vetor média conhecido E[X] = µX ∈ kn, ou
seja:

E[X] =




µ1
...
µn


 , µi = E(Xi) (2.1.96)

A função densidade de probabilidade de X constrúıda pelo Prinćıpio da Máxima
Entropia é:

p(x) = p1(x1)× · · · × pn(xn) , (2.1.97)

onde a densidade pj da variável aleatória Xj é escrita como uma função exponen-
cial (2.1.49):

pj(xj) = 1(0,∞)(xj)
1

µj

exp

(
−xj
µj

)
, j = 1, · · · , n , (2.1.98)

mostrando que, pelo Prinćıpio da Máxima Entropia, as n variáveis aleatórias
X1, · · · , Xn são independentes.
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Exemplo 2.1.11 . Seja X um vetor aleatório de dimensão n, com suporte kn = Rn,
com vetor média conhecida E[X] = µX = (µ1 · · ·µn)

T ∈ kn, onde µj = E[Xj ] e
com matriz de covariância C real simétrica positiva definida conhecida.

A função densidade de probabilidade de X constrúıda pelo Prinćıpio da Máxima
Entropia é a densidade Gaussiana:

p(x) =

1√
(2π)

n
detC

exp

{
−1

2

〈
C−1(x− {µX}) , (x− {µX})

〉
Rn

}
.

(2.1.99)

2.1.4 Matrizes aleatórias

Nas seções anteriores do trabalho foi mostrado como o Prinćıpio da Máxima Entro-
pia (PEM) determina as funções densidades de probabilidade de varáveis e vetores
aleatórios (casos em que apenas algumas informações sobre essas variáveis são co-
nhecidas). Dessa forma, quando se faz uma abordagem estocástica paramétrica
de um sistema, o PEM pode ser utilizado para construir as densidades de pro-
babilidade dos parâmetros do sistema que são considerados aleatórios (e portanto
representados por variáveis/vetores aleatórios).

Porém, essa abordagem paramétrica, em alguns problemas, revela-se não ser a
mais adequada para modelar incertezas. Ao invés de se considerar que a incerteza
está presente nos parâmetros do sistema, pode ser necessário considera-la intŕınseca
ao modelo. Nesse caso, as incertezas estão nas matrizes que compõem o sistema
de equações do modelo e, assim, o modelo é composto por matrizes aleatórias.

Igualmente ao feito nos casos das variáveis/vetores aleatórios, o PEM pode
ser utilizado para construir as densidades de probabilidade de matrizes aleatórias.
Esta abordagem foi introduzida recentemente por Soize (Cf. [76]) em 2000.

A notação utilizada para representar subconjunto de matrizes é:

• Mn(R): conjunto de todas as matrizes reais quadradas n× n;

• MS
n(R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas n× n;

• M+0
n (R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas positivo - semidefi-

nidas n× n;

• M+
n (R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas positivo - definidas

n× n;

• MD
n (R): conjunto de todas as matrizes reais diagonais n× n.
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M
D
n (R) ⊂M

+
n (R) ⊂M

+0
n (R) ⊂M

S
n(R) ⊂Mn(R) (2.1.100)

A norma de uma matriz A = (Aij)1≤i,j≤n é dada por

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ , x ∈ R
n . (2.1.101)

e a norma Frobenius (or Hilbert-Schmidt norm) é:

‖A‖2F = tr
{
ATA

}
=

n∑

j=1

n∑

k=1

A2
jk (2.1.102)

tal que: ‖A‖ ≤ ‖A‖F ≤
√
n ‖A‖.

Seja An = (An,ij)1≤i,j≤n uma matriz aleatória com valores em M+
n (R) cuja

distribuição de probabilidade PAn
= pAn

(An) d̃An é definida através de uma
função densidade de probabilidade desconhecida:

An 7−→ pAn
(An), do M

+
n (R) em R

+ = [0,+∞) (2.1.103)

com respeito ao elemento de volume:

d̃An = 2n(n−1)/4
∏

1≤i≤j≤n

dAn,ij . (2.1.104)

Esta função densidade de probabilidade desconhecida pode ser constrúıda através
do PEM utilizando somente as informações conhecidas.

Suponha que essas informações conhecidas sobre An sejam:

1. An ∈ M+
n (R) e

∫

M
+
n (R)

pAn
(An) d̃An = 1;

2. o valor esperado de An é conhecido, ou seja:

E(An) =

∫

M
+
n (R)

AnpAn
(An) d̃An = An .

3.

∫

M
+
n (R)

ln (detAn)pAn
(An) d̃An = v, com |v| < +∞.

A entropia relacionada a pAn
é dada por:

S(pAn
) = −

∫

M
+
n (R)

pAn
(An) ln (pAn

(An)) d̃An . (2.1.105)
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Seja Cad o espaço das funções An 7−→ pAn
do M+

n (R) em R+ = [0,+∞)
atendendo aos v́ınculos definidos acima.

Para descobrir qual a expressão da função pAn
∈ Cad que maximiza essa en-

tropia S (2.1.79), um problema de otimização (2.1.106) deve ser resolvido:

max
p∈Cad

S(p) . (2.1.106)

Para simplificar o problema, são feitas algumas manipulações algébricas. A
matriz positiva-definida An pode ser decomposta usando a decomposição de Cho-
lesky:

An = LT
nLn , (2.1.107)

sendo Ln uma matriz triangular superior. Consequentemente, a matriz aleatória
An pode ser escrita como:

An = LT
nGnLn , (2.1.108)

onde Gn é uma matriz aleatória com valores em M+
n (R) tais que:

Gn = E(Gn) = In . (2.1.109)

A distribuição de probabilidade PGn
= pGn

(Gn)d̃Gn possui uma densidade de
probabilidade com respeito ao elemento de volume:

d̃Gn = 2n(n−1)/4
∏

1≤i≤j≤n

dAn,ij

e pode ser escrita como:

pGn
(Gn) = 1

M
+
n (R)(Gn) × CGn

× (detGn)
(n+1)

(1−δ2
A

)

2δ2
A

× exp
{
− (n+1)

2δ2
A

trGn

}
,

(2.1.110)

onde a constante de normalização CGn
vale:

CGn
=

(2π)−n(n−1)/4
(

n+1
2δ2

A

)n(n+1)(2δ2A)
−1

{∏n
j=1 Γ

(
n+1
2δ2A

+ 1−j
2

)} . (2.1.111)

O parâmetro de dispersão δA é dado por:
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δA =

{
E(‖Gn −Gn‖2F )

‖Gn‖2F

} 1
2

, (2.1.112)

com 0 < δ <

√
n+ 1

n+ 5
.

Além disso, a matriz positiva - definida Gn pode ser decomposta usando a
decomposição de Cholesky:

Gn = MT
nMn , (2.1.113)

onde Mn é uma matriz triangular superior com valores em Mn(R). Fazendo essa
decomposição, as entradas da matriz triangular superior Mn tornam-se variáveis
aleatórias independentes, caracterizadas por:

• caso j < j′: Mn,jj′ = σnUjj′ , onde σn = δA(n+1)−1/2 e Ujj′ é uma variável
aleatória real Gaussiana reduzida(com média zero e variância um).

• caso j = j′: Mn,jj = σn

√
2Vj , onde Vj é uma variável aleatória real positiva

Gamma, com função densidade de probabilidade:

pVj
(v) = 1R+(v)

1

Γ
(

n+1
2σ2

A

+ 1−j
2

) v
(

n+1

2δ2
A

− 1+j
2

)

e−v . (2.1.114)

2.2 Geração de amostras de variáveis aleatórias,
vetores aleatórios e processos estocásticos

Foi visto no ińıcio do caṕıtulo que constrúıdos os modelos determińıstico e es-
tocástico (utilizando-se, por exemplo, o PEM) de um sistema, o Método de Monte
Carlo pode ser aplicado para obter-se inferências estat́ısticas sobre a resposta desse
sistema (2.1).

Porém como o método tipicamente envolve a geração de observações de alguma
distribuição de probabilidade, torna-se indispensável estudar-se geração de:

• variáveis e vetores aleatórios;

• processos e campos estocásticos

para poder-se trabalhar com o método Monte Carlo.
Por exemplo, dado um sistema, suponha que o Prinćıpio da Máxima Entro-

pia tenha sido utilizado para determinar-se a densidade de probabilidade dos
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parâmetros considerados aleatórios. Caso deseje-se aplicar o Método de Monte
Carlo para esse problema, será necessário gerar amostras dos objetos estocásticos.

Quando deseja-se gerar amostrar de uma variável aleatória real, X , com uma
densidade de probabilidade p, busca-se obter uma sequência de valores {xm}m∈N

,
com xm ∈ R, ∀m que representem realizações de X .

Muitos livros e artigos chamam os geradores de amostras de variáveis aleatórias
frequentemente de geradores de números aleatórios (RNG-Random Number Gene-
rator). Abaixo segue uma lista com os principais requisitos de um RNG, espera-se
que ele:

1. seja rápido, pois em suas aplicações podem ser necessário gerar milhões de
amostras.

2. seja repet́ıvel, para tornar posśıvel uma depuração do processo.

3. seja pasśıvel de análise, para poder-se estudar as propriedades da sua distri-
buição de probabilidade.

4. tenha um longo peŕıodo.

5. seja aparentemente aleatório para a aplicação a qual é destinado.

No ińıcio do desenvolvimento de geradores, muitas técnicas h́ıbridas de sistemas
analógicos e digitais foram experimentadas. Como exemplo, tem-se os circuitos
eletrônicos geradores de rúıdo branco. No entanto, estes métodos apresentavam
muitas desvantagens: eram muito lentos, não repet́ıveis, tendiam a tornar-se ten-
denciosos e, exigiam equipamentos muito especializados. Por isso, essas técnicas
foram sendo substitúıdas com o passar dos anos. Hoje, praticamente todos os
geradores são baseados em algoritmos.

Como o computador é um dispositivo determińıstico, pode parecer imposśıvel
que ele seja utilizado como um gerador. De fato, amostras geradas por computa-
dores são obtidas através de algoritmos determińısticos. No entanto, elas parecem
ser aleatórias e, para confirmar esse comportamento, deveriam ser submetidas a
rigorosos testes. Muitas vezes, essas amostras são chamadas de ’pseudo-aleatórias’
(Cf. [75]).

Em (Cf. [48]), o autor Knuth descreve uma tentativa feita por ele de construir
um gerador de amostras de variáveis aleatórias. Ele escreveu um algoritmo que
trabalhava com números decimais de 10 d́ıgitos, gerando uma sequência de valores
{xi}i∈N

a partir de um valor inicial.
Apesar de extenso, Knuth verificou que seu algoritmo podia convergir rapida-

mente para um ponto fixo. Além disso, testando-o, ele percebeu que, mesmo uti-
lizando diferentes valores iniciais, a sequência de números começava rapidamente
a se repetir.
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Dessa forma, o algoritmo de Knuth é um excelente exemplo de que a uma
grande complexidade em um algoritmo não garante que ele será um bom gerador
de amostras de variáveis aleatórias. Muitas vezes, a complexidade esconde o com-
portamento de repetição dos números gerados. E assim, conclui-se que: amostras
de variáveis aleatórias não devem ser geradas com um método escolhido ao acaso
(Cf. [48]).

Muitos métodos de geração de amostras de variáveis e vetores aleatórios foram
desenvolvidos ao longo dos últimos anos. Como por exemplo, os geradores baseados
em congruência linear, baseados no Método da Transformada Inversa, baseados em
Cadeias de Markov (Monte Carlo Cadeia de Markov) entre outros.

Não será discutido nesse texto os casos mais simples de geração. Sugere-se ao
leitor consultar [68], [29] e [69].

Quando deseja-se obter realizações de processos e campos estocásticos, o pro-
cesso de geração é um pouco mais complicado por tratar-se de problemas de di-
mensão infinita. A seguir é feita uma breve introdução aos processos estocásticos e,
em sequência é mostrado como a Expansão de Karhunen-Loève pode ser utilizada
para gerar-se realizações desses processos.

2.2.1 Processos estocásticos

Um processo estocástico, X , é definido como um mapeamento que associa a cada
ponto amostra w ∈ Ω uma função real de um parâmetro t pertencente a um
conjunto T (na maioria dos processos estocásticos, o parâmetro t está associado ao
tempo) (Cf. [1, 56]). Dessa forma, cria-se uma famı́lia F de funções de t (t ∈ T).

X : Ω 7−→ F

w 7−→ X (t,w), t ∈ T .
(2.2.115)

Assim, um processo estocástico é uma função de duas variáveis (w e t) cujos
domı́nios são Ω e T ⊂ R, respectivamente. Ao se fixar, por exemplo, o valor wm ∈ Ω
para w, o processo estocástico passa a representar uma única função X (t,wm) de
t. Ao se fixar o valor tj para t, o processo estocástico passa a representar uma
variável aleatória, X (tj ,w), que associa a cada ponto amostra, wm, um número
real X (tj ,wm).

Um processo estocástico pode ser interpretado como um número infinito de
variáveis aleatórias indexadas pelo parâmetro t. Fixado um valor de t = tj, a
variável aleatória X (tj ,w) possui uma função distribuição de probabilidade F dada
por:

FX (tj,w)(x) = P (X (tj ,w) < x) (2.2.116)

e uma função densidade de probabilidade pX (tj,w).
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A média de um processo estocástico, X , é definida pela equação (2.2.117), a
variância por (2.2.118), a autocorrelação por (2.2.119) e a covariância por (2.2.120):

µX (t) = E[X (t,w)] =
∫ ∞

−∞
x pX (t,w)(x) dx (2.2.117)

σ2
X (t) = E

[
(X (t,w)− µX (t))2

]
=

E
[
X 2(t,w)

]
− E [X (t,w)]2

(2.2.118)

RXX (t1, t2) = E[X (t1,w) X (t2,w)] (2.2.119)

C(t1, t2) =

E [(X (t1,w)− µX (t1)) (X (t2,w)− µX (t2))] =

E [X (t1,w)X (t2,w)]− µX (t1)µX (t2) =

RXX (t1, t2)− µX (t1)µX (t2) .

(2.2.120)

2.3 Expansão de Karhunen-Loève

Definição 2.3.1 . (Expansão de Karhunen-Loève)
Seja µX a média em função do tempo de um processo estocástico X e seja

C(t1, t2) a sua função de covariância. A expansão de Karhunen-Loève de X é
expressa por:

X (t,w) = µX (t) +

∞∑

i=1

√
λi ψi(t) Xi(w) , (2.3.121)

onde cada ψi é uma autofunção e cada λi o correspondente autovalor do seguinte
problema:

∫

T

C(t1, t2)ψi(t2) dt2 = λi ψi(t1) t ∈ T (2.3.122)

e onde {Xi}i∈N≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias duas a duas descorre-
lacionadas, tal que:

E[Xi] = 0 e E[Xi Xj ] = δij ∀i, j ∈ N , (2.3.123)

e é definida por:

Xi(w) =
1

λi

∫

T

[X (t,w)− µX (t)]ψi(t) dt , ∀i ∈ N . (2.3.124)
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Dessa forma, a expansão de Karhunen-Loève representa uma maneira muito
especial de decompor um processo estocástico em uma soma infinita de termos
que dependem do tempo (as autofunções ψi) e de uma sequência de variáveis
aleatórias, Xi.

Na prática, a expansão de KL é aproximada por uma soma finita com d termos:

X (t,w) ≈ µX (t) +

d∑

i=1

√
λi ψi(t) Xi(w) . (2.3.125)

Surgem então duas questões a serem analisadas:

1. se uma boa aproximação para o processo estocástico X pode ser obtida
truncando-se a série em d termos e;

2. quantos termos são necessários para obter-se essa boa aproximação.

A resposta para essas questões está relacionada com uma importante carac-
teŕıstica da expansão de Karhunen-Loève: o decaimento do valor dos autovalores,
λi, em função do crescimento do ı́ndice i.

A ordenação de forma decrescente da sequência de autovalores {λi} obtidas
por (2.3.122) permite que se avalie a importância desses autovalores na expansão
de KL. Quanto menor o autovalor, menor é a sua influência na série de KL.

Assim, para determinar o número de termos utilizados na expansão de KL trun-
cada, é usual analisar o decaimento dos λi e considerar os d primeiros autovalores,
fazendo com que a influência dos termos desprezados seja a menor posśıvel.

É importante observar que esse número de termos d a serem considerados vai
depender do processo estocástico que está sendo expandido e de sua função de co-
variância. Exemplos de aplicações da decomposição de KL podem ser encontrados
em [79, 6, 7, 72, 71, 70, 31, 15, 52].

Os próximos exemplos ilustram essa caracteŕıstica do decaimento dos autova-
lores para processos com diferentes funções de covariância.

Exemplo 2.3.2 . Considere um processo estocástico X , com parâmetro t definido
para t ∈ T = [−b, b] e com uma função de covariância C exponencial:

C(t1, t2) = exp

(− |t1 − t2|
a

)
, a > 0 . (2.3.126)

Aplicando-se a expansão de Karhunen-Loève a esse processo, as autofunções ψi

e seus correspondentes autovalores λi são calculados através da seguinte integral
(2.3.122):

∫

T

exp (−c |t1 − t2|)ψi(t2) dt2 = λi ψi(t1) , (2.3.127)
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onde c = 1/a. A expressão (2.3.127) pode ser reescrita como:

∫ t1

−b

exp (−c(t1 − t2))ψi(t2) dt2

+

∫ b

t1

exp (−c(t2 − t1))ψi(t2) dt2 = λi ψi(t1) .

(2.3.128)

Diferenciando (2.3.128) duas vezes em relação a t1 e, fazendo algumas mani-
pulações matemáticas, obtém-se uma equação diferencial em termos de ψi. Resol-
vendo essa equação (Cf. [82]), chega-se a seguinte expressão para os autovalores
λi:

λi =






2a

1 + a2ω2
i

, i par

2a

1 + a2v2i
, i ı́mpar

(2.3.129)

e para as correspondentes autofunções ψi:

ψi(t) =






sin (ωit)/

√

b− sin (2ωib)

2ωi
, i par

sin (vit)/

√

b+
sin (2vib)

2vi
, i ı́mpar

(2.3.130)

onde ωi e vi são soluções da equação:

{
aω + tan (ωb) = 0, i par
1− av tan (vb) = 0, i ı́mpar

. (2.3.131)

Na figura (2.2) é apresentado o gráfico dos primeiros 20 autovalores λi calcu-
lados para a função de covariância exponencial (2.3.126) com diferentes valores
de a.

Exemplo 2.3.3 . Considere um processo estocástico X , com parâmetro t definido
para t ∈ T = [−b, b] e com uma função de covariância C:

C(t1, t2) = δ(t1 − t2) . (2.3.132)

Aplicando a expansão de KL a X , verifica-se por (2.3.122) que as autofunções
ψi podem ser quaisquer funções ortogonais e, os autovalores λi são todos constantes
iguais a 1, isto é, λi = 1, ∀i. Nesse caso, quando C(t1, t2) = δ(t1 − t2) não há
decaimento dos autovalores.
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Figura 2.2: Primeiros 20 autovalores λi calculados para a função de covariância
com diferentes valores de a.

2.3.1 Expansão de KL aplicada a processos estocásticos gaus-
sianos

Os processos estocásticos gaussianos quando submetidos à expansão de KL apre-
sentam um comportamento especial. Eles são representados pela soma (2.3.121)
onde todos os Xi são variáveis aleatórias gaussianas independentes.

Isso se deve ao fato de que, quando trabalha-se com variáveis aleatórias gaus-
sianas, descorrelação é equivalente a independência e, além disso, combinações
lineares de variáveis gaussianas resultam em variáveis aleatórias gaussianas.

Dessa forma, a expansão truncada de KL permite parametrizar um processos
estocásticos gaussianos em um número finito de variáveis aleatórias gaussianas.

2.3.2 Exemplos numéricos da expansão de KL

Na seção anterior, mostrou-se como obter expressões anaĺıticas da expansão de
Karhunen-Loève para processos estocásticos a partir da expressão anaĺıtica da
função de covariância. Nesta seção é mostrado como a expansão de KL pode ser
estimada numericamente a partir das realizações do processo estocástico.

Antes de explicar como isso é feito, é necessário definir o que é considerado
uma realização de um processo estocástico em uma simulação numérica.
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2.3.3 O processo de discretização

O computador é um dispositivo capaz de fazer contas em um domı́nio discreto.
Por isso, toda vez que um algoritmo é implementado em alguma linguagem com-
putacional, é escrito para fazer contas discretas. Quando se deseja trabalhar em
um domı́nio cont́ınuo, é necessário fazer uma discretização. No francês há uma
palavra que define bem essa transformação, é a chamada ”numérisation”.

Por isso, quando se trabalha com realizações numéricas, wm, de um processo
estocástico X , primeiramente faz-se uma discretização do parâmetro t (geralmente
associado ao tempo). Considera-se, por exemplo, que ele assumirá n valores
t1, t2, · · · , tj , · · · , tn, ∀tj ∈ T e ∀j ∈ N.

Fixados esses n instantes, pode-se então associar a cada instante tj uma variável
aleatória X (tj ,w). No total, ficam definidas n variáveis:

X (t1,w), X (t2,w), · · · ,X (tj ,w), · · · ,X (tn,w).
Cada realização, wm, de X é representada por realizações dessas n variáveis

aleatórias, ou seja: X (t1,wm), · · · , X (tj ,wm), · · · , X (tn,wm).

É usual e prático representar cada realização wm através de um vetor com n
componentes:

X (t,wm) =




X (t1,wm)
...

X (tj ,wm)
...

X (tn,wm)




. (2.3.133)

Um processo estocástico é dito estar especificado até ordem n quando a função
densidade de probabilidade conjunta

pX (t1,w)X (t2,w)···X (tn,w)

é conhecida para qualquer conjunto de valores (t1, t2, · · · , ti, · · · , tn), tais que ti ∈
T, ∀i.

Assim, dado um processo especificado até uma ordem n, é posśıvel gerar rea-
lizações numéricas desse processo. Ou seja, é posśıvel obter os vetores:

X (t,w1), X (t,w2), · · · .

2.3.4 Estimativas de um processo estocástico

A partir de um número grande, M , de realizações numéricas de um processo
estocástico X , estimativas para a média, variância e correlação desse processo
podem ser calculadas (Cf. [81]).
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Suponha que cada realização wm do processo, {X (t,wm)}, é representada
por um vetor (n × 1) e que nessa realização, o parâmetro t assume os valores
t1, t2, · · · , tj , · · · , tn ∈ T.

Dessa forma, a média, µX (t), pode ser estimada através de um vetor com n
componentes. Cada componente j representa a estimativa da média da variável
aleatória X (tj ,w), sendo calculada por:

µ̂X (tj) =
1

M

M∑

m=1

X (tj ,wm) j = 1, · · · , n . (2.3.134)

Assim, o vetor {µ̂X (t)} que estima a média do processo é:

µ̂X (t) =




µ̂X (t1)
...

µ̂X (tj)
...

µ̂X (tn)




. (2.3.135)

Tendo calculado {µ̂X (t)}, um procedimento semelhante pode ser feito para
estimar a variância do processo, σ2

X (2.2.118). Em cada instante tj , j = 1, · · · , n:

σ̂2
X (tj) =

1

M

M∑

m=1

(µ̂X (tj)−X (tj ,wm))2 . (2.3.136)

Assim, define-se o vetor:

σ̂2
X (t) =




σ̂2
X (t1)
...

σ̂2
X (tj)
...

σ̂2
X (tn)




. (2.3.137)

Para estimar a função de covariância em dois instantes quaisquer tj , tk ∈ T,
faz-se:

Ĉ(tj , tk) =
1

M

M∑

m=1

[X (tj ,wm)− µ̂X (tj)] . [X (tk,wm)− µ̂X (tk)] . (2.3.138)
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Dessa forma, a função de covariância pode ser representada através de uma
matriz Ĉ (n× n):

Ĉ =




Ĉ(t1, t1) · · · Ĉ(t1, tn)
...

. . .
...

Ĉ(tn, t1) · · · Ĉ(tn, tn)


 . (2.3.139)

Representando as M realizações de um processo estocástico X em uma matriz
X (n×M), de forma que cada coluna de X seja uma realização do processo:

X = (X (t,w1),X (t,w2), · · · ,X (t,wM )) , (2.3.140)

ou seja:

X =



X (t1,w1) X (t1,w2) · · · X (t1,wM )

...
...

...
...

X (tn,w1) X (tn,w2) · · · X (tn,wM )


 . (2.3.141)

e criando uma matriz X 0 em que cada coluna k seja igual a: X (t,wk)− µ̂X (t),

X 0 =
(
X (t,w1)− µ̂X (t) · · · X (t,wM )− µ̂X (t)

)
, (2.3.142)

a matriz de covariância Ĉ pode ser escrita como:

Ĉ =
1

M
X 0 X

T
0 , (2.3.143)

onde (.)
T
indica a matriz transposta.

Assim, a partir de realizações numéricas de um processo estocástico, X , é
posśıvel obter a matriz [Ĉ] que estima a sua função de covariância C.

2.3.5 Estimativas dos autovalores e autofunções da expansão
de KL

Os termos da expansão de Karhunen-Loève em relação ao tempo são calculados
através de um problema de autovalor envolvendo a função de covariância (2.3.122).

Quando trabalha-se em um domı́nio discreto e, calcula-se uma estimativa dessa
função de covariância através da matriz [Ĉ], um problema de autovalor equivalente
a (2.3.122) pode ser definido por:
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Ĉψ̂ ∆t = λ̂ψ̂ , (2.3.144)

onde ∆t representa o incremento de tempo utilizado para fazer-se a discretização
do processo estocástico.

Resolver (2.3.144), significa obter n autovalores λ̂i e seus n correspondentes
autovetores ψ̂i.

Esses λ̂i calculados são considerados estimativas para os autovalores de (2.3.122)
e, os ψ̂i são considerados estimativas para as autofunções ψi.

Exemplo 2.3.4 . Seja

A =

(
A1

A2

)
,

onde A1 e A2 são variáveis aleatórias gaussianas com média e matriz de co-
variância dados por:

µA =

[
1
2

]
CA =

[
1 1/2

1/2 1

]
. (2.3.145)

Considere o seguinte processo estocástico:

X (t,w) = A1 t+A2 . (2.3.146)

Dado que A1 e A2 são variáveis aleatórias gaussianas, X é uma combinação
linear de gaussianas, ou seja, é um processo estocástico gaussiano.

Assim, para qualquer valor de tj ∈ T, a função densidade de probabilidade
correspondente pX (tj,w) é gaussiana.

Esse processo estocástico pode ser representado por:

X (t,w) = TA =
(
t 1

) ( A1

A2

)
, (2.3.147)

e terá média e variância:

µX (t) = TµA = t+ 2 (2.3.148)

σ2
X (t) = TCATT = t2 + t+ 1 . (2.3.149)

Dessa forma, a função densidade de probabilidade pX (tj,w) é conhecida para
qualquer valor de tj ∈ T:
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pX (tj,w)(x) =
1

√
2π
√
t2j + tj + 1

e

(x−(tj+2))2

2(t2
j
+tj+1) , (2.3.150)

e consequentemente, o processo é dito estar especificado até primeira ordem.
A partir da densidade de probabilidade (2.3.150), 104 realizações foram geradas

para esse processo (no intervalo de tempo [0, 10] e com um ∆ t = 0.1). Estimou-se
a matriz de covariância [Ĉ] por (2.3.143) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (2.3.144).

Os autovalores estimados são mostrados na figura (2.3).

Figura 2.3: Autovalores λi estimados a partir da matriz de covariância [Ĉ] do
processo (2.3.146).

Exemplo 2.3.5 . Considere o seguinte processo estocástico:

X (t,w) = A1 cos (ωt) +A2 sin (ωt) , (2.3.151)

onde A1 e A2 são variáveis aleatórias gaussianas com média e matriz de co-
variância dados por (2.3.145). Da mesma forma que no exemplo anterior, 2.1.6 ,
X é gaussiano, o processo estocástico deste exemplo também é gaussiano. Ele pode
ser representado por:

X (t,w) = [T ]A =
[
cos2 (ωt) sin (ωt)

] [ A1

A2

]
, (2.3.152)
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e, possui média e variância:

µX (t) = [T ] {µA} = cos (ωt) + 2 sin (ωt) (2.3.153)

σ2
X (t) = [T ][CA][T ]

T = cos2 (ωt) + cos (ωt) sin (ωt) + sin2 (ωt) . (2.3.154)

A função densidade de probabilidade pX (tj,w) é conhecida para qualquer valor
de tj ∈ T:

pX (tj,w)(x) =
1√

2π
√
σ2
X(tj)

e
(x−µX (tj ))2

2σ2
X

(tj) (2.3.155)

e, o processo é dito estar especificado até primeira ordem.

A partir da densidade de probabilidade (2.3.150), 104 realizações foram geradas
para esse processo (no intervalo de tempo [0, 10] e com um ∆ t = 0.1). Estimou-se
a matriz de covariância [Ĉ] por (2.3.143) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (2.3.144).

Os autovalores estimados são mostrados na figura (2.4).

Figura 2.4: Autovalores λi estimados a partir da matriz de covariância [Ĉ] do
processo (2.3.151).
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2.3.6 Estimativas das variáveis aleatórias da expansão de
KL

Quando trabalha-se com a expansão de KL de um processo estocástico X em um
domı́nio discreto, após ter-se calculado estimativas para os autovalores, λ̂i, e para
as autofunções, ψ̂i, é necessário estimar-se a função densidade de probabilidade
das variáveis aleatórias Xi da expansão.

A partir da expressão (2.3.124), cada realização wm, m ∈ N, de cada uma das
variáveis aleatórias Xi da expansão de KL pode ser calculada por:

Xi(wm) =
1

λi

〈
(X (t,wm)− µ̂X (t)) , ψ̂i

〉

Rn
, (2.3.156)

onde X (t,wm) representa uma realização numérica m do processo estocástico X ,
ou seja é o vetor definido em (2.3.133) e pertence a Rn.

Para estimar a função densidade de probabilidade dessa variável aleatória Xi,
basta calcular um númeroM grande de realizações de Xi e, construir o histograma
dessas M realizações.

As M realizações de Xi podem ser expressas por um vetor Xi, (M × 1), (cada
componente representa uma realização m de Xi). Esse vetor pode ser calculado
por:

Xi =
1

λi
X T

0 ψ̂i , (2.3.157)

onde a matriz X 0] está definida em (2.3.142) e tem dimensão (n×m).

2.4 Geração de realizações processos estocásticos
a partir da expansão de KL

A expansão de Karhunen-Loève é uma poderosa técnica de parametrização de um
processo estocástico que possibilita sua aproximação através de um processo de
dimensão finita, ou seja, um vetor aleatório. Ela pode ser utilizada, por exemplo,
para facilitar e reduzir o custo computacional da geração de realizações desse
processo.

Quando trabalha-se com o método de Monte Carlo, geralmente deseja-se gerar
realizações de uma variável, vetor aleatório ou processo estocástico e posterior-
mente utilizar as amostras geradas para aproximar alguma função de interesse.
Assim, o método utiliza a amostragem aleatória como ferramenta para produ-
zir observações sobre as quais se realizam inferências estat́ısticas com objetivo de
extrair informações sobre as observações (Cf. [75]).

Essa seção mostra como gerar amostras de processos estocásticos, que seriam
utilizadas por exemplo no Método de Monte Carlo, a partir da expansão de KL.
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Dado um processo estocástico, X , suponha que o vetor de média µ̂X (t) e a
matriz de covariância Ĉ possam ter sido estimados por (2.3.144) e (2.3.143) e,
que o problema de autovalor (2.3.144) tenha sido resolvido. Suponha também que
a função densidade de probabilidade de cada variável aleatória Xi da expansão
de Karhunen-Loève tenha sido estimada através do histograma de suas amostras
(calculadas por (2.3.157)).

Considere por exemplo que n autovalores λ̂i e n autovetores ψ̂i (n× 1) foram
calculados.

Pela expansão truncada de KL, com d termos (d < n), para esse processo,
verifica-se que cada realização numérica de X pode ser escrita como:

X
(KL)(t,wm) = µ̂X (t) +

d∑

i=1

√
λ̂i ψ̂i Xi(wm). (2.4.158)

onde Xi(wm) representa uma realização m de cada variável aleatória Xi.
Assim, vetores X (t,wm) são gerados através de realizações de um número

finito, d, das variáveis aleatórias Xi.

Exemplo 2.4.1 . Suponha que deseja-se gerar-se realizações através da expansão
de KL de um processo estocástico, X , com parâmetro t ≥ 0, caracterizado por
um passeio aleatório com incrementos com densidade de probabilidade Gamma,
tal que:

1. X (0,w) = 0;

2. X (t,w), t ≥ 0, é um processo estocástico com incrementos independentes;

3. a densidade de probabilidade da variável aleatória Y =
X (t2,w)−X (t1,w), com t2 > t1 ≥ 0, é Gamma. Sua média é µY = m(t2−t1)
e seu coeficiente de variação é δY = δ√

t2−t1
), com m > 0 e δ > 0 fixados.

Para gerar-se realizações através da expansão de KL de X , primeiramente
foram geradas 104 realizações desse processo (no intervalo de tempo [0, 10] e com
diferentes discretizações de tempo ∆t). Através dessas realizações, estimou-se a
matriz de covariância Ĉ por (2.3.143) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (2.3.144).

As aproximações obtidas para os vinte primeiros autovalores λ̂i são mostradas
na figura 2.5.

A partir dos histogramas das variáveis aleatórias da expansão de KL (2.3.157),
foi posśıvel estimar as funções densidades de probabilidade de cada variável Xi. Os
gráficos das densidades estimadas para as quatro primeiras variáveis são mostradas
em (2.6).
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Figura 2.5: Estimativas dos autovalores λ̂i da matriz Ĉ para diferentes discre-
tizações de tempo dt.

Tendo as densidades de probabilidade das variáveis aleatórias Xi, amostras
de cada uma dessas variáveis foram obtidas através do Método de Monte Carlo
Cadeia de Markov (MCMC). Assim, pela expressão da expansão truncada de KL
(2.4.158) foi posśıvel calcular realizações de X .

Para analisar a influência do número de termos d usados na expressão truncada
de KL, duas estratégias foram utilizadas.

Primeira estratégia: a partir das amostras de X geradas por KL, estimou-se
a matriz de covariância do processo, Ĉd, calculou-se a norma Frobenius dessa
matriz e analisou-se o erro:

Erro =

∣∣∣Ĉd

∣∣∣
Fr
−
∣∣∣Ĉ
∣∣∣
Fr∣∣∣Ĉ

∣∣∣
Fr

para diferentes números de termos d usados na expressão truncada de KL. Os
resultados obtidos são mostrados na figura (2.7) mostra. Verifica-se que quanto
maior o número de termos usados na expansão, menor será o erro (2.4.159).

Segunda estratégia: fez-se uma comparação entre:

• a função densidade de probabilidade da variável aleatória X (t = t,w) (para
algum t fixado t = t);
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Figura 2.6: Estimativas para as densidade de probabilidade das quatro primeiras
variáveis aleatórias Xi da expansão de KL.

• o histograma da variável aleatória X (KL)(t = t,w), calculado através das
realizações do processo estocástico geradas pela expansão de KL.

Nas figuras (2.8) e (2.9) são mostrados as densidades pX (t=2,w) (nesse caso,
t = 2) e os histogramas da variável aleatória
X (KL)(t = 2,w) para os casos em que consideraram-se d = 1, d = 2, d = 5 e
d = 10 termos na expansão de KL. Pelas figuras, verifica-se que quanto se au-
menta o número de termos usados na expansão, o histograma de X (KL)(t = 2,w)
se aproxima da densidade pX (t=2,w).
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Figura 2.7: Erro (2.4.159) obtido para diferentes números de termos d.

Figura 2.8: Densidades pX (t=2,w) e histogramas de XKL(t = 2,w) para d = 1 e
d = 2 termos.

Figura 2.9: Densidades pX (t=2,w) e histogramas de XKL(t = 2,w) para d = 5 e
d = 10 termos.
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Caṕıtulo 3

Representação de Variáveis
Aleatórias

Tratando-se de variáveis aleatórias, utiliza-se usualmente a palavra representação
com o significado de aproximação. De maneira informal, o problema de repre-
sentação de variáveis aleatórias pode ser colocado da forma seguinte:

Problema-modelo 3.1 . .(informal)– Sejam Y e X dois vetores aleatórios
(eventualmente de dimensões diferentes). Seja S 6= ∅ um conjunto de funções de
X. Determinar um elemento PY de S tal que PY esteja mais próximo de Y que
todo outro elemento de S.

Idealmente, desejamos que PY = Y ou que, pelo menos, a diferença entre PY
e Y seja muito pequena, de maneira a podermos utilizar PY em lugar de Y para
as aplicações práticas.

É interessante notar que esta formulação conduz a um problema de otimização:
trata-se de determinar um elemento de S ótimo segundo um critério de proximi-
dade. A introdução de definições precisas de S e de um critério de proximidade
são indispensáveis para a formalização, o estudo de propriedades e a resolução
numérica.

3.1 Aproximações baseadas em propriedades hil-
bertianas

Quando consideramos variáveis de quadrado integrável (S ⊂ L2 (Ω, P )), podemos
explorar a estrutura hilbertiana deste conjunto (Cf. 1.4 , 1.9):
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Problema 3.1.1 . Sejam Y e X dois vetores aleatórios tomando valores em Rq e
Rp, respectivamente. Seja S 6= ∅, S ⊂ L2 (Ω, P ) um conjunto de funções de X.
Determinar

Z ∈ S e ‖Z − Y ‖ = min {‖c− Y ‖ : c ∈ S} . (3.1.1)

A resolução deste último problema é baseada na noção de projeção ortogo-
nal (Cf. definição 1.4.2 ) e os resultados teóricos fundamentais associados são o
teorema da projeção ortogonal e suas conseqüências (Cf. proposição 1.4.3 ). A
resolução prática é frequentemente baseada na proposição 1.4.5 : temos

PY ∈ S e Y − PY ⊥ S,

de modo que
PY ∈ S e (Y − PY , s) = 0 , ∀ s ∈ S.

Esta última equação é geralmente utilizada para determinar numéricamente a
aproximação. Notemos que a representação só pode ser exata (isto é, a igualdade
Y = PY só pode ser satisfeita) quando Y ∈ S.

3.1.1 Melhor aproximação de Y por uma função arbitrária
de X: esperança condicional

Dentro do quadro hilbertiano, a aproximação mais geral é dada pela esperança
condicional. Neste caso, S é simplesmente o conjunto de todas as funções de X
que continuem sendo de quadrado integrável :

S =
{
Z : Z = ϕ (X) , ϕ : Rp −→ R

q, Z ∈ L2 (Ω, P )
}

e a norma é :
‖U‖ =

√
(U,U) , (U, V ) = E (UV ) .

Como já vimos (seções 1.4.3 , 1.9.1 , a solução neste caso é PY = E (Y |X ), a
esperança condicional de Y com relação a X .

Utilizamos a notação E (Y |X = x ) para designar o valor pontual de PY para
um dado valor de X . Quando o par (X , Y ) possue uma densidade f (x, y) (isto é,
P (X ∈ dx, Y ∈ dy) = f (x, y) dxdy), temos PY = g (X), com

g (x) =

∫
yf (y | X = x) dy

no qual f (y | X = x) é a distribuição de probabilidade de Y condicional a X

f (y | X = x ) = f (x, y)
/ ∫

R

f (x, y) dy = f (x, y)
/
fX (x) .
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A esperança condicional fornece um limite inferior para o erro em norma:
E (Y |X ) é a função de X mais próxima de Y no sentido da norma ‖x‖, de forma
que ‖Y − ϕ (X)‖ ≥ ‖Y − E (Y |X )‖ para toda Z = ϕ (X) ∈ S.

Exemplo 3.1.2 . Consideremos Ω = (0, 1) e P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) =
ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue). Sejam X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2. A

repartição do par (X, Y ) é

F (x, y) = P (X < x, Y < y) = P
(√
ω < x, ω2 < y

)
=

P
(
ω < x2, ω <

√
y
)
,

de forma que

F (x, y) = min
{
x2,
√
y
}

.

A densidade de probabilidade conjunta é dada por

f (x, y) =
∂2

∂x ∂y
F (x, y) .

Esta derivada deve ser calculada de forma variacional: em um ponto (x, y), con-
sideramos uma bola Bε de raio ε > 0 e o conjunto D (Bε) de funções a suporte
compacto em Bε. Temos então

〈
∂2

∂x ∂y
F (x, y) , φ

〉
=

∫

Bε

F
∂2

∂x ∂y
φ dxdy , ∀φ ∈ D (Bε) .

Sejam

B<
ε =

{
(x, y) ∈ Bε : x

2 <
√
y
}

;

B>
ε =

{
(x, y) ∈ Bε : x

2 >
√
y
}

;
e

Σ =
{
(x, y) : x2 =

√
y, 0 < x, y < 1

}
;

Σε =
{
(x, y) ∈ Bε : x

2 =
√
y
}

.

Temos

(x, y) ∈ B<
ε =⇒ f (x, y) = 0

e, de forma análoga,

(x, y) /∈ B<
ε =⇒ f (x, y) = 0 .

de modo que a densidade f é concentrada na curva Σ: temos f = A (x, y) δΣ. A
densidade emṕırica, aproximada por splines quadráticos, obtida de uma amostra
de 10000 pontos do par é dada na figura 3.1.
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Assim, notando que x2 =
√
y ⇐⇒ x4 = y, temos

f (y | X = x) = A (x, y) δΣ (x, y)
/ ∫

R

A (x, y) δΣdy =

{
0, se y 6= x4 ,
1, se y = x4 .

Figura 3.1: Densidade obtida a partir de 10000 realizações do par

Logo,
E (Y |X = x ) = x4 e E (Y |X ) = X4 .

É posśıvel determinar A (x, y) : com efeito, seja

n =

(
nx

ny

)
, nx =

Nx√
N2

x +N2
y

, ny =
Ny√

N2
x +N2

y

,

Nx = 2x , Ny = − 1

2
√
y
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a normal unitária saindo da região B<
ε . Em todo ponto (x, y) ∈ Σ , temos

∫

Bε

F
∂2

∂x ∂y
φ dxdy =

∫

B<
ε

x2
∂2

∂x ∂y
φ+

∫

B>
ε

√
y

∂2

∂x ∂y
φ ,

Ora, ∫

Bε(x)

x2
∂2

∂x ∂y
φ =

∫

Bε(x)

div

(
x2
(
∂φ/∂y

0

)
−Nx

(
0
φ

))
,

de forma que (teorema de Green) :

∫

Bε(x)

x2
∂2

∂x ∂y
φ =

∫

Σε(x)

[
x2
(
∂φ/∂y

0

)
.n−Nx

(
0
φ

)
.n

]
,

e ∫

Bε(x)

x2
∂2

∂x ∂y
φ =

∫

Σε(x)

[
nxx

2∂φ/∂y − nyNxφ
]

De maneira análoga,

∫

Bε(x)

√
y

∂2

∂x ∂y
φ =

∫

Bε(x)

div

(√
y

(
∂φ/∂y

0

))
=

−
∫

Σε(x)

√
y

(
∂φ/∂y

0

)
.n,

de onde ∫

Bε(x)

√
y

∂2

∂x ∂y
φ = −

∫

Σε(x)

[nx
√
y∂φ/∂y ] ,

Assim, temos

∫

Bε

F
∂2

∂x ∂y
φ dxdy =

∫

Σε(x)


nx

(
x2 −√y

)
︸ ︷︷ ︸

= 0

∂φ/∂y + nxNyφ


 =

∫

Σε(x)

nxNyφ = nxNyδΣ (φ) ,

e A = nxNy = nyNx.

3.1.2 Aproximação por uma constante: média

Quando X é uma constante de mesma dimensão que Y (isto é, p = q e X = 1),
temos:

S =
{
Z ∈ L2 (Ω) : Z é constante: Z (ω) = s ∈ R

P , ∀ω ∈ Ω
}
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Neste caso, desejamos aproximar o valor de Y por uma constante - podemos
buscar o valor de m ∈ Rp tal que

m = arg min {‖Y − c‖ : c ∈ R
p} .

Temos:
(Y −m, c) = 0, ∀c ∈ R

p,

de modo que
ctE (Y ) = ctm, ∀c ∈ R

p⇐⇒ m = E (Y ) .

Temos

‖Y −m‖ =
√
E
(
(Y − E (Y ))

2
)
=
√
V (Y ) ,

de modo que a norma do erro cometido nesta aproximação é a raiz quadrada da
variância de Y .

Exemplo 3.1.3 . Consideremos Ω = (0, 1) e P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) =
ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue). Sejam X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2.

Temos

E (X) =

∫

Ω

X(ω)P (dω) =

1∫

0

√
ωdω =

2

3

e

E (Y ) =

∫

Ω

Y (ω)P (dω) =

1∫

0

ω2dω =
1

3
.

As variâncias são

V (X) =

∫

Ω

(X(ω)− E (X))2 P (dω) =

1∫

0

(√
ω − 2

3

)2

dω =
1

18

e

V (Y ) =

∫

Ω

(Y (ω)− E (Y ))
2
P (dω) =

1∫

0

(
ω2 − 1

3

)2

dω =
4

45
.

Os mesmos resultados podem ser obtidos através da densidade de probabilidade.
Por exemplo, a repartição de X é

FX(x) = P (X < x) =





0, se x ≤ 0
x2, se 0 < x ≤ 1

1, se x > 1
,
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de modo que sua densidade de probabilidade é

fX(x) =

{
0, se x < 0 ou x > 1
2x, se 0 < x < 1

.

Assim,

E (X) =

1∫

0

xfX(x)dx =

1∫

0

2x2dx =
2

3

e

V (X) =

1∫

0

(
x− 2

3

)2

fX(x)dx =

1∫

0

2x

(
x− 2

3

)2

dx =
1

18

De forma análoga,

FY (y) = P (Y < y) =






0, se y ≤ 0√
y, se 0 < y ≤ 1
1, se y > 1

,

fY (y) =

{
0, se y < 0 ou y > 1

1
2
√
y , se 0 < y < 1 .

Assim,

E (Y ) =

1∫

0

yfY (y) =

1∫

0

1

2

√
ydy =

1

3

e

V (Y ) =

1∫

0

(
x− 2

3

)2

fX(x)dx =

1∫

0

1

2
√
y

(
y − 1

3

)2

dy =
4

45
.

3.1.3 Aproximação afim: correlação linear

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma função afim de X , temos

S =
{
s ∈ L2 (Ω) : s = αX + β; α, β ∈ R

}
,

Neste caso, podemos buscar os valores dos parâmetros a, b ∈ R tais que

aX + b = arg min {‖Y − Z‖ : Z = αX + β; α, β ∈ R} .

Temos:
(Y − aX − b, αX + β) = 0, ∀α, β ∈ R.
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Tomando sucessivamente (α, β) = (1, 0) e (α, β) = (0, 1), obtemos

aE
(
X2
)
+ bE (X) = E (XY ) ; aE (X) + b = E (Y ) .

A solução deste sistema linear é

a =
Cov (X , Y )

V (X)
; b = E (Y )− aE (X) .

Neste caso,

‖Y − aX − b‖ =
√
V (Y )

(
1− [ρ (X,Y )]

2
)
,

no qual

ρ (X,Y ) =
Cov (X , Y )√
V (X)V (Y )

.

ρ (X,Y ) é o coeficiente de correlação linear entre X e Y . Temos |ρ (X,Y )| ≤ 1
e o erro se anula quando |ρ (X,Y )| = 1.

Exemplo 3.1.4 . Consideremos Ω = (0, 1) e P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) =
ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue). Sejam X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2.

Temos

E (X) =
2

3
, V (X) =

1

18
; E (Y ) =

1

3
, V (Y ) =

4

45
.

Além disto,

E (XY ) =

∫

Ω

X(ω)Y (ω)P (dω) =

1∫

0

ω2√ωdω =
2

7
,

de modo que

Cov (X,Y ) = E (XY )− E (X)E (Y ) =
2

7
− 1

3
× 2

3
=

4

63
.

Assim

a =
Cov (X, Y )

V (X)
=

4/63

1/18
=

8

7
;

b = E (Y )− aE (X) =
1

3
− 8

7
× 2

3
= −3

7
;

ρ (X,Y ) =
Cov (X, Y )√
V (X)V (Y )

=
2
√
10

7
≈ 0.903508 ;
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‖Y − aX − b‖ =
√
V (Y )

(
1− [ρ (X,Y )]

2
)
=

2

7
√
5
≈ 0.127775 .

Com efeito, se

J (a, b) =

∫

Ω

(Y (ω)− aX (ω)− b)2 P (dω) =

∫

Ω

(
ω2 − a√ω − b

)2
dω ,

temos

J (a, b) =
1

5
+
a2

2
− 2b

3
+ b2 +

4

21
a(−3 + 7b) ,

de modo que
∂J

∂a
= a+

4

3
b− 4

7
,

e
∂J

∂b
=

2

3
(2a+ 3b− 1) .

Assim, o mı́nimo de J é atingido em (a, b) tal que

a+
4

3
b =

4

7
; 2a+ 3b = 1,

sistema linear cuja solução é a = 8
7 e b = − 3

7 . Notemos que

E
(
X2
)
=

∫

Ω

X(ω)2P (dω) =

1∫

0

ωdω =
1

2

enquanto que

E (X) =
2

3
, E (Y ) =

1

3
, E (XY ) =

2

7
.

Assim, as equações

aE
(
X2
)
+ bE (X) = E (XY ) ; aE (X) + b = E (Y )

se escrevem
1

2
a+

2

3
b =

2

7
⇐⇒ a+

4

3
b =

4

7

e
2

3
a+ b =

1

3
⇐⇒ 2a+ 3b = 1 .
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3.1.4 Aproximação polinomial

Quando desejamos aproximar o valor de Y por um polinômio de argumento X e
de grau d, pomos

A(d) =

{
α ∈ R

d : α ≥ 0 (isto é, αi ≥ 0 para 0 ≤ i ≤ p)

e |α| =
p∑

i=1

αi ≤ d
}

e

S =




s ∈ L
2 (Ω) : s =

∑

α ∈ A(d)

sα1α2...αp
Xα1

1 Xα2
2 ...Xαp

p ;

sα1α2...αp
∈ R

q, ∀ α ∈ A(d)
}

,

de forma que

PY =
∑

α ∈ A(d)

uα1α2...αp
Xα1

1 Xα2

2 ...Xαp
p ∈ S

e



∑

α ∈ A(d)

uα1α2...αp
Xα1

1 Xα2
2 ...Xαp

p , X
β1
1 X

β2
2 ...X

βp
p



 =

(
Y , X

β1
1 X

β2
2 ...X

βp
p

)
, ∀ β ∈ A(d) .

Esta última equação fornece um sistema linear para a determinação dos coefi-
cientes uα1α2...αp

.
Um caso particular interessante deste procedimento é aquele no qual X é um

vetor gaussiano (Cf. seção 1.11.3. O vetor é gaussiano se, por exemplo, todas as
componentes Xi são gaussianas e independentes). Neste caso, encontramos a idéia
original de Wiener (Cf. [80], [14], [38]) que deu origem aos polinômios de caos (ou
caos polinomial).

Exemplo 3.1.5 . Consideremos Ω = (0, 1) e P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) =
ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue). Sejam X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2.
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Quando desejamos aproximar Y por um polinômio de X, de grau d, devemos
determinar

PY =

d∑

j = 0

ujX
j ,

no qual os d+ 1 coeficientes u0, u1, ..., un verificam



d∑

j = 0

ujX
j, X i


 =

(
Y , X i

)
, 0 ≤ i ≤ d ,

isto é,
n∑

j = 0

ujE
(
X i+j

)
= E

(
Y X i

)
, 0 ≤ i ≤ d .

Pondo U = (u0, ..., ud), temos
AU = B,

onde

Aij = E
(
X i+j

)
=

∫

Ω

[X(ω)]
i+j

P (dω) =

1∫

0

ω(i+j)/2dω =

2

2 + i+ j
, 0 ≤ i, j ≤ d

e

Bi = E
(
Y X i

)
=

∫

Ω

Y (ω) [X(ω)]i P (dω) =

1∫

0

ω(i+4)/2dω =

2

6 + i
, 0 ≤ i ≤ d

A solução fornecida por MATLAB para diferentes valores de d é dada abaixo:

d U
0 (0.3333)
1 (−0.4286, 1.1429)
2 (0.2143, − 1.4286, 2.1429)
3 (−0.0397, 0.4762, − 1.6667, 2.2222)
4 (0.0000, − 0.0000, 0.0000, − 0.0000, 1.0000)
5 (0.0000, − 0.0000, 0.0000, − 0.0000, 1.0000, − 0.0000)
6 (0.0000, − 0.0000, 0.0000, − 0.0000, 1.0000, − 0.0000, 0.0000)

Observemos que
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• para d = 0, trata-se de aproximar Y por uma constante: o resultado exato é
PY = 1

3 ≈ 0.3333,

• para d = 1, trata-se de aproximar Y por uma função afim de X: o resultado
exato é PY = − 3

7+
8
7X, o que corresponde a U =

(
− 3

7 ,
8
7

)
≈ (−0.4286, 1.1429).

• para d ≥ 4, o resultado é PY = X4 = E (Y | X ), o que corresponde ao resul-
tado exato.

3.1.5 Aproximação em um subespaço de dimensão finita

O caso mais usual é aquele no qual S é um subsepaço de dimensão finita, isto
é, um subespaço para o qual existe uma base formada de um número finito n de
elementos

F = {ϕ1(X), ..., ϕn(X)}
tal que

S =

{
s ∈ L2 (Ω) : s =

n∑

i = 1

siϕi (X) ; si ∈ R
q, 1 ≤ i ≤ n

}
.

Neste caso,

PY =

n∑

j = 1

ujϕj (X) ∈ S

e 


n∑

j = 1

ujϕj (X) , ϕi (X)


 = (Y , ϕi (X)) , 1 ≤ i ≤ n .

Assim, U = (u1, ..., un)
t é a solução do sistema linear

AU = B , Aij =
(
ϕj (X) , ϕi (X)

)
, Bi = (Y , ϕi (X)) .

Notemos que esta aproximação é linear : se α ∈ R, temos

P (Y1 + αY2) = PY1 + αPY2.

Com efeito, se

(B1)i = (Y1, ϕi (X)) , (B2)i = (Y2, ϕi (X)) , Bi = (B1)i + α (B2)i

e
AU1 = B1 , AU2 = B2 ,
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então
U = U1 + αU2

verifica
AU = AU1 + αAU2 = B1 + αB2 = B ,

de forma que P (Y1 + αY2) = PY1 + αPY2.
Quando a base é ortogonal, isto é,

(
ϕi (X) , ϕj (X)

)
= 0, se i 6= j , (ϕi (X) , ϕi (X)) > 0 .

temos
Aij = 0, se i 6= j , Aii > 0.

Neste caso, temos simplesmente

ui = Bi/Aii = (Y , ϕi (X)) / (ϕi (X) , ϕi (X)) , 1 ≤ i ≤ n .

Quando a base é ortonormal, isto é,

(
ϕi (X) , ϕj (X)

)
=

{
1, se i = j ,
0, se i 6= j .

temos
ui = Bi = (Y , ϕi (X)) , 1 ≤ i ≤ n .

Notemos que toda base G = {ψ1(X), ..., ψn(X)} pode ser transformada em
base ortonormal através do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt:

φ1 = ψ1 ; ϕ1 = φ1/ ‖φ1‖ ;

k > 1 : φk = ψk −
k−1∑

i = 1

(ψk, ϕi)ϕi ; ϕk = φk/ ‖φk‖ .

Exemplo 3.1.6 . Consideremos Ω = (0, 1) e P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) =
ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue). Sejam X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2. No

último exemplo, consideramos a aproximação de Y por um polinômio de grau d de
X, o que corresponde a ϕi (X) = X i−1, 0 ≤ i ≤ d+ 1. Outras familias podem ser
consideradas, tais, por exemplo,

ϕ1 (X) = 1; ϕ2k (X) = sin (kX) ,

ϕ2k+1 (X) = cos (kX) , 1 ≤ k ≤ d (n = 2d+ 1) .

Neste caso, temos

B1 =
1

3
.
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B2k = − 2

k6
(
k
(
120− 20k2 + k4

)
cos(k)−

5
(
24− 12k2 + k4

)
sin(k)

)
(k ≥ 1) ,

B2k+1 =
2

k6
(
−120 + 5

(
24− 12k2 + k4

)
cos(k)+

k
(
120− 20k2 + k4

)
sin(k)

)
(k ≥ 1) .

A11 = 1,

A1,2k =
2

k2
(sin(k)− k cos(k)) (k ≥ 1) ,

A1,2k+1 =
2

k2
(cos(k) + ksin(k)− 1) (k ≥ 1) ,

A2k,2k =
1 + 2k2 − cos(2k)− 2k sin(2k)

4k2
(k ≥ 1) ,

A2k,2k+1 =
sin(2k)− 2k cos(2k)

4k2
(k ≥ 1) ,

A2k+1,2k+1 =
2k2 + cos(2k) + 2k sin(2k)− 1

4k2
(k ≥ 1) ,

e, para k 6= p,

A2k,2p =
2

(k2 − p2)2
(p
(
k2 − p2

)
cos(p) sin(k) + k

(
p2 − k2

)
cos(k) sin(p)

+
(
k2 + p2

)
sin(k) sin(p) + 2kp (cos(k) cos(p)− 1) ,

A2k,2p+1 =
2

(k2 − p2)2
(k
(
p2 − k2

)
cos(p) cos(k) + p

(
p2 − k2

)
sin(k) sin(p)

−2kp cos(k) sin(p) +
(
k2 + p2

)
cos(p) sin(k) ,

A2k+1,2p+1 =
2

(k2 − p2)2
(k
(
k2 − p2

)
cos(p) sin(k) + p

(
p2 − k2

)
cos(k) sin(p)

+
(
k2 + p2

)
(cos(p) cos(k)− 1) + 2kp sin(k) sin(p) .

O resultado obtido para d = 6 é dado na figura abaixo.

É interessante comparar também as funções de repartição e as densidades de
probabilidade (figura abaixo).
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Figura 3.2: Aproximação em base trigonométrica

Figura 3.3: Aproximação em base trigonométrica

Exemplo 3.1.7 . Notemos que a existência de uma dependência entre as variáveis
X e Y é essencial. Com efeito, se as variáveis são independentes, então

Bi = (Y , ϕi (X)) = E (Y ,ϕi (X)) = E (Y )E (ϕi (X)) ,

de forma que o sistema linear AU = B tem por solução

U = E (Y )U

no qual
AU = B , Bi = E (ϕi (X)) .

Assim,
PY = E (Y )P (1) ,

no qual 1 é a função constante igual a 1.
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3.1.6 Aproximação através de uma famı́lia total

Uma primeira generalização da situação precedente consiste em considerar um
subespaço S para o qual existe uma famı́lia total F , isto é, uma famı́lia enumerável
F tal que as combinações lineares finitas de elementos de F sejam densas em S
(Cf. [27]).

F = {ϕn}n ∈ N
; [F ] =

{
Z ∈ L2 (Ω, P ) : Z =

k∑

i = 1

aiϕni

}
;

S = [F ] .

Assim:

∀ ε > 0 : ∃ Uε ∈ [F ] tal que ‖Y − Uε‖ ≤ ε .

Caso de uma famı́lia crescente de subespaços

Um primeiro caso particular interessante é aquele no qual [F ] é parametrado por
uma dimensão, isto é, [F ] é a reunião de subespaços crescentes de dimensão finita
:

[F ] =
+∞⋃

n = 0

[Fn] ; dim ([Fk]) = dk <∞ ; dk+1 ≥ dk, ∀k ≥ 0 ;

[Fk] ⊂ [Fk+1] .

Neste caso, podemos definir Sk = [Fk] = [Fk] e temos

S =
+∞⋃

n = 0

Sk ; dim (Sk) = dk <∞ ; dk+1 ≥ dk, ∀k ≥ 0 ;

Sk ⊂ Sk+1 .

Para todo Z, denotamos PkZ a projeção de Z em Sk e ck (Z) = ‖Z − PkZ‖.
Temos então

‖Z − PZ‖ ≤ ck+1 (Z) ≤ ck (Z) , ∀ k ∈ N ,

de forma que a seqüência {ck (Z)}k ∈ N
é decrescente e limitada inferiormente.

Assim,

ck (Z) −→ c (Z) para k −→ +∞ .
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Quando Z ∈ S, temos

∀ ε > 0 : ∃ Zε ∈ [F ] tal que ‖Z − Zε‖ ≤ ε .

Dado que [F ] =

+∞⋃

n = 0

[Fn], temos Zε ∈ Sk para algum k ∈ N. Logo

ck (Z) = ‖Z − Pk (Z)‖ ≤ ‖Z − Zε‖ ≤ ε .

Por conseguinte,
cn (Z) ≤ ε para todo n ≥ k

e c (Z) ≤ ε. Como ε é arbitrário, resulta que c (Z) = 0. Por conseguinte,

∀ Z ∈ S : Pk (Z) −→ Z quando k −→ +∞.

Como Y −PY é ortogonal a S e Sk ⊂ S, temos Y −PY ⊥ Sk para todo k ∈ N,
de forma que

∀ k ∈ N : Pk (Y − PY ) = 0.

Assim, a linearidade da projeção em subespaços de dimensão finita mostra que
PkY = Pk (PY ). Dado que PY ∈ S, temos

PkY = Pk (PY ) −→ PY quando k −→ +∞.

Logo,
PY = limPkY e ‖Y − PY ‖ = lim ‖Y − PkY ‖ .

Assim, PkY fornece uma aproximação de PY . Na prática, não se busca ter
Sk ⊂ Sk+1, mas

∀ k : Si ⊂
+∞⋃

n = k+1

Sn para i ≤ k,

o que é verificado quando ∀ k : ∃ n > 0 tal que Sk ⊂ Sk+n.
PkY pode ser calculado utilizando a estratégia apresentada para os espaços

de dimensão finita: se
Fk =

{
ϕ1(X), ..., ϕdk

(X)
}

é uma base de Sk, então

PkY =

dk∑

j = 1

uj,kϕj (X) ∈ Sk

e Uk = (u1,k, ..., udk,k)
t é a solução do sistema linear

AkUk = Bk , (Ak)ij =
(
ϕj (X) , ϕi (X)

)
, (Bk)i = (Y , ϕi (X)) .
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Caso de uma famı́lia ortogonal

Um segundo caso particular interessante é aquele em que a famı́lia F é ortogonal,
isto é,

(ϕm (X) , ϕn (X)) = 0, se m 6= n .

Neste caso, definimos

Fk = {ϕ0(X), ϕ1(X), ..., ϕn(X)}

e [F ] é a reunião de subespaços crescentes de dimensão finita :

[F ] =

+∞⋃

n = 0

[Fn] ; dim ([Fk]) = k + 1 <∞ ; dk+1 ≥ dk, ∀k ≥ 0 ;

[Fk] ⊂ [Fk+1] .

Além disto,

(Ak)ij =
(
ϕj (X) , ϕi (X)

)
= 0, se i 6= j ,

de modo que

PkY =

k∑

j = 0

ujϕj (X) ∈ Sk ,

no qual

ui = Bi/Aii = (Y , ϕi (X)) / (ϕi (X) , ϕi (X)) , 0 ≤ i ≤ k .

Neste tipo de aproximação utilizam-se habitualmente famı́lias ortogonais clás-
sicas associadas às funções de quadrado integrável. Por exemplo, é posśıvel utilizar
uma série de Fourier clássica associada a uma base trigonométrica ou polinômios
ortogonais. Notemos que a eventual ortogonalidade da base esta associada à dis-
tribuição de X : se a densidade de probabilidade de X é fX e sua imagem (isto é,
o conjunto dos valores possiveis de X) é D, temos

(
ϕi, ϕj

)
= E

(
ϕi (X) ϕj (X)

)
=

∫

D

ϕi (x) ϕj (x) fX (x) dx,

de forma que fX é o peso associado à famı́lia. Em geral, fX = Aw(x), no qual A
é uma constante de normalização e w é o peso usual associado à famı́lia ortogonal.
Temos, por exemplo,
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famı́lia D w (x)

Tchebichev 1a. espécie (Tn) (−1, 1) 1/
√
1− x2

Tchebichev 2nda espécie (Un) (−1, 1)
√
1− x2

Legendre (Pn) (−1, 1) 1
Laguerre (Ln) (0,+∞) e−x

Hermite probabilista (Hn) (−∞,+∞) e−x2/2

Trigonométrica (1, sin (nπx) , cos (nπx) ) (−1,+1) 1

Assim, a priori, a distribuição de X deve ser compat́ıvel com o peso. Por
exemplo, a utilização de Hn supõe uma densidade gaussiana. Na prática, esta
limitação pode ser ultrapassada: utilizamos séries truncadas, o que corresponde
a aproximações em subespaços de de dimensão finita. Em tal situação, a famı́lia
é simplesmente utilizada para gerar uma base do subespaço e a propriedade de
ortogonalidade não é necessária. Como no caso precedente, também nesta situação
temos

PY = limPkY e ‖Y − PY ‖ = lim ‖Y − PkY ‖ .

Caso de uma base hilbertiana

Um terceiro caso particular interessante é aquele no qual S possue uma base hil-
bertiana F , isto é, uma famı́lia enumerável e ortonormal F

F = {ϕn}n ∈ N
; (ϕm, ϕn) =

{
1, se m = n ,
0, se m 6= n .

tal que todo elemento de S possa ser representado de maneira única por uma série
(Cf. [27]):

S =

{
s ∈ L2 (Ω) : s =

+ ∞∑

i = 0

siϕi (X) ; si ∈ R
q, ∀ i ∈ N

}
.

Neste caso,

PY =

+ ∞∑

j = 0

ujϕj (X) ∈ S

e 


+ ∞∑

j = 0

ujϕj (X) , ϕi (X)



 = (Y , ϕi (X)) , ∀ i ∈ N .
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Como a famı́lia é ortornormada, temos

ui = (Y , ϕi (X)) , ∀ i ∈ N .

Notemos que toda famı́lia enumerável G = {ψn}n ∈ N
tal que

S =

{
s ∈ L2 (Ω) : s =

+ ∞∑

i = 0

siψi (X) ; si ∈ R
q, ∀ i ∈ N

}
,

(isto é, tal que todo elemento de S possa ser representado de maneira única por
uma série) pode ser transformada em base hilbertiana (isto é, pode ser ortonormal)
através do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt:

φ0 = ψ0 ; ϕ0 = φ0/ ‖φ0‖ ;

n > 0 : φn = ψn −
n−1∑

i = 0

(ψn, ϕi)ϕi ; ϕn = φn/ ‖φn‖ .

Em particular, as famı́lias ortogonais precedentes podem ser transformadas em
famı́lias ortonormais. No caso de uma base hilbertiana também temos

PY = limPkY e ‖Y − PY ‖ = lim ‖Y − PkY ‖ .

Exemplo 3.1.8 . Consideremos Ω = (0, 1) e P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) =
ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue). Sejam X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2.

Consideremos a famı́lia dos polinômios de Legendre. Buscamos

PkY =
k∑

j = 0

ujϕj (X) (ϕj = polinômio de Legendre de ordem j).

Para k = 6, temos

Ak =




1 2
3

1
4 0 − 1

24 0 1
64

2
3

1
2

4
15

1
12 0 − 1

96 0
1
4

4
15

1
4

6
35

13
192 0 − 1

80
0 1

12
6
35

3
16

8
63

3
64 0

− 1
24 0 13

192
8
63

9
64

10
99

31
768

0 − 1
96 0 3

64
10
99

15
128

12
143

1
64 0 − 1

80 0 31
768

12
143

25
256




,
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Bk =




1
3
2
7
5
24
8
63
1
16
16
693
1

192




,

e a solução é

Uk =




1
5
0
4
7
0
8
35
0
0




,

o que corresponde a

PkY =
1

5
+

2

7

(
−1 + 3X2

)
+

1

35

(
3− 30X2 + 35X4

)
,

isto é,

PkY = X4 ,

que é o resultado exato. Também podemos utilizar, por exemplo, polinômios de
Laguerre: neste caso,

PkY =
k∑

j = 0

ujϕj (X) (ϕj = polinômio de Laguerre de ordem j).

Para k = 6, temos

Ak =



1 1
3 − 1

12 − 19
60 − 151

360 − 1091
2520 − 7841

20160
1
3

1
6

1
20 − 1

36 − 191
2520 − 341

3360 − 20117
181440

− 1
12

1
20

7
60

173
1260

859
6720

6067
60480

14449
226800

− 19
60 − 1

36
173
1260

1079
5040

8359
36288

26891
129600

17929
110880

− 151
360 − 191

2520
859
6720

8359
36288

47611
181440

824141
3326400

907189
4435200

− 1091
2520 − 341

3360
6067
60480

26891
129600

824141
3326400

4845121
19958400

574273
2745600

− 7841
20160 − 20117

181440
14449
226800

17929
110880

907189
4435200

574273
2745600

97926401
518918400




,
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Bk =




1
3
1
21
− 19

168
− 281

1512
− 1507

7560
− 14591

83160
− 43427

332640




,

e a solução é

Uk =




24
−96
144
−96
24
0
0




,

o que corresponde a

PkY = 48− 96(1−X)− 96X + 72X2 − 16X3 +X4+

72
(
2− 4X +X2

)
− 16

(
6− 18X + 9X2 −X3

)
,

isto é,
PkY = X4 ,

que també m é o resultado exato. Quando utilizamos polinômios de Hermite,

PkY =

k∑

j = 0

ujϕj (X) (ϕj = polinômio de Hermite de ordem j).

e

Ak =




1 4
3 0 − 24

5 − 20
3

176
7 96

4
3 2 8

15 − 20
3 − 464

35
88
3

10720
63

0 8
15

4
3 − 16

35 − 32
3 − 800

63
496
5

− 24
5 − 20

3 − 16
35 24 11552

315 − 624
5 − 40000

77
− 20

3 − 464
35 − 32

3
11552
315

656
5 − 53056

693 − 22016
15

176
7

88
3 − 800

63 − 624
5 − 53056

693
2528
3

5181056
3003

96 10720
63

496
5 − 40000

77 − 22016
15

5181056
3003

121920
7




,

Bk =




1
3
4
7
1
3
− 104

63
− 24

5
3152
693
164
3




,
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e a solução é

Uk =




3
4
0
3
4
0
1
16
0
0




,

o que corresponde a

PkY =
3

4
+

3

4

(
−2 + 4X2

)
+

1

16

(
12− 48X2 + 16X4

)
,

isto é,

PkY = X4 ,

que também é o resultado exato. Para os polinômios de Tchebichev de primeira
espécie, temos

Ak =




1 2
3 0 − 2

5 − 1
3 − 2

21 0
2
3

1
2

2
15 − 1

6 − 26
105 − 1

6 − 22
315

0 2
15

1
3

2
7 0 − 2

9 − 1
5

− 2
5 − 1

6
2
7

1
2

14
45 − 1

30 − 82
385

− 1
3 − 26

105 0 14
45

7
15

74
231 0

− 2
21 − 1

6 − 2
9 − 1

30
74
231

1
2

38
117

0 − 22
315 − 1

5 − 82
385 0 38

117
17
35




,

Bk =




1
3
2
7
1
6
2
63
− 1

15
− 74

693
− 1

10




,

e a solução é

Uk =




3
8
0
1
2
0
1
8
0
0




,
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o que corresponde a

PkY =
3

8
+

1

2

(
−1 + 2X2

)
+

1

8

(
1− 8X2 + 8X4

)
,

isto é, mais uma vez

PkY = X4 .

Para os polinômios de Tchebichev de segunda espécie, temos

Ak =




1 4
3 1 8

15
1
3

12
35

1
3

4
3 2 28

15
4
3

92
105

2
3

188
315

1 28
15

7
3

232
105

5
3

356
315

13
15

8
15

4
3

232
105

8
3

776
315

28
15

4616
3465

1
3

92
105

5
3

776
315

43
15

9236
3465

31
15

12
35

2
3

356
315

28
15

9236
3465

46
15

127628
45045

1
3

188
315

13
15

4616
3465

31
15

127628
45045

337
105




,

Bk =




1
3
4
7
2
3
40
63
8
15
292
693
1
3




,

e a solução é

Uk =




1
8
0
3
16
0
1
16
0
0




,

o que corresponde a

PkY =
1

8
+

3

16

(
−1 + 4X2

)
+

1

16

(
1− 12X2 + 16X4

)
,

isto é, ainda mais uma vez o resultado exato

PkY = X4 .
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Exemplo 3.1.9 . As famı́lias de elementos finitos são populares e correspondem
à subespaços de dimensão finita crescentes. Por exemplo, consideremos k > 0,
h = 1/k, xi = ih, 0 ≤ i ≤ k e a famı́lia de elementos finitos P1

ϕj (s) =

{
1− |s−xi|

h , se |s− xi| ≤ h
0, nos demais casos .

Consideremos ainda Ω = (0, 1), P ((a, b)) = b − a (isto é, P (dx) = ℓ (dx) no qual
ℓ é a medida de Lebesgue), X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2. Buscamos

PkY =

k∑

j = 0

ujϕj (X) .

Por exemplo, quando k = 10, temos

Ak =




1
600

1
600 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1
600

1
75

1
200 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1
200

2
75

1
120 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
120

1
25

7
600 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7
600

4
75

3
200 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3
200

1
15

11
600 0 0 0 0

0 0 0 0 0 11
600

2
25

13
600 0 0 0

0 0 0 0 0 0 13
600

7
75

1
40 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1
40

8
75

17
600 0

0 0 0 0 0 0 0 0 17
600

3
25

19
600

0 0 0 0 0 0 0 0 0 19
600

13
200




Bk =




1
21000000

3
500000

23
250000
289

500000
283

125000
667

100000
4069

250000
17381
500000
4203
62500
60267
500000
594323
7000000




O resultado obtido para k = 50 é dado na figura abaixo.
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Figura 3.4: Aproximação por elementos finitos

3.2 Aproximações baseadas em propriedades es-
tat́ısticas (ajuste de momentos)

As aproximações precedentes envolvem o cálculo de expressões dependentes da
distribuição conjunta do par (X,Y ). Por exemplo, a avaliação de f (y | X = x ),
de

(X,Y ) = E (XY ) =

∫
xyf (x, y) dxdy

ou, de forma mais geral, de

(Y, ϕi (X)) = E (Y ϕi (X)) =

∫
yϕi (x) f (x, y) dxdy ,

no qual f é a densidade de probabilidade conjunta do par (X,Y ).
Quando esta distribuição não é conhecida a priori, esta distribuição deve ser

avaliada a partir de amostras do par. Esta etapa pode envolver dificuldades
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práticas, pois, por um lado, é necessário gerar amostras (o que introduz um custo)
e, por outro lado, estimar as quantidades acima (o que introduz um erro). Na
realidade, a situação prática mais usual é aquela na qual a distribuição não é
conhecida e dispomos somente de realizações do par, isto é, de uma amostra.

Estas observações sugerem que, pelo menos em certos casos, talvez seja in-
teressante não estimar quantidades dependentes da distribuição conjunta e utili-
zar a amostra gerada diretamente para calcular propriedades estat́ısticas ligadas
à variável Y . Por exemplo, podemos determinar um elemento PY ∈ S tal que
certas estat́ısticas de Y coincidam com as estat́ısticas correspondentes de PY .

Por exemplo, podemos impor a coincidência de certos momentos: Mi (Y ) =

E
(
Y i
)
= E

(
(PY )

i
)
= Mi (PY ) para alguns valores de i (por exemplo, 1 ≤ i ≤

n). As aproximações deste tipo estão relacionadas com o teorema de Lévy (Cf.
1.10.3 e [23]) e a noção de convergência em lei (Cf. 1.10.5): lembremos que a
função caracteŕıstica de Y é (Cf. 1.8 )

ϕ (t) = E (exp (itY ))

e que uma seqüência {Yn}n ∈ N
converge para Y em lei se e somente se ϕn (t) =

E (exp (itYn)) converge pontualmente para ϕ (t) (isto é, ϕn (t) −→ ϕ (t) q.t.p.).
A função caracteŕıstica está intimamente relacionada com os momentos. Como já
vimos (Cf. 1.8 ):

• Se Mp (Y ) < ∞ então ϕ(p) (derivada de ordem p de ϕ) satisfaz ϕ(p) (t) =
ipE

(
Y peitX

)
. Em particular, ϕ(p) (0) = ipMp (Y ) ;

• Se Mp (Y ) <∞, ∀ p ∈ N e a série S (t) =
∑

n ∈ N

(it)
n

n!
Mn (Y ) tem um raio de

convergência não nulo então ϕ (t) = S (t).

Estas duas propriedades sugerem que, por um lado, é posśıvel representar ϕ - e
portanto a lei de Y - utilizando os momentos de Y e, por outro lado, aproximar a lei
de Y utilizando seus primeiros momentos: uma variável cujos primeiros momentos
coincidam com os de Y deve ter uma distribuição próxima daquela de Y . A
primeira idéia (representação da lei de Y através da série S(t)) está ligada ao
problema dos momentos (Cf., por exemplo, [16] ) e a segunda idéia tem sido
explorada recentemente (Cf., por exemplo, [34], [35] , [36]).

No plano numérico,

PY =
k∑

j = 1

ujϕj (X) ∈ S ; U = (u1, ..., uk)
t ;
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e determinar U tal que

Mp (Y ) =Mp (PY ) para 1 ≤ p ≤ n.

Quando k = n, definimos assim um sistema de n equações não lineares cuja
incógnita é U , de dimensão n. Este sistema pode ser resolvido por métodos usuais
para sistemas não lineares. Entretanto, na prática, podemos considerar um número
de momentos diferente do número de incógnitas (k 6= n) e pode ser interessante
colocar o problema em termos de otimização: consideremos a aplicação T : Rk −→
S dada por

v = (v1, ..., vk)
t −→ T (v) =

k∑

j = 1

vjϕj (X) ∈ S

e a aplicação M : Rk −→ Rn dada por

v = (v1, ..., vk)
t −→M (v) = (M1 (T (v)) , ..., Mn (T (v)))

t ∈ R
n .

Pondo
MY = (M1 (Y ) , ..., Mn (Y ))t ∈ R

n ,

podemos definir J : Rk −→ R dada por

J (v) = dist (M (v) , MY ) ,

na qual dist é uma medida de distância: por exemplo, podemos considerar uma
norma ‖•‖

Rn em Rn e definir dist (u, v) = ‖u− v‖
Rn . Neste caso, buscaremos

U = arg min
Rk

J .

A principal dificuldade neste problema reside na não convexidade de J : a
qualidade da aproximação depende da qualidade da minimização - caso o ponto
determinado numéricamente esteja longe de um ótimo global de J , a aproximação
não será de boa qualidade. Assim, é necessário utilizar métodos de otimização glo-
bal adaptados. Também devemos notar que o teorema de Levy garante somente a
convergência em lei, isto é, a aproximação correta das funções cumulativas e não
das variáveis. Na prática, a aproximação das variáveis exige geralmente uma exce-
lente qualidade na resolução do sistema de equações não lineares (ou do problema
de otimização global), enquanto que a aproximação da função cumulativa pode ser
obtida com menor esforço.

Exemplo 3.2.1 . Consideremos ainda Ω = (0, 1), P ((a, b)) = b − a (isto é,
P (dx) = ℓ (dx) na qual ℓ é a medida de Lebesgue), X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2.

Quando desejamos aproximar Y por um polinômio de grau 5 de X, mas a lei
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do par é desconhecida, devemos estimar os valores de Bi = E
(
Y X i

)
a partir

da amostra, o que introduz um erro. Por exemplo, eis os resultados obtidos para
diferentes valores de ns:

ns U
10 (−1.4309, 28.4332, 169.5479, 421.2838,−459.5838, 183.1038)
100 (−0.1089, 2.1753,−13.0411, 32.5765,−34.8053, 14.3105)
1000 (−0.0105, 0.2108,−1.2644, 3.1608,−2.4766, 1.3905)

Os resultados são apresentados no gráfico abaixo: como vemos, a aproximação
é de má qualidade e só começa a se aproximar dos valores exatos a partir de
100 pontos. A situação pode ser ainda mais complexa se a lei de X também

Figura 3.5: Aproximação polinomial com B estimada

for desconhecida. Neste caso, mesmo a matriz A deve ser estimada a partir da
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amostra: em tal situação, os resultados são os seguintes

ns U
10 (0.5230,−0.0748,−14.9273, 46.0987,−49.9426, 19.3635)
100 (0.4373,−0.0170,−15.6027, 51.8225,−59.8655, 24.2747)
1000 (0.4294,−0.0135,−15.4512, 51.4904,−59.6683, 24.2615)

Neste caso, os resultados são ruins mesmo para 1000 pontos: Uma alternativa

Figura 3.6: Aproximação polinomial com A e B estimadas

consiste en aproximar os n primeiros momentos de Y , como indicado. O resultado
para n = 5,minimizando a soma dos quadrados dos erros relativos (análogo a uma
distância do χ2), é mostrado na figura abaixo. A distância final entre os momentos
é de 1E − 13. Observemos que mesmo a densidade de probabilidade é aproximada
de forma relativamente correta.
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Figura 3.7: Aproximação utilizando os momentos

Figura 3.8: Aproximação utilizando os momentos

3.3 Aproximações baseadas em interpolações (co-
locação)

O fato de gerar uma amostra {(Xi, Yi) : i = 1, ..., ns} permite uma abordagem
alternativa: pode-se tentar construir

PY (X) =

k∑

j = 1

ujϕj (X) ∈ S

tal que
PY (Xi) = Yi , i = 1, ..., ns .

Neste caso, U = (u1, ..., uk)
t é a solução de um sistema linear

AU = B , Aij = ϕj (Xi) , Bi = Yi (1 ≤ i ≤ ns, 1 ≤ j ≤ k).

Este sistema conta com ns equações para k incógnitas. Quando ns > k, o
número de equações é superior ao número de incógnitas: o sistema é sobrede-
terminado e devemos determinar soluções generalizadas, tais como, por exemplo,
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soluções por mı́nimos quadrados - caso em que a solução pode ser interpretada
como uma versão discreta da aproximação de tipo hilbertiano por uma base de
dimensão finita.

Dentro do mesmo ponto de vista, outras técnicas de interpolação podem ser
utilizadas, tais como aproximações de tipo splines ou, de forma geral, colocação
por intervalos - caso que pode ser interpretado como uma versão discreta das
aproximações hilbertianas baseadas em seqüências crescentes de subespaços de
dimensão finita.

A variedade das técnicas posśıveis impede toda śıntese rápida, mas o leitor pode
consultar a vasta literatura da área de interpolação para obter maiores informações.

Exemplo 3.3.1 . Consideremos ainda Ω = (0, 1), P ((a, b)) = b − a (isto é,
P (dx) = ℓ (dx) no qual ℓ é a medida de Lebesgue), X (ω) =

√
ω e Y (ω) = ω2.

Quando desejamos aproximar Y por um polinômio de grau 5 de X, uma idéia
simples consiste em gerar uma amostra (Xi, Yi) para valores convenientemente
escolhidos de X. Podemos em seguida interpolar os valores de Y . Por exemplo,
consideremos uma partição uniforme de Ω : ωi = ih, 0 ≤ i ≤ np, h = 1/np e os
valores correspondentes de Xi = X

(
ωi
)
e de Yi = Y

(
ωi
)
. Para um polinômio de

grau d = 5, temos

U = (−0.0000, 0.0000, − 0.0000, 0.0000, 1.0000, 0.0000)

Os resultados são mostrados nos gráficos abaixo.

Figura 3.9: Aproximação por interpolação

Figura 3.10: Aproximação por interpolação



Caṕıtulo 4

Sistemas Lineares Incertos

Neste caṕıtulo, consideramos problemas usuais associados a uma matriz quadrada
de dimensões n× n, denotada A = (Aij) ∈M(n, n), tais como

• resolução de sistemas lineares

AX = B,

onde B =(Bi) ∈ M(n, 1) é um vetor dado de dimensão n× 1 e X =(Xi) ∈
M(n, 1) é o n× 1 vetor incógnita a ser determinado vector (situações onde
A não é quadrada, mas retangular, podem ser tratadas por outros métodos
- tais como, por exemplo, mı́nimos quadrados);

• determinação de autovetores e autovalores:

X 6= 0 and AX = λX ,

onde λ é un número real desconhecido e X é um vetor de dimensão n × 1,
também desconhecido.

Examinaremos aqui duas situações básicas e distintas:

• Na primeira situação, consideramos que A ou B contêm incertezas geradas
por um vetor aleatório v - i.e., A = A(v), B = B(v) - e desejamos determi-
nar a distribuição de probabilidades, ou estat́ısticas, da solução X;

• na segunda, A e B são deterministas, mas não estamos interessados em
determinar a solução completa X: somente alguns componentes de X nos
interessam.
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Lembremos que existem métodos clássicos para tratar a primeira situação,
geralmente baseados no condicionamento de A, ou sua sensibilidade, mas tais
métodos não produzem informações sobre a distribuição de probabilidades de X.
Por exemplo, o condicionamento de A é caracterizado por (Cf., por exemplo, [21]
)

cond (A) = ‖A‖
∥∥A−1

∥∥

e verifica (Cf., por exemplo, [21] )

‖∆X‖
‖X‖ ≤ cond (A)

‖∆B‖
‖B‖ if A (∆X) = ∆B .

Esta desigualdade permite estimar o erro ∆X em X quando um erro ∆B afeta
B. Como observado, cond (A) não traz informações sobre a distribuição de X. De
maneira análoga, para variações infinitesimais de A (Cf., por exemplo, [21] ):

‖dλ‖ ≤ cond (A) ‖dA‖ .

Da mesma forma que a desigualdade precedente, esta última equação não nos
dá informações sobre a distribuição de λ.

4.1 Representação de soluções de sistemas linea-
res incertos

Nesta seção, consideramos o sistema linear

AX = B,

ondeA = (Aij) ∈M(n, n) é uma matriz quadrada n×n,B =(Bi) ∈ M(n, 1) é um
vetor de dimensão n× 1 e X =(Xi) ∈ M(n, 1) é o vetor de incógnitas. Supomos
que existe um vetor aleatório v = (v1, ..., vnr) tal que A = A(v), B = B(v). Nosso
objetivo é a determinação numérica da distribuição de probabilidades de X em três
situações:

• quando a distribuição de v é conhecida e, além disto, as funções v −→ A(v)
e v −→ B(v) são conhecidas

• quando somente uma amostra de v é dada, mas as funções v −→ A(v) e
v −→ B(v) são conhecidas

• quando somente uma amostra do par (A,B) é dada
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Em todas estas situações, o objetivo pode ser atingido através da construção
de uma aproximação PX de X num subespaço de variáveis aleatórias conveni-
entemente escolhidos. Por exemplo, se os componentes vi tomam seus valores
no intervalo Ω = (a, b), podemos utilizar o procedimento introduzido na seção 3:
consideremos uma famı́lia total F = {ϕk}k⊂N

do espaço funcional L2 (Ω) e uma
aproximação PX pertencente ao subespaço de dimensão finita

S =
[{
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
}]n

=
{

NX∑

k=1

Dkϕk (ξ) : Dk ∈ R
n, 1 ≤ k ≤ NX

}
,

(4.1.1)

onde NX ∈ N∗ e ξ é uma variável aleatória conveniente. Consideremos ϕ (ξ) =(
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
)t ∈ M(NX , 1). Então :

Y ∈ S⇐⇒ Y = Dϕ (ξ) , D = (Dij) ∈M(n,NX) .

Assim,
PX = χϕ (ξ) , (4.1.2)

onde χ =
(
χij

)
∈ M(n,NX) são coeficientes desconhecidos, a determinar. Uma

vez calculada χ, podemos construir

PX =

NX∑

k=1

χkϕk (ξ)

(
i.e., (PX)j =

NX∑

k=0

χjkϕk (v)

)
. (4.1.3)

4.1.1 Caso de distribuições conhecidas.

Nesta seção, consideramos a situação onde a distribuição de v e as funções v −→
A(v) e v −→ B(v) são dadas.

Como observado precedentemente (Cf. caṕıtulo 3), uma variável conveniente é
ξ = v. Suponhamos que v toma seus valores em Ω ⊂ Rnr eX (v) ∈ V =

[
L2 (Ω)

]n
.

Neste caso, seja F = {ϕk}k⊂N
uma famı́lia total do espaço funcional L2 (Ω). Temos

(Y,AX) = E
(
YtAX

)
= E

(
YtB

)
= (Y,B) , ∀ Y ∈ V

e X é a solução da equação variacional

X ∈ V e E
(
YtAX

)
= E

(
YtB

)
, ∀ Y ∈ V . (4.1.4)

Esta equação é aproximada por

PX ∈ S e E
(
YtA (PX)

)
= E

(
YtB

)
, ∀ Y ∈ S . (4.1.5)
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Dado que (da Eq. (4.1.2)),

A (PX) = ACϕ (v) ,

temos

E
(
ϕ (v)t DtAχϕ (v)

)
= E

(
ϕ (v)t DtB

)
, ∀ D ∈ M(n, p) . (4.1.6)

Thus

E
(
ϕ (v)

t
DtAχϕ (v)

)
=

n∑

i,j=1

NX∑

k,m=1

E
(
ϕm (v)DimAijχjkϕk (v)

)

e

E
(
ϕ (v)

t
DtB

)
=

n∑

i=1

NX∑

m=1

E (ϕm (v)DimBi) .

Assim, tomando Dim = δirδms na Eq. (4.1.6), temos, para 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤
NX

n∑

j=1

NX∑

k=1

E
(
ϕs (v)Arjχjkϕk (v)

)
= E (ϕs (v)Br) .

Introduzindo a notação

Arsjk = E (ϕs (v)Arjϕk (v)) , Brs = E (ϕs (v)Br) , (4.1.7)

temos
n∑

j=1

NX∑

k=1

Arsjkχjk = Brs , 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ p .

Estas equações formam um sistema linear: consideremos

ind(j, k) = (k − 1)n+ j

e as matrizes M = (Mαβ) ∈ M(nNX , nNX), U = (Uβ) ∈ M(nNX , 1), N =
(Nα) ∈M(nNX , 1) by

Mαβ = Arsjk , Nα = Brs , Uβ = χjk , α = ind(r, s), β = ind(j, k) .

Então, temos
MU = N . (4.1.8)

A resolução deste sistema linear determina U e, por conseguinte, χ.
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Exemplo 4.1.1 . .- Consideremos a situação na qual v =(v1) é uniformemente
distribuida em (−1, 1): sua densidade é

f (v) =

{
1/2, if − 1 < v < 1
0, nos demais casos.

Consideremos

A(v) =

(
2v1 + 3 v1 + 3
v1 + 1 v1 + 2

)
, B(v) =

(
v1
1

)
.

Neste,
det(A) = v21 + 3v1 + 3 ≥ 1

and

X =
1

v21 + 3v1 + 3

(
v21 + v1 − 3
−v21 + v1 + 3

)
.

O método apresentado é aplicado com uma base polinomial

ϕk(v) =

(
v + 1

2

)k−1

.

Os resultados obtidos para p = 5 se encontram na Figura 4.1. O erro quadrático
médio relativo é de 0.5 % .

Figura 4.1: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.1

Exemplo 4.1.2 . .- Consideremos uma barra - i.e., uma estrutura para qual
utilizamos um modelo de meio cont́ınuo unidimensional com a geometria de um
segmento e para o qual somente movimentos longitudinais são admisśıveis. Uma
barra de comprimento ℓ > 0 é descrita por uma variável s ∈ (0, ℓ) cujo campo de
deslocamentos é uma função x : (0, ℓ) −→ R. O comportamento mec̈ı¿1

2nico da
barra é caracterizado por seu módulo de elasticidade E , sua densidade ρ e sua
seção reta S. O equiĺıbrio da barra sob a ação da gravidade g e um carregamento
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representado por uma força F aplicada a uma de suas extremidades é descrito pela
equação

d

ds

(
ES

dx

ds

)
+ ρSg = 0 on (0, ℓ) , ES

dx

ds
(ℓ) = F , x (0) = 0 .

Para estruturas reais, todos esses parâmetros variam: E, S, ρ, F devem ser consi-
derados como variáveis aleatórias tendo seus valores distribúıdos sobre intervalos
dados. Além disto, podem existir uma variabilidade interna (valores diferentes
entre dois pontos da mesma estrutura) e variabilidade externa (valores diferentes
para duas estruturas a priori identicas). Por exemplo, as estruturas de madeira
apresentam uma variabilidade interna para uma dada árvore e variabilidade ex-
terna para árvores diferentes.

Quando a resolução das equações da barra é efetuada através de elementos
finitos, o intervalo (0, ℓ) é discretizado em n subintervalos de comprimento h =
ℓ/n correspondendo aos nós si = ih, 0 ≤ i ≤ n. As incógnitas são os valores
aproximados Xi ≈ x (si), para 1 ≤ i ≤ n, os quais satisfazem o sistema linear
AX = B, onde a matriz de rigidez A é constrúıda através da montagem das
matrizes de rigidez de cada elemento Ii, enquanto B resulta da montagem das
matrizes de massa e força elementares de cada elemento Ii.

Para analizar os efeitos da variabilidade externa, podemos considerar F como
determinista e E, S, ρ como constantes para cada estrutura, mas variando de uma
estrutura a outra. Neste caso, temos

A =
ES

h




2 −1 0 ... ... 0
−1 2 −1 0 ... ...
0 −1 ... ... 0 0
... 0 ... 0 2 −1
0 ... ... 0 −1 1




,

B =
ρSgh

2




2
2
...
2
1



−




0
0
...
0
F




,

onde E, S e ρ são variáveis aleatórias. Tomando v = (v1, v2), v1 = ES, v2 = ρS,
esta situação corresponde ao caso estudado nesta seção. Por exemplo, suponhamos
que cada vi é uma variável aleatória independente, de lei uniforme sobre um in-
tervalo (ai, bi). Consideremos dois inteiros estritamente positivos n1 > 0, n2 > 0
e as funções dadas por (0 ≤ r ≤ n1, 0 ≤ s ≤ n2)

ϕk(v) =

(
v1 − a1
b1 − a1

)r (
v2 − a2
b2 − a2

)s

, k = sn1 + r . (4.1.9)
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O procedimento introduzido nesta seção pode ser aplicado. Por exemplo, tome-
mos a1 = 2.2 MN, b1 = 2.7 MN , a2 = 0.11 kN/m, b2 = 0.14 kN/m, F = 1 kN ,
ℓ = 5 m. Utilizando n1 = n2 = 3, n = 10, obtemos os resultados da Figura 4.2. O
erro quadrático médio é inferior a 0.02% .

Figura 4.2: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.2 (variáveis independentes)

Todavia, as variáveis E e ρ não são independentes. Na verdade, a análise de
amostras de madeira frequentemente mostram uma correlação significativa entre
elas, de modo que pode ser interessante utilizar uma representação de E como
função de ρ. Quando uma amostra dos pares (u, ρ) pode ser disponibilizada, estes
dados podem ser utilizados para construir uma função E = E (ρ) (Cf. caṕıtulo 3).
Por exemplo, suponhamos que E ≈ (1840 + 15ρ)×106 em unidades SI. Neste caso,
a única variável aleatória a ser considerada é v = (v1), v1 = ρS. Suponhamos
que esta variável segue uma lei uniforme sobre (a, b), a = 0.11 kN/m, b = 0.14
kN/m,F = 1 kN , ℓ = 5 m. Podemos aplicar o método exposto com uma base
polinomial

ϕk(v) =

(
v + a

b− a

)k−1

.

Os resultados obtidos para n = 10, p = 5 se encontram na Figura 4.3. O erro
quadrático médio é inferior a 1E − 5%.
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Figura 4.3: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.2 (E como função de ρ)

A variabilidade interna pode ser analisada de mesma maneira.

4.1.2 Caso de distribuições desconhecidas

Quando há variáveis cujas densidades não são conhecidas, as médias que aparecem
nas equações definindo as matrizes M e N do sistema linear para a determinação
dos coeficientes χ da projeção PX não podem ser avaliados exatamente e neces-
sitamos uma amostra: as médias aparecendo na Eq. (4.1.7) devem ser estimadas
através de uma amostra para permitir a construção do sistema linear (4.1.8). Por
exemplo, os valores desconhecidos podem ser estimados utilizando uma amostra( (

v1,A1,B1
)
, ...,(vns,Ans,Bns)

)
de ns valores da tripla (v,A,B):

Arsjk ≈
1

ns

ns∑

i=1

ϕs

(
vi
)
Ai

rjϕk

(
vi
)
, Brs ≈

1

ns

ns∑

i=1

ϕs

(
vi
)
Bi

r .

Caso as funções v −→ A(v) e v −→ B(v) sejam conhecidas de maneira
expĺıcita, todos os valores podem ser estimados a partir de uma amostra

(
v1, ...,vns

)

de ns valores de v:

Arsjk ≈
1

ns

ns∑

i=1

ϕs

(
vi
)
Arj

(
vi
)
ϕk

(
vi
)
,

Brs ≈
1

ns

ns∑

i=1

ϕs

(
vi
)
Br

(
vi
)
.

Uma vez calculadas as estimações acima, o procedimento é o mesmo que na
seção precedente: a resolução do sistema (4.1.8) determina U e, por conseguinte,
C.
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Exemplo 4.1.3 . .- Consideremos novamente a situação estudada no exemplo
4.1.1 : desta vez, supomos que a distribuição de v é desconhecida, mas que uma
amostra de ns valores de v é dispońıvel - para este exemplo, a amostra é gerada uti-
lizando a função interna rand de MATLAB: a instrução v = a+(b−a)∗rand(ns, 1);
gera um vetor de ns números reais de lei uniforme sobre (a, b). Os resultados ob-
tidos para p = 5, ns = 25 se encontram na Figura 4.4. O erro quadrático médio
relativo entre os dados e a a proximação é inferior a 0.5 % e a comparação com o
resultado exato leva a um resultado análogo.

Figura 4.4: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.3 (amostra de 25 pontos
aleatórios)

A Figura 4.5 mostra os resultados obtidos para p = 5, ns = 100. O erro
quadrático médio relativo entre os dados e a aproximação é inferior a 0.5 % e a
comparação com o resultado exato leva a um resultado análogo.

Figura 4.5: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.3 (amostra de 100 pontos
aleatórios)

Como observado préviamente, é posśıvel utilizar uma grade uniforme, análoga
à fornecida por uma grade de pontos ≪de colocação≫ uniformemente distribúıdos:
por exemplo, quando consideramos ns = 11 pontos ≪de colocação≫ equidistribui-
dos, obtemos os resultados da Figura 4.6. O erro quadrático médio relativo é
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inferior a 0.6 % seja com relação aos dados seja com relação à solução exata.

Figura 4.6: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.3 (11 pontos equidistribúıdos)

Exemplo 4.1.4 . .- Consideremos a situação do exemplo 4.1.2 : de forma análoga
à do exemplo 4.1.3 , supomos que a distribuição de v é desconhecida, mas que
dispomos de ns realizações da variável v - para este exemplo, geramos a amostra
da mesma forma que no exemplo precedente. Os resultados obtidos para a1 = 2.2
MN, b1 = 2.7 MN , a2 = 0.11 kN/m, b2 = 0.14 kN/m, F = 1 kN , ℓ = 5 m,
n1 = n2 = 3, n = 10, ns = 100 são exibidos na Figura 4.7. O erro quadrático
médio relativo é inferior a 0.02% .

Figura 4.7: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.4 (amostra de 100 pontos
aleatório)

Quando utilizamos uma grade uniforme de 36 pontos, o erro quadrático médio
relativo continua inferior a 0.02%. Os resultados se encontram na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.4 (grade uniforme de 36 pontos)

A situação é análoga quando consideramos E como função de ρ. Com os
mesmos parâmetros do exemplo 4.1.2 , uma amostra de 11 pontos uniformemente
repartidos de ρ leva aos resultados da Figura 4.9, com um erro quadrático médio
relativo de 1E − 5 % na comparação com os dados e com a solução exata.

Figura 4.9: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.4 (11 pontos equidistribúıdos)

Como no caso precedente, a variabilidade interna pode ser estudada da mesma
maneira.
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4.2 Representação de autovalores e autovetores
de matrices incertas

Nesta seção, consideramos a determinação dos pares (λi, Xi), onde λi é um auto-
valor e Xi é um autovetor da matriz quadrada A = (Aij) ∈ M(n, n).

AXi = λiXi , Xi 6= 0 .

Para aliviar a notação, não escreveremos mais o ı́ndice i e utilizaremos a
notação X em lugar de Xi, λ em lugar de λi: o leitor deve ter em mente que
a construção apresentada trata de n autovalores e autovetores. Além disto, utili-
zaremos ‖y‖ =

√
yt.y para um vetor y ∈ Rn.

Supomos que a matriz A depende de um vetor aleatório
v = (v1, ..., vnr) (i. e., A = A(v), onde v é aleatório).

Autovalores e autovetores de matrizes aleatórias são estudados na literatura,
através de procedimentos e enfoques variados. Por exemplo: análise dos autova-
lores e dos autovetores de matrizes aleatórias e de sua distribuição em diversos
casos (Cf., por exemplo, [33, 19, 41]), construção de estimadores e obtençao de
estat́ısticas (Cf., por exemplo, [11, 77, 78]), decomposições polinomiais para a de-
terminação dos coeficientes de caos polinomiais associados a variáveis aleatórias
(Cf., for instance, [58, 59, 60, 61]), análise de sistemas dinâmicos cont́ınuos (Cf.,
por exemplo, [51, 50, 20]). No que segue, consideramos os métodos clássicos de re-
presentação, baseados nas técnicas de colocação, ajuste de momentos ou projeção,
mas consideramos também a adaptação de métodos clássicos para a determinação
numérica de autovalores e autovetores, tais como, por exemplo, Potências itera-
das, Subespaços iterados, Iterações de Krylov. De forma coerente com a apre-
sentação dada no caṕıtulo 3 , os autovalores e os autovetores estudados são consi-
derados como funções desconhecidas das variáveis aleatórias consideradas – temos
λ = λ(v) e X = X(v) – e uma representação formal em termos de uma série destas
mesmas variáveis é utilizada para aproximar estas funções e reduzir o problema à
determinação dos coeficientes da série: De maneira análoga a das seções preceden-
tes, consideramos também situações onde somente uma amostra é dispońıvel.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que os autoalores e autovetores estu-
dados são inteiramente reais, isto é, que suas partes complexas são nulas (os pro-
cedimentos são análogos no caso complexo, bastando substituir R por C). Como
indicado acima, consideramos uma aproximação PX correspondendo a uma série
truncada da forma (Cf. Eqs. (4.1.1)-(4.1.3)):

PX ∈ SX =
[{
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
}]n

=
{

NX∑

k=1

Dkϕk (ξ) : Dk ∈ R
n, 1 ≤ k ≤ NX

}
,
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De forma análoga, consideramos Pλ tal que

Pλ ∈ Sλ =
[{
ψ1 (ξ) , ..., ψq (ξ)

}]
=

{
Nλ∑

k=1

Dkψk (ξ) : Dk ∈ R, 1 ≤ k ≤ Nλ

}
,

PX =

NX∑

k=1

χkϕk (ξ) , Pλ =

Nλ∑

k=1

ℓkψk (ξ) (4.2.10)

Tomando ϕ (ξ) =
(
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
)t ∈M(NX , 1) e

ψ (ξ) =
(
ψ1 (ξ) , ..., ψNλ

(ξ)
)t ∈ M(Nλ, 1), temos

PX = χϕ (ξ) and Pλ = ℓψ (ξ) , (4.2.11)

onde χ =
(
χij

)
∈ M(n,NX) and ℓ = (ℓi) ∈ M(1, Nλ) são as incógnitas a

determinar.
Na prática, a mesma famı́lia e o mesmo grau de aproximação podem ser utili-

zados para os dois elementos X e λ.

4.2.1 Determinação da distribuição de um autovalor ou au-
tovetor por colocação

A forma mais simples para determinar uma aproximação da distribuição de um
dado autovalor (ou autovetor) consiste em utilizar uma amostra da variável es-
tudada para interpolar uma projeção. Por exemplo, suponhamos que estamos
interessados no autovalor dominante: se temos à nossa disposição uma amostra
S = (ξ1, ..., ξns) de ns realizações de ξ (ou se é posśıvel obter uma tal amostra),
podemos utilizá-la para gerar uma amostra do autovalor dominante λ e, então, de-
terminar os valores de ℓ correspondendo à melhor aproximação da forma dada na
Eq. (4.2.11) para os dados correspondentes à amostra

(
λ1, ..., λns

)
. Por exemplo,

podemos considerar o sistema linear para determinar os coeficientes

λi = Pλ(ξi) = ℓψ (ξi) (i = 1, . . . , ns) .

Este sistema se escreve na forma

Lℓ = λ, Lij = ψj (ξi)

e é geralmente sobredeterminado (mais equações do que incógnitas). No sentido
dos mı́nimos quadrados, com um coeficiente de regularização de Tikhonov ε > 0,
temos (

LtL+ εId
)
ℓ = Ltλ .
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Exemplo 4.2.1 . Consideremos uma única variável aleatória v = u2 ∈ R, u uni-
formemente distribúıda em (0, 2) e a matriz aleatória

A(v) =
(

cos
(
π
2 v
)
− sin

(
π
2v
)

sin
(
π
2 v
)

cos
(
π
2 v
)
)(

2− v 0
0 v

)(
cos
(
π
2 v
)

sin
(
π
2 v
)

− sin
(
π
2v
)

cos
(
π
2 v
)
)
.

(4.2.12)

Os autovalores de A são 2− v e v. Assim

λ =

{
2− v, se 0 < v < 1;
v, se 1 < v < 4.

; λ =

{
v, se 0 < v < 1;

2− v, se 1 < v < 2.
. (4.2.13)

Neste caso, a função cumulativa exata do valor próprio dominante é

Fλ(λ) =

{
1
2

(√
λ−
√
2− λ

)
, se 1 < λ < 2;

1
2

√
λ, se 2 < v < 4.

. (4.2.14)

Seja (v1, ..., vns) uma amostra de ns realizações de v conduzindo aos valores próprios
(λ1, ..., λns)i. Podemos utilizar estes valores para determinar a solução do sistema
linear

λi = Pλ(vi) = ℓψ (vi) .

Este sistema é, em geral, sobredeterminado (mais equações do que incógnitas.
Os resultados obtidos com uma amostra de ns = 21 realizações são dados nas
Figs. (4.10) (resultados correspondendo a um coeficiente de regularização de Tikho-
nov nulo) e (4.11) (resultados correspondendo a um coeficiente de regularização
de Tikhonov igual a 1E − 3). A figura do lado esquerdo compara a variável λ à
projeção Pλ, enquanto que a figura do lado direito compara a função cumulativa
da projeção à função cumulativa exata. A aproximação utilizada é um polinômio
de grau 8. Os resultados obtidos utilizando uma amostra vi = u2i gerada por pontos
(u1, ..., uns) equidistribúıdos é dada na Fig. (4.12).

Figura 4.10: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (amostra aleatória de 21 pontos)
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Se estivermos interessados nos autovetores, podemos considerar uma amostra
de pares

(
λi,Xi

)
tais que

∥∥Xi

∥∥ = 1 e max {Xi.e1,Xi.e} > 0. Podemos então
aplicar o procedimento apresentado, aproximando os autovetores pela expressão
da Eq. (4.1.3). Um exemplo de resultado é dado na Fig. (4.13) - para obtê-los,
utilizamos ns = 51 valores equidistribúıdos de u e uma base trigonométrica com
NX = 23.

Figura 4.11: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (amostra de 21 pontos
aleatórios)

Figura 4.12: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (21 pontos equidistribúıdos)

4.2.2 Determinação da distribuição de autovetores ou auto-
valores por ajuste de momentos

Uma variante do método precedente consiste em utilizar uma amostra Λ = (λ1, ..., λns)
para construir uma representação utilizando o método do ajuste de momentos
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(moment matching method): a amostra permite calcular os momentos emṕıricos

Me =
(
M e

1 , ...,M
e
q

)
,M e

i =
1

ns

ns∑

j=1

(
λij
)

e aproximados

Ma(ℓ) =
(
Ma

1 , ...,M
a
q

)
,Ma

i =
1

ns

ns∑

j=1

(
λ(vj

i)
)
.

Estes valores podem ser utilizados para ajustar os momentos: é posśıvel seja re-
solver as equações não lineares Ma(ℓ) = Me seja minimisar uma função objetivo
medindo uma pseudo-distância d (Ma(ℓ),Me).

Figura 4.13: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (51 pontos equidistribúıdos)

Exemplo 4.2.2 . Consideremos a situação descrita no exemplo 4.2.1 . Testemos
quatro métodos de ajuste: minimização do erro relativo, minimização da soma dos
erros relativos, minimização do erro absoluto, resolução numérica do sistema não
linear (Cf. também seção 3.2). Os resultados correspondendo a uma amostra de
ns = 21 pontos se encontram na Fig. 4.14: podemos observar que o autovalor não
é bem aproximado, mas somente a função cumulativa - como observado na seção
3.2. Os resultados obtidos com uma amostra de ns = 21 valores equidistribúıdos
de u se encontram na Fig. 4.15. Enfim, os resultados obtidos com 51valores
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equidistribúıdos de u se encontram na Fig. 4.16. Em todos os casos, os melhores
resultados foram obtidos através da resolução do sistema não linear.

Figura 4.14: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.2 (21 pontos aleatórios)

Figura 4.15: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.2 (21 pontos equidistribúıdos)

Figura 4.16: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.2 (51 pontos equidistribúıdos)
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4.2.3 Representação dos autovalores extremos através de
otimização

Seja F : Rn −→ R dada por

F (X) = Xt.A.X
/

Xt.X . (4.2.15)

F é o quociente de Rayleigh associado à matriz A. Seu mı́nimo coincide com
o menor valor próprio λ de A e é atingido quando X é um autovetor associado
a λ (Cf., por exemplo [39]). De forma análoga, seu máximo coincide com o valor
próprio dominante λ da matriz A e é atingido quando X é um autovetor que lhe
é associado.

O quociente de Rayleigh fornece um método alternativo para a determinação
numérica da distribuição dos autovalores extremos, através da maximização ou
minimização de E (F (PX)). Por exemplo, podemos utilizar a representação dada
nas Eqs.(4.2.10)-(4.2.11), definirmos

f (χ) = E (F (χϕ (ξ))) . (4.2.16)

e determinarmos numéricamente χ tal que f seja mı́nimo ou máximo: a solução
define PX - a otimização pode ser realizada utilizando, por exemplo, os métodos
apresentados em [49]. Além disto, por um lado, o mı́nimo ou máximo pode ser
limitado a uma bola χt

i.χi ≤ r, (r > 0) e, por outro lado, decomposições em
valores singulares (SVD) podem ser utilizadas: se A(v) = W(v)S(v)U(v)

t
, com

W(v)
t
W(v) = U(v)

t
U(v) = Id, então, para B(v) = U(v)

t
W(v)S(v) e Y =

U(v)
t
X ,

F (X) = G(Y) = Yt.B.Y
/

Yt.Y . (4.2.17)

e B pode ser utilizada em lugar de A. O algoritmo correspondente se escreve

Algorithm 1 Otimização do quociente de Rayleigh

Require: NX > 0, kmax > 0, precmin > 0, χ(0) ∈M(n,NX);
Require: uma amostra vs de ns realizações de v;
Require: um método de minimização de f ;
gerar : χ minimizando f (Eq. 4.2.16);
gerar : PX associado a χ;
λ := PXt.A.PX

/
PXt.PX;

return PX, λ

Uma alternativa consiste em utilizar a minimização do quociente de Rayleigh
para gerar uma amostra de λ ou λ e utilizar em seguida um procedimento de
colocação:
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• ou minimizar fi (χ) = F (χϕ (vi))) para cada i: cada minimização produz
uma realização λi de λ.

• ou minimizar Fi (X) = Xt.A (vi).X
/

Xt.X para cada i: também neste

caso, cada minimização produz uma realização λi de λ.

Exemplo 4.2.3 . Consideremos a situação descrita no exemplo 4.2.1 estamos in-
teressados na determinação dos autovalores extremos (mı́nimo e máximo), o que
corresponde à minimização e à maximização do quociente de Rayleigh (Eq (4.2.17).
Utilizamos a técnica apresentada em [49], com uma amostra de ns = 21 valores
equidistantes de u. Os resultados obtidos se encontram nas Figs. 4.17 e 4.18 ,
respectivamente.

Figura 4.17: Menor autovalor no Exemplo 4.2.3 (21 pontos equidistantes)

Figura 4.18: Maior autovalor no Exemplo 4.2.3 (21 pontos equidistantes)

4.2.4 Potências iteradas

Um segundo método clássico para a determinação do valor próprio dominante
quando A possue n autovalores distintos é o método das potências iteradas, o qual
consiste em iterações partindo de um vetor inicial X(0):
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X(k+1) = T(k+1)
/ ∥∥∥T(k+1)

∥∥∥ , T(k+1) = A.X(k) . (4.2.18)

Consideremos a representação introduzida nas Eqs. (4.2.10)-(4.2.11): definimos
X(k+1)(v) = χ(k+1)ϕ(v) e, de forma análoga,

T(k+1) = τ (k+1)ϕ(v).

Então, temos

NX∑

j=1

τ
(k+1)
pj ϕj(v) =

NX∑

j=1

n∑

q=1

Apq(v)χ
(k)
qj ϕj(U) . (4.2.19)

Multiplicando ambos os lados por ϕi(v), obtemos

NX∑

j=1

τ
(k+1)
pj ϕj(v)ϕi(v) =

NX∑

j=1

n∑

q=1

Apq(v)χ
(k)
qj ϕj(v)ϕi(v) . (4.2.20)

e tomando a média em ambos os lados, resulta

NX∑

j=1

n∑

q=1

Cpiqjτ (k+1)
qj =

NX∑

j=1

n∑

q=1

Dpiqj(v)χ
(k)
qj , (4.2.21)

onde

Cpiqj = E
(
δpqϕi(v)ϕj(v)

)
, Dpiqj = E

(
Apq(v)ϕi(v)ϕj(v)

)
. (4.2.22)

Utilizando a transformação ind(a, b) = a + (b − 1)NX , podemos definir, para
r = ind(p, i) e s = ind(q, j),

Crs = Cpiqj , Drs = Dpiqj , t
(k+1)
s = τ

(k+1)
qj , x(k)s = χ

(k)
qj . (4.2.23)

e a Eq. (4.2.22) se escreve

Ct(k+1) = Dx(k) . (4.2.24)

Uma vez calculado t(k+1), podemos normalizá-lo e definir

x(k+1) = t(k+1)
/ ∥∥∥t(k+1)

∥∥∥ , χ
(k+1)
qj = x(k+1)

s . (4.2.25)

As Eqs. (4.2.24)-(4.2.25) definem as iterações : X(k) é dado, o que determina(
χ(k)

)
e, por conseguinte, x(k) e t(k+1) através da (Eq. (4.2.24). Então, x(k+1)
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e
(
χ

(k+1)
1 , ...,χ

(k+1)
NX

)
são determinados pela Eq. (4.2.25), a qual fornece X(k+1).

No final das iterações, o valor próprio é aproximado pelo quociente de Rayleigh
dado na Eq. (4.2.15): λ ≈ F (X). Ainda neste caso, decomposições em valores
singulares podem ser utilizadas: A(v) pode ser substitúıda por B(v).

Técnicas de deflação também podem ser utilizadas para construir outros auto-

valores : uma vez X e λ determinados, podemos considerar Ã = A − λX.Xt
/

Xt.X. Então o valor próprio dominante de Ã é o segundo maior autovalor de A
e o procedimento eposto pode ser aplicado a Ã.

Enfim, notemos que é posśıvel determinar o autovalor mı́nimo utilizando a
inversa A−1 de A em lugar desta última. Na prática, não é necessário inverter a
matriz: basta utilizar as iterações ditas inversas: A.T(k+1) = X(k), o que leva a
Dt(k+1) = Cx(k) em lugar da Eq. (4.2.24).

O algoritmo correspondente a este método é o seguinte:

Algorithm 2 Potências iteradas

Require: NX > 0, kmax > 0, precmin > 0, χ(0) ∈M(n,NX);
local : k, prec, t, xnew;
gerar : C e D;
gerar : x(0) associado a χ(0);
k := 0;
x := x(0);
prec := precmin+ 1;
while k < kmax and prec > precmin do
determinar t : Ct := D.x (ou Dt := C.x para as iterações inversas);
xnew := t

/
‖t‖;

prec := ‖xnew − x‖;
x := xnew;
k := k + 1;

end while
gerar : χ associated to x;
gerar : PX associated to χ;
λ := PXt.A.PX

/
PXt.PX;

return X, λ

Como no caso precedente, uma alternativa consiste em utilizar este método
para gerar uma amostra de autovalores e aplicar um procedimento de colocação.

Exemplo 4.2.4 . Consideremos a situação descrita no exemplo 4.2.1 . Os resulta-
dos obtidos para os autovalores mı́nimo e máximo se encontram nas Figs. (4.19)-
(4.22). Nas Figs. (4.19) e (4.20), os produtos escalares foram calculados através
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de integração numérica utilizando a função interna quad de MATLAB. Nas Figs.
(4.21) e (4.22), as médias foram estimadas utilizando uma amostra equidistribuida
de valores de u.

Figura 4.19: Menor autovalor no Exemplo 4.2.4 (integração numérica)

Figura 4.20: Maior autovalor no Exemplo 4.2.4 (integração numérica)

Figura 4.21: Menor autovalor no Exemplo 4.2.4 (21 pontos equidistantes)
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Figura 4.22: Maior autovalor no Exemplo 4.2.4 (21 pontos equidistantes)

4.2.5 Subespaços iterados, ou iterações de Krylov

Uma generalização simples do método das potências iteradas consiste em utilizar
não apenas um, mas um conjunto de vetores iniciais: consideramos não um ve-

tor, mas o conjunto S(0) =
{
X

(0)
1 , ...,X

(0)
kd

}
de kd vetores iniciais. S(0) pode ser

constrúıdo de forma a ser ortonormal - por exemplo, através da aplicação da or-

tonormalização de Gram-Schmidt ao conjunto S(0) =
{
X (0)

1 , ...,X (0)
kd

}
, dado pelo

utilizador. Alguns métodos usuais para a construção de S(0) são os seguintes:

• escolha aleatória,

• autovetores de uma matriz auxiliar,

• vetores de Krylov: X (0)
1 é dado e X (0)

i+1 = A.X (0)
i .

No passo k, S(k) =
{
X

(k)
1 , ...,X

(k)
kd

}
é dado e

S(k+1) =
{
X

(k+1)
1 , ...,X

(k+1)
kd

}

é obtido através da ortonormalização de Gram-Schmidt do conjunto S(k+1) ={
X (k+1)

1 , ...,X (k+1)
kd

}
, o qual é obtido através da aplicação de uma iteração do

método das potencias iteradas aos elementos de S(k): X (k+1)
i é obtido pela aplicação

do procedimento correspondente às Eqs. (4.2.23)-(4.2.24) a X
(k)
i . O algoritmo cor-

respondente a este método é o seguinte:
Como nos casos precedentes, podemos empregar decomposi– ções em valores

singulares (SVD) e substituir (A(v) por B(v)) definida acima. Além disto, da
mesma maneira que nos casos acima, é possivel utilizar este procedimento para
gerar uma amostra de autovalores ou autovetores destinada a um procedimento
de colocação.
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Algorithm 3 Subspaços iterados

Require: kmax > 0, precmin > 0, χ(0) ∈M(n,NX);
Require: NX > 0, kmax > 0, precmin > 0, np > 0;
local : k, prec, t, xnew;
gerar : C e D;
gerar T 0 = {χ(0)

1 , . . . ,χ
(0)
np } ⊂ M(n,NX);

for i := 1 to np do

gerar : t
(0)
i associado a χ

(0)
i ;

end for
gerar S0 = {x(0)

1 , . . . ,x
(0)
np } pela ortonormalização de Gram-Schmidt de

{t(0)1 , . . . , t
(0)
np };

k := 0;
prec := precmin+ 1;
while k < kmax and prec > precmin do
for i := 1 a np do

gerar : x associado a χ
(k)
i ;

determinar t : Ct := D.x;
gerar : χ associado a t;

η
(k)
i := η;

end for
gerar T k = {η(k)1 , . . . ,η

(k)
np };

gerar S(k+1) = {χ(k+1)
1 , . . . ,χ

(k+1)
np } pela ortonormalização de Gram-

Schmidt de T k;
prec := 0;
for i := 1 a np do

prec := prec+
∥∥∥χ(k+1)

i − χ(k)
i

∥∥∥;
end for;
k := k + 1;

end while
for i := 1 a np do

gerar : PXi associado a χ
(k+1)
i ;

λi := PXi
t.A.PXi

/
PXi

t.PXi;
end for
return X1, . . . ,Xnp, λ1, . . . , λnp
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Exemplo 4.2.5 . Consideremos ainda a situação descrita no exemplo 4.2.1 . De-
sejamos determinar simultaneamente os autovalores mı́nimo e máximo utilizando
o conjunto inicial de Krylov. Dos resultados obtidos se encontram nas Figs. 4.23
e 4.26 , respectivamente. Nas Figs. (4.23) e (4.24), os produtos escalares fo-
ram calculados através de integração numérica utilizando a função interna quad
de MATLAB. Nas Figs. (4.25) and (4.26) as médias foram estimadas utilizando
uma amostra equidistribúıda de valores de u.

Figura 4.23: Menor autovalor no Exemplo 4.2.5 (integração numérica)

Figura 4.24: Maior autovalor no Exemplo 4.2.5 (integração numérica)
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Figura 4.25: Menor autovalor no Exemplo 4.2.5 (21 pontos equidistantes)

Figura 4.26: Maior autovalor no Exemplo 4.2.5 (21 pontos equidistantes)

4.3 Métodos estocásticos para sistemas lineares
determińısticos

Sistemas lineares deterministas tem sido estudados na literatura de maneira ex-
tensa e profunda. Métodos eficientes de resolução são muito difundidos e podem
ser facilmente encontrados. Entretanto, os métodos existentes geralmente exigem
a resolução completa do sistema mesmo quando somente algumas das variáveis nos
interessam, isto é, a determinação total da solução é necessária mesmo quando so-
mente alguns componentes da solução nos interessam. Em algumas situações, a
determinação independente de alguns componentes da solução é posśıvel através
de métodos estocásticos. Eventualmente uma única variável pode ser determinada
sem passar pelas outras. A situação-modelo é a seguinte: consideremos o sistema
linear

AX = B, (4.3.26)
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onde X =(Xi) ∈ M(n, 1) é a incógnita; B =(Bi) ∈ M(n, 1) é um vetor e
A = (Aij) ∈ M(n, n) verifica

A = αId−Π, (4.3.27)

onde α > 1 é um número real e Π = (Πij) ∈M(n, n) é uma matriz tal que

πij ≥ 0 , ∀ i, j ;

n∑

j=1

πij = 1 , ∀ i (1 ≤ i, j ≤ n). (4.3.28)

Consideremos Ω = {1, ..., n}; uma função f : Ω −→ R, dada por

f(i) = Bi , i = 1, ..., n (4.3.29)

e uma sequência de variáveis aleatórias {Uk}k∈N
⊂ Ω tal que

P (Uk+1 = j | Uk = i) = Πij , ∀ k ∈ N ; U0 ∈ Ω ; (4.3.30)

e

∀ k ∈ N : P (Uk+1 = j | Uk = i, Uk−1 = ik−1, ..., U0 = i0 ) =

Πij , ∀ (j, i, ik−1, ..., i0) ∈ Ωk+2 ;
(4.3.31)

Seja
P0 = (P (U0 = i)) ∈ M(n, 1) .

Nosso objetivo é demonstrar o resultado seguinte:

Teorema 4.3.1 . Suponhamos satisfeitas as condições (4.3.26)-(4.3.31). Então

Xi =

+∞∑

k=0

1

αk
E (f (Uk) | U0 = i) .

Demonstração.-

1. Seja i ∈ Ω: se P (U0 = i) = 0, então

2. Mostremos que

P (Uk+1 = ik+1, Uk = ik, Uk−1 = ik−1, ..., U0 = i0) =

Πi0i1 Πi1i2 ...Πik+1ik P (U0 = i0),∀ (ik+1, ik, ik−1, ..., i0) ∈ Ωk+2

(4.3.32)
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A prova é feita por indução finita: para k = 0, consideremos os eventos
E = ”U1 = i1”; F = ”U0 = i0”. Temos

P (E | F ) = Πi0i1 ; P (F ) = P (U0 = i0) .

Lembrando que
P (E ∩ F ) = P (E | F ) .P (F ) ,

temos
P (U1 = i1, U0 = i0) = Πi0i1 P (U0 = i0).

Suponhamos, para a indução, que a Eq. (4.3.32) é satisfeita para o valor
k > 0. Tomando E = ”Uk+2 = ik+2”; F = ”Uk+1 = ik, Uk = ik, ..., U0 = i0”,
temos, da Eq. (4.3.31),

P (E | F ) = Πik+1ik+2
;

P (F ) = P (Uk+1 = ik+1, Uk = ik, ..., U0 = i0)

e, lembrando ainda que P (E ∩ F ) = P (E | F ) .P (F ) , temos

P (Uk+2 = ik+2, Uk+1 = ik+1, Uk = ik, ..., U0 = i0) =

Πik+1ik+2
P (Uk+1 = ik+1, Uk = ik, ..., U0 = i0) .

Então, usando a hipótese feita para o valor de k (Eq. (4.3.32))

P (Uk+2 = ik+2, Uk+1 = ik+1, Uk = ik, ..., U0 = i0) =

Πi0i1 Πi1i2 ...Πik+1ik Πik+1ik+2
P (U0 = i0)

e a relação dada na Eq. (4.3.32) é verificada para o valor k + 1, o que
completa a indução.

3. Como

P (Uk+1 = j, U0 = i) =
n∑

ik,ik−1,...,i1=1

P (Uk+1 = j, Uk = ik, Uk−1 = ik−1, ..., U0 = i) ,

temos

P (Uk+1 = j, U0 = i) =

P (U0 = i)

n∑

ik,ik−1,...,i1=1

Πii1 Πi1i2 ...Πikj ,

i.e.,
P (Uk+1 = j, U0 = i) =

[
Πk+1

]
ij
P (U0 = i) .
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4. Mostremos que

∀ k ∈ N : P (Uk+1 = j | U0 = i ) =
[
Πk+1

]
ij
,

∀ i, j (1 ≤ i, j ≤ n)

Suponhamos que P (F ) 6= 0: consideremos E = ”Uk+1 = j”; F = ”U0 = i”.
Então

P (Uk+1 = j | U0 = i ) =
P (E ∩ F )
P (F )

=
[
Πk+1

]
ij
.

Seja P (F ) = 0: neste caso,

Πij = P (U1 = j | U0 = i) = 0, ∀ j (1 ≤ j ≤ n)
e

[
Πk+1

]
ij
=

n∑

ik,ik−1,...,i1=1

Πii1 Πi1i2 ...Πikj = 0

= P (U1 = j | U0 = i ) , ∀ j (1 ≤ j ≤ n) ,
de forma que a igualdade continua válida.

5. Assim,

E (f (Uk) | U0 = i) =

n∑

j=1

f(j)P (Uk = j | U0 = i ) =

n∑

j=1

[
Πk
]
ij
Bj =

[
ΠkB

]
i

6. Além disto, (
Id− 1

α
Π

)−1

=

+∞∑

k=0

1

αk
Πk

Logo,

+∞∑

k=0

1

αk
E (f (Uk) | U0 = i ) =

+∞∑

k=0

1

αk

[
ΠkB

]
i
=

[(
+∞∑

k=0

1

αk
Πk

)
B

]

i

=

[(
Id− 1

α
Π

)−1

B

]

i

= Xi.

e temos o resultado enunciado.

�
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Caṕıtulo 5

Equaçoes Algébricas Não
Lineares com Parâmetros
Aleatórios

5.1 Sistemas de equações algébricas não lineares

Nesta seção, consideramos sistemas de equações algébricas:

F (X,v) = 0 , (5.1.1)

no qual F : M(n, 1) ×M(nr, 1) −→ M(n, 1) é uma função regular, X =(Xi) ∈
M(n, 1) é o vetor das incógnitas, v = (v1, ..., vnr) é um vetor aleatório. Neste caso,
X é uma função impĺıcita de v e, assim, também é um vetor aleatório, função de
v: X = X(v). Nosso objetivo é a determinação numérica da variável X(v) através
das formas de representação préviamente introduzidas (Caṕıtulo 3): consideramos
uma aproximação PX de X em um subespaço conveniente de variáveis aleatórias,
tal como, por exemplo,

PX =

NX∑

k=1

χkϕk (ξ)

(
i.e., (PX)j =

NX∑

k=0

χjkϕk (v)

)
. (5.1.2)

Nesta expressão, a incógnita a ser determinada é χ =
(
χij

)
∈ M(n,NX). F =

{ϕk}k∈N
é uma famı́lia convenientemente escolhida, tal como, por exemplo, uma

famı́lia total de um espaço funcional - se v toma seus valores em Ω ⊂ Rnr, uma
escolha conveniente é L2 (Ω). ξ é uma variável aleatória convenientemente seleci-
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onada e NX ∈ N∗ é a dimensão do subespaço de aproximação. Tomando

ϕ (ξ) =
(
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
)t ∈ M(NX , 1),

temos:
PX = χϕ (ξ) . (5.1.3)

No que segue, aplicamos os métodos gerais apresentados no caṕıtulo 3 e, além
disto, apresentamos também métodos particulares, adaptados à Eq.(5.1.1).

5.1.1 Colocação

Quando dispomos de uma amostra X = (X1, . . . ,Xns) de ns realizações de X ,
podemos considerar o sistema linear

PX(ξi) = Xi , i = 1, . . . , ns . (5.1.4)

A resolução numérica destas equações fornece os coeficientes χ - este sistema é
geralmente sobredeterminado e devemos utilizar um método adaptado, tal como,
por exemplo, uma resolução por mı́nimos quadrados.

Caso disponhamos de uma amostra V = (v1, . . . ,vns) de ns realizações de
v, a escolha natural é Xi = X(vi) e ξi = vi, para i = 1, . . . , ns. A situação é
análoga se os valores de vi podem ser determinados a partir dos valores de Xi.
Ao contrário, quando só dispomos de uma amostra direta de X, i. e., se os valores
de Xi são dados, mas não é posśıvel determinar os valores correspondentes de vi,
podemos introduzir um vetor aleatório artificial a e tomar ξ = a. Como observado
no caṕıtulo 3 , os resultados podem ser de má qualidade caso as variáveis sejam
independentes. Neste caso, necessitamos gerar uma forma de dependência entre as
variáveis a e X, o que pode ser obtido por uma reordenação. Este procedimento é
particularmente útil em caso de multiplicidade de soluções (Cf. exemplos abaixo).

Exemplo 5.1.1 . Consideremos a equação do segundo grau

F (X, v) = X2 − 2X + v = 0 ,

onde v é uniformemente distribúıdo sobre (0, 1). Esta equação tem por soluções

X1 = 1−
√
1− v , X2 = 1 +

√
1− v .

As funções cumulativas associadas são, respectivamente,

F1(x) =





0, se x ≤ 0

1− (x− 1)
2
, se 0 < x < 1

1, senão.

;

F2(x) =






0, se x ≤ 1

(x− 1)2, se 1 < x < 2
1, senão.

.
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Suponhamos que uma amostra de ns = 11 realizações de v seja dispońıvel. Neste
caso, podemos gerar amostras correspondentes de X1 e X2 tomando X1i = X1(vi)
e X2i = X2(vi). Se uma tal amostra não é dispońıvel (isto é, os valores de v são
desconhecidos), mas somente os valores de X1 e X2 são dados, podemos considerar
uma variável aleatória a de lei uniforme sobre (−1, 1) e X1 = X1(a), X2 = X2(a).
Para criar uma dependência entre as variáveis, podemos, por exemplo, ordenar os
valores de X1i e X2i de forma crescente e utilizar uma amostra de a, também or-
denada de forma crescente. Pontos equidistribúıdos ai = −1+2(i−1)/ns também
podem ser considerados - tais pontos já se encontram ordenados de forma cres-
cente.

Os resultados obtidos com uma base polinomial com ns = 11 pontos e uma
resolução da Eq. (5.1.4) por mı́nimos quadrados se encontram nas Figs. (5.1)-
(5.2).

Figura 5.1: Resultados para X1 no Exemplo 5.1.1 (11 pontos aleatórios)

Figura 5.2: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.1 (11 pontos aleatórios)

Os resultados podem ser melhorados se tivermos informações adicionais. Por
example, os resultados para ns = 21 pontos são mostrados nas Figs. (5.3)-(5.4).
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Figura 5.3: Resultados para X1 no Exemplo 5.1.1 (21 pontos aleatórios)

Figura 5.4: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.1 (21 pontos aleatórios)

É interessante notar que os resultados obtidos utilizando uma amostra de ns
valores equidistribúıdos de vi são idênticos aos resultados obtidos utilizando ns
valores equidistribúıdos de ai - esta constação não é surpreendente, dado que, em
tal caso, existe uma relação entre os dois valores : ai = 2vi − 1 e as variáveis a e
v tornam-se uma função da outra. Os resultados correspondentes a esta situação
se encontram nas Figs. (5.5)-(5.6).

Figura 5.5: Resultados para X1 no Exemplo 5.1.1 (11 pontos equidistantes)
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Uma situação de interesse prático é aquela onde não podemos separar os valores
de X1 and X2: a amostra de ráızes contém valores de ambos e não dispomos de
informação suficiente para separá-las. Por exemplo, consideremos uma amostra
formada de 40 valores, dos quais 20 correspondem a X1 e 20 a X2. Consideremos
40 valores artificiais ai equidistantes tais que a1 = −1 and a40 = 1. Os resultados
obtidos aplicando o procedimento descrito se encontram na Fig. (5.7)

Figura 5.6: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.1 (11 pontos equidistantes)

Figura 5.7: Resultados para uma amostra misturando as ráızes no Exemplo
5.1.1 (20 pontos aleatórios de cada raiz)

5.1.2 Ajuste de momentos

Uma segunda maneira tradicional para explorar amostras é o método do ajuste de
momentos, apresentado no caṕıtulo 3: determinamos os coeficientes de forma a
fazer com que os momentos Ma(PX) =

(
Ma

1 , ...,M
a
q

)
da aproximação coincidam

com os momentos emṕıricosMe =
(
M e

1 , ...,M
e
q

)
da amostra. Para tanto, podemos

optar entre resolver o sistema de equações não lineares Ma(PX) = Me ou minimi-
zar uma função-objetivo correspondendo a uma pseudo-distancia d (Ma(Px),Me)
caracterizando a proximidade ou afastamento entre os momentos.
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Exemplo 5.1.2 . Consideremos a situação descrita no Exemplo 5.1.1 . Suponha-
mos dada uma amostra de ns = 21 realizações de v. Então, de maneira análoga à
do Exemplo 5.1.1 , podemos gerar amostras de X1 e X2: basta tomar X1i = X1(vi)
e X2i = X2(vi), o que permite aplicar o procedimento exposto. Os resultados ob-
tidos com uma base polinomial aparecem nas Figs. (5.8)-(5.9).

Figura 5.8: Resultados para X1 no Exemplo 5.1.2 (21 pontos aleatórios)

Figura 5.9: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.2 (21 pontos aleatórios)

Os resultados obtidos com uma amostra de pontos equidistantes vi = (i−1)/ns
se encontram nas Figs. (5.10)-(5.11).

Figura 5.10: Resultados para X1 no Exemplo 5.1.2 (21 pontos equidistantes)
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Figura 5.11: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.2 (21 pontos equidistantes)

Quando os valores de vi são desconhecidos, podemos considerar - como no
Exemplo 5.1.1 - uma variável artificial a. Por exemplo, consideremos uma amostra
contendo, como no exemplo precedente, 20 realizações de X1 e 20 realizações de
X2, assim como uma amostra de 40 pontos equidistantes ai tais que a1 = −1 e
a40 = 1. Os resultados obtidos se encontram na Fig. (5.12)

Figura 5.12: Resultados para uma amostra misturando as ráızes no Exemplo
5.1.1 (20 pontos aleatórios de cada raiz)

5.1.3 Aproximação variacional

Do ponto de vista variacional, a Eq. (5.1.1) é aproximada por

F (PX,v) = 0 , (5.1.5)

Dado que (da Eq. (5.1.3)),

F (PX, ξ) = F (χϕ (ξ) ,v) ,

temos

ϕ (ξ)t DtF (χϕ (ξ) ,v) = 0, ∀ D ∈ M(n,NX) . (5.1.6)
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Como

ϕ (ξ)
t
DtF (χϕ (ξ) ,v) =

n∑

i=1

NX∑

m=1

ϕm (ξ)DimFi

(
NX∑

k=1

χkϕk (ξ) ,v

)
, ∀ D ∈ M(n,NX) ,

temos

n∑

i=1

NX∑

m=1

DimE

(
ϕm (ξ)Fi

(
NX∑

k=1

χkϕk (ξ) ,v

))
= 0,

∀ D ∈M(n,NX) .

Tomando Dim = δirδms, resulta

E

(
ϕs (ξ)Fr

(
NX∑

k=1

χkϕk (ξ) ,v

))
= 0 , 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX . (5.1.7)

As Eqs. (5.1.7) definem um sistema de n×NX equações não lineares para as
n × NX incógnitas χ =

(
χij

)
∈ M(n,NX). Este sistema deve ser resolvido por

um método adequado a fim de fornecer os coeficientes χ. É preciso notar que a
construção das Eqs. (5.1.7) só é posśıvel se a distibuição conjunta do par (ξ,v) for
conhecida, seja de forma anaĺıtica, seja de forma emṕırica, através de uma amostra
do par. Além disto, os resultados são geralmente melhores quando usamos ξ = v.

Exemplo 5.1.3 . Consideremos a situação descrita no Exemplo 5.1.1 . Podemos
utilizar uma aproximação em base polinomial utilizando ξ = v e efetuar a resolução
numérica das Eqs. (5.1.6) pelo método iterativo de Newton-Raphson. Os resulta-
dos assim obtidos se encontram nas Figs. (5.13)-(5.15). Na primeira figura, as
médias foram calculadas através de integração numérica. Na segunda, considera-
mos 21 valores equidistantes de v. A última figura corresponde a uma amostra de
21 realizações aleatórias de v.

Figura 5.13: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3 (integração numérica)
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Figura 5.14: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3 (pontos equidistantes)

Figura 5.15: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3 (pontos aleatórios)

A utilização de uma variável ξ 6= v é ilustrada nas Figs. (5.16)-(5.17): consi-
deramos, por um lado, uma amostra de ns = 21 realizações aleatórias de v e 21
pontos ai equidistribuidos sobre (−1, 1) tais que a1 = −1 e a21 = 1. Os resulta-
dos obtidos com ξ = a e um polinômio de grau 5 se encontram na Fig. (5.16),
enquanto que os resultados para um polinômio de grau 8 se encontram na Fig.
(5.17).

Figura 5.16: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3 (ξ 6= v, amostra de 21 pontos)
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Figura 5.17: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3 (ξ 6= v, amostra de 21 pontos)

5.1.4 Adaptação de métodos iterativos

Consideremos um método iterativo para a resolução numérica da Eq. (5.1.1), cuja
função de iteração é Ψ: o método consiste em gerar uma sequência

{
X(p)

}
p≥0

,

partindo do ponto inicial X(0) e tal que

X(p+1) = Ψ
(
X(p)

)
. (5.1.8)

O método iterativo acima pode ser adaptado à determinação de PX: seja

PX(p) =

NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

(
i.e.,

(
PX(p)

)

j
=

NX∑

k=0

χ
(p)
jk ϕk (v)

)
. (5.1.9)

Então, as iterações se escrevem

PX(p+1) = Ψ
(
PX(p)

)
. (5.1.10)

Adotemos o ponto vista variacional: temos

ϕ (ξ)
t
DtPX(p+1) = ϕ (ξ)

t
DtΨ

(
PX(p)

)
, ∀ D ∈ M(n,NX) .

e

NX∑

k,m=1

n∑

i=1

Dimϕm (ξ)χ
(p+1)
ik ϕk (ξ) =

NX∑

m=1

n∑

i=1

Dimϕm (ξ)Ψi

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

)
, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ m ≤ NX .

Assim
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NX∑

k,m=1

n∑

i=1

DimE
(
ϕm (ξ)χ

(p+1)
ik ϕk (ξ)

)
=

NX∑

m=1

n∑

i=1

DimE

(
ϕm (ξ)Ψi

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ m ≤ NX .

Tomando Dim = δirδms nesta igualdade, temos, para , 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX

NX∑

k

E (ϕs (ξ)ϕk (ξ))χ
(p+1)
rk = E

(
ϕs (ξ) Ψr

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
. (5.1.11)

Estas equações formam um sistema linear para as incógnitas χ
(p+1)
rk : sejam

Arsjk = δjrE (ϕs (ξ)ϕk (ξ)) ,

Brs = E

(
ϕs (ξ)Ψr

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
(5.1.12)

Então,

n∑

j=1

NX∑

k=1

Arsjkχ
(p+1)
jk = Brs , 1 ≤ r ≤ n , 1 ≤ s ≤ NX .

Redefinindo os ı́ndices por

ind(j, k) = (k − 1)n+ j

e utilizando A = (Aαβ) ∈ M(nNX , nNX), U = (Uβ) ∈ M(nNX , 1), B = (Bα) ∈
M(nNX , 1) dadas por

Aαβ = Arsjk , Bα = Brs , Uβ = χ
(p+1)
jk ,

α = ind(r, s), β = ind(j, k) ,
(5.1.13)

temos

AU = B . (5.1.14)
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A resolução deste sistema linear determina U e, logo, χ(p+1). Na prática, a
solução pode ser determinada resolvendo n sistemas lineares contendo cada um
NX incógnitas e uma matriz M ∈ M (NX , NX) fixa : sejam Nr ∈ M (NX , 1) e
Ur ∈M (NX , 1) tais que

Msk = E (ϕs (ξ)ϕk (ξ)) ,

N r
s = E

(
ϕs (ξ)Ψr

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
, U r

k = χ
(p+1)
rk

(5.1.15)

Então,

MUr = Nr , 1 ≤ r ≤ n . (5.1.16)

A resolução da Eq. (5.1.16) para um valor fixo de r fornece os valores de χrk,
para 1 ≤ k ≤ NX .

Um caso usual é aquele onde a função de iteração toma a forma

Ψ (X) = X+Φ (X) .

Neste caso, as iterações (5.1.8) se escrevem

X(p+1) = X(p) +∆X(p) ; ∆X(p) = Φ
(
X(p)

)
. (5.1.17)

e temos

χ(p+1) = χ(p) +∆χ(p) , (5.1.18)

onde ∆χ(p) é determinado resolvendo o sistema linear A∆U = ∆B, análogo a
(5.1.14), com Φ substituindo Ψ em (5.1.12) (lembremos que β = ind(j, k)):

∆Brs = E

(
ϕs (ξ)Φr

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
,

∆Bα = ∆Brs , ∆Uβ = ∆χ
(p+1)
jk

(5.1.19)

Analogamente a (5.1.16), é posśıvel determinar ∆χ(p) resolvendo n sistemas
lineares M∆Ur = ∆Nr, análogos a (5.1.16), com Φ substituindo Ψ em (5.1.15):

∆N r
s = E

(
ϕs (ξ)Φr

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
,

∆U r
k = ∆χ

(p+1)
rk .

(5.1.20)
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Exemplo 5.1.4 . Consideremos novamente a situação descrita no Exemplo 5.1.1 .
Quando utilizamos o método de Newton para a resolução da equação do segundo
grau, a função de iteração é

Φ (X, v) =
X2 − 2X + v

2X − 2
,

Apresentamos na Fig. (5.18) os resultados obtidos após 100 iterações, partindo de

χ
(0)
jk = 1, ∀j, k. Neste cálculo, utilizamos uma aproximação polinomial de grau 5

e as médias são estimadas a partir de ns = 21 pontos vi equidistantes.

Figura 5.18: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.4 (ns = 21 pontos vi equidis-
tantes)

Na Fig. (5.18), apresentamos os resultados obtidos efetuando 100 iterações a

partir de χ
(0)
jk = 0, ∀j, k. Neste cálculo, as médias foram obtidas por integração

numérica utilizando a função quad de MATLAB.

Figura 5.19: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.4 (integração numérica)
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5.2 Resolução de sistemas de equações não linea-
res determińısticos

Nesta seção, consideramos a resolução de sistemas de equações algébricas deter-
mińısticos

F(x) = 0,

nos quais F : M(n, 1) −→ Rn é uma função vetorial , ex =(xi) ∈ M(n, 1) é a
incógnita. Supomos que estas equações não contém nenhum termo aleatório e
são de tipo determinista: x é um vetor de números reais. Estamos interessados
em situações onde o cálculo de F(x) contém erros: por exemplo, quando somente
aproximações de F(x) podem ser construidas. Os métodos usuais, tais como o
método de Newton-Raphson podem encontrar dificuldades em tal situação, dado
que os erros no cálculo de F(x) e de suas derivadas podem levar a oscilações
ou diverg̈ı¿1

2ncia. dentro do quadro mais geral de métodos estocásticos, uma
alternativa é o método de Robbins-Monro, o qual pode ser considerado como uma
simples extensão das iterações de relaxação

x(k+1) = x(k) − θF(x(k)), θ > 0, x(0) given .

Este simples procedimento de relaxação pode ser generalizado pela introdução
de uma variável θ, diferente para cada iteração k:

x(k+1) = x(k) − θkF(x(k)), θk > 0, x(0) dado .

Quando a sequência {θk}k ∈ N
verifica

θk > 0, ∀ k ∈ N ;

+∞∑

i=0

θi = +∞ ;

+∞∑

i=0

θ2i < +∞ , (5.2.21)

o método é conhecido como algoritmo de Robbins-Monro. Uma maneira simples
de satisfazer estas condições consiste em utilizar

θk =
θ

a+ b (k + 1)
, a, b, θ > 0 .

este algoritmo foi inicialmente utilizado para equações contendo variáveis aleatórias:
consideremos as iterações

x(k+1) = x(k) − θkY(k),

onde Y(k) é uma aproximação de F(x(k)).
Supondo que o erro ε(k) = F(x(k)) −Y(k) é uma variável aleatória centrada, in-
dependente de

{
x(0), ...,x(k−1),Y(0), ...,Y(k−1)

}
, o algoritmo ainda converge para

x.
A convergência resulta do seguinte teorema:



Sistemas de equações algébricas não lineares 223

Teorema 5.2.1 . Seja (, ) o produto escalar usual de Rn. Suponhamos que

1. F : Rn −→ Rn é cont́ınua e limitada:

sup {‖F(x)‖ : x ∈ R
n} =M <∞ ;

2. Existe x ∈ Rn tal que F(x) = 0;

3. Seja, para δ > 0, A(x, δ) = {y ∈ R : ‖y − x‖ ≥ δ}. Supomos que existe uma
aplicação m : R −→ R tal que, ∀δ > 0,

inf {(y − x,F(y) − F(x)) : y ∈ A(x, δ)} ≥ m (δ) > 0 .

4. A sequência {θk}k ∈ N
verifica (5.2.21)

Sob estas hipóteses, a sequência
{
x(k)

}
k ∈ N

converge para x : x(k) −→ x for
k −→ +∞.

Notemos que a condição (iii) implica que a solução é única, dado que F(y) 6= F(x)
para y 6= x.

Demonstração:

1. Seja T(k)= x(k)−x. Então

T(k+1) = T(k) − θk
(
F
(
x(k)

)
−F (x)

)

e ∥∥∥T(k+1)
∥∥∥
2

=
∥∥∥T(k)

∥∥∥
2

+ θ2k

∥∥∥F
(
x(k)

)∥∥∥
2

− 2θk

(
T(k),F

(
x(k)

))
.

Sejam

S =

+∞∑

k=0

θ2k

e

zk =
∥∥∥T(k)

∥∥∥
2

+M2S −
k−1∑

i=0

θ2i

∥∥∥F
(
x(i)
)∥∥∥

2

As hipóteses sobre f mostram que

0 <

k−1∑

i=0

θ2i

∥∥∥F
(
x(i)
)∥∥∥

2

≤M2
k−1∑

i=0

θ2i ≤M2S ,
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o que implica a existência de um número real A > 0 tal que

0 < A ≤M2S and

+∞∑

i=0

θ2i

∥∥∥F
(
x(i)
)∥∥∥

2

= A .

Além disto,
zk ≥ 0, ∀ k ∈ N .

2. Temos também

zk+1 =
∥∥∥T(k+1)

∥∥∥
2

+M2S −
k∑

i=0

θ2i

∥∥∥F
(
x(i)
)∥∥∥

2

.

Assim,

zk+1 − zk =
∥∥∥T(k+1)

∥∥∥
2

−
∥∥∥T(k)

∥∥∥
2

− θ2k
∥∥∥F
(
x(k)

)∥∥∥
2

= −2θk
(
T(k),F

(
x(k)

))

e temos
zk+1 = zk − 2θk

(
T(k),F

(
x(k)

))
.

Como

(
T(k),F

(
x(k)

))
=
(
T(k),F

(
x(k)

)
− F (x)

)

=
(
x(k)−x,F

(
x(k)

)
−F(x)

)
≥ m

(∥∥∥x(k)−x
∥∥∥
)
≥ 0 ,

temos

zk+1 ≤ zk , ∀ k ∈ N .

3. Assim,
{
z(k)

}
k ∈ N

é decrescente e limitada inferiormente: existe um número
real z ≥ 0 tal que

z(k) −→ z for k −→ +∞.

4. Por conseguinte,

∥∥∥T(k)
∥∥∥
2

= zk −M2S +

k−1∑

i=0

θ2i

∥∥∥F
(
x(i)
)∥∥∥

2

−→ B = z −M2S +A .

Dado que
∣∣T (k)

∣∣2 ≥ 0, ∀ k ∈ N, temos B ≥ 0.
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5. Suponhamos B > 0. Então, existe k0 > 0 tal que:

k ≥ k0 =⇒
∥∥∥T(k)

∥∥∥
2

≥ B

2
=⇒

∥∥∥T(k)
∥∥∥ ≥

√
B

2
> 0 .

Logo,

k ≥ k0 =⇒
(
T(k),F

(
x(k)

))
=
(
T(k),F

(
x(k)

)
− F (x)

)

=
(
x(k)−x,F

(
x(k)

)
−F(x)

)
≥ m

(√
B

2

)
> 0

e, considerando

λ = 2m

(√
B

2

)
> 0,

temos

k ≥ k0 =⇒ zk+1 = zk − 2θ(k)
(
T(k),F

(
x(k)

))
≤ zk − λθk .

Esta desigualdade mostra que

∀ k > k0 : zk − zk0 =

k−1∑

i=k0

(zi+1 − zi) ≤ −λ
k−1∑

i=k0

θi .

Como
zk+1 ≤ zk ≤ z0 , ∀ k ∈ N ,

esta desigualdade implica que

∀ k > k0 : 0 ≤
k−1∑

i=k0

θi ≤
zk0 − zk

λ
≤ z0 − zk

λ
≤ z0 − z

λ
.

6. Mas a desigualdade implica que

+∞∑

i=0

θi < +∞,

o que contradiz as hipóteses. Logo, B = 0 e temos o resultado enunciado.

�
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Caṕıtulo 6

Equações Diferenciais com
Incertezas

Do ponto de vista matemático, equações diferenciais são antes de tudo equações :
os métodos apresentados nos Caṕıtulos 4 e 5 podem ser utilizados para a quan-
tificação de incertezas em equações diferenciais. A principal dificuldade reside na
quantidade de incógnitas a serem determinadas.

Formalmente, é preciso guardar em mente que as soluções de equações diferen-
ciais não são vetores de um espaço de dimensão finita, mas elementos de um espaço
vetorial de dimensão infinita: enquanto a solução do sistema linear AX = B - com
A ∈ M(n, n) e B ∈ M(n, 1) - é um vetor X ∈ M(n, 1) , a solução da equação
diferencial x′ = ax sobre (0, T ), x(0) = x0 é uma função x(t) = x0 exp (at). En-
quanto a determinação de X consiste na determinação de n números reais, aquela
de x exige a determinação de x(t) para cada t ∈ (0, T ) - isto é, a determinação de
uma quantidade infinita de números reais. Esta especificidade tem um impacto
significativo na complexidade do problema de quantificação de incertezas: para o
caso do sistema linear em dimensão finita AX = B onde A = A(v) e B = B(v),
devemos determinar PX = χϕ (ξ) , com χ ∈ M(n,NX) (ver Caṕıtulo 4 ); para o
caso da equação diferencial x′ = ax sobre (0, T ), x(0) = x0 com a = a(v), devemos
determinar Px = χ(t)ϕ (ξ), onde (0, T ) −→ χ(t) ∈ M(1, NX) é uma aplicação -
isto é, χ(t) deve ser determinado para uma infinidade de valores de t.

Na prática, equações diferenciais são frequentemente resolvidas utilizando dis-
cretizações gerando aproximações com incógnitas em dimensão finita, tais como
esquemas de diferenças finitas, elementos finitos, etc. Em tal caso, a determinação
completa de x(t) não é realizada e nos contentamos com a determinação de va-
lores aproximados x1 ≈ x (t1) , ..., xn ≈ x (tn) (0 < t1 < ... < tn = T ), e a
incógnita torna-se X =(xi) ∈M(n, 1), solução um sistema de equações algébricas



228 Equações diferenciais com incertezas

F(X) = 0. Este sistema é linear ou não linear, segundo a natureza da equação ori-
ginal e método de discretização usado. Nos dois casos, as técnicas de construção
de representação podem ser empregados. Alguns esquemas de discretização levam
à construção iterativa, ou progressiva da aproximação, o que conduz naturalmente
a considerar métodos como apresentados na seção 5.1.4.

A principal dificuldade resulta, como mencionado acima, da maldição da di-
mensionalidade: a quantidade de passos n pode ser grande (eventualmente muito
grande). Analogamente, NX pode tornar-se grande, pois cresce rapidamente com
o número de variáveis aleatórias utilizado na aproximação. Assim, o número total
de incógnitas, nNX , pode crescer rapidamente na prática - o que é uma limitação
ao uso prático dos métodos considerados.

6.1 Representação de soluções de equações dife-
renciais lineares

As observações acima mostram que a quantificação de incertezas em equações
diferenciais lineares está ligada à quantificação de incertezas em sistemas algébricos
lineares. Por exemplo, consideremos a seguinte equação diferencial ordinária:

dX

dt
= AX+B , X(0) = X0 , (6.1.1)

onde X : (0, T ) −→ M(n, 1) é a incógnita a ser determinada, A = A(v) ∈
M(n, n), B = B(v) ∈ M(n, 1), X0 = X0(v) ∈ M(n, 1), v = (v1, ..., vnr) é um
vetor aleatório destinado a modelar a incerteza. De forma análoga à apresentada
na seção 4.1 (ver chapter 4), buscamos uma aproximação PX em

S =
[{
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
}]n

=
{

NX∑

k=1

Dkϕk (ξ) : Dk ∈ R
n, 1 ≤ k ≤ NX

}
,

(6.1.2)

i. e.,

X ≈ PX =

p∑

k=1

χkϕk (ξ)

(
i.e., (PX)j =

+∞∑

k=0

χjkϕk (v)

)
. (6.1.3)

onde ξ é uma variável aleatória conveniente, F = {ϕk}k∈N
é uma famı́lia de funções

conveniente,

ϕ (ξ) =
(
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
)t ∈M(NX , 1)
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e χ =
(
χij

)
∈M(n,NX) é a incógnita a ser determinada. Temos

X ≈ PX = χϕ (ξ) . (6.1.4)

Adotemos, por exemplo, o ponto de vista variacional: analogamente às seções
4.1 e 5.1.3, a equação diferencial (6.1.1) é aproximada por

PX ∈ S, E
(
Yt.X(0)

)
= E

(
Yt.X0

)
e

E

(
Yt.

dPX

dt

)
= E

(
Yt.A.PX

)
+ E

(
Yt.B

)
, ∀ Y ∈ S .

(6.1.5)

Lembrando que

Y ∈ S⇐⇒ Y = Dϕ (ξ) , D = (Dij) ∈M(n,NX) ,

temos, por um lado,

E

(
ϕ (ξ)

t
Dt dχ

dt
ϕ (ξ)

)
= E

(
ϕ (ξ)

t
DtAϕ (ξ)

)

+E
(
ϕ (ξ)t DtB

)
, ∀ D ∈M(n,NX) ;

e, por outro lado,

E
(
ϕ (ξ)t Dtχ(0)ϕ (ξ)

)
= E

(
ϕ (ξ)t DtX0

)
. (6.1.6)

Temos

E

(
ϕ (ξ)t Dt dχ

dt
ϕ (ξ)

)
=

n∑

i=1

NX∑

k,m=1

E (ϕm (v)Dimϕk (v))
dχik

dt
, (6.1.7)

E
(
ϕ (v)

t
DtAχϕ (v)

)
=

n∑

i,j=1

NX∑

k,m=1

E (ϕm (v)DimAijϕk (v))χjk

e

E
(
ϕ (v)

t
DtB

)
=

n∑

i=1

NX∑

m=1

E (ϕm (v)DimBi) ,
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Assim, tomandoDim = δirδms, Eq. (4.1.6), leva a, para 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX

,

NX∑

k=1


E (ϕs (v)ϕk (v))

dχrk

dt
+

n∑

j=1

E (ϕs (v)Arjϕk (v))χjk




= E (ϕs (v)Br) .

(6.1.8)

Sejam

Mrsjk = δjrE (ϕs (v)ϕk (v)) , Arsjk = E (ϕs (v)Arjϕk (v)) ,

Crs (B) = E (ϕs (v)Br) .
(6.1.9)

Temos, para 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX ,

n∑

j=1

NX∑

k=1

[
Mrsjk

dχjk

dt
+Arsjkχjk

]
= Crs (B) .

Consideremos a aplicação

ind(j, k) = (k − 1)n+ j, (6.1.10)

e as matrizes M = (Mαβ), N = (Nαβ) ∈ M(nNX , nNX), U = (Uβ), Q = (Qβ) ∈
M(nNX , 1) tais que

Mαβ =Mrsjk , Nαβ = Arsjk , Qα = Crs (B) , Uβ = χjk ,

α = ind(r, s), β = ind(j, k) .
(6.1.11)

Então, temos

M
dU

dt
= NU+Q. (6.1.12)

Por outro lado,

E
(
ϕ (v)

t
DtX0

)
=

n∑

i=1

NX∑

m=1

E (ϕm (v)DimX0i) ,

E
(
ϕ (ξ)

t
Dtχ (0)ϕ (ξ)

)
=

n∑

i=1

NX∑

k,m=1

E (ϕm (v)Dimϕk (v))χik(0)
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e a Eq. (6.1.6) mostra que, para 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX ,

NX∑

k=1

[E (ϕs (v)ϕk (v))]χrk(0) = E (ϕs (v)X0r) .

Assim, para 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX ,

n∑

j=1

NX∑

k=1

Mrsjkχjk (0) = Crs (X0) .

Assim, definindo Y0 = (Y0β) ∈M(nNX , 1) tal que

Y0α = Crs (X0) , α = ind(r, s) , (6.1.13)

temos

MU(0) = Y0 . (6.1.14)

As Eqs. (6.1.12) e (6.1.14) formam um sistema linear de equações diferenciais
que pode ser resolvido para determinar a incógnita U. Uma vez determinado U,
podemos construir χ utilizando a Eq. (6.1.11) e, enfim, PX .

Exemplo 6.1.1 . Seja n = 2 e a equação diferencial

dX

dt
=

(
0 −v1
v1 0

)
X , X (0) =

(
v2
0

)
, on (0, T )

A solução exata é

X (t) =

(
v2 cos (v1t)
v2 sin (v1t)

)

Suponhamos que v = (v1, v2) seja um par de variáveis aleatórias independentes
tais que v1 segue uma lei uniforme sobre (a1, b1) e v2 é uma variável uniforme
sobre (a2, b2). Utilizamos a base (0 ≤ i ≤ n1 , 0 ≤ j ≤ n2)

ϕk (v) =

(
v1 − a1
b1 − a1

)i (
v2 − a2
b2 − a2

)j

, k = (j − 1)n1 + i .
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Figura 6.1: Resultados para t = 1 no Exemplo 6.1.1 (n1 = n2 = 2)



233

Figura 6.2: Resultados para o Exemplo 6.1.1 com nts = 10 (n1 = n2 = 2)

Figura 6.3: Resultados para o Exemplo 6.1.1 com nts = 40 (n1 = n2 = 2)

Os resultados obtidos para T = 1, a1 = 1.8π, b1 = 2.2π, a2 = −0.1, b1 =
0.1, n1 = n2 = 2 estão nas Figs. (6.1.1) - (6.3). A equação diferencial for-
mada pelas Eqs. (6.1.12) e (6.1.14) foi integrada utilizando a função MATLAB
ode45 e a solução foi controlada em nts instantes do tempo correspondendo a
t = ∆t, 2∆t, ..., nts∆t = 1, ∆t = T/nts. As médias foram calculadas por inte-
gração numérica utilizando a função quad de MATLAB. Para nts = 10, o erro
quadrático médio global observado foi de 1E − 4 e o erro relativo correspondente
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resultou inferior a 0.3%. As Figs. (6.1.1) - (6.1) comparam as variáveis aleatórias
X(t), PX(t) para valores de t fixos e todos os valores de v, enquanto a Fig. (6.2)
compara a predição PX(t) à solução exata X(t) para um ponto v particular e todos
os valores de t. Os resultados são análogos para nts = 40: a Fig. (6.3) mostra
um exemplo de resultado para nts = 40.

6.2 Representação das soluções de equações dife-

renciais não lineares

O procedimento apresentado na seção precedente pode ser adaptado a equações
não lineares: consideremos

dX

dt
= f(t,X) , X(0) = X0 . (6.2.15)

Neste caso, temos

PX ∈ S, E
(
Yt.X(0)

)
= E

(
Yt.X0

)
e

E

(
Yt.

dPX

dt

)
= E

(
Yt.f(t,PX)

)
, ∀ Y ∈ S .

(6.2.16)

Assim, a Eq. (6.1) se escreve

E

(
ϕ (ξ)

t
Dt dχ

dt
ϕ (ξ)

)
=

E
(
ϕ (ξ)

t
Dtf (t,χϕ (ξ))

)
, ∀ D ∈M(n,NX) ;

(6.2.17)

e, dado que

E
(
ϕ (v)t Dtf (t,χϕ (ξ))

)
=

n∑

i=1

NX∑

m=1

E (ϕm (v)Dimfi (t,χϕ (ξ))) ,

temos

n∑

i=1

NX∑

k,m=1

E (ϕm (v)Dimϕk (v))
dχik

dt
=

n∑

i=1

NX∑

m=1

E (ϕm (v)Dimfi (t,χϕ (ξ))) .
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Assim, tomando Dim = δirδms, for 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX , temos

NX∑

k=1

[
E (ϕs (v)ϕk (v))

dχrk

dt

]
= E (ϕs (v) fr (t,χϕ (ξ))) . (6.2.18)

Consideremos

Fα (t,U) = E (ϕs (v) fr (t,χϕ (ξ)))

e temos

M
dU

dt
= F(t,U) . (6.2.19)

com a condição inicial (6.1.14).

Exemplo 6.2.1 . Sejam n = 1 e a equação loǵıstica

dx

dt
= αx (1− x) , x(0) = x0 .

A solução exata é

x(t) =
x0 exp(αt)

1− x0 + x0 exp(αt)
.

Supondo que v = (α, x0) é um par de variáveis aleatórias independentes tais
que α segue uma lei uniforme sobre (0, 1) e x0 é uma v.a. de lei uniforme sobre
(0.5, 1.5). A equação diferencial (6.2.19) com condição inicial (6.1.14) foi resolvida
numéricamente com a função ode45 de MATLAB e a solução foi controlada nos
instantes ti = i∆t, i = 1, ..., nts, ∆t = T/nts. As médias foram determinadas por
integração numérica utilizando a função MATLAB quad. A Fig. (6.4) mostra um
exemplo de resultado para nts = 10.
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Figura 6.4: Resultados obtidos no Exemplo 6.2.1 (n1 = n2 = 2)

Figura 6.5: Resultados obtidos no Exemplo 6.2.1 (n1 = n2 = 2)

6.3 Representação de soluções de equações dife-

renciais parciais

6.3.1 Equações lineares

Equações diferenciais parciais podem ser estudadas utilizando os mesmos métodos,
em particular quando escritas em forma variacional. Por exemplo, consideremos
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um espaço funcional V , uma aplicação bilinear

V × V ∋ (x, y) −→ a (x, y) ∈ M(1, 1) ,

um funcional linear
V ∋ y −→ b (y) ∈ M(1, 1) ,

e a equação variacional

x ∈ V e a (x, y) = b(y), ∀ y ∈ V .

Usualmente, a discretização desta última é realizada utilizando de uma famı́lia
finita {ψi}1≤i≤n (tal como, por exemplo, elementos finitos) e o subespaço Vn =[
{ψi}1≤i≤n

]
. A equação variacional é discretizada sob a forma

x ∈ Vn and a (x, y) = b(y), ∀ y ∈ Vn .

Consideremos

Aij = a
(
ψj , ψi

)
; Bi = b (ψi) ;

X = (x1, ..., xn)
t
; Y = (y1, ..., yn)

t
.

Neste caso, a equação variacional aproximada torna-se

X ∈ R
n and YtAX = YtB , ∀Y ∈ R

n ,

o que corresponde ao sistema linear

AX = B .

Aplicando o método apresentado no Caṕıtulo 4 (section 4.1), temos

n∑

j=1

NX∑

k=1

ArsjkCjk = Brs , 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX ,

onde
Arsjk = E (ϕs (v)Arjϕk (v)) , Brs = E (ϕs (v)Br) .

Assim, introduzindo as mesmas variáveis (ver seção 4.1) M = (Mαβ) ∈
M(nNX , nNX), U = (Uβ) ∈M(nNX , 1), N = (Nα) ∈M(nNX , 1) given by

Mαβ =Mrsjk , Nα = Nrs , Uβ = Cjk ,

α = ind(r, s), β = ind(j, k) ,

temos novamente
MU = N .
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6.3.2 Equações não lineares

Suponhamos que a aplicação (x, y) −→ a (x, y) não seja bilinear, mas somente que
y −→ a (x, y) seja linear. Neste caso, a equação variacional aproximada se escreve

X ∈ R
n e YtF(X) = 0 , ∀Y ∈ R

n ,

onde

Fi (X) = a

(
n∑

k=1

xkψk, ψi

)
− bi

i. e.,

X ∈ R
n e F(X) = 0 .

Aplicando o método apresentado no Caṕıtulo 5 (section 5.1.3), temos

Frs (χ) = 0 , 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX ,

onde
Frs (χ) = E (ϕs (v)Fr (χϕ (v))) .

Assim, introduzindo os mesmos vetores

G = (Gα) ∈M(nNX , 1), U = (Uβ) ∈M(nNX , 1)

tais que
Gα = Frs , Uβ = χjk , α = ind(r, s), β = ind(j, k) ,

temos
G(U) = 0 .

6.3.3 Equações de evolução

Consideremos uma equação variacional dependente do tempo:

x ∈ V e λ

(
dx

dt
, y

)
+ a (x, y) = b(t, y), ∀ y ∈ V and t ∈ (0, T ) ,

onde λ : V × V −→ R é bilinear. Seja

Λij = λ
(
ψj , ψi

)
.

Dado que

λ

(
dx

dt
, y

)
=

n∑

i,j=1

yiλ
(
ψj , ψi

) dxj
dt

= YtΛ
dX

dt
,
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O caso linear

Para equações lineares, a equação variacional aproximada se escreve

Λ
dX

dt
+AX = B .

Introduzindo

Mrsjk = δjrE (ϕs (v) Λrjϕk (v)) ,

Arsjk = E (ϕs (v)Arjϕk (v)) , Crs (B) = E (ϕs (v)Br) ,
(6.3.20)

temos, para 1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ NX ,

n∑

j=1

NX∑

k=1

[
Mrsjk

dχjk

dt
+Arsjkχjk

]
= Crs (B) .

Assim, usando as mesmas variáveis M = (Mαβ), Q = (Qβ) ∈ M(nNX , 1),
N = (Nαβ) ∈M(nNX , nNX), U = (Uβ), tais que

Mαβ =Mrsjk , Nαβ = Arsjk , Qα = Crs (B) , Uβ = χjk ,

α = ind(r, s), β = ind(j, k) ,
(6.3.21)

temos

M
dU

dt
= NU+Q

O caso não linear

Numa situação não linear, a equação variacional aproximada se escreve

Λ
dX

dt
= f(t,X) ,

onde

fi (t,X) = bi − a
(

n∑

k=1

xkψk (ξ) , ψi (ξ)

)
.

Assim, considerando

Fα (t,U) = E (ϕs (v) fr (t,χϕ (ξ))) , α = ind(r, s),

temos

M
dU

dt
= F(t,U) .
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6.4 Redução de sistemas hamiltonianos

Nesta seção, consideramos equações diferencias ligadas a sistemas hamiltonianos,
i.e., equações diferenciais correspondendo às equações de Hamilton de um sistema.
Neste caso, existem métodos estocásticos de redução do número de incógnitas e
é posśıvel gerar equações simplificadas capazes de fornecer valores aproximados
de somente um pequeno número de variáveis - eventualmente uma única - sem
necessitar o cálculo das demais.

6.4.1 Sistemas hamiltonianos

Hamiltonianos são geralmente introduzidos através de transformações de Lagran-
gianos. Consideremos um sistema descrito pelas coordenadas generalizadas

q =(q1, ..., qn) .

Utilizamos t para designar o tempo e q̇ =dq/dt para as derivadas temporais. Su-
ponhamos que a energia cinética é K = K (t,q, q̇) e a energia potencial total é
V = V (t,q). O Lagrangiano do sistema é

L (t,q, q̇) = K (t,q, q̇)− V (t,q) . (6.4.22)

A ação A sobre o intervalo de tempo (0, τ) é dada por

A (q) =

∫ τ

0

L (t,q, q̇) dt ,

e as equações do movimento satisfazem à equação variacional:

DA (q) (δq) = 0, ∀ δq such that δq (0) = δq (τ ) = 0 ,

onde DA é a derivada de Gateaux de A. Esta equação variacional corresponde às
equações de Euler-Lagrange seguintes:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi
, 1 ≤ i ≤ n . (6.4.23)

Consideremos a transformação

(q, q̇)
T−→ (Q,P) (6.4.24)

dada por

Q (q, q̇) = q ; P (q, q̇) = p ; pi =
∂L

∂q̇i
, 1 ≤ i ≤ n. (6.4.25)
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p é o momento generalizado. As Eqs. (6.4.23) se escrevem

pi =
∂L

∂q̇i
, ṗi =

∂L

∂qi
, 1 ≤ i ≤ n. (6.4.26)

Seja T−1 =
(
Q−1,P−1

)
a transformação inversa associada a T (Eq. (6.4.24)).

O Hamiltoniano H do sistema é obtido através da aplicação de uma transformação
de Legendre ao Lagrangiano L :

H (t,q,p) = ptP−1 (q,p)− L
(
t,q,P−1 (q,p)

)
. (6.4.27)

Esta transformação pode ser interpretada como o cálculo da conjugada de Fen-
chel de L com relação a q̇:

H (t,q, s) = sup
{
stx− L (t,q,x) : x ∈ R

n
}

.

Através de uma derivação da expressão de stx − L (t,q,x) com relação a xi,
o leitor pode verificar facilmente que o máximo é atingido em si = ∂L/∂qi = pi.
Temos, por um lado,

H (t,q,p) = ptq̇− L (t,q, q̇) ; q̇ = P−1 (q,p) .

Assim,

∂H

∂pi
= q̇i +

n∑

j=1

(
pj −

∂L

∂q̇j

)

︸ ︷︷ ︸
= 0

∂q̇j
∂pi

= q̇i . (6.4.28)

Por outro lado,

L (t,q, q̇) = ptq̇−H (t,q,p) ; p = P (q, q̇) .

Logo, a Eq. (6.4.28) mostra que

∂L

∂qi
= −∂H

∂qi
+

n∑

j=1

(
q̇j −

∂H

∂pj

)

︸ ︷︷ ︸
= 0

∂pj
∂qi

= −∂H
∂qi

e decorre da Eq. (6.4.26) que

ṗi = −
∂H

∂qi
.

Assim, as equações do movimento se escrevem sob a forma

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
, 1 ≤ i ≤ n. (6.4.29)

Esta é a forma hamiltoniana das equações do movimento.
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6.4.2 Redução de sistemas hamiltonianos autônomos

Os Hamiltonianos possuem várias propriedades interessantes. Por exemplo,

dH

dt
=
∂H

∂t
+

n∑

j=1

(
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi

)
=

∂H

∂t
+

n∑

j=1

(−ṗiq̇i + q̇iṗi) =
∂H

∂t
.

Por conseguinte, um hamiltoniano que não apresenta dependência temporal
expĺıcita é constante durante o movimento, i. e.,

∂H

∂t
= 0 =⇒ dH

dt
= 0 . (6.4.30)

Um sistem é dito autônomo se e somente se suas equações do movimento não
contém dependência temporal expĺıcita. Por exemplo, um sistema tal que K =
K (q, q̇) and V = V (q) possue um lagrangiano L (q, q̇) = K (q, q̇)− V (q) e, por
conseguinte, um hamiltoniano H (q,p) = ptP−1 (q,p)− L

(
q,P−1 (q,p)

)
, o qual

é independente do tempo. Para um tal sistema, a Eq. (6.4.30) mostra que H é
constante e

f (p,q) = exp (−λH (q,p))

define uma função estritamente positiva e independente do tempo.

f (p,q) > 0 and
df

dt
= 0 .

Estas propriedades tornam f (p,q) um candidato natural para a definição de
uma probabilidade independente do tempo no espaço de fase. Por exemplo, pode-
mos considerar

ϕ (q, p) =
1

A
f (q, p) ,

onde A é um fator de normalização. Temos

∂f

∂qi
= −λf (p,q) ∂H

∂qi
= λf (p,q) ṗi ;

∂f

∂pi
= −λf (p,q) ∂H

∂pi
= −λf (p,q) q̇i .
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Consideremos Ω = {1, ..., n} e dois subconjuntos disjuntos

I = {i1, ..., im} , J = Ω− I = {j1, ..., jk} (k = n−m).

Suponhamos que estamos interessados somente nas variáveis
{
(qi, pi) : i ∈ I

}
e

que desejamos eliminar as variáveis {(qj , pj) : j ∈ J}. Sejam

qI = (qi1 , qi2 , ..., qim) , pI = (pi1 , pi2 , ..., pim)

e, de maneira análoga,

qJ = (qj1 , qj2 , ..., qjk) , pJ = (pj1 , qj2 , ..., pjk)

Uma idéia simples para obter equações sem as variáveis não desejadas e con-
tendo somente (qI , pI), foi introduzida por Chorin ([17], [18]) e consiste em con-
siderar as equações simplificadas:

dqi
dt

= E

(
∂H

∂pi
|(qI , pI)

)
,
dpi
dt

= E

(
−∂H
∂qi
|(qI , pI)

)
, i ∈ I, (6.4.31)

onde as esperanças condicionais são calculadas usando a densidade ϕ (q, p). Con-
siderando

fI (qI , pI) =

∫

Rk

f (p,q) dqJdpJ =

∫

Rk

f (p,q) dqj1dpj1 ...dqjkdpjk ,

temos

E

(
∂H

∂qi
|(qI , pI)

)
=

1

fI (qI , pI)

∫

Sk

∂H

∂qi
f (p,q) dqJdpJ

e

E

(
∂H

∂pi
|(qI , pI)

)
=

1

fI (qI , pI)

∫

Sk

∂H

∂pi
f (p,q) dqJdpJ .

Seja

HI = − 1

λ
log (fI (qI , pI))

Temos, para i ∈ I.

∂HI

∂qi
=

1

fI (qI , pI)

∫

Sk

∂H

∂qi
f (p,q) dqJdpJ = E

(
∂H

∂qi
|(qI , pI)

)
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e

∂HI

∂pi
=

1

fI (qI , pI)

∫

Sk

∂H

∂pi
f (p,q) dqJdpJ = E

(
∂H

∂pi
|(qI , pI)

)
.

Assim,

dqi
dt

=
∂HI

∂pi
,
dpi
dt

= −∂HI

∂qi
, i ∈ I, (6.4.32)

Esta equação mostra que o sistema reduzido (6.4.31) ainda é hamiltoniano e
que seu hamiltoniano é HI . Além disto, as equações contêm somente as variáveis
de interesse (qI , pI).

6.5 Solução local de Equações diferenciais deter-
mińısticos através de simulação estocástica

6.5.1 Equações diferenciais ordinárias

Consideremos a equação diferencial ordinária

α (x) u′′ (x) + β (x)u′ (x) + γ (x) u (x) + f (x) = 0 sobre (0, ℓ) ;

u (0) = u0 ; u (ℓ) = uℓ .

Pondo Ω = (0, ℓ), ∂Ω = {0, ℓ},

u∂Ω (x) = u0, se x = 0 ; u∂Ω (x) = uℓ, se x = ℓ ,

temos

α (x) u′′ (x) + β (x) u′ (x) + γ (x)u (x) + f (x) = 0 sobre Ω ;

u = u∂Ω sobre ∂Ω.

Supondo α ≥ 0, consideremos

a (x) =
√
2α (x) ; b (x) = β (x)

e a difusão estocástica

dXt = a (Xt) dWt + b (Xt) dt ; X (0) = x ∈ Ω . (6.5.33)

Consideremos o processo
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Y (t) = u (X (t)) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds


 .

Temos Y = F



t,X (t) ,

t∫

0

γ (X(s)) ds



 onde

F (t, x, z) = u (x) exp (z) ,

de modo que

∂F

∂z
= u (x) exp (z) ;

∂F

∂t
= 0 ;

∂F

∂x
= u′ (x) exp (z) ;

∂2F

∂x2
= u′′ (x) exp (z) .

Assim,

dYt = (AtdWt +Btdt) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds



 ,

onde

At = a (Xt)u
′ (Xt) ;

Bt =
1

2
[a (Xt)]

2
u′′ (Xt) + b (Xt)u

′ (Xt) + γ (Xt)u (Xt) .

Seja

τ = inf {t ≥ 0 : X (t) /∈ Ω} .

Para t < τ , temos Xt ∈ Ω, de modo que

Bt =
1

2
[a (Xt)]

2

︸ ︷︷ ︸
α(Xt)

u′′ (Xt) + b (Xt)︸ ︷︷ ︸
β(Xt)

u′ (Xt) + γ (Xt)u (Xt) = − f (Xt)

e, por conseguinte,

dYt = (AtdWt − f (Xt) dt) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds


 .
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Assim,

Y (τ )− Y (0) =

τ∫

0

At exp




t∫

0

γ (X(s)) ds


 dWt−

τ∫

0

f (Xt) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds


 dt .

Dado que

E




τ∫

0

At exp




t∫

0

γ (X(s)) ds



 dWt



 = 0 e Y0 = u (x) ,

temos

u (x) = E (Z (τ )) ;

Z (τ ) = Y (τ ) +

τ∫

0

f (Xt) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds


 dt .

Para t < τ , temos Xt ∈ Ω e para t > τ , temos Xt /∈ Ω, de modo que Xτ ∈ ∂Ω,
de forma que

u (x) = E (Z (τ)) ,

onde

Z (τ ) = u∂Ω (Xτ ) exp




τ∫

0

γ (X(t)) dt




+

τ∫

0

f (X (t)) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds


 dt .

Este resultado pode ser utilizado para a deteminação numérica de u (x): dis-
cretizamos (6.5.33) através de um método usual (Runge-Kutta, Euler, etc.). Por
exemplo,

Xn+1 −Xn = a (Xn)∆Wn + b (Xn)∆t ; X0 = x ∈ Ω . (Euler)

Esta discretização fornece uma seqüência de valores {Xn}n ≥ 0, com a qual
podemos determinar

n = min {i > 0 : Xi /∈ Ω} ,
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o que nos permite obter uma aproximação de Z (τ )

Z (τ) ≈ u∂Ω (Xn) exp


∆t

n−1∑

j = 0

γ (Xj)


+

∆t

n−1∑

i = 0



f (Xi) exp



∆t

i−1∑

j = 0

γ (Xj)







 .

Repetindo este procedimento nr vezes, construimos uma amostra de Z (τ ),
formada dos valores Z1, ..., Znr e podemos estimar

u (x) ≈ 1

nr

nr∑

i = 0

Zi .

6.5.2 Equações diferenciais parciais eĺıpticas

Consideremos a equação diferencial ordinária (convenção de soma sobre ı́ndices
repetidos 1 ≤ i, j ≤ n)

αij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+ βi (x)

∂u

∂xi
+ γ (x) u (x) + f (x) = 0 sobre Ω ;

u = u∂Ω sobre ∂Ω.

Supondo

α =
1

2
aat ⇐⇒ αij =

1

2
aikajk , (6.5.34)

consideremos a difusão estocástica multidimensional

dXt = a (Xt) dWt + b (Xt) dt (b = β) ; X (0) = x ∈ Ω . (6.5.35)

e o processo

Y (t) = u (X (t)) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds



 .

Temos Y = F


t,X (t) ,

t∫

0

γ (X(s)) ds


 onde

F (t, x, z) = u (x) exp (z) .
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Neste caso,

∂F

∂z
= u (x) exp (z) ;

∂F

∂t
= 0 ;

∂F

∂xi
=

∂u

∂xi
(x) exp (z) ;

∂2F

∂xi∂xj
=

∂2u

∂xi∂xj
(x) exp (z) ,

de modo que

dYt = ((At)i d (Wt)i +Btdt) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds



 ,

onde

At = a (Xt)∇u (Xt) ;

Bt =
1

2
aik (Xt) ajk (Xt)

∂2u

∂xi∂xj
(Xt)

+ bi (Xt)
∂u

∂xi
(Xt) + γ (Xt)u (Xt) .

De maneira análoga, consideramos

τ = inf {t ≥ 0 : X (t) /∈ Ω} .

Para t < τ , temos Xt ∈ Ω, de modo que, para t < τ ,

Bt = −f (Xt)

e temos ainda

u (x) = E (Z (τ)) ,

onde

Z (τ ) = u∂Ω (Xτ ) exp




τ∫

0

γ (X(t)) dt





+

τ∫

0

f (X (t)) exp




t∫

0

γ (X(s)) ds



 dt .

Assim, u (x) pode ser aproximado pelo método descrito na seção precedente.
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6.5.3 Equações diferenciais parciais parabólicas

Consideremos a equação diferencial ordinária (convenção de soma em ı́ndices re-
petidos 1 ≤ i, j ≤ n)

∂u

∂t
(x, t) = αij (x, t)

∂2u

∂xi∂xj
+ βi (x, t)

∂u

∂xi

+γ (x, t)u (x, t) + f (x, t) sobre Ω× (0, T ) ;

u = u∂Ω sobre ∂Ω ; u (x, 0) = u0 (x) sobre Ω

Supondo ainda que (6.5.34) é satisfeita, consideremos a difusão estocástica
multidimensional

dXt = a (Xt, St) dWt + b (Xt, St) dt (b = β) ; dSt = −dt ; (6.5.36)

X (0) = x ∈ Ω ; S (0) = t (6.5.37)

e o processo

Y (t) = u (X (t) , S (t)) exp




t∫

0

γ (X(s), S (s)) ds


 .

Pondo X̃ = (X,S), temos Y = F



t, X̃ (t) ,

t∫

0

γ
(
X̃(s)

)
ds



 onde

F : R× R
n+1×R −→ R

verifica
F (t, x̃, z) = u (x̃) exp (z) .

Neste caso ainda, para

τ = inf
{
t ≥ 0 : X̃ (t) /∈ Ω× (0, T )

}

temos
u (x) = E (Z (τ)) ,

onde

Z (τ ) = u∂Ω (Xτ , Sτ ) exp




τ∫

0

γ (X(t), S(t)) dt





+

τ∫

0

f (X(t), S(t)) exp




t∫

0

γ (X(s), S(s)) ds


 dt .
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Assim, podemos aproximar u (x, t) pelo método descrito precedentemente. No-
temos que

τ = inf {t ≥ 0 : X (t) /∈ Ω ou S (t) /∈ (0, T )} .

6.5.4 Diferenças finitas

Os esquemas de aproximação por diferenças finitas podem ser interpretados em ter-
mos probabilistas. Para tanto, consideremos uma seqüência de variáveis aleatórias
{Xn}n ≥ 0 tais que a lei condicional de Xn+1 com relação a Xn é independente de
n e dada por

f (x | Xn = y ) = πh (x, y) ,

onde h > 0 é um parâmetro.
Seja

{
Xh

t

}
t ≥ 0

o processo estocástico obtido por interpolação linear de {Xn}n ≥ 0

com um passo h:

Xh (nh) = Xn ; t ∈ (nh, (n+ 1)h) =⇒ Xh (t) =

Xn +

(
t− nh
h

)
(Xn+1 −Xn) .

Consideremos

ahij (x) =
1

h

∫

‖y−x‖≤1

(yi − xi) (yj − xj) πh (x, y) ℓ (dy) ,

bhi (x) =
1

h

∫

‖y−x‖≤1

(yi − xi)πh (x, y) ℓ (dy) ,

Ah (u) (x) =
1

h

∫

Rn

(u (y)− u (x))πh (x, y) ℓ (dy) .

Temos (Cf. [22])

Teorema 6.5.1 . Se

(i) ah (x) −→ a (x) e bh (x) −→ b (x) uniformemente sobre todo compacto de
Rn para h −→ 0+ ;

(ii)
{
ah (x)

}
h > 0

e
{
bh (x)

}
h > 0

são limitadas independentemente de x ;

(iii) ∀ ε > 0 : sup





1

h

∫

Rn−Bε(x)

πh (x, y) ℓ (dy) : x ∈ R
n




−→ 0 para h −→ 0+ ;
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então, quando h −→ 0+, Xh
t converge em lei para Xt tal que

dXt = a (Xt) dWt + b (Xt) dt ; X (0) = x

e

Ah (u) (x) −→ A (u) (x) =
d

dt
E (u (Xt) |X0 = x )

∣∣∣∣
t = 0

.

Condideremos a equação

∆u = −f sobre Ω ⊂ R
2 ; u = u∂Ω sobre ∂Ω

Quando usamos a discretização em diferenças finitas seguinte:

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h21
+
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h22
= −fi,j ,

temos

1

h21
ui+1,j +

1

h21
ui−1,j +

1

h22
ui,j+1 +

1

h22
ui,j−1 − 2

(
1

h21
+

1

h22

)
ui,j = −fi,j ,

isto é,

Πi+1,jui+1,j +Πi−1,jui−1,j +Πi,j+1ui,j+1 +Πi,j−1ui,j−1 − ui,j = −hfi,j ,

onde

h =
h21h

2
2

2 (h21 + h22)
; Πi+1,j = Πi−1,j =

h

h21
; Πi,j+1 = Πi,j−1 =

h

h22
.

Notemos que
Πi+1,j +Πi−1,j +Πi,j+1 +Πi,j−1 = 1 .

Seja {e1, e2} a base canônica de R2 e

πh (x, y) = Πi−1,jδ (x− e1 − y) + Πi+1,jδ (x+ e1 − y)
+Πi,j−1δ (x− e2 − y) + Πi,j+1δ (x+ e2 − y) .

Temos

Ah (u) (x) = Πi+1,ju (x+ e1) + Πi−1,ju (x− e1)
+Πi,j+1u (x+ e2) + Πi,j−1u (x− e2) ;

ahij (x) = 0, se i 6= j ; ah11 (x) = Πi+1,j +Πi−1,j ;

ah22 (x) = Πi,j+1 +Πi,j−1; b
h = 0 .
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Assim, decorre do teorema que

d

dt
E (u (Xt) |X0 = x )

∣∣∣∣
t = 0

= lim
h−→0+

Ah (u) ,

de modo que podemos aproximar a solução através de Xh
t : temos

E (u (Xi+1) |Xi )− u (Xi) ≈ hAh (u) (Xi) = hf (Xi) .

Assim, fazendo a soma destas igualdades até o ı́ndice n− 1 e tomando a espe-
rança:

u (x) ≈ E
(
u∂Ω (Xn) + h

n−1∑

i = 0

f (Xi)

)

6.6 Estat́ısticas de sistemas dinâmicos

O estudo de sistemas dinâmicos contendo incertezas vem despertando um interesse
crescente. Em Mecânica, por exemplo, a variabilidade de parâmetros materiais, de
geometria, ou de condições iniciais e de contorno leva a considerar a variabilidade
de sistemas dinâmicos. Por exemplo, um pêndulo pode ser afetado por diversas
variabilidades: comprimento, massa, rigidez, amortecimento etc, as quais terão
um impacto sobre suas frequência naturais e, portanto, sobre sua estabilidade.

Dificuldades espećıficas surgem quando estamos interessados em movimentos
periódicos, dado que os parâmetros usuais (pe– ŕıodo, autovalores do sistema li-
nearizado, etc.) tornam-se aleató– rios. Por exemplo, os autovalores podem ser
afetados ao ponto de mudarem de sinal segundo os valores dos parâmetros, com
consequências significativas sobre a estabilidade. Além disto, curvas t́ıpicas, tais
como, por exemplo, ciclos-limite, órbitas periódicas, seções de Poincaré, tornam-se
aleatórias.

Como nas demais situações tratadas neste texto, é necessário caracterizar as
distribuições de probabilidade e estat́ısticas destas curvas e dos parâmetros que
lhes são associados. Este tipo de análise envolve uma dificuldade particular:
ciclos-limite e órbitas são objetos pertencentes a espaços de dimensão infinita:
é necessário definir probabilidades e manipular médias e variâncias de objetos se
encontrando em espaços funcionais de dimensão infinita. Existe na literatura um
procedimento tradicional - as medidas ciĺındricas (Cf., por exemplo, [73], [4], [5])-
mas que não é suficientemente operacional. Neste caso, é prefeŕıvel adotar o ponto
de vista apresentado na seção 1.7 , o qual leva a uma construção natural das
estat́ısticas.

Consideremos, de forma geral, un sistema dinâmico em Rn, tendo por equações
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: 




dx
dt = f(x, t) ∀t ∈ [O ; T ], x ∈ Rn

x(0) = x0 x0 ∈ Rn
(6.6.38)

Um exemplo simples é fornecido pelo oscilador harmônico clássico, correspon-
dendo a uma massa-mola:





ẋ1(t) = x2(t) ∀t ∈ [O ; T ]

ẋ2(t) = − k
mx1(t)

x(0) = X0 aleatório

(6.6.39)

onde x = (x1 ; x2)
t, k é a rigidez da mola, m é a massa e ẋ1 = dx1/dt. As figuras

6.6 e 6.7 (Cf. [20]) mostram o retrato de fase e ast trajetórias para diferentes
valores de x0 com k = 1 e m = 1. É interessante notar que o ciclo-limite varia
com x0

Figura 6.6: Retrato de fase do osci-
lador 1 para diferentes condições ini-
ciais

Figura 6.7: Evolução de x1(t) do os-
cilador 1 para diferentes condições
iniciais

Um caso mais complexo é fornecido pelo oscilador de Van der Pol [28], que foi
muito estudado. Uma de suas propriedades mais interessantes é a existência de um
ciclo-limite independente das condições iniciais. Suas equações são as seguintes :






ẋ1 = x2 ∀t ∈ [O ; T ]

ẋ2 = ε(1− x21)x2 − Ω2
0x1

x(0) = x0

(6.6.40)



254 Equações diferenciais com incertezas

no qual ε mede o grau de não-linearidade do sistema e Ω0 é uma variável aleatória
positiva. Ω0 influe sobre as propriedades do sistema, como podemos observar nas
figuras abaixo: os ciclos-limite são dados na Fig. (figure 6.8) e as trajetórias de x1
na Fig. (figure 6.9) - utilizamos ε = 1. A tabela 6.1 indica os valores do peŕıodo
(Cf. [20])

Ω0 peŕıodo max
t

x1(t) min
t

x1(t) max
t

x2(t) min
t

x2(t)

0.8 8.58 2.01 -2.01 2.35 -2.35
1 6.66 2.00 - 2.01 2.67 -2.67
1.2 5.46 2.01 -2.00 3.01 -3.00

Tabela 6.1: Caracteŕısticas das órbitas periódicas para diferentes valores de Ω0

Figura 6.8: Órbitas periódicas para o
oscilador 2

Figura 6.9: Evolução de x1(t) para o
oscilador 2

6.6.1 Cálculo de estat́ısticas do ciclo-limite

Os ciclos-limite são órbitas periódicas fechadas, de modo que um ciclo-limite é
descrito por uma aplicação cont́ınua y : I → Rn no qual I é um intervalo de
R. Dado que não estamos interessados nos aspectos temporais, podemos, sem
perda de generalidade, considerar I = [0 ; 1]. Como apresentado na seção 1.7 ,
consideramos curvas pertencentes a um espaço de Hilbert separável V , dotado
de uma uma base hilbertiana Φ = {φn}n≥1 e exprimimos cada realização de um
ciclo-limite nesta base:

Y(ω)(·) =
∑

i≥1

Ai(ω)φi(·) (6.6.41)

Assim, o ciclo-limite é uma variável aleatória Y (ω) tomando valores em V e que
pode ser identificada à sequência {Ai(ω)}i≥1 dos coeficientes na base hilbertiana
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considerada. Usualmente, a média de uma variável aleatória X de lei µ tomando
valores em Ω é dada por :

E [X ] =

∫

Ω

x(ω)dµ(ω) (6.6.42)

No caso presente, µ é definida em V , o qual possue dimensão infinita e as definições
clássicas de Riemann ou de Lebesgue não podem ser aplicadas. A ferramenta
adaptada é a teoria dos espaços funcionais de Bochner (Cf., por exemplo, [12]) e
que foi préviamente introduzida na seção 1.7: define-se a integral primeiro para
funções simples e depois para sequências de funções simples. A teoria apresenta
resultados sobre as condições de convergência para que seja posśıvel escrever (Cf.,
por exemplo, [30])

E [Y (ω)] = lim
n→∞

E

[
n∑

i=1

Aiφi

]

= lim
n→∞

n∑

i=1

E [Ai]φi

Na prática, devemos utilizar uma aproximação de Y (ω) em um subespaço VN
de dimensão N :

pNY =

N∑

i=1

Aiφi (6.6.43)

onde pN(·) designa a projeção ortogonal de V sobre VN . Neste caso,

pN (E [Y (ω)]) =

N∑

i=1

E [Ai]φi (6.6.44)

As Figs. (6.10)-(6.11) mostram resultados obtidos por colocação, utilizando
uma base de elements finitos lineares e uma amostra de 20 órbitas periódicas.
Para o oscilador 1, x0 = (1;U) onde U segue a lei uniforme sobre [0.5 ; 1.5]. Para
o oscilador de van der Pol, tomamos Ω0 = U (Cf. [20]).

O ciclo-limite exato para o oscilador 1 é :

Yω(t) =

(
cos(t) + U sin(t)
− sin(t) + U cos(t))

)
(6.6.45)

e podemos comparar o resultado obtido com o resultado exato: o resultado calcu-
lado é praticamente idêntico ao exato.
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Figura 6.10: Órbita periódica média
e amostras de órbitas periódicas no
espaço de fases para o oscilador 1

Figura 6.11: Órbita periódica média
e amostras de órbitas periódicas no
espaço de fases para o oscilador 2

Se desejamos determinar as leis dos coeficientes {Ai(ω)}i≥1, podemos usar as
técnicas de representação precedentemente introduzidas: definimos

PY =
∑

n≥1

∑

j≥1

an,jψj({ξk(ω)}k≥1)φn(.) (6.6.46)

e buscamos determinar os coeficientes deterministas an,j ∈ Rn, o que pode ser
efetuado, por exemplo, por colocação ou ajuste de momentos. A fig. 6.12 mmostra
os resultados obtidos para o oscilador de Van der Pol a partir de uma amostra de
40 ciclos-limite e uma base de polinômios de Hermite, com uma aproximação de
ordem 2, ξ = ξ1 de lei uniforme sobre [0 ; 1] e coeficientes calculados por colocação.
A figura mostra o intervalo de confiança 95% para o ciclo-limite (pontilhado, Cf.
[20])

Figura 6.12: Ciclo-limite médio e intervalo de confiança 95% para o oscilador 2 .



Caṕıtulo 7

Otimização em Presença de
Incertezas

Os procedimentos de otimização buscam determinar os valores de certas variáveis
de forma a reduzir o máximo posśıvel custos, respeitando certas restrições. Na
situação – frequente – onde alguns destes elementos são definidos ou envolvem
de algum modo um vetor de dados, ou parâmetros, v, a solução x torna-se uma
função x (y) do vetor v. Assim, quando estes parâmetros apresentam variabilidade
ou incerteza, a solução do problema de otimização torna-se, ela também, variável
ou incerta.

Por exemplo, consideremos a situação simples onde procuramos um número
real x que minimize F (x) = (x− v1)2 sob a restrição x ≥ v2: a solução - óbvia
neste caso - é

x =

{
v1, if v1 ≥ v2

v2, nos demais casos.

F (x) =

{
0, if v1 ≥ v2

(v2 − v1)2 , nos demais casos.

Se v1 e v2 são variáveis aleatórias, a solução ótima x e o valor ótimo F (x)
também são variáveis aleatórias. Por exemplo, se ambas as variáveis v1 e v2
variam no intervalo (0, 1), x varia no intervalo (−1, 1) e F (x) varia no intervalo
(0, 1).

Um exemplo de variação catastrófica é fornecido pela minimização de

F (x1, x2) = ((v1 − 1)
2
+ 1)x21 − 4(v1 − 1)x1x2 + 2x1 − 2x2 + ((v1 − 1)

2
+ 1)x22.

Neste caso, a solução - óbvia também aqui - é, para v1 6= 0,

x1 = −1/v21, x2 = 1/v21 .
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Para v1 = 0, há uma infinidade de soluções. Se o parâmetro v1 varia no intervalo
[− ε, ε], os valores de x1 variam entre −∞ e −1/ε2, enquanto os valores de x2
variam entre 1/ε2 e ∞.

Estes exemplos, relativamente simples, mostram que a variabilidade dos pon-
tos e valores de ótimo devem ser levados em conta quando devemos garantir a
segurança e a confiabilidade das soluções. Neste caṕıtulo, consideramos o pro-
blema da detreminação da distribuição de probabilidades do ponto de ótimo. Um
ponto de vista alternativo consistindo em buscar uma solução satisfazendo res-
trições sobre probabilidades de certos eventos é a otimização baseada em confiabi-
lidade (Realibility-Based Design Optimization, RBDO), apresentada no caṕıtulo
8. Exemplos de problemas de otimização com incertezas podem ser encontrados
em [62, 55]

7.1 Representação de soluções em otimização sem
restrições

Um problema de otimização determinista (Unconstrained Optimization Problem,
UOP) se escreve sob a forma geral:

x = argmin {F (y) : y ∈ R
n}

no qual F : M(n, 1) −→ R é uma função a valores reais e x =(xi) ∈ M(n, 1) é
a incógnita. Na prática, F pode depender de parâmetros que sofrem de variabi-
lidade ou incerteza. Em tal situação, o UOP acima formulado torna-se um UOP
incerto. Por exemplo, consideremos incertezas modeladas por um vetor incerto
v = (v1, ..., vnr) e F = F (x,v). Neste caso, o UOP torna-se

X = argmin {F (Y,v) : Y ∈ R
n} (7.1.1)

A situação descrita na Eq. (7.1.1) pode ser estudada por diferentes métodos e
procedimentos, tais como programação estocástica, confiabilidade e RBDO, pro-
gramação nebulosa (fuzzy), programação intervalar, entre outras. Cada uma des-
tas técnicas repousa em teorias distintas. Por exemplo, métodos de programação
estocástica e de confiabilidade utilizam variáveis alea– tórias para modelar as in-
certezas ( v é um vetor aleatório), enquanto as técnicas nebulosas utilizam vetores
nebulosos (fuzzy). De maneira análoga, as técnicas intervalares utilizam vetores
de intervalos e cálculo intervalar. Usualmente, as técnicas de tipo estocástico são
utilizadas nas situações onde as incertezas correspondem a processos estocásticos
conhecidos ou identificados, enquanto as demais são adaptadas às situações onde as
caracteŕısticas estat́ısticas e probabilistas das incertezas não podem ser facilmente
obtidas, levando em conta a presença de v, X torna-se um vetor incerto.
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Nesta seção, estamos interessados na situação onde X é considerado como uma
variável aleatória e nosso objetivo é a determinação de sua distribuição de pro-
babilidades - notemos que se trata de um ponto de vista distinto dos já citados:
a programação estocástica visa à minimização de caracteŕısticas estat́ısticas de F
- por exemplo, sua média ou variância; a RBDO visa à introdução de restrições
sobre as probabilidades de eventos ligados à solução e busca a solução de um
problema de minimização de F sob tais restrições; a otimização nebulosa produz
vetores nebulosos e não permite a determinação de distribuiçõs de probabilidade;
da mesma forma, os procedimentos intervalares produzem intervalos e tampouco
levam à produção de distribuições de probabilidade. Enfim, notemos que a deter-
minação da distribuição de X permite a construção de estat́ısticas e probabilidades
de eventos ligados à solução X e ao valor ótimo de F .

De forma análoga às situações precedentemente estudadas, consideramos uma
aproximação PX de X em um subespaço conveniente S de variáveis aleatórias
(Cf. seção 3). Por exemplo, seja F = {ϕk}k∈N

uma famı́lia convenientemente
escolhida de funções, NX ∈ N∗, ξ uma variável aleatória conveniente, ϕ (ξ) =(
ϕ1 (ξ) , ..., ϕp (ξ)

)t ∈M(NX , 1) e

PX = χϕ (ξ) =

NX∑

k=1

χkϕk (ξ)

(
i.e., (PX)j =

NX∑

k=0

χjkϕk (ξ)

)
, (7.1.2)

o que corresponde a

S =
[{
ϕ1 (ξ) , ..., ϕNX

(ξ)
}]n

=
{

NX∑

k=1

Dkϕk (ξ) : Dk ∈ R
n, 1 ≤ k ≤ NX

}
.

(7.1.3)

Como nas situações estudadas anteriormente, a incógnita a ser determinada é
χ =

(
χij

)
∈M(n,NX). Por exemplo, a Eq. (7.1.1) pode ser aproximada por

PX = argmin {F (Y,v) : Y ∈ S} (7.1.4)

e χ pode ser determinado através da resolução da Eq. (7.1.4) utilizando uma
das técnicas apresentadas abaixo.

7.1.1 Colocação

Como nas situações precedentes, a maneira mais simples para determinar PX
consiste em gerar uma amostra X = (X1, . . . ,Xns) de ns realizações de X e
calcular os valores de χ resolvendo o sistema linear
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PX(ξi) = Xi , i = 1, . . . , ns . (7.1.5)

Exemplo 7.1.1 . Consideremos a situação onde x = (x1, x2) e

F (x, v) = (x1 − v1v2)2 + (x2 − v1 − v2)2 .

Neste caso,

X =

(
v1v2
v1 + v2

)
.

Consideremos (v1, v2) como um par de variáveis independentes, com vi de lei
uniforme sobre (ai, bi). As aproximações utilizam

ϕk(v) =

(
v1 − a1
b1 − a1

)r (
v2 − a2
b2 − a2

)s

, k = sn1 + r , (7.1.6)

onde n1 > 0, n2 > 0, 0 ≤ r ≤ n1, 0 ≤ s ≤ n2). Utilizamos a1 = 0, b1 = 1,
a2 = −1, b2 = 1, n1 = 3, n2 = 3. os resultados para uma grade uniforme de 6
valores de cada variável vi se encontram nas Figs. (7.1)-(7.2).

Figura 7.1: Resultados obtidos para X1 no Exemplo 7.1.1 (grade uniforme)

Figura 7.2: Resultados obtidos para X2 no Exemplo 7.1.1 (grade uniforme)
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Exemplo 7.1.2 . Consideremos o caso onde x = (x1, x2) e

F (x, v) = ((2v1 + 3)x1 + (v1 + 3)x2 − v1)2

+ ((v1 + 1)x1 + (v1 + 2)x2 − 1)
2
.

Neste caso,

X =
1

v21 + 3v1 + 3

(
v21 + v1 − 3
−v21 + v1 + 3

)
.

Seja v1 de lei uniforme sobre (−1, 1) e consideremos ns = 11 valores equidis-
tantes de vi, com v1 = −1, vns = 1. O procedimento apresentado é aplicado com
NX = 5 e uma base polinomial

ϕk(v) =

(
v + 1

2

)k

.

os resultados se encontram na Fig. (7.3).

Figura 7.3: Resultados obtidos no exemplo 7.1.2 (11 pontos equidistantes)

7.1.2 Ajuste de momentos

Como exposto no caṕıtulo 3), uma amostra também pode ser utilizada para de-
terminar os coeficientes conduzindo à igualdade entre os momentos aproximados
Ma(PX) =

(
Ma

1 , ...,M
a
q

)
e os momentos emṕıricos Me =

(
M e

1 , ...,M
e
q

)
(método

do ajuste dos momentos. Para a determinação numérica dos coeficientes, podemos
resolver as equações não linearesMa(ℓ) = Me ou minimizar uma pseudo-distância
d (Ma(ℓ),Me).

Exemplo 7.1.3 . Consideremos novamente a situação descrita no Exemplo 7.1.1

e dados correspondentes a np2 pontos
(
(v1)i, (v2)j

)
, com, para cada r, np va-

lores (vr)s equidistribúıdos sobre (ar, br). Consideremos os momentos emṕıricos

E
(
xi1x

j
2

)
, com i, j ≤ m. A Fig. (7.4) apresenta alguns resultados obtidos. É
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interessante observar que este método é eficiente quando ξ 6= v: como nos casos
estudados nos caṕıtulos e seções precedentes, v pode não ser conhecido, mas so-
mente os valores de x1 e x2. Neste caso, podemos utilizar (ξr)s equidistribúıdos
sobre (ar, br) e considerar x1 = x1(ξ), x2 = x2(ξ).

Figura 7.4: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.3

Exemplo 7.1.4 . Consideremos agora a situação descrita no Exemplo 7.1.2 e dados
correspondentes a ns = 11 valores equidistantes de v. Os resultados obtidos se
encontram na Fig. (7.5). É interessante notar que, para NX = 7, as variáveis
também são corretamente aproximadas, além da distribuição (Fig. (7.6)) - para
os outros valores de NX , somente a distribuição de X é corretamente aproximada,
as variáveis não . Como observado préviamente, este comportamento pode ser
conectado à qualidade da resolução numérica das equações ou do problema de
otimização global definindo os coeficientes da aproximação.

7.1.3 Otimização estocástica

Os coeficientes desconhecidos também podem ser determinados através da mini-
mização de estat́ısticas de F . Por exemplo, podemos minimizar sua média:

χ = argmin {E (F (Y,v)) : Y ∈ R
n} . (7.1.7)

Este problema pode ser resolvido por algoritmos de otimização estocástica, tais
como, por exemplo, métodos de quase-gradiente estocástico (Cf., por exemplo,
[47]).
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Figura 7.5: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.4 (dados ξ equidistribúıdos, v
aleatórios)

Figura 7.6: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.4 (dados ξ equidistribúıdos, v
aleatórios)

Exemplo 7.1.5 . Consideremos mais uma vez a situação descrita no Exemplo
7.1.3 . Para a resolução numérica da Eq. (7.1.7), as médias são estimadas uti-
lizando as médias emṕıricas de uma amostra. A Fig. (7.7) mostra alguns dos
resultados obtidos. observemos que o procedimento é eficiente mesmo para ξ 6= v.

Exemplo 7.1.6 . Consideremos agora a situação descrita no Exemplo 7.1.4 . No-
vamente, utilizamos médias emṕıricas de uma amostra para aproximar as médias
necessárias à resolução da Eq. (7.1.7). Alguns dos resultados obtidos se encon-
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Figura 7.7: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.5 (dados equidistribúıdos)

tram na Fig. (7.8). Os resultados obtidos para ξ 6= v se encontram na Fig. (7.9).

Figura 7.8: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.6 (dados equidistribúıdos)
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Figura 7.9: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.5 (dados ξ equidistribúıdos, v
aleatórios)

7.1.4 Adaptação de métodos iterativos

O método apresentado na seção 5.1.4 pode ser aplicado na situação presente. por
exemplo, consideremos a resolução iterativa da Eq. (7.1.1) utilizando uma função
de iteração Ψ:

X(p+1) = Ψ
(
X(p)

)
. (7.1.8)

Analogamente à seção 5.1.4 , podemos construir uma sequência
{
χ(p)

}
p≥0

a

partir de um ponto inicial χ(0) resolvendo uma sequên– cia de sistemas lineares

AU = B . (7.1.9)

no qual

Aαβ = Arsjk , Bα = Brs , Uβ = χ
(p+1)
jk ,

α = ind(r, s), β = ind(j, k) ,
(7.1.10)

Arsjk = δjrE (ϕs (ξ)ϕk (ξ)) ,

Brs = E

(
ϕs (ξ) Ψr

(
NX∑

k=1

χ
(p)
k ϕk (ξ)

))
.

(7.1.11)
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Exemplo 7.1.7 . Consideremos ainda uma vez a situação descrita no Exemplo
7.1.3 . Podemos aplicar o método do gradiente com passo fixo µ = 0.1, a partir de
um ponto inicial fornecido pelo método de Nelder-Meade intŕınseco de MATLAB
(função interna fminsearch). Como no exemplo 7.1.3 , as médias necessárias às
iterações são estimadas utilizando as médias emṕıricas fornecidas por uma grade
uniforme. Os resultados obtidos com np = 11 se encontram nas Figs. (7.10)-
(7.10).

Figura 7.10: Resultados para as variáveis no Exemplo 7.1.7 (grade uniforme)

Figura 7.11: Resultados para a função cumulativa no Exemplo 7.1.7 (grade uni-
forme)

Exemplo 7.1.8 . Consideremos novamente a situação do Exemplo 7.1.4 . Como
no exemplo precedente, consideramos a minimização iterativa pelo método do gra-
diente a passo fixo µ = 0.1, a partir de um ponto inicial fornecido pelo método de
Nelder-Meade intŕınseco de MATLAB (função interna fminsearch) e as médias
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estimadas pelas médias emṕıricas de ns = 11 pontos equidistribúıdos, como des-
crito no exemplo 7.1.4 . Os resultados se encontram na Fig. (7.12).

Figura 7.12: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.8 (pontos equidistribúıdos)

7.1.5 Equações do ponto de ótimo

Em certas situações, por exemplo para uma função objetivo convexa F , os pontos
de ótimo podem ser caracterizados através de equações algébricas e os métodos
apresentados na seção 5.1 podem ser utilizados. Por exemplo, podemos considerar
as equações

∇F (x,v) = 0 , (7.1.12)

as quais devem ser satisfeitas pelo ponto de ótimo. Os métodos apresentados na
seção 5.1 podem ser aplicados para determinar a aproximação PX.

Exemplo 7.1.9 . Consideremos a situação descrita no Exemplo 7.1.3 . A resolução
de Eq. (7.1.12) é realizada pelo método variacional, com as médias estimadas a
partir dos dados fornecidos por uma grade uniforme. Os resultados obtidos para
as variáveis se encontram na Fig. (7.13). As funções cumulativas se encontram
na Fig. (7.14).

Exemplo 7.1.10 . Consideremos agora a situação descrita no Exemplo 7.1.4 . A
resolução da Eq. (7.1.12) é realizada novamente pelo método variacional, com
as médias estimadas utilizando os dados de ns = 11 pontos equidistribúıdos. Os
resultados se encontram na Fig. (7.15).
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Figura 7.13: Resultados para as variáveis no Exemplo 7.1.9 (grade uniforme)

Figura 7.14: Resultados para a função cumulativa no Exemplo 7.1.10 (grade
uniforme)

7.2 Métodos estocásticos para a otimização de-

termińıstica

Esta seção apresenta algoritmos numéricos estocásticos para a determinação dos
pontos de mı́nimo global de funções determińısticas suficientemente regulares, i.
e., para a otimização global de funções cont́ınuas.

Nesta área, a variedade de métodos propostos na literatura impede toda ten-
tativa de exaustão e todo texto é obrigatoriamente parcial - este texto não escapa
a esta limitação e é provável que o leitor não encontre abaixo o algoritmo com o
qual trabalha usualmente.

O enfoque utilizado neste documento é ditado pelo interesse na construção de
métodos numéricos: menos que descrever algoritmos, este texto busca dar ao lei-
tor os prinćıpios básicos de construção - os quais repousam em alguns teoremas
fundamentais expostos no texto abaixo. Os exemplos de construção devem ser
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Figura 7.15: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.10 (pontos equidistribúıdos)

tomados como ilustrações da metodologia que são de natureza geral : para os fins
que lhe são próprios, o leitor deve levar em conta a existência provável de algorit-
mos adaptados, constrúıdos especificamente para a situação que lhe interessa e
que exploram particularidades de seu problema para ganhar em eficiência - estes
algoritmos podem ser combinados segundo os procedimentos descritos no texto
que segue, de modo a produzir novos algoritmos.

De maneira ”ingênua”, os teoremas podem ser interpretados da maneira se-
guinte: sorteando pontos de maneira aleatória, mas com uma densidade de pro-
babilidade estritamente positiva em qualquer subregião da região de interesse, a
probabilidade de sortear um ponto em uma vizinhança arbitrariamente dada de
um ponto de mı́nimo global é estritamente positiva, aumenta com o número de
pontos sorteados e tende a um quando o número de sorteios tende ao infinito.

Obtemos assim uma primeira idéia simples para a minimização de uma função
regular f : Rk −→ R : podemos, por exemplo, gerar aleatoriamente nr pon-
tos {xi : 1 ≤ i ≤ nr} e estimar o valor do mı́nimo, m, a partir dos valores de
{f (xi) : 1 ≤ i ≤ nr}. Na prática, é mais conveniente considerar sorteios de ex-
ploração de uma vizinhança ”controlada”de um ponto: sorteia-se não diretamente
um ponto xi, mas um incremento ∆x. Neste caso, obtemos um algoritmo que
pode ser descrito da maneira seguinte:

1- Inicialização: é dado um ponto de partida x0
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2- Iterações: o ponto atual é xn e calcula-se xn+1 em duas subetapas

2.1 - sorteio: gerar aleatoriamente um incremento ∆xn

2.2 - dinâmica: definir xn+1 a partir de xn e tn = xn+∆xn . Por exemplo,
a dinâmica elitista conduz a

xn+1 = arg min {f (xn) , f (tn)} .

A denominação elitista é justificada pela rejeição sistemática dos sorteios que
degradam o valor de f : temos

xn+1 =

{
xn, se f (xn) < f (tn)
tn, se f (xn) ≥ f (tn) .

Usualmente, esta dinâmica é representada sob a forma

xn+1 = Dnxn + (1−Dn) tn,

onde

P (Dn = 0 f (xn) < f (tn) ) = 0; P (Dn = 1 f (xn) < f (tn) ) = 1

P (Dn = 0 f (xn) ≥ f (tn) ) = 1; P (Dn = 1 f (xn) ≥ f (tn) ) = 0

O algoritmo relativamente simples acima descrito é conhecido como algoritmo
de descida estocástica. As hipóteses básicas para sua convergência são bastante
gerais e não supõem a convexidade de f :

inf
{
f (x) : x ∈ R

k
}
= m ∈ R ; (7.2.13)

∀ λ > m : Sλ =
{
x ∈ R

k : f (x) < λ
}

é limitado, de interior não vazio;
(7.2.14)

∀ λ > m : Sc
λ =

{
x ∈ R

k : f (x) ≥ λ
}

é de interior não vazio; (7.2.15)

As hipóteses (7.2.14) e (7.2.15)estão verificadas, por exemplo, quando f é
cont́ınua e coerciva ou quando f é cont́ınua e estamos interessados no mı́nimo
sobre um subconjunto limitado. A hipótese (7.2.15) serve para garantir que
P (xn /∈ Sλ) > 0 e pode ser relaxada limitando-se aos valores de λ ∈ (m,m+ ε)
para os quais esta hipótese é satisfeita

Entretanto, a velocidade de convergência - e portanto, a efi– ciência real - de
um método puramente baseado em sorteios pode ser fraca. Assim, modificações
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deste método básico foram introduzidas e conduziram a outras versões do teorema
fundamental. Por exemplo, a utilização da dinâmica de Metropolis em lugar da
dinâmica elitista conduz ao algoritmo do recozimento simulado, o qual é baseado
na versão 2. Na dinâmica de Metropolis,

P (Dn = 0 f (xn) < f (tn) ) = cn;

P (Dn = 1 f (xn) < f (tn) ) = 1− cn ;

P (Dn = 0 f (xn) ≥ f (tn) ) = 1; P (Dn = 1 f (xn) ≥ f (tn) ) = 0;

cn = exp

(
−
(
f (tn)− f (xn) + α

θn
+ β

))
,

onde α ≥ 0, β ≥ 0 e {θn}n ∈ N
é uma seqüência de números reais estritamente

positivos tais que θn −→ 0 ”lentamente”(em geral, com 1/
√
log (n)). Neste caso,

xn+1 =






xn, com probabilidade 1− cn
tn, com probabilidade cn

}
, se f (xn) < f (tn)

tn, se f (xn) ≥ f (tn)
.

Também é posśıvel considerar uma combinação entre métodos de descida de-
termińıstica e a descida estocástica, baseada na versão 3 do teorema.

7.2.1 Versão 1: descida estocástica

Nesta seção, apresentamos o resultado fundamental que serve de base ao método
de descida estocástica.

Teorema 7.2.1 . .- Seja {Un}n ∈ N
uma seqüência de variáveis aleatórias tal que

∀ n ≥ 0 : Un+1 ≤ Un q.c.

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

∀ λ > m : ∃ α (λ) > 0 tal que P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ) ≥ α (λ) . (7.2.16)

Então:
Un −→ m q.c.

Notemos que a condição (7.2.16) implica que P (Un ≥ λ) > 0. Como veremos
no que segue, esta desigualdade é verificada quando a densidade de probabilidade
dos sorteios é estritamente positiva em Rn.

A prova desse teorema utiliza os lemas seguintes:
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Lema 7.2.2 . .- Seja {En}n ∈ N
⊂ Ω uma famiĺıa de eventos quase certos. Então

E =
⋂

n ∈ N

En é quase certo.

Demonstração: .- Seja Ec
n = Ω− En o complementar de En. Temos

∀ n ≥ 0 : P (Ec
n) = 1− P (En) = 1− 1 = 0.

Seja Ec = Ω− E o complementar de E. Temos

Ec =

(
⋂

n ∈ N

En

)c

=
⋃

n ∈ N

Ec
n ,

de modo que

P

(
⋃

n ∈ N

Ec
n

)
≤

+∞∑

n = 0

P (Ec
n) =

+∞∑

n = 0

0 = 0

e P (E) = 1− P (Ec) = 1− 0 = 1. �

Lema 7.2.3 . .- Seja {Un}n ∈ N
uma seqüência de variáveis aleatórias tal que

∀ n ≥ 0 : Un+1 ≤ Un q.c.

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

Então existe uma variável aleatória U∞ tal que Un −→ U∞ q.c. e U∞ ≥ m q. c.
Além disto, Un ≥ U∞ q. c. para todo n ≥ 0.

Demonstração:

1- Sejam
An = {ω ∈ Ω : Un+1 (ω) ≤ Un (ω)} ,

Bn = {ω ∈ Ω : Un (ω) ≥ m} .
Denotando Ac

n = Ω − An, B
c
n = Ω − Bn (complementares de An e Bn,

respectivamente), temos P (Ac
n) = P (Bc

n) = 0. Seja En = An ∩Bn . Então
Ec

n = (An ∩Bn)
c
= Ac

n ∪Bc
n, de modo que

P (Ec
n) = P (Ac

n ∪Bc
n) ≤ P (Ac

n) + P (Bc
n) = 0 + 0 = 0.

e En é quase certo, pois P (En) = 1− P (Ec
n) = 1− 0 = 1. Seja

E = {ω ∈ Ω : m ≤ Un+1 (ω) ≤ Un (ω) , ∀ n ≥ 0} .

Então E =
⋂

n ∈ N

En, de modo que decorre do Lema 7.2.2 que E é quase

certo.
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2- Seja ω ∈ E. Então {Un (ω)}n ∈ N
⊂ R é decrescente e limitada, de modo que

existe U∞ (ω) tal que

Un (ω) −→ U∞ (ω) quando n −→ +∞ .

Definimos desta maneira uma aplicação numérica U∞ : Ω −→ R. As propri-
edades elementares das aplicações mensuráveis (Cf., por exemplo, [40], p.
184) mostram que U∞ é uma variável aleatória. Além disto U∞ (ω) ≥ m,
dado que m ≤ Un (ω) , ∀ n ≥ 0.

3- Seja
F = {ω ∈ Ω : Un (ω) −→ U∞ (ω) quando n −→ +∞ } .

Temos E ⊂ F , de modo que P (F ) ≥ P (E) = 1 e F é quase certo. Seja

G = {ω ∈ Ω : U∞ (ω) ≥ m } .

Temos E ⊂ G, de modo que P (G) ≥ P (E) = 1 e G é quase certo.

3- Consideremos
Hn = {ω ∈ Ω : Un (ω) ≥ U∞ (ω) }

Seja ω ∈ E. Como {Un (ω)}n ∈ N
⊂ R é decrescente e limitada, temos

U∞ (ω) ≤ Un (ω) , ∀n ≥ 0. Assim E ⊂ Hn, de modo que P (Hn) ≥ P (E) =
1. Logo, Hn é quase certo para todo n ≥ 0.

�

Lema 7.2.4 . .- Seja U∞ uma variável aleatória tal que

∀ λ > m : U∞ ≤ λ q. c. , (7.2.17)

U∞ ≥ m q. c. . (7.2.18)

Então U∞ = m q. c.

Demonstração:

1- Sejam
A = {ω ∈ Ω : U∞ (ω) = m }
B = {ω ∈ Ω : U∞ (ω) > m }

A hipótese 7.2.18 mostra que

P (A ∪B) = 1.

Como
A ∩B = ∅,
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temos
P (A ∪B) = P (A) + P (B) .

Assim,
P (A) + P (B) = 1.

2- Seja

Bn =

{
ω ∈ Ω : U∞ (ω) ≥ m+

1

n

}
.

Temos

ω ∈ B =⇒ ∃ n > 0 tal que U∞ (ω) ≥ m+
1

n

=⇒ ω ∈
⋃

n ∈ N

Bn .

Assim,

B ⊂
⋃

n ∈ N

Bn .

Por outro lado,

Bn ⊂ B, ∀ n ≥ 0 =⇒
⋃

n ∈ N

Bn ⊂ B ,

de modo que

B =
⋃

n ∈ N

Bn .

3- Resulta da primeira hipótese do lema (Eq. (7.2.17) ) que

Bn é quase imposśıvel, ∀n ≥ 0 .

Assim,

P (B) = P

(
⋃

n ∈ N

Bn

)
≤

+∞∑

n = 0

P (Bn) = 0

e B é quase imposśıvel. Assim,

P (A) = 1− P (B) = 1− 0 = 1

e A é quase certo.

�

Lema 7.2.5 . .- Sob as hipóteses do teorema 7.2.1 , temos

∀λ > m : P (Un ≥ λ) −→ 0 quando n −→ +∞.
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Demonstração: Consideremos a variável aleatória Zn definida por

Zn = 0, se Un ≥ λ, Zn = 1, se Un < λ.

Temos

P (Zn+1 = i) = P (Zn+1 = i, Zn = 0) + P (Zn+1 = i, Zn = 1) ,

de modo que

P (Zn+1 = i) = P (Zn = 0)P (Zn+1 = i |Zn = 0)

+P (Zn = 1)P (Zn+1 = i |Zn = 1)

e, pondo

πn =

(
P (Zn = 0)
P (Zn = 1)

)
,

temos
πn+1 = Aπn , Aij = P (Zn+1 = i |Zn = j ) (0 ≤ i, j ≤ 1) .

Como a seqüência é decrescente q.c.,

A01 = P (Zn+1 = 0 |Zn = 1) = P (Un+1 ≥ λ |Un < λ ) = 0 .

E, das hipóteses do teorema,

A00 = P (Zn+1 = 0 |Zn = 0) =

1− P (Un+1 < λ |Un ≥ λ ) ≤ 1− α (λ) .

Assim

∀ n ≥ 0 : (πn+1)0 = A00 (πn)0 +A01 (πn)1 =

A00 (πn)0 ≤ (1− α (λ)) (πn)0 .

Esta fórmula de recorrência mostra que

∀ n ≥ 0 : (πn+1)0 ≤ (1− α (λ))n+1 (π0)0 .

Por conseguinte, dado que α (λ) > 0,

(πn+1)0 −→ 0 quando n −→ +∞ .

�

Lema 7.2.6 . Sob as hipóteses do teorema 7.2.1 , existe U∞ tal que Un −→ U .
Além disto,

∀λ > m : P (U∞ ≥ λ) = 0.
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Demonstração:

1- O lema 7.2.3 mostra que existe U∞ tal que Un −→ U q.c.. Como Un −→ U∞
q.c., temos também Un −→ U∞ p. e, por conseguinte, Un −→ U L.

2- Sejam Fn a lei de Un e F∞ a lei de U∞. A convergência em lei implica que

P (Un < λ) = Fn (λ) −→ F∞ (λ) = P (U∞ < λ) ,

de modo que

P (Un ≥ λ) = 1− Fn (λ) −→ 1− F∞ (λ) = P (U∞ ≥ λ) .
Assim

P (U∞ ≥ λ) = lim
n−→+∞

P (Un ≥ λ) = 0 .

�

Demonstração do teorema 7.2.1–

1- Decorre do lema 7.2.3 que existe uma variável aleatória U∞ tal que Un −→
U∞ q.c. e U∞ ≥ m q. c. Como na demonstração desse mesmo lema, seja

E = {ω ∈ Ω : m ≤ Un+1 (ω) ≤ Un (ω) , ∀ n ≥ 0} .

E é quase certo e Un (ω) −→ U∞ (ω), para todo ω ∈ E.

2- Seja λ > m : decorre do lema 7.2.6 que U∞ < λ q. c.. Por conseguinte,
decorre do Lema 7.2.4 que U∞ = m q. c. .

Nota 7.2.7 . Também é posśıvel mostrar que U∞ = m q. c. da forma seguinte:

1- Seja λ > m e consideremos

An (λ) = {ω ∈ E : Un (ω) < λ} .

Temos
An (λ) ⊂ An+1 (λ) , ∀ n ≥ 0.

2- Seja
A (λ) = {ω ∈ E : U∞ (ω) < λ} .

Como U∞ (ω) ≤ Un (ω) (lema 7.2.3 que), temos

ω ∈ An (λ) =⇒ U∞ (ω) ≤ Un (ω) < λ =⇒ ω ∈ A (λ) .

Assim,
An (λ) ⊂ A (λ) , ∀ n ≥ 0.

Assim, pondo pn (λ) = P (An (λ)), temos

P (A (λ)) ≥ pn (λ) , ∀ n ≥ 0. (7.2.19)
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3- Pondo Ac
n (λ) = Ω−An (λ) e Bn (λ) = An+1 (λ) ∩Ac

n (λ), temos

An (λ) ∩Bn (λ) = ∅.

Além disto,

An+1 (λ) = An+1 (λ) ∩ Ω = An+1 (λ) ∩ (An (λ) ∪ Ac
n (λ))︸ ︷︷ ︸

= Ω

=

(An+1 (λ) ∩An (λ))︸ ︷︷ ︸
= An(λ)

∪ (An+1 (λ) ∩ Ac
n (λ))︸ ︷︷ ︸

= Bn(λ)

,

de modo que
An+1 (λ) = An (λ) ∪Bn (λ)

e
P (An+1 (λ)) = P (An (λ)) + P (Bn (λ)) . (7.2.20)

4- Temos

∀ n ≥ 0 : P (An+1 (λ) |Ac
n (λ) ) =

P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ) ≥ α (λ) > 0,

de forma que, para todo n ≥ 0 : por um lado, pn (λ) > 0 e, por outro lado,

P (Bn (λ)) = P (Ac
n (λ))P (An+1 (λ) |Ac

n (λ) ) =

(1− pn (λ))P (An+1 (λ) |Ac
n (λ) ) ≥ (1− pn (λ))α (λ) .

5- Assim, a Eq. (7.2.20) mostra que

∀ n ≥ 0 : pn+1 (λ) ≥ pn (λ) + (1 − pn (λ))α (λ) .

Pondo qn (λ) = 1− pn (λ), temos

∀ n ≥ 0 : qn+1 (λ) ≤ (1− α (λ))qn (λ) .

Esta fórmula de recorrência mostra que

∀ n ≥ 0 : qn (λ) ≤ (1− α (λ))nq0 (λ) .

Por conseguinte, dado que α (λ) > 0,

qn (λ) −→ 0 e pn (λ) −→ 1 quando n −→ +∞ .

6- Logo, a Eq. (7.2.19) mostra que P (A (λ)) = 1 e, por conseguinte, U∞ < λ
q. c. .
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7- Decorre do lema 7.2.4 que U∞ = m q. c. .

Este teorema sugere um método de minimização: sejam

1. Z : Ω −→ Rk um vetor aleatório cont́ınuo cuja densidade de probabilidade
ϕZ : Rk −→ R verifica (|•| é a norma euclidiana)

∀ r > 0 : inf {ϕZ (z) : |z| ≤ r} ≥ a (r) > 0

2. x0 : Ω −→ Rk um vetor aleatório

Define-se a seqüência de variáveis aleatórias {xn}n ∈ N
, xn : Ω −→ Rk por

∀ n ≥ 0 : xn+1 (ω) = argmin {f (xn (ω)) , f (tn (ω))} ,

tn = xn + Z ;

e {Un}n ∈ N
, Un : Ω −→ R por

Un (ω) = f (xn (ω)) .

Notemos que a densidade de probabilidade condicional de tn é

ϕn (t |xn = x) = ϕZ (t− x) > 0

A densidade de probabilidade condicional de tn é

ϕn (t |xn = x) = ϕZ (t− x)
e a densidade de probabilidade de xn é

φn (t) =

∫

R

ϕn (t |xn = x) dx =

∫

R

ϕZ (t− x) dx .

Assim,

∀ r > 0 : φn (t) ≥
∫

|t−x|≤r

ϕZ (t− x) dx ≥ a (r) ℓ (Br) > 0,

onde ℓ é a medida de Lebesgue e Br é a bola raio r (Br = {z ∈ Rn : |z| ≤ r}).
Temos

Teorema 7.2.8 . Un −→ m q.c.
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Demonstração:

1- Por construção:
∀ n ≥ 0 : Un+1 ≤ Un q.c.

e
∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

2- Assim, por um lado,

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x ) dt ≥
∫

B(λ)

ϕn (t |xn = x) dt =

∫

B(λ)

ϕZ (t− x) dt ≥
∫

B(λ)

a (ηλ) dt

e (ℓ é a medida de Lebesgue)

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x) dt ≥ a (ηλ) ℓ (B (λ))

3- e, por outro lado,

P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ) =

∫

Sc
λ

µn (dx)

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x) dt

≥ a (ηλ) ℓ (B (λ))

∫

Sc
λ

µn (dx) ,

onde Fn é a lei de xn e µn é a medida associada a Fn. Assim

P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ) ≥ a (ηλ) ℓ (B (λ)) P (xn /∈ Sλ) .

Da hipótese (7.2.15), existem yλ ∈ Sc
λ e rλ > 0 tais que

C (λ) =
{
x ∈ R

k : |x− y| ≤ rλ
}
⊂ Sc

λ.

Logo

P (xn /∈ Sλ) =

∫

Sc
λ

φn (x) dx ≥
∫

C(λ)

φn (x) dx

≥ a (rλ) ℓ (Brλ) > 0
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e, por conseguinte,

P (xn+1 ∈ Sλ |xn /∈ Sλ ) =
P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ)

P (xn /∈ Sλ)

≥ a (ηλ) ℓ (B (λ)) .

4- Pondo
α (λ) = a (ηλ) ℓ (B (λ)) ,

temos
P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ ) ≥ α (λ) > 0.

5- O resultado decorre do teorema 7.2.1.

�

O algoritmo associado a este teorema é o algoritmo de descida estocástica:

1. Inicialização: são dados um ponto de partida x0 e um número de sorteios nr

2. Iterações: o ponto atual é xn e calcula-se xn+1 em duas subetapas

(a) sorteio: gerar aleatoriamente um valor Zn de Z e definir tn = xn+Zn.

(b) dinâmica: definir xn+1 :

xn+1 =

{
xn, se f (xn) < f (tn)
tn, se f (xn) ≥ f (tn)

}
.

3. se n < nr

(a) incrementar n : n←− n+ 1

(b) retornar a 2.

4. se n ≥ nr : estimar m ≈ f (xn) e x∗ ≈ xn.

7.2.2 Versão 2: dinâmica de Metropolis

Como já observamos, a eficiência do método de descida estocástica pode ser fraca.
Assim, encontramos na literatura modificações do método básico introduzidas com
o objetivo de melhorar a eficiência. Por exemplo, uma primeira idéia nasce da
constatação de que a dinâmica utilizada raramente modifica o ponto atual: o
ponto tn é rejeitado salvo quando corresponde a uma diminuição do valor da
função. Assim, a dinâmica elitista conduz em prática a explorar vizinhanças do
ponto atual. Esta análise sugere que uma melhoria pode ser introduzida através de
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uma modificação da dinâmica, tendendo a aceitar uma degradação controlada do
valor da função objetivo. Um exemplo de modificação é fornecido pela dinâmica
de Metropolis, a qual consiste em aceitar degradações do valor de f com uma
probabilidade que decresce rapidamente (por exemplo, exponencialmente) com
o valor da degradação. A convergência do método resultante da utilização do
dinâmica de Metropolis é baseada no seguinte teorema:

Teorema 7.2.9 . Seja {Un}n ∈ N
uma seqüência de variáveis aleatórias tal que

∀ n ≥ 0 : P (Un+1 > Un) ≤ βn com

+∞∑

n = 0

βn <∞

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

∀ λ > m : ∃ α (λ) > 0 tal que P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ) ≥ α (λ) . (7.2.21)

Então:
Un −→ m q.c.

Como já observamos, a condição (7.2.21) implica que
P (Un ≥ λ) > 0. Como no caso precedente, esta desigualdade é verificada quando
a densidade de probabilidade dos sorteios é estritamente positiva sobre Rn.

Este resultado utiliza os lemas seguintes:

Lema 7.2.10 . Seja {En}n ∈ N
⊂ Ω uma famı́lia de eventos tal que P (Ec

n) ≤ βn,

com
+∞∑

n = 0

βn <∞. Se E ⊂ Ω é um evento tal que

∀ n ≥ 0 :

+∞⋂

i = n

Ei ⊂ E

então E é quase certo.

Demonstração: Notemos inicialmente que, dado que a série é convergente

(

+∞∑

n = 0

βn <∞), a série dos restos verifica

Rn =
+∞∑

i = n

βi −→ 0 quando n −→ +∞ .

Sejam Ec
n = Ω− En , Ec = Ω− E o complementar de E. Temos

Ec ⊂
(

+∞⋂

i = n

Ei

)c

=

+∞⋃

i = n

Ec
i ,
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de modo que

P (Ec) ≤ P
(

+∞⋃

i = n

Ec
i

)
≤

+∞∑

i = n

P (Ec
i ) ≤

+∞∑

i = n

βi = Rn .

Assim,

P (Ec) ≤ lim
n−→+∞

Rn = 0.

e P (E) = 1− P (Ec) = 1− 0 = 1. �

Lema 7.2.11 . Seja {Un}n ∈ N
uma seqüência de variáveis aleatórias tal que

∀ n ≥ 0 : P (Un+1 > Un) ≤ βn com
+∞∑

n = 0

βn <∞

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

Então existe uma variável aleatória U∞ tal que Un −→ U∞ q.c. e U∞ ≥ m q.
c..

Demonstração:

1- Sejam

An = {ω ∈ Ω : Un+1 (ω) ≤ Un (ω)} ,

Bn = {ω ∈ Ω : Un (ω) ≥ m} .
Denotando Ac

n = Ω − An, B
c
n = Ω − Bn (complementares de An e Bn,

respectivamente), temos P (Ac
n) = βn e P (Bc

n) = 0. Seja En = An ∩ Bn .
Então Ec

n = (An ∩Bn)
c
= Ac

n ∪Bc
n, de modo que

P (Ec
n) = P (Ac

n ∪Bc
n) ≤ P (Ac

n) + P (Bc
n) ≤ βn + 0 = βn.

e En é quase certo, pois P (En) = 1− P (Ec
n) = 1− 0 = 1. Seja

E =
{
ω ∈ Ω : ∃ n0 (ω) tal que m ≤ Un+1 (ω) ≤ Un (ω) ,

∀ n ≥ n0 (ω)
}
.

Então E =

+∞⋃

n = 0

(
+∞⋂

i = n

Ei

)
, de modo que decorre do Lema 7.2.10 que E é

quase certo.
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2- Seja ω ∈ E. Então existe n ≥ 0 tal que ω ∈
+∞⋂

i = n

Ei, de modo que

∀ i ≥ n : m ≤ Ui+1 (ω) ≤ Ui (ω)

e {Ui (ω)}i ≥ n ⊂ R é decrescente e limitada, de modo que existe U∞ (ω) tal
que

Ui (ω) −→ U∞ (ω) quando i −→ +∞ .

3- Definimos desta maneira uma aplicação numérica U∞ : Ω −→ R. As pro-
priedades elementares das aplicações mensuráveis (Cf., por exemplo, [40] ,
p. 184) mostram que U∞ é uma variável aleatória. Além disto U∞ (ω) ≥ m,
dado que m ≤ Ui (ω) , ∀ i ≥ n.

4- Seja
F = {ω ∈ Ω : Un (ω) −→ U∞ (ω) quando n −→ +∞ } .

5- Temos E ⊂ F , de modo que P (F ) ≥ P (E) = 1 e F é quase certo. Seja

G = {ω ∈ Ω : U∞ (ω) ≥ m } .

Temos E ⊂ G, de modo que P (G) ≥ P (E) = 1 e G é quase certo.

�

Lema 7.2.12 . Sob as hipóteses do teorema lema 7.2.9 , temos

∀λ > m : P (Un ≥ λ) −→ 0 quando n −→ +∞.

Demonstração:

1- Consideremos a variável aleatória Zn definida por

Zn = 0, se Un ≥ λ, Zn = 1, se Un < λ.

Temos

P (Zn+1 = i) = P (Zn+1 = i, Zn = 0) + P (Zn+1 = i, Zn = 1) ,

de modo que

P (Zn+1 = i) = P (Zn = 0)P (Zn+1 = i |Zn = 0)

+P (Zn = 1)P (Zn+1 = i |Zn = 1)
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e, pondo

πn =

(
P (Zn = 0)
P (Zn = 1)

)
,

temos

πn+1 = Aπn , Aij = P (Zn+1 = i |Zn = j ) (0 ≤ i, j ≤ 1) .

2- Consideremos os eventos

F = {ω ∈ Ω : Un+1 (ω) ≥ λ e Un (ω) < λ } ,

G = {ω ∈ Ω : Un+1 (ω) ≥ Un (ω)} .

Temos F ⊂ G, de modo que P (F ) ≤ P (G) ≤ βn. Por conseguinte,

P (Zn+1 = 0, Zn = 1) = P (Un+1 ≥ λ , Un < λ) ≤ βn

e
A01 (πn)1 = P (Zn+1 = 0, Zn = 1) ≤ βn .

3- Por outro lado,

A00 = P (Zn+1 = 0 |Zn = 0) =

1− P (Un+1 < λ |Un ≥ λ) ≤ 1− α (λ) .

Assim

∀ n ≥ 0 : (πn+1)0 = A00 (πn)0 +A01 (πn)1
≤ (1− α (λ)) (πn)0 + βn

e, por conseguinte,

∀ n ≥ k : (πn+1)0 ≤ (1− α (λ))n+1−k (πk)0

+
n∑

i=k

(1− α (λ))n−i

︸ ︷︷ ︸
≤ 1

βi

e temos

∀ n ≥ k : (πn+1)0 ≤ (1− α (λ))n+1 (πk)0 +

n∑

i=k

βi ,

de onde

∀ n ≥ k : (πn+1)0 ≤ (1− α (λ))n+1 (πk)0 +
+∞∑

i=k

βi
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4- Por conseguinte,

∀ k ≥ 0 : lim sup
n

(πn+1)0 ≤
+∞∑

i=k

βi .

Como a série é convergente, temos

Rk =

+∞∑

i = k

βi −→ 0 quando k −→ +∞ .

Logo,
lim sup

n
(πn+1)0 ≤ 0 .

Assim, dado que (πn+1)0, ∀ n ≥ 0, temos

lim sup
n

(πn+1)0 = 0 .

5- Como
lim inf

n
(πn+1)0 ≤ lim sup

n
(πn+1)0 ,

temos também
lim inf

n
(πn+1)0 ≤ 0 .

E, dado que (πn+1)0, ∀ n ≥ 0, vem

lim inf
n

(πn+1)0 = 0 .

6- A igualdade dos dois limites mostra que

(πn+1)0 −→ 0 quando n −→ +∞ .

�

Assim,

Lema 7.2.13 . Sob as hipóteses do teorema 7.2.9 , existe U∞ tal que Un −→ U .
Além disto,

∀λ > m : P (U∞ ≥ λ) = 0.

Demonstração:

1- O lema 7.2.3 mostra que existe U∞ tal que Un −→ U q.c.. Como Un −→ U∞
q.c., temos também Un −→ U∞ p. e, por conseguinte, Un −→ U L..
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2- Sejam Fn a lei de Un e F∞ a lei de U∞. A convergência em lei implica que

P (Un < λ) = Fn (λ) −→ F∞ (λ) = P (U∞ < λ) ,

de modo que

P (Un ≥ λ) = 1− Fn (λ) −→ 1− F∞ (λ) = P (U∞ ≥ λ) .

Assim
P (U∞ ≥ λ) = lim

n−→+∞
P (Un ≥ λ) = 0 .

�

Demonstração do teorema 7.2.9–

1- Decorre do lema 7.2.11 que existe uma variável aleatória U∞ tal que Un −→
U∞ q.c. e U∞ ≥ m q. c. Como na demonstração desse mesmo lema, seja

E = {ω ∈ Ω : m ≤ Un+1 (ω) ≤ Un (ω) , ∀ n ≥ 0} .

E é quase certo e Un (ω) −→ U∞ (ω), para todo ω ∈ E.

2- Seja λ > m : decorre do lema 7.2.13 que U∞ < λ q. c.. Por conseguinte,
decorre do Lema 7.2.4 que U∞ = m q. c. .

�

Este teorema sugere um método de minimização: sejam

1. Z : Ω −→ Rk um vetor aleatório cont́ınuo cuja densidade de probabilidade
ϕZ : Rk −→ R verifica (|•| é a norma euclidiana)

∀ r > 0 : inf {ϕZ (z) : |z| ≤ r} ≥ a (r) > 0

2. x0 : Ω −→ Rk um vetor aleatório

3. dois números reais estritamente positivos α > 0, β > 0,

4. {θn}n ∈ N
uma seqüência de números reais estritamente positivos θn > 0, ∀n ≥

0 tal que
+∞∑

n = 0

exp

(
− α

θn

)
<∞

Define-se a seqüência de variáveis aleatórias {xn}n ∈ N
, xn : Ω −→ Rk por

∀ n ≥ 0 : xn+1 (ω) = Dn (ω)xn (ω) + (1−Dn (ω)) tn (ω) ,

tn = xn + Z ;
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P (Dn = 0 |f (xn) < f (tn) ) = 1− βn ;

P (Dn = 1 |f (xn) < f (tn) ) = βn ;

P (Dn = 0 f (xn) ≥ f (tn) ) = 1;

P (Dn = 1 f (xn) ≥ f (tn) ) = 0;

βn = exp

(
−
(
α

θn
+ β

))
,

e {Un}n ∈ N
, Un : Ω −→ R por

Un (ω) = f (xn (ω)) .

Como na seção precedente, a densidade de probabilidade condicional de tn é

ϕn (t |xn = x) = ϕZ (t− x)
e a densidade de probabilidade de xn é

φn (t) =

∫

R

ϕn (t |xn = x) dx =

∫

R

ϕZ (t− x) dx ,

a qual verifica

∀ r > 0 : φn (t) ≥ a (r) ℓ (Br) > 0 ,

onde ℓ é a medida de Lebesgue e Br é a bola raio r (Br = {z ∈ Rn : |z| ≤ r}).
Temos

Teorema 7.2.14 . Un −→ m q.c.

Demonstração:

1- Notemos inicialmente que

βn = exp

(
−
(
α

θn
+ β

))
≤ exp

(
− α

θn

)
,

de modo que
+∞∑

n = 0

βn <∞ .
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2- Por construção:

∀ n ≥ 0 : P (Un+1 > Un ) ≤ βn

e

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

3- De maneira análoga à utilizada na demonstração do teorema 7.2.8 , temos

P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ ) ≥ α (λ) > 0.

4- O resultado decorre do teorema 7.2.9.

�

Na prática, é usual utilizar uma variante na qual

P (Dn = 0 f (xn) < f (tn) ) = cn;

P (Dn = 1 f (xn) < f (tn) ) = 1− cn ;

P (Dn = 0 f (xn) ≥ f (tn) ) = 1; P (Dn = 1 f (xn) ≥ f (tn) ) = 0;

cn = exp

(
−
(
f (tn)− f (xn) + α

θn
+ β

))
.

Notemos que

cn ≤ exp


−




≥ 0︷ ︸︸ ︷
f (tn)− f (xn) + α

θn
+ β







≤ exp

(
−
(
α

θn
+ β

))
≤ exp

(
− α

θn

)
,

de modo que o teorema 7.2.14 continua válido. O algoritmo associado a esta
escolha é o algoritmo de descida estocástica com dinâmica de Metropolis, o qual
corresponde ao recozimento simulado:

1. Inicialização: são dados um ponto de partida x0 e um número de sorteios nr

2. Iterações: o ponto atual é xn e calcula-se xn+1 em duas subetapas

(a) sorteio: gerar aleatoriamente um valor Zn de Z e definir tn = xn+Zn.
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(b) dinâmica: definir xn+1 : se f (xn) ≥ f (tn) então xn+1 = tn. Senão
sortear a de lei uniforme sobre (0, 1), se a < cn então xn+1 = tn. Senão
xn+1 = xn

3. se n < nr

(a) incrementar n : n←− n+ 1

(b) retornar a 2.

4. se n ≥ nr : estimar m ≈ f (xn) e x∗ ≈ xn.

Nota 7.2.15 . O leitor pode encontrar na literatura resultados de convergência
baseados em difusões estocásticas. Ver, por exemplo, [3] ou [37].

7.2.3 Versão 3: Métodos h́ıbridos

Apesar da modificação, o método precedente continua sendo puramente baseado
em sorteios. Para obter uma maior eficiência, uma idéia simples consiste em
combinar os sorteios com um método determińıstico. Por exemplo, consideremos
iterações de descida da forma:

xn+1 = Qn (xn) . (7.2.22)

Por exemplo, o método do gradiente a passo fixo corresponde a

Qn (x) = x− µ∇f (x) .

Uma idéia simples para melhorar os resultados consiste em combinar as iterações
de descida com os sorteios. Por exemplo, podemos introduzir uma etapa inter-
mediária em nosso algoritmo básico

1. Inicialização : é dado um ponto de partida x0

2. Iterações: o ponto atual é xn e calcula-se xn+1 em três subetapas

(a) descida: gerar um novo ponto t0 utilizando o método de descida.

(b) sorteio: para i = 1, ..., nr : gerar aleatoriamente um incremento (∆xn)i
e colocar ti = t0 + (∆xn)i .

(c) dinâmica: definir o valor de xn+1 a partir de xn e ti, i = 0, ..., nr . Por
exemplo, a dinâmica elitista conduz a

xn+1 = argmin {f (xn) , f (ti) : 0 ≤ i ≤ nr} .
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Esta maneira de combinar o método de descida e os sorteios pode ser vista
como uma perturbação estocástica do método de descida: o algoritmo básico pode
ser reescrito

1. Inicialização : é dado um ponto de partida x0

2. Iterações: o ponto atual é xn e calcula-se xn+1 em três subetapas

(a) descida: gerar um novo ponto t0 utilizando o método de descida.

(b) perturbação:

(c) para i = 1, ..., nr : gerar aleatoriamente um incremento (∆xn)i e colo-
car t0 = x̃n + (∆xn)i .

(d) determinar x̃n = argmin { f (ti) : 0 ≤ i ≤ nr} .
(e) dinâmica: definir o valor de xn+1 a partir de xn e x̃n utilizando a

dinâmica elitista.

Este algoritmo corresponde às iterações

xn+1 = Qn (xn) + Pn , (7.2.23)

onde Pn é uma variável aleatória. Estas iterações convergem para um mı́nimo
global sob hipóteses bastante gerais, tais como

∀M > 0 : ∃ a (M) tal que |x| ≤M
=⇒ |Qn (x)| ≤ a (M) , ∀ n ≥ 0 ,

(7.2.24)

além das hipóteses precedentes (7.2.13 ) e (7.2.14 ) sobre f . A variável aleatória
Pn deve ser escolhida de maneira que

∀ λ > m : P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ) ≥ α (n, λ) > 0 ;

+∞∑

n=0

α (n, λ) = +∞ .
(7.2.25)

Estas escolhas repousam sobre o teorema seguinte:

Teorema 7.2.16 . Seja {Un}n ∈ N
uma seqüência de variáveis aleatórias tal que

∀ n ≥ 0 : Un+1 ≤ Un q.c.

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

∀ λ > m : ∃ α (n, λ) > 0 tal que

P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ) ≥ α (n, λ)
(7.2.26)
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e

∀ λ > m :

+∞∑

n=0

α (n, λ) = +∞ .

Então:
Un −→ m q.c.

Aqui também, a condição (7.2.26) implica que P (Un ≥ λ) > 0. Como veremos
no que segue, esta desigualdade é verificada quando a densidade de probabilidade
dos sorteios é estritamente positiva sobre Rn.

A prova deste resultado utiliza o lema seguinte:

Lema 7.2.17 . Sob as hipóteses do teorema lema 7.2.16 , temos

∀λ > m : P (Un ≥ λ) −→ 0 quando n −→ +∞.

Demonstração:

1- Consideremos a variável aleatória Zn definida por

Zn = 0, se Un ≥ λ, Zn = 1, se Un < λ.

Temos

P (Zn+1 = i) = P (Zn+1 = i, Zn = 0) + P (Zn+1 = i, Zn = 1) ,

de modo que

P (Zn+1 = i) = P (Zn = 0)P (Zn+1 = i |Zn = 0)

+P (Zn = 1)P (Zn+1 = i |Zn = 1)

e, pondo

πn =

(
P (Zn = 0)
P (Zn = 1)

)
,

temos

πn+1 = Aπn , Aij = P (Zn+1 = i |Zn = j ) (0 ≤ i, j ≤ 1) .

2- Como a seqüência é decrescente q.c., temos

P (Zn+1 = 0 |Zn = 1) = 0, P (Zn+1 = 1 |Zn = 1) = 1 .

Assim,
A11 (πn)1 = (πn)1 .
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3- Por outro lado,

A10 = P (Zn+1 = 1 |Zn = 0) =

P (Un+1 < λ |Un ≥ λ) ≥ α (λ, n) ,

de forma que

∀ n ≥ 0 : (πn+1)1 = A10 (πn)0 +A11 (πn)1
≥ α (λ, n) (πn)0 + (πn)1

e, por conseguinte,

∀ n ≥ 0 : (πn+1)1 ≥ α (λ, n) (1− (πn)1) + (πn)1 .

4- Como α (λ, n) (1− (πn)1) ≥ 0, resulta desta desigualdade que

∀ n ≥ 0 : (πn+1)1 ≥ (πn)1 .

Assim, {(πn)1}n ∈ N
é crescente e limitada superiormente por 1. Logo, existe

p ≤ 1 tal que
(πn)1 −→ p quando n −→ +∞.

Além disto
∀ n ≥ 0 : p ≥ (πn)1 .

5- Temos então
α (λ, n) (1− (πn)1) ≥ α (λ, n) (1− p) ,

de forma que

∀ n ≥ 0 : (πn+1)1 ≥ α (λ, n) (1− p) + (πn)1 .

Assim,

∀ n ≥ 0 : (πn+1)1 ≥ (π0)0 + (1− p)
n∑

i=0

α (λ, i) ,

de forma que

∀ n ≥ 0 : 1 ≥ (π0)0 + (1− p)
n∑

i=0

α (λ, i) ,

6- Se p < 1, temos
n∑

i=0

α (λ, i) ≤ 1− (π0)0
1− p ,
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de forma que

+∞ =

+∞∑

i=0

α (i, λ) ≤ 1− (π0)0
1− p ,

o que é absurdo. Por conseguinte, p = 1 e temos
(πn+1)1 −→ 1 quando n −→ +∞, de modo que

(πn+1)0 −→ 0 quando n −→ +∞ .

�

Lema 7.2.18 . Sob as hipóteses do teorema 7.2.16 , existe U∞ tal que Un −→ U
L.. Além disto,

∀λ > m : P (U∞ ≥ λ) = 0.

Demonstração:

1- O lema 7.2.3 mostra que existe U∞ tal que Un −→ U q.c.. Como Un −→ U∞
q.c., temos também Un −→ U∞ p. e, por conseguinte, Un −→ U L..

2- Sejam Fn a lei de Un e F∞ a lei de U∞. A convergência em lei implica que

P (Un < λ) = Fn (λ) −→ F∞ (λ) = P (U∞ < λ) ,

de modo que

P (Un ≥ λ) = 1− Fn (λ) −→ 1− F∞ (λ) = P (U∞ ≥ λ) .

Assim
P (U∞ ≥ λ) = lim

n−→+∞
P (Un ≥ λ) = 0 .

�

Demonstração do teorema 7.2.16–

1- Decorre do lema 7.2.3 que existe uma variável aleatória U∞ tal que Un −→
U∞ q.c. e U∞ ≥ m q. c. Como na demonstração desse mesmo lema, seja

E = {ω ∈ Ω : m ≤ Un+1 (ω) ≤ Un (ω) , ∀ n ≥ 0} .

E é quase certo e Un (ω) −→ U∞ (ω), para todo ω ∈ E.

2- Seja λ > m : decorre do lema 7.2.18 que U∞ < λ q. c.. Por conseguinte,
decorre do Lema 7.2.4 que U∞ = m q. c. .

�

Este teorema sugere um método de minimização: sejam
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1. Z : Ω −→ Rk um vetor aleatório cont́ınuo cuja densidade de probabilidade
ϕZ : Rk −→ R verifica (|•| é a norma euclidiana)

∀ r > 0 : inf {ϕZ (z) : |z| ≤ r} ≥ a (r) > 0

2. x0 : Ω −→ Rk um vetor aleatório

3. {λn}n ∈ N
uma seqüência de números reais estritamente positivos tal que

λn > 0 , ∀n ≥ 0 e

+∞∑

n = 0

1

λkn
a

(
ξ

λn

)
= +∞, ∀ξ > 0.

Esta última condição está satisfeita, por exemplo, quando 0 < λn ≤M , ∀n ≥ 0

e
+∞∑

n = 0

a

(
ξ

λn

)
= +∞, ∀ξ > 0. Em tal caso:

+∞∑

n = 0

1

λkn
a

(
ξ

λn

)
≥ 1

Mk

+∞∑

n = 0

a

(
ξ

λn

)
= +∞.

Ela também é satisfeita se 0 < λn ≤ M , ∀n ≥ 0 e ξ 7−→ a (ξ) é decrescente e
estritamente positiva sobre (0,+∞). Neste caso:

a

(
ξ

λn

)
≥ a

(
ξ

M

)
> 0 =⇒

+∞∑

n = 0

a

(
ξ

λn

)
= +∞.

Define-se a seqüência de variáveis aleatórias {xn}n ∈ N
, xn : Ω −→ Rk por

∀ n ≥ 0 : xn+1 (ω) = argmin {f (xn (ω)) , f (tn (ω))} ,

tn = Qn (xn) + λnZ ;

e {Un}n ∈ N
, Un : Ω −→ R por

Un (ω) = f (xn (ω)) .

Neste caso, a densidade de probabilidade condicional de tn é

ϕn (t |xn = x ) =
1

λkn
ϕZ

(
t−Qn (x)

λn

)
.

e a densidade de tn é

φn (t) =
1

λkn

∫

R

ϕZ

(
t−Qn (x)

λn

)
dx

≥ 1

λkn

∫

| t−Qn(x)
λn
|≤r

ϕZ

(
t−Qn (x)

λn

)
dx ,
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de forma que

∀ r > 0 : φn (t) ≥
1

λkn

∫

| t−Qn(x)
λn
|≤r

ϕZ

(
t−Qn (x)

λn

)
dx

≥ 1

λkn
a (r) ℓ (Br) > 0 ,

onde ℓ é a medida de Lebesgue e Br é a bola raio r (Br = {z ∈ Rn : |z| ≤ r}).
Temos

Teorema 7.2.19 . Un −→ m q.c.

Demonstração:

1. Por construção:

∀ n ≥ 0 : Un+1 ≤ Un q.c.

∀ n ≥ 0 : Un ≥ m q.c.

2. Seja λ > m. Consideremos Sλ =
{
x ∈ Rk : f (x) < λ

}
e

Sc
λ =

{
x ∈ Rk : f (x) ≥ λ

}
. Da hipótese (7.2.14), existem xλ ∈ Sλ e ηλ > 0

tais que

B (λ) =
{
x ∈ R

k : |x− xλ| ≤ ηλ
}
⊂ Sλ,

3. Seja γ > f (x0): Sγ é limitado, de modo que existe M0 > 0 tal que |x| ≤M0

para todo x ∈ Sγ . Logo, |Qn (x)| ≤ b (M0) para todo x ∈ Sγ . Assim,

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x ) dt ≥
∫

B(λ)

ϕn (t |xn = x) dt

=
1

λkn

∫

B(λ)

ϕZ

(
t−Qn (x)

λn

)
dt

verifica (ℓ é a medida de Lebesgue)

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x ) dt ≥ 1

λkn

∫

B(λ)

b

(
ηλ + b (M0)

λn

)
dt

≥ 1

λkn
a

(
ηλ + b (M0)

λn

)
ℓ (B (λ)) .
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4. Sejam Fn a lei de xn e µn a medida associada a Fn. Temos

P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ) =

∫

Sc
λ

µn (dx)

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x ) dt

≥
∫

C(λ)

µn (dx)

∫

Sλ

ϕn (t |xn = x) dt

de modo que

P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ) ≥
1

λkn
a

(
ηλ + b (M0)

λn

)
ℓ (B (λ))

∫

Sc
λ

µn (dx) ,

isto é,

P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ) ≥
1

λkn
a

(
ηλ + b (M0)

λn

)
ℓ (B (λ)) P (xn /∈ Sλ) .

Da hipótese (7.2.15), existem yλ ∈ Sc
λ e rλ > 0 tais que

C (λ) =
{
x ∈ R

k : |x− y| ≤ rλ
}
⊂ Sc

λ.

Logo

P (xn /∈ Sλ) =

∫

Sc
λ

φn (x) dx ≥
∫

C(λ)

φn (x) dx

≥ a (rλ) ℓ (Brλ) > 0

e, por conseguinte,

P (xn+1 ∈ Sλ |xn /∈ Sλ ) =
P (xn+1 ∈ Sλ, xn /∈ Sλ)

P (xn /∈ Sλ)

≥ 1

λkn
a

(
ηλ + b (M0)

λn

)
ℓ (B (λ)) .

5. Pondo

α (n, λ) =
1

λkn
a

(
ηλ + b (M0)

λn

)
ℓ (B (λ)) ,
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temos
P (Un+1 ≤ λ |Un ≥ λ) ≥ α (n, λ) > 0

e
+∞∑

n=0

α (n, λ) = +∞

6. O resultado decorre do teorema 7.2.16.

�

O algoritmo associado a este teorema é o algoritmo de perturbações estocásticas:

1. Inicialização : são dados um ponto de partida x0 , um número de sorteios
nr e um máximo de iterações nm

2. Iterações: o ponto atual é xn e calcula-se xn+1 em três subetapas

(a) descida: gerar t0 = Qn (xn).

(b) sorteio: para i = 1, ..., nr: sortear um valor Zi de Z e definir ti =
t0 + λnZi.

(c) dinâmica: determinar xn+1 = argmin
{
f (xn) , f (ti) :

i = 0, ..., nr
}

3. se n ≥ nm : estimar m ≈ f (xn) e x∗ ≈ xn.
Nota 7.2.20 . A dinâmica de Metropolis pode ser implementada de várias manei-
ras. Por exemplo, podemos

1. determinar x̃n = argmin { f (ti) : 0 ≤ i ≤ nr} .
2. aplicar a dinâmica de Metropolis ao par (xn , x̃n) :

∀ n ≥ 0 : xn+1 = Dnxn + (1−Dn) x̃n ;

P (Dn = 0 |f (xn) < f (x̃n) ) = 1− cn ;

P (Dn = 1 |f (xn) < f (x̃n) ) = cn ;

P (Dn = 0 |f (xn) ≥ f (x̃n) ) = 1;

P (Dn = 1 |f (xn) ≥ f (x̃n) ) = 0;

cn = exp

(
−
(
f (tn)− f (xn) + α

θn
+ β

))
.

Nota 7.2.21 . O leitor pode encontrar na literatura outros desenvolvimentos, entre
os quais métodos para funções não diferenciáveis e para problemas com restrições.
Ver, por exemplo, [57], [2], [26], [25], [53], [32].
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7.3 Métodos utilizando populações.

Os métodos expostos podem ser aplicados em uma população de pontos iniciais.
Por exemplo, consideremos uma população inicial formada de np elementos:

Π0 =
{
x10, ..., x

np
0

}
.

Umé idéia simples consiste em aplicar os algoritmos a cada um dos elementos
xi0, de modo a gerar uma seqüência de populações {Πn}n∈N

,

Πn =
{
x1n, ..., x

np
n

}
.

Neste caso utilizamos cada xi0 como ponto de partida, o que justifica que fa-
lemos de método multipartidas. Mas também é posśıvel combinar os elementos
calculados. Por exemplo, podemos utilizar o algoritmo seguinte:

1. Inicialização: é dado uma população inicial Π0

2. Iterações: a população atual é Πn e calcula-se Πn+1 em três subetapas

(a) descida: gerar M0
n ==

{
t10, ..., t

np
0

}
, onde ti0 = Qn

(
xin
)
.

(b) sorteio: para i = 1, ..., np e j = 1, ..., nr : gerar aleatoriamente um in-

cremento (∆xn)
i
j e colocar t

i
j = ti0+(∆xn)

i
j . Esta subetapa geraM1

n ={
tij : i = 1, ..., np

e j = 0, ..., nr
}
.

(c) colocar Mn =M0
n ∪M1

n.

(d) dinâmica: definir o valor de Πn+1 a partir de Πn e tij , i = 1, ..., np e
j = 0, ..., nr . Por exemplo, a dinâmica elitista conduz a selecionar os
np melhores elementos de Πn ∪Mn.

Muitas variantes deste algoritmo básico são posśıveis e podem ser encontradas
na literatura. Por exemplo, é posśıvel definirMn determinando o melhor elemento
de
{
tij : j = 0, ..., nr

}
para i fixo: a reunião dos resultados para i = 1, ..., np forma

Mn . Também é posśıvel introduzir uma etapa suplementar, onde os elementos
dispońıveis são combinados entre si para produzir novos elementos. Por exemplo,
podemos gerar combinações afins aleatórias dos elementos de Πn :

Cn =
{
αijxin + βijxjn + γij : i, j, αij , βij , γij aleatórios

}

Os elementos de Cn podem ser utilizados em qualquer subetapa. Por exemplo,
na dinâmica: são selecionados os np melhores elementos de Πn ∪Mn ∪Cn.
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7.4 Determinação de pontos de partida

A determinação de pontos de partida pode ser efetuada, por exemplo, a partir
de uma fórmula de representação. Esta fórmula é válida para espaços de Hilbert
gerais, inclusive em dimensão infinita. Por exemplo, consideremos um espaço de
Hilbert V e um funcional J : V −→ R. Estamos interessados na determinação de

u = argmin
S
J, i .e., u ∈ S , J(u) ≤ J(v) , ∀ v ∈ S . (7.4.27)

Suponhamos que S ⊂ V é fechado, limitado e não vazio. Então existe uma
constante α ∈ R tal que ‖v‖ ≤ α, ∀ v ∈ S.

Seja J : V −→ R um functional cont́ınuo. Suponhamos que existe uma cons-
tante β ∈ R tal que |J (v)| ≤ β, ∀ v ∈ S. esta hipótese é verificada quando J
possue um ı́nfimo real e é coercivo.

Seja B∗
ε a parte de S situada no interior da bola aberta de centro u e raio ε

and S∗
ε = S − B∗

ε seu complemento em S. Suponhamos que existe ε0 > 0 tal que
µ (B∗

ε ) > 0,∀ ε ∈ (0, ε0). Seja χ∗
ε a função caracteŕıstica de B∗

ε e ψ∗
ε a função

caracteŕıstica de S∗
ε . We have χ∗

ε(v) + ψ∗
ε(v) = 1 , ∀ v ∈ S.

Seja λ > 0 um número real suficientemente grande (no que segue, tomamos
λ −→ +∞) e g : R2 −→ R uma função cont́ınua tal que g ≥ 0. Suponhamos que
existem ε0 > 0 e duas funções h1, h2 : R2 −→ R tais que, ∀ ε ∈ (0, ε0):

E (vg (λ, J(v)))

E (g (λ, J(v)))
−−−−−−→
λ−→+∞

u, fracamente em V. (7.4.28)

Então

Teorema 7.4.1 . Suponhamos que (7.4.30) e (7.4.31) sejam verificadas. Se Vd
é um subespaço vetorial de dimensão finita de V e Pd : V −→ Vd é a projeção
ortogonal sobre Vd, então

E (Pd (v) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
−−−−−−→
λ−→+∞

Pd (u) , fortemente em V. (7.4.29)

Além disto, para todo ℓ ∈ L (V,R),
E (ℓ (Pd (v)) g (λ, J(v)))

E (g (λ, J(v)))

d−→+∞−−−−−−→
λ−→+∞

ℓ (u) ;

E (Pd (v) g (λ, J(v)))

E (g (λ, J(v)))

d−→+∞−−−−−−→
λ−→+∞

u, fracamente em V.

Corolário 7.4.2 . Suponhamos que, além disto, o teorema de Fubini-Tonnelli se
aplique. Então,

E ((v, ϕn) g(λ, J(v))) = (E (vg(λ, J(v)) , ϕn) , ∀n ∈ N
∗
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e
E (g(λ, J(v))) ≥ h1(λ, ε) > 0 ; E (ψ∗

ε(v)g(λ, J(v))) ≤ h2(λ, ε) (7.4.30)

∀ ε ∈ (0, ε0) :
h2(λ, ε)

h1(λ, ε)
−−−−−−→
λ−→+∞

0 . (7.4.31)

O teorema resulta da proposição seguinte

Proposição 7.4.3 . Suponhamos que (7.4.30) e (7.4.31) são satisfeitas. Seja ℓ ∈
L
(
V,Rd

)
, d ∈ N∗. Então

ℓ (u) = lim
λ−→+∞

E (ℓ (v) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
.

Demonstração da proposição–

1- Temos

E (ℓ (v) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
=

E (ℓ (u) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
+

E (ℓ(v − u)g(λ, J(v)))
E (g(λ, J(v)))

.

Assim,

E (ℓ (v) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
= ℓ (u) +

E (ℓ(v − u)g(λ, J(v)))
E (g(λ, J(v)))

. (7.4.32)

2- Seja ε ∈ (0, ε0). Temos

E (ℓ(v − u)g(λ, J(v))) = E (ℓ(v − u)(χ∗
ε(v) + ψ∗

ε(v))g(λ, J(v))) .

Logo,

E (ℓ(v − u)g(λ, J(v))) = E (ℓ(v − u)χ∗
ε(v)g(λ, J(v)))

+ E (ℓ(v − u)ψ∗
ε(v)g(λ, J(v))) .

3- Como ℓ ∈ L
(
V,Rd

)
, existe uma constante Mp ∈ R tal que, para v ∈ B∗

ε ,

|ℓ(v − u)|p ≤Mp ‖v − u‖ ≤Mpε (7.4.33)

enquanto, para v ∈ S∗
ε ,

|ℓ(v − u)|p ≤Mp ‖v − u‖ ≤Mp (‖v‖+ ‖u‖) ≤ 2Mpα (7.4.34)
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4- Por um lado, da desigualdade de Jensen (1.6.18),

|E (ℓ(v − u)χ∗
ε(v)g(λ, J(v))) |p
≤ E

(
|ℓ(v − u)|p χ∗

ε(v)g(λ, J(v))
)
.

e, da Eq. (7.4.33),

E
(
|ℓ(v − u)|p χ∗

ε(v)g(λ, J(v))
)

≤MpεE (χ∗
ε(v)g(λ, J(v))) .

Por outro lado, a desigualdade de Jensen (1.6.18) também mostra que,

|E (ℓ(v − u)ψ∗
ε(v)g(λ, J(v))) |p
≤ E

(
|ℓ(v − u)|p ψ∗

ε(v)g(λ, J(v))
)
.

e temos, de (7.4.34) e (7.4.30),

E
(
|ℓ(v − u)|p ψ∗

ε(v)g(λ, J(v))
)
≤ 2Mpαh2(λ, ε) .

5- Assim,

|E (ℓ(v − u)g(λ, J(v))) |p
≤ εMpE (χ∗

ε(v)g(λ, J(v))) + 2Mpαh2(λ, ε) .

e
∣∣∣∣
E (ℓ(v − u)χ∗

ε(v)g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))

∣∣∣∣
p

≤ εMpE (χ∗
ε(v)g(λ, J(v))) + 2Mpαh2(λ, ε)

E (g(λ, J(v)))

=
εMpE (χ∗

ε(v)g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
+

2Mpαh2(λ, ε)

E (g(λ, J(v)))
.

6- Como
E (χ∗

ε(v)g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
≤ 1

e
h2(λ, ε)

E (g(λ, J(v)))
≤ h2(λ, ε)

h1(λ, ε)
,

temos ∣∣∣∣
E (ℓ(v − u)g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))

∣∣∣∣
p

≤
(
ε+ 2α

h2(λ, ε)

h1(λ, ε)

)
Mp
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7- esta desigualdade combinada a Eq. (7.4.31) traz

∀ ε ∈ (0, ε0) : lim
λ−→+∞

∣∣∣∣
E (ℓ(v − u)g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))

∣∣∣∣
p

≤ εMp .

Logo

lim
λ−→+∞

∣∣∣∣
E (ℓ(v − u)g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))

∣∣∣∣
p

= 0

e temos

lim
λ−→+∞

E (ℓ(v − u)g(λ, J(v)))
E (g(λ, J(v)))

= 0 , (7.4.35)

8- Tomando o limite para λ −→ +∞ na Eq. (7.4.32) e utilizando Eq.(7.4.35),
temos o resultado.

�

Demonstração do teorema–

1- Seja {φ1, ..., φd} uma base ortonormal de Vd e ℓ : V −→ Rd dada por ℓ(v) =
((v, φ1) ,..., (v, φn)) . ℓ é linear e |ℓ(v)|2 = ‖Pd (v) ‖ ≤ ‖v ‖ . Assim, ℓ ∈
L
(
V,Rd

)
e, da proposição 7.4.3:

lim
λ−→+∞

E ((v, φn) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
= (u, φn) .

Logo,

E (Pd (v) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
=

d∑

n=0

E ((v, φn) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
φn

−−−−−−→
λ−→+∞

d∑

n=0

(u, φn)φn

fortemente em V e temos o primeiro resultado.

2- Sejam ℓ ∈ L (V,R), Φ = {ϕn}n∈N∗ ⊂ V uma base hilbertiana ortonormal

(base de Schauder), Vd = [{ϕ1, ..., ϕd}], Pd (v) =
∑d

n=1 (u, ϕn)ϕn a projeção
ortogonal de v sobre Vd. Como ℓ é linear e cont́ınua, temos:

|ℓ (v)| ≤M1 ‖v‖ e |ℓ (Pd (v))| ≤M1 ‖Pd (v)‖ ≤M1 ‖v‖ .

Como S é limitado, existe uma constante α ∈ R tal que ‖v‖ ≤ α, ∀v ∈ S e
temos |ℓ (Pd (v))| ≤M1α, ∀v ∈ S.Seja

L (d, λ) =
E (ℓ (Pd (v)) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
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De (1.6.18):

|L (d, λ)| ≤ E (|ℓ (Pd (v))| g(λ, J(v)))
E (g(λ, J(v)))

≤M1α.

3- Seja L = lim supL (d, λ). Então,

∀ε > 0: λ ≥ λ0 (ε) e d ≥ d0 (ε)
=⇒ supL (d, λ)− ε ≤ L ≤ supL (d, λ)

Como L (d, λ) −→ ℓ (Pd (u)) for λ −→ +∞ :

∀η > 0: λ ≥ λ1 (η, d) =⇒
ℓ (Pd (u))− η ≤ L (d, λ) ≤ ℓ (Pd (u)) + η.

Assim,

λ ≥ λ1 (η, d) =⇒ ℓ (Pd (u))− η ≤ supL (d, λ) ≤ ℓ (Pd (u)) + η

e

d ≥ d0 (ε) and λ ≥ λ1 (η, d)
=⇒ ℓ (Pd (u))− η − ε ≤ L ≤ ℓ (Pd (u)) + η.

Para η −→ 0, temos

d ≥ d0 (ε) =⇒ ℓ (Pd (u))− ε ≤ L ≤ ℓ (Pd (u)) .

Além disto, como Pd (u) −→ u fortemente em V , ℓ (Pd (u)) −→ ℓ (u) : temos
ℓ (u)− ε ≤ L ≤ ℓ (u). Assim, tomando ε −→ 0 : L = ℓ (u).

4- De maneira análoga, obtemos lim inf L (d, λ) = ℓ (u). Assim,
lim inf L (d, λ) = lim supL (d, λ) = ℓ (u). Logo ℓ (u) = limL (d, λ).

5- Seja

u (d, λ) =
E (Pd (v) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
=

k∑

n=1

an (λ)ϕn; an (λ)

=
E ((v, ϕn) g(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
.

e ℓ ∈ L (V,R). Temos ℓ (u (d, λ)) =
∑k

n=1 an (λ) ℓ (ϕn) = L (d, λ) . Assim,
como demonstrado precedentemente,

ℓ (u (d, λ)) = L (d, λ) −→ ℓ (u) para λ −→ +∞, d −→ +∞.
Logo, u (d, λ)⇀ u, fracamente em V .
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�

Demonstração do corolário– Se

E ((v, ϕn) g(λ, J(v))) = (E (vg(λ, J(v)) , ϕn) ,

então,

an (λ) =
(E (v) , ϕn) g(λ, J(v))

E (g(λ, J(v)))
=⇒ u (d, λ) =

Pd (E (vg(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
.

Tomando d −→ +∞, temos

uλ =
+∞∑

n=1

an (λ)ϕn =
E (vg(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
.

Como uλ ⇀ u, fracamente em V , para λ −→ +∞, temos o resultado.
�

Nota 7.4.4 . Num espaço de dimensão finita, a convergência fraca implica a con-
vergência forte, de modo que, se V é de dimensão finita,

E (vg(λ, J(v)))

E (g(λ, J(v)))
−−−−−−→
λ−→+∞

u em V. (7.4.36)

A escolha de g pode ser guiada pelo resultado seguinte:

Proposição 7.4.5 . Suponhamos que S∗
ε é fracamente compacto para ε ∈ (0, ε0)

e J é fracamente s.c.i.. Seja g : R2 −→ R uma função cont́ınua tal que g > 0 e
ξ −→ g(λ, ξ) é estritamente decrescente para todo λ > 0. Então temos (7.4.30) e
(7.4.31).

A demonstração utiliza o resultado auxiliar:

Lema 7.4.6 . Seja ε0 > 0 suficientemente pequeno e ε ∈ (0, ε0). Se S∗
ε é fraca-

mente fechado e J é fracamente s.c.i., então

∃ θ = θ (ε) > 0 such that max
S∗
ε

g(λ, J(v)) ≤ g(λ, J(u)) exp (− λθ) . (7.4.37)

Além disto, para todo δ > 0 tal que δ < θ, existe η = η(δ) > 0 tal que:

min
B∗

η

g(λ, J(v)) ≥ g(λ, J(u)) exp (− λδ) .

Demonstração do lema–
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1. Como g é decrescente, Eq. (7.4.27) implica que

∀ x ∈ S : g(λ, J(v)) ≤ g(λ, J(u)) .

Assim,

max
S∗
ε

g(λ, J(v)) ≤ g(λ, J(u)) . (7.4.38)

2. Existe uma seqüência { un }n≥0 ⊂ S∗
ε tal que

g (λ, J(un)) −−−−−−→
n−→+∞

max
S∗
ε

g(λ, J(v)) .

Como S∗
ε é fracamente compacto, esta seqüência tem um ponto de acu-

mulação fraco u ∈ S∗
ε .

3. Como J é fracamente s.c.i., temos

J(u) ≤ lim inf J(un)

e

g (λ, J(u)) ≥ lim sup g (λ, J(un)) = max
S∗
ε

g(λ, J(v)) . (7.4.39)

4. Eq. (7.4.38) mostra que g (λ, J(u)) ≤ g (λ, J(u)). Esta desigualdade, com-
binada a Eq. (7.4.39), mostra que

max
S∗
ε

g(λ, J(v)) = g (λ, J(u)) ≤ g (λ, J(u)) . (7.4.40)

5. Suponhamos

max
S∗
ε

g(λ, J(v)) = g(λ, J(u)) . (7.4.41)

Eq. (7.4.40) mostra que g (λ, J(u)) = g (λ, J(u)) . Como ξ −→ g(λ, ξ) é
estritamente decrescente, temos J(u) = J(u) e a unicidade de u mostra que
u = u.Assim, ‖u− u‖ = 0. Mas u ∈ S∗

ε e ‖u− u‖ ≥ ε: temos 0 ≥ ε > 0, o
que é absurdo.

6. Como (7.4.41) leva a uma contradição, deduzimos de Eq. (7.4.38) que

max
S∗
ε

g(λ, J(v)) < g(λ, J(u)) . (7.4.42)

Assim, temos (7.4.37).
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7. Seja η > 0 suficientemente pequeno e m(η) = maxB∗
η
J(v). A continuidade

de J mostra que m(η) −−−−−−→
η−→0+

J(u) , e a continuidade de g mostra que

g (λ, m(η))

g (λ, J(u))
−−−−−−→

η−→0+
1 . (7.4.43)

Seja δ > 0 dado. Da Eq. (7.4.43): existe η(δ) > 0 tal que

∀ 0 ≤ η ≤ η(δ) :
g (λ, m(η))

g (λ, J(u))
≥ exp (− λδ) .

Assim, g (λ, m(η)) ≥ g (λ, J(u)) exp (− λδ) . Além disto,

∀ u ∈ B∗
η : m(η) ≥ J(v) .

Como g é estritamente decrescente,

∀ x ∈ B∗
η : g (λ, m(η)) ≤ g (λ, J(v))

e temos

min
B∗

η

g( λ, J(v) ) ≥ g (λ, m(η)) ≥ g(λ, J(u)) exp (− λδ) .

�

Demonstração da proposição– O lema 7.4.6 mostra que (ver Eq. (7.4.37))

E (ψ∗
ε(v)g(λ, J(v))) ≤ g(λ, J(u)) exp (− λθ) E (ψ∗

ε(v)) .

Seja h2(λ, ε) = g(λ, J(u)) exp (− λθ) µ (S∗
ε ) . Da Eq. (7.4.37) (Cf. Lema 7.4.6)

:

E (g(λ, J(v))) ≥ E
(
χ∗
η(v)g(λ, J(v))

)
≥ g(λ, J(u)) exp (−λδ)E

(
ψ∗
η(v)

)
.

Assim, pondo h1(λ, ε) = g(λ, J(u)) exp (−λδ) µ
(
B∗

η

)
, temos

E (g(λ, J(v))) ≥ h1(λ, ε) > 0

e , ∀ ε ∈ (0, ε0):

h2(λ, ε)

h1(λ, ε)
=

exp (−λθ) g(λ, J(u)) µ (S∗
ε )

exp (−λδ) g(λ, J(u)) µ
(
B∗

η

)

=
µ (S∗

ε )

µ
(
B∗

η

) exp (−λ (θ − δ)) −−−−−−→
λ−→+∞

0 .
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�

Estes resultados sugerem um método numérico u, baseado na geração de amos-
tras finitas das variáveis aleatórias introduzidas. Por exemplo, podemos escolher
λ suficientemente grande e gerar uma amostra V = (v1, ..., vnr) de nr valores de
v. Assim,

u ≈ ua =

nr∑

i=1

vig(λ, J(vi)
/ nr∑

i=1

g(λ, J(vi)) , (7.4.44)

o que corresponde às aproximações

E ( vg(λ, J(v)) ) ≈ 1

nr

nr∑

i=1

vig(λ, J(vi)) ;

E (g(λ, J(v))) ≈ 1

nr

nr∑

i=1

g(λ, J(vi)) .

A amostra V pode ser obtida a partir de geradores usuais de números aleatórios.
Por exemplo, um elemento aleatório de (N∗)k ×Rk pode ser obtido gerando, por
um lado, uma amostra n = ( n1, ..., nk) de k elementos aleatórios de N∗ e, por
outro lado, um elemento aleatório x = (xn1 , ..., xnk

) de Rk. Para tanto, é preciso

utilizar um gerador de inteiros aleatórios para n ∈ (N∗)k e um gerador de reais
aleatórios para x ∈ Rk. Elementos aleatórios de R∞

0 podeml ser obtidos através
de uma seleção aleatória do ı́ndice k seguida da geração de um elemento aleatório
de (N∗)k × Rk. Este procedimento não envolve aproximações em dimensão finita:
os valores de k e n cobrem o espaço todo, e o procedimento gera o espaço R∞

0 .
Podemos ilustrar este procedimento com um algoritmo M1: seja k ∈ N∗ dado

e consideremos a geração de um elemento de (N∗)k×Rk. Para tanto, consideremos
dados dois reais estritamente positivos θ ∈ R, σ ∈ R.

M1.1: Por i←− 0.

M1.2: Selecionar k elementos de N∗ utilizando n = ( m1 + 1, ...,mk + 1), onde
( m1, ...,mk) é uma amostra de k valores da distribuição de Poisson P (θ)

M1.3: Selecionar x = (xn1 , ..., xnk
) como uma amostra de k valores da distribuição

gaussiana N (0, σ).

M1.4: Por vi =
k∑

j = 1

vnjϕnj (or
k∑

i = 1

vnj
ψnj).

M1.5 Incrementar i : i ←− i + 1. Se i = nr, aproximar a solução utilizando Eq.
(7.4.44). Senão, retornar a M1.2.
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Uma variante M2 é a seguinte: consideremos quatro números estritamente
positivos k0 ∈ N∗, θ0 ∈ R, θ ∈ R, σ ∈ R.

M2.1: Por i←− 0.

M2.2: Selecionar k = k0 +m ∈ N∗, onde m ∈ N∗ é um valor da distribuição de
Poisson P (θ0)

M2.2: Selecionar k elementos de N∗ utilizando n = ( m1 + 1, ...,mk + 1), onde
( m1, ...,mk) é uma amostra de k valores da distribuição de Poisson P (θ)

M2.4: Selecionar x = (xn1 , ..., xnk
) como uma amostra de k valores da distribuição

gaussiana N (0, σ).

M2.5: Por vi =
k∑

j = 1

vnjϕnj (or
k∑

i = 1

vnj
ψnj).

M2.6: Incrementar i : i ←− i + 1. Se i = nr, aproximar a solução utilizando Eq.
(7.4.44). Senão, retornar a M2.2.

O leitor encontrará na literatura exemplos de aplicações em dimensão finita ou
infinita. Ver por exemplo, [24], [9], [8], [10].



Caṕıtulo 8

Otimização Baseada em
Confiabilidade

A otimização de estruturas busca determinar o melhor projeto posśıvel para ele-
mentos estruturais. Frequentemente, o objetivo é uma redução de custo ou de
massa e restrições devem ser levadas em conta: por exemplo, o espaço dispońıvel
limita as dimensões da peça e seu movimento, um critério de falha deve ser in-
clúıdo, etc. Na prática, tanto o objetivo como as restrições podem conter elemen-
tos incertos, oriundos de diferentes variabilidades do material, da geometria ou
do carregamento. Por exemplo, o carregamento exterior pode ser relacionado às
condições de operação e resulta frequentemente incerto: por exemplo, uma estru-
tura pode ser submetida ao vento, à ação das ondas do mar, ou vibrações de tipo
aleatório, além de ser formada de um material contendo imperfeições. Assim, a
variabilidade e as incertezas devem ser levadas em conta na otimização a fim de
produzir um resultado suficientemente robusto. Isto leva a dificuldades, pois

• pequenas variações de certos parâmetros podem causar variações significati-
vas do resultado (perda de robustez)

• o resultado ótimo não pode ser implementável na prática, dado que os pro-
cessos de fabricação e instalação são sistematizados e não são exatos, mas
implicam em erros e tolerâncias (variabilidade e incerteza)

• a não homogeneidade do material, a variabilidade dos processos de ela-
boração, do ambiente externo, e das condições de contorno podem levar a
situações onde o projeto ótimo não atende às condiçõs mı́nimas de segurança
exigidas (falta de confiabilidade)
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Para evitar estas dificuldades, é necessário levar em conta já no projeto os
eventuais erros de implementação, assim como as variabilidades dos materiais e
das cargas. Podemos visar, por exemplo, a caracterização completa da variabi-
lidade das soluções : neste caso, devemos utilizar as técnicas apresentadas no
Caṕıtulo 7 , mas é posśıvel que o projetista esteja simplesmente interessado em
obter um desenho com algumas propriedades de robustez, tais como restrições
sobre as probabilidades de falha.

Uma primeira idéia consiste em utilizar coeficientes de segurança, i.e., em mo-
dificar os resultados ou o problema de otimização de modo a levar em conta car-
regamentos maiores ou resistências menores que as realmente esperadas e, assim,
obter a satisfação de restrições de tipo probabilista. Os coeficientes de segurança
são geralmente fatores multiplicativos que devem ser aplicados aos carregamentos
ou às variáveis de projeto. As principais limitações deste procedimento são, por
um lado, que tais coeficientes são fortemente dependentes da situação particular
estudada e não podem ser utilizados em outras situações e, por outro lado, os coe-
ficientes são geralmente produto da experiência acumulada e do histórico de falhas
observadas, o que torna dif́ıcil a sua previsão em novos casos ou em situações para
as quais o número de observações é pequeno.

Para contornar estes limites, métodos alternativos foram propostos. Por exem-
plo, uma idéia simples consiste em introduzir uma probabilidade máxima de falha
como uma restrição de otimização - o que equivale a definir uma confiabilidade
mı́nima para o projeto ótimo. Esta idéia simples leva à otimização baseada em
confiabilidade (Realibility-Based Design Optimization, RBDO), que é apresentada
a seguir.

8.1 A situação-modelo

A confiabilidade é caracterizada por um ı́ndice de confiabilidade, que notaremos
por β e que depende das variáveis de projeto. O ı́ndice de confiabilidade é definido
para estruturas cujo estado é definido por um vetor de parâmetros x ∈ Rn - as
componentes do vetor são usualmente chamadas de variáveis f́ısicas, ou de projeto.
Uma falha corresponde a valores negativos de uma função real z = g(x), na qual g
é uma função conhecida, geralmente de forma emṕırica, e z = 0 é frequentemente
chamada de curva limite (veja que se trata de uma variedade, mas chamada de
curva na literatura), ou curva de falha. Esta variedade divide Rn em duas regiões
disjuntas S e D. S corresponde a z positivo, e é chamada região de segurança -
um ponto x ∈ S corresponde a um caso onde a estrutura não está em situação de
falha, sendo portanto segura. D corresponde a z negativo, e é chamada região de
falha - um ponto x ∈ D corresponde a uma falha da estrutura (ou Defeito, para
gravar a notação). A variedade-limite z = 0, notada por C, é a fronteira comum
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às duas regiões C = ∂S = ∂D.

S = {x ∈ R
n : g(x) ≤ 0},

D = {x ∈ R
n : g(x) > 0},

C = {x ∈ R
n : g(x) = 0}.

Exemplo 8.1.1 . .- Um exemplo simples é o caso em que desejamos projetar uma
estrutura cuja tensão máxima é inferior ou igual a um valor σmax. Por exem-
plo, consideremos x1 e x2 como sendo a tensão σ e o máximo admisśıvel σmax,
respectivamente, i.e., x = (σ, σmax). Então g(x) = x1 − x2 = σ − σmax. Outros
exemplos clássicos são as curvas de Wohler.

Incertezas são introduzidas na formulação do problema considerando, por exem-
plo, que o estado da estrutura não é definido pelos valores nominais x, devidos
a problemas de fabricação, mas por R (x,V) = x + V, na qual V é um vetor
aleatório representando a incerteza. Neste caso, a variedade-limite é dada por

G (x,V) = g (R (x,V)) = 0

A situação é análoga se g depende de um vetor aleatório, V, ou R é uma
função mais complexa: em todos os casos, a variedade-limite torna-se um processo
estocástico, isto é, uma função aleatória, como se chamava originalmente. Assim,
a função definindo a falha torna-se

Z = G (x,V) = g (R (x,V)) . (8.1.1)

Z, como definido na Eq. (8.1.1), é uma variável aleatória e as desigualdades
Z ≤ 0 e Z ≥ 0 definem eventos complementares. Por exemplo, a probabilidade de
falha associada a x é

Pf (x) = P (Z ≥ 0 | x = x) , (8.1.2)

enquanto que a confiabilidade associada a x é

1− Pf (x) = P (Z ≤ 0 | x = x) , (8.1.3)

O problema-modelo da RBDO é

Problema-modelo 8.1 . Seja dada um probabilidade-alvo máxima, Pt, para a
probabilidade de falha. Determinar x ∈ Rn tal que

x = argmin{F (x) : x ∈ A} , A = {x ∈ R
n : Pf (x) ≤ Pt} . (8.1.4)
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Esta formulação busca o mı́nimo da função objetivo F de forma que o estado
tem uma probabilidade de falha no máximo igual a Pt. É posśıvel considerar
outras restrições através da definição do conjunto admisśıvel A. Uma alternativa
consiste em buscar a máxima confiabilidade para um dado valor máximo Ft da
função objetivo F :

Problema-modelo 8.2 . Seja dado um custo máximo Ft. Determinar x ∈ Rn

tal que

x = argmin{Pf (x) : x ∈ A} , A = {x ∈ R
n : F (x) ≤ Ft} . (8.1.5)

8.2 Índice de confiabilidade

O procedimento usual em análise de confiabilidade consiste em considerar um
ı́ndice de confiabilidade β, tal que aumentar β corresponda a aumentar a confia-
bilidade, i. e., diminuir a probabilidade de falha. β é geralmente definido para
vaŕıaveis independentes e normalizadas, u ∈ Rm, tais que:

• cada componente de u tem média zero e variância unitária;

• u possue uma função cumulativa ̥ dependente de ‖u‖: ̥ (u) = Φ (‖u‖)

• t −→ Φ (t) é estritamente crescente.

Por exemplo, a tranformação clássica proposta por Nataf ([54]) transforma v
em um vetor u de variáveis gaussianas independentes e satisfaz estas hipóteses.
Assim, aumentar ‖u‖ corresponde a diminuir a probabilidade de falha Pt: esta
propriedade é usada para definir o ı́ndice de confiabilidade.

Do ponto de vista matemático, seja a transformação τ : Rn×Rm −→ Rn×Rk

relacionando os pares (x,v) e (x,u). Então, existe uma função T : Rn×Rm → Rk

tal que v = T (x,u).
Em geral, T é uma transformação complexa e sua construção pode apresen-

tar dificuldades. Em situações simples, T é uma transformação afim T (x,u) =
A(x)u + B(x), onde A(x) e B(x) são matrizes, independentes de v e u. Por
exemplo se, por um lado, v é formado por variáveis independentes e, por ou-
tro lado, a distribuição de cada componente vi corresponde à função cumulativa
̥i (ui) = Φ (|ui|), de média mi e desvio-padrão standard si, podemos considerar
variáveis normalizadas dadas por ui = (vi − mi)/si e temos v = m + diag(σ)u,
onde m = (m1, . . . ,mn) é o vetor das médias e σ = (σ1, . . . , σn) é o vetor dos
desvios-padrões.

Utilizando T, temos

Z = H (x,u) = G (x,T(x,u)) ; R (x,u) = r (x,T (x,u)) . (8.2.6)
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e é natural considerar o espaço de trabalho

V = {((x,u) : x ∈ R
n , u ∈ R

m,

u vetor de variáveis normalizadas independentes }.

V é chamado espaço h́ıbrido. Temos V = Vx × Vu, onde Vx = Rn é o espaço
f́ısico e Vu é o espaço das variáveis aleatórias normalizadas (média zero, variância
unitária), chamado espaço normalizado. Temos

S = {(x,u) ∈ V : H(x,u) ≤ 0}, D = {(x,u) ∈ V : H(x,u) > 0},
C = {(x,u) ∈ V : H(x,u) = 0} .

O ı́ndice de confiabilidade, β(x), para um valor de x fixado, é determinado no
espaço normalizado e é definido por:

β(x) = ‖u(x)‖ = min{‖u‖ : H(x,u) = 0} = min{‖u‖ : H(x,u) ≥ 0} . (8.2.7)

u(x) é associado às variáveis f́ısicas v(x) = T(x,u(x)) e corresponde ao estado
da estrutura r(x) = r(x,v(x)) ou R(x) = R(x,u(x)). Os pontos u(x), v(x), r(x)
e R(x) são usualmente chamados pontos de falha mais prováveis (ou simplemente
pontos mais prováveis) associados ao estado x. Por vezes, a expressão pontos de
projeto também pode ser utilizada para designá-los.

A determinação de β(x) é designada pela expressão análise de confiabilidade
do ponto x.

8.3 FORM

O cálculo prático de u(x) e β(x) exige a solução de problemas de otimização
com restrições - Eq. (8.2.7) para cada x considerado, o que leva a um custo
computacional elevado, além das dificuldades intŕınsecas aos procedimentos de
otimização, tais como os efeitos das não-convexidades.

Para aumentar a eficiência e economisar tempo computacional, uma idéia sim-
ples consiste em utilizar linearizações da variedade-limite, o que leva ao método
universalmente conhecido como First Order Reliability Method (FORM), que é
capaz de fornecer rapidamente uma estimativa de u

(
x(k)

)
e β(x(k)).

Para um ponto inicial u(0), FORM gera uma sequência u(1),u(2), . . ., que es-
peramos seja convergente para u(x), através de uma sequência de aproximações
afins da curva-limite C (isto é, de uma sequência de linearizações desta mesma
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curva). Para um dado u(i), determina-se uma função afim u −→ H(i) (u) tal que
H (x,u) ≈ H(i) (u) na vizinhança de u(i). Então, determina-se

u(i+1) = argmin{‖u‖ : H(i)(x,u) ≥ 0}.
Observemos que esta equação corresponde à aproximação da região de falha

D pelo semi-espaço D(i). FORM é um método extremamente popular, dado a
sua facilidade de implementação e sua rapidez de convergência (porém cuidado:
o limite pode ser diferente de u(x)). Breitung and Der Kiureghian ([13, 45, 46])
propuseram um método análogo, baseado em aproximações quadráticas de C –
conhecido como SORM (Second Order Reliability Method).

Ambos os procedimentos, FORM/SORM, necessitam da construção de apro-
ximações da variedade-limite C. Nos casos mais complexos, onde tal aproximação
não é facilmente feita, β(x) pode ser estimado por amostragem: gera-se uma
amostra de pontos de D e β(x) é aproximado pelo valor emṕırico determinado na
amostra:

β(x) ≈ min{‖x− yi‖ : (y1, . . . ,yN ) amostras de pontos de D}.
Para variáveis gaussianas, esta aproximação é equivalente a um método de tipo

Monte Carlo para o cálculo da probabilidade de falha.

8.4 Método a dois ńıveis (bi-level ou double-loop)

O problema-modelo RBDO 8.1 se escreve sob a forma

x = argmin{F (x) : H (x,u (x)) ≤ 0 and β(x) = ‖u (x)‖ ≥ βt} , (8.4.8)

onde βt é o ı́ndice de confiabilidade alvo. A formulação alternativa 8.2 se
escreve

β = argmax{β(x) : H (x,u (x)) ≤ 0 , and F (x) ≤ Ft} (8.4.9)

Ambos os problemas (8.4.8) e (8.4.9) contêm dificuldades ainda não soluciona-
das nesta data, tais como, por exemplo, aquelas ligadas à não convexidade e ao
cálculo de β(x). Ambas as formulações conduzem a problemas de otimização a
dois ńıveis. Por exemplo, Eq. (8.4.8) busca x no ńıvel superior, mas exige a deter-
minação de u (x) no ńıvel inferior. Analogamente, a Eq. (8.4.9) busca β no ńıvel
superior, mas exige a determinação de x no ńıvel inferior. As iterações t́ıpicas para
a resolução destes problemas consistem em gerar um sequência x(0),x(1),x(2), . . .
da maneira seguinte:
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Algorithm 4 Bi-level ou double-loop RBDO

Require: kmax > 0, precmin > 0;
Require: um ponto inicial admisśıvel x(0);
Require: um método para a determinação de u (x) para um dado x;
Require: um método para a correção de x para um dado u (x);
1. k := 0;
2. ńıvel inferior (loop interno) : determinar u(k) = u

(
x(k)

)
;

3. ńıvel superior (loop externo) : determinar x(k+1) corrigindo x(k) para
u
(
x(k)

)
dado;

4. k := k + 1;
5. Testar as condições de parada:

∥∥xk − xk−1
∥∥ ≤ precmin ou k ≥ kmax. Se as

condições de parada não são verificadas, ir para 2.
return x(k), u

(
x(k)

)

Exemplos de métodos de correção de x(k) podem ser encontrados na literatura.
A determinação de u(k) é usualmente chamada ńıvel de confiabilidade, enquanto a
determinação de x(k+1) é chamada ńıvel de otimização. A resolução do problema
pode exigir uma grande número de chamadas para cada um dos ńıveis. Assim,
métodos de simplificação têm sido propostos na literatura - tais como, por exemplo,
o uso de FORM no ńıvel inferior. Examinaremos a seguir outros métodos de
smplificação.

Um método alternativo consiste em gerar x(k+1) determinando sucessivamente

u(k) = argmin{‖u‖ : H
(
x(k),u

)
≥ 0 and ‖u‖ ≥ βt}

e

x(k+1) = argmin{F (x) : H
(
x,u(k)

)
≤ 0}.

Neste caso, u(k) 6= u
(
x(k)

)
.

8.5 Método a um ńıvel (one-level ou single-loop)

Uma maneira de reduzir o custo computacional consiste em reduzir o custo associ-
ado ao ńıvel inferior (ou interno), isto é, à análise de confiabilidade. Por exemplo,
podemos utilizar as aproximações FORM/SORM, mas também é posśıvel trans-
formar o problema a dois ńıveis em um problema a um único ńıvel, no qual as
variáveis x e u são consideradas como independentes e a igualdade ‖u‖ = β(x)
somente é verificada no limite das iterações, i. e., no ponto de ótimo. Esta idéia
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leva à introdução de uma nova função-objetivo Jd , onde um termo de ≪penalidade
≫modifica a função-objetivo original, de modo a garantir que o ponto de ótimo
(x,u) verifica ‖u‖ = β(x). Por exemplo, podemos considerar uma função positiva
d : R2 −→ R tal que, por uma lado, a −→ d(a, b) é crescente para todo b > 0 e,
por outro lado, b −→ d(a, b) é decrescente para todo a > 0. Neste caso, seja

Jd(x,u) = J(x)d(‖u‖ , β(x)),

e consideremos o problema

(x,u) = argmin{Jd(x,u) : (x,u) ∈ Ad} ;
Ad = {(x,u) : H(x,u) = 0, ‖u‖ ≥ βt} .

(8.5.10)

Dadas as propriedades de d, espera-se que os procedimentos de otimização
diminuam o valor de ‖u‖ ao mesmo tempo que aumentam β(x). Espera-se que, no
limite das iterações, H(x,u) ≥ 0, ‖u‖ ≥ βt, minimizando ‖u‖ e correspondendo ao
maior valor de β(x) compat́ıvel com as restrições: o conjunto destas propriedades
implica a igualdade ‖u‖ = β(x) ≥ βt, dado que a minimalidade de ‖u‖ conjugada
à condição H(x,u) ≤ 0 ( i. e., à admissibilidade de (x,u)) leva a u = u(x).
Espera-se que esta nova formulação reduza o tempo de cálculo, dado que a análise
de confiabilidade não é mais realizada a cada iteração - este método gera uma
sequência (x(0),u(0)), (x(1),u(1)), (x(2),u(2)), . . . tal que a condição u(k) = u(x(k))
não é satisfeita a cada iteração k. O problema formulado na Eq. (8.5.10) deve
ser resolvido por um método de descida apropriado e pode ser implementado pelo
algoritmo 5:

Algorithm 5 one-level ou single-loop RBDO

Require: kmax > 0, precmin > 0;
Require: um ponto inicial admisśıvel

(
x(0),u(0)

)
;

Require: um método de descida para a minimização de Jd;
1. k := 0;
2. Determinar (x(k+1),u(k+1)) ∈ Ad através de uma iteração do método de
descida ;
3. k := k + 1;
4. Testar as condições de parada:

∥∥xk − xk−1
∥∥ ≤ precmin ou k ≥ kmax. Se as

condições de parada não são verificadas, ir para 2.
return x(k), u

(
x(k)

)

O leitor encontrará na literatura exemplos de d. Uma escolha simples e conve-
niente é d(a, b) = a, o que corresponde a
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Jd(x,u) = J(x) ‖u‖ .

Esta escolha mostrou ser eficiente em exemplos acadêmicos, tais como, por
exemplo, situações onde a resposta de um sistema mecânico pode ser determinada
de forma anaĺıtica (i.e., sistemas onde um modelo relaciona de forma expĺıcita
as variáveis de projeto e a resposta). Analogamente ao procedimento com dois
ńıveis, a Eq. (8.5.10) contém dificuldades não resolvidas nesta data, tais como,
por exemplo, aquelas ligadas à não-convexidade - as iterações podem ter como
limite um ponto de mı́nimo local e não global. Além disto, este método tende a
dar a mesma importância aos valores de ‖u‖ e J , o que pode ser um inconveniente
em certos casos. A literatura apresenta tentativas para obter funções-objetivo mais
equilibradas tais como, por exemplo,

Jd,R (x,u) = Jd (x,u)J (E (R(x,u))) ,

na qual E(R(x,u)) é a média de R(x,u) - as variáveis definido o estado do
sistema. Neste caso, determina-se

(x,u) = argmin{Jd,R (x,u) : (x,u) ∈ Ad,R} ;
Ad,R = {(x,u) : H (R(x,u),u) = 0, ‖u‖ ≥ βt}.

Entretanto, escolher uma função mais equilibrada, como, por exemplo, Jd,R
frequentemente tem um impacto computacional, causando um aumento significa-
tivo do custo do cálculo, o que pode tornar esta idéia ineficaz. Uma alternativa
consiste em utilizar métodos semi-anaĺıticos, tais como coeficientes de segurança
ótimos.

8.6 Coeficientes de segurança ótimos

Um coeficiente de segurança é geralmente um número real associado a uma vaŕıvel
e destinado - geralmente por uma operação de multiplicação - a aumentar a confi-
abilidade. Tais coeficientes são geralmente utilizados para os fatores considerados
como cŕıticos, tais como, por exemplo, carregamentos externos, tensões máximas,
deslocamentos e deformações de zonas cŕıticas, etc. Seus valores resultam geral-
mente da experiência e da observação de falhas precedentes. Em geral, a deter-
minação de coeficientes exige testes e análise emṕırica, o que leva a problemas de
definição de experimentos, calibração e problemas inversos. Porém, a idéia fun-
damental consistindo em aplicar uma correção aos valores das variáveis pode ser
explorada de outro modo: as equações caracterizando a solução ótima, tais como as
condições KKT, podem ser utilizadas para determinar correções. Em tal caso, as
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correções são usualmente chamadas de coeficientes de segurança ótimos (optimal
safety factors, OSF), mas o leitor deve precaver-se pois não se trata de coeficien-
tes emṕıricos, mas de correções numéricas destinadas a melhorar os procedimentos
préviamente apresentados.

Para gerar uma correção, lembremos que u(x) verifica:

‖u(x)‖ = min{‖u‖ : H(x,u) ≥ 0}.
este problema pode ser reformulado sob a forma seguinte:

‖u(x)‖2 = min{‖u‖2 : H(x,u) ≥ 0}.
Consideremos o multiplicador de Lagrange λ ≥ 0 associado à restriçãoH(x,u) ≥

0 : o Lagrangiano associado a este problema é

L(u, λ) = ‖u‖2 − λH(x,u) .

os pontos estacionários de L satisfazem

∇uL(u(x), λ) = 0, λ ≥ 0, H(x,u(x)) ≥ 0, λH(x,u(x)) = 0.

i. e.,

2u(x)− λ∇uH(x,u(x)) = 0 =⇒ u(x) =
λ

2
∇uH(x,u(x))

e

β(x)2 = ‖u(x)‖2 =
λ2

4
‖∇uH(x,u(x))‖2 .

Suponhamos β(x) > 0: então,

λ2

4
‖∇uH(x,u(x))‖2 6= 0 =⇒ λ 6= 0 and ∇uH(x,u(x)) 6= 0 .

Assim,

λ

2
=

∣∣∣∣
λ

2

∣∣∣∣ =

β(x)

‖∇uH(x,u(x))‖
e temos

u(x) = β(x)
∇uH(x,u(x))

‖∇uH(x,u(x))‖
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Se β(x) = βt, então

u(x) = βt

∇uH(x,u(x))

‖∇uH(x,u(x))‖ (8.6.11)

A Eq. (8.6.11) pode ser utilizada de várias maneiras: por um lado, ela define
um sistema de equações não lineares que pode ser resolvido para determinar u(x);
por outro lado, ela pode ser utilizada para corrigir u(k). Por exemplo, podemos
escolher um número de subiterações imax > 0 e iterar u(k+1) = u(k+1,imax), no qual

u(k+1,i) = βt

∇uH(x,u(k+1,i−1))∥∥∇uH(x,u(k+1,i−1))
∥∥ , i = 1, ..., imax ; u(k+1,0) = u(k) . (8.6.12)

Um método alternativo de correção, envolvendo uma única subiteração é dado
por

u(k+1) = u
(
x(k)

)
−
(
βt − β(x(k))

) ∇uH(x(k),u
(
x(k)

)
)∥∥∇uH(x(k),u

(
x(k)

)
)
∥∥ , i = 0, ..., imax

(8.6.13)
Estas correções podem ser interpretadas como uma aplicação de fatores mul-

tiplicativos, isto é, como o uso de coeficientes de segurança, nas situações em que
v = x+ diag(σ)u. Lembrando que

H(x,u) = G(x,T(x,u)),

temos

∇uH(x,u) = [∇uT (x,u)]
t∇vG(x,T (x,u))

Assim,

‖∇uH(x,u)‖2 = [∇vG(x,T (x,u))]
t∇uT (x,u) [∇uT (x,u)]

t∇vG(x,T (x,u))

e temos

u(x) = β(x)
[∇uT (x,u)]

t
∇vG(x,T (x,u))√

[∇vG(x,T (x,u))]t∇uT (x,u)[∇uT (x,u)]
t
∇vG(x,T (x,u))

levando em conta que T (x,u) = x+ diag(σ)u, temos

∇uT (x,u) = diag(σ)

e
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ui(x) = σiηi , ηi =β(x)
∂G
∂vi

(x,T (x,u))
√∑

σ2
i

(
∂G
∂vi

(x,T (x,u))
)2 .

Seja γi = σi/xi o coeficiente de variação de vi : temos ui(x) = ηiγixi e vi (x) =
(1 + ηiγi)xi. Assim, o fator Si = 1 + ηiγi aparece como um fator multiplicativo
a ser aplicado àa variáveis deterministas x para aumentar a confiabilidade. Nesta
situação, Si é chamado coeficiente de segurança, ótimo associado à variável i.

A Eq. (8.6.11) pode ser utilizada pelos algoritmos precedentes para corrigir o
valor de u(k). Por exemplo, podemos utilizar algoritmo 6:

Algorithm 6 RBDO usando OSF

Require: kmax > 0, precmin > 0, βt > 0;
Require: um ponto inicial admisśıvel

(
x(0),u(0)

)
;

1. k := 0;
2. determinar u(k+1) corrigindo u(k) (por exemplo, usar a Eq. (8.6.12) ou a Eq.
(8.6.13) ) ;
3. determinar x(k+1) = argmin

{
J(x) : H(x,u(k+1)) ≤ 0

}
(ou outro método de

correção)
4. k := k + 1;
5. Testar as condições de parada:

∥∥xk − xk−1
∥∥ ≤ precmin or k ≥ kmax. Se as

condições de parada não são verificadas, ir para 2.
return x(k), u(k)



Caṕıtulo 9

Exerćıcios

Exerćıcio 9.1 . Consideremos Ω = (0, 1), P (dω) = dω e as variáveis aleatórias
X(ω) = ω, Y (ω) = ω2.
A repartição de X é FX(x) = P (X < x):

FX(x) =






0, se x ≤ 0;
x, se 0 < x ≤ 1;
1, se x > 1.

e a densidade de probabilidade é fX = F ′
X :

fX(x) =





0, se x < 0;
1, se 0 < x < 1;
0, se x > 1.

De forma análoga,

FY (y) =





0, se y ≤ 0;√
y, se 0 < y ≤ 1;
1, se y > 1.

e a densidade de probabilidade é fY = F ′
Y :

fY (Y ) =





0, se y < 0;
1

2
√
y , se 0 < y < 1;

0, se y > 1.

1 - Determinar a projeção de Y sobre o subespaço gerado por

{1, X, X2, . . . , Xn},
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isto é, sobre a base tal que ϕi(X) = X i−1, 1 ≤ i ≤ n + 1. Comparar os re-
sultados obtidos quando os produtos escalares E(ϕi(X)ϕj(X)) e E(Y ϕi(X))
são calculados de forma anaĺıtica, por integração numérica ou estimados a
partir de uma amostra de ns pares (Xi, Yi), i = 1, ..., ns. Notar que as médias
correspondem a integrais

E(ϕi(X)ϕj(X)) =

b∫

a

ϕi(X(ω))ϕj(X(ω))P (dω);

E(Y ϕi(X)) =

b∫

a

Y (ω)ϕi(X(ω))P (dω),

onde

P (dω) = φ(ω)dω,

φ é a densidade de probabilidade de ω (para a lei uniforme sobre (a, b) :
φ(ω) = 1/(b− a)) .

2 - Substituir X por uma variável gaussiana (isto é, de lei
N(0, 1)). Utilizar uma amostra de ns pares (Xi, Yi), i = 1, ..., ns para
determinar a solução. Como no caso precedente, é necessário estimar os
produtos escalares

E(ϕi(X)ϕj(X)) e E(Y ϕi(X))

a partir da amostra.

3 - Retomar as partes 1 e 2 usando agora uma base formada por polinômios de
Legendre.

Exerćıcio 9.2 . Consideremos Ω = (0, 1), P (dω) = dω e as variáveis aleatórias
X(ω) =

√
ω, Y (ω) = eω.

A repartição de X é FX(x) = P (X < x):

FX(x) =





0, se x ≤ 0;
x2, se 0 < x ≤ 1;

1, se x > 1.

e a densidade de probabilidade é fX = F ′
X :
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fX(x) =





0, se x < 0;
2x, se 0 < x < 1;

0, se x > 1.

De forma análoga,

FY (y) =





0, se y ≤ 1;
log(y), se 1 < y ≤ e;

1, se y > e.

e a densidade de probabilidade é fY = F ′
Y :

fY (Y ) =






0, se y < 1;
1
y , se 1 < y < e;

0, se y > 1.

1 - Determinar a projeção de Y no subespaço gerado por

{1, X,X2, ..., Xn},

isto é, no subespaço gerado pela base tal que

ϕi(X) = X i−1, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Comparar os resultados obtidos quando os produtos escalares

E(ϕi(X)ϕj(X)) e E(Y ϕi(X))

são calculados de forma anaĺıtica, por integração numérica ou estimados a
partir de uma amostra de ns pares (Xi, Yi), i = 1, ..., ns.

2 - Substituir X por uma variável gaussiana (isto é, de lei
N(0, 1)). Utilizar uma amostra de ns pares (Xi, Yi), i = 1, ..., ns para
determinar a solução. Como no caso precedente, é necessário estimar os
produtos escalares

E(ϕi(X)ϕj(X)) e E(Y ϕi(X))

a partir da amostra.

3 - Retomar as partes 1 e 2 usando agora uma base formada por polinômios de
Legendre.
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Exerćıcio 9.3 . Consideremos Ω = (0, 1), P (dω) = dω e a variável aleatória
Y (ω) = ω2. A repartição de Y é FY (x) = P (Y < y):

FY (y) =





0, se y ≤ 0;√
y, se 0 < y ≤ 1;
1, se y > 1.

e a densidade de probabilidade é fY = F ′
Y :

fY (Y ) =






0, se y < 0;
1

2
√
y , se 0 < y < 1;

0, se y > 1.

Consideremos uma variável aleatória X de lei gaussiana
N(0, 1), independente de Y .

1 - Determinar a projeção de Y no subespaço gerado por

{1, X,X2, ..., Xn},

isto é, no subespaço cuja base é tal que

ϕi(X) = X i−1, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Comparar os resultados obtidos quando os produtos escalares

E(ϕi(X)ϕj(X)) e E(Y ϕi(X))

são calculados de forma anaĺıtica, por integração numérica ou estimados a
partir de uma amostra de ns pares (Xi, Yi), i = 1, ..., ns.

2 - Determinar a aproximação pelo método de ajuste dos momentos, utilizando
uma medida de distância entre os momentos. Por exemplo, média quadrática
dos erros relativos (isto é, a raiz quadrada da soma dos quadrados dos erros
relativos )

3 - Retomar a parte 1 utilizando uma variável X que é uma função de Y (por
exemplo, X = sin(Y ) ou X = log(1 + |Y |)).

4 - Retomar a parte 1 utilizando uma variável X que é a soma de uma função
de Y e de uma variável gaussiana independente Z (Por exemplo, X = Z +
sin(Y ) ou X = Z + log(1 + |Y |)).

5 - Retomar a parte 3 utilizando utilizando o método de ajuste dos momentos e
a medida de distância entre os momentos utilizada na parte 2.
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6 - Retomar a parte 4 utilizando utilizando o método de ajuste dos momentos e
a medida de distância entre os momentos utilizada na parte 2.

Exerćıcio 9.4 . Consideremos Ω = (0, 1), P (dω) = dω e a variável aleatória
Y (ω) = ω2. A repartição de Y é FY (x) = P (Y < y):

FY (y) =






0, se y ≤ 0;√
y, se 0 < y ≤ 1;
1, se y > 1.

e a densidade de probabilidade é fY = F ′
Y :

fY (Y ) =





0, se y < 0;
1

2
√
y , se 0 < y < 1;

0, se y > 1.

Consideremos duas variáveis aleatórias X1, X2, ambas de lei gaussiana, inde-
pendentes entre si e independentes de Y .

1 - Determinar a projeção de Y sobre o subespaço gerado pelos polinômios de
X1 e de X2 cujo grau máximo em X1 é n1 e cujo grau máximo em X2 é n2,
isto é, o termo de grau máximo é Xn1

1 Xn2
2 .

2 - Determinar a aproximação pelo método de ajuste dos momentos, utilizando
uma medida de distância entre os momentos. Por exemplo, média quadrática
dos erros relativos (isto é, a raiz quadrada da soma dos quadrados dos erros
relativos )

Exerćıcio 9.5 . Consideremos Ω = (0, 1), P (dω) = dω e a variável aleatória
Y (ω) = ω2. A repartição de Y é FY (x) = P (Y < y):

FY (y) =





0, se y ≤ 0;√
y, se 0 < y ≤ 1;
1, se y > 1.

e a densidade de probabilidade é fY = F ′
Y :

fY (Y ) =






0, se y < 0;
1

2
√
y , se 0 < y < 1;

0, se y > 1.

Consideremos uma segunda variável aleatória X e uma amostra (Xi, Yi), i =
1, ..., ns do par (X,Y ).

Podemos então considerar U = (U1, ..., Un), PY =

n∑

i=1

Uiϕi (X) e as equações:
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Fi(U) = PY (Xi)− Yi = 0, para 1 ≤ i ≤ ns.
Trata-se de um sistema linear.

1 - Seja X gaussiana e independente de Y .

a) Resolver o sistema linear, determinar PY e compará-la com a distri-
buição de Y .

b) Determinar PY através do ajuste de momentos e comparar com o re-
sultado da parte 1.

2 - Seja X = Y + cZ, onde Z é gaussiana, independente de Y e 0 ≤ c ≤ 1.
Resolver o sistema linear, determinar PY e compará-la com a distribuição
de Y para os valores c = 1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.

Exerćıcio 9.6 . Consideremos a equação do segundo grau:

e(x) = x2 − 2x+ b = 0,

onde b é uma variável aleatória de lei uniforme sobre (0, 1). Esta equação tem
duas soluções:

x1 = 1 +
√
1− b, x2 = 1−

√
1− b,

ambas positivas. A imagem de x1 é o intervalo (1, 2) e a imagem de x2 é o
intervalo (0, 1). Temos

P (x1 < x) = P (b > 1− (x− 1)2) = (x − 1)2, para x ∈ (1, 2) ;

P (x2 < x) = P (b < 1− (x− 1)2) = 1− (x− 1)2, para x ∈ (0, 1).

Assim, as densidades de probabilidades f1 de x1 e f2 de x2 verificam

f1(x) = 2(x− 1), para x ∈ (1, 2)

f2(x) = 2(1− x), para x ∈ (0, 1).

1 - Seja X uma raiz da equação - a priori, não sabemos se se trata de x1 ou de
x2. Consideramos uma aproximação da forma

X ≈ PX = u0 + u1b+ u2b
2 + ...+ unb

n,
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isto é uma aproximação de X no subespaço gerado pelos polinômios em b de
grau n. Podemos determinar os coeficientes U = (u0, ..., un) impondo, por
exemplo,

Fi(U) = (e(PX), bi) = E(e(PX)bi) = 0, para 0 ≤ i ≤ n.

Trata-se de um sistema não linear que pode ser resolvido por métodos usu-
ais - quando admite uma solução. Também é posśıvel determinar solução
aproximadas através de procedimentos de otimização: basta minimizar

‖F (U)‖, F (U) = (F0(U), ..., Fn(U)),

onde ‖ • ‖ é uma norma. Por exemplo, a solução de mı́nimos quadrados
é obtida utilizando a norma euclidiana. Determinar PX e compará-la com
as distribuições de x1 e de x2. Para tanto, podemos utilizar uma amostra
(b1, ..., bns) de b que permite o cálculo aproximado das médias.

2 - Uma segunda solução consiste em considerar uma amostra

(b1, ..., bns)

de b e as equações

Fi(U) = e(PX (bi)) = 0, para 1 ≤ i ≤ ns.

Trata-se de um sistema não linear. Como no caso precedente, é posśıvel
determinar soluções aproximadas através de procedimentos de otimização:
basta minimizar

‖F (U)‖, F (U) = (F0(U), ..., Fn(U)),

onde ‖ • ‖ é uma norma. Determinar PX e compará-la com as distribuições
de x1 e de x2.

3 - Uma terceira solução consiste em utilizar uma amostra

(b1, ..., bns)

de b para gerar uma amostra de x2. Obtemos assim uma amostra do par
(b, x2) ao qual podemos aplicar as técnicas de aproximação. Por exemplo, a
técnica de interpolação:

Fi(U) = PX(bi)−X(bi) = 0, para 1 ≤ i ≤ ns.

Neste caso, trata-se de um sistema linear. Determinar PX e compará-la
com a distribuição de x2.
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Exerćıcio 9.7 . Seja Ω = (a, b), P (dω) = dω/(b−a) e a variável aleatória U(ω) =
ω. A repartição de U é FU (u) = P (U < u):

FU (u) =





0, se u < a;
(u− a)/(b− a), se a < u ≤ b;

1, se u > b.

e a densidade de probabilidade é fU = F ′
U :

fU (u) =





0, se u < a;
1/(b− a), se a < u ≤ b;

0, se u > b.

Seja b < 1. A equação

F (X,U) = X2 + 2X + U = 0

possue duas soluções

X1 = −1−
√
1− U, X2 = −1 +

√
1− U.

Deseja-se determinar as projeções PX1 e PX2 destas variá– veis no espaço
gerado por {1, U , U2, ..., Un}, S = [{1, U , U2, ..., Un}] - i. e., no subespaç
gerado pela base tal que ϕi(U) = U i−1, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

1 - Utilizar um método não intrusivo : gerar uma amostra (Ui, Xi), i = 1, ..., ns
e utilizar esta amostra para determinar os coeficientes (colocação ou re-
gressão).

2 - Utilizar um método semi-intrusivo : gerar uma amostra de U et utilizar essa
amostra para definir uma função associando a Z ∈ S o valor deE(|F (Z,U)|);
em seguida determinar PX ∈ S calculando o mı́nimo desta função.

3 - Utilizar um método intrusivo : PX ∈ S satisfaz
E(ϕi(U)F (PX,U)) = 0, para 1 ≤ i ≤ n . Estas equações formam um
sistema não-linear de n equações para n incógni– tas. Gerar um amostra de
U , utilizá-la para estimar as médias e determinar a projeção.

4 - Utilizar um método de adaptação : dado um método iterativo x(k+1) =
ψ(x(k)) para a resolução de F (X,U) = 0 para U fixo e dado, podemos rees-
crever

E(ϕi(U)PX(k+1)) = E(ϕi(U))ψ(PX(k)))), para 1 ≤ i ≤ n,

o que leva a um sistema linear AX(k+1) = B, com

Bi = E(ϕi(U)ψ(PXˆ(k))) e Aij = E(ϕi(U)ϕj(U)).
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Aplicar este procedimento ao método de Newton: ψ(x) = x + φ(x), com
φ(x) = F (x, U)/F ′(x, u) .

Exerćıcio 9.8 . Seja Ω = (a, b), e a variável aleatória U de lei uniforme sobre Ω.
Sejam

A(U) =
(

cos(U) sin(U)
− sin(U) cos(U)

)(
1 + U 0

0 U

)(
cos(U) − sin(U)
sin(U) cos(U)

)
;

B(U) =

(
1
1

)
.

A solução X do sistema linear A(U)X = B(U) é uma variável aleatória, a
qual também é uma função de U : X = X(U). Utilizar a base ϕk(U) = (U−a

b−a )
(k−1)

e o método de projeção para determinar PX. Comparar o resultado com a solução
exata.

Exerćıcio 9.9 . Consideremos uma coluna modelada por uma barra de compri-
mento ℓ, seção reta S, fixa em a = 0 e suportando uma massa m en a = ℓ. O
módulo de elasticidade é E a densidade é ρ. A barra é discretizada em n elementos
finitos cujos nós são ai = ih, h = ℓ/n. Seja xi o deslocamento do nó ai. Temos
x0 = 0 e X = (x1, . . . , xn)

t é a solução do sistema linear KX = F , onde

F =




0
0
...
0
−mg



−M




1
1
...
1
1




;

M =
ρSh

6




4 1 0
1 4 1 0
0 1 4 1 0

0 1 4 1 0
... ... ... ... ...

... ... ... ... ...
... ... ... ... 0

... 1 4 1
0 1 2




;
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K =
ES

h




2 −1 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1 0

0 −1 2 −1 0
... ... ... ... ...

... ... ... ... ...
... ... ... ... 0

... −1 2 −1
0 −1 1




;

Para o pinho das Caráıbas, E é uma variável aleatória de lei uniforme sobre (8, 15)
GPa e ρ é uma variável aleatória de lei uniforme sobre (0.46, 0.7)× 103Kg/m3.

1 - Sejam S = 0.25 m2,ℓ = 4 m, m = 100 Kg . Desprezar a variabilidade de
ρ, a qual é aproximada por seu valor médio 0.58× 103 Kg/m3 e estudar os
efeitos da variabilidade de E: determinar a distribuição do deslocamento do
último nó da barra.

2 - E e ρ apresentam uma alta correlação. Assim, é razoável aproximar E por
uma função de ρ : Por exemplo, E(ρ) = 29.2× 106ρ − 5.4 × 109 (unidades
SI). Utilizar essa expressão para determinar a distribuição do deslocamento
do último nó da barra.

3 - Considerar E e ρ como variáveis independentes e u = (E, ρ). Determinar a
distribuição do deslocamento do último nó da barra. Neste caso, a base ϕk

depende de duas variáveis ϕk = ϕk(u) = ϕk(E, ρ) .

Exerćıcio 9.10 . Um método clássico para a determinação de autovalores e auto-
vetores de A é o método das potências iteradas: partindo de X(0), itera-se

Y (p) = AX(p−1), X(p) =
Y (p)

‖Y (p)‖ , λ
(p) = X(p)tAX(p).

Utilizar a adaptação deste método para determinar a distribuição do autovalor
dominante e do autovalor inferior de A(U) dada no Exerćıcio 9. Começar por
considerar uma famı́lia total {ϕj : j ∈ N} (por exemplo, ϕk(U) = (U−a

b−a )
(k−1)) e

definir, para nb > 0,

Z(p) ≈ PZ(p) =

nb∑

k=1

Z
(p)
k ϕk(U) ,

isto é,

Z
(p)
i ≈ PZ(p)

i =

nb∑

k=1

Z
(p)
ik ϕk(U) .
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Mostrar em seguida que a adaptação das potências iteradas se escreve

n∑

j=1

nb∑

k=1

CiljkY
(p)
jk =

n∑

j=1

nb∑

k=1

DiℓjkX
(p−1)
jk , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ l ≤ nb,

com

Ciljk = δijE(ϕl(U)ϕk(U)) ; Diljk = E(ϕk(U)Aij(U)ϕl(U)),

Transformar esta igualdade em um sistema linear: por exemplo, definindo

Crs = Ciljk; Drs = Diljk , Y
(p)
s = Y

(p)
jk , X

(p)
s = X

(p)
jk ,

onde r = (i− 1)nb+ l , s = (j − 1)nb+ k .

Exerćıcio 9.11 . Retomar o Exerćıcio 10 com o método dos subespaços iterados.
Neste caso, deve-se gera uma seqüência de famı́lias

F (p) = {X(p,1), . . . , X(p,nv)}, p, nv > 0

através das iterações:

Y (p,m) = AX(p−1,m), 1 ≤ m ≤ nv ;

F (p) resulta da ortonormalização de {Y (p,1), . . . , Y (p,nv)};

λ(p,m) = X(p,m)tAX(p,m) (1 ≤ m ≤ nv) .
A adaptação deste método é análoga a do método das potências iteradas.

Exerćıcio 9.12 . Determinar a distribuição da primeira freqüência natural da
coluna do Exerćıcio 10 (estudar os três casos).

Exerćıcio 9.13 . Consideremos uma função F = F (X,U) tomando valores em
R e definida para X ∈ Rn, uma variável aleatória U definida sobre Ω , isto é,
F : Rn × Ω→ R. Consideremos

X(U) = arg min {F (Y, U) : Y ∈ R
n}.

X = X(U) é uma variável aleatória. Podemos considerar uma famı́lia total
{ϕj : j ∈ N} e, para nb > 0,

X ≈ PX =

nb∑

k=1

Xkϕk(U) ,
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isto é,

Xi ≈ PXi =

nb∑

k=1

Xikϕk(U) .

Os coeficientes desconhecidos podem ser determinados pelos métodos apresen-
tados. Por exemplo, seja o conjunto das matrizes n × nb de elementos reais:
Rn×nb = {Y = (Yjk) 1≤j≤n

1≤k≤nb
, Yjk ∈ R} e

F (Y ) = E(F (PY, U)), PYi =
nb∑

k=1

Yikϕk(U), i = 1, . . . , n.

Podemos determinar

X = arg min {F (Y ) : Y ∈ R
n×nb}.

1 - Testar este método com U de lei uniforme sobre (a, b) e

F (Y, U) =
n∑

i=1

(Yi − zi(U))2

onde α, β ∈ R, zi(U) = α ∗ u+ i ∗ β e ϕk(U) = (U−a
b−a )

(k−1).

2 - Gerar uma amostra do par (U,X) e aplicar os procedimentos apresentados:
interpolação, ajuste de momentos, variacional.
Comparar com o resultado precedente.

3 - Retomar as questões precedentes com zi(U) = sin(α ∗ u+ i ∗ β ∗ π).

Exerćıcio 9.14 . Consideremos a equação diferencial:

y′ =
dy

dx
= ay, y(0) = 1,

na qual a é uma variável aleatória, de lei uniforme em (0, 1). Neste caso, os
coeficientes da projeção Py de y dependem de x, isto é,

Py = y1(x)ϕ1(a) + ...yn(x)ϕn(a)

1 - Determinar os coeficientes por um método intrusivo:

Y = (y1, ..., yn)
t

verifica
AY ′ = BY , AY (0) = C,
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na qual

Aij = E(ϕi(a)ϕj(a)), Bij = E(aϕi(a)ϕj(a)),

Ci = E(ϕi(a)).

Calcular numericamente as médias.

2 - Retomar o caso 1 calculando as médias a partir de uma amostra.

3 - Determinar os coeficientes por um método não intrusivo: gerar uma amos-
tra do par (a, Y ) - isto é, gerar a = (a1, ... ,ans) e determinar Y =
(y(x, a1), ..., y(x, ans)). Em seguida, determinar os coeficientes y1(x), ..., yn(x)
utilizando essa amostra ( a determinação pode ser feita para um conjunto
discreto de valores (x1, ..., xnx)).

Exerćıcio 9.15 . Consideremos uma viga termoelástica em flexão simples, com
condições de contorno mal conhecidas : sejam (0, ℓ) o segmento representando
a viga, E seu módulo de elasticidade, α seu coeficiente de dilatação isobárico,
I sua inércia, S sua seção reta, ρ sua massa por unidade de volume. Sob um
carregamento externo de densidade linear p e uma força externa F aplicada à
extremidade ℓ, o modelo é

d2

dx2
(EI

d2w

dx2
) + p = 0; w(0) = w(ℓ) = 0;

γw′(0) + (1− γ)w′′(0) = 0; EIw′′′(ℓ) = F

O comportamento médio do material formando a viga é dado por E = 110 GPa,
α = 2×10−5K−1, ρ = 8500 kg/m3. De forma análoga, a geometria média da viga
corresponde a I = 1.4× 10−2 m2, S = 1.6 × 10ˆ−3 m2, ℓ = 2 m.O carregamento
externo tem uma densidade linear p = 750 N/m, F = 1000N . γ ∈ (0, 1) é um
parâmetro definindo as condições de contorno.

1 - Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios et considera-se γ =
u como uma variável aleatória de lei uniforme sobre (0, 1). Determinar a
distribuição de w(ℓ). Qual é a probabilidade para que w(ℓ) seja inferior a 80
% de seu valor máximo possivel ?

2 - Seja γ = 1. Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios, salvo
p = 750(1 + u), com u de lei uniforme sobre

(−0.25, 0.25).
Determinar a distribuição de w(ℓ) e calcular a probabilidade para que w(ℓ)
seja inferior a 80 % de seu valor máximo possivel.
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3 - A temperatura exterior modifica a geometria e o comportamento da viga:
para uma variação ∆θ da temperatura, ℓ = (1 + α∆θ)ℓ e EI = EI/(1 +
α∆θ)2. Considera-se γ = 1 e todos os parâmetros são fixados a seus valores
médios, salvo os que dependem de ∆θ = u, o qual é uma variável aleatória
de lei uniforme sobre (a, b). Determinar a distribuição de w(ℓ) e calcular a
probabilidade de que w(ℓ) seja inferior a 80 % de seu valor máximo posśıvel
para as três situações seguintes: a = −15,b = 10; a = −5, b = 30; a = 0,b =
50.

4 - Seja γ = 1. Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios, salvo
módulo de elasticidade : E = u, com u de lei uniforme sobre (94, 121) GPa.
Determinar a distribuição de w(ℓ) e calcular a probabilidade para que w(ℓ)
seja inferior a 80 % de seu valor máximo possivel.

5 - Estudamos a flambagem da viga para o caso onde γ = 1. Determinar a
distribuição do primeiro autovalor do sistema nos casos seguintes:

a) Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios, salvo módulo
de elasticidade : E = u, com u de lei uniforme sobre (94, 121) GPa.

b) Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios, salvo ρ = u,
com u de lei uniforme sobre (8000, 9000) kg/m3.

c) Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios, salvo I = I(1+
α∆θ) e EI = EI/(1 + α∆θ)2. ∆θ = u é uma variável aleatória de lei
uniforme sobre (a, b). Determinar a distribuição de w(ℓ) e calcular a
probabilidade pour que w(ℓ) seja inferior a 80 % de seu valor máximo
posśıvel para as três situações seguintes: a = −15,b = 10; a = −5,
b = 30; a = 0,b = 50.

d) Todos os parâmetros são fixados a seus valores médios, salvo ρ = u e
E = 0, 03ρ− 150, com u de lei uniforme sobre (8000, 9000) kg/m3.
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freqüência relativa, 18
função

caracteŕıstica
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