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Prefacio

Durante muito tempo prevaleceu na Fisica uma visao deterministica da natureza.
Por exemplo, a Mecanica era completamente descrita pelas leis de Newton, de
forma que conhecendo-se as condigOes iniciais do sistema mecanico seria possivel
descrever seu comportamento. Essa era a visao de Lagrange, que prevaleceu do
século 18 até a metade do século 20. Essa visao panglossiana foi sendo, pouco
a pouco, questionada, principalmente com o surgimento da Termodinamica, que
desconstroi a crenca em reversibilidade e inicia o estudo de sistemas estocasticos
complexos. Porém, foi a descoberta do caos que indiscutivelmente mostrou que a
situagao nao era tao simples, mas ainda em um contexto deterministico. Ou seja,
caos parece estocdstico, mas ndo é. A teoria quantica, por outro lado, mostrou
que, na sua esséncia, os processos da natureza nao sao deterministicos, mas sim
probabilisticos. Essa mudanga de paradigma ainda nao foi inteiramente absorvida,
como ¢é bem descrito no livro de Thomas Kuhn, que discute aspectos sociolégicos
das ciéncias.

Por outro lado, modelagem estocastica comeca com o estudo de jogos de azar
(dados, baralho, roleta, etc). Os egipicios ja jogavam dados. Porém nesse contexto
modelagem estocastica se confunde com combinatéria e nao é nisso que estamos
interessados. Nos interessa modelos continuos.

Modelagem estocastica é mais dificil do que modelagem deterministica, e a im-
plementagao dos modelos é muito mais custoso. Vejamos um pequeno exemplo: no
caso mais simples de modelagem deterministica os parametros do modelo sao cons-
tantes. Seu equivalente em modelagem estocastica é transformar essas constantes
em varidveis aleatorias. Para cada realizagao da varidvel aleatdria o seu valor é
uma constante, mas essa constante pode ser diferente para outras realizacoes e as
realizagoes seguem uma distribuicao de probabilidade. Ou seja, os objetos mais
simples de um modelo estocastico, as varidveis aleatérias, s@o fungdes, portanto
objetos de dimensao infinita. Em um modelo deterministico, se ele é coerente,
temos uma solugao uma vez fixadas condi¢oes suplementares. Em um modelo es-
tocastico nao é assim. Para cada realizagao dos parametros do modelo temos um
modelo deterministico que tem uma solucao, e temos que fazer estatisticas dessas

13
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solugao para sabermos como elas se distribuem; o que interessa em modelagem
estocastica é a distribuicao de probabilidade. Os valores obtidos para uma rea-
lizagao nao representam o comportamento de um sistema estocédstico. Para que
verdades desse tipo fossem absorvidas pela industria foram necessarios anos de
controle de qualidade, que nao funcionava, até que a modelagem estocéastica fosse
promovida a ferramenta essencial de engenharia. Dai o grande interesse atual em
Fiabilidade, que representa uma nova maneira de projetar sistemas levando em

conta incertezas.

Ou seja, podemos pensar que a solugao de um modelo probabilistico pode ser
decomposta em trés etapas: geracao dos objetos estocdsticos segundo as distri-
buicoes de probabilidade, solucao de um modelo deterministico associado a cada
realizacao e, finalmente, fazer estatisticas das solugdes encontradas (por exemplo,
construindo histogramas). Os histogramas representam a solu¢ao de um modelo
estocastico. Quando se deseja uma aproximagao da solugao, muitas vezes, se pode
fornecer, por exemplo, a média e a varidncia da distribuicao de probabilidade (his-
tograma). Em alguns casos, como os abordados no capitulo 8, se calcula apenas
uma probabilidade, pois os momentos sao muito complicados de calcular.

Essas Notas visam divulgar a Modelagem Estocastica e a Quantificacao de In-
certezas que, cada vez mais, vem crescendo em importancia em todas as &areas.
No capitulo 1 sao discutidas as nogoes basicas da Teoria de Probabilidades em um
contexto hilbertiano, esse capitulo deve ser usado para consulta. Os conceitos de
varidveis aleatdrias e processos estocdsticos sao discutidos. No capitulo 2 se discute
a construcao de um modelo estocastico usando o Principio da Entropia Maxima,
quando no modelo so temos varidveis e vetores aleatérios a construcao é relati-
vamente simples, se temos processos e campos estocdsticos temos que aproximas
esses objetos de dimensao infinita por outro de dimensao finita. Nesse capitulo
a questao de geracao ¢é discutida, mas sem detalhes. Geragao de varidveis e ve-
tores aleatorios, e de processos e campos estocasticos é uma parte essencial de
modelagem estocastica e esta ligada a programagao.

No capitulo 3 se discute o problema de aproximacao de variaveis aleatérias. Os
capitulos seguintes sao de aplicacoes. No capitulo 4 se discute sistemas lineares
com incertezas, no capitulo 5 se discute sistema nao-lineares com incertezas, no
capitulo 6 se discute equagoes diferenciais, e nos dois capitulos seguintes, 7 e 8,
se discute problemas de otimizagao com incertezas. Finalmente, no capitulo final,
9, alguns exercicios sao propostos. Esses exercicios sao parte integral do texto e
devem ser trabalhados. Nao foram propostos exercicios apés cada capitulo pois
nao seria coerente com o espirito do livro; os exercicios propostos exigem que o
aluno tenha compreendido varios capitulos.

O livro nao corresponde ao que pode ser coberto em um um mini-curso, ele é

muito mais uma fonte de consulta pois os exemplos foram escolhidos para mostrar
ideias, sem preocupacao de eficiéncia numérica.



Saint-Etienne du Rouvray e Rio de Janeiro , 01 de abril de 2011.

Eduardo Souza de Cursi
Rubens Sampaio
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Capitulo 1

Elementos de Teoria das
Probabilidades e dos
Processos Estocasticos

A nocao fundamental da teoria que apresentamos é aquela de varidvel aleatoria,
isto é, a de uma fungao para a qual os valores pontuais nao sao disponiveis ou nao
sao o objeto de interesse.

Exemplos simples de varidveis aleatdrias sao fornecidos pelos caracteristicas
numéricas de populagoes finitas, rapidamente introduzidas na secao 1.2. A for-
mulacao geral é construida através das nogoes de medida e probabilidade(segao
1.5).

1.1 Notacao

Seja N o conjunto dos niimeros naturais e N* o conjunto dos naturais estritamente

positivos. R é o conjunto dos ntmeros reais (—oo, +00) e R, representa os reais

estendidos: RU {—o0, 4+ 00}.

(a,b) = {xr € R:ia < & < b} representa um intervalo aberto de nimeros reais.
Para um inteiro k¥ € N*, R¥ = {& = (21,...,21) : , € R ,1 <n <k} repre-

senta o conjunto das k-uplas de nimeros reais. Utilizamos uma notacao analoga

para R¥. Denotamos por |0|p a norma p usual de R¥.
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1.2 Caracteristicas numéricas de populacoes fini-
tas

Levantamentos de caracteristicas numéricas de populagoes finitas sdo regularmente
obtidos através de recenseamentos. Por exemplo, o niimero de habitantes, a renda
familiar, o tipo de habitacao e outros dados analogos podem ser periodicamente
verificados.

Do ponto de vista mateméatico, uma caracteristica numérica X da populagao
finita 2 é uma aplicacao X : @ — R. Uma particularidade importante dos re-
censeamentos reside no fato de que nao estamos geralmente interessados no valor
X (w) da caracteristica numérica para um individuo particular w € Q, mas em
caracterizar globalmente o comportamento de X para a populagao €2: qual a por-
centagem da populagao com idade inferior ou superior a certos limites, qual a fatia
da populagao dispondo de uma certa renda, etc. Assim, encontramos frequente-
mente o seguinte quadro:

L Q= {w' ...,w"} ¢ uma populagao finita nio vazia (N > 1)

2. X : Q@ — R é uma caracteristica numérica tendo por imagem um conjunto
de k valores distintos : X (Q) = {X1,..., Xi}, Xi # X para ¢ # j. Como os
valores sao distintos, podem ser ordenados de forma estritamente crescente
caso desejemos: caso necessario, podemos supor X; < X; para ¢ < j sem
perda de generalidade.

3. A pré-imagem do valor X; € X (Q) é a subpopulacio H; = X} ({X;}) =
{weQ: X (w)=X;}.0 nimero de elementos de H; é # (H;) = n; e a
freqiiéncia relativa ou probabilidade de X; é P(X = X;) = p; = n;/N.

4. Se A C R, definimos P (A) =na/N, onde ny = # (X' (A)) é o niimero de
elementos de A.

Notemos que
k k
i=1 i=1

DEFINIGAO 1.2.1. (MEDIA, ESPERANGA SOBRE UMA POPULAGAO FINITA) A média,
ou esperanca, de X ¢
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PROPOSICAO 1.2.2. A esperanca € linear: se X : Q1 — R eY : Q — R sao duas
caracteristicas numéricas da populagcao ) e o, B sao numeros reais, entao

E(aX+pY)=aFE(X)+BE(Y).

DEMONSTRACAO: Temos

N
B(aX +6Y) = ¢ 3 (aX (@) + BY (") .
n=1
de modo que

N

N
E(aX+[3Y):% > X(w")+% >

n=1 n

Y (") =
1
aE(X)+BE(Y).

DEFINIGAO 1.2.3. (VARIANCIA SOBRE UMA POPULAGAO FINITA) A variancia de
X é

N
V(X):% Y (X (W) - EX)

PROPOSICAO 1.2.4. Temos

DEMONSTRACAO: Temos
(X (@) = B(X))* = (X (@) =2B(X) X (") + [E(X)]* ,

de modo que

1 N ) N
VX) =+ [Z (X(w"))—QE(X) 3 X (W) +
n=1 n=1
N
EX)P > 1
n=1
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PROPOSIGAO 1.2.5. V(X) >0 e V (X) =0 se e somente se X € constante sobre
Q.

DEMONSTRAGAO: A primeira assercao é imediata, pois trata-se de uma soma de
termos nao negativos ( soma de quadrados). Para a segunda, basta notar que a
soma de quadrados s6 pode ser nula se cada um de seus termos for nulo, de modo
que X (Ww")=FE(X),VneN. [ |

COROLARIO 1.2.6. F (XQ) >0ek (X2) 0 se e somente se X = 0.

DEMONSTRAGAO:  Temos E (X?) = V(X) + [E(X)]*. Assim, por um lado,
E (X?%) >0 e, por outro lado, E (X?) =0 se e somentese V (X)=0e E(X)=
]

DEFINIGAO 1.2.7. (MOMENTOS SOBRE UMA POPULAGAO FINITA) O momento de
ordem p de X €

N
My (X)= B(X") =+ 37 (X (@)

Podemos sintetizar a informagao sobre o comportamento global de uma carac-
teristica numérica X através de uma tabela:
Xy | Xo | o | Xk Xy | Xo | oo | Xk

ou
b1 P2 | .- | Dk n ng | ... | Nk

Tabela 1.1 Caracterizacdo global de X através de uma tabela

Estas tabelas nao contém mais informagao sobre o valor de X para um w €
Q) em particular, mas somente a informacao global sobre . Entretanto, elas
permitem o célculo de grandezas globais de fungoes de X sobre toda a populacao.
Por exemplo,

LEMA 1.2.8. Seja g : R — R uma funcao e Z = g(X). Entio

k
= Z pig (Xi) . (1.2.1)

=1

DEMONSTRAGAO: Como (Jf _ | H; = Q, temos

k
ZhE P PHRLD)

w€Hi_ (X)sobrcH

—ng sz

i=1
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PRrROPOSICAO 1.2.9. M, (X) = Zle piX?. Em particular, E(X) = Zle i X; e
E (XQ) = Zf:l piX}.

DEMONSTRAGAO: Basta aplicar o lema precedente. |

A informacao destas tabelas pode ser dada também através de uma func¢do de
reparticao ou func¢do cumulativa:

F(z)=P(X<z)=P(X € (—o0,x)).

T < X; |z<Xo | z2< X3 | ... T < Xk T < + 00
F () 0 1 pr+p2 | o | P1A o+ PR 1

Tabela 1.2 Caracterizag¢do global de X através de uma funcgao de reparticdo

Notemos que F' é derivdvel no sentido das distribuigoes e que f = F’ é uma
soma de k massas de Dirac:

k
fla)=") pid(e—X,).
i=1

f é a densidade de probabilidade de X : neste caso, trata-se de uma distribuicao
- estudaremos mais tarde situagoes onde esta densidade é uma fungao usual.

1.3 Duplas de caracteristicas numéricas
Consideremos uma dupla (X,Y") de duas caracteristicas numéricas X,Y :  — R
tais que X () = {X1,....,Xr} e Y(Q) = {V3,...,Y;,}. De maneira andloga, a
pré-imagem de (X;,Y;) é

Hij = X ({(XH 0V () = {w €0 X () = Xie Y () = ¥}
e o numero de elementos de H;; é # (H;;) = n;j. A probabilidade de (X;,Y;)

é P(X=X,,Y=Y;) =p;; =n;j/N. Podemos sintetizar a informagao sobre o
comportamento global da dupla (X,Y") através de uma das seguintes tabelas:

Y, ... Yo Y, ... Yo,

X ... X ...
1 | P11 Pim ou 1 | M1 Nim
Xi | Pr1 | - | Pem Xi | np1 | oo | Nem

Tabela 1.3 Caracterizacdo global de X através de tabelas
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Neste caso,
k m k m
ZZpuzleZZn”:N
i=1j=1 i=1j=1

Como no caso precedente, estas tabelas permitem o cédlculo de somas globais
de fungoes da dupla sobre toda a populacgao:

LEMA 1.3.1. Seja g : R? — R uma funcio e Z = g (X, Y). Entdo
k m
= Z Z pijg (Xi,Y;) . (1.3.2)

DEMONSTRAGAO: Como UZ _,U"_ | Hij = Q, temos:

=1

k m
@) v =Y 3 | X g(xw.re ).

w € Hij = (X;,Y;) sobre H;j

N k m
Z g(X (W"),Y (W) = Z Z Pijg XuY
n=1 i =15 =
|
Temos
XY =He=|J Hy 5 YUY = U Hij
j=1 i=1

de modo que

P(X:X pl._zplj ; p.J_Zp’LJ

Por conseguinte:

Zpl.X—Z szg P

1=1 i_lj_l

Z DejYj = Z Z Di; Y

j=1 i=1j=1



De maneira andloga

Para uma dupla, a funcao de reparticao é

F(r,y)=P(X <z,Y <y)=P(((X,Y) € (—00,2) X (—00,¥))

e a densidade de probabilidade é

XeY ¢

23

0’F
f (=, y)—m(%y) :
DEFINIGAO 1.3.2. (COVARIANCIA DE UMA POPULAGAO FINITA) A covariancia de
1 N
Cov(X, V) =5 >, (X (&)= EMX) (Y () - E(V))
n =1

PRrROPOSICAO 1.3.3. Temos

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) .

DEMONSTRAGAO: Temos

(X (") = E(X) (Y (") - E(Y)) =
X (W)Y (") - EX)Y (") - E(Y)X (W")+E(X)E(Y) ,
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de modo que

1 N N
Cov(X,Y) =+ X WY (W) -EX) ) Y (W) -
n=1 N n=1 N
E(Y)Y XWH+EMXE®Y) Y 1
n=1 n=1

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)- E(Y)E(X)
+E(X)E(Y)=E(XY)-E(X)E(Y) .

PROPOSICAO 1.3.4. Temos
V(aX +BY) =a*V (X) + BV (Y) +2a8Cov (X, Y).
DEMONSTRACAO: Temos
(aX + BY)? = a®X?% + 2Y? 4 208XY |
E ((aX + BY)Q) = a2F (X2) + B2E (Y?) + 20BE (XY) .

Além disto,
E(aX+pY)=aFE(X)+BE(Y) ,

de modo que

E[(aX + BY))? = 2[E (X)) + B2[E (Y)]> + 2aB8E (X)E(Y) .

V(aX +8Y) =a® (E(X?) - [E(X)]) +
8 (B (?) — [E(O)) +208 (B (XY) - E(X)E(Y)) ,

de onde se conclue o resultado enunciado.

COROLARIO 1.3.5. Sejam X : & — R e Y : Q — R
duas caracteristicas numéricas sobre ). Entdao

|Cov (X, Y)| <V (X)VV (Y).
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DEMONSTRAGAO:  Seja o € R. Consideremos o polinémio do segundo grau
f(a) = a®V (X) + 2aCov (X, Y) + V(Y). Da proposi¢ao precedente: f(a) =
V(X +Y) >0, Va € R. Assim,

A=[2Co0(X,Y))? -4V (X)V (Y) <0,

de modo que
[Cov (X, V) <V (X)V(Y)

e temos o resultado enunciado. |

1.4 Propriedades hilbertianas das caracteristicas
numéricas

Consideremos o conjunto das caracteristicas numéricas sobre €2 :
C)={X:Q—R}.
O conjunto das caracteristicas numéricas simples em €) é:
V(Q)={XeC(Q): X(Q) éfinito} .

Como Q é finito, temos V (2) = C (). Veremos a seguir situagdes mais gerais
nas quais estes conjuntos nao coincidem.
Para X,Y € V(Q) consideremos

(X,Y)=E(XY) . (1.4.3)
Entao:
LEMA 1.4.1. (e, @) ¢ um produto escalar em V ().

DEMONSTRAGAO: Trata-se de uma forma bilinear e simétrica.
Além disto, (X, X) = E(X?) > 0 para todo X € V(). Enfim, se (X, X) =
E (X2) =0, entao X = 0, de modo que a forma é positiva e definida. ]

Seja L2 () o completamento de V () para o produto escalar definido na
equagao (1.4.3): L% () é um espago de Hilbert para o produto escalar (1.4.3). A
norma de um elemento X € L? () é

X[ = VE(X?) . (1.4.4)

A estrutura hilbertiana de L2 (Q) torna possivel a utilizagdo de toda teoria
de Espagos de Hilbert e dos resultados associados. Utilizaremos no que segue em
particular a nogao de projecao ortogonal em um subespago vetorial :
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DEFINIGAO 1.4.2. Sejam S C L% (Q) um subespaco vetorial ndo vazio e X €
L?(Q). A projecio ortogonal X em S € o elemento PX € S tal que

PX =arg min {||X —s||:s€ S}
Temos
PROPOSICAO 1.4.3. Se S € fechado entdo PX existe e é unico.
DEMONSTRAGAO: Cf. [27]. |
COROLARIO 1.4.4. Se S € de dimensdo finita entdo PX existe e € unico.
DEMONSTRAGAO: Como S é de dimensao finita, também é fechado (Cf. [27]) W

PROPOSIGAO 1.4.5. PX € a projegcio ortogonal X em S se e somente se PX € S
e X — PX € ortogonal a S, isto €,

PXeS e (X—PX,s)=0,VseS.

DEMONSTRAGAO: Cf. [27]. |

1.4.1 Meédia e aproximacao por uma constante

Quando desejamos aproximar o valor de X por uma constante, podemos buscar o
valor de m € R tal que

m=arg min {||X —A|:XeR} .
Trata-se de uma projecao ortogonal, onde S é o subespago vetorial de dimensao

S={ZeL*(Q):Z é constante: Z (w) =\ € R, Yw € Q}

Temos:
(X —m, \) =0,V eR,

de modo que
AE(X)=dm,VAeER<—= m=FE(X) .

Temos

X = ml = /B (X - BOO?) = V7T

de modo que a norma do erro cometido nesta aproximagao é a raiz quadrada da
variancia de X.
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1.4.2 Correlacao linear e aproximacao afim

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma fungao afim de outra carac-
teristica numérica X, podemos buscar os valores dos parametros a,b € R tais

que
aX+b=arg min {|Y -Z||: Z=aX+8; o, €R} .

Trata-se mais uma vez de uma projegao ortogonal, onde S é o subespaco veto-
rial de dimensao 2:

S:{SEL2(Q):s:aX+B;a,B€R} ,

Temos:
(Y —aX —b,aX+5)=0,Va,8 €R.

Tomando sucessivamente (o, 8) = (1,0) e (o, ) = (0, 1), obtemos
aE (X?)+bE(X)=E(XY) ; aBE(X)+b=E(Y) .

A solugao deste sistema linear é

Cov(X,Y)
=————— ; b=FE(Y)—-aE(X) .
D - B B ()
Neste caso,
I —ax b= V) (1= (V)
onde Cov (X, Y)
ov (X,
p(X,Y)= )
V(X)V(Y)
p(X,Y) é o coeficiente de correlagio linear entre X e Y.  Temos

|p(X,Y)| <1eo erro se anula quando |p (X,Y)| = 1.

1.4.3 Esperanca condicional e melhor aproximacao

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma fungao genérica de outra
caracteristica numérica X, devemos determinar

g(X)=arg min {||[Y —Z||: Z=¢(X); p:R—R} .
Trata-se ainda de uma projecao ortogonal, onde

S={sel’(Q):s=¢(X);p:R—R}.
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Neste caso, temos:
(Y —g(X), ¢(X))=0,Vp:R —R,
isto é,

k m
Z Z pi; V5 —g(Xi)) e (X)) =0,Vo: R — R. (1.4.5)
i=1j=1

Sejam g; = g(X;) € R, G = (g1, ..., gr) € R*, p, = p(X;) e R, & =
(P15 vy ©,) € R™. A equagado (1.4.5) se escreve:

k m
D> i (Y —gi) ¢ =0, € R™.
i=1j=1

Consideremos @ tal que ¢, =0se i # { e p, = 1: temos

m m m

> p(Vi—g)=0=>g=> p;Y;/ > ptj =D t;Yi/Dte -

j=1 j=1 j=1 j=1

A fungdo g assim definida é chamada de esperanca condicional de Y com
relaggo a X. Utilizaremos as notagdes E (Y |X ) para designar a caracteristica
numérica Z = g(X) e E(Y |X = X,) para designar o valor de g;. O erro come-
tido na aproximacao é ||Y — E (Y | X))

A expressao de g¢ faz aparecer o termo pg;/pee , que define a lei condicional
de Y com relacao a X:

P(X=X;,Y=Y))/P(X =X
PY=Y | X=X;)= ,se P(X = X;)#0

0, nos outros casos.

Temos
m

E(Y | X=X;)=>Y PY=Y;|X=X,)Y;.

j=1
De maneira analoga, a lei condicional de X com relacao a Y é:
PX=X;,Y =Y))/P(Y =Yj)
, se

P(Y =Y;)#0
0, nos outros casos.

P(X=X/|Y=Y))=
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e temos

k
E(X |Y=Y)=) P(X=X, |Y=Y))X,.
1 =1

As duas caracteristicas numéricas sdo independentes se e somente se

Vi,j : P(X=X; |Y=Y;)=P(X=2X;) ou
PY=Y; | X=X;)=P(Y =Yj) ,

ou seja

Vi,j : P(X=X,,Y=Y))=P(X=X,) P(Y=Y)) .

Quando X e Y sao independentes, temos E(Y | X)=FE(Y) e E(X |Y)=
E(X).

1.5 Medida e Probabilidade

A generalizagao a universos {2 mais gerais (por exemplo infinitos, eventualmente
nao enumeraveis) é feita através da nogao de medida: sejaR, = RU{ — oo ,+ 0o }
o conjunto dos <reais extendidos ». Manipularemos os elementos de R, utilizando
as seguintes regras:

Ve eR: x4 (+00) = (+00) + =40 e
x4 (—0) =(—00)+ 2 =—-00

VeeR:x — (+00) = —(+00) + 2= —00 €
x—(—0)=—(—0)+z =+

Ve >0:x. (+00) = (+00).z = +00 €

z.(—0) = (—00) .z = —00

Ve <0:z.(+00) = (+00).2=—00 €

z.(—00) = (—00) .2 = +00

0.(+00) = 0. (—00) = (+00) .0 = (—00).0 =10
(+00) . (+00) = +00 ; (=09) . (=00) = 400 ;
(=00) . (+00) = (+00) . (=00) = —o0

(+00) + (+00) = 400 ; (—00) + (—00) = —00
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As expressoes (+00) — (+00), (—00) — (—00), (—00) + (+00), (+00) + (—o0)
sao indeterminadas. Utilizaremos também as relacoes de ordem:

—0<400 ; Ve eER:x < 4o0ex > —00

DEFINIGAO 1.5.1. (MEDIDA)- Seja ©Q um conjunto nao vazio e P (Q) o conjunto
das partes de Q. Uma medida em Q € uma aplicagdo p: P () — Re tal que

(i) w € positiva: 1 (A) > 0,VA C Q;

(i) p € enumeravelmente aditiva, isto €, aditiva para toda famdia enumerdvel
disjunta:

N( U An) = Z 1 (An) V{An}, ey CP(Q)
n €N n €N

tal que A;NA; =@ para i # j, Vi,j € N;
(111) u(2)=0.

Diremos que p € uma medida finita em Q quando, além disto, p () € R, isto é,
w(Q) < + 0.

Temos:

PROPOSIGAO 1.5.2. Entao p(UJ; _ | Bi) = >_r _ 1 u(B;) para toda familia finita
disjunta (B;NBj = & parai#j,1<i,j<n).

DEMONSTRAGAO:  Consideremos a familia {A,}, . y C P (Q2) dada por

Entao A; N A; = @ para i # j, Vi,j € N, de modo que

(09, <. A0
i=1 A, =0, k>n keN
SaA) = Y u).

kEN p(AR) =0,k >ni=1
[]

COROLARIO 1.5.3. Seja p uma medida em Q. Se A C B C Q, entdo pu(A) < pu(B).
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DEMONSTRAGAO: Sejam By = A e B = B— A. Entao, B = BiUBj e
B1 N By = @, de modo que

u(U Bi) = u(U A

1 =1 A, =0, k>n keN
pd) = dou@

keN w(Ag) =0,k >nt=1

PROPOSIGAO 1.5.4. Seja p uma medida em Q. Se A C Q verifica u(A) < + oo,
entio p(A—B)=u(A) —pn(ANB), VB C Q.

DEMONSTRAGAO: Sejam By = A — B e By = AN B. Entao,
A =By UBy e ByN By =9, de modo que

1(A) =p(B1UB2) = p(B1)+p(B2) = p(A—B)+p(ANB) .
Ora, A—BC Ae AN B C A, de forma que
p(A=B) <p(A) < +oo e p(ANB) < p(A) < + oo,

o que mostra o resultado enunciado.
]

PROPOSIGAO 1.5.5. Sejam pu uma medida em Q e A,B C Q. Se um dos dois
conguntos tem medida finita (p(A) < +00 ou i (B) < +00), entdo u(AUB) =
p(A) +p(B) = p(ANB).

DEMONSTRAGAO: Suponhamos, sem perda de generalidade, que p(A) < + oo.
Consideremos By = A — B, By = B. Entao,
AUB=B;UB;ye Bj N By =9, de modo que

p(AUB) = p(Bi1UBz) = p(Bi) + p(B2) = n(A— B) + u(B)

e o resultado decorre da proposicao precedente. A prova é andloga se supomos
wu(B) < + oo (basta considerar B; = B — A, By = A). [ |

DEFINIGAO 1.5.6. Seja p uma medida em 2 e A C Q. Diremos que A é de u—
medida nula se e somente se p (A) = 0. Neste caso, diremos que x € A é p—quase
nunca satisfeito ou satisfeito p—quase nenhuma parte em 2. De forma reciproca,
diremos que x € A € p—-quase sempre satisfeito em 2 ou satisfeito p-quase toda
parte em € se e somente se Q — A € de p—medida nula.
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Quando nenhuma confusao é possivel, a medida p nao é mencionada e diz-se
simplesmente <medida nula >, <quase sempre >, <quase toda parte >, <quase
nunca >, <quase nenhuma parte ». Estas expressoes também sao freqiientemente
abreviadas por «q.s. »para <quase sempre >, <q.t.p. >para <quase toda parte
>, <(.N. >para <quase nunca >, <q.n.p. »para <quase nenhuma parte >.

Estamos interessados em um tipo particular de medida:

DEFINIGAO 1.5.7. (PROBABILIDADE)- Seja p uma medida em §). Diremos que p
é uma probabilidade em Q) se e somente se p()) = 1. Diremos entdo que p € a
distribui¢ao de probabilidade e que a medida p(A) associada ao conjunto A € a
probabilidade de A, para a qual utilizaremos a notagdo P (x € A) ou simplesmente
P(A) :

PxeA)=P(A)=u(A) .

Toda medida finita v tal que v (2) > 0 gera uma probabilidade através da
relagio: p(A) =v(A)/ v (Q).

Em probabilidades, utiliza-se uma terminologia particular: por exemplo, uma
parte A C Q é dita um evento. As propriedades quase toda parte e quase ne-
nhuma parte sao freqéntemente mencionadas — por exemplo, em enunciados ou
demonstracoes — sob a forma seguinte:

DEFINIGAO 1.5.8. Seja P uma probabilidade em Q e A C Q um evento. Diremos
que A é P—desprezivel ou P—quase impossivel se e somente se P(A) = 0. De
maneira reciproca, diremos que A é P—quase certo se e somente se Q — A é P—
desprezivel (ou, de forma equivalente, P (A) =1).

Como para o caso geral, a probabilidade P nem sempre é mencionada e por
vezes diz-se simplesmente <desprezivel>, <quase impossivel>, <quase certo>. Es-
tas expressoes também podem ser abreviadas: «q.i.» para <quase impossivels,
<(.c.» para <quase certos.

1.6 Construcao de medidas

1.6.1 Conjuntos mensuraveis

Na pratica, nao é possivel definir uma medida utilizando a defini¢ao dada na secao
precedente pois seria necessario atribuir uma medida a todo subconjunto de €:
por exemplo, para definir uma medida correspondendo & drea em R?, torna-se
necessario definir a prior: a area de uma regiao arbitraria do plano - isto é, temos
que calcular a area de uma figura geométrica arbitraria antes de definir o que ¢é a
area.
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Por esta razao, um procedimento mais eficiente consiste em definir a medida
para uma familia particular 8 C P () de subconjuntos de € e em seguida estender
a definicao a outras partes de (2 utilizando operagoes de reuniao, intersecgao e
complementos de elementos de B, assim como as propriedades demonstradas na
secao precedente. Formalmente, utilizamos uma o — dlgebra :

DEFINIGAO 1.6.1. A C P () é uma o — dlgebra em § se e somente se:
(i) @€ A;
(i) Ac A= Q- AecA;

(i11) a reuniao de toda familia enumerdvel de elementos de A pertence a A:
{AibienCA= U A, €A

Segue-se desta definicdo que: se A e B sdo o — dlgebras em ) entdo AN B
é uma o — dlgebra em (). Esta propriedade se estende a colegbes arbitrarias de
o — algebras em €): a interseccao de uma colecao de o — dlgebras em 2 é uma
o — algebra em Q.

Para todo 2, A =P (Q) é uma o — dlgebra em V. Assim, para toda familia
B C P(Q) de subconjuntos de 2, existe pelo menos uma o — dlgebra em
contendo B (trivialmente, A = P () satisfaz esta condi¢do). Por conseguinte,
podemos considerar a familia nao vazia das o — algebras em € contendo B. O
lema de Zorn (Cf. [27] ) mostra que esta familia possue um elemento minimal o (B)
: a menor o — algebra em ) contendo B, isto é, a dlgebra de Borel X (), B8), em
a qual a medida serd formalmente definida, através de uma extensao baseada nas
nocoes de medida externa e medida interna:

DEFINIGAO 1.6.2. Seja u: B — R tal que
(i) w € positiva: (A) > 0,VA € B;
(i) p(2) = 0.

(111) 1 () < + oc.

Seja A C Q. A medida externa de A é

n €N n €N

€ (A) = inf { > uBy:Ac | BneVneN:Bne%}

A medida interna de A €

pt(A) = p(Q) — p (- A)

Diremos que A é mensurdvel se e somente se u,; (A) = p, (A) e, neste caso, diremos
que esse valor comum € a medida de A, denotada por p(A).
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Temos:
PROPOSIGAO 1.6.3. Seja {An},, oy C (2, B). Entdo,
U 4.e3(@ B) e () AneX(Q, B).
n €N n €N

DEMONSTRAGAO: |, c y An € X (2, B) pela defini¢io de o-dlgebra em Q. De

maneira analoga, {Q — A,}, .y C X (Q,B), de modo que |J,, oy (2 —A4,) €
¥ (€, B) e, por conseguinte,
Q- (J Q-4,)exn(@Q,B).
n €N
Ora,
- |J @-4)= () Q-@Q-4)]= () 4n,
n €N n €N n €N

de onde o resultado enunciado. |

COROLARIO 1.6.4. Seja {Bi}, < ; <, C X(2, B). Entao,

Lnj BieX(Q, B) e ﬁ B, €% (Q, B).

i=1 i =1

DEMONSTRAGAO: Seja A; = B, paral <i<n e A; =, parai > n. Entao
{An}, c v C X (9, B), de forma que

C s

Bi= |J An€X(,9B).
n €N

i 1

Seja A; = By, paral <i<n e A; = Q, parai>n. Entdo {A,}, c y C X (Q, B),
de forma que () _ ; Bi =), ¢ y An € (22, B).
|

Notemos que este procedimento nao conduz obrigatoriamente & definicao de
uma medida a todas as partes de (2, mas somente & <aderéncia >da familia B
através das operagoes citadas de reuniao, interseccao e complemento: certos sub-
conjuntos <patoldgicos »nao fazem parte desta <aderéncia »e sdo ditos <«nao
mensuraveis >, em oposicao aos membros da <aderéncia >- os conjuntos <men-
surdveis ». Em outros termos, temos sempre X (2, B) C P (), mas podemos ter
P(Q) ¢ X(Q, B).

Para garantir a igualdade P (Q) = X (Q, B), é preciso garantir que toda parte
aberta A C € pode ser obtida através de uma seqiiéncia de operacoes de reuniao,
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interseccao e complemento sobre elementos de B : por exemplo, B deve conter
uma base topoldgica, isto é, uma familia de abertos capaz de gerar todos os abertos
de 2 através de operagoes de reuniao.

Ora, a construgao pratica de uma base topoldgica pode tornar-se equivalente
a construir diretamente a medida através da definicdo: por exemplo, sobre R2, é
necessario definir a priori como construir uma figura geométrica arbitraria utili-
zando reunioes de elementos de B, o que é equivalente a definir a priori a area de
uma figura geométrica arbitraria.

Assim, o procedimento pratico mais freqiiente para a definicio de medidas
consiste em considerar uma familia geometricamente simples B (por exemplo, os
retangulos de R?), mesmo se esta ndao é uma base topolégica. Como ja obser-
vamos, certos subconjuntos «patoldgicos »nao serdo membros de ¥ (2, B). Tais
subconjuntos estao excluidos da teoria que construimos no que segue, a qual se
limita ao conjunto das partes p—mensurdveis de €

M (1, Q) ={AC Q: p(A) =p'(4) } .

Esta exclusao é geralmente utilizada de maneira implicita: escreve-se simple-
mente <A C Q »em lugar de <A € M (u, ) ». Porém, é preciso notar que a
exclusao de certos conjuntos tem um impacto sobre certas nogoes, tais como a de
conjunto de medida nula, evento quase certo ou desprezivel e, por conseguinte,
sobre toda a construcao apresentada no que segue.

Uma das propriedades notaveis das medidas assim construidas é a seguinte:

PROPOSIGAO 1.6.5. Sejam 1 C Qa, B1 C P (1), Ba C P(N2), B1 C By,
B € By = U NB By, puy associada a B, py associada a By tais que by = [y
sobre B;1. Entao,

15 (A) = p5 (A) e pi (A) = s (A), para todo A C Q.

DEMONSTRAGAO: Com efeito, é imediato que u$ (A) > u$ (A), dado que By C
B5. Por outro lado, dado que A C 2, C Qa,

Ac | Bue=Ac | (unBy)

n €N n €N

Assim

Z /L(Bn)z Z N(leBn)Zﬂl(A)

n €N n €N

e temos também py (A) > py (A), de onde a igualdade. Por outro lado, 23 — A =
(Q2 — Q1) U (1 — A), de modo que

po (2 — A) = iy (Q2 — Q1) + p1p (21 — A)
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po (Q2 — A) = 1y (Q2) — g (Q2 N Q) + g (21 — A)

ou seja
fo (2 — A) = iy (2) — pg (1) + pg (21 — A)

fo (Q2) — pig (2 — A) = pg (1) — pg (21 — A4)
Como pig (1) = py (1) € gy (1 — A) = py (21 — A), temos o resultado enunci-
ado. |
As propriedades das oc—4élgebras se encontram em 9% (u, Q):

1. Se A e M(p, Q) entdo @ — A€ M (1, Q): p(Q—A)=p(Q) —pn(A);

2. Se {An}, c y C M (1, ) verifica A;NA; = @ parai # jentdo J, ¢ y An €
M (p, Qs (Up e An) =25 e 1(An) -

3. Se {An}, ¢y C M (u, Q) verifica A; C A; para i < j entdo U, .y An €
M (11, Q2): p (U, ey An) = limsup p (A4y) .

4. Se {An}, ¢y C M (u, Q) verifica A; C Aj para i > j entdo [, o An €
M (11, Q2): (N, ey An) = liminf 11 (A,) .

Temos

ProposiI¢AO  1.66. Se V n € N : A, € M(uQ) entdo

M(Un €N A") < Zn €N /J’(A”)
DEMONSTRAGAO: Como A, € M (1, Q), V n € N, temos que

A=) A emu9).

n €N

Seja Bo = Ag e, paran >1, B, = A, — U?;ll B,;.
Temos B, € M (u,Q), Vn eN.

Além disto, B; N Bj parai # j e A= J, ¢ y Bn. Assim,
u(A)—u< U Bn>— > u(By)
n €N n €N

Ora,

n—1

M(Bn)—/L(An_ U Bz) S/L(An)a

=1

o que demonstra o resultado enunciado. |
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COROLARIO 1.6.7. SeV neN: pu(A4,) =0, entio pu (U A,) =0.

n €N

DEMONSTRAGAO: Como u(A,) = 0, temos

u( U An) < > (4 =0.

n €N

1.6.2 Medida de Lebesgue em R”
Sejam a € RP e b € RP. O conjunto

P
R(a, b)={x eR?: a, <z, <byp,1<n<p}= H (‘an, by )

n=1
é um <retangulo> aberto de RP.
Consideremos M € R e
Qu=-MMP={xeRP: —M<z, <M, 1<n<p}.

O conjunto dos <retangulos> abertos de Qs € :
R(Qu)={R(a, b):R(a, b) C Qn} .

A medida de um elemento de PR () pode ser definida como (medida de

Borel):
p

(ru (R (a, b)) = H (br, — an)

n=1
£y pode estendida a ¥ (s, R (Qar)) através das nogoes de medida externa e
medida interna, como indicado na subsegao precedente. Uma propriedade notavel
de £, é a seguinte:
PROPOSIGAO 1.6.8. Sejam N> M >0 e A C Qu. Entao,
Uiy (A) = L5 (A) e Ly (A) =Ly (4).

DEMONSTRAGAO: Trata-se de uma conseqiiéncia imediata da tltima proposigao
da subsecao precedente. |
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A medida assim definida é a medida de Lebesgue, para a qual utilizamos a
notagao ¢, dada sua invariancia com relagao a M. O conjunto das partes men-
surdveis no sentido de Lebesgue ou Lebesgue-mensurdveis de 2 C RP é

+oo
me,Q) = J me, Q) .

n=1

Uma das propriedades interessantes da medida de Lebesgue é a possibilidade
de decomposicao em um produto de medidas: a medida de Borel pode ser escrita
sob a forma de um produto de medidas de intervalos

tu (R(m, M)) = [T tar ((ma, M)

n=1

Assim, a medida sobre RP pode ser considerado como um produto de p medidas
sobre RP. Esta propriedade é utilizada no teorema de Fubini.

1.6.3 Funcoes equivalentes

Convém introduzirmos desde o momento presente uma das pedras fundamentais
da construcao que estamos apresentando: a nogao de fungoes p—equivalentes.

DEFINIGAO 1.6.9. (FUNGOES u—EQUIVALENTES) Sejam f,g : @ — RP duas
funcgoes. Diremos que f e g sdo pu—equivalentes se e somente se

A={weQ: f(w)#gWw)} € deu—medida nula.

Esta defini¢cao introduz uma relagao de equivaléncia entre as fungoes

f=ug9<= [ egsao pu-equivalentes.

Com efeito,
feuf s f=ug = gmufifrugegmuh = f=uh.
A classe de equivaléncia de f é
fl,={9:9 R gm, f}.

Os membros de [f] . S8o geralmente identificados a f, dado que sé diferem
em um conjunto de medida nula. Por exemplo — como veremos abaixo — todos os
membros de [f] ., bossuem a mesma integral, de forma que a integral é a integral
da classe [f], e ndo somente de f.

A seguir manipularemos alguns conjuntos particulares de fungoes:
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DEFINIGAO 1.6.10. (FUNGAO MENSURAVEL)- Seja f : Q@ — RP uma funcdo. Di-
remos que f € u —mensuravel sobre Q se e somente se f~1 (M (¢, RP)) C M (u, ),
isto €, se f transforma conjuntos mensurdveis em conjuntos mensurdveis. O con-
Jjunto das fungoes p—mensurdveis sobre ) tomando valores em RP é denotado

M(p, Q,RP)={f:Q— R :
AEMURY) = f~1(A) eM(p,Q) } .

DEFINIGAO 1.6.11. (FUNGAO SIMPLES)— Seja f : Q@ — RP uma fung¢ao. Diremos
que f € uma fungao simples ou funcao elementar sobre €2 se e somente se

feM(u, Q RY) e [f(Q) € finito,

isto €, f € uma funcdo mensurdvel tomando um numero finito de valores. O
conjunto das funcgoes simples sobre ) €

E(p, Q,RY) ={feMu Q RP) : f(Q) € finito } .
Para todo e € & (i, 2, RP), definimos
Q) =e(Q)—{0}={aeRP:a#0cace() }.
Como e é y—mensuravel, temos :
Vyee (Q) : e '({y}) épu— mensurdvel .
Eliminando de e* (Q2) as partes de medida nula, obtemos
e, () ={aece (Q) :pn (e7' ({a})) >0} .

DEFINIGAO 1.6.12. (FUNGAO CARACTERISTICA DE UM SUBCONJUNTO)- Seja A C
Q. Utilizaremos a notacao 14 para designar a funcao caracteristica de A, dada
por

la(w)=1,sewed ; 1p(w)=0,sewd¢ A

Nao se deve confundir a fungao caracteristica de um subconjunto com a fungao
caracteristica de uma varidvel aleatéria: esta uUltima é a transformada de Fourier
da distribuicao de probabilidade da varigvel aleatéria (Cf. segdo 1.8).

PROPOSICAO 1.6.13. Temos:

(i) AeM(u, Q) se e somente se 14 € M (u, Q) ;
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(i7) Se e € E(u, Q, RP), e* () possue exatamente n elementos e e* () =
{ag,.an }, A = et ({a;}), entdo e = Z aila,;
i=1
(iii) Se e € & (u, 2, RP), e}, () possue e:mtamem:s m elementos e e, () =
{B1; s B }Bﬁ B; = e 1 ({B;}), entio e ~u Z Bilg,.
i=1
DEMONSTRACAO:
(i) éimediato, dado que 14 () = {0,1}, (14)" ' ({0}) = Q—Ae (14) " ({1}) =
A.
(1) temos
weEN=ou e(w)=00uwe€ U A; .
i=1
Como A; N A; = & para i # j, temos o resultado enunciado.
(7i1) é imediato.
]

Quando © C R"™, podemos considerar as fung¢oes simples retangulares:

DEFINIGAO 1.6.14. (FUNGAO SIMPLES RETANGULAR)- Sejam  C R"™ e f €
M (p, Q, RP). Diremos que f é uma fungao simples retangular sobre 0 se e so-
mente se f € € (u, Q, RP) e

A=f1{a}) €eR(Q),Vace (Q),

isto €, a pré-imagem f~! ({a}) de todo valor ndo nulo o da imagem de f é um
retangulo. O conjunto das funcoes simples retangulares sobre €1 é

SR (M: Q7 Rp) :{feg(ﬂﬂ Q7 ]Rp) :
A=f"1({a}) €eR(Q),Vace (Q) |

Como veremos no que segue, g (i, ), RP) desempenha um papel importante
na construgao de integrais, devido as suas propriedades de densidade, sobretudo
quando Q = R (a, b) C R".

Quando Q = (a,b) C R é um intervalo de niimeros reais, f é uma func¢ao simples
retangular se e somente se existem n > 0, (f1,..., fn) € [RP]" e n subintervalos
A; = (ai, b;) C (a,b), 1 <i<n tais que
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f=Y fila, .

i=1
Em tal caso, podemos considerar somente as fungoes simples geradas por
particoes:

DEFINIGAO 1.6.15. (PARTIGAO DE UM INTERVALO)- Seja 2 = (a,b) C R. Uma
n—particao de € um elemento t = (to, ..., t,) € R"*! tal que

to=a,t, =b,ti_1 <t;paral <i<n.
O diametro da partigdo €
d()=max{t; —t;—1:1<i<n} .
O conjunto das n—particoes de ) €
Part, (Q) = {t = (to,....tn) € R**" 1 t € uma n—particio de Q}
e o conjunto das particoes de € é

+oo
Part (Q) = U Part, (Q) .

n =1

DEFINIGAO 1.6.16. (FUNGAO SIMPLES DEFINIDA POR UMA PAR— TIGAO)- Sejam
Q= (a,b) CR e fe M(u Q RP). Diremos que { é uma fungao simples de-
finida por uma partigdo se e somente se existe uma n—particio t € Part(Q) e
(f1,es fn) € [RP]" tais que

t=(to,....tn) €ER™ | f= Z fila, e Ay = (tic1, ts) -

=1

O conjunto das fungoes simples definidas por partigoes € denotado por Ep (u, 2, RP).

1.6.4 Integrais

A definicao de medidas visa geralmente a manipulacao de integrais: busca-se dar
um sentido a expressoes da forma fQ f,onde Q C RP é mensuravele f: Q — R
é uma funcao. De maneira informal, uma tal integral é o limite de uma seqiiéncia
de somas finitas, podendo ser aproximada por

f %Zf(xi)f(Ai) : U Ai=Q;x;,€ A;paral <i<n
Q .

i=1 1 =1
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e correspondendo ao limite destas somas finitas para n — +00 e, a0 mesmo
tempo, o didmetro méximo dos subconjuntos A; tendendo a zero.

Para uma definicao formal, o ponto de partida é a definicao des integrais para
um conjunto de funcoes simples. Por exemplo,

DEFINIGAO 1.6.17. (INTEGRAL DE UMA FUNGAO SIMPLES)- Para e € € (i, 2, R)
tal que e* () possue exatamente n elementos e e* () = {ay, ..., }, definimos

/Qe w(dx) = Z aip(Ay) ; Aj=e ' {ou}) paral <i<n.

i=1

A definicao sobre & (i, €2, R) se estende primeiro ao conjunto das fun¢oes men-
suraveis positivas

My (u, QR)={meM((p, Q,R) : m>0}
da maneira seguinte: sejam f € My (i, Q, R) e
Ex(p, Q, fl={ee&(u, QR) : 0<e< f} .

Er (1, , f) é o conjunto das fungdes simples positivas e limitadas superior-
mente por f. Definimos

fu(dx)—sup{ /Qeu(dfr) te €&y (p, f)} :

Q

Em seguida, para uma funcao f € M (u, Q, R) de sinal arbitrdrio, utilizamos
a decomposi¢ao

f=rt=f . ft(z)=max{ f(z), 0},
[~ (@) = max{—f (z), 0},

e definimos

T) = + x) — - x) .
[ f nam) /Qf 1 (da) /Qf ()

Notemos que o membro da direita est4 bem definido, dado que f* e f~ sdo ele-
mentos de My (u, Q, R). Por vezes, utilizaremos uma das notagoes fQ f w(x edr),
Jo fduou [, fdu(z) em lugar de [, f p(dx).

Esta definigao leva as propriedades usuais das integrais. Por exemplo, para
a,BER; f,ge M(u, 2, R):

| a1+ 89) (o) =a [ futd)+5 [ antdo)
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/qu(dx)—i /Aifu(dfr) | s

U A=Q cAinA; =@ parai+j;

=1

f<g p-qt.p. sobre Q = /f p (dz) S/ g p(dx) ;
Q Q

}/qu(dm ’S/Qlflu(d:v);
} [ 1 nta \s/ﬂm o (d) ;

1(A) = / Lap (dr) = /A 1 (d) =

/A u(de), vAeM(u Q) .

Temos também a desigualdade de Jensen: se p é uma probabilidade, f € M (i, Q, R)
e g: R — R é uma funcdo continua e conveza tal que g (f) é mensurdvel, temos

g(/ﬂfu(d:v)) < [9(Dn),

Uma conseqiiéncia imediata da desigualdade de Jensen é

ProposigAo 1.6.18. [E(U)|, < E (|U|p), para todo 1 < p < oo tal que |U|, €

mensurdvel.

DEMONSTRAGAO: Basta aplicar (1.6.4) a g (§) = [¢],,- [ |

Temos:

PrROPOSIGAO 1.6.19. Seja f € M(u, Q) tal que vV A € M (1, Q)
J4 f n(dx) =0. Entao f =0 p-q.t.p. sobre Q.

DEMONSTRAGAO: Seja A= {w e Q:|f|>0}.

Mostremos que p (A) = 0.
Sejam n, k > 0. Consideremos

Ak_{er:|f(:z:)|>%}
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&w:{erwnﬂf@ﬂ>%}.

Temos A=, c yAr ¢ Ax =U
Por outro lado, (%,
mensuravel. Temos

n €N An,k-
n) C R ¢ mensurdvel, de modo que A, = f~' ((£.n)) ¢

1 1
o:/mfmx) >5[ ) = A

n,k

Assim, p1 (Apk) < 0= p(Ank) = 0. Logo, Ax = U, ¢ x Ank ¢ de medida
nula, o que implica por sua vez que A =J, ¢ y Ax ¢ de medida nula. |

COROLARIO 1.6.20. Seja f € M (u, Q) tal que

V g tal que fg € M (, Q):/Qfgu(dx):O.

Entao f =0 pu—q.t.p. sobre Q.

DEMONSTRAGAO: Seja A € M (u, Q). Temos

/qu(mm::/£f1Aﬂ(¢w::o.

Como A é arbitrario, o resultado decorre da proposigao precedente.

|

COROLARIO 1.6.21. Seja f € M (u, Q) tal que f > 0. Se

/ fu(dz) =0,
Q
entdo, f =0 pu—q.t.p. sobre 2.
DEMONSTRAGAO: Seja A € M (u, Q). Temos
0< [ futds) = [ fuido)~ [ guido) < [ fuan=o0.
A Q Q-A Q

Como A é arbitrario, o resultado decorre da proposi¢ao precedente.

]

Finalmente, definimos

Af:Afumy
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Assim, quando a medida nao é indicada, trata-se da medida de Lebesgue.
A seguir utilizaremos a notacao usual L! () para designar o conjunto das
classes de equivaléncia [f], de funcoes Lebesgue-mensuraveis:

LY Q) ={lfl,: fe M(, Q,R)} .

De maneira informal, L' (Q) é o conjunto das fun¢oes Lebesgue-mensurdveis:
identifica-se [f], a f. Esta identificacao ¢é justificada pelo fato que a integral toma
o mesmo valor para fungoes equivalentes:

g, f= [ gpldx) = [ fu(dx),
Q Q

de modo que podemos considerar a integral da funcao como a integral da classe:

[ 1) = [ 5 nam)

Além disso, o ultimo resultado acima mostra que

~f e [ 11 =l ndn) = 0.
De maneira analoga, utilizaremos a notagao
Q) ={f:1fPel (@)} .

omo ja observamos, a medida sobre ode ser considerado como um produto
C ja ob: , dida sobre RP pod derad produt
de p medidas sobre RP. Na verdade, nao se trata de um produto ordinario, mas

da igualdade
/Rfdfz/R/R.../Rfdﬂ(xl)df(xg)...dﬂ(xp)
(N

p vezes

Esta decomposicao leva ao teorema de Fubini:

R2fd€=/R[/Rf(:v,y)d€(;p)} dt (y) =
/R |:/Rf($,y) dt (y)] de (z) .

Enfim, as defini¢oes dadas se estendem a situagao em que f: 2 — RP é uma
funcao tomando valores em RP através de um célculo componente por componente:

f:(flu' 7fp

[ £ i - (/flud:v v [dn d:c).
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1.6.5 Medidas definidas por densidades

Quando € C RP, podemos construir medidas a partir de densidades: de maneira
informal, uma medida p é definida por uma densidade m quando u(z € dz) =
m (z) dz. Uma tal medida pode ser vista como uma transformagio da medida de
Lebesgue, gerando os mesmos conjuntos mensuraveis. De maneira mais formal,

DEFINIGAO 1.6.22. Sejam Q C RP e p tal que M (u, ) = M (L,Q) (neste caso,
M (u, Q) = M (L, )). Diremos que p € definida pela densidade m se e somente
sem € uma funcao Lebesgue-mensurdvel e

fulde) = [ fm. ¥F € M(u2) = M(£, 9).
Q Q

A existéncia de densidades é estudada pelo teorema de Radon-Nikodym: £ deve
ser dominante com relagéo a p (isto é, £ (A) = 0 = p(A) = 0). Nao abordaremos
este teorema aqui.

Temos

LEMA 1.6.23. Se u € definida pela densidade m entdo
n(A) = / m, YA e M, Q).
A
DEMONSTRAGAO: Basta considerar a funcao caracteristica de A: f = 14. Temos

14(Q) = {0,1}, de modo que 14 € M (£, Q) (pois (14)" ({0}) = Q— A e
(14)"" ({1}) = A). Assim:

p ()= [ i) = [ antie) = [am= [ m.

PROPOSICAO 1.6.24. Se u € definida pela densidade m entdo m > 0 p-q.t.p. e
Lebesgue-q.t.p. sobre §2.

DEMONSTRAGAO: Seja A = {w € : m (w) < 0}: mostremos que p (A) = £ (A) =
0.
Sejam n, k > 0. Consideremos

wefoennerz-2)

Anyk—{wéﬂz—n<m(w)<——} .
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Temos A=, c vAr ¢ A =U, ¢ v Ank (—n, —%) C R é mensuravel, de

modo que A, j = m~1 ((—n, —%)) ¢ mensuravel. Temos

1

1
OSM(An,k):/ mS_E/ 1:_E€(An,k) :
An’k An,k

Assim, por um lado, £ (A, ) < 0= € (A, ) = 0 e, por outro lado, p (A, ) =
0. Por conseguinte, Ay = {J,, ¢ y An,r ¢ de medida nula, o que implica por sua
vez que A =J, ¢ y Ax é de medida nula. [ |

1.7 Medidas, probabilidade e integrais em espacgos
de dimensao infinita

Sejam m € R¥ e M € R*. Um retangulo aberto de R¥ é descrito pela notagao

Ri(m, M) : Ry (m,M) = {mERk:mn<xn<Mn,1§n§k}
k
= H(mn,Mn).
n=1

O conjunto dos retangulos abertos de RF é :
Ry = {Ri(m, M):meRl and M e R} .

Um retangulo fechado é descrito pela notagao Rk (m, M) e o conjunto de
todos os retangulos fechados de R* é R;,. Pode ser ttil lembrar que R* pode ser
coberto por subconjuntos finitos ou enumeraveis de Ry ou Ri. Por exemplo, para
e >0,

R, (—00,€) URy, (—e, +00) = Ry, (—00,0) U Ry (0, +00) = RF.

Coberturas mais uteis podem ser obtidas usando translagoes de um retangulo
fixo, de maneira a obter uma cobertura formada de retdngulos idénticos. Esta
propriedade é freqiientemente utilizada em aplicacGes numéricas.

Utilizaremos a notacao R*>° para o espaco das seqiiéncias de ntimeros reais:

o . *
R ={x = (z1, x2, x3,...): T, € R,V n e N"}.
Pode ser interessante considerar R* como um produto cartesiano enumerével:

+oo
IROO:RXRX-~-:HR.
n=1
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Utilizamos uma notacao anéloga para R®°. Um retangulo aberto de R* é denotado
por R (m, M), onde m € R® e M € R&°:

Reo(m, M) = {xeR*:m, <z, <M,,VneN}
—+oo
= H(mn,Mn).
n=1

s

O conjunto dos retangulos abertos de R> é :
Roo = {Reo (M, M) :m € R° and M € R°}

Como em dimensao finita, R> pode ser coberto por subconjuntos finitos ou
enumeraveis de R,. Por exemplo,

Reoo (—00,€) U Reo (—€, +00) = Roo (—00,0) U R (0, 400) = R™.

Esta propriedade também é utilizada em aplicacoes numéricas.

A notacao R§° descreve o subconjunto de R formado pelas seqiiéncias con-
tendo somente um numero finito de elementos nao nulos, i. e., tais que o conjunto
e(x) = {n € N*, , # 0} possui um numero finito de elementos:

R ={z e R*: card(e(x)) =k e N} .

Aqui, card( e ) é a cardinalidade (nimero de elementos). R® também pode
ser identificado a Il = U ((N*)k X Rk): seja x € R e e(x) = { n1, ..., i}

k € N*
A aplicacao

x = (21, T2, T3, ...) —= (N1, ey My Ty s oony Ty ) € 11
é uma bijecao entre RF° e II. II ndo possue retangulos abertos, dado que (N*)k é
um espago discreto, mas um papel andlogo é desempenhado pelo conjunto

= U (W) xx)

k € N*

Estas propriedades serao utilizadas no que segue.

Consideremos um espago de Hilbert separdvel (V,( e, & ) ), i. e, V éum
espago vetorial; ( e, e ) é um produto escalar sobre V; V é completo para a
norma || e | associada ao produto escalar (|| v || = (v,v) ); existe um
subconjunto contdvel S C V que é dense em ( V,|| o || ). Como um dos nossos
objetivos é a aplicagao da teoria a problemas de otimizagao - logo, de Célculo das
Variagoes - nosso modelo para V' é um espaco funcional de tipo Sobolev : os
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elementos de V' tomam seus valores em R? para algum d € N*.A teoria pode ser
estendida a espacos de Banach como [L? (€2)]%, mas tal nao é nosso objetivo.
Para aliviar a notagdo, (e,8) e |[e]| sao usados para indicar vdrios produ-
tos escalares e normas em diferentes espacos - desde que nenhuma confusdo seja
possivel: em caso de necessidade, indicaremos o espago através da notagio |||, .
Como V é separavel, este espago possui uma base de Schauder, i.e., uma familia
enumerdvel ¢ ={ ¢, }, cn- CV tal que todo v € V pode ser representado por
—+oo
uma Unica série convergente v = Z Unp,,. Se conveniente, podemos supor que
n=1
esta base é ortonormal, isto é, que se trata de uma base hilbertiana: toda base de
Schauder pode ser transformada em uma base hilbertiana por ortogonalizacao de
Gram-Schmidt.
V' pode ser identificado a um subconjunto de R*°: cada v € V é totalmente
caracterizado pelos coeficientes v = (v1, ve, vz, ...) € R que sdo tnicos. Sejam

Yoo 1/2
V={a=(a1,a2,a3,...): |la]| < oo}; [af = (Z ai) :
n=1

Consideremos a aplicagao I : V' — V dada por

—+o0
I
v= g U, — U = (v1, V2, V3, ...)

n=1

+oo
(wvy) = Z TnlYn

n=1

Como

(I (v), I (w)) = (v,w),

I é uma bijegdo isométrica entre VeV ; (V, (o, o ) ) é um espago de Hilbert.

Esta identificagao leva a construgao de bases topoldgicas e medidas sobre V
através do uso dos mesmos objetos sobre V. Por exemplo, podemos utilizar as
bases topolédgicas B, = Ro NV formadas pelos retangulos abertos de V:

Boo ={Roo(m, M) meVand M cV } C R .

A versao B, de B em dimensao finita e associada a R¥ é simplemente B, =
Ri.
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Para fins préticos, tais como aproximagoes numéricas, consideramos também
uma familia enumerdvel ¥ = {¢,}, .y C V tal que o espaco vetorial das com-
binagoes lineares finitas de elementos de ¥,

k

D:[\If]:{ > anthy, : keN*,ameR,forlgigk}
i=1

é denso em V, i. e.,

VoeV:Ve>0:3Jv.€Dsuchthat |[v—wv. || <e.

D pode ser identificado a um subconjunto Vy de V formado pelas seqiiéncias
a contendo somente um numero finito de elementos nao nulos, 7. e.,

Vo={acV:acRy} .

Assim, I o 7 é uma bijegao entre D e Uy = 7 ( Vp ). Esta propriedade leva a
construgao de medidas sobre D.

A introducao da familia ¥ leva a uma extensao da teoria a espagos de Banach
separaveis.

Seja( W, ( e, e )) outro espaco de Hilbert. (W também é um espago funcional
e os elementos de W tomam seus valores em R? para algum d € N*, analogamente
a V) . Utilizamos a notagdo L (V,W) para o conjunto das aplicagdes lineares
continuas ¢ : V — W:

LV,E)Y={¢:V — W : { é linear continua }.

Para f € L(V,W),
[l =sup{ [ £Cv) [+ [[vl<1}<oo

Assim, existe um numero real M € R tal que

VoeV | lw) [<M|v]. (1.7.6)

No caso particular onde W = R?, existe um nimero real M, € R tal que

Yo eV L) |, <M, vl (1.7.7)

Para um subconjunto A C V, P (A) é o conjunto das partes de A, i. e., o
conjunto dos subconjuntos de A.



51

1.7.1 Medidas Finitas em Espacos de Hilbert de dimensao
infinita

A forma usual para introduzir e manipular medidas em espacos de Banach ou
Hilbert gerais consiste em utilizar medidas cilindricas. De forma <ingénua >, um
congunto cilindrico de V é um subconjunto de um subespago de dimensao finita de
V' e uma medida cilindrica é uma medida definida sobre os conjuntos cilindri— cos
de V, i. e., uma aplicacdo p: € — R,, onde € C P (V) é o conjunto de todos
os conjuntos cilindricos de V. Para uma definigao formal, consideramos k € N e
definimos € como a reunido de todas as pré-imagens de partes mensuraveis de RF
através de elementos de £ (V, Rk) para k € N :

¢={C: C=0"(A),teL(V,RF), keN,
A parte mensurdvel de R¥} ¢ P (V) .
Uma medida cilindrica é uma aplicagao p: o ( € ) — R, tal que pu, = po 1
é uma medida sobre R*, V ¢ € L(V,k), k € N( logo, p, (A) = p (€71 (A)), A
subconjunto mensuravel de R¥). A restricio de uma medida de Radon a € define

uma medida cilindrica: em Anélise, este procedimento constitue uma maneira
usual para manipular medidas em espagos de dimensao infinita.

Adotaremos aqui um procedimento diferente. Como ja vimos, medidas sobre R
sao definidas a partir de bases topolégicas B1: ¥ (R ) = o ( By ). Do ponto de
vista prético, podemos definir uma medida v sobre R utilizando uma densidade f,

i. e., uma funcao f: R — R tal que f > 0 sobre R , /f<oo edv = f(z)dx.
R

Assim,

v((a,)) = /bf-

Tratando-se de probabilidades, f é a densidade de probabilidade e / f=1
R

Assim,
P(dx)=P(zedx)=dv=f(z)dz.

Este procedimento é facilmente estendido a R* através da base topolégica Ry:
S (R*) =0 (%R ). Una forma pratica de gerar medidas sobre R* consiste em
usar produtos de medidas: sejam (v1,...,v,) medidas sobre R. Entao

k
v(Ri(m, M) )= T va( (ma, M) )

n=1
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define uma medida sobre R*. Analogamente a R, v pode ser definida por uma
densidade f, isto é, por uma funcdo f: R¥ — R tal que f > 0 sobre R* |

/ f<oo edv=f(x)dxy ... dey. Assim,
Rk

v(Relm, M) )= |

Ry (m, M)

Tratando-se de probabilidades, f é a densidade de probabilidade e f=1
Rk

Assim,
P(dx) = P(xz € de) = dv = f (x) dzy...dzy, .

Densidades também podem ser geradas por produtos: se, para 1 < n < k,

k
dv, = fn (t)dt, entdao f = H fne

n=1

k My
v(Ri(m, M) )= H (w/fn(xn)dxn :/R( M)f.

n=1

Este procedimento pode ser estendido a R*°: de forma <«ingénuas, uma
seqiiéncia {v, },, o de medidas sobre R pode gerar uma medida v sobre R> usando

I/(Al XAQX"')Zl/l(Al)Vg(Ag)...

Para uma definicao formal, utiliza-se a base topologica Rq.:

+ oo
V(Roo (M, M)) = H Vn ((mn, My))

n=1

define uma medida sobre V. Como observado previamente, do ponto de vista
pratico, pode ser mais conveniente utilizar densidades : se dv,, = f, (¢)dt, V
n € N, entao

M,
e - "
V(Roo (m, M)) = H fo () dzy,
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De forma <ingénuas, este procedimento corresponde a construcao de uma
densidade f : R® — R tal que dv = f(x)dzidzy ..., i. e., a uma densidade

+ oo

n=1

O mesmo procedimento permite a construcao de medidas finitas sobre II: para
cada k € N*, consideremos uma medida finita v, sobre R* e k seqiiéncias de
nimeros reais estritamente positivos cujas somas sao inferiores a 1:

k
qr = (qlc,p e Qk,k) € (R™)", Ak, = (Qk,i,l, 4k,i,2, 4k,i,3, )

too (1.7.8)
Qk,in > 0, para k,i,n € N* ; Z Qrin = Qri < 1.

n=1

Supondo que vy :
Vi ( R¥ ) =N <1

Seja (n1, ..., ng) X Ry, (m, M) € (N*)¥ x 9%, um elemento de P e uma seqiiéncia
somavel de ntimeros reais estritamente positivos:

+oo
p=(p1, p2, p3, ..) ER® 5 p, >0,VneN"; > p,=p>0 (1.7.9)

n=20
Definimos

k
7 ((n1, .o mk) X Ry (my, M) = pi vy ( Ry (my, M) ) [] awim, -
i =1

Entao n é uma medida finita sobre . Como usualmente, podemos utilizar
densidades em lugar de medidas:
n((n,....nk) X R, (m, M)) =
k M;
Pk H dk,i,n; /fk:,i,ni (xnz)dxnz 3
i=1 i

onde
frin > 0sobre R e / frin <1, para k,i,n € N* . (1.7.10)
R

Este procedimento gera uma medida finita sobre R§® : v = now (i.e., v( A) =
n(w(A))) éuma medida finita sobre RZ.



54 Elementos de teoria das probabilidades e dos processos estocasticos

Se V' possue uma base, a identificacao entre Ve ¥V C R* pode ser combinada
com tal procedimento: se v é uma medida finita sobre R>, entdao p=vol (i. e.,
pw(A)=v(I(A))) éuma medida finita sobre V. De forma andloga, podemos
definir y=nomo I (i. e, uy(A)=n(w(I(A) ) )): péuma medida finita
sobre [ DJ.

Uma construgao alternativa é a seguinte: consideremos a situacao onde o espago
¢ R*. Seja p = ( p1, ..., px ) um vetor de reais positivos (p, > 0, para 1 < n < k)
e f=(fi, ..., fr ) um conjunto limitado de fungdes positivas e integraveis sobre

R (i. e., fn > 0sobre R for 1 < n < k e existe A € R tal que /fngA, para
R

1 <n <k ). Podemos utilizar p e f para definir uma medida finita sobre R¥ :

k My
v(Ry (m, M))= > p, /fn (zn) dy,

v é uma medida finita sobre R*: v > 0, v( @ ) = 0, v é enumeravelmente
k

aditiva, V(Rk ) <A Z Prn < 0.

n=1

Este procedimento alternativo se estende a R através de uma seqiiéncia p
verificando (1.7.9) e uma seqiiéncia limitada

f=0fa, far..0)

de fungodes positivas e integraveis sobre R (i. e,V n € N: f, > 0 sobre R e existe

A € R tal que /fn <A,V néeN). Definimos
R

n=1

+ oo My
v (Rec (. M) = 3 o | [ Ful) d,

Esta série é convergente para Roo (m, M) € Ry, : por exemplo, temos

too Mn + oo M,
> o [ Alendn |2 3 pa| [ ulea)de, | <

n ==k M n==k%k M
+ oo
A an—>0,f0rk—>+oo.

n==%k
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Como no caso em dimensao finita, onde o espaco é R*, v é uma medida finita
sobre R® : v >0, v( @ ) =0, v é enumeravelmente aditiva, v ( R® ) < pA < oo.

De forma andloga, podemos aplicar este procedimento a R§® : suponhamos que
p verifica (1.7.9), q;, satisfaz (1.7.8), fi.in verifica (1.7.10) e

+ oo k
> Ghin=Qri , Y, Qri=Qr<AER,

n=1 i=1

onde A é independente de k. Para
(1, ..y ni) X Ry (m, M) € (N)F x %y, € B,

definimos

k M,
n ((nla ) nk) X Ry, (mu M)) = Pk Z qk,in; / fk,i,ni (:Enl) dxnZ
i=1 .
Entéao 1 é uma medida finita sobre Il: n > 0, n( @ ) = 0,  é enumeravelmente
aditiva, n ( II ) < pA < co. Assim, v = 5o 7 é uma medida finita sobre RS°.
Analogamente a situagao precedente, 4 = v o I é uma medida finita sobre V -
se V possue uma base - e y=nomwo I é uma medida finita sobre [ D].

1.7.2 Integracao com uma medida sobre um espago de Hil-
bert de dimensao infinita

Como indicado no que precede, nosso objetivo é a aplicagao da teoria a problemas
do Célculo das Variagoes: assim, V e W sao espagos funcionais reais, tais como,
por exemplo, [LP (2)]" ou os espagos de Sobolev usuais, e seus elementos tomam
valores em R* para algum k& > 0. Em tal caso, a extensdao da nocdo de integral
se efetua de maneira natural, embora envolvendo um espaco de dimensao infinita.
Por exemplo, estamos interessados no célculo de E (U) sobre S C V para uma
varidvel aleatéria U definida sobre V, i. e, na média sobre S de uma funcao
U:V — W, associando a cada v € V um elemento U (v) € W. Temos

B@) = [ Udn [ ()

A avaliagao prética de [ U (v) du envolve uma integragao nao usual, pois trata-
se de uma medida u sobre um espaco de dimensao infinita. Entretanto, a defini¢ao
formal é idéntica a ja introduzida em dimensao finita: por exemplo, consideremos
a situacao onde os elementos de W sdo seja nimeros reais, seja fungoes reais (i.e.,
W =RouW = LP(Q)).
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De maneira andloga a utilizada em dimensao finita, seja M o conjunto das
fung¢des mensurdveis, isto é, das fungoes que transformam conjuntos mensurdveis
em conjuntos mensuraveis. Consideremos o conjunto das fungoes mensurdveis com
imagem finita:

F={f e M:f(V)éum conjunto finito} .
Para F' € F, definimos

R*(f,S)={aceR:a#0eac f(9)}.

/Udu
S

p(S)

Se p é uma medida finita, temos & (u,S) = F. Para e € & (u,S) tal que
R* (e, S) ={a1,...,an}, a integral é definida como

O conjunto das funcoes elementares é :

EWU) =

/ edy = Zaiu (A); Ay =e ' ({oy}) paral <i<n.
S i=1

Esta definicao se estende ao conjunto das fungbes mensurdveis positivas M, =
{m € M : m >0} da forma seguinte: seja U € M . Consideramos as fungoes
elementares positivas limitadas superiormente U:

Er (u,S,U)={ec&(,S) : 0<e<U}

/Uduzsup{/e:e€5+(u,S,U)}.
s s

Finalmente, uma fungao arbitraria U € M se decompoe em

e definimos

U=U"t-U",U" () =max{U (x), 0},U" (x) = max {-U (x), 0}

/Uduz/UﬂLdu—/U*du.
s s s

O membro da direita estd bem definido, pois U e U™ sao elementos de M . Esta
defini¢cao induz a desigualdade classica:

/Udu}S/IUldu,
S S

e definimos
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a qual corresponde a uma forma particular da desigualdade de Jensen: para uma
fungao convera g : R — R tal que g (U) é mensurdvel, temos g (E (U)) <
E(g(U)). A extensado a situacdo onde os elementos de W sao seja vetores re-
ais, seja funcdes tomando valores num espaco de vetores reais (i. e., W = R? or

W = [LP (Q)]*) ¢ efetuada através dos componentes de U: para U = (Uy, ..., Uy),

definimos
/Uduz (/ Uldu,...,/ Uddu) .
s s s

Ainda temos a desigualdade de Jensen: se g : R — R é uma funcdo conveza e
continua tal que g (U) é mensurdvel, temos

g(/SUdu) S/Sg(U)du~

E )], < E(|U],) . para todo 1 < p < o

e também

tal que [U], ¢ mensurdvel.

Como ¢ usual, a integral de U : V. — W sobre S C V pode ser aproximada
por

/ Udp ~ ZU(:vi)u(Ai) ; U A =S, € A;paral <i<n (1.7.11)
s i=1 i=1

e corresponde ao limite para n — 400, com o didmetro dos subconjuntos A;
tendendo a zero. Em nossos célculos, ndo utilizaremos a aproximagao (1.7.11),
mas sim uma aproximacao de Monte Carlo: geraremos uma amostra Uy, ..., Uy,
de nr valores da distribuicao p e aproximaremos

1 nr
EU)~ EZU (1.7.12)
=1

Este procedimento é mais conveniente para as situagoes estudadas: somente uti-
lizaremos distribuicoes usuais, tais como gaussianas e poissonianas, para as quais
existem métodos eficientes de geracao.

1.8 Variaveis aleatdrias

Consideremos {2 nao vazio e uma probabilidade P sobre Q.
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Uma varidvel aleatéria X sobre £ é uma aplicacao mensurdvel X : Q@ — R.
Trata-se de uma generalizagdo da nogao de caracteristica numérica. A imagem de
X é1=X(Q)CR. Para toda parte J C R, definimos:

P(XelJ)=P (X' (J) .

Como X é mensurdvel, a probabilidade acima esta definida para toda parte
mensuravel de R - em particular, para os intervalos de R. Assim, podemos ca-
racterizar o comportamento global de X utilizando sua func¢ao de reparticdo, isto
’ Fx)=P(X<z)=P(X € (—o0, x)) .

Dizemos entao que X segue a lei F. Temos
PROPOSIGAO 1.8.1. Seja F' a fungdo de reparticao de X. Entao

(1) 0< F(z) <1,VzeR,

(i) F € mondtonicamente nao-decrescente: a < b= F (a) < F (b);
(tit) P(X >2)=1—F(z) e Pla< X <b)=F()— Fla);
(w) lim F(z)=1 e lim F(z)=0;

r — +oo Tr —> —o0
(v) F € continua & esquerda:

F(z—) = F(z) <F (z—) = lim F(z— h)) ;

h —0+
(vi) F € uma fungdo a variagdo limitada e sua variagdo total € igual a 1;
(vii) P(X =) = F(z+) — F(z-) (F (z+)= lim F(z+ h)) .
h — 0+
DEMONSTRACAO:
(7) Dado que P é uma probabilidade e F'(z) = P (X < z), temos 0 < F(z) < 1.
(i7) Sejam a,b € R tais que a < b. Entéo:
F()=P(X € (—00,b)) =P (X € (—00,a)UJa, b)),
de modo que

F)=P(X €(—00,a))+P(X €la, b)) =

F(a)

F(a)+ P(X €la, b))
>0
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e temos F (b) > F (a).

Dado que

F()=F(a)+ P (X €a, b)),
temos

P(X €la,b)=F () —F(a).
Além disto,

P(X € (—o0, +0)) =1,

de modo que

P(X e(—o0,2))+P(X €z, +0)) =1

e temos
PX>z)=P(X €z, +x))=1-F(z) .

Dado que F' é nao decrescente e 0 < F(z) < 1,V z € R, existe a € R tal que

VneN:0< lim F(z)=a<1.

T — Foo
Suponhamos a < I: seja a, = F (n) = P(X < n). Entao

anp — aquandon — +o00 e VneN:0<a, <1.
Seja b, = F(n+1)—F(n)=Pn <X <n-+1). Entao

VneN:0<b, <1

VneN:1—a,=P(X >n)=

+oo too
Y Ph<X<n+1)= ) b

Neste caso,

+oo
VneN:0<l—-a<1l—-a,= Zbi'

=N
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Decorre desta desigualdade que Ejzoo b; = 400, pois trata-se de uma série
de termos nao negativos cuja série de restos nao tende a zero. Mas entao

—+o0
1—&0: Zblz—FOO,
i =0

o que é absurdo, pois 0 < ag < 1. Assim, a = 1.

Consideremos Y = —X. Seja G a fungao de reparticao de Y: como acabamos
de demonstrar:
) ngrOOG (y) =1.

Ora: P(Y<y)=P(X>-y)<P(X >-y)=1-F(-y), de modo que
F(=y)=1-G(y) -
Assim,
N im_HnF (x) = . £m+OOF (—y)=1- ) im+OOG (y) =
1-1=0.
(v) Seja f(h)=F(x) — F(x —h)=P(x—h <X < z). Basta mostrar que

h £n0+f (k) = 0.

f € nao decrescente e limitada sobre os reais positivos:

se 0< hy <hg entdo 0 < f(hy) < f(ha) <1.

Logo, existe un numero real @ > 0 tal que a = lim f (h).
h — 0+

Suponhamos a > 0: seja ap = f (ﬁ) Entao
ap —raquandop — +00 e VpeN:0<a<a, <1.

Consideremos o evento

An_{weQ:x— <
n+1

1
<X — .
(w)y <z n+2}

Temos A; N A; = @ quando ¢ # j, de forma que A = A, verifica:

n €N

—+o0

P(A) =Y P(A,) .

n =20
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Ora,
A={we:z—-1< X (w) <z},

de modo que

Fz)—F(z—-1)=P@xz-1<X<uzx)= +§P(An).

n =20
Por outro lado, consideremos p > 0 e B,, = A,,1,. Temos ainda B;NB; = @
quando i # j, de forma que B = J,, o y Bn verifica:

—+oo +oo —+oo

P(B) = ZP(Bn): ZP(An-i-p): ZP(AH)'

n =20 n =20 n=mp
Ora,

1
B—{wEQ:x——SX(w)<x},
n+p

de modo que P (B) = a,. Por conseguinte,

+oo
> P(An)=a,>a>0.

n=p

Decorre desta desigualdade que 37> P (4,,) = +oco, pois trata-se de uma
série de termos nao negativos cuja série de restos nao tende a zero. Mas
entao

F(z)—F(x—1)=+o0,

o que é absurdo, pois F(z) — F(x —1) = P(x—1< X <z) < 1. Logo,
a = 0, de modo que temos o resultado enunciado.

(vi) é imediato.

(vii) Temos F (z+h) — F(z) = P(x < X <x+h)+ P(X =z). Logo, basta

mostrar que f(h) = P(z < X <z + h) verifica

, i f(h) =0,

f € nao decrescente e limitada sobre os reais positivos:
se OS h,l S h,2 entao OS f(hl) S f(hg) S 1.

Logo, existe um niimero real a > 0 tal que a = lim  f (h).
h — 0+
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Suponhamos a > 0: seja ap = f (ﬁ) Entao

ap — aquandop — 400 e VpeN:0<a<aq, <1

Seja
An:{weQ:x+L§X(w)<x+L}.
n+2 n+1
Temos A; N A; = & quando i # j, de forma que A = |J,, . y A, verifica:
—+oo
P(A)= > P(A,) .
n =20
Ora,
A={wel:iz< X (w) <z+1},
de modo que
—+o0
F(z+1)-F(2)=P@<X<z+1)> > P(4,) .
n =20

Assim, sz o P (A,) é convergente e a sua série dos restos verifica

+oo
Z P(A,) — 0 quando p — 400 .

n=p

Ora,

—+oo

1 1
Y P(A)=P(e<X — )= (—) =a,
= . <x< <x+p+1> f<p+1) o

de forma que a, — 0 e, por conseguinte, a = 0.

]
A funcao de reparticao pode ser utilizada para definir uma medida de proba-
bilidade sobre R: para todo retangulo (a,b),

pp ((a,0)) = F (b) — F(a) .

i € estendida aos conjuntos mensurdveis de R pelo procedimento descrito no
capitulo precedente. Quando pp é definida pela densidade f, dizemos que f é a
densidade de probabilidade de X . Neste caso, temos, em particular,

P(XEJ)ZMF(J)z/f para todo J C R
J
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Neste caso,
Va,xeR:F(:r)—F(a):/ [ = F =,

de forma que a densidade de probabilidade é a derivada da funcao de reparticao.
Seja g : R — R uma fungao. A média ou esperangade Y = g (X) é

E(Y)zE(g(X»:/RguF(dx) .

Por vezes utiliza-se a notagao [, g P (dx) ou [, g P (X € dx). Quando pup é
definida pela densidade f, temos

E(Y):E(Q(X)):/Rgf-

Dois casos particulares destas expressoes sao a média ou esperanca de X, dada
por

B(X)= [ 2 up (o)

e o momento de ordem p de X, dado por

M, (X) = B(X7) = [ o7 iy o)

Quando pp é definida pela densidade f, temos

B = [af M) = [,
A wvaridncia de X é
V(X)=E((X-EX)*) = B(X?) - [BEX) .

As propriedades demonstradas para populagoes finitas continuam validas: por
exemplo, E (aX + fY) = aF (X) 4+ BE(Y). Temos também

ProposIGAO 1.8.2. V (X) > 0, V X. Além disto, V (X) = 0 se e somente se
X=FE(X) P-g.c. .

DEMONSTRAGAO:  Seja g (X) = (X — E(X))®>. Como g(X) > 0, temos Jz9
pp (dx) > 0.
Suponhamos [, g i (dz) = 0.
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Seja A={weQ: g(X (w)) >0}
Mostremos que P (A) = 0.
Sejam n, k > 0. Consideremos

Ak:{weQ:g(X(w))>%}

An,k:{weQ:n>g(X(w))>%} .

X (Ap k) é uma reunido finita de intervalos, de modo que X (A, ) é pup—

mensuravel e P (A, ;) = pp (X (Ank))-
Ora, por um lado,

0< / gpp (dx) = / gpp (dx) — / gpp (dr) <
X(An,k) R R—X(An k)

>0

/RguF (dz) =0 .

e, por outro lado,

1 1
[ ez [ el = (X ()
X(An’k) X(An,k)

Assim, ju (X (Ap,x)) = 0. Além disto, temos A =, ¢ y Ar € Ak = U, ¢ n Ank-
Por conseguinte, Ay = |J,, ¢ y An,x ¢ desprezivel, o que implica por sua vez que
A=y ¢ vy Ar € desprezivel. [ |

COROLARIO 1.8.3. F (XQ) >0,V X. Além disto, £ (XQ) se e somente se X =0
P—q.c. .

DEMONSTRAGAO:  Temos E (X?) = V(X) + [E(X)]*. Assim, por um lado,
E (X?%) > 0e, por outro lado, E (X?) = 0seesomenteseV (X)=0eE (X)=0.
|

A fungdo caracteristica de X é
p(t)=F (eitx) .
( possui numerosas propriedades titeis. Por exemplo:

e ¢ ¢ uniformemente continuaem R, ¢ (0) =1e|p(t)] <1, Vi€ R.
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Se M, (X) < oo entdo ¢ (derivada de ordem p de ) satisfaz p®) (t) =
PE (XPe'™X) . Em particular, ) (0) = iPM,, (X) ;

Se M, (X) <oo,VpeNeasérie S(t) =), (it).n M, (X) tem um raio
de convergéncia nao nulo entao ¢ (t) = S (t);

Se X e Y sao independentes e Z = X + Y, entao
ez () =ox ) ey (1);

SeY =aX +b,acRebeR, entdo py (t) = e®py (at);

Se existe t # 0 tal que |p ()] = 1, entao existem a € R e b € R tais que
J={an+b:n e Z} verifique P (X € J) = 1;

Se f é a densidade de probabilidade de X entao
p(t) = / e f =TF(f),
R

isto é, ¢ é a transformada de Fourier de f. De maneira reciproca, se ¢ €
L'(R), entdo f =TF ' (f) = 5= [pe " .

1.8.1 Duplas de variaveis aleatdrias

Estas duplas generalizam as duplas de caracteristicas numéricas.
Consideremos X,Y : Q@ — R. A funcdo de reparticao de (X, Y) é

F(z,y)=P(X <z,Y <y) .

Ela tem as seguintes propriedades:

F > 0;
F(—o0,y)=0,VyeR;
F(z, —00)=0,VzeR;
F (400, +00) =1;

Se 1 <z ey < yo entao

0 < F (22, y2) — F (x1, y2) — F (x2, y1) + F (z1,y1) < 1.
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A lei de X é chamada de lei marginal de X e é dada por
Fx(z)=P(X<z,Y< +00)=F(z, +00).

De maneira anéloga, a lei de Y é chamada de lei marginal de Y e é dada por
A funcdo de reparticao F pode ser utilizada para definir uma medida sobre R?:
para um retangulo

R:{(I,y)€R22I1S$Sx2 ey1§y§y2}7
temos

pp (R) = F (z2, y2) — F (z1, y2) — F (w2, y1) + F (21, y1) .

up é estendida aos conjuntos mensurdveis de R? como no caso de uma variavel
aleatdria unica (procedimento do capitulo precedente). De maneira andloga a do
caso de uma s6 variavel aleatéria, diremos que f é a densidade de probabilidade
do par (X,Y) quando up é definida pela densidade f. Neste caso,

P((X, Y)eJ):uF(J):/]f para todo J C R? |

a densidade de probabilidade de X é fx (z) = fRf (z,y) dy e a densidade de
probabilidade de Y é fy (y) = [, f (z,y) dx .
Seja g : R — R uma fungdo. A média ou esperancade Z =g (X,Y) é

B(Z)=Ba(X.V) = [ gdur.

Quando pp é definida pela densidade f, temos

B2 =BaX )= [ of.

Dois casos particulares destas expressoes sao a média ou esperanca de X e Y,
dadas por

E(X)=A2wduF ; E(Y):/R2yd/1’F

e os momentos de ordem p de X e Y, dados por
My (X) = B (%) = [ " dup
R2

M, () = B0 = [ o7
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Quando pp é definida pela densidade f, temos

Ex)= [ «f Mp<X>:/ P f

]RQ RZ
B = [ uf o= [ v
A wvariancia de X é
V(X) = E((X-E(X)) = B(X?) - [BEX)]

e a variancia de Y é

V)

V) =E (Y -EX)’) =B (Y?) - [E(Y)]

A covariancia de X e Y é
Cov(X,Y) = E((X - E(X)) (Y — E(Y))) =
E(XY)-E(X)E(Y) .

As propriedades demonstradas para populagoes finitas continuam validas: por
exemplo,

V(aX +BY) =’V (X) + BV (V) +2a8Cov (X, Y).

|Cov (X, V)| <V (X)V/V(Y).

1.9 Propriedades Hilbertianas

Como as caracteristicas numéricas apresentadas anteriormente, as varidveis ale-
atérias possuem uma estrutura hilbertiana. A principal diferenca com relagao ao
caso de uma populagao finita reside na utilizacao da medida de probabilidade P,
definida em €2 e que serve de base a construgao: P define os conjuntos de medida
nula, os eventos quase-certos e quase-impossiveis. P serve de base & construgao,
mas é uma probabilidade abstrata, intervindo somente nas defini¢Ges iniciais e nao
nos célculos praticos e nos resultados mais avangados da teoria. A intervencgao
fundamental de P é a definicao da equivaléncia entre duas varidveis aleatérias:
como definido precedentemente (segao 1.5), temos

XaY <= A={we: X (w)#Y (w)} é P-quase impossivel.

Consideremos o conjunto das variaveis aleatdrias sobre (2 :

C(Q)={X:Q—R}.
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e o subespaco vetorial das varidveis aleatorias simples sobre € :

V(Q)={XeC(Q): X(Q) éfinito} .

A relagdo &~ é uma relagdo de equivaléncia sobre C (Q) :
X=X ; XrY =Y=X; XrYeYrRZI =X=x27.
A classe de equivaléncia de X é
X={YeC():Y~X}
Denotemos C (€2, P) o conjunto das classes de equivaléncia:
C(Q, P)= {X L X eC(Q)}

e por V (9, P) o conjunto das classes de equivaléncia das varidveis aleatérias sim-
ples:

V(Q, P) = {)Z €C(Q, P): X eV(Q)}
Para X,Y €V (Q, P) consideremos
()?, 17) = E(XY) . (1.9.13)
Entao:

PROPOSIGAO 1.9.1. (e, @) é um produto escalar sobre V (2, P).

DEMONSTRAGAO: Trata-se de uma forma bilinear e simétrica.
Além disto, (X, X) = E(X?) >0 para todo X € V(Q, P).

Enfim, se ()N(, )~(> =F (X2) =0, entao X = 0, de modo que a forma é positiva e
definida. |

Seja L2 (2, P) o completamento de V (2, P) para o produto escalar definido na
equacgao (1.4.3): L2 (€, P) é um espaco de Hilbert para o produto escalar (1.4.3).
A norma de um elemento X € L% (Q, P) é

Xl = VE(X?). (1.9.14)

1.9.1 Aproximacgao

Como observamos no caso de populagoes finitas, a estrutura hilbertiana de L? ()
torna possivel a utilizacao dos resultados associados aos Espacos de Hilbert, em
particular aqueles associados a projecao ortogonal sobre um subespaco vetorial .
Os resultados enunciados na secao sobre populagoes finitas continuam validos.
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Aproximagao por uma constante

Quando desejamos aproximar o valor de X por uma constante, utilizamos a mesma
estratégia utilizada para populagodes finitas e buscamos a projegao ortogonal sobre
o subespago vetorial de dimensao 1:

S={ZeL*, P):Zéconstante: Z (w) =s € R, Yw € Q}

A solugéo é ainda PX = E (X) e o erro cometido na aproximagéo é | X — PX|| =
V(X).

Aproximacgao afim

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma funcao afim de outra ca-
racteristica numérica X, também utilizamos a mesma estratégia utilizada para
populacoes finitas e buscamos a projegao ortogonal sobre o subespacgo vetorial de

dimensao 2:
S={seLl?(Q,P):s=aX+p aBER},

A solugao é ainda PX = aX + b, onde

_ Cov(X,Y) L
Q—W ; b=E(Y)—aF(X) .

Também temos

12X —aX =8l = /v ) (1= [ (X Y)F)
onde
Cov(X,Y)
V(X)V(Y)
é o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y. Temos |p (X,Y)| <1 e o erro se
anula quando |p (X,Y)| = 1.

p(X,Y)=

Melhor aproximagao por uma fungao de X

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma funcao genérica de X, devemos
determinar a projegao ortogonal sobre

S:{$€L2(Q, P):s=¢(X);¢:R— R}.
Neste caso, temos:

(Y =g(X), ¢(X))=0,Vp: R —R,
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isto é,
| =@ p@dur =0,k — &

onde up é a fungao de reparticao do par (X,Y). Quando up é definida por uma
densidade f, temos

/R2 (y—g(@) @) f(z,y) =0,Yp:R—R, (1.9.15)
de modo que

/yf@,yw(x):/ 9(2) f (#9) 0 (2), Vo : R R,
R2 R2

e,Vo: R— R

/R{/Ryf (@.9) dﬂ(y)}w(a:) el (z) =
/R{L/Rf(x’y) df(y)} g(w)}w(w) el (z) .

/Ryf(:tydﬁ [/f:vydﬂ }()q.c.

Supondo fR f (z,y)dl¢ (y) # 0 para todo z, a solugao desta equagao é:

Assim,

g(:r:):/Ryf(y | X =) de(y)
onde
fl | X=2)=f(zy) //f (.y)d0 () = f (2.9) ] fx (@)

A fungdo g assim definida é chamada de esperanca condicional de Y com
relagdo a X, denotada E (Y | X)) (isto é, g(z) = E(Y | X =z)).

fly | X =x) é a distribuicdo de probabilidade de Y condicional a X. De
maneira andloga, a distribuicdo de probabilidade de X condicional a Y é:

f@|Y=y)=f(ey) //f ry)dl (@) = f(z.9) | fr ()

e temos

B(X |Y=y)=/R:vf(:v 1Y =y)dl(z) .
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As duas variaveis aleatérias sao independentes se e somente se

Vay o f@|Y=y)=fx(@) ou fly|X=2)=/f(y),

ou seja

Vay © [y =fx(@) fr(y) -

PROPOSICAO 1.9.2. Sejam X eY duas varidveis aleatdrias independentes tais que
a densidade do par (X,Y) € f. Entdo, para g,h: R — R:

E(g(X)h(Y))=E(g(X)) E(h(Y)) .

DEMONSTRAGAO: Temos f (z,y) = fx (z) fy (y), de modo que
Bla()h() = [ a@)h) f (@) =
[Lo@hmix@ o .

de modo que o teorema de Fubini mostra que

E(g(X)n(Y)) =

/R{{/}Rh(y)fY(y)dé(y)]}g(:z:)fX(I)dg(x) 7

isto é,

COROLARIO 1.9.3. Sejam X eY duas varidveis aleatérias independentes tais que
a densidade de probabilidade do par (X,Y) € f e sua fungdo caracteristica é .
Entao:

(i) E(XY)=E(X)E(Y) eCov(X,Y)=0;
(i) E(Y | X=2)=E(Y) eE(X |Y =y)=E(X) para todo (z,y);

(iii) @ (t) = px (t1) @y (t2), V t = (t1, t2) € R?.
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DEMONSTRAGAO: O resultado é imediato. [ |

PROPOSIGAO 1.9.4. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias tais que a densidade
do par (X, Y) € f e sua funcao caracteristica é p. Entao X eY sdo independentes
se e somente se o (t) = px (t1) py (t2), ¥V t = (t1, t2) € R? .

DEMONSTRAGAO: (=) decorre do coroldrio precedente.

(<=) Temos

ex v )= | [ wac) | [ i @arw) |

de modo que

ex oy )= [{[[ i war] pevesx e )

e o teorema de Fubini mostra que

ox (1) gy (t2) = / Tt £ (2) fy (1) -

R2

Como ¢y (t1) @y (t2) = ¢ (1), ¥ t € R?, temos

[ ey @) e )= [ O o)
R2 R2 ) )
de modo que a injetividade da transformacao de Fourier implica que

f(x,y) = fx (%) fy (y) sobre R

1.10 Seqiiéncias de variaveis aleatorias

1.10.1 Convergéncia em média quadratica

A estrutura hilbertiana do conjunto L? (£2, P) induz uma primeira nogao de con-
vergéncia, ligada a norma e ao produto escalar deste espago: diremos que a
seqiiéncia { U, },, ¢y converge para U em média quadrdtica se e somente se

U, —U| =/ E ((Un - U)2) — 50 quando n — 400
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Esta convergéncia é denotada U, — U m.q. . Ela é o equivalente da con-
vergéncia forte de fungoes de quadrado integravel (espago L?) e possue as mesmas
propriedades. Por exemplo:

Up — Umq. = |Un| = VEUZ) — Ul = VE (U?);

U, —U mq. = E(U}) — E(U?) e E(U, —E() .

1.10.2 Convergéncia em média

Uma segunda nogao de convergéncia forte é a seguinte: diremos que a seqiiéncia
{ Un },, ¢ n converge para U em média se e somente se

E(U,—-U|]) — 0 quando n — +0co .

Esta convergéncia é denotada U, — U m. . Ela é o equivalente da con-
vergéncia forte de fungoes integraveis (espaco L!') e possue as mesmas proprieda-
des. Por exemplo:

U,—U m. = EU,) — E) .

1.10.3 Convergéncia em probabilidade

Diremos que a seqiiéncia { U, }, oy converge para U em probabilidade se e so-
mente se

Ve>0:P(U,-U|>e)—0

Esta convergéncia é denotada U, — U p. . Ela é o equivalente da con-
vergéncia em medida usualmente introduzida no estudo de espacgos mesuraveis e
possue as mesmas propriedades. Notemos que esta convergéncia se traduz em
termos de eventos: seja

E,(e)="1U,-U|> ={weQ:|U,w)—U W) >c}

Entao

U,—U p. <= Ve>0:P(E,(e)) —0
quando n —» +00 .
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1.10.4 Convergéncia quase certa

Diremos que a seqiiéncia { U, }, oy converge para U quase certamente se e so-
mente se

P(U, —U)=1.

Esta convergéncia é denotada U, — U g¢.c. . Ela é o equivalente da con-
vergéncia quase certa usualmente introduzida no estudo de espagos mesuraveis
e possue as mesmas propriedades. Notemos que esta convergéncia se traduz em
termos de eventos:seja

E="U, —-U ={weN: X, (w) — X(w)}
Entao

U,— U gqc. < P(E)=1.

ou seja, E é quase certo.

1.10.5 Convergéncia em lei

Seja C; (R) = {9 : R — R : ¢ é continua e limitada}. Diremos que a seqiiéncia
{ Un },, ¢ y converge para U em lei se e somente se

VoeC (R): E(p(Un) — E(p(U)) quando n — +oo .

Esta convergéncia é denotada U,, — U L. Temos

TEOREMA 1.10.1. Seja F,, a funcao de reparticao de U, e F' a func¢ao de reparti¢do
de U. Entado

U,—U L < F,(x) — F(z) quando n — 400

em todo © onde F € continua.
Temos também

TEOREMA 1.10.2. Seja F,, a funcgao de reparticio de U, e F a func¢ao de reparticdo
de U. Entao U, — U L se e somente se as duas condi¢des abairo sao verificadas:

(i) <1g, F, >—< 1g, F > quando n — +o0
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(i7) Yo € Cs(R) :< ¢, F, >—< ¢, F > quando n — 400 (Cs(R) = {¢ :
R — R € continua e de suporte limitado , 1gr € a funcao constante e igual

al).

TEOREMA 1.10.3. (TEOREMA DE LEVY)- Seja p,, a funcdo caracteristica de U,
e ¢ a fungao caracteristica de U. U, — U L se e somente se p, (t) — ¢ (1)
g.t.p. em R.

1.10.6 Relacoes entre as convergéncias

As relagOes entre as convergéncias sao as seguintes:
TEOREMA 1.10.4.
1-U, —Umgq = U, — U m.

2-U,—Um = U, — U p.

3- Uy — U p. = Uy — U q.c. para uma subseqiiéncia
4- Up — U m. = Uppy — U gq.c. para uma subseqiiéncia
5- U, — U qc. = U, — U p.

6-U, —Up = U,— U L.

1.11 Variaveis gaussianas

1.11.1 Lei Uniforme

DEFINIGAO 1.11.1. (LEI UNIFORME)—- Sejam X uma varidvel aleatdria e a,b € R
tais que a < b. Diremos que X segue a lei de Uniforme U (a,b) ou que X segue
a lei uniforme em (a,b) se e somente se sua densidade de probabilidade €é

— . se x € (a,b)

— b—a ’
flz)= { , nos demais casos.
Temos E(X) = (a+1b) /2 e V(X) = (b—a)® /12. A fungio caracteristica de uma
lei U (a,b) é
exp (ibt) — exp (iat)

=0 "ar

o2 (252 13))

De maneira mais sintética, podemos dizer que X segue U (a,b) ou que X ~
U (a,b).
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1.11.2 Lei Normal

DEFINIGAO 1.11.2. (LEI NORMAL, LEI DE GAUSS)- Sejam m € R,0 € R tal que
o > 0. Diremos que uma varidvel aleatoria X segue a lei de Gauss N (m, o) ou
que X segue a lei normal N (m, o) se e somente se sua fun¢do caracteristica é

_ 0
w(t) =exp | imt 5 t

De maneira mais sintética, podemos dizer que X segue N (m, o) ou que X ~
N (m, o).

N (m,o) possue momentos de ordem  arbitrdria e  temos
E(X)=m,V(X)=oc%

Para o =0, a lei é degenerada: sua densidade de probabilidade f é uma massa
de Dirac f (z) = 6 (x —m), de modo que P(X =m) = 1 e, o valor m é quase
certo, enquanto que todo outro valor é desprezivel.

Para o > 0, a densidade de probabilidade de N (m, o) é

1 1/z—m\>
f@)=— %eXp( 2( - ) )

A importancia das leis de Gauss ¢é ligada ao teorema do limite central: a lei
da média empirica de uma varidvel aleatéria de quadrado integravel pode ser
aproximada por uma lei normal.

Quando m = 0 e 0 = 1, dizemos que se trata de uma lei reduzida, isto é, que
X seque a lei de Gauss reduzida ou simplesmente que X é gaussiana reduzida.

A lei gaussiana reduzida é denotada N (0, 1) (por exemplo, diremos que X segue
N (0,1) ou que X ~ N (0,1)) e sua densidade de probabilidade é

F) = —=ew (—‘%)

e sua fungao caracteristica é

Temos E(X) =0e V(X) = 1 para a lei reduzida. Os momentos da lei reduzida
sao dados por:

M, (X)=0,sep=2n+1 (impar) ;

(2n)!
nl2n’

M, (X)= se p = 2n (par) .
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1.11.3 Vetores gaussianos

No que segue, utilizaremos a notacao (e, ), para o produto escalar de RE:

k
(a, b)k = Z aibi .
=1

DEFINIGAO 1.11.3. (VETOR GAUSSIANO)- Seja X = (X1, ..., Xi) um vetor alea-
torio. Diremos que X € um vetor gaussiano de lei N (m, C) se e somente se sua
fungdo caracteristica €

) 1
o) =exp (it m), ~ 5 0, C, )
onde m; = E(X;) e C = (Cij); < ;; < € a matriz de covaridncia de X :
Cij = Cov (Xl, X]) =F (XZXJ) —F (Xz) E (X]) .

A esperanga de X é E(X) =m = (mq, ..., my). Temos V (X;) = Cj;.
Os vetores gaussianos também podem ser caracterizados da forma seguinte:

PrROPOSIGAO 1.11.4. X = (X4, ..., Xi) € um vetor gaussiano se e somente se
toda combinagdo linear dos componentes de X seque uma lei normal, isto €,

VteR" ¢ (t, X), segue uma lei normal.

DEMONSTRAGAO: : Sejam ¢t € R*, Z (t) = (¢, X),. A funcdo caracteristica de
Z(t) é
k
vy (u) = exp (iuZ) = exp (zu Z tiXi> =@y (ut) .
i=1

Seja C' = (Cyj); < ; j < 1, @ matriz de covariancia de X: Cj; = Cov (X, Xj).

(=) Suponhamos X gaussiano de lei N (m, C). Entao

ox (ut) = exp <zu (t, m), — %u2 (t, C’t)k> ,

de modo que
1
0y (u) = exp <imzu — EJQZUQ) ,
onde mz € R, o0z e Rtal que oz >0e

k
m.=(t,m), , 0% =(t Ct),= Y  Cytit; >0

i,j =1
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( C é positiva: Cf. resultados do capitulo precedente).
Logo Z (t) é gaussiana de lei N (m, oz).

<) Suponhamos Z () gaussiana para todo ¢t € R¥. Entao
(<) Sup g P
. 1 55
0y (u) =exp | im,u — 50zU

Tomando ¢ = e;, onde {ej, ..., ex} é a base canénica de R, temos Z (e;) = X;, de
modo que cada X; é gaussiana. Seja N (m;, o;) a lei de X; . Entéo, por um lado,

i=1 1 =1
e, por outro lado,
k
oy =VI(Z(t) = Z Cijtity = (t, Ct)y,
ij =1
pois
k 2 k
p((e) ) -o( Sy ) -
i=1 i =1 j=1
k k
E| Y tit;XiX; | = > tit;E(XiX;)
ij =1 g =1

e

k
Z tit; B (X;) E(X;) ,

ij=1

de modo que
1
0, (u) = exp <z (t, m), u— 3 (t, Ct), uz) .
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Por conseguinte,

. 1
ex 0=z (1) = exp (i(t,m), — 5 0, Co), )
e X é gaussiano de lei N (m, C). |

Para construir um vetor gaussiano, basta considerar variaveis gaussianas inde-
pendentes:

Prorosi¢Aao 1.11.5. Se X; ~ N (my;,0;) e as varidqveis X1, ..., X sdo duas a
duas independentes, entio X = (X1, ..., Xi) € um vetor gaussiano e sua matriz
de covariancia C' verifica
Cij:O, se Z#] N CiiZO'?:V(Xi)
Este resultado é uma conseqiiéncia do seguinte lema:
LEMA 1.11.6. Seja X = (X1, ..., Xi) um vetor aleatério formado de varidveis

gaussianas (X; ~ N (m;,0;)) duas a duas independentes.
Entdo, para todo (g, ai, ..., ap) € R

n
ap + Z a; X; € gaussiana de lei N (m, o) ;

1=

DEMONSTRACAO: Seja Y = ag + Z a;X; . A funcao caracteristica de Y é:
i=1

©(t) = E(exp (itY)) = exp (iapt) E <exp (it Z aiXi>> .

i=1
Como as varidveis sao independentes:

n

@ (t) = exp (iapt) H E (exp (ia;tX;)) = exp (iapt) H ©; (a;t)

=1 =1

onde ¢, é a funcgao caracteristica de X;. Assim,

2 n
@ (t) = exp (imt—%ﬁ) ;om=ap+ Zaimi e

=1

n
2_§ 2 2
g = o;0; ,
i=1
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de forma que Y é gaussiana. |

DEMONSTRAGAO DA PROPOSICAO : E uma conseqiiéncia imediata do lema pre-
cedente. |
Temos também

PROPOSIGAO 1.11.7. Seja X = (X1, X2) um vetor aleatdrio tal que X; ~ N (m;, a;).
Entao as varidveis X1 e Xo sdo independentes se e somente se a funcdo carac-
teristica de X ¢é

1
¢ () = exp (’ (timy +tamg) — 3 (oTt] + U%t%)) .

DEMONSTRAGAO: X; e X3 sao independentes se e somente se

e () =vx, (t1) ¢x, (t2)
de onde o resultado enunciado. |

CoOROLARIO 1.11.8. Seja X = (X, ..., X) um vetor aleatdrio tal que X; ~
N (my,04). Entao as varidveis sdo duas a duas independentes se e somente se a
funcao caracteristica de X €

k k
1
o (t) = exp (z Z tim; — B Za?tf) .
i=1 i=1

DEMONSTRAGAO: Trata-se de uma conseqiiéncia imediata do resultado prece-

dente. |
CoROLARIO 1.11.9. Seja X = (X1, ..., Xi) um vetor aleatdrio gaussiano. Entdo
as varidveis sdo duas a duas independentes se e somente se Cov (X;, X;) = 0 para
i 5.

DEMONSTRAGAO: (=) é imediata, pois a independéncia implica que
Cov (X;, X;) =0 (Cf. resultados precedentes).

(<) Seja ¢ a funcao caracteristica de X e X; ~ N (m;,0;).
Se Cov (X;, X;) =0 para i # j, temos

k k
1
o (t) = exp (z Z tim; — B Z U?t?) ,

=1 1 =1

de forma que X é um vetor aleatério gaussiano. |
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COROLARIO 1.11.10. Seja X = (X1, ..., Xi) um vetor aleatdrio gaussiano e Y
uma varidvel aleatdria gaussiana tal que Cov (Y, X;) =0, 1 <i<k. EntioY €
independente de X e Z = (Y, X1, ..., Xi) € um vetor aleatdrio gaussiano.

DEMONSTRAGAO: Denotemos por my a média de A e por C4 a matriz de co-
variancia de A. Decorre do resultado precedente que Y é independente de X. Por
conseguinte, para 7 = (to, t) € R x RF = RFF1;

k
E (exp (i (1, Z),,1)) = E (exp (itoY)) E (exp <z Z tiXi>> ,

=1

de modo que
¢z (1) =y (to) px (t)

e
0y (T) =exp <it0my - %a%tz +i(t, mx), — % (t, CXt)k> ,
isto é,
¢z (T) =exp (’ (7, mZ)kJrl - % (7 CZT)kJrl) :
Logo, Z é um vetor gaussiano. ]

Quando a matriz C ¢ inversivel, a densidade de probabilidade de X é

: )72 P (_% (=m0 - m”)

(2m)"? |det

flx) =

1.11.4 Amostras gaussianas

DEFINIGAO 1.11.11. (AMOSTRA GAUSSIANA)- Seja X = (X1,..., Xj) um vetor
aleatorio. Diremos que X é uma amostra de N (m,o) se e somente se todos os
componentes sao dois a dois independentes e sequem a mesma lei N (m, o).

Uma amostra de N (a, o) é um vetor gaussiano para o qual m = (a, ...,a) = al
e C=c%ld.

Lembremos que uma transformacao 7 : R¥ — R¥ possui uma transformacao
associada 1" definida por

(T (), y), = (=, T"(¥)),, Y,y eRF.
Temos (T*)" = T, dado que

(T (2),y), = (v, T" (), = (T'(y), x)), = (x, T (), -



82 Elementos de teoria das probabilidades e dos processos estocasticos

Uma transformacdo T é ortogonal se e somente se T~ ! = T*. Neste caso,

IT @); = (T (), T (2)), = (z, T"(T (x))), =
(z, x), = ||x||i, VreRF.

Se T ¢ ortogonal, entdo T é ortogonal, dado que (T)" = T = (T‘l)_1 =
(T

Se B = {by, ..., bp} e & = {ey, ..., ex} sdo bases ortonormais de R*, entdo a
aplicacao de mudanca de base

k
Tx)=a ; a; = Z zj (e, bj), €
j=1
é ortogonal e
k
Tt (y) = ﬂ 3 Bz = Z Yj (blv ej)k b’L
j=1
basta constatar que
k
(Oé, y)k = Z X (eiu b])k Yi (JI, ﬁ)k )
ij =1

de modo que
(T (@), )i = (@, )y, = (2, B, = (2. T" (v)),, -
Temos:
ProposIgAO 1.11.12. Seja X = (X3, ..., Xi) uwma amostra de N (0,0). Entdo:

(i) SeT : R¥ — R* é uma transformacdo ortogonal entdo T (X) € uma amostra
de N (0,0);

(ii) Os componentes de X em qualquer base ortonormada de R* formam uma
amostra de N (0,0);

(1it) Seja E1®Ex&®...® E, uma decomposi¢io de RF em p subespacos ortogonais e
P; (X) a projecao ortogonal de X em E;. Entao cada P; (X) é uma amostra
de N (0,0) e, além disto, P; (X) e P; (X) sdo independentes para i # j.
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DEMONSTRAGAO: Seja ¢ a fungdo caracteristica de N (0,0). Dado que os com-
ponentes de X sao independentes, temos

k 2

o 2

ex (=TT o) = (-5 1I2) -
i=1

Seja T : R¥ — R* uma transformacio ortogonal e Y = T (X). Temos

(£, Y), = (t, T (X)), = (T" (1), X),

de modo que

ey () =E(exp(i(t, Y),)=F (exp (’ (Tt (t), X)k))

U2 U2
ov ) =exp (=T IT 0 = exo (=5 1) = ox 0.
de onde (7).

(3) decorre de (7): a transformacao de mudanga de base é ortogonal.

Enfim, (i4i) decorre de (ii): seja B; uma base ortonormada de E;, i = 1, ..., p.
Entao B = By U BaU ... UB, é uma base ortonormada de R¥ e os componentes de
X na base B formam uma amostra de N (0,0), de onde o resultado. |

TEOREMA 1.11.13. Seja (Y, X1, ..., X,) um vetor gaussiano. Denotemos X =
(X1, ..., X»). Entdo existe a = (ag, a1, ..., ap) € R™ L tal que

E(Y | X)=ao+ > X .

=1

Além disto, Y — E(Y | X) € gaussiana, de média nula, independente de X e de
E(Y | X).

DEMONSTRAGAO: Consideremos o subespaco auxiliar:

W = {ZGL2(Q, P):Z =By + Z B:Xi; (Bos Brs -+ Br) eR”+1}.

=1

W é um subespago vetorial de dimenséo finita (dim (W) = n + 1), de forma que
a projegao ortogonal Py (Y) de Y em W existe e é tnica. Além disto, ela é
caracterizada por

Py(Y)eS e E(Y =Py (Y)Z)=0,VZeW .
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Como Py (Y) € S, existe a = (ap, ag, ..., a,) € R"! tal que

Py (Y)=ao+ » X

=1

Py (Y) é gaussiana (Cf. resultados precedentes), de forma que Y — Py (V)
também é gaussiana. Como Z = 1 € W (corresponde a 3, = 1, 5, = 0, i > 0),
temos

E(Y = Pw (Y)) = E((Y = P (¥))1) =0,
de modo que Y — Py (Y) tem média nula. Como X; € W, temos também
E((Y — Py (Y))X;) =0, de modo que

Cov (Y — Py (Y), X;) =
E((Y —Pw (Y))Xi) - E(Y — Pw (Y))E(X;) =0.

=0 =0

Decorre desta igualdade que Y — Py (Y') é independente de X; (pois ambas séo
gaussianas). Como i é qualquer, Y — Py (V') é independente de X e

(Y - PW (Y)7 X17 ceey Xn)
¢ um vetor gaussiano. Temos também

Cov (Y — Pw (Y), Pw (Y)) =
E((Y —Pw (Y))Pw (Y)) - E(Y = Pw (Y))E(Pw (Y)) =0,

=0 =0

de forma que Y — Py (Y') é independente de Py (Y') (pois ambas sdo gaussianas).
Seja
ZzeS={sel*Q,P):s=p(X); ¢:R"— R}

Temos

E(Y - Pw (Y)) (Pw (Y) - 2)) =
E(Y - Pw (Y)) Pw (Y)) = E((Y = Pw (Y)) 2),

=0

de modo que

E((Y ~ Pw (V) (P (Y) = 2)) = ~E((Y — Pw (Y)) 2)
= B -Py(V)E(2)
—_———

independentes -0
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e, por conseguinte E (Y — Py (Y)) (Pw (Y) — Z)) = 0. Assim,
E ((Y - Z)z) -E ((Y — Py (V) + Py (V) — 2)2)
verifica
E((v=2) =E((v =Py (7)) + E((Pw () - 2)°) =
E((v = Pv (1)?),
de forma que
P (Y) = arg min {s—Y||:Y € 5}
e Py (Y) & a projecio ortogonal de Y em . Assim,
Pw(Y)=E( | X).
m

PRrROPOSIGAO 1.11.14. Seja U = (Uy, Usz) um par de varidveis aleatdrias indepen-
dentes de mesma lei U (0,1). Sejam

X1 =+v—2log (Uy)sin (27Us3) ; X2 = v/ —2log (Uy) cos (2nU3) .

Entio X = (X1, X2) € um par de varidveis aleatdrias independentes de mesma
lei N (0,1).

DEMONSTRACAO: O jacobiano da transformacao v : R? — R? tal que
¥ (U, Uz) = (X1, X2) é

—1

7= |det | V2@

U1 —210g (U1)

sin (2nU2)  2m\/—2log (U1) cos (2wU2)

cos (2nUz) —2m\/—2log (U1) sin (2nU3)

isto é,
27

J=—.
U,

Por outro lado,

1
X7+ X3 = ~2log (1) — U = exp (1 X3

. X X
sin (2nUs) = M e cos(2nlUs) = ﬁ =
2 2

1 X
U, = o arctan (Y;) .
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A densidade de probabilidade de U é:

1,se uw e (0,1) x (0,1)
0, senao.

rw={

e a densidade de probabilidade de X é g (z) = f (v~ (z)) /J (Cf. [23]), isto é

U 1 1
s(0) = 5 = oo (3 1XIE)

27 2w
Decorre desta igualdade que X = (X3, X3) é um par de varidveis aleatdrias
independentes de mesma lei N (0, 1). [ |

1.12 Processos estocasticos

Um processo estocastico é uma familia de varidveis aleatérias dependentes de um
parametro : X = {X (A}, 5, onde cada X (A) é uma varidvel aleatéria em um
mesmo (2. Assim, um processo estocastico indexado por A é simplesmente uma
fungdo X : A x Q@ — R.

Estamos interessados em processos estocasticos indexados pelo tempo, de modo
que consideraremos aplicagoes da forma

X :(a,b) x Q — R,
onde (a,b) C R, isto é,

DEFINIGAO 1.12.1. (PROCESSO ESTOCASTICO)- Sejam a,b € R tais que a < b.
Diremos que X € um processo estocdstico indexado por (a,b) € se e somente se

Vite(ab):w— X (t,w) éuma varidvel aleatdria em § .

Os processos estocasticos possuem propriedades hilbertianas analogas aquelas
das varidveis aleatdrias. Por exemplo, podemos considerar o conjunto

V=_Ep (4 (a,b), L2 (2, P)),

isto é, o conjunto fungdes simples definidas por partigoes Part ((a, b)) do intervalo
(a,b) tomando valores em L? (Q, P). Temos

n—1
V—{X:(a,b)XQ—)R:X(t,w)— Xi (W) gy, 40 (1) 5

i =0

t € Part ((a,b)), X; € L*(Q, P) } :



87

V pode ser munido do produto escalar

(X, V) = /E(XY).
(a,b)

Com efeito, (e, @) é bilinear, simétrica e positiva definida: quando X, Y € V,
temos

ny —

X (t,w) = Zymlzlﬂ)() e Y (t,w) Z Liys, yorr) ()

onde z = (2, ..., Tn,) € Part((a,b)) e y = (yo, -, Yn,) € Part((a,b)). Para
b—a .
n>0talque h=—— <min{é(z),d(y)} ,
n

temos
n—1
XY =) XYl ar) (D) » as=a+(i=1)h ,
i=0
Xi=X(a;) ,Yi =Y (a;)

de modo que
n—1

(X,Y)=h 3 B(XiY) .
i =0

Em particular,

X[ = (X, X) —hZE( 2) .

i =20

O completamento de V para esse produto escalar ¢ um espaco de Hilbert de-
notado por V = L? ((a,b), L* (2, P)).

Utilizaremos repetidas vezes no que segue o principio de extensdo, o qual con-
siste em estender uma aplicacao linear e continua definida em um espago vetorial
V ao conjunto das seqiiéncias de Cauchy de elementos de V e aos conjuntos nos
quais V é denso em V. O principio de extensdo é fundamentado pelos seguintes

teoremas:

TEOREMA 1.12.2. Sejam V um espago pré-hilbertiano de produto escalar (e, @) e
I1:V — R uma aplicagdo linear continua em V. Seja

V={0={vn}, c yCV:0 € de Cauchy para (e, ®) } .
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Seja
o= o]

Entao

(1)) VoeV:{I(vn)}, cny CR €uma seqiéncia de Cauchy;

(ii) Eziste I(3) € R tal que I (vy) — I (D) quando n — +0oo .

(iii) Se @ €V verifica ||wy, — v,| — 0 quando n — +o0, entdo I (W) =1 (7) .
(iv) Sea,BER ; v, weV, u=av+ pw entdo
I (W) = ol (0)+ BI (D).
(v) Seja M € R tal que |I (v)| < M ||v||, ¥ v € V. Entao,

@] <Mz, v vev.

DEMONSTRAGAO: Notemos que {||vn|},, « y C R é de Cauchy, pois

Homll = lloalll < llom = vall

m,n = n(e) = [lvm —vnll <& = llom| = lloalll <e.
Assim, existe m € R tal que ||v,|| — m quando n — +o0.
(i) {I(vn)}, ¢ n C R éde Cauchy, pois
[ (vm) = I (0n)| = ([ (vm = vn)[| < M [[om —vn]|
e {vn}, ¢y ¢ uma seqiiéncia de Cauchy .
(14) Como R é completo, existe m € R tal que

m= nim+oo I(vy) .

Definindo I (¥) = m, temos o resultado.
(iii) Se {wn}, ¢y C V verifica ||wy, —v,|| — 0 quando n — +o00, temos
[T () — T (v)] = ] (wn = v)]| < M o — ] — 0,
de modo que

lim I (w,) = lim I(v,)

n — +oo n — +oo

e, por conseguinte, I (@) = I (v).
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(iv) Temos
I (up) = I (qwy + Bwy) = o (v,) + BI (w,) — oI (D) + BI (@),
de forma que I (@) = ol (v) 4 BI (@) .

(v) Como ||v,|| — ||7]] quando n — o0 e [T (v,)] — ‘f(ﬂ)‘, temos
1 (@)l < M [joall, ¥ n € N = |F(@)] < M o]l -

TEOREMA 1.12.3. Sejam V um espaco pré-hilbertiano de produto escalar (e, @) e
I:V — R uma aplicagdo linear continua em V. Se 'V é um espago vetorial tal
que V € denso em V, entdo I pode ser estendida a V, isto €, exviste Iyy : V—>
R linear continua que coincide com I em V. Além disto, se M € R werifica
[T (v)] < Mv|l, VveV, entao |Iy (v)| < M|v|, VveV.

DEMONSTRAGAO: Lembremos que uma aplicagao linear I : ¥V — R é continua
se e somente se existe M € R tal que |1 (v)| < M ||v||, Vv € V. Como V é denso
em V: para todo v € V, existe v = {v, },, c y C V tal que |[v,, — v| — 0 quando
n — +o00. Seja
Iy (v) = . ieroo I(vy) .

¥ 6 uma seqiiéncia de Cauchy (dado que é convergente). Assim, Iy (v) = I (7).
Decorre do teorema precedente que o limite existe e é bem definido: se w =
{wn}, ¢ y C V verifica ||w, —v| — 0 quando n — +o0, entdo {w,}, ¢y ¢
uma seqiiéncia de Cauchy (dado que é convergente) e ||w, — v,|| — 0 quando
n —» 400, de modo que I (v) = I (w) e, por conseguinte,

. im+oo I(v,) = . gmjLoo I (wy) .
Iy : V— R ¢ linear: sejam o, € R;v,w € V ; u = av+ pw; U = {vn}, c
CV,w={wn}, cny CV, |t —v|| — 0 e [|w, —w|| — 0 quando n — +o0.
Entdo u = {un}, .y CV definida por u, = av, + pw, verifica

I (@) = ol (D) + BI (0).
Assim, Iy (w) = aly (u) + Iy (v) . Iy : V— R éécontinua : se v = {vn}, ¢ y

C V verifica ||v, — v|| — 0 quando n — +00, entao ||v,|| — ||v||, de modo que
[9]] = [[v]| e temos

T@)] < Ml = I1v ()] < M |lv].




90 Elementos de teoria das probabilidades e dos processos estocasticos

COROLARIO 1.12.4. Sejam V um espago pré-hilbertiano de produto escalar (e, o)
el :V — R uma aplicagdo linear continua em V. Se V € o completamento de
V para (e, ®) | entdo I pode ser estendida a V.

DEMONSTRACAO: Basta notar que
V={{vn},en €V :{vn},en ¢ de Cauchy para (e, @)}

é denso em V. |

1.13 Processo de Wiener

Um dos processos estocasticos fundamentais é o seguinte:
DEFINIGAO 1.13.1. (PROCESSO DE WIENER UNIDIMENSIONAL)- Seja
w={w (t)}tzo

uma familia de varidveis aleatorias. Diremos que W é um processo de Wiener
unidimensional ou movimento browniano unidimensional se e somente se:

(1) W(0)=0;
(ii) ¥V (s, t) € R? tal que 0 < s < t:
(a) W(t)—W(s)NN(O, \/t—s) ;

(b) W (t) — W (s) é independente de W (b) — W (a), ¥ (a, b) € R? tal que
0<a<b<s.

Temos
PROPOSIGAO 1.13.2. Seja (s, t) € R? tal que 0 < s < t. Entdo
(1) EXW () =W (s)W(s))=0;
(ii) E (W (5)2) —s;
(iii) E(W ()W (5) = s ;
() E((W () =W (s))W(t) =t—s.

DEMONSTRAGAO: Tomando a =0 e b = s, temos: W (t) — W (s) é independente
de W (s) =W (0) =W (s) —0=W (s), de modo que
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De maneira andloga,

E(W (3)2) :E((W (s) —W(O))2) -
VW (s)—W(0)=s—-0=s.

EW ()W (s)) = E(W (&) =W (s) + W (s)) W (s)) =

E((W (1) =W () W () +E (W () ,
N————

=S

=0

de modo que E (W (t) W (s)) = s. Enfim,

TEOREMA 1.13.3. Sejam (s, t) € R? tal que 0 < s < t; k € N tal que k > 0;
t=(t1, ..., tr) ER* tais que 0 <t; <s 1<i<k)et;<tiys (1<i<k—1);
X=W(1), ... W(ty)), Y =W (t) = W (s). Entio E(Y | X)=0.

DEMONSTRAGAO: Sejama=0,b=1t;: 0 <a <b<s,demodoque W (t)—W (s)
¢ independente de W (b) — W (a) = W (¢;). Logo, Y é independente de X. Por
conseguinte, £ (Y | X)=FE(Y) =0. |

DEFINIGAO 1.13.4. (PROCESSO DE WIENER MULTIDIMENSIONAL)— Seja W =
{W ()}, s o uma familia de vetores aleatdrios de R*. Diremos que W € um pro-
cesso de Wiener k—dimensional ou movimento browniano k—dimensional se e
somente se

W (t)= (Wi (t), .., Wr(t),
onde

(i) {Wi (1)}, > o € um processo de Wiener unidimensional (1 <i <k);

s

(i) Cada componente é independente das demais, isto é, se i # j entao W; (t) é
independente de W; (s), ¥V (s, t) € R? tal que s,t > 0.
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1.14 Integrais de Ito

Apresentamos nesta se¢do a definicdo de algumas integrais estocdsticas. Visamos
sobretudo as integrais

/so<W<t>>dt e /so<W<t>>dW<t> ,

onde ¢ : R — R é uma fungao e W = {W (t)}, » , ¢ um movimento browniano.
As definicoes apresentadas sao ditas <no sentido de Itos.

1.14.1 Integrais com relagao ao tempo

Nesta subsegao, vamos definir

b
1(X) :/X(t) dt.

Seja t = (to, ..., tn) € Part((a,b)) uma n—parti¢do de (a,b). Consideremos a

soma finita
n

I(X, )= > X (tica) (ti—tia) -

Diremos que

quando
b
I(X,1) —>/X(t)dt para 0 (t) — 0,
isto é,
DEFINICAO  1.14.1. Seja X € L?((a,b), L?(Q, P)). Diremos  que

b
/X (t)dt =Y € L*(Q, P) se e somente se, para todo € > 0, existe 1 (c) > 0 tal

5ue
Vit ePart((a,b):0(t) <n) =Y —I1(X, t)HLz(Q p) SE
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Lembremos que o produto escalar e a norma de L? (€2, P) sao
(X, Y)m(sz, Py — E(XY) ; HZHL2(Q, P) — E (Z2) :

Seja n > 0 e consideremos

In(X):hiX(a—i—(i—l)h) . h=
=1

b—a
n

Quando a integral existe, temos também

b
I, (X) —>/X(t)dt paran — 400 .

A integral com relagao ao tempo é linear e continua:

TEOREMA 1.14.2. Sejam X,Y dois processos estocdsticos indexados por (a,b) tais
b

b
que /X(t) dt e /Y(t) dt existem. Sejam o, 8 € R. Entdo

a

b

b b
/(aX(t)+[3Y(t))dt:a/X(t)dt+[3/Y(t)dt .

a
Além disto, existe uma constante C = C (a,b) € R, independente de X tal que

b
VX eL?((ab), L*(Q, P)): /X(t)dt <
a L2(Q2, P)

ClIXN 20y, 22, Py -
DEMONSTRAGAO: Para todo ¢t = (tg, ..., t,) € Part((a,d)),
T(aX +BY, t)=al (X, t)+BI(Y,t),

de modo que I (X 4+ 8Y) = al (X) + BI(Y). Pelo principio de extensdo, basta
considerar X € Ep (¢, (a,b), L? (2, P)). Para um tal X, temos

Ng—1
X(tw) =D Xl e (@)
i=0
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b—
onde z = (xq, ..., Tn,) € Part((a,b)). Sejam n >0, h = a,

n
e X; =X (a;) (1 <i<n+1). Entdo, para h < § (x), temos

Z Xil(as, arr) () = h? Z

ai=a+({@—-1)h

1 =20 =1
n n X2—|—X2
1, 2[2){] hQZXX <n? Y 2
i = ,] =1 1, =1
Assim,
I (X)) <nh? Y XP=(b—a)h Y X}
1 =1 1 =1
€
2 2
1 () 20,y = B (11 (X)) < b-a)h 3 B (X
1=1
0-a) [ E(X) = 001X, 120,
(a7b)
de onde o resultado. [ |

1.14.2 Integrais com relacao a um processo

Nesta subsegao, vamos definir

b
I(X,Y):/X(t)dY(t).

Seja t = (to,...,tn) € Part((a,d)) uma n-particdo de (a,b). Consideremos a
soma finita

I(X,Y,t)= Z X (tic1) (Y () =Y (ti1)) -

b
/X(t)dY(t):Z

I(X,Y,t) — Z para §(t) — 0,

Diremos que

quando

isto é,



DEFINIGAO 1.14.3. Sejam X,Y € L? ((a,b), L*(Q, P)). Diremos que
b
/X(t)dY(t) =Zecl*Q, P)

se e somente se, para todo £ > 0, existe n(e) > 0 tal que
Vit € Part((a,b):6(t) <nle) = [|1Z-1(X, Y, )2, p <e

Seja n > 0 e consideremos, com h = Z’_T“,

IL(X,Y)=> X(a+(i—1)h) (Y (a+ih) =Y (a+ (i — 1) h))
=1

Quando a integral existe, temos também

b
In(X,Y)—>/X(t)dY(t) para n — 400 .

A integral com relagdo aos processos é bilinear:
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b
PROPOSIGRO 1.14.4. Sejam X, Y, Z € L? ((a,b), L? (Q, P)) tais que / X (£)dY (1)

b

e /X (t)dZ (t) existem. Sejam a, B € R. Entdo,

a

b b

b
/X(t)d((aY(t)+BZ(t))):a/X(t)dY(t)+B/Y(t)dZ(t).

a a

DEMONSTRAGAO: Para todo ¢t = (tg, ..., t,) € Part((a,d)),
[(X,aY + B2, t)=al (X,Y, )+ B (X, Z,1) ,

de modo que I (X, oY +8Z)=al (X,Y)+ BI(X, Z).
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b
PROPOSICAO 1.14.5. Sejam X,Y,Z € L? ((a, b), L? (9, P)) tais que /X (t)dZ (t)

a

b
e /Y(t) dZ (t) existem. Sejam «, 5 € R. Entao,

b b b

/(aX(t)+ﬁY(t))dZ(t):a/X(t)dZ(t)—i—B/Y(t)dZ(t).

DEMONSTRAGAO: Para todo t = (o, ..., tn) € Part((a,bd)),
I(Y +BZ, Z, t)=al (X, Z, t)+BI(Y, Z, 1),

de modo que I (aX +8Y, Z)=al (X, Z)+ BI(Y, Z). [ |

1.14.3 Integrais com relagcao a um processo de Wiener
As integrais da forma

a b

L () = / oW (D) dt e Iy (p) = / o (W () dW (1)

a a

sao casos particulares das precedentes, correspondendo respectivamente a
Li(p)=1(p(W)) elw(p)= I(p(W), W)
Temos

PROPOSIGAO 1.14.6. Sejam ¢, ¥ : R — R, tais que ¢ (W) , v (W) € L =
L? ((a, b), L?(Q, P)) Entao, para o, B € R,

Iw (ap + B¢) = alw (¢) + BIw () .

Além disto,
E (Iw () =0,

1w @I, py = le W2

(Iw (), Iw (@) gaa, py = (@ (W), 0 (W), .
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DEMONSTRACAO: Temos
Iw (ap + ) = I (ap (W) + By (W), W) =
al (90 (W) ) W) + ﬁI (¢ (W) ’ W) = aIW ((,0) + BIW (¢) .

Para as demais igualdades, utilizamos o principio de extensao: basta demonstrar
os resultados para ¢, 1 tais que ¢ (W), 9 (W) € Ep (¢, (a,b), L? (2, P)). Em tal
caso,

Ng—1

w) = Z Wil(zi, Tit1) (t) €
1=0
ny —
Z Ly, yirn) ()

onde z = (2, ..., Tn,) € Part((a, b)) e y = (yo, ..., Yn,) € Vart((a,b)). Para

n > 0 tal que h:b_—agmin{(S(x),é(y)} , a; = a+ih,
n
o =pWi), ¥y =0 (W) , Wi =W (as)

temos

n—1
w) = Z wil(am @it1) (t) €

1=0
Z 2/’ 1((11 aiy1) )

Assim,

i Wivr = W;) eIy (¢ Z Wiz —Wi),

de modo que

ZE SD'L Z+1 W)) .

1 =0
Como ¢, = ¢ (W;) é independente de W;y; — W; :

n—1
E(Iw () = Z E(p;) E(Wipz1 —W;) =0.
i=0 —

=0
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Temos também

n—1
Iw (@) Iw (V) = D by (Wiga = W) (Wya — W)
ij=0

Para i > j, (Wiy1 — W;) é independente de (W1 — Wj), ¢; e ¢; de modo que
E (ph; Wigr = Wi) (Wi — W) =
E Wi —Wi) E(e; (Wipr —W;)) =0.
—_——
=0

Assim,

n—1
E(Iw (¢)Iw ()= > _E (%% (Wig1 — Wz‘)Q) =
1 =0

Y Bp) = Li(9) = I (o (7)) .

i =0

Como (W, 41 — W;) é independente de ¢, e 1, :
E (Iw () Iw (¥)) =

i E (o) E ((Wi+1 - Wz)Q) =h i E(p;) -
=0 ~ =0
e temos
E(Iw () Iw (¥)) = (¢ (W), ¥ (W), ,
isto é,

Iw (), Iw ("/J))L?(Q, pP) = (W), v (W) -
Tomando ¢ = ¢ nesta igualdade, obtemos

1w ()72, py = Il (W)II7 -

1.15 Calculo de Ito

1.15.1 Férmula de Ito

Notemos que

b
) (%/ oo (”) 0 e B (WP -W@P) <b-o
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de modo que estas integrais nao seguem as regras usuais do calculo. Temos

PRrROPOSIGAO 1.15.1. .(FORMULA DE ITO)- Sejau € D (R) (isto é, u € C™ (R) e
b

b
seu suporte é compacto) tal que /u/ (W(t)dW (t) e /u” (W (t)) dt existem.

Entao
b 1 b
[ v @)aw @ = uw 6) - u W (@) - 5 [o v @)

DEMONSTRAGAO:  Consideremos n > 0, h = (b—a)/n e a; = a+ (i—1)h,
1<:<n+1. Temos

u(Wig1) —u(Wi) —u' (W) (Wigr — W5)

W (W) (Wi = Wy)* = %UW (&) (Wigr — Wi)*,

2
onde ¢; é uma varidvel aleatéria. Assim,
u(W (b)) —u(W(a)) =Tn = Vo =Upn =0,

onde

=1
1 & " 3
Un=7¢ Zglu (&) (Wi = W5)
1. Por definicao,
b
T, — /u/ (W (t)) dW (t) quando n — +oc.

2. Seja
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Consideremos Z; = (W1 — Wi)2 — h. Temos:

ZiZj = (Wiy1 — Wi)*> (Wjs1 — W;)?
—h (Wig1 —Wi)2 —h (W1 — W;)* + b2

Para i # j, Wiy1 — W; e W1 — W; s@o independentes, de forma que
E((Wiss = Wi)’ (Wi = W;)*) =
E ((Wi-l-l - Wi)2)E ((Wj+1 - Wj)2) = h*

=h =h

E(ZZj))=h*—h*—h*+h*=0.
Para ¢ = j, temos

72 = (Wi — Wi)* = 20 (Wisy — W;)2 + 12

E(Z7) = My (Wi — W;) — 2hMy (Wiy1 — W;) + h* = h* .

= 3h2 =h

Assim,

£1)-
z”: (b—a)”

)

E(Z}) =nh* =

E ((sn (- a))2) —E

n
de modo que

E ((Sn - (- a))2) — 0 quando n — 400 .

3. Seja
M3 = max {|u" (s)] : s e R} < 00 .
Seja B; = u" (€;) (Wiy1 — W;)°. Temos
2

B} < 3_63 (Wi — Wi)° .
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Como Wiy —W; ~ N (O, \/ﬁ)

E ((WZ-+1 - Wi)G) —13E <<%>6> _ %h?’ ,

de modo que existe uma constante C' € R tal que
E(B}) <Ch®.
Ora,

de modo que

B2 =Y BBB)< S JEBH/E®B)

1, =1 1,] =1
3
< 2Ch3 O(b CL)
n
e
U, — 0 quando n — +o0.
. Sejam
My = max {|u” (s)| : s € R} < 00
e

A =" (W) (Wiga = Wi)? =" (W3) (aig1 — ai) = u (W3) Z; .
Parai > j, W;11 — W; é independente de W;11 , W11 — W, e W;, de forma
que Z; é independente de u” (W;), v’ (W;) e Z;. Assim, para i > j,

E(AiAj) = E(Z)E (u" (W) u" (W;) Z;) =0 .
0

Para i = j, temos
E(A}) < MJE (Z7) = M3h*.

Assim,

E <Vn—hzn:u"(Wi)> =F <i Ai) =

=1 =1

- (b—a)’
" E (A7) < Minh? = M3,
=1
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" 2
E <Vn —h Z u” (WJ) — 0 quando n — +oo

i=1
de modo que

b
Vo — /u” (W (t)) dt quando n — +co .

a

5. Assim,

b
T, + %vn U, — /u (W (8) dW () +

N —
@\@
:\

2
—

—

S~—
S~—

S

de modo que

para toda u € D (R).

Pelo principio de extensao, este resultado se aplica a toda u para a aderéncia
e aos completamentos de D (R).
A férmula de Ito se generaliza ao caso multidimensional onde u : RP — R:

b

b
/Vu (W (8) dW (£) = u (W (b)) — u (W (a)) — % /Au (W (1)) dt .

a

1.15.2 Difusoes estocasticas de Ito

Escreveremos
dXt =a (t, Wt) th + b (t, Wt) dt
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para simbolizar a igualdade

X(t)—X(O):/a(s,W(s))dW(s)+/b(s,W(s))ds.
0 0

e diremos que o processo X é uma difusao estocdstica.
A férmula de Tto se escreve

du (Wy) =o' (Wy) dWy + %u” (Wy) dt .
Temos:
PROPOSIGAO 1.15.2. Sejam X,Y € L? ((a,b), L* (2, P)) tais que
dX, = ax (t, W,) dW, + by (t, W) dt e dY; = ay (t,W;) dW, + by (t, W,) dt.
Sejam o, p € R. Entao

d(aX; + BY:) = [aax (t, Wy) + Bay (t, Wy)] dW;
+ [abx (f, Wt) + ﬁby (t, Wt)] dt .

DEMONSTRAGAO: E uma conseqiiéncia imediata da linearidade das integrais. Bl

PrOPOSIGAO 1.15.3. Sejam z,y : R — R, X =z (W), Y =y(W) e Z =XY
suficientemente requlares. Entdo

dZt = Xtd}/t + }/tht + .I/ (Xt) y/ (Wt) dt .

DEMONSTRAGAO: Seja z(s) =z (s)y (s) = zy (s). Da férmula de Ito:

1
dZt = ZI (Wt) th + 52’// (Wt) dt .

Ora,
2 (s)=2"(s)y(s) +z(s)y (s)
2" (s) = 2" (s)y (s) + 22" (s)y' (s) +x(s)y" (s)
Assim,

dZt = [ZCI (Wt) th + Xty/ (Wt)] th+

3 [a” (W) Yi+22 (W) y/ (Wi) + X, " (W)l de
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isto é,
dZy = Xy {y’ (Wy) dWy + %y” (W) dt} +
dYs
Y: [x’ (W) dWy + %x” (W) dt} +a' (W) y (Wy)dt
dx,
de onde o resultado. ]

COROLARIO 1.15.4. SedX; = ax (t, W) dWi+bx (¢, Wy) dt , dYs = ay (t, W) dWi+
by (¢, Wy)dt e Z = XY, entdo

dZy = X4dY, + Yid Xy + [ax (8, W) ay (8, We)]dt .

DEMONSTRACAO: E uma conseqiiéncia imediata da proposicao precedente. W

PRroOPOSIGAO 1.15.5. Sejam z,y : R — R, X = a2 (W), Z = y(« (W)) suficien-
temente requlares. Entao

1
Az =y (Xe)dX, + 3y (X0) (2! (W))" dt
DEMONSTRAGAO: Seja z(s) =y (2 (s)) = yox (s). Da férmula de Ito:

1
dZt = ZI (Wt) th + 521/ (Wt) dt .

Ora,
Z(s)=ly(z(s)] =y (x(s)) 2 (s)
2() = (2 ()2 ()] = ¢ (@ () [/ () + o/ (@ (s))a” (s)
Assim,
dZt = y/ (Xt) LL'/ (Wt) th
5 [y O P+ (X0 ()]t
isto é,

dZ, =y (Xy) [x’ (W) th%x” (W) dt} + %y” (X)) [ (W) dt

dXy

e temos o resultado enunciado. |
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COROLARIO 1.15.6. Seja Y (t) = F (X (t)), onde
dXt =ax (t, Wt) th + bX (t, Wt) dt.

FEntao 1
dY, = I (Xy) dX, + 17 (X) (ax (1, Wy)* dt .

DEMONSTRAGAO: E uma conseqiiéncia imediata da proposicao precedente. W
Quando F = F (t,z), Y (t) = F(t,X (1)) e dX; = A, dW; + B.dt , temos

OF OF 10%F 2
dY, = wn (t, Xy)dt + 2 (t, X¢) dX; + 392 (t, X¢) (Ag)™dt .

Quando F = F (t,z,2), Y(t) = F|t,X(¢), /g(s,X(s))ds e dX; =

AdWy + Bidt , temos, pondo

oF oF
dY, = E(Pt)dt"‘%(Pt)dXt
192F ) OF
+ 2922 (P) (A" dt + g (P) s (P) .

No caso multidimensional, onde
F=F(tz),Y#)=F(#X(t),F:RxR"— R™,

temos, para 1 <17 < m,

OF; 1
d(Yi), = = (t, X:) dt + (AdX;), + 5 (dX,)" B;dX;
onde oF o
Aij (t, ) = oz, (t,z) ; B (t, x) = Tu00r (t,x).

Isto é, com a convencao de soma em indices repetidos:

OF; 1
d(V:), = v (t, X¢) dt + Aiyd (X;), + 5 Bijkd (X)), d(Xk), -
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Capitulo 2

Maximo de Entropia e
Informacao

O trabalho de simulagoes estocésticas de um sistema geralmente segue uma deter-
minada organizacao:

1. constréi-se um modelo deterministico para o sistema;

2. constréi-se um modelo estocastico paramétrico para o sistema: seleciona-
se os parametros do sistema considerados aleatérios e determina-se suas res-
pectivas fungoes densidades de probabilidades;

3. aplica-se o Método de Monte Carlo para obter-se inferéncias estatisticas sobre
a resposta do sistema.

As etapas da construcao dos modelos deterministico e estocédstico do sistema
sao fundamentais para obter-se resultados realistas nas simulagoes estocasticas.
Esses dois modelos sao utilizados no Método de Monte Carlo e influenciam de
forma direta as respostas obtidas. Exemplos de construcao de modelos estocasticos
podem ser vistos em [65, 64, 67, 66, 63].

No método de Monte Carlo, tipicamente gera-se amostras dos parametros que
foram considerados aleatérios (usando as distribui¢oes de probabilidade previa-
mente fixadas - modelo estocéstico) e, para cada amostra gerada calcula-se uma
resposta deterministica do sistema (através do modelo deterministico). Esses re-
sultados deterministicos sdo agregados ao resultado final desejado (estatisticas e
aproximacoes da distribuicao de probabilidade da resposta do sistema podem ser
calculadas).
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Método de Monte Carlo

x Processamento
Geragdo N Observagdes mp | Estatisticas
de amostras

das amostras

usa: usa:
modelo modelo
estocastico deterministico
Figura 2.1: Método de Monte Carlo.

Assim, a escolha das fungoes densidades de probabilidade dos parametros con-
siderados aleatérios deve ser feita de forma cautelosa. Essas fungbes podem ser
determinadas:

e a partir da construgao de histogramas com resultados de experimentos;

e através do Principio da Mdxima Entropia (PEM).

Muitas vezes, a realizacao de experimentos com os parametros pode ser muito
custosa ou até invidvel. Por isso, essa estratégia é pouco utilizada na determinagao
das fungoes densidades de probabilidade. O mais comum e frequente na literatura
é fazer isso através do principio da maxima entropia.

A seguir é mostrado como funciona esse principio.

2.1 Principio da Maxima Entropia

O Principio da Méxima Entropia (PEM) é um método eficaz de construgao de
modelos probabilisticos para varidveis aleatérias escalares e vetoriais, continuas e
discretas. Ou seja, é empregado para a construcao da funcao densidade de proba-
bilidade de tais variaveis aleatorias, utilizando para isso somente as informagoes
disponiveis sobre essas variaveis.

Por exemplo, para uma variavel aleatéria vetorial, o método permite construir
a funcao densidade de probabilidade quando se conhece somente:

e o suporte dessa varidvel ou;
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e o suporte e a média, ou;
e o suporte, a média e a matriz de covariancia.

A funcao densidade de probabilidade obtida pelo PEM depende diretamente
da informacao conhecida sobre a variavel aleatoria.

Dessa forma, o Principio da Maxima Entropia consiste em maximizar a entropia
(incerteza) sujeita a restrigoes definidas pelas informagoes disponiveis. O método
baseia-se na teoria da informagao. O conceito de entropia usado é o de Shannon
(Cf. [74]) e, a ideia de maximizar a entropia foi proposta por Jaynes (Cf. [42, 43])
no contexto da Mecanica Estatistica.

O Principio estabelece que:

De todas as distribui¢oes de probabilidade consistentes com as restri¢oes im-
postas, escolhe-se aquela que maximiza a incerteza (entropia).

Para explicar o PEM, inicialmente serao tratadas as varidveis aleatérias discre-
tas tanto nos casos em que assume um conjunto finito de valores, quanto no casos
em que assume um conjunto infinito. Posteriormente sao tratadas as varidveis
aleatorias continuas e, por ultimo, os vetores aleatdrios.

2.1.1 Variaveis aleatoérias discretas

Seja X uma varidvel aleatoria discreta que assume n valores distintos z1, -+ , Zp.

Suponha que deseja-se determinar a densidade de probabilidade p dessa variavel

aleatoria X, ou seja, deseja-se determinar os valores pi,- -+, pn, tais que:
p+o+p=1, p;>0 Vie{l,---,n} (2.1.1)

e que maximizam a medida da entropia de Shannon dada por:

S(p) == _piln(p:) - (2.1.2)
=1

Esse problema de maximizagao da entropia S sujeito ao vinculo (2.1.1) é trans-
formado em um problema sem vinculo através de um multiplicador de Lagrange.
Assim:

L(p, o)

Sp)—(o—-1) (ZPZ - 1)

(2.1.3)

S(p) - )\OZPi + Ao +Zpi -1
i=1 i=1
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onde (A\g — 1) é o multiplicador de Lagrange correspondente ao vinculo (2.1.1).
Fazendo-se:

oL 1
?(pv)\o) = —In(p) —pi——X+1=0
pi pi (2.1.4)

= _ln(pl)_AOZO 7;:1,"',”
verifica-se que:

In(pi)=-X = pi=e ™, i=1--,n. (2.1.5)

Assim, quando nenhuma informacao sobre a varidvel aleatéria X é conhecida,
a densidade de probabilidade p que maximiza a entropia de Shannon é a uniforme.
Nesse caso, tem-se:

pi:_7 i:lj---7n, (2.1.6)

Caso X assumisse um numero infinito de valores o problema de otimizacao nao
teria solucao. Isto é, nao existe um distribuicao de probabilidade que maximize a
entropia de Shannon. Logo o PEM pode nao fornecer uma solugao que possibilite
a construgao do modelo probabilistico.

Vejamos agora uma situagao mais geral, quando mais vinculos sao prescritos.
Suponha que a densidade esteja submetida a m vinculos escritos na forma:

> pigri(an, - mn) =ar  r=1-,m. (2.1.7)
i=1

Nesse caso, o problema de maximizacao da entropia S sujeito aos m—+1 vinculos
(2.1.1 e 2.1.7) é transformado em um problema sem vinculos através de m + 1
multiplicadores de Lagrange:

L(pv)‘Ov"' 7)‘771) = S(p) - (/\0 - 1) (sz - 1)
i=1

(2.1.8)
- Z /\r (Z Digr i)
r=1 i=1

onde (A9 — 1), A1, , Ap, 580 0s m + 1 multiplicadores de Lagrange. Fazendo-se:
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oL -
=0 = —lnpi — Ao — /\rgri:O 2.1.9
- ) =da=3 (2.1.9)
ou seja:
pizexp(—)\o—x\lgli—)\gggi—---—)\mgmi) izl,"' ,n. (2110)
Os multiplicadores A\g— 1, A1, - - - , Ay, 880 calculados substituindo-se p; (2.1.10)

em (2.1.1) e (2.1.7), tal que:

Dexp [ =do =) Ngii | =1 (2.1.11)
i=1 j=1

ngexp _/\O_Z/\jgﬁ =q., r=1,---,m. (2.1.12)
i=1 j=1

ExXeEMPLO 2.1.1. Seja X wma varidvel aleatoria discreta que assume n finitos
valores distintos {x1,--- ,x,}. Suponha que a média dessa varidvel seja conhecida
(1). Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que mazimiza a
entropia S (2.1.2), tal que:

dYopi=1 e zn:xipi:u. (2.1.13)
i i=1

Escrevendo esse problema de otimizacao através dos multiplicadores de La-
grange:

L(p, Mo, A1) = —sz' In(p;) — (Ao —1) (ZPZ - 1)
—A1 (Z Ti Pi — M)
=1

(2.1.14)

oL B
Opi B

Dessa forma:

0 — —ln(pi)—/\o—)\l z; =0. (2115)
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pi = exp(—Ao — A1 2;) i=1,---,n (2.1.16)

Os valores de Ao e M1 sdo determinados a partir de (2.1.183):

Zexp(—)\o —Mz)=1ce
L (2.1.17)
Zl‘i exp (—)\0 — )\1 xi) =M .

EXEMPLO 2.1.2. Seja X uma varidvel aleatoria discreta que assume infinitos va-
lores distintos {0,1,2,---}. Suponha que a média dessa varidvel seja conhecida
(1). Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que mazimiza a
entropia S (2.1.2), tal que:

ipizl e iipi:u. (2.1.18)
i=0 i=0

Escrevendo esse problema de otimizacao através dos multiplicadores de La-
grange:

L(p, Ao, M) = Zpl In (ps)

(2.1.19)
)\0_1 <2p1—1>—/\1 <Z’Lp1 )
=0
oL =0 = —ln(pi)—)\o—)\lizo. (2120)
opi
Dessa forma:
pi:exp(—/\o—)\l Z), i:0,1,2,"' . (2121)

Os multiplicadores (Ao — 1) e Ay sdo determinados a partir dos vinculos pres-
critos em (2.1.18):

Zexp (o — A1) =
= (2.1.22)

exp (—Ao)
—Xo) E - — =1
exp 0 exp 1 Z 1 —exp (_/\1)
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Zi exp (—Ag — A1 i) =

i=0 ( (2.1.23)
exp (—A1) B
eXp( )\0) (1 —exp (_Al))g =K.
Assim:
n 1
—X)=1-— = Xo=—-In|——]) . 2.1.25
A ’ n<1+u> —

A expressao (2.1.21) pode ser reescrita como (i =0,1,2---):
e [m( ! )—i—iln( o )] (2.1.26)
i = ex — — 1.
b P 14+ p 1+p

pi = (ﬁ) exp {z In (ﬁ)] (2.1.27)

2.1.2 Variaveis aleatérias continuas

Os casos de aplicagao do Principio da Maxima Entropia de maior interesse sao re-
lacionados com as varidveis aleatérias continuas. Nesse caso, o suporte da variavel
aleatoria é a primeira informacao de interesse sobre a varidvel. Observe que esse
suporte pode ser um intervalo finito [a,b], pode ser um intervalo semi-infinito
[a, oc], ou pode ser todos os reais (—oo, 00).

DEFINIGAO 2.1.3. (MEDIDA DA ENTROPIA DE SHANNON)- Caso tenha-se uma
varidvel aleatdoria continua, X, com suporte [a,b] e com fung¢ao densidade de pro-
babilidade p, a medida da entropia de Shannon, S, € dada por:

b
S(p) = —/ p(z) Inp(x) dv . (2.1.28)
Para descobrir qual a expressao da fungao p que maximiza essa entropia .S, um

problema de otimizacao deve ser resolvido. Como p é uma funcao densidade de
probabilidade, sabe-se que:

/bp(:v) dx = 1. (2.1.29)
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Assim como feito no caso das varidveis aleatdrias discretas, o problema de
otimizagao com o vinculo (2.1.29) sera transformado em um problema sem vinculo
através de um multiplicador de Lagrange:

b
L(p,\o) = —/ p(z) Inp(z) dx

b (2.1.30)
~ (- 1) V p(@) dw—l]
A Lagrangiana pode ser escrita como:
b
L(p, Ao) = u(Xo) —/ h(p, Ao) dzx , (2.1.31)
u(Xo) = (Ao — 1), (2.1.32)
h(p, Mo) = p(@)[Inp(a) + (Ao — 1)] - (2.1.33)

Pelo calculo variacional, os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana L
verificam:

0

Dessa forma, obtém-se como extremo a distribuicao:

p(x) = L exp (=Ao) - (2.1.35)

Porém, como:

82
——h(p, ) >0, 2.1.36
o extremo identificado é um maximo e assim, a distribuicao p que maximiza a
entropia, S, é a distribuigdo uniforme no intervalo [a, b, ou seja:
(@) = 110 p— (2.1.37)
)= — . 1.
p [a,b] b—a
Frequentemente é comum trabalhar-se com problemas em que mais vinculos
sao prescritos, como por exemplo a média e momentos de ordem superior. Suponha
que a varidvel aleatdoria X esteja submetida a m vinculos escritos na forma:
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b
/ p(z)gr(2) dz = a, r=1,,m. (2.1.38)

Para essa variavel aleatéria, a Lagrangiana € escrita como:

b
Lo, An) = S) = (o= 1) (J] ple) dz—1)
m b (2.1.39)
_ Z Ar </ p(x)g,(x) dox — ar>
r=1 a
onde \og — 1, A1, -+, Ay, sa0 os m + 1 multiplicadores de Lagrange. Reescreve-se
(2.1.39) como:
b
L(p,Ao) = u(Xo, -+, Am) — / h(p, Aoy« s Am) da | (2.1.40)
com:
u(Aos -+ Am) = Mo — 1) + > Avar (2.1.41)
r=1

h(pv )‘07 e 7)‘771) = p(.I) hlp(I)

+p(a) (()\0 1) +Zxrgr<x>> . (2142

r=1

Pelo célculo variacional, os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana L
verificam:

9
Tty P R0) = 0. (2.1.43)

Dessa forma, obtém-se como extremo a distribuicao:
p(z) = Ljg 4 (x) exp (—()\0 -1)- Z )\TgT(:v)> . (2.1.44)
r=1

Os multiplicadores A\g — 1, A1, -, Ay, sao calculados substituin— do-se a ex-
pressdo p (2.1.44) em (2.1.29) e (2.1.38).
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EXEMPLO 2.1.4. Seja X wma varidvel aleatdria continua com suporte compacto

[a,b] e com walores para média e sequndo momento prescritos: E[X] = p e

E[X?] = a?. Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que

maximiza a entropia S (2.1.28), tal que:

b a b
/ plx)de=1; / p(z) xdr =p ; / p(z) 2% dx = . (2.1.45)
Pela expressao (2.1.44), tem-se que:

p(x) = T (x) exp (Ao — Mz — Agz?) (2.1.46)

EXEMPLO 2.1.5. Seja X wma varidvel aleatoria continua com suporte [0,00) e
com valor da média prescrito: E[X| = p. Deseja-se determinar a densidade de
probabilidade p de X que mazimiza a entropia S (2.1.28), tal que:

b b
/ p(x) de =1 / p(x) xde=p (2.1.47)

Pela expressao (2.1.44), tem-se que:

p(z) =exp (=g — M) . (2.1.48)

Calculando-se os multiplicadores A\g e A1, chega-se a sequinte expressao para a
densidade p:

1 -
p(x) = 1,00)(2) Ler (2.1.49)

EXEMPLO 2.1.6. Seja X uma varidvel aleatoria continua tal que:
1. seu suporte seja [0, 00);
2. sua média seja E[X]=u € 10,00);
3. o valor esperado de E[log (X)] = q.

Nesse caso, pelo PEM a densidade de probabilidade p de X que mazximiza a
entropia de Shannon é a densidade Gamma:

. (;v)l (1)52 1 (x>;z—1e ( . > (2.1.50)
o0 - ) T - X 2 b
Pl T \u P53

onde:
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e I' € a funcio Gamma: T'(a) :/ t* L exp(—t)dt;
0

e d=0/p.

EXEMPLO 2.1.7. Seja X uma varidvel aleatdria continua com suporte (—oo,00) e
com valores para média e sequndo momento prescritos: E[X] = u e E[X?] = o?.
Deseja-se determinar a densidade de probabilidade p de X que mazrimiza a entropia
S (2.1.28), tal que:

> o (2.1.51)

Pela expressao (2.1.44), tem-se que:

p(z) = exp(—Xo — Mz — )\2:102) =

2.1.52
aexp (—b(z — c)?) (2152)
onde a, b e ¢ devem ser determinados por:
a/ exp [(=b(z —¢)?)]de = 1
a/ rexp[(=blx—c)?)]de = pu . (2.1.53)
a/ 22 exp[(=b(xz —¢)?)]dr = o?
Usando o seguinte resultado (Cf. [44]):
/ exp [(=b(z — ¢)?)] do = % ,  para b>0, (2.1.54)
verifica-se que:
1 1
a=— , b=— , c=u, 2.1.55
s 552 1 ( )
onde a varidncia 0? = o? — p?. Assim, a funcdo densidade de probabilidade que

mazximiza 6 entropia de Shannon é:
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1 1 (z—p)?
p(x) = Toro exp {_§T} . (2.1.56)

A seguir é mostrado um resumo da construgdo de modelos probabilisticos para
variaveis aleatorias continuas através do Principio da Maxima Entropia.

Varidveis aleatérias continuas com suporte compacto [a,bl:

Seja X uma varidvel aleatéria continua real com suporte compacto [a, b]. Deseja-
se determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S
(2.1.28) tal que:

/bp(x) de=1 e p(x)>0 Vx€la,b]. (2.1.57)

1. Caso nenhuma informacao adicional sobre X seja conhecida, a densidade de

probabilidade que maximiza a entropia de Shannon é a uniforme no intervalo
[a, b]:

1
b—a

p(z) = 1 () (2.1.58)

2. Caso a média de X seja conhecida, F[X] = p, a densidade de probabilidade
que maximiza a entropia de Shannon é a exponencial truncada:

p(x) = Ljgp(x) exp(=Ao — Aiz) , (2.1.59)

onde:

b b
eiA“/ e M dr =1, ef)“’/ re M dr=p . (2.1.60)

3. Casoa=0,b=1, e os valores de E[ln (X)] e E[ln (1 — X)] sejam conhe-
cidos e iguais a ki e ko respectivamente, a densidade de probabilidade que
maximiza a entropia de Shannon é a densidade beta:

p(x) = Lj9,1)(2) B(m;mx(mil)(l —z)" (2.1.61)

onde B ¢ a fungao beta:



Construcao do modelo estocdstico 119

_ I(m)'(n)
B(m,n) = T(m + n) (2.1.62)
e onde I'(m) = t™ L exp(—t)dt. Os valores de m e n sdo determinados

0
a partir dos vinculos E[ln (X)] e E[ln (1 — X)]. De forma que:

! 1x(m71) —2)" ' (z) dz =
[ ) d

B(m,n (2.1.63)
Elln (X)] = k1,

! lx(mfl) — )" 'In(1-2)dr =
B(m,n)/o (1 )" (1 )d (2.1.64)

Eln(1-X)] =k .

Varidveis aleatdrias continuas com suporte [0,00):

Seja X uma varidvel aleatéria continua real com suporte [0,00). Deseja-se
determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S:

S(p) =-— /000 p(z) Inp(z) dx . (2.1.65)
tal que:
/000 p(r)dr=1 e p(x)>0 Vrel0,0). (2.1.66)
1. Caso nenhuma informagao adicional sobre X seja conhecida, o problema de
otimizac¢ao nao possui solugao.

2. Caso a média de X seja conhecida, E[X] = p, a densidade de probabilidade
que maximiza a entropia de Shannon é a exponencial:

1 —=
p(x) = 1,00y (2) Lo (2.1.67)

3. Caso sejam conhecidos o valor esperado de X e o valor esperado de log (X),
ou seja, F[X] = p e Eflog(X)] = ¢, a densidade de probabilidade p que
maximiza a entropia de Shannon é a densidade Gamma:
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p(z) =
11]0,+oo](:1:)% (%)”ﬁ(ﬂszle}{p (%> | (2.1.68)

onde I' é a funcdo Gamma ( I'(a) = / t* lexp(—t)dt) e s =0 / p.
0

4. Caso os valores de E[ln (X)] e E[ln (1 — X)] sejam conhecidos e iguais a kj e
ko respectivamente, a densidade de probabilidade que maximiza a entropia
de Shannon é:

1

(m=1) 1 —(n+m)
B(m,n)a7 (1+2)

, (2.1.69)

p(x) = 1o, 100) ()

onde B é a fungao beta (2.1.62) e, os valores de m e n sdo determinados a
partir dos vinculos E[ln (X)] e E[ln (1 — X)]. De forma que:

1 % _
(m—1) (n+m) _
B(m,n) /0 ! (1+2) tn (z) dx (2.1.70)

Elln (X)] = k1 ,

1 > (m—1) —(n+m) _ _
ﬁ(m,n)/o v+ Il - ) de (2.1.71)

Eln(1-X)] =k .

Varidveis aleatdrias continuas com suporte (—oo, c0):

Seja X uma varidvel aleatéria continua real com suporte [—o0o, o). Deseja-se
determinar a densidade de probabilidade p de X que maximiza a entropia S:

S(p) = - /OO p(z) lnp(z) dz . (2.1.72)

— 00

tal que:

/OO px)de=1 e plz)>0 VzeR. (2.1.73)

— 00
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1. Caso nenhuma informagao adicional sobre X seja conhecida, o problema de
otimizagao nao possui solugao.

2. Caso somente a média de X seja conhecida, o problema de otimizagao nao
possui solugao.

3. Caso sejam conhecidos E[X] = p e E[X?] = o2, a densidade de probabili-
dade que maximiza a entropia de Shannon é a Gaussiana:

1 1(z—p)?
p(x) = i exp [—iT] . (2.1.74)

2.1.3 Vetores aleatdrios

DEFINIGAO 2.1.8. (VETOR ALEATORIO) Um wvetor aleatdrio

X1
X=1": (2.1.75)
Xn
de dimensdo n € um vetor formado por n varidveis aleatdrias.

Seja

x=| eRrR"? (2.1.76)
Tn
um vetor cujo elemento de volume é dx = dxq - - - dx,,.
A funcgéo distribuicdo de probabilidade associada ao vetor aleatério X é a
funcao F : R™ — [0, 1] dada por:
F(X):P(Xl <x1, X9 < Tog,- - 7Xn<xn) (2177)
e a funcao densidade de probabilidade, p, do vetor aleatério X é:
an
p(x) = 0x1 Oxg -+ Oz,

chamada também de densidade de probabilidade conjunta das varidveis aleatorias
X1, - ,X,. De maneira andloga, F' é chamada a distribuicao conjunta destas
variaveis.

F(x) | (2.1.78)
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De forma andloga ao caso das varidveis aleatérias continuas, a medida de in-
certeza de um vetor aleatério X no R™ é definido pela entropia de sua funcao
densidade de probabilidade p:

S(p) = —/np(x) In p(x) dx . (2.1.79)

Como p é uma fungao densidade de probabilidade, sabe-se que:

p(x) >0 , / P dx=1. (2.1.80)

Além de (2.1.80), outros vinculos podem ser prescritos para o vetor aleatdrio
X. Suponha que m informagoes sobre X sejam conhecidas e estejam escritas na
forma:

/ p(x)gr(x)dx =a, eR", r=1,---,m. (2.1.81)

onde os expoentes v, - - - ,Vy, Sa0 m inteiros iguais ou superiores a um.

Seja Cuq 0 espago das fungoes x — p(x) do R™ em RZ?, tendo todas o mesmo
suporte conhecido k, C R™ (com a possibilidade de que k,, = R™) e, atendendo
aos vinculos definidos em (2.1.80) e (2.1.81).

Para descobrir qual a expressao da funcao p € C,q que maximiza essa entropia
S (2.1.79), um problema de otimizagao (2.1.82) deve ser resolvido.

max S(p) . (2.1.82)

PECad

Para resolver este problema, m + 1 multiplicadores de Lagrange sao introdu-
zidos (A\g — 1) € R, Ay € R -+ | \,;, € R associados aos m + 1 vinculos. A
Lagrangiana, nesse caso, é:

Lo o) =56 = 0a=1) ([ pxax—1)
(2.1.83)

—i (A [ s ax - a)

onde (u,V)p,, = u1v1 + -+ u,, v, é o produto escalar euclidiano no R”~.

Rvr

Reescreve-se (2.1.83) como:
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L(p7A07)‘17"'7Am): u()‘07)‘17"'7Am)

(2.1.84)
_/ h(pa)‘07)\17"'7Am)dx7
com:
w0, AL Am) = o= 1D+ Y (A, ) (2.1.85)
r=1
h(p, Xos A1, s Am) =p(x) [ Inp(x) + (Ao — 1)+
(2.1.86)

Z< Ar s, 8r(X) >po |-
r=1

Pelo célculo variacional, os extremos de maximo e minimo da Lagrangiana L
verificam:

0
M”L(p, AO,Al,"' ,Am) —O . (2187)

Resolvendo esse problema de otimizacao, chega-se ao seguinte resultado:

p(x) = 1y, (x) exp <—/\0 = < ge(x) >Rw> : (2.1.88)

r=1

EXEMPLO 2.1.9. Seja X um vetor aleatorio continuo, com dimensdo n e com
suporte compacto ky, = [a1,b1] X -+ X [an,by]. Deseja-se determinar a densidade
de probabilidade p de X que mazimiza a entropia S (2.1.79), tal que:

p(x) > 0 / pl)dx=1. (2.1.89)

Pela expressao (2.1.88), tem-se que:

p(x) =1, (x)exp (= No) , (2.1.90)

ou seja, p € uma fungdo constante. Substituindo (2.1.90) no vinculo (2.1.89):

/n L, (%) exp (= X) dx = 1 (2.1.91)



124 Maéximo de entropia e informacgao

exp (—Ag) 1, (x) dx =
/" ' (2.1.92)

exp (—Ag) /n 1, (x) dx =1

1
exp (=Xo) lkn] =1 = exp(—Xo) = Tl (2.1.93)

com k| = / 1, (x) dx sendo a medida de k,. Substituindo (2.1.93) em
Rn
(2.1.90), determina-se que:

1
[knl -

O wvalor de Mg € calculado igualando-se (2.1.90) a (2.1.94):

Ao =—In <ﬁ) . (2.1.95)

EXEMPLO 2.1.10. Seja X uma vetor aleatorio de dimensao n, com suporte k, =
(0,400) X -+ x (0,400) C R™ e com vetor média conhecido E[X] = px € kn, ou
seja:

p(x) = L, (x) (2.1.94)

H1
EX]=1 : |, m=EX) (2.1.96)

M

A funcao densidade de probabilidade de X construida pelo Principio da Mdxima
Entropia é:

p(x) = p1(x1) X -+ X pn(n) , (2.1.97)

onde a densidade p; da varidvel aleatdria X; € escrita como uma fungdo exponen-
cial (2.1.49):

1 i .
pj(;) = L(0,00)(25) M_ exp (——), j=1,---,n, (2.1.98)
J

mostrando que, pelo Principio da Mdzima Entropia, as n varidveis aleatorias
Xi,-++, X, sao independentes.
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EXEMPLO 2.1.11. Seja X um vetor aleatorio de dimensao n, com suporte k, = R™,
com vetor média conhecida E[X] = px = (py -+ p1,,)" € kn, onde p; = E[X;] e
com matriz de covariancia C real simétrica positiva definida conhecida.

A fungao densidade de probabilidade de X construida pelo Principio da Mdzxima
Entropia € a densidade Gaussiana:

p(x) =
1

J/@m)" detC |

o { 3O = ) L}

2.1.4 Matrizes aleatdrias

Nas secoes anteriores do trabalho foi mostrado como o Principio da Maxima Entro-
pia (PEM) determina as fungoes densidades de probabilidade de vardveis e vetores
aleatdrios (casos em que apenas algumas informagoes sobre essas varidveis sao co-
nhecidas). Dessa forma, quando se faz uma abordagem estocéstica paramétrica
de um sistema, o PEM pode ser utilizado para construir as densidades de pro-
babilidade dos pardmetros do sistema que sao considerados aleatérios (e portanto
representados por varidveis/vetores aleatérios).

Porém, essa abordagem paramétrica, em alguns problemas, revela-se nao ser a
mais adequada para modelar incertezas. Ao invés de se considerar que a incerteza
estd presente nos parametros do sistema, pode ser necessario considera-la intrinseca
ao modelo. Nesse caso, as incertezas estao nas matrizes que compoem o sistema
de equagoes do modelo e, assim, o modelo é composto por matrizes aleatorias.

Igualmente ao feito nos casos das varidveis/vetores aleatérios, o PEM pode
ser utilizado para construir as densidades de probabilidade de matrizes aleatérias.
Esta abordagem foi introduzida recentemente por Soize (Cf. [76]) em 2000.

A notagao utilizada para representar subconjunto de matrizes é:

e M, (R): conjunto de todas as matrizes reais quadradas n X n;

e MY (R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas n x n;

M O(R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas positivo - semidefi-
nidas n X n;

M} (R): conjunto de todas as matrizes reais simétricas positivo - definidas
n X n;

e MP(R): conjunto de todas as matrizes reais diagonais n x n.
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MP(R) ¢ M} (R) ¢ M O(R) ¢ M3(R) € M, (R) (2.1.100)

A norma de uma matriz A = (A4;;), ., j<n ¢ dada por

[All= sup [[Ax]| , xeR". (2.1.101)
!

lz[<1

e a norma Frobenius (or Hilbert-Schmidt norm) é:

JAl: =tr {ATA} =) ") 4% (2.1.102)

j=1k=1

tal que: [[A[l < [[Allp < v/n A
Seja Ay = (An,ij)1<; j<, Uma matriz aleatéria com valores em M, (R) cuja

distribui¢io de probabilidade Pa, = pa,(A,) dA, é definida através de uma
funcao densidade de probabilidade desconhecida:
A, —pa,(A), do M (R) em RT =[0,+00) (2.1.103)
com respeito ao elemento de volume:
dA, =20 T dA; (2.1.104)
1<i<j<n

Esta fungao densidade de probabilidade desconhecida pode ser construida através
do PEM utilizando somente as informagoes conhecidas.
Suponha que essas informagoes conhecidas sobre A,, sejam:

1. A, € MH(R) e/ pa, (An) dA, = 1;
M (R)

2. o valor esperado de A,, é conhecido, ou seja:
BA) = [ Auwpa (A4, - A,
M (R)

3. / In (det A,,)pa, (A,) dA, = v, com |v| < +oo.
M (R)
A entropia relacionada a pa, é dada por:

S(pa,) = _/W(R) pa, (An)In (pa, (Ay)) dA, . (2.1.105)
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Seja Cuq 0 espago das fungoes A, — pa, do M} (R) em Rt = [0,+00)
atendendo aos vinculos definidos acima.

Para descobrir qual a expressao da funcao pa, € C.q que maximiza essa en-
tropia S (2.1.79), um problema de otimizagao (2.1.106) deve ser resolvido:

max S(p) . (2.1.106)

PECad

Para simplificar o problema, sdo feitas algumas manipulagoes algébricas. A
matriz positiva-definida A, pode ser decomposta usando a decomposicao de Cho-
lesky:

A, =L"L (2.1.107)

I2n T =n=n >

sendo L, uma matriz triangular superior. Consequentemente, a matriz aleatéria
A, pode ser escrita como:

A, =L/ G,L, (2.1.108)
onde G,, é uma matriz aleatéria com valores em M (R) tais que:

G,=EG,)=1,. (2.1.109)

A distribuicao de probabilidade Pg, = pa, (Gr)dG, possui uma densidade de
probabilidade com respeito ao elemento de volume:

Gy =20 T dAn;

1<i<j<n

e pode ser escrita como:

(n+1) (1-62%)
PG, (Gn) = ]le(R)(Gn) X OGn X (det Gn) 265
(2.1.110)
X exp {— (Z;l)tan} ,
A
onde a constante de normalizacdo Cg,, vale:
—1
Ca, = B . (2.1.111)

n n 1—j
{IGer (5 + 54}

O parametro de dispersao d4 é dado por:
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B(IG. -G, 2 *
5A:{ (s gnnw} | (21.112)
IG5

com0<6<1/n+1.
n+5

Além disso, a matriz positiva - definida G,, pode ser decomposta usando a
decomposicao de Cholesky:

G,=M!M,, , (2.1.113)

onde M,, é uma matriz triangular superior com valores em M, (R). Fazendo essa
decomposicao, as entradas da matriz triangular superior M,, tornam-se variaveis
aleatorias independentes, caracterizadas por:

e casoj < j't M, jj = a,Ujj, onde o, = §4(n+1)"2 e Uj; é uma varigvel
aleatéria real Gaussiana reduzida(com média zero e varidncia um).

o caso j = j': M, ;; = on+/2V;, onde V; é uma varidvel aleatdria real positiva
Gamma, com funcao densidade de probabilidade:

1 (z2-1) _,
pv (v) = Tgs (V) —————— v\ 4 e (2.1.114)
J T n+1 + 1—j
203‘ 2

2.2 Geracao de amostras de variaveis aleatorias,
vetores aleatorios e processos estocasticos

Foi visto no inicio do capitulo que construidos os modelos deterministico e es-
tocdstico (utilizando-se, por exemplo, o PEM) de um sistema, o Método de Monte
Carlo pode ser aplicado para obter-se inferéncias estatisticas sobre a resposta desse
sistema (2.1).

Porém como o método tipicamente envolve a geracao de observagoes de alguma
distribuicao de probabilidade, torna-se indispensavel estudar-se geracao de:

e varidveis e vetores aleatorios;
® processos e campos estocdsticos

para poder-se trabalhar com o método Monte Carlo.
Por exemplo, dado um sistema, suponha que o Principio da Maxima Entro-
pia tenha sido utilizado para determinar-se a densidade de probabilidade dos
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parametros considerados aleatérios. Caso deseje-se aplicar o Método de Monte
Carlo para esse problema, sera necesséario gerar amostras dos objetos estocasticos.

Quando deseja-se gerar amostrar de uma variavel aleatéria real, X, com uma
densidade de probabilidade p, busca-se obter uma sequéncia de valores {z;, }
com x,, € R,¥Ym que representem realizagoes de X.

Muitos livros e artigos chamam os geradores de amostras de variaveis aleatorias
frequentemente de geradores de nimeros aleatérios (RNG-Random Number Gene-
rator). Abaixo segue uma lista com os principais requisitos de um RNG, espera-se
que ele:

meN?

1. seja rapido, pois em suas aplicagcoes podem ser necessario gerar milhoes de
amostras.

2. seja repetivel, para tornar possivel uma depuragao do processo.

3. seja passivel de andlise, para poder-se estudar as propriedades da sua distri-
buicao de probabilidade.

4. tenha um longo periodo.

5. seja aparentemente aleatério para a aplicagao a qual é destinado.

No inicio do desenvolvimento de geradores, muitas técnicas hibridas de sistemas
analdgicos e digitais foram experimentadas. Como exemplo, tem-se os circuitos
eletronicos geradores de ruido branco. No entanto, estes métodos apresentavam
muitas desvantagens: eram muito lentos, nao repetiveis, tendiam a tornar-se ten-
denciosos e, exigiam equipamentos muito especializados. Por isso, essas técnicas
foram sendo substituidas com o passar dos anos. Hoje, praticamente todos os
geradores sao baseados em algoritmos.

Como o computador é um dispositivo deterministico, pode parecer impossivel
que ele seja utilizado como um gerador. De fato, amostras geradas por computa-
dores sao obtidas através de algoritmos deterministicos. No entanto, elas parecem
ser aleatérias e, para confirmar esse comportamento, deveriam ser submetidas a
rigorosos testes. Muitas vezes, essas amostras sao chamadas de ’pseudo-aleatorias’
(Ct. [75]).

Em (Cf. [48]), o autor Knuth descreve uma tentativa feita por ele de construir
um gerador de amostras de varidveis aleatérias. Ele escreveu um algoritmo que
trabalhava com ntimeros decimais de 10 digitos, gerando uma sequéncia de valores
{®i},cn a partir de um valor inicial.

Apesar de extenso, Knuth verificou que seu algoritmo podia convergir rapida-
mente para um ponto fixo. Além disso, testando-o, ele percebeu que, mesmo uti-
lizando diferentes valores iniciais, a sequéncia de nimeros comecava rapidamente
a se repetir.
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Dessa forma, o algoritmo de Knuth é um excelente exemplo de que a uma
grande complexidade em um algoritmo nao garante que ele serd um bom gerador
de amostras de variaveis aleatorias. Muitas vezes, a complexidade esconde o com-
portamento de repeticao dos nimeros gerados. E assim, conclui-se que: amostras
de varidveis aleatorias nao devem ser geradas com um método escolhido ao acaso
(Cf. [48)]).

Muitos métodos de geragao de amostras de variaveis e vetores aleatorios foram
desenvolvidos ao longo dos tltimos anos. Como por exemplo, os geradores baseados
em congruéncia linear, baseados no Método da Transformada Inversa, baseados em
Cadeias de Markov (Monte Carlo Cadeia de Markov) entre outros.

Nao serd discutido nesse texto os casos mais simples de geragao. Sugere-se ao
leitor consultar [68], [29] e [69].

Quando deseja-se obter realizagoes de processos e campos estocésticos, o pro-
cesso de geragao é um pouco mais complicado por tratar-se de problemas de di-
mensao infinita. A seguir é feita uma breve introdugao aos processos estocésticos e,
em sequéncia é mostrado como a Expansao de Karhunen-Loeve pode ser utilizada
para gerar-se realizagoes desses processos.

2.2.1 Processos estocasticos

Um processo estocastico, X, é definido como um mapeamento que associa a cada
ponto amostra w €  uma fungdo real de um parametro ¢ pertencente a um
conjunto T (na maioria dos processos estocdsticos, o parametro ¢ estd associado ao
tempo) (Cf. [1, 56]). Dessa forma, cria-se uma familia F de fungoes de ¢ (t € T).

X: Q — F

w — X(t,w), teT. (2.2.115)

Assim, um processo estocéstico é uma fungao de duas varidveis (w e t) cujos
dominios sdo 2 e T C R, respectivamente. Ao se fixar, por exemplo, o valor w,,, € Q)
para w, o processo estocdstico passa a representar uma tnica fungio X (t,w,,) de
t. Ao se fixar o valor ¢; para t, o processo estocdstico passa a representar uma
varidvel aleatéria, X'(t;,w), que associa a cada ponto amostra, wy,, um nimero
real X (t;, wp).

Um processo estocédstico pode ser interpretado como um ntmero infinito de
varidveis aleatérias indexadas pelo parametro ¢. Fixado um valor de ¢ = t;, a
variavel aleatéria X' (¢, w) possui uma funcao distribuicao de probabilidade F' dada
por:

Fut, w(x) = P(X(t;,w) < ) (2.2.116)

e uma fungao densidade de probabilidade px(;, w)-
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A média de um processo estocéstico, X, é definida pela equagdo (2.2.117), a
varidncia por (2.2.118), a autocorrelagao por (2.2.119) e a covaridncia por (2.2.120):

oo

o) = BLX(w)] = [ @ by (o) do (2.2.117)

— 00

(2.2.118)
E[X2(t,w)] — E[X(t,w)]?
Rxx(t1,t2) = E[X(t1,w) X(t2, W)] (2.2.119)
C(t1,t2) =
E[(X(t,w) = pa(ta)) (X(t2, W) — pr(t2))] = (2.2.120)

EX (tr, w)X (t2, w)] — pa (b)) iy (t2) =
Rxx(t1,t2) — pa(t)px(t2) -
2.3 Expansao de Karhunen-Loeve

DEFINIGAO 2.3.1. (EXPANSAO DE KARHUNEN-LOEVE)

Seja 1y a média em fungao do tempo de um processo estocdstico X e seja
C(t1,t2) a sua funcdo de covariincia. A expanséo de Karhunen-Loéve de X €
expressa, por:

X(t, w) = pap(t) + Z V() Xi(w) (2.3.121)

onde cada V; € uma autofuncdo e cada \; o correspondente autovalor do sequinte
problema:

/ C(tl,tg)’lbi(tg) dto = \; ’lﬁi(tl) teT (23122)
T

e onde {Xi},cnsq € uma sequéncia de varidveis aleatérias duas a duas descorre-
lacionadas, tal que:

E[XZ] =0 e E[Xl X]] = 6ij V’L,] eN, (23123)
e € definida por:

Xi(w) = — /T [X(t, w) — puy ()]s (t) dt , Vi€ N . (2.3.124)
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Dessa forma, a expansao de Karhunen-Loéve representa uma maneira muito
especial de decompor um processo estocdstico em uma soma infinita de termos
que dependem do tempo (as autofungoes v;) e de uma sequéncia de varidveis
aleatorias, Xj.

Na pratica, a expansao de KL é aproximada por uma soma finita com d termos:

d
Xt w) % () + 3 VN ,(8) Xa(w) . (2.3.125)
i=1
Surgem entao duas questoes a serem analisadas:

1. se uma boa aproximagao para o processo estocastico X pode ser obtida
truncando-se a série em d termos e;

2. quantos termos sao necessarios para obter-se essa boa aproximagao.

A resposta para essas questoes esta relacionada com uma importante carac-
teristica da expansao de Karhunen-Loeve: o decaimento do valor dos autovalores,
Ai, em fungao do crescimento do indice 3.

A ordenagao de forma decrescente da sequéncia de autovalores {\;} obtidas
por (2.3.122) permite que se avalie a importancia desses autovalores na expansao
de KL. Quanto menor o autovalor, menor é a sua influéncia na série de KL.

Assim, para determinar o nimero de termos utilizados na expansao de KL trun-
cada, é usual analisar o decaimento dos \; e considerar os d primeiros autovalores,
fazendo com que a influéncia dos termos desprezados seja a menor possivel.

E importante observar que esse nimero de termos d a serem considerados vai
depender do processo estocastico que esta sendo expandido e de sua funcao de co-
variancia. Exemplos de aplicagoes da decomposi¢ao de KL podem ser encontrados
em [79, 6, 7, 72, 71, 70, 31, 15, 52].

Os préximos exemplos ilustram essa caracteristica do decaimento dos autova-
lores para processos com diferentes fungoes de covariancia.

ExeEMPLO 2.3.2. Considere um processo estocdstico X, com parametro t definido
para t € T = [=b,b] e com uma fun¢do de covariincia C exponencial:

— 1t —1t
C(ty,ts) = exp <%) ., a>0. (2.3.126)

Aplicando-se a expansdo de Karhunen-Loéve a esse processo, as autofungoes i,
e seus correspondentes autovalores \; sao calculados através da sequinte integral
(2.3.122):

/ exp (—clt1 — t2])1h;(t2) dta = Ni ¥;(t1) , (2.3.127)
T
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onde ¢ =1/a. A expressio (2.3.127) pode ser reescrita como:

/ ' exp (—C(tl — tg))’lﬂi(tg) dtg
- (2.3.128)

b
+/ exp (—C(tg — tl))wi(tg) dto = \; ’Q/Jl-(tl) .
ty

Diferenciando (2.3.128) duas vezes em relagdo a ty e, fazendo algumas mani-
pulagoes matemdticas, obtém-se uma equagao diferencial em termos de ;. Resol-
vendo essa equagao (Cf. [82]), chega-se a seguinte expressao para os autovalores
)‘i N

2a .
—, i par
1+ a?w?
A = 2 o (2.3.129)
T a2 i impar
e para as correspondentes autofuncoes i, :
in (2w;b
sin (w;t)/4/b — LH; nd ), i par
w;
P, (t) = : (2.3.130)
. sin (2v;b) L,
sin (v;t) /4 /b + 5 i impar
v;
onde w; e v; sao solugoes da equacdo:
aw + tan (wb) = 0, i par
{ 1 — avtan (vb) =0, i impar (2.3.131)

Na figura (2.2) é apresentado o grdfico dos primeiros 20 autovalores \; calcu-
lados para a fun¢do de covaridncia exponencial (2.8.126) com diferentes valores
de a.

ExeMPLO 2.3.3. Considere um processo estocdstico X, com parametro t definido
parat € T = [=b,b] e com uma fungdo de covariancia C':

Clt1, 1) = 6(ty — t2) . (2.3.132)

Aplicando a expansdo de KL a X, verifica-se por (2.3.122) que as autofuncies
1, podem ser quaisquer fungoes ortogonais e, os autovalores \; sdo todos constantes
iguais a 1, isto é, \; = 1,Vi. Nesse caso, quando C(t1,t2) = 6(t; — t2) ndo hd
decaimento dos autovalores.
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Figura 2.2: Primeiros 20 autovalores \; calculados para a funcao de covariancia
com diferentes valores de a.

2.3.1 Expansao de KL aplicada a processos estocasticos gaus-
sianos

Os processos estocasticos gaussianos quando submetidos a expansao de KL apre-
sentam um comportamento especial. Eles sdo representados pela soma (2.3.121)
onde todos os X; sao varidveis aleatérias gaussianas independentes.

Isso se deve ao fato de que, quando trabalha-se com varidveis aleatérias gaus-
sianas, descorrelagao é equivalente a independéncia e, além disso, combinagoes
lineares de variaveis gaussianas resultam em varidveis aleatdrias gaussianas.

Dessa forma, a expansao truncada de KL permite parametrizar um processos
estocasticos gaussianos em um nimero finito de variaveis aleatdrias gaussianas.

2.3.2 Exemplos numéricos da expansao de KL

Na segao anterior, mostrou-se como obter expressoes analiticas da expansao de
Karhunen-Loeéve para processos estocdsticos a partir da expressao analitica da
funcao de covariancia. Nesta secao é mostrado como a expansao de KL pode ser
estimada numericamente a partir das realizagoes do processo estocastico.

7

Antes de explicar como isso é feito, é necessdrio definir o que é considerado
uma realizagao de um processo estocdstico em uma simulagao numérica.
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2.3.3 O processo de discretizacao

O computador é um dispositivo capaz de fazer contas em um dominio discreto.
Por isso, toda vez que um algoritmo é implementado em alguma linguagem com-
putacional, é escrito para fazer contas discretas. Quando se deseja trabalhar em
um dominio continuo, é necessario fazer uma discretizagao. No francés ha uma
palavra que define bem essa transformagao, é a chamada ”numérisation”.

Por isso, quando se trabalha com realiza¢oes numéricas, w,,, de um processo
estocdstico X, primeiramente faz-se uma discretizagio do pardmetro ¢ (geralmente
associado ao tempo). Considera-se, por exemplo, que ele assumird n valores
t1,t, - ,tj,- - s, th €TeVjeN.

Fixados esses n instantes, pode-se entao associar a cada instante ¢; uma varidvel
aleatéria X'(t;,w). No total, ficam definidas n varidveis:

X(t1,w), X(te,w), -+, X(tj,w), -, X(tn, w).
Cada realizagao, w,,, de X é representada por realizagoes dessas n varidveis
aleatdrias, ou seja: X (t1, Wm), -+, X5, Wm), -+, X(tn, Wm).

E usual e pratico representar cada realizagao w,, através de um vetor com n
componentes:

X(tl, Wm)
X(twn) = | X(twm) | (2.3.133)

X (b, Win)
Um processo estocastico é dito estar especificado até ordem n quando a fungao
densidade de probabilidade conjunta
Px(t1, W)X (t2,W)--X (tn,W)

é conhecida para qualquer conjunto de valores (t1,ta,- -+ ,t;, -+ ,t,), tais que t; €
T, Vi.

Assim, dado um processo especificado até uma ordem n, é possivel gerar rea-
lizagOes numéricas desse processo. Ou seja, é possivel obter os vetores:

X(t,wl), X(t,WQ), et

2.3.4 Estimativas de um processo estocastico

A partir de um numero grande, M, de realizagdes numéricas de um processo
estocastico X, estimativas para a média, variancia e correlagao desse processo
podem ser calculadas (Cf. [81]).
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Suponha que cada realizagdo w,, do processo, {X(t,w,,)}, é representada
por um vetor (n x 1) e que nessa realizagdo, o parametro ¢ assume os valores
tiyto, -t by €T,

Dessa forma, a média, uy(t), pode ser estimada através de um vetor com n
componentes. Cada componente j representa a estimativa da média da variavel
aleatéria X (t;,w), sendo calculada por:

1 .
=17 > X(tj, wm) j=1,-,n. (2.3.134)

Assim, o vetor {fiy(t)} que estima a média do processo é:

fra(t1)
e = | Azt | - (2.3.135)
fra (tn)
Tendo calculado {fiy(t)}, um procedimento semelhante pode ser feito para
estimar a variancia do processo, 0/2,( (2.2.118). Em cada instante t;, j =1,--- , n:
M
5% (t;) = i D (Ra(ty) = X(ty, win))* - (2.3.136)
m=1

Assim, define-se o vetor:

F3(t) = &ifktj) . (2.3.137)

Para estimar a funcdo de covaridncia em dois instantes quaisquer ¢;, ¢, € T,
faz-se:

M
Clty,ty) = L Z (tj, W) — i (t)] - [X(tr, W) — fix (t6)] . (2.3.138)

m:l
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Dessa forma, a funcao de covariancia pode ser representada através de uma
matriz C (n x n):

Clti,t1) -+ Clt1,tn)

)
Il

: . : (2.3.139)
Cltn,t1) - Cltn,tn)

Representando as M realizagoes de um processo estocastico X em uma matriz
X(n x M), de forma que cada coluna de X seja uma realiza¢ao do processo:

X = (X(tawl)ax(taWQ)a"' ;X(tva)) 5 (23140)
ou seja:
X(tl,Wl) X(tl,Wg) cee X(tl,WM)
X = : : : : . (2.3.141)
X(tn,w1) X(tn,wa) -+ X(tn,wnr)

e criando uma matriz Xy em que cada coluna k seja igual a: X (¢, wy) — iy (¢),

Xo=( X(t,w1)— fir(t) - X(t,wu)—prt) ), (2.3.142)

a matriz de covariancia C pode ser escrita como:

A 1
C =1%o xt, (2.3.143)
onde ()T indica a matriz transposta.
Assim, a partir de realizagoes numeéricas de um processo estocastico, X, é
possivel obter a matriz [C] que estima a sua fun¢ao de covariancia C.

2.3.5 Estimativas dos autovalores e autofuncoes da expansao
de KL

Os termos da expansao de Karhunen-Loéve em relacao ao tempo sao calculados
através de um problema de autovalor envolvendo a fungao de covariancia (2.3.122).
Quando trabalha-se em um dominio discreto e, calcula-se uma estimativa dessa

fungao de covaridncia através da matriz [C], um problema de autovalor equivalente
a (2.3.122) pode ser definido por:



138 Maéximo de entropia e informacgao

C At =\, (2.3.144)

onde At representa o incremento de tempo utilizado para fazer-se a discretizagao
do processo estocastico.

Resolver (2.3.144), significa obter n autovalores \i e seus n correspondentes
autovetores 12:1-.

Esses \; calculados sdo considerados estimativas para os autovalores de (2.3.122)
e, 08 12’1 sao considerados estimativas para as autofuncgoes 1p;.

_ (A
A=)

onde Ay e As sdo varidveis aleatorias gaussianas com média e matriz de co-
variancia dados por:

EXEMPLO 2.3.4. Seja

1 1 1/2
en=[ 1] [ ] e
Considere o sequinte processo estocdstico:

X(t,w)= Ay t+ Ay . (2.3.146)

Dado que Ay e As sao varidveis aleatdrias gaussianas, X € uma combina¢ao
linear de gaussianas, ou seja, € um processo estocdstico gaussiano.

Assim, para qualquer valor de t; € T, a funcdo densidade de probabilidade
correspondente px (s, w) € gaussiana.

Esse processo estocdstico pode ser representado por:

X(t,w)=TA=(t 1) < ﬁ; ) , (2.3.147)

e terd média e variancia:

py(t) =Tuy =t+2 (2.3.148)

0% (t) =TCATT =t +t41. (2.3.149)

Dessa forma, a fungdo densidade de probabilidade px(:; w) € conhecida para
qualquer valor de t; € T:
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(z—(t;+2))2
oo it+2)”
e 2(tj+t]+1)

1

Px(t;,w) (z) =
’ V2 82+t + 1

e consequentemente, o processo é dito estar especificado até primeira ordem.

A partir da densidade de probabilidade (2.8.150), 10* realizacées foram geradas
para esse processo (no intervalo de tempo [0,10] e com um At =0.1). Estimou-se
a matriz de covariGncia [C’] por (2.3.143) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (2.5.144).

Os autovalores estimados sao mostrados na figura (2.3).

, (2.3.150)

Autovalores

A
i

0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.3: Autovalores )\; estimados a partir da matriz de covariancia [C] do
processo (2.3.146).

EXEMPLO 2.3.5. Considere o sequinte processo estocdstico:

X(t,w) = Ay cos(wt) + Ay sin (wt) , (2.3.151)

onde Ay e Ay sao wvaridveis aleatdrias gaussianas com média e matriz de co-
variancia dados por (2.3.145). Da mesma forma que no exemplo anterior, 2.1.6,
X € gaussiano, o processo estocdstico deste exemplo também € gaussiano. FEle pode
ser representado por:

X(t,w) = [T]A = [ cos® (wt) sin(wt) | { ﬁ; ] ) (2.3.152)
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e, possui média e variancia:

pr(t) = [T]{ps} = cos(wt) + 2 sin (wt) (2.3.153)

o2 (t) = [T][CA)[T)T = cos? (wt) + cos (wt) sin (wt) + sin? (wt) . (2.3.154)

A fungao densidade de probabilidade px(i; w) € conhecida para qualquer valor
de tj e T:

1 <m—u2x<tj))2
. )= ————r¢ 2°x&) 2.3.155
pX(t],’LU)( ) mm ( )

e, 0 processo € dito estar especificado até primeira ordem.

A partir da densidade de probabilidade (2.8.150), 10* realizacées foram geradas
para esse processo (no intervalo de tempo [0,10] e com um At =0.1). Estimou-se
a matriz de covariGncia [C’] por (2.3.143) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (2.5.144).

Os autovalores estimados sao mostrados na figura (2.4).

Autovalores

0.18

0.16 P 4

012} e E

01t o .

0.06} ", 4

I
0 20 40 60 80 100 120

Figura 2.4: Autovalores \; estimados a partir da matriz de covaridncia [C] do
processo (2.3.151).
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2.3.6 Estimativas das variaveis aleatdérias da expansao de
KL

Quando trabalha-se com a expansao de KL de um processo estocastico X em um
dominio discreto, apos ter-se calculado estimativas para os autovalores, ;\i, e para
as autofungoes, ’Q,A[Jl-, é necessario estimar-se a fungao densidade de probabilidade
das varidveis aleatérias X; da expansao.

A partir da expressdo (2.3.124), cada realizacao w,,, m € N, de cada uma das
varidveis aleatdérias X; da expansao de KL pode ser calculada por:

Xi(orm) = (Xt wm) = () s D) (2.3.156)

onde X (t,w,,) representa uma realizagdo numérica m do processo estocdstico X,
ou seja é o vetor definido em (2.3.133) e pertence a R™.

Para estimar a funcao densidade de probabilidade dessa variavel aleatéria X,
basta calcular um ntimero M grande de realizacoes de X; e, construir o histograma
dessas M realizagoes.

As M realizagoes de X; podem ser expressas por um vetor X;, (M x 1), (cada
componente representa uma realizacdo m de X;). Esse vetor pode ser calculado
por:

1
Ai
onde a matriz Xy estd definida em (2.3.142) e tem dimensao (n x m).

X; = —&1'9, , (2.3.157)

2.4 Geracao de realizacoes processos estocasticos
a partir da expansao de KL

A expansao de Karhunen-Loeéve é uma poderosa técnica de parametrizagao de um
processo estocastico que possibilita sua aproximacao através de um processo de
dimensao finita, ou seja, um vetor aleatério. Ela pode ser utilizada, por exemplo,
para facilitar e reduzir o custo computacional da geracao de realizacGes desse
processo.

Quando trabalha-se com o método de Monte Carlo, geralmente deseja-se gerar
realizagoes de uma varidvel, vetor aleatério ou processo estocdstico e posterior-
mente utilizar as amostras geradas para aproximar alguma fungao de interesse.
Assim, o método utiliza a amostragem aleatéria como ferramenta para produ-
zir observagoes sobre as quais se realizam inferéncias estatisticas com objetivo de
extrair informagoes sobre as observagoes (Cf. [75]).

Essa secao mostra como gerar amostras de processos estocdsticos, que seriam
utilizadas por exemplo no Método de Monte Carlo, a partir da expansao de KL.
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Dado um processo estocastico, X', suponha que o vetor de média fi,(t) e a
matriz de covariancia € possam ter sido estimados por (2.3.144) e (2.3.143) e,
que o problema de autovalor (2.3.144) tenha sido resolvido. Suponha também que
a funcao densidade de probabilidade de cada varidvel aleatéria X; da expansao
de Karhunen-Loeve tenha sido estimada através do histograma de suas amostras
(calculadas por (2.3.157)).

Considere por exemplo que n autovalores \; e n autovetores @Abl (n x 1) foram
calculados.

Pela expansao truncada de KL, com d termos (d < m), para esse processo,
verifica-se que cada realizagao numeérica de X pode ser escrita como:

d
XED (¢ w,) = iy (t) + Z \//\i b Xi(Win). (2.4.158)
i=1

onde X;(w,,) representa uma realizagdo m de cada varidvel aleatéria X;.
Assim, vetores X (t,w,,) sdo gerados através de realizacbes de um numero
finito, d, das varidveis aleatorias X;.

EXEMPLO 2.4.1. Suponha que deseja-se gerar-se realiza¢oes através da expansdao
de KL de um processo estocastico, X, com parametro t > 0, caracterizado por
um passeio aleatorio com incrementos com densidade de probabilidade Gamma,
tal que:

1. X(0,w) = 0;
2. X(t,w), t >0, é um processo estocdstico com incrementos independentes;

3. a densidade de probabilidade da  varidvel aleatdria Y =
X (te, w)—X (t1, w), comty > t1 > 0, é Gamma. Sua média € py = m(ta—17)
e seu coeficiente de variagdo é §y = ﬁ), comm >0 ed >0 fizados.
Para gerar-se realizacoes através da erpansio de KL de X, primeiramente
foram geradas 10* realizagdes desse processo (no intervalo de tempo [0,10] e com
diferentes discretizagoes de tempo At). Através dessas realizagoes, estimou-se a
matriz de covaridncia C por (2.3.143) e, posteriormente resolveu-se o problema
de autovalor (2.53.144).
As aprozimacdes obtidas para os vinte primeiros autovalores i sdo mostradas
na figura 2.5.
A partir dos histogramas das varidveis aleatdrias da expansio de KL (2.3.157),
foi possivel estimar as funcgoes densidades de probabilidade de cada varidvel X;. Os
grdficos das densidades estimadas para as quatro primeiras varidveis sao mostradas

em (2.6).
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Ai dt = 0.100

. - m-dt = 0.050

08 | = dt = 0.010

| dt = 0.005

0.6 | -®—dt = 0.001
04 |
0.2} |
o

OM
0 5 10 15 20 25

Figura 2.5: Estimativas dos autovalores i da matriz C para diferentes discre-
tizagoes de tempo dt.

Tendo as densidades de probabilidade das varidveis aleatdrias X;, amostras
de cada uma dessas varidveis foram obtidas através do Método de Monte Carlo
Cadeia de Markov (MCMC). Assim, pela expressio da expansio truncada de KL
(2.4.158) foi possivel calcular realizagées de X.

Para analisar a influéncia do nimero de termos d usados na expressao truncada
de KL, duas estratégias foram utilizadas.

Primeira estratégia: a partir das amostras de X geradas por KL, estimou-se

a matriz de covariancia do processo, Cq, calculou-se a norma Frobenius dessa
matriz e analisou-se o erro:

¢

Erro= Er

Fr

para diferentes numeros de termos d usados na expressao truncada de KL. Os
resultados obtidos sdo mostrados na figura (2.7) mostra. Verifica-se que quanto
maior o ndmero de termos usados na expansao, menor serd o erro (2.4.159).

Segunda estratégia: fez-se uma comparacdo entre:

e a funcdo densidade de probabilidade da varidvel aleatdria X(t = t, w) (para
algum t fizado t =1);
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Figura 2.6: Estimativas para as densidade de probabilidade das quatro primeiras
varidveis aleatérias X; da expansao de KL.

e 0 histograma da varidvel aleatéria XKL (t = t,w), calculado através das
realizagoes do processo estocastico geradas pela expansao de KL.

Nas figuras (2.8) e (2.9) sdo mostrados as densidades px—2w) (nesse caso,
t = 2) e 0s histogramas da varidvel aleatoria
X(KL)(t = 2, w) para os casos em que consideraram-se d =1, d =2, d =15 e
d = 10 termos na expansao de KL. Pelas figuras, verifica-se que quanto se au-
menta o numero de termos usados na expansdo, o histograma de X(KL)(t =2, w)
se aprozima da densidade px (1—2,w)-
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Figura 2.7: Erro (2.4.159) obtido para diferentes nimeros de termos d.

KL: d =1 KL: d =2
0.4 histograma 0.4 histograma
-X (t=2.w) -X,j( =2w)
03 — Px(1=2.W) 03 — PX(1=2,W)
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Figura 2.8: Densidades px(;—2,w) e histogramas de XEL(t =2, w) parad = 1e
d = 2 termos.

KL: d =5 KL: d =10
0.4 histograma 04 - histograma
-X,](P‘ = W] Xilt=2,w)
03 — PX(1=2,W) 03 — Px(1=2,W)
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Figura 2.9: Densidades py(;—2,w) € histogramas de XEL(t =2 w) parad =5 e
d = 10 termos.
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Capitulo 3

Representacao de Variaveis
Aleatorias

Tratando-se de varidveis aleatorias, utiliza-se usualmente a palavra representacao
com o significado de aproximacdo. De maneira informal, o problema de repre-
sentacao de varidveis aleatdrias pode ser colocado da forma seguinte:

PROBLEMA-MODELO 3.1. .(INFORMAL)- Sejam Y e X dois vetores aleatdrios
(eventualmente de dimensdes diferentes). Seja S # & um conjunto de fungoes de
X. Determinar um elemento PY de S tal que PY esteja mais proximo de 'Y que
todo outro elemento de S.

Idealmente, desejamos que PY =Y ou que, pelo menos, a diferenga entre PY
e Y seja muito pequena, de maneira a podermos utilizar PY em lugar de Y para
as aplicagoes praticas.

E interessante notar que esta formulacao conduz a um problema de otimizagao:
trata-se de determinar um elemento de S 6timo segundo um critério de proximi-
dade. A introducao de definigbes precisas de S e de um critério de proximidade
sao indispensaveis para a formalizacdo, o estudo de propriedades e a resolugao
numeérica.

3.1 Aproximacoes baseadas em propriedades hil-
bertianas

Quando consideramos variaveis de quadrado integravel (S C L? (€2, P)), podemos
explorar a estrutura hilbertiana deste conjunto (Cf. 1.4, 1.9):
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PROBLEMA 3.1.1. Sejam Y e X dois vetores aleatorios tomando valores em R? e
RP, respectivamente. Seja S # @, S C L2 (Q, P) um conjunto de funcées de X.
Determinar

ZeSel||Z-Y|=min{||[c-=Y]|:ce S} . (3.1.1)

A resolugdo deste ultimo problema é baseada na nocao de projecdo ortogo-
nal (Cf. definigdo 1.4.2 ) e os resultados tedricos fundamentais associados sdo o
teorema da projecao ortogonal e suas conseqiiéncias (Cf. proposigao 1.4.3 ). A
resolugao pratica é frequentemente baseada na proposi¢ao 1.4.5 : temos

PYeSeY—-PY LS,
de modo que
PYeS e (Y-PY,s)=0,Vse S.

Esta ultima equagao é geralmente utilizada para determinar numéricamente a
aproximagdo. Notemos que a representacdo sé pode ser exata (isto é, a igualdade
Y = PY s6 pode ser satisfeita) quando Y € S.

3.1.1 Melhor aproximacgao de Y por uma funcgao arbitraria
de X: esperancga condicional
Dentro do quadro hilbertiano, a aproximacao mais geral é dada pela esperanca

condicional. Neste caso, S é simplesmente o conjunto de todas as fungoes de X
que continuem sendo de quadrado integravel :

S={Z:Z=¢p(X),p:RP —RY ZecL*(Q,P)}

| WUl = VTO), (U, V)=EUV) .

Como j& vimos (segdes 1.4.3 , 1.9.1 , a solucao neste caso é PY = E (Y |X), a
esperanca condicional de Y com relagao a X.

Utilizamos a notacao F (Y |X = x) para designar o valor pontual de PY para
um dado valor de X. Quando o par (X, Y) possue uma densidade f (z,y) (isto é,
P(X €dx,Y € dy) = f (z,y) dedy), temos PY = g(X), com

g(x):/yf(y | X =2)dy

no qual f(y | X =x) é a distribuicdo de probabilidade de Y condicional a X

£y |X=w)=f(w,y)//Rf(:v,y)dy=f(w,y)/fx(w) .
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A esperanga condicional fornece um limite inferior para o erro em norma:
E (Y |X) é a fungao de X mais préxima de Y no sentido da norma ||z||, de forma
que [[Y = ¢ (X)]| > Y — E(Y|X)]| para toda Z = ¢ (X) € S.

EXEMPLO 3.1.2. Consideremos = (0,1) e P ((a,b)) = b —a (isto é, P(dx) =
¢ (dx) no qual £ é a medida de Lebesque). Sejam X (w) = w e YV (w) = w?. A
reparticao do par (X,Y) €
Fz,y)=P(X <z, Y<y=P(Ww<z, v*<y) =
P(w<x2, w < \Y),
de forma que
F(z, y) =min {2, y} .
A densidade de probabilidade conjunta € dada por
82

F(z, y) .

Esta derivada deve ser calculada de forma variacional: em um ponto (x,y), con-
sideramos uma bola B de raio ¢ > 0 e o conjunto D (B.) de fun¢des a suporte
compacto em B.. Temos entao

0? 92

Jzx Jy
Sejam
Bf:{(z,y)eBE:x2<\/§} ;
e
sz{(x,y)EBS:x2>\/§} ;
Ez{(m,y):x2:\/§,0<:v, y<1} ;
e ={(=,y) € B.:2* =y} .
Temos

(z,y) € BS = f(z, y) =0
e, de forma andloga,

(z,y) ¢ BS = f(z, y) =0.

de modo que a densidade f é concentrada na curva X: temos f = A(x,y)ds. A
densidade empirica, aproximada por splines quadrdticos, obtida de uma amostra
de 10000 pontos do par € dada na figura 3.1.
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Assim, notando que x* = VY = zt =y, temos

e |X=x>=A<x,y>sz<x,y>//RAu,y)azdy:
{ 0, sey # at,

1, sey =at .

densidade obtida por splines

80

Figura 3.1: Densidade obtida a partir de 10000 realizagoes do par

Logo,
E(Y|X=2)=2"e E(Y|X)=X".

E possivel determinar A (z,y) : com efeito, seja

( nm > Nw Ny

n = , Ny = s Ny = = s

"y N2+ N2 N2+ N2
1

Nx:2$,Ny:—ﬁ
Y
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a normal unitdria saindo da regido BS. Em todo ponto (z,y) € X, temos

/F & ¢ dzd —/ z? o ¢+/ f6—2¢
B. Oz Oy v= ps Oz dy B> yaxay ’

e e () 2 (2)
/BE(I)J: o ay(;ﬁ—/BE(I)dlv T 0 N, é ,

de forma que (teorema de Green) :

e o 7 (0 )2 (3) ]
/BE(I)J: (%Uay(b_/ga(x) T 0 n — N, é nol,

02 /
e Npx20d /Oy — ny Ny
/| gt [, 0900y =]

De maneira andloga,

9? . 0¢/dy >>
= div =
/Ba(x) ﬂax 5yq5 /];’E(z) (\/27 ( 0

0¢/0
L ()
e (x)
32

e NSV

Ora,

de onde

B.(z)

Assim, temos

82
/ F ¢ dady = / ng (2 = \/y)06/9y + 1y Nyp | =
B, ox 8y S () N————
=0

e (z)
e A=nyNy =ny,N,.

3.1.2 Aproximagao por uma constante: média

Quando X é uma constante de mesma dimensao que Y (isto é, p =ge X = 1),
temos:

S={ZeL*(Q):Z éconstante: Z (w) =s€R" vweQ}
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Neste caso, desejamos aproximar o valor de Y por uma constante - podemos
buscar o valor de m € RP tal que

m =arg min {[|Y —c¢||:c€eRP} .

Temos:
(Y —m, ¢) =0, Ve e RP,

de modo que
FAE(Y)=cm,Vee RrRe= m=E(Y) .

Temos

=il =B (0 - BO) = V7T

de modo que a norma do erro cometido nesta aproximagao é a raiz quadrada da
variancia de Y.

EXEMPLO 3.1.3. Consideremos Q = (0,1) e P ((a,b)) = b —a (isto é, P(dx) =
¢ (dx) no qual ¢ é a medida de Lebesgue). Sejam X (w) = Vw e Y (w) = w?.
Temos

B(X) = [ X()P (ds) = / Vi = 2
Q 0

As variancias sao

V(X)—/(X(w)—E(X))QP(dw)_/l(\/—_2>2dw_i
@ 0

vv) = [(V(w) - B)?P(de) =/1(w2— %)de *

e~

Os mesmos resultados podem ser obtidos através da densidade de probabilidade.
Por exemplo, a reparticio de X ¢é

0,sex <0
Fx(z)=P(X<z)={ 2%, se0<z<1
1, sex>1
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de modo que sua densidade de probabilidade é

(@) = 0,sex<0oux>1
X\ = 2z, se 0<x <1

Assim,

De forma andloga,

0, sey <0
Fyyy=P(Y <y) = VY, se0<y<1 |,
1, sey>1
Fy(y) = 0,sey<0ouy>1
viy) = ﬁ,seo<y<1

Assim,

1 1
EW) = [ufv) = [ 3vidy =g
0

V(Y) = /1 <x— §>2fx(:ﬂ)d$
0

3.1.3 Aproximacao afim: correlacgao linear

0
1
1 12d_4
NACEEY
0

Quando desejamos aproximar o valor de Y por uma func¢ao afim de X, temos
S={sel?(Q):s=aX+pB aB R},
Neste caso, podemos buscar os valores dos parametros a,b € R tais que
aX+b=arg min {||Y -Z||: Z=aX+8; o, €R} .

Temos:
(Y —aX —b, aX + ) =0, Vo, € R.
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Tomando sucessivamente (a, §) = (1,0) e (a, ) = (0, 1), obtemos
aB (X?)+bE(X)=E(XY) ; aBE(X)+b=E(Y) .

A solugao deste sistema linear é

_ Cov (X,Y) o
= v b=E(Y)—aE(X) .
Neste caso,
¥ —ax b= V) (1= (VP
no qual )
_ Cow(X,Y
PN = v

p(X,Y) é o coeficiente de correlagdo linear entre X e Y. Temos [p (X,Y)| <1
e o erro se anula quando |p (X,Y)] = 1.

EXEMPLO 3.1.4. Consideremos 2 = (0,1) e P ((a,b)) = b —a (isto é, P(dx) =
¢ (dx) no qual ¢ é a medida de Lebesgue). Sejam X (w) = Vw e Y (w) = w?.
Temos

2 1 1 4
B(X)=2, V(X)= 55 E()=5, V()= 1.
Além disto,
/ 2
E(XY)= /X(w)Y (w) P (dw) = /wQ\/c_udw =
Q 0
de modo que
2 1 2 4
Cov(X,Y)=E(XY)~E(X)E(Y) =7 -3 x 3=
Assim
aiC’ov(X,Y)74/637§.
V(X)) 118 77
b—E(Y)—aB(X)=2-3x2__3.
3 7 3 7

Cov(X,Y)  2V10
p(X,Y) = wX,Y) _ \/_%0.903508;
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1Y —aX —b|| = \/V (Y) (1 —[p(X, Y)]2) - 71\/5 ~ 0.127775 .

Com efeito, se

J(a,b):/(Y(w)—aX(w)—b)2P(dw):/(w2—a 5o b)
Q Q

2
dw ,

temos

1 a2 20 9 4

J(a7b)—g+7—§+b —l—ﬁa(—?)—i—?b),

de modo que

Q—a—i-éb—é

da 37 77
e

oJ 2

Assim, o minimo de J € atingido em (a, b) tal que

4 4
-b== ;2 3b=1
a+3 7 a+ s

sistema linear cuja solucao é a = % eb= —% . Notemos que
f 1
E(X?) = /X(w)2P(dw) = /wdw =5

Q 0

enquanto que

Assim, as equagoes

aE (X?)+bE(X)=E(XY) ; aE(X)+b=E(Y)

Se escrevem
1,2, 2 L4,
2 T3 T 7 eT3vT T

1
—a+b=§<:>2a+3b=1.
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3.1.4 Aproximacao polinomial

Quando desejamos aproximar o valor de Y por um polinémio de argumento X e
de grau d, pomos

A(d)—{aeRd:azo(istoé,al-z()para()gigp)

P
e |a| = Zai < d}
i=1

S=<selL? (Q):s= Z sa1a2___apr‘1X§‘2...XgP;
o € A(d)

SOthtz...O[p S Rq, Vae A(d)} s

de forma que

PY = Y tUajas.a, X{1 X532 X7 €S
o € A(d)

Y taagea, XXX, XPXDELX, | =
a € A(d)

(Y, Xlezz...Xf”> , VB e Ad) .

Esta ultima equagao fornece um sistema linear para a determinacao dos coefi-
cientes Uay ..o

Um caso particular interessante deste procedimento é aquele no qual X é um
vetor gaussiano (Cf. secao 1.11.3. O vetor é gaussiano se, por exemplo, todas as
componentes X; sdo gaussianas e independentes). Neste caso, encontramos a idéia
original de Wiener (Cf. [80], [14], [38]) que deu origem aos polindmios de caos (ou
caos polinomial).

EXEMPLO 3.1.5. Consideremos 2 = (0,1) e P ((a,b)) = b —a (isto é, P(dx) =
¢ (dx) no qual ¢ é a medida de Lebesgue). Sejam X (w) = w e Y (w) = w?.
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Quando desejamos aproximar Y por um polinémio de X, de grau d, devemos
determinar

d
PY = E u; X7,
j=0
no qual os d+ 1 coeficientes ug, u1, ..., U, verificam

d
(Zujx-f,xi) =(Y, X", 0< i<d,
j=0

isto €,
U E(X”J)*E(YXl), 0< i<d
7 =0
Pondo U = (ug, ..., uq), temos
AU = B,
onde
1
Ay =E (X)) = /[X(w)]”jp(dw) = /w@ﬂ)/z‘dw =
Q 0
. 0<ij<d
24114+
e
1
B;=E(YX') = /Y(w) (X (w)]" P (dw) = /w<i+4>/2dw =
Q 0
2
—— <1<
1 0<i:<d
A solugao fornecida por MATLAB para diferentes valores de d € dada abaizo:
d U
0 (0.3333)
1 (—0.4286, 1.1429)
2 (0.2143, — 1.4286, 2.1429)
3 (—0.0397, 0.4762, — 1.6667, 2.2222)
4 (0.0000, — 0.0000, 0.0000, — 0.0000, 1.0000)
) (0.0000, — 0.0000, 0.0000, — 0.0000, 1.0000, — 0.0000)
6 | (0.0000, — 0.0000, 0.0000, — 0.0000, 1.0000, — 0.0000, 0.0000)

Observemos que
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e para d = 0, trata-se de aproximar Y por uma constante: o resultado exato €
PY = % ~ 0.3333,

e para d = 1, trata-se de aprozimar Y por uma funcao afim de X: o resultado
exato é PY = —2+2X, 0 que corresponde a U = (—2,2) ~ (—0.4286, 1.1429).

e para d > 4, o resultado é PY = X* = E(Y | X), o que corresponde ao resul-
tado exato.

3.1.5 Aproximacao em um subespaco de dimensao finita

O caso mais usual é aquele no qual S é um subsepago de dimensao finita, isto
é, um subespago para o qual existe uma base formada de um nimero finito n de
elementos

F= {(pl(X)v vspn(X)}
tal que

Sz{sELQ(Q):SZ Zsicpi(X);siERq, 1< ign} .
i=1
Neste caso,

PY = > ujp;(X) €S

j=1

S uie; (X)), 0 (X) | = (Y, 9, (X)), 1< i<n.

j=1
Assim, U = (uq, ..., un)t é a solugio do sistema linear
AU =B, Aij = (¢; (X), ¢; (X)), Bi= (Y, ¢; (X)) .
Notemos que esta aproximacao é linear: se o € R, temos
P (Y1 + aY3) = PY; + aPYs.
Com efeito, se

(B1); = (Y1, ¢, (X)), (Ba); = (Ya, ¢; (X)), Bi = (B1); + a(B2);

AU, = By , AUy = By ,
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entao
U=U; +alUs

verifica
AU = AU, + aAU; = By +aBy; = B,

de forma que P (Y7 + oY) = PY; + aPYs.
Quando a base é ortogonal, isto é,

((pz(X)v (p](X)) :07 Sei#jv ((pz(X)a (pz(X)) >0.
temos
Ajj=0,sei#j, Ay >0.

Neste caso, temos simplesmente
up=Bi[Aii = (Y, ¢; (X)) / (0; (X), ¢; (X)), 1< i<n.
Quando a base é ortonormal, isto é,

l,sei =73,

(SDi(X)aSDj(X)):{ 0,sei#7.

temos
u =B =Y, (X)), 1< i<n.

Notemos que toda base G = {¢(X),...,%,,(X)} pode ser transformada em
base ortonormal através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt:

b1 =11 ; 801:¢1/||¢1|| ;

k—1
k>1:¢, =14 - Z (Vrs 2i) 0 3 o = O/ [l -

i=1
EXEMPLO 3.1.6. Consideremos 2 = (0,1) e P ((a,b)) = b —a (isto é, P(dx) =
¢ (dz) no qual ¢ é a medida de Lebesgue). Sejam X (w) = w e Y (w) = w?. No
ultimo exemplo, consideramos a aproximacao de'Y por um polinomio de grau d de
X, o que corresponde a p; (X) = X710 <i<d+ 1. Outras familias podem ser
consideradas, tais, por exemplo,

01 (X) =1; g (X) =sin (kX),
Pog1 (X) =cos(kX), 1<k<d (mn=2d+1).

Neste caso, temos

1
Blzg.
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By, = —% (k (120 — 20k* + k*) cos(k)—

5(24 — 12k + k%) sin(k)) (k>1),

2
Boky1 = 15 (—120+5 (24 — 12k% + k) cos(k)+

k (120 — 20k* + k*) sin(k)) (k>1) .

A =1,

Aqop = 2 (sin(k) — kcos(k)) (k>1) ,

) 2
2 .
At ok1 = ﬁ(cos(k) +ksin(k)—1) (k>1) ,

1+ 2k? — cos(2k) — 2k sin(2k)

= >
Az 2k 12 (k>1),
sin(2k) — 2k cos(2k)
A = k>1
2k, 2k+1 12 (k>1),
2 ~ —
Ao apss = 2k* + cos(2k) + 2k sin(2k) — 1 k>1)
' 4k2
e, para k # p,
2 . .
Agkop = m(p (k* — p®) cos(p) sin(k) + k (p* — k?) cos(k) sin(p)
+ (k* 4 p?) sin(k) sin(p) + 2kp (cos(k) cos(p) — 1) ,
2 . .
Aog opy1 = m(k (p* — k?) cos(p) cos(k) + p (p* — k?) sin(k) sin(p)
—2kp cos(k) sin(p) + (k* + p*) cos(p) sin(k) ,
2 . .
Askt1,2p41 = m(k (k* = p?) cos(p) sin(k) + p (p* — k?) cos(k) sin(p)

+ (k* 4+ p?) (cos(p) cos(k) — 1) + 2kpsin(k) sin(p) .

O resultado obtido para d =6 € dado na figura abaizo.

E interessante comparar também as fungoes de reparticao e as densidades de
probabilidade (figura abaizo).
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base trigonometrica base triganometrica

exato
=== calculado

Figura 3.2: Aproximacao em base trigonométrica

cumulativa em base trigonometrica densidade em base trigonommetrica
1 10
09 g g
08 . 0 1
07 . 7 1
06 . 6 4
B >
& o5 B il 4
£9
04 4 J
03 1 3 4
02 1 2 1
01 1 1 1
a . . . . . . . . . o . . , . \ . \ . .
0 o 02 6> 0§ OF 08 07 08 09 ¢ 0 W W2 D3 o4 05 B8 0 o8 09 !

Figura 3.3: Aproximagdo em base trigonométrica

EXEMPLO 3.1.7. Notemos que a existéncia de uma dependéncia entre as varidveis
X eY € essencial. Com efeito, se as varidveis sao independentes, entao

Bi=(Y, ¢; (X)) = E(Y,; (X)) = E(Y) E(p; (X)) ,

de forma que o sistema linear AU = B tem por soluc¢do

U=E({Y)U

no qual

Assim,
PY =E(Y)P(1),

no qual 1 € a funcdo constante igual a 1.
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3.1.6 Aproximacao através de uma familia total

Uma primeira generalizacao da situagao precedente consiste em considerar um
subespaco S para o qual existe uma familia total F, isto é, uma familia enumeravel
F' tal que as combinagoes lineares finitas de elementos de F' sejam densas em S
(Ct. [27)).

k
P={eduen s [F]—{ZeL?(@P):Z—_Z w} ;

S=|[F].
Assim:

Ve>0:3U.€[F] talque |Y —Uc|| <e.

Caso de uma familia crescente de subespagos

Um primeiro caso particular interessante é aquele no qual [F] é parametrado por
uma dimensdo, isto é, [F] é a reuniao de subespagos crescentes de dimenséo finita

“+00
F]= | [Fa] 5 dim ([F]) = di < o0 5 dyss = dy, ¥k 20
n =20
[Fk] C [Fra] -

Neste caso, podemos definir Sy, = [Fy] = [Fx] e temos

+oo
S=J Ski dim(Sk) =di <00 ;dps1 >dy, Vk>0;
n =20

Sk C SkJrl .

Para todo Z, denotamos PyZ a projecao de Z em Sy e ¢, (Z) = ||Z — PiZ||.
Temos entao
|Z—-PZ| <cpy1(Z2)<ex(Z), VEEN,

de forma que a seqiiéncia {c (2)}, ¢ ¢ decrescente e limitada inferiormente.
Assim,
ek (Z) — ¢(Z) para k — +00 .
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Quando Z € S, temos
Ve>0:3Z €[F] talque ||[Z—-Z.|| <e.

—+o0
Dado que [F] = U [F], temos Z. € Sj, para algum k € N. Logo

n=0
x(Z) =2 =P (DI <2 - Z <e.
Por conseguinte,
¢n (Z) < e para todon > k

e ¢(Z) <e. Como ¢ é arbitrério, resulta que ¢ (Z) = 0. Por conseguinte,
VZeS: P,(Z) — Z quando k — +oc.

Como Y — PY é ortogonala Se S, C S, temos Y — PY L Sy paratodo k € N,
de forma que
VkeN: P (Y —PY)=0.

Assim, a linearidade da projecao em subespacos de dimensao finita mostra que
P.Y = P, (PY). Dado que PY € S, temos

P.Y = P, (PY) — PY quando k — +o0.
Logo,
PY =limPY e |V —PY|=lm ||[Y —PY] .

Assim, P,Y fornece uma aproximagdo de PY. Na prética, ndo se busca ter

Sk C Sk+1, mas
—+oo

Vk:S; C U S, para i <k,
n = k+1

o que é verificado quando V k : 3 n > 0 tal que Sy, C Skin-
PY pode ser calculado utilizando a estratégia apresentada para os espacos
de dimensao finita: se

Fy, = {<P1(X)a ---,Sﬁdk(X)}
é uma base de Sg, entao

dg,
PY = Z Uj kP (X) € Sk

i=1
e Uy = (U1 gy -y ug, k)" € a solugao do sistema linear

AUk = Br . (Ar);; = (¢, (X), @i (X)), (Bi); = (Y, ¢, (X)) -
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Caso de uma familia ortogonal
Um segundo caso particular interessante é aquele em que a familia F' é ortogonal,
isto é,

(om (X)), ¢, (X)) =0,se m#mn .

Neste caso, definimos

F = {¢0(X), 01(X), -, 0, (X)}

e [F] é a reuniao de subespagos crescentes de dimensao finita :

—+oo
(Fl= |J [F)] ; dim ([F]) =k +1 <00 diy1 > di, Yk >0;
n=20

[Fr] C [Fra] -

Além disto,
(Ar);; = (9 (X), 9 (X)) =0,8e i # 7,

de modo que
k
BY = Z ujp; (X) € Sk
ji=0

no qual
ui = Bi/Aii = (Y, ¢; (X)) / (p; (X), 9; (X)), 0< i<k

Neste tipo de aproximagao utilizam-se habitualmente familias ortogonais clas-
sicas associadas as fungoes de quadrado integravel. Por exemplo, é possivel utilizar
uma série de Fourier cldssica associada a uma base trigonométrica ou polinémios
ortogonais. Notemos que a eventual ortogonalidade da base esta associada a dis-
tribuicao de X: se a densidade de probabilidade de X é fx e sua imagem (isto é,
o conjunto dos valores possiveis de X) é D, temos

(1 03) = E (1 (X) 05 (X)) = / i (@) @, (2) fx () do,
D

de forma que fx é o peso associado a familia. Em geral, fx = Aw(z), no qual A
é uma constante de normalizacao e w é o peso usual associado a familia ortogonal.
Temos, por exemplo,
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familia D w (x)
Tchebichev la. espécie (Ty,) (-1,1) | 1/V1— 22
Tchebichev 2nda espécie (U,) (—-1,1) V1 — 22
Legendre (F,) (—1,1) 1
Laguerre (L) (0, +00) e "
Hermite probabilista (H,,) (—00,400) | e =/?
Trigonométrica (1, sin (nwz), cos(nmx)) | (—1,+1) 1

Assim, a priori, a distribuicdo de X deve ser compativel com o peso. Por
exemplo, a utilizacao de H, supoe uma densidade gaussiana. Na pratica, esta
limitagao pode ser ultrapassada: utilizamos séries truncadas, o que corresponde
a aproximacoes em subespacos de de dimensao finita. Em tal situacao, a familia
é simplesmente utilizada para gerar uma base do subespaco e a propriedade de
ortogonalidade ndao é necessdria. Como no caso precedente, também nesta situacao
temos

PY =limPY e |Y—PY|=lim ||Y —BY] .

Caso de uma base hilbertiana

Um terceiro caso particular interessante é aquele no qual S possue uma base hil-
bertiana F, isto é, uma familia enumerdvel e ortonormal F

l,sem=n,

F:{(pn}neN ; ((pma(pn)_{ 0 sem;«én.

tal que todo elemento de S possa ser representado de maneira unica por uma série

(CE. [27]):

+ oo
Sz{SELQ(Q):s: Zsigoi(X);sieRq, ViEN} .
i=0
Neste caso,
+ oo
PY = ZUJ@J(X)ES
j=0
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Como a familia é ortornormada, temos

Notemos que toda familia enumerdvel G = {¢,}, .y tal que

—+ oo
S—{SGLQ(Q)ZS— Zs“/)i(X);sieRq, ViEN} ,
i=0

(isto é, tal que todo elemento de S possa ser representado de maneira tnica por
uma série) pode ser transformada em base hilbertiana (isto é, pode ser ortonormal)
através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt:

o =0 ; Po=b0/ Dol ;

n—1
n>0:0, =1, — Y W 0@ 1 00 =0,/ 0.l -
1 =0

Em particular, as familias ortogonais precedentes podem ser transformadas em
familias ortonormais. No caso de uma base hilbertiana também temos

PY =lmPY e |Y—PY|=lim |Y -PY]| .

EXEMPLO 3.1.8. Consideremos 2 = (0,1) e P ((a,b)) = b —a (isto é, P(dx) =
¢ (dx) no qual ¢ é a medida de Lebesgue). Sejam X (w) = Vw e Y (w) = w?.
Consideremos a familia dos polinémios de Legendre. Buscamos

k
PY = Z ujp; (X) (p; = polinémio de Legendre de ordem j).

j=0

Para k =6, temos

2 1 1 1
;1001 9w 0w
2 1 4 1 5 _1
SO G R T T S |
A El) 115 é 335 1%2 3 080
S Y ¢ B ¥ % 8 a |
A0 woy oo
RS S T § A ¢
64 80 768 143 256
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By,

|55l oc|eracet —

o)
=0
@

—
=
no

e a solucdo €

Up =

O OYw ok Sul=

0 que corresponde a

[\

L2 ey L g a0x? 4 g5x4
PY = =4 = (=143X%) + 2= (3-30X7 + 35X7)

isto €,
PY = X4,

que € o resultado exato. Também podemos utilizar, por exemplo, polinomios de
Laguerre: neste caso,

k
PY = Z ujp; (X) (p; = polinomio de Laguerre de ordem j).
j=0

Para k =6, temos

Ap =

1 1 _L1 _19 151 _1001  _ 7841

1 i i (S /A /- 1
et e oo #R0 el HEY
13 29 o 189 GR35 G840 Y

173
S M B B3 191 839990 0088 ’

_ i PR 0P JET BN ERY R
S WD 1o v ¢ I W 1 A e A 1)

" 20160 181440 226800 110880 4435200 2745600 518918400
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|>—m|>—‘

i -
_
33189

" 332640

e a solucdo €

24

—96
144

—96
24
0
0

Us

0 que corresponde a
PY =48 —96(1 — X) — 96X + 72X?% — 16X° + X'+
72(2—-4X +X?) —16 (6 — 18X + 9X* — X?) |

isto €,
PY = X%,
que també m € o resultado exato. Quando utilizamos polinomios de Hermite,
k
PY = Z u;p; (X) (p; = polinomio de Hermite de ordem j).
j=0
¢ 4 24 20 176
1 5 0 —= -2 == 96
VO T T P " T i)
22 % F B e &
Ap=| -2 B0 e 215 11552 _ & aBooo
S _ata B 11552 48 _ 53056 _ 29016 ’
178 s sl 88a _ sose 2858 5181056
976 10920 498 _aofoo 23076  sistoss 137830
63 5 77 15 3003 7
1
i
1
fo4
By = o ,
* _H
3152
§8



e a solucao é

Uy =
0 que corresponde a
3 3
PY =+ 2 (—244X?
k 1 + 1 ( + )
isto €,
PY

que também € o resultado exato.
espécie, temos

Para

1 2 0

2 i 2

3 3 15

0 2 1

g > m o3
ST T

_3 P e

21 6 9

2>
0 —355 —5
By =
e a solucao é

Uk =

169

O O~ Oriw Owlw

i _ 2 4
+ 76 (12 —48X% +16X7) |

= x4

os polinomios de Tchebichev de primeira

2 _1 _2
? 236 211 22
e B
I o 13
A
AOHOF o
IR
385 117 35
1

3

i

3

o

H

6%3

10

O O wl= ONl- O owlw
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0 que corresponde a

—_

<&Yfzg+—(—1+2Xﬂ+é(1—8X2+8Xﬂ,

[\

isto é, mais uma vez

PY =X* .

Para os polinémios de Tchebichev de sequnda espécie, temos

I T T T S 3
T T A 188
Pos Y oh T4 W
a=| s T ok T oA W i

A T T
T o Wl B i
3 315 15 3465 15 45045 105

1

i

2

Bk_ é%g ’

3

6?3

3

e a solucdo €

1

8

0

3

16

Us=1| 0 ,

L

16

0

0

0 que corresponde a
PY =1 3{—1+4Xﬂ—+141—1zx?+wxﬂ

8 16 16 ’

isto €, ainda mais uma vez o resultado exato

PY = X*.
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EXEMPLO 3.1.9. As familias de elementos finitos sao populares e correspondem
a subespacos de dimensdo finita crescentes. Por exemplo, consideremos k > 0,
h=1/k, z; =ih, 0 <i <k e a famdia de elementos finitos P1

1— |s—x;|

i — T}se |S_xz|§h
7 (s) { 0, nos demais casos .

Consideremos ainda Q = (0,1), P ((a,b)) =b—a (isto é, P (dx) = £ (dx) no qual
¢ é a medida de Lebesgue), X (w) = y/w e Y (w) = w?.  Buscamos

k

PY = ujp;(X) .
j=20

Por exemplo, quando k = 10, temos

|)—‘
=

D
o
o
D
o
o

D

OOOOOOOOO%
|21

(]

O

(=}

[

OO OO O oo o0
|\I©©O

[

coocoocool
lpcocoo

o
=
-
D
o
o

D

[N el oNoNeNols
|,:‘ooooo

o
B
(]
S
o

Ay =

[

[eNoNoNoNols)
|;oooooo

SO OO oo o

(=}
|==
D
DO
(=}

D

O O O oo
o
==
Lt
D
-]
o
(@n)]

D

o O oo
o

—
3
|5000OOOOOO

|;‘O§|od‘5|)~ooooooo

D

o o5

oo

=)
o

=D
8|u:x;n
=)
=] 3=
3S|wS

1
210030000
508%00

2
5208%00

502080300

12 0
B = 1262%0
2159308010
249640
a0
30009

7000000

O resultado obtido para k = 50 € dado na figura abaizo.
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elementos finitos P1
12 T T T T T T T T T

s calculado
08} .yt

Yie Ry

Figura 3.4: Aproximacao por elementos finitos

3.2 Aproximacoes baseadas em propriedades es-
tatisticas (ajuste de momentos)

As aproximagoes precedentes envolvem o cdlculo de expresses dependentes da
distribui¢ao conjunta do par (X,Y). Por exemplo, a avaliaciao de f(y | X = z),
de

(X, Y)=E(XY)= /xyf (x,y) dxdy
ou, de forma mais geral, de
(V.00 (X)) = E (Yo, () = [ wp, (&) f (w3 dady

no qual f é a densidade de probabilidade conjunta do par (X,Y).
Quando esta distribuigao nao é conhecida a priori, esta distribuicao deve ser
avaliada a partir de amostras do par. Esta etapa pode envolver dificuldades
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praticas, pois, por um lado, é necessario gerar amostras (o que introduz um custo)
e, por outro lado, estimar as quantidades acima (o que introduz um erro). Na
realidade, a situagao pratica mais usual é aquela na qual a distribuicao nao é
conhecida e dispomos somente de realizagoes do par, isto é, de uma amostra.
Estas observagoes sugerem que, pelo menos em certos casos, talvez seja in-
teressante nao estimar quantidades dependentes da distribuicdo conjunta e utili-
zar a amostra gerada diretamente para calcular propriedades estatisticas ligadas
a varidvel Y. Por exemplo, podemos determinar um elemento PY € S tal que
certas estatisticas de Y coincidam com as estatisticas correspondentes de PY.
Por exemplo, podemos impor a coincidéncia de certos momentos: M; (Y) =

E(Y') =E ((PY)1> = M, (PY) para alguns valores de i (por exemplo, 1 < i <
n). As aproximagoes deste tipo estdo relacionadas com o teorema de Lévy (Cf.

1.10.3 e [23]) e a nogdo de convergéncia em lei (Cf. 1.10.5): lembremos que a
fungao caracteristica de Y é (Cf. 1.8 )

p (t) = E (exp (itY))

e que uma seqiiéncia {Y},}, .y converge para Y em lei se e somente se ¢,, (t) =
E (exp (itYy)) converge pontualmente para ¢ (t) (isto é, ¢, (t) — ¢ (t) q.t.p.).
A fungao caracteristica estd intimamente relacionada com os momentos. Como ja

vimos (Cf. 1.8 ):

e Se M,(Y) < oo entdo ¢ (derivada de ordem p de ¢) satisfaz p® (1) =
PE (YPe') . Em particular, ¢ (0) =M, (Y) ;

e Se M,(Y) <oo,VpeNeasérie S(t) =5,

convergéncia nao nulo entdo ¢ (t) = S (t).

M, (Y) tem um raio de

Estas duas propriedades sugerem que, por um lado, é possivel representar ¢ - e
portanto a lei de Y - utilizando os momentos de Y e, por outro lado, aproximar a lei
de Y utilizando seus primeiros momentos: uma variavel cujos primeiros momentos
coincidam com os de Y deve ter uma distribuicdo préxima daquela de Y. A
primeira idéia (representagido da lei de Y através da série S(t)) estd ligada ao
problema dos momentos (Cf., por exemplo, [16] ) e a segunda idéia tem sido
explorada recentemente (Cf., por exemplo, [34], [35] , [36]).

No plano numérico,

k
PY = Zujgoj(X)ES 0 U= (up,...,up) ;

j=1
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e determinar U tal que
M, (Y)=M,(PY) paral<p<n.

Quando k£ = n, definimos assim um sistema de n equacoes nao lineares cuja
incognita é U, de dimensao n. Este sistema pode ser resolvido por métodos usuais
para sistemas nao lineares. Entretanto, na pratica, podemos considerar um niimero
de momentos diferente do nimero de incégnitas (k # n) e pode ser interessante
colocar o problema em termos de otimizacdo: consideremos a aplicacio T : R¥ —
S dada por

k
v = (V1,0 v) — T (v) = Z vip,; (X) €8

j=1

e a aplicacio M : RF — R™ dada por
v = (v1, .y 0)t — M (v) = (My (T (v)), ..., My, (T (v))) €R"™.

Pondo
My = (M, (Y), ..., M, (Y))' € R",

podemos definir J : R¥ — R dada por
J (v) =dist (M (v), My) ,

na qual dist é uma medida de distancia: por exemplo, podemos considerar uma
norma ||e||p, em R" e definir dist (u,v) = ||u — v|g.. Neste caso, buscaremos

U =arg min J .
Rk

A principal dificuldade neste problema reside na nao convexidade de J: a
qualidade da aproximagao depende da qualidade da minimizagao - caso o ponto
determinado numéricamente esteja longe de um étimo global de J, a aproximagao
nao serd de boa qualidade. Assim, é necessario utilizar métodos de otimizacao glo-
bal adaptados. Também devemos notar que o teorema de Levy garante somente a
convergéncia em lei, isto é, a aproximacao correta das funcoes cumulativas e nao
das variaveis. Na prética, a aproximacao das varidveis exige geralmente uma exce-
lente qualidade na resolugao do sistema de equagoes nao lineares (ou do problema
de otimizagao global), enquanto que a aproximacao da fungao cumulativa pode ser
obtida com menor esforgo.

EXEMPLO 3.2.1. Consideremos ainda Q = (0,1), P((a,b)) = b — a (isto €,
P (dz) = ¢(dx) na qual £ é a medida de Lebesgue), X (w) = yw e YV (w) = w?.
Quando desejamos aproximar Y por um polinémio de grau 5 de X, mas a lei
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do par é desconhecida, devemos estimar os valores de B; = F (YXi) a partir
da amostra, o que introduz um erro. Por exemplo, eis os resultados obtidos para
diferentes valores de ns:

ns U

10 (—1.4309,28.4332,169.5479,421.2838, —459.5838, 183.1038)
100 (—0.1089,2.1753, —13.0411, 32.5765, —34.8053, 14.3105)
1000 (—0.0105,0.2108, —1.2644, 3.1608, —2.4766, 1.3905)

Os resultados sao apresentados no grdfico abaizo: como vemos, a aprorimag¢do
é de md qualidade e s6 comeca a se aprorimar dos valores exatos a partir de
100 pontos. A situacao pode ser ainda mais complexa se a lei de X também

apraximagio polinomial

25 T T T T T T T T T J
2T m— pyato i
151 = {00 '!_
1000 I’
[

Figura 3.5: Aproximagao polinomial com B estimada

for desconhecida. Neste caso, mesmo a matriz A deve ser estimada a partir da
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amostra: em tal situacdo, os resultados sao os sequintes

ns U

10 (0.5230,—0.0748, —14.9273,46.0987, —49.9426, 19.3635)
100 (0.4373,—0.0170, —15.6027, 51.8225, —59.8655, 24.2747)
1000 (0.4294, —0.0135, —15.4512,51.4904, —59.6683, 24.2615)

Neste caso, os resultados sao ruins mesmo para 1000 pontos: Uma alternativa

apraximagio polinomial

1.2 T T T T T T T T T
1L — pxato
08 w000 s

¥, PY

_DQ | | | 1 1 1 1 1 1

Figura 3.6: Aproximacao polinomial com A e B estimadas

consiste en aproximar os n primeiros momentos de'Y , como indicado. O resultado
para n = 5,minimizando a soma dos quadrados dos erros relativos (andlogo a uma
distancia do x?), é mostrado na figura abaizo. A distancia final entre os momentos
€ de 1E — 13. Observemos que mesmo a densidade de probabilidade € aproximada
de forma relativamente correta.
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aproximagéo polinormial aproximagéo polinomial

—ato
08 === calculado

Figura 3.7: Aproximacao utilizando os momentos

cumulativa - aproximagdo polinomial densidade - aproximagdo polinornial

Figura 3.8: Aproximacao utilizando os momentos

3.3 Aproximagoes baseadas em interpolagoes (co-
locagao)

O fato de gerar uma amostra {(X;, Y;) : i =1, ..., ns} permite uma abordagem
alternativa: pode-se tentar construir

k
PY (X)= > ujp;(X) €S

j=1

tal que
PY (X;))=Y;,i=1, ..., ns.

Neste caso, U = (uy,...,ux)" ¢ a solugao de um sistema linear
AU:B, Aijz(pj(Xi),BiZY; (1§Z§7’LS,1§]§]€)

Este sistema conta com mns equagoes para k incégnitas. Quando ns > k, o
nimero de equacgoes é superior ao numero de incdgnitas: o sistema é sobrede-
terminado e devemos determinar solugoes generalizadas, tais como, por exemplo,
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solugoes por minimos quadrados - caso em que a solugao pode ser interpretada
como uma versao discreta da aproximacao de tipo hilbertiano por uma base de
dimensao finita.

Dentro do mesmo ponto de vista, outras técnicas de interpolacao podem ser
utilizadas, tais como aproximagoes de tipo splines ou, de forma geral, colocagao
por intervalos - caso que pode ser interpretado como uma versao discreta das
aproximacoes hilbertianas baseadas em seqiiéncias crescentes de subespacos de
dimensao finita.

A variedade das técnicas possiveis impede toda sintese rdpida, mas o leitor pode
consultar a vasta literatura da area de interpolacao para obter maiores informagoes.

EXEMPLO 3.3.1. Consideremos ainda Q = (0,1), P((a,b)) = b — a (isto &,
P (dx) = ¢(dx) no qual £ é a medida de Lebesgue), X (w) = yw e Y (w) = w?.
Quando desejamos aproximar Y por um polinémio de grau 5 de X, uma idéia
simples consiste em gerar uma amostra (X;, Y;) para valores convenientemente
escolhidos de X. Podemos em sequida interpolar os valores de Y. Por exemplo,
consideremos uma parti¢ao uniforme de Q : w; =ih, 0 <i<np, h=1/np e os
valores correspondentes de X; = X (wl) edeY;, =Y (oﬂ) Para um polinomio de
grau d =5, temos

U = (—0.0000, 0.0000, — 0.0000, 0.0000, 1.0000, 0.0000)

Os resultados sao mostrados nos grdficos abaizo.

cumulti - aprosimagao polomial densidade-spavimagao plnomial.

Figura 3.10: Aproximacao por interpolacao



Capitulo 4

Sistemas Lineares Incertos

Neste capitulo, consideramos problemas usuais associados a uma matriz quadrada
de dimensdes n x n, denotada A = (4;;) € M(n,n), tais como

e resolucao de sistemas lineares
AX =B,

onde B =(B;) € M(n,1) é um vetor dado de dimensao n x 1 e X =(X;) €
M(n,1) é o n x 1 vetor incégnita a ser determinado vector (situagoes onde
A nao é quadrada, mas retangular, podem ser tratadas por outros métodos
- tais como, por exemplo, minimos quadrados);

e determinacao de autovetores e autovalores:
X #0 and AX = \X,

onde A é un niimero real desconhecido e X é um vetor de dimensao n x 1,
também desconhecido.

Examinaremos aqui duas situagoes bésicas e distintas:

e Na primeira situagao, consideramos que A ou B contém incertezas geradas
por um vetor aleatério v - i.e., A = A(v), B = B(v) - e desejamos determi-
nar a distribuicao de probabilidades, ou estatisticas, da solugao X;

e na segunda, A e B sao deterministas, mas nao estamos interessados em
determinar a solugao completa X: somente alguns componentes de X nos
interessam.
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Lembremos que existem métodos classicos para tratar a primeira situagao,
geralmente baseados no condicionamento de A, ou sua sensibilidade, mas tais
métodos nao produzem informagoes sobre a distribuicao de probabilidades de X.
Por exemplo, o condicionamento de A é caracterizado por (Cf., por exemplo, [21]

)
cond (A) = || Al HA%H

e verifica (Cf., por exemplo, [21] )

|AX] _

RNIE:
DU

Bl

ond (A) if A(AX)=AB.

Esta desigualdade permite estimar o erro AX em X quando um erro AB afeta
B. Como observado, cond (A) nao traz informagoes sobre a distribuigdo de X. De
maneira andloga, para variagoes infinitesimais de A (Cf., por exemplo, [21] ):

[dAll < cond (A) [|dA]|.

Da mesma forma que a desigualdade precedente, esta dltima equacao nao nos
d4 informagGes sobre a distribuicao de A.

4.1 Representacao de solugoes de sistemas linea-
res incertos
Nesta secao, consideramos o sistema linear
AX = B,
onde A = (4;;) € M(n,n) é uma matriz quadradanxn, B =(B;) € M(n,1) é um
vetor de dimensao n x 1 e X = (X;) € M(n, 1) é o vetor de incégnitas. Supomos
que existe um vetor aleatério v = (v1, ..., Un,) tal que A = A(v), B = B(v). Nosso

objetivo é a determinacao numérica da distribuicao de probabilidades de X em trés
situagoes:

e quando a distribuigao de v é conhecida e, além disto, as fun¢oes v.— A(v)
e v — B(v) sdo conhecidas

e quando somente uma amostra de v é dada, mas as fungdes v.— A(v) e
v — B(v) s@o conhecidas

e quando somente uma amostra do par (A, B) é dada
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Em todas estas situacoes, o objetivo pode ser atingido através da construcao
de uma aproximagao PX de X num subespaco de varidveis aleatdrias conveni-
entemente escolhidos. Por exemplo, se os componentes v; tomam seus valores
no intervalo = (a,b), podemos utilizar o procedimento introduzido na segdo 3:
consideremos uma familia total F = {¢;}, -y do espago funcional L? () e uma
aproximacao PX pertencente ao subespago de dimensao finita

S = [{‘Pl (E) yoos PNy (S)Hn =

. (4.1.1)
Y Dipy(§): Dy €R", 1<k < Nx ¢,
k=1

onde Nx € N* ¢ £ é uma varidvel aleatéria conveniente. Consideremos ¢ (§) =
t ~
((pl &), s Ony (5)) € M(Nx,1). Entao :

Y€S<:>Y:DQO(€),D:(Dij)GM(TL,Nx).

Assim,
PX =x¢(€) , (4.1.2)

onde x = (xij) € M(n, Nx) sao coeficientes desconhecidos, a determinar. Uma
vez calculada x, podemos construir

Nx Nx
PX = X0 (€) <i-e-, (PX),; = > x;1%% (v)) : (4.1.3)
k=1 k=0

4.1.1 Caso de distribuicoes conhecidas.

Nesta secao, consideramos a situagao onde a distribuigao de v e as fungoes v —
A(v) e v— B(v) sao dadas.

Como observado precedentemente (Cf. capitulo 3), uma varidvel conveniente é
¢ = v. Suponhamos que v toma seus valoresem Q C R" e X (v) € V = [L? (Q)]".
Neste caso, seja F' = {¢}, },. o uma familia total do espago funcional L? (£2). Temos

(Y, AX)=F (YtAX) =F (YtB) =(Y,B),VYeV
e X ¢é a solugao da equagao variacional
XeV eE(YtAX) =E(YtB),VY€V . (4.1.4)
Esta equagao é aproximada por

PXecS e E(Y'A(PX))=E(Y'B),VYeS. (4.1.5)
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Dado que (da Eq. (4.1.2)),
A(PX) = ACop (v),

temos

E (cp (v)' D'Axe (V)) =F (cp (v)! DtB) , VD e M(n,p) . (4.1.6)

Thus

n

E( (v ) D'Axe (v ) Z Z E ‘Pm ) DimAijxjren (v ))

©,7=1k,m=1
e
E(p(v)'D'B) = S5 Bl () DinB2).
i=1 m=1
Assim, tomando Dy, = 6;r0ms na Eq. (4.1.6), temos, para 1 <r <n,1 <s <
Nx

05 (V) Arjxjrer (V) = E (¢4 (V) By) .

N

Introduzindo a notagao

I Mk

Avsik = E (05 (V) Arjipr (V) Brs = E (¢, (V) Br) (4.1.7)
temos
n Nx
ZZArsijjk:Brs 5 1§T§n71§8§p
Jj=1 k=1

Estas equagoes formam um sistema linear: consideremos
ind(j,k) = (k= 1)n+j

e as matrizes M = (Mag) € M(nNx,nNx), U = (Ug) € M(nNx,1), N =
(No) € M(nNx,1) by

Maﬁ = Arsjk 5 Na = BT‘S 5 Uﬁ = Xjk , 0= ind(r, S)a ﬂ = an(]v k) .

Entao, temos
MU=N. (4.1.8)

A resolugao deste sistema linear determina U e, por conseguinte, x.
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EXEMPLO 4.1.1. .- Consideremos a situagdo na qual v = (v1) € uniformemente
distribuida em (—1,1): sua densidade é

f(v):{ 1/2,if —1<v<1

0, nos demais casos.

Consideremos
o 201 +3 v +3 A
A(“)_< v+l v +2 ) ‘ B(”)_( 1 )
Neste,
det(A) = v} +3v; +3>1
and

1 ’U%—l—’Ul—?)
X= e 2
vy +3v1 +3 —vi +v1+3

O método apresentado € aplicado com uma base polinomial

o= ()

Os resultados obtidos para p = 5 se encontram na Figura 4.1. O erro quadrdtico
médio relativo € de 0.5 % .

comparison component 1:p=5 comparison component2: p =5

—act
=== calculated

%.PX,

—eact
=== calculated

1 05 [ 05 1 B 05 0 05 1

Figura 4.1: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.1

ExemMpPLO 4.1.2. .- Consideremos uma barra - i.e., uma estrutura para qual
utilizamos um modelo de meio continuo unidimensional com a geometria de um
segmento e para o qual somente movimentos longitudinais sao admissiveis. Uma
barra de comprimento £ > 0 € descrita por uma varidvel s € (0,€) cujo campo de
deslocamentos é uma fungao = : (0,£) — R. O comportamento meci’g%m’co da
barra é caracterizado por seu mddulo de elasticidade E , sua densidade p e sua
secao reta S. O equilibrio da barra sob a a¢do da gravidade g e um carregamento
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representado por uma for¢a F aplicada a uma de suas extremidades € descrito pela
equacao

4 (ESd—x> +pSg=0 on (0,¢), ES’d—I ()=F,xz(0)=0.

ds ds ds

Para estruturas reais, todos esses parametros variam: E, S, p, F devem ser consi-
derados como varidveis aleatorias tendo seus valores distribuidos sobre intervalos
dados. Além disto, podem existir uma variabilidade interna (valores diferentes
entre dois pontos da mesma estrutura) e variabilidade externa (valores diferentes
para duas estruturas a priori identicas). Por exemplo, as estruturas de madeira
apresentam uma variabilidade interna para uma dada drvore e variabilidade ex-
terna para drvores diferentes.

Quando a resolucdo das equacdes da barra € efetuada através de elementos
finitos, o intervalo (0,¢) € discretizado em n subintervalos de comprimento h =
£/n correspondendo aos nds s; = ih, 0 < i < n. As incdgnitas sao os valores
aprozimados X; = x(s;), para 1 < i < n, os quais satisfazem o sistema linear
AX = B, onde a matriz de rigidez A € construida através da montagem das
matrizes de rigidez de cada elemento I;, enquanto B resulta da montagem das
matrizes de massa e forca elementares de cada elemento I;.

Para analizar os efeitos da variabilidade externa, podemos considerar F' como
determinista e E, S, p como constantes para cada estrutura, mas variando de uma
estrutura a outra. Neste caso, temos

2 =1 0 0
1 2 -1 0
A:ETS —1 . 0 o |,
0 0 2 —1
0 0 -1 1
2 0
g PSh |
2 2 0
1 F

onde E, S e p sao varidveis aleatdrias. Tomando v = (v1,v3), v1 = ES, va = pS,
esta situacao corresponde ao caso estudado nesta secao. Por exemplo, suponhamos
que cada v; € uma varidvel aleatoria independente, de lei uniforme sobre um in-
tervalo (a;,b;). Consideremos dois inteiros estritamente positivos ny > 0, ng > 0
e as fungoes dadas por (0 <r <mnj, 0<s<ng)

pp(v) = <Ul_a1>r<”2_a2)s  k=sm+r . (4.1.9)

by —ay ba — az
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O procedimento introduzido nesta secdo pode ser aplicado. Por exemplo, tome-
mos a1 =22 MN, by =2.7T MN, ag =0.11 kN/m, by =0.14 kN/m, F =1 kN,
{ =5 m. Utilizando n; = ne = 3, n = 10, obtemos os resultados da Figura 4.2. O
erro quadrdtico médio € inferior a 0.02% .

Figura 4.2: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.2  (varidveis independentes)

Todavia, as varidveis E e p nao sao independentes. Na verdade, a andlise de
amostras de madeira frequentemente mostram uma correlacdo significativa entre
elas, de modo que pode ser interessante utilizar uma representacdo de E como
fungao de p. Quando uma amostra dos pares (u, p) pode ser disponibilizada, estes
dados podem ser utilizados para construir uma funcdo E = E (p) (Cf. capitulo 3).
Por exzemplo, suponhamos que E =~ (1840 + 15p) x 10% em unidades SI. Neste caso,
a Unica varidvel aleatoria a ser considerada € v = (v1), v1 = pS. Suponhamos
que esta varidvel seque uma lei uniforme sobre (a,b), a = 0.11 kN/m, b = 0.14
EN/m,FF =1 kN, £ =5 m. Podemos aplicar o método exposto com uma base
polinomial

o= (1)

Os resultados obtidos para n = 10, p = 5 se encontram na Figura 4.3. O erro
quadrdtico médio € inferior a 1E — 5%.
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displacement (in ym) of the last point of the bar, p=5 , n=10
45

46 4

47

e e6EICE
=== calculated
48

K PX

-49

59 I I I I I I
135 140 145 150 155 160 165 170
o (in khN/m)

Figura 4.3: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.2  (E como funcio de p)

A wariabilidade interna pode ser analisada de mesma maneira.

4.1.2 Caso de distribuicoes desconhecidas

Quando h& variaveis cujas densidades nao sao conhecidas, as médias que aparecem
nas equacoes definindo as matrizes M e N do sistema linear para a determinacao
dos coeficientes x da projecao PX nao podem ser avaliados exatamente e neces-
sitamos uma amostra: as médias aparecendo na Eq. (4.1.7) devem ser estimadas
através de uma amostra para permitir a construcao do sistema linear (4.1.8). Por
exemplo, os valores desconhecidos podem ser estimados utilizando uma amostra
((v',ALBY), . (v, A" B")) de ns valores da tripla (v, A, B):

1 ns . ‘ ‘ 1 ns . ‘
Arsir = - 2(;75 (VZ) AL Pr (vl) , B~ . ;gps (VZ) B; .
= i=
Caso as fungbes v.— A(v) e v.— B(v) sejam conhecidas de maneira

explicita, todos os valores podem ser estimados a partir de uma amostra (vl7 e v"s)
de ns valores de v:

1 ns ) ) )
Arsjk ~ E Z Ps (VZ) AT] (V,L) Pk (VZ) ?
i=1

1 ns l Z
BTS~E;¢S(V)BT(V)

Uma vez calculadas as estimagoes acima, o procedimento é o mesmo que na
secdo precedente: a resolucao do sistema (4.1.8) determina U e, por conseguinte,
C.
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ExXEMPLO 4.1.3. .- Consideremos novamente a situacao estudada no exemplo
4.1.1: desta vez, supomos que a distribuicao de v € desconhecida, mas que uma
amostra de ns valores de v é disponivel - para este exemplo, a amostra € gerada uti-
lizando a fungao internarand de MATLAB: a instru¢io v = a+(b—a)*rand(ns, 1);
gera um vetor de ns nimeros reais de lei uniforme sobre (a,b). Os resultados ob-
tidos para p = 5,ns = 25 se encontram na Figura 4.4. O erro quadrdtico médio
relativo entre os dados e a a proximagdo € inferior a 0.5 % e a compara¢ao com o
resultado exato leva a um resultado andlogo.

comparison component 1:p =5 ,ns = 25 comparison component 2:p =5 ,ns =25

Figura 4.4: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.3 (amostra de 25 pontos
aleatérios)

A Figura 4.5 mostra os resultados obtidos para p = 5,ns = 100. O erro
quadrdtico médio relativo entre os dados e a aproximacdo € inferior a 0.5 % e a
comparacao com o resultado exato leva a um resultado andlogo.

comparison component 1:p=5 ,ns = 100 comparison component 2:p=5 ,ns = 100

Figura 4.5: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.3 (amostra de 100 pontos
aleatdrios)

Como observado préviamente, € possivel utilizar uma grade uniforme, andloga
a fornecida por uma grade de pontos <de colocagao> uniformemente distribuidos:
por exemplo, quando consideramos ns = 11 pontos <de colocacio> equidistribui-
dos, obtemos os resultados da Figura 4.6. O erro quadrdtico médio relativo €
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inferior a 0.6 % seja com relagdo aos dados seja com relacao o solucao exata.

comparison component 1:p =5 ,ns =10 comparison component2: p=5 ,ns = 10

X,.PX,

Figura 4.6: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.3 (11 pontos equidistribuidos)

EXEMPLO 4.1.4. .- Consideremos a situac¢do do exemplo 4.1.2: de forma andloga
a do exemplo 4.1.3, supomos que a distribuicao de v € desconhecida, mas que
dispomos de ns realizacoes da varidvel v - para este exemplo, geramos a amostra
da mesma forma que no exemplo precedente. Os resultados obtidos para a; = 2.2
MN, by = 2.7 MN, as = 0.11 kN/m, bo = 0.14 kN/m, F =1 kN, £ = 5 m,
ny = ng = 3, n =10, ns = 100 sao exibidos na Figura 4.7. O erro quadrdtico
médio relativo € inferior a 0.02% .

e 1) of 1 st bt f e pprimatd =9 Sslacsn iy o e s penc

Figura 4.7: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.4 (amostra de 100 pontos
aleatdrio)

Quando utilizamos uma grade uniforme de 36 pontos, o erro quadrdtico médio
relativo continua inferior a 0.02%. Os resultados se encontram na Figura 4.8.
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et (1) o re st i £ b gt 39 GplaTe 0 ] s st b st

Figura 4.8: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.4  (grade uniforme de 36 pontos)

A situagdo é andloga quando consideramos E como funcdo de p. Com os
mesmos parametros do exemplo 4.1.2, uma amostra de 11 pontos uniformemente
repartidos de p leva aos resultados da Figura 4.9, com um erro quadrdtico médio
relativo de 1E — 5 % na comparagdo com os dados e com a solugdo exata.

displacement (in wm) of the last point of the bar, p=5 , ns =10
45

46 4

47
calculated

48

X PX

-49

52 I I I . I I
135 140 145 150 155 160 165 170
o (in kNfm)

Figura 4.9: Resultados obtidos no Exemplo 4.1.4 (11 pontos equidistribuidos)

Como no caso precedente, a variabilidade interna pode ser estudada da mesma
maneira.
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4.2 Representacao de autovalores e autovetores
de matrices incertas

Nesta segdo, consideramos a determinacao dos pares (A;, X;), onde A; é um auto-
valor e X; é um autovetor da matriz quadrada A = (A4;;) € M(n,n).

AX; =XX; ,X;#0.

Para aliviar a notacao, nao escreveremos mais o indice ¢ e utilizaremos a
notacao X em lugar de X;, A em lugar de \;: o leitor deve ter em mente que
a construcao apresentada trata de n autovalores e autovetores. Além disto, utili-
zaremos |ly|| = v/y*.y para um vetor y € R™.

Supomos que a matriz A depende de um vetor aleatério
v = (1, ..y Unr) (i. €., A= A(v), onde v é aleatério).

Autovalores e autovetores de matrizes aleatérias sdo estudados na literatura,
através de procedimentos e enfoques variados. Por exemplo: andlise dos autova-
lores e dos autovetores de matrizes aleatérias e de sua distribuigao em diversos
casos (Cf., por exemplo, [33, 19, 41]), construgao de estimadores e obtengao de
estatisticas (Cf., por exemplo, [11, 77, 78]), decomposigdes polinomiais para a de-
terminagao dos coeficientes de caos polinomiais associados a varidveis aleatdrias
(Cft., for instance, [58, 59, 60, 61]), anélise de sistemas dindmicos continuos (Cf.,
por exemplo, [51, 50, 20]). No que segue, consideramos os métodos cldssicos de re-
presentacao, baseados nas técnicas de colocagao, ajuste de momentos ou projecao,
mas consideramos também a adaptacao de métodos classicos para a determinacao
numérica de autovalores e autovetores, tais como, por exemplo, Poténcias itera-
das, Subespacos iterados, Iteragoes de Krylov. De forma coerente com a apre-
sentagao dada no capitulo 3 , os autovalores e os autovetores estudados sao consi-
derados como fungoes desconhecidas das varidveis aleatorias consideradas — temos
A = A(v) e X = X(v) — e uma representagao formal em termos de uma série destas
mesmas varidveis é utilizada para aproximar estas funcoes e reduzir o problema &
determinacao dos coeficientes da série: De maneira andloga a das se¢bes preceden-
tes, consideramos também situacoes onde somente uma amostra é disponivel.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que os autoalores e autovetores estu-
dados sao inteiramente reais, isto é, que suas partes complexas sdo nulas (os pro-
cedimentos sdo andlogos no caso complexo, bastando substituir R por C). Como
indicado acima, consideramos uma aproximagao PX correspondendo a uma série
truncada da forma (Cf. Egs. (4.1.1)-(4.1.3)):

PX € SX = [{901 (5) ’ "'790NX (5)}}71 =

Nx
{ZDk(Pk (&): Dy eR" 1<k< NX}7
k=1
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De forma andloga, consideramos P tal que

P)\ S S)\ = [{¢1 (5) ’ "'7wq (5)}] =
Ny
{ZD,M@): Dy € R, 1§k§NA},
k=1

Nx Ny
PX = x5 (), PA=D_lity, () (4.2.10)
k=1 k=1

Tomando ¢ (€) = (1 (€), -, @ (€)' € M(Nx, 1) e
P (€)= (11 (), oy Uy, (€)' € M(Ny, 1), temos

PX = x (&) and PA = () (€) | (4.2.11)

onde x = (x,;) € M(n,Nx) and £ = ({;) € M(1,N,) sdo as incognitas a
determinar.

Na pratica, a mesma familia e o mesmo grau de aproximagao podem ser utili-
zados para os dois elementos X e A.

4.2.1 Determinacao da distribuicao de um autovalor ou au-
tovetor por colocacao

A forma mais simples para determinar uma aproximagao da distribuicdo de um
dado autovalor (ou autovetor) consiste em utilizar uma amostra da varidvel es-
tudada para interpolar uma projecao. Por exemplo, suponhamos que estamos
interessados no autovalor dominante: se temos a nossa disposi¢gao uma amostra
S = (&1, -, &) de ns realizagoes de £ (ou se é possivel obter uma tal amostra),
podemos utiliza-la para gerar uma amostra do autovalor dominante A e, entao, de-
terminar os valores de £ correspondendo a melhor aproximagao da forma dada na
Eq. (4.2.11) para os dados correspondentes & amostra ()\1, ceey /\ns). Por exemplo,
podemos considerar o sistema linear para determinar os coeficientes

Ni=PAE) =ty (&) (i=1,...,ns).

Este sistema se escreve na forma

L{ =)\, Ly =1,;(&)

e é geralmente sobredeterminado (mais equagoes do que incégnitas). No sentido
dos minimos quadrados, com um coeficiente de regularizacao de Tikhonov € > 0,
temos

(L'L + cId) ¢ = L'X .
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EXEMPLO 4.2.1. Consideremos uma tnica varidvel aleatéria v = u? € R, u uni-
formemente distribuida em (0,2) e a matriz aleatoria

A(v) =
coS (%v) —sin (%v) 2—v 0 oS (Ev) sin (%v)
sin (gv) CoS (%v) 0 v —sin %fu) oS (%fu) '
(4.2.12)
Os autovalores de A sdo 2 —v e v. Assim
~ 2—v,se0<v<]; ) B v, se ) <v <1y
)\_{ v, se 1 <wv < 4. ’ A_{2—1),sel<v<2. (4.2.13)
Neste caso, a funcao cumulativa exata do valor proprio dominante é
1
L(VA=v2=R), e 2
() =4 2 (\/X AJssel <A< (4.2.14)
IV, se2<v <4
Seja (vl_, <ty Upns) uma amostra de ns realizagoes de v conduzindo aos valores préprios
(A1, ey Ans)i. Podemos utilizar estes valores para determinar a solug¢ao do sistema

linear
Ai = PA(v;) = lap (v;) -

Este sistema €, em geral, sobredeterminado (mais equagdes do que incdgnitas.
Os resultados obtidos com uma amostra de ns = 21 realizacdes sdo dados nas
Figs. (4.10) (resultados correspondendo a um coeficiente de reqularizagao de Tikho-
nov nulo) e (4.11) (resultados correspondendo a um coeficiente de regularizagdo
de Tikhonov igual a 1E —3). A figura do lado esquerdo compara a varidvel A
projecao PX, enquanto que a figura do lado direito compara a func¢do cumulativa
da proje¢ao a funcdo cumulativa exata. A aprozimacdo utilizada é um polinémio
de grau 8. Os resultados obtidos utilizando uma amostra v; = u? gerada por pontos
(U1, ey Uns) equidistribuidos € dada na Fig. (4.12).

daminant sigenvalue, mean square error = 0093754, Tikhanav parameter =0 cdf of the dominant sigenvalue, Tikhonov parameter = 0

2=

Figura 4.10: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (amostra aleatéria de 21 pontos)
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Se estivermos interessados nos autovetores, podemos considerar uma amostra
de pares (XZ—,Xi) tais que Hilu = 1 e max {X;.®1,X;.€} > 0. Podemos entio
aplicar o procedimento apresentado, aprorimando os autovetores pela expressao
da Eq. (4.1.3). Um exemplo de resultado é dado na Fig. (4.13) - para obté-los,
utilizamos ns = 51 wvalores equidistribuidos de u e uma base trigonométrica com
Nx = 23.

dominant eigenvalue, mean square enor = 0.055751, Tikhonov parameter = 0,001 cdf of the dominant sigenvalue, Tikhanoy parameter = 0,001
4

09
08

o7

.
[+ & === calculated
&

04

03 4]
02

o1

Figura 4.11: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (amostra de 21 pontos
aleatdrios)

dominant eigenvalue, mean squae error = 0035457, Tikhonov patameter = 0 cdf of the dominant eigenvalue, Tikhonov parameter =0

08 —xact 4
& === calculated

Figura 4.12: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (21 pontos equidistribuidos)

4.2.2 Determinacao da distribuicao de autovetores ou auto-
valores por ajuste de momentos

Uma variante do método precedente consiste em utilizar uma amostra A = (A1, ..., Ans)
para construir uma representacdao utilizando o método do ajuste de momentos
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(moment matching method): a amostra permite calcular os momentos empiricos

e e e e 1 - 7
M® = (Mf, ... M7) , Mf = —% ()
j=1
e aprorimados
1 ns )
M?2(€) = (M, .., M2) , M = — > (M)
j=1

Estes valores podem ser utilizados para ajustar os momentos: € possivel seja re-
solver as equagodes ndo lineares M?®(£) = M® seja minimisar uma fungdo objetivo
medindo uma pseudo-distincia d (M?(£), M®).

dorminant eigenvector, mean square eror = 010908, camponent 1 caf of the dominant eigenvalue, component 1

s
’

/
08 =

Commm=
@ data w7
06
“i 05
w S—xact
04 === calculated
.
H 03
H 02
“ La
AOF S5 000000000
1 01
4
£
25 3 as 4 —%5 0s 1 15
o %
dominant sigsnvector, mean square aror = 010208, componsrit 2 cdfof the dominant sigenvalug, componert 2
1 1 v
i /
I\ B
el Eay et
1 08
0
08 T
H 07
08
08
e 2
& - OF
- <
04 04
02 03
1 02 = —
o S IAY 7
LYt AR Y 01
v u 4

Figura 4.13: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.1 (51 pontos equidistribuidos)

EXEMPLO 4.2.2. Consideremos a situacdo descrita no exemplo 4.2.1. Testemos
quatro métodos de ajuste: minimizacao do erro relativo, minimiza¢ao da soma dos
erros relativos, minimizacao do erro absoluto, resolugcao numérica do sistema nao
linear (Cf. também secao 3.2). Os resultados correspondendo a uma amostra de
ns = 21 pontos se encontram na Fig. 4.14: podemos observar que o autovalor nao
€ bem aproximado, mas somente a fun¢do cumulativa - como observado na se¢ao
3.2. Os resultados obtidos com uma amostra de ns = 21 wvalores equidistribuidos
de u se encontram na Fig. 4.15. Enfim, os resultados obtidos com 5lvalores
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equidistribuidos de u se encontram na Fig. 4.16. Em todos os casos, os melhores
resultados foram obtidos através da resolugcao do sistema nao linear.

dominant eigenvalus
moments =B, basis elements = 9

el o = 3.72726.006, sum rel e = 0.00027486

abs =0 078622, norm of eq = 3.0145¢.006

5 ¢ data

oxact

cdf of the dominant sigenvalus
moments = B, basis slements = 9

rel o1 = 372726005, sum rel e = 0.

abs e =0.078622, norm of eg = 3 Fred

7=
09
]
7
p 08 ‘,¢
07 "
_08
w05 7
wrf r2
s
o Fa —cact
03 ll ’ - e
/ ==sum el e
= 1 —==abs e
i 7 = g solv
(4
il
05 1 15 2 25 3 35

Figura 4.14: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.2 (21 pontos aleatdrios)

dominant eigenvalue

caf ofthe dorminant eigenvalue
‘moments = B, basis elements =9

rel err = 0,00011507, sum rel err = 0 00066391

abs err= 065885, norm of eq = 338076005

s

Figura 4.15: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.2 (21 pontos equidistribuidos)

domminant eigenvalue
moments = B, basis elements =

tel err = 6.173¢-006, sum rel err= nnmmws

abs e = 05785, norm of eq = 1 8463

W[

cdf o the dominant sigenvalue
moments = B, basis elements =9
oo e e nd s DA
= 05785, norm of eq = 184686005

Figura 4.16: Resultados obtidos no Exemplo 4.2.2 (51 pontos equidistribuidos)
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4.2.3 Representacao dos autovalores extremos através de
otimizacao

Seja F': R® — R dada por

F(X) = X1.AX / XX . (4.2.15)

F ¢é o quociente de Rayleigh associado a matriz A. Seu minimo coincide com
o menor valor préprio A de A e é atingido quando X é um autovetor associado
a A (Cf.,, por exemplo [39]). De forma andloga, seu méaximo coincide com o valor
préprio dominante X da matriz A e é atingido quando X é um autovetor que lhe
é associado.

O quociente de Rayleigh fornece um método alternativo para a determinagao
numérica da distribuicao dos autovalores extremos, através da maximizacao ou
minimizacao de E (F(PX)). Por exemplo, podemos utilizar a representacao dada
nas Eqs.(4.2.10)-(4.2.11), definirmos

fx)=EF (xp () - (4.2.16)

e determinarmos numéricamente x tal que f seja minimo ou méaximo: a solugao
define PX - a otimizacao pode ser realizada utilizando, por exemplo, os métodos
apresentados em [49]. Além disto, por um lado, o0 minimo ou méximo pode ser
limitado a uma bola xt.x; < r, (r > 0) e, por outro lado, decomposi¢oes em
valores singulares (SVD) podem ser utilizadas: se A(v) = ng)S(v)U(v)t, com
W(V%tW(V) = U()'U(v) = Id, entdo, para B(v) = U(v)'W(v)S(v) e Y =
Uwv) X,

F(X)=G(Y) = Y'.BY / YLY | (4.2.17)

e B pode ser utilizada em lugar de A. O algoritmo correspondente se escreve

Algorithm 1 Otimizagao do quociente de Rayleigh
Require: Nx > 0, kmazx > 0, precmin > 0, x(¥) € M(n, Nx);
Require: uma amostra v, de ns realizagoes de v;
Require: um método de minimizagao de f;
gerar : x minimizando f (Eq. 4.2.16);
gerar : PX associado a yx;
A= PX"APX / PX'PX;
return PX, A\

Uma alternativa consiste em utilizar a minimizagao do quociente de Rayleigh
para gerar uma amostra de A ou A e utilizar em seguida um procedimento de
colocagao:
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e ou minimizar f; (x) = F (x¢ (vi))) para cada i: cada minimizagao produz
uma realizacao \; de .

e ou minimizar F; (X) = X*.A (v;).X / X! X para cada i: também neste

caso, cada minimizacgao produz uma realizacao \; de A.

ExEMPLO 4.2.3. Consideremos a situagdo descrita no exemplo 4.2.1 estamos in-
teressados na determinacao dos autovalores extremos (minimo e mdzximo), o que
corresponde & minimizacao e & maximizagdo do quociente de Rayleigh (Eq (4.2.17).
Utilizamos a técnica apresentada em [49], com uma amostra de ns = 21 valores
equidistantes de u. Os resultados obtidos se encontram nas Figs. 4.17 e 4.18 ,
respectivamente.

smallest sigeralu cdf ofthe smallest eigenvalue
mean quad error = 2.5567e-011 (polynomial) 9.211e-012 (rigonornetric) mean quad error = 2.5567e-011 (polynomial) 9.211e-012 (rigonarmetric)
1

smallest eigenvalue by using F and SVD
F

Figura 4.17: Menor autovalor no Exemplo 4.2.3 (21 pontos equidistantes)

largest eigenvalue cdfof the largest eigenvalue
mean quad error = 1.3295e-010 (polynornial) 9.3774e-D12 (rigonometric) mean quad error = 1.3295e-010 (polynomnial) 9.3774e-012 (trigonometric)
4 1

w

largest eigenvalue by using F and SVD
F,

Figura 4.18: Maior autovalor no Exemplo 4.2.3 (21 pontos equidistantes)

4.2.4 Poténcias iteradas

Um segundo método classico para a determinacao do valor préprio dominante
quando A possue n autovalores distintos é o método das poténcias iteradas, o qual
consiste em iteracoes partindo de um vetor inicial X(©):
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X(+1) — plt1) / HT(’““)H . T Z A XK (4.2.18)

Consideremos a representagao introduzida nas Eqs. (4.2.10)-(4.2.11): definimos
XD () = x(E+Dp(v) e, de forma andloga,

T+ — T(kH)cp(v).

Entao, temos

NX NX n

k k
Z TZ(U‘H)(PJ'(V) = Z Z A;Dq(V)X,(Jj)<Pj(U) . (4.2.19)
Jj=1 j=1¢=1

Multiplicando ambos os lados por ¢;(v), obtemos

Nx’ll

ZT(k—H) V ZZqu Xq] 90]( )@i(v) . (4220)

j=1q=1

e tomando a média em ambos os lados, resulta

Nx n
Z ZCZD“UT k+1) Z Z D;mqg Xq] 5 (4221)
j=1q=1 j=1q=1
onde
Cpigj = E (51711901'(")903‘ (v)) , Dpigj=FE (qu(V)cpi(V)goj(V)) . (4.2.22)

Utilizando a transformagao ind(a,b) = a + (b — 1) Nx, podemos definir, para
r = ind(p, i) e s = ind(g, ),

k+1 k
Crs = Cpigj » Drs = Dpigj » D — ng+ ) , P = ng) . (4.2.23)

e a Eq. (4.2.22) se escreve

CtHD = Dx(® (4.2.24)
Uma vez calculado £+ podemos normalizé-lo e definir
2D (k1) / Ht(k+1)H 7 XEIJ;H) — (D), (4.2.25)

As Eqs. (4.2.24)-(4.2.25) definem as iteragdes : X*) é dado, o que determina
(X(k)) e, por conseguinte, x*) e t(*+1) através da (Eq. (4.2.24). Entdo, x(*+1)
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e (xgkﬂ), e xg\lf;rl)) s@o determinados pela Eq. (4.2.25), a qual fornece X (k+1),

No final das iteracGes, o valor préprio é aproximado pelo quociente de Rayleigh
dado na Eq. (4.2.15): A & F(X). Ainda neste caso, decomposi¢oes em valores
singulares podem ser utilizadas: A(v) pode ser substituida por B(v).

Técnicas de deflagao também podem ser utilizadas para construir outros auto-

valores : uma vez X e A\ determinados, podemos considerar A=A-)\XX! /

Xt.X. Entéao o valor préprio dominante de Adéo segundo maior autovalor de A
e o procedimento eposto pode ser aplicado a A.

Enfim, notemos que é possivel determinar o autovalor minimo utilizando a
inversa A~! de A em lugar desta tltima. Na prética, ndo é necessario inverter a
matriz: basta utilizar as iteracoes ditas inversas: A.T* D = XK*) o que leva a
Dt*+1) = Cx(®) em lugar da Eq. (4.2.24).

O algoritmo correspondente a este método é o seguinte:

Algorithm 2 Poténcias iteradas

Require: Nx > 0, kmax > 0, precmin > 0, x(©) € M(n, Nx);
local : k, prec, t, xnew;

gerar : C e D;

gerar : x(9) associado a x(©;
k:=0;

x = x0);

prec := precmin + 1;

while k& < kmax and prec > precmin do
determinar t : Ct := D.x (ou Dt := C.x para as iteragoes inversas);
xnew :=t / [[t|;
prec := ||xnew — x||;
X 1= Xnew;
k:=Fk+1;

end while

gerar : x associated to x;

gerar : PX associated to x;

A= PX'APX / PX'PX;

return X, A

Como no caso precedente, uma alternativa consiste em utilizar este método
para gerar uma amostra de autovalores e aplicar um procedimento de colocagao.

EXEMPLO 4.2.4. Consideremos a situacao descrita no exemplo 4.2.1. Os resulta-
dos obtidos para os autovalores minimo e mdximo se encontram nas Figs. (4.19)-
(4.22). Nas Figs. (4.19) e (4.20), os produtos escalares foram calculados através
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de integracao numérica utilizando a funcao interna quad de MATLAB. Nas Figs.
(4.21) e (4.22), as médias foram estimadas utilizando uma amostra equidistribuida
de valores de u.

smallest sigenvalue cdf of the smallest sigenvalus
mean quad eror = 982226015 (polynomial) 9 5666015 (iigonometic) mean quad error = 015 555
1 1
09
2 o5
& 08
d 07
o0
g 08
2 o5 L
£ 04
2 4
< t ot
g vigonomeric 03
z 02
§s
01
2 [)
0 05 1 15 2 25 3 35 4 2 15 ] 05 ] 05 1
* b

Figura 4.19: Menor autovalor no Exemplo 4.2.4  (integracao numérica)

largest eigemvalue cdf of the largest eigenvalue
mean quad error = 1.181e-014 (polynomial) 1.191e-014 (irigonometric) mean quad emor = 1.181e-014 (polynomial) 1.191e-014 (rigonometric)
4

by using F and SVD

Figura 4.20: Maior autovalor no Exemplo 4.2.4  (integragdo numérica)

largest eigenvalue cdf of the largest eigenvalue

mean quad error = 1.148¢.014 (polynomial) 1.1625e 014 (rigonometric) mean quad error = 1.14Be.014 (polynomial) 1.1625e-014 (tigonometric)
4 1
09
s
e 08
%
@ 3 L
£ 08
E2s w08
3 e
3 04
2
s 03
= [}
=18 = polynomial Ny =6 i
prome’ty 01
 tigonometric Ny = 11
1 05 1 18§ 2 25 3 35 4 05 1 15 2 25 3 35 4
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Figura 4.21: Menor autovalor no Exemplo 4.2.4 (21 pontos equidistantes)
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cdfof the smallest eigenvalue

smallest eigenvalue
ean quad error = 9 8984e-015 (polynomial) 9 66336015 (rigonormetric)
1

smallest eigenvalue by using F and SVD

Figura 4.22: Maior autovalor no Exemplo 4.2.4 (21 pontos equidistantes)

4.2.5 Subespacgos iterados, ou iteracoes de Krylov

Uma generalizacao simples do método das poténcias iteradas consiste em utilizar
nao apenas um, mas um conjunto de vetores iniciais: consideramos nao um ve-
tor, mas o conjunto S(® = {Xgo), ...,X,(C?i)} de kd vetores iniciais. S pode ser
construido de forma a ser ortonormal - por exemplo, através da aplicagao da or-
tonormalizacio de Gram-Schmidt ao conjunto (0 = {Xl(o), e Xég)}, dado pelo

utilizador. Alguns métodos usuais para a construcao de S(0) sio os seguintes:
e escolha aleatéria,
e autovetores de uma matriz auxiliar,

e vetores de Krylov: Xl(o) é dado e Xi(ﬂ)l = A.Xi(o).

No passo k, S*F) = {ng), ...,X,(CZ)} é dado e
gk+1) _ {ng-i-l), _'_,Xg;ﬂ)}

é obtido através da ortonormalizacdo de Gram-Schmidt do conjunto S*+1D =
{Xl(k+l), ...,Xésﬂ)}, o qual é obtido através da aplicagao de uma iteracao do

método das potencias iteradas aos elementos de S*): Xi(kﬂ) é obtido pela aplicacao
do procedimento correspondente as Eqgs. (4.2.23)-(4.2.24) a XZ(-k). O algoritmo cor-
respondente a este método é o seguinte:

Como nos casos precedentes, podemos empregar decomposi— ¢oes em valores
singulares (SVD) e substituir (A(v) por B(v)) definida acima. Além disto, da
mesma maneira que nos casos acima, é possivel utilizar este procedimento para
gerar uma amostra de autovalores ou autovetores destinada a um procedimento

de colocagao.
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Algorithm 3 Subspagos iterados

Require: kmazx > 0, precmin > 0, x(°) € M(n, Nx);
Require: Nx > 0, kmax > 0, precmin > 0, np > 0;
local : k, prec, t, xnew;
gerar : C e D;
gerar T° = {X§0)7 . .,ngj)} C M(n, Nx);
for i :=1 to np do

gerar : tgo) associado a XEO);
end for
gerar S = {X§0)7 e 7x$?p)} pela ortonormalizacao de Gram-Schmidt de
[0, O},
k= 0;

prec := precmin + 1;
while k& < kmax and prec > precmin do
for i :=1anpdo
gerar : x associado a ngk);
determinar t : Ct := D.x;
gerar : x associado a t;
ng) =
end for
gerar T+ = {ngk)v s vng;)};
gerar S*t1) — {ngﬂ), . .7x5£7+1)} pela ortonormalizacao de Gram-
Schmidt de TF;
prec := 0;
for i :=1anpdo
prec := prec + HXEkH) - Xl(‘k) Ha
end for;
k=k+1;
end while
for i:=1anpdo
gerar : PX,; associado a X§k+1);
Ai = PX;" APX; / PX;" PXj;
end for
return Xyq,...,Xup, A1, A
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EXEMPLO 4.2.5. Consideremos ainda a situacdo descrita no exemplo 4.2.1. De-
sejamos determinar simultaneamente os autovalores minimo e mdzimo utilizando
o conjunto inicial de Krylov. Dos resultados obtidos se encontram nas Figs. 4.23
e 4.26 , respectivamente. Nas Figs. (4.23) e (4.24), os produtos escalares fo-
ram calculados através de integragdo numérica utilizando a funcdo interna quad
de MATLAB. Nas Figs. (4.25) and (4.26) as médias foram estimadas utilizando
uma amostra equidistribuida de valores de u.

mean quad error = 1,8863e.016 (polynomial) 2.67676.016 (rigonometric) o B LA
1

mean quad error = 1. 88632016 (polynomial) 257876016 (iigonometric)
1
09
L
& 08
<o 07
& 06
] » onometric N, =11
s 05 w05
£ 04
g 4
H 03
§ s L
01
95 1 15 2 25 3 35 4 2 1 [ T 2 3 4
Z N

Figura 4.23: Menor autovalor no Exemplo 4.2.5  (integragdo numérica)

caf of the largest eigenvalue

i P T A D ppran S mean quad error = 5.9203e-016 (polynomial) 5.8456e-016 (tigonometric)
1

——exact
olynamial N, = 6
08l | ===trigonometric N, = 11

largest eigenvalue by using F and SYD
E

Figura 4.24: Maior autovalor no Exemplo 4.2.5  (integragdo numérica)
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- cdf of the smallest igenvalue
. ean qusd o = 189536016 (poynomiah 222176016 (igonametic mean quad error = 1.8963¢.016 (polynamia 2 22176 018 (rigonaretric)
1

using F and SVD

Figura 4.25: Menor autovalor no Exemplo 4.2.5 (21 pontos equidistantes)

ol caf of the largest eigervalue
4 ean quad arr = 6 6036016 plgnoria) 5 40756016 rigonmeic mean quad error= 66030016 (polynomia 5.4075e 016 (viganametric)

—exact
olynornial Ny =&
g} | == =trigonometric N, = 11

largest eigenvalue by using F and SVD
I3
)

Figura 4.26: Maior autovalor no Exemplo 4.2.5 (21 pontos equidistantes)

4.3 Métodos estocasticos para sistemas lineares
deterministicos

Sistemas lineares deterministas tem sido estudados na literatura de maneira ex-
tensa e profunda. Métodos eficientes de resolucao sao muito difundidos e podem
ser facilmente encontrados. Entretanto, os métodos existentes geralmente exigem
a resolugao completa do sistema mesmo quando somente algumas das variaveis nos
interessam, isto é, a determinacao total da solugao é necesséria mesmo quando so-
mente alguns componentes da solugao nos interessam. Em algumas situagoes, a
determinacao independente de alguns componentes da solucao é possivel através
de métodos estocésticos. Eventualmente uma tnica varidvel pode ser determinada

sem passar pelas outras. A situagdo-modelo é a seguinte: consideremos o sistema
linear

AX =B, (4.3.26)
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onde X =(X;) € M(n,1) é a incégnita; B =(B;) € M(n,1) é um vetor e

A = (A;j) € M(n,n) verifica

A =old —TI, (4.3.27)

onde o > 1 é um numero real e IT = (II;;) € M(n,n) é uma matriz tal que

mp =0,V j; Y my=1,Yi (1<4, j<n). (4.3.28)

j=1
Consideremos Q = {1, ...,n}; uma funcdo f : Q2 — R, dada por
f@)=Bi,i=1,..n (4.3.29)

e uma sequéncia de varidveis aleatérias {Uy},cy C €2 tal que

P(Uk+1:j|Uk=i)=Hij,Vk€N; Uy e (4330)

VkeN : P(UkJrl :]| Uk:i,Uk,1:’L'kfl,...,U():io):

4.3.31
H'LJ ’ v (jai;ikflv '-'7i0) € Qk+2 ; ( )

Seja
PO = (P (UO = Z)) € M(?’L, 1) .
Nosso objetivo é demonstrar o resultado seguinte:

TEOREMA 4.3.1. Suponhamos satisfeitas as condi¢oes (4.3.26)-(4.3.31). Entio

“+oo
Xi=Y B | Uy=1) |
k=0

DEMONSTRAGAO.-
1. Sejai € Q: se P(Uy =1i) =0, entéo
2. Mostremos que

P (Ug41 = ik+1, Uk = ik, U1 = tg—1, ..., Up = ip) =

Wi, Wiy XLy, iy P(Uo = %0),Y (igs1s ks k1, -y 0) € QP2
(4.3.32)
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A prova é feita por inducao finita: para k = 0, consideremos os eventos
E= ”Ul = ’L'1”; F= 77[]0 = Z.()”. Temos

P(E |F):Hi0i1 ;P(F):P(Uozio) .
Lembrando que
P(ENF)=P(E |F).P(F),
temos

P(Ul = il,Uo = io) = Hioil P(UO = io).

Suponhamos, para a indugdo, que a Eq. (4.3.32) é satisfeita para o valor
k > 0. Tomando FE = ”Uk+2 = ikJrQ”; F = ”UkJrl =1, U =1k, ...,Ug = ’L'()”,
temos, da Eq. (4.3.31),
P(E | F) = Hik+1ik+2 )
P(F) = P (Ukt1 = ik41, Uk = ig, ..., Up = io)

e, lembrando ainda que P(ENF)=P(FE | F).P(F) , temos

P (Ugt2 = igt2, Uky1 = ty1, Uy = ik, ..., Uy = ip) =

iy vine P (Uks1 = tgg1, Up = ik, ..., Up = o) -

Entao, usando a hipétese feita para o valor de k& (Eq. (4.3.32))
P (Ukt2 = ikt2, Upt1 = iks1, Up = ik, ..., Up = ig) =
Wigiy Wiyiy o Iliyyi iy iy P (Uy = io)

e a relacdo dada na Eq. (4.3.32) é verificada para o valor k + 1, o que
completa a indugao.

3. Como

P(Uk+1 :ijO = 7/) -

> PUkr=5,Uk =ik, U1 = ig1,.., Up = 1) ,

Tk ylk—1y--y01=1
temos

P (Ug41=4,Up=1) =

PUy=14) > My My, Iy

Tk ylk—1,--0y01=1

ie.,
P (Upsr =5, Ug =) = [II*] P(Uy =) .

)
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4. Mostremos que
VkeN ZP(UkJrl:j |U0:’L'):[Hk+l]ij,
Vi, j (1<i, j<n)

Suponhamos que P(F) # 0: consideremos E = "Uyy1 = j"; F =7Uy = i".

Entao
P(ENF)

P(F) — [HkJrl}

PUktr=7 | Up=1i)=

ij
Seja P(F) = 0: neste caso,
iy =PUr=j [Up=1)=0,Vj (1<j<n)

n
k+1 _ .. .. P —
=Y M I, T =0
Tyl —1,---81=1

=P =j|U=i),Vj (1<j<n),
de forma que a igualdade continua vélida.

5. Assim,

E(f(Un)|Uo=i)=Y flPUx=j |Us=1i)=

6. Além disto,

1 —1 -l-oo1
Id--1I1) =) —I*
(a-5m) %

Logo,
+o00 1 00 1
ZJE(f(Uk) |U0:i):ZJ[HkBL:
k=0 k=0

1 -1
(Id - —H> B
o

()

e temos o resultado enunciado.

A i
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Capitulo 5

Equacoes Algébricas Nao
Lineares com Parametros
Aleatorios

5.1 Sistemas de equacoes algébricas nao lineares
Nesta secao, consideramos sistemas de equacoes algébricas:
F(X,v)=0, (5.1.1)

no qual F : M(n,1) x M(nr,1) — M(n,1) é uma fungao regular, X =(X;) €
M(n, 1) é o vetor das incégnitas, v = (v1, ..., Up,) é um vetor aleatério. Neste caso,
X é uma fungao implicita de v e, assim, também é um vetor aleatério, fungao de
v: X = X(v). Nosso objetivo é a determinagéo numérica da varidgvel X(v) através
das formas de representagao préviamente introduzidas (Capitulo 3): consideramos
uma aproximacao PX de X em um subespago conveniente de variaveis aleatorias,
tal como, por exemplo,

Nx Nx
PX = ZXkSOk (&) <i.e.7 (PX)j = Z Xk Pk (V)> . (5.1.2)
k=1 k=0

Nesta expressao, a incégnita a ser determinada é x = (Xij) € M(n,Nx). F =
{#k }ren € uma familia convenientemente escolhida, tal como, por exemplo, uma
familia total de um espaco funcional - se v toma seus valores em 2 C R™, uma
escolha conveniente é L? (). & é uma varidvel aleatéria convenientemente seleci-
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onada e Nx € N* é a dimensao do subespago de aproximacao. Tomando

@ (€)= (91 (€), s oy (6))" € M(Nx, 1),

temos:
PX = xp (&) . (5.1.3)

No que segue, aplicamos os métodos gerais apresentados no capitulo 3 e, além
disto, apresentamos também métodos particulares, adaptados & Eq.(5.1.1).

5.1.1 Colocacao

Quando dispomos de uma amostra X = (Xy,...,X,s) de ns realizagdes de X,
podemos considerar o sistema linear
PX(,)=X; , i=1,...,ns . (5.1.4)

A resolucao numérica destas equagoes fornece os coeficientes x - este sistema é
geralmente sobredeterminado e devemos utilizar um método adaptado, tal como,
por exemplo, uma resolucao por minimos quadrados.

Caso disponhamos de uma amostra V = (vi,...,Vys) de ns realizagoes de
v, a escolha natural é X; = X(v;) e &, = v;, para i = 1,...,ns. A situagao é
analoga se os valores de v; podem ser determinados a partir dos valores de X;.
Ao contrério, quando s6 dispomos de uma amostra direta de X, i. e., se os valores
de X; sao dados, mas nao é possivel determinar os valores correspondentes de v;,
podemos introduzir um vetor aleatério artificial a e tomar & = a. Como observado
no capitulo 3 , os resultados podem ser de ma qualidade caso as varidveis sejam
independentes. Neste caso, necessitamos gerar uma forma de dependéncia entre as
varidveis a e X, o que pode ser obtido por uma reordenacao. Este procedimento é
particularmente 1til em caso de multiplicidade de solugoes (Cf. exemplos abaixo).

EXEMPLO 5.1.1. Consideremos a equagdo do sequndo grau
F(X,v)=X?-2X+v=0,
onde v € uniformemente distribuido sobre (0,1). Esta equagdo tem por solugdes
Xi=1-V1I—-v , Xo=1+V1—-v .

As fungoes cumulativas associadas sao, respectivamente,

0, sex <0
Fiz)= 1—-(z—-1>% se0<z<1 ;

1, senao.

0, sex <1
Fz)={ (x—1)7° sel<z<?2

1, senao.
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Suponhamos que uma amostra de ns = 11 realizacoes de v seja disponivel. Neste
caso, podemos gerar amostras correspondentes de X1 e Xo tomando X1; = X1 (v;)
e Xo; = Xa(v;). Se uma tal amostra nao é disponivel (isto é, os valores de v sdo
desconhecidos), mas somente os valores de X1 e X5 sao dados, podemos considerar
uma varidvel aleatdria a de lei uniforme sobre (—1,1) e X1 = X1(a), X2 = Xa(a).
Para criar uma dependéncia entre as varidveis, podemos, por exemplo, ordenar os
valores de X1; e Xa; de forma crescente e utilizar uma amostra de a, também or-
denada de forma crescente. Pontos equidistribuidos a; = —1+2(i —1)/ns também
podem ser considerados - tais pontos ja se encontram ordenados de forma cres-
cente.

Os resultados obtidos com uma base polinomial com ns = 11 pontos e uma
resolugdo da Eq. (5.1.4) por minimos quadrados se encontram nas Figs. (5.1)-

(5.2).

first raot, polynomial, Ny =5 cdf of the first root, polynomial, Ny =5
v mean square eror = 0.0099699 1 y

ordered random a - mean square ermor = 0.089639
equally spaced a - mean square error = 0083306 08
12
08
1
& data 07

08 — g xact

——
=== ordered random 3
equally spaced a == ordered random a

equally spaced a

first roat

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 4 05

Figura 5.1: Resultados para X; no Exemplo 5.1.1 (11 pontos aleatérios)

second root, polynomial, Ny =5 edf of the second raat, polynomial, Ny =5
¥ mean square error = 00099620 1
ordered random 3 ; mean square eror = 0.0B9639
equally spaced a | mean square error = 0.083306 oo} [==——exact

08} | =="ordered random a
@ data equally spaced a

3 = =~ordered random a 08
F equally spaced a

i
i
probabilty

second root
s

01 02 03 04 05 06 07 08 03 4 05 0 05 1 15 T o

Figura 5.2: Resultados para X3 no Exemplo 5.1.1 (11 pontos aleatérios)

Os resultados podem ser melhorados se tivermos informacgoes adicionais. Por
example, os resultados para ns = 21 pontos sao mostrados nas Figs. (5.8)-(5.4).
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fist roct, polynomial, N, = 5 caf of the first root, polynormial, Ny = 5
v: mean square error = 00055203 1
ordered random a - mean square error = 0.028182
equally spaced a - mean square error = 0063153 s
1
08
1
& data 07
il — pxact
sy 08 —act
——~ordered random a £ —
508 equally spaced a H 05 b _,.,,,,,ET ,,m,,,,:,
i equally spaced a
E oy '
03
02
02
o 01
02
0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1 4 05 0 05 1 15 2 25 3
v x

Figura 5.3: Resultados para X; no Exemplo 5.1.1 (21 pontos aleatérios)

second root, polynomial, Ny =5 edf of the second root, polynomial, Ny =5
v mean square error = 0.0056203 1
ordered random a : mean square ermor = 0.028182
equally spaced a | mean square error = 0063153 0g| [==—eract
25 Py
08| |=+=""ordered randor a
@ data equally spaced a
— gxact 07
P == ~ordered randorn a 08
- equaly spaced a £
: S Fos
g S04
15 e 03
02
01
1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 q 4y §p pg ¥ ® & &
v x

Figura 5.4: Resultados para X no Exemplo 5.1.1 (21 pontos aleatérios)

E interessante notar que os resultados obtidos utilizando uma amostra de ns
valores equidistribuidos de v; sao idénticos aos resultados obtidos utilizando ns
valores equidistribuidos de a; - esta constagcao nao € surpreendente, dado que, em
tal caso, existe uma relagao entre os dois valores : a; = 2v; — 1 e as varidveis a e
v tornam-se uma fun¢ao da outra. Os resultados correspondentes a esta situagao
se encontram nas Figs. (5.5)-(5.6).

first root, polynomial, N, =5 cdf of the first root, polynomial, N, =5
v mean square error = 0014978 1
ordered random a - mean square ermor = 018911
equally spaced a : mean square error = 0.014978 09
1
08
1 P 07
06
05 2
H 208 -« ordered random
|t £, equally spaced a
o ¢ data o3
2
—act
! ——
02
05F /1 —+=+~ordered random a
] equally spaced a o1

01 02 03 D4 05 06 07 08 09
v

Figura 5.5: Resultados para X; no Exemplo 5.1.1 (11 pontos equidistantes)
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Uma situacgao de interesse pratico € aquela onde nao podemos separar os valores
de X1 and Xo: a amostra de raizes contém wvalores de ambos e ndao dispomos de
informacgao suficiente para separd-las. Por exemplo, consideremos uma amostra
formada de 40 valores, dos quais 20 correspondem a X1 e 20 a Xo. Consideremos
40 wvalores artificiais a; equidistantes tais que a1 = —1 and a40 = 1. Os resultados
obtidos aplicando o procedimento descrito se encontram na Fig. (5.7)

second roat, polynormial, Ny, =5

ean square error = 0.014978 1
ordered random 4 - mean square ertor = 0.18911
equally spaced a - mean square error = 0.014978 oo} [==——exact

cdf of the secand root, polynomial, Ny =5

sl [='=-ordered random a
A & data equally spaced a
250 —xact 07
" T
\ == ~ordered random L3
K equally spaced a

second roat

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 4 45 0 0§
v

Figura 5.6: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.1 (11 pontos equidistantes)

mean square eror = 0.01427. N, =5 cdfofthe roots, Ny =5

08 06 04 02 0 02 04 08 08 1 A 05

Figura 5.7: Resultados para uma amostra misturando as raizes no Exemplo
5.1.1 (20 pontos aleatdrios de cada raiz)

5.1.2 Ajuste de momentos

Uma segunda maneira tradicional para explorar amostras é o método do ajuste de
momentos, apresentado no capitulo 3: determinamos os coeficientes de forma a
fazer com que os momentos M?(PX) = (Mf, vy Mg) da aproximagao coincidam
com os momentos empiricos M® = (Mf, - M;) da amostra. Para tanto, podemos
optar entre resolver o sistema de equagdes nao lineares M?(PX) = M® ou minimi-
zar uma funcao-objetivo correspondendo a uma pseudo-distancia d (M?(Px), M®)
caracterizando a proximidade ou afastamento entre os momentos.
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EXEMPLO 5.1.2. Consideremos a situagao descrita no Exemplo 5.1.1. Suponha-
mos dada uma amostra de ns = 21 realizagoes de v. Entdo, de maneira andloga d
do Exemplo 5.1.1 | podemos gerar amostras de X1 e Xa: basta tomar X1; = X1 (v;)
e Xo; = Xa(vi), o que permite aplicar o procedimento exposto. Os resultados ob-
tidos com uma base polinomial aparecem nas Figs. (5.8)-(5.9).

Figura 5.8: Resultados para X; no Exemplo 5.1.2

Figura 5.9: Resultados para Xs no Exemplo 5.1.2

Os resultados obtidos com uma amostra de pontos equidistantes v;

13
abs err = 00013585, norm of g = 1 09998011

—r]

01 02 03 04 05 08 07 08 09

moments = 5, basis slements = &
el o = 0.0001083, sum rel e = 0 00025148
abs o = 0 0023175, norm of 8q = 7. 14766006

T,
e

- 3 D |
’ . N
7 S
7 \
.
.
N

== =eqsob

01 02 03 04 05 06 07 08 08

se encontram nas Figs. (5.10)-(5.11).

roments = 5, basis elements = &
ol orr=0.0057757, surm rel err = 0.0141
bs orr = 0.0024743, nom of oq = 5. 2220008

&
~

& data

—pxact

—T]

)”’
-
DY
”

Figura 5.10: Resultados para X; no Exemplo 5.1.2

01 02 03 04 05 06 07 08 09

cof of the frt roct
moments = 5, basis elements =6
ol orr= 00034882, sum el or = 0.0016713
abs err = 0.0013585, norm of eq = 103996011

——art

———relen

= el o
abser

== =egsoly

caf ofthe sacond roct

abs err = 0.0023175, norm of eq = 7.14760006

os

o8

o

L8 |

HE

Lo4

o3 1
/ ez M

02 d = abs err

cdf o tha first roct
moments =5, basis elements = &
rlen=0  sum e arr=0.01941
abs err = 0.0024749, norm of eq = 5.2226-009

—ra
———rslon
= rel et
abs o
=== eq s0lv

(21 pontos

(21 pontos aleatdrios)

(21 pontos aleatdrios)

(i—1)/ns

equidistantes)
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moms lemerts = & maments = ments = &
el 17 = 43527008, sum rel er = D.00013625 el er1= 435270006, sum rel e = 0.0001%25
abs arr = 0 000BASES, norm of aq = 1.49832.005. abs arr= 00008 = 1.49830.005

I
02 Il

01 02 03 04 05 06 07 08 09 05 1 1§ 2 256 3 a5 4

Figura 5.11: Resultados para X2 no Exemplo 5.1.2 (21 pontos equidistantes)

Quando os valores de v; sao desconhecidos, podemos considerar - como no
Ezxemplo 5.1.1 - uma varidvel artificial a. Por exemplo, consideremos uma amostra
contendo, como no exemplo precedente, 20 realizagoes de X1 e 20 realizagoes de
Xo, assim como uma amostra de 40 pontos equidistantes a; tais que a; = —1 e
a40 = 1. Os resultados obtidos se encontram na Fig. (5.12)

XX
probabity

08 05 04 02 0 02 04 08 08 05 1 15 2 25 3 35

Figura 5.12: Resultados para uma amostra misturando as raizes no Exemplo
5.1.1 (20 pontos aleatérios de cada raiz)

5.1.3 Aproximacgao variacional

Do ponto de vista variacional, a Eq. (5.1.1) é aproximada por
F(PX,v)=0, (5.1.5)
Dado que (da Eq. (5.1.3)),
F(PX,£) =F (x¢(§).v) ,

temos

@ (€)' D'F (x¢ (§),v) =0,V D € M(n, Nx) . (5.1.6)
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temos

Tomando D;,, = §;+-0ms, resulta

Nx
E <<ps (&) Fr <Zxksok (E)w)) =0,1<7r<n1<s<Ny. (5.1.7)
k=1

As Egs. (5.1.7) definem um sistema de n x Nx equagdes nao lineares para as
n X Nx incégnitas x = (Xij) € M(n, Nx). Este sistema deve ser resolvido por

um método adequado a fim de fornecer os coeficientes x. E preciso notar que a
construgdo das Egs. (5.1.7) s6 é possivel se a distibui¢ao conjunta do par (&, v) for
conhecida, seja de forma analitica, seja de forma empirica, através de uma amostra
do par. Além disto, os resultados sdo geralmente melhores quando usamos &€ = v.

ExeEmMPLO 5.1.3. Consideremos a situagao descrita no FExemplo 5.1.1. Podemos
utilizar uma aproximagdo em base polinomial utilizando £ = v e efetuar a resolu¢ao
numérica das Eqs. (5.1.6) pelo método iterativo de Newton-Raphson. Os resulta-
dos assim obtidos se encontram nas Figs. (5.13)-(5.15). Na primeira figura, as
médias foram calculadas através de integracao numérica. Na sequnda, considera-
mos 21 valores equidistantes de v. A dltima figura corresponde a uma amostra de
21 realizagoes aleatorias de v.

mean quadratic eror = 00053483 cdf of the root

01 02 03 04 05 06 07 08 09 05 1 15 2 25 3 35

Figura 5.13: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3  (integracao numérica)
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mean quadratic eror = 00085357

— e
==calculs

Figura 5.14: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3

0f 02 03 04 05 06 07 08 09

mean quadratc eror = 0.0052084

——avacte
===calculee

Figura 5.15: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3

01 0z 03 04 05 06 07 08 09
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cdf of the roat

probabiity

—r
=== calculatad

probabilty

(pontos equidistantes)

cdf of the ract

(pontos aleatérios)

A utilizagao de uma varidvel € # v € ilustrada nas Figs. (5.16)-(5.17): consi-

deramos, por um lado, uma amostra de ns = 21 realizagoes aleatorias de v e 21
pontos a; equidistribuidos sobre (—1,1) tais que a1 = —1 e az; = 1. Os resulta-
dos obtidos com & = a e um polinémio de grau 5 se encontram na Fig. (5.16),
enquanto que os resultados para um polinomio de grau 8 se encontram na Fig.

(5.17).

mean quadratic eror = 0.062714

—xacte
=== calcules

Figura 5.16: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3

cdf o the rect

—act
=== calculated

(€ # v, amostra de 21 pontos)
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mean quadraic erfor = 0.035573 cdf ofthe root

09, 09,

08, ] 08;
v

07, 8 07,

08 08

Eus 7 s
04 ~ 04
z
03 o 03!
z
¥
oz

02, 02

L3 s o1

W 108 06 04 02 0 02 04 05 08 1 05 1 15 2 25 3 35
v

Figura 5.17: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.3 (£ # v, amostra de 21 pontos)

5.1.4 Adaptacao de métodos iterativos

Consideremos um método iterativo para a resolugdo numérica da Eq. (5.1.1), cuja

funcao de iteracao é ¥: o método consiste em gerar uma sequéncia {X(”)}p>0,

partindo do ponto inicial X(® e tal que

X+ — @ (X<P>) . (5.1.8)

O método iterativo acima pode ser adaptado a determinacgao de PX: seja

Nx
PX® = Zxk o (€ (i.e., (PX(p)>j :ZXE?,?% (v)>. (5.1.9)
k=0

Entao, as iteracoes se escrevem

pXP ) — @ (PX(p)) . (5.1.10)

Adotemos o ponto vista variacional: temos

¢ (£) D'PXPT) = 4 (¢)' D' (PX ) ¥ D e M(n,Ny) .

Z > Dimgn (€)X ey (€) =

km=11i=1
X n Nx
ZDim(Pm &)V, <ZX](€;D)(P;€ (£)> ,1<i<n,1<m< Nx.
m=11i=1 k=1

Assim
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NX n

Y. D DimE (wm )X Ve (5)) -
km=11i=1
Nx n
> 30t (@9 (S a0)) )

m=1 i=1

1<i<n,1<m< Nx.

Tomando Dy, = 640 nesta igualdade, temos, para , 1 <r <n,1 <s< Ny

Nx Nx
P AN NI PEAREo <¢S@>wr<§jx$%%<9>> SNGAREY
k=1

k

Estas equagoes formam um sistema linear para as incégnitas X(p 0, sejam

Arsjk: = 6jTE ((ps (S) Pk (S))

B.—FE < (Z Py (& )) (5.1.12)

Z AT‘SJ]CXSZ]:ZJ’_l):BT‘S;lSTSnv1§SSNX-

Entao,

Redefinindo os indices por
ind(j,k) = (k- n + j
e utilizando A = (Ayg) € M(nNx,nNx), U = (Ug) € M(nNx,1), B= (B,) €
M(nNx,1) dadas por

Aaﬁ = »Arsjk , Ba = B,s Uﬁ = Xglj.;—i_l) )

(5.1.13)
Q= ind(r, S)v ﬂ = an(]a k) )

temos

AU=B. (5.1.14)
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A resolucdo deste sistema linear determina U e, logo, x?*t1. Na pratica, a
solucao pode ser determinada resolvendo n sistemas lineares contendo cada um
Nx incégnitas e uma matriz M € M (Nx, Nx) fixa : sejam N* € M (Nx,1) e
U" € M (Nx,1) tais que

Mgy =FE (‘Ps (é) Pk (6)) )

r - (p) r (p+1) (5.1.15)
N =E (¢, 00 Y x"0x €] |, Ui =x%
k=1
Entao,
MU"=N",1<r<n. (5.1.16)

A resolugdo da Eq. (5.1.16) para um valor fixo de r fornece os valores de x,.,
para 1 <k < Nx.
Um caso usual é aquele onde a funcgao de iteragao toma a forma

¥ (X) =X+ & (X)

Neste caso, as iteragdes (5.1.8) se escrevem

XFH) = X0) L AX®) . AXP) = @ (X<P>) . (5.1.17)

e temos

XD = x®) 1 Ay P | (5.1.18)

onde Ax(p) é determinado resolvendo o sistema linear AAU = AB, anélogo a
(5.1.14), com ® substituindo ¥ em (5.1.12) (lembremos que 8 = ind(j, k)):

(5.1.19)

Nx
AB,s =FE (ws (&) @~ (Z X o (E))) 7
k=1
AB, = AB,, , AUz = A7+

Analogamente a (5.1.16), é possivel determinar Ax"®) resolvendo n sistemas
lineares MAU* = AN”, andlogos a (5.1.16), com ® substituindo ¥ em (5.1.15):

Nx
. (p)
ANT =E (sas (&) @, <I;Xk O, (£)>> ; (5.1.20)

AU = Ay
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EXEMPLO 5.1.4. Consideremos novamente a situacao descrita no Exemplo 5.1.1.
Quando utilizamos o método de Newton para a resolucdo da equacao do segundo
grau, a funcao de iteragao é

X2 -2X 4w

X)) =

Apresentamos na Fig. (5.18) os resultados obtidos apds 100 iteragées, partindo de
X;(z? =1, Vj, k. Neste cdlculo, utilizamos uma aprorimacgao polinomial de grau 5

e as médias sao estimadas a partir de ns = 21 pontos v; equidistantes.

mean quadratic eror = 0.0096835. cdfof the roct

01 02 03 04 05 D6 07 08 09 oE § 8 ® %% P m &

Figura 5.18: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.4  (ns = 21 pontos v; equidis-
tantes)

Na Fig. (5.18), apresentamos os resultados obtidos efetuando 100 iteracoes a
partir de Xﬁ) = 0, Vj,k. Neste cdlculo, as médias foram obtidas por integragao

numérica utilizando a fun¢ao quad de MATLAB.

mean quadratic eror = 0.0054344 cof o he root

01 02 03 04 05 06 07 08 09 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 5.19: Resultados obtidos no Exemplo 5.1.4  (integra¢ao numérica)
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5.2 Resolucao de sistemas de equacoes nao linea-
res deterministicos

Nesta secao, consideramos a resolugao de sistemas de equacgoes algébricas deter-
ministicos
F(x) =0,

nos quais F : M(n,1) — R™ é uma funcdo vetorial ,ex =(z;) € M(n,1) é a
incégnita. Supomos que estas equagoes nao contém nenhum termo aleatério e
sao de tipo determinista: x é um vetor de nimeros reais. Estamos interessados
em situagoes onde o cdlculo de F(x) contém erros: por exemplo, quando somente
aproximacoes de F(x) podem ser construidas. Os métodos usuais, tais como o
método de Newton-Raphson podem encontrar dificuldades em tal situagao, dado
que os erros no cdlculo de F(x) e de suas derivadas podem levar a oscilagoes
ou diverg'ig)%ncia. dentro do quadro mais geral de métodos estocasticos, uma
alternativa é o método de Robbins-Monro, o qual pode ser considerado como uma
simples extensao das iteragoes de relaxagao

xH) = x® _gF(x®)), 9 > 0, x© given .

Este simples procedimento de relaxagao pode ser generalizado pela introdugao
de uma variavel 6, diferente para cada iteracao k:

xkHD — x®) _ g, F(x¥), 6, >0, x© dado .

Quando a sequéncia {0y}, . y verifica

+oo +oo
9k>O,VkEN;ZGi:+oo;Zt9?<+oo, (5.2.21)
=0 i=0

o método é conhecido como algoritmo de Robbins-Monro. Uma maneira simples
de satisfazer estas condigoes consiste em utilizar

6
a+bk+1) "’

este algoritmo foi inicialmente utilizado para equagoes contendo varidveis aleatorias:
consideremos as iteragoes

O = a,b,0>0.

XD — 5 (®)) _ gy (k)

onde Y*) é uma aproximacao de F(x(¥)).
Supondo que o erro e¥) = F(x®)) — Y*) & uma varidvel aleatéria centrada, in-
dependente de {x(@, ..., x*=D y© _ ykE=11 o algoritmo ainda converge para
x.

A convergéncia resulta do seguinte teorema:
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TEOREMA 5.2.1. Seja (,) o produto escalar usual de R™. Suponhamos que
1. F:R® — R" € continua e limitada:
sup {|IFx)||:2 eR"} =M < o0 ;
2. Eziste x € R™ tal que F(x) = 0;

3. Seja, para 6 >0, A(x,0) ={y e R: ||y —x|| > 0}. Supomos que existe uma
aplicacao m : R — R tal que, V6 > 0,

inf{(y —x,F(y) - F(x)) :y € A(x,0)} >m (§) >0 .
4. A sequéncia {0y}, c y verifica (5.2.21)

Sob estas hipdteses, a sequéncia {x(k)}k c n Converge para X : x®) — x for
k — +o0.

Notemos que a condigao (iii) implica que a solugao é inica, dado que F(y) # F(x)
paray # X.

DEMONSTRAGAO:

1. Seja T®W = x(¥) _x. Entao

T+ pk) _ g, (F (x(k)) —-F (x))

e
e[ = [ ot e () -2 (00, (x))
Sejam
—+o0
S=> 6
k=0
e

P (<)

2 k—1
= <o
1=0

As hipéteses sobre f mostram que

k—1

0<> 67

=0

k—1
F(x?) H2 <MY 62 < M2,
=0
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o que implica a existéncia de um nimero real A > 0 tal que
00 ) 9
0<A<MS and Y62 HF (x@)H —A.
i=0

Além disto,
zr >0, VkeN.

. Temos também

(<)

k
2
21 = HT(kJrl)H + M2S _ Zof
1=0

Assim,

s — o= HT(k+1)H2 _ HT(k)HQ — 92 HF (x(k)) Hz

_ 29, (T(k),F (x(k)))
e temos
s = 26— 2, (Tac),F (x(k))) :
Como
(198 () = (108 (x7) ~¥ix)

(x0xm (<) ) 2 (5] 20,

temos

Zk+1 < zk ,VkeEN.

Assim, {z(k) }k . é decrescente e limitada inferiormente: existe um ntimero
real z > 0 tal que
2F) 5 2 for k — +o0.

. Por conseguinte,

()

—sB=2z—-—M?S+A.

2 k—1
[ = 2 -5 + 3ot
=0

Dado que |T(’“)|2 >0,VkeN, temos B > 0.
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5. Suponhamos B > 0. Entao, existe kg > 0 tal que:

2
k2t [20ff 22 = oo 2 2 0.
Logo,

k> ko = (T(’“),F (x(k))) = (T(’“), F (x(k)) _F (x))

B
(< (x) -p0) 2 (3 ) 0
e, considerando
/B
A=2 — 0

k> ko = zppr = 2 — 200 (T(k),F (x(k))) <2k — My .

temos

Esta desigualdade mostra que

k—1 k—1
Vk>k0:zk—zk0:Z(ziﬂ—zi)g—/\ 0; .
i=ko i=ko

Como
21 <2< 20,VkEN,

esta desigualdade implica que

k—1
VE>k:0< Y 6 < R

i=ko

— Zk Z0 — Rk zZ0 — =

A . U

6. Mas a desigualdade implica que

+oo
Z 0; < +o0,
=0

o que contradiz as hipéteses. Logo, B = 0 e temos o resultado enunciado.
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Capitulo 6

Equacoes Diferenciais com
Incertezas

Do ponto de vista matematico, equacoes diferenciais sao antes de tudo equagdes:
os métodos apresentados nos Capitulos 4 e 5 podem ser utilizados para a quan-
tificacao de incertezas em equagoOes diferenciais. A principal dificuldade reside na
quantidade de incognitas a serem determinadas.

Formalmente, é preciso guardar em mente que as solugoes de equagoes diferen-
ciais nao sao vetores de um espago de dimensao finita, mas elementos de um espago
vetorial de dimensao infinita: enquanto a solugao do sistema linear AX = B - com
A € M(n,n) e B € M(n,1) - é um vetor X € M(n,1) , a solugdo da equagio
diferencial 2’ = ax sobre (0,T), 2(0) = 2o é uma fungéo z(t) = xgexp (at). En-
quanto a determinagao de X consiste na determinacao de n niimeros reais, aquela
de z exige a determinagao de z(t) para cada t € (0,7T) - isto é, a determinacao de
uma quantidade infinita de nimeros reais. Esta especificidade tem um impacto
significativo na complexidade do problema de quantificacao de incertezas: para o
caso do sistema linear em dimensao finita AX = B onde A = A(v) e B = B(v),
devemos determinar PX = x¢ (&) , com x € M(n, Nx) (ver Capitulo 4 ); para o
caso da equagao diferencial 2’ = ax sobre (0,T), (0) = xg com a = a(v), devemos
determinar Px = x(t)¢ (€), onde (0,T) — x(t) € M(1, Nx) é uma aplicagao -
isto é, x(t) deve ser determinado para uma infinidade de valores de t.

Na prética, equagoes diferenciais sao frequentemente resolvidas utilizando dis-
cretizacdes gerando aproximagoes com incégnitas em dimensao finita, tais como
esquemas de diferencas finitas, elementos finitos, etc. Em tal caso, a determinacao
completa de z(t) ndo é realizada e nos contentamos com a determinacao de va-
lores aproximados x1 & z (t1) , ., Tn ® x(ty) (0 < t1 < ... < t, =T), e a
incégnita torna-se X = (z;) € M(n, 1), solu¢ao um sistema de equagdes algébricas
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F(X) = 0. Este sistema é linear ou néo linear, segundo a natureza da equagéo ori-
ginal e método de discretizagao usado. Nos dois casos, as técnicas de construgao
de representacdo podem ser empregados. Alguns esquemas de discretizagao levam
a construcgao iterativa, ou progressiva da aproximacao, o que conduz naturalmente
a considerar métodos como apresentados na secao 5.1.4.

A principal dificuldade resulta, como mencionado acima, da maldicdo da di-
mensionalidade: a quantidade de passos n pode ser grande (eventualmente muito
grande). Analogamente, Nx pode tornar-se grande, pois cresce rapidamente com
o ntmero de varidveis aleatérias utilizado na aproximagao. Assim, o nimero total
de incognitas, nNyx, pode crescer rapidamente na pratica - o que é uma limitacao
ao uso pratico dos métodos considerados.

6.1 Representacao de solucoes de equacgoes dife-
renciais lineares

As observagoes acima mostram que a quantificagdo de incertezas em equagoes
diferenciais lineares esta ligada & quantificagao de incertezas em sistemas algébricos
lineares. Por exemplo, consideremos a seguinte equagao diferencial ordinaria:

X
onde X : (0,7) — M(n,1) é a incégnita a ser determinada, A = A(v) €
M(n,n), B = B(v) € M(n,1), Xg = Xq(v) € M(n,1), v.= (v1,...,p) é um
vetor aleatério destinado a modelar a incerteza. De forma analoga & apresentada
na secao 4.1 (ver chapter 4), buscamos uma aproximacio PX em

S = [{‘Pl (é) y s PNy (é)}}n =

S (6.1.2)
ZDk¢k(€)ka€R",1§k§NX ,
k=1

p o0
X ~PX =3 x4 () ( PX), =Y xjuen <v>> . (6.1.3)
k=0

k=1

onde & é uma varidvel aleatéria conveniente, F' = {¢} }, o ¢ uma familia de fungoes
conveniente,

@ (&) = (¢1(€), - oy (8)" € M(Nx,1)
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e x = (x4;) € M(n,Nx) ¢ a incgnita a ser determinada. Temos
X =~PX =xp(&) . (6.1.4)

Adotemos, por exemplo, o ponto de vista variacional: analogamente as segoes
4.1 e 5.1.3, a equagao diferencial (6.1.1) é aproximada por

PX €S, E(Y'X(0) =E(Y'Xo) e

6.1.5
E(Y#%) =E(Y'APX)+E(Y'B),YYeS. (6:1.5)

Lembrando que
Y€S<:>Y:DSD(€)5 D= (D’Lj) GM(TL,N)(),

temos, por um lado,

E (go (&) Dt%go (g)) =E (so (£)'D'Ag (é))

+E (go 3% DtB) VD e M(n, Ny) ;
e, por outro lado,
E(¢(©)'D'x(0)¢ (&) ) = (# (€)' D'Xy) - (6.1.6)

Temos

n Nx
E(p(v)' D'Axe () = 3 > E(pn (V) DinAijr (v) i
i,5=1k,m=1
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Assim, tomando D, = 6i0ms, Eq. (4.1.6),levaa,paral <r <n,1 <s< Ny

NX n

dXrk
E L E A, ,
; (ps (V) o1 (V) = + ; (05 (V) Arjor (v)) X 6.1.8)
= J_
=E(ps(v)B;) .
Sejam
Misjk = 05rE (05 (V) 01 (V) Arsjie = E (05 (V) Arjpr (v)) 4 (6.1.9)
Crs (B) = E ((ps (V) BT) ‘
Temos, para 1 <r <n,1 <s< Nx ,
n Nx
dx
Z Z {Mrsjkwjk + »Arsijjk =Cys (B) .
j=1k=1
Consideremos a aplicagao
nd(j, k) = (k—1)n+j, (6.1.10)

e as matrizes M = (Mag), N = (Nog) € M(nNx,nNx), U= (Ug), Q = (Qp) €
M(nNx,1) tais que

MaB = Mrsjk y Noz,@ = Arsjk ) Qoz = CTS (B)7 U,@ = Xjk )

a =ind(r,s), B =ind(j, k) (6.1.11)
Entao, temos
M% =NU+ Q. (6.1.12)
Por outro lado,

E (¢ (V) DimXo0i)

E (2 ©)'D'x (00 (€)= E (1, (V) Dimp (v)) x31,(0)
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e a Eq. (6.1.6) mostra que, paral <r <n,1 <s < Nx ,
Nx
DB (0s (V) o ()] x(0) = E (0, (v) Xor) -
k=1
Assim, para 1 <r <n,1 <s< Nx ,
n Nx

Z ZMTSijjk (0) =Crs (Xo) -

j=1k=1
Assim, definindo Yo = (Yog) € M(nNx,1) tal que
Yoo =Crs (Xo) , a=ind(r,s) , (6.1.13)
temos
MU(0) = Y, . (6.1.14)
As Egs. (6.1.12) e (6.1.14) formam um sistema linear de equagoes diferenciais

que pode ser resolvido para determinar a incégnita U. Uma vez determinado U,
podemos construir x utilizando a Eq. (6.1.11) e, enfim, PX .

EXEMPLO 6.1.1. Sejan =2 e a equagao diferencial

dX_( 0 —gl)X , X(O)_<%2) . on (0,T)

dt v

A solugdo exata é

X (1) = < vg cos (v1t) >

vy sin (v1t)

Suponhamos que v = (v1,v2) seja um par de varidveis aleatdrias independentes
tais que v seque uma lei uniforme sobre (a1, b1) e vy é uma varidvel uniforme
sobre (aa, be). Utilizamos a base (0 <i<ny ,0<j<ny)

or (v) = (vl_al)i (vz—@)j k=0 —1n1+i.

b1 —ay ba — az
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exact component 1 at time t= 0.5
elative mean square eror = 50471005

Component 1att=0.5as arandom variable: exact values

exact component 2 at time
relative mean square ermor =

Component 2att=0.5as arandom variable: exact values

exact component 1 at time t = 1

relative mean square error = 000079891

Component 1att

exact component 2 at time t = 1
relative mean square err = 001789

0.5 as arandom variable: exact values

Equacoes diferenciais com incertezas

approximated companent 1 at time 1= 0.5
mean square eror = 2 90866005

01

005
" vy
Approximated component 1 att=0.5 withm=2,n; =2

exact component 2 at time t = 0.5
telative mean square error = 00044167

Approximated component 2 att=0.5 withny=2,n, = 2

approximated component 1 at time t= 1
mean square error = 000043813

Approximated component 1at t = 1 with n;= 2, n,
approximated component 2 at time t = 1
an square eror = 0.0036911

Component 2 att=0.5as arandom variable: exact values

Figura 6.1: Resultados para t = 1 no Exemplo 6.1.1 (n; = ny = 2)

Approximated component 2 at t = 1 with ny= 2, n= 2
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cormponent 1 forv= (62832, -0.1) component 1 forv= (52832, 0.1)
mean square ertor = 2.9241e-006 mean squate enor = 43833 006
relative mean square eror = 3.9593e-005 relative mean square error = 6.5016e-005
015 01
o008
o1
008
005 004
5 0m
g e
& & 0
5 s
005 5
01 i approximated
006
015
W B gpproximated 008
exact
02 01
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 | 0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09 1
time time
Example of temporal prediction for component 1 Example of temporal prediction for compenent 2

Figura 6.2: Resultados para o Exemplo 6.1.1 com nts =10 (n; = ny = 2)

approximated component 1 at time t = 1 approximated component 2 at time t = 1
mean square error = 00036911

mean square error = 0.00043819

Component 1 at t=1as a random variable Component 2 at t = 1 as a random variable
component 1 forv = (6.2832,-0.1 ) component 1 forv= (5.2832,-0.1 )
mean square enor = 337936008 mean square error = 43246006
relative mean square eror = 4.72186-005 relative mean square eror = 6.19116-005
o o
01 o1
005 [
0 0
x x
Faam - ™ approximated
exact
01 01
o = approximated o
s xact
) o
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
time time
Example of temporal prediction for component 1 Example of temporal prediction for component 2

Figura 6.3: Resultados para o Exemplo 6.1.1 com nts =40 (n; = ny = 2)

Os resultados obtidos para T = 1, a; = 1.87, by = 2.2w, as = —0.1, by =
0.1, ny = ny = 2 estao nas Figs. (6.1.1) - (6.3). A equagao diferencial for-
mada pelas Eqs. (6.1.12) e (6.1.14) foi integrada utilizando a fun¢do MATLAB
ode45 e a solucdo foi controlada em nts instantes do tempo correspondendo a
t = At,2A¢,...,ntsAt = 1, At = T/nts. As médias foram calculadas por inte-
gra¢do numérica utilizando a func¢do quad de MATLAB. Para nts = 10, o erro
quadrdtico médio global observado foi de 1E — 4 e o erro relativo correspondente
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resultou inferior a 0.3%. As Figs. (6.1.1) - (6.1) comparam as varidveis aleatdrias
X(t), PX(t) para valores de t fixos e todos os valores de v, enquanto a Fig. (6.2)
compara a predicao PX(t) a solug¢ao exata X(t) para um ponto v particular e todos
0s valores de t. Os resultados sao andlogos para nts = 40: a Fig. (6.3) mostra
um exemplo de resultado para nts = 40.

6.2 Representacao das solugoes de equacgoes dife-
renciais nao lineares

O procedimento apresentado na secao precedente pode ser adaptado a equagoes
nao lineares: consideremos

dX

— =f(LX), X(0)=X,. (6.2.15)

Neste caso, temos

PXeS, E(Y'X(0)=E(Y"Xp) e
(6.2.16)

E (Yt.%) — E(Y'£(t,PX)),VY €S .

Assim, a Eq. (6.1) se escreve
t e AX
B (o@D %o (©)) -

E (¢ (&) D' (t.xp (€) , ¥ D € M(n, Nx) ;

(6.2.17)

e, dado que
E (¢ () D' (t.x0 (€)) =
Nx

n
i1=1 m=

E (¢, (V) Dim fi (t, xp (§)))

temos

> > E(on () Dinp (v)) d;;k _

n

Z Z FE (cpm (V) Dimfi (tv XP (S))) :

=1
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Assim, tomando D, = §;70ms, for 1 <r <n,1 < s < Ny, temos

Nx
> (B 0o ) B =B i txe©) . 6219
k=1
Consideremos
Fo (t,U) = E(p, (v) fr (t,xe (€)))
e temos
dU
M= =F(t,U). (6.2.19)

com a condicdo inicial (6.1.14).

EXEMPLO 6.2.1. Sejam n =1 e a equacao logistica

A solucdo exata é

xo exp(at)

x(t) =

1 —x20 +xgexplat)

Supondo que v = («, o) € um par de varidveis aleatdrias independentes tais
que « seque uma lei uniforme sobre (0,1) e g € uma v.a. de lei uniforme sobre
(0.5,1.5). A equagao diferencial (6.2.19) com condi¢ao inicial (6.1.14) foi resolvida
numéricamente com a func¢do ode4d de MATLAB e a solugdo foi controlada nos
instantes t; = iAt, i = 1,...,nts, At = T /nts. As médias foram determinadas por
integragcdo numérica utilizando a fungdo MATLAB quad. A Fig. (6.4) mostra um
exemplo de resultado para nts = 10.
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exact solution a time 1 =05 approximated solution a fime 1 = 05
elative mean square error = 0.0010076 mean square eror = 0010264

Solution att= 0.5 as a random variable: exact values Approximated solution at t = 0.5 with n;=2, n; = 2
exact solution at time 1= 1 approximated solution at tima 1= 1
relative mean sguare error = 0.0020921 mean square error = 0.02104

Solution att=1as arandom variable: exact values Approximated solution at t =1 with ny=2, n = 2

Figura 6.4: Resultados obtidos no Exemplo 6.2.1 (n; = ng = 2)

solution forv= (051,099 soluion forv= (0.49,15)
mean square eror = 4.65796-005 mean square eror = 0.0032545
reltive mean square enar = 472526005 relfive mean square sror = 00016535
noes 1
o5 1@
083 i provmated
act
o5
15
[Eo &
%
& & s
> ogots 2
4
0g9t
09905 i
om0 13
1
07 02 03 04 05 06 07 08 09 07 02 03 04 05 06 07 08 09
Example of temporal prediction (n; =ny=2) Example of temporsl prediction {n; =nz=2}

Figura 6.5: Resultados obtidos no Exemplo 6.2.1 (n; = ng = 2)

6.3 Representacao de solucoes de equacgoes dife-
renciais parciais
6.3.1 Equacgoes lineares

Equacoes diferenciais parciais podem ser estudadas utilizando os mesmos métodos,
em particular quando escritas em forma variacional. Por exemplo, consideremos
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um espaco funcional V', uma aplicagao bilinear
VxV>a(z,y —a(zy) € M(1,1),

um funcional linear
Voy—by e M(1,1),

e a equacao variacional
zeV e a(z,y) =by),VyeV.

Usualmente, a discretizacao desta ultima é realizada utilizando de uma familia
finita {9;},,,, (tal como, por exemplo, elementos finitos) e o subespaco V,, =

[{wi}l <i<n] . A equacao variacional é discretizada sob a forma

z eV, and a(z,y)=bly),VyeV,.

Consideremos
Ay =a(¥;,0;) s Bi=b(1;) ;

X = (21,00 20) ;Y = (1,00 yn) .

Neste caso, a equacao variacional aproximada torna-se
X € R" and YIAX =Y'B ,VY € R",
o que corresponde ao sistema linear
AX=B.

Aplicando o método apresentado no Capitulo 4 (section 4.1), temos

n Nx

DY ArrCip = Bps , 1<r <n,1<s< Ny,
j=1k=1

onde
Arsie = E (05 (V) Arjoy (V) Brs = E (¢, (V) Br)
Assim, introduzindo as mesmas varidveis (ver segao 4.1) M = (M,g) €
M(nNx,nNx), U = (Ug) € M(nNx,1), N = (Ny) € M(nNx,1) given by
Mg = Mgk, No =Nps , Ug = Cjy
a =ind(r,s), 8 =ind(j, k) ,

temos novamente

MU =N.
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6.3.2 Equacoes nao lineares

Suponhamos que a aplicagao (z,y) — a (x,y) ndo seja bilinear, mas somente que
y — a(z,y) seja linear. Neste caso, a equagdo variacional aproximada se escreve

XeR" eY'F(X)=0 ,VY €R",

onde

F(X)=a <Z iCk?/Jka%) —b;
k=1

XeR" e F(X)=0.
Aplicando o método apresentado no Capitulo 5 (section 5.1.3), temos
Frs(x)=0,1<r<n,1<s<Nx,

onde
Frs (X) = E (¢, (v) Fr (xp (v))) -

Assim, introduzindo os mesmos vetores
G =(G,) € M(nNx,1),U = (Ug) € M(nNx,1)

tais que
Go = Frs , Us = X1, » @ = ind(r,s), B = ind(j, k) ,

temos

G(U)=0.

6.3.3 Equacoes de evolucao
Consideremos uma equagao variacional dependente do tempo:
zeV e A (%,y) +a(z,y)=0b(ty),YVyeVandte (0,T),
onde \: V xV — R é bilinear. Seja
Aij =X (¥5,9;) -
Dado que

dr N _ 5, Aoy _yipdX

ij=1
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O caso linear
Para equagoes lineares, a equagao variacional aproximada se escreve
dX
A—+AX=B.
dt

Introduzindo

Mrsjk = 5jTE (905 (V) ATJ#)I@ (V)) ’

Avsii = E (¢, (v) Arjioy, (V) , Crs (B) = E (0, (v) By) | (6.3.20)

temos, para 1 <r <n,1 <s< Nx ,

WAL dX
Z Z |:Mrsjkd—; + Arsjkx_jk = Crs (B) .
J=1 k=1

Assim, usando as mesmas varidveis M = (M,g), Q = (Qp) € M(nNx,1),
N = (Nag) € M(nNx,nNx), U= (Ug), tais que

MaB = Mrsjk > Noz,@ = Arsjk ) Qoz = CTS (B)7 U,@ = Xjk )

. o (6.3.21)
a = an(Ta S)a ﬂ = an(]v k) s
temos U

O caso nao linear

Numa situagao nao linear, a equagao variacional aproximada se escreve

dX
AE =f(t,X),
onde
fi(t, X) =bi—a (Z iy, (€), ¢, (5)) :

k=1

Assim, considerando

Fo (t,U) = E(p, (v) fr (t,xe (§))) » = ind(r, s),

temos d
M— =F(t,U) .
dt (t.U)
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6.4 Reducao de sistemas hamiltonianos

Nesta sec¢ao, consideramos equacoes diferencias ligadas a sistemas hamiltonianos,
i.e., equacoes diferenciais correspondendo as equacoes de Hamilton de um sistema.
Neste caso, existem métodos estocasticos de redugao do ntimero de incégnitas e
é possivel gerar equagoes simplificadas capazes de fornecer valores aproximados
de somente um pequeno nimero de varidveis - eventualmente uma tunica - sem
necessitar o calculo das demais.

6.4.1 Sistemas hamiltonianos

Hamiltonianos sao geralmente introduzidos através de transformacoes de Lagran-
gianos. Consideremos um sistema descrito pelas coordenadas generalizadas

q= (qla 7qn) .

Utilizamos ¢ para designar o tempo e q =dq/dt para as derivadas temporais. Su-
ponhamos que a energia cinética é K = K (t,q,q) e a energia potencial total é
V =V (t,q). O Lagrangiano do sistema é

A agdo A sobre o intervalo de tempo (0,7) é dada por
A= [ Ltadd.
0
e as equagoes do movimento satisfazem & equagao variacional:
DA(q) (6q) =0, V dq such that 6q(0) =dq(r) =0,

onde DA ¢é a derivada de Gateauxr de A. Esta equagao variacional corresponde as
equacoes de Euler-Lagrange seguintes:

d (0L oL
o = 1<i<n. 6.4.23
dt (8(]1) dq; L= ( )
Consideremos a transformacao
., T
dada por
. . oL .
Q(q,d4)=q;P(qdq)=p ; pi=4-,1<i<n (6.4.25)

9q;
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p é o momento generalizado. As Eqs. (6.4.23) se escrevem

)
“0q 7T g
Seja T™! = (Q~',P7') a transformacao inversa associada a T (Eq. (6.4.24)).

O Hamiltoniano H do sistema é obtido através da aplicagao de uma transformac¢do
de Legendre ao Lagrangiano L :

Di ,1<i<n. (6.4.26)

H(t,q,p) =pP ' (a,p) — L(t,a,P ' (q,p)) - (6.4.27)
Esta transformacgao pode ser interpretada como o calculo da conjugada de Fen-
chel de L com relagao a q:

H(t,q,s) = sup{stx— L(t,q,x):x€ R"} )
Através de uma derivagao da expressao de s'x — L (t,q,x) com relagao a wx;,
o leitor pode verificar facilmente que o maximo é atingido em s; = dL/Jq; = p;.
Temos, por um lado,

H(t,q,p) =p'ad—L(t,q,q) ;4=P ' (a,p) .

Assim,
OH . < AL\ 8g; .
— 7{_’_ P — = = =4q; - 6.4.28
oy~ ; (pg 8%) ek (6.4.28)
———
=0

Por outro lado,

L(t,q,q) =p'a—H (t,q,p) ;p=P(q,q) .
Logo, a Eq. (6.4.28) mostra que

OL OH OH \ Op, OH
R (R L.
9 9q; = Op; ) Oqi 94
=0
e decorre da Eq. (6.4.26) que
. _aH
pi = o0
Assim, as equagdes do movimento se escrevem sob a forma
oH OH
==, pi=— ,1<i<n. 6.4.29
6= P 9 i<n ( )

Esta é a forma hamiltoniana das equacdes do movimento.
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6.4.2 Reducao de sistemas hamiltonianos auténomos

Os Hamiltonianos possuem varias propriedades interessantes. Por exemplo,

AH DM N (OH L OH
dt ot 9. " T op ) T

5 T2 (FPidi +dipi) = -

OH <& OH
- ot

Jj=1

Por conseguinte, um hamiltoniano que nao apresenta dependéncia temporal
explicita é constante durante o movimento, i. e.,

OH dH
S =0= =0, (6.4.30)

Um sistem ¢é dito auténomo se e somente se suas equagoes do movimento nao
contém dependéncia temporal explicita. Por exemplo, um sistema tal que K =
K (q,q4) and V =V (q) possue um lagrangiano L (q,q) = K (q,q4) — V (q) e, por
conseguinte, um hamiltoniano H (q,p) = p'P~!(q,p) — L (q, P! (q, p))7 o qual
é independente do tempo. Para um tal sistema, a Eq. (6.4.30) mostra que H é
constante e

f(p,q) = exp(=AH (q,p))

define uma funcao estritamente positiva e independente do tempo.

d
f(p,q) >0 andd—{zo.

Estas propriedades tornam f (p,q) um candidato natural para a definicao de
uma probabilidade independente do tempo no espaco de fase. Por exemplo, pode-
mos considerar

¢(q,p) = %f(q, P) ,

onde A é um fator de normalizacdo. Temos

A e = A ()
of _ OH .
6pl - _)\f (pvq) apz - _)\f (p7Q) qi
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Consideremos Q = {1, ...,n} e dois subconjuntos disjuntos
1= {il, ...,im} y J=Q-1= {jl, ...,jk} (k =n— m)

Suponhamos que estamos interessados somente nas variaveis { (gi,pi) : 1 €1 } e
que desejamos eliminar as varidveis {(g;,p;) : j € J}. Sejam

qr = (qiluqizu "'7qim)7 Pr = (pi17pi27 "'7pim)

e, de maneira analoga,

qs = (qjlvquv 7QJ;C)7 pPJs = (pjl)qj2) apjk)

Uma idéia simples para obter equagoes sem as varidveis nao desejadas e con-
tendo somente (qy, pr), foi introduzida por Chorin ([17], [18]) e consiste em con-
siderar as equagoes simplificadas:

4 _  (OH dpi _ OH '
@ (81)1' ar, pl)) Todt _E( e l(ar, PI)) viel, (6.4.31)

onde as esperangas condicionais sao calculadas usando a densidade ¢ (q, p). Con-
siderando

f1 (ar, pr) = / f (p.q) dasdp; = / £ (0, @) dajs dpjs .. dg;. dpj, |
Rk Rk

temos
oOH 1 OH
E ; = ,q)dqsd
(8(]1 |(q1 pI)) f[ (q[7 p[) 8q1f(p q) qsapJg
Sk
e
OH 1 OH
E , = — ,q)dqydpy .
<8p1 |(ql p1)> f] (q]7 p])s 8}% f (p q) qsapJg
k
Seja

H; = —i log (fr (ar, p1))

Temos, para i € I.

0

OH H OH
! 4 f(p,q)dqdp; = E (8—% |(ar, PI))

1
dq;  fr(ar, PI)S/
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0H; 1 oH <6H >
- 9 d . d - E , .
opi  f1(ar, pr) 5pif(p q) dq.sdp o |(ar, pr)

k

Assim,

dg; OHp dp; OHp .

_— = = — 7

dt Op; ~ dt dq;’
Esta equacdo mostra que o sistema reduzido (6.4.31) ainda é hamiltoniano e

que seu hamiltoniano é H;. Além disto, as equagbes contém somente as varidveis
de interesse (qy, pr).

el (6.4.32)

6.5 Solucao local de Equacoes diferenciais deter-
ministicos através de simulacao estocastica

6.5.1 Equacoes diferenciais ordinarias

Consideremos a equacao diferencial ordinaria

a(z)u’ () + B (x)u (z) + v () u(z) + f (z) = 0 sobre (0,0) ;
w(0) =ug ; u(l) =uy .

Pondo Q = (0,¢), 92 = {0, ¢},
upQ () =uo, se =0 ; upn () =ug, sex =1
temos

a(z)u” (x) + B (x)u (z) +v(x)u(x) + f () =0 sobre Q ;
u = ugn sobre €.

Supondo a > 0, consideremos
a(z) =+2a(x) ;b(x)=7p(x)
e a difusao estocastica
dX;=a(Xy)dWe+b(X)dt ; X(0)=2€Q. (6.5.33)

Consideremos o processo
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Temos Y = F (t, X (t), /7 (X (s)) ds) onde

0
F(t,z,z) =u(x)exp(z),

de modo que

o e u@en) 2 =02~ e (o) ¢
2
(?97}; =" (z)exp (2) .
Assim,
dY; = (A dWy + Bydt) exp (/’y (X (9)) ds) ,
0
onde
At = a(Xt) U/ (Xt) 3
B = % [a (Xt)]2 u" (Xy) + b (Xp)u' (Xe) + v (Xp)u(Xy) .

Seja
T=inf{t>0:X(t) ¢ Q} .

Para t < 7, temos X; € (2, de modo que

B; = % [a (X0)Pu” (X0) + b (X' (Xo) +9 (X)u(Xy) = — f(X0)
W B(Xy)

e, por conseguinte,

dY; = (AydW, — f (Xy)dt) exp (/’y (X (s)) ds) .
0
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Assim,
Y(r)-Y (0)= [ Arexp v (X(s))ds | dAW—
[reol]
/f(Xt) exp /V(X(s)) ds | dt
0 0
Dado que
T t
E A exp v(X(s)ds | dW; | =0 e Yy =u(x) ,
[
temos

N
—~
)
~—
|

Y(T)—i—/f(Xt)exp /W(X(s))ds dt .

0 0

Parat < 7, temos X; € Q e para t > 7, temos X; ¢ Q, de modo que X, € 99,
de forma que
u(z) =E(Z(1)) ,
onde

T

Z (1) = ugq (X;) exp /7 (X(t))dt
0

+ [recoes | [vxe)ds|a.
0 0
Este resultado pode ser utilizado para a deteminac¢do numérica de u (z): dis-

cretizamos (6.5.33) através de um método usual (Runge-Kutta, Euler, etc.). Por
exemplo,

Xpt1—Xn=a(Xpn) AW, +b(Xp) At ; Xo=2€ Q. (Euler)

Esta discretizacao fornece uma seqiiéncia de valores {X,}, - ,, com a qual
podemos determinar
n=min{i >0:X; ¢ Q},
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0 que nos permite obter uma aproximagéo de Z (1)

n—1
Z (1) m ugq (Xn)exp | At Y v(X;) | +
j=0
n—1 1—1
At | f(Xo)exp | A Y y(X;)
i=0 j=0

Repetindo este procedimento nr vezes, construimos uma amostra de Z (1),
formada dos valores Z1, ..., Z,, e podemos estimar

1 nr

6.5.2 Equacoes diferenciais parciais elipticas
Consideremos a equacao diferencial ordindria (convengédo de soma sobre indices

repetidos 1 < i, j < n)

0%u ou
aij (x) T20m. + B, (x) e +v(x)u(z)+ f () =0 sobre Q ;
3 ] 1
u = ugn sobre €.

Supondo

1 1
a= §aat = aij = Sk (6.5.34)
consideremos a difusdo estocdastica multidimensional

dX, = a(X)dW, +b(X,)dt (b=p); X(0)=z€Q. (6.5.35)

€ O processo

¢
Temos Y =F [ ¢, X (t), /”y (X (s))ds | onde
0
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Neste caso,
oF oF oF ou
E—u(x)exp(z) Do = ,T%—a—%(x)exp(z) :
0’F 9%u

8$i8$j - 8$18$J (JJ) eXp (2) ’

de modo que

dY: = ((Ar),; d (W), + Bydt) exp /7 (X(s))ds |,
0
onde

At =a (Xt) V’U, (Xt) 3
1 0%u
Bt = —Q;k (Xt) ajk (Xt) m (Xt)

2
ou

+ bi (Xt) oz, (Xe) + v (Xe) u (Xy) -

De maneira andloga, consideramos

T=inf{t>0:X(¢t) ¢ Q} .

Para t < 7, temos X; € €2, de modo que, para t < T,

By = —f(Xt)

e temos ainda

onde

Assim, u (z) pode ser aproximado pelo método descrito na segéo precedente.
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6.5.3 Equacoes diferenciais parciais parabdlicas

Consideremos a equagao diferencial ordindria (convengao de soma em indices re-
petidos 1 <4, j < n)

ou 0%u ou
N (z,1) = ij (2,1) m + B, (1) o

+v (z,t) u(x,t) + f (z,t) sobre Q x (0,7T) ;
u = ugg sobre 0N ; wu(x,0) = ug (z) sobre Q

Supondo ainda que (6.5.34) é satisfeita, consideremos a difusao estocdstica
multidimensional

dX; = a(Xy, S)dW, +b(X,, S)dt  (b=8) ; dS, = —dt ; (6.5.36)
X(0)=2€Q;50)=t (6.5.37)

€ O processo

Y () = u(X (t), S (1)) exp ( / wX(s),S(s))ds) .
0

Pondo X = (X, S), temos Y = F (t,)? (t),/'y ()?(s)) ds) onde

F:RxR"™'xR—R

verifica
F(t,z,2) =u(Z)exp(z).

Neste caso ainda, para
Tzinf{tzo;)?(t) ¢ O x (o,T)}

temos

onde

Z (1) = ugq (X, Sr) exp (/”y (X (t),S(t)) dt)

0

+/f(X(t),S(t)) exp (/”y(X(s),S(s)) ds) dt .
0

0
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Assim, podemos aproximar u (z,t) pelo método descrito precedentemente. No-

temos que
sq T=inf{t>0: X)) ¢Q ou S(t)¢(0,7)} .

6.5.4 Diferencas finitas

Os esquemas de aproximacao por diferengas finitas podem ser interpretados em ter-
mos probabilistas. Para tanto, consideremos uma seqiiéncia de varidveis aleatérias
{Xn},, > o tais que a lei condicional de X,,41 com relacao a X, é independente de
n e dada por
fla | Xn=y)=7"(z,9) ,

onde h > 0 é um parametro.

Seja {Xth}t < o © processo estocéstico obtido por interpolacao linear de {Xn},, »
com um passo h:

X" (nh) =X, ; te(nh, (n+1)h) = X" (t) =

t —nh
Xn + <—n> (XnJrl - Xn)

3
Consideremos
i@ =3 [ n—a) w7 (@) ()
ly—=[I<1
=g [ et @)
ly—l<1
A (w) @) = [ ()~ @) e @) £ay)
]Rn

Temos (Cf. [22])
TEOREMA 6.5.1. Se

(i) a"(z) — a(z) eb"(x) — b(x) wuniformemente sobre todo compacto de
R"™ para h — 0+ ;

(ii) {a" (x)}h e {v" (a:)}h o o Sao limitadas independentemente de x ;

1
(iii) ¥ e > 0 : sup 7 / 7 (z,y) £ (dy) : x €R™ 3 — 0 para h — 0+ ;

RTL*BE (z)
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entdo, quando h — 0+, X' converge em lei para X; tal que

dX; = a (Xo)dW; +b(X)dt ; X(0) =z

e
d
A" (u) (x) — A(u) (2) = 5 E (w(Xe)|Xo =12)
t=0
Condideremos a equagao
Au= —f sobre Q C R? ; u=upq sobre O
Quando usamos a discretizacao em diferencas finitas seguinte:
Witd,j = 2Wij + Wim1,j | Wil — 25+ Uij1
h2 + 12 - _fivj )
1 2
temos
1 n 1 n 1 n 1 9 ( 1 n 1 > f
T Witl,y T 75Wi—1,5 T 73 Wij41 T 75U -1 — 73 T 73 | Wi = —Jij>
hi hi h3 h3 hi b3
isto é,
Wit jwitr,; +ioa jui1,y + Wijpawi i + 16 joawi jo1 —wiy = —hfij,
onde
h2h3 h
12 i1 =115 = I jpr = i 51 =

BEIGERC)) O h3

Notemos que
Wigrj + iy + 1l + 150 =1
Seja {e1,e2} a base candnica de R? e
7 (@, y) =iy ;0 (2 —e1 —y) + ig1,;6 (x + e — y)
+Hi,jfl5 (.I — €2 — y) + Hi,j+15 (.I —+ €y — y) .
Temos
A" (u) () = Wi ju (z + 1) + i ju (z — 1)
+HIL jru(z+ex) + I j_qu (2 — e2) ;
ap; (x) =0,sei#j ;5 afy (2) =Migr; + i ;

]
a}2LQ (x) =1L 11 + 11 j—1; ph =0 .
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Assim, decorre do teorema que

d . h
EE(U(Xt) | Xo =) . = hE%JrA (),

de modo que podemos aproximar a solucio através de X/ temos
E (u(Xi) |Xi) —u (Xi) = hA" (u) (X;) = hf (Xi) .

Assim, fazendo a soma destas igualdades até o indice n — 1 e tomando a espe-
ranga:

U (x) ~F <u(99 (Xn) +h i f (Xz)>

i =0

6.6 Estatisticas de sistemas dinamicos

O estudo de sistemas dinamicos contendo incertezas vem despertando um interesse
crescente. Em Mecéanica, por exemplo, a variabilidade de parametros materiais, de
geometria, ou de condigoes iniciais e de contorno leva a considerar a variabilidade
de sistemas dinamicos. Por exemplo, um péndulo pode ser afetado por diversas
variabilidades: comprimento, massa, rigidez, amortecimento etc, as quais terao
um impacto sobre suas frequéncia naturais e, portanto, sobre sua estabilidade.

Dificuldades especificas surgem quando estamos interessados em movimentos
periddicos, dado que os parametros usuais (pe— riodo, autovalores do sistema li-
nearizado, etc.) tornam-se aleaté— rios. Por exemplo, os autovalores podem ser
afetados ao ponto de mudarem de sinal segundo os valores dos parametros, com
consequéncias significativas sobre a estabilidade. Além disto, curvas tipicas, tais
como, por exemplo, ciclos-limite, érbitas peridédicas, se¢oes de Poincaré, tornam-se
aleatorias.

Como nas demais situacoes tratadas neste texto, é necessério caracterizar as
distribuicoes de probabilidade e estatisticas destas curvas e dos parametros que
lhes sao associados. Este tipo de andlise envolve uma dificuldade particular:
ciclos-limite e orbitas sao objetos pertencentes a espacos de dimensao infinita:
é necessario definir probabilidades e manipular médias e variancias de objetos se
encontrando em espagos funcionais de dimensao infinita. Existe na literatura um
procedimento tradicional - as medidas cilindricas (Cf., por exemplo, [73], [4], [5])-
mas que nao ¢ suficientemente operacional. Neste caso, é preferivel adotar o ponto
de vista apresentado na se¢ao 1.7 , o qual leva a uma construcao natural das
estatisticas.

Consideremos, de forma geral, un sistema dinamico em R", tendo por equagoes
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Vte[O; T], x € R”

(6.6.38)

xo € R™

Um exemplo simples é fornecido pelo oscilador harmoénico classico, correspon-

dendo a uma massa-mola:

fl(f) = xz(t)
Xa(t) = —

X(O) = XO

Vit e [0 T
(6.6.39)

aleatério

onde x = (x1 ; x2)t, k é a rigidez da mola, m é a massa e 21 = dx1/dt. As figuras
6.6 e 6.7 (Cf. [20]) mostram o retrato de fase e ast trajetérias para diferentes
valores de xg com k£ = 1 e m = 1. E interessante notar que o ciclo-limite varia

com X

Phase portrait for oscillator 1 with | k=1andm=1

Figura 6.6: Retrato de fase do osci-
lador 1 para diferentes condigoes ini-
ciais

Evalutian of x | for various initial conditions with k = 1 and m = 1

Q\ P - = 008 |
\ */

e LS

—x =12

Figura 6.7: Evolugao de x1(t) do os-
cilador 1 para diferentes condigoes
iniciais

Um caso mais complexo é fornecido pelo oscilador de Van der Pol [28], que foi
muito estudado. Uma de suas propriedades mais interessantes é a existéncia de um
ciclo-limite independente das condigoes iniciais. Suas equagdes sao as seguintes :

Jfl = X2

vVt e [0 T]

.ffz = 6(1 — J?%)IEQ — Qg:tl (6640)

x(0) = xo
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no qual € mede o grau de nao-linearidade do sistema e €y é uma variavel aleatoria
positiva. 2 influe sobre as propriedades do sistema, como podemos observar nas
figuras abaixo: os ciclos-limite sdo dados na Fig. (figure 6.8) e as trajetérias de x1

na Fig. (figure 6.9) - utilizamos ¢ = 1. A tabela 6.1 indica os valores do periodo
(Cf. [20])

‘ Qo ‘ periodo ‘ max x1(t) ‘ mtin x1(t) ‘ max 2o (t) ‘ mtin xa(t) ‘

0.8 8.58 2.01 -2.01 2.35 -2.35
1 6.66 2.00 -2.01 2.67 -2.67
1.2 5.46 2.01 -2.00 3.01 -3.00

Tabela 6.1: Caracteristicas das orbitas peridédicas para diferentes valores de €2

Limit cycles in phase space for oscillator 2 with : Epsilon = 1 and x

p=ltill

Evolution af x | fos various inital conditions with epsilon =1 and x  =(1;1)

Figura 6.8: Orbitas periddicas para o

oscilador 2

i o T TR

8

Figura 6.9: Evolucao de z;(t) para o

oscilador 2

6.6.1 Calculo de estatisticas do ciclo-limite

Os ciclos-limite sao orbitas periédicas fechadas, de modo que um ciclo-limite é

descrito por uma aplicagao continua y I — R™ no qual I é um intervalo de

R. Dado que nao estamos interessados nos aspectos temporais, podemos, sem
perda de generalidade, considerar I = [0 ;1]. Como apresentado na se¢ao 1.7 ,
consideramos curvas pertencentes a um espaco de Hilbert separavel V', dotado

de uma uma base hilbertiana ® = {¢, },,>1 e exprimimos cada realizacao de um

ciclo-limite nesta base:
Y(w)() =D Aiw)e()

i>1

(6.6.41)

Assim, o ciclo-limite é uma varidvel aleatéria Y (w) tomando valores em V e que
pode ser identificada & sequéncia {A;(w)};>1 dos coeficientes na base hilbertiana
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considerada. Usualmente, a média de uma variavel aleatoria X de lei y tomando
valores em {2 é dada por :

E[X]:/Qx(w)dlu(w) (6.6.42)

No caso presente, p é definida em V', o qual possue dimensao infinita e as definigoes
classicas de Riemann ou de Lebesgue nao podem ser aplicadas. A ferramenta
adaptada é a teoria dos espagos funcionais de Bochner (Cf., por exemplo, [12]) e
que foi préviamente introduzida na secao 1.7: define-se a integral primeiro para
fungoes simples e depois para sequéncias de fungoes simples. A teoria apresenta
resultados sobre as condiges de convergéncia para que seja possivel escrever (Cf.,
por exemplo, [30])

EY(w)] = IlmE

n—00

> Aig,

i=1

= lim Z}E[Ai] ¢,

Na prética, devemos utilizar uma aproximacao de Y (w) em um subespago Vy
de dimensao N:

N
pPNY =) A, (6.6.43)
i=1

onde py(+) designa a projegao ortogonal de V sobre V. Neste caso,

pn (E[Y (W)]) = Z E[A;]¢; (6.6.44)

As Figs. (6.10)-(6.11) mostram resultados obtidos por colocagdo, utilizando
uma base de elements finitos lineares e uma amostra de 20 orbitas periddicas.
Para o oscilador 1, xg = (1;U) onde U segue a lei uniforme sobre [0.5 ; 1.5]. Para
o oscilador de van der Pol, tomamos Q¢ = U (Cf. [20]).

O ciclo-limite exato para o oscilador 1 é :

cos(t) + Usin(t)
Yo(t) = ( ain(f) 4 U eos() ) (6.6.45)

e podemos comparar o resultado obtido com o resultado exato: o resultado calcu-
lado é praticamente idéntico ao exato.
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Limit cycles in phases space for oscillator 1 Limit cycles in phases space for oscillator 2
fork=1,m=1,x ;=1 andx ; uniform on (0.5; 1.5} forepsilon =1 and omega uniform on (0.5 ; 1.5}

— Average Wmteycle
3 Samples

O Average Wit cycle
e —4— busctsotion & o

Samples

Figura 6.10: Orbita periédica média Figura 6.11: Orbita periédica média
e amostras de érbitas periddicas no e amostras de orbitas periddicas no
espaco de fases para o oscilador 1 espago de fases para o oscilador 2

Se desejamos determinar as leis dos coeficientes {A;(w)}i>1, podemos usar as
técnicas de representagao precedentemente introduzidas: definimos

PY =3 % an 0 ({6x(@)}hiz1)én() (6.6.46)

n>1;>1

e buscamos determinar os coeficientes deterministas a,,; € R", o que pode ser
efetuado, por exemplo, por colocagao ou ajuste de momentos. A fig. 6.12 mmostra
os resultados obtidos para o oscilador de Van der Pol a partir de uma amostra de
40 ciclos-limite e uma base de polinomios de Hermite, com uma aproximagao de
ordem 2, & = £, de lei uniforme sobre [0 ; 1] e coeficientes calculados por colocagao.
A figura mostra o intervalo de confianga 95% para o ciclo-limite (pontilhado, Cf.
[20])

Average limit cycle and confidence interval in phases space for oscillator 2
for epsilon =1 and omega unifarm on (0.5 1.5)

Figura 6.12: Ciclo-limite médio e intervalo de confianga 95% para o oscilador 2 .



Capitulo 7

Otimizacao em Presenca de
Incertezas

Os procedimentos de otimizacao buscam determinar os valores de certas varidveis
de forma a reduzir o méximo possivel custos, respeitando certas restrigoes. Na
situagao — frequente — onde alguns destes elementos sao definidos ou envolvem
de algum modo um vetor de dados, ou parametros, v, a solucao x torna-se uma
fungao x (y) do vetor v. Assim, quando estes parametros apresentam variabilidade
ou incerteza, a solugao do problema de otimizagao torna-se, ela também, variavel
ou incerta.

Por exemplo, consideremos a situacao simples onde procuramos um nimero
real 2 que minimize F(z) = (z —v1)” sob a restricio 2 > vy: a solugao - Gbvia
neste caso - é

o V1, lf U1 Z V2
v { vg, nos demais casos.
0, if (%1 Z V2
F(z) = 2 .
{ (va —v1)”, nos demais casos.

Se vy e vg sdo varidveis aleatdrias, a solucao 6tima z e o valor étimo F(z)
também sao varidveis aleatérias. Por exemplo, se ambas as variaveis v; e vs
variam no intervalo (0,1), x varia no intervalo (—1,1) e F(z) varia no intervalo
(0,1).

Um exemplo de variagao catastréfica é fornecido pela minimizagao de

2 2
F(x1,22) = ((v1 — 1)° + 1)a? — 4(vy — Dayae + 221 — 229 + ((vg — 1)° + 1)a3.
Neste caso, a soluc¢ao - dbvia também aqui - é, para vy # 0,

Ty = —1/v3 29 = 1/}
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Para v; = 0, ha uma infinidade de solugoes. Se o parametro vy varia no intervalo
[—€,¢], os valores de z; variam entre —co e —1/g2, enquanto os valores de o
variam entre 1/£2 e co.

Estes exemplos, relativamente simples, mostram que a variabilidade dos pon-
tos e valores de 6timo devem ser levados em conta quando devemos garantir a
seguranca e a confiabilidade das solugoes. Neste capitulo, consideramos o pro-
blema da detreminacao da distribuigao de probabilidades do ponto de 6timo. Um
ponto de vista alternativo consistindo em buscar uma solugao satisfazendo res-
tricoes sobre probabilidades de certos eventos é a otimizacao baseada em confiabi-
lidade (Realibility-Based Design Optimization, RBDO), apresentada no capitulo
8. Exemplos de problemas de otimizagao com incertezas podem ser encontrados
em [62, 55]

7.1 Representacao de solugoes em otimizacgao sem
restricoes

Um problema de otimizacao determinista (Unconstrained Optimization Problem,
UOP) se escreve sob a forma geral:

x =argmin{F (y) : y e R"}

no qual F : M(n,1) — R é uma fungao a valores reais e x = (x;) € M(n,1) é
a incégnita. Na pratica, F' pode depender de parametros que sofrem de variabi-
lidade ou incerteza. Em tal situagdao, o UOP acima formulado torna-se um UOP
incerto. Por exemplo, consideremos incertezas modeladas por um vetor incerto
v = (U1, .., Uny) € F = F(x,V). Neste caso, o UOP torna-se

X =argmin{F (Y,v) : Y e R"} (7.1.1)

A situacdo descrita na Eq. (7.1.1) pode ser estudada por diferentes métodos e
procedimentos, tais como programacao estocastica, confiabilidade e RBDO, pro-
gramagao nebulosa (fuzzy), programagao intervalar, entre outras. Cada uma des-
tas técnicas repousa em teorias distintas. Por exemplo, métodos de programagao
estocastica e de confiabilidade utilizam varidveis alea— térias para modelar as in-
certezas ( v é um vetor aleatério), enquanto as técnicas nebulosas utilizam vetores
nebulosos (fuzzy). De maneira andloga, as técnicas intervalares utilizam vetores
de intervalos e calculo intervalar. Usualmente, as técnicas de tipo estocéstico sao
utilizadas nas situacoes onde as incertezas correspondem a processos estocasticos
conhecidos ou identificados, enquanto as demais sao adaptadas as situagoes onde as
caracteristicas estatisticas e probabilistas das incertezas nao podem ser facilmente
obtidas, levando em conta a presencga de v, X torna-se um vetor incerto.
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Nesta segao, estamos interessados na situacao onde X é considerado como uma
varidvel aleatdria e nosso objetivo é a determinacao de sua distribuicao de pro-
babilidades - notemos que se trata de um ponto de vista distinto dos ja citados:
a programacao estocdstica visa a minimizacao de caracteristicas estatisticas de F’
- por exemplo, sua média ou variancia; a RBDO visa a introducao de restrigoes
sobre as probabilidades de eventos ligados & solugao e busca a solugao de um
problema de minimizacao de F' sob tais restrigoes; a otimizagao nebulosa produz
vetores nebulosos e nao permite a determinagao de distribui¢os de probabilidade;
da mesma forma, os procedimentos intervalares produzem intervalos e tampouco
levam a produgao de distribuigoes de probabilidade. Enfim, notemos que a deter-
minagao da distribuigao de X permite a construcao de estatisticas e probabilidades
de eventos ligados a solucao X e ao valor 6timo de F'.

De forma andloga as situagoes precedentemente estudadas, consideramos uma
aproximacao PX de X em um subespaco conveniente S de varidveis aleatorias
(Cf. segao 3). Por exemplo, seja F = {@},cy uma familia convenientemente
escolhida de fungoes, Nx € N* ¢ uma varidvel aleatéria conveniente, ¢ () =

(901 (5)7 ) (pp (5))15 € M(Nx, 1) €

Nx Nx
PX = x¢ (&) = > xpex () <i-e-, (PX), = > X;u 0% (6)) : (7.1.2)
k=1 k=0

0 que corresponde a

S = [{‘Pl (5) yos PNy (S)Hn =

Nx
{ZDk% (€): DLeR", 1<k< NX}. (7.1.3)
k=1

Como nas situagoes estudadas anteriormente, a incognita a ser determinada é
X = (xij) € M(n, Nx). Por exemplo, a Eq. (7.1.1) pode ser aproximada por
PX =argmin {F (Y,v) : Y € S} (7.1.4)

e x pode ser determinado através da resolucdo da Eq. (7.1.4) utilizando uma
das técnicas apresentadas abaixo.

7.1.1 Colocacao

Como nas situagoes precedentes, a maneira mais simples para determinar PX
consiste em gerar uma amostra X = (Xy,...,X,s) de ns realizagdes de X e
calcular os valores de x resolvendo o sistema linear
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PX()=X; , i=1,...,ns . (7.1.5)
EXEMPLO 7.1.1. Consideremos a situa¢io onde x = (x1,22) e

F(x,v) = (z1 — v1v2)2 + (29 —v1 — v2)2

V1V2
X:
< V1 + U2 >

Consideremos (v1,v2) como um par de varidveis independentes, com v; de lei
b) b
uniforme sobre (a;,b;). As aprozimagoes utilizam

ng(V):<’U1—a1> (vg—az) , k=sn+r , (7.1.6)

by —a: ba — as

Neste caso,

onde ny >0, ny >0,0<r <ny, 0<s < mny) Utlizamos a; = 0, by = 1,
az = —1,by =1, ny =3, no = 3. 0s resultados para uma grade uniforme de 6
valores de cada varidvel v; se encontram nas Figs. (7.1)-(7.2).

(grade uniforme)

Figura 7.2: Resultados obtidos para X3 no Exemplo 7.1.1  (grade uniforme)
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EXEMPLO 7.1.2. Consideremos o caso onde x = (21, x2) €
F(x,v) = ((201 + 3)z1 + (v1 + 3)x2 — 11)°
+ ((v1 + D)ag + (v + 2z — 1)° .
Neste caso,
B 1 vi+v —3
T 0243043\ —vitu+3
Seja v1 de lei uniforme sobre (—1,1) e consideremos ns = 11 wvalores equidis-

tantes de v;, com v1 = —1, v,s = 1. O procedimento apresentado € aplicado com
Nx =5 e uma base polinomial

elative

08 06 04 02 0 02 04 06 08 08 06 ©4 02 O 02 04 06 08

Figura 7.3: Resultados obtidos no exemplo 7.1.2 (11 pontos equidistantes)

7.1.2 Ajuste de momentos

Como exposto no capitulo 3), uma amostra também pode ser utilizada para de-
terminar os coeficientes conduzindo a igualdade entre os momentos aproximados
M?(PX) = (M{,...,M{) e os momentos empiricos M® = (Mf, ..., M) (método
do ajuste dos momentos. Para a determinagao numérica dos coeficientes, podemos
resolver as equagoes nao lineares M?(€) = M® ou minimizar uma pseudo-distancia

d (M?*(£), M®).

ExemMpPLO 7.1.3. Consideremos novamente a situagao descrita no Exemplo 7.1.1
e dados correspondentes a np? pontos ((vl)i, (vg)j), com, para cada T, NP vVa-
lores (v,), equidistribuidos sobre (a,,b,). Consideremos os momentos empiricos

E (:Ezlx%), com i,j < m. A Fig. (7.4) apresenta alguns resultados obtidos. E
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interessante observar que este método € eficiente quando & # v: como nos casos
estudados mos capitulos e se¢oes precedentes, v pode nao ser conhecido, mas so-
mente os valores de x, e x2. Neste caso, podemos utilizar (£,.), equidistribuidos
sobre (ar,b,) e considerar x1 = x1(£), o = x2(€).

approximated e - squaton sohing
mian sauars snor= 0031215
Jatve eror = 0 10687

exact eafofthe pair

Exact CDF
approximated - equaton sobing
mesn squars artor= 0033432
Telatve eror = 0.11424

mean sauar
elaie emor=0.11775.

22

Approximation with n,=5,n; =5, m=4 Approximation with n,=5, n,=5, m=5

Figura 7.4: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.3

EXEMPLO 7.1.4. Consideremos agora a situacao descrita no Exemplo 7.1.2 e dados
correspondentes a ns = 11 wvalores equidistantes de v. Os resultados obtidos se
encontram na Fig. (7.5). E interessante notar que, para Nx = 7, as varidveis
também sao corretamente aproximadas, além da distribuicao (Fig. (7.6)) - para
0s outros valores de Nx, somente a distribuicao de X € corretamente aproximada,
as varidveis nao . Como observado préviamente, este comportamento pode ser
conectado a qualidade da resolucao numérica das equagoes ou do problema de
otimizacao global definindo os coeficientes da aproximacao.

7.1.3 Otimizacgao estocastica

Os coeficientes desconhecidos também podem ser determinados através da mini-
mizagao de estatisticas de F'. Por exemplo, podemos minimizar sua média:

x = argmin{F (F (Y,v)) : Y e R"} . (7.1.7)

Este problema pode ser resolvido por algoritmos de otimizacdo estocdstica, tais
como, por exemplo, métodos de quase-gradiente estocdstico (Cf., por exemplo,
[47]).
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approximated cdf- equation sohing
B I mean square error = 0.0078099
relative error = 0.045748

(i
(i
e,
Wi,

0

Exact CDF Approximation with n;= 5, m =3
approximated cdf - equation sobing approximated cdf- equation solving
mean square error = 00038635 mean square error = 0.001918
relative error = 0.02: relative error = 0.011

1
N

Approximation withni=6, m=3 Approximation with ni=7, m= 4

Figura 7.5: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.4  (dados & equidistribuidos, v
aleatoérios)

mponert | onent 2
rean squate eror = 00010721 mean squars eror = DO0OS1ES
rolate mean square error = 000072493 foltive mean square error = 000052391

08 06 04 82 0 02 04 06 08 %08 0 94 02 0 02 04 06 08

Approximations using n=7,m =4

Figura 7.6: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.4  (dados £ equidistribuidos, v
aleatdrios)

ExXEMPLO 7.1.5. Consideremos mais uma vez a situacdo descrita no Ezemplo
7.1.3. Para a resolugdo numérica da Eq. (7.1.7), as médias sdo estimadas uti-
lizando as médias empiricas de uma amostra. A Fig. (7.7) mostra alguns dos
resultados obtidos. observemos que o procedimento € eficiente mesmo para & # V.

ExEMPLO 7.1.6. Consideremos agora a situacao descrita no Exemplo 7.1.4. No-
vamente, utilizamos médias empiricas de uma amostra para aproximar as médias
necessdrias a resolugao da Fq. (7.1.7). Alguns dos resultados obtidos se encon-
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approximated cof - stochasti optimization
square eror = 0 0023055
elaive error = 00055068

axact e of the pair

Exact CDF
approsimated cdf - stochastic optimization
mean square aror = 0 0073177
toltie oror = 0.017479

Approximation with n,= 5, n, =5, ns = 36, ) % v Approximation with ny= 5, ny = 5,15 = 36

Figura 7.7: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.5  (dados equidistribuidos)

tram na Fig. (7.8). Os resultados obtidos para € # v se encontram na Fig. (7.9).

axact cif o the e

Exact CDF

- o
=0 020614 ean squa ooir7ar
olatio mean square oo = 0013967 folatis maan squaro sror = 0017384
1
28
K
K15 Fa
a
25
95 06 04 42 0 02 04 06 o8 1 5 06 04 02 0 02 04 06 08
Xy n=6 Xn=6

Figura 7.8: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.6  (dados equidistribuidos)
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%8s 06 ©4 92 0 02 04 05 08 Y385 ©s 04 52 0 07 04 06 68

Xy, n=7 X n=7

Figura 7.9: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.5  (dados & equidistribuidos, v
aleatdrios)

7.1.4 Adaptacao de métodos iterativos

O método apresentado na secao 5.1.4 pode ser aplicado na situagao presente. por
exemplo, consideremos a resolucdo iterativa da Eq. (7.1.1) utilizando uma funcao
de iteracao W:

X+ — @ (X<P>) . (7.1.8)

Analogamente & secdo 5.1.4 , podemos construir uma sequéncia {x(p)}p>0 a

partir de um ponto inicial x(?) resolvendo uma sequén— cia de sistemas lineares

AU=B. (7.1.9)

no qual

Aaﬁ = -Arsjk ) B, = B s Uﬁ = Xgi-i_l) )

(7.1.10)
a =ind(r,s), 8 =ind(j, k) ,

Arsjk: = 5jTE (Sps (E) Pk (E)) )

Nx
k=1
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ExeEmMPLO 7.1.7. Consideremos ainda uma vez a situacdo descrita mo Ezemplo
7.1.3. Podemos aplicar o método do gradiente com passo firo p = 0.1, a partir de
um ponto inicial fornecido pelo método de Nelder-Meade intrinseco de MATLAB
(fungao interna fminsearch). Como no exemplo 7.1.3 , as médias necessdrias as
iteracdes sao estimadas utilizando as médias empiricas fornecidas por uma grade

uniforme. Os resultados obtidos com np = 11 se encontram nas Figs. (7.10)-
(7.10).

oxact comporent 1 approsimatad companent |
mean square sror = 0010668 mean squars erar = 0 036262

alste

Exact component 1 Approximation with ny=4, n, = 4, np=11

ex - approximated compene:
roltive mean square ertr = 0 O0SG319 mean square eror = 0047268

Exact component 2 Approximation with n,=4,n,=4, np =11

Figura 7.10: Resultados para as varidveis no Exemplo 7.1.7 (grade uniforme)

[ approximated - gradint dsscent
I mean sqre oo = 0 0018406
et sror = 0 0042200

Exact CDF Approximation with nu= 4,z = 4, np= 11

Figura 7.11: Resultados para a fungdo cumulativa no Exemplo 7.1.7 (grade uni-
forme)

ExXEMPLO 7.1.8. Consideremos novamente a situacdo do Exemplo 7.1.4. Como
no exemplo precedente, consideramos a minimizac¢dao iterativa pelo método do gra-
diente a passo fixo p = 0.1, a partir de um ponto inicial fornecido pelo método de
Nelder-Meade intrinseco de MATLAB (fun¢do interna fminsearch) e as médias
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estimadas pelas médias empiricas de ns = 11 pontos equidistribuidos, como des-
crito no exemplo 7.1.4. Os resultados se encontram na Fig. (7.12).

Exact CDF

55 05 04 ©2 0 02 04 08 08 58 06 04 02 0 02 04 06 o8

Xun=7 Xon=7

Figura 7.12: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.8  (pontos equidistribuidos)

7.1.5 Equacoes do ponto de 6timo

Em certas situagoes, por exemplo para uma func¢ao objetivo convera F', os pontos
de 6timo podem ser caracterizados através de equacoes algébricas e os métodos
apresentados na se¢ao 5.1 podem ser utilizados. Por exemplo, podemos considerar
as equagoes

VF (x,v) =0, (7.1.12)

as quais devem ser satisfeitas pelo ponto de étimo. Os métodos apresentados na
secao 5.1 podem ser aplicados para determinar a aproximacao PX.

EXEMPLO 7.1.9. Consideremos a situacdo descrita no Exemplo 7.1.3. A resolucdo
de Eq. (7.1.12) € realizada pelo método variacional, com as médias estimadas a
partir dos dados fornecidos por uma grade uniforme. Os resultados obtidos para
as varidveis se encontram na Fig. (7.13). As fungdes cumulativas se encontram

na Fig. (7.14).

ExEMPLO 7.1.10. Consideremos agora a situagdo descrita no Exemplo 7.1.4. A
resolu¢io da Eq. (7.1.12) € realizada novamente pelo método variacional, com
as médias estimadas utilizando os dados de ns = 11 pontos equidistribuidos. Os
resultados se encontram na Fig. (7.15).
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05 )
o
N

Exact component

o

05
o

; T
e
0

e

Exact component 2 Aporoximation with ng= 4, = 4, np=11

Figura 7.13: Resultados para as varidveis no Exemplo 7.1.9 (grade uniforme)

exact cofof e air

Exact CDF Approximation with ny= 4,0 = 4, np=11

Figura 7.14: Resultados para a funcdo cumulativa no Exemplo 7.1.10 (grade
uniforme)

7.2 Meétodos estocasticos para a otimizacao de-
terministica

Esta secao apresenta algoritmos numéricos estocdsticos para a determinacao dos
pontos de minimo global de fungoes deterministicas suficientemente regulares, i.
e., para a otimizagao global de fungoes continuas.

Nesta area, a variedade de métodos propostos na literatura impede toda ten-
tativa de exaustao e todo texto é obrigatoriamente parcial - este texto nao escapa
a esta limitacao e é provavel que o leitor nao encontre abaixo o algoritmo com o
qual trabalha usualmente.

O enfoque utilizado neste documento é ditado pelo interesse na construgao de
métodos numéricos: menos que descrever algoritmos, este texto busca dar ao lei-
tor os principios béasicos de construcao - os quais repousam em alguns teoremas
fundamentais expostos no texto abaixo. Os exemplos de construgdo devem ser



269

approximated cdf - optimal equations
mean square enor = 0.001351
relative arror = 0.0081218

exact cdfof the pair

)
)
i

Exact CDF Approximated CDF, n=7
component 1 companent 2
mean square emor = 0.0002343 mean square emor = 000034963
relative mean square error = 0.00015841 telative mean square error = 000035455

08 06 04 02 0 02 04 06 08 4 08 0B 04 02 0 02 04 06 08
v v

X,n=7 X,n=7

Figura 7.15: Resultados obtidos no Exemplo 7.1.10 (pontos equidistribuidos)

tomados como ilustragoes da metodologia que sdo de natureza geral : para os fins
que lhe sao préprios, o leitor deve levar em conta a existéncia provavel de algorit-
mos adaptados, construidos especificamente para a situacao que lhe interessa e
que exploram particularidades de seu problema para ganhar em eficiéncia - estes
algoritmos podem ser combinados segundo os procedimentos descritos no texto
que segue, de modo a produzir novos algoritmos.

De maneira ”ingénua”, os teoremas podem ser interpretados da maneira se-
guinte: sorteando pontos de maneira aleatéria, mas com uma densidade de pro-
babilidade estritamente positiva em qualquer subregiao da regiao de interesse, a
probabilidade de sortear um ponto em uma vizinhanca arbitrariamente dada de
um ponto de minimo global é estritamente positiva, aumenta com o nimero de
pontos sorteados e tende a um quando o nimero de sorteios tende ao infinito.

Obtemos assim uma primeira idéia simples para a minimizagao de uma fungao
regular f : R¥ — R : podemos, por exemplo, gerar aleatoriamente nr pon-
tos {z;:1<i<nr} e estimar o valor do minimo, m, a partir dos valores de
{f(x;) : 1 <i<nr}. Na prética, ¢ mais conveniente considerar sorteios de ex-
ploragao de uma vizinhanca ” controlada” de um ponto: sorteia-se nao diretamente
um ponto z;, mas um incremento Az. Neste caso, obtemos um algoritmo que
pode ser descrito da maneira seguinte:

1- Inicializagao: é dado um ponto de partida xg
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2- Iteragoes: o ponto atual é x,, e calcula-se x,,+1 em duas subetapas

2.1 - sorteio: gerar aleatoriamente um incremento Az,
2.2 - dindmica: definir x, 1 a partir de x,, e t, = x,, + Az, . Por exemplo,
a dinamica elitista conduz a

Tpy1 = arg min {f (2,), (L)} -

A denominacao elitista é justificada pela rejei¢do sistemédtica dos sorteios que
degradam o valor de f: temos

 xn,se f(zn) < f(tn)
Tnt1 = tn, se f(xn) > f(tn)

Usualmente, esta dinamica é representada sob a forma
Tnt1 = Dy + (1 — Dy) ty,
onde
P (D=0 f(zn) < [f(tn)) =0; P(Dn=1Ff(zn) < [(tn)) =1

O algoritmo relativamente simples acima descrito é conhecido como algoritmo
de descida estocdstica. As hipOteses bédsicas para sua convergéncia sao bastante
gerais e nao supoem a convexidade de f:

inf {f(z):zeR"} =meR; (7.2.13)

VA>m:Sy={zeR: f(z) <A}

e . . - . (7.2.14)
¢é limitado, de interior nao vazio;

VA>m:85={zeRF: f(z) > A} ¢ de interior ndo vazio; (7.2.15)

As hipéteses (7.2.14) e (7.2.15)estao verificadas, por exemplo, quando f é
continua e coerciva ou quando f é continua e estamos interessados no minimo
sobre um subconjunto limitado. A hipdtese (7.2.15) serve para garantir que
P (x, ¢ Sx) > 0 e pode ser relaxada limitando-se aos valores de A € (m,m + ¢)
para os quais esta hipdtese é satisfeita

Entretanto, a velocidade de convergéncia - e portanto, a efi— ciéncia real - de
um método puramente baseado em sorteios pode ser fraca. Assim, modificagoes
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deste método basico foram introduzidas e conduziram a outras versées do teorema
fundamental. Por exemplo, a utilizacao da dindmica de Metropolis em lugar da
dindmica elitista conduz ao algoritmo do recozimento simulado, o qual é baseado
na versao 2. Na dinamica de Metropolis,

P(Dy =0 f(x) < f(tn)) = cn;
PDp=1f(zn) < f(tn))=1-cy;

e —oxp [ — f(tn) = f(zn) +a
e (peampeie )

O
onde a > 0,8 >0 e {9n}n eN é uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente

positivos tais que 8,, — 0 ”lentamente” (em geral, com 1/4/log (n)). Neste caso,

Ty, com probabilidade 1 — ¢,
t,, com probabilidade ¢,

}, se £ (zn) < £ (ta)

Tn4+1 =
tn, se f (xn) > f (tn)

Também é possivel considerar uma combinagao entre métodos de descida de-
terministica e a descida estocastica, baseada na versao 3 do teorema.

7.2.1 Versao 1: descida estocastica

Nesta se¢ao, apresentamos o resultado fundamental que serve de base ao método
de descida estocastica.

TEOREMA 7.2.1. .- Seja {Un}, < y wma seqiiéncia de varidveis aleatdrias tal que
Vn>0:Up <U, gq.c

Vn>0:U,>m gq.c.
VA>m:3 a(A) >0 tal que P(Upy1 <X |Up > A) >a(N). (7.2.16)
Entao:

U, — m q.c

Notemos que a condigdo (7.2.16) implica que P (U, > X\) > 0. Como veremos
no que seque, esta desigualdade € verificada quando a densidade de probabilidade
dos sorteios € estritamente positiva em R™.

A prova desse teorema utiliza os lemas seguintes:
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LEMA 7.2.2. .- Seja {E,}, c y C Q uma familia de eventos quase certos. Entdo

E= ﬂ E, € quase certo.
n € N

DEMONSTRAGAO: .- Seja E¢ = Q — E,, o complementar de E,,. Temos
Vn>0:P(E)=1-P(E,)=1-1=0.
Seja E¢ =€) — E o complementar de E. Temos

E_<ﬂ En>c_ U E:.

n €N n €N

de modo que

+oo +oo
P( U Eg) <> P(EH=)0=0
n €N n=20 n=20
eP(E)=1-P(E°)=1-0=1. u
LEMA 7.2.3. .- Seja {Un}, oy wma seqiiéncia de varidveis aleatorias tal que

Vn>0:Up <U, gq.c

Vn>0:U,>m gq.c.

Entao existe uma varidvel aleatoria Uy tal que U, — U q.c. ¢ Uxx > m q. c.
Além disto, U, > Uy q. c. para todo n > 0.

DEMONSTRACAO:

1- Sejam
Ap={weQ:Ups1 (w) <Up, (W)},
B,={weN:U,(w)>m}.

Denotando A5 = Q — A,, B, = Q — B,, (complementares de A, e B,
respectivamente), temos P (A%) = P (BS) = 0. Seja E,, = A, N B,, . Entédo
ES = (A, N B,) = AS U BS, de modo que

P(E;)=P(A,UB,)<P(A;)+P(B;,)=0+0=0.
e F, é quase certo, pois P (E,)=1—P(E5)=1-0=1. Seja
E={weQ:m<Up (w)<Up,(w),Vn>0}.
Entao E = ﬂ E,, de modo que decorre do Lema 7.2.2 que E é quase

n €N
certo.
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2- Sejaw € E. Entao {U, (w)}, ¢ y C R é decrescente e limitada, de modo que
existe Uss (w) tal que

U, (w) — Us (w) quando n — 400 .

Definimos desta maneira uma aplicagdo numérica Uy, : @ — R. As propri-
edades elementares das aplicagoes mensurdveis (Cf., por exemplo, [40], p.
184) mostram que Uy é uma varidvel aleatéria. Além disto Uy (w) > m,
dado que m < U, (w),¥ n > 0.
3- Seja
F={we:U, (w) — Ugx(w) quando n — 400 } .

Temos E C F, de modo que P (F) > P(E) =1 e F é quase certo. Seja
G={weQ:Usxw)>m} .
Temos E C G, de modo que P (G) > P(E) =1 e G é quase certo.

3- Consideremos
H,={weN:U, (w) > Ux(w) }

Seja w € E. Como {U, (w)}, ¢y C R é decrescente e limitada, temos
Us (W) < Up (w),¥n > 0. Assim E C H,, de modo que P (H,) > P(E) =
1. Logo, H,, é quase certo para todo n > 0.

]
LEMA 7.24. .- Seja Uy, uma varidvel aleatoria tal que
VA>m : U <A ¢ ¢, (7.2.17)
U >m q. c. . (7.2.18)
Entao Use =m q. c.
DEMONSTRACAO:
1- Sejam

A={weN: Uy (w)=m}
B={weQ:Usx(w)>m}
A hipétese 7.2.18 mostra que
P(AUB)=1.

Como
ANB =g,
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temos
P(AuB)=P(A)+ P (B).
Assim,
P(A)+ P(B)=1.
2- Seja
1
Bn_{weQ:Uoo( )zm—l-—}
n
Temos
1
w€ B=3n>0 tal que Uy (w) >m+ —
n
—we U B, .
n €N
Assim,
Bc | Bn.
n €N

Por outro lado,
B,CBYVYn>0= |J B,CB,
neN
de modo que

B= J Bn.
n €N
3- Resulta da primeira hipétese do lema (Eq. (7.2.17) ) que
B,, é quase impossivel, Vn >0 .

Assim,

P(B)_P<U Bn>§ +fP(Bn):o

n €N n =20
e B é quase impossivel. Assim,

P(A)=1-P(B)=1-0=1

e A é quase certo.

LEMA 7.2.5. .- Sob as hipdteses do teorema 7.2.1 , temos

VA>m:P (U, >\ —0 quando n — +o0.
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DEMONSTRAGAO: Consideremos a varidvel aleatéria Z,, definida por
Zn=0,5e U, >\, Z,=1,8e U, < A.
Temos
P(Zpt1=9)=P(Zny1=1,Z,=0)4+P (Zpt1 =1, Zn=1),
de modo que

P(Zpi1=i)=P(Zy=0)P(Zns1=1i |Zy=0)
+P(Zy=1)P (Zps1 =i |Zn=1)

m=(pEY )

7Tn+1:A7Tn,Aij:P(Zn+1=i|Zn=j) (Ogl,jgl)

e, pondo

temos

Como a seqiiéncia é decrescente q.c.,
Ay =P (Zp41=0|Z,=1)=P{Upt1 > A U, <A)=0.
E, das hipéteses do teorema,
Ao = P(Zni1 =0 |Z,=0) =
1—=PUpp1 <A |Up=A)<1—a(N) .
Assim

Vn>0:(The1)y = Aoo (Tn)y + Ao1 (mn), =
Aoo (Tn)g < (1 —a (X)) (Tn), -

Esta formula de recorréncia mostra que
Y20 M)y < (- a ()™ (mo), -
Por conseguinte, dado que «a () > 0,
(Tn+1)g — 0 quando n — +oo .
|

LEMA 7.2.6. Sob as hipdteses do teorema 7.2.1 | existe Uy, tal que U, — U.
Além disto,
YA>m: P (Ux > M) =0.
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DEMONSTRAGAO:

1- O lema 7.2.3 mostra que existe Uy, tal que U, — U q.c.. Como U,, — Uy
q.c., temos também U, — U, p. e, por conseguinte, U,, — U L.

2- Sejam F), alei de U, e F alei de Uy. A convergéncia em lei implica que
PUp,<AN)=F,(A\) — Foo(\) =P Ux <),
de modo que
PU,>\N)=1-F,(\) —1—-Fx(A\)=PUx > \).
Assim

PUsx >N = lim PU,>X =0.

n—>-—+oo

|
DEMONSTRAGAO do teorema 7.2.1—

1- Decorre do lema 7.2.3 que existe uma variavel aleatéria Uy, tal que U, —
Usx q.c. € U > m q. c. Como na demonstragao desse mesmo lema, seja

E={weQ:m<Up (w)<Up,(Ww),Vn>0}.
E é quase certo e Uy, (w) — U (w), para todo w € E.

2- Seja A > m : decorre do lema 7.2.6 que Uy, < A q. c.. Por conseguinte,
decorre do Lema 7.2.4 que Uy, =m q. c. .

NoTA 7.2.7. Também € possivel mostrar que Us, = m q. c. da forma sequinte:
1- Seja A > m e consideremos
Ay (AN) ={we E: U, (w) <A} .

Temos
Apn(N) CAnp1 (V),Vn>0.

2- Seja
AN ={w e F:Usx (w) < A}.

Como Us (w) < Uy (w) (lema 7.2.3 que), temos
weEA, (N =Ux(w)<U, (w) < A=we A(N).

Assim,
A,(N) AN,V n>0.

Assim, pondo pp (A) = P (A, (X)), temos
P(A(N) >p,(A),Vn>0. (7.2.19)
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3- Pondo A5 (\) =Q— A, (\) e By (\) = Apg1 (M) NAS (X)), temos
A, (M)NB,(\) =2.

Além disto,
Ant (V) = At () AR = Ay (V)N (A () UAS (V) =
=Q
(An1 (A) N AL (A) U (Ang1 (A) N AT (X)),
= An()) = B,(\)
de modo que
An+1 ()\) =A, ()‘) U B, ()‘)
P (Ans1 (V) = P (An (V) + P (By (V) (7.2.20)

4- Temos

Vn>0:P (A1 (V)AL (V) =

de forma que, para todo n >0 : por um lado, p, (\) > 0 e, por outro lado,

P (Bn (X)) = P (A5, (V) P (Ant1 (M) |47, (V)

(1= pn ()P (Angr (V) A5 (X)) = (L= pa (A)a(A) -

5- Assim, a Eq. (7.2.20) mostra que
Vn20:pa1(A) 2 pn (A) + (1 =pn(A)a(A) .

Pondo q, (\) =1—p, (N\), temos
Vn>0:qgu1 (M) <(1—a(A)g. (V) .

Esta formula de recorréncia mostra que
Vn>0:q,(A) <(IT—-—a)"qp N\ .

Por consequinte, dado que o (\) > 0,
Gn (A) — 0 ep, (A) — 1 quando n — 400 .

6- Logo, a Eq. (7.2.19) mostra que P (A (X)) =1 e, por consequinte, Uy, < A

q. c. .
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7- Decorre do lema 7.2.4 que U, =m q. c. .

Este teorema sugere um método de minimizacao: sejam

1. Z : Q — R* um vetor aleatério continuo cuja densidade de probabilidade
¢, : RF — R verifica (|e| é a norma euclidiana)

Vr>0:inf {p,(2):]z|<r}>a(r)>0

2. zg: Q — R*¥ um vetor aleatério

Define-se a seqiiéncia de varidveis aleatérias {x,, } T, 0 Q — RF por

n € Ny
Vn>0:z,41 (w)=argmin{f (z, (w)), f({t, (W)} ,
th =xn+ 2 ;
e {Un}, c > Un: 9 — R por

Un (@) = f (2n (@)

Notemos que a densidade de probabilidade condicional de ¢, é
on (tlon=2) =0y (t—2)>0
A densidade de probabilidade condicional de t,, é

o (tlzn =) = ¢z (t — )
e a densidade de probabilidade de z,, é

0 (0)= [0 (tlen =2)do= [ o (t—a)do
R R
Assim,
Vr>0:¢,(t) > / oy (t—a)de >a(r)l(B,) >0,
| <r

onde ¢ é a medida de Lebesgue e B, é a bola raio r (B, = {z € R" : |z| < r}).
Temos

TEOREMA 7.2.8. U, — m q.c.
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DEMONSTRAGAO:

1- Por construcao:
Vn>0:Uy,4 <U, q.c.
Vn>0:U,>m q.c.
2-  Assim, por um lado,
/cpn(t|:1cn =2x)dt > / o, (tr, =z)dt =
Sx B()\)

/@Z(t_fﬂ)dtz/a(m)dt

B(M) B(\)
e (¢ é a medida de Lebesgue)

/wn (tan = 2)dt > alny) €(B(N)
S

3- e, por outro lado,
P (Tpt1 € Sx,zp ¢ Sy) = /un (dx)/gpn (t|x, =x)dt
s¢ S

> a(ny) £(B(V) / o (de),

S5
onde F), é a lei de x,, e u,, é a medida associada a F),. Assim
P(zni1 € Sx,an ¢ Sx) 2 a(ny) £(B(X) P(zn & Sy) -
Da hipétese (7.2.15), existem yy € S§ e ry > 0 tais que
CA)={zeR:|jz—yl<r} S5

Logo

P(wwsm:/qsn @dr> [ 6, (x)de
5¢ )

>a(ry)¢(Br) >0
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e, por conseguinte,
P(xn-i-l € S)\,.’L'n ¢ S)\)
P(x, ¢ S))
Za(ny) £(B(N) -

P(:En+1 € Sy |$n % SA) =

4- Pondo
a(A)=a(ny) L(B() ,
temos
PUpt1 <A U, > A)>a(N)>0.
5- O resultado decorre do teorema 7.2.1.

|
O algoritmo associado a este teorema é o algoritmo de descida estocéstica:

1. Inicializagao: sao dados um ponto de partida xg e um nimero de sorteios nr

2. Tteragoes: o ponto atual é x,, e calcula-se x,,+; em duas subetapas

(a) sorteio: gerar aleatoriamente um valor Z,, de Z e definir ¢, = x,, + Z,,.

(b) dindmica: definir @1 :

3. sen < nr

(a) incrementar n:n<—n+1

(b) retornar a 2.

4. se n > nr : estimar m =~ f (z,) e 2* = x,,.

7.2.2 Versao 2: dinamica de Metropolis

Como ja observamos, a eficiéncia do método de descida estocastica pode ser fraca.
Assim, encontramos na literatura modificacées do método basico introduzidas com
o objetivo de melhorar a eficiéncia. Por exemplo, uma primeira idéia nasce da
constatagao de que a dinadmica utilizada raramente modifica o ponto atual: o
ponto t, é rejeitado salvo quando corresponde a uma diminuicao do valor da
fungdo. Assim, a dindmica elitista conduz em prética a explorar vizinhangas do
ponto atual. Esta andlise sugere que uma melhoria pode ser introduzida através de
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uma modificacao da dinamica, tendendo a aceitar uma degradacao controlada do
valor da fungao objetivo. Um exemplo de modificagao é fornecido pela dinamica
de Metropolis, a qual consiste em aceitar degradagoes do valor de f com uma
probabilidade que decresce rapidamente (por exemplo, exponencialmente) com
o valor da degradagao. A convergéncia do método resultante da utilizacao do
dinamica de Metropolis é baseada no seguinte teoremas:

TEOREMA 7.2.9. Seja {Uyh}, . uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias tal que

—+oo
Vn>0:P Uy >U,) <B, com Z B, < 00

n=0
Vn>0:U,>m gq.c.
VA>m:Ta(N) >0 tal que P(Upy1 <X [Up > X)) > a(N). (7.2.21)
Entao:
U, — m q.c
Como  jd  observamos, a condigao  (7.2.21)  implica  que

P (U, > X) > 0. Como no caso precedente, esta desigualdade é verificada quando
a denstdade de probabilidade dos sorteios é estritamente positiva sobre R™.
Este resultado utiliza os lemas seguintes:

LEMA 7.2.10. Seja {Ey,}, ¢ y C Q uma familia de eventos tal que P (Ey) < f3,,

—+o0
com Z B, <oo. Se ECQ é um evento tal que
n =20
—+oo
Vn>0: (| ECE
i=mn

entao E € quase certo.

DEMONSTRAGAO: Notemos inicialmente que, dado que a série é convergente
—+o0
( Z B, < 00), a série dos restos verifica
n =20
—+o0
R, = Z B; — 0 quando n — 400 .

i=n

Sejam Ef =Q — E, , E°=Q — FE o complementar de E. Temos

+o0 ¢ +o0
ECC(ﬂEz-) - U e

=N =N
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de modo que

+oo +oo +oo
P(EC)sp(U E) <3S PE)SS Bi=Ra.
Assim,
P(E°) < lim R,=0.
n—>+00
e P(E)y=1-P(E)=1-0=1. [ |

LEMA 7.2.11. Seja {Un},, . n uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias tal que

+oo
Vn>0:P Uy >U,) <B, com Z B, < oo

n =20
Vn>0:U,>m q.c.

Entao existe uma varidvel aleatoria Uy tal que U, — Us q.c. € U > m q.
c..

DEMONSTRACAO:

1- Sejam
Ap={weQ:Ups1 (w) <Up, (W)},

B, ={weN:U,(w) >m}.
Denotando AS = Q — A,, B = Q — B,, (complementares de A, e B,
respectivamente), temos P (AS) = 8, e P(BS) =0. Seja E, = A, N B, .
Entao ES = (A, N B,)" = AS U BS, de modo que
P(E;) = P(ALUB) < P(AY) + P(B)) <6, +0=6,.
e F, é quase certo, pois P (E,)=1—-P(E5)=1-0=1. Seja
E= {weQ:Hno(w) tal que m < Upy1 (w) < Uy (W),

VnZno(w)}.

—+o00 —+o0
Entao F = U < ﬂ El->, de modo que decorre do Lema 7.2.10 que FE é

n =20
quase certo.

T =mn
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—+o0
2- Seja w € E. Entao existe n > 0 tal que w € ﬂ E;, de modo que

Vizn:m< Ui (w) <U;(w)

e {U; (w)},; » ,, C R é decrescente e limitada, de modo que existe Uy, (w) tal
que B
Ui (w) — U (w) quando i — 400 .

3

Definimos desta maneira uma aplicacdo numérica Uy, :  — R. As pro-
priedades elementares das aplicagées mensuréveis (Cf., por exemplo, [40] ,
p. 184) mostram que Uy, é uma varidvel aleatéria. Além disto Uy (w) > m,
dado que m < U; (w),V i >n.

4- Seja
F={weN:U,(w) — Us (w) quando n — 400 } .

5- Temos E C F, de modo que P (F) > P(E) =1 e F é quase certo. Seja
G={weQ:Usxw)>m} .

Temos E C G, de modo que P (G) > P (E) =1 e G é quase certo.

LEMA 7.2.12. Sob as hipdteses do teorema lema 7.2.9 |, temos
YA>m:P({U,>)\) —0 quando n — +00.

DEMONSTRAGAO:

1- Consideremos a variavel aleatéria Z,, definida por
Zn=0,8e U, >\, Z,=1,8e U, < A.
Temos
P(Zyy1=1)=P(Zn41=1,2Z,=0)+P(Zpny1 =14, Z,=1),

de modo que

P(Zpi1 =) =P (Zn=0)P(Zns1=1i |Zy=0)
AP (Zy=1)P (Znsr =i |Zn=1)
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= (P20,

7Tn+1:A7Tn,Aij:P(Zn+1:i|Zn:j) (OSZ,]Sl)

e, pondo

temos

Consideremos os eventos
F={weQ:Upp1(w)>relU, w) <A},

G={weQ:Upy1 (w) > Uy (w)} .
Temos F' C G, de modo que P (F) < P(G) < 8,,. Por conseguinte,

P(Zpi1=0,2Z,=1)=PUpi1 > X, U, <\ <8,

Aot (mn); = P (Znt1=0,Z, =1) < B,, .
Por outro lado,

A =P (Zns1 =0 |Z, =0) =
1= PUpr <A Up=A)<1—a()) .

Assim

Vn2>0:(The1)y = Aoo (Tn)y + Aot (Tn),
<@=a()(m)y +8,

e, por conseguinte,

e temos

de onde
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4- Por conseguinte,

+oo
VE>0: lim sup(mpq1)y < Zﬁz .
" i=k
Como a série é convergente, temos
—+oo
Ry = Zﬂi—ﬂ) quando k — 400 .
i=k

Logo,
lim sup (mp41)y <0 .

n

Assim, dado que (7y,41),, V n > 0, temos

lim sup (7p41)y =0 .

5- Como

lim inf (7p41)y < lm sup (mp41),,
n n

temos também
lim inf (7,41), < 0.
n

E, dado que (7p41)y, V 7 > 0, vem

lim inf (7,41), =0 .

6- A igualdade dos dois limites mostra que

(Tn+1)9 — 0 quando n — +oo .
]
Assim,

LEMA 7.2.13. Sob as hipdteses do teorema 7.2.9 , existe Uy, tal que U, — U.
Além disto,
YA>m: P (Usx > ) =0.

DEMONSTRAGAO:

1- O lema 7.2.3 mostra que existe U, tal que U, — U q.c.. Como U,, — U
q.c., temos também U,, — Uy, p. e, por conseguinte, U,, — U L..
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2- Sejam F), alei de U, e F alei de Uy. A convergéncia em lei implica que
PUp,<XN=F,(A\) — Foo (\) =P Ux <),
de modo que
PU,>\N)=1-F,(\) —1—-Fx(\)=PUx > ).
Assim

PUsx >N = lim PU,>A =0.

n—>-—+oo

|
DEMONSTRAGAO do teorema 7.2.9—

1- Decorre do lema 7.2.11 que existe uma variavel aleatéria Uy, tal que U,, —
Us q.c. € U > m q. c. Como na demonstragao desse mesmo lema, seja

E={weQ:m<Up (w) <U, (w),¥Vn>0}.
E ¢ quase certo e Uy, (w) — Us (w), para todo w € E.

2- Seja A > m : decorre do lema 7.2.13 que Uy < A q. c.. Por conseguinte,
decorre do Lema 7.2.4 que Uy, = m q. c. .

Este teorema sugere um método de minimizacao: sejam

1. Z : Q — R* um vetor aleatério continuo cuja densidade de probabilidade
¢, : R¥ — R verifica (|e| é a norma euclidiana)

Vr>0:inf {p,(2):]z|<r}>a(r)>0

2. zg: Q — R*¥ um vetor aleatério
3. dois niimeros reais estritamente positivos a > 0, 5 > 0,

4. {0,},, ¢y uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente positivos 6, > 0,¥n >
—+o0
o
0 tal que exp| —— | < o0
we 3 o0 (<)

Define-se a seqiiéncia de varidveis aleatérias {x,, } T, 1 Q — RF por

n € N»

Vn>0:z,41 (W) =Dy (w)az, (w)+ (1 — Dy (w)) ty (w)
th=xp,+ 2 ;



287

P(Dn=0|f(zn) < f(tn)) =1~
P(Dy = 11f (xn) < f(¢ D

ﬁn = €xp <_ (g +ﬂ>) )
On
e {Un}, c > Un: 9 — R por
Un (w) = f (zn (w))
Como na secao precedente, a densidade de probabilidade condicional de ¢,, é
o (tlon =2) =@z (t —x)
e a densidade de probabilidade de z,, é
6(0)= [ ou(tlon=a)do= [0yt =)o
R R

a qual verifica
Vr>0:¢,0) >a(r)(B) >0,

onde ¢ é a medida de Lebesgue e B, é a bola raio r (B, = {z € R" : |z| < r}).
Temos

TEOREMA 7.2.14. U,, — m gq.c.
DEMONSTRAGAO:

1- Notemos inicialmente que

el () 2(5)

de modo que
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2- Por construgao:
Vn>0:PUp1>U, )<8,

YVn>0:U,>m q.c.
3- De maneira andloga a utilizada na demonstragao do teorema 7.2.8 , temos

PUns1 <A |Un>A)>a(N) > 0.

4- O resultado decorre do teorema 7.2.9.

Na pratica, é usual utilizar uma variante na qual

P(Dp =0 f(xn) < f(tn)) = cn;
P(Dyp=1f(z,) < f(tn)) =1—cn;

)
cr o (- (LS 0 )

Notemos que

sonl( (38 ().

de modo que o teorema 7.2.14 continua vélido. O algoritmo associado a esta
escolha é o algoritmo de descida estocdstica com dinamica de Metropolis, o qual

corresponde ao recozimento simulado:

1. Inicializagao: sao dados um ponto de partida xg e um nimero de sorteios nr

2. Tteragoes: o ponto atual é x,, e calcula-se x,, 11 em duas subetapas

(a) sorteio: gerar aleatoriamente um valor Z,, de Z e definir ¢, = x,, + Z,,.
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(b) dindmica: definir 2,41 : se f(x,) > f(t,) entdo z,41 = t,. Sendo
sortear a de lei uniforme sobre (0, 1), se a < ¢, entdo T,4+1 = t,,. Sendo
Tn+1 = Tn

3. sen < nr

(a) incrementar n:n<—n+1

(b) retornar a 2.
4. sen > nr : estimar m ~ f (z,) e * ~ x,.

Nota 7.2.15. O leitor pode encontrar na literatura resultados de convergéncia
baseados em difusées estocdsticas. Ver, por exemplo, [3] ou [37].

7.2.3 Versao 3: Métodos hibridos

Apesar da modificagdo, o método precedente continua sendo puramente baseado
em sorteios. Para obter uma maior eficiéncia, uma idéia simples consiste em
combinar os sorteios com um método deterministico. Por exemplo, consideremos
iteragoes de descida da forma:

Tpg1 = Qn (Tn) . (7.2.22)
Por exemplo, o método do gradiente a passo fixo corresponde a
Qu (@) = — uV f (x).

Uma idéia simples para melhorar os resultados consiste em combinar as iteragoes
de descida com os sorteios. Por exemplo, podemos introduzir uma etapa inter-
medidria em nosso algoritmo basico

1. Inicializagao : é dado um ponto de partida zq
2. Tteragoes: o ponto atual é z,, e calcula-se x, 11 em trés subetapas

(a) descida: gerar um novo ponto ty utilizando o método de descida.

(b) sorteio: para i =1,...,nr : gerar aleatoriamente um incremento (Az,),
e colocar t; = tg + (Axy); .

(¢) dindmica: definir o valor de z,,11 a partir de z,, e t;,4=0,...,nr . Por
exemplo, a dinamica elitista conduz a

Tpy1 = argmin {f (z,), f(t):0<i<nr} .
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Esta maneira de combinar o método de descida e os sorteios pode ser vista
como uma perturbagdo estocdstica do método de descida: o algoritmo bésico pode
ser reescrito

1. Inicializagao : é dado um ponto de partida g

2. Tteragoes: o ponto atual é z,, e calcula-se x,, 11 em trés subetapas

(a) descida: gerar um novo ponto ty utilizando o método de descida.

(b) perturbagao:

—
]

) parai=1,..,nr: gerar aleatoriamente um incremento (Axy), e colo-
car tg = T, + (Axy), .

(d) determinar Z, = argmin { f (¢;):0 <i <nr}.

—
@

) dindmica: definir o valor de z,4+1 a partir de z, e &, utilizando a
dinamica elitista.

Este algoritmo corresponde as iteragoes
Tpt1 = Qn (Tn) + P, (7.2.23)

onde P, é uma variavel aleatéria. Estas iteragoes convergem para um minimo
global sob hipdteses bastante gerais, tais como

VM >0:3a(M) tal que |z| < M

= |Qn (2)] <a(M),¥Yn>0, (7.2.24)

além das hipéteses precedentes (7.2.13 ) e (7.2.14 ) sobre f. A varidvel aleatéria
P,, deve ser escolhida de maneira que

VA>m: P(Upt1 <A U, >AN)>a(n,A) >0 ;
pa (7.2.25)
Za(n,)\):—i—oo .
n=0

Estas escolhas repousam sobre o teorema seguinte:

TEOREMA 7.2.16. Seja {Uy,}, <y wma seqiiéncia de varidveis aleatorias tal que
Vn>0:Upr1 <U, q.c

Vn>0:U,>m gq.c.

VA>m:3 an, ) >0 ta que

7.2.26
PUns1 <A |Un>A) > a(n, ) ( )
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—+oo
V)\>m:2a(n,)\):+oo
n=0
Entao:
U, —m q.c

Aqui também, a condigdo (7.2.26) implica que P (U, > X\) > 0. Como veremos
no que seque, esta desigualdade € verificada quando a densidade de probabilidade
dos sorteios é estritamente positiva sobre R™.

A prova deste resultado utiliza o lema seguinte:

LEMA 7.2.17. Sob as hipdteses do teorema lema 7.2.16 , temos
YA>m:P({U,>)\) —0 quando n — +o0.

DEMONSTRACAO:

1- Consideremos a variavel aleatéria Z,, definida por
Zn=0,8e U, >\, Z,=1,8e U, < A.
Temos
P(Zpy1=1)=P(Znt1=1%,Z,=0)+P(Zpny1 =1, Zn=1),
de modo que

P(Zpi1=i)=P(Zp=0)P(Zns1=1i |Zy =0)
FP(Zy=1)P(Zpy1 =i |Zn=1)

m= (B )

7Tn+1:A7Tn,Aij:P(Zn+1:i|Zn:j) (Ogl,jgl)

e, pondo

temos

2- Como a seqiiéncia é decrescente g.c., temos
P(Zy1=01|Z,=1)=0,P(Zyy1=1|Z,=1)=1.

Assim,
Ay (Wn)l = (Wn)l :
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3- Por outro lado,

Aw=P(Z41=112,=0)=
P(Un+1<)\ |Un2)\)205(A7n) )

de forma que

Vn>0:(mug1); = Ao (Tn)y + A1 (7)),
Za(An)(mn)y + (Tn);

e, por conseguinte,
Vnz0:(mne); = a(dn) (1= (mn)) + () -
4- Como a (A, n) (1 — (my);) > 0, resulta desta desigualdade que
Vn>0:(Tne1), = (mn); -
Assim, {(7),},, ¢ y € crescente e limitada superiormente por 1. Logo, existe

p <1 tal que
(7n); — p quando n — +00.

Além disto

5- Temos entao

de forma que

Assim,

de forma que

6- Se p < 1, temos
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de forma que

= 1 — (7o),
+OO—ZO((1,)\) < ﬁ,
=0

que ¢é absurdo. Por conseguinte, p = 1 e temos
(Tn+1); — 1 quando n — +o0, de modo que

(Tnt1)g — 0 quando n — 400 .

LEMA 7.2.18. Sob as hipcteses do teorema 7.2.16 , existe Uy tal que U, — U
L.. Além disto,
YA>m: P (Ux > M) =0.

DEMONSTRAGAO:

1- O lema 7.2.3 mostra que existe Uy, tal que U, — U q.c.. Como U,, — U,
q.c., temos também U,, — Uy, p. e, por conseguinte, U, — U L..

2- Sejam F,, alei de U, e Fy alei de Uy. A convergéncia em lei implica que
PUp,<AN)=F,(A\) — Foo(\) =P Ux <),
de modo que
PU,>XN)=1-F,(\) —1—-Fx(A\)=PUx = A).
Assim

P(Usx >N = lim PU,>A) =0.

n—-4oo

[ |
DEMONSTRAGAO do teorema 7.2.16—

1- Decorre do lema 7.2.3 que existe uma variavel aleatéria Uy, tal que U,, —
Us q.c. € Uy > m q. c. Como na demonstracao desse mesmo lema, seja

E={weQ:m<Up (w) <U, (w),¥Yn>0}.
E ¢é quase certo e Uy, (w) — U (w), para todo w € E.

2- Seja A > m : decorre do lema 7.2.18 que Uy < A q. c.. Por conseguinte,
decorre do Lema 7.2.4 que Uy, =m q. c. .

|
Este teorema sugere um método de minimizagao: sejam
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1. Z : Q — R* um vetor aleatério continuo cuja densidade de probabilidade
¢, : RE — R verifica (Je| é a norma euclidiana)

Vr>0:inf {p;(2):]z|<r}>a(r)>0

2. zg: Q — R*¥ um vetor aleatério

3. {An}, ¢ y uma seqiiéncia de niimeros reais estritamente positivos tal que

+oo
1 3
A >0,Yn>0e ZA—ka(—)=+oo,vg>o.

n =0 n )\n

Esta ltima condigao estd satisfeita, por exemplo, quando 0 < A,, < M ,¥n >0

+oo
e Z a (%) = +00, V¢ > 0. Em tal caso:

n =20

—+o0 —+oo
L (£ 1 £
() () -

Ela também é satisfeita se 0 < A\, < M ,¥n > 0e & — a(§) é decrescente e
estritamente positiva sobre (0, +00). Neste caso:

+oo
a(%) 2@(%) >0:>nz_:0a<f—n) = +00.

Define-se a seqiiéncia de varidveis aleatérias {z,},, ¢ > Tn Q2 — R* por
Vn20:ang (w) =argmin{f (z, (w)), f (tn (W)} ,
th = Qn (Tn) + A2 ;
e {Un}, ¢ s Un: Q2 — R por
Un () = f (2n ()

Neste caso, a densidade de probabilidade condicional de t,, é
1 t—Qn ()
)= s (2201).

e a densidade de t,, é

0u )= 5 [ o2 (e ) o

R

Lo =)

> z\ ——
n AR

>

[t <o



295

de forma que

1 — &n
Vr>0:¢n(t)zg / @Z(%>dx

[t <o

onde ¢ é a medida de Lebesgue e B, é a bola raio r (B, = {z € R" : |z| < r}).
Temos

TEOREMA 7.2.19. U, — m q.c.
DEMONSTRAGAO:

1. Por construgao:
Vvn>0:U,41 <U, q.c

Vn>0:U,>m q.c.

2. Seja A > m. Consideremos Sy = {zeRF:f(z)<A} e
S¢ = {x € R*¥: f(x) > A}. Da hipétese (7.2.14), existem x € Sy e 7y > 0
tais que

B\ ={zeRF:|z—=z\|<n} C Sy,

3. Sejay > f(zo): S, é limitado, de modo que existe My > 0 tal que |z| < My
para todo x € Sy. Logo, |@Qn (x)] < b(My) para todo = € S,. Assim,

/gpn(t|xn:x)dt2 / o, (tlzn = ) dt

Sx B()\)

“ e (TR

B\
verifica (£ é a medida de Lebesgue)

1 +b (M
[entlen=mya= % | b(mxin(o))df

S B(X)

> A_liga (%@) (BO) .
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4. Sejam F), a lei de x,, e p,, a medida associada a Fj,. Temos

P (i1 € Snn ¢ 53 = [ (de) [, (tlen = o) de
8¢ Sx

> [ ) [ (then = o) as
C(N) Sx
de modo que

P($n+1 S S)\,In ¢ S)\) >
1 <7ﬁx+b<M0>> (B () / i ()

a
AR An
S5

isto é,
P(xn—i-l S S)\,(En ¢ S)\) 2

%(%”“) (BO) Pland Sy) |

Da hipétese (7.2.15), existem yy € S§ e ry > 0 tais que
cC(\) = {xERk dle—yl <} cSs
Logo
P(x, ¢S\ = /(bn (x)dx > / ¢, (z) dx
S5

c(N)
>a (TA)K(BTA) >0

e, por conseguinte,

P (InJrl S S)\;In ¢ S)\)
Pz, ¢ Sk)

> 1. (%(MO)) (BN .

P(:En+1 € Sy |In ¢ S)\) =

5. Pondo
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temos
PUpt1 <A U, >A)>a(n,\) >0
e
+oo
> a(n\) =+
n=0

6. O resultado decorre do teorema 7.2.16.
[ |

O algoritmo associado a este teorema é o algoritmo de perturbagoes estocdsticas:

1. Inicializagao : sao dados um ponto de partida xo , um ntimero de sorteios
nr e um maximo de iteragdes nm

2. Tteragoes: o ponto atual é z,, e calcula-se x,,11 em trés subetapas
(a) descida: gerar tg = Q. (zp)-
(b) sorteio: para i = 1,...,nr: sortear um valor Z; de Z e definir ¢; =
to + A\nZ;.

(¢) dindmica: determinar 41 = argmin  {f (@), [ (t)
1=0,..., nr}

3. sen > nm : estimar m = f (z,) e 2* = x,,.

Nota 7.2.20. A dindmica de Metropolis pode ser implementada de vdrias manei-
ras. Por exemplo, podemos

1. determinar &, = argmin { f(¢;):0<i<nr}.

2. aplicar a dinamica de Metropolis ao par (x,, , Tp) :

Vn>0:x,41 = Dpay+(1—Dy) &y ;

P(Dp=0[f(zn) < f(Zn))=1—cn ;
P(Dp=11f(zn) < f(Zn)) =cn ;
P(Dp=01f(zn) > f(Zn)) = 1;
P(Dn: 1|f(17n) Zf(jn)):m

e = exp <_ <f(tn)—f(wn)+0<+ﬂ)> _

On

NoTA 7.2.21. O leitor pode encontrar na literatura outros desenvolvimentos, entre
0s quais métodos para fungoes nao diferencidveis e para problemas com restrigoes.
Ver, por exemplo, [57], [2], [26], [25], [53], [32].
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7.3 Meétodos utilizando populacgoes.

Os métodos expostos podem ser aplicados em uma populacao de pontos iniciais.
Por exemplo, consideremos uma populagao inicial formada de np elementos:

Iy = {z}, ...z} .

Umé idéia simples consiste em aplicar os algoritmos a cada um dos elementos

z{, de modo a gerar uma seqiiéncia de populagdes { b ens

II, = {x,ll, ...,IZP} .

Neste caso utilizamos cada z§ como ponto de partida, o que justifica que fa-
lemos de método multipartidas. Mas também é possivel combinar os elementos
calculados. Por exemplo, podemos utilizar o algoritmo seguinte:

1. Inicializacao: é dado uma populacao inicial Il

2. Tteragoes: a populacao atual é IL,, e calcula-se 11,41 em trés subetapas

n

(a) descida: gerar M2 == {t§, ..., ("}, onde t§ = Qn (z7,) .

(b) sorteio: parai=1,...npe j=1,..,nr: gerar aleatoriamente um in-
i i

cremento (AZC")J e colocar tj» =t + (Awn)J . Esta subetapa gera M} =
{t; : i - 1,...,np
ej=0, ...,nr}.
(c) colocar M,, = MO U M}.
i

(d) dindmica: definir o valor de II,1; a partir de II,, e tj,i = 1,...,np e
7 =0,...,nr . Por exemplo, a dinamica elitista conduz a selecionar os
np melhores elementos de 11, U M,,.

Muitas variantes deste algoritmo béasico sao possiveis e podem ser encontradas
na literatura. Por exemplo, é possivel definir M,, determinando o melhor elemento
de {t; 1 3=0,.., nr} para i fixo: a reuniao dos resultados para: =1, ...,np forma
M, . Também é possivel introduzir uma etapa suplementar, onde os elementos
disponiveis sao combinados entre si para produzir novos elementos. Por exemplo,
podemos gerar combinacoes afins aleatdérias dos elementos de IT,, :

C, = {aijgcﬁI + ﬁijxfl + Y 0, g0 Y Y aleatérios}

Os elementos de C), podem ser utilizados em qualquer subetapa. Por exemplo,
na dinamica: sao selecionados os np melhores elementos de I1,, U M,, U C,,.
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7.4 Determinacao de pontos de partida

A determinagdo de pontos de partida pode ser efetuada, por exemplo, a partir
de uma féormula de representacao. Esta formula é vélida para espacos de Hilbert
gerais, inclusive em dimensao infinita. Por exemplo, consideremos um espaco de
Hilbert V' e um funcional J : V. — R. Estamos interessados na determinacao de

u:argmsinJ, ie,uelS, Ju) < Jw),Vv e S. (7.4.27)

Suponhamos que S C V é fechado, limitado e nao vazio. Entao existe uma
constante « € R tal que |v|| <a, VveES.

Seja J : V — R um functional continuo. Suponhamos que existe uma cons-
tante 8 € R tal que |J(v)] < B, Vv € S. esta hipdtese é verificada quando J
possue um infimo real e é coercivo.

Seja BI a parte de S situada no interior da bola aberta de centro u e raio
and S7 = S — B} seu complemento em S. Suponhamos que existe g9 > 0 tal que
p(B) >0V e € (0, g9). Seja x* a funcdo caracteristica de B e 1! a funcao
caracteristica de S¥. We have xX(v) +¢-(v) =1, Vv € S.

Seja A > 0 um numero real suficientemente grande (no que segue, tomamos
A — +00) e g:R? — R uma funcio continua tal que g > 0. Suponhamos que
existem g9 > 0 e duas funcoes hi, hs : R2 — R tais que, V ¢ € (0, &o):

B (vg (), J(v)))
B(g(NJ(0) rroo

u, fracamente em V. (7.4.28)

Entao

TEOREMA 7.4.1. Suponhamos que (7.4.30) e (7.4.31) sejam verificadas. Se Vg
€ um subespaco vetorial de dimensao finita de V e Py : V. — Vy é a projecdo
ortogonal sobre Vg, entao

E (Pa(v) g\ J(v))
E(g(nJ(0))  aroe

Além disto, para todo ¢ € L (V,R),
E(l(Pa(v)gAJ(W)) d—too
EAI©) Ao

B(Pa(v)g(\ () d—sro
Elg(0nJ(0)) At

P;(u), fortemente em V. (7.4.29)

C(u) ;

u, fracamente em V.

COROLARIO 7.4.2. Suponhamos que, além disto, o teorema de Fubini-Tonnelli se
aplique. Entado,

E((v;2,) 9\, J(v)) = (E (vg(A, I (v)),0,) , ¥ € N*
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E(g(A,J(v))) = ha(A,e) > 05 E(¥Z(v)g(A, J(v))) < ha(A,€) (7.4.30)

hg()\, 8)

ve€0e) hi(Ae) A—+4o

(7.4.31)

O teorema resulta da proposigao seguinte

PROPOSIGAO 7.4.3. Suponhamos que (7.4.80) e (7.4.31) sdo satisfeitas. Seja £ €
L (V, Rd), d € N*. Entao

DEMONSTRAGAO da proposigao—

1- Temos
B (£(v) g\, T(v) _
E(g(A, J(v)))
E( (g J(v)  E(lw—u)g J(@)
E(g(A J(v)) E(g(A, J(v)))
Assim,
B0 g0 J0) 0 B —ug0Jw) o

2- Seja € € (0, gg). Temos
E(fv—u)g(A, J(v)) = E (€(v —u)(xz (v) + ¢2(0))g(A, J(v)))
Logo,

E(lv=u)g(A, J(v)) = E (l(v = u)xz(v)g(A; J(v)))
+ E (v —uw)pz(v)g(\, J(v))) -

3- Como V€ L (V, Rd), existe uma constante M, € R tal que, para v € B},
(v — )], < Mp [lv—ul < Mpe (7.4.33)
enquanto, para v € S},

60— w)l, < My o — ull < My (o] + Jul) < 2Ma (7.4.34)



301

4- Por um lado, da desigualdade de Jensen (1.6.18),
[ (60 = upx: (0)g(\, T @),
< B (16w = w)l, x: ()90, ) -
e, da Eq. (7.4.33),
E (16w = w)l, x:w)g(A, I()))
< MyeE ()9 J(0)-
Por outro lado, a desigualdade de Jensen (1.6.18) também mostra que,
B (60 = w2 (0)g\, S @) |,
< E (le(w = w)l, )9\, J(v))).
e temos, de (7.4.34) e (7.4.30),
B (16w =wl, v (0)g(\, J(0)) < 2Mpaha(A, <) -
5- Assim,

|E (€(v —u)g(A, J(v))) |,
<eMyE (xz(v)g(A, J(v)) + 2Mpahs(X, €)

6- Como

temo
i E (¢(w — w)g(\, T(1)))
E (g I ()
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7- esta desigualdade combinada a Eq. (7.4.31) traz

. E (v —u)g(A, J(v)))
Ve € (0,8) : )\irrioo} Elg0n J(0) . <eM, .
Logo
i ‘E (tw — w9 TW))| _,
A—too | E(g(N,J(v) |,
e temos
lim E (é(v _ u)g()‘a J(v))) =0 , (7435)

8- Tomando o limite para A — + 0o na Eq. (7.4.32) e utilizando Eq.(7.4.35),
temos o resultado.

|
DEMONSTRAGAO do teorema—

1- Seja {¢y, ..., ¢;} uma base ortonormal de V; e £: V — R? dada por £(v) =
((v,01) ., (v,0,)) . £ é linear e |(v)], = [|Ps(v) || < |lv|. Assim, £ €
L (V, Rd) e, da proposicao 7.4.3:

T B O
Logo,
E (Py(v) g\, J(v) _ i E((©.6,) 90, I() ,
E(gJW)) &= BJ@) "
d
m :0(u7¢n) ¢n

fortemente em V' e temos o primeiro resultado.

2- Sejam £ € L(V,R), & = {p,},cn- C V uma base hilbertiana ortonormal

(base de Schauder), Vg = [{¢1, ..., o4}, Pa (v) = Eizl (u, ¢,,) @, aprojecao
ortogonal de v sobre V. Como ¢ é linear e continua, temos:

[ ()] < Myjv]l e [€(Fa(v))] <My |[Pa(v)|| < Myl

Como S ¢ limitado, existe uma constante o € R tal que |[v]| < «, Vv € S e

temos ¢ (Py (v))| < Mia, Yv € S.Seja

E(L(Pi(v) g\ J(v)))
E(g(X, J(v)))

L(d,\) =
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De (1.6.18):

1L (d, M) <

Seja L = limsup L (d, \). Entao,

Ve >0: A> X (e) ed>dp(e)
= supL (d,\) —e < L<supL(d,\)

Como L (d,\) — ¢ (Pg(u)) for A — 400 :

Vo> 0:A> A (,d) =
C(Py(u) =1 < L(d,A) < L(Pa(u))+1.

Assim,

A> A (n,d) = £(Py(u)) —n <sup L (d,\) < £(Pyq(u))+n

dZdO (E) and/\z/\l (n,d)
=l (Py(u))—n—e<L<L(Py(u))+n.

Para n — 0, temos
d>dy(e) = £(Pa(u)) —e < L <L (Py(u)).

Além disto, como Py (u) — u fortemente em V', £ (P; (u)) — £ (u) : temos
l(u) —e < L </{(u). Assim, tomando e — 0: L = £ (u).

De maneira andloga, obtemos liminf L (d,\) =
liminf L (d,A) = limsup L (d,\) = £ (u). Logo ¢ (u) = lim L (d, /\)

Seja

el e L(V,R). Temos ¢ (u(d,)N)) = Zﬁ:l an (M) € (p,) = L(d,\). Assim,
como demonstrado precedentemente,

L(u(d,\)) =L(d,\) — £ (u) para X\ — +00,d — +00.

Logo, u (d,\) = u, fracamente em V.
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]
DEMONSTRAGAO do corolario— Se
E((v,,) 9\, J(v))) = (E (vg(A, J(v)), @)
entao,
_ (E©),,) 9\ J(v)) _ Pa(E(vg(A, J(v)))
“ V=TT Y T T RGO T0)
Tomando d — 400, temos
e _ E(wg\J)
=2 an N en = Fer T
Como u) — u, fracamente em V', para A — +00, temos o resultado.
]

NoTA 7.4.4. Num espaco de dimensao finita, a convergéncia fraca implica a con-
vergéncia forte, de modo que, se V € de dimensdo finita,

E(vg(\, J(v)))
E(g\,J(W))) r—+4oo

uem V. (7.4.36)

A escolha de g pode ser guiada pelo resultado seguinte:

PROPOSIGAO 7.4.5. Suponhamos que S* € fracamente compacto para € € (0, £o)
e J € fracamente s.c.i.. Seja g : R? — R uma funcdo continua tal que g > 0 e
& — g(A, &) € estritamente decrescente para todo A > 0. Entao temos (7.4.30) e
(7.4.81).

A demonstracao utiliza o resultado auxiliar:

LEMA 7.4.6. Seja g9 > 0 suficientemente pequeno e £ € (0, g9). Se S* € fraca-
mente fechado e J € fracamente s.c.i., entdo

360 =0(c) >0 such that max g(A, J()) < g(A, J(u)) exp(—N9) . (7.4.37)

Além disto, para todo § > 0 tal que 6 < 0, existe n = n(d) > 0 tal que:

min g(A, J(v)) = g(A, J(u)) exp(—Ad)

DEMONSTRAGAO do lema—
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. Como g é decrescente, Eq. (7.4.27) implica que
Vo € S g J() <g(A J(u)
Assim,
max g\, J()) < g\, J(uw)) . (7.4.38)
. Existe uma seqiiéncia { un },5, C 57 tal que

g\, J(up)) ———  max g(\, J(v)) .

n—>-+0oo Sx

Como 57 ¢ fracamente compacto, esta seqiiéncia tem um ponto de acu-
mulagao fraco u € S7.

. Como J é fracamente s.c.i., temos

J(@) < liminf J(uy)

g\ J(@) > limsup g (A, J(un)) =max g(A, J(v)) (7.4.39)

. Eq. (7.4.38) mostra que g (A, J(@)) < g (A, J(u)). Esta desigualdade, com-
binada a Eq. (7.4.39), mostra que

max g2, J) =g, J@) <gA, J(u) . (7.4.40)
. Suponhamos
max g\, J(w)) =g\, J(u)) . (7.4.41)

Eq. (7.4.40) mostra que g (A, J(@)) = g (A, J(u)) . Como & — g(A, &) é
estritamente decrescente, temos J(u) = J(u) e a unicidade de v mostra que
U = u.Assim, |[t—ul|=0. Mas @ € S¥ e |[u—ul| > ¢e: temos 0 > ¢ >0, o
que é absurdo.

. Como (7.4.41) leva a uma contradigio, deduzimos de Eq. (7.4.38) que

max g(A, J(v)) < g\, J(u)) . (7.4.42)

Assim, temos (7.4.37).
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7. Seja n > 0 suficientemente pequeno e m(n) = maxp: J(v). A continuidade
de J mostra que m(n) ——— J(u) , e a continuidade de g mostra que

n—s>0+
g (A, m(n))
O T(w) ot (7.4.43)
Seja 6 > 0 dado. Da Eq. (7.4.43): existe n(d) > 0 tal que
g (X, m(n))
YO<n<n( =~ >exp(— A
<n < n(f) 7O Tw) = p(—Ad)
Assim, g (A, m(n)) > g(\, J(u))exp(— Ad) . Além disto,
Vue By @ m(n) > J() .
Como g é estritamente decrescente,
Vee By g\ mn) <g, J(v)
e temos
min g( A, J(v) ) = g(A, m(n) 2 g(x, J(u)) exp(—Ad)
[ |

DEMONSTRAGAO da proposicao— O lema 7.4.6 mostra que (ver Eq. (7.4.37))
E(Z(v)g(A, J(v))) < g(A, J(u)) exp(—=A0) E(:(v))

Seja ha (A, ) = g(A, J(u)) exp(—A0) p(S) . Da Eq. (7.4.37) (Cf. Lema 7.4.6)

E(g(\, J(v))) = E (x;(v)g(\, J(v))) = g(\, J(u)) exp (=Ad) E (¢(v)) -
Assim, pondo hi(A, &) = g(A, J(u)) exp(—=Ad) u(B;) , temos

E(g(A, J(v)) 2 hi(A, €) >0

e,Ve € (0,e):
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|

Estes resultados sugerem um método numérico u, baseado na geracao de amos-

tras finitas das varidveis aleatdrias introduzidas. Por exemplo, podemos escolher

A suficientemente grande e gerar uma amostra V= (v1, ..., vp,) de nr valores de
v. Assim,

u A=Y vig(hJ(v) / > g J(w) (7.4.44)

o que corresponde as aproximagoes
1 nr
E(vg(\ J()) = —> Juig(\ J(v)
i=1
1 nr
i=1

A amostra V pode ser obtida a partir de geradores usuais de niimeros aleatdrios.
Por exemplo, um elemento aleatério de (N*)k x R¥ pode ser obtido gerando, por
um lado, uma amostra n = ( ni,...,ni) de k elementos aleatérios de N* e, por
outro lado, um elemento aleatério = (x,,,, ..., ,, ) de RF. Para tanto, é preciso
utilizar um gerador de inteiros aleatérios para n € (N*)k e um gerador de reais
aleatérios para € RF. Elementos aleatérios de R® podeml ser obtidos através
de uma selegao aleatoria do indice k seguida da geragao de um elemento aleatdrio
de (N *)k x RF¥. Este procedimento nao envolve aproximacoes em dimensao finita:
os valores de k£ e n cobrem o espago todo, e o procedimento gera o espago Rg°.

Podemos ilustrar este procedimento com um algoritmo M1: seja k € N* dado
e consideremos a geracao de um elemento de (N*)k x R¥. Para tanto, consideremos
dados dois reais estritamente positivos § € R, o € R.

M1.1: Por ¢ <+— 0.

M1.2: Selecionar k elementos de N* utilizando n = (' m1 +1,...,m; + 1), onde
( mq,...,my) é uma amostra de k valores da distribuicao de Poisson P (6)

M1.3: Selecionar & = (y,, ..., Tn, ) como uma amostra de k valores da distribuigao
gaussiana N (0, o).

k k
M14: Por v, = 3 vnjgn; (o0 3 vn,,;).
j=1 1=1

M1.5 Incrementar i : ¢ <— i+ 1. Se ¢« = nr, aproximar a solugao utilizando Eq.
(7.4.44). Senao, retornar a M1.2.
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Uma variante M2 é a seguinte: consideremos quatro ntimeros estritamente
positivos kg € N*, g € R, § € R, 0 € R.

M2.1: Por ¢ <— 0.

M2.2: Selecionar k = kg + m € N*, onde m € N* é um valor da distribuigdo de
Poisson P (0y)

M2.2: Selecionar k elementos de N* utilizando n = ( my + 1,...,my + 1), onde
( m,...,;mp) é uma amostra de k valores da distribui¢ao de Poisson P (6)

M2.4: Selecionar = (zy,, ..., Tn, ) como uma amostra de k valores da distribuigao
gaussiana N (0, o).
k k
M2.5: Por v; = Y7 vnjp,; (0r D5 v ,;).
j=1 i=1

M2.6: Incrementar i : 7 «— ¢+ 1. Se ¢ = nr, aproximar a solugao utilizando Eq.
(7.4.44). Sendo, retornar a M2.2.

O leitor encontrara na literatura exemplos de aplicagoes em dimensao finita ou
infinita. Ver por exemplo, [24], [9], [8], [10].



Capitulo 8

Otimizacao Baseada em

Confiabilidade

A otimizagado de estruturas busca determinar o melhor projeto possivel para ele-
mentos estruturais. Frequentemente, o objetivo é uma reducao de custo ou de
massa e restricoes devem ser levadas em conta: por exemplo, o espaco disponivel
limita as dimensbes da peca e seu movimento, um critério de falha deve ser in-
cluido, etc. Na pratica, tanto o objetivo como as restricoes podem conter elemen-
tos incertos, oriundos de diferentes variabilidades do material, da geometria ou
do carregamento. Por exemplo, o carregamento exterior pode ser relacionado as
condigoes de operagao e resulta frequentemente incerto: por exemplo, uma estru-
tura pode ser submetida ao vento, a acao das ondas do mar, ou vibragoes de tipo
aleatorio, além de ser formada de um material contendo imperfeigoes. Assim, a
variabilidade e as incertezas devem ser levadas em conta na otimizacao a fim de
produzir um resultado suficientemente robusto. Isto leva a dificuldades, pois

e pequenas variagoes de certos parametros podem causar variacoes significati-
vas do resultado (perda de robustez)

e o resultado 6timo nao pode ser implementavel na pratica, dado que os pro-
cessos de fabricacao e instalagao sao sistematizados e nao sao exatos, mas
implicam em erros e tolerancias (variabilidade e incerteza)

e a nao homogeneidade do material, a variabilidade dos processos de ela-
boracao, do ambiente externo, e das condigoes de contorno podem levar a
situagoes onde o projeto 6timo nao atende as condi¢gos minimas de seguranga
exigidas (falta de confiabilidade)
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Para evitar estas dificuldades, é necessédrio levar em conta ja no projeto os
eventuais erros de implementagao, assim como as variabilidades dos materiais e
das cargas. Podemos visar, por exemplo, a caracterizacao completa da variabi-
lidade das solugoes : neste caso, devemos utilizar as técnicas apresentadas no
Capitulo 7 , mas é possivel que o projetista esteja simplesmente interessado em
obter um desenho com algumas propriedades de robustez, tais como restrigoes
sobre as probabilidades de falha.

Uma primeira idéia consiste em utilizar coeficientes de sequranca, i.e., em mo-
dificar os resultados ou o problema de otimizacao de modo a levar em conta car-
regamentos maiores ou resisténcias menores que as realmente esperadas e, assim,
obter a satisfacao de restrigoes de tipo probabilista. Os coeficientes de seguranga
sao geralmente fatores multiplicativos que devem ser aplicados aos carregamentos
ou as varidveis de projeto. As principais limitagoes deste procedimento sdo, por
um lado, que tais coeficientes sao fortemente dependentes da situagao particular
estudada e nao podem ser utilizados em outras situacoes e, por outro lado, os coe-
ficientes sao geralmente produto da experiéncia acumulada e do histoérico de falhas
observadas, o que torna dificil a sua previsao em novos casos ou em situagoes para
as quais o numero de observagoes é pequeno.

Para contornar estes limites, métodos alternativos foram propostos. Por exem-
plo, uma idéia simples consiste em introduzir uma probabilidade méxima de falha
como uma restricdo de otimizacao - o que equivale a definir uma confiabilidade
minima para o projeto étimo. Esta idéia simples leva a otimizagao baseada em
confiabilidade (Realibility-Based Design Optimization, RBDO), que é apresentada
a seguir.

8.1 A situagao-modelo

A confiabilidade é caracterizada por um indice de confiabilidade, que notaremos
por S e que depende das variaveis de projeto. O indice de confiabilidade é definido
para estruturas cujo estado é definido por um vetor de parametros x € R™ - as
componentes do vetor sao usualmente chamadas de variaveis fisicas, ou de projeto.
Uma falha corresponde a valores negativos de uma fungéo real z = g(x), na qual g
é uma fungao conhecida, geralmente de forma empirica, e z = 0 é frequentemente
chamada de curva limite (veja que se trata de uma variedade, mas chamada de
curva na literatura), ou curva de falha. Esta variedade divide R™ em duas regioes
disjuntas S e D. S corresponde a z positivo, e é chamada regiao de seguranca -
um ponto z € S corresponde a um caso onde a estrutura nao estd em situacao de
falha, sendo portanto segura. D corresponde a z negativo, e é chamada regiao de
falha - um ponto x € D corresponde a uma falha da estrutura (ou Defeito, para
gravar a notagao). A variedade-limite z = 0, notada por C, é a fronteira comum
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as duas regices C'= 05 = 0D.

S = {xeR":g(x) <0},

D = {xeR":g(x)> 0},

C = {xeR":g(x)=0}.
ExEMPLO 8.1.1. .- Um exemplo simples € o caso em que desejamos projetar uma
estrutura cuja tensdo mdxima € inferior ou igual a um valor Omae,. Por exem-
plo, consideremos x1 e xo2 como sendo a tensdo o e o mdrimo admissivel omaz,

respectivamente, i.e., x = (0, Omaz). Entdo g(x) = 1 — 22 = 0 — Omag. Outros
exemplos cldssicos sao as curvas de Wohler.

Incertezas sao introduzidas na formulagao do problema considerando, por exem-
plo, que o estado da estrutura nao é definido pelos valores nominais x, devidos
a problemas de fabricagdo, mas por R (x,V) = x4+ V, na qual V é um vetor
aleatdrio representando a incerteza. Neste caso, a variedade-limite é dada por

G(x,V)=gR((x,V))=0

A situagao é andloga se g depende de um vetor aleatério, V, ou R é uma
funcao mais complexa: em todos os casos, a variedade-limite torna-se um processo
estocdstico, isto é, uma funcao aleatéria, como se chamava originalmente. Assim,
a funcao definindo a falha torna-se

Z=GxV)=gR((x,V)) . (8.1.1)

Z, como definido na Eq. (8.1.1), é uma varidvel aleatéria e as desigualdades
Z <0e Z > 0 definem eventos complementares. Por exemplo, a probabilidade de
falha associada a X é

P;X)=P(Z>0|x=%X) , (8.1.2)
enquanto que a confiabilidade associada a X é
1-P(X)=P(Z<0|x=%X) , (8.1.3)
O problema-modelo da RBDO é

PROBLEMA-MODELO 8.1. Seja dada um probabilidade-alvo mdzima, P;, para a
probabilidade de falha. Determinar x € R™ tal que

x =argmin{F (x):xe€ A} , A={xeR": P;(x) < P} . (8.1.4)
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Esta formulacao busca o minimo da fungao objetivo F' de forma que o estado
tem uma probabilidade de falha no méaximo igual a P;. E possivel considerar
outras restrigdes através da defini¢do do conjunto admissivel 4. Uma alternativa
consiste em buscar a maxima confiabilidade para um dado valor maximo F; da
funcao objetivo F':

PROBLEMA-MODELO 8.2. Seja dado um custo maximo F;. Determinar x € R"
tal que

x=argmin{Py(X): X € A} , A={xeR": F(x) < F}. (8.1.5)

8.2 Indice de confiabilidade

O procedimento usual em anélise de confiabilidade consiste em considerar um
indice de confiabilidade 3, tal que aumentar § corresponda a aumentar a confia-
bilidade, i. e., diminuir a probabilidade de falha. [ é geralmente definido para
variaveis independentes e normalizadas, u € R™, tais que:

e cada componente de u tem média zero e variancia unitéria;
e u possue uma funcdo cumulativa F dependente de |[ul|: F (u) = @ (||ul|)

o t —> O (¢) é estritamente crescente.

Por exemplo, a tranformagao cldssica proposta por Nataf ([54]) transforma v
em um vetor u de variaveis gaussianas independentes e satisfaz estas hipoteses.
Assim, aumentar ||u|| corresponde a diminuir a probabilidade de falha P;: esta
propriedade é usada para definir o indice de confiabilidade.

Do ponto de vista matematico, seja a transformacio 7 : R® x R™ — R” x R*
relacionando os pares (x,v) e (x,u). Entdo, existe uma funcio T : R" x R™ — R¥
tal que v =T (x, u).

Em geral, T é uma transformagao complexa e sua construgao pode apresen-
tar dificuldades. Em situagbes simples, T é uma transformagao afim T (x,u) =
A(x)u + B(x), onde A(x) e B(x) sdo matrizes, independentes de v e u. Por
exemplo se, por um lado, v é formado por variaveis independentes e, por ou-
tro lado, a distribuicao de cada componente v; corresponde & fungao cumulativa
Fi(u;) = @ (|u;|), de média m; e desvio-padrao standard s;, podemos considerar
varidveis normalizadas dadas por u; = (v; — m;)/s; e temos v = m + diag(o)u,
onde m = (mq,...,my) é o vetor das médias e 0 = (01,...,0,) é 0 vetor dos
desvios-padroes.

Utilizando T, temos

Z =H(x,u) =G (x,T(x,u)) ; R(x,u) =r(x,T(x,u)) . (8.2.6)
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e é natural considerar o espaco de trabalho

V={((xu):xeR",ueR™,

u vetor de varidveis normalizadas independentes }.

V' é chamado espago hibrido. Temos V = Vi x V4, onde Vi = R™ é o espago
fisico e V, é o espago das varidveis aleatérias normalizadas (média zero, varidncia
unitdria), chamado espago normalizado. Temos

S={(x,u) € V:H(x,u) <0},D={(x,u) e V:H(x,u) > 0},
C={(x,u) eV:H(x,u) =0}.

O indice de confiabilidade, 8(x), para um valor de x fixado, é determinado no
espaco normalizado e é definido por:

B(x) = [u(x)]| = minu] : H(x,u) = 0} = min{Ju] : H(x,u) >0} . (8.27)

u(x) é associado as varidveis fisicas v(x) = T(x,u(x)) e corresponde ao estado
da estrutura r(x) = r(x, v(x)) ou R(x) = R(x, u(x)). Os pontos u(x), v(x), r(x)
e R(x) sao usualmente chamados pontos de falha mais provdveis (ou simplemente
pontos mais provdveis) associados ao estado x. Por vezes, a expressao pontos de
projeto também pode ser utilizada para designé-los.

A determinagao de B(x) é designada pela expressao andlise de confiabilidade
do ponto x.

8.3 FORM

O célculo prético de u(x) e B(x) exige a solu¢do de problemas de otimizagao
com restri¢oes - Eq. (8.2.7) para cada x considerado, o que leva a um custo
computacional elevado, além das dificuldades intrinsecas aos procedimentos de
otimizagao, tais como os efeitos das nao-convexidades.

Para aumentar a eficiéncia e economisar tempo computacional, uma idéia sim-
ples consiste em utilizar linearizagoes da variedade-limite, o que leva ao método
universalmente conhecido como First Order Reliability Method (FORM), que é
capaz de fornecer rapidamente uma estimativa de u (x(k)) e B(x®).

Para um ponto inicial u(®), FORM gera uma sequéncia u®, u® ..., que es-
peramos seja convergente para u(x), através de uma sequéncia de aproximagoes
afins da curva-limite C (isto é, de uma sequéncia de linearizacbes desta mesma
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curva). Para um dado u”, determina-se uma funcio afim u — H (u) tal que
H (x,u) ~ H® (u) na vizinhanca de u®. Entao, determina-se

u™Y = argmin{|jul| : H?(x,u) > 0}.

Observemos que esta equagao corresponde & aproximagao da regiao de falha
D pelo semi-espaco D). FORM ¢ um método extremamente popular, dado a
sua facilidade de implementagdo e sua rapidez de convergéncia (porém cuidado:
o limite pode ser diferente de u(x)). Breitung and Der Kiureghian ([13, 45, 46])
propuseram um método andlogo, baseado em aproximacoes quadraticas de C —
conhecido como SORM (Second Order Reliability Method).

Ambos os procedimentos, FORM/SORM, necessitam da construcio de apro-
ximacoes da variedade-limite C'. Nos casos mais complexos, onde tal aproximagao
ndo é facilmente feita, 8(x) pode ser estimado por amostragem: gera-se uma
amostra de pontos de D e 3(x) é aproximado pelo valor empirico determinado na
amostra:

B(x) =~ min{|x — y;l| : (y1,-..,yn~) amostras de pontos de D}.

Para varidveis gaussianas, esta aproximagao é equivalente a um método de tipo
Monte Carlo para o calculo da probabilidade de falha.

8.4 Meétodo a dois niveis (bi-level ou double-loop)

O problema-modelo RBDO 8.1 se escreve sob a forma

x = argmin{F (x) : H (x,u(x)) <0 and 8(x) = [[u(x)|| > 5;} , (8.4.8)

onde 3, é o indice de confiabilidade alvo. A formulagdo alternativa 8.2 se
escreve

B =argmax{f(x): H (x,u(x)) <0, and F(x) < F;} (8.4.9)

Ambos os problemas (8.4.8) e (8.4.9) contém dificuldades ainda néo soluciona-
das nesta data, tais como, por exemplo, aquelas ligadas & nao convexidade e ao
cdlculo de B(x). Ambas as formulagoes conduzem a problemas de otimizacdo a
dois niveis. Por exemplo, Eq. (8.4.8) busca x no nivel superior, mas exige a deter-
minagao de u (x) no nivel inferior. Analogamente, a Eq. (8.4.9) busca  no nivel
superior, mas exige a determinacdo de x no nivel inferior. As iteragdes tipicas para
a resolucéo destes problemas consistem em gerar um sequéncia x(©, x(M x(2)
da maneira seguinte:
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Algorithm 4 Bi-level ou double-loop RBDO
Require: kmaz > 0, precmin > 0;
Require: um ponto inicial admissivel x(9);
Require: um método para a determinagio de u (x) para um dado x;
Require: um método para a corre¢ao de x para um dado u (x);

1. k:=0;

2. nivel inferior (loop interno) : determinar u*) =u (x(

k)

3. nivel superior (loop externo) : determinar x(F+1) corrigindo x*) para
u (x(k)) dado;

4. k:=k+1;

5. Testar as condicoes de parada: ka — xk-1 H < precmin ou k > kmax. Se as
condicoes de parada nao sao verificadas, ir para 2.

return x(k), u (x(k))

Exemplos de métodos de correcao de x*) podem ser encontrados na literatura.
A determinacao de u'*) é usualmente chamada nivel de confiabilidade, enquanto a
determinacao de x(¥*1) é chamada nvel de otimizacdo. A resolucdo do problema
pode exigir uma grande nuimero de chamadas para cada um dos niveis. Assim,
métodos de simplificagao tém sido propostos na literatura - tais como, por exemplo,
o uso de FORM no nivel inferior. Examinaremos a seguir outros métodos de
smplificacao.

Um método alternativo consiste em gerar x(**1) determinando sucessivamente

u® = argmin{|ul| : H (X(k),u) >0 and |ul > 3,}

x*+H) — argmin{F (x) : H (x, u(k)) < 0}.

Neste caso, u®) #u (x(k)).

8.5 Meétodo a um nivel (one-level ou single-loop)

Uma maneira de reduzir o custo computacional consiste em reduzir o custo associ-
ado ao nivel inferior (ou interno), isto é, & andlise de confiabilidade. Por exemplo,
podemos utilizar as aproximagdbes FORM/SORM, mas também é possivel trans-
formar o problema a dois niveis em um problema a um unico nivel, no qual as
varidveis x e u sao consideradas como independentes e a igualdade ||Jul| = 5(x)
somente é verificada no limite das iteracoes, i. e., no ponto de 6timo. Esta idéia
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leva a introducao de uma nova funcao-objetivo J; , onde um termo de <penalidade
>modifica a fungao-objetivo original, de modo a garantir que o ponto de étimo
(x,u) verifica ||ul| = B(x). Por exemplo, podemos considerar uma fungao positiva
d : R? — R tal que, por uma lado, a — d(a,b) é crescente para todo b > 0 e,
por outro lado, b — d(a, b) é decrescente para todo a > 0. Neste caso, seja

Ja(x,w) = J(x)d([[ull, 5(x)),

e consideremos o problema

(x,u) = argmin{Jy(x,u) : (x,u) € Ay} ; (8.5.10)
Ad:{(xvu):H(xvu):ov ”u” Zﬁt} : o
Dadas as propriedades de d, espera-se que os procedimentos de otimizacao
diminuam o valor de ||u|| a0 mesmo tempo que aumentam §(x). Espera-se que, no
limite das iteragoes, H(x,u) > 0, |[u|| > 8;, minimizando ||u|| e correspondendo ao
maior valor de 8(x) compativel com as restrigdes: o conjunto destas propriedades
implica a igualdade ||u|| = 8(x) > 3,, dado que a minimalidade de ||u|| conjugada
a condicdo H(x,u) < 0 ( 4. e., & admissibilidade de (x,u)) leva a u = u(x).
Espera-se que esta nova formulacao reduza o tempo de calculo, dado que a analise
de confiabilidade nao é mais realizada a cada iteracao - este método gera uma
sequéncia (x(9, u®), (xM, u®), (x@,u®),... tal que a condicao u® = u(x)
nao é satisfeita a cada iteracdo k. O problema formulado na Eq. (8.5.10) deve
ser resolvido por um método de descida apropriado e pode ser implementado pelo
algoritmo 5:

Algorithm 5 one-level ou single-loop RBDO

Require: kmazx > 0, precmin > 0;
Require: um ponto inicial admissivel (x(®,u(®);
Require: um método de descida para a minimizagao de Jg;
1. k:=0;
2. Determinar (x*+1) u**+1)) ¢ A; através de uma iteragio do método de
descida ;
3. k:=k+1;
4. Testar as condigoes de parada: ||xk — xk1 H < precmin ou k > kmazx. Se as
condicoes de parada nao sao verificadas, ir para 2.
return x(k), u (x(’“))

O leitor encontrara na literatura exemplos de d. Uma escolha simples e conve-
niente é d(a,b) = a, o que corresponde a
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Ja(x,u) = J(x) [[u]| .

Esta escolha mostrou ser eficiente em exemplos académicos, tais como, por
exemplo, situagoes onde a resposta de um sistema mecanico pode ser determinada
de forma analitica (i.e., sistemas onde um modelo relaciona de forma explicita
as varidveis de projeto e a resposta). Analogamente ao procedimento com dois
niveis, a Eq. (8.5.10) contém dificuldades ndo resolvidas nesta data, tais como,
por exemplo, aquelas ligadas a nao-convexidade - as iteragdes podem ter como
limite um ponto de minimo local e ndo global. Além disto, este método tende a
dar a mesma importancia aos valores de ||u|| e J, o que pode ser um inconveniente
em certos casos. A literatura apresenta tentativas para obter fungées-objetivo mais
equilibradas tais como, por exemplo,

Ja.r (x,u) = Jg (x,u) J (E (R(x,u))),

na qual E(R(x,u)) é a média de R(x,u) - as varidveis definido o estado do
sistema. Neste caso, determina-se

(x,u) = argmin{Jy g (x,u) : (x,u) € Agr} ;
»Ad.,R = {(Xau) :H (R(Xv u)au) =0, HuH > ﬁt}

Entretanto, escolher uma funcao mais equilibrada, como, por exemplo, Jg r
frequentemente tem um impacto computacional, causando um aumento significa-
tivo do custo do calculo, o que pode tornar esta idéia ineficaz. Uma alternativa
consiste em utilizar métodos semi-analiticos, tais como coeficientes de seguranga
otimos.

8.6 Coeficientes de seguranca 6timos

Um coeficiente de seguranca é geralmente um numero real associado a uma varivel
e destinado - geralmente por uma operacao de multiplicagao - a aumentar a confi-
abilidade. Tais coeficientes sao geralmente utilizados para os fatores considerados
como criticos, tais como, por exemplo, carregamentos externos, tensoes maximas,
deslocamentos e deformagoes de zonas criticas, etc. Seus valores resultam geral-
mente da experiéncia e da observagao de falhas precedentes. Em geral, a deter-
minacao de coeficientes exige testes e andlise empirica, o que leva a problemas de
definicao de experimentos, calibragdao e problemas inversos. Porém, a idéia fun-
damental consistindo em aplicar uma corregao aos valores das varidveis pode ser
explorada de outro modo: as equagodes caracterizando a solugao 6tima, tais como as
condigoes KKT, podem ser utilizadas para determinar correcoes. Em tal caso, as
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corregoes sao usualmente chamadas de coeficientes de sequrancga dtimos (optimal
safety factors, OSF), mas o leitor deve precaver-se pois ndo se trata de coeficien-
tes empiricos, mas de correcoes numéricas destinadas a melhorar os procedimentos
préviamente apresentados.

Para gerar uma corregao, lembremos que u(x) verifica:

lu(x)| = min{]lul| : H(x,u) > 0}.

este problema pode ser reformulado sob a forma seguinte:

lu()|* = min{|ju|* : H(x,u) > 0}.

Consideremos o multiplicador de Lagrange A > 0 associado a restricao H (x,u) >
0 : o Lagrangiano associado a este problema ¢é

L, \) = |lul]® = AH(x,u) .

os pontos estacionarios de L satisfazem
VuL(u(x),A\) =0, A >0, H(x,u(x)) >0, \H(x,u(x)) =0.
i. €.,
A
2u(x) — A\VuH(x,u(x)) =0 = u(x) = EVUH(X’ u(x))
2 2 N 2
Bx)" = luE)II” = - [Vl (x, ux))[” .

Suponhamos 3(x) > 0: entdo,

2
% VaH (x,u(x))]|> 20 =X #£0 and VoH(x,u(x)) £ 0 .
Assim,
A A
3-Jl-
B(x)
[VuH (x,u(x))]
e temos
u(x) = B(x) VuH (x,u(x))
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Se 5(x) = B,, entao

_5 VuH (x,u(x))
"I VuH (x,u(x))]|

A Eq. (8.6.11) pode ser utilizada de vérias maneiras: por um lado, ela define
um sistema de equagdes nao lineares que pode ser resolvido para determinar u(x);
por outro lado, ela pode ser utilizada para corrigir u(®). Por exemplo, podemos
escolher um niimero de subiteragoes tmax > 0 e iterar ulkt) = u(’“rl’i““d")7 no qual

u(x) (8.6.11)

Vo H (x, ulkt1i=1))
Vo 1T)

w1 = g, ci=1, 0 imax ; uFTEO = u®) - (8.6.12)

Um método alternativo de correcao, envolvendo uma tnica subiteragao é dado
por

VoH(x® u (x(k)))
IVl (8, u (@)

a1 — 4 (xw)) _ (ﬁt _ ﬁ(xoc)))

1 =0, ..., bmax

(8.6.13)

Estas correcoes podem ser interpretadas como uma aplicacao de fatores mul-

tiplicativos, isto é, como o uso de coeficientes de seguranca, nas situagoes em que
v = x + diag(o)u. Lembrando que

H(x,u) = G(x,T(x,u)),
temos

VuH (x,u) = [V T'(x,0)]" V,G(x,T(x,u))

Assim,
[VuH (x,u)|? = [VyG(x,T(x,u))]' VuT'(x,u) [VuT(x,u)]' VoG (x,T(x,u))

e temos

. [VUT(x,u)]tV‘,G(x,T(x,u))
u(x) = B(x) VIVeG(x,T(x,0))] Vo T (x,u)[VuT (x,u) Ve G(x,T(x,1u))

levando em conta que T'(x,u) = x + diag(o)u, temos

VuT'(x,u) = diag(o)
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gg (x,T(x,u))

\/Z o? (84 (xT(x, u)))2 |

Seja y; = 0;/x; o coeficiente de variacao de v; : temos w;(x) = 1,;7v,2; e v; (X) =
(14 n;7v;) z;. Assim, o fator S; = 1 + 7,7, aparece como um fator multiplicativo
a ser aplicado aa varidaveis deterministas x para aumentar a confiabilidade. Nesta
situagao, S; é chamado coeficiente de sequranca, dtimo associado a varidvel i.

A Eq. (8.6.11) pode ser utilizada pelos algoritmos precedentes para corrigir o
valor de u®). Por exemplo, podemos utilizar algoritmo 6:

Uz(x) =0oin; ,N; :B(X)

Algorithm 6 RBDO usando OSF

Require: kmax > 0, precmin > 0, 8, > 0;

Require: um ponto inicial admissivel (x(®,u(®);
1. k:=0;
2. determinar u**1 corrigindo u (por exemplo, usar a Eq. (8.6.12) ou a Eq.
(8.6.13) ) ;
3. determinar x**1) = argmin {J(x) : H(x,u**1)) <0} (ou outro método de
COrregao)
4. k= k+1,;
5. Testar as condigoes de parada: ||xk — xk-1 H < precmin or k > kmax. Se as
condicoes de parada nao sao verificadas, ir para 2.
return x(k), ul®




Capitulo 9

Exercicios

Exgrcicio 9.1. Consideremos Q = (0,1), P(dw) = dw e as varidveis aleatdrias
X(w) =w, Y(w) =w?.
A reparticao de X é Fx(z) = P(X < x):

0, sex <0y
Fx(z)=< z,se0<z<1;
1, sex > 1.

e a densidade de probabilidade é fx = F :

0, se x <0y
fx@)=¢ 1,se0<ax<];
0, sex > 1.

De forma andloga,

0, sey <0y

Fy(y) = VY, se 0 <y <1;
1, sey>1.

e a densidade de probabilidade é fy = Fy, :

0, sey <0y
fr(Y) = ﬁ, sed<y<1;
0, sey > 1.

1 - Determinar a projecao de Y sobre o subespago gerado por

{1, X, X%, ..., X"},
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9 -

FExercicios

isto €, sobre a base tal que p;(X) = X=1 1 <i < n+ 1. Comparar os re-
sultados obtidos quando os produtos escalares E(p; X)p;(X)) e E(Y¢;(X))
sao calculados de forma analitica, por integracao numérica ou estimados a
partir de uma amostra de ns pares (X;,Y;), 1 =1, ...,ns. Notar que as médias
correspondem a integrais

b
E(pi(X)0, (X)) = [ 01(X(@))e; (X (@) Pl

b
E(Yo,(X) = [ V(@)X (@) P(d),
onde

P(dw) = ¢(w)dw,
¢ € a densidade de probabilidade de w (para a lei uniforme sobre (a,b) :

$(w) =1/(b—a)) .

Substituir X por uma wvaridvel gaussiana  (isto €, de lei
N(0,1)). Utilizar uma amostra de ns pares (X;,Y;), i = 1, ..., ns para
determinar a solu¢ao. Como mo caso precedente, € mecessdrio estimar o0s
produtos escalares

E(‘Pi(X)QOj(X)) e E(Yg;(X))

a partir da amostra.

Retomar as partes 1 e 2 usando agora uma base formada por polinémios de
Legendre.

ExErcicio 9.2. Consideremos Q = (0,1), P(dw) = dw e as varidveis aleatdrias

X(w) =w, Y(w)=e".
A reparticao de X é Fx(z) = P(X < xz):

0, sex <0y
Fx(z)=<¢ 2% se0<x<1;
1, sex > 1.

e a densidade de probabilidade é fx = F :
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0, se x <0y
fx(@)=4¢ 2z, se0<z<1;
0, sex > 1.

De forma andloga,

0, sey <1;
Fy(y) =< log(y), sel <y<e;
1, sey >e.

e a densidade de probabilidade é fy = Fy, :

1 -

0, sey <1;
fr¥)= %, sel<y<e;
0, sey > 1.

Determinar a projecao de Y no subespaco gerado por
{1, X, X2 ..., X"},
isto €, no subespago gerado pela base tal que
e (X)=X"11<i<n+1.
Comparar os resultados obtidos quando os produtos escalares
E(piX)p;(X)) e E(Yp;(X))

sao calculados de forma analitica, por integracdo numérica ou estimados a
partir de uma amostra de ns pares (X;,Y;), i =1,...,ns.

Substituir X por uma wvaridvel gaussiana  (isto €, de lei
N(0,1)). Utilizar uma amostra de ns pares (X;,Y;), i = 1, ..., ns para
determinar a solu¢ao. Como mo caso precedente, € mecessdrio estimar o0s
produtos escalares

E(‘Pz‘(X)QOj (X)) e E(Yy;(X))
a partir da amostra.

Retomar as partes 1 e 2 usando agora uma base formada por polinémios de
Legendre.
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FExercicios

Exgrcicio 9.3. Consideremos Q = (0,1), P(dw) = dw e a waridvel aleatdria
Y (w) = w?. A reparticio de Y é Fy(x) = P(Y <y):

0, sey <0y

Fy(y) =4 ¥, se0<y<1;
1, sey > 1.

e a densidade de probabilidade é fy = Fy, :

0, sey <0y
fy(Y) = ﬁ, se0<y<1;
0, sey > 1.

Consideremos  uma  varidvel  aleatoria X de let  gaussiana
N(0,1), independente de Y.

1 -

Determinar a projecao de Y no subespaco gerado por
{1,X,X?%,..., X"},
isto €, no subespago cuja base € tal que
e (X)=X"11<i<n+1.
Comparar os resultados obtidos quando os produtos escalares

E(‘Pi(X)‘Pj(X)) e E(Yp,(X))

sao calculados de forma analitica, por integracdao numérica ou estimados a
partir de uma amostra de ns pares (X;,Y;), i =1,...,ns.

Determinar a aprorimacgao pelo método de ajuste dos momentos, utilizando
uma medida de distancia entre os momentos. Por exemplo, média quadrdtica
dos erros relativos (isto €, a raiz quadrada da soma dos quadrados dos erros
relativos )

Retomar a parte 1 utilizando uma varidvel X que € uma fungdo de Y (por

exemplo, X = sin(Y) ou X =log(1+1Y])).

Retomar a parte 1 utilizando uma varidvel X que € a soma de uma fun¢ao
de Y e de uma varidvel gaussiana independente Z (Por exemplo, X = Z +
sin(Y) ou X = Z +log(1+ |Y])).

Retomar a parte 3 utilizando utilizando o método de ajuste dos momentos e
a medida de distancia entre os momentos utilizada na parte 2.
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6 - Retomar a parte 4 utilizando utilizando o método de ajuste dos momentos e
a medida de distancia entre os momentos utilizada na parte 2.

Exgrcicio 9.4. Consideremos Q = (0,1), P(dw) = dw e a wvaridvel aleatdria
Y (w) =w?. A reparticio de Y é Fy(x) = P(Y < y):

0, sey <0y
Fy(y) = VY, se0 <y <1;
1, sey>1.

e a densidade de probabilidade é fy = Fy, :

0, sey <0y
fyr(Y) = ﬁ se0<y<1;
0, sey > 1.

Consideremos duas varidveis aleatdrias X1, Xo, ambas de lei gaussiana, inde-
pendentes entre si e independentes de Y .

1 - Determinar a projecao de Y sobre o subespaco gerado pelos polinomios de
X1 e de X5 cujo grau mdaximo em X1 € ny e cujo grau maximo em Xo € na,
isto é, o termo de grau mdzimo é X" X2,

2 - Determinar a aprorimagao pelo método de ajuste dos momentos, utilizando
uma medida de distancia entre os momentos. Por exemplo, média quadrdtica
dos erros relativos (isto €, a raiz quadrada da soma dos quadrados dos erros
relativos )

Exgrcicio 9.5. Consideremos Q = (0,1), P(dw) = dw e a varidvel aleatdria
Y (w) = w?. A reparticio de Y é Fy(x) = P(Y <y):

0, sey <0y
Fy(y)=4 ¥, se0<y<1;
1, sey > 1.

e a densidade de probabilidade é fy = Fy, :

0, sey <0y
fr(Y) = ﬁ, se0<y<1;
0, sey > 1.

Consideremos uma segunda varidvel aleatéria X e uma amostra (X;,Y;), i =
1,...,ns do par (X,Y).

Podemos entdo considerar U = (Uy, ...,U,), PY = Z U,p; (X) e as equagies:
i=1
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F,(U)=PY(X;)-Y; =0, para 1<i<mns.
Trata-se de um sistema linear.
1 - Seja X gaussiana e independente de Y .

a) Resolver o sistema linear, determinar PY e compard-la com a distri-
buicdo de Y.

b) Determinar PY através do ajuste de momentos e comparar com o re-
sultado da parte 1.

2- Seja X =Y +cZ, onde Z € gaussiana, independente de Y e 0 < ¢ < 1.
Resolver o sistema linear, determinar PY e compard-la com a distribuicao
de Y para os valores ¢ =1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.

EXERcicIO 9.6. Consideremos a equagdo do seqgundo grau:

e(r) =2 —22+b=0,

onde b € uma varidvel aleatdria de lei uniforme sobre (0,1). Esta equagdo tem
duas solucoes:

r1=14++vV1-0b, 20=1—+v1-0,

ambas positivas. A imagem de x1 € o intervalo (1,2) e a imagem de x5 € o
intervalo (0,1). Temos

Py <z)=Pb>1—(x—1)?2) = (z—1)% para € (1,2);

Py <z)=Pb<l—(z—1)2)=1-(x—1)2 para x€(0,1).
Assim, as densidades de probabilidades fi de x1 e fa de xo verificam

fi(x) =2(x —1), para z € (1,2)

fa(x) =2(1 — ), para x € (0,1).

1 - Seja X uma raiz da equacao - a priori, ndo sabemos se se trata de 1 ou de
xo. Consideramos uma aproximac¢ao da forma

X ~ PX = ug 4+ u1b + usb® + ... + unb",
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isto € uma aproximacao de X no subespaco gerado pelos polinomios em b de
grau n. Podemos determinar os coeficientes U = (ug, ..., ) impondo, por
exemplo,

F,(U) = (e(PX),b") = E(e(PX)b") =0, para 0<i<n.

Trata-se de um sistema nao linear que pode ser resolvido por métodos usu-
ais - quando admite uma solugcdo. Também € possivel determinar solugao
aproximadas através de procedimentos de otimizacdo: basta minimizar

[E@O), FU) = (FoU), ..., Fu(U)),

onde || o || € uma norma. Por exemplo, a solugdo de minimos quadrados
€ obtida utilizando a norma euclidiana. Determinar PX e compard-la com
as distribuicoes de x1 e de xo. Para tanto, podemos utilizar uma amostra
(b1, ..., bns) de b que permite o cdlculo aproximado das médias.

Uma segunda solugdo consiste em considerar uma amostra
(b1, ey bs)
de b e as equacoes
F,(U)=e(PX (b;)) =0, para 1<i<mns.

Trata-se de um sistema nao linear. Como mo caso precedente, é possivel
determinar solugcoes aprozimadas através de procedimentos de otimiza¢do:
basta minimizar

IEO), FU) = (Fo(U), ..., Fa(U)),

onde || || é uma norma. Determinar PX e compard-la com as distribuicoes
de 1 e de x5.

Uma terceira solucao consiste em utilizar uma amostra
(b1, ey bs)

de b para gerar uma amostra de xo. Obtemos assim uma amostra do par
(b, z2) ao qual podemos aplicar as técnicas de aproximagdo. Por exemplo, a
técnica de interpolacao:

F,(U)=PX(b;) — X(b;) =0, para 1<i<ns.

Neste caso, trata-se de um sistema linear. Determinar PX e compard-la
com a distribuicao de xo.
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ExERrcicio 9.7. Seja Q = (a,b), P(dw) = dw/(b—a) e a varidvel aleatdria U(w) =
w. A reparticao de U é Fy(u) = P(U < u):

0, seu<ay
Fo(u)y=< (u—a)/(b—a), sea<u<b;
1, seu >b.

e a densidade de probabilidade é fu = FY; :
0, seu < a;

fulw)y=1q 1/(b—a), sea <u<b;
0, se u > b.

Seja b < 1. A equagdo

FX,U)=X*+2X+U=0

possue duas solucoes

X1=-1-v1-U, Xo=-1+v1-U.
Deseja-se determinar as projecoes PXq, e PXo destas varid— veis no espaco
gerado por {1, U, U?, ..., U™}, S = [{1, U, U?, ..., U"}] - i. e., no subespac
gerado pela base tal que o;(U) =U"1 1<i<n+1.

1 - Utilizar um método ndo intrusivo : gerar uma amostra (U;, X;), i =1,...,ns
e utilizar esta amostra para determinar os coeficientes (coloca¢ao ou re-
gressao).

2 - Utilizar um método semi-intrusivo : gerar uma amostra de U et utilizar essa
amostra para definir uma fungdo associando a Z € S o valor deE(|F(Z,U)|);
em sequida determinar PX € S calculando o minimo desta fungao.

8 - Utilizar um  método  intrusivo  : PX € S satisfaz
E(p;(U)F(PX,U)) =0, para 1 < i < n . Estas equagdes formam um
sistema nao-linear de n equagoes para n incogni— tas. Gerar um amostra de
U, utilizd-la para estimar as médias e determinar a proje¢do.

4 - Utilizar wm método de adaptacio : dado um método iterativo xF+1) =
Y(z™) para a resolugio de F(X,U) =0 para U fizo e dado, podemos rees-
crever

E(p,(U)PX*HV) = E(p,(U)p(PX™))), para 1 <i<n,
o0 que leva a um sistema linear AX *t1) = B, com

Bi = E(p,(U)p(PX" ) e Ay; = E(p,(U)p,(U)).
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Aplicar este procedimento ao método de Newton: (x) = x + ¢(x), com
¢(x) = F(z,U)/F'(x,u) .

ExEgrcicio 9.8. Seja Q = (a,b), e a varidvel aleatdria U de lei uniforme sobre Q.
Sejam

(ot ) ) (50 o) (o) i )

A solugao X do sistema linear A(U)X = B(U) é uma varidvel aleatéria, a
qual também é uma fungio de U: X = X(U). Utilizar a base ¢, (U) = (£=2)*-1
e 0 método de projecdo para determinar PX. Comparar o resultado com a solu¢ao

exata.

ExErcicio 9.9. Consideremos uma coluna modelada por uma barra de compri-
mento £, secdo reta S, fixa em a = 0 e suportando uma massa m en a = £. O
mddulo de elasticidade € E a densidade € p. A barra € discretizada em n elementos
finitos cujos nds sao a; = ith, h = £/n. Seja x; o deslocamento do né a;. Temos

20=0¢e¢X = (21,...,7,)" € a solugao do sistema linear KX = F, onde
0 1
0 1
F= - M ;
0 1
—mg 1
4 1 0
1 4 1 0
01 4 1 O
01 4 1 0
pSh
M="—
6 )
0
1 4 1
0 1 2
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e . 0
-1 2 -1
0 -1 1
Para o pinho das Caraibas, E é uma varidvel aleatdria de lei uniforme sobre (8,15)
GPa e p é uma varidvel aleatdria de lei uniforme sobre (0.46,0.7) x 103K g/m3.

1- Sejam S = 0.25 m?4 =4 m, m = 100 Kg . Desprezar a variabilidade de
p, a qual € aprozimada por seu valor médio 0.58 x 10 Kg/m? e estudar os
efeitos da variabilidade de E: determinar a distribuicdo do deslocamento do
ultimo no da barra.

2 - E e p apresentam uma alta correlagdo. Assim, € razodvel aprozimar E por
uma fungdo de p : Por exemplo, E(p) = 29.2 x 105p — 5.4 x 10° (unidades
SI). Utilizar essa expressdo para determinar a distribui¢io do deslocamento
do ultimo no da barra.

3 - Considerar E e p como varidveis independentes e u = (E, p). Determinar a
distribuicao do deslocamento do ultimo no da barra. Neste caso, a base
depende de duas varidveis ¢, = ¢, (u) = ¢, (E, p) .

ExERrcicio 9.10. Um método cldssico para a determinacao de autovalores e auto-
vetores de A € o método das poténcias iteradas: partindo de X (), itera-se

Yy (»)
[y @]’

Utilizar a adaptacao deste método para determinar a distribuicao do autovalor
dominante e do autovalor inferior de A(U) dada no Ezercicio 9. Comecgar por
considerar uma famdia total {¢; : j € N} (por ezemplo, ¢, (U) = (4=2)*=1 ) ¢
definir, para nb > 0,

AP — x ()t g x(P)

y® = gAxe-D x® =

nb
7.P) ~ pZ(®) — Zzép)(pk(U) 7
k=1

isto €,
nb
2" ~ P2 =3 2P o (U) -
k=1
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Mostrar em sequida que a adaptacao das poténcias iteradas se escreve

n nb n nb
SN CanY ) =3 Dup XV 1< i <n 1 <1< b,
j=1k=1 j=1k=1

com

Cije = 0, E(p1(U)p(U)) 3 Dije = E(p(U) Ay (U)ey(U)),
Transformar esta igualdade em um sistema linear: por exemplo, definindo
Cgrs = Ciljk; Drs = Diljk; %(p) = }/J(]f); (Q//S(p) = XJ(Z)v
onder=(i—1nb+1,s=(G—1)nb+k .

ExERcicio 9.11. Retomar o Ezxercicio 10 com o método dos subespacos iterados.
Neste caso, deve-se gera uma seqiéncia de familias

P) = {X(p’l), . ,X(’”"“)},p7 Ny, >0

através das iteracoes:

F®) resulta da ortonormalizacio de {Y(p’l), e Y(p’"”)};
AP — xm)' g x () (1 < < no) .
A adaptagdo deste método é andloga a do método das poténcias iteradas.

ExERcicio 9.12. Determinar a distribuicio da primeira freqiéncia natural da
coluna do Exercicio 10 (estudar os trés casos).

Exgrcicio 9.13. Consideremos uma funcio F = F (X,U) tomando valores em
R e definida para X € R"™, uma varidvel aleatoria U definida sobre S , isto é,
F:R"™ x Q — R. Consideremos

X(U) =arg min {F(Y,U):Y € R"}.
X = X(U) ¢ uma variqvel aleatéria. Podemos considerar uma famdlia total

{¢;:j €N} e, paranb >0,

nb

X~ PX =) Xup(U)
k=1
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isto €,
nb

Xi~PX; =Y Xup(U) .
k=1

Os coeficientes desconhecidos podem ser determinados pelos métodos apresen-
tados. Por exemplo, seja o conjunto das matrizes n X nb de elementos reais:
R ={% = (Yir) 1<j<n , Yie €R} €

1<k<nb

nb
F(#) = E(F(PY,U)), PY; =Y Yap(U), i=1,....n.
k=1
Podemos determinar
X =arg min {F(%):% c R"™"0},

1 - Testar este método com U de lei uniforme sobre (a,b) e

n

F(Y,U) =) (Vi — z(U))
i=1
onde a, BER, z;(U)=axu+ixf e p,(U) = (%)(k—l)'

2 - Gerar uma amostra do par (U, X) e aplicar os procedimentos apresentados:
interpolagdo, ajuste de momentos, variacional.
Comparar com o resultado precedente.

3 - Retomar as questoes precedentes com z;(U) = sin(axu 41 % 8 x 7).

ExERrcicio 9.14. Consideremos a equagdo diferencial:

/

dy
Y= =ay y(0) =1,

na qual a é uma varidvel aleatdria, de lei uniforme em (0,1). Neste caso, os
coeficientes da projecdo Py de y dependem de x, isto €,

Py =yi(2)pi(a) +-.yn(2)p,(a)
1 - Determinar os coeficientes por um método intrusivo:

Y= (g1, )’

verifica

AY' = BY, AY(0) =C,
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na qual

Aij = E(%(“)‘%’j(a)): Bij = E(a%(a)@j(a));
Ci = E(¢i(a)).

Calcular numericamente as médias.

2 - Retomar o caso 1 calculando as médias a partir de uma amostra.

8 - Determinar os coeficientes por um método nao intrusivo: gerar uma amos-
tra do par (a,Y) - isto €, gerar a = (al, ... ,ans) e determinar ¥ =
(y(x,a1), ..., y(x,ans)). Em sequida, determinar os coeficientes y1(x), ..., yn ()
utilizando essa amostra ( a determinagdo pode ser feita para um conjunto
discreto de valores (1, ..., Tnz)).

ExERcicio 9.15. Consideremos uma viga termoeldstica em flexdo simples, com
condi¢des de contorno mal conhecidas : sejam (0,€) o segmento representando
a viga, E seu modulo de elasticidade, o seu coeficiente de dilatagao isobdrico,
I sua inércia, S sua se¢cao reta, p sua massa por unidade de volume. Sob um
carregamento externo de densidade linear p e uma forca externa F aplicada a
extremidade £, o modelo é

d? d*w

@(EI@) +p=0; w0)=w)=0;

yw' (0) + (1 —y)w”(0) = 0; EIw" () =F

O comportamento médio do material formando a viga € dado por E = 110 GPa,
a=2x10"°K~t, p=8500 kg/m>. De forma andloga, a geometria média da viga
corresponde a I = 1.4 x 1072 m?, S = 1.6 x 10° 72 m2, £ = 2 m.O carregamento
externo tem uma densidade linear p = 750 N/m, F = 1000N. v € (0,1) é um
parametro definindo as condig¢oes de contorno.

1 - Todos os parametros sao fixados a seus valores médios et considera-se v =
u como uma varidvel aleatdria de lei uniforme sobre (0,1). Determinar a
distribui¢do de w(f). Qual € a probabilidade para que w(l) seja inferior a 80
% de seu valor mdximo possivel ?

2 - Seja v = 1. Todos os parametros sao fixrados a seus valores médios, salvo
p="T750(1+u), com u de lei uniforme sobre

(—0.25,0.25).

Determinar a distribuicdo de w(f) e calcular a probabilidade para que w(¥)
seja inferior a 80 % de seu valor mdximo possivel.
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A temperatura exterior modifica a geometria e o comportamento da viga:
para uma variagio AO da temperatura, ¢ = (1 + A0 e EI = EI/(1+
alAf)?. Considera-se v =1 e todos os parametros sio fizados a seus valores
médios, salvo os que dependem de A0 = u, o qual € uma varidvel aleatdria
de lei uniforme sobre (a,b). Determinar a distribuicdo de w(f) e calcular a
probabilidade de que w(l) seja inferior a 80 % de seu valor mdzimo possivel
para as trés situagoes sequintes: a = —15,b=10; a = -5, b=30; a =0,b =
50.

Seja v = 1. Todos os parametros sao fixados a seus valores médios, salvo
mddulo de elasticidade : E = u, com u de lei uniforme sobre (94,121) GPa.
Determinar a distribuicdo de w(f) e calcular a probabilidade para que w(¥)
seja inferior a 80 % de seu valor mdximo possivel.

Estudamos a flambagem da viga para o caso onde v = 1. Determinar a
distribuicao do primeiro autovalor do sistema nos casos sequintes:

a) Todos os parametros sio fizados a seus valores médios, salvo mddulo
de elasticidade : E = u, com u de lei uniforme sobre (94,121) GPa.

b) Todos os pardmetros sdo fizados a seus valores médios, salvo p = u,
com u de lei uniforme sobre (8000, 9000) kg/m?3.

¢) Todos os pardmetros sio fizados a seus valores médios, salvo I = I(1+
alAf) e EI = EI/(1+ aAf)?. A = u é uma varidvel aleatéria de lei
uniforme sobre (a,b). Determinar a distribuicio de w(f) e calcular a
probabilidade pour que w(l) seja inferior a 80 % de seu valor mdzimo
possivel para as trés situacoes sequintes: a = —15,b = 10; a = —5,

b=30; a=00=50.

d) Todos os pardmetros sao fizados a seus valores médios, salvo p = u e
E =0,03p — 150, com u de lei uniforme sobre (8000,9000) kg/m?>.
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