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Prefacio

A Computacao Quantica é uma area bem estabelecida, com uma
grande quantidade de resultados tedricos dentro do contexto da Teoria
da Computacao, assim como resultados em Engenharia e Fisica, que
permitem a construcao de protétipos de hardwares quanticos. Atual-
mente, o computador quantico mais avancado tem na ordem de uma
centena de bits quanticos (qubits).

A grande maioria das pessoas, que nao é da &area e ouve falar
do computador quantico, espera que o desenvolvimento do hardware
obedeca a famosa Lei de Moore, valida na construgao do computador
classico por cerca de cinquenta anos. Muitas dessas pessoas se de-
cepcionam ao saber da enorme dificuldade tedrica e tecnoldgica para
domar e controlar memoérias do tamanho de alguns dtomos, onde a leis
quanticas dominam em sua plenitude. A construcao do computador
quantico requer que a barreira semi-classica, que norteia a construcao
dos semicondutores usados nos computadores classicos, seja rompida
e algo equivalente totalmente quantico seja desenvolvido para que as
operacoes logicas elementares possam ser implementadas.

O computador cléssico é extremamente estavel no seu processa-
mento. Dependendo do calculo, uma tnica inversao de bit pode-
ria invalidar todo o processo. Porém, sabemos que longos calculos,
que requerem bilhoes de inversoes de bits, sao feitos sem problemas.
Os computadores classicos sao insensiveis a erros porque seus com-
ponentes basicos sao estaveis. Pense por exemplo em um computa-
dor mecanico. Seria muito raro um dispositivo mecanico inverter de
posicao por si 80, principalmente se colocarmos uma mola para mante-
lo estavel nas posicoes desejadas. O mesmo é valido para dispositivos
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eletronicos, que permanecem em seu estado até que um pulso elétrico
de poténcia suficiente inverta sua posicao. Os dispositivos eletronicos
sao construidos para funcionarem em um nivel de poténcia bem supe-
rior ao ruido e o ruido é mantido baixo por dissipagao de calor para o
ambiente. Isso mostra que técnicas de correcao de erros nao sao im-
portantes no processamento em dispositivos classicos até o momento.

Os computadores quanticos usam a superposicao quantica de es-
tados para fazer um novo tipo de processamento. O entendimento e
a interpretacao dessa superposicao é um desafio, pois como podemos
entender uma particula girando para no sentido horario e anti-horario
ao mesmo tempo? Como regra geral, um dispositivo fisico precisa ser
isolado do ambiente para que a superposicao nao seja perdida. Isolar
sistemas fisicos do seu ambiente é uma tarefa ingrata. Particulas ultra-
relativisticas e ondas gravitacionais passam por qualquer bloqueio, pe-
netram em sistemas “isolados”, pegam informacoes e as levam para
fora do sistema. Esse processo é equivalente a uma medida de um
observavel quantico, que em geral provoca o colapso da superposicao
e freia o computador quantico, tornando-o equivalente ao classico. As
técnicas de amplificacao de sinal e dissipacao de ruidos nao podem
ser aplicadas em dispositivos quanticos da mesma forma que sao usa-
das nos dispositivos classicos. O processamento quantico é unitario
e reversivel. A unitaridade nesse contexto significa que as probabili-
dades envolvidas no processo tém medida unitaria. A replicagao de
informacao quantica é nao-unitaria e processos dissipativos sao irre-
versiveis. Como, na pratica, o isolamento nunca é total, é necessario
lancar mao de técnicas de correcao de erros.

O texto estd organizado em trés capitulos e um apéndice. No pri-
meiro, é apresentada uma introdugao sobre teoria de correcao quantica
de erros. No segundo capitulo, a énfase é dada aos cédigos aditivos,
onde a teoria quantica de correcao de erros é dada através do forma-
lismo estabilizador. Os cédigos corretores quanticos aditivos ocupam
a maior parte do material e sao os mais estudados na literatura, no
entanto, eles nao sao os codigos 6timos no caso geral. Nos tltimos
anos, uma técnica de construcao de cédigos corretores nao-aditivos foi
desenvolvida e diversos codigos nao-aditivos mais eficientes foram ob-



tidos. Reservamos a parte final deste curso para a teoria dos codigos
CWS. A teoria dos cédigos quanticos usa extensivamente a Teoria de
Grupos Finitos, que é uma area da Algebra Abstrata. Para tornar o
curso auto-suficiente nesse aspecto, acrescentamos um apéndice que
cobre a teoria de grupos bésica. Diversos outros pré-requisitos sao
necessarios. E importante que o leitor tenha um conhecimento basico
de Computacao Quantica que pode ser obtido na Ref. [22]. Tanto a
Computagao Quantica quanto a Teoria dos Cddigos Quanticos usam
a Algebra Linear como linguagem base. E importante que o leitor
esteja familiarizado com os resultados da Algebra Linear descritos no
apéndice da Ref. [21]. Uma descrigdo dos postulados da Mecanica
Quantica também pode ser encontrada na Ref. [21]. Uma versao pre-
liminar deste curso foi apresentada no 1° Encontro em Teoria dos
Cdodigos e Criptografia na UFABC. A Ref. [20] também pode ser de
grande valia para que o leitor adquira conhecimento suficiente para
o entendimento deste curso, em especial, no que tange a circuitos
quanticos.

Criticas e sugestoes por parte dos leitores sao bem-vindas e podem
ajudar em futuras edi¢coes melhoradas de nosso trabalho. Finalmente,
agradecemos o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada
e Computacional (SBMAC), o continuo apoio do CNPq, principal-
mente através dos editais dos “Grandes Desafios da Computacao” e o
apoio da CAPES e FAPERJ.
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Capitulo 1

Correcao Quantica de Erros

A teoria dos cddigos quanticos de correcao de erros estende as nocoes
bésicas dos cddigos cldssicos de correcao de erros. Uma diferenga mar-
cante reside no fato de que os erros quanticos estao muito mais pre-
sentes do que no caso classico. Nao é possivel implementar um hard-
ware quantico sem lidar com corregoes de erros. Os estados quanticos
facilmente entram em descoeréncia devido a influéncias do sistema
macroscopico sobre o sistema quantico. A correcao de erros é possivel
quando armazenamos a informacao quantica de forma redundante. Os
métodos quanticos servem para (1) garantir o funcionamento correto
dos algoritmos quanticos, (2) enviar mensagens codificadas por um
canal quantico de forma resistentes a erros e (3) armazenar dados
quanticos de forma segura.

1.1 Modelo Padrao

Vamos supor que Alice queira enviar uma mensagem para Beto através
de um canal, que nao é perfeito. No caso classico, Alice teria uma men-
sagem composta de uma string de caracteres binarios. O modelo mais
simples de canal classico, que é chamado de simétrico, admite uma
probabilidade de erro p do bit 0 ser convertido para o bit 1 e vice-
versa. Alice codifica a mensagem usando redundancia e envia pelo
canal, um bit de cada vez. Beto recebe uma string que pode ter sido
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14 Correcao Quantica de Erros

adulterada, ele faz a andlise de sindrome para determinar se houve
erro e tenta recuperar a mensagem original. Se a probabilidade p for
suficientemente pequena ou se a redundancia usada na codificacao for
suficientemente grande, Beto pode ter sucesso em recuperar a mensa-
gem completamente. Os bons codigos maximizam a chance de sucesso
sem usar um excesso de redundancia.

A codificacio mais simples replica os bits originais da seguinte
forma: 0 — 0y, onde O, =000 e 1 — 1, onde 1 = 111. A mensagem
triplica de tamanho. Por exemplo, se Alice quer enviar a informagao
101, ela envia de fato 111000111. Beto recebe a mensagem codificada,
verifica quais blocos de 3 bits nao tem o formato 000 ou 111 e usa
o método de “voto de maioria” para corrigir os bits “errados”. Por
exemplo, Beto pode ter recebido 101000111 e ele percebe que o erro
ocorreu no primeiro bloco e ele inverte o segundo bit para obter a
mensagem codificada correta. Apds a codificacao, a probabilidade de
ocorrer um erro irrecuperavel nos bits logicos 0 ou 1, é quadratica-
mente menor, pois é necessario a inversao de pelo menos 2 bits para
que o método do voto de maioria nao funcione de forma correta.

No caso quantico, Alice vai usar bits qudanticos (qubits) para escre-
ver a mensagem. Ela pode usar tanto os estados |0) e |1) como estados
em superposi¢ao |1) = al0) + b|1). A mensagem é enviada pelo canal
quantico, um qubit de cada vez. Um possivel erro que pode acontecer
no canal é inversdo de qubit: |0) — |1) e vice-versa. Mas esse nao é o
tunico tipo de erro. A inversdo de fase, |0) — |0) e |1) — —|1), é tao
problemética quanto a inversao de qubit. Por exemplo, se o qubit da
mensagem for 1) = (|0) 4 |1))/v/2, apds a inversdo de fase, o qubit
é transformado no estado [/} = (|0) — [1))/v/2, que é ortogonal ao
primeiro.

No caso geral, o erro é um operador linear genérico de 1 qubit.
Note que ha um continuum de possibilidades. Alice deve codificar a
mensagem e enviar pelo canal quantico. Beto deve medir cada qubit
que for recebendo, ou esperar e formar blocos antes de medir. Essas
medicoes devem ter o intuito de detectar os erros para corrigi-los e
reproduzir a mensagem original. A mensagem original nao deve ser
destruida no processo de medicao. Isso tem que ser feito criteriosa-
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mente, pois sabemos que, no caso geral, medidas perturbam o estado
quantico. Temos que obter informacoes apenas sobre os erros e nao
sobre a mensagem original. Apds ter em maos a mensagem original,
Beto pode dar o destino que quiser a mensagem.

1.2 Coddigo de Repeticao de 3 Qubits

O exemplo mais simples de um codigo quantico é o cddigo de repeticao
de 3 qubits para corrigir inversao de 1 qubit. Esse cédigo também é
conhecido como cddigo de inversao de qubit. Suponha que um qubit
da mensagem seja |¢) = a|0) 4+ b|1). A codificagao visa substituir os
qubits |0) e |1) por

0) = [02) = |000)
1) — [1) = [111).

Esse c6digo corrige no maximo um erro de inversao de qubit nos esta-
dos légicos |0z) e |11).

4) ——— X'I5)

Figura 1.1: Circuito da porta CNOT. As varidveis i e j assumem
os valores 0 ou 1. X é a matriz de Pauli que inverte um qubit.

A porta CNOT é a porta adequada para replicar os qubits |0) e |1).
O funcionamento do CNOT esta descrito na Fig. 1.1. O primeiro qubit
(inicialmente no estado |i)) é o controle e o segundo qubit (inicialmente
no estado |7)) é o alvo. Se o valor de i for 0, a saida serd igual a entrada.
Se o valor de 7 for 1, o controle é ativado e a saida do qubit alvo sera
modificada pela matriz de Pauli X. O funcionamento da porta foi
descrito para a base computacional. A linearidade deve ser usada para
se obter a saida quando a entrada sao estados em superposi¢gao. A
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porta CNOT é um operador unitario cuja representacao matricial é

CNOT = (1.2.1)

o O O
OO = O
_— o O O
O = OO

Pela Fig. 1.1, vemos que se j = 0, a saida serd |i)|i). Portanto, a porta
CNOT faz uma copia do estado do primeiro registrador, quando ele é
um estado da base computacional. Se colocarmos o estado [1)) = a|0)+
b|1) como entrada para o qubit de controle e o estado |0) como entrada
para o qubit alvo, obtemos a saida a|00) + b|11) por linearidade.

|0) } al000) + b[111)

Figura 1.2: Circuito para a codificagdo de 3 qubits, onde |¢) =
al0) + b|1).

Para fazer a codificacao de 3 qubits, usamos duas portas CNOTs
como no circuito da Fig. 1.2. Esse circuito faz a substituicao dos
estados |0) e |1) do estado original para os estados |0z) e |11). A etapa
final da decodificacdo é feita com o circuito transposto conjugado, que
nesse caso coincide com o circuito original.

Ap6s o estado [¢0) ser codificado, Alice envia os 3 qubits pelo canal
quantico para Beto. Esses qubits podem ser enviados um por vez.
Note que |¢) estd emaranhado no caso geral. Nao ha problemas em
enviar os qubits separadamente, pois o emaranhamento é preservado
mesmo quando os qubits estao afastados uns dos outros. Em geral, os
canais tém todo tipo de imperfeicao, porém vamos supor que ocorre
apenas inversao de qubit no maximo em um dos qubits.

Beto recebe os qubits e faz a analise de sindrome fazendo medidas
em cascata dos observdveis Z1Zy e ZsZs. A decomposicao de 217,
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em projetores é

1\ Zy =P, — P_, (1.2.2)

onde
P, = (|00)(00] + |11){(11|) ® I, (1.2.3)
P_ = (]01){(01] +]10)(10]) ® I>. (1.2.4)

As probabilidades associadas aos valores +1 sao py = <¢}Pi‘w>, res-
pectivamente. A medida do observavel Z;Z, retorna +1 se os valores
dos 2 primeiros qubits forem iguais e —1 se forem diferentes, andlogo
para Z,Zs3 com relagao aos 2 ultimos qubits. Se nao houve nenhuma
inversao de qubits, ambas medidas retornam +1. Se houve inversao
do primeiro qubit, a primeira medida retorna —1 e a segunda +1. Se
houve inversao do segundo qubit, ambas medidas retornam —1. Final-
mente, se houve inversao do terceito qubit, a primeira medida retorna
+1 e a segunda —1. A Tabela 1.1 resume todo o processo.

Erro | Sindrome | Correcao
I 1, 1 I

X1 -1, 1 X1
Xo -1,-1 X5
X3 1,-1 X3

Tabela 1.1: Erros de inversao de 1 qubit no cédigo de 3 qubits, andlise de sindrome
e os operadores de corregao. Os resultados das medidas correspondem a medidas
em cascata dos observaveis Z1 2y e ZoZ3.

A correcao é feita aplicando-se a matriz de Pauli X no qubit in-
vertido. A etapa final da decodificacao é feita com o mesmo circuito
da codificacao. Beto deve descartar os dois qubits auxiliares. O qubit
restante estard no estado [¢), como preparado por Alice.

O processo de codificagao e decodificagao (sindrome, recuperagao
e aplicacao do circuito inverso da codificacao) foi descrito com sucesso
no cédigo de 3 qubits. Todo o processo pode ser colocado na forma de
um circuito, como mostrado na Fig. 1.3. Note que as medigoes estao
representadas por caixas arredondadas com o observavel especificado
no seu interior. Os resultados classicos sao indicados pela linha dupla
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e sao usados para especificar os valores de o, 3 e v de acordo com a
Tabela 1.1. Por exemplo, se o resultado da primeira medida for —1 e
o da segunda +1, entao a« =1 e = = 0. Como as medidas usadas
no codigo de 3 qubits nao mudam o estado do sistema quando o erro
estd no conjunto £ = {I, X1, Xo, Xg}, podemos dar continuidade ao
circuito apdés uma medicao e aplicar as portas Xy, Xg e XJ para cor-
rigir o erro. A ultima etapa é a aplicacao do operador de codificacao
inverso. Se o erro for algum operador do conjunto £ ou uma com-
binagdo linear desses operadores, a saida do circuito serd [¢)]0)]0).
Portanto, o estado original é recuperado.

|%) T l)
Z Zo
10) & — — 10)
ZoZ3
10) 10)

Figura 1.3: Circuito representando todo o processo de codificagao,
erro £, sindrome e recuperacao do cédigo de 3 qubits. Os ob-
servaveis estao representados por caixas com angulos arredonda-
dos. Os valores de a, 8 v dependem dos resultados das medidas
de acordo com a Tabela 1.1.

Toda medida intermediaria pode ser colocada no final do circuito.
A maneira mais simples de fazer essa conversao é usar qubits extras
chamados de ancillas.

Exercicio 1.1. 1. Verifique que o conjunto de mensagens possi-
veis (sem exigir normalizagdo) que podem ser enviadas usando o
cddigo de 3 qubits é um espago vetorial de dimensdo 2 (denotado
por C) e € um subespaco do espago de Hilbert Has.

2. Mostre que o erro Xy leva o conjunto de mensagens possiveis
em um espaco vetorial de dimensao 2 ortogonal a C. Verifique
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também para X, e X3 e, além disso, verifique que todos o0s su-
bespacos envolvidos sao ortogonais entre si.

3. (Condigoes de Deteccio de Erros) Seja € = {I, X1, X2, X3} 0
conjunto dos possiveis erros do canal. Mostre que se E € &,
existe cg, que so depende do erro, tal que

(iLlEljL) = cg by,
para todo i,j. Quais sao os valores de cg para E € £7
4. Os operadores l6gicos X e Z sio definidos de forma que X |01) =
|1L>; X‘1L> = |OL>, Z|OL> = |OL> € Z|1L> = _‘1L>- Encontre

uma erpressao para esses operadores l0gicos.

5. Mostre que se &€ satisfaz as condigcoes de detecgao de erros, entao
a combinacgao linear de erros em £ também satisfaz.

Exercicio 1.2. Faca um circuito equivalente ao da Fig. 1.3 sem
medicoes intermedidrias.

1.3 Cddigos Lineares Classicos

Um cddigo C linear bindrio (n, k) é obtido como imagem de uma trans-
formagao linear injetiva ® : Z& — 73 tal que

a1 a1
— ank .
ag ag

Goxk € a matriz geradora do coédigo C, que tem posto k. As colunas de
GG sao linearmente independentes e geram o subespaco C de dimensao
2% em Z. Tsto é, o cédigo tem 2% palavras bindrias de comprimento
n, que codificam as palavras originais que tinham k bits.

A matriz geradora nao é unica, pois podemos fazer uma mudanga
de base no subespago C. A apresentagao canonica de G ¢é da forma

Ty
G = . 1.3.5
[Bm—k)xJ (1:35)
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Nesse caso, a codificagdo de uma palavra (aq,- - ,ax) é da forma
a1
ai
ag
ank : -
hi |’
Qy .
hn—k
onde hq, - - -, h,,_; sao combinacoes lineares das primeiras coordenadas.
Em particular, a codificagdo da palavra e; = (0,---, 1, ---, 0) com

um unico 1 na j-ésima posigao é a j-ésima coluna de G.
A matriz verificadora é da forma

Hi—iyxn = [Bin-tyxk  Lin-r)xm-n)] - (1.3.6)

H(,—r)xn € uma matriz capaz de detectar se um vetor v € Zy ¢ uma
palavra do cédigo ou nao, pois

Hvl =0,

se, e somente se, v esta no codigo. Isso se deve ao fato de que as
colunas de G geram os vetores de C enquanto que as linhas de H
geram os vetores do espaco ortogonal C+. Usando as Egs. (1.3.5) e
(1.3.6), podemos verificar que H G = 0. A matriz H serve também
como andlise de sindrome, como veremos na préxima se¢ao em um
caso particular.

1.3.1 Cébdigos de Hamming

Os cddigos de Hamming H, sao codigos lineares cldssicos do tipo
(2" —1,2" —r—1,3) para inteiros r positivos, portanto sdo subespagos
de Z2'~'. A matriz de paridade tem como colunas os elementos nao
nulos de Zj. Por exemplo, para r =3

H =

— O
=
O = =
==
o O =
o= o
_ o O
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Escolhemos a ordem dos niimeros de forma que H ficasse na forma
canonica descrita na Eq. (1.3.6). Usando a Eq. (1.3.5) obtemos a
seguinte matriz geradora:

1 0 0 07
0100
0010
G=10 0 01
0111
1011
1 1 0 1]

Como G tem 4 colunas, o nimero total de palavras é 16. Fazendo
todas as combinacoes lineares possiveis, obtemos

0000000 0001111 0010110 0011001
0100101 0101010 0110011 0111100
1000011 1001100 1010101 1011010
1100110 1101001 1110000 1111111.

Tirando a palavra 0000000, todas as outras tem peso maior ou igual
a 3, portanto a distancia do cédigo é 3.

Esse c6digo é do tipo (7,4,3). Como a distancia é 3, ele consegue
detectar erros em até duas letras e corrigir erros em até uma letra da
palavra. Suponha que o erro tenha ocorrido no j-ésimo bit da palavra.
Se a palavra do cédigo era v, ela passou a ser v +e;. Aplicando H na
palavra modificada e usando que Hv = 0, obtemos He;. Como He; ¢
a j-ésima coluna de H, por inspecao da matriz H, podemos determinar
qual é a posicao da coluna em questao e, portanto, determinar qual
bit foi modificado.

Esse cédigo tem uma propriedade interessante: para cada palavra
do codigo, existem 7 strings de 7 bits que tém distancia 1 da palavra
selecionada. Todas essas strings nao pertencem ao coédigo. Esses 7
strings junto com a palavra do cédigo formam uma bola de 8 elemen-
tos. Existem 16 bolas com intersecao vazia 2-a-2 e que cuja uniao
cobre todas as 27 strings possiveis. Um cédigo com esta propriedade
se chama perfeito.
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Para qualquer cédigo linear C com matriz geradora GG, podemos
definir um cddigo dual C*+, cuja matriz de paridade é H+ = GT. As
palavras do cédigo dual sao ortogonais a todas palavras do cédigo
original. Entretanto, pode acontecer de C+ C C'. Nesse caso, o c6digo
é chamado de auto-dual. Os duais dos cdédigos de Hamming sao codigos
auto-duais. Vamos definir H' = GT e G’ = HT. Como HG = 0, segue
que H'G' = 0. Portanto, a matriz geradora do cédigo dual é HT.
Fazendo todas as combinacoes lineares das colunas, obtemos

0000000 0001111 0110011 0111100
1010101 1011010 1100110 1101001.

O novo c6digo é do tipo (7,3,4). Ele ndo é um cddigo perfeito. Podemos
verificar que todas as palavras de C* estao em C. Portanto, C*+ C C,
confirmando que o cédigo dual ao cédigo de Hamming é auto-dual.

1.4 Coddigos Quanticos CSS

Os cddigos de Calderbank-Shor-Steane (CSS) formam uma ampla classe
de codigos quanticos que sao construidos a partir dos codigos linea-
res classicos. Eles pertencem a uma classe mais geral dos cddigos
quanticos estabilizadores. A estrutura desses codigos pode ser enten-
dida através de um caso particular. Vamos tomar como base o cédigo
de Hamming (7,4,3) descrito na se¢ao anterior. Os cddigos CSS sao
construidos usando dois codigos lineares classicos, C; e Cy, tal que
Cy C C;. Vamos tomar C; como o cédigo de Hamming (7,4,3) e Co
como o cddigo dual (7,3,4). O cédigo quantico resultante serd do tipo
(7,1,3].

Os codigos lineares classicos tém a estrutura do espago vetorial Z7.
No contexto quantico, esse codigos sao imersos em um espago de Hil-
bert e passam a ser um espaco vetorial C2", correspondendo a n qubits.
As palavras do cédigo podem ser colocadas em superposicao formando
um estado quantico, que nao poderia ser implementado diretamente
em um computador classico, porém é tratado eficientemente em um
computador quantico. Em particular, vamos definir o estado quantico
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|Cs) da seguinte forma:

(1.4.7)

1
Cg = —— x),
Ca) Tﬂ%H

isto é, |Cy) é a superposi¢ao quantica normalizada de todas as palavras
do codigo Cs.

Um codigo linear C, além de ter a estrutura do espago de Hilbert
C?", tem também uma estrutura de grupo'. As palavras do cédigo
C formam um grupo Abeliano com a operagao de soma bindria bit-
a-bit (XOR). O cédigo Cy é portanto um subgrupo do cédigo C;. O
estado |Cy) é a superposigao de todos os elementos do subgrupo Cs.
Podemos agora definir a superposicao de todos os elementos de uma
classe lateral de Cy em C;. Seja y € Cq, vamos definir

G+ = —= 3 o +), (1.4.8)

\% |C2 ‘ z€Cao

onde C5 + y é a classe lateral de Cy em C; que contém y. Como todas
as classes laterais tem a mesma cardinalidade, devemos usar a mesma
normalizacao.

Os cédigos CSS(Cy, Cy) sobre os codigos lineares classicos C; e Cy do
tipo (n, k1) e (n, ky), respectivamente, sao cédigos quanticos do tipo
[n, k1 — ko] gerados pelos estados quanticos das classes laterais de Co
em C;. O indice (nimero de classes laterais) de Cy em C; é |Cy]/|Ca,
isto é, 2M~*2_ Portanto, o cédigo CSS tem 2¥1=*2 estados légicos, que
formam uma base ortonormal. Se T' é uma transversal de Cy em Cy,
entdao a base do cddigo CSS é {|Co +y) |y € T'}.

Exercicio 1.3. Se T € uma transversal de Co em Cy, mostre que
{IC; +9) |y € T} é uma base ortonormal com 252 elementos.

Exercicio 1.4. Eziste uma outra forma de descrever os codigos CSS.
Sejam Cy e Cy cddigos lineares cldssicos do tipo (n, k1) e (n, k), respec-
tivamente, tal que C3 C Cy. As palavras do cédigo sao superposigoes

Veja o Apéndice A para uma breve revisdo de alguns conceitos sobre a Teoria de
Grupos.
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das classes laterais de C3- em Cy. Mostre que nesse caso, o cdédigo CSS
¢ do tipo (n, ki + ky —n).

1.4.1 Cébdigo de Steane

No exemplo onde C; é o cdigo de Hamming (7,4,3) e Cy é o cédigo
dual (7,3,4), o c6digo quantico CSS ¢ do tipo [7, 1, 3], tem dimensao
2 e os estados logicos sao

1
0,) = 5:7§(|0000000>+|0001111>+|0110011>+|0111100>+

11010101) + [1011010) + [1100110) + [1101001))

1
1) = ﬁ(|1111111> +|1110000) + [1001100) + |1000011) +

0101010) + [0100101) + [0011001) + [0010110)).

O estado |0;) foi obtido a partir das palavras do c6digo de Hamming
dual (7,3,4) e o estado |1,) foi obtido a partir da tnica classe lateral
do cédigo de Hamming dual no cédigo de Hamming (7,4,3). Esse
c6digo é conhecido como cddigo de Steane. Ele detecta e corrige um
erro genérico em 1 qubit. A andlise de sindrome é feita através de
uma medicao em cascata dos seguintes 6 observaveis: XoX3X;X5,
X1X3X4X6, X1X2X4X7, ZngZ4Z5, 2123Z4Z6, Z1Z2Z4Z7. A ex-
plicagao do porqué esses observaveis fazem a analise de sindrome vem
do uso do formalismo estabilizador, que sera tratado na préoxima se¢ao.
Porém, se olharmos a matriz de paridade H, podemos ver que o for-
mato desses observaveis refletem as linhas de H. Sem o formalismo
estabilizador, a anélise do processo é extremamente trabalhosa e parti-
cular para esse cédigo em questao. Para dar pelo menos uma intuicao
do porqué o processo funciona, vamos considerar um caso particular
de erro: inversao de 1 qubit.

Uma palavra genérica enviada por Alice para Beto no canal quanti-
co é da forma |¢) = a|0)+b|1). A codificacao é feita com um operador
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Figura 1.4: Circuito de codificagao do cédigo de Steane.

unitario que obedece

Ueod|0000000) = [0,),
Ueoa|1000000) = |1.).

O operador Ugq esta especificado na Fig. 1.4 em termos das por-
tas elementares universais H e CNOT. Apés a codificacao, o estado
|eoa) = alOr) + b|1L) é enviado pelo canal quantico. Se ocorrer
a inversao de qubit no primeiro qubit, Beto vai receber o estado
|v'") = aX1|0L) + 0X;|1L), onde

X1/0.) = 2—\1/5(\100000(» +]1001111) + [1110011) + [1111100) +
0010101) + [0011010) + [0100110) + |[0101001))

€

Xi|1) = 2—;5(|0111111> +]0110000) + [0001100) -+ [0000011) +

11101010) + |1100101) + [1011001) + [1010110)).

O estado [¢)') é ortogonal ao cédigo quantico, pois ele é ortogonal
tanto a |0z) como a |11). Além disso, dois erros em qubits distintos,
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por exemplo Xi|tcoq) € Xa|theoa), também estao associados a espagos
ortogonais entre si. Quando erros distintos sao levados em espacos
ortogonais, se diz que os erros sao distinguiveis. O que temos que
fazer é o seguinte: escolhemos um observavel cuja decomposicao em
projetores coincide exatamente com os projetores nesses espacos orto-
gonais. Uma medida desse observavel vai permitir Beto identificar se
o estado recebido esta com problemas, isto é, se é ortogonal ao cédigo
e mais que isso, vai permitir identificar para qual dos espacos orto-
gonais ao cddigo a mensagem corrompida foi enviada. A partir dessa
informacao, Beto pode aplicar a correcao no qubit correto. Note que
h& espaco de sobra ortogonal ao cédigo quantico para todos possiveis
erros de inversao em 1 qubit. A andlise completa de todas as possibi-
lidades sera feita na proxima secao usando um formalismo bem mais
poderoso, chamado formalismo estabilizador.

Exercicio 1.5. 1. Seja C o subespaco vetorial gerado pelos estados
l6gicos |0r) e |11) do cédigo de Steane. Mostre que o erro Z;
leva o conjunto de mensagens possiveis em um espago vetorial
de dimensao 2 ortogonal a C. Verifique também para Zy até Z;
e, além disso, verifique que todos os subespacos envolvidos sdo
ortogonais entre si.

2. (Condigées de Detec¢ao de Erros) Seja € = {I, Xy, -+, Xz,
Zi,- -+, Zz} o conjunto dos possiveis erros do canal. Mostre que
se B € &, existe cg, que so depende do erro, tal que

(iL|Eljr) = cg oy,
para todo i, j. Quais sao os valores de cgp para E € £7

3. Os operadores ldgicos X e Z sdo definidos de forma que X[0,) =
|1L>; X‘1L> = |OL>, Z|OL> = |OL> e Z|1L> = _‘1L>- Encontre

uma erpressao para esses operadores l0gicos.
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Formalismo Estabilizador



Capitulo 2

Cdédigos Aditivos

Os codigos quanticos aditivos, generalizagao dos codigos cldssicos line-
ares, podem ser totalmente expressos em termos do formalismo estabi-
lizador. O formalismo estabilizador é um método de expressar estados
quanticos por um conjunto de operadores do grupo de Pauli. Tanto
a descricao da evolugcdo quantica como da medida quantica devem ser
adaptadas a esse formalismo. No entanto, o método nao é totalmente
geral, pois nem todos os estados quanticos podem ser expressos em
termos do formalismo estabilizador.

Vamos destacar alguns fatos que serao importantes para a aplicagao
do formalismo estabilizador para a descricao dos codigos estabilizado-
res. As provas para esses fatos podem ser encontradas nas referéncias
ao final deste livro.

2.1 Formalismo Estabilizador

Vamos comecar descrevendo o formalismo estabilizador com um exem-
plo. Considere o seguinte estado da base de Bell:

_ [00) + J11)

[¥) 7

29
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Esse estado satisfaz

X1X2|¢> = ‘w>7
D ZalY) = ).

Nesse caso, diz-se que o estado |¢) é estabilizado tanto pelo operador
X1 Xy = X®X como por Z1Zy = Z®Z. A menos de uma fase global,
o estado |¢) é o unico estado estabilizado pelos operadores X; X, e
Z1Z5. A ideia do formalismo é descrever o estado |1)) pelo conjunto
{X1 Xy, Z1Z5}. Esta opgao pode parecer estranha a primeira vista,
porém veremos que hé uma enorme economia na descri¢ao do sistema
fisico e da sua evolucao.

O poder do formalismo estabilizador reside em alguns fatos bésicos
da Teoria de Grupos. Em particular, se um grupo G tem |G| ele-
mentos, entao é possivel achar um conjunto gerador com no maximo
[log, |G|] elementos. No caso do formalismo estabilizador, o grupo em
questao é o grupo de Pauli G,, onde n é o niumero de qubits. Para
um qubit, o grupo de Pauli é

Gy = {+], +il, £X, +iX, +Y, +iY, £ 2, +iZ}. (2.1.1)

E facil de verificar que este conjunto satisfaz as propriedades de fecha-
mento, existéncia de elemento neutro (I2), associatividade e existén-
cia de elemento inverso (préprio elemento ou o negativo do elemento)
com relacao ao produto usual de matrizes. Quando passamos para 2
qubits, o grupo G5 é obtido tomando o produto tensorial dos elementos
de Gy, isto é

Gy = {HIQ], +ilR, +IQX, +ilQX, +IQY,- -, +iZ@Z}. (2.1.2)

No caso geral de n qubits, os elementos do grupo G,, sao produtos
tensoriais de n matrizes de Pauli com fatores multiplicativos +1 e
+i. Daqui para frente vamos tomar n como o nimero de qubits em
questao.

Um conjunto estabilizador, que vamos denotar por S, é um sub-
grupo comutativo do grupo de Pauli G,, que nao contmém —I. O
conjunto S tem um espaco vetorial associado, denotado por Vg. Vg
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consiste dos vetores do espaco de Hilbert H de n qubits que sao esta-
bilizados por todos elementos de S. Vg é um subespaco de H. Esta
definigdo é coerente pois se [1)1) e |1) sao estabilizados por S, entao
uma combinagao linear de [¢);) e [12) também é estabilizada por S.

Fato 1
Se —I € S, entao Vg é o espaco vetorial trivial gerado pelo vetor nulo.

O Fato 1 é verdadeiro porque o tnico vetor estabilizado por —1I
(um vetor |¢) tal que [¢)) = —|¢)) é o vetor nulo. Por isso assumimos
que —I € S. Segue como consequéncia que +il & S.

Fato 2

Seja S um subgrupo nao-comutativo de G,. Entao, Vs é o espaco
vetorial trivial gerado pelo vetor nulo.

Uma segunda exigéencia para que Vs nao seja o espago vetorial nulo
é que S seja um subgrupo comutativo. As matrizes de Pauli obedecem
as seguintes propriedades: duas matrizes de Pauli comutam ou anti-
comutam. Nao existe outra op¢ao. Se S nao for um grupo comutativo,
deve existir g; e go tal que g1g2 = —¢291. Usando este fato podemos

mostrar que se gi, g2 € S € g1g2 = —ga2g1 entao gigo[t)) = —g291|¢)) e,
portanto, [¢)) = —|¢). Por isso assumimos que S seja comutativo.

Fato 3
Seja S = (g1, , gn_k), para algum 0 < k < n, isto é, S é gerado por

n —k elementos do grupo de Pauli G,,. Entao, Vs é um espaco vetorial
de dimensao 2*.

A demonstracao do Fato 3 é trabalhosa. Ela pode ser encontrada
nas referéncias. A compreensao desse fato é fundamental para ve-
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rificarmos a consisténcia do que se segue. Note que, quanto menos
elementos tiver o conjunto gerador de .S, maior serd a dimensao do
espaco vetorial Vg. Para representar um estado por S, o espago veto-
rial Vg deve ter dimensao 1. Portanto, o conjunto gerador de S deve
ter n elementos.

Uma outra maneira de visualizar Vs é pela intersecao dos espacos
vetoriais associados a cada elemento do conjunto gerador de S. Isto é,
tome o primeiro elemento g; e descubra qual é o espago estabilizado
por este elemento. A dimensao do espago vetorial V,, é 2"~!. Faca
isso para os outros elementos, e tome a intersecao:

Vs=V,n---NV,

In—k*

(2.1.3)

Por exemplo, para n = 3, tome S = (g1,¢g2) onde g1 = Z, 2,
gs = ZQZg. Portanto, S = {[8><8,Z122,Z2Z3,Z1Z3}. Vamos deter-
minar Vj,. Por inspecdo, descobrimos que |000), [001), [110) e [111)
sao estabilizados por g;. Pelo Fato 2, V,, tem dimensao 4, portanto
acabamos de determinar uma base para esse espago vetorial. Analo-
gamente, os vetores |000), |011), [100) e |111) formam uma base para
V,,. Tomando a intersec@o, obtemos que [000) e |[111) formam uma
base para V.

Exercicio 2.1. Ache geradores dos subgrupos estabilizadores para cada
um dos estados de Bell:

00) £ [11) |01) = |10)
V2o V2
Exercicio 2.2. Ache geradores para o subgrupo estabilizador dos es-
tados de Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) de n qubits

0)*" + 11)""
5

2.2 Portas Unitarias no Formalismo Estabilizador

Quando descrevemos espacos vetoriais usando o formalismo estabi-
lizador, estamos lidando com o postulado do espaco de estados da
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Mecanica Quantica. O préximo passo é descrever as operagoes dinami-
cas. O postulado da evolugao dinamica afirma que se no instante ini-
cial o sistema fisico é descrito pelo estado |¢), entao, apés a evolugao,
o estado serd descrito por U|y), para algum operador unitario U, que
depende dos processos fisicos em questao. No formalismo estabiliza-
dor, representamos os estados quanticos por subgrupos S do grupo de
Pauli G,,. Apés a evolugao, temos que descrever o sistema fisico por
um novo subgrupo do grupo de Pauli. A questao é como determinar
esse novo subgrupo conhecendo-se S e U.

Suponha que aplicamos um operador unitario U sobre um espaco
vetorial Vg que é estabilizado pelo grupo S. Seja [¢) um estado de
Vs. Entao para qualquer elemento g € .S

Uly) = Ugly) = UgU'UJ¥). (2.2.4)

Isso mostra que Uly) é estabilizado por UgUT. Portanto, se [i)) é
estabilizado por S, U|) é estabilizado por USUT := {UgU", g € S}.
Além disso, se gi1,---, g, geram S, entdao Ug,UT,--- ,UgpU' geram
USUT. Estas observacdes mostram completamente como caracterizar
a evolugao unitaria no formalismo estabilizador. Se no instante inicial,
o estado quantico é descrito por S, entao no instante posterior, apds
a evolucdo, o estado serd descrito por USUT, que é uma operacdo de
conjugacao de cada elemento de S.

Dado um grupo estabilizador no instante inicial, sabemos como cal-
cular o grupo estabilizador apds a evolugao descrita por um operador
unitario genérico U. Porém, pode ocorrer um problema nesse ponto.
O formalismo estabilizador nao é totalmente genérico. Ele nao pode
substituir completamente o formalismo usual baseado em vetores do
espaco de Hilbert, pois existem estados que nao sao estabilizados por
nenhum elemento do grupo de Pauli, a nao ser pela identidade. Por
exemplo, o estado

o)+ e )
W) = 7 (2.2.5)

nao é estabilizado por nenhuma das matrizes do grupo G na Eq. (2.1.1),
exceto pela identidade. Portanto, para usar o formalismo estabiliza-
dor, temos que iniciar o processo com um estado que pode ser esta-
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bilizado por algum subgrupo S. A principio isso nao é uma restri¢ao
séria, pois podemos iniciar o processo com um estado da base compu-
tacional e depois gerar estados mais complexos através de operadores
unitarios. No entanto, se o operador U gerar um estado que nao pode
ser estabilizado por nenhum elemento do grupo de Pauli, o formalismo
estabilizador nao pode ser aplicado. Quais operadores U podem ser
usados no formalismo estabilizador? Uma boa forma de responder isso
e verificar quais operadores universais podem ser usados. O conjunto
universal mais usado é formado pelo operador CNOT de 2 qubits e
pelos operadores de 1 qubit

1 1 1 10 1 0
S |

conhecidos como Hadamard, fase e porta T, respectivamente.
Vamos comegar com o operador H. Um calculo direto mostra que

HXH' =Z HYH' =-Y, HZH' = X.

Isso é uma excelente noticia. Se o estado inicial é estabilizado por
elementos do grupo de Pauli, as relagoes acima mostram que, apds a
aplicagao do operador Hadamard, o novo estado vai continuar sendo
estabilizado por elementos do grupo de Pauli. A regra é trocar X
por Z, vice-versa e trocar Y por —Y para cada qubit que tenha sido
transformado pelo operador H.

Agora vamos analisar o operador S. Um célculo direto mostra que

SXSt=Y, SzST=2Z.
Multiplicando as relagoes acima e usando que X7 = —iY obtemos
SYSt=-X.

Essas relagoes mostram que nao héa problema algum com a evolugao
governada pelo operador S.

O operador CNOT admite diversas possibilidades. Todas elas po-
dem ser obtidas das seguinte relagoes:

UX\U' =X Xy, UXoU =X, UZU' =2y, UZU' = 2,2,
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onde U = CNOT. Também nao hé problemas com relacao ao CNOT.
A ultima porta universal gera um problema incontornavel, pois

X+Y

7
Portanto, a evolucao produzida pela porta T' gera estados que nao sao
estabilizados pelos elementos do grupo de Pauli. Eles sao estabilizados
por um operador que é a soma de matrizes de Pauli. Nao pode.

Concluimos que qualquer operador obtido por multiplicacao das
portas CNOT, H e S e produto tensorial entre elas esta incorporado
ao formalismo estabilizador. Isso quer dizer que se o estado inicial é
estabilizado por um conjunto de elementos do grupo de Pauli, apds
a evolucao produzida por esse subconjunto de portas universais, o
estado serd estabilizado por um outro conjunto de elementos do grupo
de Pauli.

O formalismo estabilizador produz uma enorme economia na no-
tacao de estados quanticos. Um estado genérico de n qubits é descrito
na base computacional por 2" coeficientes complexos. Se esse estado
é estabilizado por um subgrupo S do grupo de Pauli G,,, entao pode-
mos caracteriza-lo usando um conjunto gerador para .S, cujo nimero
de elementos serd O(n). Também havera economia de notac¢ao na des-
cricao da evolugao desse estado, pois temos que operar o operador
de evolugao por conjugacao sobre O(n) elementos. Falta ainda des-
crever a etapa final, que é a realizacao de uma medida fisica. Até o
momento, estamos perto de mostrar que qualquer circuito que usa as
portas CNOT, H e S pode ser simulado eficientemente por um com-
putador classico. Toda a riqueza da computacao quantica, frente a
computacao classica, fica a cargo da porta 7. Esse impressionante
resultado é conhecido como teorema de Gottesman-Knaill.

TXT' =

2.3 Medida no Formalismo Estabilizador

Para completar o programa de descrever os postulados da Mecanica
Quantica em termos do formalismo estabalizador para um conjunto
particular de operadores unitarios, temos que descrever o processo da
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medida. Em particular, vamos mostrar que medidas usando matrizes
de Pauli ou produto tensorial de matrizes de Pauli como observdvel
preservam o formalismo estabilizador e, portanto, a medida na base
computacional também preserva. Suponha que o sistema fisico seja
descrito pelo estado [1), que é estabilizado por S = (g1, - , g,). Tome
agora como observavel g, um produto tensorial de n matrizes de Pauli.
Esse observavel é um elemento do grupo de Pauli G,,. Queremos
determinar como S se transforma apds a medida do observavel g.
Temos duas possibilidades:

1) g comuta como todos os geradores de S, ou

2) g anti-comuta com pelo menos um dos geradores de S.

Vamos analisar a possibilidade 1). Se g comuta com todos gerado-
res de S, entao g;g|v) = gg;|1v) = g|v), para todos os geradores gj,
isto é, g|1) é estabilizado por S. Segue que g|¢)) pertence a Vs e g|u))
tem que ser um multiplo de |¢), pois Vs tem dimensao 1. Uma vez
que g% = I, temos duas possibilidades: g|¢)) = &|¢). Portanto, g € S
ou —g € 5. Os possiveis resultados da medida sao 41, pois esses sao
os autovalores das matrizes de Pauli. Se g € S, a média dos possiveis
resultados da medida com g é (g) = <¢} g}¢> = 1. Isso quer dizer que
o resultado da medida nunca é -1, portanto sera sempre igual a 1. Se
—g € 5, entao (g) = —1 e o resultado da medida serd sempre igual a
—1. O estado apds a medida pode ser obtido usando os seguintes fa-
tos: g= P, —P_el =P, + P_, onde P, é o projetor no auto-espaco
associado ao +1 e P_ ¢é o projetor associado ao —1. Portanto,

I

P, = %, (2.3.6)
] —

P = 79. (2.3.7)

A partir destas expressoes, podemos verificar que o estado [¢) fica
inalterado apods a medida.

Vamos analisar a possibilidade 2). Se g ndo comuta com um dos
geradores de S, basta considerar o seguinte caso: g nao comuta apenas
com ¢i, pois se g também anti-comuta com g9, podemos substituir g,
por gig. e assim sucessivamente com todos os geradores que anti-
comutam com ¢g. No final, teremos um novo conjunto gerador para
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S com a propriedade desejada. Os projetores associados a medida do
observavel g estdo descritos nas Eqs. (2.3.6) e (2.3.7). No entanto, o
estado [¢)) ndo é estabilizado por S. As probabilidades associadas a
cada autovalor sao

pr = (Y| Pe|t) . (2.3.8)

Usando o fato <¢}g‘¢> = <¢}gg1}¢> =— <w‘g1g‘¢> temos que
(¢|g|e) = 0. Usando as Eqgs. (2.3.6) e (2.3.7) na Eq. (2.3.8), obtemos
py =p—. Como py +p_ =1, segue que p, = p_ = 1/2. Se o resultado
da medida for 41, o estado do sistema logo apos serd

no L
|¢)—\/§(l+g)l¢>,

que é estabilizado por S = (g, 92, -, gn). Se o resultado da medida
for —1, o estado do sistema logo apds sera

1
/
1Y) \/5(1 9,
que é estabilizado por 8" = (=g, 92, , gn)-

A medida na base computacional é realizada com medidas em cas-
cata usando o operador Z, um qubit de cada vez. Os resultados acima
se aplicam nesse caso. Portanto, podemos acompanhar os resultados
intermediarios usando o formalismo estabilizador.

2.4 Cébdigo de Shor

O cédigo de Shor é um cédigo [9, 1, 3], onde S = (g1, - - , gs), de acordo
com a Tabela 2.1. Pelo Fato 3, concluimos que Vs é um subespaco
de dimensao 2, representando 1 qubit [6gico, do espaco de Hilbert de
dimensao 2°. Nosso objetivo agora é achar uma base para V.

O exemplo no final da Sec. 2.1 mostra que qualquer produto ten-
sorial dos vetores |000) e [111) entre si com 3 termos, de forma a
representar uma estado de 9 qubits, por exemplo [000)|000)|111), é
estabilizado por ¢q, - -, g¢. Como ha 8 possibilidades de vetores in-
dependentes, temos um espagco estabilizado de dimensao 8. Qualquer
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Gerador Expressao
g1 AVA
92 ZoZ3
g3 AV
94 Zs5Zg
95 ZnZs
96 ZgZy
g7 X1 X0 X3 X4 X5 X6
gs X4 X5 X6 X7 X5 X9
X LLLLL7777
Z XXXXXXXXX

Tabela 2.1: Geradores do cédigo de Shor e os operadores légicos X e Z.

combinacao linear destes vetores da base também sao estabilizados.
Falta tratar g; e gs. Um operador do tipo X7 X5 X3 converte |000) em
|111) e vice-versa. Portanto, o estado de 3 qubits

~000) + |111)
W+> - \/5

é estabilizado por X;X,X3. Note que o estado
~|000) — [111)

V2
é nao estabilizado por X;X,X3, pois ha uma troca de sinal. No en-
tanto, [1h_)|¢_) é estabilizado por X1 X5 X3X4X5Xs. Analisando todos
os produtos tensoriais de |14 ) e |¢_) que formam um estado de 9 qu-

bits, concluimos que, para ser estabilizado tanto por g; como por gs,
as Unicas possibilidades sao

|OL> = W+>|¢+>W+>7 (2-4-9)
1) = [Wo)y-)|v-). (2.4.10)

[¥-)
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Os estados |01) e |11) sao estabilizados por S e, portanto, formam
uma base ortonormal para Vg. Esses estados representam as palavras
légicas do cédigo, isto é, os qubits |0) e |1) que eram usados antes da
codificagao para escrever uma mensagem devem ser substituidos por
|0L) e |1L). Se a mensagem for uma string de n qubits, a mensagem
codificada tera 9n qubits. No espago original, os operadores X e Z
sdo muito uteis. X converte |0) em |1) e vice-versa. Z mantém |0)
inalterado e inverte o sinal de |1). No espago codificado, os operadores
X e Z, descritos na Tabela 2.1, fazem o papel dos operadores X e Z.
Note que tanto X como Z comutam com todos os geradores de S. O

estado |0) é estabilizado por Sy = (g1, , gs, Z) enquanto que |1.) é
estabilizado por Sy = (g1, - , gs, —2Z). Essa é uma maneira padrao de
determinar os estados l6gicos. No caso geral, quando Vg tem dimensao
2F teremos k operadores logicos do tipo Z independentes, gerando um
nimero maior (2¥) de estados 14gicos.

Como o c6digo de Shor tem distancia 3, ele corrige um erro genérico
em 1 qubit. Um erro genérico E sobre um qubit pode ser expresso

como uma combinacao linear de matrizes de Pauli
E=al +bX +cY +dZ. (2.4.11)

Nesse ponto precisamos do seguinte fato:
Fato 4

Um codigo que detecta e corrige erros produzidos por um conjunto
de operadores, também detecta e corrige erros produzidos pela com-
binacao linear desses operadores.

Esse fato é fundamental no que se segue, porém sua prova é trabalhosa,
de forma que os detalhes podem ser obtidos nas referéncias. Portanto,
se formos capazes de detectar e corrigir erros provocados por matrizes
de Pauli sobre um tnico qubit, seremos capazes de corrigir um erro
genérico em um qubit. Daqui para frente, vamos supor entao que o
erro foi produzido por uma das matrizes de Pauli em um tnico qubit.

O primeiro passo é a codificacdo. Suponha que Alice vai enviar



40 Formalismo Estabilizador

|) (H|
|0)
|0)
|0) (H|
|0)
|0)
|0) (H|
|0)
|0)

Figura 2.1: Circuito de codificacao do cédigo de Shor.

o estado |1)y) = al0) + b|1) pelo canal quantico. Adicionamos 8 qu-
bits auxiliares todos no estado |0). A codificacao deve transformar
simultaneamente

1000000000 — |0,),
1100000000) — |1.).

Essa codificagao é feita com o circuito da Fig. 2.1. A apresentacao
do operador unitéario de codificacao na forma de circuito é muito inte-
ressante quando o circuito é descrito em termos das portas universais
ou em termos de portas cuja decomposicao em portas universais é co-
nhecida. Dessa forma fica imediatamente evidente se o operador de
codificacao ¢é unitario e fica facil de verificar se ele é eficientemente
implementavel.

O segundo passo, apés o envio da mensagem pelo canal, é a andlise
de sindrome. No formalismo estabilizador, isso é feito fazendo-se medi-
das dos geradores de .9, isto é, os observaveis sao os geradores. Se nao
tiver ocorrido erro, ou equivalentemente, se o erro foi produzido por I,
a medida em cascata, primeiro ¢g; depois g, e assim sucessivamente, vai
resultar na sequéncia {1,--- , 1}, com n uns, e o estado do sistema fica
inalterado, pois todas as medidas recaem na possibilidade 1) analisada
na Sec. 2.3.
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Vamos supor que o erro ocorreu no primeiro qubit e foi produzido
pela matriz X. Se estado original do sistema apds a codificacao era
|1}, ap6s a ocorréncia do erro ele foi modificado para Xi|¢)). Pela
Tabela 2.1, podemos verificar que X; nao pertence a S. De fato, X;
anti-comuta com g; e como S é um grupo comutativo, segue que X; ¢
S. Note que X; comuta com todo os outros geradores. Vamos mostrar
agora que o resultado da medida do observavel g; serd —1 e continuara
sendo 1 quando a medida usar os outros geradores como observaveis.
Observe que os projetores tém a forma descrita nas Egs. (2.3.6) e
(2.3.7), onde g ¢é o observavel em questao. Portanto, a probabilidade
do resultado ser —1 é

p- = (Y X]P_X\|¢)

(VP[v)
1.

Para mostrar que X{P_X; = P,, usamos a Eq. (2.3.7) (substituindo
gpor gi), 1 X = —Xg1 e XTX = I. Para mostrar que (|P.|y) =1,
usamos a Eq. (2.3.6) e o fato que g; estabiliza |¢)). Como p_ = 1,
segue que p, = 0. O calculo analogo usando os outros geradores que
comutam com X; mostra que p, = 1 em todos os casos. A medida
em cascata vai resultar na sequéncia {—1,1,1,1,1,1,1,1} e o estado
do sistema fica inalterado. A correcao nesse caso deve ser a aplicacao
de X7.

Vamos supor que o erro ocorreu no primeiro qubit e foi produzido
pela matriz Z. Se estado original do sistema era [1)), ap6s a ocorréncia
do erro ele foi modificado para Z;|¢). Pela Tabela 2.1, podemos verifi-
car que Z; nao pertence a S. De fato, Z; anti-comuta com g; e comuta
com todos os outros geradores. Portanto, o resultado da medida sera
—1 para o observavel g; e continuara sendo 1 quando a medida usar os
outros geradores como observaveis. A medida em cascata vai resultar
na sequéncia {1,1,1,1,1,1,—1,1} e o estado do sistema fica inalte-
rado. A correcao nesse caso deve ser a aplicacao de ZI. Note que se o
erro tivesse sido Z5 ou Z3, a analise de sindrome teria dado o mesmo
resultado e a aplicacao de Z; teria corrigido da mesma forma, pois o
efeito dos operadores Z;, Zs e Z3 nos estados [14) e |[¢)_) é o mesmo.
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Vamos supor que o erro ocorreu no primeiro qubit e foi produzido
pela matriz Y. Se estado original do sistema era [¢), apds a ocorréncia
do erro ele foi modificado para Y;|i). Pela Tabela 2.1, podemos verifi-
car que Y7 nao pertence a S. De fato, Y] anti-comuta com ¢; e com g7
e comuta com todos os outros geradores. Portanto, o resultado da me-
dida serd —1 para os observaveis g; e g; e continuard sendo 1 quando
a medida usar os outros geradores como observaveis. A medida em
cascata vai resultar na sequéncia {—1,1,1,1,1,1,—1,1} e o estado do
sistema fica inalterado. A correcao nesse caso deve ser a aplicacao de
Y:. Esse resultado também pode ser obtido a partir dos resultados
com os observaveis X e Z.

Erro Resultados das medidas | Corregao
I 1, 1,1,1,1, 1, 1, 1 I
X4 1,1, 1,1, 1,1, 1,1 X4
Xy -1,-1, 1,1, 1, 1, 1, 1 Xy
X3 1,-1, 1,1, 1, 1, 1, 1 X3
Zl ou Z2 ou Zg 1, 1, 1, 1, 1, 1,—1, 1 Zl
Xy 1, 1,-1, 1, 1, 1, 1, 1 Xy
X5 1, 1,-1,-1, 1, 1, 1, 1 X5
Xs 1, 1, 1,-1, 1, 1, 1, 1 Xs
Z4 ou Zs ou Zg 1, 1, 1, 1, 1, 1,-1,-1 Z4
X5 1, 1,1, 1,-1, 1, 1, 1 X5
Xg 1, 1,1, 1,-1,-1, 1, 1 Xg
Xy 1,1, 1,1, 1,-1, 1, 1 Xy
Z7 ou Zg ou Zy 1, 1,1, 1,1, 1, 1,-1 Z7

Tabela 2.2: Possiveis erros de 1 qubit no cédigo de Shor, anélise de sindrome e os
operadores de correcao. Os erros produzidos pela matriz de Pauli Y podem ser
analisados através do produto dos erros X por Z. Os resultados das medidas sao
obtidos da seguinte forma: +1 se o erro comuta com o gerador do cédigo e —1 se
o erro anticomuta.

A Tabela 2.2 resume todos os possiveis erros de 1 qubit, mostra
os resultados da andlise de sindrome e os operadores de correcao em
cada caso. Os erros produzidos pela matriz de Pauli Y podem ser
analisados através do produto dos erros X por Z.
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Vamos dar um exemplo de um erro que nao pode ser corrigido:
X1 X2X3. Esse operador comuta com todos os geradores do codigo de
Shor e a andlise de sindrome retornard a sequéncia {1,1,1,1,1,1,1,1}
indicando que deveriamos corrigir com o operador I. Qualquer erro
que seja um operador do grupo de Pauli G,, que nao estd em S, mas que
comuta com todos os geradores de S, nao pode ser corrigido. Portanto,
a distancia do codigo é o menor peso entre todos os operadores de G,
que estao no normalizador de S mas nao estao em S. Mostramos que
nenhum operador de um qubit esta nessa classe, portanto podem ser
corrigidos. Como o cédigo tem distancia 3, os erros que sao operadores
de 2 qubits podem ser detectados, porém nao podem ser corrigidos.
Por exemplo, o erro X; X5 tem a andlise de sindrome igual ao erro Xs.
Portanto, verificamos que houve erro, porém a correcao sugerida na
Tabela 2.2 nao funciona.

2.5 Cddigo Quantico [[5,1,3]]

O cédigo quantico [[5, 1, 3]] é a menor codifica¢ao possivel de um qubit
com distancia 3. Esse cddigo satura o limite quantico de Hamming.
Os geradores do grupo estabilizador estao descritos na Tabela 2.3.

Gerador | Expressao
g1 X17Z273X4
g2 XoZ374 X5
g3 X1X32475
94 21 X2 Xy Zs
X XXXXX
A L7727

Tabela 2.3: Geradores do cédigo de [[5, 1, 3]] e os operadores légicos X e Z.

Dados os geradores, existe uma maneira alternativa de encontrar
os qubits logicos usando um processo iterativo. Tomamos como estado
inicial |1;) = |00000), pois ele é estabilizado por Z. O processo comega
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com a aplicagdo g1]1¢1) que retorna |[10010). O préximo estado serd

1
ﬁ(|00000) + |10010)).

Note que |1)9) é estabilizado por g;. Selecionamos o segundo gera-
dor, e repetimos o processo. A aplicagdo go|th2) retorna (|01001) —
|11011))/+/2. O préximo estado serd

|¢2> =

1
[122) = 5 (100000} + [10010) + [01001) — [11011)).

Continuamos o processo até encontrarmos um estado que sera estabi-
lizado por todos os geradores. O resultado final sera

1
0) = 7(/00000) + [10010) +[01001) — 11011

) ) )
110100) — |00110) — |11101) — |01111)
01010) — |11000) — |00011) — |10001) —
11110) — [01100) — [10111) + [00101)).  (2.5.12)

_|_
_|_

Agora aplicamos o operador X em |0;)

1) = = (J11111) 4 [01101) + [10110) — [00100)
01011) — [11001) — |00010) — |10000)
110101) — [00111) — |11100) — [01110) —

00001) — [10011) — [01000) + [11010)).  (2.5.13)

B~ =

_|_
_|_

Note que |0.) é estabilizado por Sy = (g1, -, gs, Z), pois todos os
kets de |0z) tém um ntmero par de 1s e |1) é estabilizado por S; =
(g1, , g4, —2Z), pois todos os kets de |1.) tém um ndmero fmpar de
1s.

A Tabela 2.4 resume todos os possiveis erros de 1 qubit indepen-
dentes (X e Z), mostra os resultados da anélise de sindrome e os ope-
radores de correcao em cada caso. Na andlise de sindrome do cédigo
de Shor, mostramos que quando um erro comuta com um gerador, o
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Erro | Resultados das medidas | Corregao
X4 1, 1, 1,-1 X4
X5 -1, 1, 1, 1 Xo
X3 -1,-1, 1, 1 X3
Xy 1,-1,-1, 1 X4
X5 1, 1,-1,-1 X5
VAl -1, 1,-1, 1 VAl
Zy 1,-1, 1,-1 Zy
Z3 1, 1,-1, 1 Z3
Z4 -1, 1, 1,-1 Z4
Zs 1,-1, 1, 1 Zs

Tabela 2.4: Possiveis erros de 1 qubit no cédigo [[5,1, 3]], andlise de sindrome
e os operadores de correcao. Basta analisar os erros produzidos por X e Z nos
diferentes qubits. Os resultados das medidas correspondem a medidas em cascata
dos 4 geradores como observaveis.

resultado da medida com esse gerador é +1 e quando anti-comuta, o
resultado é -1. Portanto, o resultado 1, 1, 1, -1 da sindrome do erro X;
foi obtido da seguinte forma: X; comuta com ¢, ¢go e g3 e anti-comuta
com g4. As outras sindromes foram obtidas de forma andloga. Os
erros produzidos pela matriz de Pauli Y podem ser obtidos tomando
o produto das linhas dos erros X por Z. Por exemplo, a linha cor-
respondente a X; vezes a linha de Z; da -1, 1, -1, -1 que corresponde
ao erro produzido por Y;. Note que ha exatamente 16 possibilida-
des de resultados de medidas que correspondem exatamente aos erros
produzidos pelas 16 matrizes de Pauli.

2.6 Codigo CSS no Formalismo Estabilizador

Vimos na Sec. 1.4 como definir os cédigos CSS e usamos o codigo de
Steane com um exemplo concreto. A andlise de correcao de erros e
da codificacao ficaram misteriosas naquela secao. O formalismo es-
tabilizador facilita a descricao dessa classe de codigos, pois eles sao
aditivos. Vamos fazer uma analise mais detalhada dos cédigos CSS no
formalismo estabilizador.
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Um cédigo CSS requer dois cédigos lineares cléssicos C; e Cy tais
que C; C C;. Uma classe particular de cédigos CSS de interesse
pratico é quando C; = C, = C e, portanto, C+ C C. Cédigos lineares
cldssicos que satisfazem C+ C C sdo chamados de auto-duais. Se C e C*
sao do tipo (n, k,d) e (n,n—k, d*+), respectivamente, o cédigo quantico
CSS serd do tipo [[n,2k — n,d’]]. O valor de d’ depende de vérios
fatores, mas se n < 2k, na maioria dos casos, temos d’ = d. As palavras
do cédigo serao tratadas ora como strings de n bits, ora como vetores
colunas de n componentes, ora como vetores linhas, dependendo do
contexto. Vamos usar negrito para indicar explicitamente a notagao
vetorial.

O codigo classico C é descrito por uma matriz verificadora de pari-
dade H de dimensao (n—k) x n e uma matriz geradora G de dimensao
nxk, tal que H GT = 0. As colunas de G geram as palavras do cédigo
e, se v é uma linha de H e w uma coluna de G, entao v-w = 0. A
operacio de produto interno é feita médulo 2. O cédigo C+ é descrito
pela matriz verificadora de paridade G e pela matriz geradora H7.
Pela hipétese de construcao, as palavras geradas pelas colunas de H”
pertencem ao cédigo C. Por convencao, se H é uma matriz de pari-
dade, a notagao v € H quer dizer que v é uma linha de H e, se G
é uma matriz geradora, a notacao w € G quer dizer que w é uma
coluna de G. Se w € (G, entao w € C, porém a volta nao precisa ser
verdadeira.

O conjunto das palavras de C* é um subgrupo do grupo aditivo C
com a operacao de soma bit-a-bit. Podemos entao tomar uma trans-
versal T de Ct em C, cuja cardinalidade é o indice |C : C*+| = |C|/|C*],
que é dado por 227" As palavras do cédigo CSS sao as classes late-
rais de C* em C indexadas pela transversal T, isto ¢, uma base para
o codigo quantico CSS é {‘Cl +y) |y € T}, onde

ICt+y) = (2.6.14)

1
+y)
A/ 9On—k Z |.§L’
2 xeCt
e r + y é a soma binaria bit-a-bit das strings x e y, cada uma com n
bits. Os vetores ‘CL + y> pertencem ao espago de Hilbert de dimensao

2" e geram um subespaco de dimensao 22",
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Para descrever o codigo CSS pelo formalismo estabilizador, temos
que encontrar um subgrupo abeliano S do grupo de Pauli G,,, tal que
S tenha 2(n — k) geradores e —I ¢ S. Os geradores de S podem ser
obtidos através de H. A notacao X,, onde v é um vetor binario de
n componentes, descreve um operador de n qubits da seguinte forma:
para cada 0 de v, temos uma matriz identidade 2 x 2 e para cada 1,
temos uma matriz X. Por exemplo,

X(071’1) - I®X ®X

que, nesse caso, atua em 3 qubits. Cada linha de H é um vetor binario
de n componentes. Os n — k primeiros geradores de S sao X, onde v
sao as linhas de H. Os n — k geradores seguintes de S sao Z,, onde v
sao as linhas de H. Portanto,

S=(Xy,Z,|ve H. (2.6.15)

Para mostrar que os geradores de S estabilizam as palavras do
codigo CSS, temos que nos convencer primeiramente das seguintes
igualdades:

Xyv|lw) = |w+v), (2.6.16)
Zolwy = (=1)"%|w), (2.6.17)

onde v - w é o produto interno entre os vetores v e w. A primeira
igualdade é bastante simples. A atuacao de X, é equivalente a inverter
os valores dos qubits onde as componentes de v sao iguais a 1. Isso
equivale a fazer a soma bit-a-bit com v. A atuagdo de Z, em |w) é
equivalente a inverter o sinal do ket onde as componentes de v e w
sao iguais a 1 simultaneamente. Isso equivale multiplicar por (—1)V'".
Agora vamos verificar que X, estabiliza as palavras do cddigo CSS se
veH:

Xi|Ct+y) = [Ct+y+v)
= [C"+y),

pois, se v € H, entao vI' € H”. HT é a matriz geradora de C*,
portanto, v € C*+ e Ct+v = Ct. Analogamente, usando a Eq. (2.6.14),
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obtemos
1
Z,lct +y) = —)VEHY) | 4y
=D

= [C"+y),

pois como v € H e x +y € C, segue que v - (x+y) = 0 mod 2. Isso
prova que os codigos CSS auto-duais sao codigos estabilizadores.

O préximo passo é achar o grupo normalizador de S no grupo de
Pauli G,,, para os 2k —n operadores légicos X e Z serem especificados.
Os operadores légicos X devem comutar entre si e com os operadores
de S. O mesmo é vélido para operadores légicos Z. No entanto,
X deve anticomutar apenas com o operador Z correspondente. Para
analisar as relagoes de comutacao, temos que usar a seguinte igualdade:

XoZw = (—1)"VZu Xy, (2.6.18)

que ¢ valida porque temos um sinal negativo para cada componente
igual a 1 simultanea em v e w. Portanto, qualquer operador do tipo
Xw, onde w € C\Ct (w € C mas w & C*), comuta com todos
operadores de S, pois v-w = 0 para todo v € H. Além disso, se
w ¢ C+, X, nao pertence a S. Portanto, X,, € N(S)\ S. O mesmo
argumento vale para Z, onde w € C \ C*. Portanto, Z,, € N(S)\ S.
Os operadores légicos Xy e Zy serdao esses operadores Xy, Zy.

Exercicio 2.3. Mostre que }CL> ¢ o unico vetor, a menos de uma
constante multiplicativa, estabilizado por

(Xy, Zyy Zw|vE Hwe G\ CH).

Encontre os geradores para os subgrupos estabilizadores de ‘Cl +y>
ondey € G\ Ct.

As condigoes de correcao de erros quanticos e sua relacdo com
emaranhamento foram tratados nas Refs. [16, 2].



Sugestoes para Leitura

Os cédigos estabilizadores foram introduzidos por Daniel Gottesman
na sua tese de doutoramento [10, 11] e pelos autores da Ref. [3]. A
Ref. [20] tem excelente material sobre o assunto. O cédigo quantico
[[5, 1, 3]] foi introduzido na Ref. [2].



50

Codigos CWS



Capitulo 3

Cddigos Nao-Aditivos

Os codigos estabilizadores nao sao os codigos 6timos no caso geral. Um
cédigo estabilizador [[n, k, d]] é um subespaco vetorial de dimensao 2%
do espago de Hilbert de dimensao 2". Para cada valor de n e d, existe
um codigo estabilizador com um valor maximo de k. Por exemplo,
paran =9 e d = 3, o melhor cédigo estabilizador é [[9, 3, 3]], pois ndo
existe nenhum cédigo do tipo [[9,k,3]] com k£ > 3. Dependendo do
valor de n, existem cddigos nao-aditivos ((n, K,d)) com K > 2F. A
notagao ((n, K,d)) usada especialmente para cédigos quanticos nao-
aditivos indica que o cdédigo tem dimensdao K. Se K > 2% entdo o
cédigo nao-aditivo codifica um espago maior usando o mesmo nimero
de qubits, tendo a mesma distancia. Podemos dizer que ele é mais
eficiente do que o melhor cédigo estabilizador. Por exemplo, para
n =9 ed = 3, o melhor cédigo quantico nao-aditivo é ((9,12,3)),
cuja dimensao supera a dimensao do melhor cédigo estabilizador, que
é 23 =8.

Neste capitulo, vamos introduzir a nogao de estado-grafo, que tem
um papel importante tanto na area de codigos corretores de erros
quanticos quanto na computacao quantica como um todo. O estudo
dos estados-grafos surgiu na area de computacdo quantica direcio-
nanda (one-way quantum computing), mas imediatamente se espalhou
para outros ramos da computacao quantica. Esses estados sao sim-
ples do ponto de vista algébrico, porém possuem diversas propriedades
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interessantes.

O tema central do capitulo sdo os cddigos CWS (codeword sta-
bilized codes). Esse formalismo permite a construcao sistematica de
cédigos quanticos nao-aditivos a partir de cddigos cldssicos. A classe
de codigos CWS inclui a classe dos codigos estabilizadores como um
caso particular e é a técnica mais poderosa conhecida atualmente de
geracao de codigos nao-aditivos. Quase todos os cédigos quanticos
nao-aditivos conhecidos na literatura sao do tipo CWS.

3.1 Estado-Grafos

Os circuitos da porta Z-controlada, ou porta fase-controlada, estao
mostrados na Fig. 3.1. O controle e alvo podem ser trocados sem

alterar o funcionamento da porta.
l7) —¢— (=1)7*15)
k) —— |k

Figura 3.1: Representagoes do circuito da porta Z-controlada.

A representacao algébrica dessa porta é
Calj) k) = (=1)7H13) k), (3.11)

onde os sub-indices de C' indicam em quais qubits a porta foi aplicada.
Uma expressao equivalente para C' é

1
C=gUel+I0Z+Z0]-2107) (3.1.2)

cuja expressao matricial é C' = diag{+1,+1,+1,—1}.

Se o computador quantico tem n qubits, podemos generalizar a
descricao acima. A notacao Z,, onde v é um vetor binario de n com-
ponentes, descreve um operador de n qubits da seguinte forma: para
cada 0 de v, temos uma matriz identidade 2 x 2 e para cada 1, temos
uma matriz Z. Por exemplo,

Z(071’1) = I ® Z ® Z
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que atua em 3 qubits. Em particular, a notacao Z;, onde j é um
nimero inteiro, deve ser entendida como Z,, onde v é o vetor cujas
componentes sao os digitos bindrios de j. Por exemplo, Z7y = Z( 1,).
Nessa notagao, a expressao algébrica da porta Z-controlada atuando
nos qubits z1 e x5 €

1

Coyzy = 3 I+ 2y 4+ Zpy — Ly Zsy) - (3.1.3)
Seja ['(X, E) um grafo nao-direcionado com o conjunto de vértices
X =Ax,--,z,} (|X| = n) e conjunto das arestas E. Vamos as-

sociar cada vértice a um qubit na sequéncia usual. O estado-grafo I'
(estado-grafo) é definido da seguinte maneira: Primeiro inicializamos
o computador quantico no estado diagonal da base computacional

D) = |[+)¥"™. (3.1.4)

Depois aplicamos uma porta Z-controlada para cada 2 qubits que se-
jam adjacentes. A ordem de aplicacao nao importa, pois essas portas
comutam entre si. Algebricamente, definimos o operador U da se-
guinte forma:

U= ][] Cuu (3.1.5)

(zj,2k)EE

onde [] indica o produto matricial das portas Z-controladas, uma
porta para cada aresta (z;,z;) de E. O estado-grafo de I' é

IT) = U|D). (3.1.6)

E possivel escrever uma expressao explicita do estado-grafo na base
computacional. Suponha que a matriz de adjacéncia do grafo I' seja
M. Seja v um vetor bindrio onde a j-ésima componente é denotada
por v;. Entao,

1 < . LT
\F>=ﬁz~-~2(—1)ﬁv v1) -+ [vg).- (3.1.7)

Essa expressao mostra que o estado-grafo na base computacional tem
coeficientes £1/+/2m.

v1=0 V=0
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Exercicio 3.1. Seja |I') o estado-grafo de I'. Mostre que (I'|Z,|I') =0
para qualquer vetor bindrio ndao-nulo v.

Exercicio 3.2. Seja |I') um estado-grafo. Vimos que v/2"|T') tem
coeficientes £1. O inverso € verdadeiro, isto €, qualquer estado com
coeficientes £1 ¢ igual a /2"|T) para algum grafo T'? Dé um contra-
exemplo.

3.1.1 Subgrupo Estabilizador do Estado-Grafo

Na se¢ao anterior descrevemos como obter o estado-grafo aplicando um
operador unitario ao estado diagonal da base computacional. Sabemos
que um estado quantico pode ser descrito a partir de um subgrupo
estabilizador cujo ntimero de geradores deve ser igual ao niimero de
qubits. Existe uma maneira simples de achar o subgrupo estabilizador
de um estado-grafo.

Seja T'(X, E) um grafo com o conjunto de vértices rotulados da

seguinte forma: X = {1,---,n}. Cada vértice vai determinar um ge-
rador do subgrupo estabilizador. Tome o primeiro vértice. O gerador
serd da forma X,7,7;,---, onde a,b,--- sao os rotulos dos vértices

que sao adjacentes ao primeiro vértice. O mesmo procedimento deve
ser feito para os outros vértices. Uma outra forma equivalente de des-
crever os geradores usa a matriz de adjacéncia do grafo. O j-ésimo
gerador ¢ dado por X;Z, onde v; é a j-¢ésima linha da matriz de
adjacéncia.

Por exemplo, considere o grafo desconexo de 2 vértices. O sub-
grupo estabilizador é {X7, X»}. O estado-grafo é |T') = |+)|+), pois
este é o unico vetor, modulo constante multiplicativa, que é autovetor
simultaneo de X; e X, associado ao autovalor +1.

Considere o grafo da Fig. 3.2 como um exemplo mais elaborado.
O subgrupo estabilizador é S = {g1, g2, g3, g4}, onde

g = X127y,
g2 = 1 XoZ3Zy,
g3 = Z2X3Z4,

g1 = Z1Z273Xy.
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1ZXZ

Figura 3.2: Exemplo de um grafo de 4 vértices com os respectivos geradores que
estabilizam o estado-grafo.

A matriz de adjacéncia desse grafo é

— O~ O
— = O
— O = O
O V) =

Note que os indices dos operadores Z tém correspondéncia exata com
as linhas da matriz de adjacéncia. Por exemplo, g = X1 Z(g101). Como
|0) nao é autovetor com autovalor —1 de nenhum dos geradores, o
estado-grafo é obtido da seguinte forma:

1
i) = Z([+91)(I+92)(I+93)(I+94)|O>
1
= Z(+7+7+7_7+7_7_7_7+7_7+7+7_7_7+7_)
(3.1.8)

onde os sinais indicam os coeficientes =1 da soma dos estados da base
computacional {|0),---,|15)}.

Exercicio 3.3. Seja |I';) o estado estabilizado pelo subgrupo gerado
por {(=1)gy, -+, (=1)"g,}, onde ji,- -, jn € a decomposicio bindria
de j. Mostre que o conjunto {|I';), j =0,---,2" — 1} € uma base or-
tonormal do espaco de Hilbert.
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3.2 Formulagao Alternativa do
Cadigo [[5,1,3]]

Na Sec. 2.5, vimos o c6digo quantico [[5,1,3]] através do formalismo
estabilizador. Nessa se¢ao, vamos mostrar como converter esse exem-
plo para um formalismo, chamado Codeword Stabilizer (CWS), que
pode ser generalizado para codigos nao-lineares. Na verdade, qual-
quer codigo estabilizador pode ser convertido para esse formalismo,
porém nem todo codigo CWS é estabilizador.

O primeiro estado 16gico do cédigo [[5,1,3]] é

1
02) = (100000) + [10010) + [01001) — [11011) +

110100) — |00110) — |11101) — |01111) +

01010) — |11000) — |00011) — |10001) —

11110) — [01100) — [10111) + [00101)). (3.2.9)

Ele ¢ estabilizado pelo subgrupo

S = (X1Z225Xy, XoZ324 X5, X1 X324 75, Z) X2 X4 Zs,
AVAYAVAVAY (3.2.10)

Note que acrescentamos o operador légico Z ao conjunto de forma
que o numero de geradores coincide com o nimero de qubits e, por
convencao, essa ¢ a maneira de escrever o subgrupo estabilizador do
estado |07). Esse conjunto nao é gerador de um estado-grafo, pois os
operadores tém 2 X's ou nenhum X. Note que nao hé outros elementos
do subgrupo com um tnico X. A lista de todo os elementos nao-triviais
de S que nao contém Y é

_X1X2Z47 _X2X3Z57 _Z1X3X47 _Z2X4X57 _X1Z3X57

X12973 Xy, XoZ3ZyXs, X1X324275, Z1 XXy Zs,

YAVZAD, €O, CRVAVAYAYAVAS (3.2.11)
Nenhum desses elementos pode ser gerador de um estado-grafo.

Nosso objetivo agora é achar um operador unitdrio local, isto é,
produto tensorial de 5 operadores de 1 qubit, que transforme o estado
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|0L) em um estado-grafo. Se |I') = Ul|0.), onde U = UyUsUsU,Us,
entdo o subgrupo estabilizador de |T') ¢ S’ = USUT.

Queremos obter os elementos de S’ por conjugacdo dos elementos
de S de forma que cinco elementos tenham um tnico X. A ideia é
converter simultaneamente X em Z e vice-versa, pois os cinco primei-
ros elementos da lista (3.2.11) conterao apenas um unico X apés a
conjugacao. O operador que leva por conjugacao X em Z e vice-versa
é o operador H, isto é, HXH = Z e HXH = Z. Temos ainda que
trocar os sinais desses geradores. Apods conjugar com Hs, cada um dos
cinco geradores conterao um unico X. Para trocar o sinal, temos que
conjugar com o operador Z, pois ZXZ = —X. Portanto, o operador
U ¢é dado por

U= (ZH)®

e os geradores do novo subgrupo estabilizador sao
S'=(X1737y, XoZ4Zs5, 71 X375, 217Xy, ZoZ3X5). (3.2.12)

Esses geradores sao independentes. Podemos agora obter a matriz de
adjacéncia do grafo, que é dada por

O~ Rk OO
—_—_0 O O
_ o O O
OO O ==
OO, B, O

O grafo é uma estrela conforme mostra a Fig. 3.3

A estrela é um ciclo com 5 vértices, cuja ordem dos rétulos em
relacao ao ciclo usual é 1,3,5,2,4. Se fizermos uma permutacao de
rétulos dada por (2,4,5,3), a estrela é convertida em um ciclo com a
ordem usual 1,2,3,4,5. Essa permutacao leva o subgrupo S’ no novo
subgrupo

S" = (X1Z75, Z1XoZ3, ZoX3Z4, Z3X4Zs, 717, X5).  (3.2.13)

Permutacao de rotulos é equivalente a permutacao de qubits. A matriz
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4 3

Figura 3.3: Grafo associado ao geradores de S’ descrito na Eq. (3.2.12).

de adjacéncia associada a S” é dada por

0 0

1
0
0
1

_ O O = O

OO~ O
— O

—_— O = O

0

O grafo correspondente estd mostrado na Fig. 3.4.

1

4 3

Figura 3.4: Grafo associado ao geradores de S” descrito na Eq. (3.2.13).

O estado-grafo estabilizado por S” é

1
|w1> = = ( +++H -+ -++++H -+ -

+7 _7_'_7_'_7_'_7 BEREEEE _7_'_7 R _7_'_7 R )
(3.2.14)
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Esse estado é o primeiro estado légico do codigo CWS [[5,1,3]] no
formato padrao.

Um codigo CWS no formato padrao requer a especificagao de um
grafo de n vértices cujo estado-grafo |wy) é o primeiro estado légico
do codigo. Os outros estados logicos sao da forma

lw;) = Zy,|w1), (3.2.15)

onde Z, ¢ chamado de um operador légico. O conjunto de estados
{|w1), -, |wn)} forma uma base ortonormal para o cédigo (ver Exerci-
cio 3.1). E importante notar que todos os outros estados légicos sao
obtidos usando apenas operadores Z. Isso é um requisito essencial dos
codigos CWS. A questao agora é saber como os vetores v; sao esco-
lhidos? Vamos responder essa pergunta usando o exemplo do cédigo
[[5,1,3]], porém a estratégia é genérica.

O cédigo [[5,1,3]] corrige erros em até um qubit e detecta erros em
até 2 qubits. Ja vimos anteriormente que basta analisar erros descritos
em termos das matrizes X, Y e Z. No formalismo CWS, os erros X e
Y podem ser convertidos em erros do tipo Z. Quando o grafo é uma
estrela, um X ¢é convertido em 2 Zs e um Y é convertido em 3 Zs.

Vamos supor que o erro seja X5. O erro atua em um estado [1)),
que pode ser escrito em termos dos estado logicos do codigo:

2k 1

W) = Z Yilw;), (3.2.16)

onde 1; sao as amplitudes e k ¢ o nimero de qubits antes da codi-
ficagao, que para o codigo [[5,1,3]] é k = 1, ou seja, hd dois estados
légicos. Basta analisar a atuacao do erro na base. Se o erro X, atua
no estado 16gico |w;), entao

Xolwy) = XoZy|wr)
= XyZy, 71 XoZslwr)
£ 7, 237, |wn)
AN (3.2.17)
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onde na primeira linha usamos a Eq. (3.2.15), na segunda linha usamos
o fato de que Z; X573 é um gerador do subgrupo estabilizador que
tem X atuando no segundo qubit, portanto, |w;) = Z31 X5Z5|w;) e na
terceira linha comutamos X, com Z, , que gera um sinal negativo se
a segunda componente de v; for 1. A matriz X desaparece e sobra
um operador escrito em termos de 2 Zs. O operador Xs é substituido
por +7, 73 porque o vértice 2 estd ligado aos vértices 1 e 3. Isso é
uma caracteristica geral. Se o erro for Xj, ele pode ser substituido por
+7;_1Z;41, onde a operagao de soma nos sub-indices ¢é feita médulo
5.

Vamos agora considerar erros da forma Y;. Usando a identidade
Y; =1iX;Z;, podemos ver que um erro da forma Y; pode ser convertido
para +7;_17;Z;;1. Concluimos que, se o cédigo CWS puder corrigir
erros na forma 7, onde os possiveis valores de w; dependem do
grafo associado ao cédigo, entao ele corrige erros do tipo X e Y.

Como o cédigo [[5, 1, 3]] tem distancia 3, ele deve corrigir um erro
genérico em 1 qubit e deve detectar um erro genérico em até 2 qubits.
Uma base dos possiveis erros em 1 qubit ¢ Z;, X; e Y;, 1 < j < 5.
Podemos expressar todos os erros apenas em termos de Z. Apods a
conversao, podemos usar uma notagao binaria onde 0 indica a identi-
dade e 1 indica o operador Z, por exemplo, Z; é denotado por 10000.
Todos os possiveis erros um 1 qubit sao

10000 01000 00100 00010 00001
01001 10100 01010 00101 10010
11001 11100 01110 00111 10011.

Os erros em 2 qubits sao obtidos através da soma bit-a-bit de dois
erros de um qubit. Tomando todas as combinagoes possiveis obtemos
0s seguintes novos erros:

11000 01100 00110 00011 10001
11010 10110 10101 01101 01011
11110 11101 11011 10111 O1111.

O objetivo agora é achar uma nova palavra cuja soma bit-a-bit com
qualquer erro nao dé a palavra 00000. Nesse caso a solucao é unica,
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pois a tnica palavra restante é 11111. O operador légico associado é
Z®5. Portanto, o cédigo [[5,1, 3]] no formato CWS padrao tem como
base os estados logicos |wi) e |we) onde |w;) é dado por (3.4.24) e
‘(A)Q) = Z®5‘(A)1>.

3.3 O Formalismo CWS

A construgao de um cédigo CWS ((n, K,d)) no formato padrao se
inicia com a escolha de um grafo I' de n vértices. Os geradores do
subgrupo estabilizador sao

S = (X;Z,|1<j<n),

onde v; ¢ a j-ésima linha da matriz de adjacéncia M do grafo I'.
Chamaremos o estado-grafo associado ao grafo I' e estabilizado por S
de |T').

As palavras do codigo sao da forma

|wi) = L), (3.3.18)
onde € sao operadores do grupo de Pauli G, da seguinte forma
W = Zw,, (3.3.19)

onde wy, sao vetores binarios de n componentes. O parametro k esta
no intervalo 1 < k < K e, em particular, para k = 1 impomos que
Ql :I, W1:(0,"' ,0) € |C<J1> = |F>

Seja £ o conjunto de erros que esse cédigo detecta. Um operador
genérico de € tem a forma F = £ X, 7,, onde x e z sao vetores binarios
de n componentes. Cada operador X presente no erro E pode ser
eliminado usando a estratégia adotada na Eq. (3.2.17). Se houver um
erro X, atuando no j-ésimo qubit, ele pode ser cancelado as custas
de introduzir novos operadores Z. De fato, suponha que o erro £ =
+ X7, ¢é tal que a j-ésima componente de x é igual a 1. Se o erro E



62 Codigos CWS

estd atuando em uma palavra do cédigo, por exemplo, |wy), entao

EQ,X;Z|T)
+(E X;2,,) 4|T)
:t(EXjZVj)|wk>>

onde usamos a Eq. (3.3.18) na primeira linha, o fato que X;Z,, esta-
biliza |I') na segunda linha, o fato que dois operadores do grupo de
Pauli comutam ou anti-comutam na terceira linha e novamente usamos
a Eq. (3.3.18) na tltima linha. O erro £ é equivalente a £F X; 7, ,
que nao contém X;. Devemos realizar essa operacao para cada com-
ponente igual a 1 em x. No final, teremos um erro sem o operador X,
isto é, o erro passard a ser ' = +7, onde

u=12z-+ ZLE]‘V]‘, (3320)
j=1

v; € a j-ésima linha da matriz de adjacéncia M e x; é a j-ésima
componente de x. A soma dos vetores é feita modulo 2.

O formalismo CWS visa expressar tanto as palavras do codigo
como os erros em termos de wetores bindrios. Se um conjunto de
erros quanticos &£ for dado, podemos converter esse conjunto de ope-
radores em um conjunto de vetores binarios usando a Eq. (3.3.20).
A partir desse conjunto de erros classicos temos que achar os vetores
bindrios wy da Eq. (3.3.19). Se os vetores wy, forem palavras de um
codigo classico que corrige o conjunto de erros cldssicos associado ao
conjunto de erros quanticos, o codigo CWS corrige os erros quanticos.
Portanto, no formalismo CWS, o problema de encontrar um cédigo
quantico se reduz ao problema de encontrar cddigos cldssicos.

Para mostrar a relagao entre a correcao classica e a quantica, vamos
supor que o céodigo CWS obedece as condicoes quanticas de deteccao
de erros, isto é,

<wi\E\wj> = CE(Si,ju (3321)

para todo E € £ onde cg depende apenas de E. Essas condigoes que-
rem dizer que o erro E serd detectado se, e somente se, a Eq. (3.3.21)
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for satisfeita para todo 4, 7. Usando a Eq. (3.3.18) obtemos
TN E Q1) = cpdy . (3.3.22)

Se i # j, as condigdes se resumem a (I'|QVEQ,|T") = 0, que é equiva-
lente a
QAEQ; ¢ +5, (3.3.23)

para todo i, j, pois se QT EQ; € +£5, (TIQUEQ,|T) = £lese A EQ; ¢
+S, QIEQ; nao estabiliza |T') e —|I"). Essas condicdes também sdo
suficientes quando ¢ # j, pois tanto {}; como E sao operadores do
grupo de Pauli, eles comutam ou anti-comutam.

A partir desses resultados, vamos mostrar agora que o codigo CWS
detecta erros no conjunto &£ se, e somente se, existe um cédigo cléssico
associado que detecta os erros classicos associados, além disso, para
cada F, temos que o erro classico associado a F é diferente de zero ou
Zw, B = FEZ, , Vk. De fato, quando @ # 7, QZTE ); ¢ £ ¢ verdadeiro
quando ZIVZEZWJ. ¢ £S5, o que é equivalente a ZvTvi Zolo; & £S, onde
e ¢ o erro classico associado a E. Na forma padrao, o tinico elemento
de S sem X é a identidade, de forma que isto é satisfeito exatamente
quando w; G e # w;’, que sdo as condigoes de corregoes classicas. Para
completar a analise, devemos considerar o caso ¢ = j. Isso é deixado
com exercicio.

O exemplo a seguir detalha todo o processo de obtencao de um
cddigo CWS. O exemplo também mostra um algoritmo para o calculo
do cédigo CWS 6timo, quando fixamos os parametros do cédigo.

3.4 Exemplo

Nesta se¢ao, vamos ver um exemplo de codigo CWS nao-aditivo. O
primeiro codigo quantico nao-aditivo descrito na literatura foi o cédigo
((5,6,2)), cuja notacao indica que o c6digo tem dimensao 6, usa 5
qubits e tem distancia 2. Esse cédigo é superior ao melhor cédigo
estabilizador de 5 qubits e distancia 2, que é o cédigo [[5, 2, 2]].

O cédigo ((5,6,2)) é um cédigo CWS e, portanto, pode ser ob-
tido através do formalismo CWS. O ponto de partida para gerar um
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codigo CWS, apds fixar n e d, é a escolha do grafo. O grafo vai de-
terminar todos os resultados posteriores e a complexidade das tarefas.
No exemplo, vamos usar como grafo um ciclo de 5 vértices, cuja matriz
de adjacéncia é

01001
10100
01010
00101
10010

Portanto, os geradores sao
S=(XZIIZ,ZXZII,IZXZI,IIZXZ ZI1ZX).

O estado-grafo ¢ dado por

1
|F>:— ( _'_7_'_7_'_7_7+7+7_7+7+7+7+7_7_7_7+7_7

42
+a _>+>+7+7 Ty Ty T _>+> _a _>+> Ty Ty T )
(3.4.24)

A préxima etapa é gerar o codigo classico associado. Note que
as palavras do cédigos sdo da forma |wy) = Z,|I'), 1 < k < 6,
sendo w; = (0,0,0,0,0) obrigatoriamente. Queremos encontrar os wy
restantes no universo de busca, que é Z3. Para isso, vamos analisar
que erros esse codigo deve detectar obrigatoriamente. Como d = 2, os
erros devem ter peso de Hamming 1. Portanto,

€=1{2;X;Y;, 1 <j <5}

Esses erros devem ser convertidos para erros do tipo classico, ou seja,
do tipo £Z,, através da Eq. (3.3.20). O conjunto dos vetores u for-
mam o conjunto de erros do codigo classico associado. Usando a matriz
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de adjacéncia do ciclo, obtemos

&= {(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),
(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1),(0,1,0,0,1),
(1,0,1,0,0),(0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1),
(1,0,0,1,0),(1,1,0,0,1),(1,1,1,0,0),
(0,1,1,1,0),(0,0,1,1,1),(1,0,0,1,1)}.

Objetivo agora é obter um cédigo classico com 6 palavras, que
corrige o conjunto de erros acima. KEsse cédigo serda necessariamente
nao-linear, ou seja, as palavras do cdodigo nao formam um grupo.
Cédigos menores vao existir, porém eles nao sao interessantes, pois
sao subcodigos e, portanto, nao-6timos. Existe um procedimento sis-
tematico para se obter o codigo 6timo. Devemos montar um grafo, cha-
mado de supergrafo, cujos rétulos dos vértices sao os vetores binarios
de Z5 \ €. Esses rétulos, tanto no formato de string bindrias como
decimais, sao

00000 =0 00011 =3 00110=6 01011 =11
01100 =12 01101 =13 01111 =15 10001 = 17
10101 =21 10110 =22 10111 =23 11000 = 24
11010 =26 11011 =27 11101 =29 11110 = 30
11111 = 31.

O supergrafo tem 32 — 15 = 17 vértices. Dois vértices vq,vy sao
adjacentes se, e somente se, vi @ vy & £. Isso serve para garantir que
o codigo vai satisfazer as condicoes de correcao de cédigos clédssicos,
pois se u é um erro, entao a soma v ¢ u de uma palavra v do cédigo
com um erro detectavel qualquer nao pode ser uma palavra do cédigo,
ou seja, vi ® u # vy, para quaisquer palavras vi,ve do codigo. Isso é
equivalente a vy vy € £. O supergrafo gerado pelos erros acima esta
mostrado na Fig. 3.5.

O supergrafo pode ser implementado computacionalmente e exis-
tem diversos programas prontos para encontrar uma clique mazimal,
isto é, um subgrafo completo maximal. A clique maximal nao é ne-
cessariamente tnica. Um exemplo de clique maximal do supergrafo
acima é
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Figura 3.5: Supergrafo do c6digo ((5,6,2)).

00000 =0 01011 =11, 01101 =13
10101 =21 10110 =22 11010 = 26

Portanto, o cddigo ((5,6,2)) é gerado pelos vetores

wi) = |T),

|w2> = ZQZ4Z5|F>,
|w3> = Z2Z325|F>7
|w4> = Z1Z3ZE>|F>7
|w5> = le3Z4|F>,
lwe) = Z1Z274|T).

Codigos CWS

Exercicio 3.4. Mostre que os vértices 0, 3, 12, 22, 27, 29 também
formam um clique maximal. Quais sao as palavras do codigo nesse

caso?

Exercicio 3.5. Use o formalismo CWS para mostrar que todos os

codigos otimos comn =4 e d =2 sao estabilizadores.



Exercicio 3.6. Use o formalismo CWS para mostrar que todos os
codigos otimos comn =15 e d = 3 sao estabilizadores.

Sugestoes para Leitura

O primeiro cédigo nao-aditivo com distancia d > 3 apareceu na
Ref. [28], cujos parametros sao ((9,12,3)). Esse codigo supera o me-
lhor cédigo estabilizador de parametros equivalentes, que é o codigos
[[9, 3, 3]] descrito na Ref. [5]. Esse resultado foi generalizado gerando o
modelo Codeword Stabilized Codes (CWS) binério nas Refs. [29, 8, 7]
e nao-bindrio nas Refs. [14, 6]. A concatenagao de cddigos CWS foi
discutida na Ref. [12, 1]. A decodificagao de cédigos CWS é analisada
nas Refs. [18, 19].
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Apeéndice A
Teoria de Grupos

O objetivo deste apéndice é compilar as defini¢oes, notacoes e fatos da
Teoria de Grupos que sao importantes neste trabalho. Como a teoria
de grupos nao é matéria obrigatoria nas diversas areas das ciéncias
exatas, acrescentamos diversos exercicios para tornar o material mais
didatico. Vamos nos concentrar em grupos finitos. Faremos muitas
afirmagoes sem apresentar as demonstracoes. Algumas demonstracoes
sao pedidas nos exercicios. As outras podem ser encontradas nas re-
feréncias caso o leitor tenha interesse.

A.1 Definicoes Basicas
Um grupo G é um conjunto nao-vazio com uma operagao binaria de
multiplicagao “-” que satisfaz as seguintes propriedades:

e g1 g2 € G, Yg1, g2 € G (fechamento);

e (g1-92)-93=01-(92-93), Vg1, 92, g3 € G (associatividade);

e dJec GtalqueVg € G, e-g = g-e = g (existéncia da identidade);

o Vg e Gexiste g7 € Gtalque g7t - g = g- g~! = e (elemento
inverso).

(132

Dependendo do contexto, omitiremos a notagao para a operacao
binaria, por exemplo, ¢g1g> no lugar de ¢g; - go. Vamos usar outros
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simbolos como, por exemplo “+” quando a ordem dos fatores nao
altera o resultado. Nesse caso, o grupo é dito abeliano ou comutativo.

Alguns fatos decorrem imediatamente dos postulados acima:
e O elemento identidade e é tnico;

e Para cada g € G, existe um tnico elemento inverso ¢! € G;
°SegeG, (9N =g

e (192) ' =95"97" Va1,92 € G.

Neste livro vamos lidar com grupos finitos, portanto alguns fatos
nao poderao ser aplicados no caso geral. A ordem de um grupo G,
denotada por |G|, é o ntimero de elementos de G. A ordem de um
elemento g € G, denotada por |g|, é o menor inteiro positivo r tal que
g =e.

Um subgrupo H de G é um subconjunto de GG que forma um grupo
sob a mesma operacao binaria de G. Usamos a notagao H < GG para
indicar que H é subgrupo de GG. Todo grupo tem dois subgrupos
triviais, a saber, o préprio grupo e o conjunto {e}. Para mostrar que
um subconjunto H de G finito é um subgrupo, basta mostrar que
a operacao bindria é fechada em H. As outras propriedades serao
satisfeitas automaticamente. Com essas definigbes bésicas é possivel
provar o teorema de Lagrange: Se H é um subgrupo de G, |H| divide'
|G|.

Se H é um subgrupo de G, uma classe lateral a esquerda de H em G
com representante g é o conjunto gH = {gh|h € H}. A classe lateral a
direita é definida de forma similar. Quando o grupo G é comutativo, as
classes laterais a esquerda e a direita com representante g sao iguais.
Nesse caso, usamos apenas a denominagao classe lateral. Qualquer
elemento de uma classe lateral pode ser usado como representante. O
nimero de classes laterais é chamado de indice de H em G denotado

'Em teoria dos ndmeros diz-se que um ndmero inteiro nfo nulo a divide b se existe
um inteiro ¢ tal que b = a.c. Se a divide b, b é dito um miiltiplo de a e a é chamado um
divisor de b. Se a divide b usamos o simbolo alb.
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por |G : H|. As classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade
e um corolario do teorema de Lagrange ¢é |G|/|H| = |G : H|. Um
conjunto transversal a esquerda de H em G é um subconjunto de G
de cardinalidade |G : H| onde cada elemento pertence a uma classe
lateral a esquerda distinta de H em G. O conjunto transversal a
direita é definido de forma anéloga. Se {g1, -, gx} é uma transversal
a esquerda de H em G, entao G =giHU---Ug,H e g HNg;H =
Vi # j.

Exercicio A.1. 1. Mostre que o conjunto

G={£l,+7 +X, +iY},

onde

10 0 1 0 —i 1 0
ot O Rl R i R

€ um grupo com a operacao de multiplicacao usual de matrizes.
Use o fato de que o conjunto das matrizes 2 X 2 inversiveis ¢ um

grupo.
G € comutativo?
Qual € a ordem de cada elemento de G ¢

Exiba um subgrupo H de ordem /. Existe algum outro?

Eziba as classes laterais a esquerda e a direita de H em G. Sdo
1guais?

6. Qual € o indice de H em G.
7. Exiba uma transversal de H em G.

Exercicio A.2. Se GGy e G5 sdo grupos, mostre que o produto carte-
stano G1 X G com a operagao bindria de multiplicagao definida por
(91, 92)(h1, he) = (g1h1, goha), € um grupo. G x Gy é chamado produto
direto de G1 por GGs.
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A.2 Grupos Ciclicos e Geradores

Um grupo G é dito ciclico se existe um elemento g € G tal que G =
{¢'|i € Z}. O elemento g é chamado de gerador de G. A ordem de
g é igual a |G|. Sempre que mencionarmos geradores, vamos usar a
notacao (g) no lugar de {¢‘|i € Z}. Se g # e, a ordem de G é maior
ou igual a 2.

No caso geral, um subconjunto {g;,--,gx} de G é chamado de
conjunto gerador do grupo G, se todo elemento de G pode ser es-
crito como um produto de elementos de {gi, - , gx}, sendo permitido
repetigdes. De forma compacta, escrevemos G = (g1, -+, gx). O con-
junto gerador é andlogo ao conceito de base de espacos vetoriais. A
grande vantagem de expressar um grupo através de um conjunto gera-
dor reside na economia de recursos computacionais para manipular e
realizar calculos com os elementos do grupo. Um grupo de ordem |G|
pode ser gerado por um conjunto gerador cuja cardinalidade é menor
ou igual a [log, |G|]. Um conjunto gerador {gy,---,gr} é minimal,
se, ao retirarmos um elemento, por exemplo g, o0 conjunto restante
{91, -+, gr—1} nado gera do grupo G. Nesse caso, {g1, -, gr_1} gera
um subgrupo de G cuja cardinalidade é menor ou igual a |G|/2. O ele-
mento identidade e nao pode pertencer ao conjunto gerador minimal.
Vamos usar a denominacao conjunto gerador como sinoénimo de con-
junto gerador minimal a menos que explicitamente dito ao contrario.

Exercicio A.3. Mostre que se G é um grupo finito, entao gl¢l = e
para todo g € G.

Exercicio A.4. Mostre que se G € um grupo finito, entdo a ordem de
qualquer elemento de G divide |G].

Exercicio A.5. Mostre que qualquer grupo, cuja ordem é um niumero
primo, € ciclico.

Exercicio A.6. 1. Suponha que G € um grupo gerado por 2 gera-
dores. Mostre que |G| > 4.

2. Mostre que um grupo de ordem |G| pode ser gerado por um con-
gunto gerador cuja cardinalidade é menor ou igual a [log, |G|].
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Exercicio A.7. Seja (g1, ,gx) um conjunto gerador de G. Mostre
que G € comutativo se, e somente se g;g; = ¢;g; para todo i, j.

A.3 Homomorfismos

Sejam G e G’ grupos, cada um com sua respectiva operagao binaria.
A funcdo ¢ : G — G’ é um homomorfismo se ¢(g192) = ¢(g1)P(ga)-
A multiplicacao g9 é feita com a operagao binaria de G, enquanto
que a multiplicagao ¢(g1)p(g2) é feita com a operacao binéria de G'.
A funcao ¢ nao precisa ser sobrejetiva.

Se o homomorfismo ¢ for sobrejetivo e injetivo, entao ¢ é chamado
de isomorfismo. Se existir um isomorfismo ¢ : G — G, G e G
sao grupos isomorfos e usamos a notacdo G ~ G'. Se G' = G, o
isomorfismo é chamado de automorfismo.

Por exemplo, seja G um grupo e selecione g € G. Defina a funcao
¢ : G — G por ¢(h) = g~'hg para todo h € G. A funcao ¢ é um
automorfismo. Para verificar esse fato, temos que mostrar que ¢ é um
homomorfismo sobrejetivo um-a-um. Ele é um homomorfismo porque

¢(hihs) = g ' hahag = g ' h1g - g hag = d(h1)(ha).

Ele é sobrejetivo porque

h=g " (ghg")g = d(ghg™"),

para qualquer h € G. Um automorfismo ¢ : G — G dado por ¢(h) =
g thg é chamado de automorfismo interno de G induzido por g.

Os seguinte fatos sdo importantes: se ¢ : G — G’ é um homo-
morfismo, entdo ¢(e) = €/, onde € é o elemento identidade de G’,
e (g7 = #(g)~!, para todo g € G. O niicleo de ¢, denotado por
Ker(¢), é o conjunto {g € G|¢(g) = €'}. O nucleo de ¢ é um subgrupo
de G e h™'Ker(¢)h C Ker(¢) para todo h € G.

Exercicio A.8. Mostre que o nicleo de um homomorfismo ¢ : G —
G’ é um subgrupo de G e h™*Ker(¢)h C Ker(¢) para todo h € G.

Exercicio A.9. Para quais elementos g € G a funcao ¢ : G — G,
dada por ¢¥(h) = hg para todo h € G, é um automorfismo?
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Exercicio A.10. Seja G um grupo. Cada elemento g € G induz
um automorfismo interno de G. Mostre que o conjunto de todos o0s
automorfismos internos, denotado por Inn(G), forma um grupo com
a operacao bindria de composicao.

Exercicio A.11. 1. Seja G um grupo. Mostre que o conjunto de
todos os automorfismos de G, denotado por Aut(G), forma um

grupo com a operacao bindria de composicao.

2. Mostre que Inn(G) < Aut(G).

A.4 Grupos de Ordem Pequena
A quantidade de grupos de ordem menor ou igual a oito é surpre-

endentemente baixa modulo isomorfismos. Em funcao disso, vamos
lista-los e nomea-los.

Ordem 1
S6 existe um grupo: {e}.
Ordem 2, 3,5e 7

Como a ordem é um nuimero primo, sé existe um grupo de cada ordem,
a saber, Zs, Zs, 75 e Z7, respectivamente.

Ordem 6

S6 existem 2 grupos nao-isomorfos: Zg e Sz (grupo simétrico® de 3
pontos).

2Uma permutacdo de um conjunto A é uma funcéo bijetiva de A em A. O conjunto
formado por todas as permutagdes de A forma um grupo com a operagao de composicdo
de fungoes. Seja A ={1,2,...,n}, ao conjunto das permutagoes de A com a composi¢ao
dé-se o nome de grupo Simétrico de grau n, e é denotado por S,,.
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Ordem 8

S6 existem 5 grupos nao-isomorfos, 3 abelianos e 2 nao-abelianos: Zsg,
Ly X Ly, Do X Ly X Ly, Dy (grupo diedral das simetrias de um quadrado)
e Q3 (grupo dos quatérnios).

Exercicio A.12. O grupo analisado no Exercicio A.1 é isomorfo a
que grupo listado acima?

A.5 Subgrupos Normais

Um subgrupo N de G é dito normal, se g7 Ng C N para todo g € G.
A notacao N < G indica que N é um subgrupo normal de G. Os
exemplos triviais de subgrupos normais de G sao o conjunto {e} e
o proprio grupo G. Um exemplo menos trivial é o ntcleo de um
homomorfismo ¢ : G — G'. Temos o seguinte fato: Ker(¢) <1 G.

O nicleo de um homomorfismo é um subgrupo normal de G e
dado um subgrupo normal de G podemos sempre definir um homo-
morfismo que tem esse subgrupo como ntcleo do homomorfismo. Por-
tanto, existe uma equivaléncia entre as nogoes de homomorfismo e
subgrupo normal.

Na definicao de subgrupo normal exigimos que ¢ ' Ng C N em vez
de g7'Ng = N. No entanto, essa tltima igualdade é sempre valida,
porém exige mais trabalho para demonstrar. Uma consequéncia ime-
diata dessa igualdade é que as classes laterais a esquerda coincidem
com as classes laterais a direita quando N é um subgrupo normal de
G. Esse fato pode ser usado como uma defini¢ao alternativa de sub-
grupo normal. Desse ponto de vista, fica simples de mostrar que um
subgrupo de G cuja ordem ¢é |G|/2 é normal em G. Por outro lado,
usando a definicao usual, é trivial mostrar que todo subgrupo de um
grupo comutativo é normal.
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A.6 Grupos Quocientes

Seja N um subgrupo normal do grupo G. Seja {¢i, - - , gx} uma trans-
versal de H em G, onde k = |G|/|N| é o indice de H em G. Vamos
denotar esse conjunto transversal por G/N e definir uma operacao
bindria de multiplicagao da seguinte forma: sabemos que g;g; per-
tence a G, portanto, g;g; pertence a uma das classes laterais de N em
G. Suponha que o representante dessa classe lateral seja g,,, entao
9i9; = 9gm- O conjunto G/N com essa operacdo bindria forma um
grupo, chamado de grupo quociente. Observe que o grupo quociente
nao herda a operacao do grupo G, portanto para mostrar que G/N
é um grupo temos que verificar o fechamento, a associatividade, a
existéncia de elemento identidade e a existéncia de elemento inverso.
Além disso, é importante que a construgao do grupo G//N nao dependa
da escolha dos representantes na transversal. Todos esses requisitos
sao satisfeitos como a definicao acima.

Uma defini¢ao alternativa do grupo G/N é {Ng|g € G}. Os ele-
mentos do conjunto {Nglg € G} sao as classes laterais de N em
G, pois Nhy = Nhy se, e somente se h; e hy pertencem a mesma
classe lateral. O produto de duas classes laterais é definido como
(Nhqy)(Nhg) = N(hihg). Em particular, N € {Ng|lg € G} e N é o
elemento identidade de G/N. Essa definicao alternativa é 1til para
provar que G/N é um grupo.

O grupo G/N permite a constru¢ao do seguinte homomorfismo:
seja ¢ : G — G/N tal que ¢(g) = Ng. O ntcleo de ¢ é N.

A.7 Centro, Centralizador e Normalizador

O centro de um grupo G, denotado por Z(G) é o conjunto {h €
G| g thg = h, Vg € G}. Os elemento do centro comutam com todos
elementos de GG. O centro é um subgrupo abeliano normal de G. Se G
for abeliano, o centro é o préprio G. Por outro lado, existem grupos
cujo centro é o grupo trivial {e}. Vale o seguinte fato: Inn(G) =~
G/Z(G), ou seja, o grupo do automorfismos internos de G é isomorfo
ao grupo quociente G/Z(G).
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Seja G um grupo e H um subconjunto de G. O centralizador de H
em G, denotado por C(H) é o conjunto {g € G| g~ *hg = h, Vh € H}.
Cg(H) é um subgrupo de G. O centro de G é Cq(G).

Seja G um grupo e H um subconjunto de G. O normalizador de
H em G, denotado por Ng(H) é o conjunto {g € G|g 'Hg = H}.
N¢(H) é um subgrupo de G. Vale o seguinte fato: Co(H) < Ng(H).

Exercicio A.13. 1. Encontre o centro do grupo (Z, X).

2. Encontre o centro do grupo (Z, X,il). O centro € isomorfo a que
grupo da Sec. A.J?

A.8 Grupo de Pauli

O grupo de Pauli G,, é um conjunto de 4"*! matrizes de dimensao 27,
onde n é um numero inteiro. Quando n = 1, o grupo de Pauli é

Gr = {1, +il, £ X, £iX, Y, +iY, + 7, +iZ}. (A8.1)

E facil de verificar que este conjunto satisfaz as propriedades de fecha-
mento, existéncia de elemento neutro (Ix2), associatividade e existéncia
de elemento inverso (préprio elemento ou o negativo do elemento) com
relagdo ao produto usual de matrizes. O grupo G; é nao comutativo e
G1 = (X, Z,i).

Quando n = 2, o grupo G, é obtido tomando o produto tensorial
dos elementos de Gy, isto é

Gy = {+IQI, +il®I, +I0X, +il®X, +IQY, -, £iZ®Z}. (A.8.2)

No caso geral, os elementos do grupo G, sao produtos tensoriais de
n matrizes de Pauli com fatores multiplicativos +1 e 4i. A menos
do fator multiplicativo 1 ou £, um elemento do grupo de Pauli G,
pode ser escrito como Z, X, onde v e w sao vetores binarios com n
componentes. Por exemplo, para n = 3, o elemento 7 ® Y ® X pode
ser escrito como

ZRY®X = Z@(—iZX)®X
= —i(ZRZI®X®X)
—1.2(1,1,00X(0,1,1)-
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Portanto, v = (1,1,0) e w = (0,1, 1).
Um conjunto gerador do grupo de Pauli G, é {Z,, -+, Ze,, Xo,,
-, Xe,, 119"}, onde e; é o vetor bindrio onde somente a j-ésima
componente tem valor 1. Um subgrupo particularmente 1util de G,
é o grupo IC, = (Zey,+++ s Zeo,y Xeys '+ 5 Xe, ). Todas as matrizes de
P, tém componentes reais. Os elementos de P, podem ser expressos
como produto tensorial de X, Z e 1Y sem o fator +i. O fator —1 esta
presente.

Outro grupo importante é o grupo quociente G,,/Z(G,), que é iso-
morfo ao grupo das strings bindrias de comprimento 2n com soma
binaria bit-a-bit. O isomorfismo é obtido expressando os elementos de
Gn/Z(Gy,) na forma Z,X,. Esse grupo também é isomorfo ao grupo
dos automorfismos internos de G,.

Exercicio A.14. Seja S um subgrupo de G,. Mostre que —I®" ¢ S
implica +i I & S.

A.9 Grupo de Clifford

O grupo de Clifford, denotado por C,, é o normalizador de G, em
U(2™), isto é, é o grupo das matrizes unitarias U de dimensao 2" que
satisfazem UG,U" = G,. O grupo de Clifford local, denotado por C!,
é o subgrupo de C, de todas as matrizes que sao produto tensorial
de n matrizes do grupo C;. Todos o elementos do grupo de Pauli G,
pertencem ao grupo C..

Para n = 1, o grupo de Clifford ¢ gerado pelas matrizes Hadamard
H e fase S, isto é, C; = (H,S). C; tem ordem 255. E simples verificar
que H e S pertencem ao grupo de Clifford C;, pois

HXH = Z
HYH = -Y
HZH = X
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e
SXst = v
SYst = —-X
Szst = Z.

Note que a conjugacao de matrizes do grupo de Pauli por H ou S gera
matrizes do grupo de Pauli.

Para n > 2, o grupo de Clifford é gerado pelas matrizes CNOT,
Hadamard H e fase S, isto é,

C, possui ordem 27 +27+3 [[—, (4 —1).

Sugestoes para Leitura

A quantidade de bons livros de Teoria de Grupos é muito grande.
Para um contato inicial, sugerimos as Refs. [13]; para uma abordagem
mais avancada sugerimos a Ref. [9, 25, 24].
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