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Prefacio

A teoria de polindmios ortogonais tem vasta aplicacdo em todos os
tipos de problemas da Mateméatica Pura e Ciéncias Aplicadas. Esses
polinomios sao ferramentas essenciais para a solugao de muitos pro-
blemas e vém contribuindo nos estudos relacionados a equacoes dife-
rencias, fracoes continuas, estabilidade numérica, algoritmos rapidos e
super-rapidos dentre outros, com aplicacoes que abrangem da Teoria
dos Numeros a Teoria da Aproximagao, da Combinatéria a Repre-
sentacao de Grupos, da Mecanica Quantica a Fisica Estatistica e da
Teoria de Sistemas ao Processamento de Sinais.

Nosso objetivo principal ao escrever este livro é oferecer aos estu-
dantes de graduacao e mesmo de péds-graduacao da area de Ciéncias
Exatas um texto introdutério sobre a Teoria dos Polinomios Orto-
gonais, destacando aqueles conhecidos como Polindmios Ortogonais
Classicos. Como aplicacao, apresentamos um estudo bastante deta-
lhado das Férmulas de Quadratura Gaussianas. Ao término de cada
capitulo, incluimos uma lista de exercicios. Uma extensa bibliografia
sobre o assunto foi anexada ao final do texto.

Sao José do Rio Preto, marco de 2012.

Eliana X. L. de Andrade
Cleonice F. Bracciali
Fernando R. Rafaeli
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Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, daremos algumas definicoes e resultados da Algebra
Linear e da Analise Matematica que serao importantes para o bom
entendimento dos tépicos desenvolvidos neste texto.

1.1 Alguns Pré-requisitos da Algebra Linear

Para um estudo mais detalhado sobre os tépicos abordados nesta
segao, sugerimos os livros [11, 14, 15, 16, 17, 19, 22].

Seja A = [a;;] uma matriz de dimensdao m x n, m,n € N. Se A
possui n linhas e colunas, dizemos que ela é uma matriz quadrada de
ordem n. A transposta A’ = [af;] de uma matriz A = [a;], m x n, é
a matriz n X m tal que a‘;j = aj;. Quando uma matriz quadrada ¢ tal
que A" = A, ou seja, a;; = aj;, dizemos que A é simétrica.

Uma matriz real é aquela cujos elementos sao todos reais. Uma ma-
triz complexa tem elementos que podem ser complexos. Uma matriz
imagindaria tem elementos que sao todos imaginarios puros ou nulos.

Usaremos o simbolo A = [a;;] para representar a matriz cujos
elementos sao os conjugados complexos dos elementos de A, isto é,
G;; = G;;. A transposta hermitiana de uma matriz A é a matriz
AP = A, Uma matriz hermitiana é uma matriz tal que A" = A.

Passemos, agora, a definicao de espago vetorial, conceito que sera
bastante utilizado neste texto.
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Definicao 1.1. Um espaco vetorial sobre K é um conjunto V onde
estao definidas duas operacdes: V x V. —= V (soma) ¢ K x V —
V' (multiplicagdo por escalar) tal que as sequintes propriedades sao
satisfeitas:
a) i) u+v eV, para todo u,v € V;
i) u+v = v+ u, para todo u,v € V (comutativa);
i) u+ (v+w) = (u+v)+w, para todo u,v,w € V (associativa);

iv) existe um elemento 0 € V| tal que u+0 = u para todo u € V
(elemento neutro);

v) para todo v € V existe um elemento (—v) € V, tal que v +
(—v) =0 (elemento inverso);

b) i) a.v eV, para todov € Ve a € K;
it) v (u+v) =a.u+ a.v, para todo u,v € Ve a € K
ii1) (o + B)ev=a.v+ v, para todov € Ve o, € K;
) a.(Bv) = (af).v, para todov € Ve o, € K, ;

v) existe um elemento 1 € K, tal que 1.v = v, para todo v € V.

Daqui por diante, denotaremos a operagao de multiplicacao por es-
calar, o« v, apenas por av, paraVa e Kev e V.

Observacoes:

1. Se K =R, entao V' é chamado espacgo vetorial real.
2. O elemento v de um espaco vetorial V' é chamado vetor.

3. O elemento o de K é chamado escalar.

Definicao 1.2. Seja V' um espaco vetorial sobre K. Um produto
interno (ou produto escalar) sobre V' € uma aplicagdo (u,v) — (u,v)
de V xV em K, para o qual se verificam as sequintes condi¢oes, para
todo u,v,w €V e todo escalar o € K:

i) (u,u) >0 e (u,u) =0 <= u=0;
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i) {au,v) = a(u,v);
i) (u,v) = (v, u);
w) {u+v,w) = (u,w) + (v, w) .

Exemplo 1.1. O produto escalar usual de vetores no espaco R® é
definido por

()RR — R
(u,v) = 21y1 + T2y2 + T3Ys3,
onde u = (z1,72,73) e v = (Y1, Y2, Y3)-
Deixamos a cargo do leitor a demonstragao desse fato.

Definicao 1.3. Seja A uma matriz hermitiana. Dizemos que A ¢é
positiva-definida se (x, Az) > 0 para todo x # 0, semi positiva-definida
se (x, Ax) > 0 para todo x, e A € chamada indefinida se (x, Ax) é
positivo para certos valores de x e negativo para outros.

Definicao 1.4. Seja V' um espaco vetorial sobre K. Uma norma
vetorial de v € um nimero nao negativo, representado por ||vl|, que,
para todo u,v € V e X € K, satisfaz

i) [[v]] >0 ellv]]| =0 <= v=0;
i) ||u 4 v|| < |u|| + ||v]] (desigualdade triangular);
iir) ||| = AL {[ol].

Em termos do produto interno (-,-), podemos definir

]l = v {v,v).

Definicao 1.5. Seja V' um espaco wvetorial com o produto interno
(-,-). Dizemos que dois vetores u e v de V sdo ortogonais com rela¢ao
ao produto interno (-, ) se

(u,v) = 0.
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Consideremos, agora, o espago vetorial V' = Cla,b] (espago das
fungoes continuas em um intervalo (a,b)) e K = R. Suponhamos
w(xz) > 0 (mas nao identicamente nula) em um intervalo real (a,b),
onde —oo < a < b < 0. Seja o produto interno definido em Cfa, b]
por

(f. ) = / f(@)g(x)w(z)dz, (1.1.1)

onde f, g € Cla,b)].
Podemos mostrar que as propriedades da Defini¢ao 1.2 sao validas
para o produto interno (1.1.1) (veja Exercicio 1.3).

Definicao 1.6. Sejam V um espaco vetorial sobre K, vi,vs,...,v, €V
€ ay,as,...,a, € K. Entao, o vetor

V= a1V + agUs + - - - + a, v,
¢ um elemento de V' chamado de combinacgao linear de vy, vs, ..., vy,.

Definicao 1.7. Considere os vetores vy, vs,...,v, € V fizos. O con-
junto W de todos os vetores de V' que sao combinacgoes lineares de
V1, Vg, ..., Uy € chamado subespaco gerado por vyi,vs, ..., v, e denotado
por W = [vy, va, ..., v,], ou seja,

W = [v1,vg,..., 0]
= {veV|v=av +awy+ -+ ayvp, a; € K,1 <i<n}.
Definicao 1.8. Sejam V um espaco vetorial e vy, vq,...,v, € V. Di-

zemos que o conjunto {vy,ve, ..., v, } € linearmente independente (l.i.),
ou que 0s vetores sao l.i., se a equagao

a1v1 + agvy + - - -+ a,v, =0

implica em a1 = ay = -+ = a, = 0.
No caso em que existir algum a; # 0 dizemos que {vy,va,...,v,} €
linearmente dependente (1.d.) ou que os vetores sdo l.d..

Um exemplo bastante interessante de um conjunto de vetores l.i. é
a seguinte proposicao.
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Proposigao 1.1. Seja {Q;()}}—, n > 0, uma sequéncia de poliné-
mios, onde Qj(x) € de grau exatamente j. Entdo, esses polinomios
sao l.i..

Demonstragio: Vamos denotar Q;(zr) = 37_,a;x2*, onde a;; #
0, 7=0,1,2,...,n. Sejam ¢;j, j = 0,1,...,n, constantes reais tais
que

> ¢Qj(x) =0. (1.1.2)
§=0
Logo,
noj
Z Z cjaj7kxk = O,
j=0 k=0

cujo lado esquerdo é um polinomio de grau n. Igualando ambos os
membros termo a termo, obtemos

o agp + crag +or+ CpoiApo1o + Cpapg = 0
cray; +eooct CpoiQpoin 0 Cpany = 0

Cp—1 Gp—1n-1 + ¢ Apn-1 = 0

Cp Qpy = 0

Note que todos os elementos da diagonal principal da matriz dos
coeficientes sao nao nulos. Logo, seu determinante é diferente de 0 e,
entao, o sistema de equagoes lineares homogéneo acima tem solugao
Unica, a trivial. Assim, a dnica solugdo para (1.1.2) éco=c¢; =+ =

¢, = 0. Portanto, os polinémios Qo(x), @Q1(x),...,Qn(x) sdo 1i. e
formam uma base para o espago vetorial dos polinomios de grau < n
(Pn)- u

Uma importante propriedade de vetores ortogonais entre si é o re-
sultado a seguir.

Teorema 1.1. Sejam wuq,us,...,u, ortogonais entre si. FEntao,
{uy,ug, ..., u,} € Li.
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Demonstracao: Como uq,us,...,u, sao ortogonais entre si, entao
(wi,uj) =0Vi#yg, i,7=1,2,...,n. Seja

a1y + aoug + ...+ au, = 0.

Entao,

<OK1U1 + QU + ...+ Uy, uz) = <07 u2> =0.

Usando as propriedades de produto interno, obtemos
aq (ug, ug) + ag (ug, uy) + ..o+ oy (Ui, i) + ..+ (U, ug) = 0.

Como os vetores ug, k = 1,2,...,n, sao ortogonais entre si, pela
Defini¢ao 1.5 concluimos que

ai(ui,u,) =0=a;=0,1=1,2,... n.

Logo, uq,us, ..., u, sao li.. [ ]
Definigao 1.9. Seja V' um espago vetorial. Um conjunto {vy,va, ..., v,}
de vetores de V' € uma base de V' se

’l) {Ul,Ug, ...,’Un} € ZZ,

it) [v1,v9, ..cyvn] = V.

1.1.1 Processo de Ortogonalizagcao de Gram-Schmidt

Utilizamos este processo para, a partir de uma base de um espaco
vetorial V' com corpo K, construir uma nova base ortogonal.

Consideremos a base {by, b, bs, ..., b;,...} de V, o produto interno
(-,-) e a;; € K V 4,j. Para construirmos a nova base ortogonal
{uy,ug,us,...,u;,...,}, procedemos da seguinte forma.

1. O primeiro vetor da nova base é dado por

Uy = bl.
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2. Para determinarmos o segundo vetor, tomamos
Ug = bg + Qg 1U1

e determinamos o valor de ay; de modo que u; seja ortogonal a
Uo, isto é,
<U1, U2> = O

Logo,
b
<u17b2 + a2’1u1> = 0 —_— a2,1 — _M
<u17u1>

3. Para determinarmos o terceiro vetor da nova base, definimos
Uz = bg + Q31U + a3 2U2

e determinamos a3 e a3 9 de modo que u; e ug sejam ortogonais
a usg, isto é,
(up,uz) =0 e (ug,usz) =0.

Logo,
<u1, bg + 04371U1 + 043,2U2> =0 e <UQ, bg + Oég,l’ul + 04372u2> = O,

ou seja,
(u1, bs) (ug, b3)

v = — e (0% = — .
> (u1,u1) > (ug, ug)

)

Procedendo da mesma forma, determinamos o j—ésimo vetor.
Assim,

U; = bj + a1l + Qi oU2 +...+ QG i—1Uj-1

e determinamos os valores de o, kK = 1,2,...,j — 1, de modo
que ug, Ug, ..., Uj_1 Sejam ortogonais a u;, isto é,

(up, u;) =0, k=1,2,...,7—1.

Logo,

7j—1
U, b+ Y o ) =0, k=12...,j-1
i=1
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Portanto, para j = 1,2,3,..., a nova base ortogonal é dada, em
termos da base antiga, por

U; = bj + Q51U + Qj oU2 +...+ Qg i—1Uj5-1,

onde
<uk’ bj>

(ug, ug)’

ajp = — k=1,2,...,j—1.

Exemplo 1.2. Seja o produto interno

(brq) = / p(2)q(a)ade,

onde p e q sao polinémios. Consideremos by = 1,by = x,bs = 2> uma
base de Py. Entdo, u; = by = 1.

1
2
<u17b2> /0 v dx 2

Uy = by — U =r——5——=x— —

1 3
(1) / xdx
0

us = by — (u1,b3) g — {u2, bs) Us
(w1, uq) (uz, ug)
1 1 9
/ 3 dx / (z — 2)zidx
_ 2 _Jo _ 2V Jo 3
= x - T3 - 5
/ xdx (z — =) *xde
0 0 3
= 22—~z + i

Logo {uy,us,us} é uma base ortogonal para Ps.

1.2 Funcgoes Gama e Beta

Nesta secao, estudaremos as definigoes e algumas propriedades das
funcoes Gama e Beta, apenas o suficiente para o bom entendimento
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dos topicos estudados nos préximos capitulos. Para mais detalhes
sobre essas e outras fungoes especiais, consulte os textos [3, 23, 26].
A funcdo Gama, I'(x), foi descoberta por Euler por volta de 1729
(veja [3]) no estudo do problema de estender o dominio da fungao
fatorial.
Para encontrar a generalizacao do fatorial de Euler, suponhamos
x> 0 e n > 0 numeros inteiros. Consideremos o nimero

() = 1, sen =0,
"l ala+1)(a+2)---(a+n—1), sen >0,

conhecido por fatorial deslocado ou fatorial generalizado ou, ainda,
simbolo de Pochhammer, onde a pode ser um niimero real ou complexo.
Podemos, entdo, escrever (veja Exercicio 1.4)

(x+n)!

rl= "7
(x+1),

Mas,
(x+n)!=1)2)---(n—=1n)(n+1)---(n+x)=nl(n+1),

e, assim,
p_nln+1), nn®  (n+1),
x! = = )
(r+1), (x+1), n*
1)a .
Como lim M = 1, podemos concluir que
n—00 nx
n!n®
'= lim —. 1.2.1
e @ ), (12.1)

Observe que, se x é um numero complexo, mas diferente de um
inteiro negativo, entao o limite (1.2.1) existe e o chamamos de

nln®

Nz+1) = lim ————,
parar € Cex # —1,-2,....
Note que, se z é inteiro positivo, entdo I'(x +1) =zl e T'(1) = 1.
Assim, obtemos uma definigao para a fungao Gama.



22 Pré-requisitos

Definicao 1.10. A funcao Gama pode ser definida, para x € C e
x#—1,-2,..., como

nln*1

I'(z) =1
(z) = Jim, (@)
onde (), =z(x+1)(z+2)---(x +n—1).
Da definicao acima, podemos mostrar a seguinte propriedade.

Propriedade 1.1. T'(z + 1) = z2['(x).

Demonstragao:
lpyz—1
zl'(x) = « lim nn
n—oo  (T)p
+ lim nin®1 (r+n)n
= i
n—oo x(x+ 1)(x4+2) - (x+n—1)(x+n)n
I n!n® (x+n)
= lim
nsoo (x+1)(z+2)---(z4+n—1)(x+n) n
nln®
e, ety

Enunciaremos, agora, uma propriedade da funcao Gama que também
pode ser utilizada como sua definicao.

Propriedade 1.2. A funcio Gama também pode ser dada como a
integral de Fuler de sequnda espécie

[(x) = / e~ dt, (1.2.2)
0

para v € C e Re(z) > 0.

A partir da definicao anterior, podemos demonstrar a seguinte im-
portante propriedade.

Propriedade 1.3. T’ (%) = /7.
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1
Demonstracao: Aplicando (1.2.2) em I' (5) e a mudangca de variaveis

t = 22, obtemos

1 o0 1 o *
r <_> = / e_tt_2dt:/ e_zzz_l2zdz:2/ e dz
2 0 0 0
= 2 {/ e dz / e‘dey}
0 0
00 oo %
= 2 {/ / e_(z2+yz)dzdy} :
o Jo

Resolvendo a ultima integral dupla por meio de coordenadas polares
(2 = rcos(f) e y = rsen(f)) e, em seguida, fazendo 7? = u, obtemos

F(l) 2 /2/ e rdrdd Y =2 /2/ e_“d—udﬁ
2 0 0 0 0 2

1 % —u o) 2 1 % %
2{5/0 (—e O)de} _2{5/0 d@} — /7

[ |

Outras interessantes propriedades da funcao Gama serao enuncia-

das a seguir e as demonstracoes podem ser encontradas nas referéncias
citadas no inicio da sessao.

[N

Propriedade 1.4 (Férmula de reflexdo de Euler).

F(z)I(1—2) = sen(ma)’ 0 < Re(x) < 1.
) 1 1 s 1
Propriedade 1.5. T’ (5 + x) r (5 — x) = os(nz)’ com — 5 <
1

1
Propriedade 1.6. I'(z)l (5 + :)3) = 2;12“21'), comz € Z*.
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A seguir, daremos a definicao e algumas propriedades da funcao
Beta que serao importantes no contexto deste livro.

Definigao 1.11. A funcao Beta é definida, para x,y € C, Re(z) > 0
e Re(y) > 0, por

Bla,y) = /0 L e, (1.2.3)

conhecida como integral de Fuler de primeira espécie.

Propriedade 1.7. A funcdo Beta também pode ser dada pela sequinte

integral:
o tx—l
B = ———dt
(,’L’u y) /(; (1 + t)x+y )

para x,y € C, Re(x) >0 e Re(y) > 0.
4 T em (1.2.3), obtemos

1 0 z—1 U y—1 du
1 — ) = 4 1—
/0 ( ) /0 (u—l—l) ( u—l—l) (14 u)?
[e’¢) ux—l
- /0 (1 + w)rLrv—1+2 du
1

o0 u{[—
= S —
/0 1+ u)yer ™

Demonstracao: Substituindo ¢ por

Teorema 1.2. A funcdo Beta pode ser escrita, em termos da funcao
Gama, da sequinte forma

L(2)C(y)

Ble.y) = Iz +y)

Demonstracao: A maneira classica de se mostrar este resultado é
utilizando a relagao (1.2.2) como definicao da fungao I'(z) e mostrar
que I'(z)['(y) = I'(z + y) B(z, y) como faremos a seguir.
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Usando a equacao (1.2.2) em I'(z)I'(y), temos

L(x)'(y) = /0 e_“ux_ldu/O eV d

= / / e~ Wty =1yv =1 qudu.
o Jo

Fazendo u = t? e v = 2% na tltima integral acima, obtemos

/OO /OO 6—(u+v)ux—1vy—ldudv —4 /OO /OO e_(t2+22)t2x_122y_1dtd2’.
0 0 0 0

Para resolver a tultima integral dupla, usamos coordenadas polares
(t = rcosh e z = rsend) e, em seguida, mudanca de varidveis. Com
isso, obtemos o resultado desejado. [ ]

Notacao: Para x > 0 e y > 0, vamos utilizar, em varias oportunida-
des deste texto, a notacao

(x) _ [(x+1)
Y Fy+ )z —y+1)

Para n inteiro e x > 0, vamos também usar a notacao
r\ _ I(z+1)
n) nll@-n+1)

1.3 Interpolacao Polinomial

Nesta secao vamos considerar o problema de aproximar fungoes por
uma classe de fungoes mais simples. Ha duas razoes principais para se
fazer uso da aproximagao de funcoes. Uma é substituir fungoes com-
plicadas por um conjunto de fun¢ées mais simples de modo que pos-
samos realizar operacoes, tais como diferenciacao e integragao, mais
facilmente. A outra e a mais importante é na interpolacao de tabelas,
isto é, quando conhecemos a funcao em um conjunto de pontos e de-
sejamos avalid-la em um outro ponto fora desse conjunto. As funcoes
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mais usadas para interpolacao sao as polinomiais, as trigonométricas,
as exponenciais e as racionais. Usaremos, aqui, as polinomiais que
sao as mais adequadas aos nossos propositos. Referimo-nos aos textos
[5, 7, 8, 24] para maiores detalhes sobre este assunto.

Sejam Ty, 0, Tn1,---, Tnn, N+ 1 pontos de um intervalo [a, b] C R.

Definicao 1.12. Chamamos de Matriz de Vandermonde a matriz da
forma

2 n
1 zpp0 :17370 cee Xpo
n
1 :I/,nql xn,l e .’L’n’l
V(SL’n,o, Tpdy--- 7xn,n> = . . . . . s n > 1.
2 n
I o xh, o 2,
Denotemos por V(Z, 0, ZTpn1,- -, Tny) 0 determinante da matriz de
Vandermonde V(. 0, Tn1, - -+ Tnn)-

Um resultado bastante conhecido da Algebra Linear ¢é o seguinte

Teorema 1.3. O determinante de Vandermonde V (0, Tp1, - -, Tnn)
satisfaz
n n i—1
V(xn,Oa R 7xn,n) = (xn,i — Tp, ) = (xn,i — Tn, )
j j
i=1 i=1 [ j=0
0<j<i

Demonstracao: Consideremos o determinante de Vandermonde

2 n—1 n
1 SL’n’O xn’o o e xn’o xn70
2 n—1 n
1z, Tpy -0 Tpy Ty
V(xn,(b R xn,n) = .
2 n—1 n
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e a funcao
V(LU) = V(an,o, ce oy Tpn—1, .CL’)
2 n—1 n
1 .Z'nl’() xn’o “ e xn’ol xn’o
2 n—
1z Tpy .. T xn

» mn—1 In,n—l In,n—l
1 =z 2 ! "

Observe que V(x) é um polinémio de grau menor ou igual a n.
Se substituirmos x por z,o, a primeira e a ultima linhas tornam-
se iguais. Logo, V(z,0) = 0. Isto se verifica igualmente para os
pontos p 1, Tp2, ... Tnn-1- Portanto, Tn,05 Tn,1s Tn2y - - -5 Typ—1 SAO AS
n raizes de V(z). Dai, podemos escrever

V(xn,Oa s 7xn,n—17 .CL’) = an,n(x - xn,O)(x - xn,l) cee (LU - xn,n—1)7

onde a,, € o coeficiente do termo de maior grau z". Se desen-
volvermos o determinante V(z) pela tltima linha, observamos que
anpn = V(Tno, ..., Tnn1). Entao,

V(Im(], e 7xn,n—17 LE‘) = V(an,o, e 7xn,n—1)(x — ITMO) e (SL’ — xn,n—l)-
Fazendo = = x,,, e denotando V(z,,...,%nn_1,Tnn) POr V, ob-
temos
\7 = V(In,Oa ... axn,n—l)(zn,n - In,O)(In,n - In,l) ... (xn,n - xn,n—l)
= V(xn,(]v cee 7xn,n—2>(xn,n—1 - xn,O) cee (xn,n—l - xn,n—2)

X (xn,n - xn,O)(xn,n - xn,l) cee (In,n - xn,n—l)

V(xn,(]v xn,l)(xn,2 - xn,O)(an - xn,l)
X (xn,n—l - In,O)(xn,n—l - xn,l) e (In,n—l - xn,n—2)
X (xn,n - xn,O)(xn,n - xn,l) s (xn,n - xn,n—l)-

Como V(Zp0,Tn1) = Tni — Tnyo, €Nta0

n
V(Zno, - s Tnn1,Tnn) = H (T i—Tn ;).
1=1

0<j<i



28 Pré-requisitos

Como consequéncia, obtemos que, se x,; # T, ; para ¢ # j, entao
V(Im(], c oy Tnn—1, xn,n) % 0.

Estamos agora em condigoes de definir Polinomio de Interpolagao
de uma fung¢ao e demonstrarmos alguns resultados importantes sobre
esse assunto.

Sejam, entao, Tn0, Tni, -, Tnn, 7 + 1 pontos distintos de um
intervalo [a,b] C R. Seja f(x) definida em [a, b] com valores reais tais
que

Yni = f(xns), 1=0,1,...,n.

Definigao 1.13. Chama-se polinémio de interpolagao de f(x) sobre
0s n + 1 pontos distintos xp 0, Tn1, ..., Tnn, 0 polindmio de grau no
maximo n, P,(x), que coincide com f(x) nos n+ 1 pontos dados, isto
€,

ym:Pn(:Bm), i:(),l,...,n.

Mas, a interpolacao polinomial como definida acima é tnica? O
teorema a seguir responde a essa questao.

Teorema 1.4. O polinémio de interpolagio de f(x) sobre os n + 1
pontos distintos x,;, 1 =0,1,...,n, existe e € unico.

Demonstracao: Seja P, (z) = ap 0+ an12+. ..+ ap,2™ o polinomio de

interpolagdo de f(z) sobre os n+1 pontos distintos x, ;, ¢ = 0,1,...,n.
Assim,
Pn(xnﬂ) = Qpo + Qp,1Tn,0 + ...+ an,nxz,o = Unyo
Pn(In,l) = Qapo + (p,1Tn,1 + ...+ a'n,nxz,l = Yna
Pn(xn,n) = Qapo + Up1Tnn + ...+ a'n,nxz,n = Ynn

ou, na forma matricial Ax = b,

2 n

1 Tn,0 xn,O e xn,O Qn,0 Yn,0
2 n

1z Tpg o Tpa Ap1 Yn
1 2 n

Tnn xn,n e xn,n Gn,n Yn,n
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Mas, o determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero
(pois zy,; # xp j, © # j). Logo, existe uma tnica solugao x = (a0, an1,
..y Qn,)! para o sistema linear Ax = b.

Como a,;, ¢ = 0,1,...,n, sdo os coeficientes do polindémio P, (z)
de grau < n e que satisfaz P,(2,;) = yni, ¢ =0,1,...,n, demonstra-
mos que o polinémio de interpolacao de f(z) sobre x, 0, Tp1s - - Tnn
existe e é tnico. [ |

Vamos, agora, examinar a precisao com que o polinémio de inter-
polagao aproxima a funcao f. Para isso, precisaremos do resultado a
seguir, conhecido como Teorema de Rolle, cuja demonstragao omitire-
mos, mas pode ser encontrada, por exemplo, em [4].

Teorema 1.5 (Teorema de Rolle). Seja f uma func¢ao continua em
[a,b] e diferencidvel em (a,b). Se f(a) = f(b) = 0, entdo existe pelo
menos um ponto & € (a,b) tal que f'(§) = 0.

Teorema 1.6. Seja f : [a,b] — R continua com derivadas continuas
até a ordem n+ 1 (f € C"a,b]). Sejam z € [a,b] e P,(y) o po-
lindmio de interpolagao de f(y) sobre os n+1 pontos distintos de [a, b],
Tp0;s Tnls- - - Tnn. ENtao, o erro na interpolagdao é dado por

Ro(e) = @)~ Pale) = 0 fU(E), a<fo<h, (13)

(n+1)

onde m(x) = (r — Tno)(® — Tp1) ... (T — Tppn) € chamado polinémio
dos nos.

Demonstracao: Seja P, (%) = ay0+ @p1z + ...+ @y 2" € observe que

m(z,;) =0, 1=0,1,...,n. (1.3.2)
i) Seja & = x4, 1 =0,1,...,n. Pela Defini¢ao 1.13,
Ry(zn;) = f(zp;) — Pu(z,:) =0, i=0,1,...,n. (1.3.3)
Como 7(x,;) = 0, entdo para = z,,; a equagao (1.3.1) é valida.
ii) Consideremos, agora, x # x,;, i = 0,1,...,n. Seja

fx) = Po(x)

ﬂwzﬂm—am—( @)

)W(y) € C"a,b]. (1.3.4)
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Assim, fazendo y = z,,;, 7 = 0, 1, ..., n, na equagao anterior, por (1.3.2)
e (1.3.3) obtemos

N~ fl ) — (L&) = Pal2) NP
Fng) = f(ns) — Palrns) ( ! ) r(ng) =0, i=0,1,....n
Substituindo y por z em (1.3.4), temos
B f(z) — Pa(x) _
Fo) = ) - o) - (ZO 5 ) o) =0
Entao, F(y) tem pelo menos n+ 2 rafzes em [a,b] : &, Ty, ..., Typ, OU

seja, hd n+ 2 pontos onde F'(y) assume o mesmo valor. Pelo Teorema
de Rolle , F'(y) tem pelo menos n + 1 zeros em (a,b), ..., F™+(y)
tem pelo menos 1 zero em (a, b).

Seja &, um zero de F"*+Y(y) em (a,b). Logo, F"*V(¢,) = 0. Mas,

FO(y) = o) — (L2
0= (e - (M) .
Portanto,
) = Palo) = T (),

Observe que nao é possivel avaliar o tamanho do erro f — P, se
conhecermos apenas os valores de f em z,;, ¢ =0,...,n.

1.3.1 Férmula de Lagrange para o Polin6mio de Interpolacao

Sejam T, 0, Ty 1, - - -, Tnn, 1+ 1 pontos distintos em [a,b] C R e P,(x)
o polinomio de interpolacao de f(z) sobre z,,, ¢ =0,1,...,n. Vamos
escrever P,(z) como a seguinte combinacao linear

Po(z) = f(2n,0)ln0(®) + f(2n1)ln1(2) + ... 4 f(@nn)lnn(2)
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onde I, x(x) sdo polindmios de grau n.
Para que P,(z,;) = f(2,,;) tomemos I, x(x) tais que

ln,k(xn,k) = 1, k= 0, 1, oo,
lng(xn:) =0, 4,k=0,1,...,n, i #k.

Entao, os polinémios /,, x(x) tém n raizes distintas que sao z,, . . .,
T k—1, Tnkt1s - - -5 Tnp- LOZO,

lng(x) = k(v — Tpo) o (T — Tpp—1)(T — Tpgt1) - (T — Tpn).

Como l, k(z,) = 1, entao

1

(In,k - In,O) s (xn,k - In,k—l)(zn,k - In,k-{—l) cee (xn,k - xn,n) ‘

Cr. —

Portanto, para k= 0,1,...,n,

(1) = == : (1.3.5)

H (In,k - In,i)

i=0, i£k

que sao conhecidos como polinomios fundamentais de Lagrange.
O polinémio de interpolagao de f(x) pode, entao, ser escrito como

Pu(z) = Z f(xn,k)ln,k(x>

com l,x(z), k = 0,1,...,n, dados por (1.3.5) e é conhecido como
Polinomio de Interpolagcao de Lagrange.

Os polinémios I, x(z), k = 0,1,...,n, dados em (1.3.5), podem ser
escritos como

Ine() = ) (1.3.6)

onde 7(z) = (x — Tpo)(® —xp1) ... (¢ — 2pn) (veja Exercicio 1.12).
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1.3.2 Polinémio de Interpolacao de Hermite

Nessa outra forma de interpolacao, conhecida como Interpolagao de
Hermite, nao s6 o polinémio interpolador coincide com a fungao, mas
a derivada do polinomio coincide com a derivada da fungao nos pontos
dados.

Para defini-la, consideremos x,, 0, Zp 1, . .., Znn 1+ 1 pontos distin-
tos de um intervalo [a,b] C R. Sejam f(z) e f'(z) definidas em [a, b]
com valores reais, tais que

Uni = f(xnz)u

1=0,1,...,n.
Yni = ['(Tni),

Definicao 1.14. Chama-se polinomio de interpolacdo de Hermite de
f(z) sobre os n+ 1 pontos xp 0, Tniy- -, Tpn, 0 polinémio de grau no
mdzimo 2n + 1, Hapi1(2), que coincide com f(z), e cuja derivada
coincide com f'(x), nos n+ 1 pontos dados, isto €,

%Zn-l—l (In,z) = Yn,i = f(xn,i)a

Hl2n+1($n,i) = y;,i = f/(xn,i)a

Como no caso anterior, a definicao acima garante que existe um
tnico polinomio de interpolacao de Hermite para a funcao f, como
demonstra o resultado a seguir.

1=0,1,...,n.

Teorema 1.7. Nas condi¢coes acima, o polinomio de interpolacao de
Hermite Hopy1 () existe e é dnico.

Demonstracao: Considerando

o 2n+1 2n
Hont1(2) = aoni1,20+1 + A2p41,20, T + L F A2p411T + A2pg1 0

€ como

H2n+1($n,i) = Yni = f(l’m)a

Honi1(Tni) = Yni = F'(Tni),
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obtemos um sistema de equacoes lineares com 2n+ 2 equagoes e 2n+ 2
incégnitas, que pode ser escrito na forma matricial Ax = b por:

z2or! R R | a2n41,2n+1 f(@n0)
A2n+1,2n

%nvj_l ‘ngr,Ln s Tpp 1 : f(@nn)

2n+1)a2y 2maly' ... 10 : I (zn0)
a2n+1,1

(2n+41)z2% 2nz2t ... 1 0 (2ns1.0 I (Tnn)

Se considerarmos o sistema homogéneo Ax = 0, entao
Hont1(no) =0, Hont1(Tn1) =0,.. ., Hon1 () =0
e, também,
H oni1(no) =0, H ony1(xn1) =0,..., H'opr1(Tnn) = 0.

Assim, temos que todos os z,,;, k= 0,1,...,n, sao raizes de mul-
tiplicidade 2 de Ha,11(x), 0 que implica que Ha,p1(x) tem pelo me-
nos 2n + 2 raizes, o que seria um absurdo (pois Ha,i1(x) tem grau
2n + 1), a menos que Ho,i1(z) seja identicamente nulo, ou seja,

A2n+12n+1 = A2n4+12n = - = A2p41,1 = A2pn41,0 = 0. Logo, x = 0 ¢
a unica solugao de Ax = 0. Isto significa que detA # 0 e o sistema
Ax = b tem unica solucao. Portanto, Hs, 1 existe e é tnico. [

Expressemos, agora, Ha,11(x) da forma a seguir.

%2n+1 Zhnk ynk_l'zhnk ynka
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onde h,, 1(7) e h,x(7) sdo polinomios de graus 2n + 1.
Para que Hapt1(zn:) = f(2n,), consideremos

hpi(zng) = 1, sek =1,
) = 0, sek#i, (1.3.7)
n, (xn7z> - 0, V 7;, k,
(

e, para que H'ypi1 () = f'(2,,), tomemos

) = 1, se k=i,
Le(Tni) = 0, se k#1, (1.3.8)
;L,k‘(xn,i) = 07 v 7;7 k

Usando as equagoes (1.3.7) e (1.3.8) e procedendo de forma andloga
a que foi feita para a determinagao dos Polinomios de Interpolagao de
Lagrange, obtemos a seguinte expressao para os Polinomios de In-
terpolacao de Hermite em termos dos Polinomios Fundamentais de
Lagrange:

Hopi1(x) = Z P e ()Y o + Z hon o ()Y 1 (1.3.9)
onde
hop() = [ap(@)*[1 =20, (20 p) (@ — 0 1)),
hog(x) = [lnk(z)]Q(:B — Ty k)-

Analisemos, agora, a precisao com que a interpolacao de Hermite
aproxima a funcao f. Note que também aqui precisamos saber a ex-
pressao analitica da funcao.

Teorema 1.8. Sejam x € R, 2,0, Tn1,...,%n, n+1 pontos distintos
ea,b] C R tal que a=min{z, Tp0,. .., Tnn} € b=maz{T, Tpo,. .., Tnn}-
Se f : [a,b] = R € continua com derivadas continuas até a ordem
2n +2 (f € C?"2[a,b]) e se Hany1(x) € 0 polindmio de interpolagao
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de Hermite de f(x) sobre os n+1 pontos distintos x,;, 1 =0,1,...,n,
entao, para x € (a,b),

w2 (x
Rarea(2) = £(0) = Hanna(0) = G g P26, 0 <6<
(1.3.10)
onde 7(z) = (r — Tpo)(® — Xp1) ... (T — Tpy).
Demonstragao: i) Para o = x,,;, 1 =0,1,...,n temos,
R2n+1($n,i) = f(xnz> - H2n+1(In,i)-
Como Hony1(Tn,i) = Yni = f(Tn,i), entdo Ropy1(Tni) = 0.
Por outro lado, m(x,;) = 0, ¢« = 0,1...,n. Assim, a equacdo
(1.3.10) é verdadeira quando = é um dos pontos x,, ;.
ii) Seja © # w4, i =0, 1,...,n. Tomemos
) — Hopi1(x
F) = F0) = Hanna(y) - (“> st} )
()
= f(y) = Hana(y) — Kom(y), (1.3.11)
onde K, = (f( H2n+l . Observe que F(y) € C*""2[a, b].

Substituindo y por 93 em (1.3.11), obtemos
F(ZL’) = f(!lﬁ') - H2n+1(z) - Kxﬂz(x)
= (o) = Hapnate) = (LDl ) o

()

Logo, = é uma raiz de F(y).
Se Y = Tny, entao F(zn,z) = f(xn,z) _H2n+1(xn,i) - Kxﬂj(l'n,i) =0,

1 =0,1,...,n. Logo, Ty 0, Tn1,...,Tny sao também raizes distintas de
F(y). F(y) tem, entdo, pelo menos n + 2 raizes distintas em [a, b] :
T, Tn o, Tnds - - -5 T, OU SEja, em pelo menos n+2 pontos F(y) assume

0 mesmo valor.
Pelo Teorema de Rolle, F'(y) tem pelos menos n+1 raizes distintas
m (a,b) : Yo, Y1, -, Yn, €Ntre 08 pONtos &, Tp o, Tn1,- - - Tnn-
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Além disso, derivando (1.3.11), obtemos

F'(y) = f'(y) = Hypsa (y) = Ka2m(y)m'(y).
Mas, F'(2n;) = f'(2n;) — Hopor (Tn;) — K27 (2 )7 (2,;) = 0. Logo,

Tni, @ = 0,1,...,n, sdo raizes distintas de F'(y), que tem, portanto,
pelo menos 2n + 2 raizes distintas em (a, b).
Aplicando novamente o Teorema de Rolle para a 22 ,a32 , ..., a

2n+2) (

(2n + 2)-ésima derivadas, concluimos que F( y) tem pelo menos

1 raiz em (a,b). Mas,

PO () = o) - ) - (H0 ) o,

Seja &, um zero de F"#2)(y) em (a,b), isto é, F@+2(¢,) = 0.
Assim,

0 — f(2n+2)(€x) . (f(l’> - H2n+1($)) (2n + 2)| ]

w2 ()
Logo,
F(@) ~ Haren (@) = T i (e )
* (2n +2)!
como queriamos demonstrar. [ ]

1.4 Foérmulas de Quadratura Interpolatorias

Uma das importantes aplicacoes de Polindmio Interpolador é na cons-
trugao de Férmulas de Quadratura, como veremos a seguir. Para os
que desejarem fazer um estudo mais aprofundado sobre este assunto,
recomendamos os textos [2, 9, 10, 20, 24, 29].

Seja

1) = [ flayda,
onde (a,b) C R.
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Formulas do tipo

1) = [ el =Y Wafea) + D), (141

utilizadas para aproximar o valor numérico da integral I, sao chamadas
féormulas de quadratura. Para & = 0,1,...,n, os valores W, ; sao
chamados pesos e x,, sao os nés da férmula de quadratura.
Para construi-las, vamos dividir o intervalo (a, b) em n subintervalos
a < Tpo < Ty < ... < Tppo1 < Tpy, < b e entao, construir o
polinomio de interpolacdo de f(z) sobre z,;, ¢ =0,1,...,n. Logo,
b b b
Jm:/f@mzfa@m+/&mm;
a a a
Usando a férmula de Lagrange para construir o polinomio interpo-
lador, obtemos

= S [ M a] sta + [ R

k=0

Portanto,

](f) = In(f) + En(f) = Z Wn,kf(xn,k) + En(f)? (142)

k=0
onde
1 b
Wi = — / ™) e k=0.1.....n (1.4.3)
ﬂ-(xn,k) a (x_xn,k>
(§]
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Defini¢ao 1.15. Formulas de quadratura do tipo (1.4.2) cujos pesos
sao dados por (1.4.3) sao chamadas Fomulas de Quadratura Interpo-
latorias.

Definicao 1.16. Dizemos que uma regra de quadratura tem grau de
precisio n, se E,(f) = 0 para todo polinomio f(x) € P, e existe um
polinémio de graun+ 1, f(x), para o qual E,(f) # 0.

Teorema 1.9. A formula de quadratura (1.4.2) € interpolatdria se, e
somente se, E,(f) = 0 para todo f(x) € P, (ou seja, é exata para
todo polinémio de grau menor ou igual a n).

Demonstracao:

(=) Seja f(x) € P,. Logo, f™*)(x) =0 e, por (1.4.4), E,(f) = 0.
(<) Seja E,(f) = Opara f(x) € P, na férmula de quadratura (1.4.2).
Usando a férmula de Lagrange para representar f, encontramos que

/ab flayde = /Z = T () e
> (7o [ ) S

k=0

Comparando a equagao acima com (1.4.2), vemos que os pesos W, 1
sao dados por (1.4.3). Logo, (1.4.2) é interpolatoria. u

O teorema a seguir nos da a precisao com que a férmula de qua-
dratura aproxima a integral exata de uma funcao, ou seja, nos da uma
expressao para o erro E,(f).

Teorema 1.10 (Teorema Geral do Erro). Seja f(x) € C"™2[a,b].
Entao, para n,6 € [Tn0, Tnnl,

(n+1) b
jEnTl()n')/ m(x)dx, n impar,

(n+2) B b
JEnTQ()')/ xm(x)dx, n par.

En(f) =
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Demonstragao: (para demonstracao ver Krylov [20]).

A partir da aproximacao de uma fungao por seu polinémio de in-
terpolacao podemos obter particulares férmulas de quadratura, como
veremos a seguir.

1.4.1 Férmulas Fechadas de Newton-Cotes

Seja [a,b] C R tal que —o00 < a < b < oo. Suponhamos que os
pontos a = Tpo < Ty < ... < Tpp_1 < Tn, = b sejam igualmente
espagados, isto é,

Toiti — g =h>0, i=01,...n—1.

Consideremos a seguinte mudanca de varidveis z = x,, o + uh. Por-
tanto, dxr = hdu e, na férmula de quadratura

= > Wk f (@ns) + En(f), (1.4.5)

k=0

os pesos sao dados por

Lmkzh/fﬂﬁﬁ———dw k=0,1,...,n (1.4.6)
0

i=0, ik

Logo, o Teorema do Erro 1.9 pode ser formulado como a seguir, cuja
demonstragao também pode ser encontrada em Krylov [20].

Teorema 1.11. Seja f € C"2[a,b]. Entao,

( hn+2f n+1

CE] /0 1_[0(u — k)du, n impar,

En(f) = e (1.4.7)
hn+3f n+2 n n n n
“hrol /0 (u - 5) H(u — k), n par,

k=0

\
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em que £, € (a,b).

As conhecidas Regras do Trapézio, 1/3 de Simpson e 3/8 de Simp-
son sao casos particulares das Férmulas de Quadratura de Newton-
Cotes, obtidas fazendo-se, respectivamente, n =1, n =2 en =3 em
(1.4.5) e (1.4.6).

Como exemplo, daremos apenas a

Regra do Trapézio: tomandon =1em (1.4.5) ¢ (1.4.6), obtemos

h

Wig=Wi1= 3
Assim,

100) = [ fa)is = 5@ + 10 + E( )

De (1.4.7), obtemos

Como nao conhecemos &, ndo podemos calcular exatamente E(f).
Mas, conhecidos f(z) e [a,b], podemos calcular m[a%] | (x)]. Assim,
z€|a,

h3 "
E < — max t)].
()] < 5 max | (2)
Regra do Trapézio Composta: a fim de diminuirmos o erro na
Regra do Trapézio, vamos dividir o intervalo [a, b] em m subintervalos
iguais de comprimento h, @ = Ty < Tm1 < ... < Tym—1 < Trym =
b.

Como

1= [ =S [ s

m,k



Integral de Riemann-Stieltjes 41

aproximando-se cada uma dessas integrais pela Regra do Trapézio,
obtemos

1) = 2 | Fa0) + 23 Faa) + Fa) | + E(F).

com
3

mh
<— 1/ .
B < "o max |£(0)

Os casos n = 2 e n = 3 deixamos como exercicio para o leitor.

1.5 Integral de Riemann-Stieltjes

Nesta secao abordaremos superficialmente o conceito de Integral de
Stieltjes pois nos referiremos a ela mais adiante neste livro. Para mais
detalhes, consulte [4].

1.5.1 Integral de Riemann

Seja [a,b] um intervalo finito e seja f uma fungao real, limitada, de-
finida em [a,b]. Uma sequéncia de nimeros reais 7, k = 0,1,...,m,
onde

a=Tg< T <Ta< -+ <Tpym=>

¢ chamada de partigao de [a,b] e serd denotada por A. A norma da
particao A é definida por

I|Al| = max |7 — Tk_1].
1<k<m

Para cada particao A de [a, b] consideremos
M, =sup f(1) para 71 <7 <7,

my, = inf f(7) para 7 <7 <7,

UAf) = Myme—7ie1) e uld, f) =) my(n — mm).
k=1 k=1
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Se

lim U(A, f)= lim A fy=1,
||A1H—>0 (8. 1) HA1||—>0 wa f)

entao dizemos que f ¢é integravel em [a, b] no sentido de Riemann e [
é o valor da integral de f no intervalo [a, b] e denota-se

/a Ky =1,

1.5.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Consideremos, agora, [a,b] um intervalo finito, ¥ uma funcao real,
nao decrescente, definida em [a,b], f uma fungao definida em [a, b] e
A uma partigao de [a, b].

Definimos o conjunto C da particao A como o conjunto de pontos
7, que satisfazem

o1 <7 <71y K=1,2,...,m.

Dados uma particdo A de [a,b] e um conjunto C de A, definimos a
soma

S(A,€) =Y FE)lw(m) — (7).

k=1

Se existe um numero S tal que para qualquer € > 0, existe § =

d(e) > 0 tal que, para toda partigao A, com |[|A]| < 4, e para toda
escolha de C,

[S(A,C) = S| <¢

entao S é chamado de integral de Riemann-Stieltjes (ou simplesmente
integral de Stieltjes) de f com respeito a 1 no intervalo [a,b] e é,
geralmente, denotada por

[ e

Em outras palavras, se

lim S(A,C)
l|Af[—0
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existe, entao este limite é chamado de integral de Stieltjes de f com
respeito a ¢ em |[a, b].

Alguns exemplos de integrais de Riemann-Stieltjes:

1) Se (1) = 7, ou, de forma mais geral, 1)(7) = 7 + K, para alguma
constante k, a integral de Riemann-Stieltjes é idéntica a integral de
Riemann no intervalo [a, b].

2) Seja 1 continua e derivavel em [a, b]. Entao, pelo Teorema do Valor
Médio,

V(1) — Y(Th-1) = ID/(TJ:)(Tk — Th-1),
onde 77 é um ponto em (7,_1,7x). Se f é continua em [a,b], pela
definicao de integral de Riemann temos

[ soan) = [ sowsar

Lembremos que o Teorema do Valor Médio pode ser enunciado como
a seguir (veja [4] para mais detalhes).

Teorema 1.12 (Teorema do Valor Médio). Seja f uma fun¢ao continua
em um intervalo [a,b] e derivdvel em (a,b). Entao, existe um ponto
¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f(E)(b—a).

3) Um caso bem interessante de integral de Stieltjes é encontrado se
1 é uma fungao escada com saltos nos pontos &1, &, ...&,, dada por

0, a<T1<&,
1, & <1 <&,
Y(T) = T+ o, E <7< &3,

7T1+7T2+"'+7rn> €n<7§b>

onde 7y, mo, ...T, sa0 numeros positivos arbitrarios. Somente os inter-
valos [Tx_1,7T¢) que contém um ponto de salto podem contribuir na
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soma S(A,C). Para ||A|] < min(§ — &k—1), a soma fica reduzida a

> F(Em,
k=1

onde |& —&| < ||Al]. Se f for continua, temos f(&;) — f(&) quando
[|A]] = 0 e, assim,

/f@) ka

As propriedades da integral de Stieltjes sao bastante andlogas as
propriedades da integral de Riemann, pode-se provar que (veja [18,
27)):

1)

b
/dwﬂ:w@—wmy

/f Ydab (T /f )b (T /f )dib(7), onde a < ¢ < b.

3) Para qualquer ntiimero complexo e,

[ ermasen = [ s
[m<ﬂa /ﬁdw /ﬁdw

5) Se fi(7) e fao(7) s@o fungoes reais em [a,b], e fi(7) < fa(T) para
a < 1 < b, entao, se 1) é nao decrescente, temos

/ﬁdw /hdw

4)
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e, ainda,

[ 1| < [ 1elasn,

1.5.3 Distribuigoes

Definicao 1.17. Seja v uma funcao real, nao-decrescente, definida
em [a,b]. Um ponto £ € |a,b] é chamado de ponto de aumento de 1)
se p(E+€) —Y(E—€) >0, para todo € > 0. & € um ponto de aumento
isolado de v se ele for um ponto de aumento e se existir € > 0 tal que
Y € constante nos intervalos (£ —¢€,€) e (£, +€).

Definicao 1.18. Seja v uma funcdo definida , nao-decrescente, limi-
tada e com infinitos pontos de aumento em um itervalo [a,b], —oo <
a < b < o0, tal que as integrais de Stieltjes

b
,uk:/ ™dy(r), para k=0,1,2,..

existem. Entao, dizemos que ¢ é uma distribui¢ao (ou medida posi-
tiva) em [a,b].

Se
b
I = / *dy(r), para k=..,-2,-1,0,1,2, ...
existem, entdo dizemos que ¢ é uma distribuigao forte em [a, b].

Os valores p; sao chamados de momentos da distribuicao ¢. Se
di (1) é interpretada como uma distribuicdo de massa sobre a reta
real positiva, entao os momentos p; e ps correspondem, respectiva-
mente, aos primeiro e segundo momentos da distribuicao de massa.
Essa nomenclatura tem sua origem na Mecanica.

O numero infinito de pontos de aumento na Definicao 1.18 garante
que

[ ey >0
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para qualquer func¢ao continua e nao identicamente nula em |a, b].

Quando [a,b] € (0,00) entao 1 é chamada de distribuigao de Sti-
eltjes . Veja [6, 30] para mais detalhes.

1.6 Exercicios

Sessao 1.1
Exercicio 1.1. Verifique que o produto escalar definido no Exemplo
1.1 satisfaz as propriedades da Defini¢cao 1.2.

Exercicio 1.2. Considere z,y e w € C", A uma matriz complexa
nxmn e o corpo C. Mostre que {x,y) = x"y satisfaz ds condicdes da
Definicao 1.2, ou seja, € de fato um produto interno.

Exercicio 1.3. Mostre que as propriedades da Defini¢ao 1.2 sao validas
para o produto interno (1.1.1).

Sessao 1.2

Exercicio 1.4. Mostre que

(x+n)!

(x+1),

Exercicio 1.5. Demonstre a Propriedade 1.1 de outra maneira utili-
zando a equagdo (1.2.2) para I'(x 4 1).

z! =

Exercicio 1.6. Demonstre as Propriedades 1.4, 1.5 e 1.6 sobre a
fungao T'(x).

Exercicio 1.7. Demonstre que
i a+n B+n\ [ a+pB+2n
n—k k - n '
k=0
Exercicio 1.8. Mostre que

! _1 na n!
/Ot (=0t = e wrn)
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Sessao 1.3

Exercicio 1.9. Encontre o polindmio de interpola¢ao P(x) que coin-
cide com f(x) = 2" —42°+8x1+23—22+1 nos pontos —2.0, —1.0, 0.0,
1.0, 1.5, 2.0, 2.5 e 3.0.

Exercicio 1.10. Supondo a existéncia de dois polinomios de inter-
polacao para f(x), P,(z) e Q,(z), demonstre que P,(x) = Q,(x).

Exercicio 1.11. Seja f(x) tabelada em n+1 pontos igualmente espa-
cados de h > 0, xg < 11 < -+ < Xy, e tal que |f'(x)] < M para xo <
r < x,. Mostre que o modulo do erro, quando usamos interpolacao

linear entre dois pontos consecutivos quaisquer, ¢ menor ou igual a
1

—MA?.

8

Exercicio 1.12. Mostre que

m(x)

(x — )7 (Xng)’

lmk(l’) =

onde 7(z) = (x — Tpo)(® —Xp1) ... (T — Tpy)

Exercicio 1.13. Seja f(x) continua e com derivadas continuas até

a ordem trés em [—h,h|, h > 0. Sejam g = —h, r1 = 0, 3 = h,
Ms = max |f"(z)] e Pa(x) o polinémio de interpolagio de f(x)
TOSTST2

sobre xg, x1, Ts.
e Obtenha uma estimativa para |f(x) — Pa(x)].

e Obtenha uma aproximagao para o zero de f(x) = senh(x) —2 que
cai no intervalo [1.4,1.6] usando interpola¢ao quadrdtica. Use 10
algarismos significativos.

Exercicio 1.14. Seja f(z) = €™, onde a é uma constante. Mostre
que
A'f(z) = (e — 1)"e™ n=1,2,3,...,

onde A"f(z) = A" f(z+h) — A" f(x), n>1 e A'f(z) = f(z).
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Exercicio 1.15. Seja V(x1, xa, ..., x,) o determinante de Vander-
monde. Mostre que

V(1, 2,3, ..., n) =123 ... (n—1).

Exercicio 1.16. Considere a fun¢ao x(1 —x) e n um nidmero inteiro
positivo. Mostre que:

MZZO_Z) e OSMSE, 0<r<n.
n? n n n? 4

(-2 (- <5
x<x—%) (x_”;1>(x—1)‘§2n1+1.

® Imnax
0<z<1

® Inax

0<z<1
e Se P,(x) € o polinémio de interpolagio de f(x) = e* sobre os
1 2 n—1
n + 1 pontos igualmente espacados 0, —, —, -+, , 1,
. n on n
entao e
041 " = Pulw)l < 27+l (n 4+ 1)!

Exercicio 1.17. Sejam x,, 0, Tp1 < ..., Ty, pontos distintos e l, (z),
k=0,1,...,n, os polinomios fundamentais de Lagrange

m(x)

lni(z) = (x — Tp )T (T p)

onde ©(z) = (T — Tp0)(® — Tna) -+ (¥ — Xpn,). Mostre que:
o Zlnk(x) =1;
k=0
1
hd l;,k(xn,k) = 2

on?ln,j(x):g;k, k=0,1,...,n—1;
j=1
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e para n = 3 e considerando xy,xy € x3 igualmente espacados de
h >0, calcule

Exercicio 1.18. Encontre o polinomio de interpolacao de Hermite,
H(z), que coincide com f(x) = 27 —42° +8x* 4+ 23 — 22+ 1 nos pontos
—2.0 e 1.0.

Sessao 1.4

Exercicio 1.19. Use a Regra do Trapézio e aproxime a drea da figura
formada pelas curvas gi1(x) e ga(x) dadas abaizo e as retas v = 0 e
x =2, com erro menor que 1072

gi(r) = x(z*-1)

go(z) = 1—2a?

Exercicio 1.20. Facan =2 en =3 em (1.4.6) e determine as Regras
1/3 € 3/8 de Simpson. Encontre, também, uma limita¢io para o erro
cometido em ambos 0s casos.

Exercicio 1.21. Determine as Regras 1/3 e 3/8 de Simpson compos-
tas e uma limitacdo para o erro cometido em ambos o0s casos.

Exercicio 1.22. Prove que, na Formula de Quadratura (1.4.1),

i ka =b—a.
k=0

Exercicio 1.23. Uma das maneiras de se obter uma aproximacao para
o logaritmo natural de um inteiro positivo N € calculando a integral

x
calcular In2 com erro menor que 1072,

N
/ — usando quadratura numérica. Use o Regra % de Simpson para
1
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Exercicio 1.24. A integral dupla pode ser obtida da sequinte maneira:
mantendo-se x constante, integra-se aprorimadamente em rela¢ao a y
por alguma regra de quadratura . Em sequida, a integral em relacao a
x € também aproximada por uma regra de quadratura. Sabendo-se que
f(x,y) € tabelada nos pontos

(a,8), (A,b), (a,bJ;B), (A,ﬂ), (a,B),

2

1= / ’ /b " fay)dyda,

usando a regra % de Simpson com rela¢ao a y e a regra do trapézio
com relacdo a x.

aproxrime



Capitulo 2

Polinémios Ortogonais

Entre os polinémios associados a relagao de recorréncia de trés termos
estao os polindomios ortogonais. A teoria de polindomios ortogonais tem
vasta aplicacao em todos os tipos de problemas da Matematica Pura e
Ciéncias Aplicadas. Esses polinomios sao ferramentas essenciais para
a solucao de muitos problemas e vém contribuindo nos estudos relacio-
nados a equagoes diferencias, fracoes continuas, estabilidade numérica,
algoritmos rapidos e super-rapidos, com aplicagoes que abrangem da
Teoria dos Numeros a Teoria da Aproximagao, da Combinatoria a Re-
presentacao de Grupos, da Mecanica Quantica a Fisica Estatistica e
da Teoria de Sistemas ao Processamento de Sinais.

As aplicagoes dos polindmios ortogonais associados as chamadas
medidas classicas, como as de Jacobi, Hermite e Laguerre, tém, par-
ticularmente, papel fundamental em muitos problemas das ciéncias e
das engenharias.

Como referéncia sobre este assunto, sugerimos os textos [1, 6, 13,
28, 30).

2.1 Sequéncia de Polinéomios Ortogonais
Seja di) uma distribui¢ao como na Definigao 1.18. Se dy)(x) = w(z)dz,

entdo w(z) > 0 em (a,b), mas nao identicamente nula, e é chamada
funcao peso.
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Consideraremos, daqui por diante, apenas o caso em que di)(z) =
w(x)dz e o produto escalar definido em Cla, b] por:

(f,9) = / f(@)g(x)w(z)dz. (2.1.1)

Definigao 2.1 (Sequéncia de Polinomios Ortogonais). Dizemos que
a sequéncia de polinomios { P, (x)}>2, é uma sequéncia de polinomios
ortogonais (SPO) com relag¢ao a fungdo peso w(x) no intervalo (a,b)
se
(1)  Pu(z) é de grau exatamente n, n > 0.
0, n #m, (2.1.2)

(i) (P, Py :{ o 40 mm

Note que, neste caso, p, > 0, pois P?(z)w(z) >0 em (a,b).
Podemos escrever o item (i) acima como

b
(P, Pp) = / P, () Py (z)w(x)dz = 0pmpn,

onde 0;; denota o delta de Kronecker.

Definigao 2.2 (Sequéncia de Polinémios Ortonormais). Dizemos que
uma SPO € uma sequéncia de polindmios ortonormais (SPO?*), deno-
tada por {P*(x)}5°,, se p, = 1.

Notagao: Denotaremos os polinomios ortogonais de grau n, P, ()
por

P,(x) = Z Uni®', A # 0.
=0

Uma das maneiras de se construir uma sequéncia de polinomios
ortogonais Py(x), Pi(z), ..., Pj(x), ..., com relacao ao produto interno
(2.1.1) é através do Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Para isso, podemos tomar a base by(z) = 2%, k = 0,1,2,..., e
calcular Py(z), k =0,1,2,..., da seguinte forma:
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e, para k =1,2,3,...,
Pk(l’) = $k -+ ozk,oPo(x) —+ OékJPl(SL’) + -+ Oék7k_1pk_1(l’),

onde
B I T
Qi = <PZ,PZ>’ t=U1,... .
Podemos tomar outras bases {by(x)} desde que cada polinémio
be(x), k=0,1,2,..., seja de grau exatamente k.

2.2 Propriedades Gerais dos Polindmios Ortogo-
nais

Estudaremos, agora, algumas interessantes propriedades dos polinémios
ortogonais.

Teorema 2.1. Se Py(z), Py(x),. .., P,(x) pertencem a uma sequéncia
de polinomios ortogonais, entao eles sao linearmente independentes.

Demonstracao: Sejam cj, j = 0,1,...,m, constantes reais tais que

> ¢Pia) =0.
=0

Logo, para cada polinémio Py(x), 0 < k < m, obtemos

<Zm: chj(x),Pk> = (0, P) =0,

J=0

ou seja,
> ¢ (PP =0. (2.2.1)
=0
Por definigdo, (P;, P;) = 0 para j # k e (P, Py) > 0. Logo, por
(2.2.1),
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Portanto, ¢, =0, k=10,...,m. [ ]

O teorema anterior nos diz que os polindémios ortogonais Py (z), k =
0,1,2,...,m, formam uma base para o espago vetorial dos polinémios
de grau menor ou igual a m, P,,.

No préximo resultado veremos outras formas de se definir uma
SPO.

Teorema 2.2. Sejam { P, (z)}y, uma sequéncia de polinomios e w(x)

uma fung¢ao peso no intervalo (a,b). Entdo, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(a) {P.(z)}22, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo
a fungao peso w(z) em (a,b), ou seja, (Py, Py) = Omnpn, onde
pn # 0.

(b) (Pnym) =0,V7(z) €Pprq, n>1.

0, se0<m<n-—1,

(¢) (z™, P,) =/abmen(:c>w(x>d:c = { pn £ 0, sem =n.

Demonstragao: (a) = (b) Seja m(z) um polinémio de grau < n — 1.
Por definicao, temos

(Po, Pr) = /ab Po(z) Py (z)w(z)de = {

Como {P,(x)}>2, é uma sequéncia de polinémios ortogonais, pelo Te-
orema 2.1, Py, Pi,..., P,_; formam uma base para P,_;.

0, se n #m,
pn#0, sen=m.

n—1
i) Assim, para 7(x) € P,_; podemos escrever m(z) = ZakPk(a:).
k=0

Como, pelo item (a), (P,, Px) = 0 para k # n, entao

(Po,m) = <Pn,2_:akpk(:r)> = Z_:Oék (Pn, Pr) = 0.
k=0 k=0

ii) Suponhamos, agora, 7(z) polinémio de grau exatamente n. Entao,
n

podemos escrever 7(x) = ZakPk(:B), onde «a, # 0. Pelo item (a),
k=0
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(P, P,) =0, k # n. Assim,

(Pn,m) = <Pn,2akPk(:c)>:Zak(Pn,Pk>

= an (P, P)) = app, # 0.

(b) = (¢) i) Por hipétese (P,,7) = 0,V w(x) de grau < n — 1.
Assim, (P,,z™) =0 se m < n.
ii) Consideremos, agora, m = n. Entao, m(x) = 2" € P,,. Logo,

" = Zaij(x), a, #0
=0
e, como (P,, P;) =0, j <n,
(P,,z") Za] (P, P)) = ay, (P,, P,) #0.

(¢) = (a) i) Consideremos m < n (m > n, analogo) e P, (x) =

m
E am,kzk, Apm,m 7 0. Entao, como m < n,
k=0

(P, P,) Zamk<x p)Y

ii) Se m = n, entao

<Pna Pn> = Zan,k <xk’ Pn> (é) Qn,n <l,n’ Pn> = an,nﬁn 7é 0. u
k=0

Corolario 2.1. Sejam {Q, ()}, e {Pu(z)}22, duas sequéncias de
polinémios ortogonais no intervalo (a,b) com relagdo a fung¢do peso
w(z). Entao,

Qj(z) =c;Pi(x), j=0,1,...,

onde c; € uma constante que depende apenas de j.
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Demonstragao: Seja Q;(z) € {Qn(z)}22,. Como FPy(z), Pi(z),...,
P;(z) formam uma base para o espago vetorial dos polinémios de grau
< j, podemos escrever ()j(x) como uma combinagao linear desses
polinémios. Assim,

J
Qi(x) =Y eP(x), (¢ #0).
i=0
Mas, (Q);, ) = 0, para todo polinémio m(x) de grau < j — 1. Logo,

(Qj, Po) = (Qj, P1) = -+ = (Qj, Pj—1) = 0.
Portanto, para k =0,...,5 — 1,

J
0=1(Q;,P) = ¢ (PP =ci(Pi, P,
i=0
pois (P;, P.) = 0 para i # k.
Como (P, Py) > 0, entao ¢, =0, k =0,...,j — 1. Portanto,

Qj(x) = ¢;Pj(z). .

Além disso, podemos obter o valor de ¢; fazendo

. d . _<Q]>P]>
<Qj>Pj>_;Ci<Pian>_cj<Pj’Pj> e %= P P)

Vimos, entao, que, a menos de um fator, a sequéncia de polinomios
ortogonais com relacao a um determinado produto interno, se existir, é
unica. Para mostrarmos que tal sequéncia sempre existe, precisaremos
do conceito de determinante de Hankel.

Definicao 2.3 (Determinantes de Hankel). O determinante definido
por

Ho K1 o Hn
Hio B2 o g

MHn  Hpy1 .- H2n
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¢ chamado determinante de Hankel de ordem n + 1, onde

b
= / z'w(z)dr, r=0,1,2,...,2n,

sao os momentos definidos na Defini¢cdo 1.18.

Teorema 2.3. Se os momentos ju,., v =0,1,...,2n, existem, o deter-
minante de Hankel (2.2.2) é diferente de zero.

Demonstracao: Tomemos o sistema linear homogéneo

Polno +  piGpy  + o+ pplp, = 0
Hino +  pe@n1  + oo+ flppiGp, = 0
HnQn 0 + Hn+1Gn 1 + ...+ HonQp n = 0

que na forma matricial H, a = 0 é escrito como

fo  fi1 - fn (n,0 0
M1 H2 e g ang | [ 0
Hn  Hpy1 - Hon Qpn 0

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é H,,. Mos-
tremos que a unica solucao do sistema linear acima € a, o = a,1 =
... =y, = 0. Dessa forma temos H,, # 0.

Substituindo os momentos no sistema linear pela sua defini¢ao, ob-
temos

( b b
amo/ w(z)dr + -+ an,n/ 2"w(r)de = 0

b 3
an,O/ rw(z)de + - + anm/ " Mw(r)der = 0

b b
amo/ "w(x)dr + - + an,n/ 2 w(xr)dr = 0

\
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Multiplicando, respectivamente, por a, o, @n.1, - - - , Gn,n &S €quUaGOes
do sistema e somando-as, temos

b b b
afw/ w(:)s)d:)s%—ail/ x2w(x)dx+---+ai7n/ ¥ w(z)dx
b b
+2an70an,1/ :cw(:c)d:c+-~-+2an70an,n/ z"w(x)dx

b
+2an,1an,n/ xn+1w(x)d$ +---= 07

ou seja,
b
/ (Qno + 1T + ... + appa™)w(z)ds = 0.

n

Se Q(z) = Z a7, entio temos
i=0

b
/ Q@) Pu(x)dz = (Q(z), Q) = 0 == Q(z) =0, V€ R,
isto é, anp =an1 = ... = apyn = 0. n

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar a existéncia de uma

SPO.

Teorema 2.4. Os determinantes de Hankel H,, sao diferentes de zero
paran = 0,1,2,... se, e somente se, existe uma unica sequéncia de
polinémios ortogonais no intervalo (a,b) relativamente a funcao peso
w(z).

Demonstracao: Seja P,(x) = Zan,k:ck, ann # 0. Se P,(x) pertence
k=0
a alguma sequéncia de polinomios ortogonais, pelo Teorema 2.2,

0, se m < n,
pn#0, sem=n.

@ p)={
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Observe que

b
(2™, P,) = / 2" (2" + anm_lx"_l + ..ot an1x + app)w(z)de
a , .
= Uny / "M w(x)dr + anp1 / 2" (x)de + .

b b
+an,1/ $m+1w($)d$+an,0/ z™w(x)dx

= OpnMlm+n + Qpn—1Hm+n—1 + ...+ An, 1 bm41 + Apn,0Hm-

Logo, fazendo m = 0, 1, ..., n, obtemos, respectivamente,
Qp o fhn + ...+ apa +  apopo = 0
pnpns1 T o+ Qpifio + apopr = 0
Qp o h2n + ...+ Qp,1 n+1 + Apoln = ﬁn 7é 0

Na forma matricial,

Mo Jus R Hn Qn,0 0
P M2 oo Hngd any | 0
Hn  Hpy1 - Hon Qpn ﬁn % 0

(=) Supondo que os determinantes de Hankel sao diferentes de zero, a
solugao do sistema acima € tinica e, assim, existe uma unica sequéncia
de polinomios ortogonais onde (z", P,,) = p,. Além disso, a,, # 0,

. ann—l
pois pela Regra de Crammer, a,,,, = -
n
(<=) Reciprocamente, supondo que existe uma tnica sequéncia de
polinomios ortogonais, entao existem UNicos ay,an1;- - -, ayp, COM

ann # 0, que satisfazem o sistema linear acima. Portanto, os deter-
minantes de Hankel de ordem n + 1, n > 0, sao diferentes de zero. m

Uma das mais importantes propriedades dos polinomios ortogonais
é que eles satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos e isso
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facilita sobremaneira sua geragao. Além disso, muitas outras proprie-
dades satisfeitas por eles sao consequéncias dessa relacao.

Teorema 2.5 (Relagdo de Recorréncia de Trés Termos). Conside-
remos {P,(x)}>2, uma sequéncia de polinomios ortogonais em (a,b)
relativamente a fung¢do peso w(x). Entdo,

Poi1(z) = (Y117 = Bug1) Pu(®) — a1 Poa(z), n2>0,  (2.2.3)
com P(](,’,U):l, P—l('r)zo) A1, ﬁnv fyneRv nZ 17 e

(x Py, P,)

Qp+1,n+1
S # 0, Bny1 = 7n+1ﬁa

TYn+1 =

n,n

(2.2.4)
o VYn+1 <Pna Pn>

Qpi1 = 0.
- Tn <Pn—17 Pn—l) %

n
Demonstracao: Continuaremos a usar a notacao P, (z) = g amkxk .
k=0

Como zP,(z) é um polinémio de grau n + 1, podemos escrever

n+1

2P, (z) = ZbiPi(x).

Comparando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os
membros da igualdade acima, obtemos

Qn,n
Apn = bn-i—lan—i-l,n-‘rl — bn—i—l = .
Qp+1,n+1

Porém, das relagoes de ortogonalidade,
b
(xP,, P;) = / P, (z)zPj(x)w(x)der =0 para j<mn-—2.

Assim,

n+1
(@P,, Pj) =Y b (P, Pj) =b;(P;,P;) =0 paraj<n-—2.

=0
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Logo, b; = 0 se j < n — 2. Portanto,
2P, () = bpy1Poii(x) + 0, Po(x) + b1 Py (),

que pode ser escrito como

1 bn— bn
Po(z) = —aPy(z) — 222 P, 1 (z) — —=P,(z),

bn—l—l bn—l—l b”+1

ou seja,
Pn—i—l(x) = (7n+1x - ﬁn+1)Pn(x> - O‘n+1Pn—1(x>7

com

]_ bn bn—l

n—+ n+ n—+

Calculemos, agora, os valores de v,11, ap1 € Bpy1. Como b, =
an,n/an—l—l,n—l—h temos vy, 41 = an—l—l,n—l—l/an,n- De

Poi1(2) = (Vn1® — Brg1) Pu(®) — a1 Pooa (),

obtemos

0= <Pn+17 Pn) = Tn+1 <xPn7 Pn> - Bn—l—l <Pn7Pn> — Qpy <Pn—17 Pn> .

Dai,
B (xP,, P,)

Analogamente,
0= <Pn+17Pn—1> = Tn+1 <xPn7Pn—1>_Bn+l <Pn7 Pn—1>_an+l <Pn—17Pn—1> .

Logo,
<xPn7 Pn—1>

On+1 = 7n+1m-
Mas, como P, (z) = (ya® — Bn) Pu-1(2) — @ Py2(), obtemos

2Py (2) = 2 Pu(a) + PPy (@) + 22 Py a(a).

Tn Tn Tn
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Porém,

(xPy,, Py_1) = / P.(z)xP,_1(x)w(z)dr = (P,,zP,_1)

e, entao,
1 n Qi 1
(PastPoy) = — (P B+ (P P ) 422 (P, Ps) = 2= (P, P
n Tn Tn Tn
Portanto,

Qi1 = VYn+1 <Pnapn>
m Tn <Pn—1a Pn—1>

Muitas vezes utilizamos os polinomios ortogonais na sua forma
monica, isto é, a familia de polinomios ortogonais cujos coeficientes
dos termos de maior grau sao iguais a um (a,, = 1, n = 0,1,...).

. . n k o N . . A . .
Seja {Po(z) = Y i_g Gn i }._, asequéncia de polinomios ortogonais
com relagao a fungao peso w(x). A partir desses polinomios, podemos

construir a sequéncia de polindmios ortogonais monicos, {Pn(:z)} ,
n=0
com relagao a w(z), dividindo cada P, pelo correspondente coeficiente

do termo de maior grau, ou seja,

Para obtermos a relacao de recorréncia de trés termos para esses
polindmios, dividimos a relacdo (2.2.3) por a,4+1n+1, obtendo

P, z P,(x P, 1(x
Poa(2) _ (Vi1 — Bn—l—l)ﬁ _ %HL()’ n>0.
an—l—l,n—l—l an—l—l,n—l—l an—l—l,n—l—l
Assim, paran > 0,
A Qnm o

Pn(x) - an+1Mpn—l(x)‘

Poia(z) = (Y117 — Bnga)
an—l—l,n—l—l an—l—l,n—l—l
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a 1 -
Como —— = , entao, para n > 0,

Ap+1,n+1 TYn+1

Bu(e) = (x—ﬁ"“)ﬁm—ﬂﬁn_l(x)

Yn+1 YnVn+1
- (x - BW) Po(@) — s Boa (1), (2.2.5)
em que
A o 5n+1 o Tn+1 < xPn7Pn>
ﬁn-ﬁ-l - -
Yn+1 Fn+1 <Pn> Pn>
< xan,npna an,npn> <.§L’Pn, Pn>
<an,npn> an7npn> <pna pn>
(2.2.6)
N o Ap41 o Yn+1 1 <Pna Pn>
Apt1 = -
YnVYn+1 Tn VnVn+1 <Pn—1a Pn—1>
1 <an,npn> an,npn>
73‘ <an—1,n—lpn—17 an—l,n—lpn—1>
2. a2, <Pn, Pn> - <15n, Pn>

2 2 A A A A :
Q Qa
n,n n—1ln-1 <Pn—17 Pn—1> <Pn—17 Pn—1>

A relagao (2.2.5) pode também ser escrita como

~ A ~

2Py () = Gns1 Po1 (%) + Bpi1 Po(z) + Poir (). (2.2.7)

Fazendo n = 0,1,2,...,m — 1 na equagao (2.2.7), obtemos, respec-
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tivamente,

zPy(z) = 31150(@ + Py()
S(,’Pl(l’) = OAKQPO(:C) + ngl(l’) + pg(l’
ePy(z) = @3Pi(x) 4 fsPy(x) + Ps(z)

A ~ ~ N ~

me—l(I) = OAZum—2(:L’) + ﬁmpm—l(x) + Pm(x)a

ou, na forma matricial,

Py(x) B 1 0 0 0 0 By(z)
]?1@) Gy [ } 0 0 Jfl(x)
PQ(ZL') 0 5[3 53 1 0 0 PQ(ZL’)
x . = . . .
pm—?(z) 0 0 0 0 . Bm—l 1 pm—2(x)
Pm—l(z) 0 0 0 0 . OA‘m 5771 Pm—l(x)
0
0
0
+ .
0
Pp(z)

Sejam , ;, 1 < k < m, as raizes do polinémio Pm(x) Entao,
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PiO(xm,k)
El(xm,k)
PZ(xm,k)
Tk . =
}:)m—2(xm,k)
Pm—1<xm,k)
V:,;k
B 1 0 0 0 0 Po(Zm i)
Gy fp 1 0 0 Py(mk)
0 dg ﬁg 1 0 0 Pg(l’m,k)
0 0 0 0 Bmor 1 P o(Tm)
0 0 0 0 Gm B Poo1(Tmg)
CS:n v"‘;k
Logo,

T Vi = GuVimk, k=1,2,....m.

Como Fy(z) é um polinémio constante e diferente do polinomio
nulo, Py(z) # 0, o vetor v, é ndo-nulo. Entdo, z,,; é auto-valor
da matriz G, e v, 0 correspondente auto-vetor.

Uma das consequéncias da relacao de recorréncia de trés termos é
a importante identidade que demonstraremos a seguir.

Teorema 2.6 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {P,(z)}22,
uma sequéncia de polinomios ortogonais na forma monica. Entao,

> e < T @2

k=0

Demonstracao: Pela relagao (2.2.5) temos, para m > 0, as seguintes
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identidades:

2P (1) Pr(u) = Prsr(2) P () + B Pra(2) P (w)

A

oo B @),
uPp(u)Py(x) = m+1()A i (2) + Brr P (1) Py ()
+ Qi1 Pt (1) Py ().

Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos

(¢ = W) P (@) Pr(1) = Prus1 (2)P(1) = B (w) P (2)

A A A

~ i1 [Pra(2) By (1) = P (1) P (@)

Agora, se denotarmos o lado direito de (2.2.8) por F,(z,u) e dividir-
mos a ultima equagao por (&14y . .. Gy ) (T — u), obtemos

= ~ = F(x,u) — Fp_q(z,u), m >0.
a1 ... 0y

Por fim, somando-se a ultima expressao com m variando de 0 até
n (e observando que F_q(z,u) = 0), obtemos o resultado desejado. m

Além da sequéncia de polindomios ortogonais monicos, podemos uti-
lizar a sequéncia de polinémios ortonormais { P}(z)},~,. Ela é obtida
a partir dos polinomios ortogonais F,, dividindo-se cada P, por sua
norma. Logo,

P,(x)

B @ =@

n

n>1,

onde ||P,(2)|| = \/(Py, Pn)-
Da relagao de recorréncia (2.2.3) sabemos que

Pr(@) = (i — Bry) Bp (@) — oq i Py (), n >0,
onde Pj(xz) =1, P*{(z) =0e

*

_ o1

A% * * o n

fyn+1 - a* ) n+1 — fYn—l—l <xPn7 Pn> ) n+1 .
n,n
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Assim,

Pn—l—l(I) = (7n+1'x — Tn+1 <xPn> Pn))Pn(I) - 71_1 Pn—l(x)‘

n

Logo,
P* 1
Laal®) _ (o apr P Pr) - L P (),
7n+1 ’}/n

ou, equivalentemente,

1 1
aPi(x) = ——Pi,(x) + (aF;, Py) Pr(z) + ?P;—l(z)'
n+1 n

Finalmente, obtemos

r Py (x) = NP1 (%) + 71 P (@) + A1 P (@), (2.2.9)
1
onde Ay =—— e 7, = (b, F).
7n+1
/ : By(x)
Como podemos também escrever P,(x) = , de (2.2.6) temos
U
<Pn7 pn> a* 2
s = T (22.10)
<Pn—la Pn—1> (a"’n>
e
 (ehr)
Brt1 = (xP;, Py) =T, ;. (2.2.11)

A partir de (2.2.9), (2.2.10) e (2.2.11) e procedendo da mesma forma
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que para os polinomios ortogonais monicos, obtemos

P(Sk(xm,k> 61 AOA[Q 0 S 0 0
Pf(xm,k> dg 52 \/AOAég e 0 0
T,k . = . . . . . .
m—2(Tm.k) 0 0 0 ... But Vém
Pr (oma) ) o o o0 .. var B
Fy (Im,k)
Py (Im,k)
PQ* (Im,k
X . s
P;L—z(xm,ﬁ
P;L—l(zm,k)
u;k
isto é,

T kWm k. = Jmum,k, k= ]., 2, cey T
Portanto, ,,, ¢ também um auto-valor da matriz J,,, conhecida

como matriz de Jacobi de ordem m.

O resultado a seguir refere-se a Identidade de Christoffel-Darboux
para os polinomios ortonormais.

Teorema 2.7 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja {P}(z)}2,
uma sequéncia de polinomios ortonormais. Entao, eles satisfazem a
sequinte identidade

L Pl (@)Pi(y) — Br(@) Pl (y)

V1 T —y

> Pi(a)Pi(y) = (2.2.12)

Demonstracao: Exercicio 2.8.

Se somarmos e subtrairmos P, (x)P;(z) ao numerador da Identi-
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dade de Christoffel-Darboux (2.2.12), obtemos

1 {P;:(x) (P;+l(x) - P;-i-l(y))

Y+l r—=y

- Pra) (Py() — Pﬁ‘(y))}
T —y ’

Y B@)Piy) =
k=0

Fazendo y — x em ambos os membros da igualdade acima, che-
gamos a seguinte identidade, conhecida como Férmula Confluente,

- * 1 * * * *
> (PL@) = —— [Pi@) (Pria (@) = Pia(@) (Pa@))] > 0
(2.2.13)
que é valida para todo x € R.

2.3 Zeros dos Polinémios Ortogonais

Pelo fato de pertencerem a uma SPO, muitas propriedades sobre os
zeros dos polindomios ortogonais sao conhecidas. Os zeros de alguns
casos particulares de polinomios ortogonais, como Jacobi, Laguerre e
Hermite (que veremos mais adiante), possuem uma bela interpretacao
eletrostatica, que nao apresentaremos aqui, mas o leitor curioso en-
contra em detalhes em [25, 30].

Como primeira propriedade, apresentamos uma consequéncia da
Foérmula Confluente.

. [o'e) A . - A .
Teorema 2.8. Seja {Pj(x)};_, uma sequéncia de polinomios ortogo-
nais. Entdo, dois polindmios consecutivos, P,(z) e P,_1(x), ndo tém
Zeros em comum.

Demonstragao: Sejam ,1 < Tpo < ... < Tpp 08 zeros de P,(x) em
ordem crescente. Substituindo esses zeros em (2.2.13) com n — 1 no
lugar de n, obtemos

Pn(xn—l,k)P/

n—1

(Tn_14) < 0. (2.3.1)
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Portanto, P,(xp_1x) #0, k=1,...,n— L [ |

Teorema 2.9. Seja P,(x), n > 1, uma sequéncia de polindémios orto-
gonais no intervalo (a,b) com relag¢io a fun¢do peso w(x). Entdo, as
raizes de P,(z) sdo reais, distintas e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragéo Vamos supor que P,(x) ndo muda de sinal em (a, b).
Entao ou P,( (mas nao identicamente nulo) em (a,b) o que

implica em / x)dx > 0, ou P,(r) < 0 (mas nao identica-

b
mente nulo) em (a,b) de onde segue que / P,(x)w(z)dr < 0. Mas,

da relagao de ortogonalidade, temos que

/ P,(x)w(x)dx :/ 1.P,(x)w(z)dz = 0. (2.3.2)

Logo, temos um absurdo. Assim, P, (z) deve mudar de sinal em (a, b)
pelo menos uma vez, logo existe pelo menos uma raiz real de P, (z) de
multiplicidade impar em (a, b).

Suponhamos que @, 1, Tpa, - .., Tn, (r < n) sdo as raizes distintas
de multiplicidade impar de P,(x) em (a,b). Entao,

P.(z) = (z—2p1)(@—2p2)... (v — 2n,)Q(2)
R()Q(),

onde R(z) é um polindmio de grau r < n com raizes Ty, 1, Tp2, - - ., Loy
e Q(x) é um polinémio de grau (n — r) que tem somente raizes com-
plexas ou raizes de multiplicidade par em (a, b) ou raizes fora de (a, b).

Logo, Q(z) ndo muda de sinal em (a,b).
Porém, como r < n, pela relacao de ortogonalidade,

/ R(2) P, (2)w(z)dz = 0. (2.3.3)

Mas,

/ R(x)P,(z)w(z)dx :/ R*(2)Q(z)w(z)dx # 0. (2.3.4)

a
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Por (2.3.3) e (2.3.4) temos um absurdo. Assim, P,(z) tem r > n raizes
de multiplicidade impar em (a, b). Mas, como P,(z) é um polinomio de
grau n, entao r = n. Deste modo, P, (z) tem n raizes de multiplicidade
fmpar em (a,b), da seguinte forma

P,(x) = (z — In71)i1(x — Z’n72)i2 (= xnn)ln

Como i1, t9, . . . , i, sao indices positivos e impares e i1 +i5+. . .+i, = n,
temos que 11 =19 = --- =1, = 1. ]

O fato das raizes serem distintas também ¢é consequéncia da desi-
gualdade (2.3.1), uma vez que P'(z,—14) #0, k=1,...,n— 1.

Outra importante propriedade dos zeros dos polindmios ortogonais,
que veremos a seguir, também é uma consequéncia da Férmula Con-
fluente.

Teorema 2.10. Seja {P;(x)}}2, uma sequéncia de polinémios ortogo-
nais. FEntdo, entre dois zeros consecutivos do polinomio de graun—1,
P,_1(x), existe somente um zero de P,(x).

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que os po-
linomios Pj(z) sejam ortonormais com a;; > 0, j = 0,1,.... Se-
jam 11 < Tp12 < ... < Tp_1,-1 0s zeros de P,_;(z) em ordem
crescente. Tomemos z,_1; € Tp_1 441, £ = 1,2,...,n — 2, dois zeros
consecutivos de P,_;(z). Substituindo esses zeros em (2.2.13) com n
substituido por n — 1, obtemos

Pn(xn—l,k)PylL_l(xn—l,k) <0 e Pn(xn—l,k—l-l)Py/L_l(xn—l,k—l—l) < 0.

Como P)_ (xp—1%) € P,_1(xp—1,+1) possuem sinais opostos, entao
P (zp-1) € Po(2n_1k+1) também tém. Logo, existe pelo menos um
ponto em (&,_1 k, Tn_1,+1) onde P, (z) muda de sinal. Portanto, existe
pelo menos um zero de P,(x) entre Z,_1j € Tp_1k41. DOis zeros
de P,(z) estdao em (a,zp-11) € (Tp-1n-1,b), respectivamente. Como
a;; >0,j=0,1,..., temos que P;(b) > 0. Logo, P,_,(zp—1,,-1) > 0.
De (2.2.13), P,(zp—1,-1) < 0. Portanto, P,(x) muda de sinal en-
tre ,,—1,—1 € b. De modo andlogo mostramos que existe uma raiz de
P,(z) entre a e x,_1 ;. Basta lembrar que sinal[P;(a)] = (—1)7. Como
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P,(x) tem n zeros, o resultado estd demonstrado. u

Observacgao: Um resultado semelhante a este é provado no Teorema
3.2: sen > N > 2 entdao P,(x) possui pelo menos um zero entre quais-
quer dois zeros de Py(z) (isto é: entre quaisquer dois zeros de Ps(x),
por exemplo, existe pelo menos um zero de Fs(x), Py(x), Ps(z),..., e
assim por diante). A demonstragao deste resultado requer o conheci-
mento de outros que veremos mais adiante na Secao 3.2.

2.4 Polinomios Ortogonais Simétricos

Definigao 2.4. Uma fung¢ao peso w(x) definida em um intervalo da
forma [—b,b] é chamada par se w(z) = w(—x).

Teorema 2.11. Se uma fun¢do peso w(x) definida em [—b,b] € par,
entao os momentos de ordem impar sao nulos, ou seja, po,+1 = 0,
n=0,1,2,.... Além disso, se {P,(x)}:2, é a SPO relativa a w(z),
entio P,(—x) = (—=1)"P,(x), n > 0.

b
Demonstracao: Temos que w(z) = w(—x) € fopr1 = / 2 (x)d.
—b

Se fizermos © = —y, temos

font1 = / b 2w (z)dr = /b _b(—y)Q"“w(—y)d(—y)

—b

b
= - / v w(y)dy = —pan.
—b

Logo poni1 =0, n=0,1,2,....

Para a segunda parte do teorema, basta observar que
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A

/ Po(—a)Po(—ayw(r)dr =" /  Po(y) Pu(y)w(—y)d(—y)

—b

b
(w par) / b Po(y) Bu(y)w(y)dy

_ /_ Py (2) P () () dar.

b

Pelo Coroldrio 2.1, P,(—xz) = ¢, P,(x), onde ¢, é uma constante. As-
sim, como

> -1
P, (z) =2" 4+ appn_12" 4+ ...+ ap1x + anp,

ao compararmos os coeficientes dos termos de maior grau de P,(—x)

~

e de ¢, P,(z), teremos que

Portanto, P,(—z) = (=1)"P,(z), n > 0. n

Teorema 2.12. Seja { P,(x)} uma sequéncia de polindmios ortogonais
com relagao a uma fungdo peso w(x). Entdo, sao equivalentes as
sequintes afirmacoes:

a) P,(—z) = (=1)"P,(z), n>0;
b) na formula de recorréncia (2.2.3), B, =0, n > 1.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, utilizaremos os polinémios
ortogonais simétricos na forma monica.

(a = b) Seja Qn(z) = (=1)"P,(—z) para todo n. Como P,(z) =
(=1)"P,(—x), ao subtrairmos a relacdo de recorréncia de P,(z) da
relacao de recorréncia de Qn(:)s), obtemos

0 = Qn(z) _Apn(x) . . .
= (z +ﬁn)Qn—1(3¥’) — 0 Qn—2(x) — (v — Bn) Puo1 () + an By a(x)
= QSnPn—l(z)a
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de onde segue que 3, = 0, para todo n > 1.

(b = a) Temos que 3, =0, n > 1. Assim, a relagdo de recorréncia
para Q,(z) = (—=1)"P,(—x) é dada por
@n(x) = x@n—l(x) - an@n—2(x>-

Pela férmula de recorréncia (2.2.5), como (3, = 0,

A

P(z) = xP,_1(x) — anPy_s().

Agora, como Q,(r) e P,(x) satisfazem a mesma férmula de re-
corréncia e, além disso,

Q—l(l‘) = p—l(l") e Qo(ﬂf) = po(l"%
entao podemos concluir que P, (z) = Qu(z) = (=1)"P,(—2z), n> 0. m
Concluimos, entao, que se w for par e se z, 4,k = 1,2,...,n, com
Tp1 < Tpo < -+ < Tpy, forem os zeros de P,(z) :
® Tnk = —Tnn—k+1, k= 1,2, ceey Ln/?J,

e se n for impar, entao x,, |n 241 = 0.

2.5 Polinomios Ortogonais Classicos

Segundo Chihara [6] os polinomios de Jacobi (incluindo os casos espe-
ciais de Legendre, de Gegenbauer, de Chebyshev de 12 e 22 espécies),
de Laguerre e de Hermite sao chamados de polinomios ortogonais
classicos. No trabalho de Agarwal e Milovanovié, [1], encontramos
a definicao a seguir para polinomios ortogonais classicos.

Definicao 2.5. Polinomios ortogonais com respeito ao produto in-
terno (2.1.2) no intervalo (a,b) sio chamados de polinémios ortogo-
nais cldssicos se a fungdo peso w(x) satisfaz a sequinte equagdo dife-
rencial

dzx
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onde 1—22, se(a,b)=(-1,1)
M(z) =<} =, se (a,b) = (0, 00)
1, se (a,b) = (—o0, 00)

e N(z) é um polinomio de grau 1.

De acordo com esta definicao, os polinomios de Jacobi, Laguerre e
Hermite sao polindmios ortogonais classicos. Nesta secao estudaremos
detalhadamente esses polinomios.

2.5.1 Polindémios de Jacobi, Legendre, Chebyshev e Gegen-
bauer

Os polinomios de Jacobi, denotados por P (x), podem ser definidos
através da férmula de Rodrigues dada por

(_1)n —« -8 d"
S (1—2z)"(1+2) e

(ver Krylov [20, pag.23] ou Chihara [6, pag.143]).

Nesta secao veremos que esses polinomios sao ortogonais no in-
tervalo [—1,1] com relagao & funcdo peso w(z) = (1 — 2)*(1 + z)7,
a,B>—-1, a,0€R.

Para obtermos o coeficiente do termo de maior grau dos polinomios
de Jacobi, vamos aplicar, a equagao (2.5.1), a regra de Leibnitz para
calcular a n-ésima derivada do produto de duas fungoes

@) @] = 3 (1) 770 99,

dxm
k=0

pleb) (z) =

n

(1= 2)** (1 + 2)™*],

Tomemos, entao, f(x) = (1 —2)*™ e g(x) = (1 + x)?". Assim,

—f(x) = f9(2) = (=1)Y (atn)(at+n—1) ... (a+n—j+1)(1—z)* "

—g(z) =gV (@)= B+n)B+n—1)...(B+n—j+1)(1+z)T.
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Logo,
dar +n +n - n! n—k k
%[(1 )t (14 2)7t] = kz:%k:'(n—k)!f( )(2)g™ (z)
= (=1)" k!(nniik)!(—l)k(a—l—n)(ajLn—l)...

x (a+k+1)(B+n)B+n—1)...(6+n—k+1)
x (1 —z)*™* (1 + z)P

Substituindo esta derivada na férmula de Rodrigues para os po-
linomios de Jacobi, temos, depois de algumas simplificagoes,

Ped)(z) = 2nzk'(( 1k +n)(a+n—1)...(a+k+1)
(5+n)(5+n—1) (B+n—k+1) (2.5.1)
x (1 —z)f (1 4 z)"~

Como (1 —2)* = Z(—l)j (];):cj e (1+x)"F = i (n;k):cl,

i=0
fazendo o Produto de Cauchy em (1 — z)*(1 + 2)"~*, temos

—1)*
PP (z) = k'n— a+n)(a+n—1)---(a+k—l—1)

x (ﬁ+n)(5+n—1)-~-(ﬁ+n—k+1){(—1)%"

(e

= Q"Zk'n— (a+n)(a+n—1)...(a+k+1)

(ﬁ+n)(5+n—1)-~-(ﬁ+n—k+1)x"+
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Dali,

n

U = %;m(ajLn)(a—i—n—1)~-~(oz+/€+1)
x (B+n)(B+n—1)---(B+n—k+1).

Sabemos que

Fa+n+1) = (a+n)(a+n)
= (a+n)la+n—-1)---(a+k+Dl(a+k+1)

HB+n+1)
B+n—k+1)

(B+m)(B4n—1)-(B+n—k+1) =

Assim, podemos escrever

. _ii 1 T(a+n+1) TB+n+1)
M Bl = R)IT(a+ k+ 1) T(B+n—k+ 1)

(2.5.2)

Proposicao 2.1. O coeficiente do termo de maior grau do polinomio
de Jacobi a,,,, também pode ser dado por
I T(a+pB+2n+1)
Gpom = )
T2l e+ B+n+1)

(2.5.3)

Demonstragao: De (2.5.2) e do Exercicio 1.7, temos

A ii 1 Tla+n+1) TB+n+1)
M = k) D+ k+ 1) T(B+n—k+1)

IR <a+n)(5+n)
T oon n—=k k
k=0

_ L fa+B+2n
= o ;

I Ta+pB+2n+1)
2rp! T(a+B8+n+1)
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Utilizando o produto interno
1
(P9, P = [ PO ) P — ) (14 )
-1

podemos mostrar o seguinte resultado.

Teorema 2.13. Os polinomios de Jacobi satisfazem a sequinte relagao
de ortogonalidade

0, m #n,
(@,8) plap)y _
(B, Py = 27 D+ n+ D)I'(B+n+1)
, m=n.
(a+pB+2n+1nl'(a+B+n+1)
(2.5.4)

Demonstracao: Consideremos, sem perda de generalidade, n < m.
Assim,

1
(PP, pleob)y = / PP () PP @) (1 — 2)(1 + x)Pda

n )
1

- [ @S- n s

1 2mm)

d™ a+m +m ot
X [(1—2)*"(1+2)"™] (1 -2 (1+:c)5dx}

2mm! ) " dxm™ '

Fazendo y,,(z) = (1 — 2)*™™(1 + z)?*™ e integrando m vezes por
partes, obtemos

1 Logm
(@,8) plaB)\ (a,8)
(PO, Py = /_ I (PEV@) e, (255

m

i) Seja n < m. Como Pff"ﬁ)(x)) = 0, entao, por (2.5.5),

o
<p7(La,B)’ P a,ﬁ)> = 0.

m
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ii) Seja n = m. Logo, de (2.5.5),

1 [han
plas) plas)y _ / P () 4 (2)d
= 1 /1 ﬁ (P(a’ﬁ)(l')(l _ Z’)a+n(1 + I)B+ndll§'
2rnl J_ydx™ V"
" plep) ;
Mas e (Py*?)(2)) = anyn! . Entao,
" ’

1
(P9, Py = % [ (1 gy (1 ),
1

Fazendo x = 2t — 1 na integral anterior, obtemos

1
<P7§Oc,6)’ Pyga’ﬁ)> = —232’11 / 2a+"(1 _ t)a+n26+nt6+ndt
0

1
= atftntly / (1 —t)>tfinge,
0

1
Como B(z,y) = / (1—t)¥Dte=Dat entao
0

(PlP) pleh)y = gothintl  B(B+n+1,a+n+1).

Usando Teorema 1.2, obtemos

<pr(Laﬁ)’ prsa,ﬁ)> — goHBintl, FB+n+1I'(a+n+1)
’ Mo+ 6+2n+2)

Substituindo nesta equagao o termo de maior grau, temos
<pr(Laﬁ) ’ pT(LOuB)> —
0PI N+ B+2n+ 1) T(B+n+1)(a+n+1)
2rn! T(a+B+n+1) I'(a+ B+ 2n+2)
2008+ P(B+n+ 1) (a+n+1)
nl (a+B+2n+1)l(a+B+n+1)
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Propriedade 2.1. As sequintes igualdades sao validas

Ped (1) = (O‘Z") (2.5.6)
pled (1) — @4%(52”). (2.5.7)

Demonstracao: Demonstremos apenas a propriedade (2.5.6). A se-
gunda deixamos como exercicio. De (2.5.1), obtemos

;%a+mm+n—n~«a+nﬂ+@"

PO = 5|
—i—ii(a—kn) (a+n—1)-(a+k+1)
— kl(n —k)!

x (B+n)(B+n—1)---(B+n—k+1)
% (1— )1+ )"

Logo, para z =1,

Plf)(1) = 2%l%(outn)(a%—n—1)---(a+1)2"+0
I'a+n+1) a+n
T all(a+1) :( n ) .

Para obtermos a relagao de recorréncia de trés termos, precisamos
calcular os coeficientes v, 11, Sni1 € a1 dados em (2.2.3). Assim, de
(2.2.4) e (2.5.3), temos

1 o+ B+ 2n+3)
. an+1’n+1 . 2(n+1) (’rl, ‘l— 1)' F(O{ ‘l— 5 + n + 2)
Tt = T I T(at+tB+2n+1)

2l TNa+B+n+1)
1 Ta+p8+2n+3)'(a+8+n+1)
2+ DT (a+p+n+2)(a+B+2n+1)
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Como I'(x 4+ 1) = zI'(x), encontramos

(a+pB+2n+2)(a+5+2n+1)

2(n+ )(a+B+n+1) (258)

Yn+1 =
De (2.2.4) e (2.5.4),

(a,8) p(a,B)
- <Pn B >

Apt1 =
P

n

(a+p+2n+2)(a++2n+1)
2n+1)(a+B+n+1)
(a+p+2n)(a+B+2n—1)
2n(a+ B +n)

20 I (v + 4+ DT(B+n + 1)
na+8+2n+ 1) (a+F+n+1)
20T (o + )L (B + n)
(n—1Dl(a+B+2n—1)(a+F+n)

Simplificando, temos

(a+n)(B+n)a+B+2n+2)
n+1)(a+p+n+1)(a+ B+ 2n)

(2.5.9)

Para calcularmos (,4; vamos utilizar a igualdade (2.5.6). Substi-
tuindo = = 1 na relagao de recorréncia (2.2.3), obtemos

P(1) = (ngs = Bus1) PP (1) — any P20 (1).

De (2.5.6),

Fa+n+2) _ (%+1—Bn+1)r<a +n+1) I I'(a+mn) .
(n+DHIM'a+1) nl(a+1) (n—1DIMNa+1)
Assim,

(¢ +n+1)(a+n) a+n

= (7n+1 - ﬁn+1) — Opt1.

(n+1)n
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Logo,
n (a+n+1)
a+n (n+1)

Substituindo (2.5.8) e (2.5.9), obtemos

(B2 —a?)(a+B+2n+1)
2(n+1)(a+p+n+1)(a+5+2n)

ﬁn—i-l = Yn+1 — On+1

Br+1 = (2.5.10)

Assim, a relagao de recorréncia para os polinomios de Jacobi é
Poi1(z) = (Yn11® = Bug1) Pu(®) — a1 Poa(z), 1 >0,
onde Py(x) =1, P_1(x) =0,
I T(a+pB+2n+3)a+B+n+1)

’7n+1:2(n_|_1)F(a+ﬁ+n+2)F(O&+ﬁ+2n—|—l)a
b (Pt
T2+ )(a+ B+ n+1)(at B+ 2n)

e W __(atn@Brn)(atftmt)
T D)+ B+nt (et B+2n)

Nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 a seguir, apresentamos graficos de Po-
linomios de Jacobi em varias situagoes diferentes.

Na Figura 2.1 estao representados Polinomios de Jacobi de graus 1 a
4 para os mesmos valores de o e 5. Observe que os zeros de polindmios
de graus consecutivos se extrelacam como vimos no Teorema 2.10.

Na Figura 2.2 estao representados Polinomios de Jacobi de mesmo
grau, mas para valores distintos de a. Observe que a medida que o
valor de « cresce, para cada i, ¢ = 1,2, 3,4, a raiz x4, decresce.

Na Figura 2.3 estao representados Polinomios de Jacobi de mesmo
grau, mas para valores distintos de . Observe que a medida que o
valor de 3 cresce, para cada ¢, 1 <17 <4, a raiz x4,; também cresce.

A demonstragdo de que os zeros dos Polinémios de Jacobi sao
funcoes crescentes do parametro « e decrescentes do parametro 3 pode
ser encontrada no livro de Szeg6 [30].
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Figura 2.2: Polinomios de Jacobi de grau 4 para a« = 1,1.5,2,2.5e = 1.
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Figura 2.3: Polinémios de Jacobi de grau 4 para a =2 e = 0,0.5,1,1.5.

Polinémios de Legendre

Sao um caso especial dos polinomios de Jacobi com o« = f = 0 e
os denotamos por P,(x). Portanto, w(x) = 1. Assim, da férmula de
Rodrigues para os polindmios de Jacobi, temos

(=)™ ar 9 1 d°
P,(r)= — (1 —=2%)"] = —
(z) 2nn! dxn (=27 2nn! dxn
Do coeficiente do termo de maior grau para os polinomios de Jacobi,
obtemos

(z* —1)" (2.5.11)

1Tt (20)
P onpl D(n 4+ 1) 2n[nl]?’
A relagao de ortogonalidade para os polinomios de Legendre é,
entao, dada por

1 0, se m #n,

! 2n+ 1’

Para obtermos a relagao de recorréncia de trés termos, vamos tomar

a = 3 = 0 nos coeficientes oy, 11, Bri1 € Ynr1 dados, respectivamente,

se m = n.
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pelas equagoes (2.5.9), (2.5.10) e (2.5.8). Assim,

npinsr 24+ DN 2702 2n+1
T 2 [+ )2 (20)) nt+ 1]

Y (P Ph) 2041 2 2n—-1_=n
= T P Py ntl 2n—12n+1 2 n+tl
e
5n+1 = 0.
Portanto,
P () = 2:jllazpn(x) - i Poa(2), n=1l (25.12)

onde Py(z) =1 e Pi(x) = x, pois, da férmula de Rodrigues temos,

1

P()(l’) = 20—0'(1'2 — 1)0 = ]_,
1 d(z*-1)
A = oo "

Na Figura 2.4 a seguir estao representados os Polinomios de Legen-
dre de graus 1 a 4. Observe, conforme demonstrado no Teorema 2.10,
a propriedade de entrelagamento dos zeros de polinomios de graus
consecutivos.
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Figura 2.4: Polinémios de Legendre de graus 1, 2, 3 e 4.

Polinémios de Gegenbauer

Os polinomios de Gegenbauer ou polinomios Ultrasféricos sao um
1
caso especial dos polinomios de Jacobi, com o = f = A\ — 3 > —1.

Eles sao ortogonais no intervalo [—1,1] com relacdo a fungao peso
w(z) = (1 — 2?12,

A notagao usual para os polinomios Gegenbauer é G (x) e sao

dados por
20\ ' 2
6@ = () (") pe,

(% «

onde P (z) sio os polinémios de Jacobi com 8 = a.
Lembrando que

a F(a+1)
(b) T T+ D(a—b+1) a=b,
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podemos entao escrever os polinomios de Gegenbauer como
MNa+1)I'(n+2a+1) Plaa)(z)
F2a+1)I'(n+a+1)
I'(A+3)T (n+2)\)Pyg>\—%,)\—%)(x)’
LT (n+ A+ 3)

GW (z)

n

onde @ = \ — % A relacao de recorréncia de trés termos para os

polinomios de Gegenbauer é da forma
(n+1)GY (2) = 2(n + NaGV(z) — (n +2x = HGY, (),

com G(_Al) (xr)=0e G(()A)(x) = 1. Na forma monica, satisfazem também
a seguinte relacao de recorréncia de trés termos:

n(n+2)\— 1) GAY()\)

Gri(@) = 2G0 () - 4n+A)(n+A—1) 1 (2):

em que @(_’\1)(56) =0e Gg)‘) (x) =1.
Alguns casos especiais importantes sao
1
@)= Ple) e D) =U.)
onde P,(z) sao os polinémios de Legendre e U, (x) sdo os polinomios
de Chebyshev de 22 espécie que veremos mais adiante.
Polinémios de Chebyshev de 12 espécie

Os polindémios de Chebyshev de 12 espécie sao denotados por T, () e
sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relac¢ao a funcao peso w(x) =
1/4/1 — z2. Observe que sao multiplos dos polinémios de Jacobi para

a=p=-1/2
Para z € [—1, 1] podem ser definidos por
T,(x) = cos(narccosx), n=0,1,2,.... (2.5.13)

Usando a seguinte relagao trigonométrica

cos(n + 1) + cos(n — 1)0 = 2 cos(nf) cos §
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e fazendo = = cosf na equacao (2.5.13) acima, obtemos a relagao de
recorréncia de trés termos

Toi1(x) = 22T, (x) — T o1 (x), n>1,

com To(x) =1 e Ti(z) = .
Calculando os primeiros polinémios, veremos como se comportam
os coeficientes dos termos de maior grau. Assim,

To(z) cos(Oarccosz) = 1

Ti(z) = cos(arccosz) =2 = 2%

Ty(z) 22T () — Ty(z) = 22% — 1

T3(x) 22Ty (z) — T1 () = 2%2°® — 3z
T.(z) = 2" 2"+ ... (por recorréncia).

Logo, a,, = 2" n > 1.

Teorema 2.14. Os polinomios de Chebyshev de primeira espécie sa-
tisfazem

Demonstracao:

1
(Th, Tr) = / To(2) T (x)w(x)dx
. 1
= / cos(n arccos x) cos(m arccos &) ———=dx.
-1 1-— 1'2

Fazendo a mudanca de varidavel x = cos 6, obtemos

0 s
(1, T) = —/7r cos(n@\)/%enede :/0 cos(n#) cos(m)do.
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i) Se m=n=0,
(To, Ty) = / " cos?(0) df — .
0
ii) Sem=n>0,

(T, T),) :/ cos?(nd) db.
0
Logo, integrando por partes, temos

/0” cos(nf) cos(nd)df = /0” e - /Oﬂ[l_cosz(nﬁ)]de,

n

ou seja,

/COS2(n9)d9:/ d@—/ cos?(nf)do.

0 0 0
Assim,

2/ cos(nf) cos(nf)df = /d@zﬂ.

0 0
Portanto,
(T, T,) = =
ny -+-n 2‘

iii) Seja m # n.
Consideremos as seguintes identidades trigonométricas:

cos(m+mn)f = cos(mf)cos(nh) — sen(mb)sen(nf),
cos(m —n)f = cos(mb) cos(nd) + sen(mb)sen(nb).

Somando-as e integrando ambos os membros da equacao resultante,
obtemos

/07r [cos(m 4+ n)0 + cos(m —n)f]do = 2 /07T cos(m@) cos(nd)db
= 2(T,,T,) .
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Desse modo,

2(T,,, T,,) = /0 cos(m + n)fdf +/0 cos(m — n)0df

m ™

sen(m +n)f _o i

sen(m —n)0

m-+n

0 m—-n

Na Figura 2.5 a seguir estao representados Polinomios de Chebyshev
de 12 espécie de graus 1 a 4. Observe a propriedade de entrelacamento
dos zeros de polindmios de graus consecutivos demonstrado no Teo-
rema 2.10. Observe, também, que os minimos e maximos dos Po-
linémios de Chebyshev no intervalo [—1, 1] s@o todos iguais a 1.

\\ P ~ )‘QT N
\\ / N / i ///
\ / AN \ / l
\ \\ / /l /
sy /\\ o5l \ |
\\J \ ,/ //
\ \ / \ / /
\ // \\\ \ \ /// / /
“10 ! / N o5 // l \ 05 /// / 10
N A ’ -
\ N/ \ /
/ N Lo\ \ /
/ \ P - —05 \\ /// / /
/ \\\ [ . 7 /
/ / \\\\ /\/</ \\// /
— RSN e So_ o o
N 'l'1
,,,,,,,, T2
o Ts
R T4

Figura 2.5: Polinémios de Chebyshev 12 espécie
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Observacoes:

1. Note que fazendo a« = = —1/2 na funcao peso dos polinémios
V1—2a?

-1
) Pr(z_l/27_l/2)(x>’

de Jacobi obtemos w(x) = . Assim,

2n
n

ﬂ&m:2%<

De fato, pelo Corolério 2.1, sabemos que T),(z) = c, PTHYETYA) (x).

Considerando agﬂ-, 1=1,2,...,n, os coeficientes do polinomio de
Chebyshev e ai i J=1,2,...,n, os coeficientes do polinomio de
Jacobi para a = = —%, entao,

Uy "y "y = (G 2, 2T ).
Logo,

al 2n—1 22n 520 on\ !
c = =
"oal, 1 I'(2n) 2n n
2nn! T'(n) n

2. Para calcularmos as raizes de T),(z), considere a equagao
cos(nfd) =0, para 0<60<m,
cuja solucao é

mmk:g+km k=0,1,2,...n—1

ou, ainda,
2k — 1
o= VT o
2n

Logo, as raizes dos Polinomios de Chebyshev sao dadas por

2%k — 1
%k:c%(i_g_ﬁ), k=1,2,..n. (2.5.14)
n
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3. Os pontos de maximo e de minimo de 7},(x) sdo os pontos onde
cos(nf) = £1, para 0<6<m,
ou seja, sao os pontos
ke

O . k=0,1,2,...,n.
n

Logo, os pontos extremos sao dados por

k
My ) = COS <—7T> , k=0,1,2,...,n.
n

Polinémios de Chebyshev de 22 espécie

Os Polinémios de Chebyshev de 22 espécie, U, (), sdo ortogonais
no intervalo [—1, 1] com relac¢ao a func¢ao peso w(z) = /1 — 22 e s@o
definidos por

sen((n + 1) arccosx)  sen((n + 1))

Un(x) = = , € |—-1,1],
(=) V-2 senf) vl
paran =0,1,2,..., onde x = cosf e 6 € [0, 7.

Observe que também sao multiplos dos polinomios de Jacobi para
a=pF=1/2

Usando a seguinte relagao trigonométrica
sen(n + 2)0 + sen(nd) = 2 cosfsen(n + 1)0,
com x = cos f, obtemos a relacao de recorréncia de trés termos
Upi1(x) = 22U, (z) — Up—1(x), n>1,

em que Up(z) =1 e Uy(x) = 2.
Calculando os primeiros polinomios, vemos como se comportam os
coeficientes dos termos de maior grau.

Uo(z) — senlarccosw]  senf) )
° V1—2a? V1 —cos? 6
U(z) = sen[2 arccos x] _ 2senflcost o

V1 — 2 sent
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e, pela relagao de recorréncia,

Us(z) = 2xU(z) — Up(x) = 2%2% — 1

Us(z) = 2zUs(x) —Uy(z) =2

Up(z) = 2"x" +....
Portanto, por recorréncia, obtemos a,,,, = 2", n > 0.

Teorema 2.15. A relacdo de ortogonalidade para os polinomios de
Chebyshev de 22 espécie é dada por

0, sem #n,
<Una Um> =

5 sem =n,

Demonstragao:

1
(Un,Up) = /_lUn(x)Um(a:)w(x)dx
1

sen|[(n + 1) arccos x] sen[(m + 1) arccos z|
= V11— z2dz.
/_1 V1-—a? V1-—a?

Fazendo x = cos 6 na integral acima, obtemos

senfdo

(U, Up) _/ sen[(n + 1)0]sen|[(m + 1)6]

V1 —cos?6
_ /O sen[(n + 1)8]sen|(m + 1)6]d6.

i) Se m = n,

(U, U,) = /07T sen[(n + 1)0]sen[(n + 1)0]d6.
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Integrando por partes, temos
(Un,U,) = / cos[(n + 1)6] cos[(n + 1)6]d6

= 7r{1 — sen®[(n + 1)6]}d0

= 77— /W sen?[(n +1)0]dd = 7 — (U,,U,) .

Logo,
(U, U,) = g

ii) Seja m # n. Como
(Un,Up) = / sen[(n + 1)0]sen[(m + 1)6]d0,
0
integrando duas vezes por partes, temos

n+1
m—+1

)2 /07r sen[(n + 1)0]sen[(m + 1)0]df

_ <n+1>2(Un,Um>.

m—+ 1

U = (

1\2
Como m # n, entao (i) # 1. Logo, (U,,U,,) = 0. |
m+ 1

Observagoes:

1. Note que fazendo o« = § = 1/2 na fungao peso dos polinomios de
Jacobi obtemos w(x) = V1 — z2. Logo,

on+1\""
Un(z) = 22n(7lj’—:_1 ) PT(L1/2,1/2)(:L,>.

A demonstracao desse fato é andloga a feita para os polinomios
de Tchebyshev de 12 espécie.
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2. As raizes de U, (z) sao os pontos onde
sen[(n+1)0] =0, para 0<6<m,

ou seja, sao dados por

km
Or = k=1,2,...n.
k n_'_17 y Ly ey T
Logo, as raizes de U,(x), n =1,2,..., sdo os pontos
km
k= C k=1,2,...n.
Tp g = COS <n+ 1) n
3. Como
T, (z) = cos(n arccosx)
entao

T!(x) = sen(n arccosz) =nU,_1(x).

1—22

Portanto, as raizes de U,,_; () sdo os pontos de maximo e minimo
de T),(x).

A Figura 2.6, que apresentamos a seguir, mostra o grafico de Po-
linomios de Chebyshev de 22 espécie de graus 1 a 4. Observe a proprie-
dade de entrelacamento dos zeros de polindmios de graus consecutivos
(Teorema 2.10). Comparando o Polinémio de Chebyshev de 22 espécie
de grau 3, Us(x),com o Polinémio de Chebyshev de 12 espécie de grau
4, Ty(x) (veja Figura 2.5), observe que os zeros de Uz sdo os pontos
de maximo e minimo locais de T}.
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Figura 2.6: Polindomios de Chebyshev 22 de espécie

2.5.2 Polinémios de Laguerre

Os polinomios de Laguerre, denotados por L,(@a)(x), podem ser defini-
dos pela férmula de Rodrigues dada por

L (@) = (-1 fane~)
(ver Krylov [20, pag.34], observamos que Chihara [6, pag.145] apre-
senta um multiplo desta férmula).
Nesta se¢ao mostraremos que sao polinomios ortogonais, no inter-
valo [0, 00), com relac@o a func¢do peso w(x) = z% %, a > —1.
Derivando a férmula acima pela regra de Leibnitz com f(x) = z**"
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e g(x) = e™*, obtemos

n

L@ (z) = (—1)”:5‘“6””2 ( 7; ) (a+n)(a+n—1)...(a+j+1)
x x*T(=1)Te™"

= (-1 (—1)j(?)(a+n)(a+n—1)...(0z+j+1):cj.

J

Como o coeficiente do termo de maior grau aparece quando j = n,
entao

L) = (-1 o ()
+(—1)“—1( " )(a+n)az”—1+---

n—1
= 2" —nla+n)z" "+ .

Dai, a,, = 1. Os polinomios de Laguerre como definidos acima sao,
portanto, monicos.

Teorema 2.16. A relacdo de ortogonalidade para os polinomios de
Laguerre € dada por

(19,2 = [ L@ @ate i
0
0, sem #n,

n! 'n+a+1), sem=n.

Demonstracao: Consideremos, sem perda de generalidade, m < n.

(10,1 = [ Lo@LY@ete i
0
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a+n d" (l.a—l—ne—m) (n)

(L) = [T L@ @
0

Considerando y,(z) = z*"e™*, obtemos (x). Logo,

Integrando n vezes por partes, obtemos

o0 n (0‘)
<L§?),L§,‘§‘)> _ / %yn(gj)dﬁ

0

i) Param <n

10 1) = [T e = o
0

pois [Li) (z)]™ = 0.
ii) Para m = n,

(L L) = / L @)y )
0
= /OOO A oy (2)d
= nl /OO 2"t dx.
0
Como I'(y) = /00 ¥ te™dx,y > 0, entdo,
0
/00 2" e Pdr =T(n+a+1)
0

e chegamos ao resultado desejado. [ ]

Dos resultados acima, obtemos facilmente que

Intlntl _ ) o o n(n — 1)l (a+n)l'(a +n)
- el =

A (n—1INa+n) = nlatn).

Tn+1 =
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<ng“) L >

LO(x) =a2" —n(n+a)z" -

n

Vamos agora calcular £,,1 = Sabemos que

Logo, obtemos

ijﬁl(x) = 2" —(n+Dn+1+a)s" +---

L () = 2" —n(n+a)z™ +---
Dai,
2L (2)— L% () = [(n+ 1) (n+a+1)—n(n+a)la"+--- . (2.5.15)
Mas,
[(n+1)(n+a+1)—n(n+ a)] L (x)
— [+ D+ a+1) - n(n+a)e”
~[(n+1D)(n+a+1)—nn+a)nin+a)z™ "+
Assim,
(n+1)(n+a+1)—n(n+ o)z
= [(n+D)(n+a+1)—n(n+a)Li(z)
+Hn+1D)n+a+1)—n(n+a)nn+a)z™ "+
= [(n+Dn+a+1)—nn+a)L) + gui(z),

onde g,—1(z) é um polinémio de grau n — 1. Substituindo em (2.5.15)
podemos escrever

eI (@) = L)+ [(n+1)(n+a+1) —n(n+a)] L (@)
+Qn—1(x)'

Fazendo o produto interno dessa expressao pelo polinomio L (x),
temos

(L@ L@) = <L§ff21, Lg”)> +n+Dn+a+1)—n(n+a)
x (LI LY 4 (g1, L)
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Como, pelo Teorema 2.2, <qn_1, L,({x)> = 0, entao

<xL£f‘) L >

G

e, portanto, 5,11 = 2n+ a + 1.
Assim, a relacao de recorréncia de trés termos para os polindomios
de Laguerre é dada por

= [(n+1)(n+a+1)—nn+a),

Ll (@) = (@ = @2n+a+ 1)) LM (@) —nn+a) L[ (x), n>1.

Podemos, entao, calcular os primeiros polinomios de Laguerre:

Lz = (=12 %" 2% " = 1.

L) = (—1):5—%50%(:5&“@%) =r—a-1

L(z) = (z=3—a)(z—a—1)—(a+1)(1)
= 22 —2(a+2)x+ (a+2)(a+1).

Nas Figuras 2.7 e 2.8 observamos, respectivamente, a propriedade
de entrelacamento dos nés (veja Teorema 2.10) e o crescimento da
raiz x4, com « para cada ¢. Para demonstracao de que os zeros dos
Polinomios de Laguerre sao funcoes crescentes de o sugerimos o livro
de Szegé [30].
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i 1

20+ - |_1(0) /,;
// /
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r 7
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S L@ S ,

-10 ; S

Figura 2.7: Polinomios de Laguerre de grausde 1 a4 e a = 0.

200\

- — 1

-20+

Figura 2.8: Polinémios de Laguerre de grau4 e a =0, 1,2, 3.
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2.5.3 Polinémios de Hermite

Os polinomios de Hermite, denotados por H,(x), podem ser definidos
pela formula de Rodrigues dada por

v
dz™
(ver Krylov [20, pag.33] ou Chihara [6, pag.145]).

Nesta secao, veremos que esses polinomios formam uma sequéncia
de polinomios ortogonais, no intervalo (—oo, 00), com relagao a fungao

H,(z) = (—1)"¢ e, (2.5.16)

peso w(z) = e,

A relagao de recorréncia de trés termos para os polinémios de Her-
mite, obtida através das equagoes (2.2.3) (2.2.4) e (2.5.16), é dada por

H,1(x) =22H,(x) — 2nH, 1(x), n>1,

com Hy(z) =1e Hy(x) = 2z.
Calculando os primeiros polindmios, podemos obter os coeficientes
dos termos de maior grau

Hy(z) =1=2°
Hi(z) =2z=2%
Hy(z) =42® —2=2%2" -2

Logo, por recorréncia, a,, = 2".

Teorema 2.17. Os polinomios de Hermite satisfazem a sequinte re-
lagao de ortogonalidade

0, sem #n,
(Hyp, Hip) = (2.5.17)
2"ply/7, sem =n.

Demonstracao: Consideremos, sem perda de generalidade, m < n.
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i) Seja m < m. Substituindo H,(z) por sua férmula de Rodrigues e
chamando ¢(z) = e=*", obtemos

(Hp, Hpn) / H,, (2)dz.

Integrando por partes,

(H,, H,,) / H,( z)e  dr = (—1 )“+1/_ ¢V (2)H, (z)dx.

Logo, apds integrar n vezes por partes, temos

(H,, H,,) / H"™(2)¢(z)dx = / H" () e dx = 0.
oo ——~

ii) Se m = n,

(H,, H,) = / e H(z) dz = 2"n / e dr . n
-0 o2nnl &,—/
N
Seja y(z) = e, entdo
n dn —sz n —sz
y"(2) = e = (~1)"e™" Hy(a).

dx™

Derivando esta tltima expressao, obtemos

Y (@) = (~1)" e (20 H, (a) - Hy(w))

n

Portanto, obtemos uma outra relagao para os polinomios de Hermite,

Hy1(z) = 20H,(z) — H, ().

n

Na Figura 2.9 também podemos observar que os zeros de polinomios
de graus consecutivos se intercalam, conforme foi demonstrado no Te-
orema 2.10.
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2.6 Exercicios

Sessao 2.1

Figura 2.9: Polindmios de Hermite de graus de 1 a 4.

Exercicio 2.1. Sejam Py(x), Pi(x),..., Pn(x), m > 1, pertencentes
a uma sequéncia de polinomios ortogonais. Sem usar o fato de serem
dois a dois ortogonais, demonstre que {P;(x)}7%, sdao linearmente in-

dependentes.

Exercicio 2.2. Seja {P,(z)},~, wma

SPO em [a,b] com relagdo a

fungao peso w(x). Mostre que se w(x) um polindémio e

b
/ P,(x)n(z)w(x)dx

entao m(x) = 0.

0, n=0,1,...,
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Sessao 2.2

Exercicio 2.3. Escrever a relagao entre p, e p, dados no Teorema
2.2.

Exercicio 2.4. Seja {P,(z)} -, uma SPO com rela¢io ao produto
interno

b
)= [ Il
Seja f(x) : [a,b] = R tal que f(x) = ickpk(:)s). Mostre, entdo, que

<.fapk>
C :7’ ]{;:071’

Exercicio 2.5. Mostre que
b
P,(x)— P,(y
Que) = [ =iy, n—2

onde P,(x) € SPO em |a,b] com relagdo a fun¢do peso w(x), satisfaz a
mesma relagdo de recorréncia que P,(x). Ache as condigdes iniciais.

Exercicio 2.6. Usando a relagao

n e n n_l . .
LV N ey, (2.6.1)
7=0

r—y 4
mostre que os polinomios Q,(x) definidos acima sdo de grau n — 1.

Exercicio 2.7. Demonstre a relagdo (2.6.1) acima.

Exercicio 2.8. Demonstre o Teorema 2.7 sobre o Identidade de Cristo-
ffel-Darbouz para os polinomios ortonormais.
Sugestao: Use o Teorema 2.6 e as equagoes (2.2.10) e (2.2.11).

Sessao 2.4

Exercicio 2.9. Demonstre que se &, e {gvq1 sao dois zeros consecutivos
de P,(x) € SPO, entao existe ng € (&, Epr1) que € zero de Pyiqi(x).
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Sessao 2.5
Exercicio 2.10. Demonstre a Propriedade 2.1 (veja 2.5.7):

rg+n+1)

PP (1) = ()

em que P\ (2) sio os polinémios de Jacobi.

Exercicio 2.11. Mostre as sequintes iqualdades:

I'2n+a+1)I(n+1)
'n+a+1)I'(2n+1

Py (z) = Pla1/2)(2,2 1)

)
F'2n+a+2)I'(n+1)
)

P(a1/2 2 -1
I'n+a+1)I'(2n+2 ( )

Pt () =
Para os exercicios de 2.12 a 2.20, {P,(x)}22, é a sequéncia de po-
linomios ortogonais de Legendre.
Exercicio 2.12. Demonstre que
a)  Poy(z)—F o (2) = (2n+1)Py(z).
b) (1 —2*)P.(x) =nP,_1(x) — nxP,(x).
-1

¢) P.(x)=xzP, i(z)+ P! (x).

Exercicio 2.13. Demonstre que

! 2n
a) /_1xPn(x)Pn_1(x)dx =217 " > 1.

1
) / Po(2)P., (2)da = 2, n > 0,
~1

b) /1 P (2)Pu(a)de = —"— 0 >0
n\T = ) = U.
e m+1

(k) ) sua derivada de

Exercicio 2.14. Seja w(z) = (22 — 1)" e w (
yew®(z), k=1,2,.

ordem k, para k =1,2,... . Mostre que w(x
se anulam para x =1 e x = —1.
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Exercicio 2.15. Usando o exercicio anterior e integragao por partes,
mostre que

1
/ 2*P,(x)dx =0, 0 < k < n.
-1

Exercicio 2.16. Partindo da Formula de Rodrigues para os polinomios
de Legendre e usando a regra de Leibnitz, mostre que:

1
P (a2 = 1)P() +

(z) n+ 2 n+ 2
r)=—F—x
il 2(n+1) n+1

Pl

P.(z).
(2.6.2)

Exercicio 2.17. Seja P,(x) o polinomio de Legendre de grau n. De-
monstre que ele satisfaz a equagao diferencial de sequnda ordem:

(2 = 1)P)(x) — 22P,(z) + n(n + 1)B,(x) = 0. (2.6.3)
Exercicio 2.18. Mostre que a equagao (2.0.3) é equivalente a:
(1 = 2?)PL(x)] + n(n + 1) P (2).
Exercicio 2.19. Demonstre que
P, i(x) =2P,(x) + (n+ 1)P,(x). (2.6.4)
Sugestao: Use as equagoes (2.6.3) e (2.6.2).
Exercicio 2.20. Demonstre que

xP!(z) — P._,(z) = nP,(x).

n

Sugestao: Use a equagao (2.6.4) e relagao de recorréncia de trés ter-
mos para os polinomios de Legendre.

Exercicio 2.21. Demonstre as sequintes igualdades:

G <n+2A—1)

n

GY(-z) = (=1)"GV(x).

n
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Exercicio 2.22. Seja {T,(z)} ", SPO de Chebyshev de 12 espécie.
Demonstre as sequintes identidades:

0) /To(x) dz = Ty (x)

1
) do = g o)

C) / d!lﬁ' = |iTn+1(x> — Tn_l(x> s n > 1.

n+1 n—1

Exercicio 2.23. Demonstre que os polinomios de Chebyshev de 22
espécie satisfazem a sequinte relacdao de ortogonalidade:

/2, n=m >0,

0, n # m,
e a relacao de recorrécia de trés termos:
Upi1(x) = 22U, (z) — Up_1(x),
paran > 1, com Uy(x) =1 e Uy(x) = 2.

Exercicio 2.24. Usando o Processo de Ortogonalizacao de Gram-
Schmidt, construa os 3 primeiros polinomios de Laguerre, Lo(z), Ly (z)
e Lo(x). Sabe-se que sao ortogonais sequndo o produto interno

(o9 = / F()g(x)e>dz.

Exercicio 2.25. Seja y = H,(x) o polinémio de Hermite de grau n.
Mostre que ele satisfaz a sequinte equacao diferencial:

y" — 22y’ + 2ny = 0.



Capitulo 3

Quadratura (Gaussiana

Como uma aplicacao dos polinomios ortogonais, faremos, nesta segao,
um estudo sobre as Formulas de Quadratura Gaussianas, cujos noés
sao os zeros de polinomios ortogonais. Com essa escolha dos nos, a
precisao da férmula é a maior possivel. Para os que desejarem se apro-
fundar neste assunto, os livros [9, 10, 20, 29] sdo étimas referéncias.

3.1 Introducao

Consideremos integrais da forma

1(f) = / f(@yw(a)dr,

onde w(x) é uma func¢do peso em (a,b) CR, —oo <a < b < 0.

Sejam a < xp1 < Tpo < ... < Tpy < b, n pontos distintos em
[a,b]. Da mesma forma que fizemos no Capitulo 1, Se¢ao 1.3, usando
a férmula de Lagrange (1.3.1) para construirmos o polindémio de in-
terpolagao de f(z) sobre os n pontos distintos z,, k = 1,2,...,n,
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obtemos

(= T )T (Trke)

1(f) = /ab [ QIO N Rn—l(:)s)] o)
B kil { W'(;n,k) /ab 9:7:(27kw(x)d4 f(l"n,k)} (3.1.1)

Logo, podemos escrever

1) = [ S@u@ie = Y Warf @) + Bl (12

cujos pesos W, ., k=1,2,...,n, sao dados por
1 b on(x)
Wik = d 3.1.3
= | e (313

€ 0 erro, por

3.2 Férmulas de Quadratura Gaussianas

Teorema 3.1. A regra de quadratura (3.1.2) com pesos dados por
(3.1.3) € exata para polinémios de grau no mdzimo 2n—1 se, e somente
se,

i) € interpolatoria;

i1) w(x) € ortogonal em (a,b), com relagdo a fungdo peso w(x), a
todo polinomio de grau menor que n.

Demonstragao: (=)

i) imediato.

i) Seja um polinomio Q(z) € P,—; e () o polinomio dos nés. Mos-
tremos que (7, Q) = 0.
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Sabemos que

(r.Q) = / r(2)Q(x)w(x)da.

Como 7(x)Q(x) € Py,—1 € m(x, ) = 0, por hipdtese

<7T7 Q) = Z Wn,kﬁ(xn,k>Q(xn,k) =0.
k=1

(<) Seja P(x) € Py,_;. Logo, podemos escrevé-lo da forma
P(z) = n(2)Q(x) 4+ r(x), onde Q(z),r(z) € P,_;.
Observe que P(xy ) = r(x, ). Mas,

/P(m)w(m)dm = /[W(:C)Q(x)+r(x)]w(:c)d:c

Pela hipétese i),

Assim,

= ZWn,kP(xn,k> | |

k=1

As férmulas de quadratura com n pontos que tém precisao 2n — 1
sao conhecidas como Férmulas de Quadratura Gaussianas.

Uma importante aplicacao das Férmulas de Quadratura Gaussianas
¢ o resultado a seguir sobre os zeros dos polinomios ortogonais.
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Teorema 3.2. Entre quaisquer dois zeros de Py(z) existe pelo menos
um zero de P,(x), n > N > 2.

Demonstra¢ao: Suponha que, para algum n > N, P,(z) nao possui
zeros entre Ty, € Ty pr1 (1 <p < N). Faga

PN(LL’)

T —1Np) (T — TNpr1)

p(x) = (

logo, p(z) tem grau N—2 e p(x)Py(x) > 0, paratodo x ¢ (xnp, TN p+1)-
De acordo com o Teorema 3.1, na quadratura de Gauss com n
pontos temos que, para P(x) € Py, 1,

/ P(@)w(z)de = 3 WorP(s),

k=1

e, como n > N, segue que

/ p(x) Py (x)w(x)dz =Y " Wi kp(nk) Py (Tn)-

Entretanto, p(x)Py(z) nao pode se anular em todo z,, j, novamente
pelo fato de que n > N. Isto, aliado ao fato de que p(z)Py(x) > 0,
para todo * ¢ (¥np, Ty p+1), demonstra que

b
/ p(z) Py(z)w(z)dz > 0,

0 que entra em contradigdo com o fato de que Py(z) é o polinémio
ortogonal em (a, b) relativamente a w(x).

Portanto, para n > N, existe 2, (1 < k < n) tal que zy, <
Tnk < TNp+1- ]

Teorema 3.3. Se a formula de quadratura (3.1.2) é exata para po-
linomios de grau menor ou igual a 2n — 2, entao os pesos W, , k =
1,..., n, sao positivos.
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Demonstragao: Considere P(z) € Py, 5, dado da seguinte forma

Plz) = [ m(z)

T — Tp,k

0< / Peyw(n)ds — / ’ [%rw(x)dx

— Zn: Wi [M} 2 = Wk [0 (20 )]

Tn,j — Tnk

2
} . Entao, pelo teorema anterior,

J=1

Logo, W, >0, para k =1,2,..,n. [ |

Apresentaremos a seguir algumas consequéncias do que vimos an-
teriormente.

1. Seja P,(x) um polindémio ortogonal em (a, b) com relagao a fungao
peso w(x). Entao, P,(x) = ¢,m(z) onde 7(x) é o polinomio dos
néds, ortogonal em (a,b) com relacdo a funcao peso w(zx). Logo,
Tnk, kK = 1,2,...,n, que sdo os zeros de m(x), sdo, também,
os zeros de P,(z). Como, P/(x) = ¢,7'(z), obtemos a seguinte
expressao para os pesos W, x:

1 b P,(x)
W= — dr, k=1,...,n, (3.2.1
o / (e o (3.2.1)

onde P,(z) € {P.(x)}22, que é uma sequéncia de polindmios or-

togonais em (a, b), em relagao a fungao peso w(z).

2. Sabemos que os polinomios associados aos ortogonais sao defini-

dos por
b — P,(x

, _ ’ Pu(y)
onde @, (z) éde graun—1. Logo, Qn(xnx) = [ ———w(y)dy.
a Y

— Tnk
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Portanto, de (3.2.1), temos

nk — /777 k= 17 . )
M ) "
. Seja Pf(z) uma SPO*, sabemos que P;(z) = ERES]] e que
al = Hpan( Tk onde || P, (x)|| = \/(Py, P,). De (3.2.1), temos
’ n l&
1 b P¥(x)
Wk P (San)/a o xnkw(:c) x (3.2.2)

Sabemos que P (x) satisfaz a Identidade de Christoffel-Darboux:

~ ey L Pra(@)Pi(y) — Pr(@) P (y)
ZPj(gj)Pj(y)_ﬁH T —y :

Fazendo y = x,, 1, obtemos

n—1
ZP] (I)Pj (xn,k) = —— ( ) +1( k)’

j=0 ’}/n—i-l T — zn,k
e, assim,
Pr(x) Vn+1 =
L = —— P ()P} (zn 3.2.3
p— Raxmm>§%-* )P (r).  (323)

Substituindo (3.2.3) em (3.2.2), obtemos

Wor = —— Tnit Z/ P* SL’nk) (x)dx

P (xnk) 1 znk

_ Yrt1 / P (2) P (2

- T nk)W(x)dz
Py (1) P (Tnk) Ja ° ‘

= - a1 k=1,2,..n.

Pf:l (5177171~6)P1;F+1(xn,k)7
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Portanto,

a*
W = — Lot . k=1,....n. (324
nnPr)Lk (fn,k)P;+1(In7k)

4. Substituindo-se n por n—1 na Identidade de Christoffel-Darboux
e procedendo da mesma forma encontramos

*

Qa

Wk = i . k=1,....,n. (3.2.5)
U1 n—1by (xnk)Pﬁk—1($n,k)
Pu(x) Ao
Como P)(x) = ay ., = —— . de (3.2.5) obtemos
T2.@)[ ™ TP@)l
n,n Pn— 7Pn—
Wy = —m (Lo, o) k=1,...,n. (3.2.6)

an—l,n—lpy;(xn,k)Pn—l(xn,k>’

Para demonstrarmos o teorema do erro na quadratura gaussiana,
necessitaremos do lema a seguir.

Lema 3.1. Seja f uma fungdo continua em |a,b] e p(x) uma fungdo
integrdvel em |a,b] com ffp(:c)d:c > 0. Entao, existe ¢ € [a,b] tal que

[ sty = 1@ [ s

Demonstracao: Como f é continua em [a,b], que é um compacto,
entdo f atinge um maximo M e um minimo m em [a,b]. Logo,

m < f(z) < M,
para x € [a,b]. Entao,
p(x)m < p(x)f(z) < p(z)M

o que implica que

wﬁi m</¢W@M§MKmMm
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Logo, \
m < L. pb(w)f(ft)dft <
[ p(x)dx

Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € |a,b] tal
que

_ Rr@)f@)ds

fle) = =23
[ p(x)dx

Analisaremos, agora, a precisao das féormulas de quadratura gaus-
sianas com n noés. Observe que sao exatas para polinomios de graus
< 2n — 1, enquanto que as formulas de Newton-Cotes com o mesmo
nimero de pontos sao exatas para polindmios de graus < n — 1 ou
< n, dependendo se n é par ou impar.

Teorema 3.4. [Teorema Geral do Erro] Considere a formula de
quadratura dada por (3.1.2) com pesos e ndés como nas observagoes
acima. Se f(z) € C*"[a, b], entao

Eﬁ>=/ﬂmmm—zmmmw

(2n) b
f(2n§1'7)/ 2 (z)w(x)dr, a<n<b.

Demonstracao: Da equacao (3.1.2), temos que

b n
EAP) = [ f@yo()ds = Y Warf (o).

Sabemos que o polindémio de interpolacao de Hermite Ha, 1(z),
dado por (1.3.9), é de grau no maximo 2n — 1 e satisfaz

H2n—1(xn,i> =Yni = f(xnz)u

i=1,...,n. (3.2.7)
Hon-1(Tni) = Yni = f(Tni),
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Pelo Teorema 1.8, vimos que

m*(z)
(2n)!

Integrando (3.2.8) em relagao a fungao peso w(zx), obtemos

Rgn_l(l') = f(l’) — %gn_l(l') = f(2n)(§x) (328)

/ Rur(pule)de = / " (F(2) = Hans (@)}
= [ s~ [ o st

f((Q;‘n(f) ©)dx _/ flx dx_/abﬂzn_l(:c)wxd:c

a

Como Ha,—1(x) é de grau no méximo 2n — 1, a férmula de quadra-
tura gaussiana é exata para esse polinomio. Logo,

b " b £(2n)
/a f(x)w(x)dz = kz:; W Hon—1(2nr) + /a / (27f)£!m)7r2(x)w(x)dx.

Mas, de (3.2.7), Hon—1(Tnk) = f(xni), k =1,2,...,n, e a equacdo
acima pode ser dada por

b n b f£(2n)
/ f(x)w(r)dr = Z W f (Tnk) + / / (271()6;96)7T2(I)w({£)d{£.
“ k=1 a :

Logo,

b r£(2n)
E.(f) :/a f(27ﬂb()§!x)7r2(x)w(x)dx.

Como f(x) € C*"[a,b], entdo f®?(z) é continua e, além disso,

g(z) = m*(z)w(x) > 0 com f g(x)dz > 0. Assim, pelo lema anterior,
In € [a,b] tal que

/ FEV () () w(z)dx = £ (n) / bﬁ2<x)w<x)dl~.
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Portanto,

3.3 Exemplos

3.3.1 Foérmulas de Quadratura de Gauss-Legendre

Consideremos férmulas de quadratura da seguinte forma
1 n
/ f@)de =" Wonf(nk) + En.
-1 k=1

Sabemos que os polinomios de Legendre P, (z) definidos em (2.5.11)
sado ortogonais com relagao a fun¢do peso w(x) = 1 no intervalo [—1, 1].

Logo, para construirmos férmulas de quadratura gaussianas para
o caso acima, devemos utilizar os zeros desses polinomios como nés e
calcular os pesos também utilizando-se os polinomios de Legendre.

Como exemplo, consideremos n = 3 e calculemos, entao, os pesos e
os no6s da férmula de quadratura acima. Sabemos que os nés 31, 32
e x33 sdo os zeros do polinomio P3(z). Da relacdo de recorréncia
(2.5.12), obtemos

Logo,

€r31 = — ) €32 = 0, €33 =

ot

De (3.2.6) temos que os pesos sdo dados por

P, P
Wiy = a373( 2, 2>

, C k=1,23.
’ ag 2 Py(3.1) Po(3,1)
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3 5
COl'IlO a272 = 5, a373 = 5, <P2,P2> = g € P3(LU) 5252 — 5, Ob—
temos 5
Wa = y , k=123.
SR 3P (30) Pa(ws)
Logo,
5 8 5
W31 = §7 W30 = § € Wi = §

Portanto, a férmula de quadratura
! 5 V15) 8 5,(V15
/_1 f(@)dx = §f <_T) + §f(0) + §f <?> + E3(f)

é exata para polinomios de grau no méaximo 5, isto é, E3(f) = 0 se
Vamos comparar essa férmula com a Regra 1/3 de Simpson, ambas
com 3 pontos. Vamos aproximar a integral

/12 L (3.3.1)

T

utilizando as duas regras.

Sabemos que, para utilizar a Quadratura de Gauss-Legendre, o
intervalo de integracao deve ser [—1, 1]. Vamos, entdo, fazer a mudanca
de variaveis x = t+3 e obtemos

/ / g (3.3.2)

Aproximando (3.3.2) pela Quadratura de Gauss-Legendre com n =
3, obtemos

/_dt,\,?#ﬁ 1,51
Lt+3 T 9 YB3 90+3 9 V/E g
0.6931216931,

utilizando-se 10 digitos significativos de precisao.
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Aproximemos, agora, a integral (3.3.1) pela Regra 1/3 de Simpson.

21 1/2 1 1 1
/1 . dr ~ 3 L +4 x 1+1/2+2 = 0.6944444444,
também com 10 digitos significativos de precisao.

O valor exato da integral (3.3.1), retendo-se apenas 10 digitos sig-
nificativos de precisao, é 0.6931471806.

Comparando essas duas aproximagoes com o valor exato, observe
que com a Quadratura de Gauss-Legendre com n = 3 temos 4 digitos
corretos, enquanto que com a Regra 1/3 de Simpson, também com 3
pontos, temos apenas 2.

3.3.2 Foérmulas de Quadratura de Gauss-Chebyshev

Consideremos, agora, formulas de quadratura da seguinte forma

1 n
1
/_1 V1—a? ;
Sabemos que os polinomios de Chebyshev de 12 espécie T, (z)
definidos em (2.5.13) sdo ortogonais com relacao a fungao peso w(x) =

V1—2?

Portanto, para construirmos formulas de quadratura Gaussianas
para o caso acima, o adequado ¢ utilizarmos esses polinomios para
obtermos os nos e os pesos.

De (2.5.14) sabemos que os zeros dos polinémios de Chebyshev sao

dados por
2k — 1
Ty |y = COS <u) , k=1,2,...n,

no intervalo [—1, 1].

2n
e, ainda,
U =21 e (T, T,) = g n> 1.
Assim, de (3.2.6), temos
2n—1 <Tn—17 Tn—1> 7T
Wn,k = -2 ! = /
2" Tn(xn,k)Tn—l(xn,k) Tn(xn,k)Tn—1($n,k>

k=1,...,n.
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Como
;. nsen(nf)
L) sen(6)
entao, para k =1,2,...,n,
, n sen(ndy) (2k — )m
nk) = —————, de Oy = ———.
T(@nk) sen(6y,) once Uk 2n

Mas,

To-1(xng) = cos((n—1)0k) = cos(nby)cos(bx) + sen(nby)sen(by)
= sen(nby)sen(0y).

Logo,
T (2 )Tt (Tng) = nsen®(ndy) = n(1 — cos*(nby)) = n.

Dai,

3

Wpr=—, k=1,...,n, n>2.
n

Portanto, para n > 2,

de = %Z f <COSW) Y EL(f), (3.3.3)
k=1

[

com E,(f) =0 sempre que f(z) € Py,_;.
Mas, (3.3.3) também vale quando n = 1, pois Ty(z) =z, 217 =0

e
ai1 (To, To)
Wi = aoo Ty (x11)To(z11) -
Assim,
! 1 s
@) gde =f (cos3 ) + Buf) = mf0) + Bi()
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3.4 Exercicios

Exercicio 3.1. Mostre que se w(z) = w(—x) e (a,b) = (=b,b), entdo
Wn,i = Wn,n—i—i—l-

Exercicio 3.2. Mostre que, na Formula de Quadratura Gaussiana

(3.1.1),
Z Wn,k = Mo,
n=1

onde o € o momento de ordem O definido na Defini¢cao 1.18.

Exercicio 3.3. Determine a formula de integracao de Gauss para
integrar exatamente a funcao f(x) no intervalo [—1,1], com relagdo a
fungao peso w(x) = /1 —a? quando f(x) for um polinémio de grau
<2n—1.

Exercicio 3.4. A integral dupla pode ser obtida da sequinte maneira:
mantendo-se x constante, integra-se aprorimadamente em rela¢ao a y
por alguma regra de quadratura. Em sequida, a integral em relagao a
x € também aproximada por uma regra de quadratura. Sabendo-se que

fx,y) =

aproxrime

- / 2 / " . y)dyde.

usando as regras de quadratura de Gauss mais adequadas com trés
pontos com relacao a x e com dois pontos com relacao a y.

r+y

Exercicio 3.5. Use a Regra de quadratura de Gauss mais apropriada
para aprozimar a drea da figura formada pelas curvas gi(x) e go(x)
dadas abaizo e as retas x =0 e x = 2.

{gl(fv) = z(2® - 1)

go(x) = 1—2?

Exercicio 3.6. Use as regras de quadratura de Gauss mais adequadas
para resolver os itens abaizo.
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a) Sabendo que I'(x) = / t"tetdt,  calcule I'(4).
0

™

b) Calcule/ sin* @ db.

—T

Exercicio 3.7. Obtenha a regra de quadratura gaussiana que integre
exatamente

1
I= / f(z)z?dx

-1
quando f(x) for um polindmio de grau < 2.

Exercicio 3.8. Encontrar a formula de quadratura de Gauss-Legendre
comn=4en=>.

Exercicio 3.9. Calcular

1 2
/ (z° + 22%)dw e / —dz
-1 1 X

pela formula de quadratura mais adequada obtida no exercicio ante-
0T

Exercicio 3.10. Fazer o mesmo que o Fxercicio 3.8 para os po-
linomios ortogonais de Hermite.

Exercicio 3.11. Use a quadratura de Gauss mais adequada para apro-
Timar as integrais

N e 1 1\

Use as tabelas constantes dos Apéndices 1 a 4.

Exercicio 3.12. Obtenha a Regra de Quadratura Gaussiana da forma

| sayeds = 3 Wit + B

que seja ezxata para f(z) € Ps.
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Apeéendice 1

Daremos, aqui, os valores dos pesos W), ;, e dos nés z,, , para Férmulas
de Quadratura da forma

/ P~ S Wi f (o).
-1 k=1

que sao exatas para f(x) € Py, ;. Essas férmulas foram discutidas na
Secao 3.2. Para mais detalhes sobre essas Férmulas de Quadratura,
sugerimos os textos [9, 10, 29].

Os pesos W, 1, e 0s nés x,, ;, sao simétricos com relacao a x = 0, isto
¢,

Wn,k - Wn,n—k-{—la Tnk = Tnn—k+1-

Por essa razao, as tabelas a seguir darao apenas os valores dos nds
que pertencem ao intervalo [0, 1) e os correspondentes pesos.

Os célculos foram feitos usando-se o software MAPLE 3 com 100
digitos significativos de precisao e informamos apenas os 25 primeiros.

Para tabelas com mais valores de nos e pesos, recomendamos o livro
de Krylov [20].

.5773502691896257645091488  1.000000000000000000000000
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0.0000000000000000000000000  0.88888388388838838388388889
0.7745966692414833770358531  0.5555555555555555555555556

n—=4

0.3399810435848562648026658 0.6521451548625461426269361
0.8611363115940525752239465 0.3478548451374538573730639

n=>5

0.0000000000000000000000000  0.5688888888888888888888889
0.5384693101056830910363144 0.4786286704993664680412915
0.9061798459386639927976269 0.2369268850561890875142640

n==~06

0.2386191860831969086305017 0.4679139345726910473898703
0.6612093864662645136613996 0.3607615730481386075698335
0.9324695142031520278123016  0.1713244923791703450402961

n="17

0.0000000000000000000000000  0.4179591836734693877551020
0.4058451513773971669066064 0.3818300505051189449503698
0.7415311855993944398638648 0.2797053914892766679014678
0.9491079123427585245261897 0.1294849661688696932706114
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Lk

n==~8

0.1834346424956498049394761
0.5255324099163289858177390
0.7966664774136267395915539
0.9602898564975362316835609

0.3626837833783619829651504
0.3137066458778872873379622
0.2223810344533744705443560
0.1012285362903762591525313

n=29

0.0000000000000000000000000
0.3242534234038089290385380
0.6133714327005903973087020
0.8360311073266357942994298
0.9681602395076260898355762

0.3302393550012597631645251
0.3123470770400028400686304
0.2606106964029354623187429
0.1806481606948574040584720

(-1)0.8127438836157441197189216

n

0.1488743389816312108848260
0.4333953941292471907992659
0.6794095682990244062343274
0.8650633666889845107320967
0.9739065285171717200779640

10

0.2955242247147528701738930
0.2692667193099963550912269
0.2190863625159820439955349
0.1494513491505805931457763

(-1)0.6667134430868813759356881




128 Apéndice 1



Apeéendice 2

Neste apéndice, daremos os valores dos pesos W, , e dos nés x,, j, para
férmulas de quadratura da forma

/OO f(x)e_xdx ~ Z Wn,kf(xn,k)7
0 k=1

que sao exatas para f(x) € Py, ;. Essas férmulas foram discutidas na
Secao 3.2. As tabelas a seguir dardao apenas os valores para o = 0.

Os célculos foram feitos usando-se o software MAPLE 3 com 100
digitos significativos de precisao e informamos apenas os 25 primeiros.

Para tabelas com mais valores de nés e pesos, recomendamos o livro
de Krylov [20].

Para mais detalhes sobre essas Formulas de Quadratura, sugerimos
os textos [9, 10, 29].

1.000000000000000000000000  1.000000000000000000000000
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n=2

0.5857864376269049511983113  0.8535533905932737622004222
3.414213562373095048801689 0.1464466094067262377995778

n=3

0.4157745567834790833115339  0.7110930099291730154495902
2.294280360279041719822050 0.2785177335692408488014449
6.289945082937479196866416  (-1)0.1038925650158613574896492

n=4

0.3225476896193923118003615  0.6031541043416336016359660
1.745761101158346575686817 0.3574186924377996866414920
4.536620296921127983279285  (-1)0.3888790851500538427243817
9.395070912301133129233536  (-3)0.5392947055613274501037906

n=>5

0.2635603197181409102030619  0.5217556105828086524758609
1.413403059106516792218408 0.3986668110831759274541333
3.596425771040722081223187  (-1)0.7594244968170759538765331
7.085810005858837556922124  (-2)0.3611758679922048454461263
12.64080084427578265943322  (-4)0.2336997238577622789114908

n==~06

0.2228466041792606894643548  0.4589646739499635935682849
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n==~06

(continuacao)

1.188932101672623030743151
2.992736326059314077691325
5.775143569104510501839830
9.837467418382589917715547
15.98287398060170178254579

0.4170008307721209941133776
0.1133733820740449757387062

(-1)0.1039919745314907489891330
(-3)0.2610172028149320594792429
(-6)0.8985479064296212388252921

n

0.1930436765603624138382479
1.026664895339191950345199
2.567876744950746206907786
4.900353084526484568101714
8.182153444562860791081828
12.73418029179781375801264
19.39572786226254031171258

7

0.4093189517012739021304329
0.4218312778617197799292810
0.1471263486575052783953742

0.02063351446871693986570561
(-2)0.1074010143280745522131960
(-4)0.1586546434856420126873262
(-7)0.3170315478995580562271322

n

0.1702796323051009997888619
0.9037017767993799121860202
2.251086629866130689307118
4.266700170287658793649422
7.045905402393465697279325
10.75851601018099522405996
15.74067864127800457802876
22.86313173688926410570053

8

0.3691885893416375299205828
0.4187867808143429560769786
0.1757949866371718056996599

(-1)
(-2)
(-4)
(-6)
(-8)

0.3334349226121565152213253
0.2794536235225672524938924
0.9076508773358213104238501
0.8485746716272531544868018
0.1048001174871510381615089
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0.1523222277318082474281071
0.8072200227422558477414192
2.005135155619347122983033
3.783473973331232991675406
6.204956777876612606973535
9.372985251687576201809710
13.46623691109209357109788
18.83359778899169661414990
26.37407189092737679614100

n=29

0.3361264217979625196734677

0.4112139804239843873091469

0.1992875253708855808605756
(-1)0.4746056276565159926211636
(-2)0.5599626610794583177004199
(-3)0.3052497670932105663054128
(-5)0.6592123026075352392255723
(-7)0.4110769330349548442902410
(-10)0.3290874030350707576466814

n =10

0.1377934705404924308307725
0.7294545495031704981603731
1.808342901740316048232920
3.401433697854899514482532
5.552496140063803632417558
8.330152746764496700238767
11.84378583790006556491854
16.27925783137810209953265
21.99658581198076195127709
29.92069701227389155990879

0.3084411157650201415474708

0.4011199291552735515157803

0.2180682876118094215886485
(-1)0.6208745609867774739290213
(-2)0.9501516975181100553839072
(-3)0.7530083885875387754559644
(-4)0.282592334959956556 7422564
(-6)0.4249313984962686372586577
(-8)0.1839564823979630780921535
(-12)0.9911827219609008558377547
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Daremos, aqui, os valores dos pesos W, ;, e dos nés z,, ; das Férmulas
de Quadratura Gaussianas associadas aos polindmios classicos Hermite
da forma

| @t = 3 W )
e k=1

que sdo exatas para f(x) € Py,_1. Essas férmulas foram discutidas na
Secao 3.2. Para mais detalhes sobre essas Formulas de Quadratura,
sugerimos os textos [9, 10, 29].

Como no caso do Apéndice 1, aqui também os pesos W), e os nés
Tp 1 S20 simétricos com relagao a x = 0,

Wn,k - Wn,n—k-{—la Tk = Tnn—k+1-

Por essa razao, as tabelas a seguir darao apenas os valores dos nés que
pertencem ao intervalo [0,00) e os correspondentes pesos.

Os célculos foram feitos usando-se o software MAPLE 3 com 100
digitos significativos de precisao e informamos apenas os 25 primeiros.

Para tabelas com mais valores de nos e pesos, recomendamos o livro
de Krylov [20].
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n=1

0.000000000000000000000000 1.772453850905516027298167

n =2

0.7071067811865475244008444  0.8862269254527580136490837

n=3

0.000000000000000000000000 1.181635900603677351532112
1.224744871391589049098642 0.2954089751509193378830279

n=4

0.5246476232752903178840603  0.8049140900055128365060492
1.650680123885784555883341  (-1)0.8131283544724517714303456

n=>5

0.0000000000000000000000000  0.9453087204829418812256893
0.9585724646138185071127706  0.3936193231522411598284956
2.020182870456085632928724  (-1)0.1995324205904591320774346

n==~06

0.4360774119276165086792159  0.7246295952243925240919147
1.335849074013696949714895 0.1570673203228566439163116
2.350604973674492222833922  (-2)0.4530009905508845640857473
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n="17

0.0000000000000000000000000  0.8102646175568073267648766
0.8162878828589646630387110  0.4256072526101278005203175
1.673551628767471445031801  (-1)0.5451558281912703059217857
2.651961356835233492447082  (-3)0.9717812450995191541494243

n==~8

0.3811869902073221168547189  0.6611470125582412910304160
1.157193712446780194720766 0.2078023258148918795432586
1.981656756695842925854631  (-1)0.1707798300741347545620306
2.930637420257244019223503  (-3)0.1996040722113676192060905

n=>9

0.0000000000000000000000000  0.7202352156060509571243347
0.7235510187528375733226399  0.4326515590025557501998121
1.468553289216667931667016  (-1)0.8847452739437657328797511
2.266580584531843111802097  (-2)0.4943624275536947217224566
3.190993201781527607230048  (-4)0.3960697726326438190458629

n =10

0.3429013272237046087891650  0.6108626337353257987835650
1.036610829789513654177492 0.2401386110823146864165233
1.756683649299881773451401  (-1)0.3387439445548106313616473
2.532731674232789796408961  (-2)0.1343645746781232692201566
3.436159118837737603326725  (-5)0.7640432855232620629159368
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Daremos, aqui, as Formulas de Quadratura Gaussianas associadas aos
polinomios classicos de Chebyshev

e de 12 espécie:

| o= d:cNZWnkf T,

e ¢ de 22 espécie:

/OO f@)V1—a2 de ~ Z Wk f(Tnk)s
—0 k=1

que sao exatas para f(x) € Py, ;. Essas férmulas foram discutidas na
Secao 3.2. Para mais detalhes sobre essas Férmulas de Quadratura,
sugerimos os textos [9, 10, 29].

Nesses dois casos, os pesos W, e 0s nés z, ; sao dados explicita-
mente. As duas férmulas acima sao dadas, respectivamente, por:

[ i a2 Y ()

k=1

km
P <n+1) f<cosn+1>'

Veja Subsecao 3.3.2 e Exercicio 3.3.

/_: f@)V1 =22 do ~
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