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Prefacio

“O objetivo final de uma aula deveria ser formar futuros
pesquisadores, e nao decoradores de matéria.”

Stephen Kanitz, 2003.

“N6s somos incapazes de provar alguma coisa e quantidade alguma
de dogmatismo pode sobrepujar isso. Nés temos uma idéia da
verdade que quantidade alguma de ceticismo pode suplantar.”

Pascal.

“...a verdadeira e inexpugnéavel gloria de Deus comega onde termina
a linguagem.”

Luis Fernando Verissimo, 2003.

Estas licoes sao dedicadas a apresentacao de uma classe de sistemas
de equacoes lineares associados a modelos matematicos de sistemas
fisicos em equilibrio dinamico e a introducao de um método itera-
tivo, paralelizavel, para a resolugao de uma subclasse desses sistemas,
aqueles que admitem ser representados por grafos.

Dito desta forma parece ser um assunto um tanto técnico. Claro
que tem uma face técnica, mas como a classe de sistemas de equacoes
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fundamentais de equilibrio tem tantas e tao diversas aplicacoes, o as-
sunto passa a ter nao somente profundidade mas também abrangéncia.
E isso é show!

Posto isto, conversamos também sobre classes de modelos matema-
ticos, sua hierarquia na construcao cientifica, ou como estd em voga
na Inteligéncia Artificial (direita), falamos de

modelos explicativos <+ conhecimento
modelos descritivos < informagao
banco de dados (tabelas) <+ dados brutos

Organizamos as ligoes da seguinte forma. O Capitulo 1 trata a
modelagem de fenomenos em equilibrio. A Secao 1.1 apresenta, de
forma ludica e breve, a nogao de fendmeno estaciondario, as equacoes
fundamentais de equilibrio e alguns exemplos. Na Secao 1.2 um mo-
delo ingénuo de distribuicao de ‘riqueza’ é apresentado. O objetivo é
introduzir a notacao e alguns conceitos usados ao longo do texto, sem
a necessidade de usar modelos fisicos, menos familiares, para ilustra-
los, o que poderia, inicialmente, comprometer a compreensao. Na
Secdo 1.3 sao discutidas as nogoes de grafo, de grafo orientado e rede.
E entao apresentada uma classe de modelos definidos sobre redes, a
partir de leis elementares, representando equacoes de equilibrio. E
interessante que esta classe acabe dando origem ao mesmo modelo de
‘riqueza’ apresentado na Secao 1.2. A Secao 1.4 é uma pausa no texto
e apresenta algumas consideracoes sobre a natureza de modelos ma-
tematicos e sua hierarquia. Representa também uma separacao das
ligdes com respeito a complexidade das mesmas. Na Segao 1.5 é revisto
o modelo definido em uma rede, sendo entao generalizado, levando as
equagoes fundamentais de equilibrio. Instancias discretas e continuas
das equagoes fundamentais de equilibrio sao vistas, respectivamente,
nas Secoes 1.6 e 1.7.

No Capitulo 2 tratamos a resolugao do sistema de equagoes fun-
damentais de equilibrio baseadas em grafos. Assim, um algoritmo
iterativo para a resolucao desse sistema de equagoes é apresentado na
Secao 2.1, sendo que a convergéncia do mesmo é o assunto da Secao



2.2. O algoritmo resultante é paralelizavel, e como fazée-lo é do que
trata a Segao 2.3.

Finalmente, no Capitulo 3, enviamos um presente aos nossos lei-
tores, introduzindo breves nocoes sobre algoritmos aleatorios ou ran-
domicos. Trata-se de uma &drea nova e plena de possibilidades. Essa
rapida discussao visa organizar algumas informacoes e facilitar a lei-
tura dos textos fundamentais sobre o tema.

Uma observagao sobre notacao. Itédlico é utilizado quando uma
nocao esta sendo introduzida implicita ou expliticamente, e também
quando se quer dar um destaque. As plicas ¢ ’ sao usadas para dizer
que o termo nao representa bem aquilo ou que nao queremos justificar
porque o termo ¢é utilizado (haveria algo mais a ser dito). Sao muitas
ambiguidades que, esperamos, nao confundam o leitor.

Rio de Janeiro, 01 de marco de 2012.

Francisco D. Moura Neto
Fabio Gongalves
Luiz Mariano Carvalho
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Capitulo 1

Modelo de Fenomenos em
Equilibrio

1.1 Fenomenos Estacionarios e suas Equacoes

Uma caracteristica dos modelos a serem apresentados nestas licoes é
que estes tentam retratar situacoes que tenham atingido um equilibrio,
e que, portanto, nao mudem com o passar do tempo. Vamos considerar
nesta segao este conceito, através de alguns comentarios e exemplos.

Modelos desta natureza, que consideram situacgoes imutaveis, sao
chamados de modelos estqcz’ondm’osl. Mas serao, os fenomenos, com-
pletamente inanimados? As vezes nao:

“Todo dia ela faz tudo sempre igual
Me sacode as seis horas da manha
Me sorri um sorriso pontual
E me beiga com a boca de hortela”

Trecho da letra da musica “Quotidiano” de Chico Buarque.

De forma poética, a musica “Quotidiano”, de Chico Buarque, ilus-
tra como uma situacao estacionaria pode estar impregnada de mo-

IN3o se conhece nada imutével, e isso deve ser encarado como uma idealizacio, uma situacio
limite.
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vimento, de vida, de mudanca. Ou seja, apesar de em situacoes es-
taciondrias inexistirem alteracoes, ao contrario, o que se tem ¢é per-
maneéncia, nao sao situagoes com agentes inertes em um sentido abso-
luto, elas exibem, no seu amago, mudancas, trocas.

A temperatura de um corpo mede a agitacao das moléculas que o
constituem. A aproximadamente —273 °C, do ponto de vista classico,
as moléculas estao praticamente imoéveis. A temperaturas acima de
—273 °C as moléculas estao agitadas, e quanto mais acima, mais agi-
tadas ficam as moléculas.

Considere a seguinte experiéncia. Tome um cubo de gelo (a zero
graus Celsius) e igual massa de dgua a 50 °C, junte-os em um reci-
piente termicamente isolado e deixe o tempo passar. Quando o gelo
¢ mergulhado na agua tem-se, durante algum tempo, uma situagao
nao estaciondria em que porcoes de dgua vao esfriando e porgoes de
gelo vao esquentando. Depois de algumas horas a agua estara a uma
unica temperatura — as moléculas estarao agitadas e a temperatura
serd de 25 °C, atingindo o chamado equilibrio térmico. As moléculas
da dgua estarao agitadas uma vez que? 25 °C > —273 °C. Apesar da
agitacao, esta ¢, em um ponto de vista macroscopico, uma situagao
estacionaria.

Vemos, desta forma, que o conceito de um fenomeno estacionario
retrata algumas situagoes concretas com que nos deparamos.

Modelos matematicos referentes a sistemas fisicos em equilibrio
dinamico, descrevendo leis de balanco local, podem, frequentemente,
ser reduzidos a forma operacional

C'q+Ap=Db
, (1.1.1)
Alq=f

constituindo as equacgoes fundamentais de equilibrio, consoante nomen-
clatura introduzida por Strang [14, 13].

Esta denominacao é motivada pelas aplicagoes fisicas que descrevem
leis de balango de fenomenos em estado de equilibrio, embora equacoes

20 simbolo > traduz-se por muito maior. Assim, 25 °C > —273 °C lé-se: 25 °C é uma
temperatura muito maior do que —273 °C.
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desta forma aparecam também em outras aplicagoes sem conotacao
fisica. Por conveniéncia, chamamos p de potencial e q de fluxo. Esta
nomenclatura é adequada a certas aplicagoes. A primeira equagao
chamamos de equacao governante do fluxo e a segunda de conservagao
(balango) do fluxo.

Em circuitos elétricos, por exemplo, a varidvel p representa o con-
junto de tensoes nos nés de uma malha de resisténcias elétricas e a
variavel q representa o conjunto de correntes resultantes no circuito.
A lei de Ohm, que estabelece o valor da corrente elétrica dada a re-
sisténcia e a diferenga de potencial (usualmente escrita como V = R,
onde V é a tensao, R a resisténcia, e I a corrente), corresponde &
primeira equagao do sistema (1.1.1) enquanto que a segunda estd as-
sociada a lei das correntes de Kirchhoff, que afirma que a soma das
correntes entrando ¢é igual a soma das correntes saindo de um né da
malha. O operador C' — aqui uma matriz — esta relacionado as re-
sisténcias e A é a chamada matriz de incidéncia do circuito elétrico.
Neste caso, o vetor f é nulo e o vetor b é uma fonte externa de tensoes;
mais detalhes sao apresentados nas Secoes 1.5 e 1.6.

As instancias da formulagao dada nas equacgoes (1.1.1), quando A
e C sao operadores lineares em espacos de funcgoes, b, f, p, q sao
funcoes e AT representa o adjunto do operador A com relacao ao
produto interno em espacos de fungoes adequados, encontram também
aplicacoes na descrigao de leis de balanco de quantidades fisicas em
estado de equilibrio dinamico. Apresentamos estas nos Capitulos 1.5
e l1.7.

Um exemplo é o modelo classico do escoamento de um fluido in-
compressivel em um meio poroso

v=-Evp
o
, (1.1.2)
divv =0

onde v = (v1,v,v3) é a vazao ou velocidade de Darcy, p é a pressao,

K é a permeabilidade do meio e p a viscosidade do fluido, Vp =
9p 9p 9py 4 : 5 ; — Ou 4 Ovp | Ous 4
(az’ay’az) é o gradiente da pressao, e divv = Z2 + 9.t G2 €o

divergente da velocidade [10].
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O sistema de equagoes (1.1.1) se conforma ao sistema (1.1.2) quando
p ¢ a pressao, q ¢ a velocidade de Darcy, b e f sao nulos, o operador
A representa o gradiente, AT o negativo do operador divergente e C
o tensor de permeabilidade da regiao porosa dividido pela viscosidade
do fluido. As leis de Darcy e de balan¢o de massa (equacao da conti-
nuidade) sao representadas, respectivamente, pelas primeira e segunda
equagoes fundamentais de equilibrio do sistema (1.1.1).

Esses exemplos atestam a aplicabilidade da classe de equacoes aqui
considerada, a qual também se usa em campos tao dispares como
no estudo de estruturas e de conducao de calor, em hidraulica, em
estatistica, e até na teoria de splines e de elementos finitos [14, 13].

1.2 Um modelo ‘harmoénico’ de distribuicao de
“riqueza”

Iniciamos com um modelo ingénuo de distribuicao estacionaria de ‘ri-
queza’ que ajuda a estabelecer algumas nogoes elementares e a notagao
matematica correspondente. Algumas modificagoes do modelo sao, em
seguida, consideradas.

1.2.1 Vocé e seus vizinhos

Vamos comecar com uma situacao bastante simples de distribuicao de
‘riqueza’. Considere algumas familias que morem ao longo de uma es-
trada, Figura 1.1. Suponhamos, para facilitar, que sejam seis familias
vizinhas e que as identificamos, sequencialmente, pelos niimeros intei-
ros de 0 a 5.

Uma certa harmonia é havida quando cada familia tem ao seu lado
uma familia mais pobre e uma mais rica. Assim uma dada familia
percebe que nao estd nem no apice da piramide socio-economica, nem
na base: tem um vizinho imediato mais rico e um mais pobre. Isso
pode trazer algum conforto psicolégico®.

3Estas consideracdes, é claro, sdo muito simplistas.
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Figura 1.1: Uma estrada, vocé e os seus vizinhos.

Para efeitos de modelar, vamos denotar por
r; — ariqueza da familia 7.
Usando esta notagao, devemos ter as riquezas ordenadas assim,
o <w < < ... <5,

quando a esquerda tem-se o vizinho mais pobre e a direita o vizinho
mais rico, ou assim,

To > X1 2Ty 2> ...2Ts,

no caso em que a ordenagao ¢é reversa a anterior, isto é, quando o
vizinho mais pobre estd a direita e o vizinho mais rico a esquerda.

Uma possibilidade de realizacao dessa distribuicao ordenada de ri-
queza é que a ‘minha riqueza’, z;, seja a média da riqueza dos meus
vizinhos, x;_1, a esquerda, e z;,1, a direita,

© = % i=1,2,3 4. (1.2.3)

A equacdo (1.2.3) especifica uma regra, uma inter-relagio que as
riquezas dos vizinhos tém que satisfazer, mas nao especifica a riqueza
de cada um. Informamos os valores da riqueza dos casos extremos, xg
€ Iy

o=« e x5 =0 (1.2.4)

As equagdes (1.2.3) e (1.2.4) dao origem a um sistema de equagoes
do tipo que se chama de sistema de equacoes lineares, o qual pode
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ser facilmente resolvido. No caso, resolver, significa determinar os
valores das riquezas, x;, para cada um dos vizinhos, ¢ = 0, 1, 2, 3,
4, 5. Assim, apesar da equagdo (1.2.3) nao especificar a ‘riqueza’
de ninguém, permite determina-la. Vamos inicialmente reescrever as
equagoes (1.2.3) e (1.2.4) de uma outra forma. Da equagao (1.2.3)
obtemos

2x; = wiq1+wiq, 1=1,2,3,4, (1.2.5)

ou, ainda,
—r; 1+ 2x;—xi1 = 0, i=1,2 3 4. (1.2.6)
Quando, por exemplo, ¢ = 3, na equacao anterior, obtém-se que
—x9 + 223 — x4 = 0. Escrevendo, por extenso, a equagao (1.2.6),

para cada valor do indice i, e agregando também a informagao da
equagao (1.2.4), obtemos o sistema de seis equagoes lineares a seis
incognitas xg, x1, ..., Ts,

( Ty =
—LL’0+22L’1 — Ty =
—LL’1+2£L’2 — X3 =
—LL’2+22L’3 — T4 =
—2r3+2x4 — 15 =

\ Ts =

(1.2.7)

o oo oD

onde é assumido, recordamos, que se conhece o e 5. Ora, conhecer « e
[ de antemao significa que se sabe a riqueza dos individuos denotados
por i= 0 e por ¢ =5, e o problema se resume a determinar a riqueza
dos demais moradores da rua, assumindo que a inter-relagao dada pela
equacao (1.2.3) é satisfeita.

Substituindo-se o valor de x(y e de x5 na segunda e na pentltima
equacao do sistema (1.2.7), isto é, onde essas varidveis aparecem,
obtém-se

2I1 — Ty =
—LL’1+2£L’2 — X3
—LL’2+22L’3 — T4

—LL’3—|—2SL’4 =

I
%o o

(1.2.8)
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Usando notagao matricial, o sistema acima pode ser reescrito como

2 -1 0 0 T «
-1 2 —1 0 T B 0
0 —1 2 —1 T3 N 0
0 0 -1 2 T4 15}

1.2.2 Resolugao do modelo: determinacao da distribuicao
de ‘riqueza’

A resolucdo do sistema de equagoes (1.2.8) é realizada da seguinte
forma. Inicialmente, isola-se x1 na primeira equacao, obtendo-se 2 1 =
a + x5 e, em seguida,

r1 = (a + 29)/2. (1.2.9)

O valor de z; determinado por esta ultima equacao é substituido su-
cessivamente nas equagoes seguintes (de fato, x; s6 aparece na proxima
— segunda — equagao) do sistema de equagoes (1.2.8), obtendo-se

1 = (a + 39)/2

__a-;mz —+ 2!13'2 — T3 = O
—T9 + 2 T3 — Ty = 0 ’
—r3+2x4 = f3
ou, ainda,
r1 = (a + 29)/2
3 [}
5.1’2 — X3 = 3
—r3+2x4 = f3

Notamos entao que as trés ultimas equacgoes, no sistema de equagoes
(1.2.10), s6 dependem de trés incégnitas, xq, T3 € x4, a0 passo que o
sistema (1.2.8) tinha quatro incégnitas e quatro equagoes. Isto é,
eliminamos uma equagao e uma incognita, e o problema agora pede
que seja resolvido o sistema constituido pelas trés ultimas equagoes do
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sistema (1.2.10),

%l’g — T3 = %
—To+2x3 —x4y = 0 (1.2.11)
—x3+2m4 = f3

Em posse dos valores de x5, x3 e x4, faltaria apenas determinar o valor
de z1, para o que utiliza-se a equagao (1.2.9).

Um passo importante, que nao deve ser esquecido, é que pelo proce-
dimento de isolar 1, passou-se de 4 incognitas para 3, e de 4 equagoes
para 3. Obteve-se um problema menor, com um nimero menor de
equacoes e de incognitas.

Aplicando-se este procedimento, sucessivamente, primeiro ao sis-
tema de equagoes (1.2.11) e depois aos seus sucedaneos, conseguimos
resolver o sistema de equagoes (1.2.8), obtendo a solugao

( 5a4+08 __

o = 5 =
Ty = 4a+p
1= 5
Ty = 3a+2p
" oalss . (1.2.12)
T3 = 5
_ a+4B
Ty = 5
_ Oa+58 __
\ L5 = 5 - B

1.2.3 Interpretacao da solucao

Sejam o = 100 e 8 = 20, por exemplo. Podemos representar os valores
da distribuicao de ‘riqueza’ através de uma tabela; veja Tabela 1.1.

] 0 1 2 3 4 5
z; 100 84 68 52 36 20

Tabela 1.1: Valores da riqueza dos vizinhos.

A Tabela 1.1 é, em esséncia, um modelo descritivo* da distribuicao
de riqueza. Um grafico da distribuicao de riqueza neste caso é apresen-
tado na Figura 1.2a, que é, na verdade, uma outra forma de apresentar

4 As nocdes de modelos descritivos e explicativos sdo apresentados na Secdo 1.4.
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a mesma informacao, o mesmo entendimento da questao, um modelo
de mesma natureza.

O modelo descritivo poderia ter sido obtido montando-se um banco
de dados (BD, isto é, uma tabela como a Tabela 1.1) por observagao
direta da riqueza dos individuos (declaragao de bens no imposto de
renda, por exemplo). Mas nao foi assim que o modelo descritivo foi
obtido aqui. Ele foi obtido pela resolucao de um modelo explicativo,
dado pela equagao (1.2.3), e a diferenca da abordagem considerada é
relevante; uma reflexao sobre esta diferenca é apresentada na Secao
1.4.

Retomemos agora a generalidade permitida pela solugao dada pelo
sistema de equagoes (1.2.12). Os gréficos da distribuicao de ‘riqueza’
dependem da relacao de ordem entre « e 3, conforme esbogado na
Figura 1.2. Vamos assumir agora que o > (. Nao vamos nos ater
muito aos valores especificos da solugao, mas tao somente a um aspecto
qualitativo desta. Podemos reconhecer nesta distribuicao de ‘riqueza’
duas situacoes tipicas: a que ocorre em cidades litoraneas brasileiras
e a que ocorre entre o litoral e o interior do Brasil.

Considere o caso da cidade do Rio de Janeiro. Tipicamente, nas
ruas proximas a praia, estao as familias de maiores posses, e se se-
guirmos em dire¢ao aos morros, as favelas, os bens das familias vao
diminuindo, (Figura 1.2a com = = 0 representando a posi¢ao da praia,
e £ =5 o morro).

Jé& para a dicotomia entre o litoral e o interior do Brasil, basta ver
o que ocorre com o Estado do Rio e o imenso contraste entre a riqueza
no litoral e as caréncias de algumas cidades do interior; Figura 1.2a
com x = (0 denotando o litoral e x = 5 o interior, representa esta
situacao.

Que esta realidade histérica, essa situacao estaciondria, estd irre-
mediavelmente questionada e alterada, que talvez uma representagao
melhor vai ser considerando a < f3, (veja Figura 1.2b) é-nos alertado
poeticamente pela cancao “Noticias do Brasil” do Milton Nascimento
e Fernando Brandt:

“Uma noticia estda chegando la do Maranhao
nao deu no rddio, no jornal ou na televisao (...)
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Aqui vive um povo que merece mais respeito.
Sabe, belo € o povo, como € belo todo amor.
Aqui vive um povo que € mar e que € rio,
seu destino é um dia se juntar (...)
Aqui vive um povo que cultiva qualidade,
ser mais sabio do que quem o quer governar.
A novidade € que o Brasil nao € s litoral.
E muito mais, € muito mais do que qualquer zona sul.
Tem gente boa espalhada por este Brasil
que vai fazer deste lugar um bom pais (...)
Uma noticia estd chegando la do interior,
Ficar de frente para o mar e de costas para o Brasil
nao vai fazer deste lugar um bom pais.”

Trecho da letra da musica “Noticias do Brasil”

120

1004 B

60

riqueza

a) vizinhos

120

riqueza

b) vizinhos

Figura 1.2: Representagdo grafica da distribuigdo de ‘riqueza’: a) a > 3, (com o) e
a = (com - ); b) a <.
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1.2.4 Vocé, seus vizinhos e algo mais

Assuma agora que, circunstancias de ordem diversa fazem com que,
por exemplo, a equacao para xz permita um valor maior do que a
média dos seus vizinhos,

I2+ZL'4

T3 = 5 +v, v>0.

O sistema de equagdes (1.2.8) é levemente alterado para

2 -1 0 0 Ty «
-1 2 -1 0 To _ 0
0o -1 2 -1 T3 N 0%

A solucao deste sistema é dada a seguir:

5,005, 0

g = —a+ - —
0 54T 57 T 57
AP
T AT Ee TR
3,2, 4
2= p* TR T
xry = ga+§ﬁ+§
3T FA¥T R TR
U P
T AT EA TR
055, 0

5 = —a+— —
5 54T 57 T 57

A Figura 1.3 mostra a perturbacdo na solugao — isto é, no modelo
descritivo — causada pela perturbacao da equagao dada por v — isto
é, no modelo explicativo — deixando o seu grafico de ser um segmento
de reta para passar a ter uma ‘quebra’ exatamente na posicao onde a
lei é alterada, no agente de nimero 3. Que tipo de influéncia é esta?
Qual é a sua natureza?
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120

riqueza

a) vizinhos

riqueza

b) vizinhos

Figura 1.3: Gréfico da distribuigao de ‘riqueza’. Assume-se que o > 3, a = 100 e
B =20. a) Quando v = 10, z3 = %a—b— %,8—6— gfy = 64; b) Quando v = 50, o valor méximo
corresponde a x3 = 112.

1.2.5 Afinal, quem sao os seus vizinhos?

E claro que vizinhos ‘econdmicos’ nao precisam se restringir a dois.
A nomenclatura mais adequada, por outro lado, deveria ser parceiros
‘economicos’ uma vez que nao precisam se restringir a vizinhos ge-
ograficos os que mantém relagées econdmicas entre si. Assuma que,
graficamente, os agentes ‘econémicos’ sao representados por pontos,
chamados de nds (ou vértices) e as parcerias ‘econémicas’ sdo repre-
sentadas por linhas, os arcos (ou arestas), ligando os nés; veja Fi-
gura 1.4.

Dado um agente ‘econdmico’, os seus parceiros (ou vizinhos) sao
os agentes que estao ligados a ele por um arco. No caso ilustrado na
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Vo

Vi

v, Vs

/[

5

Figura 1.4: Parceiros econémicos.

Figura 1.4 tem-se que:

0 Unico parceiro de vg € vq;

os parceiros de vy sao vy, Vg, U3, € Ug;
os parceiros de vy Sa0 v1, U3, € Uy

os parceiros de vg sa0 vy, Vg, € Vy;

os parceiros de vy Sao vy, Vg, U3, € Us;

0 Unico parceiro de vs € vy.

Assuma que o modelo ‘harmonico’ subsista, isto é, que a ‘riqueza’ de
cada agente é a média da ‘riqueza’ dos seus parceiros,

1
r = Z(l’o+l’2+l’3+l’4)
1
To = g(if1+x3+x4)
1
T3 = §(1’1+l’2—|—1’4) (1213)
1
Ty = Z(I1+ZL’2+ZE3+ZL’5)

Ponhamos o = a e 5 = 5. Neste caso, tem-se que as incognitas
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satisfazem o sistema dado matricialmente por

4 -1 -1 -1 1 «a
j _:1)) _zl), j wl = 8 . (12.14)
1 -1 -1 4 vy 3
cuja solucao® é
Ty = %ajtg?ﬁ
T = 1—00z+1—05
2y = %a+%ﬁ (1.2.15)
T3 = %omL%B
Ty = %a+%ﬁ
Ty = %omLi—gﬁ

1.2.6 Comentarios

De certa forma, o modelo explicativo apresentado nesta secao é sim-
ples demais e pode até ser questionado se é util. Nao é possivel ne-
gar, no entanto, que reflete alguns aspectos consensuais. Além disso,
através da sua andlise e generalizacao — questionamento e superagao
—, pode-se chegar a construir modelos mais sofisticados que apreen-
dam a realidade de forma mais fidedigna, incorporando mais detalhes

5 ’ . ~ . ~ . .
°H4 que observar que a regra de interdependéncia nao foi aplicada aos agentes o e x5. Se
assim fosse, teriamos que g = x1 € 5 = z4. Neste caso,

6, 4s
a==x = x1 = —a+—F,
0 YT 0% 10
4 6
B=z5 = x4_ﬁa+ﬁﬁ’

o que resultaria de qualquer uma das duas equagdes que o = 3, e, em cadeia, que g = 1 =
T9 = x3 = T4 = T5 = «, obtendo-se entdo que a solugado é constante, solu¢do na qual ndo estamos
interessados. Isto pode ser evitado de diferentes formas.
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ou mais opcoes de representacao de interagoes. Quando se faz isto,
pode-se verificar como as respostas do modelo variam e se sao capa-
zes de incorporar outras propriedades/comportamentos concretos, até
atingir um modelo satisfatério para o propésito em causa.

1.3 Revisitando o modelo

As equacoes ‘harmonicas’, apresentadas na Secao 1.2, podem ser obti-
das através de uma outra formulacao bastante interessante, utilizando
um outro ponto de vista, baseado na nocao de grafos, e que revela
uma estrutura nao aparente. Para isso, h& a necessidade de introduzir
alguns conceitos. A segao conclui mostrando a equivaléncia das duas
abordagens.

1.3.1 Grafos

Um grafo simples é um objeto matemético formado por um conjunto
de pontos, ou nds, V.= {wg, vy, va, ..., v}, € um conjunto, A, de
ligacoes entre os nds, ou arcos, as quais podem ser representadas por
um conjunto de subconjuntos de dois elementos de V.

O diagrama da Figura 1.4 pode ser interpretado como um grafo
simples. Neste caso, tem-se 6 nos e 8 arcos. Sendo o conjunto de nés,

V = {U07U17U27U37U47U5}7
entao, o conjunto de arcos é

A = {{U07U1}7{U17U2}7{U17U3}7{U17U4}7
{vo, v3}, {va, v}, {vs, va}, {vg, v5}} . (1.3.16)

Predominam as ocorréncias dos grafos simples neste texto. Por esta
razao e para evitar a repeticao desta classificacao, os grafos simples
sao chamados simplesmente de grafos.

1.3.2 Algumas consideracgoes fisicas

Sopre por um canudo. A pressao na extremidade proxima a sua boca
¢ maior do que a pressao na extremidade livre. Devido a isso, ha
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um fluxo de ar através do canudo em direcao a extremidade livre.
Uma lei que pode reger esta situacao é a que afirma que o fluxo de
ar, ', (volume de ar por unidade de drea e por unidade de tempo) é
proporcional a diferenca de pressoes nas extremidades do canudo,

F < AP,

isto é, quanto maior for a diferenca de pressao, maior é o fluxo e quanto
menor for a diferenca de pressao, menor é o fluxo. Aqui usamos o
simbolo A para denotar a diferenca de uma quantidade — a pressao,
P, — em dois pontos espaciais distintos, a diferenca da pressao em
um ponto mais distante, Py, (pressdo no ponto final), e em um ponto
mais proximo, P; (pressdo no ponto inicial),

AP = P;—P

e o simbolo o para dizer que a quantidade que o antecede é propor-
cional a quantidade que o sucede, isto é, que existe uma constante,
neste caso negativa, que denotaremos por —k € IR, k > 0 tal que®

F = kAP,
ou
F = —k(P;—P). (1.3.17)

Assim, o fluxo indo do ponto inicial (sua boca) ao ponto final (ex-
tremidade livre do canudo), F, é positivo, uma vez que Py < P; e
k> 0.

Nao é dificil se convencer — é uma observacao experimental —
que a constante de proporcionalidade, k, é menor quando o canudo
(ou tubo) aumenta de comprimento, isto porque, quanto maior for o
canudo, se for mantida a diferenca de pressao, mais resisténcia havera
a passagem de ar, e assim, o fluxo serd menor, logo, a constante tera
que ser menor. A constante também varia com o diametro do tubo.

60s simbolos A e , com os significados apresentados, sio muito utilizados na literatura de
engenharia e fisica. O simbolo A também é utilizado com um outro sentido, neste texto, como
é visto nas Segoes 1.5 e 1.7.
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Se o diametro aumentar, entao, mantida a diferenca de pressao, maior
serd o fluxo, logo a constante aumentara.

Na préxima secao sao apresentadas as leis dos arcos e dos nds. A
equagao (1.3.17) é o protétipo da lei dos arcos. A lei dos nés é a
seguinte. Suponhamos uma tubulacao mais complexa do que apenas
um canudo, veja Figura 1.5. Neste caso tome, por exemplo, o ponto de
confluéncia de varios segmentos de tubo, e chame-o de X. O fluxo que
entra em X tem que ser igual ao fluxo que sai, isto é uma expressao da
conservacao da massa. O valor do fluxo pode ser negativo ou positivo,
indicando que sai ou chega a um dado ponto de referéncia. Assim, a
lei dos nos afirma que a soma dos fluxos que chegam a um né é nula
(uma vez que a massa é conservada e assume-se incompressibilidade).

Figura 1.5: Tubulagéo.

Uma situagao concreta que este modelo abarca é o do fornecimento
de gés a uma regiao industrial. Suponhamos que o gas chega a regiao
através de trés fontes, que o consumo das industrias é constante e
que o gas tem que chegar a todas elas permanentemente a uma certa
vazao. Assim, as leis que regem esta situacao estacionaria nada mais
sao do que as leis dos nds e dos arcos, se interpretarmos a rede de
tubulacoes como um grafo.

1.3.3 Leis dos arcos e dos nods

Para apresentar as leis dos arcos e dos nds de uma forma abrangente,
um pouco mais de conceitos gerais sao necessarios. Ja dissemos o que
é um grafo. Agora, um grafo orientado é um grafo cujos arcos sao
orientados, isto é, nos quais, em cada arco, se estabelece quem é o né
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inicial e o final. Troca-se, na estruturacao dos arcos, um conjunto de
subconjuntos de dois elementos, como no exemplo da equagao (1.3.16),
por um conjunto de pares ordenados. Assim, um grafo orientado é
um objeto matematico constituido por um conjunto de nés, V', e um
conjunto de pares ordenados, O.

No caso do exemplo apresentado na Figura 1.6b, tem-se

0= {('U(b 'Ul)> ('U1> 'U2)’ (Ula 1)3)’ (Ula U4)> ('U2> 'U3)> ('U2> 'U4)’ (Ui’n 1)4)’ (U4a 1)5)}'

Notamos, na Figura 1.6b, que os nés podem ser numerados com o
indice j do seu simbolo v;, e entao ¢ possivel designar os nés por essa
numeracao isto é, tomamos, neste caso,

vV = {0,1,2,3,4,5}

A atribuicao da orientacao a este grafo foi feita de tal forma que os
numeros dos nés nas extremidades dos arcos especificam a orientacao:
esta vai do n6 de menor nuimero para o de maior nimero. Isto nao
precisa ser desta forma, mas por vezes facilita.

Vo

Vi
{v, v}

Vy

Figura 1.6: a) Grafo; b) Grafo orientado; c) Rede e a condutividade dos arcos.



Revisitando o modelo 29

Uma rede é um grafo orientado que ademais tem, atribuido a cada
um dos seus arcos, um numero que reflete alguma propriedade ‘fisica’
ou ‘material’ do arco, e que designaremos genericamente por condu-
tividade material. Se a numeracao dos arcos orientadas do grafo é
1 = 0,1,..., m, entao podemos indicar os valores da condutividade
pelo conjunto

C = {co,c1,Coevy Cm}-

Na situagao descrita na subsecao anterior, equagao (1.3.17), a condu-
tividade era dada por k.

Em uma rede podemos definir fungoes nos nés e nas arestas, veja
Figura 1.7. Por conveniéncia, para o que tratamos posteriormente,
chamamos a func¢ao definida no conjunto dos nés de funcao potencial
ou simplesmente potencial, com simbolo z, e, analogamente, a fungao
definida no conjunto dos arcos de funcao fluzo ou fluzo, denotada por
y. Isto é,

2:{0,1,2,....n} — IR
j — Z;

ou simplesmente z;, 7 = 0,1,...,n € o potencial e

y:{0,1,2,....m} — R
Lo Y

ou apenas, y;, 1 = 0,1,...,m é o fluxo.

Com a nocao de orientacao dos arcos, é claro entao o que se queria
dizer com ponto mais proximo e mais longe, e, inclusive, quando se
falou do simbolo A\, nota-se que este se aplica ao potencial: por exem-
plo, Ax = x3 — x; (h4 ainda uma ambiguidade aqui, pois Az poderia
também ser x; — x4, ou qualquer outra diferenca entre os potenciais
de nés que estejam ligados por um arco).

Agora com a notacao e os conceitos introduzidos, podemos escrever
a lei dos arcos e a lei dos nés, Figura 1.8.

A lei dos arcos afirma que o fluxo em um arco sé é nao-nulo se
houver na sua extremidade potenciais com valores diferentes. A lei se
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Xo

Yo

W V2
y_’ 4
/{ (a) (b)

Figura 1.7: a) Funcéo nos nés: potencial z; b) Funcéo nos arcos: fluxo y.

k

X

Y
[
k
Xy ¥ Xin
[ >0
k m (a) E (b)

Figura 1.8: a) Ilustragdo da lei dos arcos; b) Ilustragdo da lei dos nés.

expressa como, veja Figura 1.8a:
Yi = —ci(ay — 1)

O fluxo se da na direcao do maior para o menor potencial, e o valor
do fluxo podera ser positivo se, por acaso a orientacao do arco for do
no de maior potencial para o de menor potencial.

Uma alteracao que permite que a lei contemple mais situacoes con-
siste em admitir a inclusao de um termo ‘fonte’, ¢;b;, na lei dos arcos,

yi = —ci(xm —xk) + by

veja Figura 1.9a.

A lei dos nos trata, como dito, da conservacao de ‘massa’, isto €,
o fluxo que entra é igual ao que sai, e, por exemplo, numa situacao
como a ilustrada na Figura 1.8b, a lei é escrita como

vi—yi—yi = 0,
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Figura 1.9: Lei dos arcos e dos nés: a) fontes nas arestas: com b; > 0, o fluxo no sistema
aumenta c;b;, na dire¢do da orientacao; b) fontes nos nés: quando f; > 0 isto indica
fluxo deixando o sistema através dos nés.

ou, se permitirmos a inclusao de um termo ‘fonte’, f,,, no né m, fica,

Vi—Yi— Y = fm,

veja Figura 1.9b.
Escrevemos agora, explicitamente, cada uma das leis dos arcos para
a rede dada na Figuras 1.6 e 1.7,

Yo = —co(x1 — o) + cobo
y1 = —c(xe —x1) + by
Yo = —cCa(3— 1) + C2by
ys = —c3(xy — 1) + c3b3, (1.3.18)
ys = —cu(x3 — T2) + Caby
ys = —cs(xq — 22) + csbs
ye = —co(rq— 3)~+ cobg
yr = —cr(x5 — x4) + c7b7

e cada uma das leis dos ndés para a mesma rede
Yo—Y1—Y2—Yys = fi
Bi—Ya—ys = fa. (1.3.19)
Yot+Ys—Ys = f3
Ys+ystys—yr = fa
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Substituindo a lei dos arcos na lei dos nés, obtemos

—Co(l’l — flf(]) + Cl(flfg — LL’1)+

62(1’3 — 1'1) + 63(1'4 — 1’1) = fl — Cobo + Clbl + Cgbg — Cgbg

—Cl(l’g — flfl) + C4(fL’3 — LL’Q)"—

cs(xy —x9) = fo— c1by + caby + c5b5

—co(w3 — 1) — cq(wg — 12)+

06(1'4 — 1’3) = fg — Cgbg — C4b4 + Cﬁb@

—c3(rg — 1) — c5(T4 — 2)—

co(r4 — x3) + c7(x5 —x4) = fi— c3bs — csbs — cobs + c7b7

donde, rearrumando, segue-se que

—CoXo + (Co + C1 + Co + 03)113'1

—C1Tg — CaT3 — C3X4

—C1x1 + (Cl +cy + C5)flf2 — C4X3 — Cx5T4
—C2X1 — C4T2

+(co + ¢4 + cg)T3 — Coy

—C3X1 — C5X9 — CgT3

+(c3+ ¢4+ ¢ + 1)y — CrT5

—f1 4+ cobp — c1by — cabo
+03b3
—fa 4+ c1by — c4by — c5b5

—f3 4 caby + c4by — csbg

—f4 + Cgbg + C5b5 + CGbﬁ
—C7b7

Assuma agora, para simplificar, que ¢; = 1, para i = 0,1,...,7, que
fi =0,paraj=1,2,3,4b =0,parai=0,1,...,Tequezg = e

x5 = (. Entao o sistema fica

41‘1—.]72—.]73—1'4
—x1 + 3T9 — T3 — T4
—1’1—1’2+31’3—ZE4
—1’1—1’2—1’3—|—4ZE4

o —

(1.3.20)
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1.3.4 Meédias versus leis dos arcos e dos nés

Como dito no inicio desta se¢ao, o sistema (1.3.20) pode ser obtido
de duas formas diferentes, a que foi feita na Secao 1.2, resultando na
equagao (1.2.14) e a que acabou de ser feita nesta se¢do, apesar de
terem sido obtidos assumindo, aparentemente, hipéteses tao distintas:

e a partir de um modelo ‘harmonico’ e estacionario, onde as varia-
veis se relacionam através de médias: cada variavel, z, do sistema
¢ a média de suas vizinhas;

e através de um modelo que apresenta variaveis de duas naturezas,
uma representando alguma quantidade ‘fisica’ e a outra represen-
tando uma taxa de ‘transferéncia’ dessa quantidade fisica (por
unidade de tempo), sujeitas a hipétese de estacionaridade, o que
implica na nulidade dos fluxos em pontos de confluéncia (lei dos
nds), e sujeitas também a uma lei de transferéncia, que transfere
dos ‘lugares’ com mais para os ‘lugares’ com menos dessa quan-
tidade fisica (lei dos arcos): ha duas classes de varidveis, as z,
definidas nos néds, e as y, definidas nos arcos, que estao relacio-
nadas pelas leis dos nos e dos arcos.

Concluimos que o modelo ‘harmonico’ tem um funcionamento mais
basico traduzido pelas leis dos arcos e dos nos.

1.4 Reflexoes sobre modelagem matematica

Dada uma situacao fisica, por exemplo a queda de um corpo sélido
devido a acao da gravidade — a chamada queda de um grave —,
duas classes de modelos podem ser utilizadas: modelos descritivos
ou modelos explicativos.

No caso da mecanica de particulas, o modelo descritivo é conhecido
como a cinematica da particula, e o modelo explicativo é a dinamica.
Modelos descritivos nos respondem as questoes: o qué, onde e quando?
Na queda de um sélido, o qué é o proprio solido e onde e quando pode
ser dado por uma tabela, como a Tabela 1.2, ou, apés uma analise
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quando | tempo (em segundos) | t 0 1 2 3 4
onde posigao (em metros) | « | 100 | 95,1 | 80,4 | 55,9 | 21,6

Tabela 1.2: Cinemaética de uma particula em queda livre.

cuidadosa, é possivel dar um modelo descritivo (ou cinematico) em
forma paramétrica

1
aw::xwum—ﬁm% (1.4.21)
onde g é a aceleracao da gravidade, xy é a posicao inicial e vy é a
velocidade inicial. No exemplo, considera-se g = 9,8m/s?, xg = 100 m
e vg = 0m/s, e assim,

z(t) = 100 — 4,9,

Os modelos explicativos respondem a questao: como? No caso do
corpo sélido, este cai satisfazendo a 2% lei de Newton que diz como
se dd a variagdo da velocidade — a aceleragao, dv/dt — através da
atuacao de uma forca,

dv
m— = I,
dt
onde m é a massa do corpo e F' é forca atuando no corpo. Como
dx
vo= —,
dt

e, no caso da queda do corpo a forca de atracao gravitacional, F', é
igual a —gm onde g é a aceleracao da gravidade, entao,

Az

dt?
Este é o modelo explicativo (ou dinamico). Utilizando duas inte-
gracoes da equacao anterior, com relacao ao tempo,

dx
dt

= —g. (1.4.22)

= UO_gt7
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2
x(t) = x4 vot — g% , (1.4.23)
é possivel obter o modelo descritivo dado na equacao (1.4.21).

Uma outra pergunta natural de se fazer é ‘por qué?’. Por exemplo:
por que o corpo ¢ atraido para a Terra? Mas este tipo de pergunta,
Newton julgou desnecessaria para o estudo da queda dos corpos na
Terra, ou para quaisquer outras questoes cientificas. Nao havia neces-
sidade de assumir mais nada, entao, como diria Occam’, “passemos a
minha navalha, e esquecamos os porqués!”.

O modus operandi do desenvolvimento do conhecimento cientifico
pode ser esclarecido a partir do exemplo discutido na Secao 1.2. No
inicio, tipicamente, quantifica-se a situagao real através da construcao
de um BD, como a Tabela 1.1, em seguida sofistica-se um pouco con-
seguindo um modelo descritivo (paramétrico) como o dado na equacao
(1.2.12) (parametros « e [3) e finalmente consideram-se modelos expli-
cativos, neste caso, dado pela equagao de interdependéncia, equacgao
(1.2.3).

Modelos explicativos sao conceitualmente mais sofisticados do que
modelos descritivos, que por sua vez sao mais sofisticados do que tabe-
las (BD). No entanto, para o progresso cientifico tanto o BD, quanto
os modelos descritivos, e os explicativos sao cruciais.

Um dos primeiros exemplos deste tipo de metodologia, construindo
primeiro modelos mais elementares que quantificam a situacao — ob-
servando criteriosamente — e prosseguindo para modelos mais so-
fisticados foi realizado no estudo das érbitas dos planetas e demais
corpos celestes. Neste caso, o BD foi produzido por Tycho Brahe
(1546 — 1601), que construiu um observatério em uma ilha na Dina-
marca, para tal. O modelo descritivo é devido a Johannes Kepler

"William de Ockham, um teélogo inglés do inicio do século quatorze, utilizava um implemento
l6gico — a chamada navalha de Occam — para cortar absurdos de argumentos. A méxima de
Occam é que quanto mais simples for uma explicacdo, melhor ela é. Em particular, uma idéia
que Occam descartou foi provar a existéncia de Deus. Nao que ele ndo acreditasse na existéncia
de Deus — de fato acreditava —, mas para provar a existéncia de Deus ele teria que utilizar
argumentos muito complexos e inacreditaveis. Ele defendia a idéia que a teologia era de uma
natureza (uma questao de revelagdo) e a ciéncia de outra (uma questdo de descoberta). Esta idéia
demorou um pouco para se impor, mas finalmente a ciéncia e a religiao seguiram seus caminhos
distintos. Em certo sentido, é isso que se entende por modernidade. Veja M. Macrone, A little
knowledge, Ebury Press, Londres 1994.
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(1571 — 1630) — as leis de Kepler. Ja o modelo explicativo foi desen-
volvido por Galileu Galilei (1564 — 1642) — lei da inércia — e mais
fortemente por Issac Newton (1642 — 1727) através da 22 lei Newton
e da lei da atracdo gravitacional (teoria da gravitagiao universal)®.

No caso da distribuigao de ‘riqueza’, discutida na Secao 1.2, apon-
tamos que um modelo descritivo (um retrato, uma fotografia do estado
das coisas) é dado pela representacgao apresentada na equacao (1.2.12)
e estd representado graficamente na Figura 1.2. Um modelo explicativo
é dado pela relagao de interdependéncia, equacao (1.2.3), explicitando
como se da a distribui¢ao de riqueza.

E claro que a obtencao do modelo Banco de Dados, Tabela 1.1,
por métodos de medicao direta, e eventualmente a sua representagao
analitica, modelo descritivo, através da equagao (1.2.12), determi-
nando os parametros a partir do BD, é conceitualmente mais simples
do que entender a fundo as interrelacoes entre parceiros econoémicos
que gerassem, como produto ou solucao, o banco de dados observado.

Ha uma relacao simples entre as classes de modelos e estruturas
matematicas:

modelos explicativos <+ equagoes
modelos descritivos «» solugoes (fungoes)
banco de dados (tabelas) <+ avaliagdo de solugoes (avaliagao de
fungoes)

O avango do conhecimento segue, em muitas ciéncias, esse caminho:

Y

induca o .
BD MY modelo descritivo aﬂg modelo explicativo
A relacao depois se inverte
deducao avaliagao de fungao
modelo explicativo QA0 odelo descritivo o a6a2 68 TS
BD

ou, usando o computador,

simu_la;géo BD

8Para uma empolgante apresentacio dessa histéria da ciéncia, veja Feynman, The character
of physical law, The M.I.T. Press, Cambridge, 1965.

modelo descritivo
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ou ainda,

ulacs
modelo explicativo SIHACAO B

Assim, nao é porque ¢é realmente mais complexo entender quais sao
as interrelacoes importantes em determinado fenomeno que se deve
parar no BD ou no modelo descritivo.

Por outro lado, nao é porque os modelos explicativos sao mais so-
fisticados que se deve deixar de lado ou menosprezar os modelos BD
e os descritivo paramétricos, ou até mesmo as pessoas que se dedicam
a essa tarefa tao relevante da exploragao/prospecgao cientifica.

Nunca é demais lembrar que a experiéncia é a madre da ciéncia e
relembrar a célebre frase de Issac Newton, o primeiro a propor modelos
explicativos, no contexto do movimento dos corpos:

“Se consequi enxergar mais longe
¢ porque estava apoiado sobre ombros de gigantes”

Provavelmente, alguns dos gigantes a que ele se refere eram Galileu,
Kepler e Tycho Brahe.

Quando se opta por refletir sobre o mundo a nossa volta com o
auxilio de modelos matematicos, mathematical modeling aided thinking
(Math) — pensamento auziliado por modelagem matemdtica, prossegue-
se dos modelos mais simples em direcao a modelos mais sofisticados.
A sofisticacao vai sendo alcancada incorporando ao modelo aspectos
importantes da realidade, que ainda nao haviam sido considerados.
Mas a crescente complexidade da representacao, inicialmente através
do BD — a mera quantificacao do fenomeno em estudo — em seguida
através de modelos descritivos e finalmente através de modelos expli-
cativos é crucial ao desenvolvimento do conhecimento cientifico (do
discurso cientifico) sobre um fenémeno ou sobre o comportamento de
um sistema.

Pode-se argumentar que utilizar modelos matematicos para inter-
pretar a realidade é limitante — Math pode bloquear a capacidade
de perceber a realidade. Discordamos disso. E discordamos porque
também nao consideramos razoavel aceitar que é possivel pensar me-
lhor sem o auxilio da nossa lingua mae, ou, melhor ainda, nao consi-
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deramos razoavel que usar a nossa lingua para pensar nos prejudique
ou impega de percebermos a realidade corretamente.

Imagine-se vivendo sem conhecer a lingua portuguesa. Observe
uma pessoa andando num passeio em dire¢ao a uma esquina, parando
ao chegar ao meio-fio, ficando parada alguns instantes, atravessando
a rua em passo acelerado, chegando ao meio fio do outro lado da rua
e retomando o seu passo inicial.

Acabamos de descrever o acontecimento; sem a linguagem pode-
riamos observar o que ocorreu, mas algo estaria perdido. Como seria
dificil comunicar, registrar o evento.

Poderiamos, com o intuito de comunicar o ocorrido a outra pessoa,
descrever o evento através de uma representacao teatral. Mas ganha-
se em rapidez de comunicacao, em facilidade de memorizacao, em
capacidade interpretativa, em capacidade de representacao, se uma
lingua ¢ utilizada.

Mais ainda se ganha ao representarmos o evento através de uma
funcao, dando a posicao dependendo do tempo, como, por exemplo,
através de um grafico. Isto é, no caso da pessoa atravessando, um
modelo descritivo. Consiste simplesmente no registro de tempos versus
posicgoes da pessoa, veja Figura 1.10.

A pessoa parou? Depois, andou mais rapido? Como isso se deu?
Como e quem governou esse comportamento? O que causou esse com-
portamento? Sao algumas perguntas que transcendem a mera des-
cricao do ocorrido. Essa é a motivagao para considerar modelos que
incorporem explicagoes sobre o ocorrido.

Como dito, também, em matematica, podemos ter modelos des-
critivos e modelos explicativos, o que leva ao uso de mathematical
modeling aided thinking. Math é uma ferramenta, em certos aspectos,
mais poderosa do que a linguagem comum para servir de suporte ao
raciocinio logico.

1.5 Equacgoes fundamentais de equilibrio

Nesta secao, vamos comecar por introduzir as equacoes fundamentais
de equiibrio, no contexto de grafos, utilizando notagao matricial, dis-
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Figura 1.10: Posigdo em func¢do do tempo da pessoa caminhando: nos dois primeiros
minutos (120s) a pessoa anda a uma velocidade constante (2,4km/h); de 2min a 5Smin
(120 a 300s) a pessoa fica parada — esperando uma oportunidade de atravessar; nos
préximos 10 segundos atravessa a rua correndo (9km/h) e em seguida retoma a sua
velocidade normal. Esta é uma representacao descritiva do fendmeno observado.

cutir questoes relativas a existéncia e unicidade de solugoes, e depois
considerar situacoes mais gerais.

1.5.1 Equacoes nos grafos

Esta secao é dedicada a descricao do modelo linear de equilibrio dado
pelo sistema de equagoes (1.1.1), que aqui se repete por conveniéncia,

C'q+Ap=Db
(1.5.24)
ATq=f1,

quando este sistema é baseado em uma rede. Esta nao é a formulacao
mais geral que o sistema (1.5.24) pode assumir. Apesar disso, con-
templa a classe de sistemas de equagoes fundamentais de equilibrio a
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qual se aplica o algoritmo iterativo de resolucao apresentado na Sec¢ao
2.1, e que pode ser utilizado na determinacao da solucao de circuitos
elétricos, na solucao de discretizacoes do escoamento em meios porosos
e da transferéncia de calor por conducao em corpos materiais, entre
outras.

Certas aplicagoes, como, por exemplo, no estudo de estruturas e de
estatistica, necessitam da formulagao mais geral.

Recordamos aqui que um grafo orientado consiste de um conjunto
de n nés ordenados ligados por m arcos orientados e ordenados, como
ilustrado na Figura 1.6, e uma rede é um grafo orientado com pesos
NnoS arcos.

Neste caso, a matriz A, denominada matriz de incidéncia, codifica
a conectividade entre os nds através dos arcos orientados do grafo.
Cada linha de A esta associada a um arco e cada coluna a um no.
Além disso, em cada linha, existem somente dois elementos nao nulos,
um +1 e um —1, nas colunas correspondentes, respectivamente, ao né
de chegada e ao né de partida do arco apropriado. Assim, a matriz de
incidéncia A = (a;;), m xncomi=1,...,mej=1,...,n, é dada
por

—1, se o né j for origem do arco ;
a;; = 1, se oné j for o destino do arco i;
0, se o noé j nao for tocado pelo arco i.

A matriz C, que é diagonal positiva definida, C' = diag(¢;), 1 <i < m,
define os pesos associados aos arcos da rede. Nas aplicagoes, C' repre-
senta a facilidade ou dificuldade de se fluir através dos arcos, usual-
mente uma propriedade material, o que justifica chama-la de matriz
de condutividade. A lei dos arcos é codificada pela primeira equacao
do sistema (1.5.24), enquanto que a lei dos nds é dada pela segunda
equacao. Como é positiva definida, ¢; > 0 para todo 7. Interpreta-se
que quanto maior o ¢; mais facil sera fluir através do arco i, e quanto
mais perto de zero, mais dificil é fluir.

As varidveis (incégnitas do sistema) tém suporte nos nds e nos ar-
cos de tal grafo Para cada né associa-se um potencial p; € IR, com
j =1,...,n, e a cada arco um fluxo, denotado por ¢; € IR, para
t = 1,...,m. De forma compativel com o grafo, ha um fluxo asso-
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ciado a cada par de potenciais ligados. Os potenciais e os fluxos sao
armazenados nos vetores p e q, respectivamente. Aqui, diferentemente
da secao anterior, usamos p no lugar de x e g no lugar de y.

Os vetores b = (b;), i =1,...,m, e f = (f;), j =1,...,n, repre-
sentam os termos de fonte externa do modelo, respectivamente, nos
arcos e nés. Estes, juntamente com as matrizes A e C', compoem os
dados do modelo.

A relagao entre pares de potenciais ligados por um arco e o respec-
tivo fluxo associado é descrita pelo modelo linear de equilibrio através
das matrizes A e C' e dos vetores b e f.

Como ilustragao, no caso do grafo orientado da Figura 1.6b, a ma-
triz de incidéncia é

0 1 2 3 4 5
0 —1 1 0 0 00
1 0 —1 1 0 00
2 0 —1 0 1 00
A = 3 0 -1 0 0 10
4 0 0 —1 1 0 0
5) 0 0 —1 0 10
6 0 0 0 —1 10
7 0 0 0 0 -1 1
Observe que
P1—Po
P2 —MN
P3s—nMN
Ps—D
Ap = s — Do (1.5.25)
Pa — P2
Ps—P3
Ps — P4

que dé a diferenga de potencial em cada um dos arcos (segundo a
orientagao dos arcos e na ordem por eles definida) Veja Figura 1.7a
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com p no lugar de z. Ja AT é

0 1 2 3 4 5 6 7
0 -1 0 0 O O 0 o0 0
1 1 -1 -1 -1 0 O 0 O
AT = 2 o 1 0 0 -1 -1 0 0
3 0 0 1 0 1 0 -1 0
4 0 0 0 1 0 1 1 -1
5 O 0 O O 0o 0 0 1
donde
40
—qo+q1+q+qs
ATq - Tt s 1.5.26
q —Q2 — g4+ Gs ’ ( )
—q3 — g5 — qs + g7
—dqs

que calcula o fluxo saindo de cada um dos nés; veja Figura 1.7b, com
q no lugar de y.

Para verificar que o sistema (1.5.24) corresponde a expressao ma-
tricial das leis dos arcos e dos nés de um grafo, veja, por exemplo, que
as segundas linhas das matrizes das equagdes no sistema (1.5.24), no
caso do grafo das Figuras 1.6 e 1.7, sao, respectivamente,

1
—q+p2—p1 =b
&1

do — 1 —q2 — Q3 = f1

que, nada mais sao do que, a segunda equagao em (1.3.18) e a pri-
meira equagao em (1.3.19) se identificarmos y com q e & com p como
devemos.

1.5.2 Existéncia e unicidade

O momento é oportuno para tratar da existéncia e unicidade de solu-
¢oes do problema estudado. Usualmente, existem mais arcos do que
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nds, isto é m > n, de modo que a segunda equagao em (1.5.24),
ATq = f, equivale a um sistema linear com mais incégnitas do que
equagoes. Se este sistema tiver solugao, ela nao sera tnica. Em outras
palavras, o niicleo de AT é nao trivial. No exemplo da Figura 1.6, h4
m = 8 arcos e n = 6 nos.

No entanto, esta equagao pode ser usada na primeira equagao fun-
damental de equilibrio a fim de obter uma equagao envolvendo somente
a incognita p. De fato, da primeira equagdo em (1.5.24), tem-se que

q=C(-Ap+b). (1.5.27)

A substituicao do valor de q, dado na equagao anterior, no lado es-
querdo da segunda equagao em (1.5.24) d4 origem a uma equagao para
os potenciais agrupados em p,

ATCAp = g com g = ATCb —f, (1.5.28)

desacoplando desta forma as equagoes para p e q.

Isto é, se a equagao (1.5.28) puder ser resolvida para p, apds a
substitui¢ao do valor de p no lado direito da equagao (1.5.27), obtém-
se g, completando a solugao da equacao (1.5.24).

Observe que se p = (p;) fizer parte de uma solucao das equagoes
fundamentais de equilibrio, entao o vetor de coordenadas p; + ¢, para
todo 7, também faz parte da solucao seja qual for a constante 6 € IR.
Esta situagao deve-se ao fato de Ap fornecer, em cada entrada, (asso-
ciada a um dado arco) a diferenca de potencial nas extremidades de
um arco; recordamos que na secao anterior essa diferenca era deno-
tada por Ap. Veja a equacao (1.5.25), no caso do grafo da Figura 1.6.
Neste caso, adicionando-se # a cada um dos valores de p, a diferenca
nao se altera. Uma maneira de restringir este grau de liberdade e
garantir a unicidade do sistema, caso haja solucao, é adicionar uma
nova equacao ao problema.

Assuma que o grafo é conexo e seja 1 € IR" o vetor cujas entradas
sao todas iguais a 1. Refraseando o que foi dito, se p fizer parte
da solucao, entao p + 01 também fara, qualquer que seja o valor de
f# € IR, uma vez que 1 pertence ao nicleo de A. Entao, porque o
grafo é conexo, o nucleo de A é gerado por 1. Como consequéncia,
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o nicleo de ATC'A também é gerado por 1, [15, 12]. De fato, seja u
pertencente ao nicleo de ATC'A. Entao

0=u"ATCAu = |C? Au|?,

e, como C' é positiva definida, u é necessariamente um multiplo de 1.
Assim, uma maneira de selecionar uma unica solucao da equacao
(1.5.28) ¢é adicionar a equagao

1"p=0, (1.5.29)

isto é, impor que a solucao seja ortogonal ao ntcleo de ATCA. Esta
equacao se refraseia em requerer que p tenha média nula.

A equagao (1.5.28) tem solugao’ se, e somente se, g for ortogonal
ao ntcleo da transposta de ATCA; veja Figura 1.11. Como ATCA é
simétrica entao isto implica que g tem que ser ortogonal ao vetor 1,
isto é,

0=1"g = 17(A"Cb— f) = 1TA"Cb—1"f.

Como All = 0 entdo, 0 = (A1) = 1T AT, assim, a equacdo (1.5.28)
tem solugao se e somente se

17f =0, (1.5.30)
ou seja,

zn:fj —0, (1.5.31)
j=1

Esta condigao de solubilidade é, de agora em diante, assumida.

Em resumo, o problema em consideracao consiste do sistema de
equagoes (1.5.24), ao qual é adicionada a equacao (1.5.29), assumindo
que A é a matriz de incidéncia de um grafo conexo orientado e C' é uma
matriz diagonal positiva definida. E mais, para garantir a existéncia
de solucao, assume-se que o dado f satisfaca a restricao estabelecida

9Aqui recorda-se o teorema de &lgebra linear que diz que, se L é uma matriz entdo Lz = y
tem solucéo se e s6 se y for ortogonal ao nicleo de LT
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-2

A'CAp
Nucleo de A
Nucleo de A'CA

>

Lgrew 2bA
g dbA EH

Figura 1.11: Ortogonalidade e escolha de solugdo tnica. Dado g (g ndo é mostrado
na figura), ortogonal ao niicleo de A entdo o problema A”CAp = g tem solugdo. Neste
caso tem diversas solugdes (representadas na figura pela reta paralela ao nicleo de A)
mas se nos restringirmos as solugbes que sejam ortogonais a 1, entdo ela é Unica, e estd
representada na figura por p..

na equacao (1.5.30). O problema é, entdao, dados A, C, b e f, com
17 f = 0, determinar p e q tais que

Clqg+ Ap
ATq
1Tp =

b
f . (1.5.32)
0

Este sistema tem solugao tnica.

1.5.3 Operador laplaciano do grafo

O operador ATC A, presente na equagao (1.5.28), é chamado de ope-
rador laplaciano do grafo. Vamos ilustrar a sua construgao usando o
grafo simples reapresentado na Figura 1.12. Cada arco {v;, v;} de um
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Figura 1.12: Um grafo orientado com 6 nés e 8 arcos. Cada arco tem um peso
representado por c¢;;, onde ¢ é o né de partida e j é o n6 de chegada.

grafo tem um peso ¢;;, o qual é disposto na diagonal de uma matriz
diagonal, denotada por C, seguindo o ordenamento dos arcos. No caso

do grafo da Figura 1.12, os nés do grafo sao vy, vy, ..., vs, a matriz C'
é
C = diag(c(n, C12, C13, C14, C23, C24, C34, 045)
ch, 0 O O 0 0O 0 O
0 ci.2 0 0 O O 0 O
0 0 ¢33 0 0 O 0 O
_ 0 0 0 ¢g O O 0 O
- 0 0 0 0 e O 0 O
0 0 0 0 0 cyg 0 O
0O 0 0 0 0 0 ey O
0O 0 0 0 0 0 0 ecys

e a matriz de incidéncia deste grafo é

-1 1 0 0 00

0 -1 1 0 00O

0 -1 0 1 00

0 -1 0 0 10

A= 0 0 -1 1 00O
0 0 -1 0 10

0 0 0 -1 10

0O 0 0 0 —-11
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Com esta notagao, fazendo os calculos, o operador laplaciano do grafo
dado na Figura 1.12, L = ATCA, ¢

dlag(%m Cor T Cra 1 Ciy T Cryy Gy + Copg T Coys €5+ Copg + Gy
Cy T Cyy £ G5y + Gy, C45)
0

01

12 13 14

—c 0

0 —c, —c

—c, 0 —c

—C3 TCy 0 34
—C —C —C
0 0

14 24

0
—C

23 Cos
—C
34 0
—C

|
oo oocooco

45

Observamos que a soma dos pesos dos arcos ligados em um determi-
nado no ¢é disposta na diagonal da matriz L, na posicao correspon-
dente ao respectivo né. Assim, por exemplo, como pode ser visto na
Figura 1.12, a soma dos pesos dos arcos ligados ao né 2 é ¢, +c¢,, +c¢,,,
que esta na terceira entrada da diagonal da matriz L. Os restantes
elementos nao nulos da matriz L também sao de facil descricao. Numa
entrada correspondendo a dois nds distintos, i e j, se coloca o negativo
do peso do arco ligando os dois nos, —c;;.

Uma outra forma de descrever o laplaciano de forma simples é dada
em seguida. Inicialmente, um outro arranjo matricial, diferente da
matriz L, é feito para armazenar os pesos dos arcos. Em uma matriz
quadrada simétrica, de ordem igual ao niimero de nds, coloca-se o peso
¢;; na entrada ¢j da matriz W, onde ¢ e j sao nds. No caso do exemplo
em tela W é uma matriz 6 x 6,

0 Co1 0 0 0
cor 0 ci2 13 cus
0 c2 0 co3 cu
0 c13 co3 0 ¢34
0 cuu coga e3¢ O
O 0 0 0 Cy5

Og o O O o

Tendo W, somam-se os elementos de cada linha e coloca-se a soma na
diagonal de uma matriz diagonal, que denotaremos por D. No caso
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do exemplo, a matriz D é

D = dlag(0017 COl _'_ Cl2 _'_ ClS + 0147 012 + 023 + 0247 ClS + 023 _'_ 0347
Cl4 + C24 _I_ 634 + C45? C45) :

Pode-se entao verificar que o laplaciano é dado simplesmente por L =
D—-W.

1.5.4 Equacgoes de equilibrio no caso continuo

Nesta secao apresentamos uma classe de equagoes fundamentais de
equilibrio que apesar de nao corresponderem ao caso mais geral, ilus-
tram, no entanto, aspectos importantes das equagoes fundamentais de
equilibrio no caso continuo. Um tratamento mais completo é dado em
Strang [14, 13].

Seja u = u(x), x € Q C IR? (ou IR? ou IR), uma fungao escalar,
u € C°Q), que possivelmente terd que ser duas vezes diferencidvel
(a diferenciabilidade necessaria serd assumida verdadeira), e que u se
anula na fronteira de €2,

u‘aQ = 0.
Denote por
(f.g) = / f() () dV(e) (15.33)
f.g) = / f(@) - g(x) dV(x) (1.5.34)

= /Q(flgl + faga + fsg3) dV (z),

os produtos internos, respectivamente, de duas fungoes escalares, f e
g, e vetoriais, f e g, definidas em (2. Entao, como

div(uf) = Vu-f+udivf,
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tem-se

(Vu, f) = /QVu-de
= /Q(div(uf)—udivf) av

_ /muf-ﬁdS—/Qudivde
= _<u7divf>7

onde se usou o teorema da divergéncia e em seguida a nulidade de

u na fronteira de €. Resumindo, quando u se anula na fronteira'®,

tem-sell:

(Vu, f) = —(u,divf). (1.5.35)

Este resultado, que mostra como o operador gradiente, V, troca de
posicao no produto interno, denotamos por'?

vl = —div.
Seja agora
v = —CVu+CCg,
onde g é uma funcao vetorial,
g:Q — IR (oulR?oulR),

e C = C(x) é uma fungao matricial, diferencidavel (com valores em
IR, IR* ou R),

C:Q — IR,

10 A0 invés da nulidade de u na fronteira, poderia ter-se a nulidade da componente normal de
f, 7+ flaq = 0, ou combinagdes dessas.

U Note que o produto interno no lado esquerdo da equagio (1.5.35) é entre fungdes vetoriais,
como definido na equacdo (1.5.34), enquanto que no lado direito é entre fungdes escalares como
na equagao (1.5.33).

12 A notacéo usual é V* = —div, e diz-se que o adjunto do gradiente, em relacdo ao produto
interno nos espagos de fungoes especificados, é o negativo do divergente.
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tal que, para cada @ fixo, C'(x) é uma matriz simétrica, positiva defi-
nida (3 x3,2x2o0ulx1).

Assim, dados f, g e C, apresentamos um sistema de equacoes fun-
damentais de equilibrio, no caso continuo, constituido por equacoes
diferenciais parciais para as fungoes u e v com v uma fungao escalar,

u:Q — IR
e v uma fungao vetorial,
v:Q — IR (ou R* ou R),

dado por

-1 _
{C vt Vu =g (1.5.36)

divv = f

A existéncia e unicidade de problemas desta natureza fogem aos ob-

jetivos destas ligoes e o/a leitor/a é referido/a aos livros de Gustafson

[8] e Evans [3]. Observe, no entanto, que, a semelhanca dos problemas

discretos, se a uma solugao u for adicionada uma constante A, u + A,

o resultado permanece solugao (derivada de constante é nula).
Resolvendo para v na primeira equagao em (1.5.36)

v = —CVu+Cg,
e substituindo na segunda equagao obtém-se,
—div(CVu) = f—div(Cg).

Sendo h = —(f —div(Cg)), obtém-se, da equagao anterior, a equacao
eliptica

div(CVu) = h.

Quando C' é a matriz identidade, C' = I, esta equacao se reduz a
conhecida equagao de Poisson,

Au = h, (1.5.37)
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onde aqui A representa o operador laplaciano'?,

E possivel mostrar que a solugdo u da equagao (1.5.37), quando
h =0,

Au = 0, (1.5.38)

satisfaz a propriedade do valor médio, isto é, se S,(r) é a esfera de
centro @ e raio r,

Se(r) = {(y1,y2,93) € R® | (y1—21)°+ (2 — 22)* + (y3 — 33)> = 1°},
entaol® |

1
uw) = s /Sz(r)u(y)dS(y). (1.5.39)

De fato, o conjunto de solugoes das equagoes (1.5.38) e (1.5.39) s@o os
mesmos; veja [3].

E de observar o seguinte. Estas equagcoes, (1.5.38) e (1.5.39), sao
modelos explicativos de determinados fenomenos fisicos, continuos, e
tém, respectivamente, algum grau de semelhanca com as equacgoes
(1.2.6) e (1.2.3), ou ainda com as equagoes (1.2.14) e (1.2.13). Veja
também a equagao (1.3.20) e sua dedugao, com a equagao (1.3.18)
sendo semelhante a primeira equagao de (1.5.36) e a equagao (1.3.19)
sendo semelhante a segunda equagao de (1.5.36).

1.6 Um modelo discreto

Nesta se¢ao discutimos um exemplo de um sistema de equacoes fun-
damentais de equilibrio discreto. Sistemas discretos modelam cir-
cuitos elétricos, trelicas e outros. Aqui nos detemos em uma si-
tuagao bastante simples envolvendo molas e massas em um arranjo
uni-dimensional.

13Note que div (Vu) = Au.
4Recordamos que drea(Sy(r)) = 4mwr2.
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Considere um arranjo de 3 corpos com massas mq, My € mz e 4
molas com comprimentos naturais ly, ls, I3 e l4, com

I = Litlotils+1,

sendo a distancia fixa das paredes onde as molas 1 e 4 estao presas,
conforme indicado na Figura 1.13. Denote por ky, ko, k3 e k4 as
constantes de elasticidade das molas e por 1, x5 e x3 os deslocamentos
das massas, respectivamente, com relacao a linha [y, a linha I; + 15 e
a linha Iy + Il + 3. Se 21, 25 e z3 representam as posicoes das massas
com respeito a parede superior, entao

21 = ll + 1 s

Z9 = ll + l2 + T,

zZ3 = ll+lg+l3+l’3.
Seja ainda zy = 0 a posicao do teto e zy = l1 + 1y + I3+ 14 = [ a posicao
do chao. O comprimento forcado de uma mola é dado pela diferenca

entre a posicao de suas extremidades. Assim, para cada mola temos
o comprimento for¢ado:

e = 21— 20=1l; + 21 mola 1,
6222’2—21:l2—|—l’2—l’1 mola?,
€3 = 23 — 29 = l3 + T3 — Toy mola 3,
64224—23:l4—l'3 mola 4 .

Ja o alongamento de uma mola é dado pela diferenca entre o com-

primento for¢ado e o comprimento natural, donde, obtemos, para cada
mola,

er—l = (l1+z)—0l1 =2 molal,

eo—lyp = (lo+mxo—21) —ly =29 —2x; mola 2,
es—1l3 = (I3+ 23 —x9) —l3=2x3— 123 mola 3,
eg—ly = (ly—x3) —Ily=—x3 molad.

A lei de Hooke relaciona o alongamento a forca exercida sobre a
mola. Denotamos a forca exercida sobre a mola ¢ por y;. Quando
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Figura 1.13: Um sistema mola-massa pendurado entre paredes.

o alongamento for positivo, a forga sera positiva e quando o alonga-
mento for negativo (contragao), a forga serd negativa; a constante de
proporcionalidade entre essas quantidades é dada pela constante de
elasticidade da mola. Mais concretamente temos:

Y1 = k‘ll’l mola 1,

Yo = ka(x2 — 1)  mola 2,
ys = ks(xs —x2)  mola 3, (1.6.40)

Yy = k‘4(—113'3) mola 4.
Agora analisamos a situacao de equilibrio do sistema. As forgas
exercidas sobre as massas se anulam, quando o sistema esta em equili-
brio. Assim, por exemplo, uma for¢a que atua na massa 1 é o seu

peso, myg, onde g é a aceleracao da gravidade, —y; é a forca exercida
pela mola 1 e y, a forca exercida pela mola 2, donde,

mg—v+y = 0.
Analogamente, para as outras massas,

mog — Y2 +y3 = 0, (1.6.41)
m3g —yzs+ys = 0.
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Organizando as equagoes (1.6.40) e (1.6.41) em forma matricial temos:

1
k1 (1) 0 0 n
0 £ 0 0 n
0 0 é 0 Y3
00 0 & Ya
-1 0 0 . 0
1 -1 0 ! 0
+ 0 1 1 T — o | (1.6.42)
0 0 1 T3 0
—1 1 00 y1 —m1g
0 -1 10 oA = | —mag | . (1.6.43)
0 0 -1 1 Y3 ——
Y4
Sejam
P = ($1,$2,$3)T7 q = (91792793794)T7 b= 07 .f - (_m197 —mag, _m3g)T7
-1 0 0 kk 0 0 0
B 1 -1 0 0 Kk 0 0
A= 0 01 -1 =10 0 & o
0 0 1 0 0 0 ky

Entao, as equacoes (1.6.42) e (1.6.43) sao escritas na forma da equacao
(1.5.24) simplesmente como,

C'q+ Ap
ATq = f.

e}

1.7 Modelos continuos

Nesta secao consideramos a transferéncia de calor por condugao e o es-
coamento monofasico em um meio poroso, como exemplos de equagoes
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fundamentais de equilibrio no caso continuo. Apresentamos ainda a
discretizacao do problema de escoamento e verificamos que essa dis-
cretizagao é também uma equacao fundamental de equilibrio, do tipo
definido em um grafo. Neste caso, é possivel aplicar o algoritmo da
Secao 2.1. Isto é feito e o resultado da simulagao completa esta secao.

1.7.1 O modelo de conducgao do calor

A transferéncia de calor (energia) por condugao em um corpo material
se d& obedecendo a dois principios fisicos:

e Conservacao de energia: se a energia aumentou ou diminuiu, veio
de algum lugar ou para algum lugar ela foi'®;

e Lei de Fourier: a transferéncia de calor se da de forma que,
quando em contato, as regides mais quentes esfriem, e as mais
frias esquentem, o que se traduz em que a transferéncia da ener-
gia caldrica se da das regioes mais quentes em direcao as mais
frias.

Seja 2 um corpo material sélido. A lei de conservagao, ou me-
lhor dizendo de balanco da energia, diz que a taxa de variacao da
energia (em relagdo ao tempo) numa pequena por¢ao de um corpo
material R C €2, o chamado volume de controle, se iguala a en-
trada de energia através de sua fronteira e a produgao/deplegao de
energia no seu interior, devido, por exemplo, a ocorréncia de reacoes
exotérmicas/endotérmicas'®. Estamos interessados em considerar esta
situagao sob o ponto de vista da energia calérica, isto é, quando as
trocas de energia sao devidas a transferéncia de calor por conducao.

O segundo principio, que a transferéncia de calor se da de regides
mais quentes para as mais frias, é uma constatacao eminentemente
experimental.

15Fste é quase um principio filoséfico, ainda que baseado na experiéncia, uma vez que, se
violado, procura-se manté-lo corrigindo-o: tenta-se descobrir para onde foi ou de onde veio a
energia e acaba-se resolvendo o quebra-cabeca, ampliando a compreensdo dos fenémenos fisicos
intervenientes no processo através, quicd, da introdugdo de novos conceitos.

16Uma reacdo quimica exotérmica é aquela que libera calor enquanto que a endotérmica é a
que retira calor do reator (local onde se dé a reagdo quimica).
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Dado um material sélido, o calor especifico’’, ¢y, é definido como
a quantidade de calor (energia) necessaria para elevar a temperatura
de um corpo material por unidade de temperatura e de massa.

Observamos que a temperatura do corpo, T', pode variar de ponto
para ponto, e ao longo do tempo, o que se escreve como,

T = T(xt).

no corpo. Seja Qg 0 acréscimo/decréscimo de energia, na porcao
de material, para alterar a sua temperatura desde a distribuicao de
temperatura T'(x,t;), em um tempo inicial ¢;, até a distribuigao de
temperaturas T'(x, t), no tempo ¢. Entao,

Que = /R px)ey (T(x, 1) — T(x, 1)) dV

onde p = p(x) representa a densidade do corpo material.
A taxa de transferéncia de calor é obtida derivando-se a equacao
anterior em relacao ao tempo,

dQac or
el /Rp(a:)cvad\/. (1.7.44)

Por outro lado, o acréscimo/decréscimo @, de calor nessa pequena
porgao pode ocorrer no tempo apenas se houver transferéncia de ca-
lor no seu interior, diretamente (por exemplo através de uma reacao
quimica ezotérmica) ou por transferéncia através da sua fronteira. Em
ambos os casos, pode estar havendo aumento ou diminuicao de energia
na pequena regiao R.

Se denotarmos por f, a fonte térmica no interior do material, assu-
mindo que represente calor por unidade de tempo e de volume, entao,
por unidade de tempo, a transferéncia de calor para o interior do meio,

pode ser representada por
/ fdv.
R

17Usualmente, densidade de wma quantidade é essa quantidade por unidade de volume (ou
drea, ou comprimento) e quantidade especifica é a quantidade por unidade de massa.
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Ja no caso da transferéncia de calor através da fronteira (para fora da
regiao), essa é dada por

V.-ndS,
R

onde 7 é o vetor normal exterior a fronteira de R, V representa o fluxo
de calor através da fronteira (em unidades de energia por unidade de
area e unidade de tempo) e dS indica que se trata de uma integral de
superficie, onde OR representa a superficie que é a fronteira de R.

Entao, usando o primeiro principio fisico enunciado anteriormente,
temos:

Quc = — V~ﬂd5+/ fdv. (1.7.45)
dt oR R

Substituindo a equagao (1.7.44) no lado esquerdo da equagao anterior,

e usando o teorema da divergéncia na primeira das integrais do lado

direito, obtém-se

/(pcvﬁ—TdeivV—f) av = 0.
R ot

Se o integrando for continuo, como assumimos, e considerando que
a regiao R ¢ arbitraria, concluimos que o integrando tem que ser nulo,

pcvaa—f+divV—f = 0,

que resulta numa equagao diferencial que tem que ser satisfeita por T,
Vef.

A lei de Fourier do resfriamento da a expressao do fluxo de calor,
V, em funcao da condutividade térmica do meio material, C', e do
gradiente de temperatura

vV = -CVT.

Assim, juntando a lei de balango de energia, com a lei de Fourier,
obtemos o sistema:

pcydT /Ot +divV = f
(1.7.46)
C'V+VT = 0
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Substituindo-se a expressao dada na segunda equacao anterior, na
primeira equagao, obtemos
oT .
pev gy = div(CVT)+ f. (1.7.47)
Como caso particular, se C' é uma constante, entao a equagao se es-
creve,

oT
— C*ANT+ f*
BT + 1,
onde C* = C/(pcy) é o coeficiente de condugao térmica, e f* =

f/(pcy) é a fonte térmica.

Como ja dissemos, estamos interessados em considerar situagoes em
equilibrio. Assim, assumimos que apesar de poder haver transferéncias
de calor através da fronteira, ou diretamente no interior da regiao, o
resultado ¢é nulo, ou seja, nao ha aumento da quantidade de calor na
regiao, donde,

AQac
dt

e obtém-se, da equacao (1.7.45), que

= 0,

/divV—de = 0,
R

ou usando a arbitrariedade de R, divV = f. Neste caso, o sistema
dado fica

divV = f
C'V4+VT = 0

Neste caso, quando C* = 1, a equacao diferencial resultante é o
problema de Poisson,

Maiores detalhes sobre as consideragcoes fisicas que levam a deducgao
da equagao do calor, equagao (1.7.47), podem ser vistas em [4, §].
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1.7.2 O escoamento em um meio poroso

Nesta se¢ao consideramos brevemente o problema do escoamento mo-
nofésico incompressivel em um meio poroso.

Principios fisicos analogos ao caso de transferéncia de calor se apli-
cam a deducgao das equagoes que regem o escoamento monofasico em
um meio poroso, com as seguintes alteragoes:

e Principio da conservacao de energia ¢é trocado pelo principio de

conservacao de massa'®;

e Transferéncia de massa se da de regides de maior pressao para as

de menor pressao'”.

O primeiro principio leva a equagao
dvu = f (1.7.48)

onde u é a vazao, ou velocidade de Darcy, que tem, em cada entrada,
unidades de comprimento por tempo (volume de fluido que passa por
uma unidade de area e durante uma unidade de tempo, o que resulta
em comprimento por tempo). O segundo, conhecido como lei de Darcy,
¢ escrito como

K
u = — 2V (1.7.49)

onde K é a permeabilidade?® do meio e p é a viscosidade do fluido.
Mais detalhes podem ser vistos em [10].

18 Aqui também se pode considerar, ao invés da conservacao da massa, a conservacao do volume,
uma vez que, no caso de um fluido incompressivel, sdo equivalentes.

19Considere um baldo cheio. O ar dentro do baldo estd a uma pressdo maior do que fora do
baldo. Assim, ao se furar o baldo, o ar de dentro, sai pelo orificio até que, quando o balao fica
murcho, a pressao dentro e fora se igualam. Nao havendo mais diferenca de pressao, o fluxo
termina.

20 A permeabilidade do meio poroso é uma propriedade da microestrutura geométrica do meio
e expressa a maior ou menor dificuldade do fluido escoar, incluindo também a dependéncia na
diregdo (por isso é uma matriz) e da posi¢ao, K = K (&), por isso é uma funcdo [11]. Quanto
‘maijor’ K mais vazao haverd, para um dado gradiente de pressao, e inversamente, quanto ‘menor’
K menor serd a vazao.
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1.7.3 Discretizacao de um exemplo com geometria regular

No que se segue, discretizamos o sistema de equagoes (1.7.48) e (1.7.49),
e identificamos a discretizagao com um sistema de equagoes fundamen-
tais de equilibrio, definido em um grafo, do tipo da equacao (1.5.24).
A préxima secao discute a aplicacao do algoritmo descrito na Secao
2.1, a determinacao da vazao e do campo de pressoes.

O algoritmo ¢ aplicado para solucionar o problema de Poisson, defi-
nido numa regiao quadrada 2 de lado com comprimento L, dado pelas
equacoes

u= —EVp, (1.7.50a)
i
e
divu = f(x), (1.7.50b)

para x € {2, com condi¢ao de contorno
u-n|g =0. (1.7.50c)

Aqui 092 denota a fronteira da regiao {2 e n é o vetor normal unitario
orientado para o exterior de 2. Além disso, escolhemos

f(x) = J09(0,0) (x) — Jod(r,1) (%), (1.7.50d)

onde 6, ,.) representa a ‘funcao’ delta de Dirac [7] centrada no ponto
(@; Yi)-

Estas equacoes modelam o escoamento de um fluido com viscosi-
dade p, no interior de um meio poroso com permeabilidade K, que
assume-se escalar, K > 0. A varidvel u = (u,v), representa a veloci-
dade de Darcy enquanto a variavel p representa a pressao no interior
do meio. A condicao de contorno expressa o fato que a fronteira é
impermedvel. A fungdao f é um termo de fonte externa. Neste caso,
escolhemos fo > 0, sendo o termo fjd(g,0) interpretado como um pogo
de injecao constante nas proximidades do ponto x = (0,0) e o termo
fo O,y € um poco de recuperagao constante na vizinhanca do ponto
x = (L,L). A equagao (1.7.50a) é a lei de Darcy que governa o mo-
mento enquanto que a equagao (1.7.50b) descreve o balango de massa
Nno meio poroso.
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p4 'ps 'plz 'pm

A q4 A qx [ q|2 A
qb qls qz] q24

p3 p7 pn pi 15

A q3 q7 q“ A
qM q|7 qzo q23

pz pﬁ plo pl4

A q, g qs g qu "A
qb qlﬁ qw qzz

P N2 N p.

q, q. q,

Figura 1.14: Regido porosa quadrada decomposta em 16 células quadradas e um grafo
regular igualmente espacado, constituido por 16 nds interligados através de 24 arestas
orientadas. Os nés e as arestas estao ordenadas de acordo com a ordem lexicografica, de
baixo para cima e da esquerda para a direita. Um potencial p; é associado a cada né j
e um fluxo ¢; é associado a cada aresta i.

O sistema de equagdes (1.7.50), que inclui condicoes de fronteira,
nao tem uma solugao tinica uma vez que uma constante arbitraria pode
ser adicionada a pressao p. Uma solugao tnica ¢é obtida se assumirmos
que a média global das pressoes ¢ nula,

/Qp(x, y) dzdy = 0. (1.7.51)

Esta exigéncia é adotada e utilizada no método iterativo no passo de
atualizagdo. Seja p uma solugao qualquer da equagao (1.7.50) e seja

P = / pdxdy e V = / dxdy = Vol(Q). (1.7.52)
Q Q
Entao considere

(1.7.53)

3
|
3
|
<I
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E fécil verificar que p definido pelas equacdes (1.7.52) e (1.7.53) satisfaz
as equagoes (1.7.50) e (1.7.51).

A escolha é resolver o problema de Poisson, equagoes (1.7.50) e
(1.7.51), através de uma discretizagdo baseada na decomposicao de
dominios apresentada por Douglas et al. [2]. O dominio espacial é sub-
dividido em elementos quadrados conhecidos por células de Raviart-
Thomas-Nedelec, cujo lado tem tamanho h = L/I, onde [ é um inteiro,
dando origem a uma grade regular, com [? células.

A essa grade se sobrepoe um grafo orientado e ordenado cujos nés
correspondem aos centros das células e os arcos a ligacoes entre os
centros, veja a Figura 1.14. As varidveis discretizadas, referentes a
pressao e a vazao, sao definidas como variaveis p’s nos nos e ¢’s nos
arcos e assim ha,

% potenciais denotados por p; ,
e (2% — 2¢) componentes da velocidade (1.7.54)
denotados por g; .

A primeira metade destes tultimos correspondem as componentes ho-
rizontais da velocidade (arcos horizontais) e a outra metade, as com-
ponentes verticais.

Por conveniéncia, no procedimento de discretizagao do problema de
Poisson, utilizamos a notacao u; para representar as aproximacoes das
componentes horizontais da velocidade, @; = ¢; parai =1, ..., (£* —{).
Analogamente, as aproximacoes das componentes verticais da velo-
cidade do problema sao representados por v; e satisfazem a relacao
1~)Z' = Qi+(€2—é) para 1= 1, ceey (fz — f)

Assim, o vetor i = (%;) armazena as aproximagoes das componen-
tes horizontais da velocidade de Darcy e v = (9;) as verticais, com
i =1,...,({* = (), enquanto que o vetor p = (p;), j = 1,...,(*, arma-
zena as aproximacoes das pressoes.

Em cada célula, denotada por R, destacamos o centro, denotado
por X, e os pontos médios das arestas representados por x,,, X, X,
e x,, veja a Figura 1.15.

A integracao da equagao de conservagao de massa (1.7.50b), na
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célula R, de lado h leva, pelo teorema da divergéncia, a

/u-ndl:/V-udx:/fdx. (1.7.55)
OR R R

Como u = (u,v), os termos da esquerda e da direita na equacao
(1.7.55) podem ser aproximadas®!, respectivamente, por:

/ won e ux,) b+ () h—u(x, ) h—v(x,)
OR

| 7 dx flx) dveaR) = ) 1
R
Substituindo na equagao (1.7.55), obtém-se
u(xy) +o(xy) —ulx,) —v(x,) = f(x:) b (1.7.56)

O método das diferengas finitas centradas é aplicado na discre-
tizacdo da equagao (1.7.50a),

p(XcR) - p(Xc)

ux,) =-K2(x,) ~-K - . (1.7.57a)
o(xy,) = —K2(x,) ~—Kp(XCU)h_p( o) (17.57)
—u(x,) = K2(x,) w—Kp(XCL)h_p( ) (17570
—o(x,) = K2(x,) z—Kp(XCD)h_p(XC). (1.7.57d)

Aqui x¢;, @ = R, U, L, e D denotam, respectivamente, os centros das
células vizinhas a direita, acima, a esquerda e abaixo, da célula sendo
considerada.

Em cada célula, cinco quantidades, representando aproximagoes
das variaveis fisicas, sdo armazenadas: o valor da pressao, p, no centro

210 simbolo ~ traduz-se por € aprozimadamente.
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da célula, e os valores das componentes das velocidades normais as
suas arestas horizontais e verticais.
Assim, assume-se que

p~ plx), (1758)
'aR:(JR %u(XR)’ Uy =4y z'U(XU)>

(1.7.59)
ﬂL:(JL %u(XL)’ IN)D:qD %U(XD)7

onde ug e uy sao valores aproximados dos componentes horizontais
da velocidade que no grafo sao as variaveis ¢ definidas nos arcos hori-
zontais do grafo e vy e Up sao valores aproximados dos componentes
verticais da velocidade que no grafo sao as variaveis ¢ definidas nos
arcos verticais; veja a Figura 1.14. Baseados na equacao (1.7.56) defi-
nimos a versao discreta da equacao de conservagao de massa, equagao
(1.7.50b), da seguinte forma :

ip+oy —iy,—0p = fh. (1.7.60)

Analogamente, baseados na equagao (1.7.57), definimos a versdo
discreta da equagao de momento, equacao (1.7.50a), como

i = —% (b. —p) k= RU. (1.7.61)

—u, = —% (p. —p), k=L,D. (1.7.62)

onde p, é a aproximagao da pressao no centro da célula vizinha, cor-
respondente a k.

O sistema linear definido pelas equagoes (1.7.60), (1.7.61) e (1.7.62)
tem 5 equacoes e b incognitas, a pressao p e as velocidades através das
células, u,, k = R, U, L, D, mas dependem das pressoes nos centros
das células vizinhas, p_, Kk = R, U, L, D. Considerando que cada célula
vizinha tem equagoes do tipo das equagoes (1.7.60) a (1.7.62), isso
constitui um sistema envolvendo todas as células com o mesmo ntimero
de equagoes que o de incognitas.
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h X,
h e, He Xce
9y R
q. 'p qr 'xc"
9o
Q

Figura 1.15: O meio poroso e sua decomposi¢ao espacial em células quadradas do tipo
Raviart-Thomas-Nedelec.

Como exemplo, observe que a equagao (1.7.61) no arco correspon-
dente ao fluxo gg do grafo orientado da Figura 1.14 (célula de ntimero
6), ou, equivalentemente, na velocidade horizontal g, é dada por

i :_Eplo_pﬁ
6 uih .

Ja a discretizagao da equacao (1.7.50b) no né (do potencial) pgs é dada

por
d6 — Q2 q17 — q16
+ =0,
h h

ou, equivalentemente, por

'&/6_@2_'_1717_@16:0

Desta forma, estendendo a discretizagao das equagoes (1.7.50a) e
(1.7.50b) a todos os nés e arestas do grafo orientado da Figura 1.14
(quando [ = 4), obtemos o seguinte sistema de equagoes matriciais
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onde e; ¢ o j-ésimo vetor canonico de IR e as matrizes A; e Ay tém
a seguinte forma:

-1, Iy Oy Oy
Al = 04 —[4 ]4 04
Oy Oy -1y I,

M3><4 O3><4 03><4 O3><4
03><4 M3><4 03><4 O3><4
O3><4 O3><4 M3><4 O3><4
O3><4 O3><4 O3><4 M3><4

Neste caso, I, e O4 sao, respectivamente, as matrizes identidade e nula
de ordem 4, O3y4 é a matriz nula de ordem 3 x 4 e

-1 1 00

Msyy = 0 -1 10

0 0 -1 1

Em suma, temos que

a\ K [ A).

(3)=-E(4)5. s
e ~

(AT AT) < u ) _t (1.7.63D)

onde f = (f;), j =1,..., 0% de modo que f; = —(fod;1 — fod;20—20)h.

Comparando o sistema anterior com o sistema de equagoes (1.5.24),
vemos que aquele se reduz a este desde que se escolha ¢; = K/(uh),
b; = 0, para todos os indices 7, que a matriz de incidéncia seja dada

por
(A
a=(a)
qz(

S
N————
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(a) . I

Figura 1.16: a) A regido do grafo orientado original e uma parte delimitada pelo qua-

»
>

\4
\4

drado em evidéncia; b) A nova representacao do grafo relativa ao quadrado em evidéncia.

1.7.4 Simulacao computacional

Ao sistema de equagoes (1.7.63), um sistema de equagoes de equilibrio
definidas em um grafo, aplicamos o algoritmo da Secao 2.1.3. Nas
simulagoes, consideramos um meio poroso quadrado com dimensao
L = 25600m, com permeabilidade K = 107'm? e termo de fonte
fo =10""s7! e resolvemos o sistema de equacoes (1.7.63) com ¢ = 16.
A ampliacao do sistema de equagoes (1.7.63), como feito na Segao 2.1,
é aqui ilustrado na Figura 1.16.

Conforme a equagao (1.7.54), quando [ = 16, o grafo correspon-
dente terd [2 = 256 nés e 2[*> — 21 = 480 arcos. Os campos de ve-
locidade e de pressao sao obtidos com um erro relativo da ordem de
108 e foram necessarios 672 passos de iteracdo, para garantir a pre-
cisao desejada, num ambiente Matlab. Os resultados sao mostrados
graficamente na Figura 1.17.

1.8 Exercicios

1. (Unicidade da inversa) Dada uma matriz quadrada, A, diz-se que
A tem uma inversa, B, se e s6 se, B satisfaz o seguinte sistema de
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3
2 e - ﬁT
. - - 7 /
2 ' , A T
' A S A A
15
- t ! / ’ ’ ’ / ! t
1 | A D A
VA
05
/ A - . .
0 — = - - - -
05 . . . . . .
05 ) 05 1 15 2 25 3

x10
1
05
- ﬁ
-0.5
-1
25
2
1.5 2
4
x10 1 . n
05 1 x10
0 0
! x (b)

Figura 1.17: Perfis da solugdo do problema de Poisson. a) Campo de velocidades. b)
Distribuicao de pressoes.
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equacoes
AB=1, BA=1I, (1.8.64)

onde I é a matriz identidade. Quando existe, denota-se a inversa por
A~ Mostre que a inversa, quando existe, é tnica. Isto é, assuma que
existe uma outra matriz, C', tal que

AC=1, CA=1.
Manipule a equagao (1.8.64), e mostre que, necessariamente, C' = B.

2. Dadas matrizes A e B, relembre que (AB)T = BTAT onde AT
denota a transposta da matriz A. Use a unicidade da inversa para
mostrar que

a) (AB)™' = B1A.
b) (AT)~t = (A7HT.

3. Relembre que uma matriz C' é dita simétrica se e s6 se, C = CT.
Assuma que C' é inversivel e simétrica. Mostre que sua inversa também
é simétrica. Para tanto, basta mostrar que (C~1)7 é a inversa de C o
que, pela unicidade da inversa, resulta igual a C~!. Use o exercicio 2.

4. a) Mostre que o potencial p, dado na equagao (1.1.1), satisfaz
ATCAp = ATCb — f .

b) Assuma que C seja uma matriz simétrica. Mostre que ATCA
também é simétrica.

c) Seja s = < g ) Determine U, simétrica, e g, tal que Us = g se
e s6 se p, q satisfazem a equagao (1.1.1).

5. Considere um meio poroso €2 € IR®. Em geral, a permeabilidade é
uma funcao matricial definida em (2,

K:Q — M(3,3)
(x,y,2) — K(x,y,2)
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onde M(3,3) = IR**3 é o conjunto das matrizes reais 3 x 3 e K(z,y, 2)
é uma matriz simétrica para todo (z,y,z) € Q. Diz-se que o meio
poroso é homogeéneo se e s6 se K é uma funcao constante, isto é, uma
matriz fixa. Fisicamente, em um meio poroso homogéneo, a facilidade
ou dificuldade de um fluido escoar é a mesma em todos os pontos do
meio poroso. Um meio poroso é isotrépico quando a permeabilidade
¢ um multiplo da identidade, isto é, se existe funcao real em (2,

E:Q — IR
(x,y,2) — k(z,y,z)

tal que
K(x,y,z) = k(z,y,2)I .

Caso contrario, o meio poroso é dito anisotrépico. Fisicamente, se
um meio poroso ¢ isotropico, a facilidade ou dificuldade de um fluido
escoar, em um determinado ponto, nao depende da direcao em que o
escoamento se da.

Dada uma fungao real (escalar) p, denote o laplaciano de p por

Pp  Pp  O?p
Ap—w—l-a—?ﬂ—l-@.

Uma fungao é dita harmonica se e s6 se Ap = 0. Mostre que, para
um fluido incompressivel escoando em um meio poroso isotrépico e
homogéneo o campo de pressoes ¢ harmonico.

6. Obtenha a solugao do sistema de equagoes (1.2.13) ou (1.2.14), e
verifique as expressoes dadas nas equagoes (1.2.15).

7. Considere um conjunto de 4 vizinhos dispostos nos vértices de
um tetraedro e relacionados pelas arestas do tetraedro. Assuma que
uma certa quantidade, z, definida em cada vértice, satifaca o modelo
harmonico, ie, seu valor é dado pela média dos valores dos vizinhos
imediatos, a excecao de dois vértices, em que, adicionalmente a média
dos vizinhos o valor é acrescido de o em um deles, e de 3 no outro.

a) Mostre que, se a escolha dos vértices ‘especiais’ forem 1 e 4, o
sistema de equagoes resultante, andlogo ao da equagao (1.2.13),
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T, = %(x2+x3+x4)+a
To = §(l’1 + T3 + 1’4)
T3 = §(l’1 + X9 + LL’4)
Ty = 3(1’14‘1’24‘1’3)“‘6
b) Represente o sistema obtido na alinea (a) de forma andloga ao

obtido na equacao (1.2.14).
¢) Obtenha a solugao do sistema de equagoes.

8. Refaga o exercicio anterior mas, desta vez, assuma que os 4 vizinhos
estao dispostos nos vértices de um quadrado e relacionados pelas ares-
tas do quadrado. Verifique que ha duas situagoes distintas no que diz
respeito a escolha dos vértices ‘especiais’. Ha diferenga com relagao a
solugao nos dois casos?

9. Obtenha a matriz M do sistema de equagoes (1.3.20).

10. Esboce o grafico da velocidade correspondente a posicao definida
na Figura (1.10).

11. Considere o operador diferencial L aplicado a uma funcao u =

u(t),
v du
Lu=—+4a— +bu.
a ot
Assuma que v(t) = 5e * cost é o modelo descritivo de um determi-
nado fenémeno.

a) Esboce o grafico de v.

b) Assuma que o modelo explicativo é da forma Lv = 0. Determine
aeb.

12. Fungoes harmonicas provenientes de fungoes de variavel complexa.

a) Mostre que a familia de fungoes u = wu(z,y) = ax + by é cons-
tituida de fungoes harmonicas, i.e.,
Pu  Pu

w—i—a—yz—o.
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b) Seja z = x + iy um ndmero complexo, z,y € IR e i* = —1.
Calcule 22 e seja

u(z) a parte real de 22 ,v(2) a parte imagindria de 2?

i.e., 22 = u(z) +iv(z). Considerando u como fungao de (x,v),
mostre que u é harmonica.

c) Faga exercicio andlogo para z3.

d) Seja w = a + i/ um numero complexo, o, € IR. Obtenha
explicitamente a parte real e a parte imaginaria de wz. Mostre
que u dado na alinea a) pode ser obtido como a parte real de wz.

13. (Equagoes de Cauchy-Riemann) Seja w : € — € uma fungao
complexa de variavel complexa, e sejam u e v, respectivamente, a
parte real e a parte imaginaria de w,

w(z) = u(z) +iv(z) .

A fungao w é diferenciavel, como funcao de uma variavel complexa, se
e somente se satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann,

ou B Ov v ou

Oor  Oyox oy
Mostre que se w é diferenciavel, entao tanto u como v sao harmonicas.
Todos os casos tratados no exercicio 12 sao exemplos do que foi
visto neste exercicio. Em suma, ha diversos exemplos de modelos
descritivos cujo modelo explicativo é a equacao de Laplace, Au = 0.

14. a) Considere o grafo consistindo de 4 nés e 3 arcos alinhados ao
longo de uma reta, e escolha uma orientagao arbitraria dos arcos.
Determine a matriz de incidéncia, A, e o laplaciano AT A.

b) Refaca a alinea (a), mas escolhendo uma outra orientacao dos
arcos do grafo. Note que, apesar da matriz A variar com a ori-
entacao, a matriz AT A é sempre a mesma.

c) Repita a alinea (a) para o grafo consistindo de 4 nés e 4 arcos
formando um quadrado.
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d) Repita a alinea (a) quando o grafo tem 4 nds e 6 arcos formando
um tetraedro.

15. Mostre que
div(uf) = Vu- f 4+ udiv(f).
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Capitulo 2

Algoritmo Iterativo para
Equacoes Fundamentais de
Equilibrio

2.1 Algoritmo iterativo

O objetivo deste capitulo é apresentar e derivar o algoritmo para sis-
temas de equagoes fundamentais de equilibrio definidas em grafos.

Na Secao 2.1.1, o sistema linear referido é reescrito numa forma
simplificada apds a introducao de quatro matrizes de dados derivadas
da matriz de incidéncia. O sistema de equagoes (1.5.32) é ampliado, na
Segao 2.1.2, através da introdugao de varidveis auxiliares (incégnitas)
e novas equagoes. Este passo é crucial para se ‘quebrar’ o sistema em
subsistemas menores, o que permite a iteracao e a paralelizacao do
algoritmo.

Na Secao 2.1.3, um método numérico iterativo, semelhante ao mé-
todo de Jacobi, é proposto para resolver o sistema estendido (equiva-
lente ao original). A Secdo 2.1.4 considera a existéncia de autovalo-
res/autovetores de Steklov que, se nao evitados, podem ser a fonte de
instabilidades numéricas no algoritmo.
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2.1.1 Notacao indicial

Nesta subsecao introduzimos uma notagao adequada a descricao do
algoritmo proposto para resolver o sistema de equacoes fundamentais
de equilibrio.

Em notagao indicial, o sistema de equagoes (1.5.32), escolhendo A
uma matriz de incidéncia e C' uma matriz diagonal, é dado por

g+ Zaikpk =, (2.1.1)
k=1
> aria=f;, (2.1.2)
k=1

> =0, (2.1.3)
k=1

ondet=1,....mej=1,..,n

Uma vez que cada linha da matriz de incidéncia A tem somente
dois elementos nao nulos, pode-se usar uma tabela mais compacta do
que A para descrever as ligacoes dos arcos. Assim definimos a matriz
T = (k) comi=1,...,mek = 1,2, cuja linha i estd associada ao
arco orientado 7 do grafo, guardando na primeira e segunda colunas,
respectivamente, os indices (numeragao) dos nds de origem e destino
do arco i. Em termos da matriz de incidéncia, devemos ter

T;1 = 7 quando Qi = —1 e 72 = j quando Aij = L.

Desta maneira é possivel reescrever a equacao governante do fluxo,
equacao (2.1.1), numa forma mais compacta como segue

Ci_lqi + (pTiQ - pTil) - bz 5 (214&)

que pode ser interpretada da seguinte maneira: dado um arco ¢ com
potenciais p,, € p,, definidos nas suas extremidades de chegada e
partida, e uma fonte externa de fluxo, b;, no arco, entao o fluxo através
do arco i, ¢;, é determinado pela equagao (2.1.4a).
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Este esquema é estendido a equacao (2.1.2) cuja interpretagao con-
siste de um balanco entre o fluxo de entrada e o fluxo de saida no né
j, de acordo com a geometria local do grafo (a vizinhanca do né j), e
um termo de fonte f;.

Seja n = (n;x), com j = 1,...,n e k = 1,2, a matriz cuja linha j
estd associada ao né j do grafo orientado com a primeira e segunda
colunas denotando, respectivamente, a quantidade de arcos partindo
e chegando neste n6. Observe que o nuimero de arcos deixando o
no6 j é dado pelo nimero de elementos —1 na coluna j da matriz de
incidéncia A. Analogamente, o nimero de elementos +1 na coluna j
da matriz de incidéncia A da a quantidade de arcos entrando no no j.
Algebricamente,

Nj1 = 25(%;', —1) € Nj2 = 25(%;', 1),
r=1 r=1

onde § é a funcao delta de Kronecker!.

Considere também as matrizes o = (ayi) € w = (wjg), com j =
1,...,nek =1,...,m, que armazenam, respectivamente, ao longo
da linha j, os indices dos 7n;; arcos partindo e 7n;, chegando ao né j,
ambos em ordem crescente. Como 7;; e 1,2 ndo sao necessariamente
iguais a m, as demais entradas das linhas j de o e w sao preenchidas
com Zeros.

Estas matrizes permitem reescrever a equacao de balanco local de
fluxo, equagao (2.1.2), em termos dos fluxos que chegam e partem do
no j,

nj2 i1

qujk - ang‘k =fj- (2.1.4b)
k=1 k=1

Finalmente, a equacao (2.1.3) é mantida
> pi=0. (2.1.4¢)
j=1

Desta forma, a equagao (1.5.32) pode ser substituida pelo sistema
de equagoes (2.1.4a —2.1.4c).

LA fungéo delta de Kronecker é definida por: 6(a,b) = 1 se a = b e §(a, b) = 0, caso contrario.
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pql q; pﬂ’z
(n6 7)) (aresta 7) (n6 7y) (a)
pT[l ]3;1?12 p":z

61‘] 612
: (b)

Figura 2.1: Representagdo de um arco (ou aresta) de um grafo orientado: a) original;
b) estendida.

2.1.2 Sistema linear modificado

Nesta secao o sistema de equagbes (2.1.4a — 2.1.4c) é modificado
através da inclusao de novas variaveis e equacgoes, de maneira que
a restricao da solucao do sistema ampliado, as variaveis do sistema
original, d4 a solugao do sistema de equagoes original (equagoes 2.1.4a
— 2.1.4¢). Pode-se, portanto, resolver o sistema ampliado a fim de de-
terminar a solucao do sistema original. A vantagem destas varidveis
extras é que permitem um tipo de decomposi¢ao do algoritmo, em
partes menores, para resolver o sistema original.

O fluxo ¢;, previamente representado no grafo orientado como ilus-
trado na Figura 2.1a, é agora representado pelos fluxos ¢;; e @2 que
estao associados aos dois novos arcos orientados, em sentidos opostos,
como indicado na Figura 2.1b, chegando a dois novos noés ‘gémeos’.
Novos potenciais, p;; € P2, sao introduzidos no ponto médio do arco
que liga os nos 7;; e T;5. Relembramos que os indices 7;; e 755 estao
associados, respectivamente, aos nos de origem e destino do arco i de
acordo com o grafo orientado original. Observe que o primeiro indice
do potencial p é o indice do arco original e o segundo indice é 1 ou
2, conforme o novo né estd ligado ao né de partida ou de chegada do
arco original. Um exemplo de tal mudanca na estrutura do grafo é
ilustrado na Figura 2.2, para um grafo conectando quatro nos.

Os novos fluxos e potenciais respondem pela inclusao de 4m no-
vas variaveis: para cada arco orientado do grafo original, existem dois
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9>

&~ o\

P 2

Figura 2.2: Modificacdo da estrutura do grafo. a) Grafo original: um né com potencial
p1 do grafo original junto com seu 1711 = 1 arco (de indice 2) chegando do né com potencial
p3 e 2 = 2 arcos (de indices 1 e 3) partindo para os nés com potenciais p2 e ps; b) Parte
da estrutura do grafo modificado: um né com potencial p; do grafo original juntamente
com seus novos noés vizinhos, com potenciais P11, P22 € P31, € novos arcos orientadas e
fluxos (todos eles partindo do né 1) i1, ge2 and @s1-

novos nés (dois novos potenciais) e dois novos arcos (dois novos flu-
x08); veja a Figura 2.3. Os novos potenciais sao escolhidos de modo a
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representar valores médios, satisfazendo as equacoes,

-+ D . -+
Di1 = Pro T Pra 5 Pra Di2 = Pra T Prg 5 £z ; (2.1.4d)

o que implica em 2m novas equagoes. Os novos fluxos satisfazem a
relagao

%1 =¢ € Q2= —¢- (2.1.4e)

Portanto, 2m equagoes a mais.

VAN
v

Y /
s ©

Figura 2.3: Transformagao na estrutura do grafo: a) Grafo original; b) O grafo exibindo
cortes; c¢) O grafo foi ampliado de maneira que cada né original é agora o centro de um
novo grafo conexo (uma célula) com novos nds; o novo grafo, envolvendo todos os nds, é

desconexo.
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Em suma, o sistema de equagoes original (1.5.32), para p € R"
e q € IR™, foi estendido ao sistema de equagoes (2.1.4) para as
incégnitas p € R™, g € R™, (ps) € R™?% e (gir) € R™2,

Mais do que isso, esta claro que resolver a equagao (1.5.32) implica
na obtengao da solugado completa da equacao (2.1.4) por intermédio
das equagoes (2.1.4d) e (2.1.4e) nas novas variaveis e, reciprocamente,
restringindo a solucao da equagao (2.1.4) as variaveis do grafo original,
p e q, implica na solugdo do problema original, equacao (1.5.32).

Vamos, agora, obter um sistema linear equivalente ao sistema de
equagoes (2.1.4). De imediato, as equagoes (2.1.4d) e (2.1.4e) podem
ser substituidas por

Di1 = Di2 s (2.1.5a)
dn + 32 =0, (2.1.5b)
pn = Lo T Pre ;—pm ; (2.1.6)
e
qin = qi - (2.1.7a)

As equagoes (2.1.5), semelhantes as condigoes de interface do tipo
Dirichlet e Neumann, permitem-nos derivar uma condicao de interface
do tipo Robin em cada novo né.

Multiplicando-se por § > 0 a equagao (2.1.5b) e subtraindo-a,
termo a termo, da equagao (2.1.5a) obtém-se

Pin — Diz = B(Gin + Gia) - (2.1.7b)

Note que, como p;; — B¢;1 = P + Bqi2, para o novo arco relacio-
nado com o potencial p,,, (veja o lado esquerdo da Figura 2.1b), esta
equacao é semelhante a uma condicao de interface de Robin?, em pj
e ¢i1, uma vez que 3 > 0, assumindo conhecidos os valores de p;s € 2.

A constante § é escolhida estritamente positiva, conforme exigido
na demonstragao apresentada na Se¢ao 2.2.2, a fim de evitar possiveis
instabilidades que podem ter origem na existéncia de autovalores de
Steklov (quando 8 < 0) no operador fronteira’equacao (2.1.7b), [8].

2A varidvel @ é como se fosse proporcional (com uma constante negativa) a uma ‘derivada’
normal exterior de p; veja a equagdo (2.1.7d), desconsiderando o termo b;.
3Uma discussdo da existéncia de autovalores de Steklov é apresentada na Secdo 2.1.4.
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Analogamente, se, ao invés de subtrairmos, somarmos, obtemos
pin — Dz = —B(qir + Gia) (2.1.7¢)

que pode ser reescrito como p;o — G2 = Pi1 + 5¢;1. Novamente, esta
equacao é semelhante a uma condi¢ao de Robin no novo né do arco
relativa ao potencial py (lado direito da Figura 2.1b), para p; € Go,
assumindo que os valores de p;; e ;1 sejam conhecidos.

O parametro de ajuste ad hoc (3, estritamente positivo, pode, por
conveniéncia, depender do arco ¢ e do estagio do procedimento numérico
iterativo apresentado na Segao 1.5, apesar da notagao escolhida nao
acomodar isso. E facil verificar que as equagbes (2.1.7b-2.1.7c) sao
equivalentes ao sistema de equagoes (2.1.5).

Resolvendo a primeira equagao na equagao (2.1.4d) para p,,, e subs-
tituindo este resultado na equagao (2.1.4a), obtem-se

Ci_l(Ji + Q(pzl - pTil) = bz .

Analogamente, usamos a segunda equagao na equacao (2.1.4d), resol-
vemos para p,,, e obtemos

Ci_l%‘ +2(—pi2 + pryy) = b; .

Note que estas equagoes determinam a variavel fluxo ¢; (no arco 4
ou num dos novos arcos, veja Figura 2.1b e equacdo (2.1.4e)) usando
os valores dos potenciais nas extremidades de cada novo arco, isto é,
se constituem nas equacgoes governantes do fluxo nos novos arcos.

Agora, usando a equacgao (2.1.4e), podemos reescrever as equagoes
anteriores como segue

Ci_lq_il +2(pi — pry) = bi, (2.1.7d)

¢; ' Gia + 2(Pi2 — Pry) = —bi - (2.1.7¢)

De fato, as equagoes (2.1.7a — 2.1.7e), sao equivalentes as equagoes
(2.1.4a — 2.1.4e) e as substituem.
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O uso dos novos fluxos g1 e G2, equagao (2.1.4e), nos permite re-
escrever a equagao (2.1.4b) como

nj2 nj1

- Z(jwij - Z (jajkl = f] . (217f)
k=1 k=1

Por conveniéncia, para ter o conjunto completo, escrevemos nova-
mente a equacao (2.1.4c),

> pi=0. (2.1.7g)
j=1

Ressaltamos que o sistema de equagdes ampliado (2.1.4) é equiva-
lente ao novo problema dado pelo sistema de equagoes (2.1.7). Por
isso, utilizaremos este tltimo problema linear modificado.

2.1.3 Meétodo iterativo

As equagoes do modelo linear modificado, equagoes (2.1.7), sdo com-
binadas a fim de derivarmos um algoritmo iterativo paralelizavel para
resolvé-las numericamente.

Comegamos por isolar ¢; na equagao (2.1.7d) e substituir p;; de
acordo com a equagao (2.1.7b), o que resulta em

_ b; _ _

In =& (Pm + 5) — & (P2 + Baiz) (2.1.8)
onde §; = 5 +22Cc1 5. Analogamente, isolando g na equagao (2.1.7e) e
substituindo p;; de acordo com a equagao (2.1.7¢), temos

_ b; _ _

Gio = & | Prin — 5~ & (pa + Ban) - (2.1.9)

Observe que a equagao governante do fluxo, equagao (2.1.8), modela
o fluxo através do arco i quando este deixa o nd correspondente ao
potencial p,,,. Ja a equagao (2.1.9) modela o negativo do fluxo, uma
vez o arco ¢ chega no né correspondente ao potencial p,,. Em ambos
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os caso, a variavel ¢ depende do potencial no né de partida do novo
arco, do potencial fronteirico e do fluxo do novo arco vizinho, veja a

Figura 2.1b.
Ressaltamos que cada arco ¢ tem origem no né 7;; e destino no né
Ti2. Como o, com k = 1,...,1;1, sao os indices dos arcos com origem

no né j, entao a seguinte identidade segue de imediato 7,,1 = J,
para todo k. Por outro lado, a identidade 7,,2 = j surge, para todo
k=1,...,nj2, porque wj; é o indice do arco que chega ao né j. Assim,
colocando i = aj; na equagdo (2.1.8) e i = w;; na equacao (2.1.9),
obtemos:

qajkl = gOéjk: (pj + Oéjk) - gajk (pajk2 + ﬁ(jaij) , (2.1.10&)
e
q_wjk2 = gwjk (p] — ;ﬂk) — é-wjk (ﬁwjkl + qujkl) . (2110b)

Podemos reescrever o balanco de fluxos no né j do grafo como
estabelecido pela equagao (2.1.7f), usando as equacoes (2.1.10a) e
(2.1.10D),

nj2 r E

= - Z gwjk <pj - ij) - gwjk (pwjkl + ﬁ(jwjkl)
k=1 * i
51 ‘ q

- Z gajk <pj + Sk) - gajk (]joej;ﬂ + 6(jajk2)
k=1 * i

Este procedimento (e esta equagao) é semelhante ao realizado para
obter a equagao (1.5.28).
Finalmente, isolando p; na equacao anterior, temos

fj + 27732 gwjk [— (pwjkl + ﬁq%kl):|
Sl g+ 04 o

bj

(2.1.11)

ba

77]11 ga]k [_ + (pa]k2 + ﬁqajkz)]

_|_
77]21 gwjk 4 277]11 ga]k
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Observe que, de acordo com a equacao (2.1.11), o potencial p; pode
ser calculado a partir dos valores dos potenciais nos novos nés (p) e
dos fluxos (¢) nos novos arcos das células vizinhas.

O algoritmo iterativo para resolver o modelo linear de equilibrio
baseia-se nas equagdes governantes do fluxo, equagao (2.1.10), na
equacao de balango de fluxo, equacdo (2.1.11), nas condicoes de in-
terface, equagdes (2.1.7b) e (2.1.7c), e na equagdo que impoe média
nula aos potenciais p (garantia da solugdo tnica), equagao (2.1.7g).
Defasando-se os lados direito e esquerdo destas equagoes, o algoritmo
obedece a seguinte estrutura:

Passo 1. [Inicializacao] Inicie as varidveis com pS, pfy, Ply, @) € o,
parai=1,...mej=1,..,n;

Passo 2. [Troca de dados| Se o cédigo for em paralelo entao troque
dados entre os processadores, caso contrario, continue.

Passo 3. [Atualizagao das varidveis| Para j =1, ..., n:

i. [Atualizagdo dos potenciais nos nds originais] Baseado na
equacao (2.1.11), calcule os novos potenciais em cada né ori-
ginal a partir dos valores antigos dos potenciais e fluxos re-
ferentes aos nds e arcos das células vizinhas:

) bw. _ _
_fj + ZJ:21 g‘*’jk |:Tjk + (p;jkl + /Bq:)jkl)i|
ijzl gwjk + 223211 gajk
51 5 |:_bajk + (w + 5*7- )}
k=1 Sajk 2 pajk2 qﬂij

+ 5 Ui
kJ:21 gwjk + ijzll gajk

r—+1
p; —

ii. [Atualizagao dos fluxos partindo| Baseado na equagao (2.1.8),
para k = 1,...,7m;1, atualize os fluxos dos arcos que original-
mente estao deixando o né j:

. 1 bay _ _
qo:;;l % é-ajk (ijrl + TJk) - é-ajk (pgéjk:2 _'_ /BQ;JkQ) 7
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iii. [Atualizagao dos fluxos chegando] Baseado na equagao (2.1.9),
para k = 1,...,7;2, atualize os fluxos dos arcos que original-
mente estao chegando no né j:

b

(Z:)J;I:Q < fwjk (p;+1 - Tjk) - gwjk (p:)jkl + ﬁ(j:)Jk1> ;

iv. [Atualizacdo dos potenciais nos novos nds| Usando a equagao
(2.1.7b), atualize os potenciais médios para k = 1, ..., ;1

Paint € Payo ¥ BT + @pa) s

v. [Atualizagao dos potenciais nos novos nés| Usando a equacao
(2.1.7c), atualize os potenciais médios para k = 1, ..., n;o:

P € Poya + B(@y1 + @) s
Passo 4. [Imposigao de média nula para os potenciais| Calcule:

n r+1
M ZF%})J; (2.1.12)
n

i. Para j=1,...,n:

pit it = M (2.1.13)
ii. Parat=1,...mek=1,2:

Pyt Bt = M;

Passo 5. [Teste de convergéncia] Pare se o critério de convergéncia
desejado for satisfeito, caso contrario, retorne ao passo 2.

E f4cil verificar que o procedimento definido pelas equagoes (2.1.12)

e (2.1.13), garante que pi*', j = 1,...,n, satisfaz a equagao (2.1.7g).

J

2.1.4 Autovalores de Steklov

As equagbes (2.1.4) a serem resolvidas podem ser agrupadas consoante
a representagao gréafica dada na Figura 2.3c, isto é, ha n subsgrafos
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desconexos, cada um com um né central e um certo nimero, possi-
velmente varidvel, de arcos radiais, orientados para fora (semelhante,
com diferengas, ao grafo da Figura 2.2a). Neste caso, olhando para
cada um dos subgrafos individualmente, e com o intuito de simplificar
a notacao, representamos o no central por : =0 e por i =1,...,m, 0s
arcos radiais e os nos exteriores. Neste caso, as equagoes sao:

¢ tqi+pi—po = by, (lei governante do fluxo no arco i), (2.1.14)
Z ¢ = fo, (lei de balango do fluxo no né 0), (2.1.15)
j=1

pi — Bq; = h;, (condigao de fronteira em cada né externo),
(2.1.16)
com

onde p; e ¢; representam, respectivamente, o potencial e o fluxo no né6
e no arco vizinhos (em outro subgrafo) do arco e né i.
Ha ainda uma ultima equacao a ser satisfeita,

Z po = 0.

nds centrais

Suponhamos entao que conhecemos a solugao das equagoes (2.1.4)
em todos os subgrafos menos em um deles. Para determinar os valores
das variaveis p = (po,p1,---,Pm) € ¢ = (q1, - -, ¢m), haveriamos que
resolver as equagoes (2.1.14-2.1.16), com fo, b; e h;, @ = 1,...,m
dados. Serd que esse subsistema tem solugao tnica? Se houver duas
solucoes, denotemo-las por p!, q' e p?, ¢>. Entao, como cada um dos
pares satisfaz as equagoes (2.1.14-2.1.16), fazendo a diferenca entre as
equacoes, concluimos que a diferenca entre as solucoes, p = p' — p? e
g = q' — ¢?, satisfazem

¢ +ci(pi—po) = 0,
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m
>4 =0,
J=1

pi— B¢ = 0,

Consideremos, inicialmente, o caso em que ¢; = 1, para todo i, e
para simplificar a notacao, retiremos a barra de p; e ¢;, obtendo

g +ci(pi—po) =0, (lei governante do fluxo no arco i); (2.1.17)
qu =0, (lei de balango do fluxo no né 0); (2.1.18)
j=1

pi —Bg =0, (condicao de fronteira em cada né, fora o central).
(2.1.19)

Substituindo a equagao (2.1.17) na equagao (2.1.18), obtemos
1 m
Po =" ;pj :

Usando py, da equacio anterior, na equacao (2.1.17), temos?

1 m
4 = Ezpj(l—mdij), (2.1.20)
7=1
que substituido na equagao (2.1.19), fornece

[m(1+ B8)dijp; — Bp;] = 0,

M

7=1

ou

M

[m(1+ B)d; — Bl p; = 0, (2.1.21)

J

4Delta de Kronecker: dij =1,sei=7,0;j =0,1#j.
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parai=1,...,m.

Este sistema de equacoes tem solugao nao trivial para p quando o
determinante correspondente se anular. O sistema pode ser reescrito
como

Ap = 0,
onde
o —p -5 =B
-5 o -5 =B
A = : : : :
—B8 =8 -+ o -B
B -8 -+ —B o

para 0 = m+ (m —1)0.

Este sistema de equagoes tem solucao nao trivial para p quando
o determinante de A se anular. Note, usando operacoes elementares
sobre linha e as propriedades do determinante, que

o B - B B
-3 o -+ -8 -
det(A) = det : s : :
B —B -+ o -8B
B —B -+ -8 o
m+pm —-m—pBm - 0 0
0O m+B8m --- 0 0
= det : Do : :
0 0 m+Bm —m—pFBm
0 0 0 m
i 1 -1 0 0
0 1 0 0
= det [(m+ Bm) : :
0O 0 - 1 -1
0O 0 - 0 mfbﬁm

— w4 B
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Foram, inicialmente, somadas a primeira linha, todas as outras. Tam-
bém, usando [ vezes a nova primeira linha, anularam-se por soma
todos os elementos fora da diagonal principal, das linhas a partir da
segunda. Pelo resultado, conclui-se que o determinante de A se anula
quando 3 = —1 e, neste caso, a equacao (2.1.21) é reescrita como

ij =0.
j=1

Assim, o problema dado pelas equagoes (2.1.17-2.1.19) é um pro-
blema de autovalor e autovetor de Steklov, para o operador de fron-
teira. Com o autovalor f = —1 os autovetores sao dados por py = 0,

PL= 2D @ = Y0Py, @ = —Dpi, para i = 1,..,m, com
D2, ..., Pm livres, gerando um autoespaco de dimensao m — 1.
O caso mais geral, quando a equagao (2.1.17) é substituida por

¢+ ¢i(pi—po) =0, (2.1.22)

obtém-se, analogamente, que

1 m m
= C_ E CiDj , com Cy = E C;
* =1 i=1
donde,

[C*(l + 502)513 — 5CZ'C]'] p; = 0.

NE

1

<.
Il

Assim, a matriz do sistema para p é,

Ay —50102 - —Beicy
—Beacy Agy < —Beacy,
A - . . . . 9
_chcl —5Cm02 te Amm

onde Aj; = c.(1+ fcj) — Bejej, para j = 1, ..., m. Seu determinante é:

det(A) = mB™ cicy...cm +

. m v m
m—1)5 2(20102...cj...c +ﬁOZcZ
=1 =1
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onde o simbolo cvj significa que o termo c; nao esta presente no produto.
Como o polinomio tem grau m — 1, ha m — 1 raizes, que sao autova-
lores de Steklov, correspondendo a um conjunto de m — 1 autovetores
independentes.

Este resultado implica que o problema corresponde as equagoes
(2.1.14-2.1.16), que é necessario resolver no algoritmo iterativo apre-
sentado na Secao 2.1.3, nao tenha solucao unica para alguns valores
de 5 < 0, (por exemplo, se § = —1 quando ¢; = 1), pode originar
instabilidades numéricas. Desta forma, elimina-se esta possibilidade
requerendo que 8 > 0.

2.2 Convergeéncia do algoritmo iterativo

Na Secao 2.2.1, é formulado o problema da convergéncia e uma de-
monstracao da convergéncia do procedimento numeérico iterativo é
dada na secao seguinte.

2.2.1 Formulagao do problema de convergéncia

Nesta se¢ao formulamos o problema de convergéencia do método ite-
rativo proposto na secao anterior. Para provar a sua convergencia,
comecamos pelo sistema de equagoes (2.1.7) que é a base do procedi-
mento iterativo.

Inicialmente, notamos que os indices dos nés que sao destinos dos
arcos que partem do no j pertencem ao conjunto

Dj = {Tajk2|]{3 = 1, ey jl} .

Além disso, todos os indices dos nds que sao origem dos arcos que
chegam ao né j estao contidos no conjunto

Oj = {ijk1|k’ = 1, .. .,7’]]'2} .

Dai o conjunto de contato do né j, formado pelos nés ligados ao né j
por algum arco, é dado por C; = D; U O;.
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Neste ponto, é conveniente introduzir a seguinte notacao, onde se
explicitam os nos de partida e de chegada da aresta i,
YTilTiZ = i1, YTiZTil = (i2
XTilTiZ = DPi1; XTiZTil = Di2,
CTilTi2 = CTizTil =G,

e, finalmente,

B

Reescrevemos o sistema de equagdes (2.1.7), usando a notagdo ante-
rior, e o apresentamos na forma do procedimento iterativo como segue

rare = ~Brigra = bi -

Co Vi +2(X5t —pi*') = By, (2.2.23a)
Vit =, (2.2.23D)
keC;
Xt = BY = Xp, + BYy, (2.2.23¢)
>_op =0, (2:2:234)
j=1
onde j =1,...,n, k € Cj er éo contador de iteracoes. O procedi-

mento iterativo comega com valores iniciais dados por pj, X7, e Y3,
paratodo j=1,...,nek € Cj.

Na Secao 1.5 ressaltamos que o sistema de equagoes considerado
tem solugao unica; nés a identificamos, a partir de agora, por um
asterisco sobrescrito. Assim,

Co Vi +2(X5 —p;) = By, (2.2.24a)
d Vi=-f. (2.2.24D)
keC;

X = BY ;= X+ 8Yy; (2.2.24¢)

> p;=0, (2.2.24d)
j=1
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Definem-se, entao, os erros cometidos em cada passo de iteragao r
como segue:

Vo= pi—pj;,
o = ViV, (2.2.25)

A convergéncia do algoritmo iterativo é garantida se mostrarmos que
V5, ¢}, e up;, dadas nas equagoes (2.2.25), convergem a zero quando
r — +00.

2.2.2 Demonstracao da convergéncia do método iterativo

Nesta secao mostramos a convergéncia do método iterativo. Esta de-
monstracao é inspirada no artigo do Douglas Jr. et al [2].

Comegamos por subtrair das equagoes de iteracao (2.2.23), para
um dado valor inicial, o sistema de equagoes (2.2.24), o que resulta
nas equagoes de discrepancia

C—l

i 7‘+1 r+1 1

5 -yt oyt = 0, (2.2.26a)
et =0, (2.2.26b)
kec;

r+1 ngr+1 — U;C“] + ng};y 5 (2226C)

Zw;“ = 0, (2.2.26d)
j=1

onde j=1,...,nek € C,.
Multiplicando a equagao (2.2.26a) por ¢j;", temos

cl
- (o5)° — w5 ot + vttt =0,
a qual somamos em k € C; para obter
C.]_k 7‘+1 r+1 _r+1 r+1, r+1 _
Z 9 %k Zw ¢Jk+zvak<pjk =0.

kec, kec, kec,
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Agora, adicionando esta equagdo a equagao (2.2.26b) previamente

multiplicada por ;™" resulta em
> ; (i) == viteiit. (2.2.27)
keC; keC;

Por outro lado, note que

Z (U;k:Fﬂ‘P;kf = 3’ Z %k "+ Z jk :F2ﬁ Z V5Pt »
ke

kec; kec; kec;

ou, de acordo com a equagao (2.2.27),

cl
Z (U;k + 5<P§k)2 = 3’ Z (¢§k)2+z (U}'k)2i2ﬁ Z #k (80§k)2 .
kec; kec; ke, kec;
(2.2.28)
Ressaltamos que [ e C'j_kl, comj = 1,...,n ek € Cj, sao todos
nimeros reais positivos, e assim, definimos uma nova sequéncia de
nimeros reais positivos® denotada por (E"), onde

n

Ccl
Fo Y ' Y ) e Y ]
j=1 keC; keC; keC;
(2.2.29)
ou, a partir da equacao (2.2.28), simplesmente

Z Z 5<ij

Jj=1 ke(;

5 - .
°Esta conclusdo sé é possivel uma vez que 8 > 0.
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Também, note que, usando a equagao (2.2.26¢), temos

Er—i—l _ Z Z (U;;rl N 5()0;;1)2

j=1keC;

= Z Z (v +5‘P2j)2

7j=1 k)ECj

= D> (v +he)”
k=1 j €Cy,
A 1ltima igualdade é simplesmente uma consequéncia da rearrumacao
da soma anterior uma vez que o conjunto {(j, k) tal que j =1,...nek €
C,} é simétrico, isto é, é o mesmo que {(j,k) talque k=1,...,nej €
Cr}. Seguindo a expansao desta ultima equacao, de acordo com a
equacao (2.2.28), obtemos

n [ C_.l T
B = Y8 o)+ D0 (i) 28 ) ()
k=1 L jECE jEeCk jECE i
a 9 N2 N2 Crj N2
= B2 (o) + > (i) +28 ) 9 )
k=1 L 7 E€Ck jECk JE€Ck i
n -1
ST,
k=1 j€Cy
e Oy
= BT —4B) > - (1) (2.2.30)
k=1 j€Cy

para todo r > 0. Como o segundo termo do lado direito da equacao
acima é nao positivo, uma vez que é assumido que § > 0, concluimos
que (E") é uma sequéncia mondtona decrescente de nimeros reais.
Entao existe um numero real nao negativo £ tal que £ — E* >0
quando r — +o00. Portanto, deixando r — 400 na equagao (2.2.30),

obtemos c
EX=E*—45) Y = lIm (¢,)".
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que implica em
n C—l
ki 2
E E —7 lim (gp;) =0.
2 r—-4o00 J
k=1jeCx
Note que o somatério de nimeros nao negativos acima é nulo se, e

somente se,
—1

k] : 7‘ 2 _
p -l (i) =0,
que implica em
T’EI—POO (ij =0 ’

para todo k = 1,...,n e j € Cx. Isto significa, pela definicao, equacao
(2.2.25), que Y}, = Y}, quando r — +o0, para k =1,...,n e j € Cy.

Como ¢%, — 0, quanto r — +o0, para j = 1,...,nek € Cj,
entdo, as equagoes (2.2.26a) e (2.2.26c) garantem que

i (v =) =0, 2231
e
Tli)gloo (vt —vp,) = 0. (2.2.32)

Mas pela equagao (2.2.31), considerando o fato que se k € C; entao
j € Cp, temos que
lim (U,;'j — ;) =0, (2.2.33)

r—-+00

avaliada, desta vez, na r-ésima iteracao. Assim, da soma das equacoes
(2.2.32) e (2.2.33), obtemos

lim (U;;rl — @Z),g) =0,

r—-+o00
que subtraindo da equagao (2.2.31), resulta em

lim (¢ —5tt) =0, (2.2.34)

r—-+00 J

paraj =1,...,nek € C;. Uma vez que o grafo é conexo, é facil verificar
que a equagao (2.2.34) é véalida para quaisquer j e k =1,...,n.
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Podemos entdo reescrever a equagao (2.2.26d) como

n

> (W =) +ney =0, (2.2.35)
j=1
para qualquer £ = 1,...,n. Assim, quando r — 400, concluimos

que ¥; — 0, para k = 1,...,n, a partir da equacgao (2.2.35) usando
a equagio (2.2.34). Portanto, p; — p; quando r — +o0, para j =
1,...,n, de acordo com a primeira equagao de (2.2.25).

Finalmente, pela equacgdo (2.2.31), temos que vj;" — 0 quando
r — 400, para j =1,...,n e k € C;. Conforme a terceira equagao de
(2.2.25), isto quer dizer que X7 — X5, quando r — +o0, para j =
1,...,n ek € C;, completando a prova da convergéncia do esquema
iterativo.

2.3 Paralelizacao e MPI

O objetivo desta secao ¢ elucidar o Passo 2 do algoritmo proposto na
Secao 2.1 que faz referéncia a um processamento em paralelo. Aqui,
apresentamos uma motivagao para a implementacao deste tipo de pro-
cessamento, introduzimos algumas defini¢coes importantes, apresenta-
mos a metodologia para a sua implementacao e, por fim, fazemos uma
breve apresentacao a biblioteca que explora a existéncia de multipro-
cessadores através de trocas de mensagens.

2.3.1 Dividir para conquistar

E intuitivo que o tempo de resposta de um programa depende do
nimero de passos elementares necessarios a sua execucao. Entende-se
por passos elementares as operagoes de soma e de multiplicacao, as
comparagoes entre variaveis computacionais e as substituicoes reali-
zadas dentro do cédigo computacional. O nimero total desses passos
elementares é comumente utilizado como uma medida da complexi-
dade, ou eficiéncia, do algoritmo, usualmente escrito em funcao do
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ntimero de entradas do problema¥.

Naturalmente, ‘quebrar’ um problema em dois ou mais problemas
menores sugere um caminho para a otimizacao do tempo de resposta
computacional, desde que estes pequenos problemas possam ser execu-
tados simultaneamente. Isso é possivel em computacao paralela, onde
um arranjo de dois ou mais processadores sao responsaveis pelo pro-
cessamento paralelo (isto é, ao mesmo tempo) de partes do problema
original. A utilizacao deste tipo de processamento, em muitos pro-
blemas, exige que a informacao processada seja compartilhada entre
os processadores a fim de tornar possivel a reconstrucao do problema
original.

A decomposicao do problema original e o compartilhamento de in-
formagoes entre os processadores constituem as idéias centrais do pro-
cessamento em paralelo.

2.3.2 Exemplo

Para fixar estas idéias, consideremos uma aplicacao a um grafo regular
como ilustrado na Figura 2.4a.

Procedendo a transformagao deste grafo, necessaria a aplicacao do
algoritmo iterativo proposto na Secao 2.1, obtemos um conjunto de
subgrafos desconexos como na Figura 2.4b.

A Figura 2.5 apresenta a numeracao atribuida aos nos e arestas do
grafo expandido. Observe que a ordenacao dos pares de arestas ori-
entadas em sentidos opostos, cuja numeracao encontra-se delimitada
por um losango, obedece a ordem lexicografica (de baixo para cima e
da esquerda para a direita), priorizando os pares horizontais; veja a
Figura 2.5. Os pares de nés intermediarios sao apresentados através
de circulos com numeracao 1 ou 2, circunscrita. Com base nestas nu-
meragoes, identificamos uma aresta orientada e um né intermediario
através de um par de indices (i, k), onde i é a numeragao delimitada

6Um exemplo da medida de complexidade em funcdo do niimero de entradas pode ser ob-
servado na simples tarefa de ordenar um conjunto de n nimeros reais. O algoritmo cléssico de
ordenagdo por selegdo tem complexidade da ordem n?, denota-se O(n2), enquanto o bem conhe-
cido algoritmo merge-sort possui complexidade O(nlogn). Este dltimo algoritmo é, portanto,
mais eficiente na tarefa de ordenar n nimeros reais do que o primeiro.
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Figura 2.4: a) Grafo original. b) Grafo expandido para utiliza¢ao do algoritmo iterativo.

pelo losango e k é a indicagao do lado a que se refere, 1 ou 2. E impor-
tante notar que o lado 1 refere-se ao lado da origem da aresta orientada
original, por conseguinte, o lado 2 refere-se ao destino. A ordenacao
atribuida aos nés originais também obedece a ordem lexicografica e
seus respectivos nimeros estao delimitados por um quadrado.

Com base na numeracgao atribuida aos nds e arestas orientadas do
grafo expandido, Figura 2.5, temos, neste caso particular, um total
de 12 potenciais definidos nos nds centrais, 34 fluxos e 34 potenciais
médios, definidos sobre os 17 pares de nds intermedidrios e arestas
orientadas em sentidos opostos, respectivamente. Portanto, tem-se
um total de 80 variaveis a serem atualizadas no Passo 3 do algoritmo
iterativo proposto em um processamento nao paralelo, tratado, daqui
por diante, por processamento em série.

Estendemos, também, a denominacao dos algoritmos de forma a di-
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ferenciarmos com relagao ao tipo de processamento. Assim o algoritmo
em serie, ou algoritmo serial, é aquele utilizado no processamento em
série. O algoritmo em paralelo é o empregado no processamento em
paralelo.

Qe @ a0 . Qe

Figura 2.5: Grafo expandido com os nds e as arestas orientadas ordenadas. Os quadrados
exibem a numeragdo dos nés originais, os losangos a numeragao das arestas onde sdo
introduzidos novos nés. O né intermedidrio com numeragao 1 corresponde ao lado mais
proximo da origem da aresta orientada do grafo original. O né intermedidrio 2, por outro
lado, corresponde ao lado relativo ao destino da referida aresta orientada.

A proposta é dividir a tarefa computacional, ou o processo que
envolve a atualizagao de 80 varidveis, entre dois processadores. Este é
o caso mais simples para se falar em processamento paralelo.

Cada processador serd identificado unicamente por intermédio da
variavel rank, que poderd ser 0 ou 1. A mesma forma de identificagao
se aplica aos processos resultantes da divisao de tarefas. Esta escolha
de identificacao é inspirada na biblioteca utilizada em processamento
em paralelo e que serd apresentada mais adiante.

Com o objetivo tracado, procedemos a uma decomposicao do grafo
expandido em dois subgrafos disjuntos, conforme ilustrado na Figura
2.6, e submetemos cada um dos subgrafos a um processo que serd exe-
cutado em seu respectivo processador. A divisao é promovida ao longo
de um eixo central na vertical, entre os nds intermediarios, que sao lo-
cais do grafo expandido passiveis de corte para posterior aplicacao do
algoritmo dirigido ao processamento em paralelo.
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Observe a Figura 2.6a. Com a divisao proposta, as variaveis defi-
nidas no subgrafo a esquerda, Figura 2.6b, serao manipuladas e atu-
alizadas no processador com rank 0. Cabe ao processador com rank

1, o processamento e atualizacao das variaveis definidas no subgrafo a
direita, Figura 2.6c¢.

(b) ()
Figura 2.6: Decomposicao do grafo: a) grafo expandido exibindo a linha de corte;

b) subgrafo esquerdo utilizado durante o processamento no rank 0; c) subgrafo direito
utilizado durante o processamento no rank 1.

Uma vez definidos os subgrafos, os processos que serao atribuidos e
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estabelecidos os processadores responsaveis por suas respectivas execu-
¢oes, por simplicidade, definimos um novo grafo expandido, o grafo do
processador, para utilizagao no processamento em paralelo, levando
uma copia para cada um dos processadores. Tal grafo é, proposi-
talmente, escolhido de forma a conter a estrutura de cada um dos
subgrafos obtidos apds a decomposicao, conforme ilustrado na Figura
2.7a.

A imersao do subgrafo esquerdo, Figura 2.6b, no grafo do proces-
sador com rank 0 é exibido na Figura 2.8a, e indicado em negrito. A
parte complementar, em tom de cinza claro, a esquerda, e em tom
de cinza escuro, a direita, cabe o papel de dados de contorno. As
grandezas definidas no subgrafo em tom de cinza claro sao, por as-
sociacao ao grafo expandido em série, obrigatoriamente, condicoes de
contorno nulas. J& as grandezas definidas no subgrafo em tom de
cinza escuro, também por associagao ao grafo utilizado no processa-
mento em série, sao copias das variaveis definidas no lado esquerdo do
subgrafo utilizado no processamento no rank 1, apds a decomposicao.
Estas grandezas devem ser transmitidas, antes de cada varredura de
iteracao, do processador com rank 1 ao processador com rank 0.

Analogamente, na Figura 2.8b, as variaveis definidas no subgrafo
em tom de cinza escuro, correspondem a imersao do subgrafo direito,
Figura 2.6¢, no grafo do processador com rank 1. Complementando, as
grandezas definidas no subgrafo em negrito, a esquerda, sao condigoes
de contorno fornecidas pelo processador com rank 0, e as grandezas
definidas no subgrafo em tom de cinza claro, a direita, sao obrigatori-
amente condicoes de contorno nulas.

Admitindo a ordenacao dos nods e arestas do grafo utilizado no
processamento em paralelo, ilustrado na Figura 2.7b, e considerando
a decomposigao do grafo expandido original (do processamento em
série), Figura 2.6, temos 6 variaveis a serem atualizadas em cada pro-
cessador, definidas nos nds centrais do grafo expandido, assim como,
17 varidaveis definidas nos noés intermediarios e 17 variaveis definidas
nas arestas em destaque. Um total de 40 (6 + 17 + 17) varidveis sao
processadas e atualizadas em cada processador. O total de varidveis
que sao atualizadas no processamento em paralelo, em cada processa-
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Figura 2.7: a) Grafo do processador: grafo expandido utilizado no processamento em
paralelo, em cada um dos processadores. b) Numeragdo do grafo do processador: nés
ordenados pelos quadrados e arestas orientadas ordenadas pelos losangos.

dor, corresponde a metade daquelas atualizadas no processamento em
série. Portanto, hd uma redugao de 50% no ntumero de atualizagoes
que, por certo, resulta em uma otimizagao no tempo de resposta com-
putacional para a solucao do problema.

No processamento em paralelo, antes de cada varredura de iteracao
do algoritmo, é feita a troca de informagoes entre os processadores. E
feita, entao, a atualizacao, em ambos os processadores, das varidveis
definidas nos nés centrais 7, com 7 =4,---.9. Além disso, sao atuali-
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S A%,
% \

(b)

Figura 2.8: a) Imersao do subgrafo a esquerda no grafo do processador com rank 0. b)
Imersédo do subgrafo & direita no grafo do processador com rank 1.
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zadas as variaveis definidas nos nés intermediarios e arestas orientadas
1, com ¢ =4,5,6,10,11,12, 13, tanto no lado 1 quanto no 2. Para com-
plementar, no rank 0, sdo atualizadas as varidveis definidas nos nods
intermediarios e arestas orientadas ¢, com ¢ = 7,8,9 ambos no lado 1.
No rank 1, também complementando, sao atualizadas as variaveis i,
com ¢ = 1,2, 3 ambos no lado 2.

Quanto as condigoes de contorno, inicializadas com zero, sao atu-
alizadas, antes de cada varredura de iteragao, através da troca de
informacoes entre os processadores. Isto pode ser feito da seguinte
forma. Considere v© = (19, 09,49, 09,40, v9)" e, analogamente, para
v, No rank 0, durante o passo de iteracao r + 1, atribua a v(® os
valores,

P
Py
vO — | Pon
471
031
0o

e o envie para o rank 1. Este, por sua vez o recebe e faz a seguinte
atribuicao

_ 0 _ 0 — 0 0 — 0 0
pglzvg)vpglzvé)vpglzvé)v Cj{l:vé(l)v qglzvé)v qglzvf(i)v

ou mais simplesmente, utilizando notagao vetorial,

P
Do
P
i1
G2
@31

— v,

onde o simbolo ”+—" significa artribuir a varidvel da esquerda o valor
contido na varidvel da direita, como usual. Em seguida, no rank 1,
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ainda no passo de iteracao r + 1, atribua

.
D12
=T
D22
T
v — | P
o
412
e
422
i
432
e o envie para o rank 0, que o recebe e atribui

_r N N D N D 1
p72:U§)ap82:U§)7p92:U§)’Q72:U4(1)7QB2:1’§)’(192:U((3)-

A Figura 2.9 ilustra estas trocas de informagoes entre os processadores.

Figura 2.9: Fluxograma exibindo a troca de informagoes entre os dois processadores. O
vetor v(?) armazena os dados do rank 0 que sdo repassados ao rank 1. O vetor v(l), por
sua vez, armazena os dados do rank 1 que sdo repassados ao rank 0.

2.3.3 Algoritmo em paralelo

E importante ressaltar que sao necessarios ajustes nos loops presentes
no Passo 3 do algoritmo de modo a atender as listas de atualizacoes
de variaveis definidas anteriormente para cada processador. Ha uma
maneira de uniformizar esses loops aumentando a lista de variaveis a
serem atualizadas em cada processador. Para tanto, basta considerar
as atualizacoes dos potenciais médios e fluxos antes definidos como
dados de contorno, ilustrados em tom de cinza claro nas Figuras 2.8a



Paralelizacao e MPI 107

e 2.8b, excetuando-se aqueles definidos nos potenciais médios e arestas
mais proximos as fronteiras laterais. Isto representa um acréscimo de
6 atualizacoes de variaveis em cada processador, que nao influenciarao
a solucao do problema uma vez que irao gerar variaveis sempre nulas.
Assim, no Passo 3 do algoritmo, devemos ter j = 4,...,9 com as
mesmas tabelas de conectividade o e w nos dois processadores.

Note que no Passo 3 do algoritmo do processamento em série, os
loops levam em conta todos os nés do grafo a Figura 2.4b. Aqui, no
processamento em paralelo, os loops tém que ser redefinidos para levar
em conta que os nos a serem percorridos diminuiram e isto implica em
reducao do niimero de operacoes.

Somas globais, como a prevista no Passo 4 do algoritmo iterativo,
também necessitam de atencgao especial no caso do processamento em
paralelo. Isso porque, as somas, tal como definidas no algoritmo, serao
parciais quando processadas por cada um dos processadores. A solucao
¢ acumular as somas parciais e compartilha-las entre os processadores
a fim de se obter uma soma global.

Com as consideragoes acima, chegamos ao seguinte algoritmo para
0 processamento em paralelo:

e . o R
Passo 1. [Inicializagao] Inicie com zero as varidveis com D5, s By G
eqn, parai=1,..,13e5=1,..,12;

Passo 2. [Troca de dados| Identifique o rank e faga as trocas de men-
sagens:

Se rank = 0 entdo

L T
VO — (P51, Pt Pors T T Gon)
Envie v(*) para o rank 1;
Receba v() do rank 1;

A AT T 1.
(p§2,p§2,p§2, T72> Q52 qu) — v ;
senao

T O S S R L
vl «— (P2 Phas Dhas Qo Goos T2)
Receba v(® do rank 0;

Envie v(Y) para o rank 0;
o T
(pglvpglvpglvq’{lvq_glvq_gl) — V(O) )
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Passo 3.

i.

11.

iii.

1v.
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[Atualizagao das varidveis| Para j =4,...,9:

[Atualizacao dos potenciais nos nés originais] Baseado na
Equacdo (2.1.11), calcule os novos potenciais em cada né
original a partir dos valores antigos dos potencias e fluxos
referentes aos nos e arestas das células vizinhas:

. be, . .
—fi+ 221:21 gwjk [Tjk + (pwwcl T qujkl)}
ijz1 gwjk + 223211 gajk
: b _ _
2 [— 4 (p;jkg + ﬁqajkz)}
ijl gwjk + szzll 5O‘jk

r—+1
p; A

_|_

[Atualizacao dos fluxos partindo] Baseado na equagao (2.1.8),
para k = 1,...,m;1, atualize os fluxos das arestas que original-
mente estao deixando o né j:

_ Doy, _ _
qa;fkll < 50% (pj+1 + TJk) - 50% (p;jkz + 5Qij2) )

[Atualizagao dos fluxos chegando] Baseado na equagao (2.1.9),
para k = 1, ..., n;2, atualize os fluxos das arestas que original-
mente estao chegando no né j:

b, N _
(Z:)J;I:Q < fwjk (p;+1 - Tjk) - gwjk (p:)jkl + ﬁq:)Jk1> ;

[Atualizacao dos potenciais nos novos nés| Usando a equagao
(2.1.7b), atualize os potenciais médios para k =1, ...,7;1:

Paipt € Payo ¥ 8@ + @po) s

[Atualizagao dos potenciais nos novos nés| Usando a equagao
(2.1.7c), atualize os potenciais médios para k = 1, ..., n;o:

—r+1

p:;;lb = p;jkl + ﬁ(@@,@ + qwjk2) )



Paralelizacao e MPI 109

Passo 4. [Imposigao de média nula para os potenciais| Calcule:

Zg.: prfLl
M|T’ank — % )

1

Mtotal - E M|rank ;

rank=0

i. Paraj=4,....9:
P i = Miotar ;

ii. Parai=4,5,6,10,11,12,13 e k = 1,2:

—r+1 —r+1 .
Di. — P — Mtotal )

iii. Se rank = 0 entao para i =17,8,9

ﬁ;{rl <~ ﬁ;{rl - Mtotal ;
iv. Se rank = 1 entao parai=1,2,3

=r+1 =r+1

Dio” < Do — Miotar ;

Passo 5. [Teste de convergéncia] Pare se o critério de convergéncia
desejado for satisfeito, caso contrario, retorne ao passo 2.

Observamos que o mesmo coédigo de programacao é utilizado em
ambos os processadores. Isto é possivel, porque o grafo, utilizado no
processamento em paralelo, tem uma estrutura tinica que permite isto,
conforme ilustrado nas Figuras 2.7a, 2.8a e 2.8b. Consequentemente, o
cédigo fonte fica mais compacto e melhora a legibilidade do algoritmo.

2.3.4 MPI

No inicio da década de 90, diante da variedade de sistemas de troca de
mensagens desenvolvidos por grandes fabricantes de hardware e soft-
ware aplicados a rede de computadores, um grupo formado por mais
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de 60 pessoas ligadas a 40 organizagoes, principalmente, norte ameri-
canas e européias, uniram esforcos em prol do desenvolvimento de um
padrao para a interface de trocas de mensagens entre computadores
em paralelo. Assim, foi criado o MPI Forum, onde MPI é o acronimo
de Message Passing Interface, para discutir e definir um conjunto de
bibliotecas para padronizar a interface de trocas de mensagens.

Em maio de 1994, a Universidade do Tennessee publicou o relatério
MPI: A Message-Passing Standard apresentando todas as proprieda-
des técnicas propostas para a interface de troca de mensagens, con-
tendo bibliotecas escritas nas linguagens de programacao C e For-
tran. Este relatério encontra-se disponivel na internet no sitio do
Argonne National Laboratory no enderego eletronico http://www.mpi-
forum.org/docs/docs.html.

MPI é, portanto, a primeira biblioteca padrao de trocas de mensa-
gens entre computadores em rede, independente de vendedores.

Uma introducao a biblioteca do MPI poderia estender por demais
este minicurso. Por este motivo, nos limitamos a apresentar uma breve
descrigao de sete fungoes que sao suficientes para a implementacao do
algoritmo para processamento em paralelo. As fungoes sao as seguin-
tes:

MPI_Init é a funcao responsével pela inicializacao do MPI,
MPI_Comm_size retorna o niimero de processadores disponiveis;

MPI_Comm_rank é um identificador que retorna o rank do proces-
sador;

MPI_Send envia mensagem para outro processador;
MPI_Recv recebe mensagem enviada de outro processador;
MPI _Finalize finaliza o ambiente MPI.

MPI_Allreduce retorna, entre outras funcoes, a soma global de va-
riaveis distribuidas entre os processadores.

Atualmente, existem diversos textos sobre MPI disponiveis na In-
ternet, desde documentacao a pacotes’, inclusive em outras linguagens

"http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi ou http://www.lam-mpi.org
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de programacao, como por exemplo, Matlab®. Encorajamos, forte-
mente, aos leitores interessados na biblioteca MPI e suas aplicagoes a
consultar as paginas de internet indicadas.

2.4 Exercicios

1. Considere novamente o modelo hipotético de distribuicao de riqueza
das seis familias da Figura 1.1, onde a riqueza da familia j, p;, é dada
pela média dos seus vizinhos,

_ Pj-1 P
pi="%5
com py = 100 e p5 = 20.

J=12,34,

a) Desenhe o grafo orientado que represente esta distribuigao de
riqueza.

b) Associe uma varidvel ¢; a cada arco ¢ deste grafo, onde ¢; repre-
senta o fluxo de riqueza entre vizinhos.

¢) Qual a matriz de incidéncia do grafo orientado?
d) Qual a matriz de condutividade deste grafo?

e) Crie a matriz 7 cuja linha i estd associada ao arco orientado i, e
escreva o indice do né de origem do arco ¢ na primeira coluna e
na segunda coluna, o indice do n6 de destino do mesmo arco.

f) Crie a matriz n cuja linha j estd associada ao né j do grafo ori-
entado. Escreva o total de arcos que partem do né j na primeira
coluna desta matriz e na segunda coluna, o total de arcos que
chegam no referido no.

g) Construa a matriz @ que armazena na linha j e na coluna i o
indice dos arcos partindo do né j.

h) Construa a matriz w que armazena na linha j e na coluna i o
indice dos arcos chegando no né j.

8http://www.ll.mit.edu/MatlabMPT
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i) Resolva o modelo através do algoritmo iterativo proposto na
Secao 2.1.3, considerando nulos os valores iniciais de pf, p}y, pp,
@y e qy parai =1,....,5e 7 =1,..,4. Repita a iteracao até
que o erro absoluto entre o valor encontrado no passo atual e o
encontrado no passo anterior, seja menor do que 1073,

2. Considere que uma equagao fundamental de equilibrio seja resol-
vida através da aplicagao do algoritmo em série proposto na Secao
2.1.3 e através do algoritmo em paralelo proposto na Secao 2.3.3. Ad-
mita que os dados iniciais sejam os mesmos para os dois algoritmos,
que seus resultados sejam idénticos e que seus tempos de reposta se-
jam distintos. Responda se a sentenca abaixo é verdadeira ou falsa e
apresente suas justificativas.

O algoritmo mais rdpido acumula um nimero menor de iteracoes do
que seu concorrente.



Capitulo 3

Algoritmos Aleatodrios

Nosso objetivo é chamar a atencao para os algoritmos aleatérios ou
randomicos. Trata-se de uma alternativa relevante para atacar os
dificeis problemas oriundos das areas de discretizagao de equacoes di-
ferenciais parciais e de mineracao de dados, entre outras. Em par-
ticular, esses algoritmos podem ser empregados na representagao de
matrizes de ordem elevada, como a matriz ATC' A da equacao (1.5.28)
de equacgoes de equilibrio com elevado nimero de potenciais. Além
disso, os algoritmos aleatérios sao adequados as arquiteturas paralelas
atuais.

Nosso texto é o resumo de um artigo de Halko, Martinsson e Troppe
[9] que discute o tema de forma detalhada e abrangente. Para man-
termos o tamanho definido para essa cole¢cao, vamos discutir alguns
topicos apenas.

3.1 Ideia Principal

Boa parte dos métodos em algebra linear computacional é baseada na
construcao de fatoragoes de uma matriz. A mais conhecida, e antiga,
é a fatoracao LU, associada a eliminacao gaussiana. No entanto, ha
varias outras, como a fatoracao QR relacionada, mas nao apenas, ao
método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, ou ainda, a fatoracgao
UXVT ou UXV*, que aparece no célculo de valores singulares. Todas

113
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elas tém custos computacionais elevados (ver [6, p. 270]), sendo assim
a construcao de fatoragdes aproximadas através de algoritmos com
baixa complexidade computacional e numericamente estaveis é um
desafio relevante e atual.

A formulacao do problema é simples. Seja a matriz! A, m x n,
queremos encontrar matrizes B, m x k, e C', k x n, tais que

A=BC.

Muitas vezes, esse problema ¢é transformado no célculo aproximado,
uma vez que o calculo exato é demasiado caro ou é desnecessario, pois
os dados nao sao suficientemente acurados. Temos entao:

A~BC. (3.1.1)

Vamos estudar o cdlculo de aproximagoes do tipo (3.1.1), para isso
precisamos de alguma defini¢oes, que passamos a apresentar.

O posto de uma matriz é o nimero de valores singulares maiores
do que zero. Essa é uma das possiveis definicoes de posto, ha outras
relacionadas ao nimero de linhas e/ou colunas linearmente indepen-
dentes da matriz ou a quantidade de seus autovalores nao-nulos, mas
todas sao equivalentes.

Sejam as matrizes A, mxn, B, mxk, e C, kxn, taisque A~ B C,
com k < min(m,n), entdo k é o posto numérico de A.

Devemos observar que o posto numérico k pode ser muito menor
do que o posto da matriz. Quando isso ocorrer, denominaremos o par
B e C em (3.1.1) de aproximagao de A com posto numérico pequeno.
Os algoritmos randomicos sao tteis quando houver aproximagoes de
A com posto numérico pequeno.

O posto numérico, ao contrario do posto da matriz, nao é unico,
mas estd relacionado ao que é considerado pequeno, ou seja, qual a
aproximacao definida para o problema em tela.

O exemplo a seguir trata desses conceitos. Seja D uma matriz di-
agonal?, 10 x 10, com elementos diagonais dados por d;; = 1031,

1Nesse capitulo, assumimos que as entradas das matrizes sio nimeros reais, salvo mencéo ao
contrério.
2Todos os elementos fora da diagonal principal sdo nulos.
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comi=1,2 ...,10. Os elementos diagonais apresentam um decresci-
mento muito rapido e D poderia ser aproximada por

T\ [ 10ef
D=~ le e e3 — TIOOQTT — |1 =Q B,
] 10000003

onde e; é o elemento da base candénica de ordem i de R'Y. Estamos
representando os vetores em forma de matrizes coluna, 10 x 1, logo
el 6 uma matriz linha 1 x 10. Nesse caso, o posto numérico é igual a
3 e o posto é 10. A norma de Frobenius® da diferenca entre a matriz
D e o produto Q B, ||D — Q B||r, é um pouco superior a 107°. Em
situagoes praticas, uma aproximacao com essa acuracia costuma ser
excelente.

Nesse exemplo, estamos aproximando um espaco de dez dimensoes
por um outro de trés. Mas, se a matriz tivesse 100 ou 1.000.000 de
elementos na diagonal, com a mesma propriedade, d; = 10341 a
fatoracao anterior cujo o espaco gerado pelas colunas tem apenas trés
dimensoes, continuaria sendo muito boa. Aqui estd a chave da porta
de entrada para os algoritmos aleatérios. Sejam bem-vindas (0s).

Apesar de simples, esse exemplo mostra um fato essencial. Matrizes
muitas vezes podem ser aproximadas por produtos de matrizes com
postos bem menores, e isso representa uma tremenda economia em
operacoes de virgula flutuante, estocagem e comunicagao; como isso
diminui o gasto de energia elétrica necessaria para a solucao de pro-
blemas reais, essa pode ser considerada uma contribuicao da algebra
linear computacional a diminuicao de producao de gases de efeito es-
tufa.

Para esclarecermos as representacoes em espacos com dimensoes
baixas precisamos de mais um conceito. Seja V um espaco vetorial
real. Uma transformagao linear P de V em V é uma projecao quando

3Norma de Frobenius da matriz A, m x n é igual a

m n
Al = (| S5 [a2,
i=1j=1
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P? = P. Caso P = PT entdao P é uma projecao ortogonal, as demais
projecoes sao denominadas obliquas.

Retornando ao exemplo anterior notamos que a matriz (), 10 X
3, é ortogonal* | j4 a matriz B, nao possui a mesma propriedade.
Mas as colunas de () geram um espaco vetorial que é “préximo” ao
espaco gerado pelas colunas da matriz original A. Como serd visto nos
exercicios 1 e 2, o produto QQ7 representa uma projecio no espaco
gerado pelas colunas da matriz Q).

3.2 Algoritmo Basico

O objetivo principal do algoritmo é calcular uma fatoracgao aproximada
de uma matriz. Para tanto, os passos do algoritmo bésico sao apenas
dois.

Algoritmo 1: Algoritmo Bésico

1: Calcular uma base ortonormal aproximada para o espago coluna
da matriz A, m x n. Ou seja, calcular (), m X k, ortogonal, com
k < m, tal que o par formado por Q e QT A seja uma aproximacao
de A com posto numérico pequeno

A Q(QTA). (3.2.2)

Queremos que k < min{m,n}, no entanto é também importante
que a aproximacao seja o mais acurada possivel.

2: Tendo-se @) que satisfaga (3.2.2), fatoramos () e montamos uma
fatoracao aproximada de A.

O item 1 sera executado através de métodos aleatorios e o 2 utilizan-
do-se algoritmos tradicionais do calculo numérico para as fatoragoes.
Na Secao 3.3, estudaremos o item 1.

4Matriz ortogonal é uma matriz retangular cujas linhas ou colunas sdo ortonormais, ou seja,
ortogonais com norma igual a 1. Quando além de ortogonal, a matriz for quadrada, a chamamos
de ortonormal.
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Vejamos, agora, como () pode ser usado nos cédlculos do item 2.
Suponha que desejamos calcular a decomposigao em valores singulares
aproximada da matriz A,

A~UXVT,

onde U e V sao ortogonais, e ¥ é uma matriz diagonal nao negativa.
Os passos a seguir mostram o caminho.

1. Formar B = QTA, k x n, com k < n, que produza uma apro-
ximacgao de A com posto numérico pequeno, A ~ (B,

2. Calcular a decomposi¢ao em valores singulares da pequena matriz
B,kxn, B=UXVT,

3. Defina U = Qﬁ.

O exercicio 3 pede para que se calculem outras fatoracoes, usando essa
mesma ideia.

3.3 Esquemas Aleatdrios para a Aproximagao do
Espaco Coluna

Para calcularmos o espago coluna da matriz A, m X n, onde A tem
posto k, vamos utilizar um processo de amostragem aleatoria. Para
isso escolhemos um vetor aleatorio, v € R”, e formamos o produto
y = Av. Suponha que produzimos v usando a funcao randn do Matlab
ou Octave, mais exatamente randn(n,1). Repetindo esse procedimento
para k vetores aleatérios, temos

yi = Av;, i=1,2,...,k (3.3.3)
Gragas a aleatoriedade do conjunto {v;, ¢ = 1,2,... k}, nenhuma
combinacao linear deles deverd estar no espaco nulo® da matriz A.
Assim, o conjunto resultante {y;, ¢ = 1,2,...,k} de amostras do

espago coluna de A também serd linearmente independente e, com

5Espaco nulo, ou nicleo, da matriz A, m x n, é formado pelos vetores x € R™ tais que Ax = 0..
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isso, gera o espago coluna de A. Basta agora produzir uma base orto-
normal a partir dos vetores y;, por exemplo, através do procedimento
de Gram-Schmidt.

Ha que se observar uma limitacao inerente ao processo acima. Su-
ponha que a matriz A, n X n, é de posto completo, ou seja, posto
igual a n e nao se tenha informacoes sobre seu posto numérico. O
procedimento proposto poderd ser ineficiente pois serao necessarios
até n produtos de matriz por n vetores aleatérios, ou seja cerca de
O(n?) operagoes de virgula flutuante®, caso a matriz A seja densa.
Essa quantidade ¢ da ordem de grandeza das operacoes necessarias
para se realizarem as fatoragoes tradicionais da matriz A. E, nesse
caso, estariamos dobrando o custo computacional sem ganho algum.
Voltamos a chamar atengao para a afirmacao anterior de que a aplica-
bilidade desses métodos depende da existéncia de um posto numérico
pequeno. Como vimos no exemplo da secao 3.1, a matriz tem posto
completo, mas tem posto numérico reduzido. No entanto, na Secao
3.4, apresentamos uma solucao parcial para essa limitacao.

Vamos formalizar essas ideias no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Célculo Aleatério de Espaco Coluna

Seja A, m X n, e [, um numero inteiro maior ou igual a 1. Esse
algoritmo calcula uma matriz ortogonal (), m x [, cujo o espaco
coluna aproxima o espaco coluna de A.

1: Construir €2, n x [, matriz gaussiana aleatoéria,

2: Montar Y , m x [, tal que Y = A€,

3: Calcular ), m x [, cujas colunas formam uma base ortonormal
para o espacgo coluna de Y.

No item 1, estamos nos referindo a construgdo de uma matriz
aleatéria proveniente da distribuicdo gaussiana ou normal. Assim,

6Em inglés, abreviado como flop, float point operation. Esse anglicismo é usado correntemente
nos textos em portugués.
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cada entrada da matriz () é uma variavel aleatéria independente gaus-
siana de média 0 e variancia 1.
O custo computacional em operagoes de virgula flutuante, sera de

C’total x nl Caloat + lCmult + 12 m, (334)

onde Cyeat € 0 custo para o calculo de um numero aleatorio, Chui
é o custo da multiplicacdo da matriz A por um vetor denso e [>m é
proporcional ao custo da ortonormalizacao da matriz Y, através, por
exemplo, do método de Gram-Schmidt (cldssico ou modificado), de
rotacoes de Givens ou de reflexdes de Householder [6, cap. 5].

O custo do item 2 do Algoritmo 2 depende de varios fatores. Vamos
tratar de alguns. O primeiro é a esparsidade da matriz, ou seja, se a
quantidade de entradas nulas é tao grande que compensa o seu armaze-
namento em uma estrutura de dados especial. O segundo é o tamanho
da matriz, caso ela possa ser completamente carregada na memoria ou
se tenha que buscar partes dela varias vezes, em disco ou na rede, du-
rante a multiplicagao. Outro fator é a arquitetura da maquina usada,
j& que sao necessarias implementacoes cuidadosas para se aproveitar a
combinagao de enderecamentos das memorias, distribuidas ou compar-
tilhadas, e a hierarquia das memdrias rapidas (cache e registradores).
Um tltimo fator estd ligado a estrutura das matrizes, por exemplo, se
for uma matriz de Toeplitz [6, p. 193], a multiplicagdo pode ser rea-
lizada rapidamente através da FFT [6, p. 188] (transformada rdpida
de Fourier).

J& o item 3 exige mais aten¢ao ainda. Em casos reais, a matriz Y
apesar de ter colunas linearmente independentes pode ter um nimero
de condicionamento muito alto. Observe-se que estamos tratando de
uma matriz pequena, entao, a estabilidade numérica devera ser priori-
zada em relacao ao custo computacional. Uma alternativa bem aceita
¢ o método de Gram-Schmidt modificado [6, p. 231}, uma outra é o
uso do método de Gram-Schmidt cldssico por duas vezes [1]. Ja os
métodos de Householder e Givens sao estaveis. Aqui deve se levar em
consideracao o paralelismo, pois se as matrizes forem realmente peque-
nas essa fase pode ser realizada em todos os processadores repetida e
simultaneamente.
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O objetivo do Algoritmo 2 é a construcao de uma matriz ortogonal
(2, com o menor numero de colunas possivel, tal que

(I = QQMAJ <, (3.3.5)

onde € é uma tolerancia fixada. Geometricamente, essa férmula busca
que, em alguma medida, a projecao do espaco coluna de A no espaco
ortogonal ao espaco coluna de () seja a menor possivel. Na pratica
o valor de [ costuma ser superior ao valor de k, posto numérico, mas
nao muito maior.

Uma outra consideracao necessaria é que o posto numérico k rara-
mente é conhecido a priori. Sendo assim, é necessario um algoritmo
iterativo que considere algum critério de parada, como por exemplo
o formulado em (3.3.5), ou outro mais simples e econémico de ser
calculado, ver [9, secs. 4.3 e 4.4].

Na proxima secao, vamos mostrar alternativas aleatérias para ma-
trizes cujos valores singulares decaem lentamente.

3.4 Valores Singulares com Decaimento Lento

A motivacao desse procedimento é observar que os valores singulares
pequenos podem causar um fraco desempenho do Algoritmo 2. Sendo
assim, uma forma de diminuir a importancia deles é usar a matriz’
B = (AA*)1A, com ¢ sendo um inteiro positivo pequeno. A matriz B
tem os mesmos vetores singulares do que A, mas seus valores singulares
menores do que a unidade decaem mais rapidamente, ver exercicio 6.
Baseando-se nessa ideia, foi proposto em [9, sec. 4.5] o Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Calculo Aleatério de Espago Coluna de Matriz Poténcia

Seja A, m x n, [ e ¢, inteiros positivos. Esse algoritmo calcula
uma matriz ortogonal (), m X [, cujo o espaco coluna aproxima
0 espaco coluna de A.

1: Construir €2, n x [, matriz gaussiana aleatoria,

"Nesse caso, supomos A pode ter entradas complexas e A* é a matriz transposta conjugada
de A.
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2: Montar Y, m x [, tal que Y = (AA*)7AQ,

3: Calcular @), m x [, cujas colunas formam uma base ortonormal
para o espacgo coluna de Y.

Assim como observado no algoritmo anterior, esse esquema pode
ser implantado de forma iterativa. Nesse caso, deve ser definido um
critério de parada consistente. Outra observacao relevante é que os
produtos sucessivos pelas matrizes, ora por A, ora por A*, levam o
algoritmo a fazer exatamente o contrario do seu objetivo, ou seja, ele
passa a perder informagoes sobre os menores valores singulares, por
causa de erros de arredondamento. Uma solugao para esse desvio é
a ortonormalizac¢ao da matriz Y a cada passo. Esse procedimento da
origem ao Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Calculo Aleatério de Espago Coluna de Matriz Poténcia - Estabili-
zado

Seja A, m x n, [ e g, inteiros positivos. Esse algoritmo calcula
uma matriz ortogonal (), m X [, cujo o espaco coluna aproxima
0 espago coluna de A.

: Construir €2, n x [, matriz gaussiana aleatéria,

: Montar Yy , m x [, tal que Yy = A€} e ortonormalizar Yy = Qo Ry
cparaj=1,2,...q

Calcular }7; = A*Qj-1 e ortonormalizar }7; = @jﬁj

Calcular Y; = A@j_l e ortonormalizar Y; = Q) R;

: fim-do-para

1 Q =Q,.

e =SS LS GUR ORI

H& vérios outros aspectos tratados no artigo [9]. Esperamos que
essa rapida introducao anime e ajude nossos leitores a adentrar o tema
dos algoritmos aleatorios.
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3.5 Exercicios

1. Seja A, m x n, uma matriz ortogonal. Prove que:
a) AAT é um operador de projecao,

b) I — AAT é um operador de projegao, onde I é matriz identidade
de ordem m.

2. Seja @ uma matriz ortogonal m x k, com k < n. Prove que QQ7T é
um operador de projecao no espaco vetorial gerado pelas colunas® de
Q. Qual o posto de Q? Qual o posto numérico de QQ*?

3. Faga as fatoragoes aproximadas QR e espectral (autovalores e auto-
vetores) de A, seguindo passos andlogos aos trés passos do Algoritmo
da pagina 117.

4. Utilizando a funcao randn, do Matlab ou Octave, produza matrizes
e vetores aleatérios e tente fazer aproximagoes de posto reduzido dos
espagos coluna das matrizes criadas. Voceé conseguiu alguma? Expli-
que o resultado.

5. Implemente o item 3 do Algoritmo 2 para os quatro métodos suge-
ridos: método de Gram-Schmidt (cldssico e modificado), de rotagoes
de Givens e de reflexoes de Householder. Calcule exatamente os custos
computacionais dos métodos.

6. Seja B = (AA*)7A. Prove que B tem os mesmos vetores singulares
do que A. Prove que a relacao entre os valores singulares das duas
matrizes atende a:

0j(B) = 0;(A)*") j=1,2,3,... (3.5.6)

7. Implante o Algoritmo 2, 3 e 4 nas formas direta e iterativa. Veja o
artigo base (9], para outros critérios de parada.

8Conhecido como espaco coluna de Q.



Bibliografia

1]

2]

[6]
[7]

8]

A. Bjorck, Numerics of Gram-Schmidt orthogonalization, Linear
Algebra Appl., (1994), 197-198:297-316.

J. Douglas Jr., P. J. Paes Leme, J. E. Roberts e J. A Wang,
Parallel iterative procedure applicable to the approximate solu-
tion of second order partial differential equations by mixed finite
element methods, Numer. Math., 65 (1993), 95-108.

L. C. Evans, “Partial Differential Equations”, Graduate Studies
in Mathematics, American Mathematical Society, Providence,
1998.

R. P. Feynman, R. B. Leighton e M. Sands, “The Feynman Lec-
tures on Physics”, vol. I e II, Addison-Wesley Pub. Co., Massa-
chusetts, 1963.

L. H. Figueiredo e P. C. P. Carvalho, “Introdugao a Geometria
Computacional” ;| 18° Coloquio Brasileiro de Matematica, IMPA,
Rio de Janeiro, 1991.

G. H. Golub e C. F. van Loan, “Matrix Computations”, Johns
Hopkins University Press, 3rd edition, 1996.

J. L. Gondar e R. Cipolatti, “Iniciacao a Fisica Matematica”,
IMPA, Rio de Janeiro, 2009.

K. E. Gustafson, “Introduction to Partial Differential Equations
and Hilbert Space Methods”, 2"¢ edition, John Wiley & Sons,
New York, 1987.

123



124

[9] N. Halko, P. G. Martinsson e J. A. Tropp, Finding structure
with randomness: Probabilistic algorithms for constructing ap-
proximate matrix decompositions, SIAM Review, 53(2) (2011),
217-288.

[10] S. Middleman, “An Introduction to Fluid Dynamics — Princi-
ples of Analysis and Design”, John Wiley & Sons, New York,
1998.

[11] F. D. Moura Neto e S. T. R. Melo, Darcy’s law for a heteroge-
neous porous medium, Journal of Porous Media, 4(2) (2001),
165-178.

[12] A. Steinbruch e P. Winterle, “Algebra Linear”, Pearson Makron
Books, Sao Paulo, 1987.

[13] G. Strang, A framework for equilibrium equations, SIAM Rev.,
30 (1988), 283-297.

[14] G. Strang, “Introduction to Applied Mathematics”, Wellesley -
Cambridge Press, Philadelphia, 1986.

[15] G. Strang, “Algebra Linear e suas Aplicagoes”, Cengage Lear-
ning, Sao Paulo, 2009.



Indice

algoritmo iterativo, 39, 83, 85, 91, fluido, 13, 14, 59, 60

93, 98, 107 fluxo, 13, 26, 27, 29-31, 40, 42, 57,
aproximacao com posto numeérico 61, 65, 76, 78, 82, 83, 87,
pequeno, 114 88, 99

P. G. Martinsson, 113

autovalores de Steklov, 75, 81, 91 grafo
expandido, 98, 100, 102

células de Raviart-Thomas-Nedelec, orientado, 27, 29, 40, 41, 67,

62 77,78
condicionamento conexo, 43, 44, 80, 96
numero de, 119 desconexo, 80, 87, 98

convergencia, 86, 91, 93, 97, 109 simples, 25

corrente, 13
N. Halko, 113
decomposi¢ao de dominios, 62
diferencas finitas, 63 instabilidades numéricas, 75, 91
discretizacao, 55, 60, 62, 65 .
laplaciano, 47, 48, 51, 70, 72
equacoes fundamentais de equilibrio, ~ do grafo, 45, 47
12, 39, 43, 48, 55, 75, 76 lei

equilibrio, 11 das correntes de Kirchhoff, 13
dinamico, 12, 13 de balanco, 12, 13, 57, 87, 88
térmico, 12 de Fourier, 57

escoamento, 13 de Newton, 34

espaco de Ohm, 13
coluna, 122 dos arcos, 27, 29, 31-33, 40
nulo, 117 dos nés, 27, 31, 33, 40

FFT, 119 método iterativo, 61, 91, 93

125



126

matriz

de condutividade, 40

de incidéncia, 13, 40, 41, 44,

66, 7577

espaco nulo, 117

nucleo, 117

ortogonal, 116

ortonormal, 116

posto, 114, 122

posto numérico, 114, 122

Toeplitz, 119

transposta conjugada, 120
meio poroso, 13
método

Givens

rotagoes de, 119, 122
Gram-Schmidt, 118, 119, 122
Householder
reflexoes de, 119, 122

modelo

descritivo, 18, 19, 21, 33, 35—

38

explicativo, 19, 21, 24, 33-37
modelos estacionarios, 11
MPI, 97, 109, 110

ntcleo, 117

permeabilidade, 13

posto, 114, 122

posto numérico, 114, 122

potencial, 13, 29, 30, 40, 41, 43,
61, 65, 78, 79, 81-83, 85,
87

pressao, 13

problema de Poisson, 58, 60, 62

processamento
em paralelo, 97, 98, 100, 102,
107, 109, 110
em série, 99, 102, 107
projecao, 115
obliqua, 116
ortogonal, 116

resisténcia, 13
simulagao, 37, 55

tensao, 13
J. A. Troppe, 113

velocidade de Darcy, 14, 59, 60, 62
viscosidade, 13



