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Prefacio

Este livro é baseado nas notas de aula da disciplina Elementos Finitos
em Fluidos do programa de pés-graduacao em Engenharia Mecanica da
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro, ministrada pelo Prof.
Marcio Carvalho desde 1998. Nao tem como objetivo substituir as di-
versas referéncias classicas sobre o Método de Elementos Finitos, mas
o de apresentar o minimo necessario para o entendimento basico do
método, os aspectos particulares de sua aplicacao na solucao de esco-
amentos de fluidos incompressiveis e detalhes de sua implementagao
numeérica . Desta forma, a nossa proposta é que o livro seja usado
como uma primeira leitura antes de um estudo mais aprofundado do
assunto, para o qual sugerimos o livro Incompressible Flow and The Fi-
nite Element Method, por P. Gresho e R. Sani. O publico alvo sao alunos
de ciéncias exatas (graduagao e pds-graduagao), que ja tenham cur-
sado cdlculo a vérias variaveis, equagoes diferencias (bésico), métodos
numéricos (bdsico) e algebra linear.

Por ser uma leitura inicial, ndo apresentamos as diferentes for-
mulagoes e métodos utilizados nos diferentes grupos de pesquisa na
solugao da equacao de Navier-Stokes pelo Método de Elementos Fi-
nitos. Fazemos a apresentacao dos conceitos fundamentais utilizando
uma formulacao mista, onde os campos de velocidade e pressao sao
projetados em espagos de funcoes distintos, e totalmente acoplada,
i.e. as variaveis relacionadas a velocidade e pressao sao resolvidas si-
multaneamente. As nao-linearidades do problema sao tratadas pelo
método de Newton, que garante uma convergéncia quadratica quando
perto da solucao. Esta metodologia leva a um procedimento bastante
robusto e eficiente.
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Alguns detalhes do método e de sua implementacao numérica sao
apresentados através de um cédigo para solugao de escoamento bi-
dimensional de fluido incompressivel, desenvolvido em ambiente Ma-
tLab. Vale ressaltar que os cédigos apresentados nao foram escritos
buscando uma maior eficiéncia computacional, mas sim a clareza dos
conceitos apresentados e discutidos ao longo deste trabalho. Desta
forma, varias operagoes poderiam ser realizadas de forma muito mais
eficiente utilizando recursos computacionais especificos do MatLab. O
embasamento tedrico e o cdédigo sao apresentados de forma que um
aluno no final da graduacao de qualquer curso de ciéncias exatas seja
capaz de reproduzi-lo e utiliza-lo para simular um escoamento bidi-
mensional. O codigo pode ser facilmente modificado para o estudo
de escoamentos em outras geometrias e com diferentes condicoes de
contorno e podem ser encontrados nos enderecos:

http : | [carvalho.usuarios.rdc.puc — rio.br/elementos finitos

http : / Jwww.dccufrj.br/ juvianna

Rio de Janeiro, 01 de marco de 2012.

MAércio da Silveira Carvalho
Juliana Vianna Valério



Capitulo 1

Introducao

Com o avango da computacao digital, diferentes métodos numéricos fo-
ram desenvolvidos para a obtengao de solugoes aproximadas de equagoes
diferenciais que descrevem diferentes fenomenos fisicos. Em qualquer
método numérico, o processo de discretizacao de uma equacao dife-
rencial sempre leva a um sistema de equagoes algébricas.

1.1 Meétodo de Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas tornou-se o mais explorado inicialmente
devido a sua simplicidade e a facilidade de implementacao. O processo
de discretizacao consiste essencialmente na aproximacao das derivadas
da funcgao pela diferenca entre valores que a fungao assume em certos
pontos do dominio, chamados de nés. Assim a equagao diferencial da
origem a um sistema de equagoes algébricas onde as incégnitas sao os
valores da funcao nos pontos escolhidos para representar as derivadas.
As idéias basicas de métodos de diferencas finitas sao mostradas no
exemplo a seguir.

11
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Exemplo 1
Resolver
d*u "
Tdr2 fz,u(x), %), Ve (0,1);
du
= - — 1
u(0)=0 e |

O problema de valor de contorno acima é de segunda ordem e li-
near. A equagao diferencial com as condigoes de contorno descrevem a
distribuicao de temperatura ao longo de uma barra com uma fonte de
calor f. Uma das extremidades da barra estda submetida a um fluxo
de calor prescrito e a outra, a uma temperatura fixa.

A solugao serd aproximada através do calculo do valor da funcao
em um numero finito de pontos do dominio.

Se o dominio for dividido em N — 1 intervalos através de N pontos
(nés), deve-se obter o valor aproximado de u(z) em cada nd, ou seja,
um problema com N incégnitas. As N equacOes necessarias para
resolver este problema sao obtidas aproximando a derivada em funcao
dos valores nodais desconhecidos nas posicoes dos N nés.

Nesse caso, o valor da variavel u(x) em um dos extremos é conhe-
cida, sendo entao o ntimero de incégnitas N — 1.

=] - du _u(i+1)—u(i—1)
dx 20x

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

®

Figura 1.1: Aproximacao da derivada da funcao por diferencas finitas.

A equacao diferencial da origem a um sistema de equacgoes algébricas,
uma equagao para cada ponto de malha. Para isso, a derivada tem que
ser escrita em funcao dos valores da funcao nos pontos. Dentre ou-
tras opgoes nas quais as aproximagoes se confirmam quando Az — 0,
comumente aproxima-se as derivadas de primeira (ilustrada na figura
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1.1) e segunda ordem como nas equagoes (1.1.1).

du _u(r+ Ar) —u(r — Ax)

dx 2Ax
Puu(r+ Az) = 2u(z) + u(r — Az) (1.1.1)
dr? "~ Ax? o

Em x; = 0 a equagado nao precisa ser aproximada uma vez que u(0) = 0
pela condicao de contorno.
Em z;, com ¢ percorrendo todos os nés internos do dominio e aproxi-
mando a derivada, a equacao diferencial é escrita como:

w(wi—q) — 2u(x;) + u(wir)

- A2 = f(x:)

du
Em zxy = 1 a equagao a ser aproximada, e 1, novamente segue a
x

condicao de contorno.

u(zy) —u(zn_1)
Ax
Por nao haver ponto que interesse depois de xy, a aproximagao esco-
lhida para a primeira derivada foi a diferenca para tras. Observe que
essa escolha é menos precisa que a diferenca central apresentada na
equagao (1.1.1).
Resolvendo o exemplo para f =u —x

=1

2 a solucao analitica é:

() = 2cos(z — 1) — sin(x)
cos(1)
Organizando as equacgoes e usando que Ax = h, o sistema linear

que aproxima a equacgao diferencial pode ser escrito matricialmente
como:

2 —2

To—R2 —1 0 ... 0] SETICHS

1 o2—R -1 0 h2z2

M = 0 0|, b= :
0 -1 2-12 —1 Wy,
0 -1 1 L
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Ao resolver o sistema linear Mc = b encontra-se ¢ que é um vetor
contendo o valor aproximado de u em cada ponto do dominio.

A figura 1.2 apresenta os graficos das solu¢oes numérica e analitica
com apenas 15 intervalos, essa solugdo tem um erro absoluto (||c —
u(r;)||s) de 0.0075. Interessante observar que a aproximacao atinge
uma precisao da ordem de 10~° somente para mais de 1000 intervalos.

Solugdo Numérica x Solugdo Analitica
14 : : :

MDF

O Exata

1.2r

u(x)

Figura 1.2: Solugao Exemplo 1: Método de Diferencas Finitas x Exata.

O método de diferengas finitas é simples em geometrias regulares,
porém, ao tratar problemas reais de engenharia, envolvendo dominios
irregulares, o método de diferencas finitas perde muitas de suas van-
tagens e simplicidade.

Uma alternativa muito atrativa para dominios complexos é o método
de elementos finitos. O método de elementos finitos faz parte de uma
classe de métodos variacionais desenvolvidos nos séculos XIX e XX por
pesquisadores como Rayleigh (1896), Ritz (1908) e Galerkin (1915).

1.2 Métodos Variacionais

Nos métodos variacionais, busca-se uma solucao aproximada de uma
equagao diferencial em um espago de fungoes apropriado de dimensao
finita. A solugao aproximada é uma projecao da solucao exata nesse
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subespaco e pode ser representada como uma combinacao linear de
um numero finito de fungoes conhecidas, que formam a base deste
subespago. As incognitas do sistema de equacoes algébricas resultante
do processo de discretizacao sao os coeficientes desta expansao linear.
O que faz o método de elementos finitos especialmente atrativo é o
fato dessas funcoes base serem diferentes de zero em apenas em uma
pequena parte do dominio e descrever sem dificuldades adicionais a
solucao aproximada em geometrias variadas. A robustez e eficiéncia
do método dos elementos finitos o tornou bastante popular nos varios

problemas modelados por equagoes diferenciais, incluindo dinamica
dos fluidos.

Nos métodos variacionais a solugao aproximada ¢ escrita como com-
binacao linear de fungoes base apropriadamente escolhidas:

N
u(r) = Z Ci®i-

Os coeficientes ¢; sao obtidos de forma que a equacao diferencial
seja satisfeita. Para obter a solucao aproximada através de um método
variacional, deve-se reescrever o problema em sua forma fraca (integral
ou variacional). A necessidade do uso da formulagao fraca é ilustrada
no Exemplo 2. Os diferentes métodos variacionais utilizam diferentes
formas integrais, funcoes base e fungoes peso.

N
A simples substituigao da aproximagcao u(z) = Z c;¢; na equacao
i=1
diferencial ndo garante a obtengao de N (numero de coeficientes ¢;)
equacgoes algébricas linearmente independentes, por isso em métodos
variacionais utiliza-se a forma integral do problema, como mostrado
no exemplo a seguir.
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Exemplo 2

Usando o mesmo problema do exemplo anterior, dado que conhecemos
a solucao analitica e podemos calcular o erro da aproximacao. Resolver

d2

_d_;;:u—xza; para 0 <z <1

w(0)=0 e 2| =1
dl‘le

Solucao aproximada na forma:

u(z) = ¢o(x) + Z cipi(x),

onde as funcoes base escolhidas sao:

po(z) = ,
¢1(z) = 2° — 2z,
$o(z) = 2 — 3.

Precisamos encontrar os coeficientes ¢; e ¢a, 0 problema possui 2

incognitas. Entao substituindo ¢g, ¢1 e ¢o, a solucao aproximada
torna-se:

u(z) = x + c1[2? — 2] + co[z® — 37], derivando

d

d—u(x) =1+ 212 — 2¢; + 312 — 3¢y, novamente
T

d2

d—;;(:c) = 2¢; + 6ca.

Observe que as condigoes de contorno sao satisfeitas para qualquer
valor de ¢ e ¢o, que devem ser determinados de forma que a apro-
ximacao satisfaga a equacao diferencial em algum sentido.

Obrigando a solugao aproximada a satisfazer a equacao diferencial
no sentido exato, isto é, em todos os pontos do dominio:
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— (201 4 6c2z) — (2 + c1(2” — 22) + e2(2® — 3z)) +2° =0,
= —2c1+ (2c; —3¢c; — 1)z + (1 —¢1)2® + ca® = 0.

Para essa expressao ser valida para qualquer x, o coeficiente de
cada poténcia de x deve ser nulo:

—2c1 =0,

2c1 — 3¢ — 1 =0,
1—c¢ =0,
cy = 0.

Esse sistema nao tem solucao! Vamos obrigar a solugao aproximada
a satisfazer a equacao diferencial num sentido integral ao invés de no
sentido exato.

Podemos obriga-la a satisfazer a seguinte integral ponderada:

onde w(x) é a fungao peso.

Esta integral pode representar uma medida do erro na aproximacao.
O niimero de equagoes linearmente independentes que envolvam ¢; e ¢y
serd igual ao nimero de fungoes peso utilizadas (também linearmente
independentes). No exemplo escolhemos 2 fungdes peso linearmente
independentes: w =1 e w = x , teremos:

1
/ 1[—2c1 + (21 =32 — 1)z + (1 — ¢1)2” + cp2®] dz = 0,
0

1
/ x[—2c1 + (21 — 3¢ — 1)z + (1 — ¢1)2” + cp2®] dz = 0.
0

Entao:
4 7 1

ot 0



18

13 10
e finalmente, ¢; = 39 e co = ———. O erro absoluto comparando

a solucao aproximada e a exata é 0.0081.
As funcoes bases utilizadas e a solugao aproximada estao ilustradas
na figura 1.3:

Solugdo Numérica x Solugdo Analitica Funcdes base

14 1
——MDF
MY
12 O Exaa 05
1
"Q
08 — -0
g E o *%04
=1 S *, lo)
06 * %o o)
4 * ©0o0o0o00
0.4 *,
» *.
-15 @) *.
02 O o® * *
%000 *
o z *ow g
0.2 04 06 08 1 0 0.2 04 06 08
X X

Figura 1.3: Esquerda: solugdo Exemplo 2: Método Diferengas Finitas (MDF)x
Método Variacional (MV) x Exata. Direita: funcoes base ¢o(x), ¢1(z), p2(z) uti-
lizadas no Método Variacional.

Cédigo em MatLab referente aos exemplos 1 e 2.
%Exemplo 1 - Método de Diferengas Finitas
clear clc % limpa meméria e console

N = 15; % ntmero de intervalos entre O e 1

h=1/N; % distancia de um no a outro no dominio

M = zeros(N — 1, N — 1);%, alocando espago para matriz

b= zeros(N —1,1); % alocando espago para o vetor independente.
%M e b compdem o sistema linear a ser resolvido: M c = b.

% em z =0,u =0 pela condig&o de contorno.

x=[h:h:1]; % vetor que inicia em h e vai até 1 de h em h.

i1=1

M(i,i) = 2 — h?;

M(i,i+1) = —1;

b(i, 1) = —h? * x(i)?;

for i=2: N—-1
M(@,i—1) = —1;
M(i,i) = 2 — hZ;
M(i,i4+1) = —1;
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b(i, 1) = —h? x x(i)?;

end

i = N;
M(i,i—1) = —1;
M(i i) = 1;
b(i,1) = h;

%resolvendo o sistema linear via MatLab
c= M\b;

% Colocando o zero no vetor x e no vetor resolvido ¢ (que representa u nos
pontos nodais) para fazer os graficos

zp=1[0:h:1);ep=[0;c];

% Solug8o analitica:

y = (2 % cos(xp — 1) — sin(zxp))/cos(1) + zp.2 — 2;

% Erro absoluto entre a solugfo numérica por diferengas finitas e a solug&o
analitica usando a norma sup
Erro=mnorm(cp —y',inf)

%Grafico apresentado na figura

figure;
plot(xp,cp,’-r’,xp,y,’bo’, ’LineWidth’,2, MarkerSize’,10)
legend(’MDF’, ’Exata’)

xlabel(’x ’,’FontSize’,18)

ylabel(’u(x)’,’FontSize’,18)

title (’Solugdo Numérica x Solugdo Analitica’,’FontSize’,13)

% Exemplo 2 - Método Variaciomal

A=[-4/3,-7/4;,-7/12,—6/5]; by = [1/6;1/12];

%A e b, compdem o sistema linear a ser resolvido: Av =b,.
v = A\by;

v=ap+ o(1) * (2p.2 — 25 op) + (v(2)) * (ap.3 — 3+ zp);

% Erro absoluto entre a solugfo numérica método variacional e analitica
Erro2 = norm(v — y,inf)

%Graficos apresentados na figura

figure;

plot(xp,cp,’-r’,xp,v,’:k+’,xp,y, ’bo’, ’LineWidth’,2, ’MarkerSize’,10)

legend (’MDF’,’MV’, ’Exata’)

xlabel(’x ’,’FontSize’,18)

ylabel(’u(x)’,’FontSize’,18)

title (’Solugdo Numérica x Solug8o Analitica’,’FontSize’,13,’MarkerSize’,10)

figure;

plot (zp, xp,’ k — x’, xp, (xp.2 — 2 * xp),’ bo’, xp, (xp.3 — 3 * xp), ’r:*’, ’LineWidth’,2)
legend(‘¢o(z)’, ¢1(x)", d2(x)’,3)

title (’Fungde base’,’FontSize’,13)

xlabel(’x ’,’FontSize’,18)

ylabel(’¢;(z)’,’FontSize’,18)
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1.3 Exercicios

1. Seja f(x) uma funcdo continua com derivadas continuas no inter-

dk
valo (a,b). Denotaremos d—J]:(:c) por f®)(z) a k-ésima derivada
T
de f. Do teorema de Taylor f(z) pode ser escrita na vizinhanga
de z € (x — h,z+ h),h << 1, da seguinte forma:

h? h*
flo+h) = f@)+hf (@) + 5 (@) + -t f P )+

A partir disso, deduza uma aproximacao para primeira derivada
de f:

a) utilizando x e x + h - diferenca para frente (progressiva),

b) utilizando x e x — h - diferenca para tras (regressiva),

c) utilizando z — h e x + h - diferenca central.

Compare a ordem do erro em cada uma das aproximacoes.

. Deduza a partir do teorema de Taylor a aproximacao apresentada

na equagao (1.1.1) para segunda derivada de f. Qual é a ordem
do erro.

. Para encontrar a solucao do exemplo 2, dada a quantidade e

complexidade das funcoes base ¢;, foi possivel chegar ao sistema
linear algebricamente. Monte um esquema numérico para que,
quando necessario, as contas possam ser todas feitas computaci-
onalmente. Discuta pelo menos trés possibilidades de algoritmo
para integral numérica.

. Um problema aplicado: Qual é a distribuicao de temperatura em

uma barra de tamanho 10 cm sujeita a temperatura nos extremos
fixa, T'(0) = 40 e T(10) = 200, e a uma fonte de calor constante
d*T
f(z) = 10. Resolva: pre i () com T'(0) = 40 e T'(10) = 200,
x

2
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a) por diferengas finitas - aproximagao central para a derivada.
b) variacionalmente - mesmas fungdes base e peso do exemplo 2.
¢) calcule o erro absoluto e relativo comparando com a solugao
analitica.
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Capitulo 2

Formulacao Integral

Um problema simples foi escolhido como modelo para que os concei-
tos e defini¢oes sobre a formulacao forte e fraca sejam explorados e
também para mostrar a equivaléncia entre as duas formulagoes. Tra-
balhando ainda em cima do mesmo problema, o método dos Residuos
Ponderados vai ser apresentado juntamente com um exemplo numérico.

2.1 Formulacao Forte e Fraca de um dado Proble-
ma

Vamos explorar o conceito de formulacao forte e fraca e sua equi-
valéncia em um determinado problema de valor de contorno:

Determine u : [0,1] — R, diferencidvel (com pelo menos até se-
gunda derivada), tal que

d?*u
@‘l‘fzo, em (0,1);
(S)qu(l)=yg — c.c. de Dirichlet;
du(0)
——~ =—h — c.c. de Neumann.
dx

Na formulacao forte (S) a equagao diferencial ¢ imposta em todos os
pontos x € (0,1). A formulacao fraca (W) equivalente a () é definida

23
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COIMo:

Seja 2 um aberto do R" com fronteira suave, denominada I, de-
termine u € U, tal que

1 1
(W)/ d—wd—uda: = / fwdx +w(0)h; para qualquer w € V.
o dzr dx 0

U é o conjunto de funcoes base definido como:

Uz{u:Q—)R‘u(l)zge/ol (;l—z)zd:):<oo}

V' é o conjunto de fungoes peso e é definido como:

1 2
V= w:Q%R’w(l):Oe/ <d_w) dr < o0
o \dx

- -
g

*k

¥ A funcdo peso vale zero quando aplicada no contorno onde a
condicao é essencial. Isso porque neste ponto a fungao ja é conhecida.
Antes de continuarmos com a defini¢ao de formulagao fraca e equi-
valéncia entre as duas formulagoes precisaremos das defini¢oes:
4’
e Uma funcdo f : 2 — R pertence ao espaco CF(Q) se d—]; é
x
continua, com 0 < j < k. C° é o espaco das funcoes continuas.
e O espago Sobolev de fungoes H*(2) é definido como:

dw c Lo .dkw
dx 2 gk

La() = {f‘/ﬂﬁd@ < oo}.

e Um subespago importante do espago H'(Q) é o espago Hi (1),
definido pelas fungoes v € H'() que se anulam na fronteira T' de 2.
Logo podemos escrever U e V' como:

H*(Q) = {w‘wELg; GLQ},onde
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U:{u:Q%R‘ueHleU(l)Ig}a

v

{w:Q%R‘weHlew(l)zo}.

Notas:

e Se f € H' = f é continua e limitada.

e A condicao de contorno de Dirichlet é imposta na definicao do
espaco de fungoes base — c.c. essencial.

e A condicao de contorno de Neumann é imposta naturalmente na
formulagao — c.c. natural.

Vamos mostrar, de maneira pouco rigorosa, que as duas formulacoes
sao equivalentes, fazendo:

(i) Se u é solugao de (S) = u é solugao de (W).

(77) Se u é solugao de (W) = u é solucao de (5).

A demonstracao da parte (¢), na realidade, corresponde ao método
de achar a formulacao fraca equivalente a uma dada formulagao forte.
Se u é solucao de (5), entao u satisfaz a equacao diferencial em todos
os pontos z € (0,1) =

L TdPu 1
:>/0 w{@—i-f]d:c:O (we H'(0,1))

Fazendo uma integragao por partes:

Y dw du du(1) du(0) !
:>—/0 E%dijw(l) 7 — w(0) I +/0 wfdr = 0.

Como w € V = w(1) = 0.

Como u é solugao de (5) =

1 1
= / d—wd—ud:c = w(O)h+/ wfdr, YweV
o dx dx 0
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Logo, se u é solugao de (5), u satistaz (W).

Demonstragao da parte (77):
Se u é solugao de (W), entaou € U = u(l) =g e

dw du !
/%%dzz— (O)h+/0 wfdr, Yw eV

Integrando por partes obtém-se:

—/ wﬂd +w(1 )du( )—w(O)du—(O):/O wfdr +w(0)h =

dx2 dx dx
du(1) du(0) B
:>/ +fd:c— (1) I +w(0)[ I +h}_
ComowGV:Mu(l):O
d
:>/ +fdz+w(){%+h]:0;VwEV. (2.1.1)
Para provar que u é solugao de (), temos que mostrar que:
d*u du(0)
(a) o 2+f—0paraqualquerx€(0 1) e (b W:_h’
Como a equagao (2.1.1) é valida para qualquer w € V', vamos
2.,
escolher um w de forma a concluirmos que + f=0.

d2
Sl ofo) = 4 )24 4 £] com 6(0) = 6(1) =0 6(x) > 0

Assnn w(0) =0, e a equagao (2.1.1) , torna-se:

d*u 2
/¢ }daj—O Pordeﬁnl(;ao¢()>06[@+f} >0
d*u d*u
entao a integral sera zero se e somente se [— + f] =0=-—+f=0.
dx? dx?

Com isso temos (a).

Usando (a) na expressao (2.1.1) temos (b) simplesmente:

w(0) [dZECO) + h} =0;VwelV.
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Como o espago V' nao restringe o valor de w(0), entao

du(0) B du(0) B du(0)
wO)| =g +h] =08 k=0 T8 = o
Com (i) e (i7) verificados, temos que se u é solugao de (W) entao é
também solugao de (95).

Como mencionado anteriormente, o método de Elementos Finitos
é baseado na formulacao fraca do problema. Busca-se uma solucao
aproximada de uma equacao diferencial em um espacgo apropriado de
dimensao finita. A solucao aproximada é uma projecao da solucao
exata nesse subespago e pode ser representada como uma combinagao
linear de um numero finito de fungoes conhecidas, que formam a base
deste subespago. Isto implica que qualquer u € U pode ser escrito
como:

N
u(r) = Z Ci®i,
i=1

onde os ¢;s formam uma base de U.

A fim de simplificar, é comum seguir a notacao:

Y dw du !
auw) = [ e (fw)= [ fud,

logo, a formulagao torna-se:
Achar u € U, tal que:

a(u,w) = (f,w) +w(0)h; Yw € V.

Repara que essa maneira de representar explicita o produto interno
de funcoes, dado que a interpretacao de produto interno é exatamente
esta. Nos livros cuja a teoria dos métodos variacionais é encontrada é
mais comum a notagao simplificada, enquanto que nos livros aplicados,
a mais comum ¢ a que apresenta explicitamente a integral.
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2.2 Método dos Residuos Ponderados

Vamos novamente analisar um problema especifico com o objetivo de
introduzir o Método dos Residuos Ponderados (Weighted Residuals).
Encontrar uma aproximagao wuj, para a solucao do problema u:

d*u
@ = —f, YV c (O, 1),
u(l)=9=0 considerar g = 0, apenas para simplificar.
du(0)
=—h
dx ’

onde uy, vai pertencer a um espaco de dimensao finita Uy, logo podemos

escreveé-lo como: N
up(z) = Z Ci®is
i=1

sendo N ¢é a dimensao do espago e ¢.s as fungoes base de Uy,. Queremos
também que Uj, C U logo, ux(1) = 0.
d*u
Como uy, é apenas uma aproximagao de u, d—2h #*—f
x
Vamos chamar de residuo (R) da equagao, a medida de quanto wuy,
aproxima adequadamente o problema.

d2uh
- d.f(:z _I_ f7

Observe que se u, = u entao, R = 0.

Métodos dos Residuos Ponderados sao obtidos através da seguinte

integral:
1
/ wR dx =0
0

Observe que integrando o residuo com o peso w, estamos fazendo
com que sua média ponderada seja 0. Por isso a condicao ¢ dita fraca,
pois nao estamos obrigando ponto a ponto que v = u; e sim na média
(na integral).
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1 d2
Substituindo R, temos: / w [%uzh + f} dxr = 0 e integrando por
0
1 dw d 1
partes: —/ —wﬂdx—l—/ fwdz + w(0)h = 0, equivalente a for-
o dx dz 0

mulacao variacional.
A integragao por partes alivia as restrigoes impostas a fungao apro-
ximada uj,. A expressao passa a depender da primeira derivada de

duy, - . d?uy,

up, — € nao mais da segunda .
d dzx?
x x

Logo, a restricao sobre u; de-

dun

dx

du . , , ~ .
de d—h seja integravel. Observe que até fungoes continuas com des-

vera ser que sua derivada pertenca a Lo, € Lo, isto é, o quadrado

continuidades nas derivadas podem satisfazer a estas condigoes, como
ilustrada na figura(2.1):

up(x)

f(uh)zdx < oo
duh
Fra dup)?

j E dx < o
dzuh A A
T ® L

d Up
f(dx2> dx > oo
v

Figura 2.1: Fungoes continuas com derivadas descontinuas.

N N
_ duy,
Como uy, € Uy, = up(x) = g ¢i¢;, entao, Fr 1
x
i=1 i=1

do;
dr’
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Sendo o espago U, de dimensao N precisaremos de N equagoes
linearmente independentes a fim de determinar os coeficientes c¢;.

As funcgoes peso w devem pertencer a um espaco finito V;, C V.
Esse espaco pode ser representado pela base ;. Cada equacao esta
relacionada com as funcoes peso ;.

Deste modo as N equagoes linearmente independentes para deter-
minar os ¢; sao:

Ldy; (= dos ! _
Rz':—/o I <;C]d—xj) d:)s—l—/o fbidr +;(0)h =0 =

N 1 1
dip; dop, / .
j;{/o T x}cj Jy f x—i-ib(O)l i
pe b

repare que a equacao que descreve o problema foi denominada R;, ou
1
seja: R; = wR dr no qual desejamos encontrar a aproximacao de

0
forma a obtermos R; = 0.

Matricialmente temos algumas referéncias chamam A
de matriz de rigidez.

Como ja mencionado, em qualquer método numérico, o processo
de discretizacao de uma equagao diferencial sempre leva a um sistema
de equacoes algébricas. Sabendo que tanto o custo computacional
como a acuracia das solugoes estao diretamente ligadas ao condicio-
namento da matriz, muitas vezes é importante considerar a forma em
que a matriz vai se apresentar para escolher maneiras de discretizagao.

O Método dos Residuos Ponderados recebe diferentes denominagoes
de acordo com as funcoes base ¢; e peso ;.
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Método de Galerkin

A solucao aproximada é uma projecao ortogonal da solucao exata no
subespaco de dimensao finita. O espaco das fungoes peso ¢é idéntico ao
espaco das fungoes base: ¢; = ¢;. Com isso a matriz A é simétrica.

Método de Petrov-Galerkin

A projecao nao é mais ortogonal, ¥; # ¢; = Matriz A nao é simétrica.
Método dos Minimos Quadrados

N

Os coeficientes ¢; da aproximagao up(x) = Z c;¢; sao obtidos através
i=

da minimizacao da integral do quadrado dos residuos:

OR
001 .

1 1
0 / RYdr =0 = / aRRd:c =0, assim ¢; =
dei Jo o ¢

Método de Colocagao

O residuo R ¢ identicamente nulo em N pontos do dominio.
R(Xi) = 0.

Também é um caso particular de Método dos Residuos Ponderados.

1
wizé(x—xi)i/ d(x —x;)Rdr =0 = R(x;) = 0.
0

Exemplo 1
Considere novamente o problema modelo:

d2
_d_z_u_|_z2:0, onde 0 <z < 1;
x

u(0) =0,
u'(1) =1.
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Admitindo que uma solugao aproximada u;, possa ser escrita como:
N
= ZQ’@ onde, ¢i(0) =0;
i=1
oi1(x) =2, ¢ox) = z?, ¢s3(z) =

Encontrar a solucao para o problema utilizando o método de Ga-
lerkin, ou seja , ¢; = ;.

queremos que:

1
/ w(z)R(z)dr =0, onde w(x) é a funcdo peso, combinagao
0

linear das funcoes ;.

1 d2
/wzl ﬂ—uhjtxz}da::(), t=1---N,

/% dx—/wzuhd:c—i—/zﬁzx dr=0, i=1---N;

integrando por partes, evitando assim a segunda derivada,temos:

1 dld 1 1
/ (wﬂ)dx—/wiuhd:c—l—/wiﬁdxzo

usando que:  u,(1)=1 e 9;(0) =0

—¢i(1)+/0 (dwlduh) / v up, d:)H—/ v 2? de =0,

duh

—wz
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N du Ny é;
— . . Y R _j . 1 1 .
como u(x) = E_ cj@;, entao e E Cj e substituindo temos:

[ v de | _
ZCj\/o {d:cd] @b,gbj} = /@sz de, 1=1,---N;

i=1

~~

Aij

pelo método de Galerkin ¢; = 1);; entao,

[ dgy doy
Aij—/o [dz . m]dazeb—@ /m a1

d d
assim, usando dgil( xr)=x= % =1, ¢o(z) =2° = % = 2z,
3 2
8o 073 _ 32,
bs() = dx o
2 3 4 3
3 12 5 1
A=|1 % 3| b=]3
4 4 358 5
5 3 35 6

Chegamos ao sistema linear Ac = b, que pode ser resolvido por
mais de um método.
2280 —203 =175

‘ 1777 «(2) = 1777 «(3) 7108
do substituido em u; e comparado a solucao analitica revela um erro

absoluto maximo de 0.0013 utilizando-se apenas de trés fungoes base.
O gréfico da solugao aproximada pelo método de Galerkin e da solucao
exata é mostrado na figura 2.2.

Encontramos ¢(1) = , que quan-
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Solugdo Numérica x Solugdo Analitica

:
— MG
QO Exata

14

1.2r

0.8

u(x)

0.6

0.4

0.2}

Figura 2.2: Solucao Exemplo 1: Método de Galerkin (MG)x Exata.

2.3 Exercicios

1. Considere o problema a ser resolvido pelo método de Galerkin:

—— 4 u(z) — f(xr) =0, Vze(0,1);

Utilizando ¢;(z) = sen(jnz),j =1
a) a matriz A é diagonal,
b) a solugdo do problema aproximado corresponde a série trun-
cada da solucao classica do problema pelo método de série de
. - fi .
Fourier: = ———— sen(ymx).
urier: u(z) Z T ) (jmx)

Jj=1

,- - ,m, conclua:

c) explicite fj, vindo da solugao por série de Fourier, na solugao
via método de Galerkin.

2. Seja o problema de valor de contorno:
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a) faga a formulagao fraca e indique a matriz A e o vetor b, com
¢; fungoes base e peso 15,
b) ao substituir a condigao de contorno essencial em x = 0 onde

vai ser alterada a formulac¢ao? Substitua u(0) = 0 por %(0) =0,

c) e se ambas as condigoes de contorno forem naturais. Substitua

d d
u(0) =u(1) =0 por ﬁ(()) =0e %(1) = (0. Como a formulacao
¢é alterada?

. Seja o problema de Sturm-Liouville:

{ — (p(x)u) + q(x)u(x) = f, Yz € (0,1);
w(0) =0, w/(1)=0,

d
onde u’ denota d_u Mostre que a formulagao fraca do problema
x
1

1
¢ dada por: / (pu'v' + quv)dz = / fvdx,YveV.
0 0
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Capitulo 3

Introducao ao Método de
Elementos Finitos

Podemos perceber que o céalculo dos elementos da matriz de coefici-
entes A resultante do processo de discretizagao por um método vari-
acional envolve a integragao do produto de funges base e peso (e/ou
suas derivadas) em todo o dominio.

O método dos elementos finitos consiste na escolha apropriada de
funcoes ¢; e 1;, de tal forma que as funcgoes e suas derivadas sao
diferentes de zero em uma pequena parte do dominio. Isto traz dois
grandes beneficios no célculo:

1. A integral no dominio fica reduzida a uma integral na parte do
dominio onde as fungdes (ou suas derivadas) sao diferentes de
zero simultaneamente, simplificando o processo de integragao;

2. A grande maioria dos coeficientes da matriz A é igual a zero,
levando a uma matriz esparsa.

3.1 Ponto de Vista Global

A figura 3.1 apresenta um exemplo de um dominio unidimensional com
o uso de fungoes base / peso que sdo diferentes de zero em pequenas

37
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porgoes deste dominio. Por conveniéncia, as fungoes escolhidas sao
continuas e lineares por partes.

b1 b2 @3 b4 b5 P ¢7« ¢g ol

x; =0  x, X3 Xy Xs X5 X, Xg xg=1

Figura 3.1: Exemplo de fun¢do base diferente de zero apenas em uma pequena
porcao do dominio.

Cada funcao é nao nula em diferentes trechos do dominio. A inte-
gral ao longo de todo o dominio fica reduzida ao intervalo no qual as
duas fungoes que aparecem no calculo sao diferentes de zero simultane-
amente. Como exemplo, mostramos o cédlculo de diferentes elementos
da matriz A para o problema discutido no capitulo anterior:

b dgy ds " dgy dos
A@2,3)= | 228, [ 092003,
(2.3) /0 dr dz " /m dr dz "

b dgy dopg
A2,6)= | ——dx =
(2.6) /0 dr dz " 0

A estrutura da matriz A do exemplo anterior usando as fungoes
definidas na figura 3.1 ¢ tridiagonal:

D

Il
coocoococooo X X
cocoococo X X X o
cocooco X X X oo
coo X X X ooo
coX X X oooo
oX X X ooocoo
X X X ocoocooooo
X Xooocoooo

coocoocoo X X X
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Para evitar o calculo desnecessario de elementos da matriz que sao
nulos, é importante saber antecipadamente os intervalos do dominio
onde cada funcao é nao nula. Isto pode ser feito com certa facili-
dade através da introducao do conceito de elementos, apresentado na
proxima secao.

3.2 Ponto de Vista Elementar - Elemento de Pri-
meira Ordem

No método de elementos finitos, o dominio é dividido em elementos.
No caso de um problema unidimensional como do exemplo da figura
3.1, as fronteiras dos elementos sao definidas por pontos nodais (nds).
Na figura 3.2, o dominio definido entre 0 < x < 1 foi dividido em 8
elementos, cujas fronteiras sao definidas por 9 nos.

Cada funcao é diferente de zero ao longo de poucos elementos. Uma
classe simples de fungoes base/peso, usada aqui como exemplo, sdo os
polinomios de Lagrange, onde cada polinomio é associado a um né
do dominio de tal forma que

1 se 1=y,

¢i(x;) = 0y = ¢i(x;) = { 0 se i#j.

Pela prépria defini¢ao, cada polinomio é nao nulo apenas ao longo
dos elementos que contém aquele né. Desta forma, o polinomio ¢s(x)
é diferente de zero apenas ao longo dos elementos 2 (zo < z < x3) € 3
(r3 < T < x4), que sdo os Unicos elementos do dominio que contém o
no 3.

Desta forma o nimero de fungdes base (dimensao do espago) esté
associado ao nimero de nés da malha. Quanto mais refinada a malha,
maior sera a dimensao do espaco de fungoes e desta forma, mais precisa
serd a solugao aproximada.

Quando a expansao linear é feita com polinémios de Lagrange, os
coeficientes ¢; passam a ter um significado especial:
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N N
un(z:) = Y ¢ 0i(x) =Y ey = c
J=1 8 Jj=1
i

= ¢; = up(z;).
O coeficiente ¢; é igual ao valor da funcao u;, no ponto x;.

b1 b2 O3 b4 ¢s b6 ¢7« o bg

LAY

U Ay
A
AY

P cerdy
B BBALRES

Figura 3.2: O dominio foi dividido em 8 elementos usando 9 nds

No exemplo da figura 3.2, existem duas fungoes diferentes de zero
em cada elemento e uma mesma funcao é diferente de zero em dois
elementos (desconsiderando as fungoes localizadas na fronteira do do-
minio), conforme mostrado na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Elementos em que ¢; nao se anula

elemento | né inicial | né final | @ls #0
1 1 2 ¢1 € P2
2 2 3 $2 € P3
3 3 4 ¢3 € da
4 4 5 ba € ¢5
5 5 6 ¢s € ¢
6 6 7 ®6 € P7
7 7 8 ¢7 e ¢s
8 8 9 ¢s € P9

O calculo dos componentes da matriz A, que consiste no célculo de
integrais ao longo do dominio, pode ser feito elemento por elemento,
considerando somente os termos da matriz que contém fungdes nao
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nulas em cada elemento. Esta procedimento de célculo leva natural-
mente a definicdo de matriz elementar A (%),

Como no exemplo em questao sé existem duas fungdes ¢s # 0 em
cada elemento, a matriz elementar A® serd uma matriz 2 x 2. Por
exemplo, a matriz elementar 3 A®) é dada por:

[ s, [ i,
v dx dx v dx dx

3

3) _
A—tﬁ%%xf@@u
v dx dx ey dv dv

3

Nesta matriz, sé aparecem as fungoes ¢3 e ¢4, as inicas nao nulas
ao longo do elemento 3.

A matriz global A pode ser escrita como a uniao de matrizes ele-
mentares:

8
A=]JA®
e=1

Vale observar que a forma de cada funcao nos elementos é sempre a
mesma, independentemente do elemento em questao. Isto sugere que,
em um sistema de coordenadas elementar, todas as funcoes globais
podem ser descritas por duas unicas fungoes elementares.

Podemos definir um sistema de coordenadas elementar de forma
que o elemento se extenda de £ = —1 a £ = +1 e possua dois nés (1 e
2) como mostrado na figura 3.3.

As fungoes base no sistema de coordenadas elementar sao:

1< _ 1<

YO === #©

e suas derivadas:

o\ 1 deY) 1
a2 dé 2
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G 6% ()
1 | 2
| —
=1 €= 11

Figura 3.3: Fungoes base lineares no sistema de coordenadas local.

Todos os elementos do dominio podem ser mapeados para esse ele-
mento padrao.
Por exemplo, o mapeamento do elemento 3, que vai de x3 a x4, para

o elemento padrao vai de £ = —1 a £ = 1 e pode ser escrito como:
r=x34+—>&=—1,
2r — (23 + 24)
{x) = ,
Ty — T3
%

() = ($4—l’3)§+$3+l’47

r=x4—E=1.

As integrais sao reescritas no sistema de coordenadas elementar
como:



@ T4 %% B 1 ¢(6) dg d¢2 ﬁ d_([)
Az _/ZS dr dr 7 | Tae dr de dw de®
_/ dy” doy) - dg

-1 dé- dé- \d,ﬁ/lj’/

__ 2 _ 2
zg—wx3 ple)

dg,

2 L dgl dpy
@ | de e @

onde h(® é o tamanho do elemento

=para todos os elementos
A matriz do terceiro elemento entao fica:

don d¢1 / dey dpo
/ e [
A® _ 2
7 / o doy / doydon . |
d§ dg d§ dg
onde os Ag’) sa0:
1
@_ 2 [\ (L) e 2L, L
A =50 _1< 2 ) ( 2 ) K= 312~ e
1
@_ 2 [N (L) e 2L e
Ajy = AE) /_1< 5 ) (2) g = X0 Ay
1
@_ 2 [ (LY (L) ge = 2
A22 G /_1 (2) (2) g = h(3)
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A matriz global é obtida a partir de um processo de montagem de todas
as matrizes elementares. Para este processo de montagem, é necessario
saber a correspondéncia entre a numeracao local dos nés no elemento
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com a numeracao global dos nés no dominio. Esta correspondéncia é
armazenada na forma de uma tabela (matriz de incidéncia dos nés),
definida como:

DomNodeID(ilnode,iele) = numero global do né local ilnode do
elemento iele. Para o exemplo que vem sendo discutido, a matriz de
incidéncia é dada em 3.2

Tabela 3.2: DomNodelD

ilnode\iele | 1 2 3 4 5 6 7 8
111 2 3 4 5 6 7 8
212 3 4 5 6 7 8 9

A matriz global é montada segundo a correspondéncia entre a nu-
meracao local e a global. Por exemplo, a matriz local do elemento 3
(2 x 2) é “montada” na seguinte posi¢ao da matriz global:

A?i — Ass

3

DomNodeID(1,3) =3, = A%??) o
Ayl — Ay
Ag) — Ay

DomNodeID(2,3) = 4.

O processo de montagem também serve para o vetor f

R A AR
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Um algoritmo geral para a solu¢ao por elementos finitos pode ser es-
crito como:

for iele = 1:NELE % NELE — # de elementos
[Aelem,felem] = getelem(iele, ...)
for ilnode = 1:NLOCALNODES % NLOCALNODES — # de nés locais

ignode = DomNodeID(ilnode,iele) % ignode — # global do né ilnode
for jlnode = 1, NLOCALNODES
jgnode = DomNodeID(jlnode,iele)
A(ignode, jgnode) = A(ignode,jgnode) + Aelem(ilnode,jlnode)
end
end
end

E importante observar que o componente Ass da matriz global tem
contribui¢ao de 2 elementos (elementos 4, 5).

Ass = AL + AT

Isto ocorre, pois:

Y des dos 5 des dos 5 des dos 4
% /0 dr dx du /m dr dx dz+ /w dr dr " 22 T A1

4 5

3.3 Elemento de Segunda Ordem

No exemplo anterior, cada elemento possuia 2 nés e a cada no estava
associada uma funcao base, ou seja um polinomio de Lagrange. Desta
forma, as funcoes elementares eram lineares.

O espago de funcoes pode ser enriquecido através da utilizacao de
polinémios de maior grau. Em tese, isto leva a melhores aproximacoes
da solucao da equacao diferencial. Uma aproximacao comum ¢é utilizar
funcoes base quadraticas dentro de cada elemento.

No caso dos polinomios de Lagrange de segundo grau, cada ele-
mento deve possuir 3 nés (3 pontos definem uma pardbola), conforme
mostrado na figura 3.4. As fungoes base apresentadas na figura conti-
nuam a serem definidas de forma que ¢;(z;) = d;;.
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Figura 3.4: Elemento Quadratico.

Nas coordenadas elementares, as fungoes base quadréticas sao os
polinomios de Lagrange definidos como:

o) =D g == e,
As suas derivadas sao:
dn T do 1 dds
dg 6 - 3 dé- 5 + a ) d—é- - 25

As matrizes elementares passam a ser 3 x 3, ja que cada elemento
possui 3 fungoes bases e 3 coeficientes:

/dﬁbldﬁblg / dey dos /%%5

d¢ de¢ d¢ d£ d§ d§
() _ 2 dgo dgn dg» dos dgn dés |
AV =1 /_1d£d£€/d§d£€_1d£d£§

dos doy dos d¢2 dos d¢3
/ d§d§€/ & d " /d_fd_ff

O processo de montagem da matriz global a partir das matrizes ele-
mentares é exatamente igual ao caso de elementos lineares. A monta-
gem ¢ feita a partir da relacao da numeracao local e global dos nos.
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Para ilustrar este processo, usamos o exemplo apresentado na figura
3.5, onde o dominio foi dividido em 6 elementos (quadréticos), com 13
nos.

[25

= NGs

== Elementos

Ol(f)

c=-1 {=+1

Figura 3.5: Dominio dividido em 6 elementos quadraticos com um total de 13 néds.

Como no caso de elementos lineares, a correspondéncia entre a nu-
meracao local e global dos nés é dada pela tabela 3.3, apresentada
para o exemplo da figura 3.5.

Tabela 3.3: DomNodelD

ilnode\iele | 1 2 3 4 5 6
1{1 3 5 7 9 11
213 5 7 9 11 13
312 4 6 8 10 12

A matriz elementar do terceiro elemento A®) é montada na matriz
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global na seguinte posigao:

X X X

X X X
A=

X X X

Aﬁ) — A55 Ag) — A57 Ag’) — A56

3.4 Exercicios

1. Considere o problema de valor de contorno (exercicio 2 do capitulo

anterior):

a) deduza a férmula da matriz e vetor elementar utilizando ele-
mentos lineares.

b) quais matrizes elementares sdo alteradas durante a aplicagao
das condigoes de contorno? Como ficam estas matrizes apds a
aplicagao das condigoes de contorno?

¢) considere que o dominio foi dividido uniformemente em 5 ele-
mentos (6 nés). Escreva o sistema linear resultante do processo
de discretizagao.

d) resolva este sistema (usando algum procedimento numérico)
para obter a solucao do problema.
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2. No mesmo problema de valor de contorno anterior, responda:
a) deduza a férmula da matriz e vetor elementar utilizando ele-
mentos quadraticos.
b) a aplicacao das condigdes de contorno altera as mesmas matri-
zes elementares ao usar elemento quadratico no lugar de linear?
c) escreva o sistema linear resultante do processo de discretizagao,
considerando os mesmos 5 elementos do exercicio anterior, porém
utilizando elementos quadraticos, ou seja um maior nimero de
nos por elemento.
d) compare as solugoes do sistema linear com elementos quadré-
ticos e lineares em relagao a precisao, dimensao do sistema a ser
resolvido e esfor¢co computacional.

3. Do ponto de vista elementar, o que muda se a malha nao for
uniforme? Descreva e compare as mudancas no caso de utilizar
elementos lineares e quadraticos para uma malha concentrada da

seguinte forma: z; =1 —

N i
<N7—i)’ onde N é o numero total

de nés. Em que situagoes a malha concentrada é interessante?



50



Capitulo 4

Problema Unidimensional
Linear

Com o objetivo de apresentar detalhes da implementacao numérica,
vamos mostrar todos os passos para a solucao de um problema de
conveccao - difusao usando o método dos elementos finitos.

A equacao de convecgao - difusdo descreve o transporte de uma
grandeza escalar, que poderia ser temperatura por exemplo. O mo-
delo é descrito por uma equagao diferencial que em sua forma adi-
mensional traz o nimero de Péclet que caracteriza a razao entre os

LU
termos convectivos e difusivos e é definido como Pe = — sendo L e

o
U comprimento e velocidade caracteristicos e « difusividade térmica.

pe
du ed—u:O, 0<x <l
3““"2

=u(0)—1; wu(l)=0.

4.1 Formulacao Fraca (Método de Galerkin)

Seguindo a teoria apresentada, sabemos que a solucao aproximada é
uma proje¢ao ortogonal da solugao exata no subespago de dimensao
finita. Monta-se entao o residuo e o projeta no espago das fungoes peso,

o1
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que no caso do método de Galerkin é o mesmo espago das fungoes base
(U = V3) ja descritos no capitulo anterior:

! dzuh duh
e — Pe——

integrando por partes obtém-se a formulacao fraca apresentada no
capitulo 2, com isso a segunda derivada da funcao aproximada é evi-
tada e aparecem os termos de fronteira:

 [Mdupde; , duy, duh duy,
Rom - [ ) g 0) - 206 0) - e [ B

O objetivo é que a projecao seja encontrada de forma que o erro seja
o menor possivel. Fazendo R; = 0, manipulando as equagoes alge-
bricamente e ainda usando que a funcao peso é escolhida de forma a
garantir as condigdes de contorno, com isso na fronteira cuja condi¢ao
é imposta (Dirichlet) ¢; vale zero, temos:

o [ (G pett ) ar = 2 60) - 20)6,0)

dr dx dx
V
up(0)—

= [ (e et o) do =D 6.0) () - DO

=0

L/ duy, do; d
r- [ (% 0 4 pedin @-) di -+ (un(0) — 1)x(0) = 0. (4.1.1)

4.2 Método dos Elementos Finitos

Seguindo o método de Galerkin, o campo aproximado wuy(z) vai ser es-
crito como combinagao linear das fungoes ¢;, como na equacao (4.2.2).

N
i=1
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Dividindo o dominio {z € R|0 < z < 1} em oito elementos e nove
nés, como mostra a figura 4.1. Lembrando que o método de elementos
finitos justamente sugere escolhas apropriadas de ¢; de tal forma que
as fungoes e suas derivadas s6 sao diferentes de zero em uma pequena
parte do dominio.

© @ 6@ @ 6 © 0 ©
o o o o o o

1 2 3 4 5 6 7 8

Ne]

@ elementos @ pontos nodais

Figura 4.1: Discretizacado do dominio em oito elementos.

Usando a aproximagao (4.2.2) no residuo (4.1.1) parai=1---N,
temos:

N de; d déb;
RZ=Z{/O<¢ 905 Pe%¢i>dw}Uj+

J=1

N
> Ui (0) — 1] ¢ (0);
j=1

observe que =0 é o nd 1, entao ¢1(0) =1 e ¢;(0) =0,Vj # 1.
Assim:

R; :i{/o @@ﬁ” 1 P qsz) dx}U + [U1 = 1]¢:(0).

J=1

Identificando R; para cada i : c.c. essencial = u(1) =0 = Z Ujpi(1)
j=1
lembrando que no extremo do dominio,

z=16o0né N = Uyén(1) = 0.
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1=1=
N

b dgy do;

j=1
1=2,...N—1=
N L dé; do;
. et}
le;{/o (dm dx
i=N=
Ry = Uy =

+ Pe% qbl)dx} Uj = —[Ul - 1],

do;
+ Ped—l’] ¢2)dl’} Uj = 0,

Matricialmente o problema fica como em 4.2.3 no qual a esparcidade

da matriz estd diretamente ligada a escolha das fungoes base/peso.
Nesse exemplo vamos usar elementos lineares e com isso a matriz global
é bastante esparsa uma vez que a local vai ter dimensao 2 x 2.

4.3 Ponto de Vista Local

x 0 ... 0
0
X
0
X
X x 0
| 0

X

e
U,
Us
Uy
Us
Us
Uz
Us

Uy

(4.2.3)

Il
CcCoococococo o

O desafio agora ¢é desenvolver um esquema de montagem dos vetores

e matrizes elementares a partir da formulacao:

ST (o) oo - dion.

j=1

condigao de contorno.
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— O ideal é montar as matrizes e vetores elementares sem se preocupar
com as condigoes de contorno e depois modifica-las em funcao destas.

Escolhendo elementos de primeira ordem como apresentados na
secao 3.2 a matriz e vetor elementares ficam:

A AY)

Ale) —
Ay AL

. gle) _ A a2
’ © 1 G @

©_ 2 [ do;do doy e o
Ajj =750 /_1 & dE d£+Pe/_l i PidE; fi9=0. (4.3.4)

@y =128 40 Tl ey LEE g ]
Substituindo na expressao de (4.3.4) e fazendo a conta, temos

. 2 o1 1 LI B
A = 5 [ e vre [ —HETh e

2 (11 ' Pe
- gk Fa-ou

1 Pe
Rl 27

e assim por diante...

Apés obter as matrizes elementares, temos que nos preocupar com
as condigoes de contorno. Os termos correspondentes as condicoes de
contorno sao nulos a menos no primeiro e no ultimo, ou seja ¢;(0) # 0,
somente para i = 1 e ¢;(1) # 0, apenas para i = N.

No primeiro elemento, temos que acrescentar:

N

/1( J=—[h—1] = S )U+U=+1

i=1

AN =AM 1 e fO =Y
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Enquanto que no dltimo elemento temos uma condigao de contorno
essencial. Logo, impoe-se Uy = 0.

AP 0 AT 1 e Y0,

se a condicao de contorno fosse (1) =g entao, fz(s) —g.

Integracao Numérica

Para calcularmos os elementos de cada matriz, temos que integrar
1

funcgoes ao longo do elemento. De um modo geral, calculamos / F(¢)d¢.
—1

Para um problema simples, podemos calcular a integral analiti-
camente. Porém, geralmente devemos utilizar algum método de in-
tegragao numérica. Em cdédigos de elementos finitos, o método de
integracao mais utilizado e o método de Quadratura Gaussiana.

NGP

/_ (=Y FOW,

onde NGP é o numero de pontos utilizados para a integracao. Quanto
maior o numero de pontos, melhor a aproximacao.
A tabela 4.1 fornece o valor de &; e W; para diferentes NGP.

Tabela 4.1: Pontos e pesos de Gauss

NGP & W;
1 0.0 2.0
2 -0.57735 1.0
+0.57735 1.0

-0.77459 0.555

3 0.0 0.888

+0.77459 0.555
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4.4 Exemplo de Implementacao do Cddigo

O problema apresentado ao longo deste capitulo serd usado como
exemplo para apresentagao do codigo. A solucao obtida é comparada
com a solucao analitica da equacao diferencial:

u(w) = 1 — Pe—ePe

O script principal MainiD é dividido em diferentes fungoes, e é
apresentado abaixo. As funcoes GlobalPointer e Mesh correspon-
dem ao pré-processamento do problema. A primeira calcula a matriz
DomNodeID que relaciona a numeracao local e global e a segunda for-
nece dados da malha (coordenadas nodais e tamanho dos elementos).
MainlD

%
% Codigo Baseado no MEF - problema 1D

% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho, Juliana Valerio e Aline Amaral Abdu
clear; clc;

o7,

0

% PREPROCESSAMENTO

% Entrada de Dados

Pe = 5;

L=1;

Nele = 20;

% Calcula nnodes e DomNodeID

[nnodes, DomNodeID] = GlobalPointer(Nele);
% Geracao de Malha

[x, dx] = Mesh(L, nnodes, Nele, DomNodeID);
07

0

% RESOLUCAO DO PROBLEMA

% Vetor com a solucao aproximada

[U] = Solution(Pe, nnodes, Nele, DomNodeID, dx)
%
% POSPRECESSAMENTO

% Vetor com a solucao exata

[Uex] = Exata(Pe,x, nnodes)

% Calculo do erro da solucao

Erro = (U - Uex)./(U + 1e-10);

figure; plot(x,U,’bo’,x,Uex,’r’)

xlabel(’x’); ylabel(’U(x)’); title(’Solucao’)

figure; plot(x,Erro)

xlabel(’x’); ylabel(’Erro relativo(x)’); title(’Erro relativo’)
%
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GlobalPointer

07

0

% Funcao Mapeamento Local / Global

% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho, Juliana Valerio e Aline Amaral Abdu
o7

0

function [nnodes, DomNodeID] = GlobalPointer(Nele)
nnodes = Nele + 1;
DomNodeID = zeros(Nele, 2);
for i = 1:Nele
DomNodeID(i,1) = ij;
DomNodeID(i,2) i+1;

end
end

%

Mesh

07

0

% Funcao para calculo da malha problema 1D
% Data: Marco de 2012
% Autores: Marcio Carvalho, Juliana Valerio e Aline Amaral Abdu
%
function [x, dx] = Mesh(L, nnodes, Nele, DomNodeID)
x = zeros(nnodes,1);
dx = zeros(Nele,1);
for i = 1l:nnodes

x(i) = L*((i-1)/(nnodes-1));

end
% calculo do comprimento dos elementos
for iele = 1:Nele
dx(iele) = x(DomNodeID(iele,2)) - x(DomNodeID(iele,1));
end
end

%

A solucao pelo método de elementos finitos é implementada na
funcdo Solution, apresentada a seguir. A matriz e vetor elementar
sao calculados na fungao GetElemAb.

Solution

%




% Funcao para solucao pelo metodo de EF
% Data: Marco de 2012
% Autores: Marcio Carvalho, Juliana Valerio e Aline Amaral Abdu

0
function [U] = Solution(Pe, nnodes, Nele, DomNodeID, dx)
A = zeros(nnodes, nnodes);
b = zeros(nnodes, 1);
for iele = 1:Nele
%Calcula a Matriz Elementar
[Aelem, belem] = GetElemAb(iele, Nele, Pe, dx(iele));
nlocalnodes = 2;
for ilnode = 1:nlocalnodes
ignode = DomNodeID(iele, ilmode);
for jlnode = 1:nlocalnodes
jgnode = DomNodeID(iele, jlnode);
A(ignode, jgnode) = A(ignode, jgnode) + Aelem(ilnode, jlnode);

end
b(ignode) = b(ignode) + belem(ilnode);
end
end
U=A;
end
%
GetElemAb
07,

o
% Funcao para calculo da matriz e vetor elementar
% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho, Juliana Valerio e Aline Amaral Abdu
o7,

0
function [Aelem, belem] = GetElemAb(iele,Nele,Pe,dx)
nlocalnodes = 2;
ngp = 2;
XIGP = [-0.57735 0.57735];
WGP = [1.0 1.0];
Aelem = zeros(nlocalnodes,nlocalnodes) ;
belem = zeros(nlocalnodes, 1);
for igp = 1:ngp
XI = XIGP(igp);
W = WGP(igp);
[Phi, GradPhi] = BasisFunc(XI);
for ilnode = 1: nlocalnodes
for jlnode = 1:nlocalnodes
Aelem(ilnode, jlnode) = Aelem(ilnode, jlnode) + ...
Wx(GradPhi(ilnode) * GradPhi(jlnode)* 2/dx + ...
Pe * Phi(ilnode)*GradPhi(jlnode)) ;
end
belem(ilnode) = 0;
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end
end
if (diele == 1)
Aelem(1,1) = Aelem(1,1) + 1.0;
belem(1) = 1.0;
elseif (iele == Nele)
Aelem(2,1) = 0.0;
Aelem(2,2) 1.0;
end

end

%

As fungoes bases e suas derivadas em cada ponto de Gauss sao
calculadas pela fungao BasisFunc, mostrada a seguir.
BasisFunc

07

0

% Funcao para calculo das funcoes base

% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho, Juliana Valerio e Aline Amaral Abdu
o7

0

function [Phi, GradPhi] = BasisFunc(X)
Phi(1) = (1.0 - X)/2;

Phi(2) = (1.0 + X)/2;

GradPhi (1) -0.5;

GradPhi (2) 0.5;

end

o7

0

A solucao do problema e apresentada na figura 4.2.

4.5 Exercicios

1. Utilize o programa apresentado e obtenha a solugao do problema
para os seguintes casos:

(a) malha de 10 elementos lineares uniformemente espacados com
Pe =15, Pe=10, Pe = 30. Explique o que ocorre.

(b) implemente no cédigo apresentado a possibilidade de usar
um elemento quadratico. Resolva o problema com uma malha
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3
Solucao x10 Erro relativo

oo o oo
~e.

Figura 4.2: Comparacao da solugao pelo MEF com a solugao analitica.

de 5 elementos quadraticos uniformemente espacados com Pe =
5, Pe =10, Pe = 30. Explique o que ocorre.

(c) implemente no cédigo apresentado a possibilidade de usar
uma malha com elementos nao uniformemente espagados. Utilize
a seguinte funcao para gerar a malha concentrada:

(NNODES —i)]°
(NNODES —1)] -

a — parametro que regula a concentracao da malha. Resolva o
problema utilizando uma malha nao uniforme de 10 elementos
para Pe = 30. Determine o efeito do parametro de concentragao
de malha na solucao do problema. Explique o que ocorre.

. Verifique que a fungao

u(z) = (1 —x) [tan" a(z — 20) + tan™" (ao)]

du
é solucao da equacao diferencial, onde u' denota o
x

{ —(k@)p(z)) = f(x), O<z<1;
u(0) =0; wu(l)=0,

onde

k(r) = = +a(z—x)° e

1
o
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f(z) =2 [1 + a(z — x0) [tan™" oz — 2p) + tan™ ! (ap)] } :

Observe que as escolhas de a e zy fazem com que a funcao wu,
definida acima, seja bastante suave ou quase descontinua préximo
de xg.

Modifique o programa apresentado nesse capitulo de forma a re-
solver esse novo problema. Faca um estudo da suavidade de u
em relacao a acuracia do método.



Capitulo 5

Problema Bidimensional
Linear

Assim como no capitulo anterior, vamos aplicar os conceitos discu-
tidos e apresentar a formulagao do problema discreto utilizando um
exemplo, s6 que neste caso um problema de conducgao de calor bidi-
mensional. O campo de temperatura em €2, cuja fronteira é I | I
representadas na figura 5.1, com condicoes de contorno diferentes para
cada I(1 = 1,2), é descrito pela equacao (5.0.1).

Figura 5.1: Problema bidimensional.

63
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V- (kVT)=0em €,
T=0em I7, (5.0.1)
n-V7 =qem [I5.

onde k é a condutividade térmica, que sendo constante = V2T = 0.
A condicao de contorno T} o= 0, de Dirichlet, prescreve a tempe-
ratura na fronteira. Enquanto que na condicado de Newman,

oT
n-VT:q:>a—n}F2

= ¢, o fluxo é prescrito.

5.1 Formulacao Fraca

Ache T € U tal que:
/wvadQ =0, YVwelV;
Q

onde:
U=A{T| / IVT[?dQ < oo ; T(I}) = 0},
Q

V={w] /Q|Vw|2d§2 < o0 ; w(ly) =0}

Para desenvolver a expressao do residuo ponderado, usa-se a relagao
vinda da derivada do produto de duas fungoes, que para uma variavel
pode ser visto na equagao (5.1.2):

[, ] _dvdr | PT
dz wdx - dr dx wda?2’

= — — 1.2
wdx2 dr dv  dx v dx (5.1.2)

e para varias varidveis tem-se a equagao (5.1.3):

o*T  0°T

PL__dodl 4, ]
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_/ a_wﬁ_T_|_8_wa_T dxd _|_/3 w8£ —|—g wa—T dxd
ql0xr dxr 0Oy Oy 4 q 0x ozr oy oy Y
wV2Td) = —/ Vw - VTdQ + / V- (wVT)dS).
Q Q
(5.1.3)

vetorialmente, /
Q

Usando o teorema da divergéncia, que diz:

/V~fdQ:/n~de,
Q r

a formulacao fraca fica:
/ wVATdQ) = — / Vw - VTdS) + / n- (wVT)dI.
Q Q r

Dividindo o contorno em dois pedagos e como w|r, = 0 (a fungao
peso deve ser identicamente nula ao longo do contorno onde é imposta
uma condi¢ao de contorno de Dirichlet), temos

:>/Fwn-VTdF:/F1wn-VTdF1+/ wn-VIdl.

0 Iy

Finalmente chega-se a formulacao fraca:

—/Vw -VTdQ—l—/ wqdly=0.
Q

I

Procurando um espaco de dimensao finita que descreva de forma
satisfatéria a variavel T, tem-se U, C U onde U, tem dimensao N e
T}, é escrito como combinacao linear de fungoes base desse espaco, ou
seja

N
Ty = E Cio;,
Jj=1

sendo Cj's as N incdgnitas.
As N equagoes linearmente independentes serao obtidas escolhendo-
se N funcgoes peso também linearmente independentes :
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Q

I»

N N
sendo Tj, = Zngéj, entao, VT = Z C;V;:

j=1 j=1

N
/QV% : V(Z Cj¢;) d2 = Vi qdly =
i=1 I

N
ch{/vzp,wjd@}: Wi qdly.
j=1 @ PGS _
e 8
Aijcj = bl
Aij = / lez : v¢] dQ) e bi = ¢i q dFQ
Q I

5.2 Meétodo dos Elementos Finitos

Escolher ¢;, como representado na figura 5.2, de forma que
1 se 1=

¢(x;) = 0ij = ilz;) = { 0 se itj

Ponto de Vista Elementar

Elemento bilinear, ilustrado na figura 5.3:

hd ¢1(§77]):W7 i ¢2(£77]>:_ 4
hd ¢3(£77]) = W? d ¢4(£77]) = _(n - 114(

(n — 1)(

Iy
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T 4
el /
/ s/
m(x,yy /
// /
s /

Figura 5.2: Fungéo base bidimensional ¢(z;) = d;;

Af = [ Vo Ve, de,
Qe
A :/ {8@%4-8@% dq.
o, LOr dx 0Oy Oy
A matriz A©® é uma matriz 4 x 4 no caso de elementos bilineares.
Precisamos conhecer as derivadas das funcoes base, 58@; %@,
4 Y

parai=1---4, ja que os ¢;s sdo definidos em termos de £ e 7.

Da mesma forma que no caso unidimensional, precisamos de um
mapeamento do sistema de coordenada local (£,7n) para o sistema de
coordenadas global (x,y).

Uma vez obtida as matrizes elementares, temos que “montar” a
matriz global. O processo de montagem ¢é analogo ao caso unidimen-
sional. Precisamos da matriz

DomNodelD(ilnode, iele) = # global do né local ilnode do

elemento iele.

Esta matriz é obtida a partir da numeracao dos elementos e nos
usados para dividir o dominio de calculo. A numeracao tanto dos
nés como dos elementos é uma escolha. Como essa numeragao esta
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4 3 n=+1

-1

D
N
S
SO
OS5I
S
SN

Figura 5.3: Fungao base de elemento bilinear.

diretamente relacionada com a estrutura da matriz global, é interes-
sante usar uma numeragao otimizada, que minimize a banda da matriz
global ou que valorize alguma estrutura especifica de matriz.

A figura 5.4 mostra duas diferentes numeragoes representando ma-
trizes diferentes. A estrutura da matriz global é funcao direta da
numeragao global dos nés, como ja foi dito. Repare a diferenca da
banda da matriz global para as diferentes numeragoes na figura 5.4.
Existem diversos algoritmos para otimizar a numeracao dos nés, que
nao serao tratados aqui.
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Figura 5.4: Dois esquemas de numeracao de nds e suas respectivas matriz global.

A matriz DomNodeID para este problema é dada na tabela 5.1
A matriz A®) é montada na seguinte posicao:

X X X X

X X X X
A=

X X X X
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Tabela 5.1: DomNodelD

ilnode\iele | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1{1 2 3 5 6 7 9 10 11
2/5 6 7 9 10 11 13 14 15
3|16 7 8 10 11 12 14 15 16
412 3 4 6 7 8 10 11 12

onde Agsi — A66 ; Ag% — AGlO ; Ag% — A611 ; A§5z)1 — A67 s
Para calcular elementos da matriz elementar, precisamos calcular
as derivadas das funcoes base com relagao a = e y:

() _ 00; 0¢;  0¢; 0d;
Ay = /me) [m ox + dy Oy e

Mas, a funcao ¢(&,n) esta definida em termos de £ e 7, logo temos
que mudar de coordenadas e para isso vamos usar um mapeamento que
escreva x e y como fungdode en:  ex=z(&,n) e ey=y(&n).

Mapeamento Isoparamétrico

e

n -
-

3

Figura 5.5: Mapeamento isoparamétrico
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Requisitos para mapeamento isoparamétrico que é ilustrado na fi-
gura 9.95:

— Linhas de contorno do elemento sao mapeadas em linhas de con-
torno.

— Nos globais sao mapeados em nés locais.

Um exemplo de mapeamento muito utilizado é definido por:

4
i=1

note que :

11 = X1 ¢01(—1, 1) + Xo o (—1, —1) + X3 p3(—1, —1) + Xy ¢u(—1, 1) =
X % X% X%

le

e assim em diante...

A funcao interpolacao utilizada no mapeamento é a mesma fungao

interpolagao utilizada para aproximar a fungao T (elemento isopa-
ramétrico).

Uma vez conhecendo o mapeamento entre as coordenadas, pode-se

determinar : 00 e 8(]52-.
"0 Oy

Op; _ 0¢; Ox i 9¢; Oy

8£ 0z 06 Oy O¢’

06 _ 06,08 0010y

on  O0xon Oy on
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O sistema linear pode ser escrito vetorialmente:

0¢; or 0Oy 0p;

0 o6 O¢

aéi = 5% ag 9 1
8n an Oy

Jacobiano da Transformacao

sendo a transformacao inversivel, temos:

¢, 9, dy Oy
_1-1]| O o 1 an ¢
gxi =J a(gi onde J'= al gx _5
dy on " On  O¢
S (P oy
¢ A
Assim
09i _ 1 {@%_@aﬂ
Ox g—zg—z - g—gg—f] on 0 0€ On
09; 1 {_@ O¢; Ox a@}
Oy g—zg—z — g—gg—f] on 98 O dn |-

Para um mapeamento isoparamétrico temos que:

ox al 0¢; Ox al 0¢;
a—S—ZXia—€7 a—n—ZXian o

Assim a integral elementar AZ(;) pode ser reescrita em funcao das
variaveis locais:

©) 0¢; ¢, a¢i§?l
Al _/% Vo, - Vo, dxdy—/ / <&E S Gl ) 1 de an

1 1
(&) _ 9y 9¢ _@8@') (%% _ @%)
A //{<877 oc ocon)\anoe “acan )"
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C9n oc T O¢ o on 0 oc an )| 3]

Repare que a expressao para o calculo da matriz elementar contém
o determinante da matriz Jacobiana, |J|, no denominador, por isso é
importante que esse determinante nao seja muito pequeno, |J| - 0.
Se o elemento ficar muito distorcido isto pode acontecer e a precisao

+( 8—x8¢i+a—w¢i) (—@%Jr@a@)} ialfdn

do célculo de AE;) fica comprometida, como exemplificado na figura
5.6.

(X3rv3)

X,)Y.
(Xl,Yl) drl ( 2 z)

Figura 5.6: Elemento distorcido.

dA = |J|dédn = |drq||dra|sena

|drq||dra|sena
d€dn
Quando o — 0 ou « — 180 graus , |J| — 0. Deve-se monitorar

o valor de |J|. Se ficar negativo ou muito pequeno, os calculos devem
ser interrompidos e uma nova malha deve ser criada.

| =

Integragcao Numérica

Novamente o método escolhido para a integragao numérica é quadra-
NGPI NGPJ

1,1
tura Gaussiana: / / F(&,n)dédn = Z Z F(&,n;) wr wy.
-1/t igp=1 jgp=1
A localizagao dos pontos esta representada na figura 5.7 e os pontos
e pesos podem ser encontrados na Tabela 5.2.
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4 pontos de Gauss 9 pontos de Gauss

n
4 3 p=+1 4
@ @ ®
— @
¢
® ® ®
n=-1
E=-1 E=+1

Figura 5.7: Localizagao dos Pontos de Gauss.

5.3 Algoritmo para o Calculo da Matriz Elemen-
tar A(©

O célculo da matriz elementar representa a parte principal de um
codigo de elementos finitos. Nesta secao apresentamos um algoritmo
de cédlculo da matriz elementar do problema bidimensional discutido
neste capitulo.

Para facilitar a implementacao, vamos considerar a estrutura de
dados apresentada a seguir.

Os valores das coordenadas nodais do elemento sao armazenadas
em forma matricial, como

X1 Xo X35 Xy
i Yo Y3 Yy |”

Da mesma forma, os valores das fungoes base e suas derivadas sao
armazenadas da seguinte forma:

XY (i,5) =

Op1 Opy  Od3 Oy

zl o o o o
PHI(i) = | '? GradPHI(i, j) =
ﬁi Op1 0Py Ops Oy

on On On On
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Tabela 5.2: Pontos e pesos para quadratura Gaussiana

Elemento Num.pontos Pesos Coordenadas
INTEGRACAO w £ n
linear 2x2=4 1.0 x 1.0 -0.57735 -0.57735
1.0 x 1.0 +0.57735 -0.57735
1.0 x 1.0 -0.57735 +0.57735
1.0 x 1.0 +0.57735 +0.57735
quadratico 3x3=9 0.555 x 0.555 -0.77459 -0.77459
0.888 x 0.555 0.0 -0.77459
0.555 x 0.555 +0.77459 -0.77459
0.555 x 0.888 -0.77459 0.0
0.888 x 0.888 0.0 0.0
0.555 x 0.888 +0.77459 0.0
0.555 x 0.555 -0.77459 +0.77459
0.888 x 0.555 0.0 +0.77459
0.555 x 0.555 +0.77459 +0.77459

Observe que desta forma, a matriz Jacobiana da transformacao de
coordenadas pode ser facilmente calculada como

o dy O Dby Dby Oy X v

o6 0¢ oc o o ¢ X, v,
1= or oy | | o X T

dx oy 1 Opa Jg3 Oy Y v

on On on on on O v

JAC = GradPHI - XY7T

A matriz Jacobiana inversa J=! pode ser facilmente calculada a
partir dos elementos da matriz Jacobiana.

As derivadas das fungoes base em relagao as coordenadas globais
sao armazenadas em forma matricial como:

0p1 0Py 0O0¢3 Oy

or Ox Oxr Oz
GradPHIXY (7, j) =

Opr Opy Ops O

dy 0Oy 0Oy Oy
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Os valores podem ser calculados por um produto de matrizes:

0p1 Opy 0ds Oy 0p1 Opy 0d3 Oy
dr Ox Ox Ox 7 oc 0  0¢  0¢
Op1 Opa  Op3 Oy Op1  Ops  Op3 Oy
dy Oy 0Oy 0Oy on Odn On On

GradPHIXY = J . GradPHI

A matriz elementar pode ser calculada através do algoritmo apre-
sentado a seguir.
getelemA

%
% Calculo da matriz elementar
% Data: Marco de 2012
% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio
%
function [elemA] = getelemA(iele, DomNodeID, X, Y);
% Fung8o que cria a matriz elementar
elemA = zeros(4,4);
% Numero de pontos de Gauss
NGP=2;
% Peso para cada ponto de Gauss
WGP=[1.0, 1.0];
% Posig8o dos nimeros de Gauss
XGP = [ -0.57735, 0.57735];
% Valor elementar das coordenadas dos nos
for ilnode = 1:4
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
XY(1,ilnode) = X(ignode);
XY(2,ilnode) = Y(ignode);
end
% Loop nos pontos de Gauss
for igp = 1:NGP
XI = XGP(igp);
WI = WGP(igp);
for jgp = 1:NGP
NETA = XGP(jgp);
WJ =WGP(jgp);
W = WI*WJ;
[Phi,GradPhi] = basisfunc(XI,NETA);
[JACinv, detJ] = mapping(XY, GradPhi)
% calculando o GradPhi-xy
GradPhixy = JACinv*GradPhi;




7

for ilnode = 1:4
for jlnode =1:4
elemA(ilnode, jlnode) = elemA(ilnode,jlnode) + WxdetJ * ...
(GradPhixy(1,ilnode)*GradPhixy(1,jlnode) + ...
GradPhixy(2,ilnode)*GradPhixy (2, jlnode)) ;

end
end
end
end

%

5.4 Exercicios

1. Mostre que o mapeamento isoparamétrico satisfaz a condicao que
a imagem da linha n = 1 é mapeada no contorno do elemento en-
tre os nos 3 e 4.

2. Escreva a rotina basisfunc para elementos bilineares.

3. Escreva a rotina mapping indicada no algoritmo acima.

4. Escreva a expressao para os elementos da matriz elementar para
o seguinte problema bidimensional (considere coordenadas carte-
sianas).

v VT — VT =0 em
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Capitulo 6

Solucao da Equacao de
Navier-Stokes pelo Método
de Elementos Finitos

6.1 Formulagao Forte: Equacoes de Conservagao
de Massa e Quantidade de Movimento

O escoamento de fluidos é regido pelos principios de conservagao de
massa e de quantidade de movimento.

Para um escoamento em regime permanente (campos nao variam
no tempo), a equagao de conservacao de massa é dada pela equacao
(6.1.1):

V- (pu) =0, (6.1.1)

onde p é a massa especifica do fluido e u é o campo de velocidade. Se
consideramos o fluido incompressivel, isto é a sua massa especifica nao
varia com a pressao, a equacao ¢ simplificada e escrita como a equacao
(6.1.2):

V-u=0. (6.1.2)

A equagao de Navier-Stokes descreve a conservacao de quantidade

79
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de movimento para fluidos incompressiveis. Para um escoamento em
regime permanente, é dada pela equacao (6.1.3):

pu-Vu=V.T, (6.1.3)

onde T é o tensor das tensoes. Para um fluido Newtoniano, o tensor
das tensoes varia linearmente com a taxa de deformacgao do fluido

T = —pl + p[Vu + Vu'].

A equacao de Navier-Stokes é ndo-linear (termo u-Vu) e de segunda
ordem (termo V - (Vu)). Os campos de velocidade u e pressao p sao
obtidos pela solucao simultanea das equagoes 6.1.2 e 6.1.3.

Condigoes de contorno sao necessérias para a solugao do problema.
Como a equacao de Navier-Stokes ¢ de segunda ordem, condigoes de
contorno devem ser especificadas em todas as fronteiras do dominio.
Dois tipos de informagcoes podem ser especificadas ao longo da fron-
teira: velocidade ou forca agindo no contorno. A condicao de contorno
a ser utilizada em cada parte da fronteira depende da fisica do pro-
blema. Como ilustracao, a figura 6.1 apresenta o esquema de um es-
coamento através de uma contragao. A fronteira pode ser claramente
dividida em quatro partes:

1. Parede sélida: Ao longo de uma parede, considera-se as condi¢oes
de impermeabilidade e nao-deslizamento. Para o caso de uma
parede estacionaria, isto equivale a especificar uma velocidade
nula ao longo da fronteira 1.

u=20.

2. Linha de simetria: Nao ha fluxo através da linha de simetria,
fronteira 2, e a tensao cisalhante é nula:

n-u=v=0 ; t-(n-T)=0

3. Segao de entrada do escoamento: Esta nao é uma fronteira real do
escoamento, mas um contorno ficticio para limitar o dominio de
interesse. Normalmente, alguma hipotese é feita sobre o campo
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Figura 6.1: Dominio para problema de escoamento.

de velocidade, como por exemplo considerar, na fronteira 3, que o
escoamento é desenvolvido: a componente vertical da velocidade
é nula e a componente horizontal é uma funcao quadratica da
coordenada y:

u=(u=u(y),v=0).

4. Secao de saida do escoamento: Novamente, nao é uma fronteira
real do escoamento, mas um contorno ficticio definido para limitar
o dominio de interesse. A hipdtese mais utilizada é novamente
assumir que o plano encontra-se longe o suficiente da contragao
de forma que o escoamento esteja plenamente desenvolvido. As
condicoes de contorno normalmente impostas, na fronteira 4, sao:

H(VU):O ) P = P saida-

6.2 Formulagao Fraca: Método dos Residuos Pon-
derados

Para resolver o sistema de equacoes diferenciais parciais pelo método
dos residuos ponderados, temos que multiplicar o residuo da apro-
ximagcao de cada equacao por um funcao peso e forcar a integral ao
longo de todo o dominio €2 a ser nula.

Como a equagao de consevagao da quantidade de movimento (6.1.3)
¢ uma equacao vetorial, o residuo ponderado correspondente a esta
equacao sera calculado através do produto interno do residuo da apro-
ximagao com um fungao peso vetorial W. A equacao da continuidade
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é uma equacao escalar e desta forma, a funcao peso utilizada w é uma
funcao escalar, como as discutidas nos capitulos anteriores.

Rm:/[pu-vu—v-T]~WdQ:0; (6.2.4)
Rc:/ [V - u]w dQ = 0. (6.2.5)

6.2.1 Residuo Ponderado da Equacao de Quantidade de Mo-
vimento

O residuo ponderado da equacao de conservacao de quantidade de
movimento, equagao (6.2.4), serd desenvolvido termo a termo:

Rm:/Qp(u~Vu)~WdQ—/Q(V-T)-WdQ.

O termo V- T apresenta segunda derivadas da velocidade (varidvel
primitiva do problema). Vamos integrar por partes para transferir a
derivada para a funcao peso, conforme ja feito anteriormente, usando
a seguinte igualdade tensorial:

T:-VW=V-(T-W)—(V-T)- W

As operacoes envolvendo vetores e tensores podem ser encontradas em
[1]. Desta forma,

/Q(V~T)~Wd(2:—/QT:VW—l—/QV-(T~W)dQ.

Usando o teorema de Gauss podemos escrever:

/QV-(T-W) dQ:/Fn-(T-W) dr.

O residuo ponderado da equacao de conservacao de quantidade de
movimento é escrito em uma forma onde nao aparecem termos de
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segunda derivadas das fungoes base (usadas na expansao dos campos
desconhecidos) ou peso:

Rm:/ﬂp(u~Vu)-W+/QT:VW—/F(n~T)-WdF.

A funcao peso vetorial W pode ser escrita em termos de suas com-
ponentes: W = [W;,Ws] e cada termo do residuo da equacdo de
conservagao da quantidade de movimento escrito em termos de suas
componentes. No caso particular de sistema cartesiano, cada termo
do residuo ponderado é escrito como:

1) (u-Vu)-W =W, <ua—z+va—Z) + Wy (u@jtv@)

0 0 ox dy

2) T:VW = 8;::1 {—p—l—2u%} + 8;; {u(g—Z+g—;)} +
Tr Ty ’
oWy ou Ov oWy ov

7 G ) ey

3) (nT)W:fx Wl_l'.fy W2-

Cada componente da funcao peso vetorial pode ser escrita como
combinacgao linear de funcgoes base escalar 1);. Se cada componente
W1 e W, pertence a um espacgo vetorial de dimensao n, a fungao peso
vetorial W pertence a um espago de dimensao 2n que é gerado pela
seguinte base de fungoes:

_ | W
vl
———

Espago dim=2n
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g g

n fungoes n fungoes

Definindo o espaco das funcoes peso desta forma, as componentes
da equacao de conservagao podem ser desacopladas, pois para as pri-
meiras n fungoes base aparecem termos correspondentes a primeira
componente da velocidade, ja que W5 = 0 e para as tltimas n fungoes
base aparecem temos correspondentes a segunda componente da velo-
cidade, ja que para estas funcoes base Wy = 0.

Substituindo a expressao do tensor das tensoes para fluidos Newto-
nianos, T = —pl+ u[Vu+ VuT], as 2n equagoes algébricas associadas
a equacao de conservacao da quantidade de movimento sao escritas
como:

Rm_/Q p [u8$+vay:|+ % { p+2uax]+ (6.2.6)
N; ou  Ov\]| o
+ 3y ['u<_0y+_8x)_d9_/p Vi fpdl; i=1,--- n.

_ ov vl Oy ou O
R = [ ri i o+ 5 [ (G v )|+ 027
+0y {—p+2pa—y}d9—/rz/}ifydl"7 1 =1, , M.

6.2.2 Residuo Ponderado da Equacao de Conservagao de
Massa

O residuo ponderado da equagao de conservacao de massa (6.2.5) nao
apresenta nenhum termo com segunda derivadas dos campos de velo-
cidade e pressao. Desta forma, nao é necessaria nenhuma manipulagao
para remover estes termos.
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Rc:/[v-u] w dS) =0,
Q

onde w é uma funcao escalar que pertence ao espago de fungoes ge-
rado pelas seguintes fungoes peso: {1, ,(n}. As m equagdes
algébricas associadas & equacao da continuidade sao escritas como:

; Ou Ov o

6.2.3 Expansao dos Campos Desconhecidos

Os campos de velocidade e pressao devem ser escritos como uma ex-
pansao linear das funcoes base dos espagos de cada um dos campos,
bi € Xi

Os n residuos ponderados associados a cada componente da equagao
de conservagao de quantidade de movimento contém termos com deri-
vadas de velocidade e pressao. Para que estes termos tenham a mesma
precisao de discretizacao, as fungoes bases utilizadas para pressao nao
precisam ser da mesma ordem que as usadas para o campo de ve-
locidade. Quando os dois campos de variaveis pertencem a espacos
diferentes, diz-se que a Formulagao é Mista (Mized Finite Element).

> Uit
SORE
’ S Ve
=1

= 2 n incognitas;

m
p= Z P; x; = m incognitas.
i=1
As incégnitas do problema discretizado sao os coeficientes destas ex-
pansoes lineares, U; e V; (i =1,...,N)e P, (i=1,...,m). O ntimero
de incégnitas (2n + m) é igual ao nimero de equagoes algébricas.
Como o problema discreto nao contém derivadas da fungao base
do espago de pressao Y;, este espago pode ser de menor dimensao que
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L,
2N

R TR R L R R

z

J
4
7

Figura 6.2: Exemplo de formulagao instavel - malha truncada.

o espago usado para o campo de velocidade, m < N. Além disto, a
formulacao fraca permite que as fungoes y; sejam descontinuas. Ob-
serve que as fungoes usadas como base do campo de velocidade ¢; nao
podem ser descontinuas, ja que a formulacao apresenta termos do tipo

/ |V5|?, que desta forma deve ser integrével.

Nao é qualquer combinagao arbitraria de fungoes base ¢ls e xis
que leva a formulagoes com bom desempenho numérico. Uma escolha
errada de funcoes base pode levar a formulagoes instaveis.

Um exemplo simples que ilustra o tipo de problema que pode ocor-
rer com uma escolha errada de combinagao de espacgos é discutido a
seguir. Para facilitar a interpretacao geométrica, vamos analisar um
problema de elasticidade linear de materiais incompressiveis, onde u é
o campo de deslocamento e T o tensor das tensoes, funcao da pressao
e do gradiente de deformacao. A primeira equacao corresponde ao
equilibrio de forcas e a segunda a condicao de incompressibilidade.

V-T=0, V-u=0.

Vamos considerar a situacao de dois elementos triangulares, como
mostrado na figura 6.2 e funcoes base ¢; para o campo de desloca-
mento, linear n = 2, e x; para o campo de pressao, constante m = 1.

A formulacao fraca da condigdo de incompressibilidade é escrita
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CcOo1mo

/ (Vou) i d2=0 = VoudQ=0.
Q(e) ~~~ Qle)

cte

Pelo teorema de Gauss, a integral de area do divergente do campo
de deformacao é igual a integral ao longo da fronteira da deformacao
normal a superficie, isto é representa a variacao da area de cada ele-
mento.

A incompressibilidade do material com y; constante leva a uma
condicao de &area constante em todos os elementos. Desta forma,
quando esta condicao de area constante é aplicada ao elemento tri-
angular I da figura, o produto da base pela altura do elemento nao
pode variar, logo o n6 A sé pode deslocar-se na vertical. Aplicando o
mesmo raciocinio para o elemento IT da figura, chega-se a conclusao
que o n6 A sé pode se deslocar na direcao horizontal. A escolha de
funcao constante para o campo de pressao em um elemento triangular
leva a uma deformacao nula do ponto A nao relacionada a fisica do
problema, apenas a uma instabilidade numérica da formulacao dis-
creta.

A figura 6.3, adaptada do livro de Gresho e Sani, mostra as di-
ferentes combinacoes de fungdes bases mais usadas para elementos
quadrangulares e triangulares.

6.2.4 Elemento Biquadratico (velocidade) e Linear Descon-
tinuo (pressao)

No programa apresentado ao final deste capitulo, vamos adotar como
exemplo elementos quadrangulares com fungoes biquadraticas para a
velocidade e linear descontinua para pressao. A figura 6.4 mostra uma
representacao esquematica do elemento escolhido com 9 nés e a nu-
meragao local dos nés adotada aqui. Neste elemento, cada componente
da velocidade possui 9 graus de liberdade e o campo de pressao € re-
presentado por 3 graus de liberdade. Cada elemento possui 21 graus
de liberdade.

Dentro de cada elemento, os campos de velocidade e pressao sao
escritos como:
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Elementos triangulares Elementos quadrangulares
Py, /P;
/e
* ¥ Q2/P—4
[ ]
Po/Pr X
0 P, Fungdo continua, polinémio completo
de grau m por partes.
P,/P; +P,
O Fungdo descontinua, polinémio completo
O P
de grau n por partes.
0 Fungdo continua, polinémio completo
@ Graude liberdade de velocidade m

de grau m em cada diregdo por partes.

O Graude liberdade de velocidade e pressdo (continua)

¥ Grau de liberdade de press3o (descontinua)

Figura 6.3: Elementos triangulares e quadrangulares mais utilizados na literatura.

9 9 3
u = Z Udi Z Vioi 3 p= Z P x;. (6-2-9)
i=1 i=1 i=1

As fungoes base biquadraticas ¢; utilizadas para expandir o campo
de velocidade serao Lagrangeanas, isto é:

$i(X;) = 9,
cada funcao base é igual a 1 n6 associado a funcao e nula nos demais.
Cada coeficiente U; e V; representa o valor da velocidade u e v no né j.
Em termos das coordenadas locais, as fungoes base para a velocidade
sao:

(€ —Dnn—1)
4 )

EE+1D)nn+1

ol m) = EFDIIED ey =

e = LEMIZL e

ool = LEFIM ),

§€—1n(n+1)

¢1 (5) 77) =

7

?

4
S+ -7
2
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8 9 c 6
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1 5 2

Figura 6.4: Elemento biquadratico de 9 nds.

orteon) = LZEIIED g ey = SEZVA ),

Go(&,m) = (1 =€) (1 —n?).

A figura 6.5 ilustra a forma de algumas destas funcoes base.

As funcoes base utilizadas para expandir o campo de pressao nao
sao Lagrangeanas. Para este elemento, elas sao escolhidas de forma
que o primeiro grau de liberdade de pressao P; represente o valor da
pressao no centro do elemento; o segundo grau de liberdade P, a
derivada da pressao na direcao 7; e o terceiro grau de liberdade P, a
derivada da pressao na direcao £. Para isto, a variagao da pressao em
cada elemento deve ser escrita como:

p= P, + P, n+ P; £, consequentemente, as funcao base 1); sao:

1/}1(5777) =1 ) 1?2(5777) =n ¢ 1/}3(£77]) = é-

Nos capitulos anteriores, a numeracao dos graus de liberdade dos
elementos se confundia com a prépria numeragao dos nés. O pro-
cesso de montagem da matriz global era feito utilizando a relacao en-
tre a numeragao elementar e global dos nés, armazenada na varidvel
DomNodelID.

Como agora estamos resolvendo um sistema de equagoes diferenci-
ais parciais para os campos de velocidade (campo vetorial) e pressao



90

S\ SR
CS S SA0E TS SIN N
g “‘::“3&“ RN

s
0 :‘ \:‘ R AN
O ST S ST TTIINAR
SIS K
Y RS
: Yl s
0
il e
‘wz/y,y,l;/,,;l,’,‘ %
N

Figura 6.5: Exemplo de fungoes base biquadraticas: ¢1, ¢3, ¢4 € ¢g.
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Tabela 6.1: Grau de liberdade

# grau de liberdade

1 Uy
2 U,
8 Us
9 Uy
10 \%1
11 Vs
17 Vs
18 Vo
19 P
20 Py
21 Ps

(escalar), o nimero de graus de liberdade de cada elemento é maior
do que o nimero de nés do elemento. O elemento que estamos traba-
lhando possui 9 nés e 21 graus de liberdade. Sao eles: Uy, ..., Uy; V1, ...,
Vy; P1, Py, P3. A montagem da matriz global nao pode ser feita através
da relagao entre as numeracoes dos nos, mas sim através de uma nova
tabela que relacione a numeracgao elementar e global dos graus de liber-
dade do problema. Esta relacao serda armazenada na variavel AssMtrx:

AssMtrx(ildof,iele) = numero global do grau de liberdade local
ildof do elemento iele.

A numeracao dos graus de liberdade elementar é totalmente ar-
bitraria. A numeragao local adotada no exemplo aqui apresentado é
mostrada na tabela 6.1 e esquematizada no elemento da figura 6.6.
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U, U, U,
v, v, Vv,
4 7 3

U,
U b U
g Py e 7 s
Vs P, Vi
Py
Tl ® USI J u
V, Vs v,

Figura 6.6: Numeracao local dos graus de liberdade.

A apresentacao do processo de montagem da matriz e vetor glo-
bal sera feita através de um exemplo simples de uma malha com 4
elementos quadrangulares (com 25 nds), mostrada na figura 6.7. A
figura também apresenta a numeracao global dos nés e dos graus de
liberdade. A matriz DomNodeID que relaciona a numeracao dos nés é
apresentada na tabela 6.2.
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Tabela 6.2: DomNodelD

ilnode \iele | 1 2 3 4
111 4 2 3
212 3 16 17
313 10 17 22
414 11 3 10
5165 7 18 20
66 12 19 23
7|7 13 20 24
818 14 6 12
919 15 21 25

Elementos

Graus de Liberdade

2 4 23 25 22

29 31 28 5

27 55
24
26 33@ 5
30
1 3 32 34, 35,36 60,61, 62

Figura 6.7: Exemplo apresentando a numeracao de elementos, nés e graus de
liberdade.

A matriz AssMtrx que relaciona a numeragao dos graus de liberdade
¢ apresentada na tabela 6.3.

Como ja mencionado, o processo de montagem é feito utilizando
esta ultima matriz. O algoritmo esquemaético para o calculo da matriz
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Tabela 6.3: AssMtrx

ildof\iele | 1 2 3 4
1] 1 4 2 3
2| 2 3 37 38
313 22 38 52
414 23 3 22
5| 5 7 39 41
6| 6 24 40 53
T 7T 25 41 54
81 8 26 6 24
91 9 27 42 55

1010 13 11 12
11 |11 12 43 44
12 |12 28 44 56
13113 29 12 28
14|14 16 45 47
15|15 30 46 57
16 | 16 31 47 58
1717 32 15 30
18118 33 48 59
19119 34 49 60
20120 35 50 61
21121 36 51 62
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global é apresentado a seguir.

for iele = 1:NELE % NELE — # de elementos
[Aelem,felem] = getelem(iele, ...)
for ildof = 1:NLOCALDoF % NLOCALDoF — # de graus de liberdade local
igdof = AssMtrx(ildof,iele) % igdof — # global do gdl ildof
for jldof = 1, NLOCALDoF
jgdof = AssMtrx(jldof,iele)
A(igdof, jgdof) = A(igdof,jgdof) + Aelem(ildof,jldof)
end
end
end

Substituindo as expansoes dos campos de velocidade e pressao,
(6.2.9), nas equagoes (6.2.6), (6.2.7) e (6.2.8) dos residuos pondera-
dos, obtém-se um sistema de 2n + m equagoes algébricas nao lineares.
As nao linearidades vém dos termos convectivos da equacao de Navier-
Stokes.

A préxima secao apresenta a solucao deste sistema nao linear pelo
método de Newton.

6.3 Solucao pelo Método de Newton

Vamos apresentar um codigo no qual o sistema de equacgoes algébricas
nao linear resultante do processo de discretizacao sera resolvido pelo
método de Newton. O sistema de equacoes pode ser representado
como:

R(c) =0,

onde ¢ = [Uy, ..., Up; Vi, .o, Vs Pr,y ooy P]T 6 0 vetor de incégnitas do
problema e R é o vetor contendo os residuos ponderados. No método
de Newton, a solugao é obtida pelo seguinte processo iterativo:
C =Cy
while ||R(c)| > ¢
JAc=-R
c=c+ Ac
end
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onde a matriz Jacobiana,J, representa a sensibilidade de cada equa-
OR;
8Cj )

O vetor residuo elementar sera um vetor com 21 componentes, se-
guindo a numeracao local dos graus de liberdade apresentada anteri-
ormente. A expressao dos elementos deste vetor é apresentada a seguir:

cao em relagao a cada incognita: J;; =

Residuo ponderado de R! :

i du u oY, du
me_/g Fe v {“ax ”aJ e [ p”"a@l *

o, ou  Ov
— + — )| d.
"oy [M <3y i (956)]
Residuo ponderado de R;,,:

i ov ov oY; ou Ov
By _/Q fie ¢ {uﬁx +Uay} * or {M <8y + 8x)] +
o, 0

v

+

Resfduo ponderado de R::

, ou Ou
= — + — - dS).
B /Q (8$ * 8x) xi d

Como discutido no capitulo anterior, mapeamento isoparamétrico
é usado para transformar as coordenadas global x,y em coordenadas
local &, n, de forma que as integrais ao longo do elemento sejam escritas
como:

/ Pz, y) dudy = /_ F(¢.n) |3) dedy.
Q Q
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As integrais sao calculadas usando o método de integragao de Qua-
dratura Gaussiana:

/ﬁ F(&n) dgdn =" F(&igp njgn) WigpWigp.

igp  jgp

De forma andaloga, a matriz Jacobiana elementar serd uma matriz
21 x 21 com a seguinte estrutura de blocos:

T ORL.  OR,  OR.,
U, v, P,

OR, ORI OR
ou, oV,  op

OR.  OR.  OR
ou;, v, oP,

As primeiras 9 linhas da matriz Jacobiana elementar correspondem
aos 9 residuos da componente x da equagao de Navier-Stokes; as 9
linhas seguintes, aos 9 residuos da componente y; e as 3 ultimas linhas,
aos 3 residuos da equacao de continuidade. Da mesma forma, as 9
primeiras colunas estao associadas aos coeficientes U;; as 9 seguintes,
aos coeficientes Vj; e as 3 tultimas colunas, aos 3 coeficientes P;.

A expressao de cada cada bloco desta estrutura é apresentada a
seguir:

Jacobiano de R! :
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[
Jacobiano de Ri, :
a;éjy :/Qe {p@bz- 9 % + %ﬁi %} do;
+u %‘i" %+ 2 %ﬁi %’} dQ,;

Jacobiano de R.:
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(0.3;1.0) o ® (1.3;1.0)

=

(0.0;0.0) (1.0;0.0)

Figura 6.8: Cavidade com tampa mével.

OR: / 09, 995 . dq,.

o,
OR! 06,

c _ Q.-
an QE ay XZ d €y
OR. _
oP; 0

6.4 Exemplo de Implementacao do Cédigo

O problema do escoamento em uma cavidade inclinada com tampa
movel, figura (6.8), serd usado como exemplo para apresentacao do
cédigo. Todos as fronteiras do dominio sao paredes onde a velocidade
é prescrita.

Nesta se¢ao discutimos alguns detalhes da estrutura de dados usada
e da implementagao do cédigo em ambiente MatLab. Os codigos apre-
sentados nao foram escritos buscando uma maior eficiéncia compu-
tacional, mas sim a clareza dos conceitos apresentados e discutidos
ao longo desse trabalho. Desta forma, varias operagoes poderiam ser
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| Main l——{ Nodelndex |

grauliberdade

Figura 6.9: Estrutura do codigo apresentado.

realizadas de forma muito mais eficiente utilizando recursos computa-
cionais especificos do MatLab.

O cédigo apresentado como exemplo segue a estrutura apresentada
na figura 6.9. O script Main, apresentado a seguir, é divido em 3
partes:

1. Pré-processamento: Consiste na definicao dos parametros do pro-
blema (propriedades, geometria, dados do escoamento e malha),
determinacao da relacao entre as numeracoes elementar e glo-
bal dos nés (fungdo NodeIndex) e graus de liberdade (fungao
dofdrive) e cdlculo das coordenadas nodais (fun¢ao mesh).

2. Solugao: Solugao do problema nao linear pelo método de Newton
(funcao Newton).

3. Pés-processamento: Construcao do gréafico vetorial com o campo
de velocidade (funcao graph)

Main

o7

0

% Codigo Baseado no MEF para solucao de escoamentos incompressiveis
% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio

clear; clc;

%
% PREPROCESSAMENTO
% Entrada de Dados
%  Propriedades
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ro = 10; mi = 1;

% Condicoes do escoamento Vel = 1;

%  Geometria

L=1; H=1;

%  Malha

NEX = 10; NEY = 10;

% Calculo do numero de elementos e nos

NELE = NEX * NEY; NODES = (2*NEX+1) * (2«NEY+1);

% Relacao da numeracao local e global dos nos

[DomNodeID] = NodeIndex(NELE,NEX,NEY);

% Calculo das coordenadas dos pontos nodais

[X,Y] = mesh(L, H, NEX, NEY, DomNodeID);

% Relacao da numeracao local e global dos graus de liberdade
[NDoF, ASSMtrx] = dofdrive(NELE, NODES, DomNodeID);

o7,
o

% RESOLUCAO DO PROBLEMA

% Solucao pelo metodo de Newton

[C] = Newton(NELE, NDoF, NEX, NEY, ASSMtrx, DomNodeID, X, Y, ro, mi, Vel);
o7,

0

% POSPRECESSAMENTO

graph(NELE, DomNodeID, ASSMtrx, X, Y, C);
%

As funcoes relacionadas com o pré-processamento sao apresentadas
a seguir. Considerou-se uma malha regular. Os elementos foram nu-
merados de baixo para cima, da esquerda para direita. Os nods e graus
de liberdade foram numerados seguindo a sequéncia dos elementos.
NodeIndex

07

0

% Calculo da matriz que relaciona a numeracao elementar e global
% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio

o7

0
function [DomNodeID] = DomNodeID(NELE,NEX,NEY);
DomNodeID = zeros(9,NELE);
NodeCount = 1;
for iele = 1:NELE
iWestEle = 0;
iSouthEle = 0;
% find West element neighbour
if (iele > NEY)
iWestEle = iele - NEY;
end
% find South element neighbour
iSouth = mod(iele-1,NEY);
if (iSouth == 0)
iSouthEle = 0;
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else
iSouthEle = iele-1;
end
% Set DomNodeID for nodes 1,4,8 if element has West Neighbour
if (iWestEle = 0)
DomNodeID(1,iele) = DomNodeID(2,iWestEle);
DomNodeID(4,iele) = DomNodeID(3,iWestEle);
DomNodeID(8,iele) DomNodeID(6,iWestEle);
end
% Set DomNodeID for nodes 1,5,2 if element has South Neighbour
if (iSouthEle = 0)
DomNodeID(1,iele) = DomNodeID(4,iSouthEle);
DomNodeID(2,iele) DomNodeID(3,iSouthEle);
DomNodeID(5,iele) DomNodeID(7,iSouthEle);
end
for ilnode = 1:9
if (DomNodeID(ilnode,iele) == 0)
DomNodeID(ilnode,iele) = NodeCount;
NodeCount = NodeCount + 1;
end
end

end

0

mesh

07

0
% Calculo das coordenadas nodais
% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio
o7

function[X,Y] = mesh(L, H, NEX, NEY, DomNodelD);
tanALFA=1/0.3; DX=L/NEX; DY=H/NEY; for ix=1:NEX
for jy=1:NEY
iele=(ix-1)*NEY+jy;
xloc(1)=(ix-1)*DX+(jy-1)*DY/(tanALFA) ;
xloc(2)=xloc(1)+DX;
xloc(3)=xloc(2)+DY/(tanALFA) ;
xloc(4)=xloc(1)+DY/(tanALFA) ;
xloc(5)=(xloc(1)+xloc(2))/2;
xloc(6)=(xloc(2)+x1loc(3))/2;
xloc(7)=(xloc(3)+xloc(4))/2;
xloc(8)=(xloc(1)+xloc(4))/2;
xloc(9)=(xloc(6)+x1loc(8))/2;
yloc(1)=(jy-1)*DY;
yloc(2)=yloc(1);
yloc(3)=yloc(2)+DY;
yloc(4)=yloc(3);
yloc(8)=yloc(1);
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yloc(6)=yloc(2)+DY/2;

yloc(7)=yloc(3);

yloc(8)=yloc(6);

yloc(9)=yloc(6);

for ilnode=1:9
ignode=DomNodeID(ilnode,iele);
X(ignode)=xloc(ilnode) ;
Y(ignode)=yloc(ilnode) ;

end

end
end

%

dofdrive

07

0

% Calculo da matriz de graus de liberdade
% Data: Marco de 2012
% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio
%
function [NDoF, ASSMtrx] = dofdrive(NELE, NODES, DomNodeID);
ASSMtrx = zeros(21,NELE); GlobalDoFID = zeros(5,NODES);
% Definition of the array GlobalDoFID(ldof,ignode)
igdofcount = 1;
for iele = 1:NELE
nadd = 0;
icount = igdofcount;
ildofcount = 0;
for ilnode 1:9
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
if ( GlobalDoFID(1,ignode) == 0 )
nadd = nadd + 1;

end
end
for ilnode 1:9
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
if ( GlobalDoFID(1,ignode) == 0 )
GlobalDoFID(1,ignode) = icount;
GlobalDoFID(2,ignode) = icount+nadd;
icount = icount + 1;
ildofcount = ildofcount + 2;

end
end
ignode = DomNodeID(9,iele);
GlobalDoFID(3,ignode) = GlobalDoFID(2,ignode) + 1;
GlobalDoFID(4,ignode) = GlobalDoFID(3,ignode) + 1;
GlobalDoFID(5,ignode) = GlobalDoFID(4,ignode) + 1;
ildofcount = ildofcount + 3;
igdofcount = igdofcount + ildofcount;
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end
NDoF = igdofcount - 1;
% Definition of Assembly Matrix
for iele = 1:NELE
ildof = 0;
for ilnode = 1:9
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
ildof = ildof + 1;
ASSMtrx(ildof,iele) = GlobalDoFID(1,ignode);
end
for ilnode = 1:9
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
ildof = ildof + 1;
ASSMtrx(ildof,iele) = GlobalDoFID(2,ignode) ;
end
ignode = DomNodeID(9,iele);
ildof = ildof + 1;
ASSMtrx(ildof,iele) = GlobalDoFID(3,ignode) ;
ildof = ildof + 1;
ASSMtrx(ildof,iele) = GlobalDoFID(4,ignode);
ildof = ildof + 1;
ASSMtrx(ildof,iele) = GlobalDoFID(5,ignode) ;
end

A funcao Newton realiza o processo iterativo para o calculo da
solugao do problema baseado no método de Newton. O vetor solucao
C contém os coeficientes das expansoes em funcoes bases dos campos
de velocidade e pressao. O método requer o calculo do vetor global
de residuos ponderados (fungdo formRv) e matriz Jacobiana global
(funcao formJ). O sistema linear a cada passo de Newton foi resolvido
por decomposicao LU, como indicado na funcao, apresentada a seguir.
Newton

07

0

% Metodo de Newton para solucao de sistema nao linear

% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio

%

function [C] = Newton(NELE, NDoF, NEX, NEY, ASSMtrx, DomNodeID, X,
Y, ro, mi, Vel)

E = 0.0001; itermax = 10;

[iuldof,ivldof,ipldof] = grauliberdade;

C = zeros(NDoF,1);

DC = zeros(NDoF,1);

% Calculo do vetor residuo global
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[Rv] = formRv(NELE, NDoF, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx, ...,
iuldof,ivldof,ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
rvnorm = norm(Rv);
iter = 0;
iter rvnorm
itervec(1) = 1; rvnormvec(l) = rvnorm;
while ( (rvnorm > E) & (iter < itermax) )
iter = iter + 1;
% Calculo da matriz jacobiana global
[J] = formJ(NELE, NDoF, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof,ivldof,ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
b=-Rv;
[LSP,USP]=1u(J);
YLU = LSP \ b;
DC = USP \ YLU;
C =DC + C;
% Calculo do vetor residuo global
[Rv] = formRv(NELE, NDoF, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof,ivldof,ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
rvnorm = norm(Rv);
iiter
rvnorm
itervec(iter+1l) = iter+1;
rvnormvec (iter+1) = rvnorm;
end
if (norm(Rv) > E)
display(’Did not converge ’);
stop;
end

%

A funcao formRv realiza a montagem do vetor residuo ponderado
global a partir dos vetores residuos elementares (varidvel elemRv).
O célculo dos vetores elementares é feito na funcao getelemRv e o
processo de montagem utiliza a matriz ASSMtrx que relaciona a nu-
meragao elementar e global dos graus de liberdade.
formRv

07

0

% Calculo do vetor residuo global

% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio
o7

0

function [Rv] = formRv(NELE, NDoF, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof,ivldof,ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);

NdoFele = 21;

Rv = zeros(NDoF,1);
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for iele= 1:NELE
[elemRv] = getelemRv(iele, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof, ivldof, ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
for ildof = 1:NdoFele
igdof = ASSMtrx(ildof,iele);
Rv(igdof) = Rv(igdof) + elemRv(ildof);
end
end
o7,

0

O calculo dos vetores e matrizes elementares representam a parte
central do cédigo.

Os valores das coordenadas dos nés do elemento e dos valores dos
graus de liberdade de velocidade (valores nodais) e pressao sao obti-
dos a partir dos vetores com as coordenadas nodais global e do vetor
solugao C. Estes valores sao armazenados nas seguintes variaveis:

XY (i, J) Xi .. X
1=1,2. XY = ,
j=1,...,0. € Yo
velocity(i, 7)
1=1,2. velocity = { Uy Uy } ,
j=1,...,0. Y Vs
: Py
pressure(z) pressure = | P,
1=1,2,3.
Py

As integrais sao calculadas pelo método da quadratura Gaussiana.
Desta forma, os loops mais externos incluem o calculo do valor das
velocidade u e v, de suas derivadas em relagao a x e y e da pressao
p nos pontos de Gauss. Para tal, é necessario calcular o valor das
fungoes base e duas derivadas no ponto de Gauss (XI,NETA). A funcao
basifunc retorna um vetor contendo o valor das 9 funcoes bases de
velocidade Phi, uma matriz contendo as suas derivadas em relagao as
coordenadas elementares GradPhi e um vetor contendo o valor das 3
fungoes base de pressao Psi, no ponto de Gauss. A estrutura destes
vetores e matriz é mostrada a seguir:
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o
O¢1  O¢9
GradPHI(4, 7) oc T o€
1=1,2. GradPHI = ,
i=1,...,9. ¢, 0y
o on

PSI(i) |
i=123 SI=1x
X3

As velocidades u e v e pressao p no ponto de Gauss sao calcula-
das através da expansao destes campos usando as respectivas funcoes
bases:

9 9
W(igps Migp) = Z Uii(&igp: Migp) (&igps Migp) = Z Vidi(Eigps Migp)
i=1 i=1

3
P(&igp: Migp) = Z Pixi(&igp: Migp)-
i=1

Na funcao apresentada abaixo, estes somatorios sao conveniente-
mente calculados através de uma multiplicagdo de matrizes (vetores):

o)

U Uu, ... U )
o[- [ 8]
P9

X1
Pre=[Pre] = [P P P3| | x2



108

O calculo dos termos relacionados ao gradiente de velocidade também
é feito através de multiplicacao de matrizes:

du v 991 0¢1
or or or Oy
dUV = = [‘If gg} : :
gy Oy ox Oy

As derivadas das fungoes bases em relacao as coordenadas globais x
e y sao calculadas, como discutido no capitulo anterior, usando o Jaco-
biano da transformagcao do mapeamento isoparamétrico (varidvel JAC
na fungao apresentada a seguir). Estes calculos também sao realizados
através de multiplicacao de matrizes:

00w [om am [N
o o€ o 0K
JAC = — o S
on  On op  On | Xy Y |
ox o ox 03 o o3
GradPhixy = = J L
o e o o e o

Apébs o célculo do residuo elementar, a fungao teste se o elemento
sendo calculado esta na fronteira do dominio. Neste problema sim-
ples, com a utilizacao de uma malha regular, é muito simples saber
se um elemento esta na fronteira ou nao. A numeracao dos elementos
adotada neste exemplo seguiu uma ordem da esquerda para direita,
e de baixo para cima. Desta forma, o elemento 1 esta localizado no
canto inferior do dominio. Uma simples operacao com o numero do
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elemento permite verificar se ele pertence a uma determinada fronteira
ou Nao:

Elemento € fronteira Oeste <= iele < NEY .

Elemento € fronteira Leste <= NELE — NEY < jele < NELE.

Elemento € fronteira Norte <= mod(iele, NEY) = 0 (mod = resto
da divisao por NEY).

Elemento € fronteira Sul <= mod(iele, NEY') = 1.

Os residuos ponderados associados aos nés ao longo da fronteira
sao descartados e o valor da velocidade é imposta de forma essencial.
A equacao algébrica associada ao grau de liberdade passa a ser:

7 )
Rmz = UZ — Uparede e Rmy = V; - Vparede-

O tltimo aspecto a ser apresentado da funcao getelemRv é o esta-
belecimento do nivel de pressao do escoamento. Observe que o campo
de pressao que satisfaz a equacao de Navier-Stokes esta determinado
a menos de uma constante. Desta forma, um nivel de pressao do es-
coamento deve ser especificado através de uma condi¢ao de contorno
ou arbitrariamente. Neste problema, todos os contornos sao pare-
des, onde o valor da velocidade é imposto de forma essencial. Desta
forma, devemos estabelecer um nivel de pressao arbitrario, no caso a
pressao do elemento 1 foi fixada igual a 0. Como na especificagao de
uma condicao de contorno essencial, o residuo ponderado associado ao
primeiro grau de liberdade de pressao do elemento 1 é descartado e
substituido por:

R =P —0.

getelemRv

%

% Calculo do vetor residuo elementar

% Data: Marco de 2012

% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio

%

function [elemRv] = getelemRv(iele, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof, ivldof, ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);

% inicializacao

elemRV = zeros(21,1);

% Numero de pontos de Gauss

NGP=3;

% Peso para cada ponto de Gauss
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WGP=[0.555,0.888,0.555] ;
% Posigdo dos numeros de Gauss
XGP = [ -0.7745966, 0.0, 0.7745966];
% Matriz auxiliar para localizar nos nas fronteiras
iaux = [1 2 4 1;5 6 7 8;2 3 3 4];
% Valor elementar das coordenadas dos nos, velocidade e pressao
for ilnode = 1:9
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
XY(1,ilnode) = X(ignode);
XY(2,ilnode) = Y(ignode);
end
for ilnode=1:9
velocity(1,ilnode) C(ASSMtrx(ilnode,iele));
velocity(2,ilnode) = C(ASSMtrx(ilnode+9,iele));
end
for ipress = 1:3
pressure(ipress) = C(ASSMtrx(18+ipress,iele));
end
% Loop nos pontos de Gauss
for igp = 1:NGP
XI = XGP(igp);
WI = WGP(igp);
for jgp = 1:NGP
NETA = XGP(jgp);
WJ =WGP(jgp);
W o= WI*WJ;
[Phi,GradPhi,Psi]= basifunc (XI,NETA);
% calculando a jacobiana da mudanga de varidveis:
JAC = GradPhi * XY’;
% JACinv = inversa da Jacobiana.
JACinv = inv(JAC);
% JACdet = determinante da Jacobiana.
JACdet = det(JAC);
% calculando o GradPhixy
GradPhixy = JACinv*GradPhi;
% Calcular u,v (velocides) e pre(press&o)
UV = velocity* Phi;
Pre = pressurex Psi;
% Derivada da velo em relagdo a xy
dUV = velocity * GradPhixy’;
for ilnode = 1:9
iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof (ilnode);
elemRv(iu) = elemRv(iu) + WxJACdet *(ro* Phi(ilnode)*...
(UV(1)*dUV(1,1) + UV(2)*dUV(1,2))+ GradPhixy(1,ilnode)x*...
( 2*mi*dUV(1,1) - Pre ) + GradPhixy(2,ilnode)*(dUV(1,2) + dUV(2,1)));
elemRv(iv) = elemRv(iv) + WxJACdet *(ro* Phi(ilnode)*..
(UV(1)*dUV(2,1) + UV(2)*dUV(2,2))+ GradPhixy(2,ilnode)*..
( 2*mi*dUV(2,2) - Pre ) + GradPhixy(1,ilnode)*(dUV(1,2) + dUV(2 1))

end

for ipress=1:3
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ip = ipldof(ipress);
elemRv(ip) = elemRv(ip)+ Wx JACdet*(dUV(1,1)+dUV(2,2))*Psi(ipress);
end
end
end
% Condicoes de contorno
if (mod(iele,NEY) == 0)
for isidenode = 1:3
ilnode = iaux(isidenode,3);
iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof(ilnode);
elemRv(iu) = ( velocity(l,ilnode) - Vel);
elemRv(iv) = ( velocity(2,ilnode) - 0.0);
end
end
if (iele <= NEY)
for isidenode = 1:3
ilnode = iaux(isidenode,4);
iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof(ilnode);
elemRv(iu) = ( velocity(l,ilnode) - 0.0);
elemRv(iv) = ( velocity(2,ilnode) - 0.0);
end
end
if (mod(iele,NEY) == 1)
for isidenode = 1:3
ilnode = iaux(isidenode,1);
iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof(ilnode);
elemRv(iu) = ( velocity(l,ilnode) - 0.0);
elemRv(iv) = ( velocity(2,ilnode) - 0.0);
end
end
if (iele > (NEX-1)=*NEY)
for isidenode = 1:3
ilnode = iaux(isidenode,?2);
iu = juldof(ilnode);
iv = ivldof (ilnode);
elemRv(iu) = ( velocity(l,ilnode) - 0.0);
elemRv(iv) = ( velocity(2,ilnode) - 0.0);
end
end
% Fixando o nivel de pressao
if (diele == 1)
elemRv(19) = (pressure(1l) - 0.0);
end

%
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O processo de montagem da matriz Jacobiana global e o calculo das
matrizes elementares é semelhante a montagem e célculo dos vetores
residuos ponderados. As fungoes FormJ e getelemJ realizam estas
etapas.

FormJ

07

0

% Calculo da matriz jacobiana global
% Data: Marco de 2012
% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio
%
function [J] = formJ(NELE, NDoF, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof,ivldof,ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
NdoFele = 21;
NDIM = NdoFele * NELE;
Jval = zeros(NDIM,1); irow = zeros(NDIM,1); jcol = zeros(NDIM,1);
icont = 1;
for iele= 1:NELE
[elemJ] = getelemJ(iele, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof, ivldof, ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
for ildof = 1:NdoFele
igdof = ASSMtrx(ildof,iele);
for jldof = 1:NdoFele
jgdof = ASSMtrx(jldof,iele);
irow(icont) = igdof;
jcol(icont) = jgdof;
Jval(icont) = elemJ(ildof,jldof);
icont = icont+1;

end
end
end
J = sparse(irow, jcol,Jval,NDoF,NDoF) ;
spy (J)
%

getelemJ

07

0
% Calculo da matriz jacobiana elementar
% Data: Marco de 2012
% Autores: Marcio Carvalho e Juliana Valerio
o7,
0
function [elemJ] = getelemJ(iele, NEX, NEY, DomNodeID, ASSMtrx,
iuldof, ivldof, ipldof, X, Y, ro, mi, Vel, C);
% Fung8o que cria a matriz elementar
elemJ = zeros(21,21);
% Numero de pontos de Gauss
NGP=3;
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% Peso para cada ponto de Gauss
WGP=[0.555,0.888,0.555] ;
% Posig8o dos nimeros de Gauss
XGP = [ -0.7745966, 0.0, 0.7745966];
% Matriz auxiliar para localizar nos nos lados
iaux = [1 2 4 1;5 6 7 8;2 3 3 4];
% Valor elementar das coordenadas dos nos, velocidade e pressao
for ilnode = 1:9
ignode = DomNodeID(ilnode,iele);
XY(1,ilnode) = X(ignode);
XY(2,ilnode) = Y(ignode);
end
for ilnode=1:9
velocity(1,ilnode) C(ASSMtrx(ilnode,iele));
velocity(2,ilnode) = C(ASSMtrx(ilnode+9,iele));
end
for ipress = 1:3
pressure(ipress) = C(ASSMtrx(18+ipress,iele));
end
% Loop nos pontos de Gauss
for igp = 1:NGP
XI = XGP(igp);
WI = WGP(igp);
for jgp = 1:NGP
NETA = XGP(jgp);
WJ =WGP(jgp);
W = WI*WJ;
[Phi,GradPhi,Psi]= basifunc (XI,NETA);
% calculando a jacobiana da mudanga de varidveis:
JAC = GradPhi * XY’;
% JACinv = inversa da Jacobiana.
JACinv = inv(JAC);
% JACdet = determinante da Jacobiana.
JACdet = det(JAC);
% calculando o GradPhi-xy
GradPhixy = JACinv*GradPhi;
% Calcular u,v (velocides) e pre(press&o)
UV = velocity* Phi;
Pre = pressurex Psi;
% Derivada da velo em relagdo a xy
dUV = velocity * GradPhixy’;
for ilnode = 1:9
iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof (ilnode);
for jlnode =1:9
ju = iuldof (jlnode);
jv = ivldof (jlnode);
elemJ(iu,ju) = elemJ(iu,ju) + WxJACdet *(ro* Phi(ilnode)x*...
(Phi(jlnode)*dUV(1,1) + UV(1)*GradPhixy(1,jlnode)+
UV(2) *GradPhixy (2, jlnode))+. ..
( 2*mi*GradPhixy(1,ilnode)*GradPhixy(1,jlnode)+
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end
for

end
end

GradPhixy(2,ilnode) *GradPhixy (2, jlnode)));

elemJ(iu,jv) = elemJ(iu,jv) + WxJACdet *(ro* Phi(ilnode)x*...
Phi(jlnode)*dUV(1,2)+ GradPhixy(2,ilnode)*GradPhixy(1,jlnode));

elemJ(iv,ju) = elemJ(iv,ju) + WxJACdet *(ro* Phi(ilnode)x*...
Phi(jlnode)*dUV(2,1) + GradPhixy(1,ilnode)*GradPhixy(2,jlnode));

elemJ(iv,jv) = elemJ(iv,jv) + WxJACdet *(ro* Phi(ilnode)x*...
(Phi(jlnode)*dUV(2,2) + UV(1)*GradPhixy(1,jlnode)+

UV(2) *GradPhixy (2, jlnode)) + ( 2*mi*GradPhixy(2,ilnode)*...
GradPhixy (2, jlnode)+ GradPhixy(1,ilnode)*GradPhixy(1,jlnode)));

jpress = 1:3

jp = ipldof (jpress);

elemJ(iu,jp) = elemJ(iu,jp) + WxJACdet * ...
(-GradPhixy(1,ilnode)*Psi(jpress) );

elemJ(iv,jp) = elemJ(iv,jp) + WxJACdet * ...
(-GradPhixy(2,ilnode)*Psi(jpress) );

for ipress=1:3

ip =

for

end
end
end
end

ipldof (ipress);
jlnode = 1:9
ju = iuldof (jlnode);
jv = ivldof (jlnode);
elemJ(ip,ju) = elemJ(ip,ju)+ Wx JACdet*...
(GradPhixy (1, jlnode)*Psi(ipress));

elemJ(ip,jv) = elemJ(ip,jv)+ Wx JACdet*...
(GradPhixy (2, jlnode) *Psi(ipress));

% Condicoes de contorno
if (mod(iele,NEY) == 0)
for isidenode = 1:3

ilnode =

iaux(isidenode,3);

iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof (ilnode);

for j =

end

elemJ(iu,iu) =

1:21
elemJ(iu,j) = 0.;
elemJ(iv,j) = 0.;

=1.;
=1.;

elemJ(iv,iv)

end
end
if (iele <= NEY)

for isidenode = 1:3
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ilnode = iaux(isidenode,4);
iu = juldof(ilnode);
iv = ivldof(ilnode);
for j = 1:21
elemJ(iu,j) = 0.;

elemJ(iv,j) = 0.;
end
elemJ(iu,iu) = 1.;
elemJ(iv,iv) = 1.;
end
end
if (mod(iele,NEY) == 1)
for isidenode = 1:3
ilnode = iaux(isidenode,1);
iu = iuldof(ilnode);
iv = ivldof (ilnode);
for j = 1:21
elemJ(iu,j) = 0.;
elemJ(iv,j) = 0.;
end
elemJ(iu,iu) = 1.;
elemJ(iv,iv) = 1.;
end
end

if (iele > (NEX-1)#*NEY)
for isidenode = 1:3
ilnode = iaux(isidenode,2);
iu = iuldof (ilnode);
iv = ivldof (ilnode);
for j = 1:21
elemJ(iu,j) = 0.;

elemJ(iv,j) = 0.;
end
elemJ(iu,iu) = 1.;
elemJ(iv,iv) = 1.;

end
end
% Fixando o nivel de pressao
if (iele == 1)

ip = ipldof(1);

for j = 1:21
elemJ(ip,j) = 0.;
end
elemJ(ip,ip) = 1.;
end
%

O resultado obtido para uma malha 10 x 10 é apresentado na fi-
gura 6.10. O chute inicial para o método de Newton foi um campo de
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Figura 6.10: Campo de velocidade.

velocidade e pressao identicamente nulo. O problema convergiu qua-
draticamente para a solucao em 3 iteracoes com a norma do residuo
menor do que 1077,

6.5 Exercicios

1. Modifique o programa apresentado neste capitulo para resolver

o escoamento através de uma contragao, figura 6.1. Utilize as
condicoes de contorno apresentadas no inicio do capitulo para
este problema. Adaptar para a solucao deste problema: Mesh,
getelemRv e getelemJ.

O campo de velocidade v, com V - v = 0, admite uma funcao
de corrente ¥ satisfazendo %—‘ZI/’ =u e %—i’ = —v. Nesse caso, a
vorticidade é definida como w =V x u.

a) A partir de u-Vu = — (%) Vp+ <%> V?2u, usando as condicoes

acima e a definicao de vorticidade, deduza u- Vw = <%> Viw.
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b) Modifique o cédigo apresentado nesse capitulo para resolver
um escoamento utilizando a vorticidade no lugar da velocidade.
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