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Prefacio

Este manuscrito tem o intuito de apresentar, de forma introdutoéria,
diversos aspectos relacionados a teoria e aplicacoes dos problemas in-
versos e despertar o interesse pela pesquisa nesta area. Uma carac-
teristica do texto é o tratamento formal do ponto de vista matematico,
dos resultados apresentados. Por outro lado, sao discutidos aspectos
praticos e aplicagdes, com énfase a problemas associados a algumas
formas de tomografia. A escolha e distribuicao dos temas abordados
busca dar um equilibrio entre as aplicagoes em tomografia e a teoria
matematica necessaria para resolver estes problemas.

Por se tratar de um texto introdutério, varios resultados relevantes
foram omitidos, mas estes podem ser encontrados na bibliografia suge-
rida. Os autores acreditam que o assunto da forma em que esta apre-
sentado no manuscrito coloca o leitor a par do desenvolvimento da
teoria e aplicagoes dos problemas inversos, além de fornecer diversas
informagoes sobre temas de pesquisa atuais nesta area.

O texto é, em sua quase totalidade, autocontido. O leitor familia-
rizado com conceitos bésicos de dlgebra linear e andlise nao deve ter
maiores dificuldades para acompanhar boa parte do manuscrito. Em
algumas partes do texto é necessario que o leitor tenha intimidade
com conceitos basicos de equacoes diferenciais parciais e de andlise
funcional, para os quais sugerimos boas referéncias.

O manuscrito é dividido basicamente em trés partes: No Capitulo 1
sao introduzidos alguns problemas inversos que servirao de motivagao
para os demais capitulos. A segunda parte compreende o Capitulo 2
ao Capitulo 5, onde sao tratados os aspectos tedricos dos problemas de
tomografia propostos no Capitulo 1. O Capitulo 6 ao Capitulo 9 sao

9



10

dedicados a teoria de regularizacao para problemas inversos e como
esta teoria pode ser aplicada aos problemas tratados anteriormente.

Rio Grande, 30 de Margo de 2012.

Adriano De Cezaro
Fabiana Travessini De Cezaro



Capitulo 1

Problemas Inversos: Uma
Breve Introducao por meio
de Exemplos

1.1 Introducao

O estudo de problemas inversos nao é muito recente. Ha cerca de dois
milénios atras, no livro VII do didlago “Republica”, Platao (427 — 347
a.c.) propos o filoséfico problema de reconstruir a “realidade” através
da observacao da imagem de objetos, cujas sombras eram projetadas
na penumbra de uma caverna. Com a ideia de discutir aspectos fi-
loséficos das fontes de conhecimento humano, Platao, também acabou
introduzindo o primeiro exemplo de problemas inversos que se tem
relatos, [32].

Um dos primeiros problemas inversos na ciéncia aplicada foi pro-
posto por Eratésthenes (284-202 a.c.). O problema consistia em deter-
minar o diametro da terra através de medigoes feitas em duas cidades
distintas. Para tal, eram conhecidas a distancia entre as cidades, as
suas latitudes e o angulo que a sombra de um marco vertical (em cada
uma destas cidades) fazia com a direcao do sol, [16]. O problema
inverso de determinar a orbita de um cometa a partir de dados de
sua Orbita anterior foi estudada por Gauss em 1800. Ele fez uso do
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método dos minimos quadrados para reconstruir a 6rbita do cometa.
Radon em 1917 [33], respondeu a seguinte pergunta: E possivel re-
cuperar uma funcao f, definida em um dominio limitado do plano, a
partir do conhecimento dos valores de todas as suas integrais de linha
que passam por este dominio? A solucao deste problema inverso foi
o precursor dos métodos de diagndsticos médicos nao-invasivos por
Tomografia Computadorizada, [6].

Nos 1ltimos anos, os problemas inversos tém conquistado uma
grande quantidade de pesquisadores adeptos. Esta area de pesquisa
trata de problemas como os formulados por Platao, Eratéstenes, entre
outros, mas cuja abordagem exige o desenvolvimento de métodos ma-
tematicos como os apresentados por Gauss e Radon. O subito cres-
cimento é devido, certamente, ao grande numero de aplicacoes nas
outras ciéncias e o aparato de novas técnicas e teorias matematicas
envolvidas no ataque a tais problemas. Por exemplo, problemas in-
versos aparecem naturalmente na geofisica, nas exploragoes cismicas
para detecgao de depdsito de petréleo [28, 39] e nas ciéncias médicas
e tomografias com énfase na reconstrucao de imagens e diagnodsticos
nao-invasivos, ultassonografia [30, 31], na engenharia com testes nao-
destrutivos em componentes de semi-condutores e nanotecnologia, [5,
10, 4]. Além da relevancia das aplicagoes, a formulagao e solugao de
tais problemas envolvem o conhecimento de véarios campos da matema-
tica, das ciéncias aplicadas e o envolvimento de profissionais dessas
areas.

1.2 O que sao Problemas Inversos?

Alguns problemas inversos ja foram introduzidos neste manuscrito,
mas ainda devemos responder a pergunta: O que sao os tais ”proble-
mas inversos?”de forma mais clara. Ou ainda, a pergunta pode ser:
”inversos do qué?” Para J.B. Keller [22], dois problemas sao o inverso
um do outro, se a formulagao de um envolve o conhecimento (mesmo
que parcial) do outro. A grosso modo, Problemas Inversos estao re-
lacionados com a determinagao de causas através da observacao (ou
medida) de efeitos. O problema contrario ¢ dito ser o ”Problema
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Direto”.

Do ponto de vista das aplicacoes, existem pelo menos duas mo-
tivacoes distintas para estudar ”Problemas Inversos”. A primeira é
movida pela curiosidade humana de conhecer estados fisicos passados
ou parametros em um sistema fisico que descreve certos modelos. A
segunda ¢é predizer os fenomenos futuros influenciados pelos estados
atuais. Ambas motivacoes sao modeladas por equacgdes matematicas.

Associado ao estudo e solucao de problemas inversos estao fatores
relevantes no desenvolvimento de uma nacgao. Por exemplo, problemas
inversos em imagens médicas influenciam em

e fatores sociais: técnicas de deteccao de tumores implicam em
prolongar a vida das pessoas.

e fatores econdémicos: deteccao de tumores implica em trata-
mentos mais eficazes contra o cancer, diminuindo os custos dos
mesmos. Ainda, prolonga a vida ativa das pessoas que, conse-
quentemente, geram mais riquezas.

e desenvolvimento tecnolégico: desenvolvimento de novos méto
dos e maquinas de tomografia para a obtencao de imagens médicas.

Sintetizando as ideias acima, podemos assumir que o fené6meno
fisico (biolégico e etc) a ser estudado é modelado por um processo
que envolve trés quantidades principais do modelo:

input z sistema de parametros output y
Alp)

O problema direto: Dados o input (causa) e o sistema de parame-
tros, determinar o output do modelo (efeito).
O problema inverso: Esse pode aparecer de duas formas.

1. O problema de reconstrucio: Dado o sistema de parametros e
observado o output (efeito), encontrar que input (causa) que
corresponde ao output.

2. O problema de identificagao. Dados input (causa) e output
(efeito), determinar o sistema de parametros que relaciona in-
put /output.
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De um modo geral, representamos um problema inverso por equacoes
do tipo

Alp)z =y, (1.2.1)

para um dado efeito y; uma causa a ser determinada x (que pertence
a um determinado conjunto de parametros admissiveis) e A(p) repre-
senta o modelo que manda a causa no determinado efeito.

Em termos praticos, o efeito y dificilmente é obtido de forma pre-
cisa, pois sua obtencao ¢ feita através de medidas. Assim, costumamos
denotar as medicoes obtidas por %, das quais assumimos conhecer o
nivel de ruidos 9, de forma a satisfazer

ly —y°l| < 6. (1.2.2)

Na formulagao matematica, A(p) é um operador, por exemplo uma
matriz, definido entre espacos vetoriais que, para nossos objetivos,
consideraremos espagos de Hilbert H; e Ha, [24].

Denotaremos por U o conjunto de parametros admissiveis, obtemos
as seguintes caracterizagoes:

O problema direto: Dado x € H; e p € U, encontrar y := A(p)x.

O problema inverso: Esse aparece, pelo menos de duas formas:

1. O problema de reconstu¢cao: Observado y € Hs e conhecido sis-
tema de parametros A(p) para p € U, encontrar z € H; tal que

Alp)z =y.

2. O problema de identificacao. Dados x € Hy e y € Ha, encontrar
p € U tal que A(p)z =y.

Uma caracteristica importante que diferencia um problema di-
reto de um problema inverso ¢ que o segundo é mal-posto no sen-
tido de Hadamard, [18]. Um problema é dito bem-posto no sentido
de Hadamard se satisfaz as condi¢oes de existéncia, unicidade e de-
pendéncia continua dos dados iniciais. Caso um dos requerimentos
acima nao seja satisfeito, o problema é dito mal-posto.
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Matematicamente, a questao de existéncia de solucoes pode ser
enfraquecida, bastando para tanto aumentar o conjunto de solugoes,
por exemplo, admitindo solucoes generalizadas para o problema. Em
relacao a unicidade, sua auséncia significa que estao faltando informa-
¢oes no modelo. Podemos adicionar propriedades, impor mais condi-
¢oes ao operador, ou ainda, podemos escolher uma entre as varias
solugoes, a qual melhor corresponde ao modelo. A violacdo da es-
tabilidade é a de maior importancia. Se um problema nao possui a
propriedade de dependéncia continua dos dados, surgem sérias com-
plicacoes para obtermos uma solucao aproximada. Tais complicagoes
nao podem ser compensadas por ”truques matematicos”. Como os
dados nao sao obtidos exatamente (veja a equagao (1.2.2)), a falta
de dependéncia continua implica, em geral, em desastres na obtencao
de solucoes. Para evitarmos estes desastres, precisamos de métodos
adequados para a obtencao de solucoes. Estes métodos sao chamados
de métodos de regularizacao e serao estudados no Capitulo 7.

Problemas inversos em dimensao finita aparecem naturalmente na
solugdo de sistemas de equagoes ou na discretizagao (aproximacao
numérica) de problemas em dimensao infinita [10, 5, 3, 19]. Do ponto
de vista computacional [38, 19], sempre tratamos de problemas inver-
sos em dimensao finita, assim, precisamos estudéd-los com o devido
interesse. Ainda, os problemas de mal-condicionamento estao intima-
mente ligados aos autovalores da matriz que representa o sistema. Se
os autovalores sao proximos de zero ou os dados nao pertencem ao
espaco solucao do problema, podemos enfrentar sérias complicacoes
numéricas, [29, 13].

1.3 O Problema Inverso da Diferenciacao

Nesta secao apresentaremos o problema inverso da diferenciacao, o
qual é uma forma de motivar a necessidade de estudos detalhados da
teoria de problemas inversos.

Sejam y : [0,1] — R e y° : [0,1] — R fungdes continuas com y°
contaminada por ruidos de forma que

ly(t) = 4’ ()l <0, VEe[0,1].
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Gostariamos de reconstruir a derivada x = ¢’ de y. Uma das es-
tratégias (pelo menos do ponto de vista numérico) é considerar apro-
ximagoes por diferengas simétricas, isto é, para qualquer 7 € (0, 1),

() = Y (T +h) =y’ (1 —h)
: 57 .
Gostarfamos que z%"(7) se aproximasse de x quando h tende a zero.

No entanto, um simples argumento com a desigualdade triangular for-
nece

J#4(7) — a(r)l < [[AIRZ IR )|
+H(y5—y)(7+h)—(y‘;—y)(f—h))H .
2h 00

Suponhamos que
17/l < E, Vtel[0,1].

Substituimos o limitante na desigualdade acima, obtemos a estimativa
de erro
o

[2*(7) = 2(7)lloo < B+ 5. (1.3.3)

A equagao (1.3.3) é tipica em problemas inversos e reaparecerd no-
vamente em nossas notas. O que é importante, por agora, é entender
o que ela quer nos dizer. Temos dois termos nessa estimativa de erro:
um devido a aproximagao da aplicacdo inversa (hE) e o outro de-
vido ao erro de medida (%) Observe que, quanto mais refinarmos a
aproximacao (quanto mais préximo de zero tomarmos h) mais preci-
samente estamos calculando a derivada g’. Por outro lado, como os
dados estdo corrompidos por erros, (1.3.3) nos ensina que, se h for
tomado muito pequeno, entdao z>" pode estar longe da solucdo verda-
deira.

O melhor que podemos fazer é escolher h de forma a balancear o
lado direito de (1.3.3). A Figura 1.1 ilustra a escolha de h(d). Ou seja,
tomamos

(SIS
D=

h(6) :== E72)
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A Limitante do
erro

Figura 1.1: Estimativa fundamental.

1.4 Transformada de Fourier

Nesta secao veremos alguns fatos importantes da Transformada de
Fourier e a relacao desta importante ferramenta com os problemas in-
versos. Para que este manuscrito seja o mais autocontido, iniciaremos
esta secao introduzindo alguns espagos de fungoes fundamentais para
o entendimento do que segue.

Uma func¢do mensuravel a valores reais f é dita pertencer a LP(R™),
com 1 < p<oose

1% = [ 1f@lde < oo (14.4)

Neste caso, (1.4.4) define a norma no espago de fungoes LP(R™), [12].
Em particular, o espago L*(R™) é um espaco de Hilbert com o
produto interno dado por

(f0) = [ f@) gz (143)

Para as fungoes f € L*(R"), definimos a Transformada de Fou-
rier de f por

-~

fi) = (o) = o) [ epwds, (140)
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cuja inversa ¢ dada por

(F1f) (@) = (2m) / e F (k) k. (1.4.7)

n

Teorema 1.1. A Transformada de Fourier F : L*(R") — L*(R") ¢
uma sometria.

Demonstracio: E facil ver que a Transformada de Fourier e sua inversa
sao operadores lineares. A identidade de Parseval, [12], implica que

(f, ) = @m)"(f.g), Vf.geL*R"). (1.4.8)

De (1.4.8) segue que

1 llz2gny = (27)"2 ) fll22

o que conclui a demonstracao. [ ]

O teorema abaixo diz que os problemas inversos que tém na sua
formulagao a dependéncia da Transformada de Fourier sao bem-postos
no sentido de Hadamard.

Teorema 1.2. A Transformada de Fourier F : L*(R") — L*(R")
¢ um operador bem posto.

Demonstracao: Existéncia e unicidade: Seguem diretamente do
Teorema 1.1 que garante que a Transfomada de Fourier é uma isome-
tria.

Estabilidade: Sejam f, f° € L2(R™) tais que fo(k) = f(k)+§(k) com
9]l < (27)"/26. Da identidade de Parseval (1.4.8) e da linearidade
da Transformada de Fourier segue que

1f = ollee = 1F M = FO)llee = @m) 2|2 < 6.
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1.5 Problemas Inversos em Tomografias

Entre os problemas que tém chamado a atencao da comunidade cien-
tifica estdo os problemas em tomografias e suas aplicagoes [11, 27, 26,
34, 31, 30]. Em outras palavras, tais problemas consistem em recupe-
rar a forma ou a densidade e a localizacao de um objeto imerso em uma
regiao a partir de medidas (parciais) sobre a fronteira da regiao. As
medidas, na maioria dos casos, sao adquiridas por um ntmero reduzido
de experimentos, [17]. Assim, uma caracteristica comum destes tipos
de problemas é a falta de informagoes e, consequentemente, ruidos nos
dados.

Existem varios tipos de tomografias. Neste manuscrito, estuda-
remos o problema inverso associado a Tomografia Computadorizada,
Tomografia por Emissao e por Difragao, (2, 5, 6, 31, 31].

1.5.1 Tomografia Computadorizada

A Tomografia Computadorizada (TC) é um método de obtencao de
diagnoésticos baseados em imagens internas de uma regiao, de forma
nao-invasiva. As informacoes sao obtidas somente na parte exterior
deste objeto através da medicao das intensidades de feixes de raios-X
que passam por esse objeto. Depois, estas informagoes sao processadas
por um algoritmo computacional que as transforma em uma imagem
bi ou tridimensional.

Em outras palavras, TC é baseada nos mesmos principios da ra-
diografia convencional, isto é, os tecidos com diferentes composicoes
absorvem a radiacao emitida pelo raio-X de forma diferente. Ao serem
atravessados por raios-X, tecidos mais densos, por exemplo o figado,
ou com elementos mais pesados, como o calcio presente nos 0ssos,
absorvem mais radiacao que tecidos menos densos, como o pulmao,
que esta cheio de ar. Assim, um processo de TC indica a quantidade
de radiacao absorvida por cada parte do corpo analisada (radiodensi-
dade) e traduz essas variagoes numa escala de cinza produzindo uma
imagem. Cada pixel da imagem corresponde a média da absorgao dos
tecidos na regiao escaneada pelo processo.
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Descricao do Problema: Uma maneira intuitiva de compreender o
processo de reconstrucao de imagens usando TC é considerar o caso
em que possuimos apenas um feixe de raio-X em forma de uma reta.
Fisicamente, qualquer raio que passe por um obstaculo é atenuado.
A atenuacao da intensidade de radiacdo, medida pelo detector que
estd do lado oposto a fonte de emissao com relacao a um obstaculo
homogéneo, pode ser modelada por um tnico coeficiente de absorcao
1. Seja L a reta pela qual esta direcionado o feixe de fétons de raio-X.
Chamamos de I a intensidade da aplicacao (input) do feixe de fétons
de raio-X e por I a intensidade depois de sair de €2, veja Figuras 1.2
e 1.3.

L

N Y L

Figura 1.2: Atenuacio do raio-X. Figura 1.3: Raio-X.

Com esse modelo simples, a atenuacao total de um feixe de raio-X
monocromatico pode ser calculada da seguinte forma: a intensidade
de radiacao I, apds percorrer a distancia An através de um objeto, é
dada por

I(n+ An) = I(n) — p(n)I(n)An. (1.5.9)
Se reescrevermos a equagao (1.5.9), temos que

I(n+ AAnT)] =10 _ o). (1.5.10)

Suponhamos que An seja infinitesimal, isto é, se fizermos An — 0 em
(1.5.10), obtemos a seguinte equagao diferencial ordindria

j—g — ) (). (15.11)
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Para determinarmos I, integramos (1.5.11) ao longo da reta L (método
de separagao de varidveis) e obtemos que

[=1I,exp (— /L ,u(n)dn) , (1.5.12)

onde L é o comprimento do feixe. O coeficiente de absorcao p com-
preende os efeitos de absorcao e de espalhamento do raio-X que é
emitido.

A equacao (1.5.12) é conhecida como lei de Beer e nos ensina
que a intensidade de raio-X ¢é atenuada exponencialmente ao longo de
L, [6], onde consideramos os efeitos de espalhamento despreziveis. A
quantidade

p(L) = —In (Iio) - /L um)dn, (1.5.13)

mede a variagao da intensidade de raio-X, ou seja, a atenuagao do raio-
X durante o processo. Denominaremos p(L) em (1.5.13) de projecao
ou projecao integral.

Na pratica, as projegoes p(L), dadas pela equacao (1.5.13), podem
ser medidas somente sobre uma quantidade finita de retas L. Depen-
dendo de como tais medidas sao feitas, basicamente, duas formas de
geometrias sao obtidas. A primeira, em um modelo de escaneamento
paralelo, um conjunto de integrais de linhas como (1.5.13) é obtido
sobre um conjunto de retas L; paralelas e igualmente espagadas. Esse
modelo requer uma tnica fonte de emissao e um unico detector, os
quais se movem e rodam (com um angulo pré-determinado) durante
o processo de escaneamento, veja a Figura 1.4. A outra forma de es-
caneamento ¢ dada por um feixe na forma de cone de raios-X. Nesta,
a fonte circula o objeto a ser escaneado e as intensidades sao medi-
das por uma linha de detectores, simultaneamente, a cada posi¢ao da
fonte, veja Figura 1.4.

Para obter informacoes suficientes para reconstruir uma imagem
bidimensional, o feixe de raio-X é movimentado de forma paralela a
distribuicao linear dos detectores. De forma sequencial, o conjunto de
detectores é rotacionado por um angulo 0 € [0, 27), de forma que todo



22 Problemas Inversos: Uma Breve Introducao

Figura 1.4: Tomografia por raios-X paralela (E), do tipo cone (D).

o objeto de interesse seja escaneado. O processo é representado pela
Figura 1.4.

Assim, para um angulo 6 fixo e para uma posicao em particular da
fonte de raio-X, o processo é descrito pela projegao integral (1.5.13).
Desta maneira, é razodvel reescrevermos a equagao (1.5.13) em fungao
da posicao da fonte de raio-X - ou da localizacao do correspondente
detector £ - e do angulo de de projecao #. Assim, consideraremos o
sistema de coordenada (£,7), o qual gira juntamente com o raio-X e
a fonte de detectores, ao invés do sistema de coordenadas fixo (z,y).
A Figura 1.5 mostra a correpondéncia entre os dois sistemas!.

No novo sistema de variaveis, a equagao (1.5.13) fica reescrita como

p(€) = / w(é,mydn. (15.14)

A equagao (1.5.14) é uma integral de linha ao longo do segmento
de reta L. Ela descreve a posicao £ da fonte de raio-X e do respec-
tivo detector com um angulo de projecao # em relagao ao plano de
coordenadas (z,y).

Na pratica, os valores do coeficiente de atenuagao devem ser dados
como uma funcdo das coordenadas fixas x = (z,y). Para descrever a
relacdo entre os sistemas de coordenadas (£,7) e (x,y), definimos?® o
vetor @ = (cos(h), sin(6)) € S! e seja @+ o vetor unitdrio ortogonal a

LA Figura 1.5 foi retirada de [6]
2§7—1 denota a esfera unitaria em R™, para n > 2.
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8

Figura 1.5: Mudanca de varidvel.

T
=

0. Com essa notagao, temos que
¢ =xcos(d) + ysin(h) n = —xsin(f) + ycos(f) . (1.5.15)

Substituimos (1.5.15) em p(&,n), obtemos o coeficiente de ate-
nuagao nas variavies x = (x,y) definido por

f(x) = p(xcos(@) + ysin(0), —z sin(0) + y cos()) . (1.5.16)

Assim, do ponto de vista fisico, os coeficientes de atenuagao f(x,y) e
(€, m) sdo os mesmos.

Exercicio 1.1. Mostre que qualquer ponto x = (x,y) do plano car-
tesiano que estd a uma distancia s = /x% + y? da origem pode ser
parametrizado como x-0+ = s, onde @ = (cos(0), sen(6)) e 6 € [0, 27).
Veja a Figura 1.6.

Se considerarmos Iy = 1 (normalizado) na equacao (1.5.13) e pa-
rametrizando a reta L de acordo com o Exercicio 1.1, obtemos

po(€) = RF(6, 5) = /

x-

— 1
OL:Sfdl—/Rf(SB +10)dt.  (1.5.17)
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O operador R é chamada de Transformada de Radon bi-dimensional
de f. Esta é uma aplicagao que leva funcoes de (z,y) € R? em fungoes
de (6,s) € S' x R.

Liws)

Figura 1.6: Parametrizacao da reta L que é perpendicular a w a uma distancia s da origem
(D) e Se f(z,y) =0, quando |(z,y)| > p, entdo Rf(w,s) =0 quando s > p.

O problema inverso associado a tomografia é: Encontrar uma
aproximacao apropriada para a distribuicao de densidade f através da
medida dos outputs de varias se¢Oes transversais em diferentes angulos
da regiao 2. Ou seja, a solugdo do problema inverso de reconstruir
a densidade f consiste em inverter o operador R (em um espaco de
fungoes adequado).

Segue uma pergunta importante: E possivel determinar o coefici-
ente de absor¢ao f a partir de sua integral de linha (1.5.17) ao longo
da reta L? Esta pergunta é exatamente a mesma feita por Johann Ra-
don em seu famoso trabalho de 1917, [33]. A tentativa de respondé-la,
nos leva a varias outras perguntas:

1. R é injetiva?
2. Qual é a imagem de R?
3. E possivel encontrar uma férmula para a inversa de R?

4. Se Rf(0,s) = 0 para |s| > p e para todas as direcoes 6 =
(cos(0), sen(0)) € St, é verdade que f(z,y) = 0 para todo x € R?
com |z| > p? Veja Figura 1.6.

Do ponto de vista pratico, € impossivel obtermos medidas sobre to-
das as retas que passam por §2. Deste fato, surge uma outra pergunta:
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Quantas medidas sao necessarias para obtermos uma boa aproxima-
¢ao? Ksta, talvez, seja a mais dificil. Abaixo apresentaremos uma
abordagem discreta da TC onde aparecera, naturalmente, tal questao.
Para mais detalhes consulte [30, 31].

1.5.2 Tomografia Computadorizada: Caso Discreto

Nesta secao, faremos uma breve discussao do aspecto pratico da TC
e da Transformada de Radon. Como comentamos anteriormente, do
ponto de vista pratico, é impossivel obtermos a integral de linha de f
em todas as direcoes. Na verdade, o conjunto de informagoes obtidas
num processo de tomografia sao valores da Transformada de Radon
medidos por N detectores.

As limitagoes fisicas do processo de medicao implicam em uma
discretizacao da imagem tomografica. O tamanho e o ntimero N de
pixels, dentro do campo de visao que devem ser reconstruidos, consis-
tem de um vetor de varidveis desconhecidas f; para j = {1,---, N}.
Os f; sao os coeficientes de atenuacao. A Figura 1.7 mostra, esque-
maticamente, uma imagem tomografica a ser reconstituida®.

Figura 1.7: Tomografia discreta (D) e feixe de raio-X (E).

Na Figura 1.7 os valores p; representam as medicoes realizadas nos
N detectores. Em outras palavras, os valores p; sao valores da Trans-

3A Figura 1.7 foi retirada de [6].
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formada de Radon, para cada um dos raios que atravessam o objeto a
ser imageado. Na Figura 1.7, a imagem que estd a direita traz alguns
valores das medidas p;, para uma quantidade de 6 detectores.

Fisicamente, cada feixe de raio-X possui uma espessura. Quando o
feixe de raio-X passa pela regiao €2, temos que levar em conta quanto
do pixel a ser reconstruido é afetado pelo feixe. Para este propédsito,
sao introduzidos pesos que refletem a relagao entre a drea iluminada
pelo feixe de raio-X com relagao a area total do pixel. A Figura 1.7
ilustra a situagao.

Para um feixe de espessura A, o peso a;; é determinado pela
relagao

area iluminada do pixel j pelo raio i

Q;; = - - 1.5.18
/ area total do pixel j ( )
Assim, para um conjunto de f;, j = {1,---, N}, densidades a serem
determinadas e dado um conjunto de i = {1, - , M } raios-X medidos,

com intensidade p;, obtemos um sistema de M equagoes lineares com
N coeficientes

N
Y oayfi=p  i={l---, M} (1.5.19)
j=1

Escrevemos na forma matricial:
Af=p, (1.5.20)

onde A = (a;j)mxn pode ser considerada como a caixa preta da
maquina de tomografia.
Fazemos uma comparacao direta entre (1.5.17) e (1.5.20):

A f = p
I 7
R f(0,s) = [ fd

L(6,s)

As das dificuldades de reconstrucao no modelo discreto sao:
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e O sistema (1.5.20) possui solugdo exata somente com condigoes
ideais. Para dados reais, a presenca de ruidos implica em obter
apenas solugoes aproximadas do sistema (1.5.20), mesmo quando
M = N. No caso em que M > N, isto é, que temos mais
informagoes (medidas) que o nimero de densidades a serem de-
terminadas, possivelmente, obtemos reconstrucoes melhores da

densidade.

e Tipicamente, a matriz A é singular e, em geral, nao-quadrada.
Isto indica que o problema é mal-posto.

e A nao possui uma estrutura simples. Assim, mesmo que A seja
nao singular, é dificil determinar uma maneira de resolver o sis-
tema (1.5.20) de forma eficaz e com pouco custo computacional.

e Nos problemas praticos, a dimensao de A é muito grande, assim,
métodos diretos de inversao sao inapropriados, pois sao compu-
tacionalmente muito intensos e custosos.

1.5.3 Tomografia por Emissao

A operacionalizacao das tomografias por emissao, que temos interesse
nestas notas, basicamente consiste na injecao de um radio-isétopo no
ser vivo (em geral, na circulagdo sanguinea). O marcador é quimi-
camente incorporado a uma molécula biologicamente ativa. Ha um
periodo de espera para que as moléculas se concentrem nos tecidos de
interesse. O raio-isétopo sofre decaimento por emissao de positrons
(um anti-elétron). Esta radiagao se propaga através do meio. Parte
desta radiacao é absorvida neste processo. O que ultrapassa a fronteira
do dominio é medida numa maquina de tomografia.

Da mesma forma que em Tomografia Computadorizada, o problema
inverso em Tomografia por Emissao tem por objetivo reconstruir a
densidade f do meio através das medigoes das radiacoes no exterior
do dominio.

Exemplos de Tomografia por Emissao sao SPECT (Single Photon
Emission Computer Tomography) e PET (Positron Emission Tomo-
graphy). A diferenca entre estas tomografias estd, essencialmente,
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ligada ao tipo de emissao. No processo de SPECT é emitido um tnico
raio gama que é medido diretamente pela maquina de tomografia, en-
quanto em PET, o marcador emite um pésitron que se aniquila com
um elétron a poucos milimetros da fonte de emissao, produzindo um
par de raios gama a serem emitidos em dire¢oes opostas. O escaner
em PET detecta a emissao ”coincidente” de ambos os raios gama. Isto
produz mais informagoes que o processo de SPECT. Por outro lado,
os aparelhos de SPECT sao muito mais baratos que os de PET.

Tomogafia por Emissao de um Féton Simples - SPECT

Para o modelo de SPECT, denotaremos por u(x, ) a densidade do
féton irradiado e por f(x) a densidade da fonte de radiacao dos fétons.
Suponhamos que a absorgao de fétons pelo meio (pelos tecidos do
corpo humano no caso de aplica¢oes médicas) sejam modeladas pelo
coeficiente a(x). O coeficiente a(x) pode ser obtido, por exemplo,
através de um método de TC como na Subsecao 1.5.1. Assim, neste
manuscrito, assumiremos que a(x) é conhecido.
A densidade u(x,#) satisfaz a seguinte equagao do transporte

0 Vu(x,0) +a(x)u(x,0) = f(x), xe€R* 0eS", (1.521)

onde 8 = (cos(f),sin(f)) determina a orientagdo, para 6 € |0, 27].
Assumiremos que f(x) possui suporte compacto e que nao existe fontes
de radiacao que venham do infinito, o que da uma condigao de fronteira
para a EDP (1.5.21)

lim u(x — s60,0) =0. (1.5.22)

S$—00
Definimos a seguinte simetrizagao

Aa(x) = % /0 Clalx — 10) — a(x + 10)]dt .

Disto segue que

0 - VAau(x) = a(x). (1.5.23)
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Assim, e“?®) ¢ um fator integrante para a EDP (1.5.21), no sentido
que
0-vV (eA“(x)u(x, 0)) = e f(x, 0) . (1.5.24)
Portanto,
ey (x,0) = / e f(x — 10, 0)dt (1.5.25)
0

¢ a unica solugdo da EDP (1.5.21), [12].
Como x = s + t@ e denotando Aa(s@- + t@) = Aa segue da
equacao (1.5.25) que

lim eu(s0 +10,0) = / (e f)(s0F + 10, 0)dt . (1.5.26)

Notemos que u(s8+1t0, ) é a radiacio fora do dominio e, portanto,
mensuravel. Ainda, eA® envolve o coeficiente de atenuacao a(s0"+t0)
que assumimos conhecido. Assim, o lado esquerdo da equagao (1.5.26)
¢ conhecido.

O problema inverso no modelo de SPECT é recuperar f no lado
direito da equagao (1.5.26).

Definimos a Transformada de Radon Atenuada

o

(Raf)(0,5) = (R(ef))(0,5) = / (e f)(s0* 410, 0)dt , (1.5.27)

onde R é a Transformada de Radon definida em (1.5.17).

Observagao 1.1. Notemos que, se a(x) = 0, a equagdo (1.5.27) €
a Transformada de Radon de f(x), como definido em (1.5.17). Se
a(x) € constante, os mesmos argumentos para obter uma formula de
inversao sao bem conhecidos [2].

Existem duas técnicas independentes para a obtencao de uma férmu-
la de inversao da Transformada de Radon (1.5.27). Estas sdo o método
de fungoes A-analiticas, [2], e 0o método baseado na extengao da equagao
do transporte no plano complexo e na solucao do problema de Riemann-
Hilbert [2]. No Capitulo 3 apresentaremos a tltima das técnicas.
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Tomografia por Emissao de Pésitrons - PET

Na Tomografia de Emissao de Pésitrons (PET) a fonte de radiacao
emite particulas em dire¢oes opostas que sao medidas em detectores
opostos. Essa é a principal diferenca entre PET e SPECT. Assim, a
PET é modelada pela equacao do transporte (1.5.21) com condigoes
do fronteira dadas por (1.5.22), com o limite sendo tomado em +oo.

Portanto, para derivar o modelo matematico por tras da PET é
similar ao modelo de SPECT bastando para tal definir a simetrizacao

Aa(x) = 1 / h [a(x — t0) — a(x + t0)]dt

—00

e proceder como feito no caso da tomografia SPECT. Os detalhes sao
deixados para o leitor.

O problema inverso no modelo de PET ¢é recuperar f no lado
direito da equagao (1.5.26) onde Aa(x) deve ser substituido por Aa(x).

Como j&a dissemos, em PET as fontes ejetam um par de particulas
em direcoes opostas. Nesse processo, as medidas s6 sao realizadas
quando ambas as particulas chegam ao mesmo tempo. Assim, muita
informacao contida no processo de PET é perdida, ou ainda, nao é
levada em consideracao. Devido ao pequeno niimero de eventos men-
surados os processos de PET podem e devem, por natureza, ser con-
siderados estocasticos. Deste modo, recentemente, muitos modelos
estocésticos tem sido usados em tomografias por emissao em substi-
tuicao aos métodos que usam transformadas integrais como a Trans-
formada de Radon. Tais métodos sao puramente discretos. Para mais
detalhes veja [30, 31].

1.5.4 Tomografia por Fluorescéncia f)ptica

Tomografia 6ptica é uma forma de tomografia computadorizada que
procura reconstruir a imagem de um objeto a partir de luz transmi-
tida e espalhada através de um objeto. Particulas fluorescentes sao
injetadas em um corpo e emitem (perto de infra-vermelhos) luz sob
certas condigoes. A luz emitida é medida na fronteira do dominio.
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O modelo de tomografia por fluorescéncia optica que estudaremos
é¢ um modelo simplificado, no qual vamos supor que a propagacao
do foton é bidimensional. Assim, o problema direto no modelo de
tomografia de fluorescéncia Gptica é obter u(x,#) solugao da equacao
de transporte bidimensional

0 - Vu(x,0)+ a(x)u(x,0) = Ku(x,0) + f(x), (1.5.28)

com fonte dependendo do coeficiente de espalhamento o,(x, 6 - 8+) =
0s(x,0 — @) e condigao de fronteira dada por

lim u(x —t0,0) =0, (1.5.29)

t—o00

onde a(x) e f(x) sdo conhecidos e
Ku(x,0) = / 0s(x,0 -0+, 0u(x,0)dl’ (1.5.30)
St

é o operador de espalhamento.

O que é medido no modelo de tomografia por fluorescéncia éptica
é a quantidade

g9(0,s) = lim [e""u] (sO" +16). (1.5.31)
t—o0

O problema inverso no modelo de tomografia por fluorescéncia
éptica é reconstruir a densidade f(x) de particulas fluorescentes a par-
tir das medidas como em (1.5.31). Como as aplicagoes de moléculas
fluorescentes em humanos ainda sao limitadas, a maior parte do tra-
balho em tomografia de fluorescéncia tem sido no campo da pesquisa
pré-clinica do cancer, ou ainda aplicacao na industria como um sensor
de espessura e da estrutura interna de semicondutores.

Obteremos uma férmula de inversao para o modelo de tomografia
por fluorescéncia 6ptica no Capitulo 5.

1.5.5 Tomografia por Difragao

Tomografias por Difracao sao baseadas em ondas actsticas ou micro-
ondas. Estas ondas sao caracterizadas por ter um comprimento de
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onda suficientemente pequeno de forma que possa capturar as formas
de interesse dos objetos, mas também grande o suficiente tal que o
limite das grandes frequéncias épticas (onde ondas sao substituidas
por particulas) ndo sao vélidas. Exemplos de tais tomografias sao ul-
trassom e tomografias por microondas. Estas ondas nao seguem ao
longo de raios e dependem da estrutura interna dos objetos a serem
imageados.

Na tomografia por difracao o modelo é caracterizado por proble-
mas de espalhamento inverso para a equacao da onda. Este problema
é extremamente nao-linear. No entanto, nestas notas utilizaremos
métodos de aproximagao para a obtencao de solugoes o que torna o
problema mais simples. Tais aproximacgoes sao conhecidas como apro-
ximagoes de Born ou de Rytov.

Formulacao do Problema

Consideremos a equagao da onda
1 0°U
v(x) Ot?

para n = 2,3 e com condicoes iniciais e de contorno apropriadas.
As condigoes iniciais e de contorno serao enunciadas mais tarde. Em
(1.5.32), v(x) é a velocidade que é desconhecida. Neste manuscrito,
por simplicidade, assumiremos que v(x) = ¢ fora do objeto a ser ima-
geado, onde ¢ é uma constante positiva. Ainda, assumiremos que
U = 0 para t < 0. Passamos para o dominio da frequéncia, ou seja,
definimos

—~AU=0, xeR", t>0, (1.5.32)

u(x,w):/RU(X,t)e_wdt (1.5.33)

como a Transformada de Fourier no tempo de U, temos que u satisfaz
a seguinte equagao de Helmholtz

w? .

x . Vu(x,w) — i%u(x, w)=o0 (|x|_("_1)/2) :

]
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A segunda equagao em (1.5.34) é a condigao de radiacao. Esta condicao
garante que nao existe energia vindo do infinito (existe somente ondas
de radiagao viajando para o infinito). A notagao o(t) significa que
o(t)/t — 0 quando t — oco. Deste modo, temos de (1.5.34) que o
decaimento é maior que |x|7*/? em dimensdo dois e maior que |x|™}
em dimensao tres.

Para simplificar o problema faremos a seguinte hipétese sobre v na
equagao (1.5.34)

11
s (1.5.35)
C

mz;(l—l—a(x)), k=

Substituimos na equagao de Helmholtz e obtemos que

(A +F) u(x,w) = —a(x)ku(x,w), x eER",weR,  (1.5.36)
% -Vu(x,w) — iku(x,w) = o (|X\_("_1)/2) :

Consideremos a onda plana
Uin (X, w; 0) = eike'x, (1.5.37)

onde O pertence a esfera unitaria S**.
Notemos que u;, satisfaz a equagao de Helmholtz homogénea

(A + ) uin(x,w;0) = 0. (1.5.38)

No entanto, é facil vermos que u;, em (1.5.37) nao satisfaz a condicao
de radiacao na equacao (1.5.36). Na verdade, u,, satisfaz a condicao
de radiacao na direcao @ mas nao na direcao —8.

O problema direto consiste em: dada a onda plana vinda do
infinito, encontrar a solugao us(x, w) que modela a resposta do sistema.
Assim, ug nao deve carregar informacao do infinito e, portanto, deve
satisfazer a condigao de radiagao na equagao (1.5.36), que é ilustrada
na Figura 1.8%.

4 A Figura 1.8 foi retirada de Wikipédia
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X
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Figura 1.8: Tlustracdo de Tomografia por Difragao.

O campo total u = u;, + us deve satisfazer a equacao de Helmholtz
como no modelo fisico. Em outras palavras, queremos resolver o se-
guinte problema de espalhamento

(O + F) us(x, w) = —a(x)k*(us + win) (x, w) (1.5.39)

%  Vug(x,w) — ikug(x,w) = o (|x[7D72)

Sob hipéteses adequadas sobre a(z), a equagao (1.5.39) possui uma
tnica solugao, [12].

O problema inverso consiste em reconstruir a(x) por meio de
medidas de us no infinito e em todas as possiveis dire¢oes x e para
todas as possiveis ondas @ € S"'. O problema inverso ¢ também
conhecido como problema de espalhamento inverso. Trataremos da
chamada aproximacao de Born como um método para obter solucoes
aproximadas deste problema inverso no Capitulo 4.

1.6 Exercicios

Exercicio 1.2. Com base na figura 1.7 determine a matriz A associ-
dada. Para o vetor de intensidades p, determine uma solug¢ao f para
o sistema (1.5.20), onde A € a matriz obtida analizando a Figura 1.7.

Exercicio 1.3. Com base no exercicio acima, compare a solugao f =
(f1, f2, f3, f4) € a Figura 1.7. O que vocé tem a dizer?
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Exercicio 1.4. Use o método das caracteristicas para mostrar que
existe uma unica solu¢ao para a EDP (1.5.21) com condi¢ao de fron-
teira (1.5.22).

Exercicio 1.5. Verifique a equagio (1.5.23).

Exercicio 1.6. Mostre que e ¢ um fator integrante para a EDP
(1.5.22), no sentido que satisfaz (1.5.24).

Exercicio 1.7. Mostre que a equacgdo (1.5.33) satisfaz a equagdo de
Helmhotz (1.5.34).

Exercicio 1.8. Mostre que a mudang¢a de varidvel (1.5.35) satisfaz a
equacdo (1.5.36).

Exercicio 1.9. Mostre que u;, satisfaz a equagdo de Heltmholtz (1.5.36),
mas nao satisfaz a condicdo de radiagao.

Exercicio 1.10. Use (1.5.38) para verificar que u = u;, + us satisfaz
a equacao (1.5.39).
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Capitulo 2

Transformada de Radon

Neste capitulo estudaremos as propriedades da Transformada de Ra-
don. Estas propriedades implicam na existéncia de uma férmula in-
versa para o problema de Tomografia Computadorizada em casos es-
peciais.

2.1 Propriedades da Transformada de Radon

Nesta secao provaremos alguns resultados interessantes sobre a Trans-
formada de Radon. O primeiro resultado é a linearidade da Transfor-
mada de Radon.

Lema 2.1. A Transformada de Radon R é uma aplicacdo linear.

Demonstracao: Segue diretamente da linearidade da integral de linha.
[ |

O proximo teorema nos ensina que, para cada direcao 6 dada, a
Transformada de Radon fornece a integral de f sobre todas as retas
paralelas a 6. Assim, obviamente, se as oscilagbes na direcao 6 sao
perdidas, o mesmo nao acontece nas diregoes ortogonais 0+. A saber,
a oscilacdo de f na direcio 8+ é da forma f(k@F) para k € R. Por
isso, nao é surpresa que este teorema seja utilizado nos métodos de
reconstrucao.

37
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Teorema 2.1 (Teorema das Fatias de Fourier). Seja f uma fungdo
suave. Entdo, para todo @ € S' temos que

(RF(0,5))(k) = f(k6), keR. (2.1.1)

Demonstragao: Pelas defini¢oes da Transformada de Fourier em (1.4.7),
a Transformada de Radon em (1.5.17) e o Teorema de Fubini [12], te-
mos que

:/e_“k/f(x-ﬂL — s)dads = f(kO). =
R R

A pergunta sobre injetividade da Transformada de Radon que fize-
mos na Subsegao (1.5.1) é respondida no corolario:
Corolério 2.1. Seja f € L*(R™). Entdao, Rf(6,s) = 0 se e s6 se
f(0,s)=0.
Demonstracao: Como a Transformada de Fourier ¢ um isomorfismo,
temos que Rf(0,s) = 0 se e s6 se Rf(0,s) = 0. Pelo Teorema 2.1,

se e s6 se f(k@) = 0. Novamente pelo isomorfismo da Transformada
de Fourier, se e s6 se f = 0. Agora a injetividade segue do Lema 2.1. m

Exercicio 2.1. Mostre que
Rf(O,s) =Rf(—0,—s). (2.1.2)
Notemos que, dado m € N,

/ SR, sds-//es x - )™ f(x)dSds . (2.1.3)

Porém, quando calculamos (x - @)™ obtemos um polinémio ho-
mogeéneo de graum em 6, com coeficientes que também sao polinomios
homogéneos de grau m na variavel x. J4, o resultado da integral (2.1.3)
é um polinémio de grau m em 6.

Com isso obtemos que: F(f, s) estd na imagem de R se satisfizer:

F(0,s) = F(—0,—s) (2.1.4)
/ s"F(0,s)ds = P,,(0) (2.1.5)
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onde P,, é um polindmio homogéneo de grau m em 6.
Exercicio 2.2. Seja
P:S"' x(0,00) — R"
0, s) — 50 = x.

i) Mostre que P é um isomorfismo e P71(x) = (x/||x|, ||x||) € a
inversa de P.

i) Demonstre que se f € C®(R"), entdo foP € C®(S"x[0,00)).
i) Seja F € C=(S"! x R). Mostre que
Fo P~ =F(x/|x],Ix])) € C*(R" - {0}).

w) Seja F '€ C®(S"! xR). Demonstre que f = FoP~' € C®(R").
Ainda:

&S—mF(Q, s)} _

¢ um polinomio homogéneo de grau m, para todo m € N.

= Pm(0)>

Definimos o conjunto de funcoes suaves

_ ) n— ! my M
S(S" I xR) :={F € C®°(S" ' xR) : |s|¥ %8171"'%F(w’8)‘§
C(k,l,mq,--- ,my)}. O conjunto S é chamado de espago de Schwartz.

Exercicio 2.3. Mostre que S(R™) é um subespago vetorial de L*(R™).

Com os resultados acima, estamos prontos para mostrar a sobreje-
tividade da Transformada de Radon.

Teorema 2.2. A Transformada de Radon é uma aplicag¢ao bijetora
R : S(R") — M = {S(S"' x R) : F satisfaz (2.1.4) e (2.1.5)}

Demonstracao: A injetividade foi provada no Lema 2.1. Seja F'(0, s) €
M. Como

/ s"F(0,s)ds = smF(0,0) = ima—ﬁ(e, 0)
R asm
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¢, por hipétese, um polindmio homogéneo de grau m. Seja & = A6.
Pelo Exercicio 2.2, f(&) = F(&/|€]l, |€]]) € C*(R™). Como F' € M
e a Transformada de Fourier é um isomorfismo em & obtemos que
f € S(R™). De (2.1.1), deduzimos que F = RF ' f. ]

2.2 Formula de Inversao para Tomografia Com-
putadorizada

Como a Transformada de Radon é uma bijecao, cabe a pergunta:
Sera que é possivel encontrar uma forma analitica para R™'? A idéia
é utilizar a relacao entre a Transformada de Radon e a Transformada
de Fourier provada no Teorema 2.1.

Exercicio 2.4. Mostre que

—1(\n—1737 1 ot
FOATRION) =2m—— Rf(0,5)-

Zn—l asn—l

Para encontrarmos uma expressao analitica para R~! temos que
considerar o caso n par e n impar. A demonstracao de cada caso
difere muito (veja [35]).

Teorema 2.3. Seja n > 1 impar. Entao, para f € S(R™)
an—l

S§n—1 8Sn_1

onde 6 = (cos(f), sen(0)) € S e 6 € [0,27).

fx) =27"(im)' ™"

Rf(0,x - 0)dS, (2.2.6)

Demonstracao: Pela Transformada de Fourier Inversa, coordenadas
polares e o fato que (n — 1) é par, temos que
(2m)"

/ / 20 F(\9L) A" LdNd Sy
sn=1.Jo
1

= ix~>\0 r Iyn—1
2(2m)n /S /_ooe FOAOHNdAdSy.

) =




Férmula de Inversao 41
Por (2.1.1) e pelo exercicio 2.4 concluimos a demonstragao. |

A férmula (2.2.6) possui propriedades interessantes que devem ser
destacadas. Para obtermos f(xg) é necessério conhecer os valores de
Rf(0,s) para s = 08-xy. Ou seja, ndo precisamos conhecer as integrais
de f ao longo de todas as retas L(0,s). Basta obtermos informagoes
sobre os que distam 0 - x; da origem.

Notemos que a demonstracao do Teorema 2.3 nao é verdadeira para

o caso de n ser par. Neste caso, é preciso introduzir a Transformada
de Hilbert, veja [31, 35].

Definicao 2.1. [Transformada de Hilbert] Sejam f € S(R). Entao

H(f(s)) = (7) tv.p. ®) dt , (2.2.7)

Rs—t

onde v.p. significa o valor principal de Cauchy, que neste contexto é

dado por
f(®) [ f(@) > f@)
v.p. | —=dt =1 —d ~—=dt.
p/]R t m/ t+ t

s—1 e—0 s—t sie S—t

—00

Teorema 2.4. Seja n > 1 par. Entao

f(x)=2""(im)"™ /Snl ( 8n__1 HRf) (0,x-0)dS . (2.2.8)

Demonstragao: Veja [31, 35] para detalhes. n

O que podemos aprender de (2.2.6) e de (2.2.8) é que ambas as
férmulas envolvem derivadas de R f. Pelo que vimos na Secao 1.3, isto
¢ uma indicacao de um problema mal-posto. Claro que, por exemplo,
na equacgao (2.2.8), depois de derivarmos, fazemos uma operagao su-
avizante novamente, a saber, integramos. Por outro lado, o ntcleo
em (2.2.8) é singular e, portanto, nao anula totalmente a instabilidade
introduzida pela diferenciacao. Assim, métodos mais adequados que
a invertibilidade direta da Transformada de Radon devem ser consi-
derados.
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O proximo resultado é importante pois relaciona o suporte da
Transformada de Radon com o suporte da funcao f. Também é til
para deduzir uma férmula explicita para R~! para o caso especial
n=2.

Teorema 2.5. Seja f € C°(R") tal que f(x) — 0 mais rapidamente
que qualquer polindmio. Se Rf(0,s) =0 para |s| > p, entdo f(x) =0
para |x]) > p.

Demonstracao: A demonstracao foge ao escopo destas notas. Veja
[35] para detalhes. u

2.3 Exercicios

Recomendamos ao leitor [31, 35| como referéncias para ajudar a resol-
ver os exercicios abaixo.

Exercicio 2.5. Mostre que H(f(s)) = (ws)~' * f(s), onde * é o ope-
rador de convoluc¢ao.

Exercicio 2.6. Seja sign(\) = 1 para A > 0, sign(\) = —1 para
A <0 e sign(0) = 0. Mostre que H(f(s))(\) = —isign(N)f(N).
Exercicio 2.7. Mostre que H(Hf(s)) = —f(s).

Exercicio 2.8. Demonstre que

Rf(0,s) = /E /0 h F(sO* + t0)t"2dtdo

onde . ={0 €S : x-0=s}.

Exercicio 2.9. Uma fun¢ao f : R" — R € dita uma func¢ao radial,
se existir uma fungdo g : R — R tal que f(x) = g(||x]|),Vx € R™.
Mostre que se f € radial, entdo

LI
Rf(0,s) == QW/O g(Vs? + t2)t" 4 dt.
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Agora, consideramos 2 como um circulo de raio p. Ainda suponha-
mos que f é simétrica com respeito a origem. Assim, toda a informacao
que necessitamos saber estd na direcao 6y = (0,+1).

Deste modo, podemos assumir que

f0,s)=f(s), 0<s<p OecS'.

Exercicio 2.10. Sejam as hipoteses do Teorema 2.5 satisfeitas e 0 <
s < p. Use o Ezercicio 2.9 para mostrar que Rf (0o, s) satisfaz uma
equacao integral de Abel de primeira espécie

» i)

Exercicio 2.11. Supondo que Rf(6y, p) =0, prove que
p
f(s) = —7r_1/ d/ds(Ro:5)) ;. (2.3.10)

s2 — 2

Rf(bo,s) = dr. (2.3.9)
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Capitulo 3

Transformada de Radon
Atenuada

Nestas notas usaremos o famoso problema de Riemann-Hilbert para
obtermos uma férmula inversa para a Transformada de Radon Atenua-
da obtida como resultado do modelo de SPECT na Subsecao 1.5.

3.1 O Problema de Riemann-Hilbert

O problema de Riemann-Hilbert possui uma quantidade muito grande
de aplicagoes em varias areas, em particular, em varidveis complexas.
Neste manuscrito necessitaremos de uma versao simplificada do teo-
rema de Riemann-Hilbert. Iniciaremos esta secao definindo o nosso
material de estudo.

Seja v a curva no plano que denota a circunferéncia de raio um,
que aqui parametrizaremos por A € C : [\ = 1 e sejam DT :=
{AeC: N <1lteD :={xeC: |\ > 1}. Suponhamos que a
orientacao de ~ foi escolhida de forma que a regiao DV fique a esquerda
a0 PErcorrermos -.

Seja ¢(A) uma fungao suave definida em Dt U D~. Denotaremos
por ¢t (t) e ¢~ (t) o traco de ¢ em v em DT e D™, respectivamente.

45
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Em outras palavras,

dT(t) = lim ¢((1 —e)t) ¢ ()= lim ¢((1+e)t).  (3.1.1)

e—0t e—0t

Definimos o salto de funcao ¢ sobre a curva ~ por
U(t) =" (t) — ¢ (t). (3.1.2)

Suponhamos que ¥(t) seja uma funcdo suave em 7, o problema
de Riemann-Hilbert é: Encontrar uma fungao ¢(\) definida em
Dt U D™ tal que

1. ¢()) seja analitica em DT e em D™.
2. A\p()\) seja limitada para |A| — co em D~.
3. O salto de ¢ em v seja dado pela fungao 1 (t) em (3.1.2).

O problema de Riemann-Hilbert posssui uma tinica solucao que é
dada pela férmula de Cauchy, [1],

1 [ ()
A)=— | —=dt, AeDtuD™. 3.1.3
o0 =5 | 15 (3.1
Na proxima secao demonstraremos que a Transformada de Radon
Atenuada esta intimamente relacionada com o problema de Riemann-
Hilbert e que podemos usar a férmula de Cauchy para obter uma
inversa para (1.5.27).

3.2 Foérmula de Inversao para Tomografia por
Emissao

Para obtermos uma férmula para a inversa da Transformada de Radon
Atenuada, o primeiro passo é estender a equagao de transporte (1.5.21)
para o corpo dos complexos. Para tal, seja A = ¢, 6 € (0,27).
Notemos que A desta forma toma valores sobre o circulo unitario
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para 6 € (0,27). Por simplicidade, denotaremos x = (z,y) € R?,
entao a equagao do transporte (1.5.21) pode ser reescrita como
(()\ +AxhH o (A=x1Ho

5 or % a—y+a(X)) u(x,\) = f(x). (3.24)

Identificamos x € R? por z = x + iy € C e fazemos

,0) (0 ,a)(_) 00 90

0z \oxr oy 0z 0z

onde Z é o conjugado de z € C, e podemos reescrever a equagao (3.2.4)
como

0 0
<)\& + )\_1£ + a(z)) u(z,\) = f(z), ze€C. (3.2.5)
E claro que a mesma condi¢ao de que nenhuma informacao vem do
infinito como em (1.5.22) deve ser considerada.

Obteremos a férmula de inversao em trés etapas:

1. Passo 1: Verificamos que u(z, \) é analitica em DT U D~ e que
Au(z, A) é limitada quando || — oo.

2. Passo 2: Verificamos que os saltos de u solugao de (3.2.4) sob a
curva A = ¢ que denotaremos por ¥(x, 0) = u(x, 0)* —u(x,0)",
para cada x, podem ser obtidos a partir dos dados R, f(s,0).

3. Passo 3: Resolvemos o problema de Riemann-Hilbert usando
(3.1.3) e avaliamos a equacao (3.2.5) em A = 0 para obtermos

f(z,y) = f(2).

Passo 1: Também é conhecido como o problema 0.
Observemos que, se a = 0 na equacao (3.2.5), entdo ela satisfaz

<)\§z + )\_1%) G(z,\)=46(z), AeC—~yU{0}. (3.2.6)

onde 0(z) representa a distribuicdo de Dirac e G(z,\) é a solugao
fundamental.
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Lema 3.1. A equagdo (3.2.6) possui uma tnica solu¢ao dada pela
funcao de Green

sing(|A| — 1)

GN =0 sy

A~y U0}, (3.2.7)

Demonstragao: Deixamos como exercicio verificar que G em (3.2.7)
satisfaz a equagao (3.2.6). n

Definimos a seguinte mudanca de varidvel ( = Az — A"z, Por
enquanto, assumimos que |A| > 1.

Exercicio 3.1. O Jacobiano da transformagdo é J(\) := |A|*> — |\ 72
Assim,
()\%+)\ 1882) - J()\)a%.
Denotamos por G(¢) = G(z), entiio temos que
L.6(0) = ~18(:(0)) = ~5(0)
¢ J(¢)

Portanto, —G/(¢) é a solucio do operador 9 := %

1
Afirmacio: %Z = 71d(¢). De fato, seja ¢(z) € C5°(C) e denotemos

por du(¢) a medida de Lebesgue dxdy de C ~ R?. Entao, pela a
formula de Green para variaveis complexas

/c*”<<>a—<zd“ /ac ¢ Ho/ac ¢
=—hm/ SO uC) = lim | Eang)

= Loirg(0) - / OO u(C)

onde C := C — {|¢| < }. Isto demonstra a afirmacdo.
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Da afirmacao segue que G(¢) = (—n¢)~". Portanto, G(z) = (7(\z—
A712))7L E assim, segue (3.2.7) para |A| > 1.

Consideramos agora |A| < 1. Pelo exercicios 3.7 temos que o Jaco-
biano é dado por —J({). Portanto,

0 ~ 1

—G(() = —=9i(= =0(C).

5C(0) = (=) = 3(0)
Agora, pelos mesmos passos da afirmacao acima obtemos (3.2.7) para
|A| < 1. u

Lema 3.2. Consideramos a equacao

(Aa% + A‘I%) h(z,\) =a(z), Ae€C—(yu{0}).

com |h(z,\)| = 0 quando z — occ.
A solucdo € dada por

h(z,A) = g G(z = ¢ Mal(C)d u(C) - (3.2.8)
onde G(z,\) € a solugdo fundamental de (3.2.6).

Demonstracao: Segue das propriedades da func¢ao de Green, [12].

Lema 3.3. Seja ¢"*Y onde h é dado por (3.2.8). Entdo,

0z 0z

Demonstracao: A demonstracao é feita por verificacao e assim deixa-
mos para o leitor. [ ]

()\g + )flg_) (e"ENu(z,N)) = "N F(2), e C— (yu{0}).

Teorema 3.1. A solucdo de (3.2.4) é dada por

ul(z, A) = e N / Gz — CNFVFOduC),  (329)

RZ

para toda f suficientemente suave e G(z, \) dada por (3.2.7).
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Demonstracao: Segue do Lema 3.3 e por integragao. ]

Lema 3.4. A func¢do de Green G(z,\) é analitica em DT, em D~ e
em z = 0.

Demonstracao: Veja Exercicio 3.11. ]

Lema 3.5. Suponhamos que a(z) e f(z) sejam suficientemente suaves.
Entao, a funcao h(z,\) em (3.2.8) € analitica em D, em D~ e em
z=0.

Demonstracao: Veja Exercicio 3.12. ]

Teorema 3.2. A solugdo u(z,\) de (3.2.9) satisfaz o Passo 1.

Demonstracao: Que u é analitica segue diretamente da analiticidade
de G e h verificadas nos lemas acima. Usando (3.2.9), ¢é facil de veri-
ficar que Au(z, \) é limitado em D~. u

O teorema acima implica que a solucao da equagao do transporte
u(z, \), estendida ao campo complexo, é um bom candidato a satisfa-
zer o problema de Riemann-Hilbert.

Passo 2: O que queremos verificar agora é o que acontece com u( \)
a medida que A se aproxima de «y por cima (em D~) e por baixo (em
D™T). Esta condigao é conhecida como a condigao de salto.

Denotemos por A = re?. Quando » — 41, A se aproxima de D*.
No sentido das distribuigdes, [12], temos o seguinte limite

Lema 3.6. Sejar —1 — 0, a fun¢ao de Green G(x,\) satisfaz o
sequinte limite

+1
—27i(—0+ - x £ i0 sign(0 - x))’

G:t (X, 9) =

onde £0 denota o limite ¢ — 0.
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Demonstragao: Seja |[A| > 1, isto é, r = 1+ com € > 0. Entao

1 B e—i@
re®z —e=ifz/r (1 +¢)e®z — z(1 —€) + o(e)
B 1 - —i/2

~ —iIm(e7?z) + e Re(e ?z) + o(e)  x- (0 +ic0) 4+ ofe)

TG (z,re?) =

Fazemos ¢ — 0 e obtemos o resultado. Idem para G™ . [ ]

A derivagao do resultado passa pelo seguinte exercicio, [12], co-
nhecido como férmula de Plemelj:

Exercicio 3.2. Mostre que para qualquer f € C°(R) temos que
lim Mal —wp./ mal:):+ sign(e)m f(0),
R T

e=0 Jp 1T+ €
onde v.p. representa o valor principal de Cauchy.
Lema 3.7. Seja A = €. Para toda fungdo suave ¥ temos que
GHx =y, 0)p(y)dy = £ <HR¢><X 6%) + (Av)(x),
R

onde H € a Transformada de Hilbert como na Definicio 2.1 e G*(z,0)
¢ a funcao de Green como no Lema 3.6.

Demonstracio: Denotemos por x = 00+ + 70 ¢ y = 50 + t0 para
o,7,s,t € R. Entao,

R2G+( Yot —y)dy = o= ¢((01_5 j—)f() 3297(17( )_ e

</¢ a—sei (T—t)e)ds)dt

+ % /RSign(tW(x — 16)dt = Z@mw)(x 107) + (AU)(x) .

dsdt

De forma analoga, provamos o limite G~ em D~. [ ]

Segue disto o seguinte corolario
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Corolério 3.1. A funcdo h(z,\) definida em (3.2.8) satisfaz os se-
guintes limites

hE (2, 0) = :I:%(”HR@) (x-6Y) + (Aa)(x).

Notemos que R e A envolvem integracao somente na diregao 6 e,
assim,
Rlu(x)v(x - 65)](s) = v(s)R[ul(s) ,
Alu(x)v(x - 05)](x) = v(x - 1) Afu](x) .
Da observacao acima e dos resultados anteriores temos que

Teorema 3.3. Os limites da fun¢do u(z, \) sdo dados por

ui(x, 0) = e(i%(HRa)(s)—Aa) {:E%H (ei%(HR“)(S)R(eA“(f)»} ()

+ e A () (x) . (3.2.10)
Demonstracao: Basta unirmos os limites no Lema 3.7, Corolario 3.1
a equacao (3.2.9). n

Como observamos anteriormente, a quantidade R(ef) = R, f(s)
sao as medidas (veja (1.5.27)). No entanto, como mostra o Teorema 3.3

u™ e u~ nao dependem somente dos dados. Estes dependem ainda de
A(e?(f))(x). Mas, ut — u~ depende somente dos dados.
Definimos

o(x,0) = (ut —u7)(x,0) (3.2.11)
e os operadores

Ha - CCHCC + CSHCS
Ceq(s,0) = g(s,0) cos(HRa(s)/2),
Csg(s,0) = g(s,0)sin(HRa(s)/2) .
Consideramos o operador adjunto de R, definido formalmente por

Rig = e¥g(x- 0).
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Do Teorema 3.3 temos que
ip(x,0) =R, sHaRa(0) . (3.2.12)

Observamos que i¢(x, ) é uma fungao real da forma
e~ M (x - 8+, 0) para algum operador M. Ainda, ¢ satisfaz

0-Vo(x,0)+ ap(x,0) =0. (3.2.13)
Isso refletird na féormula de inversao.
Passo 3: Agora estamos prontos para obtermos uma Férmula de In-

versao. Para tal, lembremos que os Passos 1 e 2 sao satisfeitos por
u(z, A). Portanto, u satisfaz a férmula de Cauchy

1 [elx) P
u(z,\) = 2i7r/y Y dt AxeDTUD, (3.2.14)

onde identificamos ¢(x,t) com ¢(x, #) usando t = e,

Exercicio 3.3. Mostre que, numa vizinhan¢a de A = 0 vale a identi-
dade

f(x) = lim A_lagu(x, A).

A—0 z

Exercicio 3.4. Verifique que u(x,\) = O(\) em D*. Verifique ainda
que a(x)u(x,A) — 0 quando A — 0.

Exercicio 3.5. Mostre que

1 [ e(x,t) A [ o(z,t) 5
u(x,A)_ziWA St = dt + O(\2).

Sugestao: Utilize a equagdo (3.2.14) e a expansao de 1/(t — \) em
séries de poténcias.

Dos exercicios acima segue a férmula de reconstrucao
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Teorema 3.4. Se ¢ depende dos dados R,f(0,s), vale que

1 Op dt
=— [ Z(x,t)=, 3.2.15
109 = g5z | 9ete 0 (3.2.15)
com a sequinte condicao de compatibilidade
1 t
2im ), 1
Demonstracao: Segue diretamente dos exercicios acima. [ ]

A férmula de reconstrucao acima nao parece muito amistosa. O
proximo resultado ajudara a melhorar o entendimento da mesma.

Corolario 3.2. Seja g.(0,s) = Raf(0,s) as medidas no modelo de
SPECT e ¢ satisfazendo (3.2.13). Entao,

1 27 N i}
f(x)zﬂ/o 0~ - V(Ry_Hag)(x,0)d0 . (3.2.16)

Demonstracao: Denotemos por t = €. Entao, dt = ie??df. Assim, é
facil verificarmos que

47 0_@ dt

2T
2ir )., 0% (x, )t2 /0 ( V(ip)(x,0) + 0 - Vo(x, ))
2T
1 plxt) 1 o(x,0)d0
um . t or J,

De (3.2.13) e (3.2.15), obtemos que

1

f(x) = E/o 7r0 -V(x,0)do .

Finalmente, usando (3.2.12) o corolario esta provado. n
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3.3 Exercicios

Uma boa fonte de referéncia para os exercicos deste capitulo é [2].
Exercicio 3.6. Mostre que |G(z,\)| — 0 quando z — o.

Exercicio 3.7. Mostre que, caso |\| < 1 o Jacobiano da transformagao
¢ dado por —J((), onde J foi definido no exercicio 3.1.

Exercicio 3.8. Faca os detalhes do Lema 3.2.
Exercicio 3.9. Faca os detalhes do Lema 3.35.
Exercicio 3.10. Faca os detalhes do Teorema 35.1.
Exercicio 3.11. Faca os detalhes do Lema 3.4.
Exercicio 3.12. Faca os detalhes do Lema 3.5.

Exercicio 3.13. Mostre que a formula de reconstrugao (3.2.16) € igual
a 1mversa da Transformada de Radon, quando a = 0.

Exercicio 3.14. Deduza a formula de reconstrucao no caso em que
a(x) € constante.
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Capitulo 4

Tomografias por Difracao e
Aproximacoes de Born

Como discutimos na Se¢ao 1.5, problemas relacionados com ultrassom
e radar sao modelados pela equagao da onda, nos quais se conhece a
onda refletida pelo objeto (espalhamento inverso) imerso no meio. O
problema de recuperar propriedades do meio através de informacoes
medidas em espalhamento inverso é muito dificil. Uma boa referéncia
para entender quais as dificuldades envolvidas nestes modelos é [20].

4.1 Espalhamento Inversos em Uma Dimensao

Um modelo simples de entender e muito intuitivo é o modelo uni-
dimensional. Vamos considerar a equagao da onda (1.5.32) em uma
dimensao, com termo forcante 6(t)d(z — x5), (t,z) € R x R. Esta é a
distribuigao de Dirac em ¢ = 0 e na posigao g, [12].

Como verificamos na Subse¢ao 1.5.5, no espacgo das fequéncias, a
equacao da onda corresponde a equagao de Helmholtz (1.5.36), com
velocidade dada pela equagao (1.5.35).

No caso unidimensional, a solucao u;, da equacao de Helmholtz
(1.5.38), com condigao de radiacao como em (1.5.36), é dada por

_6ik|m—€|

_ 4.1.1
2 km ( )

Uin(z,w;0) = g(x — 0, w) =

o7
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onde g(x,w) representa a fungao de Green para a equagao de Helmholtz.
Pelo principio de superposigao, a solu¢ao da equagao (1.5.39) é dada
por

us(za wj 9) = (.U2 /900 %(us - um)(y> w)g(x - Y, w)dy, (412)

onde u, representa os dados refletidos.

4.1.1 Aproximacao de Born

A aproximacao de Born para o problema de espalhamento inverso em
uma dimensao consiste em considerar que a(x) é pequeno com relac¢ao
a v(x). Isto corresponde a uma linearizagdo em torno da velocidade
constante c. Deste modo, a quantidade a(z)u, é da ordem de a.
Portanto muito pequena de forma que pode ser desconsiderada no
lado direito de (4.1.2). Substituimos u;, em (4.1.2) por sua expressao
em (4.1.1) e obtemos que

us(zs, ck/2;0) = —/R@e“mdx (4.1.3)

é uma boa aproximacao para os dados refletidos u.

Teorema 4.1. A quantidade a(x) é unicamente determinada por u
em (4.1.3). Ainda, a reconstrucao é estdvel.

Demonstragao: De fato, por (4.1.3), a(x) é dada pela Transformada
de Fourier Inversa

a(z) = -2 / ey (2, ch/2: 0)dk.
R

™

Pelo Teorema 1.2, a(x) é unicamente determinado e a reconstrugao é
estavel. |



Espalhamento Inverso em Dimensao Dois ou Trés 59

4.2 Espalhamento Inverso em Dimensao Dois ou
Treés

Nesta secao, faremos uma generalizagao da secao anterior, para di-
mensoes dois e trées. Como comentado anteriormente, o caso geral é
muito complicado, assim utilizaremos uma aproximagao de Born para
obter uma férmula de reconstrucao.

4.2.1 Aproximacao de Born

A aproximacao de Born que estamos interessados nestas notas consiste
em linearizar a equagao (1.5.39) em torno da velocidade constante
v(x) = ¢. Em outras palavras, assumiremos que a(x) é muito pequeno
em norma. Como o termo a(x)us é um termo de segunda ordem em
(1.5.39) este pode ser desconsiderado. Desta forma a equagao (1.5.39)
fica

(A + F) us(x,w) = —a(x)ku (x, w) (4.2.4)

B Vus(x,w) — ikus(x,w) = o (\x|_("_1)/2) :

Lema 4.1. A equagao (4.2.4) possui uma unica solu¢ao dada por

ug(x, w) = k? /n a(y) Ui (y,w)Gr(x — y,w)dy, (4.2.5)

onde G, € a func¢ao de Green da equagdo
(A +E) Gu(x,w) = 6(x)
% V(% w) — kg (%, w) = o (|x|7"/2)
que € dada por
eik\x|

= — 4.2.6
47 |x| ( )

Ga(x) = {Holklx]),  Ga(x)

onde 7/-70 ¢ a funcao de Hankel dada por

)|) = l/ 1 ei(pw+\/k2—p2y)dy_
T Jr / K2 _p2

Ho(K|(z,y



60 Tomografias por Difracdo e Aproximac¢ées de Born

Demonstracao: Segue facilmente do método de sobreposigao. [ ]

4.2.2 Formula de Reconstrucao

Lembramos que, matematicamente, conhecemos u, no limite quando
|x| = 0o0. Assim, usando que

x =yl =[x +%0-y+O((x,5)),

onde O((x,y)) representa termos de ordem menor, temos que o valor
de us, como no Lema 4.1 é dado por

k2eik|x\

a(y)e* @ gy + O((x,y)) . (4.2.7)

Ug(X, w) =
(x,) Am|x| Jgn
Portanto, vemos de (4.2.7) que as medidas us podem ser escritas da
forma

kZeik\x|

Tl “hx0 = 0)) + O(1/Ix]). (4.2.8)

us(x,w) =
Observacao 4.1. Lembramos que w = ck. Assim, para uma onda
plana a uma dada frequéncia w, isto €, em um dado niumero de onda
k, numa direcao @ a quantidade

= ——us(x,w), (4.2.9)

para |X| suficientemente grande.
Portanto, cada nova medida nos fornece novas informacoes sobre
a Transformada de Fourier de a(x).

Caracteristicas Especiais: No caso bidimensional, podemos observar
os seguintes tipos de medidas distintas:

1. Medidas na dire¢ao x tal que x -6 > 0. Estas medidas sao
conhecidas como medidas de transmissao, pois sao as medidas
de ondas que passaram pelo objeto a ser imageado.
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2. Medidas na direcao x tal que x -8 < 0. Estas medidas sao
conhecidas como medidas de reflexao, pois sao as medidas de
ondas que sao refletidas pelo objeto a ser imageado.

Em muitos casos s6 é possivel obter acesso a um dos tipos de me-
didas acima.

Medidas de Transmissao

Vamos analisar primeiro o caso em que temos acesso somente medidas
de transmissao como no Item (1). Ou seja, que temos acesso a a(k(xo—
0)) como em (4.2.9) para xq-6 > 0. Em particular, para xo = @, temos
a(0). Este é a média dos valores de a(x) no dominio.

Lema 4.2. O problema inverso de Tomografia por Difracao nao possui
unica solucao.

Demonstracao: De fato, como x, varia sobre S' tal que x¢ -0 > 0,
obtemos o valor de a(y) sobre o semicirculo passando pela origem e
simétrico com relagao a €. Como 6 varia sobre o disco unitario, temos
que a(k(xo—0)) permanece no disco de raio v/2k. Portanto, para cada
k fixo, tudo o que podemos obter é a(y) para y tal que |y| < v2K. m

No caso tridimensional o resultado é similar.

Foérmula de Reconstrugao para Medidas de Transmissao

Como as frequéncias maiores que v/2k nao podem ser reconstruidas,
vamos assumir que

a(x) = (F'E g,0) (x) - (4.2.10)
onde § 5, = 1 se |y| < 2k e zero caso contrario.

Corolério 4.1. Sob a hipdtese que a(y) € tal que |y| < 2k, entdo o
problema inverso em Tomografia por Difusao possui uma unica solucao.
Esta solucao € estdavel.
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Demonstragao: Segue de (4.2.10) e do Teorema 1.2. n

O préximo passo é obtermos uma férmula de reconstrugao. Vamos
analisar o caso bidimensional.

Queremos ¢é recuperar a(x), conhecendo a((xo — €)) com x¢ e 6
em S'. Em outras palavras, queremos recuperar uma funcao de duas
variaveis a partir de dados que dependem de duas varidveis também,
a saber xg e 6.

Pela Transformada Inversa de Fourier, temos que

kf2 2 \/5 . 0
= wex-U g
a(x) L /0 /0 e a(kp@)pdpdl .

Notemos que, como @ varia sobre o circulo unitario, todos os pontos
do circulo |y| < v/2k sdo identificados duas vezes pela variacdo de X,
uma vez quando y - = > 0 e outra quando y - 8 < 0. Portanto,
a informacdo contida em y - @~ > 0 é suficiente. Tal informacéo
pode ser parametrizada da seguinte maneira: Para um dado 6, seja
Xy parametrizado por

xo(80) = sen(30) + cos(0"), 0< B <m/2.
Desta parametrizacao obtemos que

a(k(xo — 8)) = a (kp(B) (sen(B — 1)8 + cos(8)0™) (p(5)) ™)
= a(kp(B)R(P)6)

onde p(B) = \/2(1 —cos(f)) e R(B) é a matriz de rotacao (que de-
pende de f3).

Teorema 4.2. Para xo = xo(8,0) parametrizado como acima, temos
a sequinte formula de reconstru¢ao

2 2 V2
a(x) = k—/ / eikp(ﬁ)x'R(B)ed(Mxo — 0))sen(B)d[d0 .
27m)2 Jo  Jo

Demonstracao: E simples e assim deixamos como exercicio. [ ]
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Medidas de Reflexao: Algumas Observagoes

Para finalizar faremos algumas observagoes com relacao ao caso de
termos acesso a medidas de reflexdo como no Item (2).

Seguindo os mesmos passos acima, podemos mostrar que nao é
possivel recuperar o numero de onda de a(x) para baixas frequéncia
e nem para altas frequéncias. Em outras paravras, so é possivel re-
cuperar valores de y que estejam no anel 2k < |y| < 2K. Para
valores que estao no anel acima, é possivel obtermos uma féormula de
reconstrucao como anteriormente. Este é um desafio interessante para
o leitor. Para maiores detalhes consulte [2].

4.3 Exercicios

Exercicio 4.1. Mostre que (4.1.1) satisfaz a equagdo de Helmholtz
(1.5.38) com a condigdo de radiagdo (1.5.36).

Exercicio 4.2. Demonstre o Lema 4.1.

Exercicio 4.3. Use o principio da superposi¢dao para mostrar que a
solu¢ao da equagao (1.5.39) é dada por us como na equagio (4.1.2),
para o caso unidimensional.

Exercicio 4.4. Faca os detalhes da demonstracao do Coroldrio 4.1.

Exercicio 4.5. Faca os cdlculos na demonstracao do Teorema 4.2.
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Capitulo 5

Tomografia por
Fluorescencia Optica

Dedicaremos este capitulo para a obtencao de uma férmula para recu-
perar f na equagao (1.5.28) com uma fonte de espalhamento, a partir
das medidas (1.5.31), em dimensao dois.

5.1 Uma Férmula de Inversao Utilizando Séries
de Newmann

Nossa abordagem é muito simplificada mas da algumas ideias das
técnicas a serem aplicadas. Estas simplificagoes dao origem a uma
abordagem que permite utilizar a série de Neumann para garantir
uma férmula de inversao. Como sub-produto do resultado, temos um
algoritmo iterativo para a inversao.

Iniciaremos esta secao definindo a transformada raio

Sg(x,@):/_ g(x + s0)ds, (5.1.1)

para g € L*(R) e 6 = (cos(f), sen(d)) € S*, para 6 € [0, 27).
Lema 5.1. A fungdo v(x,0) = eA%(x)u(x, 0) satisfaz a sequinte equacao

65
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integral
v(x,0) = [Sel*Ke "] (x,0) + [Se?* f] (x,0). (5.1.2)

Demonstracao: E facil e, portanto, deixamos para o leitor. [ ]

Definimos T = SeA*Ke™4% entdo temos que a equacao (5.1.2)
pode ser reescrita por

(I —T)v(x,0) = [Sef] (x,0). (5.1.3)

Lema 5.2. Suponhamos que exista uma norma ||| - ||| (que nao vamos
definir nestas notas) tal que |||T||| < 1. Entdo

v(x,0) = [Sef] (x,0) + [SeAaKe "] (I — T) ' Se* f(x,0).

Demonstracao: Sobre a hipétese de que |||T]|| < 1, temos que (I —T)
é inversivel. O resultado agora segue de (5.1.2) e de (5.1.3).

Sob certas hipdteses, o préximo teorema produz uma férmula de
inversao. Na verdade, mais que isso, garante um método iterativo
convergente e estavel para obtermos f.

Teorema 5.1. Definimos Z = [SeA*Ke A%]| (I — T)~'SeA*. Sob
a hipdtese de que |||Z]|| é suficientemente pequena, vale a seguinte
formula de reconstrugao

i ~NRZ) Ng(x). (5.1.4)

onde [Ng|(z) é o operador definido em (3.2.16).

Demonstracdo: Escrevemos x = s@' + t0. Fazemos t — oo em
(1.5.26) e obtemos que

9(0,8) =Ruf(0,s)+ RZf(0,s).

Aplicamos o operador A/ de ambos os lados da igualdade acima e
obtemos que

&)+ NRZf(x) = Ng(x).
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Utilizamos a hipotese que a norma do operador Z é suficientemente
pequena, entao temos que o operador I — (—N RZ) é inversivel e sua
inversa pode ser dada pela série de Newmann (5.1.4). n

A hipétese feita no Teorema 5.1, para garantir a inversa do operador
(I — Z), esta relacionada com o fato que o campo de espalhamento
seja pequeno. Assim, essa é uma hipotese que nao é muito absurda do
ponto de vista fisico.

A férmula de inversao obtida no Teorema 5.1 garante o seguinte
algoritmo iterativo para a reconstrucao de f:

Corolario 5.1. Sob as hipoteses do Teorema 5.1 existe um algoritmo
iterativo para recuperar f no problema inverso relacionado a Tomo-
grafia por Fluorescéncia optica.

Demonstragao: Definimos f°(x) = Ng. Para cada j > 0, defina v/ a
solucao do seguinte problema

0 - Vul(x,0) + aul(x,0) = Kul(x, 9)}(){) . (5.1.5)

Atualizamos f por
(%) = Ng(x) = NRye™Kul(x) . (5.1.6)

Observamos que, se o espalhamento é pequeno, como assumido no Te-
orema 5.1, f7 converge (em alguma norma adequada) para f. |

5.2 Exercicios

Exercicio 5.1. Demonstre o Lema 5.1.

Exercicio 5.2. Mostre que o operador Z definido no Teorema 5.1 é
um operado linear. Dé condicoes sobre as normas de S, K e T para
que Z seja um operador limitado.

Exercicio 5.3. Dé condi¢oes na norma de S, K e T tal que |||Z]|| < 1.

Exercicio 5.4. Mostre que, se |||Z]|| <1, entdo I —Z é um operador
wnversivel e a tnversa pode ser dada pela série de Newmann.
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Exercicio 5.5. Faca os detalhes da demonstracao do Coroldrio 5.1.



Capitulo 6

Sistemas de Equacoes
Lineares

Neste capitulo, faremos uso de algumas ferramentas da Algebra Linear
e Teoria Linear de Operadores para introduzir algumas técnicas muito
utilizadas em Problemas Inversos.

Os capitulos anteriores nos ensinaram que, dado um problema li-
near (um sistema de equagoes lineares, por exemplo), o operador que
rege o problema nem sempre € injetivo e, mesmo que seja esse o caso,
nao é nada recomendavel inverter esse operador.

Apresentaremos abaixo dois conceitos relacionados com a solugao
de problemas inversos. Estes sao a Inversa Generalizada ou Pseudo-
Inversa de operadores lineares e o Teorema de Decomposi¢cao em Va-
lores Singulares (SVD)' ou Teorema Espectral. O primeiro destes con-
ceito nos permitird definir uma solu¢ao, com uma propriedade espe-
cial, dentre todas as possiveis solugdes (que podem ser infinitas) de
um problema inverso. O segundo permite decompormos um operador
(uma matriz) como a soma de projegdes sobre certos subespagos. Além
disso, essa teoria nos ajuda a entender a influéncia dos autovalores de
um operador na solucao de problemas inversos.

10 Teorema de Decomposicd em Valores Singulares é um dos teoremas mais fortes da ma-
tematica. Existem versoes deste Teorema para operadores auto-adjuntos ndo limitados [24].
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6.1 Pseudo-Inversa de Operadores Lineares

Na verdade, tudo o que queremos em problemas inversos é: Encontrar
uma maneira de aproximar um operador (o operador inverso) por uma
familia de operadores bem postos. Consequentemente, encontrar uma
aproximacao (a melhor possivel) para a solu¢ao do problema.

Nesta se¢ao, apresentaremos uma forma de aproximarmos “da me-
lhor maneira” o inverso de um operador linear. Desenvolveremos a te-
oria para operadores lineares limitados que possuam imagem fechada,
que é o caso de operadores em dimensao finita (matrizes) e opera-
dores compactos. Assim, com a teoria linear, cobrimos uma ampla
quantidade de casos interessantes. Faz jus mencionarmos que existem
versoes dos resultados apresentados abaixo para operadores lineares
limitados quaisquer. Para uma abordagem completa sobre o assunto,
veja [14].

6.1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Esperamos que o leitor esteja familiarizado com as defini¢oes de ma-
trizes Hermitianas, Simétricas, Unitarias, Normais, etc. Caso
contrario, uma breve leitura em livros de Algebra Linear é recomen-
dado. Veja, por exemplo, [29, 37]. Nosso objetivo é encurtarmos o
caminho. Assim, vamos direto ao Teorema Espectral? (dimensao infi-
nita) para operadores compactos e auto-adjuntos e obteremos, como
corolario, o Teorema da SVD (dimensao finita).

Seja A : Hi — Ho um operador linear e limitado, onde H; e H,
denotam espacos de Hilbert. Consideraremos o problema fundamental
de resolver a equacao linear do tipo

Az =y, (6.1.1)

onde y € H,.

Exemplo 6.1. Ezemplos da equagdo (6.1.1) sdo:

2Teorema Espectral é o nome que se dé ao Teorema de Decomposicdo em Valores Singulares
para operadores em dimensao infinita.
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Caso em que H1 =R"™, Hy =R™ e A € M,«n(R).

Caso em que Hy; = Hy = L?[0,1] e A é um operador integral da
forma

(Az)(s) = /0 k(s,Ha()dt, s€0,1],

e k(s,t) € (C[0,1] x C[0,1]) € o chamado KernelP.

Como ja vimos, se o operador A possui uma inversa, entao a equacao
(6.1.1) possui uma unica solu¢io x = A~'y. Mas, nossa experiéncia
anterior nos ensinou que "nem tudo sao rosas”, isto é, pode acontecer
de que N(A) # {0} ou, talvez, y ¢ Im(A).

Um fato confortante é que, mesmo no caso da equagao (6.1.1) nao
possuir uma solucao no sentido tradicional, é possivel definir uma
solugao generalizada do problema que ¢ ”a melhor”entre as solugoes
generalizadas de (6.1.1). Para tal, necessitamos de certas hipoteses
sobre a imagem do operador A. No caso em que A é um operador
compacto, a hipdtese que faremos abaixo nao é restritiva.

Hipétese 6.1. Suponha que A € um operador linear limitado e que
Im(A) € fechada em H,.

Seja P : Hy —> Im(A) o operador de projecao ortogonal (que estd
bem definido pelo Exercicio 6.6). Assim, Py € Im(A) é o vetor mais
proximo de y.

Definigao 6.1. Uma solugao generalizada de (6.1.1) € qualquer solugdao
u € Hy da equagao
Ax = Py. (6.1.2)

Exemplo 6.2. Suponha que A = < _11 _11 ) ey=(2,1)T.

Entio Im(A) = span{(1,—-1)T} e Py = (1/2,—1/2)T. Portanto, o
conjunto de solucoes generalizadas € dada por

1
{(xl,ifz)T t Xy = 3 +IL"1} .

3N3o confundir com o nicleo do operador A
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Geometricamente, uma solugao generalizada, como na Defini¢ao
6.1, significa encontrar u € H; solugao do problema de minimizagao

1
= in —||Az — y|?. 6.1.3
u arggg;gﬂl z — (6.1.3)

Mais geral, denotando por A* o operador adjunto de A, segue

Teorema 6.1. Suponha que A : Hy — Ho seja um operador linear
limitado, y € Ho e a Hipotese 6.1 seja satisfeita. Entdo, as sequintes
condi¢oes sobre u € Hy sao equivalentes:

(i) Au= Py,
() u = arg min 5| Az — y||*,
(iii) A*Au = A*y (conhecidas como Equagoes Normais).

Demonstracao: (i) = (i7): Seja Au = Py. Segue do exercicio 6.2 e
do Teorema de Pitagoras que, dado x € H;,

lAz —y||* = || Az — Py|* + [Py — y|*
= [ Az — Py|* + | Au — y|I* > [[Au — y||*.

(17) = (i11): Por hipdtese, existe pelo menos um = € H; solugao de
(6.1.2). Disto e do Teorema de Pitdgoras, temos que

[Au = y|I* = [|[Au — Py[|* + || Py — y|I* > [|Au — Py||* + || Au — y|*

Portanto Au—y = Py—y € (Im(A))t = N(A*). Assim, A*(Au—y) =
0 e (iii) segue.

(ii7) = (i): De (iii) satisfeito, obtemos que Au —y € (Im(A))* e,
assim, 0 = P(Au — y) = Au — Py. |

Definicao 6.2. Um vetor u € Hy satisfazendo qualquer uma das sen-
tencas do Teorema 6.1 é chamado uma solugcao dos minimos qua-
drados da equagao Ax = y.
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Uma observacao importante a ser feita é a de que, sob a Hipdtese
6.1, uma solugao de minimos quadrados de (1.2.1) sempre existe Vb €
Ho (veja Exercicio 6.4). Caso N(A) # 0 entdo, existe uma infinidade
de solugoes de minimos quadrados de (1.2.1). De fato, se u é uma
solu¢do de minimos quadrados e v € N (A), entdao u + v também é
uma solucao de minimos quadrados.

Estamos buscando um caminho para ”inverter”o operador A, as-
sociando com cada b € Hy uma unica solu¢ao de minimos quadrados.
Sabemos que, se N(A) # 0, nao temos tal unicidade. Serd que te-
mos alguma alternativa? A resposta é afirmativa: basta para tal,
escolhermos entre as (varias) possiveis solugoes, uma que tenha uma
caracteristica especial. Mas, que caracteristica especial podemos es-
colher num conjunto que possui, possivelmente, uma infinidade de
elementos?

Vamos voltar e analisar o que temos de hipoteses e resultados.

i) O conjunto de solugoes de minimos quadrados é nao-vazio.

ii) O conjunto de solugoes de minimos quadrados é convexo e fe-
chado (ver Exercicio 6.3).

Portanto, pelo Teorema da Proje¢ao [24], existe uma tnica solucdo
de minimos quadrados com norma minima associada a cada elemento
b € Hs. Logo, temos um caminho para encontrar uma inversa (mesmo
que generalizada) para o operador A.

Definicao 6.3. Seja A um operador satisfazendo a Hipotese 6.1. A
aplicacao

ATIH2—>7‘[1, AT =u

onde u € a unica solucao de minimos quadrados de norma minima

da equagao (6.1.1). Tal solugdo é chamada de Inversa Generalizada
de A.

Existem outras defini¢oes de inversa generalizada de operadores que
sdo equivalentes a dada acima (veja [14]).

Teorema 6.2. Se A satisfaz a Hipdtese 6.1, entdo Im(AT) = Im(A*) =
Im(ATA).
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Demonstracao: Seja b € Hs. Num primeiro momento, mostraremos
que ATh € N(A)*L e entdo usaremos o Exercicio 6.8. Suponha que

ATb:u1+uQ EN(A)J'@N(A)

Entao, u; é uma solugdo de minimos quadrados de Ax = b. De fato,
Auy = A(uy +ug) = AAD = Pb.

e, portanto, a afirmacgao esta completa usando o Teorema 6.1.
Suponhamos que us # 0. Entao, pelo Teorema de Pitagoras,

] < [y + w2 = [|ATD]*

contradizendo o fato de A'b ser uma solucdo de minimos quadrados
que tem a norma minima. Logo, ATb = u; € N(A)*.
Reciprocamente, sejam u € N'(A)* e b = Au. Entdo,

Au = PAu = Pb

e, assim, v é uma solugao de minimos quadrados. Se x é qualquer
outra solucao de minimos quadrados, entao

Ax = Pb= Au
e, portanto, r — u € N(A). Pelo Teorema de Pitdgoras,
)1 = [lull + [l — al* > flul|*

Assim, u é a solugao de minimos quadrados que tem norma minima,
ie., u= A'b.

Isto prova a primeira das igualdades. Para verificar a segunda,
notemos que, para qualquer b € Hs,

ATb=ATPbec Im(ATA). N1
Corolario 6.1. Se A satisfaz a Hipétese 6.1, entio Al : Hy — H, é
linear e limitado.

Um fato muito importante para o que segue na teoria de regulari-
zagao para problemas inversos é consequéncia do seguinte resultado:
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Teorema 6.3. A inversa generalizada A" possui grdfico Gr(AT) fe-
chado. Consequentemente, AT é continua se, e s6 se, Im(A) é fe-
chada.

Demonstracao: Uma parte deste Teorema é consequéncia do Corolario
6.1. A demonstracao completa do Teorema foge ao escopo destas no-
tas, pois, usa conceitos fortes de Analise Funcional em particular o
Teorema do Grafico Fechado, [24]. Interessados na demosntragao po-
dem consultar [10]. n

Observacgao 6.1. O Teorema 6.3 reforca ainda mais a diferenca en-
tre problemas inversos em dimensdao finita e infinita. Pois, no caso
de dimensao finita, o operador (matriz) A sempre possui a imagem
fechada. Assim, temos a garantia de existéncia e unicidade de uma
solucao de minimos quadrados de norma minima.

6.2 A Decomposicao em Valores Singulares

Um dos principais resultados da Algebra Linear é o Teorema de De-
composi¢ao em Valores Singulares (SVD). Este teorema permite escre-
ver uma matriz qualquer como uma soma de matrizes de projecao de
posto 1. Mais geral, o Teorema de SVD vale para operadores lineares
em espacos de Hilbert de dimensao infinita que sao auto-adjuntos?.
Neste caso, o Teorema de SVD é conhecido como Teorema Espectral,
[24]. No caso especial em que A é um operador linear e compacto,
o Teorema Espectral se traduz de forma similar ao caso de dimensao
finita, [24, 37, 29, 13].

Observacgao 6.2. Faremos a hipotese de que o corpo de escalares do
espaco vetorial € o corpo dos niumeros compleros. Assim, se temos
uma matriz n X n, esta possui n autovalores. Esse fato € importante
no que seque.

4Um operador A entre espagos de Hilbert é Auto-Adjunto se D(A*) = D(A) e (z, Ay) =
(Az,y),Va,y € D(A).
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Nosso ponto de partida é uma versao simplificada do Teorema SVD,

a qual faremos a demonstracao. Formulacoes mais gerais podem ser
encontradas em [24, 37, 29, 13].

Teorema 6.4. [Diagonalizacdao] Seja A uma matriz quadrada de
ordem n X n com um conjunto de n autovetores linearmente indepen-
dentes. Entao, A € similar a uma matriz diagonal ou diagonalizdvel.

Demonstracao: Construa a matriz S tendo como colunas os vetores
{v1,++,v,}. Assim:

AS=A Vi Vg -+ Up = >\1’Ul )\2’02 s )\nvn

:S-D(Ala)‘%”' 7>\n>7

onde, D(Aq, Ay, -+, \,) representa a matriz diagonal formada por
(A, Ao, -+, A\). Como S é invertivel, temos

A=SDAL s, A)S™H. W

Corolario 6.2. Seja A uma matriz com de ordem n X n que possui n
autovalores distintos. Entao, A € diagonalizdvel.

Pergunta: Sera que toda matriz quadrada é diagonalizavel? Nao,
pelo menos, no sentido do Teorema 6.4. Veja a resposta no Exer-
cicio 6.18.

O Teorema 6.4 é a versao mais simples do Teorema de Decom-
posicao em Valores Singulares. Passaremos agora para uma versao
mais geral.

Teorema 6.5. Todo operador compacto possut no mdximo uma quan-
tidade enumerdvel de autovalores que formam uma sequéncia cujos
valores absolutos convergem para zero. Os autovalores de um opera-
dor auto-adjunto sao reais.
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Teorema 6.6. [Teorema Espectral’ - A compacto e auto-adjunto] Seja
A H — H um operador compacto e auto-adjunto. Entdo, existe um
sistema ortonormal completo {e;} de H tal que Aej = \je; e A\j — 0
quando n — Q.

Demonstracao: Nao faremos a demonstragao, pois foge das nossas
pretengoes. Para a demonstragao sugerimos que o leitor consulte [24].
]

Teorema 6.7. [Teorema Espectral - A compacto] Seja A : Hy — Ha
um operador linear compacto. Entao, existem conjuntos ortogonais

(nao necessariamente completos) {e1, -+ ,en} de Hy e {fi, -, fm}
de Hsy e de numeros oy, ,0,, com gy > 0y >, -+ > 0, tal que
m
Az => ojlxe)f;,  wE€M. (6.2.4)
j=1

No caso da tmagem do operador A ter dimensao infinita, temos que
considerar m — oo. Neste caso, g, — 0.

Demonstracao: Como A é compacto sabemos que A*A é compacto e
auto-adjunto. Pelo Teorema Espectral 6.6, existe um conjunto orto-
gonal {ey,---,en} de H; tal que A*Ae; = Ajej, onde 0 < \; € R.
Defina 0; = \/Aj e f; = J%_Aej (para 0; > 0). Um calculo simples

mostra que {f1, -, fin} é um conjunto ortonormal e que a equacao
(6.2.6) ¢é satisfeita. u
Definicao 6.4. Os valores o1, -+ ,0,, sao chamados de valores es-

pectrais de A. Chamamos de sistema singular de A a tripla

(05, €5, f3)-

Corolario 6.3. [Teorema espectral em dimensao finita - SVD.] Seja
A e R™™ comn <m. Entao, existem matrizes unitarias U € M, xm,

50 Teorema Espectral como enunciado também é conhecido como Teorema de Hilbert-
Schmidt. Existem vérias versdes deste Teorema,[24].
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V e M,x, e uma matriz diagonal com entradas nao-negativas > :=
D{oy,--- ,0,} tais que
A=UxVT.

Os passos para demonstrar o teorema SVD estao nos Exercicios 6.23
e 6.24.

6.2.1 Funcoes de Operadores: O Teorema da Aplicagao Es-
pectral

Daremos agora uma breve introdugao ao Cdlculo Funcional, como é
conhecida a teoria que trata de funcoes de Operadores Lineares. Essa
importantissima ferramenta matematica nos ensinara a derivar as cha-
madas de Funcoes Filtro que sao a pega chave para o entendimento
dos Métodos de Regularizacao dos capitulos a seguir.

Por simplicidade, daremos somente a ideia intuitiva em dimensao
finita. Para interessados em detalhes mais aprofundados, recomenda-
mos [24] e livros de Anédlise Funcional em geral.

Sejam t € [0,T] e g(t) = ap + ait + - -+ + a,t™ um polinémio de
ordem n em t.

Definicao 6.5. Seja A um operador linear limitado (|A| € [0,T]),
definimos um polinomio do operador A por

g(A)=ap+a A+ +a,A"
onde g(t) € o polinémio acima.

O que acontece com uma funcao continua de um operador linear
limitado? A resposta é dada pelo Teorema da Aplicacao Espectral.
Elucidaremos suas consequéncias através de um exemplo. Para inte-
ressados na demonstragao consulte [24].

Exemplo 6.3. Uma funcdo de operadores muito especial € a expo-
nencial de um operador linear limitado exp(A). Dar sentido a esse
tipo de operacoes tem uma importancia enorme na caracteriza¢ao de
solugoes para sistemas de EDO’s e na Teoria de Semigrupos associa-
dos a operadores diferenciais parciais.



A Decomposi¢ao em Valores Singulares 79

Vamos considerar o caso especial em que A € uma matriz e, mais
ainda, esta satisfaz as hipoteses do Teorema 6.4.

Sabemos que a fungdo exp(t) possui uma erpansao em séries de
poténcias dada por

=t t2 tk
exp Z—'_l—l— +2'+ E‘F
:0 :

que converge uniformemente ¥Vt € R. Pelo o Fxercicio 6.26, temos
que

Z 7 =S5 D(exp(A1), - ,exp(A,), ) - S =: exp(A).
j=0 7’

e . . e . ] .
Como o operador A ¢é limitado, a série Z?io % converge uniforme-
mente na norma dos operadores e, assim, exp(A) estd bem definida.

No caso especial em que A é uma matriz quadrada e injetiva, temos,
do Teorema SVD, que

ATt =vyyeTluT, (6.2.5)
onde X' = D{,---, -

) on

Observacgao 6.3. Notemos que a inversao de uma matriz pode ser
pensada como a funcdo g(t) = t=' aplicada a matriz.

De fato, podemos provar que este resultado nao é mera coincidéncia.
Denotemos por %(A) o espectro de A.

Teorema 6.8. [Teorema da Aplicagcio Espectral.] Seja A um operador

linear limitado e g : R — R uma fun¢do continua (a direita ou a
esquerda). Entdo, X(g(A)) = g(X(A)).
Em particular, se A é compacto, entdao

m

g A=) glo)(z,e)f;,  weH.

J=0
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E extremamente importante entender este resultado, pois servira
no entendimento, para a construcao das estratégias de regularizacao
(veja Capitulo 7) e para entender a relacdo existente entre mal condi-
cionamento de um problema com os respectivos valores espectrais do
operador associado.

6.2.2 Relacao entre Ma-colocagao e Valores Espectrais

Segue do Teorema Espectral que, se o operador linear A é compacto
e possui inversa, entao

Zai o fes, g e Im(A). (6.2.6)

J=1

Assim, se a dimensao do problema é grande, ou melhor, se o, esta
proximo de zero, significa que é ¢ grande. Portanto, pequenas per-
turbagoes na diregao de um autovetor associado ao autovalor o, im-
plicam numa grande variagao na solugao.

Explicaremos esse fenomeno de maneira mais clara através da De-
composicao em Valores Singulares em dimensao finita.

Consideremos o problema inverso (em dimensao n) de recuperar z
na equacao matricial

Az =y,
para um dado com ruidos 3° = (y1,- -+ ,yn + %) Assim, o erro nos
dados ¢é da ordem de %

Suponhamos que a matriz A tenha sua decomposicao espectral
dada por (6.2.5) onde os valores singulares sao o; = O(%)6, J
1,2,---,n. Logo, A é inversivel.

Da equagao (6.2.5), temos que a solu¢ao com ruidos é dada por

— A—1y5 — VE—IUTy5 )

Como as matrizes U e V sao unitarias e todas as normas sao equiva-
lentes (espago de dimensao finita), temos a seguinte estimativa para a

60(a) significa que @ = constante.
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solugao
o — 2012 = [VETUTy — VEUTR = S(00) (s - u)?

_ (O(”))2 — (0(1)). (6.2.7)

n

Note que o erro na solucio é muito grande, se (O(1))? for grande.

Vamos agora a um critério de solvabilidade de equacoes lineares
governadas por operadores compactos. Muitos autores referem-se a
este resultado como sendo o Critério de Picard, [3, 4, 10].

Teorema 6.9. Seja A um operador compacto e (0, €;, f;) um sistema
singular de A. Dado y € Ho, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

a) y € Im(A),

b) y € Im(A); ;0{2\@, fi)]? < o0

Demonstracao: Daremos uma ideia da prova.

a) = b) Dey € Im(A) C Im(A). Seja x € H; tal que Az = y. Segue
do Teorema 6.7 que A*f; = o,e;. Assim, usando a desigualdade de
Bessel,

Zaj_ v, fj Za |(Az, f] Za (x, A" f;) |2
5=0
_Z| x,e; |2<Z||SL’H2<OO

b) = a) Defina z,, := Y77 0; !y, f;)e;. Portanto, para m,n € N
temos:

m

Hxn_mezz Z aj_2‘<yvfj>|2

j=n+1
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e, portanto, {x,} é uma sequéncia de Cauchy, cujo limite denotaremos

por z := lim z,. Pela continuidade de A e defini¢ao de x,,, segue que
n—oo

Ar =Y. f)f e lAe] <yl
§=0

Definimos z :=y — > _(y, f;) f;. Segue facilmente que

7=0
202 = lwll> =D Ky f)1P: (= f;)=0,VjENeAz=0.
j=0

Portanto, como y € Im(A) = N(A*)*, temos

(zy) = llyl* = Z [y, S = 11=]1*.

Logo, y = > (v, fj) f; = Ax. [

J=0

Observacgao 6.4. Notemos que o Teorema de Picard 6.9 sugere que
uma tentativa de solugao para a equacio Ax =1y é

v=>> 0y, fi)e;. (6.2.8)
=0
Suponhamos que temos somente o dado perturbado y° = y + df.

Substituindo na equagdio (6.2.8), obtemos como solugdo perturbada

2’ =z + o, ey, Assim,

) 52
6112 2
T e = . 6.2.9

Como 0; — 0, seque que a estimativa (6.2.9) pode ser muito ruim,
mostrando o efeito de mal-condicionamento causado pelos valores sin-
gulares de um operador compacto.

Continuamos com o filoséfico conceito de precisao. Quanto
mais precisos procuramos ser (aproximando melhor o operador A1)
mais longe ficamos de uma solugao precisa, uma vez que, os dados
nao sao medidos de maneira precisa.
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6.3 Exercicios

Exercicio 6.1. Faca um paralelo entre as definicoes de matrizes Her-
mitianas, Stmétricas, Unitdrias, Normais e operadores adjuntos e auto-
adjuntos.

Exercicio 6.2. Suponha que a Hipotese 6.1 seja satisfeita e seja P o
operador de projecdao ortogonal sobre R(A). Prove que, dado y € Hao,
Py —y € (Im(A))*.

Exercicio 6.3. Mostre que o conjunto de solucoes de minimos qua-
drados pode ser escrito como

{ueH, : A"Au = A"b}. (6.3.10)
Também, prove que este conjunto € convexo e fechado.

Exercicio 6.4. Assuma que A satisfaz a Hipdtese 6.1. Prove que
eziste pelo menos uma solucao de minimos quadrados. Dé condicoes
sobre o operador A para que a solucdo de minimos quadrados seja
unica.

Exercicio 6.5. Prove que ambos os exemplos apresentados acima para
a equagao (6.1.1) sao operadores compactos. Sujestao: Para o caso de
A ser o operador integral, comece supondo que k(s,t) € (C[0,1] x
C[0,1)) e use o Teorema de Ascoli-Arzeld. Use a densidade de C[0, 1]
em L*0,1].

Exercicio 6.6. Seja H um espaco de Hilbert e C' C H um conjunto
convexo e fechado. Prove que para todo b € H, existe uma unica
projecao de b sobre C. Prove ainda que a projecao de b sobre C' € o
vetor de C' mais prorimo de b.

Exercicio 6.7. Mostre que, se A possui uma inversa, entdo At = A~

Exercicio 6.8. Mostre que, se A satisfaz a Hipdtse 6.1, entao Im(A*)
¢ fechada e N(A)*+ = Im(A*).

Exercicio 6.9. Demonstre o Coroldrio 6.1.
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Exercicio 6.10. Prove que se A é um operador linear entre espacos
de dimensao finita, entao Im(A) € fechada.

Exercicio 6.11. Suponha que A satisfaca a Hipotese 6.1. Prove que
AT Hy — Hy € o tinico operador linear limitado satisfazendo

AAT = PIm(A) € ATA = PIm(AT) .

FEsta é a definigio de Moore para Inversa Generalizada. (Sujestao:

Consulte [14])

Exercicio 6.12. Prove que uma matriz quadrada A possui, no mdximo
n, autovalores. Dé um exemplo de uma matriz que nao possui auto-
valores.

Exercicio 6.13. Prove que, se estamos considerando o espaco vetorial
sobre o corpo dos niumeros complexos, entao uma matriz quadrada
A(nxn) possui n autovalores.

Exercicio 6.14. Dé um exemplo, em dimensao infinita, de um ope-
rador linear que nao possui autovalores.

Exercicio 6.15. Mostre que, dado um conjunto linearmente indepen-
dentes de vetores, sempre existe um conjunto ortogonal. Mostre ainda
que o espago gerado pelos dois conjuntos sao iguais. Sugestao: Use o
Processo de Gram-Schmidt.

Exercicio 6.16. Justifique, de maneira adequada, que a matriz S no
Teorema 6.4 ¢ de fato inversivel.

Exercicio 6.17. Prove o Coroldrio 6.2.

01

Exercicio 6.18. Mostre que a matriz A = ( 00

) nao € diagona-
lizdvel no sentido do Teorema 6.4.

Exercicio 6.19. Mostre que, se \; satisfas A*Ae; = \je;, entao \j €
Re )\j Z 0.

Exercicio 6.20. Mostre que o conjunto {f1, -, fm} definido como
no Teorema 6.7 € ortonormal.
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Exercicio 6.21. Mostre que se A* é um operador linear compacto,
entao

j=1

Exercicio 6.22. Mostre que se A* € um operador linear compacto,

entao
m

Aty = "oy, f)f;.  ye DAY, (6.3.12)

=1

Exercicio 6.23. Mostre que todo operador linear cuja imagem possui
dimensao finita é compacto. Consequentemente, toda matriz é um
operador linear compacto.

Exercicio 6.24. Mostre que se A é uma matriz, entdo AA* e A*A
sao operadores compactos e auto-adjuntos.

Exercicio 6.25. Demonstre o Coroldrio 6.5.

Exercicio 6.26. Seja A uma matriz como no Teorema 6.4. Mostre
que

A2 = SD(X2,---  A2)S7L.

Use indugdo para mostrar que AP = SD(N], -+ X\)S™1 para qualquer
peN.
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Capitulo 7

Regularizacao para
Problemas Inversos

Passaremos a desenvolver as chamadas Estratégias ou Métodos de Re-
gulariza¢ao para Problemas Inversos. Sempre que procuramos solu-
cionar um Problema Inverso, temos que contornar empecilhos como
instabilidade e mal-condicionamento (mé-colocagao). Exemplos desta
situagao foram apresetados na Secao 1.3.

A maneira natural de solucionar um problema do tipo (1.2.1) (para
dados exatos ou para dados perturbados por ruidos) é inverter o ope-
rador A. Mas, como foi exemplificado e como acontece na pratica,
nos deparamos muitas vezes (quase sempre) com operadores que nao
possuem inversa. QOu, se a inversa existe, esta é mal-condicionada
(no caso de problemas em dimensao finita ) ou ilimitada (no caso
de dimensao infinita). Assim, o axioma de dependéncia continua dos
dados falha, produzindo solugoes inadequadas para o problema.

Como vimos no Capitulo 6, mesmo que o operador A nao possua
inversa, podemos utilizar a solucao de minimos quadrados que possua
norma minima, ou seja, aproximar a solucao z' = Afy do problema
(1.2.1). Relembrando, os dados y para o problema, em geral, nao
sao conhecidos exatamente. Na pratica, que temos em mao sao da-
dos aproximados 3°, obtidos por medicoes, com o nivel de ruidos &,
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satisfazendo
ly =’ <6 (7.0.1)

No caso em que A nao possui, necessariamente, uma imagem fe-
chada, o Teorema 6.3 nos ensina que Aty ndo é uma boa aproximacao
para Afy, pois AT nio é limitado. Portanto, temos que elaborar ou-
tras estratégias para solucionar estes problemas inversos. E isso que
faremos nesse capitulo.

7.1 O Conceito de Regularizacao

Denominamos por estratégia de reqularizacdo o artificio matematico®
de obtermos uma solugio aproximada, digamos 2%, de maneira estavel
e que convirja (em topologias adequadas), quando o nivel de ruidos
converge para zero, para a solucao z! do problema inverso considerado.
Além disso, o parametro « deve ser escolhido de maneira apropriada
(seja 14 o que isso signifique). Em termos gerais, uma estratégia ou
método de reqularizacdo consiste em aproximar uma solucao = de um
problema mal posto (1.2.1) por uma familia (a um parametro a) de
problemas bem postos. Mais precisamente:

Definicao 7.1. Sejam A : Hy — Hs um operador linear e limitado
e ag € (0,+00). Para todo o € (0, ), seja

RQIH2—>H1

um operador continuo (nao necessariamente linear). A familia {R,}
¢ chamada de uma regularizacao ou uma familia de operadores
de regularizacdo (para A') se, para todo y € D(AY), existir uma
regra para escolha do parametro o := a(9,y°) tal que

limsup{[|Ray’ — ATyl 19° € Ha, ly =y’ <} =0 (7.1.2)
6—0

¢ satisfeita para o := a(6,y°) 9.

INés, mateméticos, gostamos de denominar os truques, as estratégias e outros artificios por
métodos.
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Observacao 7.1. Notemos que nao estamos requerendo que a familia
de operadores de regularizacao { Ry} seja de operadores lineares. No
caso em que {Ry} € linear, entdo dizemos que o método de regula-
rizacao € linear.

Definigao 7.2. Uma estratégia de requlariza¢ao (R, ) € dita con-
vergente se x, := R,y converge para z'.

A arte de aplicar métodos de regularizacao esta sempre relacionada
com o compromisso entre precisao e estabilidade. Ou seja, procura-
mos por aproximacoes z°, de z', que dependam continuamente dos
dados com ruidos y° (estabilidade) e que convirjam para zf, se o nivel
de ruidos ¢ convergir para zero. Aliado a isso tudo, o parametro de
regularizacao a deve ser escolhido de forma adequada. Existem basi-
camente duas formas de escolha do parametro de regularizagao. Estas
formas de escolha para « ficarao mais claras logo abaixo.

Queremos enfatizar que um método de regularizagao consiste:

a) de uma estratégia para aproximar o operador inverso A~! de ma-
neira a evitar o mal condicionamento.

b) de uma regra para escolha de parametros de regulariza¢ao, no
sentido que, se o parametro de regularizacao é escolhido de acordo
com essa regra, entao a solugao regularizada converge (em alguma
norma) para a solugao do problema, quando o nivel de ruido tende
para zero.

c¢) do conceito de solucao que estamos considerando e da topologia
em que esse conceito de solugao esta imerso.

7.2 Resultados de Convergéncia

Diante ao apresentado até entao, surgem as seguintes questoes:
(i) Como construir uma familia de operadores de regularizagao?

(ii) Como obter uma escolha de parametros para que um tal método
de regularizacao convirja?
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(iii) E possivel obtermos alguma performance “6tima”nesse caminho?

Para responder as questoes (i) e (ii) acima, apresentaremos, logo
abaixo, alguns métodos de regularizagao, divididos em duas classes:
continuos (por exemplo o Método de Tikhonov) e iterativos (por exem-
plo o Método de Landweber). Estes respondem, pelo menos em parte,
as primeiras duas questoes.

Para responder a (iii), ou seja, para assegurar que um método de
regularizacao aplicado ao problema inverso (1.2.1) converge a uma
solucao e para expressar essa convergéncia em termos de taxas, é ne-
cessario obtermos algumas informacoes a-prior: sobre a solucao exata
z' ou sobre y. Essas informacdes a-priori sdo formuladas em termos
das condigoes de fonte (surce conditions).

Como o proprio nome sugere, uma condicao de fonte é algum tipo
de informagao a priori sobre a solugao do problema. Em geral, aparece
na forma de uma representacio da solucao zf em termos da imagem
do operador A* (ou A), ou como poténcias da imagem do mesmo
(3, 4, 15, 10, 23].

No nosso contexto, podemos dizer o seguinte:

Teorema 7.1. Seja A : Hy — Hs linear e limitado.
i) Sex € Im(A*) e |Az|| < 7, entao

]| < Cir2 . (7.2.3)

ii) Se x € Im(A*A) e ||Az| < T, entdo

2| < Cors . (7.2.4)

Demonstragao: i) De x € Im(A*), segue que existe y € Ha, com

1
x=A'ye |yl < CE. Assim,

lz]|* = (z,2) = (z, Ay) = (Az,y) < || Az| |y| < CP7.
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i) De z € Im(A*A), segue que existe z € H;y, com x = A*Az e
|z|| < C3. Portanto,
ol = {2, A" Az) = (Az, A2) < 7]|A2]| = 7((4z, Az))*
=7((z2)2 <7(=[ll=[)>. =

Uma interpretagao da condi¢do i) no Teorema acima é a de que
a inversa de Ajg, : Ko — A(K¢) é continua em y, onde K¢ =
{z : x = A%y, |ly|| < C}. Note que a limitacdo em ii) é melhor pois
estamos assumindo mais condi¢oes na solugao x.

Exemplo 7.1 (Diferenciagao nos dados). Consideremos o operador

A:L*0,1] — L?[0,1]
x%»m@@zéx@@:mmtepu (7.2.5)

Suponha que tenhamos uma informagdo a priori de que x € {v €
AC0,1] : v(1) =0 ev' € L?[0,1]} e que a norma da primeira deri-
vada seja estimada por:

Hx/H%Z[O,l} <C.
Claramente, o operador adjunto € dado por

A*:L2[0,1] — L?[0,1]

yHumw@:—/ymm. (7.2.6)

Assim, se ||[Az|| < 7, entdo

1 ¢ 1
||£L'||%2[071} = —/ x’(t)/ x(s)dsdt = —/ 2 (t) Az (t)dt
0 0 0
< [l2'[[|Az| < C7.

Existem basicamente duas formas de escolha do parametro de re-
gularizacdo: uma escolha a-priori, (&« = «(J)) ou uma escolha a-
posteriori (a = a(6,y°), dependendo do método de regularizacao uti-
lizado. Passaremos a estudar cada um dos casos com um pouco mais
de detalhes.
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Uma pergunta que pode ser feita é: Existe uma escolha de parame-
tros de regularizacdo o que dependa somente dos dados y° e ndo de-
penda do nivel de ruidos 67 A resposta é a seguinte:

Proposicao 7.1. Seja A : Hi — Hy um operador linear limitado.
Suponha que existe { Ry} uma reqularizacdo para AT, com uma escolha
de parametros o que dependa somente de y° mas ndo dependa de 6,
tal que o método de reqularizagdo (R, ) seja convergente, para todo
y € D(A"). Entdo AT, € limitado.

Demonstracao: Seja o = «(6). Pela definigdo de método de regula-
rizagao convergente, temos que
hl??S(lfp{III‘Ea(y(S)y‘S —Aly| sy’ €Ha, lly— 9l <6F =0, (727)
—
e, portanto, Ra(,)y = A'y para todo y € D(AT). Logo, de (7.2.7),
segue que para qualquer sequéncia {y,} € D(A") que converge para
y € D(AT),

ATyn = Ra(yn)yn — ATya

e, assim, A" é limitado no D(A"). Pelo Teorema 6.3, temos que
D(AT) = 7‘[2. |

A Proposicao 7.1 nos ensina que uma escolha de parametros para
um método de regularizagao convergente para problemas mal postos
deve, obrigatoriamente, levar em conta o nivel de ruidos 9.

7.2.1 Escolha a priori do Parametro de Regularizagao

Uma escolha do parametro de regularizacao a-priori (o = «(0)) é,
teoricamente, feita antes de qualquer calculo numérico na tentativa
de resolver o problema inverso. Desta forma, nao depende do célculo
atual, digamos o residuo ||Az? — 1.

Por enquanto, para o caso de A ser um operador linear, temos:

Proposicao 7.2. Para todo o > 0, suponha que R, um operador
continuo. Entdo a familia R, é uma reqularizacdo para AT se

R, — A" pontualmente no D(A') quando a — 0. (7.2.8)
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Neste caso, existe, para cada y € D(A"), uma escolha a priori para o
tal que x, = Ray convirja para uma solu¢do de Ax =vy.

Demonstracido: Fixemos y € D(A") qualquer. Pela hipdtese, existe

um fun¢do mondtona v : RT — R com lim. ,ov(e) = 0 tal que,
para todo € > 0,

1Ry — Ayl <

N ™M

Da continuidade de R, para cada ¢ > 0 existe um p(e) tal que
5
lz=yll <ple) = B2 = Byoul <5

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a funcao p(e) é es-
tritamente mondtona, continua e lim._,o p(e) = 0. Portanto, a inversa
p~! existe na imagem de p, é estritamente mondtona, continua e sa-
tisfaz lims_o p~ () = 0.

Definimos a := v(p~'(d)). Notemos que o é mondtona e satisfaz
lims_,oa(6) = 0. Como |y — y°|] < , uma simples desigualdade

triangular mostra que
1Ragayy’ — ATyl < e.

Isso demonstra a nossa afirmacao. [ ]

Quando estamos resolvendo um problema inverso, temos que ter
sempre em mente o quanto queremos, de fato, aproximar a solucao do
problema inverso. Vamos ser mais especificos.

Suponha que I'm(A) nio é fechada, assim, AT é nao limitada (pelo
Teorema 6.3). Seja { Rq(s)} uma estratégia linear de regularizagao para
o problema Az = 1°. Seja y° € H, satisfazendo ||y — 3°|| < J, entdo

1Ray” = ATyl < llzags) — ATyl + [ Ras)y” — za) |
= [|#a) — ATyl + | Ra9)y’ — Ra@yyll  (7:2.9)
< 2a@) — ATyl + 6l Rags) Il -

Notamos que, na estimativa (7.2.9) temos dois efeitos competindo. O
primeiro termo é o efeito da regularizagao: quanto menor for «(J),
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melhor é a solucao aproximada z.() para z'. O segundo termo é
o efeito da mé-colocagdo do problema inverso: quando «(d) — 0,
|Ras)|l = oo (pelo Exercicio 7.3). Faca uma comparacao entre a
estimativa (7.2.9) e a estimativa (1.3.3). Qual o papel de h em (1.3.3)7
O caso em que temos igualdade na equacao (7.2.9) é, sem sombra
de duvidas, o pior caso. Mas, temos que trabalhar com a hipétese de
que o pior caso aconteca. Assim, a importancia de escolher a de forma
apropriada (e positivo) fica evidente, mesmo que tenhamos que abrir
mao de aproximar, o tanto quanto queriamos, o problema original.
Algumas técnicas de escolha a priori para o paramentro o sao bem
conhecidas e amplamente usadas. Uma delas é a chamada de curva L.
Nao entraremos em detalhes aqui. Para interessados sugerimos [4, 10].
Assim, para obtermos uma estratégia 6tima de solucao para pro-
blemas inversos com uma escolha a priori do parametro de regula-
rizacao, temos que ser capazes de escolher valores apropriados para «
de forma a balancearmos a equagao (7.2.9). Uma maneira de construir
uma familia de regularizacao adequadamente sera apresentada logo
mais na Segao 7.3 em termos dos valores espectrais. Essa técnica esta
baseada na construcao das chamadas Fungdes Filtro, [3, 4, 23], ou nas
funcoes de truncamento. Nos Capitulos 8 e 9 apresentaremos outras
formas de escolher o parametro de regularizagao.
Da estimativa (7.2.9), segue que:

Proposicao 7.3. Seja {R.} uma estrdtégia linear de regularizagdo.
Para cada y € D(AY), seja o uma escolha a priori para o parametro
de regulariza¢io. Entdo, (R.,a) € uma estratégia de reqularizagdo
convergente se e so se

lima(d) =0 e (151_I>I(1)5||Ra(5)|| =0.

a—0

7.2.2 Escolha a posteriori do Parametro de Regularizacao

Uma escolha a posteriori do parametro de regularizacao é feita via
uma comparagao entre o residuo (ou a discrepancia), i.e.,

|Az? —5°|| < 70 (7.2.10)
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e o nivel de ruidos §. Esta escolha é chamada de Principio da Dis-
crepancia.

Observacgao 7.2. Uma motivacao heuristica para tal escolha é a se-
guinte: Queremos resolver Az = 1y, mas s6 conhecemos y° com ||y —
y’|| < 6. Assim, pedir que, para uma solucdo aprozvimada z°, com
|Az2 — 30| < &, ndo faz sentido. Ou seja, o melhor que podemos
esperar € que tenhamos um residuo da ordem de 0.

Voltando a analisar a equagao (7.2.9), vemos que quanto menor
o parametro de regularizacao, pior é a estabilidade. Assim, deve-
mos escolher o a posteriori o maior possivel tal que a discrepancia
(7.2.10) seja satisfeita. Notamos que, se § = 0, entao o principio da
discrepancia nunca é atingido. Neste caso, tomamos « = «(y,d =
0) = +o00. Disto segue o Teorema:

Teorema 7.2. Um método de reqularizacio (Ry, ), onde o := (3, 1°)
¢ escolhido de acordo com o principio da discrepancia (7.2.10), € con-
vergente Yy € Im(A).

Demonstragao: Veja [10, Teorema 4.17]. n

7.3 Regularizacao por Truncamento

Nesta secao construiremos o primeiro método de regularizacao es-
pecifico destas notas. Nos deteremos aos detalhes do caso particular
em que o operador A é linear e compacto. Para o caso em que A é
um operador linear limitado qualquer, os resultados sao muito bem
apresentados em [10].

Vamos direto ao problema a ser considerado.

Seja A um operador linear e compacto com um sistema singular
(0, €n, fn). Considere o problema de encontrar x na equacao

Ax =1y°.

Como y‘S pode nao pertencer a Im(A), temos que nos contentar em
encontrar uma melhor aproximacao x' = Afy° da solucao exata z. Ou,
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equivalentemente, encontrar entre as solucoes das equagoes normais
A* Az = A%y°

a solucao x' que tem a menor norma.
Do Teorema de Picard 6.9, temos que uma possibilidade de solugao
seria

oo

2 =Y 07 (AY eg)e; (7.3.11)

Vimos na Observacao 6.4 que usar a equagao (7.3.11) nao é uma
boa alternativa para calcular uma aproximacao para a solucdo z' do
problema inverso acima, uma vez que A*A também é compacto e,
assim, 0; — 00.

Para a € (0,9) e A € [0, || A||?

f={

Portanto, pelo Teorema da Aplicacao Espectral,

20 = f (ATA) A%y’ = Za (A*9° ej)e; ZO’ 0 Aej)e;
o2 b 58

J

—

, defina a fungao (continua a direita)

, se A>a«
, se A< .

o>l

- i 072y’ oifi)es Z o 'y, fides (7.3.12)

o2>a
iz

A defini¢io de 22, como na equagao (7.3.12) pode ser vista como uma
versao truncada da expansao em valores singulares (6.3.12).

Definigao 7.3. O método dado pela equacao (7.3.12)¢é chamado de
expansao truncada em valores singulares.

Observacgao 7.3. Calcular z° por x° = Aly® é um método de projecdo
sobre os auto-espacos de A*A. Ainda, o nwel de truncamento «, que
decide quando os valores singulares sao trocados por 0, age como uma
escolha a priori do parametro de reqularizagao.
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Teorema 7.3. O método de expansao truncada em valores singulares
¢ um método de regularizacao.

Demonstracao: Notemos que A, satisfaz a Proposicao 7.2. ]

7.4 Exercicios

Exercicio 7.1. Prove que o adjunto do operador A definido pela
equagao (7.2.5) é o operador dado pela equagio (7.2.6).

Exercicio 7.2. Suponha A um operador linear limitado com Im(A)
fechada. Construa um operador de regqularizagcao para o problema in-
verso Ar = y. Que regra foi usada na construcao do parametro de
reqularizacao? (Sujestao: Usar o Teorema 6.3)

Observacgao 7.4. O exercicio acima mostra que, no caso em que 0
operador A possui imagem fechada, a pseudo-inversa é uma possivel
requlariza¢ao para o problema inverso.

Exercicio 7.3. Mostre que se uma familia de operadores lineares con-
verge uniformemente para um operador linear, entao este limite é
continuo. Use isto para justificar porqué nao podemos requerer a con-

vergéncia uniforme na Proposicao 7.2. Ainda, mostre que, no caso
a—0

em que Im(A) ndo € fechada, entio ||R,| — +00.

Exercicio 7.4. Mostre que 2%, dado em (7.3.12) pode ser calculado
como 1% = Aly°, onde A, é um operador com imagem de dimensdo
finita definido por

Exercicio 7.5. Preencha os detalhes da demonstracao do Teorema
7.3.



98

Regularizacao para Problemas Inversos



Capitulo 8

Regularizacao de Tikhonov

Com a mesma filosofia da teoria geral de regularizacao para problemas
inversos, a regularizacao de Tikhonov é um compromisso entre
precisao e estabilidade. O objetivo deste capitulo é estabelecermos
tal compromisso. Nestas notas, trataremos exclusivamete do caso em
que o operador A ¢ linear. O estudo do método de regularizacao
de Tikhonov para problemas nao lineares pode ser encontrado em
[4, 8, 10, 36].

8.1 Convérgencia

Nesta secao, consideraremos o caso em que o operador A é linear e
limitado. Com essa hipdtese, estamos interessados em encontrar, de
forma estdavel, uma aproximacao para a solu¢ao do problema inverso

Az =y°,

para medidas conhecidas do erro ||y — 3°|| < 4.

Assim, como estudamos nos Capitulos 7, uma solucao regularizada
requer uma estratégia mais adequada que tentar resolver as equagoes
normais

A* Az = A*y°. (8.1.1)

99
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Ou, de forma equivalente, encontrar um minimo para o problema va-
riacional de minimos quadrados

1
J@) = 54z -y’

Lembramos que tudo o que queremos é ”inverter”’o operador A de
maneira estavel. Mais que isso, nao queremos errar muito ao fazer
essa inversdo, isto é, queremos manter o resfduo ||Az — y°|| contro-
lado. Veja a estimativa (7.2.9). Entao, formalmente, gostariamos de
inverter de forma estavel o operadorA*A. Pelo Teorema da Aplicacao
Espectral 6.8, isto equivale a calcular g(A*A), onde g(\) = % , A£0.
Portanto, uma solu¢do aproximada para a equagao (8.1.1) é dada por
7’ = g(A*A)A*y0.

Como o espectro de A*A pode estar muito préximo de ZERO e
até mesmo conter o 0, uma estratégia de calcular z°, como 2’ =
g(A*A)A*y® ndo é possivel, ou, se é possivel, é muito instavel.

Qual é a estratégia para obter uma solu¢ao aproximada de (1.2.1)
de maneira estavel? Afastar o espectro de A*A de zero.

Seja 0 < a € [0, o, defina

fal ) == g+ @) = 1.

A fungao f,(-) é dita ser a Func¢do Filtro para o método de regula-
rizagao de Tikhonov.
Do Teorema da Aplicacao Espectral, temos que

(8.1.2)

fa(A*A) = (A*A+al)™t. (8.1.3)
Segue do Exercicio 8.8 que a escolha de 22, da forma
20 = (A*A+al) T A%y° (8.1.4)
é uma solucao regularizada, definida via a equacao linear
(A*A+ al)x’ = A%y’ . (8.1.5)

Esta ultima equacao pode ser pensada como uma regularizacao para as
equagoes normais (8.1.1). Este método é chamado de Regularizagao
de Tikhonov'.

1Muitas vezes é chamado de Regularizacdo de Tikhonov-Phillips.
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Exercicio 8.1. Seja A um operador linear e compacto entre espacos

de Hilbert com um sistema singular dado por (oj,€;, f;). Mostre que
a solugdo reqularizada z° na equagdo (8.1.4) tem a forma

o
Use o mesmo raciocinio para mostrar que x° = g(A*A)A*y® satisfaz

=> !  five; (8.1.7)

o—_y
j=1 7

y fi)e; (8.1.6)

Observacao 8.1. Fazemos uma comparacao entre (8.1.7) e (8.1.6) e
entao vemos claramente o resultado de estabilidade da equagao (8.1.6):

o erro em (y°, f;) € propagado com um fator de 2+ , 0 qual é sempre
1

limitado quando j — oco. Em (8.1.7), o fator de propagagdo é e

Como nem sempre estamos trabalhando com operadores compactos
e, mesmo se esse for o caso, a determinacao de um sistema singular
de um operador é uma tarefa muito custosa (tanto do ponto de vista
numérico quanto matematico). Seria ideal termos uma outra forma
de determinar uma solucao pela regularizacao de Tikhonov. Isto é
dado pelo teorema abaixo que trata de uma versao variacional da
regularizacao de Tikhonov:

Teorema 8.1. Seja x° como na equagio (8.1.4). Entdo x?, é o inico

minimizador do funcional de Tikhonov
Jo(2) = ||Az — o°||* + oz ||*. (8.1.8)

Demonstracao: Para a > 0, o funcional J, é estritamente convexo e
coercivo. Assim, .J, possui um tnico minimizador que deve satisfazer
a condi¢do necessaria (e neste caso também suficiente) de primeira
ordem

J\(z).h =0 paratodo he€ H;. (8.1.9)



102 Regularizacao de Tikhonov

Disto, segue que

0=J (x).h=2(Az —y°, Ah) + 2a(x, h)
2(A* Az — A"y’ + alx, h) (8.1.10)

para todo h € H;. Portanto, (8.1.10) é equivalente a (8.1.4). n

Observacao 8.2. Notemos que, qualquer minimizador do funcional
de Tikhonov (8.1.8) pertence a N'(A)L. Com efeito, pois, caso contrdrio,
poderiamos fazer a sequnda parte do funcional crescer, mantendo a
primeira parte constante.

O parametro « no funcional (8.1.8) é o parametro de regularizacao.
Minimizac¢ao em (8.1.8) é um compromisso entre minimizar a norma
do residuo ||Az — y°|| e tomar o tamanho do termo de penalizagao
||z|| pequeno e, assim, forcar a estabilidade. A escolha apropriada do
parametro « é ainda um problema e deve ser feita a priori. Como « é
o parametro que estabelece este compromisso, muitos autores sugerem
sua escolha através da chamada curva L. Um boa referéncia para a
construgao da curva L é [4].

Observagao 8.3. Notemos que a defini¢do de x° como em (8.1.4) sé
tem sentido para operadores lineares. Mas, o problema de minimizacao
(8.1.8) pode ser formulado para operadores nao-lineares [4, 8, 10, 36].

8.2 Semi-Convergéncia

A definicao da solucao regularizada, pela minimizacao do funcional
de Tikhonov (8.1.8), nos d4 diretamente resultados de convergéncia e
estabilidade, como:

Teorema 8.2. Seja 2%, definida por (8.1.4), y € Im(A) com ||y—°|| <
0. Se a:=«(d) € tal que
52

(lsl_r}%a(d) =0 e (lsl_r%m =0, (8.2.11)
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entao

lim wds = Aly. (8.2.12)
Demonstracao: Seja d,, — 0 qualquer. Definimos «,, := «(d,) e x,, :=

2% . Seja J,, o funcional de Tikhonov (8.1.8) com a = a,, e x, seu

Qn
correspondente minimizante (que existe e é tinico, pelo Teorema 8.1).

Seja z' := A'y. Entao, por definicao de x,,, temos

| zal* < Ja(wn) < Ju(ah) = Az’ — g% + ol
< &, + anllzT)?,
e, assim,
52
lzal® < = [l (8.2.13)

n

Portanto, por hipétese, {x, } é uniformemente limitada. Pelo Teorema
de Banach-Alaoglu [23], {z,} possui uma subsequéncia que converge
fraco? para z € H. Como A é linear e limitado,

Az, — Az. (8.2.14)

Novamente, a definicao de z,, implica que

k—o0

Segue de (8.2.14) que
Az =y. (8.2.15)

Da Observagao 8.2, temos que z, € N(A)* e, assim, z € N(A)*+
(Prove). Pelo Teorema 6.2 e sua demonstragdo, obtemos z = af.
Assim, z,, — x'. Aplicando o mesmo argumento para todas as sub-
sequeéncias, obtemos que

T, — ', (8.2.16)

2Uma sequéncia em um espaco de Hilbert é fracamente convergente para z € H se para
todo h € H temos (xn,h) — (z, h). Notacdo: zn — z.
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Afirmacao: z, — z.

Assuma que exista ¢ > 0 tal que ||z, | < ||zf]] — . Entdo, o mesmo
argumento de extragao de subsequéncias acima implica que [|z] <
|zt|| — &, contradizendo (8.2.16). Logo,

lim inf [|2,|| > ||| . (8.2.17)
De (8.2.13), temos

lim inf ||z, || < ||z7] . (8.2.18)
Juntando as ultimas trés estimativas, temos que z,, — . [ ]

8.2.1 Taxas de convergéncia

Segue da defini¢ao de solugao regularizada pelo método de Tikhonov
que

)
5 t 5
zo —a'|| < sup [ AfaM)||ly —v°|| £ —. 8.2.19
I | S A fa(MII I NG ( )
Assim, se a ~ J , obtemos a seguinte ordem de convergéncia

|zt — 28| = O(V5). (8.2.20)

8.3 Regularizacao de Tikhonov e a Inversa Gene-
ralizada

De acordo com a definicao variacional, Aty é o vetor = € H; de menor
norma que minimiza o funcional ||Az —y||. Por outro lado, a ideia da
regularizacao de Tikhonov é minimizar ambos: o funcional, ||Ax —yl||,
e a norma, ||z||, através da minimizacao do funcional de Tikhonov
(8.1.8).

Pelo Teorema 8.1, a tnica solugao z,, satisfaz

To = (A*A+al) 1A%y,
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Segue, do Teorema 8.2, que
lim z, = A'y.
a—0
Com esse resultados obtemos:

Corolario 8.1. Seja A um operador linear e limitado satisfazendo a
hipotese 6.1. Entao,

AT = lim(A*A + o)1 A"

a—0

uniformemente no espaco L(Hz, H1) dos operadores lineares limitados

Para obtermos um limitante para o erro com este método, considere
A € ¥(A*A). Entao temos que

(8] (8]
= < .
Ata” |JAY|2+a

[Afa(A) =1
Assim, segue que

113
J(4" A+ an)tar - Af| < - aflAT (8.3.21)

+ o AT|I2

Exercicio 8.2. Preencha os detalhes na demonstracao da estimativa
(8.3.21).

8.4 Regularizacao de Tikhonov para Tomografia
Computadorizada

Como vimos antes, o método de regularizacao de Tikhonov produz
solucdes estdveis e convergentes para a solucao do problema Az = 1°,
como funcao do nivel de ruidos nos dados.

Nesta secao, adaptaremos a teoria desenvolvida anteriormente para
o problema da TC. Para tal, assumiremos que os dados p? sdo obtidos
por medidas, tal que, p; = R;f na norma de L?({2), para um conjunto
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de raios-X com j = 1,--- , N. De acordo com a Subsecao 1.5.2, temos
que

R].f:(A(>])>f) jzlaNa
onde (-, -) representa o produto interno em L*(€2) e A(:,j) representa
a coluna j da matriz A, dada na Subsegao 1.5.2.

Lema 8.1. Definindo, R : L*(Q) — RY por
R= (R, -, Rn)" (8.4.22)

temos que o operador adjunto R* : RN — L2(Q) ¢ dado por

N
Rr =Y A(,j)r;. (8.4.23)
j=1
Demonstracao: Deixamos como exercicio para o leitor. [ ]

Como R é linear, o funcional de Tikhonov (8.1.8) consiste em mini-
mizar

J(f) = IRf =PI +all fII*.

Pelo Teorema 8.1, a tnica solucao regularizada para TC, dada pelo
método de regularizacao de Tikhonov, é

fa=R'r  (S+al)r=7p°, (8.4.24)
onde S = RR* = (A(:, k), A(:,j)) para k,j=1,--- | N.

8.5 Exercicios

Exercicio 8.3. Dé um exemplo de um operador linear que possui es-
pectro nao-vazio e que nao possui autovalores. Isso pode acontecer no
caso em que A € uma matriz, isto €, em dimensao finita?

Exercicio 8.4. Seja A um operador linear limitado entre espagos de
Hilbert. Mostre que o espectro de A*A € real e positivo.
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Exercicio 8.5. Dé um exemplo de um operador linear limitado A tal
que 0 seja um elemento do espectro de A. Fxiste operadores auto-
adjuntos tais que 0 seja um autovalor? Se afirmativo, dé exemplos.
Sugestao: procure exemplos nos espacos de sequéncias.

Exercicio 8.6. Mostre que se A é um autovalor de A, entdo \* é um
autovalor de A*A. Seja A seja uma matriz inversivel. Mostre que 1/
¢ um autovalor de A~1.

Exercicio 8.7. Suponha que A*A seja inversivel. Considere x' =
g(A*A)A*y e 2° = g(A*A)A*y°. Use o exercicio acima para mostrar
que

e — 2?1 < (g(A" A2 A" [ly — »° 17

O que acontece com ||zt — 2°|| como uma funcdo dos autovalores de
A*A, para dados com ruido, satisfazendo ||y — y°|| < 4.

Exercicio 8.8. Seja A um operador linear e limitado entre espacos
de Hilbert. Mostre que, para todo 0 < a € R, o operador A*A+ ol €
linear, limitado, injetivo e sobrejetivo e, assim, (A*A+al)™! existe e
¢ limitada. Sugestao: Use o Teorema do Grdfico Fechado, [24], para
mostrar a limitacao da inversa.

Exercicio 8.9. Um funcional J : H — R € dito ser coercivo se
im0 J () = +00. Mostre que, se J é convewo e coercivo, entao,
este atinge um minimo. Ainda, se J € estritamente convezo e coercivo,
mostre que o minimo € Unico.

Exercicio 8.10. Mostre que dado um funcional J como no exercicio
acima, entao a condicao de otimalidade de primeira ordem € ne-
cessdria e também suficiente para x ser um minimizante de J.

Exercicio 8.11. Verifique a desigualdade em(8.2.19) no caso em que
A € compacto e com um sistema singular dado por (0, e;, f;).

Exercicio 8.12. Demonstre o Corolario 8.1. Sugestao: Use o que
vocé sabe da funcio f,(xr) = (o +z)"',a > 0, e o Teorema da
Aplicagcao Espectral.
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Exercicio 8.13. Mostre que S = RR* = (A(:, k), A(:, 7)) para k,j =
1,---,N.

Exercicio 8.14. Use o método de reqularizacao de Tikhonov para
encontrar uma solucao aprorimada para o problema do Fxercicio 1.2.
Como deve ser escolhido o nesse caso?



Capitulo 9

Regularizacao por Métodos
Iterativos

Como vimos no Capitulo 7, solucionar o problema inverso (1.2.1) de
forma estavel, isto é, de forma que condiz com a realidade dos dados
obtidos, implica em encontrar uma forma de aproximar o operador in-
verso por uma familia de operadores continuos. Ou seja, necessitamos
de um método de regularizagao.

Uma alternativa para regularizacao de operadores sao os métodos
iterativos de reqularizacdo. A vantagem de tais métodos é que eles
possuem propriedades regularizantes [21, 23, 4, 10].

Gauss demonstrou que a melhor maneira de determinar um para-
metro desconhecido de uma equagao do tipo (1.2.1), é minimizando a
soma dos quadrados dos residuos!, isto é,

o1
min | A(x) -y (9.0.1)

x€H1

Assumindo algumas propriedades do operador A, podemos provar
que o minimizador de (9.0.1), caso exista, deve satisfazer a condicao
necessaria de primeira ordem

Al(x)*A(z) = A'(z)*y. (9.0.2)

1Tal método é conhecido hoje em dia como método de Minimos Quadrados.

109
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Uma possibilidade para encontrar uma solucao de (9.0.2) é inter-
preté-la como uma iteracao de ponto fixo

para o operador
P(x)=z+ A'(z)" (y — A(z)). (9.0.4)

Em muitos exemplos praticos (e até mesmo tedricos) é quase im-
possivel verificar analiticamente quando o operador @ é contrativo ou
nao. No contexto de problemas nao-lineares, esta dificuldade é ainda
maior, [21, 10].

Muitos métodos iterativos para resolver (1.2.1) sdo baseados na
solucdo da equagao normal (9.0.2), via sucessivas iteragoés, partindo
de um chute inicial zy. Observamos que tal chute, em particular para
problemas nao-lineares, costuma conter informacoes a priori sobre a
solugao do problema.

Nesse capitulo, nos dedicaremos a alguns métodos do tipo gra-
diente, mais especificamente, ao método de Landweber, ao método
de descida méxima e algumas estratégias do tipo Kaczmarz (ART e
Landweber Kaczmarz).

Neste manuscrito, nos deteremos ao estudo de métodos iterativos,
considerando o caso em que o operador A é linear. O caso em que A
é nao linear possui tratamento detalhado em [8, 10, 21].

9.1 Método de Landweber

Nessa segao, assumiremos que o operador A na equagao (1.2.1) é linear
e limitado. Com essa hip6tese, uma maneira de resolvermos (9.0.2) é
considerarmos a iteragao

em que ||A]|7 >~ > 0 é um parametro de relaxagao, de forma que a
iteracao tenha a propriedade de descida. Esse foi o ponto de partida
de Landweber [25], em 1951, ao estudar equagoes integrais de primeira
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espécie, quando propos o método que hoje leva o nome de Método
de Regularizagao de Landweber.

No caso de dados com ruido 3°, denotando as iteragdes por 9,
chegamos a iteracao de Landweber

a) . =a) + AT(y° — Ax)). (9.1.6)

Observacao 9.1. Notemos que a equagdo (9.1.6) é equivalente a pré-
multiplicar a equacdo Ax = y° por 7% e, entao, iterar como em (9.1.5).
Dada a limitagao de vy, sem perda de generalidade, podemos supor que
|Al <1 e iterar como em (9.1.6).

Nesta secao, a menos que facamos menc¢ao em contrario, admitire-
mos que ||A|| < 1.

Abaixo, apresentaremos resultados de convergéncia da iteragao de
Landweber (9.1.6). As técnicas utilizadas na demonstracdo de con-
vergéncia sao relativamente simples e bem conhecidas de métodos ite-
rativos para problemas diretos. Observamos ainda que obtemos a
mesma iteracao (9.1.6) partindo de um chute inicial xy = 0.

9.1.1 Convergéncia

Nesta subsegao, provaremos que a sequéncia {zy} de iterados pelo
método de Landeweber converge para uma solucao aproximada do
problema (1.2.1). Para tal, temos que definir o que entendemos por
uma solucdo aproximada. Denotaremos por ' := A'y, como a solucao
de minimos quadrados com norma minima para o problema (1.2.1).
Aqui AT denota a pseudo-inversa de A, definida no Capitulo 7.

Comecaremos dando condicao necessarias e suficientes para a ite-
racao (9.1.5) convergir.

Teorema 9.1. Sey € D(A'), entdo a sequéncia xy, gerada pela iteragdo
de Landweber (9.1.5) converge para x' = Ay quando k — oco. Se
y & D(AY), entdo ||vx]] — oo quando k — oo.

Demonstragao: De forma recursiva, podemos escrever z; em (9.1.5)
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CcOo1mo

k-1

rp=Y (I-A"AYA"y. (9.1.7)

=0
Como y € D(AT), entao A*y = A*Az'. Assim,

k—1
ol — =2l — AAY (I — A" Ayt = (I - AA)fal. (9.1.8)

J=0

Definimos 7(\) = (1 — A\)k. Como, por hipétese ||A]] < 1, segue
que o espectro de A*A é um subconjnto de (0, 1]. Notemos que, para
A€ X(A*A) C (0,1], r&(A\) converge para zero uniformemente quando
k — oco. Pelo Teorema da Aplicacao Espectral [24, 37, 29],

at —xp, = rp(A*A)zt (9.1.9)
Logo, 7, =% «. n

O Teorema 9.1 nos ensina que {x}, gerada pela iteragao de Landwe-
ber, converge para uma solugao de minios quadrados da equacgao (1.2.1)
quando y € D(A'). Como, em geral, dados perturbados 1° sdo tal que
y? ¢ D(AT), entdo, ainda do Teorema 9.1, sabemos que a sequéncia ¢
diverge. A pergunta é: Qual é o fator de propagacao destes erros?

Lema 9.1. Sejam y,y° com |ly — 4°|| < 0 e x, e x} obtidos pelas
respectivas iteragoes de Landweber (9.1.5) e (9.1.6). Entao,

|ze — 22| < VK6, k>0. (9.1.10)

Demonstracao: Pela linearidade de A, temos que

Ed

-1

(I —A*AYA*(y — ).

ENSg)

T — T

.
Il
o
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Como ||A]| < 1, segue que (I — A*A) é um operador semi-definido
positivo com |[I — A*A|| < 1. Assim,

| 2(1 _arayar|[ = | g(l —AAY( (1 A AY||

<k

<|| S aay

e o Lema segue. [ ]

Notemos que, na presenca de erro nos dados temos
|Aty — 28| < |ATy — @] + |2 — 22 (9.1.11)

Esta é a estimativa fundamental para a iteracao de Landweber.

A estimativa (9.1.11) nos mostra que o erro total possui duas com-
ponentes, um erro de aproxrimacao que diminui lentamente e um erro
nos dados que cresce na ordem de no méximo vkd. Isso nos leva a
seguinte conclusao: Para valores de k pequenos, o erro nos dados é
despresivel e a iteracdo parece convergir para a solucao exata Afy.
Quando VEJ atinge a magnitude da ordem do erro de aproximacio,
o erro propagado nos dados torna-se grande e a aproximacao tende a
piorar. Veja Figura 1.1. Assim, segue que a propriedade de regula-
rizagao por métodos iterativos, para problemas mal postos, depende
fortemente de um critério de parada que detecte a transicao entre
convergeéncia e divergéncia do método. O indice da iteracao faz o pa-
pel do parametro de regularizacao. J4, o critério de parada faz o papel
da regra de escolha do parametro. Consequentemente, um critério de
parada apropriado deve levar em conta a informacao adicional do nivel
de ruidos 9.

Lema 9.2. A norma do residuo y° — Axd é sempre mondtona nao-
crescente durante a iteracao.

Demonstracao: De fato, pela definicao da iteracao de Landweber
Y — Axg =y’ - A(xg—1 + A" (yé - Axg—l)
= (I - A A)(y’ — Ax)_y).
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Como || — A*A|| < 1, o Lema segue. u
Por outro lado, se y° ¢ D(A), pelo Teorema 9.1, a iteracio z¢
diverge para infinito. Portanto, um residuo pequeno nao implica que
a aproximagao para solugdo é melhor. Veja a estimativa (9.1.11).
Uma alternativa para a escolha do critério de parada é o principio
da discrepancia: a iteracio é parada no indice k, = k(8,%°) quando,
pela primeira vez,

ly? — Azysyn | <78, 7> 2 fixo. (9.1.12)

O préximo Teorema garante que, enquanto a discrepancia (9.1.12)
nao é atingida, a aproximacao para a solucao nao piora.

Teorema 9.2. [Monotonia] Sejam y € D(A), x' a solugdo de norma
minima de (1.2.1) e y° satisfazendo ||y — v°|] < §. Se (9.1.12) ¢
satisfeita, entao

l2hyy — 2" < flag — 2"l (9.1.13)

Demonstracao: Fazemos

|21 — 21 = |23 — 2T)1* = 2(af — 2t 20, — ap) + [lafsy — 22
= 2(z) —al, A*(y° — Ax})) + (A"(y° — Ax}), A"(y° — Ax}))
= 2(Az), £y —y, ¢y’ — Aay) + (i — Azp, AA*(y° — Axp))
=2(y° —y, ¢y’ — Ax) — || Az} — ¢°|?
—(y* — Az}, (I — AA")(y* — Ax)) .
Como I — A*A é semi-definido positivo, segue que
041 — 212 = [lag — 212 < [J A2} = ¢°[|2lly = o°l| = [[ Az, — o)) -

Como y° satisfaz (1.2.2) e k < k,, a afirmativa segue. u

Como comentado anteriormente, no caso de dados corrompidos por
ruidos, a iteracao de Landweber deve ser parada apds uma quanti-
dade finita de passos. O proximo Teorema mostra que o principio da
discrepancia implica nessa imporante propriedade para a iteracao de
Landweber.



Método de Landweber 115

Teorema 9.3. Seja 7 > 1 em (9.1.12). FEntao, o principio de dis-
crepancia determina um indice de parada k, = k.(5,v°), € finito para
a iteragdo de Landweber, com k(8,y°) = O(572).

Demonstracio: Seja {72} dada por (9.1.5). Sabemos que

lo® — 2| — ll" — a1 > [ly — Azg .

Somando sobre £k = 1 até j e levando em conta a monotonia dos
residuos dado pelo Lema 9.2, temos

J
ot — 2207 — llet — a2 = 3 lly — AP > klly — Aad)?.
k=1

Indutivamente, podemos escrever y — A:c? = (I — AA*) (y — Axy),
segue que

|7 = AAY (y = Azo)|| = ly — Axs|| < k™32’ — 5]
Assim,

ly* — Azl = [|(1 = AA™Y (y° — Awo)|| < [|(I = AA™) (y° — y)

F (I = AAY (y — Amy)|| < 0k 2|zt — 23]

[t —a||?
(t—1)262 "
Logo, k(8,9°) < ¢d~2, onde ¢ s6 depende de 7. [ |

Consequentemente, o lado direito é menor que 76, se k >

Para obtermos taxas é preciso fazermos hipéteses sobre a solucao .
Tais hipoteses sao conhecidas como condigoes de fonte. Condigoes
de fonte mais comuns na literatura impoem que z' pertenca a imagem
do operador A* ou pertenca a imagem de poténcias do operador A*A.
Por exemplo, considere a condicao de fonte

'€ Im((A*A)Y),  HeRS. (9.1.14)

Esta condicdo impdem que a solucdo z! pertenca a imagem do ope-
rador (A*A)°.
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Exercicio 9.1. Mostre que o operador (A*A)z estd bem definido. O
dominio e imagem de (A*A)% sao subconjuntos de que espacos vetori-
ais? Interprete geometricamente a condi¢ao de fonte (9.1.14).

Teorema 9.4. Suponha a condigdo de fonte (9.1.14) satisfeita para
0 =1/2. Sey € Im(A) e o principio de discrepincia (9.1.12) ¢
valido, entao, a iteracdo de Landweber possui ordem de convergéncia

k(6,y°) = O Y).

Demonstracao: Veja [10, Teorema 6.5]. n

9.2 Método de Maxima Descida e a Inversa Gene-
ralizada

Agora, vamos nos ater no método conhecido como Maxima Descida
ou Steepest Descent proposto por Cauchy por volta de 1847, para
resolver sistemas de equagoes nao-lineares. Com a ideia de representar
a solucao de um sistema de equacoes nao-lineares por meio do minimo
de um funcional nao negativo, Cauchy construiu uma sequéncia, de
forma iterativa, que passa do iterado corrente para o seguinte na
direcao em que o funcional decresce mais rapido. Por essa propri-
edade, o método de Cauchy também é conhecido como método de
Maxima Descida.

Aqui, apresentaremos alguns dos resultados para aproximarmos
Aty onde A é um operador que satisfaz a Hipétese 6.1, obtidos por
Nasched [3]. Nashed aplicou o método de maxima descida juntando as
equacoes lineares como uma unica equacao de operador linear Az = y.
Antes disso, vamos a algumas consideracoes iniciais.

Seja J : H — R um funcional nao-negativo. Denotemos por
x* € H um ponto tal que

J(x*) =inf{J(x) : x € H}. (9.2.15)

Suponhamos que J seja Fréchet diferenciavel em cada ponto de H.
Dado um ponto zy, queremos minimizar J andando na direcao em
0,
que J decresce de forma mais rapida. Assim, devemos escolher uma
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direcao z € H tal que a derivada direcional
DJ(xg,2) = (2, VJ(xg)),

é a menor possivel.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

=[I2ll[[V I (zo)l| < (2, VJ(x0)) D J (0, 2)

e a igualdade sé acontece se z ¢ um multiplo positivo de —V.J(zy).
Assim, comegando em z(, a direcdo de maior descida de J é z =
—VJ(x9). Se o > 0 é o tamanho do passo na direcao —VJ(xp),
obtemos uma nova aproximagao para x* por

1 = Ty — OéQVJ(ZIZQ) .

O parametro g ¢é escolhido de forma que x; minimize J sobre a reta
que passa por xy na diregdo —V.J(xzg) e, assim, deve satisfazer

d
%J(xo —aVJ(x))|azae = 0.

A sequeéncia iterativa {z;} gerada pelo método de maxima descida
é dada por

Tl = T — akVJ(xk) y

onde

d
—J(zp — aVJ(xg))|aza, = 0.
7o (@ (@) a=as

Suponhamos que o operador A satisfaz a Hipdtese 6.1. Pelo Teo-
rema 6.1, a solugdo de minimos quadrados de Ax = y é justamente o
1

minimo do funcional J(z) = 3||Az —y||>. Desta forma, somos levados

a aplicar o método de de descida maxima para o funcional J.

Exercicio 9.2. Defina r := VJ(z) = A*(Ax — y) (que estd bem

definido pelo exercicio 9.6). Mostre que o valor étimo de o é dado por
_ P

A
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Assim, a sequéncia {xy} C H; pelo método de descida méxima é
dada por

Tk+1 = Tk — QT
r, = A" (Ax, — y) (9.2.16)

I ”

REZE

Observacao 9.2. Observamos que se 1, = 0, entao xj € uma solugcao
de minimos quadrados e o método pdra em xy. Se tivermos um critério
para garantir que xp € a solugao de menor norma entre todas as
solugoes de minimos quadrados, obteremos que xj, = x'.

Exercicio 9.3. Mostre que se Arp = 0, entao r, = 0. Assim, a
sequéncia gerada pelo algoritmo (9.2.16) estd bem definida.

Seguiremos os passos de Nashed [3], na demonstragoes abaixo.

Lema 9.3. Seja A satisfazendo a Hipdtese (6.1). Entao,

lim r, =0.
k—00

Demonstracao: De

1
J(@re1) = Sl Azy — aAry — ylI> = J(zn) — 5

Recursivamente, obtemos que

1 Zk 75112
o L j
J(zk+1) - J(xO) 2 - ||A’f’j||2 .
Como J(z) > 0, Vz, temos que

2
4l 22 Iyl < Z Il < 27(00).
J

Portanto, ||r|| — 0 quando k — 0. n




Método de Maxima Descida e a Inversa Generalizada 119

Teorema 9.5. Seja A satisfazendo a Hipotese 6.1. Entao, a sequéncia
gerada pelo método de descida maxima converge para uma solu¢ao de
minimos quadrados de Ax =y, para qualquer xqg € Hi. A sequéncia
converge a x' se e somente se, 1o € Im(A*).

Demonstragao: Escrevemos a iteragao (9.2.16) de forma recursiva,
entao temos que

k
LTkl = Lo — ZO&jTj . (9217)
j=0

Afirmacao {z,} é uma sequéncia de Cauchy. De fato

T —Tn=— Y ayry € Im(A%) = N(A)*. (9.2.18)

j=n
Portanto, existe n > 0 tal que
N2 — 2al* < (Ax Al — 20), T — 20) = [[A(zm — 2|7
Assim,
(A Ay = 20), 0 = 0) <A Az, — Az || |20 — 20|
<~ (1A (Azm — y)ll + 14" (Azn — ) Az — 20)] -

Como r; — 0, temos que r,, — r, = A*A(z,, — x,) — 0 quando
m,n — oco. Como Im(A) = N(A*)* ¢ fechada, segue do Teorema do
Gréfico Fechado [24], que A* possui inversa limitada quando restrito
a Im(A) = N(A*)*.

Portanto, ||A(z, — z,)|| < M e

7]3me—a:n]|2 < M(rp+71,) =0 m,n— oo.

Logo, {x} é Cauchy e, assim, converge para algum u € H;. Pela
continuidade de A, temos

|A*Au — A*y|| = lim ||A* Az, — A%y|| = lim r, =0
k—oo k—o0
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donde concluimos que u ¢ uma solucao de minimos quadrados.

Para finalizar, lembremos que qualquer solu¢ao de minimos quadra-
dos é da forma z' @ N (A) (Teorema 6.1). Como Im(A*) = N(A)L,
segue que x' é a tnica solucio de minimos quadrados na I'm(A*). Se
xo € Im(A*), entdo, de (9.2.17), segue que zy € Im(A*) para todo k.
Como Im(A*) é fechada, u = x'.

Caso ¢ ¢ Im(A*), entdo xg = () + Pya)To, onde z, € N (A)*+ =
Im(A*) e Py(ayro # 0. Como A*APjr(ayro = 0, de (9.2.17), temos:

k—1
TE = Ty — Z aqr; + Pyayro — o' + Prayo -
5=0
Isto completa a demonstracao. [ ]

9.3 Meétodos tipo Kaczmarz

Dedicaremos esta se¢ao a um método de regularizagao para resolver
problemas inversos que aparecem na forma de sistemas de equacoes

A(z)=vy; ied{l,---,M}. (9.3.19)

Uma maneira de resolver o problema (9.3.19) é considerarmos o ope-
rador A := (Ay,--- ,Ay) e Y = (y1,-++ ,yu) e resolver a equacao

Alz) =Y,

usando as técnicas que foram apresentadas acima.

A principal ideia de métodos tipo Kaczmarz é resolver o sistema
(9.3.19), de maneira ciclica, onde cada equacao do sistema é con-
siderado em separado. Nas préximas subsegoes apresentaremos o
método ART (Algebraic Reconstruction Techniques) e o método de
Landweber-Kaczmarz como exemplos de tais estratégias.

9.3.1 Método ART

Uma das técnicas mais usadas em diagndsticos médicos para Tomo-
grafia Computadorizada, até pouco tempo, é o método ART. Este
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método representa a ideia de métodos do tipo Kaczmarz de uma ma-
neira simples de entender. Faremos a construc¢ao do método iterativo
ART para o caso em que A; = (a;1, - ,a;n), onde i € {1,--- M},
representa uma linha de um sistema linear escrito na forma (9.3.19).
Desta maneira, a iretacao ART usa conceitos basicos de Algebra Li-
near.

Iteracao: Dado 7y um ponto inicial, projetamos I, ortogonal-
mente sobre o hiperplano determinado pela primeira equacao do sis-
tema (9.3.19), isto é, sobre a3y + -+ -a;nyTy = y1. Ao vetor projegao
ortogonal, chamamos de primeiro iterado #;. De posse do vetor 7
projetamos ortogonalmente sobre a segunda linha do sistema (9.3.19)
e obtemos ¥>. Aplicamos este procedimento, sucessivamente, até M,
obtemos #;. De maneira ciclica, projetamos Z,oq4(ar) sobre a equacao
mod(M) do sistema (9.3.19). A figura mostra a iteragdo ART para
um sistema quadrado de ordem 2.

anfytaifz = p1

mﬁhm/:m/

Figura 9.1: Geometria do algoritmo ART.

Assim, a iteracao é dada por

L (Ai, Tn1) — yi T
Ty = Tpo1 ( PRE (A)) (9.3.20)

Observamos que um dos defeitos do método ART é seu alto custo
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computacional. Ainda, a taxa de convergéncia pode ser muito lenta
ou até mesmo divergir. Assim, as vezes é necessaria a introducao de
parametros de corre¢ao na equagao (9.3.20) de forma a melhorar a
performance do método?.

9.3.2 Método de Landweber-Kaczmarz

O método de Landweber-Kaczmarz consiste em aplicar o método de
Landweber para resolver (9.3.19) de forma ciclica. Isto é, a iteragao é
definida como

Thr = 25+ ey (22) (y° — Apg(a?)) (9.3.21)

onde [k] := kmod(M) € {0,--- ,M — 1} e i = [k] + 1. O parametro
wy € definido como

oo L1 se Aw(aR) =yl > 70,
ke 0 caso contrario.

O parametro wy, determina o critério de parada para o método de
Landweber-Kaczmarz. A iteracao é parada no primeiro indice k, =
k. (9, yfk}) tal que

Wg+j =0 para j={0,---,M—1}. (9.3.22)

Notamos que, um tal critério de parada dado pela equagao (9.3.22)
significa dizer que

N
Tp, = Tpoy1 = """ = Tp o p—1> (9.3.23)

isto é, k. ¢é escolhido como o fndice que faz com que x% seja igual em

um ciclo.

Convergéncia para a iteracao de Landweber-Kaczmarz segue simi-
lar ao feito para o método de Landweber. As hipdteses sao similares
as feitas para o método de Landweber para cada Ap.

?Hoje em dia, novos métodos ganharam terreno, [31, 30]. Atualmente, o método Filtered
Backprojection é o mais usado em Tomografia Computadorizada. Este consiste em uma estratégia
para resolver a Transformada de Radon Inversa.
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9.4 Aplicagao: Tomografia Computadorizada

Como aplicagao, apresentaremos os resultados obtidos nas Secoes 9.2
e 9.3 para o problema de T'C' com uma quantidade limitada de dados,
(30, 31].

Seja L?(D) o espago de Hilbert de todas as fungoes quadrado in-
tegrdveis no disco unitdrio D C R? e Hy :={y: [0,2] > R : |y|*:=
[Zy(t)tdt < oo},

Consideraremos o sistema

A =y;, j=0,--N—1, (9.4.24)
onde cada A; := L*(D) — Ha, é dada por

(Asz) = % / (& +10)d), te 0,2, (9.4.25)
Sl

A equagao (9.4.25) corresponde a uma versao circular da Transformada
de Radon que foi introduzida na Subsecao 1.5.1. Resolver (9.4.25) é
um passo crucial em TC. Consideraremos o caso em que os dados sao
obtidos por integracdo numérica. Ainda, supomos que o centro de
integracao ; corresponde a posi¢ao de cada detector.

Nesta aplicagao, consideraremos somente o caso especial em que

cada . A
EENED)
N -1 N -1

estd uniformemente distribuido no semi-cireulo S := {¢ = (¢, &?) €
OD : &' > 0}. Assim, os dados sdo medidos em uma tnica parte da
fronteira de D (veja a figura 9.2). Portanto, temos poucos dados. E
provado, por exemplo em [31, 30|, que certos detalhes de x fora da
regiao de deteccao nao podem ser reconstruidos. Tais resultados sao
conhecidos como invisibilidade.

Temos duas possibilidades. A primeira é considerar

A= (Ay,-, Ay_)" : L*(D)N — HY

r— Ar = (y07"'yN—1)T:y-
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Com essa configuracao podemos aplicar a iteracao de Landweber linear
(9.1.6), a iteragao de Landweber-Kaczmarz ou a iteragao de de descida
maxima (9.2.16).

A segunda possibilidade é aplicar o método de Landweber-Kaczmarz
para o sistema de equacoes lineares (9.4.25). Para nosso teste numérico,
optamos pela segunda.

A solucao z! é mostrada no lado esquerdo da figura 9.2. Do lado
direito da figura 9.2, vemos a figura que consiste da superposicao de
funcgoes caracteriticas e um kernel Gaussiano que representa os dados
do problema, com N = 50 medidas. Os dados y; = ijT sao calculados
por integracao numérica de forma a adicionar 4% de ruido.

Figura 9.2: Do lado direito a solucao e do esquerdo os dados com 4% de ruidos.

A figura 9.3 mostra a solucao regularizada xié, os métodos Land-
weber-Kaczmarz e steepest descent com uma estratégia tipo Kacz-
marz.

Figura 9.3: Do lado direito a solucao aproximada pela regularizacao de Landweber
e do esquerdo por steepest-descent, com estratégias tipo Kaczmarz.



Aplicagao: Tomografia Computadorizada 125
9.5 Exercicios

Exercicio 9.4. Mostre que se y € D(A'), entdo A*y = A*Azt. Su-
gestao: use a inversa generalizada. Consulte o Apéndice 6.

Exercicio 9.5. Fa¢a um grafico comparando os resultados obtidos nos
Lemas 9.1 e 9.2 com a estimativa (9.1.11). Compare com a figura 1.1.

Exercicio 9.6. Prove que se A € um operador linear e limitado, entdo

J(x) = L||Ax — y||? € Fréchet diferencidvel e V.J(x) = A*(Az —y).

2

Exercicio 9.7. Mostre o Lema 9.3 sem a hipdtese de A possuir ima-
gem fechada.

Exercicio 9.8. Suponha que existam constantes C, M, m > 0 tais que
m|z||? < (A*Azx,z) < M|z||*, Vo € Im(A*) e que A satisfaca a
Hipotese 6.1. Mostre que o método steepest descent possui um limi-
tante de erro dado por

M —m\”
f+p —z,||<C :
o'+ Py -l < € (55

Exercicio 9.9. Considere a reta de equacdo anxi+---aG;NTN = Y; €M
RY. Mostre que a projecio ortogonal de v € RN sobre a reta acima
satisfaz a equacao (9.3.20).

Exercicio 9.10. Mostre que (A;, Z,) = y;. Interprete esse resultado
geometricamente.

Exercicio 9.11. Use a iterag¢ao (9.3.20) para obter uma solug¢ao do
problema de tomografia descrita pela figura 1.7.

Exercicio 9.12. Mostre que o método de Landweber-Kackzmarz
(9.3.21), com o critério de parada (9.3.22), é um método de regula-
rizagdo. Sugestdo: consulte [21].

Exercicio 9.13. Use a iterac¢ao de Landweber-Kaczmarz (9.3.21) para
encontrar uma solucdo do problema de tomografia proposto na Fi-
gura 1.7. Compare com o método ART.
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Exercicio 9.14. Prove que cada operador A; € linear, limitado e sa-
tisfaz ||A;|| < 1. Mostre ainda que o operador adjunto € dado por

(A5)(€) = y B2
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