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exerćıcios de verificação de aprendizagem ao final de cada caṕıtulo.
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“As ciências não tentam explicar; dificilmente tentam sequer
interpretar; elas fazem modelos, principalmente.

Por modelo entenda-se uma construção matemática que, com o
acréscimo de certas informações verbais, descreve fenômenos

observados.”
Von Neumann, citado em Gleick - CAOS
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volvimento deste trabalho, contribúıram direta ou indiretamente para a sua rea-
lização. Em especial aos pesquisadores (alunos e professores) do Laboratório de
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Prefácio

A simulação computacional de escoamentos de fluidos envolvendo forte caráter
convectivo é um desafio que tem atráıdo muitos pesquisadores na comunidade de
fluidodinâmica computacional. Esquemas de convecção de alta resolução são bas-
tante empregados hoje em dia nessas simulações, especialmente para a classe de
problemas de escoamentos incompresśıveis não estacionários envolvendo superf́ıcies
livres móveis a altos valores do número de Reynolds. Neste trabalho, além de se
apresentar uma metodologia que permite a construção de esquemas upwind de alta
resolução, propõe-se um novo esquema convectivo tipo upwind de alta resolução,
denominado EPUS (Eight-degree Polynomial Upwind Scheme), para resolver nu-
mericamente equações de conservação não estacionárias dominadas por convecção.
A metodologia é baseada no critério de estabilidade TVD e pode ser implementada
nos contextos dos métodos das diferenças finitas, volumes finitos e elementos fini-
tos. Em particular, o desempenho do esquema EPUS é investigado na resolução
de uma variedade de sistemas hiperbólicos de leis de conservação e escoamentos
incompresśıveis complexos com superf́ıcies livres móveis. Os resultados numéricos
obtidos com o esquema EPUS mostram boa concordância com outros resultados
numéricos e dados experimentais existentes na literatura.

São Carlos, 19 de setembro de 2011.

Láıs Corrêa
Giseli Ap. Braz de Lima
Valdemir G. Ferreira
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Histórico e Justificativa

Esquemas de convecção de alta resolução são bastante empregados hoje em dia
para resolver problemas em dinâmica dos fluidos, especialmente para a classe de
problemas de escoamentos incompresśıveis não estacionários envolvendo superf́ıcies
livres móveis [12, 57] a altos valores do número de Reynolds. Embora muitos pes-
quisadores têm atentado para tais problemas, não é posśıvel até o presente carac-
terizá-los por completo. Conseguir soluções numéricas representativas para essa
classe de problemas tem sido dif́ıcil em virtude da forte influência dos termos con-
vectivos (em geral não lineares) nas equações de transporte. Consequentemente,
a escolha do método numérico que leva em conta a velocidade de convecção lo-
cal do escoamento (usualmente conhecido como esquema de convecção upwind -
vide [33] ou [37]) tem sido uma das principais preocupações da comunidade ci-
ent́ıfica moderna em dinâmica dos fluidos computacional, uma vez que esse tipo
de aproximação afeta sobre maneira a estabilidade e a precisão da solução.

Por exemplo, ao se usar esquemas upwind de primeira ordem, tais como FOU
(First Order Upwind) [13] ou o método Hı́brido [41, 52], a solução computada sofre
suavização, pois esses esquemas introduzem viscosidade numérica amortecendo as
oscilações (f́ısicas e não f́ısicas). Por outro lado, ao se utilizar esquemas clássicos
de alta ordem (maior ou igual a 2), tais como QUICK (Quadratic Upstream Inter-
polation for Convective Kinematics) [28] ou Lax-Wendroff [27], a solução numérica
geralmente apresenta oscilações não f́ısicas, principalmente nas vizinhanças de des-
continuidades (choques) e de altos gradientes, onde na maioria das vezes surgem
instabilidades numéricas inevitáveis. De fato, pelo teorema de Godunov [47] ne-
nhum esquema linear de ordem maior que 1 é monotônico (livre de oscilações). Isso
tem motivado o desenvolvimento de esquemas convectivos upwind não lineares de
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alta ordem, os quais ajustam a ordem de precisão de acordo com a solução local
de modo a manter um comportamento limitado.

Nas últimas décadas muitas tentativas têm sido feitas para derivar o esquema
convectivo upwind de alta resolução “perfeito”, isto é, aquele que satisfaz as se-
guintes propriedades: estabilidade, captura de descontinuidades sem a presença
de oscilações numéricas (oscilações limitadas), simplicidade, economia computa-
cional, convergência e a resolução de uma variedade de fenômenos complexos.
Entre elas destacam-se a proposta do esquema HLPA (Hybrid-Linear Parabolic
Approximation) de Zhu [68], do SMART (Sharp and Monotonic Algorithm for
Realistic Transport) por Gaskell e Lau [21], do WACEB (Weighted-Average Coef-
ficient Ensuring Boundedness) por Song et al. [36], do VONOS (Variable-Order
Non-Oscillatory Scheme) de Varonos e Bergeles [62], do CUBISTA (Convergent
and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection)
de Alves et al. [1], do MUSCL (Monotone Upstream Scheme for Conservation
Laws) por van Leer [60, 61] e, mais recentemente, a proposta do ADBQUICKEST
por Ferreira et al. [19] e TOPUS por Queiroz [15]. Tais esquemas vêm sendo
muito utilizados numa variedade de aplicações práticas. No entanto, muitas di-
ficuldades ainda persistem quando se deseja simular escoamentos incompresśıveis
em regime transitório, principalmente os efeitos da turbulência, pois, nesse caso,
os escoamentos tornam-se intrinsicamente transientes, tridimensionais e com uma
variedade de escalas envolvidas no movimento.

Portanto, a necessidade de um esquema de convecção upwind simples, eficiente
e robusto para aproximar termos convectivos não lineares de leis de conservação
e equações transientes da dinâmica dos fluidos continua a estimular a pesquisa na
área de CFD (Computational Fluid Dynamics). Esta é a principal motivação para
o estudo apresentado neste trabalho. Outra motivação para o desenvolvimento de
um esquema upwind está no desejo em desenvolver uma técnica numérica capaz
de simular uma variedade de problemas de interesse prático.

Há também outra classe de esquemas de alta resolução sofisticados chama-
dos ENO (Essentially Non-Oscillatory) [49] e seus relacionados WENO (Weighted
ENO) [4, 25], que são apropriados para capturar descontinuidades e pontos extre-
mos com alta ordem de precisão. Nesses esquemas, alta ordem é alcançada usando
polinômios interpoladores (por partes) de graus elevados que não garantem resulta-
dos não oscilatórios. Seus compromissos são relaxar as condições TVD/CBC e, ao
invés de considerar moléculas computacionais fixas, escolher moléculas computa-
cionais variáveis. O preço a ser pago por esse procedimento é, além da dificuldade
de implementação, o número muito elevado de operações aritméticas requeridas a
cada passo no tempo, sendo isso mais uma motivação para o presente trabalho de
mestrado. A diferença entre ENO/WENO e esquemas TVD/CBC é que os pri-
meiros têm a propriedade de reter a mesma ordem de precisão espacial em todo o
domı́nio de solução, inclusive nas vizinhanças de descontinuidades e pontos extre-



Objetivos 17

mos, enquanto que os esquemas TVD/CBC oferecem primeira ordem de precisão
nessas regiões cŕıticas.

No contexto do método das diferenças finitas (ver, por exemplo, [32]) e fa-
zendo o uso de variáveis normalizadas e/ou limitadores de fluxo e dos critérios
de limitação CBC e/ou TVD, apresenta-se no presente trabalho uma metodologia
geral para o desenvolvimento de esquema upwind de alta resolução. Em particu-
lar, apresenta-se o esquema de convecção EPUS, que tem se mostrado simples,
eficiente e robusto. O foco principal deste trabalho é, usando o esquema EPUS,
a simulação numérica de problemas de escoamentos de fluidos não estacionários
para os casos compresśıvel e incompresśıvel.

A contribuição da pesquisa cient́ıfica aqui apresentada é inovadora, pois visa a
análise, a implementação computacional e a construção de um método numérico
capaz de simular uma variedade de problemas de escoamentos de fluidos, permi-
tindo, no contexto atual, melhorias nas predições de problemas de engenharia.

1.2 Objetivos

• Desenvolver e implementar um esquema convectivo de alta resolução para
resolver problemas não estacionários em dinâmica dos fluidos;

• Corroborar a asserção de Arora e Roe [2] de que esquemas TVD, associados
ao avanço temporal expĺıcito de primeira ordem, têm méritos em problemas
transientes;

• Dispor de códigos 2D/3D para simular numericamente problemas de escoa-
mentos incompresśıveis com superf́ıcies livres móveis a uma ampla faixa do
número de Reynolds;

• Fornecer à literatura novas soluções numéricas de EDPs não lineares que
possam auxiliar pesquisadores da área de CFD.

Exerćıcios

1. O que significa dizer que um esquema é de alta ordem de resolução? (Su-
gestão: ver erro de truncamento local.)
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Caṕıtulo 2

Modelagem Matemática

Neste caṕıtulo descreve-se a formulação matemática utilizada ao longo destas no-
tas, ou seja, as EDPs básicas que aparecem com frequência em fluidodinâmica com-
putacional, a saber: leis de conservação 1D (equação linear de advecção, equação
de Burgers e equações de Euler), leis de conservação 2D (sistemas hiperbólicos de
Euler e águas rasas), equações instantâneas e médias de Navier-Stokes e modela-
gem κ−ε da turbulência. O estudo destas equações é de fundamental importância
para o entendimento do problema a ser modelado, bem como para sua imple-
mentação computacional.

2.1 Leis de Conservação 1D

Equações diferencias parciais podem ser usadas para modelar uma variedade de
fenômenos da ciência e da engenharia (ver, por exemplo, [31]). Em mecânica dos
fluidos, estas equações, também denominadas leis de conservação, são escritas em
sua forma conservativa como

∂φ

∂t
+
∂F (φ)

∂x
= 0, (2.1.1)

em que φ = φ(x, t) é o vetor das quantidades conservadas e F (φ) = F (φ(x, t)) é
o vetor que representa as funções fluxo. Apresenta-se nesta seção três leis de con-
servação 1D, a saber: equação linear de advecção, equação de Burgers e equações
de Euler.

2.1.1 Equação de Advecção 1D

A equação linear de advecção 1D é um dos modelos mais simples de EDPs hi-
perbólicas, sendo muito utilizada para o estudo de métodos numéricos em leis de
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conservação. Ela modela o transporte de escalares através da equação (2.1.1) (ver,
por exemplo, [31] e [58]), considerando os vetores da propriedade conservada e da
função fluxo dados, respectivamente, por

φ = u,

F (u) = au,

sendo a > 0 (constante) a velocidade de advecção da propriedade u = u(x, t) no
tempo t. As condições inicias e de contorno consideradas são, respectivamente,

u(x, 0) = u0(x),

u(xL, t) = uL, u(xR, t) = uR,

com uL e uR contantes, em que x ∈ [xL, xR]. A solução exata para este problema
linear é dada por (ver LeVeque [31])

u(x, t) = u0(x− at). (2.1.2)

A equação (2.1.2) mostra que a solução para este problema é obtida a partir
de translações (advecções) uniformes da condição inicial com velocidade constante
a. Isso se deve ao fato de que suas curvas caracteŕısticas são dadas por x− at, ou
seja, são semi-retas paralelas (ver [31]).

2.1.2 Equação de Burgers 1D

A equação não linear de Burgers modela uma variedade de problemas em dinâmica
dos fluidos (ver, por exemplo, [66]), sendo propensa à formação de choques, mesmo
nos casos de dados iniciais suaves. Ela serve, por exemplo, como um modelo sim-
plificado para o entendimento da turbulência, combinando convecção não linear e
difusão linear, o que a leva, atualmente, a ser também muito utilizada no desen-
volvimento de métodos numéricos (ver [31]).

A equação de Burgers é uma lei de conservação com fluxo quadrático, dada,
em sua forma não viscosa, pela equação (2.1.1) com vetores da variável conservada
e da função fluxo dados, respectivamente, por

φ = u,

F (u) =
1

2
u2.
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Na forma quase-linear, a equação de Burgers inviscida é dada por

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0,

onde é posśıvel observar que esta lei de conservação representa o transporte da
propriedade u com velocidade u, assemelhando-se à equação de advecção, a me-
nos do fato de que agora temos uma velocidade de convecção não constante u.
Sendo assim, as caracteŕısticas não mais serão retas paralelas, podendo, em algum
momento, se interceptarem, levando à formação de descontinuidades (choques),
fenômeno caracteŕıstico de problemas não lineares.

As condições iniciais e de contorno adotadas na resolução desta EDP são dadas,
respectivamente, por

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [xL, xR],

u(xL, t) = f(xL, t), u(xR, t) = g(xR, t).

2.1.3 Equações de Euler 1D

Estas EDPs constituem um sistema hiperbólico não linear de leis de conservação
que modelam a dinâmica de um material compresśıvel, tais como gases (ver [58]).
Os problemas mais relevantes modelados por estas equações são os de tubo de
choque, em que se estuda a interação entre diferentes gases.

Este sistema de equações é dado pela equação (2.1.1), sendo agora os vetores
das quantidades conservadas e das funções fluxos dados, respectivamente, por

φ = (ρ, ρu,E)T ,

F (φ) = (ρu, ρu2 + p, u(E + p))T ,

em que as variáveis conservadas ρ, u, ρu, E e p são, respectivamente, a massa
espećıfica, a velocidade, a quantidade de movimento, a energia total e a pressão.
Para fechar este sistema, considera-se também a equação do gás ideal

p = (γ − 1)(E − 1

2
ρu2),

sendo γ = 1.4 a razão do calor espećıfico. Ainda, tem-se que a energia interna e é
dada por

e =
p

(γ − 1)ρ
.
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A condição inicial considerada para a resolução deste sistema é dada por

(ρ0, u0, p0)
T =

{

(ρL, uL, pL)
T , x ≤ x0,

(ρR, uR, pR)
T , x > x0,

x ∈ [xL, xR].

A condição de contorno adotada é a extrapolação de ordem zero (para mais
detalhes, ver [31]).

2.2 Leis de Conservação 2D

Para o caso de problemas em geometria 2D, as leis de conservação consideradas
neste trabalho são dadas por

∂φ

∂t
+
∂F (φ)

∂x
+
∂G(φ)

∂y
= 0, (2.2.3)

em que φ = φ(x, y, t) representa o vetor das variáveis conservadas, e F (φ) =
F (φ(x, y, t)) e G(φ) = G(φ(x, y, t)) são os vetores das funções fluxo nas direções x
e y, respectivamente. Nesta seção são apresentadas duas leis de conservação 2D,
a saber: equações não lineares de Euler e equações não lineares de águas rasas.

2.2.1 Equações de Euler 2D

As equações de Euler 2D, as quais modelam principalmente a dinâmica em gases,
são dadas pela equação (2.2.3) com vetores das variáveis conservadas e das funções
fluxos dados por

φ = (ρ, ρu, ρv, E)T ,

F (φ) = (ρu, ρu2 + p, ρuv, u(E + p))T ,

G(φ) = (ρv, ρuv, ρv2 + p, v(E + p))T ,

em que (u, v)T representa o vetor velocidade. Para fechar este sistema, considera-
se a equação do gás ideal

p = (γ − 1)(E − 1

2
ρ(u2 + v2)).

Estas equações são definidas neste trabalho em um domı́nio quadrado, o qual
é dividido em quatro quadrantes pelas linhas x = x0 e y = y0. Esses quadrantes
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são definidos por estados iniciais constantes, de tal forma que

(ρ0, u0, v0, p0)
T =



















(ρ1, u1, v1, p1)
T , se x > x0 e y > y0,

(ρ2, u2, v2, p2)
T , se x < x0 e y > y0,

(ρ3, u3, v3, p3)
T , se x < x0 e y < y0,

(ρ4, u4, v4, p4)
T , se x > x0 e y < y0.

No contorno, aplica-se a condição de extrapolação de ordem zero (ver LeVeque
[31]).

2.2.2 Equações de Águas Rasas 2D

Estas equações modelam o movimento hidrostático de um fluido incompresśıvel
com superf́ıcie livre (no caso água) em um canal de largura unitária, com velocidade
horizontal u(x, t) e velocidade vertical desprezada (ver, por exemplo, [31]). O
sistema hiperbólico não linear de águas rasas 2D é dado pela equação (2.2.3), com
vetores das quantidades conservadas e das funções fluxos dados por

φ = (h, hu, hv)T ,

F (φ) = (hu, hu2 +
1

2
gh2, huv)T ,

G(φ) = (hu, huv, hv2 +
1

2
gh2)T ,

em que h = h(x, y, t) é a altura da camada de água (profundidade do fluido no ca-
nal) e g = 9.81m/s2 é a gravidade. Neste sistema, (u, v)T e (hu, hv)T representam,
respectivamente, os vetores velocidade e vazão.

As condições inicias adotadas na resolução deste sistema são dadas por

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y) e h(x, y, 0) = h0(x, y),

em que x ∈ [xL, xR] e y ∈ [yL, yR]. As condições de contorno foram adotadas de
acordo com LeVeque [31], como extrapolação de ordem zero.

2.3 Equações de Navier-Stokes

Para o caso em que o fluido é considerado um meio homogêneo incompresśıvel
(a massa espećıfica não varia durante o seu movimento) e as propriedades de
transporte são constantes, as equações matemáticas das leis f́ısicas de conservação
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são as equações de Navier-Stokes e continuidade, dadas, na forma adimensional,
em coordenadas cartesianas e na notação de Einstein, por

∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(

∂ui
∂xj

)

+
1

Fr2
gi, i = 1, 2, 3, (2.3.4)

∂ui
∂xi

= 0, (2.3.5)

em que ui são as componentes do campo de velocidade, t é o tempo e p é a
pressão. Os parâmetros adimensionais são Re = L0U0/ν e Fr = U0/

√
L0g, os

quais representam, respectivamente, os números de Reynolds e Froude, e gi são as
componentes do campo gravitacional. O parâmetro ν = µ/ρ > 0 é o coeficiente
de viscosidade cinemática molecular (constante) do fluido, em que µ é a viscosi-
dade dinâmica, e U0 e L0 são escalas de velocidade e comprimento caracteŕısticos,
respectivamente.

No caso de problemas com simetria radial (axissimétricos), as equações de
Navier-Stokes são escritas em coordenadas ciĺındricas, dadas, na forma adimensi-
onal, por

∂u

∂t
+

1

r

∂(ruu)

∂r
+
∂(uv)

∂z
= −∂p

∂r
+

1

Re

∂

∂z

(

∂u

∂z
− ∂v

∂r

)

+
gr
Fr2

,

∂v

∂t
+

1

r

∂(rvu)

∂r
+
∂(vv)

∂z
= −∂p

∂z
+

1

Re

1

r

∂

∂r

(

r

(

∂u

∂z
− ∂v

∂r

))

+
gz
Fr2

,

1

r

∂(ru)

∂r
+
∂v

∂z
= 0,

em que u = u(r, z, t) e v = v(r, z, t) são, respectivamente, as componentes do vetor
velocidade nas direções r e z, e g = (gr, gz)

T representa o campo gravitacional.
Para resolver as equações de Navier-Stokes (em coordenadas cartesianas e

ciĺındricas) é necessário impor condições de contorno, as quais devem ser esco-
lhidas de modo a respeitar o comportamento f́ısico da solução. Neste trabalho, as
condições de contorno adotadas para resolver estas equações são descritas a seguir:

1. Entrada do fluido (injetor): considera-se condição de contorno prescrita,
dada por

un = U0, ut = 0,

em que un é a velocidade normal ao contorno e ut é a velocidade tangencial
a ele.
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2. Sáıda do fluido (ejetor): considera-se que não há variação da velocidade na
direção normal ao contorno, de forma que

∂un
∂n

=
∂ut
∂n

= 0.

3. Contorno ŕıgido: aqui considera-se dois casos, a saber:

• No-slip (sem escorregamento): o fluido possui velocidade nula no con-
torno, isto é,

un = 0, ut = 0.

• Free-slip (com escorregamento): não há perda friccional no contorno,
de forma que

un = 0,
∂ut
∂n

= 0.

4. Superf́ıcie livre: considera-se que o fluido está imerso num ambiente inerte,
de forma que

n · (σ · n) = pext, (2.3.6)

m1 · (σ · n) = 0, (2.3.7)

m2 · (σ · n) = 0, (2.3.8)

em que pext é a pressão externa (atmosférica), a qual foi assumida nula neste
trabalho, e o tensor das tensões totais é dado, para os casos 2D e 3D, por

σ = −pI + 2µ(▽u+ (▽u)T ),

e para o caso axissimétrico por

σ = −pI + 1

Re
(▽u+ (▽u)T ),

sendo I o tensor identidade. No caso 3D, consideram-se os vetores tan-
genciais à superf́ıcie livre m1 = (m1x,m1y,m1z) e m2 = (m2x,m2y,m2z)
e n = (nx, ny, nz) o vetor normal externo à superf́ıcie (no caso 2D tem-
se m1 = (m1x,m1y) e n = (nx, ny)). No caso axissimétrico, considera-se
m1=(−nz, 0, nr) e n=(nr, 0, nz).
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2.4 Equações Médias de Reynolds

Para a simulação dos efeitos da turbulência, as equações de conservação ins-
tantâneas (2.3.4) e (2.3.5) são transformadas nas equações médias de Reynolds,
da forma

∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(

∂ui
∂xj

)

+
1

Fr2
gi −

1

Re

∂u
′

iu
′

j

∂xj
, i = 1, 2, (2.4.9)

∂ui
∂xi

= 0. (2.4.10)

Nas Eqs. (2.4.9) e (2.4.10), ui é a i-ésima componente da velocidade média, p

é a pressão média e u
′

iu
′

j é o tensor das tensões de Reynolds, este definido na seção
seguinte.

2.5 Modelagem κ− ε da Turbulência

Para a simulação dos efeitos da turbulência considerou-se a modelagem κ− ε, em
que a ideia básica é acoplar às equações médias de Navier-Stokes (2.4.9)-(2.4.10)
duas EDPs de transporte: uma para κ, a energia cinética da turbulência, e outra
para ε, a dissipação da energia cinética κ. O objetivo é descrever a evolução da
viscosidade adicional νt dada por (2.5.12). Em resumo, as variáveis turbulentas κ
e ε são definidas, respectivamente, por

κ =
1

2
u

′

iu
′

i ε = ν

(

∂ui
∂xj

)2

,

em que u
′

i é a componente flutuante da velocidade ui.

Conhecidos κ, ε e νt, o tensor das tensões de Reynolds é definido por

u
′

iu
′

j = −νtDij +
2

3
κδij , i = 1, 2,

em que δij representa o delta de Kronecker e Dij , o tensor de deformações médio,
dado por

Dij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

. (2.5.11)
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Em suma, as EDPs do modelo κ− ε da turbulência são dadas por

∂κ

∂t
+
∂(κuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σκ

)

∂κ

∂xj

)

+ νtDij
∂ui
∂xj

− ε,

∂ε

∂t
+
∂(εuj)

∂xj
=

1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σε

)

∂ε

∂xj

)

+ (C1ενtDij
∂ui
∂xj

− C2εε)/Tt,

em que a escala de tempo do movimento turbulento e a viscosidade turbulenta são
definidas, respectivamente, por

Tt = κ/ε,

νt = CµκTt. (2.5.12)

Nas equações acima apresentadas tem-se que σκ = 1.0 e σε = 1.3 são coefici-
entes de difusão turbulentos, e C1ε = 1.44, C2ε = 1.92 e Cµ = 0.09 são constantes
emṕıricas. Mais detalhes sobre essa modelagem da turbulência, pode-se recorrer
a Ferreira [18].

As condições de contorno adotadas na simulação deste modelo de turbulência
são as mesmas descritas na Seção 2.3 para o caso laminar. Já as condições iniciais
aqui consideradas são definidas por Brandi [7], da forma

κ = 0.08Re, ε =
100κ

3

√

κ

Re
. (2.5.13)

Para as variáveis turbulentas κ e ε, as condições de contorno na entrada também
são dadas por (2.5.13), enquanto que na sáıda são calculadas pela condição de
Neumann:

∂κ

∂n
= 0

∂ε

∂n
= 0.

No contorno ŕıgido são aplicadas as leis clássicas de parede descritas em [16, 51].
Finalmente, as condições de contorno na superf́ıcie livre são dadas por (ver [7, 18])

p+
2

3Re
κ− 2

Re
(1 + νt)

[

∂u

∂x
n2
x +

∂v

∂y
n2
y +

(

∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

nxny

]

= 0,

1

Re
(1 + νt)

[

2
∂u

∂x
mxnx + 2

∂v

∂y
myny +

(

∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

(mxny +mynx)

]

= 0.

Exerćıcios

1. Defina lei de conservação.

2. O que você entende por turbulência?
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3. Calcule a solução anaĺıtica dada por (2.1.2).

4. Dadas as equações de Navier-Stokes e continuidade (2.3.4) e (2.3.5), escreva-
as de tal modo que seja eliminada a notação de Einstein.



Caṕıtulo 3

Desenvolvimento de
Esquemas Upwind

Neste caṕıtulo apresenta-se um embasamento teórico para o desenvolvimento de
esquemas convectivos upwind de alta resolução TVD, incluindo conceitos e res-
trições no que diz respeito à aproximação dos termos convectivos.

3.1 Aproximação dos Termos Convectivos

Nos últimos anos, esforço considerável tem sido feito para se obter soluções numéricas
de boa qualidade para leis de conservação hiperbólicas e equações de Navier-Stokes,
as quais são significativamente afetadas pela escolha do esquema de discretização
para os termos convectivos (em geral não lineares). A principal dificuldade é con-
trolar o fenômeno da difusão numérica.

A difusão numérica pode ocorrer de duas formas: por dissipação e por dispersão
(ver Figura 3.1 (a) e (b)). A Figura 3.1 (a) ilustra o efeito dissipativo (suaviza-
ção de gradientes) de esquemas de primeira ordem (por exemplo, o esquema FOU
[13]), e a Figura 3.1 (b) mostra o efeito dispersivo (surgimento de oscilações não
f́ısicas) de esquemas de alta ordem (por exemplo, o método de Lax-Wendroff [27]).
De fato, esses inconvenientes estão contemplados no teorema de Godunov [47],
o qual afirma que nenhum esquema de alta ordem linear pode ser monotônico.
Neste contexto surge a motivação pela busca de esquemas convectivos upwind
de alta ordem não lineares, como aquele apresentado na Figura 3.1 (c), os quais
ajustam a ordem de precisão de acordo com a solução local de modo a manter
comportamento limitado da solução.

Uma aproximação para os termos convectivos é obtida utilizando-se a estratégia
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(a) Esquema de primeira ordem (b) Esquema de segunda ordem

(c) Esquema de alta ordem

Figura 3.1: Efeitos de difusão numérica: comparação entre o perfil caracteŕıstico
de esquemas de primeira, segunda e alta ordem de precisão

upwind. Nessa estratégia, o termo convectivo é aproximado de acordo com o sinal
da velocidade de convecção local. Para isso, consideram-se três nós computacionais
adjacentes ao ponto de discretização, isto é, o a jusante D (Downstream), o a
montante U (Upstream) e o mais a montante R (Remote-upstream). A Figura
(3.2) ilustra esta estratégia, onde pode-se observar que as posições de D, U e R
são adotadas de acordo com o sinal da velocidade local Vf , na face f , de uma
variável convectada φf .

Nesse contexto, utilizando-se os três nós computacionais D, U e R, é posśıvel
escrever um esquema de convecção upwind dependente destes três pontos para
avaliar φf , através da seguinte relação:

φf = φf (φD, φU , φR).

3.2 Variáveis Normalizadas

O conceito de variáveis normalizadas (NV - Normalized Variable) foi introduzido
por Leonard [29] e é de grande importância para o desenvolvimento de esquemas de
alta resolução, pois, juntamente com o critério TVD (ver Seção 3.5) introduzido por
Harten [23], são capazes de obter esquemas estáveis e resolver gradientes elevados
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DUR

φf

Vf

D U R

φf

Vf

Figura 3.2: Posição dos nós computacionais D, U e R

com alta precisão. Sendo φ a variável convectada, a variável normalizada de
Leonard é definida por

φ̂() =
φ() − φR

φD − φR
, (3.2.1)

em que φD e φR são os valores não normalizados da propriedade φ nos pontos D
e R, respectivamente.

A partir desta definição observa-se que φ̂R = 0 e φ̂D = 1. Ainda, se φ̂U = 0
então φU = φR, e, se φ̂U = 1 então φU = φD. Assim, conclui-se que qualquer
esquema de convecção upwind que utilize somente os valores de φ nos pontos D,
U e R pode ser representado na forma funcional

φ̂f = φ̂f (φ̂U ). (3.2.2)

Leonard [29] também propôs o diagrama de variáveis normalizadas (NVD -
Normalized Variable Diagram) baseado na definição (3.2.1) e na relação funcional
(3.2.2) com o objetivo de representar uma relação entre as variáveis normaliza-

das φ̂f e φ̂U , sendo isso de grande valia na análise de um esquema convectivo.
Na Figura 3.3, por exemplo, os esquemas QUICK (Quadratic Upstream Interpola-
tion for Convective Kinematics), diferença central (de segunda ordem) e FOU são
ilustrados em variáveis normalizadas.

Utilizando-se deste diagrama, Leonard [29] mostrou que para se derivar um
esquema monotônico de alta ordem não linear (ou linear por partes) formulado em

NV, com 0 ≤ φ̂U ≤ 1, as seguintes condições devem ser satisfeitas: passar pelos
pontos O(0, 0) e P (1, 1) (para ser monotônico), passar pelo ponto Q(0.5, 0.75)
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φ̂f

φ̂U1

1
P

Q

O

QUICK

Diferença Central

FOU

Figura 3.3: Diagrama de variáveis normalizadas mostrando os esquemas QUICK,
diferença central e FOU

(para atingir segunda ordem de precisão) e passar pelo ponto Q com inclinação
0.75 (para alcançar terceira ordem de precisão).

A explicação para o uso destas condições está no fato de que esquemas em
variáveis normalizadas que têm interseção com o segundo quadrante podem pro-
duzir oscilações numéricas, assim como passar pelo quarto quadrante pode ser
altamente difusivo (por isso o esquema deve passar pela origem O); e também,
experimentos numéricos feitos por Leonard mostraram que os métodos em NVD
que interceptam a reta φ̂U = 1 acima de φ̂f = 1 geram soluções oscilatórias, e os

que interceptam a reta φ̂U = 1 abaixo de φ̂f = 1 geram dissipação numérica (por
isso o esquema deve passar por P ).

Leonard também recomenda que, para φ̂U < 0 e φ̂U > 1, seja utilizado o
esquema FOU.

3.3 Limitador de Fluxo

Uma outra estratégia para derivar um esquema de alta resolução é o uso de limi-
tadores de fluxo, os quais combinam um método de primeira ordem com um de
ordem superior por meio de uma função não linear (ver, por exemplo, Waterson
e Deconink [64]). O limitador de fluxo pode ser obtido reescrevendo-se a equação
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do esquema em variáveis não normalizadas na forma

φf = φU +
1

2
ψ(rf )(φD − φU ), (3.3.3)

em que ψ(rf ) = ψf é o limitador de fluxo e rf é a razão dos gradientes consecutivos
(sensor), o qual em malhas uniformes é dado por

rf =

(

∂φ

∂x

)

g
(

∂φ

∂x

)

f

≈ φU − φR
φD − φU

. (3.3.4)

Em variáveis normalizadas, as equações (3.3.3) e (3.3.4) são, respectivamente,
da forma

φ̂f = φ̂U +
1

2
ψf (1− φ̂U ), (3.3.5)

rf =
φ̂U

1− φ̂U
. (3.3.6)

Nesse contexto, Sweby [53] introduziu o seu prinćıpio de monotonicidade, dado
por

rf → 0 −→ ψ
′

(rf ) = 2. (3.3.7)

Outra condição (necessária e suficiente), introduzida por Waterson e Deconinck
[64], afirma que para o limitador atingir segunda ordem de precisão em malhas
uniformes é

ψ(1) = 1. (3.3.8)

Ainda, de acordo com Zijlema [69], para o limitador alcançar terceira ordem
de precisão, uma condição necessária e suficiente é que ele satisfaça

ψ
′

(1) =
1

4
. (3.3.9)

3.4 Critério de Limitação CBC

No transporte de propriedades f́ısicas, é de grande importância obter soluções
numéricas limitadas, o que ocorre quando o valor da solução em um ponto com-
putacional é limitado pelos valores da solução nos pontos vizinhos. A partir disso,
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Gaskell e Lau [21] formularam o critério de limitação CBC (Convection Bounded-
ness Criterion), o qual afirma que um esquema definido por uma função cont́ınua

(ou cont́ınua por partes) φ̂f = φ̂f (φ̂U ) tem solução limitada se

φ̂U ≤ φ̂f (φ̂U ) ≤ 1, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f (φ̂U ) = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],

φ̂f (0) = 0 e φ̂f (1) = 1.

φ̂f

φ̂U

CBC

1

10

Figura 3.4: Região CBC em variáveis normalizadas

3.5 Restrições TVD

Outro requisito importante para um esquema de convecção é o conceito TVD
(Total Variation Diminisching) proposto por Harten [23]. Esse conceito deu ori-
gem a restrições que, além da estabilidade da solução numérica, garantem sua
convergência.

Considere uma sequência de aproximações discretas φ(t) = φi(t)i∈Z. A va-
riação total (TV - Total Variation) no tempo t desta sequência é definida por

TV (φ(t)) =
∑

i∈Z

|φi+1(t)− φi(t)|.

E seja um esquema de diferença expĺıcito envolvendo (2k + 1) pontos dado por

φn+1
i = H(φni−k, . . . , φ

n
i+k), ∀n ≥ 0, i ∈ Z, (3.5.10)
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em que H : R2k+1 −→ R é uma função cont́ınua e φni uma aproximação da solução
exata φ nos pontos de malha (xi, tn), com xi = iδx, tn = nδt, sendo δx e δt os
espaçamentos (constantes) espacial e temporal, respectivamente.

Dentro desse contexto, o esquema (3.5.10) é dito TVD se, para todo conjunto
de dados φn, os valores φn+1 calculados pelo método satisfizerem

TV (φn+1) ≤ TV (φn). (3.5.11)

É importante ressaltar que a variação total não precisa diminuir no sentido de
decrescer, pois ela pode manter-se constante no tempo. O termo diminisching está
se referindo ao fato de que a variação total não deve aumentar com o tempo.

De acordo com LeVeque [31], se um esquema é TVD, então os dados que são
inicialmente monotônicos (φni ≥ φni+1, para todo i) permanecerão monotônicos
em todos os passos de tempos futuros. Portanto, ao discretizar uma simples des-
continuidade ela pode tornar-se suave durante o avanço temporal, porém sem um
comportamento oscilatório. Essa propriedade leva a definir que um método é dito
preservar monotonicidade se

φni ≥ φni+1, ∀i ⇒ φn+1
i ≥ φn+1

i+1 , ∀i.

Pode-se demonstrar que todo método TVD preserva monotonicidade.

Uma ferramenta fundamental para conseguir condições algébricas expĺıcitas
para um esquema ser TVD é o seguinte teorema, conhecido como critério de Har-
ten:

Critério de Harten: considere um método geral da forma

φn+1
i = φni + Ci+1/2(φ

n
i+1 − φni )−Di−1/2(φ

n
i − φni−1),

em que os coeficientes Ci+1/2 e Di−1/2 dependem das 2k variáveis φi−k+1,
. . . , φi+k. Neste contexto, se as seguintes condições são satisfeitas

Ci+1/2 ≥ 0,

Di+1/2 ≥ 0,

Ci+1/2 +Di+1/2 ≤ 1,

então o esquema é TVD.

Vale ressaltar que esquemas TVD são muito atrativos do ponto de vista numérico,
uma vez que garantem convergência e são monotônicos.

É posśıvel visualizar o gráfico da região TVD para o limitador de fluxo usando
o seguinte teorema (ver Sweby [53]):
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Teorema 1. Se o limitador ψf satisfaz as condições

{

0 ≤ ψ(rf ) ≤ min(2rf , 2), se rf > 0,
ψ(rf ) = 0, se rf ≤ 0,

então um esquema numérico é TVD sob a condição CFL (Courant-Friedrichs-
Lewy) |θ = aδt

δx | ≤ 1, sendo a a velocidade de convecção.

A Figura 3.5 ilustra as condições (3.5.12) no plano ψf ⊥ rf , em que o gráfico
do limitador deve estar inteiramente contido na região hachurada.

ψf

Região TVD

rf

2

10

Figura 3.5: Região TVD para o limitador de fluxo

No contexto de variáveis normalizadas, a relação funcional entre φ̂U e φ̂f que
satisfaz as restrições TVD pode ser expressa utilizando (3.5.12), (3.3.5) e (3.3.6),
e é dada por

{

φ̂U ≤ φ̂f ≤ min{1, 2φ̂U}, se 0 < φ̂U < 1,

φ̂f = φ̂U , se φ̂U ≤ 0 ou φ̂U ≥ 1.

Finalmente, para que um esquema convectivo φ̂f = φ̂f (φ̂U ) seja TVD, o seu
gráfico deve estar inteiramente contido na região hachurada na Figura 3.6.

3.6 Alguns Esquemas de Alta Resolução

Com o objetivo de comparar o desempenho do esquema EPUS, nesta seção são
apresentados alguns esquemas de alta resolução bem estabelecidos na literatura, a
saber: WACEB [36], CUBISTA [1], Superbee [46], van Leer [60], MC [61], ADB-
QUICKEST [19], TOPUS [15] e SDPUS-C1 [34]. Neste trabalho, implementou-se
estes esquemas nos contextos de diferenças e volumes finitos.
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φ̂f

φ̂U

Região

TVD

0.5 1

1

0

Figura 3.6: Região TVD em variáveis normalizadas

3.6.1 WACEB

Desenvolvido por Song et al. [36], o esquema WACEB (Weighted-Average Coeffi-
cient Ensuring Boundedness) é dado, em variáveis não normalizadas, por

φf =















φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

2φU − φR, se 0 ≤ φ̂U < 3/10,
1
8 (3φD + 6φU − φR), se 3/10 ≤ φ̂U ≤ 5/6,

φD, se 5/6 < φ̂U ≤ 1.

O limitador de fluxo deste esquema é dado por

ψ(rf ) = max

{

0, min

[

2rf ,
3 + rf

4
, 2

]}

.

3.6.2 CUBISTA

O esquema CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme
for Treatment of Advection) foi desenvolvido por Alves et al. [1], sendo, em
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variáveis não normalizadas, dado por

φf =















φU , se φ̂U /∈ [0, 1],
1
4 (7φU − 3φR), se 0 < φ̂U < 3/8,
1
8 (3φD + 6φU − φR), se 3/8 ≤ φ̂U ≤ 3/4,
1
4 (3φD + φU ), se 3/4 < φ̂U < 1.

O limitador de fluxo deste esquema é dado por

ψ(rf ) = max

{

0, min

[

2rf (−1 + θ),
3 + rf

4
, 2(1− θ)

]}

.

3.6.3 Superbee

Este método foi desenvolvido por Roe [46]. Na forma de variáveis não normalizadas
é dado por

φf =



























φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

2φU − φR, se 0 < φ̂U ≤ 1/3,
1
2 (φD + φU ), se 1/3 < φ̂U ≤ 1/2,
1
2 (3φU − φR), se 1/2 < φ̂U ≤ 2/3

φD, se 2/3 < φ̂U < 1.

O limitador de fluxo é dado por

ψ(rf ) = max {0,min(1, 2rf ),min(2, rf )} .

3.6.4 van Leer

Desenvolvido originalmente por van Leer [60], este esquema em variáveis não nor-
malizadas é da forma

φf =

{

φU + (̺/12)(φD(3 + ̺) + φR(̺− 3)− 2̺φU ), se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

em que

̺ =
2(1− φ̂U )φ̂U

(1− φ̂U )2 + φ̂U
.

Seu limitador de fluxo pode ser escrito da forma

ψ(rf ) =
rf + |rf |
1 + |rf |

.
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3.6.5 Monotonized Central-difference (MC)

Este método foi proposto por van Leer em [61] e é dado, na forma de limitador de
fluxo, por

ψ(rf ) = max

{

0,min

(

1 + rf
2

, 2, 2rf

)}

.

3.6.6 ADBQUICKEST

O esquema ADaptative Bounded Quadratic Upstream for Convective Kinemac-
tics with Estimated Streaming Terms, também denominado ADBQUICKEST, foi
desenvolvido por Ferreira et al. [19]. Em variáveis não normalizadas é dado por

φf =















φU , se φ̂U /∈ [0, 1],

(2 − θ)φU − (1− θ)φR, se 0 < φ̂U < a,

αDφD + αUφU − αRφR), se a ≤ φ̂U ≤ b,

(1 − θ)φD + θφU , se b < φ̂U < 1,

em que

αD =
1

6
(2− 3|θ|+ θ2),

αU =
1

6
(5 + 3|θ| − 2θ2),

αR =
1

6
(1− θ2).

Ainda, a e b são dados por

a =
2− |θ|+ θ2

7− 6θ − 3|θ|+ 2θ2
e b =

−4 + 6θ − 3|θ|+ θ2

−5 + 6θ − 3|θ|+ 2θ2
.

O limitador de fluxo deste esquema é dado por

ψ(rf ) = max

{

0, min

[

2rf ,
2 + θ2 − 3θ + (1 − θ2)rf

3− 3θ
, 2

]}

.

3.6.7 TOPUS

Desenvolvido por Queiroz [15], o esquema TOPUS (Third-Order Polynomial Upwind
Scheme) é definido, em variáveis não normalizadas, por

φf =







φR+(φD−φR)
[

αφ̂4U+(−2α+ 1)φ̂3U+
(

5α−10
4

)

φ̂2U+

+
(

−α+10
4

)

φ̂U
]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].
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O limitador de fluxo deste esquema é dado por

ψ(rf ) = max

{

0,
0.5(|rf |+ rf )(−0.5α+ 1)r2f + (α+ 4)rf + (−0, 5α+ 3)

(1 + |rf |)3

}

.

Este esquema considera α ∈ [0, 2], no entanto Queiroz [15] ressalta que os
melhores resultados são obtidos para α = 2, uma vez que para esse valor o limitador
de fluxo, neste caso, apresenta comportamento suave (ver, por exemplo, [64]). Em
virtude disso, ao longo deste trabalho considerou-se α = 2.

3.6.8 SDPUS-C1

O esquema SDPUS-C1 (Six-Degree Polynomial Upwind Scheme - of C1 class) foi
introduzido por Lima [34]. Em variáveis não normalizadas é definido por

φf =







φR+(φD−φR)
[

(−24+4γ)φ̂6U + (68−12γ)φ̂5U+

+(−64+13γ)φ̂4U+(20−6γ)φ̂3U+γφ̂
2
U+φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].

Seu limitador de fluxo é dado por

ψ(rf ) = max

{

0,
0.5(|rf |+ rf )(−8 + 2γ)r3f + (40− 4γ)r2f + 2γrf

(1 + |rf |)5

}

.

De acordo com Lima [34], o esquema SDPUS-C1 pode atingir até terceira ordem
de precisão e, para γ ∈ [4, 13], o esquema está contido na região TVD, sendo que
os melhores resultados foram obtidos para γ = 12. Assim, ao longo deste trabalho
utilizou-se γ = 12.

3.7 Estimativa de Erro

Para uma melhor análise (de forma quantitativa) do desempenho dos esquemas
numéricos, em alguns testes realizados calculou-se os erros relativos utilizando-se
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as normas L1, L2 e L∞, os quais são dados por

||Eh||1 =

∑N
i=1 |ui,exata − ui,numérica|

∑N
i=1 |ui,exata|

,

||Eh||2 =

√

√

√

√

∑N
i=1(ui,exata − ui,numérica)

2

∑N
i=1(ui,exata)

2
,

||Eh||∞ =
max1≤i≤N|ui,exata − ui,numérica|

max1≤i≤N|ui,exata|
,

onde N é o número de pontos da malha. Em alguns testes numéricos calculou-se
também a ordem de convergência p̃ dos métodos numéricos. Considera-se uma es-
timativa assintótica para o erro relativo ||Eh||k, com k = 1, 2,∞, dada da seguinte
forma

||Eh||k ≈ Chp̃, (3.7.12)

em que C é uma constante dependente dos dados. Ainda, pode-se escrever a partir
de (3.7.12) que

||Eh

2

||k ≈ C

(

h

2

)p̃

. (3.7.13)

Dividindo (3.7.12) por (3.7.13), obtém-se

||Eh||k
||Eh

2

||k
≈ hp̃
(

h
2

)p̃
= 2p̃. (3.7.14)

Finalmente, aplicando o logaritmo na Eq. (3.7.14), obtém-se a ordem de con-
vergência na forma

p̃ =

(

log ||Eh||k
||Eh

2

||k

)

log 2
.

Para mais detalhes sobre esta teoria, pode-se recorrer a [5].
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Exerćıcios

1. Defina dissipação, dispersão e difusão numérica de acordo com o contexto
acima.

2. Quais as vantagens de um esquema TVD do ponto de vista numérico?

3. O que significa dizer que um método preserva a monotonicidade?



Caṕıtulo 4

O Esquema EPUS

Neste caṕıtulo apresenta-se o desenvolvimento do novo esquema upwind polinomial
de alta resolução EPUS.z Este esquema foi desenvolvido a partir de um polinômio
de grau oito, e satisfaz as condições de Leonard e as restrições TVD/CBC, além de
ser uma função de classe C2 (propriedade esta adotada levando em consideração
as recomendações de Lin e Chieng [35]).

4.1 Derivação do Esquema EPUS

Para o desenvolvimento do esquema EPUS, considerou-se um polinômio de grau
oito no intervalo [0, 1] e fora deste intervalo o esquema FOU, isto é

φ̂f (φ̂U ) =







a8φ̂
8
U+a7φ̂

7
U+a6φ̂

6
U+a5φ̂

5
U+a4φ̂

4
U+

+a3φ̂
3
U+a2φ̂

2
U+a1φ̂U+a0, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(4.1.1)

A determinação dos coeficientes a0, ..., a8 foi feita impondo-se, primeiramente,
as condições de Leonard [29], como segue:

• passar pelo ponto O(0, 0);

• passar pelo ponto P (1, 1);

• passar pelo ponto Q(0.5, 0.75) (condição necessária e suficiente para atingir
segunda ordem de precisão);

• ter inclinação de 0.75 no ponto Q (condição necessária e suficiente para
alcançar terceira ordem).
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Aplicando tais condições em (4.1.1), tem-se

• φ̂f (0) = 0:

a0 = 0; (4.1.2)

• φ̂f (1) = 1:

a8 + a7 + a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1 = 1; (4.1.3)

• φ̂f (0.5) = 0.75:

a8 + 2a7 + 4a6 + 8a5 + 16a4 + 32a3 + 64a2 + 128a1 = 192; (4.1.4)

• φ̂
′

f (0.5) = 0.75:

8a8 + 14a7 + 24a6 + 40a5 + 64a4 + 96a3 + 128a2 + 128a1 = 96. (4.1.5)

Em adição a isso, para fechar o sistema, considerou-se que a função dada em
(4.1.1) seja de classeC2, isto é, deve possuir primeira e segunda derivadas cont́ınuas
nos pontos (0, 0) e (1, 1). De acordo com Lin e Chieng [35], impor que o esquema
seja de classe C1 evita problemas de convergência em malhas grosseiras. Esta ideia
foi utilizada por Lima [34] no desenvolvimento de seu esquema polinomial SDPUS-
C1 (ver Subseção 3.6.8). Neste trabalho, a continuidade da segunda derivada nos
pontos (0, 0) e (1, 1) foi imposta na tentativa de se obter melhores resultados em
problemas não lineares, visto que os exemplos numéricos confirmaram a nossa
suspeita. Para tanto, as seguintes condições foram impostas:

• φ̂
′

f (0) = 1:

a1 = 1; (4.1.6)

• φ̂
′

f (1) = 1:

8a8 + 7a7 + 6a6 + 5a5 + 4a4 + 3a3 + 2a2 + a1 = 1; (4.1.7)

• φ̂
′′

f (0) = 0:

a2 = 0; (4.1.8)

• φ̂
′′

f (1) = 0:

56a8 + 42a7 + 30a6 + 20a5 + 12a4 + 6a3 + 2a2 = 0. (4.1.9)
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As duas primeiras condições de continuidade (descritas acima) impõem que o
esquema seja de classe C1 e as duas últimas condições de classe C2.

Note que, impostas estas oito condições, tem-se um sistema formado por 8
equações e 9 incógnitas. Para o fechamento do sistema linear, considerou-se o
coeficiente a3 sendo um parâmetro livre, digamos a3 = λ. Com a resolução do
sistema formado por (4.1.2)-(4.1.9) via WolframAlpha1, obtém-se

a8 = −4(λ− 24); a7 = 16(λ− 23); a6 = (528− 25λ); a5 = (19λ− 336);

a4 = (80− 7λ); a3 = λ; a2 = 0; a1 = 1; a0 = 0.

Em resumo, o esquema EPUS em função do parâmetro livre λ e em variáveis
normalizadas é dado por

φ̂f=







−4(λ− 24)φ̂8U + 16(λ− 23)φ̂7U + (528− 25λ)φ̂6U
+(19λ− 336)φ̂5U + (80− 7λ)φ̂4U + λφ̂3U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].
(4.1.10)

Utilizando a definição de variáveis normalizadas (NV) dada por (3.2.1), tem-se o
esquema EPUS em variáveis não normalizadas:

φf=







φR+(φD−φR)
[

− 4(λ−24)φ̂8U+16(λ−23)φ̂7U+(528

−25λ)φ̂6U+(19λ−336)φ̂5U+(80−7λ)φ̂4U+λφ̂
3
U+φ̂U

]

, se φ̂U ∈ [0, 1]

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].
(4.1.11)

É importante observar que o esquema EPUS, apesar de ser um polinômio de
grau oito no intervalo [0, 1], é de fácil implementação, pois é dado por apenas duas
condicionais, ao passo que em outros esquemas, tais como WACEB [36], CUBISTA
[1] ou WENO [4, 25], há muitas condicionais.

4.2 Limitador de Fluxo do Esquema EPUS

Derivado o esquema EPUS, pode-se determinar também o seu limitador de fluxo
utilizando as seguintes equações:

φ̂f = φ̂U +
1

2
ψ(rf )(1 − φ̂U ), (4.2.12)

φ̂U =
rf

1 + rf
, (4.2.13)

1http://www.wolframalpha.com/
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onde rf é o sensor dado pela equação (3.3.6) e ψ(rf ) é o limitador de fluxo. A
expressão desse limitador é obtida na sequência. Igualando (4.1.10) e (4.2.12),
obtém-se, para a primeira sentença de (4.1.10), a seguinte expressão:

−4(λ− 24)φ̂8U + 16(λ− 23)φ̂7U + (528− 25λ)φ̂6U + (19λ− 336)φ̂5U

+(80− 7λ)φ̂4U + λφ̂3U + φ̂U = φ̂U +
1

2
ψ(rf )(1 − φ̂U ).

A partir disso e utilizando a equação (4.2.13), tem-se

ψ(rf ) =
(2λ− 32)r5f + (160− 4λ)r4f + 2λr3f

(1 + rf )7
.

Para a segunda sentença condicional do esquema em (4.1.10), tem-se que

quando φ̂f = φ̂U , ψ(rf ) = 0, o que é facilmente obtido por meio de (4.2.12).
Para se obter as condições na forma de limitador de fluxo para (4.1.10), note

que quando ψ(rf ) = 0, tem-se que rf < 0. De fato,

φ̂U /∈ [0, 1] ⇐⇒ φ̂U < 0 ou φ̂U > 1,

φ̂U < 0 ⇐⇒ rf
1 + rf

< 0 ⇐⇒ rf < 0,

φ̂U > 1 ⇐⇒ rf
1 + rf

> 1 ⇐⇒ absurdo.

Finalmente, o limitador de fluxo do esquema EPUS é dado por

ψ(rf ) =















(2λ− 32)r5f + (160− 4λ)r4f + 2λr3f
(1 + rf )7

, se rf ≥ 0,

0, se rf < 0.

(4.2.14)

Em uma notação mais usual (ver, por exemplo, Waterson e Deconink [64]), o
limitador de fluxo do esquema EPUS torna-se

ψ(rf ) = max

{

0,
0.5(|rf |+ rf )[(2λ− 32)r4f + (160− 4λ)r3f + 2λr2f ]

(1 + |rf |)7

}

.

4.3 Considerações Relevantes sobre o Esquema
EPUS

A ordem formal do esquema EPUS é demonstrada como segue.



Considerações relevantes sobre o Esquema EPUS 47

Utilizando a condição (3.3.8), verifica-se, para rf ≥ 0, que o esquema EPUS
pode alcançar segunda ordem de precisão. De fato, pois

ψ(1) =
2λ− 32 + 160− 4λ+ 2λ

27
= 1.

Ainda, utilizando a condição (3.3.9), conclui-se também que o esquema EPUS
pode atingir até terceira ordem de precisão. De fato, a derivada do limitador de
fluxo (4.2.14) para rf ≥ 0 é:

ψ
′

(rf ) =
[5(2λ−32)r4f+4(160−4λ)r3f+6λr2f ](1+rf)

7

(1+rf)14

−
7[(2λ−32)r5f+(160−4λ)r4f+2λr3f ](1+rf)

6

(1+rf)14
.

Substituindo rf por 1 na derivada acima, tem-se

ψ
′

(1) =
[5(2λ− 32) + 4(160− 4λ) + 6λ]27 − 7[(2λ − 32) + (160− 4λ) + 2λ]26

214

=
1

4
.

Com isso, é posśıvel concluir que o esquema EPUS pode alcançar até ter-
ceira ordem de precisão. Em contrapartida, seu limitador de fluxo não satisfaz o
prinćıpio de monotonicidade de Sweby, definido por (3.3.7), já que ao substituir
ψ

′

(0) em (4.3.15), obtém-se ψ
′

(0) = 0, não satisfazendo, assim, ψ
′

(0) = 2. No en-
tanto, essa propriedade não interfere na monotonicidade do esquema EPUS, pois
este é TVD.

A propriedade TVD do esquema EPUS em função do parâmetro livre λ é
discutida como segue.

Considerando que um dos principais objetivos é a obtenção de esquemas TVD,
demonstrou-se para quais valores do parâmetro livre λ o esquema EPUS satisfaz
esta restrição para estabilidade. O intervalo obtido foi λ ∈ [16, 95] (para mais
detalhes, ver demonstração Apêndice A). A Figura 4.1 mostra o esquema EPUS
na região TVD para os limitantes inferior e superior deste intervalo, sendo a Figura
4.1 (a) no plano φ̂U ⊥ φ̂f e a Figura 4.1 (b) no plano rf ⊥ ψ(rf ).

Ainda, buscou-se definir também a escolha do parâmetro livre de acordo com
o problema em questão. A partir de diversos testes numéricos realizados ao longo
do desenvolvimento do projeto, observou-se que o limitante inferior do intervalo
de parâmetros, isto é λ = 16, é o que conduz a um melhor desempenho do es-
quema EPUS em problemas com condições inicias suaves. Enquanto que para o
limitante superior λ = 95, melhores resultados são obtidos pelo esquema EPUS
em problemas com descontinuidades, pontos extremos e altos gradientes.
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Figura 4.1: EPUS contido na região TVD para λ = 16 e λ = 95 (a) em variáveis
normalizadas e (b) na forma de limitador de fluxo



Considerações relevantes sobre o Esquema EPUS 49

Exerćıcios

1. O que aconteceria se o esquema EPUS fosse desenvolvido considerando outro
coeficiente do polinômio de grau oito como sendo parâmetro livre?

2. Desenvolva um esquema numérico com as mesmas condições impostas para
o desenvolvimento do EPUS, mas considerando agora diferentes valores para
as derivadas de segunda ordem.
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Caṕıtulo 5

Modelagem Computacional

Neste caṕıtulo apresenta-se a modelagem computacional das leis de conservação e
das equações instantâneas e médias de Navier-Stokes, cuja formulação matemática
é descrita no Caṕıtulo 2. A discretização dessas equações é feita no contexto de
diferenças finitas, em que as derivadas espaciais são aproximadas por diferença
central de segunda ordem e a derivada temporal é aproximada por métodos de
Runge-Kutta expĺıcitos (Euler [20] e TVD de terceira ordem [55]).

5.1 Discretização das Leis de Conservação 1D

As leis de conservação 1D apresentadas na equação (2.1.1) são aproximadas, usando
Euler expĺıcito para a marcha no tempo, da seguinte forma

φn+1
i = φni − δt

δx

(

Fn
i+ 1

2

− Fn
i− 1

2

)

, (5.1.1)

em que φni representa a solução numérica da variável conservada φ no ponto
(xi, tn) ≡ (iδx, nδt) ≡ (i, n). Os termos Fi+ 1

2

e Fi− 1

2

denotam, respectivamente, os

fluxos numéricos nas interfaces f = i + 1
2 e g = i − 1

2 das células computacionais,
os quais são aqui aproximados pelos esquemas upwind de alta ordem de resolução.

No caso em que se usa o método Runge-Kutta TVD de terceira ordem para a
discretização temporal, a aproximação numérica da EDP (2.1.1) é feita da forma

φ(1) = φni − δt

δx

(

Fn
i+ 1

2

− Fn
i− 1

2

)

(5.1.2)

φ(2) =
3

4
φni +

1

4
φ(1) − 1

4

δt

δx

(

F
(1)

i+ 1

2

− F
(1)

i− 1

2

)

φn+1
i =

1

3
φni +

2

3
φ(2) − 2

3

δt

δx

(

F
(2)

i+ 1

2

− F
(2)

i− 1

2

)

,
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em que φ(1) e φ(2) são variáveis auxiliares do método de Runge-Kutta. F (1) e
F (2) nestas fórmulas representam os fluxos numéricos auxiliares calculados por
algum esquema upwind de alta ordem de resolução. Doravante, o sobrescrito n
será omitido por simplicidade.

5.1.1 Equação de Advecção

Como visto na Seção 2.1.1, a função fluxo da equação de advecção é dada por
au, em que a é uma constante (assumida igual a 1) que representa a velocidade
advectiva. Considerando isso, a aproximação para a diferença dos fluxos numéricos
(

Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

)

em (5.1.1) e (5.1.2) é feita por

Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

= (au)|i+ 1

2

− (au)|i− 1

2

= ai+ 1

2

.ui+ 1

2

− ai− 1

2

.ui− 1

2

,

em que a variável convectada u é aproximada pelos esquemas upwind de alta
resolução nas faces f e g. Nesta discretização considera-se o número de Courant
θ = aδt

δx , em que para a estabilidade deve-se satisfazer θ ≤ 1.

5.1.2 Equação de Burgers

Para esta equação tem-se um fluxo não linear convexo, o qual, como visto na

Seção 2.1.2, é dado por u2

2 . A aproximação para a diferença dos fluxos numéricos
(

Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

)

em (5.1.1) e (5.1.2) é dada por

Fi+ 1

2

− Fi− 1

2

=

(

u2

2

)
∣

∣

∣

∣

i+ 1

2

−
(

u2

2

)
∣

∣

∣

∣

i− 1

2

=
1

2

(

ūi+ 1

2

.ui+ 1

2

− ūi− 1

2

.ui− 1

2

)

,

em que as velocidades convectivas são dadas pelas médias

ūi− 1

2

=
1

2
(ui + ui−1) e ūi+ 1

2

=
1

2
(ui+1 + ui).

A variável convectada u nas faces f e g é calculada de maneira inteiramente análoga
àquela da equação de advecção. Nesta discretização considera-se o número de
Courant θ = δt

δx ≤ 1.

5.1.3 Sistemas Hiperbólicos: Euler e Águas Rasas

Estes dois sistemas hiperbólicos, os quais são descritos nas Seções 2.1.3, 2.2.1
e 2.2.2, são resolvidos numericamente neste trabalho utilizando o ambiente de si-
mulação computacional CLAWPACK1 (Conservation LAWPACKage) de LeVeque

1http://www.amath.washington.edu/∼claw/
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[31]. Este ambiente foi desenvolvido no contexto de volumes finitos e contempla
esquemas upwind de alta resolução na forma de limitadores de fluxo.

Em resumo, esse software utiliza, a critério do usuário, o método de Godunov
de primeira ou de segunda ordem (sendo este último de primeira ordem com termo
de correção, o qual foi proposto por LeVeque [31]). Para a utilização dos métodos
de alta ordem de resolução, aplica-se neste termo de correção o limitador de fluxo
desejado. No Apêndice C faz-se uma descrição sobre como o CLAWPACK resolve
as leis de conservação aqui apresentadas. Para mais detalhes sobre esta resolução,
ver LeVeque [31].

5.2 Discretização das Leis de Conservação 2D

Os sistemas hiperbólicos 2D de Euler e águas rasas, os quais foram descritos nas
Seções 2.2.1 e 2.2.2, respectivamente, também foram resolvidos neste trabalho
utilizando-se o software CLAWPACK. O método de resolução utilizado por este
pacote computacional para o caso 2D é análogo ao caso 1D, por isso omite-se aqui
sua descrição. Assim como a versão 1D do CLAWPACK, a versão 2D foi equipada
com os esquemas de alta resolução aqui apresentados. Para mais detalhes, o leitor
pode recorrer a LeVeque [31].

5.3 Discretização das Equações de Navier-Stokes

Nesta seção apresenta-se a discretização das equações de Navier-Stokes para os ca-
sos 2D, 3D e axissimétricos. Para a simulação destes escoamentos incompresśıveis
não estacionários utiliza-se o código Freeflow [10, 40]. A metodologia numérica
de cálculo utilizado neste código é a técnica GENSMAC (Generalized Simplified
MAC) [57], sendo uma variante do método de projeção. Esta metodologia utiliza
uma malha deslocada (ver descrição Seção 5.3.1) para a discretização do domı́nio
de solução. Ainda, neste método, a marcha no tempo é feita usando-se o método de
Euler expĺıcito. Por fim, nos termos convectivos aplica-se para os fluxos numéricos
os esquemas upwind de alta resolução apresentados na Seção 3.6.

5.3.1 Malha Computacional

Conforme visto, o método GENSMAC é implementado utilizando uma malha des-
locada (ver Figura 5.1 para o caso 3D). Isso se deve ao fato de que, caso a malha não
seja deslocada, a equação da quantidade de movimento na direção x, por exemplo,
em um ponto (i, j), é influenciada pela diferença de pressão pi+1,j −pi−1,j ; o valor
da pressão no próprio ponto (i, j) não influencia diretamente essa equação, o que
não satisfaz o problema f́ısico, levando ao aparecimento de oscilações não f́ısicas
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nas soluções (ver Fortuna [20]). Este tipo de malha foi apresentado por Harlow e
Welch [22] e tem sido muito utlizado no cálculo de escoamentos incompresśıveis. A
malha deslocada, para o caso 3D, é composta por células com arestas δx, δy e δz.
As três componentes da velocidade u, v e w são calculadas nas direções ilustradas
na Figura 5.1.

ui+ 1

2
,j,k

vi,j+ 1

2
,k

wi,j,k+ 1

2

pi,j,k

δx

δy

δz

x

y

z

Figura 5.1: Localização das componentes da velocidade numa t́ıpica célula com-
putacional de uma malha deslocada 3D

5.3.2 Discretização dos Termos Convectivos - Caso Laminar

As discretizações dos termos convectivos presentes nas equações instantâneas de
Navier-Stokes são descritas neste trabalho apenas para o esquema EPUS, já que
segue de maneira análoga para os demais esquemas de alta resolução. Considere,
por exemplo, a propriedade convectada φ = u na equação de transporte de u, a
qual é calculada na face f utilizando a estratégia upwind conforme ilustrado na
Figura 5.2. Na face g desta figura os cálculos são semelhantes.

O termo convectivo em questão, isto é,

∂uju

∂xj
=

(

∂(uu)

∂x
+
∂(vu)

∂y
+
∂(wu)

∂z

)

,

é avaliado na posição (i + 1
2 , j, k) na Figura 5.1. Assim, a discretização é como
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1
2δx

1
2δx

δx

Vg

φg

g = i− 1/2

φ

P

U= i

Vf

φf

f = i+ 1/2 D= i+ 1R= i− 1

Figura 5.2: Representação esquemática para aproximação dos termos convectivos,
em que P é o ponto de discretização e φf e φg são as velocidades de convecção nas
faces f e g, respectivamente.

segue:

(

∂(uu)

∂x
+

∂(vu)

∂y
+
∂(wu)

∂z

) ∣

∣

∣

∣

i+ 1

2
,j,k

≈ ū1ui+1,j,k − ū2ui,j,k
δx

+
v̄1ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k − v̄2ui+ 1

2
,j− 1

2
,k

δy
+
w̄1ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

− w̄2ui+ 1

2
,j,k− 1

2

δz
,

em que os termos representados com uma barra são dados pelas médias, como,
por exemplo,

v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k ≈ 1

2
(vi+1,j+ 1

2
,k + vi,j+ 1

2
,k),

v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k ≈ 1

2
(vi+1,j− 1

2
,k + vi,j− 1

2
,k).

Na equação (5.3.3), os valores da propriedade convectada u nos pontos (i +
1, j, k), (i, j, k), (i+ 1

2 , j +
1
2 , k), (i+

1
2 , j − 1

2 , k), (i+
1
2 , j, k+

1
2 ) e (i+ 1

2 , j, k− 1
2 )

são aproximados pelo novo esquema upwind de alta resolução EPUS.
Uma vez conhecidas as direções das velocidades advectivas ū1, ū2, v̄1, v̄2, w̄1 e

w̄2 nas faces (i+ 1, j, k), (i, j, k), (i+ 1
2 , j +

1
2 , k), (i+

1
2 , j − 1

2 , k), (i+
1
2 , j, k+

1
2 )

e (i + 1
2 , j, k − 1

2 ), respectivamente, os pontos vizinhos a jusante D, a montante
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U e remoto a montante R, em cada caso, ficam automaticamente especificados.
Assim, usando-se a definição (3.2.1) de variáveis normalizadas de Leonard, seguem
as aproximações para as velocidades convectadas nessas faces:

(1) Aproximação para ui+1,j,k:

– Se ū1 = ui+1,j,k > 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

ui+ 3

2
,j,k − ui− 1

2
,j,k

, então

ui+1,j,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 3
2 , j, k), U = (i+ 1

2 , j, k), R = (i− 1
2 , j, k);

– Se ū1 = ui+1,j,k < 0 e ûU =
ui+ 3

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 5

2
,j,k

, então

ui+1,j,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k), U = (i+ 3

2 , j, k), R = (i+ 5
2 , j, k);

(2) Aproximação para ui,j,k:

– Se ū2 = ui,j,k > 0 e ûU =
ui− 1

2
,j,k − ui− 3

2
,j,k

ui+ 1

2
,j,k − ui− 3

2
,j,k

, então

ui,j,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U +(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k), U = (i− 1

2 , j, k), R = (i− 3
2 , j, k);

– Se ū2 = ui,j,k < 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k − ui+ 3

2
,j,k

ui− 1

2
,j,k − ui+ 3

2
,j,k

, então

ui,j,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que
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D = (i− 1
2 , j, k), U = (i+ 1

2 , j, k), R = (i+ 3
2 , j, k);

(3) Aproximação para ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k:

– Se v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k > 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−1,k

ui+ 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j−1,k

, então

ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j + 1, k), U = (i+ 1

2 , j, k), R = (i+ 1
2 , j − 1, k);

– Se v̄1 = vi+ 1

2
,j+ 1

2
,k < 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j+1,k − ui+ 1

2
,j+2,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j+2,k

, então

ui+ 1

2
,j+ 1

2
,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k), U = (i+ 1

2 , j + 1, k), R = (i+ 1
2 , j + 2, k);

(4) Aproximação para ui+ 1

2
,j− 1

2
,k:

– Se v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k > 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j−1,k − ui+ 1

2
,j−2,k

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j−2,k

, então

ui+ 1

2
,j− 1

2
,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U +(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k), U = (i+ 1

2 , j − 1, k), R = (i+ 1
2 , j − 2, k);

– Se v̄2 = vi+ 1

2
,j− 1

2
,k < 0 e ûU =

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j+1,k

ui+ 1

2
,j−1,k − ui+ 1

2
,j+1,k

, então

ui+ 1

2
,j− 1

2
,k=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U +(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que
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D = (i+ 1
2 , j − 1, k), U = (i+ 1

2 , j, k), R = (i+ 1
2 , j + 1, k);

(5) Aproximação para ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

:

– Se w̄1 = wi+ 1

2
,j,k+ 1

2

> 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−1

ui+ 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k−1

, então

ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U +(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k + 1), U = (i+ 1

2 , j, k), R = (i+ 1
2 , j, k − 1);

– Se w̄1 = wi+ 1

2
,j,k+ 1

2

< 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k+1 − ui+ 1

2
,j,k+2

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k+2

, então

ui+ 1

2
,j,k+ 1

2

=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U+(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U +(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k), U = (i+ 1

2 , j, k + 1), R = (i+ 1
2 , j, k + 2);

(6) Aproximação para ui+ 1

2
,j,k− 1

2

:

– Se w̄2 = wi+ 1

2
,j,k− 1

2

> 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k−1 − ui+ 1

2
,j,k−2

ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k−2

, então

ui+ 1

2
,j,k− 1

2

=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U +(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k), U = (i+ 1

2 , j, k − 1), R = (i+ 1
2 , j, k − 2);

– Se w̄2 = wi+ 1

2
,j,k− 1

2

< 0 e ûU =
ui+ 1

2
,j,k − ui+ 1

2
,j,k+1

ui+ 1

2
,j,k−1 − ui+ 1

2
,j,k+1

, então

ui+ 1

2
,j,k− 1

2

=

{

uR + (uD − uR)[−4(λ−24)û8

U+16(λ−23)û7

U +(528
−25λ)û6

U +(19λ−336)û5

U+(80−7λ)û4

U+λû3

U+ûU ], se ûU ∈ [0, 1],
uU , se ûU 6∈ [0, 1],

em que

D = (i+ 1
2 , j, k − 1), U = (i+ 1

2 , j, k), R = (i+ 1
2 , j, k + 1);

A aproximação dos demais termos convectivos das equações instantâneas de
Navier-Stokes segue de maneira análoga, assim como as aproximações por meio
dos demais esquemas upwind de alta resolução citados no Caṕıtulo 3.
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5.3.3 Discretização dos Termos Convectivos - Caso Turbu-
lento

As discretizações dos termos convectivos para as equações médias de Navier-Stokes
com modelagem κ − ε (caso turbulento) são feitas também apenas pelo esquema
EPUS, já que segue de maneira análoga para os demais esquemas de alta resolução.

Por simplicidade e sem perda de generalidade, considera-se apenas a propri-
edade transportada κ da equação (2.5.12). O termo convectivo correspondente
é

∂ujκ

∂xj
=

(

∂(uκ)

∂x
+
∂(vκ)

∂y

)

,

que é avaliado na posição (i, j). Assim,

(

∂(uκ)

∂x
+
∂(vκ)

∂y

)
∣

∣

∣

∣

i,j

≈
ū1κi+ 1

2
,j − ū2κi− 1

2
,j

δx
+
v̄1κi,j+ 1

2

− v̄2κi,j− 1

2

δy
, (5.3.3)

em que os termos representados com uma barra são dados por

ū1 = ui+ 1

2
,j , ū2 = ui− 1

2
,j , v̄1 = vi,j+ 1

2

e v̄2 = vi,j− 1

2

.

Na equação (5.3.3), os valores da propriedade turbulenta κ nos pontos (i+ 1
2 , j),

(i− 1
2 , j), (i, j+

1
2 ) e (i, j− 1

2 ) são aproximados pelo novo esquema upwind de alta
resolução EPUS.

Uma vez conhecidas as direções das velocidades advectivas ū1, ū2, v̄1 e v̄2 nas
faces (i+ 1

2 , j), (i+
1
2 , j), (i, j+

1
2 ) e (i, j− 1

2 ), respectivamente, os pontos vizinhos
D, U e R, em cada caso, ficam automaticamente especificados. Assim, usando-se
a definição (3.2.1) de variáveis normalizadas de Leonard, seguem as aproximações
para as propriedades convectadas nessas faces:

(1) Aproximação para κi+ 1

2
,j :

– Se ū1 = ui+ 1

2
,j > 0 e κ̂U =

κi,j − κi−1,j

κi+1,j − κi−1,j
, então

κi+ 1

2
,j=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U +(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i + 1, j), U = (i, j), R = (i− 1, j);
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– Se ū1 = ui+ 1

2
,j < 0 e κ̂U =

κi+1,j − κi+2,j

κi,j − κi+2,j
, então

κi+ 1

2
,j=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U +(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i, j), U = (i + 1, j), R = (i+ 2, j);

(2) Aproximação para κi− 1

2
,j :

– Se ū2 = ui− 1

2
,j > 0 e κ̂U =

κi−1,j − κi−2,j

κi,j − κi−2,j
, então

κi− 1

2
,j=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U+(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i, j), U = (i − 1, j), R = (i− 2, j);

– Se ū2 = ui− 1

2
,j < 0 e κ̂U =

κi,j − κi+1,j

κi−1,j − κi+1,j
, então

κi− 1

2
,j=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U+(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i − 1, j), U = (i, j), R = (i+ 1, j);

(3) Aproximação para κi,j+ 1

2

:

– Se v̄1 = vi,j+ 1

2

> 0 e κ̂U =
κi,j − κi,j−1

κi,j+1 − κi,j−1
, então

κi,j+ 1

2

=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U +(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i, j + 1), U = (i, j), R = (i, j − 1);
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– Se v̄1 = vi,j+ 1

2

< 0 e κ̂U =
κi,j+1 − κi,j+2

κi,j − κi,j+2
, então

κi,j+ 1

2

=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U +(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i, j), U = (i, j + 1), R = (i, j + 2);

(4) Aproximação para κi,j− 1

2

:

– Se v̄2 = vi,j− 1

2

> 0 e κ̂U =
κi,j−1 − κi,j−2

κi,j − κi,j−2
, então

κi,j− 1

2

=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U+(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i, j), U = (i, j − 1), R = (i, j − 2);

– Se v̄2 = vi,j− 1

2

< 0 e κ̂U =
κi,j − κi,j+1

κi,j−1 − κi,j+1
, então

κi,j− 1

2

=

{

κR + (κD − κR)[−4(λ−24)κ̂8

U+16(λ−23)κ̂7

U+(528
−25λ)κ̂6

U +(19λ−336)κ̂5

U+(80−7λ)κ̂4

U+λκ̂3

U+κ̂U ], se κ̂U ∈ [0, 1],
κU , se κ̂U 6∈ [0, 1],

em que

D = (i, j − 1), U = (i, j), R = (i, j + 1);

A aproximação dos demais termos convectivos das equações médias de Navier-
Stokes com modelagem κ − ε segue de maneira análoga, assim como as apro-
ximações por meio dos demais esquemas upwind de alta resolução citados no
Caṕıtulo 3.

5.3.4 Metodologia Computacional para as Equações de Na-
vier-Stokes

No contexto de variáveis primitivas velocidade-pressão, as equações de Navier-
Stokes são discretizadas sobre malhas deslocadas. Nessas malhas, variáveis es-
calares (tais como pressão e energia cinética da turbulência) são avaliadas nos
centros das células computacionais, e variáveis vetoriais (velocidade, por exemplo)
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são avaliadas nas bordas das células computacionais, como visto na Figura 5.1 da
Subseção 5.3.1. A metodologia numérica de solução utilizada neste trabalho é a
GENSMAC, que é uma variante do método de projeção de Chorin [11], proposto
originalmente por Harlow e Welch [22] (método MAC) e bem discutido por Pey-
ret & Taylor [42]. Baseado no MAC, este método utiliza formulações expĺıcitas e
semi-impĺıcitas para a solução numérica de escoamentos incompresśıveis não esta-
cionários.

O ambiente de simulação Freeflow (ver [10] e [40]) foi o ambiente computa-
cional adotado para as simulações computacionais de problemas de escoamentos
incompresśıveis não estacionários. Essa tecnologia numérica adaptada para simu-
lar escoamentos em condições adversas foi validada e verificada utilizando-se dados
numéricos, experimentais e soluções anaĺıticas.

A metodologia computacional utilizada na simulação das equações de Navier-
Stokes para o caso laminar trata-se de um ciclo computacional que atualiza as
variáveis discretas, a partir do tempo inicial t0 (ou de um tempo anterior tn) no
tempo tn+1 = tn + δt, utilizando para isso os seguintes passos:

• Passo 1: considera-se pn = p̃ um campo de pressão que satisfaça as condições
de contorno na superf́ıcie livre, onde a pressão é calculada por meio de (2.3.6)
e o campo de velocidade por meio de (2.3.7) e (2.3.8);

• Passo 2: conhecendo-se a pressão, calcula-se um campo de velocidade in-
termediário ũi dado por

ũi = ui + δt

[

−∂(uiuj)
∂xj

− ∂p̃

∂xi
+

1

Re

∂

∂xj

(

∂ui
∂xj

)

+
1

Fr2
gi

]

, i=1, 2, 3;

• Passo 3: resolve-se a equação de Poisson para o potencial auxiliar ϕ através
de

∂

∂xi

(

∂ϕ

∂xi

)

=

(

∂ũi
∂xi

)

, i = 1, 2, 3, (5.3.4)

utilizando-se condição de contorno homogênea de Dirichlet na superf́ıcie livre

e na sáıda (ϕ = 0), e de Neumann na entrada e no contorno ŕıgido
(

∂ϕ
∂n = 0

)

.

Vale ressaltar que o sistema linear (5.3.4) é resolvido pelo método dos gra-
dientes conjugados (para mais detalhes ver [59]);

• Passo 4: atualiza-se o campo de velocidade através de

ui = ũi −
∂ϕ

∂xi
, i = 1, 2, 3;
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• Passo 5: conhecendo-se o campo de velocidade, atualiza-se o campo de
pressão por meio de

p = p̃+
ϕ

δt
;

• Passo 6: determina-se as novas posições das part́ıculas marcadoras que
representam o fluido (as quais permitem a visualização do escoamento e a
orientação da superf́ıcie livre) por meio da resolução do sistema de EDOs

dxi
dt

= ui, i = 1, 2, 3

utilizando-se o método de Euler expĺıcito;

• Passo 7: atualiza-se as condições de contorno necessárias e retorna-se ao
Passo 1 para dar ińıcio a um novo ciclo computacional.

Para o caso turbulento, o ciclo computacional considerado para a resolução
das equações médias de Navier-Stokes 2D com modelagem κ− ε é análogo ao ciclo
computacional apresentado acima para o caso laminar. No entanto alguns passos
são acrescentados neste algoritmo para o cálculo das variáveis turbulentas. Para
isso, inicia-se o ciclo computacional acima descrito e, após executar o Passo 5, os
seguintes passos são executados:

• Passo I: calcula-se a energia cinética turbulenta κ através de

κn+1 = κn + δt

[

−∂(κuj)
∂xj

+
1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σκ

)

∂κ

∂xj

)

+νtDij
∂ui
∂xj

− ε

]

,

em que Dij é definido pela equação (2.5.11);

• Passo II: calcula-se a dissipação de energia ε através de

εn+1 = εn +δt

[

−∂(εuj)
∂xj

+
1

Re

∂

∂xj

((

1 +
νt
σε

)

∂ε

∂xj

)

+
1

Tt

(

C1ενtDij
∂ui
∂xj

− C2εε

)]

,

em que Tt, C1ε e C2ε são definidos na Seção 2.5;
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• Passo III: atualiza-se a viscosidade turbulenta por

νt = CµκTt,

onde Cµ é definido na Seção 2.5. Calculadas as variáveis κ e ε e a viscosidade
turbulenta νt, completa-se o ciclo computacional executando os passos finais
Passo 6 e Passo 7.

Exerćıcios

1. Explique o método das diferenças finitas.

2. Discretize o termo

(

∂ujv

∂xj

)

na posição (i, j + 1
2 , k).

3. Cite uma vantagem de se utilizar a malha deslocada na metodologia numérica
dos escoamentos aqui estudados.



Caṕıtulo 6

Resultados Numéricos 1D

Com o objetivo de investigar o desempenho do esquema EPUS em problemas 1D,
neste caṕıtulo apresentam-se os resultados obtidos por ele na resolução de diversas
leis de conservação hiperbólicas 1D, a saber: equação de advecção, Burgers e Euler.
Os resultados obtidos são então comparados com resultados de outros esquemas
da literatura apresentados na Seção 3.6.

6.1 Equação Linear de Advecção

O problema de advecção de um escalar, descrito na Seção 2.1.1, é resolvido nesta
seção para quatro diferentes testes numéricos, a saber: no Teste-1 faz-se uma
análise do EPUS para diversos valores do parâmetro livre λ em problemas com
condições iniciais suaves e não suaves; no Teste-2 analisa-se a restrição TVD
do novo esquema; e no Teste-3 calcula-se a ordem de convergência observada
do EPUS, a qual é comparada com a dos demais esquemas de alta resolução.
Na discretização temporal, duas aproximações são consideradas: Euler expĺıcito
e Runge-Kutta TVD de terceira ordem. Ainda neste mesmo teste, calcula-se o
tempo de CPU do EPUS para resolver o problema proposto, cujos valores são
comparados com os obtidos pelos demais esquemas.

Teste-1: conforme demonstrado no Apêndice A, o esquema EPUS satisfaz a res-
trição de estabilidade TVD para todos os valores de λ no intervalo [16, 95]. Com o
propósito de selecionar alguns destes parâmetros para determinados tipos de pro-
blemas, diversos testes numéricos foram realizados (neste trabalho seguem apre-
sentados apenas alguns deles) e uma propriedade importante do novo esquema foi
observada: para λ = 16, o esquema EPUS apresenta bons resultados em problemas
suaves; enquanto que para λ = 95, melhor desempenho é obtido em problemas com
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descontinuidades e altos gradientes (problemas não suaves). Para verificar esta
propriedade, resolve-se neste teste dois diferentes problemas: Problema Suave e
Problema Não-Suave.

– Problema Suave: neste teste avalia-se o esquema EPUS para diferentes valores
do parâmetro livre, a saber, λ = 16, 60 e 95, sendo estes valores os limitantes do
intervalo para λ e o outro um valor aleatório no intervalo. Considera-se aqui
a equação de advecção suplementada com a condição inicial u0 = sen(x). Na
simulação utiliza-se uma malha com N = 100 células computacionais, número
de Courant θ = 0.5, tempo final de simulação t = 1.0 e domı́nio x ∈ [−π, π]
(δx = 0.06283). Os resultados obtidos seguem na Figura 6.1, onde pode-se observar
que o novo esquema com λ = 16 captura melhor a solução, enquanto que os
resultados obtidos para λ = 95 apresentam pior desempenho. Essas conclusões
ficam também evidentes analisando-se a Tabela 6.1, a qual mostra os erros relativos
obtidos pelo esquema EPUS para diversos os parâmetros livres.

-3 -2 -1 0 1 2 3
x

-1

-0,5

0

0,5

1

u

exata
16
60
95

Figura 6.1: Comparação para o Teste-1 - Problema Suave de alguns valores
do parâmetro livre λ para o caso de advecção de um escalar.

EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 1.491449e-02 1.912056e-02 5.468171e-02
λ = 60 1.542339e-02 2.060312e-02 6.170965e-02
λ = 95 1.594061e-02 2.146075e-02 6.792484e-02

Tabela 6.1: Erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-1 - Problema Su-
ave.
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– Problema Não-Suave: aqui avalia-se os parâmetros livres do esquema EPUS
em um problema não suave. Considera-se a equação de advecção definida em [0, 2]
e suplementada com a seguinte condição inicial:

u0(x) =



















































exp
[

−log(50)
(

x−0.15
0.05

)2
]

, 0 ≤ x < 0.2,

1, 0.3 < x < 0.4,

20x− 10, 0.5 < x < 0.55,

12− 20x, 0.55 ≤ x ≤ 0.6,
√

1−
(

x−0.75
0.05

)2
, 0.7 < x < 0.8,

0, caso contrário.

Nesta simulação utiliza-se uma malha com N = 100 células computacionais
(δx = 0.02), número de Courant θ = 0.5 e tempo final de simulação t = 0.5.
Os resultados obtidos seguem na Figura 6.2, onde pode-se observar que o novo
esquema com λ = 95 captura com melhor desempenho os picos e as regiões de
descontinuidades, ao passo que o EPUS com parâmetro λ = 16 suaviza claramente
a solução. Essas conclusões ficam também evidentes analisando-se a Tabela 6.2, a
qual apresenta os erros relativos obtidos pelo EPUS para os diferentes parâmetros
livres.

0 0,25 0,5 0,75 1
x

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

u

exata
16
60
95

Figura 6.2: Comparação para o Teste-1 - Problema Não-Suave de alguns
valores do parâmetro livre λ para o caso de advecção de um escalar.

Teste-2: neste teste faz-se uma análise da restrição TVD (ver Qamar [44]) para
o novo esquema. Para isso, utiliza-se o EPUS com o parâmetro livre λ = 95
aplicado à equação de advecção definida em [−1, 5] com condição inicial (problema
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EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 1.533644e-01 1.850316e-01 3.797700e-01
λ = 60 1.394310e-01 1.671179e-01 3.046600e-01
λ = 95 1.153989e-01 1.416574e-01 2.445100e-01

Tabela 6.2: Erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-1 - Problema Não-
Suave.

de Riemann)

u0(x) =

{

1, se− 1
3 ≤ x ≤ 1

3 ,
0, caso contrário.

Nesta simulação, considera-se três diferentes malhas, a saber, N = 50, 100 e 200
células computacionais (δx = 0.12, 0.06 e 0.03), número de Courant θ = 0.8 e
tempo final de simulação t = 4.0. Os resultados obtidos para esta análise são
apresentados na Figura 6.3, em que é posśıvel observar que a TV do esquema
EPUS não aumenta conforme avança-se no tempo, satisfazendo, assim, a restrição
TVD para estabilidade. É importante ressaltar que, neste trabalho, a estabilidade
do esquema EPUS é acessada através de testes numéricos como este. Isso se deve
ao fato de que pretende-se aplicar o esquema em problemas não lineares, cuja
estabilidade é verificada através de testes numéricos (ver [44]).

(a) (b)
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Figura 6.3: Análise da TV feita em Teste-2: (a) comparação entre as soluções
exata e numéricas e (b) comportamento da TV do esquema EPUS em diferentes
malhas.

Teste-3: na busca de uma análise mais quantitativa do esquema EPUS, neste
teste calcula-se a ordem de convergência observada, utilizando-se para isto duas
aproximações temporais diferentes, a saber, Euler expĺıcito e Runge-Kutta TVD
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de terceira ordem. Neste caso, a equação de advecção é suplementada com a
condição inicial u0 = sen(x). Nesta simulação considera-se malhas com N =
20, 40, 80, 160 e 320 células computacionais, número de Courant θ = 0.3, tempo
final de simulação t = 1.0 e domı́nio x ∈ [−π, π] (δx = 0.31415, 0.15708, 0.07854,
0.03927 e 0.01963). Os resultados obtidos para este teste seguem na Tabela 6.3,
a qual compara o esquema EPUS com os demais esquemas de alta resolução. A
partir de uma análise desta tabela infere-se que o novo esquema mostra-se compe-
titivo com os demais métodos, apresentando maior ordem de convergência quando
combinado com Runge-Kutta para a marcha temporal, assim como para os demais
esquemas.

Neste mesmo teste, faz-se uma outra análise quantitativa, em que se calcula o
tempo de CPU utilizado pelos esquemas para resolver o problema aqui proposto.
Nesta simulação considera-se uma malha com N = 400 células computacionais,
número de Courant θ = 0.3 e 0.5, tempos finais de simulação t = 10.0 e 20.0, no
domı́nio x ∈ [−π, π] (δx = 0.01571). Os resultados obtidos para este teste seguem
apresentados na Tabela 6.4, em que é posśıvel observar que o esquema EPUS,
comparado com os demais esquemas polinomiais (SDPUS-C1 e TOPUS), é um
pouco mais caro computacionalmente, como era esperado, considerando que o novo
esquema é dado por um polinômio de grau oito, enquanto os outros dois são dados
por polinômios de grau seis e quatro, respectivamente. No entanto, esse é o preço
a se pagar para obter melhores resultados (principalmente em malhas grosseiras,
onde o EPUS mostrou-se melhor). Comparado ao esquema ADBQUICKEST, o
EPUS é mais barato por apresentar menos condicionais em sua formulação.
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Esquema N Euler Expĺıcito Runge-Kutta
Eh p̃ Eh p̃

EPUS 20 0.129743 — 0.032687 —
40 0.051988 1.319413 0.004237 2.947580
80 0.012356 2.072989 0.000794 2.415378

160 0.003579 1.787605 0.000109 2.860303
320 0.001505 1.249383 0.000020 2.431090

SDPUS-C1 20 0.131333 — 0.032989 —
40 0.055304 1.247787 0.005519 2.579637
80 0.013098 2.077997 0.000779 2.824350

160 0.003194 2.035910 0.000144 2.438288
320 0.001502 1.088688 0.000023 2.636047

TOPUS 20 0.125627 — 0.041857 —
40 0.049530 1.342779 0.007626 2.456376
80 0.013048 1.924508 0.000964 2.984664

160 0.002698 2.274025 0.000195 2.301580
320 0.001252 1.107132 0.000027 2.860690

ADB 20 0.023845 — 0.129623 —
40 0.006465 1.882878 0.036191 1.840599
80 0.002068 1.644383 0.009552 1.921738

160 0.000974 1.086607 0.002452 1.962065
320 0.000458 1.087803 0.000621 1.982272

WACEB 20 0.139407 — 0.033652 —
40 0.052389 1.411979 0.004799 2.809938
80 0.012282 2.092712 0.000906 2.404461

160 0.003595 1.772582 0.000173 2.386474
320 0.001374 1.387510 0.000036 2.274018

CUBISTA 20 0.130729 — 0.043900 —
40 0.067099 0.962211 0.006595 2.734775
80 0.010881 2.624474 0.001053 2.646613

160 0.003380 1.686626 0.000204 2.365172
320 0.001594 1.084309 0.000039 2.404677

Tabela 6.3: Erros relativos na norma L1 e ordem de convergência (p̃) calculados
para o Teste-3 utilizando como aproximação temporal Euler expĺıcito e Runge-
Kutta TVD de terceira ordem.
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Esquema t = 10 t = 20
θ = 0.3 θ = 0.5 θ = 0.3 θ = 0.5

EPUS 2.14 1.22 3.46 2.00
SDPUS-C1 2.07 1.18 3.38 1.95
TOPUS 1.99 1.04 3.32 1.82
ADBQUICKEST 2.26 1.31 3.58 2.08

Tabela 6.4: Tempo de CPU calculado para o Teste-3.

6.2 Equação Não-Linear de Burgers

Nesta seção, a equação de Burgers, descrita na Seção 2.1.2, é solucionada em
quatro situações (condições iniciais) com o objetivo de verificar se o esquema EPUS
é apropriado para este problema não linear. No Teste-4 faz-se uma análise para
diversos valores do parâmetro livre λ em problemas com condições iniciais suaves e
não suaves; no Teste-5 analisa-se a restrição TVD do esquema EPUS; no Teste-6,
para melhor avaliar o novo esquema, calcula-se sua ordem de convergência, a qual
é comparada com a dos demais esquemas de alta resolução; e no Teste-7 faz-se
uma comparação qualitativa dos esquemas para um problema não suave, o qual
foi implementado utilizando-se a técnica de correção de entropia (ver [23, 54]).

Teste-4: a partir deste teste, faz-se uma análise do parâmetro livre λ, assim como
feito para a equação de advecção, ilustrando novamente, agora para o caso não
linear, que o EPUS com parâmetro livre λ = 16 apresenta os melhores resultados
para problemas suaves, enquanto que para o parâmetro λ = 95, melhores resulta-
dos são alcançados em problemas não suaves.

– Problema Suave: neste teste, a equação de Burgers é aplicada à condição
inicial u0 = sen(x) para x ∈ [0, 2π]. A solução exata para este problema é dada
por (ver Platzman [43])

u(x, t) = −2

∞
∑

n

Jn(−nt)
nt

sen(nx), (6.2.1)

em que Jn é a função de Bessel de grau n. Considera-se a equação (6.2.1) truncada
com n = 500 termos. Para a simulação, utiliza-se uma malha com N = 200
células computacionais (δx = 0.03141), número de Courant θ = 0.5 e tempo final
de simulação t = 1.0. Aqui, os valores λ = 16, 60 e 95 são testados e, conforme
esperado, os melhores resultados são obtidos pelo EPUS com λ = 16, como mostra
a Figura 6.4. Vê-se por essa figura que menos oscilações são formadas ao aplicar o
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esquema com este parâmetro. Com o objetivo de ilustrar quantitativamente esta
análise, apresenta-se a Tabela 6.5, a qual mostra o erro relativo obtido neste teste
e comprova o bom desempenho do esquema EPUS com parâmetro λ = 16.
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Figura 6.4: Comparação para o Teste-4 - Problema Suave de alguns valores
do parâmetro livre λ para o caso não linear.

EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 7.145545e-03 1.286337e-02 7.837454e-02
λ = 60 1.235676e-02 2.292389e-02 8.081938e-02
λ = 95 2.041206e-02 4.192552e-02 1.381012e-01

Tabela 6.5: Erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-4 - Problema Su-
ave.

– Problema Não-Suave: agora, assim como feito para a equação de advecção,
ilustra-se a propriedade de o esquema EPUS apresentar melhor comportamento
com o parâmetro livre λ = 95 para problemas não suaves. Para isso, considera-se
a equação de Burgers suplementada com condição inicial

u0(x) =







1, se x ≤ 1.5,
2.5− x, se 1.5 < x ≤ 2.5,
0, se x > 2.5,

cuja solução exata é (ver Shin et al. [48]):
– Para t < 1:

u(x, t) =











1, se x ≤ 1.5 + t,
2.5− x

1− t
, se 1.5 + t < x ≤ 2.5,

0, se x > 2.5;
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– Para t > 1:

u(x, t) =

{

1, se x ≤ 2 + 0.5t,
0, se x > 2 + 0.5t.

Neste teste, consideram-se uma malha com N = 200 células computacionais,
número de Courant θ = 0.5, tempo final de simulação t = 1.0 e domı́nio x ∈ [1, 3.5]
(δx = 0.0125). Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras 6.5 e 6.6,
em que pode-se observar que o EPUS com parâmetro livre λ = 95 apresenta
os melhores resultados neste problema com descontinuidade. Com o objetivo de
ilustrar quantitativamente esta análise, apresenta-se a Tabela 6.6, a qual mostra o
erro relativo obtido neste teste, comprovando que o esquema EPUS com parâmetro
λ = 95 apresenta melhor desempenho neste caso não suave.
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Zoom 2

Figura 6.5: Comparação para o Teste-4 - Problema Não-Suave de alguns
valores do parâmetro livre λ para o caso não linear.

EPUS ||Eh||1 ||Eh||2 ||Eh||∞
λ = 16 1.548996e-04 1.559159e-03 1.701999e-02
λ = 60 3.426671e-04 3.275180e-03 3.555602e-02
λ = 95 6.784996e-05 7.129032e-04 7.803977e-03

Tabela 6.6: Erros relativos obtidos pelo EPUS para o Teste-4 - Problema Não-
Suave.

Teste-5: neste teste faz-se uma análise da propriedade TVD para o esquema
EPUS, utilizando para isto a equação de Burgers com condição inicial e respectiva
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Figura 6.6: Regiões de ampliação da Figura 6.5.

solução exata dadas por (ver Qamar [44] e Kumar [26])

u0(x) =

{

1, se |x| < 1
3 ,

0, se 1
3 < |x| ≤ 1,

u(x, t) =



















0, se x < − 1
3 ,

x+ 1

3

t , se − 1
3 < x < t− 1

3 ,

1, se t− 1
3 < x < 1

2 t+
1
3 ,

0, se x > 1
2 t+

1
3 .

Para a simulação deste teste, utiliza-se 3 malhas computacionais, a saber, N =
50, 100 e 200, número de Courant θ = 0.5 e tempo final de simulação t = 0.6, no
domı́nio x ∈ [−1, 1] (δx = 0.04, 0.02 e 0.01). Os resultados aqui obtidos seguem
apresentados na Figura 6.7, em que vê-se claramente que o esquema EPUS satisfaz
a propriedade TVD de estabilidade. Em particular, observa-se na Figura 6.7 (a)
que houve convergência monótona da solução numérica. É importante ressaltar
que, assim como no caso da equação de advecção, aqui a estabilidade do esquema é
acessada através de testes numéricos, pelo fato de que pretende-se testar o esquema
EPUS em problemas não lineares.

Teste-6: na busca de uma análise quantitativa do esquema EPUS, neste teste
acessa-se sua ordem de convergência bem como comparações com outros esque-
mas. Considera-se o mesmo problema apresentado no Teste-1, utilizando-se os
seguintes dados: malhas computacionais N = 20, 40, 80, 160
e 320, θ = 0.5, t = 0.25 e domı́nio x ∈ [−π, π] (δx = 0.31415, 0.15708,
0.07854, 0.03927 e 0.01963). A comparação dos resultados é apresentada na Tabela
6.7, a partir da qual pode-se concluir que, em geral, os melhores resultados são
obtidos com o esquema EPUS. Observa-se também que os esquemas ADBQUIC-
KEST e SUPERBEE apresentam ordem de convergência inferiores àquelas dos
demais esquemas, sendo que na norma infinito a ordem observada foi negativa.
Analisando-se também os erros relativos, infere-se que o esquema WACEB, apesar
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(a) (b)
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Figura 6.7: Análise da TV feita no Teste-5: (a) comparação entre as soluções
exata e numéricas e (b) comportamento da TV do esquema EPUS em diferentes
malhas.

de não apresentar a maior ordem de convergência, é aquele que apresenta menor
erro relativo. Já o esquema EPUS, dentre os esquemas polinomiais, é aquele que
apresenta maior erro relativo na primeira malha, mas com erro relativo menor na
última malha, o que era de se esperar pelo fato de apresentar maior ordem de
convergência.

Teste-7: embora atenção especial seja dada pela comunidade cient́ıfica em CFD
para a captura da solução nas regiões de ondas de choques e altos gradientes,
dificuldades numéricas aparecem na presença de ondas de rarefação, sendo uma
delas a imprecisão no ponto sônico (ponto em que a velocidade da onda muda de
sinal), em que um máximo e/ou um mı́nimo local são criados e a solução deixa de
ser monótona ao longo da onda de expansão.

Segundo Tang [54], esquemas TVD podem apresentar esses problemas próximo
ao ponto sônico (que para a equação de Burgers é em u = 0). Ainda, este autor
afirma que isso também pode ocorrer com esquemas que utilizam a estratégia
upwind. Uma técnica eficiente para resolver este fenômeno á apresentada por
Tang [54], conhecida como correção de entropia (no caso, é utilizada a correção de
entropia de Harten [23]), a qual introduz uma viscosidade numérica no esquema
de diferenças finitas.

Para a introdução desse efeito, considera-se um esquema geral de três pontos
da forma (expressão 5.1.1 com termo adicional):

φi = φi − θ(Fi+1 − Fi−1) +
Qi+ 1

2

2
(φi+1 − φi)−

Qi− 1

2

2
(φi − φi−1) ,
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Esquema N L1 L∞

Eh p̃ Eh p̃
EPUS 20 0.078897 — 0.033576 —

40 0.017333 2.186443 0.011631 1.529454
80 0.005186 1.740887 0.005483 1.084940
160 0.000692 2.906027 0.001605 1.772381
320 0.000314 1.139525 0.001578 0.024476

SDPUS 20 0.072521 — 0.024405 —
40 0.016754 2.113902 0.009341 1.385533
80 0.004611 1.861411 0.005356 0.802423
160 0.000653 2.820935 0.001615 1.729599
320 0.000317 1.040141 0.001580 0.031646

TOPUS 20 0.070807 — 0.026128 —
40 0.017313 2.032027 0.008982 1.540492
80 0.004611 1.908829 0.005398 0.734609
160 0.000668 2.787919 0.001612 1.743591
320 0.000317 1.075243 0.001579 0.029804

ADBQUICKEST 20 4.485276 — 1.444864 —
40 2.238254 1.002823 1.456373 -0.011446
80 1.118915 1.000274 1.451798 0.004539
160 0.559377 1.000207 1.455630 -0.003803
320 0.279677 1.000059 1.456201 -0.000565

WACEB 20 0.069035 — 0.021577 —
40 0.016246 2.087238 0.009577 1.171848
80 0.004453 1.867334 0.005334 0.844363
160 0.000651 2.773919 0.001617 1.721902
320 0.000315 1.047434 0.001580 0.033404

SUPERBEE 20 4.487269 — 1.460789 —
40 2.238511 1.003299 1.465684 -0.004826
80 1.118840 1.000535 1.453763 0.011781
160 0.559342 1.000202 1.456630 -0.002843
320 0.279667 1.000020 1.456739 -0.000108

Tabela 6.7: Erros relativos nas normas L1 e L∞ e estimativa para ordem de
convergência (p̃) calculados para o Teste-6.

em que o termo Qi+ 1

2

é dado, neste caso, pela correção de entropia de Harten, da
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forma:

Q(x) =

{ |x|, |x| > ε,
x2+ε2

2ε , |x| ≤ ε,

onde ε é uma constante positiva dada.
Para ilustrar esse curioso fenômeno e mostrar como ele é solucionado através da

correção de entropia, suplementa-se a equação de Burgers com a condição inicial

u0(x) =

{

1, se |x| < 1
3 ,

−1, se 1
3 < |x| ≤ 1,

cuja solução exata é

u(x, t) =



















−1, se x < −t− 1
3 ,

x+ 1

3

t , se − t− 1
3 < x < t− 1

3 ,

1, se t− 1
3 < x < 1

3 ,

−1, se x > 1
3 .

Para a simulação deste problema, utiliza-se uma malha com N = 400 células
computacionais, θ = 0.5, t = 0.3, domı́nio computacional x ∈ [−1, 1] (δx = 0.005)
e considera-se como escolha para a constante positiva da correção de entropia
ε = 0.5 (escolha essa feita a partir de diversos testes numéricos).

Os resultados obtidos para este teste seguem apresentados na Figura 6.8 para
vários esquemas, a qual apresenta uma comparação entre as soluções anaĺıtica e
numéricas (estas calculadas sem e com a correção de entropia). Vê se claramente
por esta figura que os resultados numéricos obtidos pelos esquemas sem a correção
de entropia apresentam efeito dispersivo (não monótono) próximo ao ponto sônico,
imprecisão essa que é solucionada pela adição da correção de entropia no esquema.
Neste teste, observa-se que todos os esquemas capturam a solução quando há a
correção de entropia, mas pode-se inferir que os polinomiais apresentam melhor
desempenho com relação ao ADBQUICKEST, que é um esquema linear por partes.

6.3 Equações Não-Lineares de Euler

Este sistema de equações não lineares está descrito na Seção 2.1.3. Para estas
equações analisou-se o desempenho do esquema EPUS em resolver problemas de
tubos de choques, comparando-o com o desempenho dos demais esquemas de alta
resolução. Para esta análise, dois testes são apresentados, a saber: no Teste-8
resolve-se o famoso problema de tubo de choque Two Interacting Blast Waves
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Figura 6.8: Ilustração dos resultados obtidos sem e com correção de entropia para
o Teste-7.

(por Wood e Collela [67]), conhecido por apresentar fortes interações de choques.
Ainda neste teste faz-se uma avaliação qualitativa de seu desempenho, comparando
tempo de CPU, erro relativo e ordem de convergência; e no Teste-9 simula-se o
problema do tubo de choque de Sod [50], em que analisa-se qualitativamente o
desempenho dos esquemas.

Teste-8: neste teste, simula-se o famoso problema Two Interacting Blast Waves
proposto por Wood e Collela [67]. É um problema muito interessante pelo fato de
apresentar fortes interações entre choques, além de ondas de rarefações e ondas de
contato. Os dados iniciais consistem em duas ondas de choques fortes propagando
em direções opostas e que colidem uma com a outra. Sua condição inicial depende
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de três estados constantes da forma

(ρ0, u0, p0)
T =







(1, 0, 1000)T , se 0 ≤ x ≤ 0.1,
(1, 0, 0.01)T , se 0.1 < x ≤ 0.9,
(1, 0, 100)T , se 0.9 < x ≤ 1.0.

Para esta simulação considera-se uma malha com N = 1000 células computa-
cionais, número de Courant θ = 0.9, tempo final t = 0.038 e domı́nio x ∈ [0, 1]
(δx = 0.001). Para a solução de referência, os valores são calculados com o li-
mitador de fluxo MC em uma malha com N = 2000 células computacionais. Os
resultados obtidos para este teste são mostrados nas Figuras 6.9, 6.10 e 6.11, em
que pode-se observar que o esquema EPUS captura o fenômeno satisfatoriamente,
apresentando melhor desempenho que os demais esquemas polinomiais. No en-
tanto, em algumas regiões, o esquema ADBQUICKEST foi o que se comportou
melhor.

Considerando o quão reconhecido é este problema, faz-se neste teste uma ava-
liação quantitativa do esquema EPUS. Para isso seu erro relativo e ordem de
convergência são calculados, os quais são comparados com os obtidos pelos demais
esquemas de alta resolução. Ainda, calcula-se o tempo de CPU utilizado por cada
esquema para resolver este problema. Foram consideradas 4 malhas computacio-
nais, a saber, N = 125, 250, 500 e 1000. Os resultados obtidos seguem apresentados
na Tabela 6.8, em que observa-se que o novo esquema foi o que alcançou maior
ordem de convergência e também o menor erro relativo dentre todos os esquemas
apresentados. No entanto, por ser derivado de um polinômio de grau oito, não é
o que apresenta menor tempo de CPU para a execução deste teste. Levando em
conta que bons resultados foram obtidos pelo EPUS, considera-se que o tempo
de CPU utilizado por ele seja aceitável, sendo este o preço a se pagar para obter
melhores resultados.
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Figura 6.9: Soluções de referência e numéricas para a densidade no problema Two
Interacting Blast Waves.
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Figura 6.10: Soluções de referência e numéricas para a energia total no problema
Two Interacting Blast Waves.
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Figura 6.11: Soluções de referência e numéricas para a velocidade no problema
Two Interacting Blast Waves.
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Esquema N ||Eh||1 p̃ Tempo de CPU
EPUS 125 0.186900 — 0.044

250 0.098291 0.927138 0.108
500 0.041372 1.248393 0.395

1000 0.012660 1.708353 1.360
SDPUS 125 0.202030 — 0.058

250 0.113256 0.834988 0.112
500 0.052581 1.106972 0.406

1000 0.019254 1.449361 1.322
TOPUS 125 0.219149 — 0.044

250 0.125732 0.801561 0.104
500 0.061682 1.027422 0.381

1000 0.024237 1.347674 1.271
ADBQUICKEST 125 0.202354 — 0.048

250 0.114087 0.826747 0.111
500 0.054632 1.062314 0.402

1000 0.022263 1.295119 1.273
WACEB 125 0.185689 — 0.033

250 0.104136 0.834427 0.117
500 0.046806 1.153707 0.367

1000 0.016414 1.511779 1.239

Tabela 6.8: Resultados obtidos para o Teste-8: erro relativo Eh e estimativa para
a ordem de convergência p̃, ambos obtidos na norma L1, e tempo de CPU em cada
malha.

Teste-9: neste teste apresenta-se o problema conhecido por tubo de choque de
Sod [50]. Na Figura 6.12 é ilustrado as condições iniciais para um tubo de choque
deste tipo, em que a Região 1 está à esquerda do choque e a Região 2 à direita
dele. Nota-se que devem ser satisfeitas as seguintes condições: pl > pr, ρl > ρr e
ul = ur = 0 (o fluido está inicialmente em repouso).

Neste teste, as condições iniciais para o tubo de choque de Sod são dadas por

(ρ0, u0, p0)
T =

{

(1, 0, 1)T , x ≤ 0.5,

(0.125, 0, 0.1)T , x > 0.5.

Para esta simulação, considera-se uma malha com 500 células computacionais,
número de Courant θ = 0.9, tempo final de simulação t = 0.1 e domı́nio computa-
cional x ∈ [0, 1] (δx = 0.002). Para a solução de referência, utiliza-se o limitador
MC aplicado a uma malha com 2000 células computacionais e número de Cou-
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x0

Região 1 Região 2

pr

pl

ρr

ρl

ul = 0 ur = 0

Figura 6.12: Modelo do tubo de choque de Sod em t = 0.

rant θ = 0.1. Os resultados obtidos seguem apresentados nas Figuras 6.13 e 6.14,
em que são apresentados as soluções para densidade e energia interna, respectiva-
mente. A partir destas figuras, é posśıvel concluir que o esquema EPUS tem bom
desempenho ao simular este problema de tubo de choque (tanto para os resultados
da densidade quanto para a energia interna), sendo, entre os esquemas polinomi-
ais, o melhor deles. No entanto, em algumas regiões, o ADBQUICKEST mostrou
capturar melhor a solução.

Exerćıcios

1. Sabendo que o esquema EPUS é um esquema que pode atingir até terceira
ordem de precisão, explique por que nos testes numéricos essa valor não é
obtido.

2. Qual o sentido f́ısico em se utilizar a correção de entropia no Teste-7?
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Figura 6.13: Soluções de referência e numéricas para a densidade no problema do
tubo de choque de Sod.
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Figura 6.14: Soluções de referência e numéricas para a energia interna no problema
do tubo de choque de Sod.
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Resultados Numéricos 2D e
Axissimétricos

O desempenho do esquema EPUS também é verificado em leis de conservação 2D
(Euler e águas rasas) e nas equações 2D e axissimétricas de Navier-Stokes. Para
as leis de conservação, os resultados obtidos pelo esquema EPUS são confronta-
dos com soluções de referência e também com os resultados obtidos por outros
esquemas de alta resolução. Para os escoamentos incompresśıveis modelados pelas
equações de Navier-Stokes, os dados apresentados pelo esquema EPUS são com-
parados com resultados anaĺıticos, experimentais, teóricos e numéricos presentes
na literatura.

7.1 Leis de Conservação 2D

Nesta seção, apresentam-se os resultados numéricos obtidos pelo esquema EPUS
para resolver dois sistemas hiperbólicos de leis de conservação 2D, a saber, Eu-
ler e águas rasas. Estes problemas foram simulados no ambiente computacional
CLAWPACK1.

7.1.1 Sistema Não-Linear de Euler

O sistema hiperbólico não linear de Euler 2D, descrito na Seção 2.2.1, é utilizado
aqui para modelar dois problemas da dinâmica dos gases, a saber, Four-shocks e
Four-contacts, os quais são apresentados nos testes a seguir.

1http://www.amath.washington.edu/∼claw/
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Teste-1: neste teste resolve-se o fenômeno conhecido por Four-shocks problem
(ver [9, 31]), que consiste num problema de Riemann 2D com estados iniciais
constantes dados em quatro quadrantes, definidos no domı́nio [0, 1]× [0, 1] e com
um ponto de contato localizado em (0.8, 0.8). Este problema é caracterizado pela
interação de quatro ondas de choque. Seus estados iniciais são dados por

[ρ0, u0, v0, p0]
T=















[1.5, 0, 0, 1.5]T , [0.8, 1]×[0.8, 1],
[0.13799, 1.2060454, 1.2060454, 0.0290323]T , [0, 0.8]×[0, 0.8],
[0.5322581, 1.2060454, 0, 0.3]T , [0, 0.8]×[0.8, 1],
[0.5322581, 0, 1.2060454, 0.3]T , [0.8, 1]×[0, 0.8].

Para a simulação deste teste considera-se uma malha com 200×200 células compu-
tacionais (δx = δy = 0.005), número de Courant θ = 0.8 e tempo final de simulação
tf = 0.8. Os resultados obtidos para o perfil da densidade ρ no plano x ⊥ y são
mostrados na Figura 7.1, em que é posśıvel observar que todos os esquemas apre-
sentados conseguiram simular satisfatoriamente o fenômeno proposto, sendo que
os melhores resultados foram obtidos pelo esquema EPUS, o qual captura melhor
a solução.

A partir de uma melhor análise dos resultados obtidos neste teste, a qual é
apresentada na Figura 7.2, avalia-se os valores de ρ sobre a reta y = x, plotando-
os em relação a x. Analisando esta figura, conclui-se que, de fato, o esquema
que melhor resolve este problema é o EPUS, capturando com bom desempenho as
regiões de picos e vales, sem suavizá-las, comportamento este muito evidenciado
pelo esquema ADBQUICKEST.

Ainda, com o objetivo de fazer uma análise do ponto de vista quantitativo,
calcula-se também a ordem de convergência observada. Os resultados obtidos
seguem exibidos na Tabela 7.1. De um modo geral, todos os esquemas obtiveram
resultados semelhantes, sendo que o esquema EPUS apresenta, em sua maioria, os
melhores resultados.

Com o objetivo de fazer uma análise da solução com refino da malha, procu-
rando evidenciar vantajosas propriedades do esquema EPUS, este mesmo problema
é resolvido utilizando uma malha com 1000 × 1000 células computacionais (ver
Cada [9]) (δx = δy = 0.001), θ = 0.8 e tf = 0.8. Os resultados obtidos para o per-
fil da densidade ρ no plano x ⊥ y são apresentados na Figura 7.3, em que pode-se
observar que o esquema EPUS (com parâmetro livre λ = 95) é o que menos amor-
tece as estruturas vorticais formadas no problema, mostrando ser um esquema que
introduz pouca dissipação numérica. Observe ainda, nesta mesma figura, mais um
exemplo de outra propriedade do esquema EPUS já apresentada anteriormente: os
melhores resultados são obtidos pelo novo esquema com parâmetro livre λ = 95 em
problemas com choques (que é o caso deste teste), enquanto com λ = 16 apresenta
pior desempenho neste tipo de problema.
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EPUS SDPUS-C1

TOPUS ADBQUICKEST

Figura 7.1: Perfil da densidade para o problema Four-shocks problem (Teste-1).
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Figura 7.2: Comportamento da densidade sobre a reta y = x para o problema
Four-shocks problem (Teste-1).

Esquemas N tf = 0.2 tf = 0.4 tf = 0.6 tf = 0.8
EPUS 16 — — — —

32 2.802421 2.558469 1.989391 3.148710
64 1.149728 1.468347 1.528174 0.655765
128 1.452255 2.274759 1.606929 1.477884

SDPUS-C1 16 — — — —
32 2.786139 2.577962 1.983243 3.119330
64 1.183948 1.446474 1.492269 0.675083
128 1.433276 2.282586 1.614194 1.456111

TOPUS 16 — — — —
32 2.781235 2.592425 1.979919 3.099280
64 1.206041 1.432068 1.474187 0.688797
128 1.417527 2.281726 1.612432 1.426924

ADBQUICKEST 16 — — — —
32 2.766081 2.595229 1.983185 3.079302
64 1.215765 1.402327 1.632650 0.701337
128 1.418710 2.248497 1.564420 1.432594

Tabela 7.1: Ordem de convergência p̃ na norma L1 para o Teste-1 em diferentes
tempos.
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EPUS com λ = 95 EPUS com λ = 16

SDPUS-C1 TOPUS

Figura 7.3: Perfil da densidade numa malha refinada para o Four-shocks problem
(Teste-1).
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Teste-2: este teste também consiste num problema de Riemann 2D, sendo
conhecido por Four-contacts problem (ver [9]). A estrutura de sua solução é dada
por um vórtice girando no sentido horário. Neste problema, duas ondas de choque
são geradas através das linhas de contato, as quais se propagam para fora em
forma de espiral. A condição inicial para este problema é:

[ρ0, u0, v0, p0]
T =















[1, 0.75, −0.5, 1]T , [0.5, 1]× [0.5, 1],
[2, 0.75, 0.5, 1]T , [0, 0.5)× [0.5, 1],
[1, −0.75, 0.5, 1]T , [0, 0.5)× [0, 0.5),
[3, −0.75, −0.5, 1]T , [0.5, 1]× [0, 0.5).

Nesta simulação, considera-se uma malha com 1500× 1500 células computaci-
onais, número de Courant θ = 0.8, tempo final de simulação tf = 0.8 e domı́nio
[0, 1]× [0, 1] (δx = δy = 0.00067). Os resultados obtidos para o perfil da densidade
ρ seguem na Figura 7.4, onde pode-se observar que, mais uma vez, o esquema
EPUS é o que menos amortece as estruturas vorticais que surgem neste fenômeno,
mostrando ser, dentre os esquemas testados, o que introduz menor dissipação
numérica.

7.1.2 Sistema Não-Linear de Águas Rasas

O sistema hiperbólico não linear de águas rasas foi apresentado na Seção 2.2.2.
Neste trabalho, estas equações modelam o problema conhecido como radial dam-
break (quebra de barreira radial) [31], o qual é descrito e resolvido numericamente
a seguir.

Teste-3: resolve-se aqui o problema conhecido por radial dam-break problem
(ver, por exemplo, [31]), que consiste numa porção de fluido circular inicialmente
em repouso confinado por uma barreira (ver Figura 7.5 (a)). Esta barreira é remo-
vida instantaneamente, formando uma onda de choque que se espalha radialmente
para fora, enquanto uma onda de rarefação se propaga para o interior (ver Figura
7.5 (b)). Inicialmente, a altura do fluido dentro da barreira é h = 2 e h = 1 fora
dela. De acordo com LeVeque [31], este problema é similar a estrutura do pro-
blema de Riemann 1D de quebra de barreira. Levando em conta essa afirmação,
considera-se a solução deste problema 1D como solução de referência para este
teste. Esta solução é calculada resolvendo o seguinte sistema 1D de águas rasas
com termo fonte:

ht + (hU)r = −hU
r
,

(hU)t +

(

hU2 +
1

2
gh2
)

r

= −hU
2

r
,
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EPUS SDPUS-C1

TOPUS ADBQUICKEST

Figura 7.4: Perfil da densidade numa malha refinada para o Four-contacts problem
(Teste-2).

onde U(r, t) é a velocidade radial e h é a altura como função de r (distância a
partir da origem).

Para a simulação deste problema, considera-se, para as soluções numéricas,
uma malha com 125 × 125 células computacionais, número de Courant θ = 0.9,
tempo final de simulação tf = 1.5 e domı́nio computacional [−2.5, 2.5]× [−2.5, 2.5]
(δx = δy = 0.04). Para o cálculo da solução de referência, utiliza-se o limitador
de fluxo MC e uma malha com N = 2000 células computacionais.
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(a) t = 0 (b) t = 0.25

Figura 7.5: Radial dam-break problem: comportamento da altura da porção de
fluido nos instantes (a) t = 0 e (b) t = 0.25 (figura extráıda de LeVeque [30]).

Na Figura 7.6 apresenta-se o perfil da altura h no plano x ⊥ y, em que é
posśıvel concluir que todos os esquemas capturam satisfatoriamente o fenômeno.
No entanto, para uma melhor análise dos resultados obtidos, nas Figuras 7.7 e
7.8 plota-se os valores de h em função de x sobre a reta y = 0. Nestas figuras,
as soluções numéricas são comparadas com a solução de referência sugerida por
LeVeque [31] (ver equação 7.1.1). Analisando-as é posśıvel concluir que o esquema
EPUS é o que captura melhor o fenômeno na região apresentada no Zoom 1 (região
com descontinuidade e rarefação), enquanto que o esquema ADBQUICKEST é o
que apresenta melhor desempenho em Zoom 2 (região com uma onda de choque).

7.2 Escoamentos Incompresśıveis Laminares 2D

Esta seção consiste em verificar o esquema EPUS na resolução de escoamentos in-
compresśıveis laminares 2D com superf́ıcies livres móveis, os quais são modelados
pelas equações 2D de Navier-Stokes descritas na Seção 2.3. Para isto, considera-se
dois problemas diferentes, a saber, colapso de uma coluna de fluido [12] (conhe-
cido como Broken-dam) e jato livre sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável [65].
Estes problemas são descritos e apresentados a seguir. Para a simulação numérica
considera-se o esquema EPUS com parâmetro livre λ = 95. O valor para λ = 95
foi considerado aqui em virtude de ter fornecido bons resultados em problemas
não lineares complexos envolvendo descontinuidades.
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Figura 7.6: Perfil da altura para o problema radial dam-break problem (Teste-3).

7.2.1 Colapso de uma Coluna de Fluido

Este problema é caracterizado por ser um escoamento com superf́ıcie livre móvel.
Considera-se uma coluna de fluido em equiĺıbrio hidrostático confinada entre pa-
redes ŕıgidas impermeáveis e sob à ação da gravidade. No tempo t = 0 o fluido
inicia seu movimento como ilustrado na Figura 7.9. Este problema foi estudado
originalmente por Martin e Moyce [38], os quais forneceram dados experimentais
para o valor máximo do espalhamento horizontal (xmax). Recentemente, dados
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Figura 7.7: Comportamento da altura sobre a reta y = 0 para o problema radial
dam-break problem (ver Teste-3).
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Figura 7.8: Regiões de ampliação da Figura 7.7.

numéricos, teóricos e experimentais foram apresentados por Colagrossi e Landrini
em [12].

Para verificar o desempenho do esquema EPUS neste problema, compara-se o
comportamento do espalhamento horizontal (xmax) calculado com esse esquema
com os resultados apresentados por Colagrossi e Landrini [12] e também com o ex-
perimento de Martin e Moyce [38]. A condição de contorno aplicada foi a free-slip
e os dados utilizados foram:

– Malha: 1000× 200 células computacionais (δx = δy = 0.0005);
– Domı́nio: 0.5m× 0.1m;
– Dimensão da coluna de fluido: a = b = 0.057m;
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Bloco de fluido

Superf́ıcie livre

Figura 7.9: Ilustração esquemática do problema de colapso de uma coluna de
fluido.

– Escala de comprimento: L0 = a = b = 0.057m;
– Escala de velocidade: U0 =

√
gL0 = 0.74778m/s;

– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 10−6m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 42623.27.

A Figura 7.10 mostra uma comparação entre os dados experimentais, teóricos
e numéricos (extráıdos de Colagrossi e Landrini [12]) e os resultados obtidos pelo
esquema EPUS para o valor xmax. A partir desta comparação, pode-se concluir
que o novo esquema EPUS fornece resultados em concordância com os dados dis-
pońıveis na literatura (numéricos, teóricos e experimentais).
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Figura 7.10: Comparação das soluções para o problema do colapso de uma coluna
de fluido.

Para ilustrar a evolução do escoamento como um todo e da superf́ıcie livre,
nas Figuras 7.11, 7.12 e 7.13 apresentam-se, respectivamente, os resultados para
pressão e velocidades nas direções x e y nos tempos t = 0.05s, t = 0.1s, t = 0.15s
e t = 0.2s. Analisando essas figuras, nota-se que de fato o esquema EPUS captura
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satisfatoriamente o fenômeno do colapso 2D.

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 7.11: Contorno da pressão para o problema do colapso de uma coluna de
fluido em diferentes tempos.

7.2.2 Jato Livre sobre uma Superf́ıcie Rı́gida Impermeável

Nesta seção, o esquema EPUS é verificado na resolução numérica do problema do
jato livre incidindo perpendicularmente sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável
sob a ação da força gravitacional (ver ilustração deste fenômeno na Figura 7.14).
Foi proposto por Watson [65] uma solução anaĺıtica para a altura H da superf́ıcie
livre, dada por

H(x) =























π√
3

ν(x + l)

Q
, x ≥ x0,

a+

(

1− 2π

3
√
3c2

)

δ(x), x < x0,

em que Q é a vazão, dada por Q = aU0, considerando a = L0/2 o raio do injetor e

x0 =

(

3
√
3c(π − c)

√
3

2π2

)

a Re,

l =

(

3
√
3c(2

√
3c− π)

2π2

)

a Re,

δ2(x) =
3
√
3c3

2(π − c
√
3)

νx

U0
.
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t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 7.12: Contorno da velocidade na direção x para o problema do colapso de
uma coluna de fluido em diferentes tempos.

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 7.13: Contorno da velocidade na direção y para o problema do colapso de
uma coluna de fluido em diferentes tempos.

Para a simulação deste problema, considera-se condição de contorno no-slip
aplicada nas paredes ŕıgidas e os seguintes dados:

– Malha I: 100× 25 células computacionais (δx = δy = 0.001);
– Malha II: 200× 50 células computacionais (δx = δy = 0.0005);
– Malha III: 400× 100 células computacionais (δx = δy = 0.00025);
– Malha IV: 800× 200 células computacionais (δx = δy = 0.000125);
– Raio do injetor: ri = 0.002m;
– Domı́nio: 0.1m× 0.025m;
– Escala de comprimento: L0 = 2ri = 0.004m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 1m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 2× 10−6m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 2000.
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Figura 7.14: Ilustração esquemática de um jato livre incidindo perpendicularmente
sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável.

A Figura 7.24 apresenta uma comparação entre a solução anaĺıtica de Watson
e as soluções calculadas pelo esquema EPUS nas quatro malhas I, II, III e IV.
Analisando esta figura, pode-se observar que os resultados apresentados pelo novo
esquema nas malhas mais finas estão em concordância com a solução anaĺıtica de
Watson. Ainda, para ilustração deste escoamento com superf́ıcie livre, as Figuras
7.16, 7.17 e 7.18 mostram a dinâmica do problema na Malha IV, respectivamente,
para os perfis da pressão e das velocidades nas direções x e y. Observando estas
figuras, pode-se inferir que o esquema EPUS simula satisfatoriamente o problema
do jato livre sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável.

7.3 Escoamentos Incompresśıveis Turbulentos 2D

Esta seção é reservada para verificação do esquema EPUS na resolução de esco-
amentos incompresśıveis 2D em regime turbulento com superf́ıcies livres móveis,
os quais são aqui modelados pelas equações médias de Reynolds acopladas ao mo-
delo κ− ε de turbulência (descritas nas Seções 2.4 e 2.5, respectivamente). Para
tanto, resolve-se aqui o mesmo problema da Subseção 7.2.2 para o caso do regime
turbulento.

Uma solução anaĺıtica para este problema foi calculada por Watson [65], que
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Figura 7.15: Comparação das soluções para o problema do jato livre sobre uma
superf́ıcie ŕıgida impermeável.

t = 0.02s t = 0.03s

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.1s

Figura 7.16: Contorno da pressão para o problema do jato livre sobre uma su-
perf́ıcie ŕıgida impermeável em diferentes tempos.

apresenta uma relação para a altura H da superf́ıcie livre, dada por

H(x) =
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δ(x), x < x0,
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t = 0.02s t = 0.03s

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.1s

Figura 7.17: Contorno da velocidade na direção x para o problema do jato livre
sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável em diferentes tempos.

t = 0.02s t = 0.03s

t = 0.04s t = 0.06s

t = 0.1s

Figura 7.18: Contorno da velocidade na direção y para o problema do jato livre
sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável em diferentes tempos.
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em que A = 0.239 e k = 0.26. Ainda, tem-se que
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Para a simulação deste problema, considera-se condição de contorno no-slip
aplicada nas paredes ŕıgidas e os seguintes dados:

– Malha I: 200× 50 células computacionais (δx = δy = 0.001);
– Malha II: 400× 100 células computacionais (δx = δy = 0.0005);
– Malha III: 800× 200 células computacionais (δx = δy = 0.00025);
– Domı́nio: 0.2m× 0.05m;
– Raio do injetor: ri = 0.005m;
– Escala de comprimento: L0 = 2ri = 0.01m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 1m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 2× 10−7m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 50000.

A Figura 7.19 mostra os resultados obtidos a partir da simulação feita com o
esquema EPUS nas malhas I, II e III, soluções estas que são comparadas com a
solução anaĺıtica de Watson dada pela equação (??). O tempo final de simulação
considerado é t = 1s (tempo em que o escoamento já atingiu o estado estacionário).
Analisando esta figura pode-se inferir que o novo esquema apresenta bom desem-
penho neste teste, mostrando resultados consistentes com a solução anaĺıtica de
Watson, sendo o melhor deles para a malha mais fina, conforme esperado.

Neste teste também são apresentados os contornos da pressão e das velocidades
nas direções x e y, os quais são mostrados nas Figuras 7.20, 7.21 e 7.22, respecti-
vamente. A partir destas ilustrações, observa-se claramente que o esquema EPUS
captura satisfatoriamente o fenômeno simulado.

7.4 Escoamentos Incompresśıveis Laminares Axis-
simétricos

Esta seção consiste em verificar o esquema EPUS na resolução de escoamentos
incompresśıveis axissimétricos com superf́ıcies livres, os quais são modelados pe-
las equações axissimétricas de Navier-Stokes, descritas na Seção 2.3. Para isto,
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Figura 7.19: Comparação das soluções para o problema do jato livre sobre uma
superf́ıcie ŕıgida impermeável (caso turbulento).

t = 0.06s t = 0.08s

t = 0.1s t = 1.0s

Figura 7.20: Contorno da pressão para o problema do jato livre sobre uma su-
perf́ıcie ŕıgida impermeável (caso turbulento).

t = 0.06s t = 0.08s

t = 0.1s t = 1.0s

Figura 7.21: Contorno da velocidade na direção x para o problema do jato livre
sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável (caso turbulento).

considera-se dois problemas diferentes, a saber, ressalto hidráulico circular [65, 6, 8]
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t = 0.06s t = 0.08s

t = 0.1s t = 1.0s

Figura 7.22: Contorno da velocidade na direção y para o problema do jato livre
sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável (caso turbulento).

e experimento de Taylor [56], os quais são descritos e apresentados a seguir,
aplicando-se em suas resoluções numéricas o novo esquema EPUS com parâmetro
livre λ = 95.

7.4.1 Ressalto Hidráulico Circular

Este problema consiste em um jato vertical livre incidindo perpendicularmente
sobre uma superf́ıcie ŕıgida impermeável (sob à ação do campo gravitacional),
levando à formação do curioso fenômeno observável na vida cotidiana, o qual
é conhecido como ressalto hidráulico circular (ver ilustração deste fenômeno na
Figura 7.23).

r

z

U0

δ

a

H

Ressalto hidráulico

Ejetor

Eixo de simetria

Superf́ıcie livre

Superf́ıcie ŕıgida

Fluido incidente

hi

ri

Figura 7.23: Ilustração esquemática do ressalto hidráulico circular.
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Uma solução anaĺıtica viscosa para este problema foi calculada por Watson
[65], e é dada por

H(r) =
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√
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Q
,

onde c = 1.402, r0 = 0.3155aRe
1

3 e l = 0.567aRe
1

3 é uma constante arbitrária, a
qual é calculada considerando o desenvolvimento inicial da camada limite. Vale
ressaltar que esta solução anaĺıtica é válida somente na região do domı́nio depois
que a superf́ıcie livre encontrou a camada limite e antes da formação do ressalto
hidráulico (mais detalhes sobre esta solução ver Watson [65]).

Para a simulação computacional deste problema, utiliza-se condição de con-
torno no-slip e os seguintes dados:

– Malha I: 800× 504 células computacionais (δx = δy = 0.0000625);
– Malha II: 400× 252 células computacionais (δx = δy = 0.000125);
– Malha III: 200× 126 células computacionais (δx = δy = 0.00025);
– Domı́nio: 0.050m× 0.0315m;
– Raio do injetor: ri = 0.004m;
– Altura do injetor: hi = 0.00075m;
– Escala de comprimento: L0 = 2ri = 0.008m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 0.375m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 1.2 · 10−5m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 250.

A Figura 7.24 mostra os resultados para a altura H da superf́ıcie livre obtidos
com o EPUS nas três malhas I, II e III e a solução anaĺıtica de Watson no tempo
t = 2.5s. Esta figura também apresenta, para ilustração, a espessura da camada
limite δ calculada por Watson. A partir desta figura, pode-se inferir que as soluções
obtidas pelo esquema EPUS estão em boa concordância com a solução anaĺıtica
de Watson (na região onde esta é válida).

Neste teste compara-se também a altura H obtida com o esquema EPUS na
Malha II para valores diferentes do espaçamento temporal δt. Objetiva-se observar
a independência dos resultados com a mudança do passo temporal. As soluções
obtidas para esta comparação são apresentadas na Figura 7.25, a partir da qual é
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Figura 7.24: Comparação das soluções para o problema do ressalto hidráulico
circular.

posśıvel observar que os resultados obtidos com o esquema EPUS mantêm prati-
camente o mesmo comportamento para diferentes valores de δt.
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Figura 7.25: Comparação das soluções para o problema do ressalto hidráulico
circular utilizando diferentes valores para δt.

Como comparação qualitativa, a Figura 7.26 mostra as visualizações do expe-
rimento apresentado em Rai [45] (Figura 7.26 (a)) e da simulação com o esquema
EPUS (Figura 7.26 (b)). Vê-se claramente por essa figura que o fenômeno do salto
hidráulico circular foi simulado com sucesso pelo esquema EPUS.

Uma análise quantitativa é feita também neste teste. Para tanto, comparam-se
os valores do raio do ressalto hidráulico circular calculados com o esquema EPUS
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(a) (b)

Figura 7.26: Ilustração do ressalto hidráulico circular: resultados (a) experimental
e (b) simulado pelo esquema EPUS.

e a aproximação teórica de Brechet e Néda [8], dada por

R =

(

27g−1/4

21/435π

)

2

3

Q2/3d−1/6ν−1/3,

em que d é a altura do domı́nio entre a superf́ıcie ŕıgida e o injetor. Os valores
obtidos nesta análise seguem apresentados na Tabela 7.2, a partir da qual é posśıvel
concluir que conforme refina-se a malha, o raio do ressalto calculado pelo esquema
EPUS vai convergindo para a aproximação teórica.

Raio do Ressalto (R)
Malhas Aproximação Teórica EPUS
Malha-I 1.325158 e-2 1.783112 e-2
Malha-II 1.325158 e-2 1.638573 e-2
Malha-III 1.325158 e-2 1.414912 e-2

Tabela 7.2: Comparação dos valores obtidos para o raio do ressalto hidráulico
circular.

Finaliza-se este teste mostrando a ordem de convergência observada com o
EPUS. Para isso utiliza-se as malhas I, II e III e a relação matemática de Jameson
e Martinelli [24]. O valor calculado é

log2

∣

∣

∣

∣

RMalhaI −RMalhaII

RMalhaII −RMalhaIII

∣

∣

∣

∣

= 1.90. (7.4.1)

Nota-se que este valor da ordem observada neste problema complexo está con-
sistente com a ordem de precisão formal do esquema EPUS.
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7.4.2 Experimento de Taylor

Esse experimento consiste num jato vertical incidindo perpendicularmente sobre
um recipiente contendo o mesmo fluido em repouso (ver esquema representati-
vo deste problema na Figura 7.27). Este fenômeno, realizado experimentalmente
por Taylor [56], também é modelado pelas equações axissimétricas de Navier-
Stokes. Na sequência apresenta-se uma comparação qualitativa da simulação com
o esquema EPUS e o experimento de Taylor.

Nesta simulação considera-se que o injetor é posicionado a 0.1m do fluido em
repouso. Além disso, utiliza-se condição de contorno no-slip e os seguintes dados:

ri

hi

hf

rr
hr

Parede

Parede

Fluido incidente

Fluido em repouso

Eixo de simetria

Figura 7.27: Ilustração esquemática do experimento de Taylor.

– Malha: 123× 403 células computacionais (δx = δy = 0.0005);
– Domı́nio: 0.0615m× 0.2015m;
– Raio do injetor: ri = 0.002m;
– Altura do injetor: hi = 0.03m;
– Raio do recipiente ciĺındrico: rr = 0.06m;
– Altura do recipiente ciĺındrico: hr = 0.17m;
– Altura do fluido contido no recipiente: hf = 0.16m;
– Escala de comprimento: L0 = 2ri = 0.004m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 0.5m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 10−5m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 200.
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A Figura 7.28 apresenta os resultados obtidos por Taylor em seu experimento
e os resultados obtidos pelo esquema EPUS nos tempos t = 0.75s e t = 2.5s.
A partir desta figura observa-se que o novo esquema captura satisfatoriamente o
fenômeno (estrutura toroidal), mostrando concordância bastante razoável com o
experimento de Taylor. Para simples ilustração, na Figura 7.29 apresentam-se a
solução obtida pelo EPUS no tempo t = 10s e um corte transversal da mesma para
visualização das estruturas vorticais. Na Figura 7.30 apresentam-se os resultados
para os campos de pressão e velocidades nas direções r e z no tempo t = 10s.

t = 0.75s
(a) (b)

t = 2.5s
(a) (b)

Figura 7.28: Ilustração do experimento de Taylor: resultados (a) experimental e
(b) simulado pelo esquema EPUS em diferentes tempos.
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t = 10s
(a) (b)

Figura 7.29: Ilustração dos resultados obtidos pelo esquema EPUS (corte trans-
versal em (b) para mostrar a estrutura vortical).

Exerćıcios

1. O que você entende por simetria radial?

2. Qual a diferença entre condição de contorno free-slip e no-slip?
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(a)

(b) (c)

Figura 7.30: Experimento de Taylor simulado pelo esquema EPUS: perfis de (a)
pressão, (b) velocidade na direção x e (c) velocidade na direção y no tempo t = 10s.



Caṕıtulo 8

Resultados Numéricos 3D

Neste caṕıtulo, o esquema EPUS é investigado na solução das equações de Navier-
Stokes para a simulação direta de escoamentos incompresśıveis 3D com superf́ıcies
livres móveis. Para avaliar os resultados obtidos com o esquema, fazem-se com-
parações quantitativas e qualitativas contra resultados teóricos, numéricos e expe-
rimentais consagrados na literatura. Para isto, consideram-se os seguintes proble-
mas: o do colapso de um bloco de fluido (Broken-dam), o do ressalto hidráulico
circular e dos jatos oscilantes (Jet Buckling) nas configurações circular e planar.
Na simulação destes problemas tridimensionais não estacionários e com superf́ıcie
livre utiliza-se o esquema EPUS com λ = 95.

8.1 Colapso de um Bloco de Fluido

Este problema, já apresentado na Subseção 7.2.1 para o caso 2D, é resolvido aqui
para o caso 3D. As soluções numéricas obtidas com o esquema EPUS são com-
paradas com as soluções numéricas, teóricas e experimentais apresentadas por
Colagrossi e Landrini [12].

Teste-1: neste teste, simula-se o problema do colapso de um bloco de fluido
apresentado na Figura 8.1. Este problema é muito útil em engenharia para o
entendimento do escoamento de água em barragens (ver, por exemplo, [3]).

Para esta simulação consideram-se condição de contorno free-slip aplicada nas
paredes ŕıgidas e os seguintes dados:

– Malha: 150× 50× 80 células computacionais (δx = δy = δz = 0.002);
– Domı́nio: 0.3m× 0.1m× 0.16m;
– Escala de comprimento: L0 = 0.1m;
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g

0.16m

0.1m

0.3m

0.05m

0.088m

Figura 8.1: Ilustração esquemática para o problema do colapso de um bloco de
fluido.

– Escala de velocidade: U0 =
√
gL0 = 0.99045444m/s;

– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 10−6m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 99045.444.

Na Figura 8.2, a solução numérica obtida com o esquema EPUS para o espalha-
mento horizontal (xmax) é comparada com os dados apresentados por Colagrossi
e Landrini [12]. A partir desta figura, pode-se observar que o novo esquema apre-
senta resultados satisfatórios, mostrando concordância com os dados da literatura.
Em particular, os dados numéricos com o EPUS concordam muito bem com dados
numéricos de BEM e Level Set.
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/
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Figura 8.2: Comparação das soluções para o problema do colapso de um bloco de
fluido.

Para ilustração, nas Figuras 8.3, 8.4 e 8.5 são apresentados os campos da
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pressão e das velocidades nas direções x e z, mostrando a evolução da superf́ıcie
livre 3D.

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 8.3: Campo da pressão para o problema do colapso de um bloco de fluido
em diferentes tempos.

t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 8.4: Campo da velocidade na direção x para o problema do colapso de um
bloco de fluido em diferentes tempos.
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t = 0.05s t = 0.1s

t = 0.15s t = 0.2s

Figura 8.5: Campo da velocidade na direção z para o problema do colapso de um
bloco de fluido em diferentes tempos.

8.2 Ressalto Hidráulico Circular

Nesta seção, o esquema EPUS é aplicado para simular o fenômeno salto hidráulico
circular já discutido na Subseção 7.4.1. Para isso, dois testes diferentes são consi-
derados.

Teste-2: o ressalto hidráulico circular é simulado aqui para o número de Rey-
nolds Re = 250, da mesma forma como já apresentado na Subseção 7.4.1 para
o caso axissimétrico, só que agora usando as equações de Navier-Stokes 3D. A
solução obtida também é comparada com o experimento apresentado em Rai [45].
Para a simulação, utilizam-se a condição de contorno no-slip e os seguintes dados:

– Malha: 100× 100× 35 células computacionais (δx = δy = δz = 0.001);
– Domı́nio: 0.1× 0.1× 0.035;
– Raio do injetor: ri = 0.004m;
– Altura do injetor: hi = 0.00075m;
– Escala de comprimento: L0 = 2ri = 0.008m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 0.375m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 1.2 · 10−5m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 250.

Os resultados obtidos nesta simulação são apresentados na Figura 8.6, onde faz-
se uma comparação com resultados experimentais. A partir desta figura, pode-se
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observar que, assim como no caso axissimétrico, o esquema EPUS simula com
sucesso o fenômeno do ressalto hidráulico circular no caso tridimensional.

(a) (b)

Figura 8.6: Ilustração do ressalto hidráulico circular para Re = 250: resultados
(a) experimental e (b) simulado pelo esquema EPUS.

Teste-3: neste teste o fenômeno do ressalto hidráulico circular é simulado para
o número de Reynolds Re = 1000, em que a formação de instabilidades f́ısicas após
o salto hidráulico é mais evidente que no Teste-2. A solução obtida pelo esquema
EPUS é comparada aqui com o experimento de Ellegard [17]. Para isso, utilizam-se
a condição de contorno no-slip e os seguintes dados:

– Malha: 120× 120× 10 células computacionais (δx = δy = δz = 0.005);
– Domı́nio: 0.6× 0.6× 0.05;
– Raio do injetor: ri = 0.025m;
– Altura do injetor: hi = 0.001m;
– Escala de comprimento: L0 = 2ri = 0.005m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 1m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 5 · 10−5m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 1000.

A Figura 8.7 mostra os resultados numéricos com o EPUS comparados com o
experimento de Ellegard. A partir desta figura, observa-se que o esquema EPUS
simula satisfatoriamente o fenômeno do ressalto hidráulico circular tridimensional
para o caso de um alto valor do número de Reynolds.
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(a) (b)

Figura 8.7: Ilustração do ressalto hidráulico circular para Re = 1000: resultados
(a) experimental e (b) simulado pelo esquema EPUS.

8.3 Jato Circular Oscilante

O fenômeno do jato circular oscilante é caracterizado pela formação de oscilações
f́ısicas (instabilidades) do fluido ao longo de seu escoamento (para mais detalhes,
ver Cruickshank [14] e Ville [63]). Essas oscilações ocorrem quando um fluido
altamente viscoso, e sob à ação da gravidade, incide perpendicularmente sobre uma
superf́ıcie ŕıgida impermeável (ver esquema Figura 8.8). Este fenômeno ocorre com
muita frequência em aplicações industriais, como na moldagem por injeção de um
propergol em cavidades com geometrias complexas. As instabilidades neste caso
surgem durante a fase de enchimento do molde (ver, por exemplo, Ville [63]).

Nos últimos 40 anos, tem sido um grande desafio para os pesquisadores en-
tender este tipo de escoamento (ver, por exemplo, [63]). A partir de diversos
experimentos foi posśıvel observar que as instabilidades ocorrem quando se obede-
cem determinadas relações de dois parâmetros cŕıticos. Uma delas é a razão H/d
(comprimento da queda/diâmetro do injetor), a qual deve ser maior que o valor
cŕıtico (H/d)c = 7.2. A outra é o adimensional Re, que deve ser menor que o
valor cŕıtico Rec = 1.2 (para mais detalhes, ver Cruickshank [14]). É importante
observar que, muito embora o esquema EPUS tenha sido planejado para simular
problemas a altos Reynolds, ele também é útil para problemas a baixos Reynolds,
como é mostrado a seguir.

Para a simulação deste fenômeno, consideram-se dois testes diferentes, sendo
que para ambos adota-se condição de contorno no-slip.

Teste-4: neste teste, o problema do jato circular oscilante é simulado utilizando-
se os seguintes dados:

– Malha: 50× 50× 63 células computacionais (δx = δy = δz = 0.02);
– Domı́nio: 1m× 1m× 1.26m;
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Injetor

Superf́ıcie ŕıgida

hi

d

H

Figura 8.8: Ilustração esquemática para o problema do jato circular oscilante.

– Diâmetro do injetor: d = 0.08m;
– Altura do injetor: hi = 0.2m;
– Escala de comprimento: L0 = d = 0.08m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 1m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 0.278m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 0.288.

O valor da relação H/d é 12.5. Este valor, juntamente com o número de
Reynolds, permite verificar que as restrições para a formação das instabilidades
(condições de Cruickshank) estão satisfeitas. A simulação do jato circular osci-
lante referente a este teste é apresentada na Figura 8.9, onde pode-se observar
claramente que o esquema EPUS captura com sucesso o fenômeno.

Teste-5: neste teste, o caso Teste-4 é simulado novamente diminuindo-se pela
metade o diâmetro do injetor. Para tanto, utilizam-se os seguintes dados:

– Malha: 100× 100× 123 células computacionais (δx = δy = δz = 0.01);
– Domı́nio: 1m× 1m× 1.23m;
– Diâmetro do injetor: d = 0.04m;
– Altura do injetor: hi = 0.2m;
– Escala de comprimento: L0 = 2d = 0.08m;
– Escala de velocidade (velocidade de injeção): U0 = 1m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 0.278m2/s;
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t = 1s t = 3s

t = 4s t = 6s

t = 8s t = 14s

Figura 8.9: Ilustração dos resultados obtidos pelo EPUS para o fenômeno do jato
circular oscilante (Teste-4).
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– Número de Reynolds: Re = 0.288.

A razão H/d é 25, a qual, juntamente com o número de Reynolds satisfazem as
condições de Cruickshank. A simulação deste teste está ilustrada na Figura 8.10,
onde compara-se a solução calculada com o EPUS com resultados experimentais
(ver [39]). Mais uma vez, vê-se por essa comparação que, de fato, o esquema EPUS
captura o fenômeno. Vale ressaltar ainda o fato de que, diminuindo-se o diâmetro
do injetor (ou seja, aumentando a razão H/d), surgem algumas deficiências na
formação das oscilações circulares, diferentemente dos resultados apresentados no
Teste-4.

8.4 Jato Planar Oscilante

Este problema apresenta caracteŕısticas semelhantes ao jato circular oscilante.
Para este caso, considera-se um injetor retangular (ver Figura 8.11), o qual propor-
ciona a formação de dobras quando o fluido (altamente viscoso) atinge a superf́ıcie
ŕıgida (ver, por exemplo, [63]).

Simula-se aqui o seguinte teste, com condição no-slip aplicada ao contorno
ŕıgido.

Teste-6: neste teste, o problema do jato planar oscilante é simulado com os
seguintes dados:

– Malha: 146× 66× 213 células computacionais (δx = δy = δz = 0.005);
– Domı́nio: 0.73m× 0.33m× 1.065m;
– Dimensões do injetor: d = 0.2m, Li = 0.02m e hi = 0.05m;
– Escala de comprimento: L0 = d = 0.2m;
– Escala de velocidade: U0 = 1m/s;
– Coeficiente de viscosidade cinemática: ν = 0.278m2/s;
– Número de Reynolds: Re = 0.72.

Os resultados obtidos nesta simulação são apresentados na Figura 8.12, a partir
da qual pode-se inferir que o esquema EPUS captura com bom desempenho o
fenômeno do jato planar oscilante, formando com sucesso as dobras que surgem
quando o fluido toca a superf́ıcie ŕıgida.
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t = 1.5s

t = 2.8s

t = 5.1s

t = 9.4s

Figura 8.10: Ilustração do jato circular oscilante para o Teste-5: resultados (a)
experimental e (b) simulado com o esquema EPUS.
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Injetor

Superf́ıcie ŕıgida

hi

Lid

Figura 8.11: Ilustração esquemática para o problema do jato planar oscilante.

Exerćıcios

1. Qual condição de contorno é mais adequada, do ponto de vista f́ısico, para
se aplicar no problema do colapso de um bloco de fluido?
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t = 0.2s t = 0.4s

t = 0.6s t = 0.8s

t = 1.0s t = 1.6s

Figura 8.12: Ilustração dos resultados obtidos pelo EPUS para o fenômeno do jato
planar oscilante no Teste-6.



Apêndice A

EPUS e a Propriedade TVD

Como visto no Caṕıtulo 4, o esquema EPUS é dependente de um parâmetro livre
λ. No entanto, como uma das principais propriedades do esquema é que ele satis-
faça a restrição TVD de estabilidade, deve-se determinar para quais parâmetros
o esquema EPUS satisfaz essa propriedade. O intervalo de λ para o qual o EPUS
é TVD foi apresentado no Caṕıtulo 4 e é dado por 16 ≤ λ ≤ 95. Neste apêndice
demonstra-se como este intervalo foi obtido.

Considere o esquema EPUS escrito em variáveis normalizadas:

φ̂f=







−4(λ− 24)φ̂8U + 16(λ− 23)φ̂7U + (528− 25λ)φ̂6U
+(19λ− 336)φ̂5U + (80− 7λ)φ̂4U + λφ̂3U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(A.0.1)

Na seção 3.5 apresenta-se a seguinte relação entre variáveis normalizadas e a
restrição TVD:

{

φ̂U ≤ φ̂f ≤ min{1, 2φ̂U} , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂f = φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1],
(A.0.2)

em que dado um esquema em variáveis normalizadas, se a restrição acima for sa-
tisfeita, então tem-se um esquema TVD. A partir destas relações, demonstra-se a
seguir que de fato para os valores de λ ∈ [16, 95] tem-se que o esquema EPUS é
TVD.

Demonstração:
Claramente observa-se que a segunda condicional de (A.0.2) é diretamente

satisfeita pela segunda condicional de (A.0.1), em que φ̂f = φ̂U para φ̂U /∈ [0, 1].
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Com isso, falta demonstrar a primeira condicional de (A.0.2). Para isso,
demonstra-se as três seguintes condições:

(1) φ̂f ≥ φ̂U para φ̂U ∈ [0, 1]:

Considere r1 = φ̂f − φ̂U . Substituindo a primeira condicional de (A.0.1) em
r1, tem-se

r1= − 4(λ−24)φ̂8U+16(λ−23)φ̂7U+(528−25λ)φ̂6U+(19λ−336)φ̂5U+

+ (80−7λ)φ̂4U+λφ̂
3
U .

Com isso, tem-se que mostrar que r1 ≥ 0 para φ̂U ∈ [0, 1]. Para calcular quais
parâmetros λ satisfazem essa condição, utilizou-se um programa em linguagem C,
o qual varre valores inteiros de λ de 0 a 1000. A partir deste programa, obteve-se
que os valores para os quais r1 ≥ 0 são λ ∈ [16, 1000].

(2) φ̂f ≤ 2φ̂U para φ̂U ∈ [0, 0.5]:

Considere r2 = φ̂f − 2φ̂U . Substituindo a primeira condicional de (A.0.1) em
r2, tem-se

r2= − 4(λ−24)φ̂8U+16(λ−23)φ̂7U+(528−25λ)φ̂6U+(19λ−336)φ̂5U+

+ (80−7λ)φ̂4U+λφ̂
3
U−φ̂U .

Com isso, tem-se que mostrar que r2 ≤ 0 para φ̂U ∈ [0, 0.5]. Para calcular
quais parâmetros λ satisfazem essa condição, utilizou-se o mesmo programa do
caso (1), a partir do qual obtiveram-se que os valores para os quais r2 ≤ 0 são
λ ∈ [0, 95].

(3) φ̂f ≤ 1 para φ̂U ∈ [0.5, 1]:

Considere r3 = φ̂f − 1. Substituindo a primeira condicional de (A.0.1) em r3,
tem-se

r3= − 4(λ−24)φ̂8U+16(λ−23)φ̂7U+(528−25λ)φ̂6U+(19λ−336)φ̂5U+

+ (80−7λ)φ̂4U+λφ̂
3
U+φ̂U−1.

Com isso, tem-se que mostrar que r3 ≤ 0 para φ̂U ∈ [0.5, 1]. Utilizando o
mesmo programa dos casos anteriores para varrer os valores de λ obteve-se que os
valores para os quais r3 ≤ 0 são λ ∈ [0, 1000].

Para obter o intervalo final de valores de λ para os quais o esquema EPUS
é TVD, faz-se a interseção dos 3 intervalos obtidos nos casos (1), (2) e (3),
resultando em λ ∈ [16, 95]. Com isso, conforme visto ao longo deste trabalho,
apenas valores dentro deste intervalo foram utilizados para aplicar o esquema
EPUS.



Apêndice B

Esquema Desenvolvido Sem
Parâmetro Livre

Desenvolveu-se também um outro esquema com as mesmas propriedades do es-
quema EPUS, no entanto sem a presença de um parâmetro livre. Este novo es-
quema foi testado em várias leis de conservação 1D e 2D, no entanto, como o
esquema EPUS apresentou melhores resultados em todos estes testes, o esquema
sem parâmetro livre foi desconsiderado como nova proposta neste trabalho, sendo
apresentado apenas como apêndice.

No desenvolvimento do esquema sem parâmetro livre foram impostas oito
condições para sua derivação (as mesmas utilizadas no desenvolvimento do es-
quema EPUS). Sendo assim, para o desenvolvimento do esquema considerou-se
um polinômio de grau sete, da forma

φ̂f (φ̂U )=







a7φ̂
7
U+a6φ̂

6
U+a5φ̂

5
U+a4φ̂

4
U+

+a3φ̂
3
U+a2φ̂

2
U+a1φ̂U+a0, se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

(B.0.1)

Na determinação dos coeficientes a0, ..., a7 foram impostas, primeiramente, as
condições de Leonard, como segue:

• passar pelo ponto O(0, 0);

• passar pelo ponto P (1, 1);

• passar pelo ponto Q(0.5, 0.75) (condição necessária e suficiente para atingir
segunda ordem de precisão);
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• ter inclinação de 0.75 no ponto Q (condição necessária e suficiente para
alcançar terceira ordem).

Aplicando tais condições em (B.0.1), tem-se

• φ̂f (0) = 0:

a0 = 0; (B.0.2)

• φ̂f (1) = 1:

a7 + a6 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1 = 1; (B.0.3)

• φ̂f (0.5) = 0.75:

a7 + 2a6 + 4a5 + 8a4 + 16a3 + 32a2 + 64a1 = 96; (B.0.4)

• φ̂
′

f (0.5) = 0.75:

7a7 + 12a6 + 20a5 + 32a4 + 48a3 + 64a2 + 64a1 = 48. (B.0.5)

Em adição a isso, para fechar o sistema, considerou-se que o polinômio de grau
sete seja uma função de classe C2, assim como feito para o esquema EPUS.

Para isso, as seguintes condições devem ser satisfeitas, sendo que as duas pri-
meiras determinam que ele seja de classe C1 e as duas últimas que se estenda para
classe C2, as quais seguem aplicadas em (B.0.1):

• φ̂
′

f (0) = 1:

a1 = 1; (B.0.6)

• φ̂
′

f (1) = 1:

7a7 + 6a6 + 5a5 + 4a4 + 3a3 + 2a2 + a1 = 1; (B.0.7)

• φ̂
′′

f (0) = 0:

a2 = 0; (B.0.8)

• φ̂
′′

f (1) = 0:

42a7 + 30a6 + 20a5 + 12a4 + 6a3 + 2a2 = 0. (B.0.9)
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Com a resolução do sistema formado por (B.0.2)-(B.0.9), obtém-se

a7 = 16; a6 = −72; a5 = 120; a4 = −88; a3 = 24; a2 = 0; a1 = 1; a0 = 0.

Finalmente, o esquema sem parâmetro livre, em variáveis normalizadas, é dado
por

φ̂f =

{

16φ̂7U − 72φ̂6U + 120φ̂5U − 88φ̂4U + 24φ̂3U + φ̂U , se φ̂U ∈ [0, 1],

φ̂U , se φ̂U /∈ [0, 1].

Utilizando a definição de variáveis normalizadas (NV), tem-se a equação do
esquema sem parâmetro livre em variáveis não-normalizadas:

φf=

{

φR+(φD−φR)
[

16φ̂7U−72φ̂6U+120φ̂5U−88φ̂4U+24φ̂3U+φ̂U
]

, se φ̂U ∈ [0, 1],

φU , se φ̂U /∈ [0, 1].

Ainda, pode-se reescrever o esquema na forma de limitador de fluxo, o qual é
dado por

ψ(rf ) =















16r4f + 48r3f
(1 + rf )6

, se rf ≥ 0,

0, se rf < 0.
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Apêndice C

Software CLAWPACK

Para resolver as leis de conservação 1D dadas pela equação (2.1.1), consideram-se
estas equações escritas na forma quase-linear, a qual é dada por

φt +A(x, t)φx = 0, (C.0.1)

em que A(x, t) é a matriz jacobiana F ′(φ(x, t)) = A(x, t). Para resolver (C.0.1)
é empregado o algoritmo a seguir, o qual é conhecido como algoritmo REA (para
detalhes, ver LeVeque [31]):

• Passo 1: Substitui-se a solução pontual por uma distribuição constante por
partes;

• Passo 2: Resolve-se o problema de Riemann aproximado pelo método de
Roe. O solucionador do problema de Riemann retorna, para quaisquer dois
estados φi−1 e φi, um conjunto de M ondas definidas como

M
∑

q=1

Wq

i− 1

2

= φi − φi− 1

2

= ∆φi− 1

2

,

e as flutuações

A−∆φi− 1

2

=

M
∑

q

(ŝq)−Wq

i− 1

2

,

A+∆φi− 1

2

=

M
∑

q

(ŝq)+Wq

i− 1

2

,

onde (ŝq)− = min(λ̂, 0) e (ŝq)+ = max(λ̂, 0), em que λ̂ é o autovalor da
matriz A.
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• Passo 3: Aplica-se a fórmula de atualização, as quais são dadas utilizando-se
o método de Godunov de primeira ordem ou sua variante de segunda ordem
com termo de correção (proposta por LeVeque [31]):

- método de primeira ordem de Godunov:

φn+1
i = φni − δt

δx

(

A+∆φi− 1

2

+A−∆φi+ 1

2

)

;

- método de primeira ordem de Godunov com termo de correção:

φn+1
i = φni − δt

δx

(

A+∆φi− 1

2

+A−∆φi+ 1

2

)

− δt

δx

(

F̃i+ 1

2

− F̃i− 1

2

)

,

em que

F̃i− 1

2

= A+φi +A−φi−1 +
1

2
|A|
(

I − δt

δx
|A|
)

(φi − φi−1),

com

φi − φi−1 =

M
∑

q

α̃i− 1

2

ŝq e α̃i− 1

2

= αi− 1

2

ψ(rq
i− 1

2

).

Ainda, α = R−1δ, R é a matriz dos autovetores, δ = φi−φi−1, ψ são as
funções limitadores de fluxo e rq

i− 1

2

é a razão dos gradientes consecutivos

definida por

rq
i− 1

2

=
αq

I− 1

2

αq

i− 1

2

, em que I =

{

i− 1, λq ≤ 0,

i+ 1, λq > 0,

com λq autovalores de R.

É importante observar que qualquer esquema convectivo pode ser implemen-
tado no software CLAWPACK, desde que se obtenha seu limitador de fluxo. Neste
trabalho, todos os esquemas de alta resolução apresentados no Caṕıtulo 2 foram
implementados neste pacote computacional.
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Equações Médias de Reynolds, 23

free-slip, 23
Freeflow, 51

GENSMAC, 51

Harten, 32

Jet Buckling, 111

Leonard, 29
Limitador de Fluxo, 30

malha deslocada, 51
Modelagem κ− ε da Turbulência, 24
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