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Bibliotecária: Maria Luiza Fernandes Jardim Froner

Diniz, Geraldo L.
Equações de diferenças e sistemas com aplicações biológicas - São Carlos,
SP: SBMAC, 2011, 62 p., 20.5 cm - (Notas em Matemática Aplicada; v. 54)
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A minha amada esposa,
dedico estas notas



...
Mit einem entzündet sie ihr Haar

und dreht auf einmal mit gewagter Kunst
ihr ganzes Kleid in diese Feuersbrunst,

aus welcher sich, wie Schlangen die erschrecken,
die nackten Arme wach und klappernd strecken.

...

...
Com o olhar, a bailarina inflama a cabeleira

e, com arte ousada, de um só golpe distende o
seu vestido todo num rodopiar de incêndio

do qual, serpentes, em desnudez e susto vão
surgir os braços despertos, num bater de mãos.

...
Trecho do poema “Spanische tänzerin” (Bailarina espanhola).

de R. M. Rilke.
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Prefácio

As notas apresentadas a seguir foram elaboradas para dar suporte a um curso
introdutório de equações de diferenças, através de aplicações biológicas, tendo
como ponto de partida os processos discretos, que são predominantes em sistemas
da natureza. Neste sentido, foi feita a opção para trabalhar os conceitos essen-
ciais das equações de diferenças, mais adequadas para a modelagem de processos
discretos.

Como pré-requisito para um bom acompanhamento destas notas, é interessante
que o leitor já esteja familiarizado com os conceitos de funções e gráficos, variação
média e instantânea de funções, especialmente as funções polinomiais, exponencias
e logaŕıtmicas.

O texto foi elaborado de forma que sua leitura possa despertar no leitor uma
nova visão dos fenômenos que ocorrem na natureza, através do olhar matemático,
mas sem perder o foco do fenômeno que se deseja estudar, ou seja, ao solucionar o
problema matemático que se originou de um fenômeno real, é importante entender
a solução do ponto de vista da realidade, em termos de validade e aproximação de
resultados reais.

Toda contribuição para a melhoria do texto, bem como a abordagem e inclusão
de tópicos que possam complementar estas notas, será sempre bem vinda e poderá
ser encaminhada ao autor, que se coloca a disposição para a troca de informações
e experiências.

Cuiabá, 9 de Novembro de 2011.

Geraldo Lúcio Diniz
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Caṕıtulo 1

Modelagem matemática e

equações de diferenças

1.1 Introdução

A modelagem matemática pode ser definida como a descrição através do fer-
ramental matemático de um evento, processo ou elemento do universo, seja ele ser
vivo ou não. Com a modelagem é posśıvel fazer um estudo do objeto modelado,
permitindo novas deduções, ou conclusões, a cerca de sua validade pela comparação
de resultados obtidos da situação real com aqueles fornecidos pelo modelo.

A concepção do modelo, em geral, é feita a partir de simplificações da situação
original para buscar elementos matemáticos que possam descrever ou pelo menos
se aproximar da realidade sobre a qual se deseja estudar.

Nenhum modelo deve ser proposto de forma fechada ou definitiva, busca-se,
através de melhorias ou adequações cada vez mais complexas, aproximar cada vez
mais o modelo e a realidade.

Qualquer modelo matemático tem sua utilidade enquanto não é refutado ou
até que seja substituido por um mais adequado ou mais reaĺıstico. Nem sempre,
refutar um modelo é uma tarefa fácil, mesmo que ele esteja baseado em concepções
errôneas. A percepção de contradições intŕınsecas do modelo pode levar muito
tempo e, às vezes, nem sempre é obtida.

1.1.1 Modelo do universo de Ptolomeu

Historicamente, um dos primeiros modelos que teve grande repercussão foi
aquele proposto pelo matemático, geógrafo, astrólogo e o mais célebre astrônomo
da antiguidade, o grego Cláudio Ptolomeu (90-170 d.C.). Ptolomeu desenvolveu
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suas pesquisas na cidade de Alexandria e sua grande obra, sem dúvida alguma, foi
o Almagesto, no qual ele descreve um modelo para o universo.

Em seu modelo, Ptolomeu pressupunha que a Terra era imóvel e que o Sol
se deslocava em ćırculos em torno dela, dando origem aos dias e noites. Apesar
de suas contradições, atualmente identificáveis, este modelo foi tido como verdade
absoluta por 14 séculos, principalmente pela sua concepção em termos da perfeição
da criação divina, colocando o homem como centro do Universo.

Este modelo, conhecido como geocêntrico, no qual a Terra é o centro do uni-
verso, em torno do qual os astros orbitam em trajetórias circulares (denominados
epiciclos - ver Figura 1.1(a)), foi concebido no século II d.C. e foi aceito por 14
séculos como verdadeiro, até que o astrônomo polonês Nicolau Copérnico (1473-
1543), no século XVI, formulou e apresentou a teoria do heliocentrismo1 (ver
Figura 1.1(b)).

Mais tarde, a teoria heliocêntrica foi apoiada pelas descobertas de Galileu Ga-
lilei (1564-1642), através de suas observações com o telescópio refrator, com o qual
pode observar as manchas solares, as montanhas na lua, a fases de Vênus, os qua-
tro satélites de Júpiter, os anéis de Saturno e as estrelas da Via Láctea. Com
isso, Galileu apresentava a imperfeição dos astros, o que resultou na perseguição
de Galileu no peŕıodo da inquisição.

(a) Modelo geocêntrico (b) Modelo heliocêntrico

Figura 1.1: Modelos para mecânica celeste

Do ponto de vista cient́ıfico, o modelo de Copérnico se consolidou com o traba-
lho apresentado pelo astrônomo, matemático e astrólogo alemão Johannes Kepler
(1571-1630), que formulou as três leis fundamentais da mecância celeste (conhe-
cidas como leis de Kepler), com base nas medições precisas do astrônomo dina-
marquês Tycho Brahe (1546-1601), no qual as órbitas circulares são substitúıdas
por órbitas eĺıpticas, com o Sol ocupando um dos focos.

Mesmo no modelo proposto por Copérnico, o homem (maior criação divina e

1Neste modelo, o Sol ocupa o centro do universo, em torno do qual os planetas e estrelas
orbitam.
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integrante do sistema solar – conforme o pensamento doutrinário da época) ocupa
ainda o centro do Universo, o que atendia em parte os interesses da Igreja Católica.

1.1.2 Do problema real ao modelo matemático

A concepção do modelo matemático, nem sempre é uma tarefa fácil, a grande
dificuldade está na identificação das caracteŕısticas relevantes da realidade, que
devem ser consideradas e expressas no modelo a ser proposto.

Ao se deparar com a questão fundamental que se procura apreender da reali-
dade é que se começa a construir o modelo, a partir de premissas que possam ser
traduzidas para a linguagem matemática, que em última instância, nada mais é do
que uma linguagem (ou ferramental) com a qual se pode abstrair (ou descrever) a
realidade.

O processo de construção do modelo é muito rico e quanto maior a fertilidade
de idéias e concepções, melhor será a modelagem. Atualmente, este processo vem
ocorrendo nas mais variadas áreas do conhecimento, de forma que quanto mais
desenvolvida for a Matemática, maior será a gama de recursos para se descrever a
realidade.

Neste sentido, uma aproximação entre conhecimento e tecnologia tem proporci-
onado avanços significativos no processo de construção do conhecimento, chegando
ao extremo de se tornarem cada vez mais interdependentes. De modo que o pro-
gresso do conhecimento está cada vez mais atrelado ao progresso da tecnologia e
vice-versa.

Nestas notas, serão realizadas algumas atividades no sentido de se construir
alguns modelos matemáticos para descrever determinados fenômenos observados
na natureza e que deverão ser descritos através de formulações matemáticas a
partir da realidade vivida e dos conhecimentos dispońıveis, de modo a se obter o
modelo matemático que corresponda a realidade, o mais próximo posśıvel.
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1.2 Modelagem através de equações de diferenças

com aplicações

1.2.1 Conceitos básicos

1.2.1.1 Introdução

Para processos discretos no tempo, ou seja, que ocorrem em intervalos regula-
res, tais como: uma vez ao dia, ou em ciclos mensais, em que o estágio seguinte
depende do estágio anterior, naturalmente podem ser descritos matematicamente
por equações de diferenças (ou fórmulas de recorrência), que estabelecem uma
relação entre os termos de uma sucessão.

Utilizando a seguinte notação para sucessões

{xn} = {x0, x1, x2, · · · }

tem-se o seguinte exemplo, com a notação acima, para uma equação de dife-
renças na forma

xn+2 = xn+1 + xn (1.2.1)

Esta equação descreve a formação de cada elemento, a partir do terceiro,
somando-se os dois antecedentes e conhecidos os dois elementos iniciais. Para
o caso em que x0 = x1 = 1, esta equação de recorrência produz a denominada
sequência (ou sucessão) de Fibonacci, proposta pelo matemático italiano Leonardo
de Pisa no século XIII, dada por

{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, · · · }

Esta sequência está associada a algumas aplicações interessantes desde a anti-
guidade, relacionadas ao número áureo (ou número de ouro), tais como o retângulo
áureo utilizado para as dimensões de faxada em algumas construções gregas, como
por exemplo o Partenon em Atenas, constrúıdo pelo célebre arquiteto grego Phi-
dias, bem como a espiral de Arquimedes, constrúıda através dos arcos de quarto
de circunferências inscritas nos sucessivos quadrados (conforme a Figura 1.2(b)),
que aparece em fenômenos naturais, como por exemplo, nas linhas formada pelas
sementes na flor do girassol (ver Figura 1.3(a)) ou nas espirais do abalone2 (Figura
1.3(b)).

O limite da razão entre dois termos consecutivos da sequência de Fibonacci
xn+1

xn

, quando n tende ao infinito, resulta na chamada proporção áurea denotada3

2Crustáceo comum nas águas do Paćıfico e no Golfo do México, cuja carne é apreciada na
Ásia, sua concha é usada na fabricação de jóias e bijuterias.

3Em homenagem ao arquiteto e escultor grego Phideas



Modelagem através de equações de diferenças com aplicações 15

(a) Sequência de Fibonacci (b) Espiral de Arquimedes

Figura 1.2: Exemplos do retângulo áureo, associado a sequência de Fibonacci e
espiral de Arquimedes

(a) Sementes de girassol (b) Sashimi de abalone

Figura 1.3: Exemplos da espiral de Arquimedes, presentes em elementos da natu-
reza

por φ, onde

φ =
1 +

√
5

2
≈ 1, 61803398875...

Uma aplicação envolvendo esta sequência será apresentada mais adiante.

1.2.1.2 Equações de diferenças lineares

Definição 1.1. A forma geral de uma equação de diferenças linear, de primeira
ordem, é dada por

a1xn+1 + a2xn = a3 (1.2.2)
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onde ai são coeficientes ou parâmetros da equação e xj são os termos da sucessão.
No caso em que a3 = 0, a equação é denominada homogênea . A classificação

de primeira ordem se deve ao fato que a maior diferença entre a ordem dos termos
da sucessão que aparecem na equação é de ordem 1.

Definição 1.2. Para a equação de diferenças linear, de segunda ordem, a forma
geral é dada por

a1xn+2 + a2xn+1 + a3xn = a4 (1.2.3)

Neste caso, a maior diferença entre as ordens dos termos da sucessão é 2, pois
(n+2 - n = 2). Assim com no caso anterior (eq. 1.2.2), quando a4 = 0 a equação
é dita homogênea.

Definição 1.3. Assim, sucessivamente, se define uma equação de diferenças li-
near, de ordem m, como sendo toda equação da forma

a1xn+m + a2xn+m−1 + ... + am+1xn = am+2 (1.2.4)

No caso em que os parâmetros ai são constantes (reais ou complexos), a equação
recebe a classificação adicional de equações de diferenças lineares com coeficientes
constantes.

Uma equação de diferenças pode ser escrita de várias formas equivalentes, por
exemplo, na equação (1.2.4) ao substituir o ı́ndice n por n − 1 se obtém uma
equação equivalente. No entanto, em geral, as equações de diferenças são escritas
de forma que o termo de ordem mais baixa na equação seja xn.

Definição 1.4. Dada uma equação de diferenças, se denomina solução geral de
uma equação diferencial a forma geral do termo de ordem n, que satisfaz a equação
de diferenças.

A solução geral de uma equação de diferenças pode ser obtida por algumas
técnicas espećıficas, sem recorrer ao cálculo de todos os n termos antecedentes.
Uma abordagem mais completa deste tema pode ser encontrada em [9].

Se duas sucessões {xn} e {yn} são soluções de uma equação de diferenças linear,
então a diferença entre elas também é solução da equação homogênea correspon-
dente [9].

Desta forma, qualquer combinação linear das soluções de uma equação de dife-
renças linear homogênea, também será solução desta mesma equação, ou seja, as
soluções de uma equação de diferenças linear homogênea definem um sub-espaço
vetorial4

4Consulte um livro de Álgebra Linear, para conhecer e aprofundar estes conceitos, como por
exemplo em [3].
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Nas seções seguintes serão apresentadas algumas equações de diferenças linea-
res, “constrúıdas” a partir de problemas biológicos, bem como a solução para cada
caso.

1.2.2 Divisão celular

1.2.2.1 O Modelo:

Hipóteses:

{
1 - Divisão sincronizada da população de células;
2 - Cada célula produz “a” células filhas;

Definindo M1, M2, M3, · · · , Mn como sendo o número total de células nas
gerações 1, 2, 3, · · · , n; então, uma equação simples que relaciona duas gerações
sucessivas, por exemplo, para as gerações n + 1 e n, pode ser escrita na forma

Mn+1 = aMn (a > 0) (1.2.5)

Assim, qual seria o tamanho da população após n gerações?
Aplicando a equação (1.2.5) recursivamente e supondo que inicialmente existem

M0 células no meio ou cultura, se obtém

M1 = aM0 ⇒ M2 = aM1 = a[aM0] = a2M0 ⇒
M3 = aM2 = a(a2M0) = a3M0;

dáı,

Mn+1 = aMn = a[aMn−1] = a{a[aMn−2]} = · · · = an+1M0 (1.2.6)

Assim, para uma geração n qualquer, o número de células (supondo existirem
M0 células inicialmente) será dada por:

Mn = anM0 (1.2.7)

Demonstração: Para demonstrar que (1.2.7) é solução de (1.2.5), basta substitúı-
la na equação de diferenças e verificar que ela satisfaz a equação (1.2.5), como se
segue

Mn+1 = an+1M0 e Mn = anM0 ⇒ aMn = a anM0 = an+1M0 = Mn+1

A magnitude de “a” é que irá determinar se a população aumenta ou diminui
nas gerações sucessivas, da seguinte forma:

– Se a > 1, então Mn aumenta nas gerações sucessivas;

– Se a = 1, então Mn será constante em todas as gerações;

– Se a < 1, então Mn decresce nas gerações sucessivas.
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1.2.2.2 Problemas:

1. Suponha que numa cultura existam, inicialmente, 120 células e que cada
célula produz 2 filhas ao se dividir. Quantas células existirão na décima
geração? E na vigésima?

2. Num processo de engenharia genética, usam-se duas células de uma mesma
geração para se obter uma nova célula. Sabendo que numa cultura expe-
rimental existem 2.024 células, quantas deverão existir após ser aplicado o
procedimento 5 vezes, sucessivamente.

1.2.3 Populações de insetos

1.2.3.1 Considerações iniciais:

– Insetos geralmente têm mais de um estágio de desenvolvimento no seu ciclo
de vida, desde o nascimento até atingir a maturidade.

– O ciclo completo pode ter semanas, meses ou até mesmo anos.

– É comum usar uma única geração como unidade de tempo para descrever
um modelo de crescimento de populações de insetos.

– Alguns estágios podem ser descritos através de equações de diferenças.

– Um sistema de equações pode ser condensado a uma única equação que
combine os parâmetros que aparecem no sistema.

A aplicação apresentada a seguir se baseia num exemplo apresentado em [8].
Como exemplo, será considerada a reprodução de galhas5 de um af́ıdio6 do

álamo7.

Hipóteses:

De acordo com Whitham [18, apud [8]], esta espécie possui as seguintes carac-
teŕısticas

5São estruturas que se originam em determinado órgão de uma planta através de hipertrofia e
hiperplasia (anatomia vegetal) de tecidos, inibição do desenvolvimento ou modificação citológica
e/ou histoqúımica em resposta ao ataque de organismos indutores que podem ser v́ırus, bactérias,
fungos, nematódeos, ácaros ou insetos (denominados cecidógenos pelos ecólogos), geralmente
espećıficos à espécie (ou ao gênero ou famı́lia) da planta. São estruturas às vezes comparadas a
tumores.

6Insetos também conhecidos como pulgões de plantas
7Espécie de olmeiro ou choupo da famı́lia das salináceas, planta nativa da América do Norte.
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1. A fêmea adulta ovipõe nas folhas do álamo, neste local irá se desenvolver a
galha;

2. toda prole de um único af́ıdio está contida em uma galha;

3. uma fração desta prole irá eclodir e sobreviverá como adulto;

4. A capacidade de produção de prole (fecundidade) e a sobrevivência até a
reprodução dependem das condições ambientais, da qualidade de sua ali-
mentação e do tamanho de sua população.

Os fatores apresentados no item 4, momentaneamente, serão negligenciados
para se estudar um modelo simplificado, no qual todos os parâmetros são constan-
tes.

Primeiro, será definido:
an = o número de fêmeas adultas na geração n;
pn = o número de prole na geração n;
µ = a fração de mortalidade de af́ıdios jovens;
f = a fecundidade por fêmea, isto é, o número de prole produzido por cada fêmea;
r = razão de fêmeas do total de af́ıdios adultos.

Assim, a equação que modela este caso pode ser formulada por

pn+1 = f an (1.2.8)

onde an é o número de fêmeas na geração prévia; f é o número de prole por fêmea
de af́ıdio e pn+1 é o número de prole na geração n + 1

Como do total desta prole, apenas a fração (1−µ) sobrevive para a fase adulta,
apenas uma proporção final “r” será de fêmeas. Dáı, se obtém

an+1 = r (1 − µ) pn+1 (1.2.9)

As equações (1.2.8) e (1.2.9) descrevem a população de af́ıdios na geração n+1,
em função do total de fêmeas na geração n. A combinação delas leva a

an+1 = f r (1 − µ) an (1.2.10)

Para simplificação do modelo, se supôs que os parâmetros bióticos f , r e µ
fossem constantes. Desta forma, a solução8 da equação (1.2.10) que se obtém para
uma geração n qualquer é dada por

an = [f r (1 − µ)]na0 (1.2.11)

onde a0 é o número inicial de fêmeas adultas.

8Como no caso da divisão celular a solução pode ser obtida por recursividade a partir da
população inicial a0
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Fazendo λ = f r (1 − µ), este coeficiente representa o número per capita de
fêmeas adultas que cada mãe produz, dáı a solução pode ser escrita na forma

an = λna0 (1.2.12)

1.2.3.2 Problema:

Sabe-se que uma fêmea de af́ıdio produz em média 32 ovos e que a razão sexual
nesta população é igual a 1/2. A mortalidade dos jovens foi calculada em 75%.
Se, inicialmente, existem 100 fêmeas, descreva a população nas gerações n = 5, 8
e 100.

1.2.4 Procriação de lebres

Este problema foi proposto e solucionado por Fibonacci em 1202. Trata-se de
uma aplicação interessante da razão áurea, que foi proposto como exerćıcio em [8],
apresentado como se segue.

1.2.4.1 Estabelecendo o problema:

Suponha que um criador de lebres, estabeleça seu sistema de produção, de
modo que todo casal de lebres possa reproduzir-se somente duas vezes, quando
eles estão com 1 e 2 meses de idade (ver Figura 1.4). Além disso, suponha que
cada casal produza exatamente um novo casal de lebres a cada reprodução e que
todos sobrevivam para se reproduzir por duas vezes.

Figura 1.4: Diagrama para a procriação de lebres – fonte: [8, pág.32]

Assim, quantos casais o criador terá após n gerações?
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1.2.4.2 Definições:

Para obter o modelo matemático que representa este problema, se define as
seguintes variáveis:

– R0
n = número de casais nascidos na geração n;

– R1
n = número de casais com 1 mês de idade na geração n;

– R2
n = número de casais com 2 meses de idade na geração n.

Considerando as variáveis acima e que o número de casais que nascerá na
geração n + 1, será gerado pelos casais com 1 mês e 2 meses, na geração n, lem-
brando que cada casal produz apenas um novo casal. Assim, se obtém a seguinte
equação

R0
n+1 = R1

n+1 + R2
n+1 (1.2.13)

Como cada casal com 1 mês de idade na geração n + 1 nasceu na geração
anterior, ou seja,

R1
n+1 = R0

n (1.2.14)

e cada casal com 2 meses de idade na geração n + 1 nasceu na segunda geração
anterior, isto é,

R2
n+1 = R0

n−1 (1.2.15)

Dáı, levando (1.2.14) e (1.2.15) em (1.2.13) se chega a equação que modela o
problema, dada por

R0
n+1 = R0

n + R0
n−1 (1.2.16)

que é uma equação de diferenças de segunda ordem, linear e homogênea, que pode
ser reescrita conforme apresentado na seção 1.2.1.1 (ver página 16), por

R0
n+2 −R0

n+1 −R0
n = 0 (1.2.17)

1.2.4.3 Problema:

Supondo que o criador comece sua produção com apenas um casal. Dáı, usando
a forma recursiva dada pela equação (1.2.17), calcule a quantidade de casais que
nascerão na quinta e na décima gerações.
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1.2.5 Solução da equação de 2a ordem

Para se obter a solução geral da equação (1.2.17), semelhante ao caso da solução
(eq. 1.2.7) obtida para a equação de diferenças de 1a ordem (1.2.5) utilizada para
modelar o crescimento celular, considere R0

n = λn K, onde K é o número inicial
de casais de lebres.

Desta forma, se R0
n = λn K é solução de (1.2.17), então ela deve satisfazer esta

equação. Dáı, levando em (1.2.17), vem

λn+2K − λn+1K − λn K = 0 (1.2.18)

Agora, fatorando a equação (1.2.18) para λn K, se obtém

(λ2 − λ− 1)λn K = 0 (1.2.19)

Como por hipótese K 6= 0, uma vez que se tem ao menos um casal, então
necessariamente se tem que λ = 0, dáı R0

n = 0 ∀n ∈ N (solução trivial), ou então

λ2 − λ− 1 = 0 (1.2.20)

que é uma equação algébrica do 2o grau em λ e se resolve aplicando a fórmula
para resolução da equação de 2o grau9.

Logo, de (1.2.20) se tem que

λ1,2 =
−(−1) ±

√
(−1)2 − 4(1)(−1)

2(1)
⇒ λ1,2 =

1 ±
√

5

2
⇒

λ1 =
1 −

√
5

2
ou λ2 =

1 +
√

5

2
(1.2.21)

Neste caso, lembrando que se λ1 e λ2 são soluções para o problema dado pela
equação (1.2.17), então uma combinação linear com λ1 e λ2 dados por (1.2.21)
também é solução do problema, ou seja,

R0
n = K1

(
1 −

√
5

2

)n

+ K2

(
1 +

√
5

2

)n

(1.2.22)

Dáı, considerando as hipóteses do problema, que inicialmente se tem um casal e
que este casal se acasalará produzindo apenas um novo casal, ou seja, R0

0 = R0
1 = 1,

se obtém o sistema linear
9Equivocadamente, muitos livros de ensino fundamental e médio, no Brasil, dão o nome de

fórmula de Bhaskara para a fórmula de resolução da equação de 2o grau. No entanto, apesar da
grande obra deixada pelo matemático indiano Bhaskara, que viveu no século XII, este método
de resolução da equação quadrática já era conhecido pelos babilônios (4.000 AC), apresentada
na forma de prosa, ao invés de fórmula, assim como nos textos de Bhaskara. A resolução por
fórmula só apareceu no final do século XVI, através do matemático francês Viète



Propagação anual de plantas 23





K1 + K2 = 1

1 −
√

5

2
K1 +

1 +
√

5

2
K2 = 1

⇒ (1.2.23)

{
K1 + K2 = 1

1

2

[
K1 + K2 + (K2 −K1)

√
5
]

= 1
(1.2.24)

Da primeira equação do sistema (1.2.24), fazendo K1 = 1 −K2 e levando na
segunda equação, se chega a

1

2

[
1 −K2 + K2 + [K2 − (1 −K2)]

√
5
]

= 1 ⇒ [K2 − (1 −K2)]
√

5 = 1 ⇒

2K2

√
5 = 1 +

√
5 ⇒ K2 =

1 +
√

5

2
√

5
=

5 +
√

5

10

dáı,

K1 = 1 − 5 +
√

5

10
⇒ K1 =

5 −
√

5

10

Portanto, a solução do problema dado pela equação (1.2.17), se torna

R0
n =

5 −
√

5

10

(
1 −

√
5

2

)n

+
5 +

√
5

10

(
1 +

√
5

2

)n

(1.2.25)

1.2.5.1 Observações finais

1. Apesar da aparência, a solução apresentada pela equação 1.2.25 gera a co-
nhecida sequência de Fibonacci, ou seja, para n = 0, 1, 2, 3, · · · se tem
R0

n = {1, 1, 3, 5, · · · }.

2. O valor de λ2 =
1 +

√
5

2
é também conhecido como número de ouro (φ),

assim como proporção áurea ou a divina proporção, que tem uma propriedade

interessante, pois seu inverso
(

1
φ

)
satisfaz a seguinte relação:

1

φ
= φ − 1

(verifique!).
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1.2.6 Propagação anual de plantas

1.2.6.1 Informações iniciais:

Algumas plantas produzem sementes todo ano no final do verão (final da cheia).
A floração desaparece, deixando a prole numa dormência, na forma de sementes.
Após o final da seca uma fração destas sementes irá germinar, no entanto, algu-
mas sementes podem ficar dormentes por um ano ou mais até germinar, enquanto
outras poderão sucumbir devido à predação, doença ou condições ambientais ad-
versas (calor, frio, incêndio, etc.). Contudo, boa parte das plantas de cada espécie
poderá ser renovada ano-a-ano.

Para formular um modelo que descreva a propagação anual de plantas existe
um complicador, que é o fato das plantas produzirem anualmente sementes que
poderão estar dormentes por alguns anos antes da germinação.

Neste caso, não se pode perder de vista, tanto a população de plantas quanto
a reserva de sementes de várias idades no banco de sementes.

1.2.6.2 Estabelecendo o problema:

Conforme apresentado em [7], as plantas produzem sementes no final de sua
estação de crescimento (final do verão) após o qual elas morrem. Uma fração destas
sementes sobrevivem ao inverno (seca), e destas, algumas germinarão no ińıcio de
sua estação (começo das chuvas), produzindo uma nova geração de plantas. A
fração que germinou depende da idade das sementes.

1.2.6.3 Definições e hipóteses:

Parâmetros:

γ – número de sementes produzidas por planta;

α – fração de sementes de 1 ano que germinarão;

β – fração de sementes de 2 anos que germinarão;

σ – fração de sementes que sobrevivem a cada inverno.

Na definição das variáveis, se deve notar que o banco de sementes irá mudar
algumas vezes durante o ano devido a:

I – germinação de algumas sementes;

II – produção de novas sementes;

III – envelhecimento de sementes e mortalidade.
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Figura 1.5: Diagrama da propagação anual de plantas (cf. [7]).

1.2.6.4 Diagrama do processo:

Para simplificar o problema se supõe que sementes com mais de dois anos não
sejam mais viáveis e podem ser ignoradas.

Com base no diagrama (Figura 1.5), são definidas as seguintes variáveis:
Pn = número de plantas na geração n;
S0
n = número de sementes novas produzidas;

S1
n = número de sementes de 1 ano antes da germinação;

S2
n = número de sementes de 2 anos antes da germinação;

S̄1
n = número de sementes de 1 ano após a germinação;

S̄2
n = número de sementes de 2 anos após a germinação.

1.2.6.5 As equações

Pn = αS1
n + βS2

n (1.2.26)

S̄1
n = (1 − α)S1

n (1.2.27)

S̄2
n = (1 − β)S2

n (1.2.28)

S0
n = γPn (1.2.29)

S1
n+1 = σS0

n (1.2.30)

S2
n+1 = σS̄1

n (1.2.31)
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1.2.6.6 Agrupando as equações

Levando (1.2.29) em (1.2.30) se tem que

S1
n+1 = σ(γPn) (1.2.32)

Da mesma forma, substituindo (1.2.27) em (1.2.31), vem

S2
n+1 = σ(1 − α)S1

n (1.2.33)

Dáı, a equação (1.2.26) na geração n+1, pode ser reescrita como

Pn+1 = αS1
n+1 + βS2

n+1 (1.2.34)

Agora, levando (1.2.32) e (1.2.33) em (1.2.34), junto com a equação (1.2.32)
na equação (1.2.30) se obtém o seguinte sistema de equações de diferenças

Pn+1 = ασ(γPn) + βσ(1 − α)S1
n (1.2.35)

S1
n = σ(γPn−1) (1.2.36)

Finalmente, levando (1.2.36) em (1.2.35), se obtém

Pn+1 = ασ(γPn) + βσ2(1 − α)γPn−1 (1.2.37)

Assim, o total de plantas na geração n+1 é dada em função do total de plantas
nas gerações n e n− 1, ou seja, o total de plantas numa geração depende do total
de plantas nas duas gerações imediatamente anteriores.

1.2.6.7 Problemas:

1. No modelo de propagação anual de plantas se chegou a uma única equação
para as plantas (1.2.37). Mostre que ele também pode ser escrito numa única
equação para as sementes (S1

n).

2. Suponha que um agricultor comece seu cultivo com P0 = P1 = 1.000 plantas,
descreva as variações na população de plantas até 10 gerações sucessivas, com
base nos seguintes dados:

a) α = 0,5; β = 0,25; γ = 2,0; σ = 0,8;

b) α = 0,6; β = 0,3; γ = 2,0; σ = 0,8;

c) Que conclusões você chega ao comparar os resultados dos itens acima e
como você explica tais comportamentos?
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1.2.7 Solução da equação para a propagação de plantas

O procedimento para se obter a solução geral da equação (1.2.37) é análago
ao que se fez para obter a solução geral da equação (1.2.17) - ver pág.21, uma
vez que ambas são equações de diferenças de 2a ordem, lineares com coeficientes
constantes e homogêneas.

Assim, supondo Pn = λn P0, onde P0 é a população inicial de plantas, levando
na equação (1.2.37), se tem

λn+1 P0 = ασ(γλn P0) + βσ2(1 − α)γλn−1 P0

que equivale a

λn+2 P0 = ασ(γλn+1 P0) + βσ2(1 − α)γλn P0 (1.2.38)

Para simplificar a simbologia que aparece na (1.2.38), considere b = ασγ e
c = βσ2(1 − α)γ. Assim, a equação (1.2.38) pode ser reescrita na forma

λn+2 P0 = b λn+1 P0 + c λn P0

ou, ainda,
λn+2 P0 − b λn+1 P0 − c λn P0 = 0 (1.2.39)

Agora, fatorando a equação (1.2.39) para λnP0, vem

λn P0

(
λ2 − b λ− c

)
= 0 (1.2.40)

Neste caso, em (1.2.40) se P0 = 0 ou λn = 0, então necessariamente λ = 0.
Dáı, em ambos os casos se tem Pn = 0 ∀n ∈ N (solução trivial), ou ainda, se

λ2 − bλ− c = 0 (1.2.41)

que é uma equação de 2o grau em λ. Então, aplicando a fórmula de resolução da
equação quadrática para (1.2.41), vem

λ1,2 =
−(−b) ±

√
(−b)2 − 4(1)(−c)

2(1)
⇒





λ1 =
b +

√
b2 + 4c

2

λ2 =
b−

√
b2 + 4c

2
Para que λ1 e λ2 assumam valores reais, é necessário que b2 + 4c ≥ 0. Como,

b = ασγ e c = βσ2(1 − α)γ, dáı vem

λ1,2 =
ασγ

2

(
1 ±

√
1 + δ

)
,

onde,

δ =
4β(1 − α)

γα2
=

4β

γα

(
1

α
− 1

)
(1.2.42)

Assim, em (1.2.42) se obtém uma relação para δ envolvendo os parâmetros
bióticos que será positiva desde que α < 1.
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1.2.8 Autovalores e equação caracteŕıstica

Para equações de diferenças de segunda ordem, linear com coeficientes cons-
tantes, como as que foram apresentadas na duas seções anteriores, foi usado o
mesmo método para encontrar as soluções das equações (1.2.17) e (1.2.37). Dáı,
a necessidade de apresentar alguns conceitos gerais usados na solução de equações
de diferenças, como em equações diferenciais e sistemas de equações lineares, tanto
de diferenças quanto diferenciais.

Definição 1.5. Dada uma equação de diferenças na forma da equação (1.2.4) –
ver pág.16, se denomina equação caracteŕıstica associada a equação homogênea
de (1.2.4), a equação obtida em λ, ao adotar uma solução geral dada por Kλn em
(1.2.4), após a fatoração e cancelamento do fator comum Kλn, ou seja, a equação
homogênea equivalente a (1.2.4) em λ, dada por .

a1λ
m + a2λ

m−1 + ... + am+1 = 0 (1.2.43)

Definição 1.6. As ráızes da equação caracteŕıstica são denominadas autovalores
desta equação.

Assim, a solução geral da equação de diferenças homogênea é composta pela
combinação linear dos autovalores de sua equação caracteŕıstica associada (prinćıpio
de superposição linear), ou seja, se xn é solução de

a1xn+m + a2xn+m−1 + ... + am+1xn = 0,

então, xn é dada por

xn = K1λ
n
1 + K2λ

n
2 + · · · + Kmλn

m (1.2.44)

quando se tem m ráızes distintas.
Observando a solução xn apresentada em (1.2.44) se conclui que as proprieda-

des dos autovalores λi determinam de maneira única o comportamento da solução
xn.

Com relação aos autovalores associados a equação caracteŕıstica (1.2.43), cabe
ressaltar que eles podem ser reais ou complexos e distintos ou com multiplicidade,
estes casos serão tratados na seção seguinte, no estudo de sistemas de equações de
diferenças.

1.2.9 Equações de diferenças não homogêneas

Em alguns problemas de dinâmica populacional envolvendo a modelagem por
equações de diferenças, se chega a um tipo de equação, cuja solução envolve um
tratamento especial. É o que será tratado nesta seção.
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Definição 1.7. Uma equação de diferenças linear de ordem m é dita não ho-
mogênea, se a equação é da forma

a1xn+m + a2xn+m−1 + ... + am+1xn + am+2 = f (1.2.45)

no caso em que f é uma constante não nula, ou f é uma função de n.

Para se obter a solução geral da equação (1.2.45), um procedimento mais sim-
ples é, primeiramente, obter a solução (xh) da equação homogênea associada a
(1.2.45), ou seja, considerando f = 0 se obtém a solução desta equação.

Em seguida, se deve obter uma solução particular (xp) para a equação não
homogênea. Dáı, a solução geral (xg) é dada pela soma destas duas soluções
(prinćıpio de superposição), ou seja,

xg = xh + xp (1.2.46)

Como exemplo, considere a equação dada por

yn+2 + yn+1 − 2yn = 3 (1.2.47)

com condição inicial dada por

x0 = 2, x1 = 0

A equação homogênea associada a equação (1.2.47) é

yn+2 + yn+1 − 2yn = 0, (1.2.48)

cuja equação caracteŕıstica é dada por

λ2 + λ− 2 = 0

Dáı, calculando os autovalores desta equação caracteŕıstica pela fórmula de
resolução da equação de segundo grau, se obtém

λ1,2 =
−1 ±

√
1 + 8

2
=






λ1 =
−1 + 3

2
= 1

λ2 =
−1 − 3

2
= −2

Assim, a solução da equação homogênea (1.2.48) é dada por

xh = 1n + (−2)n = 1 + (−2)n

Uma solução particular equação homogênea associada a equação (1.2.47) é

xn = n
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Por fim, a solução geral da equação é dada por

xg = xh + xp = 1 + (−2)n + n

Existe outro método para solucionar equações de diferenças, usando a trans-
formada Z semelhante à transformada de Laplace para equações diferenciais. No
entanto, o uso deste ferramental exige um conhecimento matemático mais apro-
fundado que foge ao escopo da proposta destas notas. Ao leitor interessado em
conhecer em detalhes este método poderá consultar [9].

1.2.9.1 Problema

População mundial de baleias – Admita que a população atual de baleias
no mundo de uma determinada espécie é de 1000 indiv́ıduos e que a cada ano o
aumento natural da população é de 25% (crescimento vegetativo = nascimentos
- mortes naturais). Suponha que o número de baleias abatidas pelos pescadores
a cada ano é de 300 indiv́ıduos e que esta tendência vai se manter nos próximos
anos. Obtenha a equação de diferenças que modela a população Pn (onde n é o
número de anos a partir do ano atual).

1.3 Sistemas de equações de diferenças com apli-

cações

No problema de propagação anual de plantas, apresentado na seção 1.2.6, se
chegou a uma equação de diferenças de segunda ordem. Entretanto, este problema
também poderia ser levado a um sistema de equações de diferenças de primeira
ordem, envolvendo o número de plantas e o total de sementes de um ano, da
seguinte forma {

pn+1 = ασγpn + βσ(1 − α)S1
n

S1
n+1 = σγpn

que pode ser escrito na forma matricial por

(
pn+1

S1
n+1

)
=

(
ασγ βσ(1 − α)
σγ 0

)(
pn
S1
n

)
(1.3.49)

Para simplificar a notação, fazendo a11 = ασγ, a12 = βσ(1−α), a21 = σγ
e a22 = 0, xn = pn e yn = S1

n, o sistema (1.3.49) se torna

(
xn+1

yn+1

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
xn

yn

)
(1.3.50)
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Agora, adotando a notação vetorial, fazendo

vn =

(
xn

yn

)
, A =

(
a11 a12
a21 a22

)
,

dáı, o sistema (1.3.50) pode ser escrito na forma

vn+1 = Avn (1.3.51)

Repetindo o procedimento adotado na seção anterior, supondo que a solução
do sistema (1.3.51) é da forma

vn =

(
K1λ

n

K2λ
n

)
(1.3.52)

Neste caso, substituindo (1.3.52) em (1.3.51) se obtém

(
K1λ

n+1

K2λ
n+1

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
K1λ

n

K2λ
n

)
(1.3.53)

que é equivalente a

λ

(
K1λ

n

K2λ
n

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
K1λ

n

K2λ
n

)
,

ou seja,

λvn = Avn

Esta última equação é o que se denomina problema de autovalores - comumente
tratado nos livros de Álgebra Linear, como por exemplo em [3]. Assim, desenvol-
vendo o produto matricial do lado direito e cancelando o fator λn se chega ao
seguinte sistema de equações algébricas lineares para as incógnitas K1 e K2

{
0 = (a11 − λ)K1 + a12K2

0 = a21K1 + (a22 − λ)K2
(1.3.54)

(1.3.54) também pode ser escrito na forma

0 =

(
a11 − λ a12
a21 a22 − λ

)(
K1

K2

)

Uma solução, neste caso, seria K1 = K2 = 0, o que leva na solução trivial
vn = 0, ou seja, o ńıvel populacional xn e yn são ambos identicamente nulos
∀n ∈ N.
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Para se ter soluções não nulas nas incógnitas K1 e K2, é necessário que o
determinante da matriz A seja nulo (sistema indeterminado). Esta condição leva
a equação

det

(
a11 − λ a12
a21 a22 − λ

)
= 0

que conduz à chamada equação caracteŕıstica associada a matriz A, dada por

(a11 − λ)(a22 − λ) − a12a21 = 0,

que é uma equação caracteŕıstica quadrática, tal como na seção 1.2.8, cujas ráızes
são os autovalores de (1.3.51).

Neste caso, desenvolvendo esta última equação e renomeando os termos se
obtém

λ2 − βλ + γ = 0, (1.3.55)

onde,
β = a11 + a22 é o denominado traço10 da matriz A e γ = (a11a22 − a12a21) é o
determinante da matriz A.

Os autovalores (ráızes) da equação (1.3.55) são dados por

λ1,2 =
β ±

√
β2 − 4γ

2
,

onde o termo β2 − 4γ é denominado discriminante de A – notação disc(A).
Assim, analisando o discriminante de A, três posśıveis situações poderão ocor-

rer:

i) disc(A) > 0, neste caso, serão dois autovalores reais e distintos;

ii) disc(A) = 0, neste caso, será um único autovalor real;

iii) disc(A) < 0, neste caso, os autovalores serão complexos e conjugados11,
o que produz soluções com trajetórias periódicas ou espirais, ao longo do
tempo.

Uma vez encontrados os autovalores, usando o prinćıpio de superposição li-
near12, a solução do sistema – nos casos i) e iii) – é dada por:

xn = A1λ
n
1 + A2λ

n
2

yn = B1λ
n
1 + B2λ

n
2

(1.3.56)

10ver [3] para mais detalhes
11Este caso será tratado de forma mais detalhada na seção 1.4 – ver pág.42.
12Consulte [1, 8] para mais detalhes.
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Desta forma, o comportamento da solução (1.3.56) do sistema (1.3.54) fica
determinado pela magnitude dos autovalores. Além disso, os valores das constantes
A1, A2, B1 e B2 são obtidos de maneira única, pelos ńıveis populacionais xn e yn,
para duas gerações sucessivas (condições iniciais).

No caso ii) de um único autovalor real (raiz dupla), para construir a solução
geral, é necessário que se tenha uma segunda solução linearmente independente
da primeira, que pode ser obtida a partir do teorema a seguir.

Teorema 1.1. Se o polinômio caracteŕıstico associado ao sistema ou equação de
diferenças

aχn+2 + bχn+1 + cχn = 0 (1.3.57)

tem uma única raiz real ζ, a sucessão

χn = nζn (1.3.58)

é solução da equação (1.3.57).

Demonstração: Substituindo a sucessão 1.3.58 no lado esquerdo da equação de
diferenças e reagrupando os termos, se obtém

a(n + 2)ζn+2 + b(n + 1)ζn+1 + cnζn = (aζ2 + bζ + c)nζn + (2aζ + b)ζn+1

o termo dentro do primeiro parêntesis do lado direito da equação acima é zero, já
que ζ é raiz do polinômio caracteŕıstico associado a (1.3.57); o termo no segundo

parêntesis também é zero, já que a raiz ζ é igual a − b

2a
. Portanto, o resultado é

zero, como se queria demonstrar.

Assim, a solução geral é uma combinão linear das duas soluções particulares,
ou seja, a solução do sistema é dada por

xn = (A1 + A2n)λn

yn = (B1 + B2n)λn

Nas seções seguintes serão apresentadas duas aplicações, cujos modelos são
aplicações de sistemas lineares de equações de diferenças.

1.3.0.2 Problemas

1. Verifique que (1.3) satisfaz a equação (1.3.51), no caso em que (a11 +a22)2 =
4(a11a22 − a12a21), ou seja, disc(A) = 0.

2. Suponha que um agricultor comece seu cultivo com P0 = 100 plantas e
S0 = 500 sementes, encontre a solução que descreve as populações de plantas
e sementes nas gerações sucessivas, com base nos seguintes dados:
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a) α = 0, 5; β = 0, 25; γ = 2, 0; σ = 0, 8;

b) α = 0, 6; β = 0, 3; γ = 2, 0; σ = 0, 8;

1.3.1 Aplicação de sistema de equações de diferenças com 3

classes etárias

1.3.1.1 Estabelecendo o problema

Uma espécie de besouro alemão, o Volmar-Wasserman vive no máximo 3 meses.
As fêmeas podem ser divididas em 3 faixas etárias: ninfas (de 0 a 1 mês), juvenis
(de 1 a 2 meses) e adultas (de 2 a 3 meses).

As ninfas não põem ovos; cada fêmea juvenil produz uma média de 4 fêmeas e
cada adulta uma média de 3 fêmeas.

A taxa de sobrevivência é de 25% para as juvenis (σ2) e de 50% para as ninfas
(σ1) – veja Figura 1.6.

Para construir o modelo matemático que representa este problema, será utili-
zado um sistema de equações de diferenças linear de primeira ordem, para cada
classe etária, conforme se segue.

Figura 1.6: Diagrama do ciclo populacional de fêmeas de Volmar-Wasserman

1.3.1.2 Representação matemática do processo

Com base no diagrama (Figura 1.4), são definidas as seguintes variáveis e
parâmetros:

– Nk = número de ninfas na geração k;

– Jk = números de fêmeas juvenis na geração k;

– Ak = número de fêmeas adultas na geração k;

– σ1 = taxa de sobrevivência das ninfas, ao final do mês;
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– σ2 = taxa de sobrevivência das juvenis, ao final do mês;

– γ1 = fecundidade das juvenis, produção média de fêmeas per capita;

– γ2 = fecundidade das adultas, produção média de fêmeas per capita.

Dáı, o sistema de equações que descreve o processo evolutivo nas gerações
sucessivas é dado por 




Nk+1 = γ1Jk + γ2Ak

Jk+1 = σ1Nk

Ak+1 = σ2Jk

(1.3.59)

O sistema (1.3.59) pode ser representado na forma matricial, por




Nk+1

Jk+1

Ak+1


 =




0 γ1 γ2
σ1 0 0
0 σ2 0






Nk

Jk
Ak


 (1.3.60)

Neste caso, o polinômio caracteŕıstico associado ao sistema (1.3.60) é dado por

P (λ) = det(A− λI) (1.3.61)

onde A é a matriz de coeficientes do sistema e I é a matriz identidade, a equação
(1.3.61) leva a

P (λ) = det






0 γ1 γ2
σ1 0 0
0 σ2 0


−




λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ






ou seja,

P (λ) = det




−λ γ1 γ2
σ1 −λ 0
0 σ2 −λ



 (1.3.62)

Agora, substituindo em (1.3.62) os valores dos parâmetros conforme apresen-
tados anteriormente, se chega a

P (λ) = det




−λ 4 3
0, 5 −λ 0
0 0, 25 −λ




Assim, o polinômio caracteŕıstico associado a este sistema é dado por

P (λ) = 0, 5 + 1, 5λ− λ3 (1.3.63)
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Para encontrar os autovalores associados ao sistema, basta encontrar as ráızes
da equação caracteŕıstica associada ao polinômio caracteŕıstico (1.3.63), ou seja,
encontrar as ráızes de P (λ) = 0, donde

0, 5 + 1, 5λ− λ3 = 0 (1.3.64)

Como λ1 = −1 satisfaz a equação (1.3.64). Dáı, fatorando por (λ + 1) em
(1.3.64), se obtém

(λ + 1)(0, 5 + λ− λ2) = 0 (1.3.65)

Por fim, aplicando a fórmula de resolução da equação do 2o grau para o termo
quadrático que aparece em (1.3.65), se obtém os valores de λ2 e λ3, dados por

λ2 =
1 −

√
3

2
λ3 =

1 +
√

3

2

Desta forma, os autovalores associados a este sistema são

λ1 = −1 λ2 =
1 −

√
3

2
λ3 =

1 +
√

3

2

Portanto, a solução do sistema (1.3.62) se torna





Nk = C11λ
k
1 + C12λ

k
2 + C13λ

k
3

Jk = C21λ
k
1 + C22λ

k
2 + C23λ

k
3

Ak = C31λ
k
1 + C32λ

k
2 + C33λ

k
3

(1.3.66)

Lembrando que as constantes Cij ficam unicamente determinadas, conheci-
das as quantidades de fêmeas de cada classe etária, para três gerações sucessivas
(condições iniciais).

1.3.1.3 Problema

Suponha que existam 40 ninfas, 40 juvenis e 20 adultas, inicialmente. Dáı,
aplicando a equação matricial (1.3.60), recursivamente, para as gerações k = 0 e
k = 1, obtenha o número de fêmeas em cada classe, para as gerações consecutivas
(k = 1 e k = 2).

Para os valores encontrados, em (1.3.66) obtenha o sistema de equações algébricas
lineares (de ordem 9), com base no número de fêmeas nas três gerações sucessivas
(k = 0, k = 1 e k = 2). Resolva o sistema obtido e determine a solução conforme
a equação (1.3.66). (Sugestão: Resolva o sistema de equações algébricas pelo
método de eliminação de Gauss13, por exemplo.)

13Consulte [5] para conhecer mais detalhes sobre este método.



Crescimento populacional da tartaruga-da-amazônia 37

1.3.2 Crescimento populacional da Tartaruga-da-amazônia

O problema a seguir é uma aplicação de sistemas de equações de diferenças de
ordem mais alta, com base num problema real, que serviu para elaboração de um
trabalho de conclusão de curso.

1.3.2.1 Estabelecendo o problema

Pesquisadores do INPA (Instituto de Pesquisa da Amazônia) têm aplicado o
ferramental matemático para o estudo da fauna da Amazônia Legal, onde são
encontradas muitas espécies que estão em risco de extinção, caso nenhuma pro-
vidência seja tomada. Ampliar as informações a respeito do crescimento popula-
cional da Tartaruga-da-amazônia (Podocnemis expansa), implica em divulgar este
estudo visando um maior embasamento para justificar ações mais concretas no
sentido de sua preservação.

Nesta seção, será apresentado um estudo qualitativo do crescimento populacio-
nal desta espécie, através de um modelo matemático utilizando matriz de Leslie14,
com alguns dados de pesquisadores do IBAMA. Para os parâmetros bióticos foram
realizados estudos conclusivos, que estão ao final desta seção.

Com base nos estudos de biologia e do comportamento deste animal, o modelo
matemático que representa o problema indicará se na região de estudo esta espécie
corre risco de extinção ou não. A formulação do modelo é baseada no esquema
abaixo (Figura 1.7) para a obtenção das equações que regem o sistema.

Figura 1.7: Esquema da dinâmica populacional

1.3.2.2 Modelando o problema

Fazendo uma separação da população por classe etária, considerando para cada
classe o peŕıodo de um ano e tomando como classe inicial o número de ovos, se

14Consulte [17] para aprofundar no assunto.
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obtém

N0 = número de ovos

N1 = número de filhotes até 1 ano

N2 = número de filhotes de 1 até 2 anos

. . .

N9 = número de jovens de 8 até 9 anos

N10 = número de indiv́ıduos acima de 9 anos

Denotando por σi a sobrevivência da classe Ni e γ o número de ovos que cada
fêmea produz na época da desova (uma vez por ano), sendo que tais fêmeas só
atingem a maturidade sexual, após os 9 anos de idade, ou seja, quando entra para
a classe N10.

Assim, com base no esquema apresentado na Figura 1.7 se obtém as seguintes
equações evolutivas:

N
(t+1)
0 = γ ·N (t)

10 (1.3.67)

N
(t+1)
1 = σ0 ·N (t)

0 (1.3.68)

N
(t+1)
2 = σ1 ·N (t)

1 (1.3.69)

N
(t+1)
3 = σ2 ·N (t)

2 (1.3.70)

N
(t+1)
4 = σ3 ·N (t)

3 (1.3.71)

N
(t+1)
5 = σ4 ·N (t)

4 (1.3.72)

N
(t+1)
6 = σ5 ·N (t)

5 (1.3.73)

N
(t+1)
7 = σ6 ·N (t)

6 (1.3.74)

N
(t+1)
8 = σ7 ·N (t)

7 (1.3.75)

N
(t+1)
9 = σ8 ·N (t)

8 (1.3.76)

N
(t+1)
10 = σ9 ·N (t)

9 + (1 − µ) ·N (t)
10 (1.3.77)

onde, µ é a mortalidade de adultos.

Desta forma, o sistema dado pelas equações (1.3.67) a (1.3.77) pode ser repre-
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sentado matricialmente por




N0

N1

N2

N3

N4

N5

N6

N7

N8

N9

N10




t+1

=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 γ
σ0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 σ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 σ2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 σ3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 σ4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 σ5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 σ6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 σ7 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 σ8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 σ9 1 − µ







N0

N1

N2

N3

N4

N5

N6

N7

N8

N9

N10




t

que, simplificadamente, pode ser escrito na forma

N (t+1) = AN (t) (1.3.78)

onde N ′ = [N0N1 · · ·N10]; com N ′ denotando o vetor transposto de N .
Assim, ao aplicar iterativamente a matriz A ao vetor inicial N (0) conforme

indicado pela equação matricial (1.3.78), de forma análoga ao que foi feito para o
modelo de crescimento celular (ver pág.17), se chega a seguinte equação

N (t) = At ·N (0) (1.3.79)

onde A é denominada matriz de Leslie [8, 17].

1.3.2.3 Estudo do comportamento qualitativo do sistema

Para estudar o comportamento qualitativo do sistema (1.3.79) é necessário ob-
ter, primeiro, os autovalores associados a matriz A, que podem ser calculados
através das ráızes do polinômio caracteŕıstico associado ao sistema (1.3.78) con-
forme [1], sendo tal polinômio dado por

P (λ) = det (A− λI) , (1.3.80)

dáı, aplicando (1.3.80) para a matriz A de (1.3.78) leva a

P (λ) = λ10 [(1 − µ) − λ] + γ · σ0 · σ1 · · ·σ9, (1.3.81)

ou seja,
P (λ) = −λ11 + (1 − µ)λ10 + κ (1.3.82)

onde κ = γ · σ0 · σ1 · σ2 · σ3 · σ4 · σ5 · σ6 · σ7 · σ8 · σ9
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Assim, definindo β = max

{
|λj | se λj ∈ R,√
a2 + b2 se λj = (a± bi) ∈ C,

,

onde {j = 1, 2, · · · , 11}, se tem que

– Se β > 1 a população crescerá de forma exponencial, conforme ilustra o
gráfico da Figura 1.8(a).

– Se 0 < β < 1, então a população decresce podendo atingir um ponto cŕıtico
(Nc) muito rapidamente, caso β tenha um valor muito próximo de 0. Nc é o
chamado ńıvel cŕıtico (ver Figura 1.8(b)), e quando o ńıvel populacional fica
abaixo deste valor, biologicamente, esta populacional não será mais viável.

(a) Crescimento exponencial (b) Decrescimento exponencial

Figura 1.8: Estudo qualitativo do comportamento da solução

1.3.2.4 Resultados de um caso estudado

Neste estudo [6], foi considerada somente a população de fêmeas. Neste sentido,
se assumiu a razão sexual (números de fêmeas/total de indiv́ıduos) como sendo
igual a 1/2.

Segundo [14, 15, 16], cada fêmea desova cerca de 90 ovos a cada estação (γ =
90), do total de ovos, apenas 81,6% sobrevivem. Teremos então que do total de
ovos, 40,8% serão fêmeas que irão emergir, ou seja, σ0 = 0, 408. Além disso, há
uma estimativa de que 5% dos filhotes que nascem conseguem sobreviver até um
ano de vida, ou seja, σ1 = 0, 05 e desses, apenas 1% chega à vida adulta, que
acontece após os 9 anos de idade. Com isso, σ2 · σ3 · · ·σ9 ≈ 0, 01. A partir dáı,
tem-se uma mortalidade de cerca de 95% (1 − µ = 0, 05).

Assim, para calcular os valores de λj , sejam reais ou complexos, levando os
dados citados acima na equação (1.3.82) se obtém
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P (λ) = −λ11 + (1 − 0, 05)λ10 + 0, 01836 (1.3.83)

Em seguida, para a equação (1.3.83) acima, para os autovalores λj se obteve
uma cota para as ráızes da equação caracteŕıstica, dada por

P (λ) = 0

Neste caso, para uma estimativa de β, foi utilizada a cota de Kojima [4], que
fornece o raio espectral [10], calculada conforme o teorema enuciado a seguir.

Teorema 1.2 (Kojima). Dado um polinômio p(ξ) = anξ
n + an−1ξ

n−1 + · · · + a0,
então toda raiz α real ou complexa verifica

|α| ≤ Q1 + Q2 (1.3.84)

onde Q1 e Q2 são os maiores valores obtidos do conjunto

{∣∣∣∣
ai
an

∣∣∣∣

1

n−i

, i = 0, 1, · · · , n− 1

}

Dáı, para o polinômio caracteŕıstico obtido em (1.3.83), em (1.3.84) se obtém

Q1 =

∣∣∣∣
−0, 05

−1

∣∣∣∣

1

1

= 0, 05 e Q2 =

∣∣∣∣
0, 01836

−1

∣∣∣∣

1

11

= 0, 6952968203915

o que leva a

β ≤ 0, 745296820391.

1.3.2.5 Conclusões

Tendo em vista o estudo qualitativo do comportamento do sistema e o valor ob-
tido para a cota de Kojima com base nos parâmetros bióticos (β ≤
0, 745296820391 < 1), se pode concluir que a população de Podocnemis expansa
será extinta.

No entanto, se pelo menos 20% dos filhotes nascidos completarem o primeiro
ano de vida e, destes, outros 20% venham a atingir a idade reprodutiva, se chega
ao valor de β = 1, 05 (ou seja, β > 1), donde se conclui que a população poderá
ser preservada.

Nesse sentido, a adoção de poĺıticas de proteção, dará condições de preservar
a espécie, caso contrário, a extinção será inevitável.
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1.4 Solução de equações de diferenças com auto-

valores complexos

A equação caracteŕısitca resultante do sistema (1.3.51) – ver pág.31 – pode
ter autovalores complexos, onde a parte imaginária é não nula (nos casos em que
disc(A) < 0), ou seja, considerando a equação caracteŕıstica quadrática na forma

λ2 − βλ + γ = 0,

com β2 < 4γ, então os autovalores complexos e conjugados, são dados por

λ1 = a + bi e λ2 = a− bi,

onde a =
β

2
e b =

√
|β2 − 4γ|

2
.

Esta situação pode ocorrer tanto para equações de diferenças de ordem 2, ou
superior, quanto para sistemas de equações de diferenças de ordem maior ou igual
a 2.

Desta forma, é necessário obter soluções gerais envolvendo potências de números
complexos, que tenham sentido do ponto de vista biológico, como por exemplo,
soluções do tipo

xn = A1(a + bi)n + A2(a− bi)n (1.4.85)

Isto pode ser feito utilizando as propriedades fundamentais dos números com-
plexos, conforme indicado a seguir.

1.4.0.6 Breve revisão de números complexos

Um número complexo pode ser representado de duas formas equivalentes, ou
seja, na notação usual a + bi como número, ou através da representação por co-
ordenadas do plano complexo, na forma (a, b). Ao considerar a representação no
plano complexo, para cada ponto (a, b) existe uma representação equivalente (de-
nominada representação polar), considerando o ângulo θ no sentido anti-horário,
formado entre a parte positiva do eixo real (eixo horizontal) e a reta que passa
pela origem e o ponto (a, b), e a distância r do ponto (a, b) até a origem – veja a
Figura 1.9(a).

A representação polar (θ, r) está relacionada com o sistema de coordenadas
retangulares (a,b) da seguinte forma

r =
√
a2 + b2 (1.4.86)

θ = arctan

(
b

a

)
(1.4.87)
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(a) Plano complexo. (b) Potências de um número complexo

Figura 1.9: Representações de um número complexo

Da mesma forma, o sistema de coordenadas retagulares (a, b) está relacionado
com o sistema polar (r, θ) pelas equações

a = r cos(θ) (1.4.88)

b = rsen(θ) (1.4.89)

A partir das relações indicadas pelas equações (1.4.86–1.4.89), se obtém a
fórmula de Euler, que estabelece três formas equivalentes de representar um número
complexo, dadas por

a + bi = r(cos θ + isen θ) = reiθ (1.4.90)

a− bi = r(cos θ − isen θ) = re−iθ (1.4.91)

Assim, usando as fórmulas de Euler (1.4.90–1.4.91), se obtém a potência de
um número complexo através das relações

(a + bi)n = (reiθ)n = rneinθ = ǫ + δi (1.4.92)

onde ǫ = rn cos(nθ) e δ = rnsen(nθ).

A Figura 1.9(b) mostra a representação geométrica de duas potências do número
complexo 1 + i, onde se pode observar que as sucessivas potências, representam
sucessivas rotações do vetor que vai da origem ao ponto 1 + i de um ângulo θ, cujo
comprimento do vetor resultante é dado por r2 e r3, como mostrado na Figura.
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1.4.0.7 Soluções através de autovalores complexos

Desta forma, usando as relações dadas em (1.4.90) e (1.4.91), a solução apre-
sentada em (1.4.85) pode ser reescrita na forma

xn = A1(a + bi)n + A2(a− bi)n ⇒
xn = A1r

n (cos nθ + isen nθ) + A2r
n (cos nθ − isen nθ)

dáı, fazendo (A1 + A2) = C1 e (A1 −A2) = C2, a equação acima se torna

xn = C1r
n cosnθ + iC2r

nsen nθ (1.4.93)

Agora, denotando por pn e qn em (1.4.93), de modo que pn = cosnθ e qn =
sen nθ, a solução xn pode ser escrita na forma

xn = C1r
npn + iC2r

nqn (1.4.94)

Como a equação (1.4.94) é linear para as partes real e imaginária, dáı se
pode concluir que elas também são soluções. Assim, aplicando o prinćıpio de
superposição linear para as partes real (pn) e imaginária (qn), se define uma
solução a valores reais, que é mais apropriada para as situações biológicas, fa-
zendo xn = C1pn + C2qn ou, de forma equivalente, tornando

xn = C1r
n cos(nθ) + C2r

nsen(nθ) (1.4.95)

Desta forma, se pode concluir que as soluções associadas a autovalores comple-
xos apresentam oscilações nas sucessivas gerações, sendo que tais soluções serão
crescentes (se r > 1), decrescentes (se r < 1), ou de amplitude constante (se r = 1).

Além disso, se r =
√
a2 + b2 = 1 e arctan(b/a) é um múltiplo racional de π,

então a solução xn será periódica, assumindo um número finito de valores a cada
ciclo.

1.4.0.8 Problema

Um grupo de pesquisadores, estudando as populações de lebres e linces, numa
região do Canadá, obteve resultados interessantes. Denotando por Rn o número
de lebres na geração n e Ln o número de linces na geração n, no modelo proposto
por eles, as equações de diferenças que modelam o problema foram sugeridas da
seguinte forma

{
Rn+1 = α1Rn − α2Ln

Ln+1 = β1Rn + β2Ln

(1.4.96)

1. Sabendo que α1 = α2 = β2 = 0, 5 e β1 = 0, 75. Obtenha a solução do sistema
(1.4.96), na forma apresentada em (1.4.95).
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2. Discuta o resultado obtido, com base nas conclusões apresentadas no final
da subseção anterior.

1.5 Exerćıcios de revisão

I – Obtenha a solução das seguintes equações de diferenças

1. yn+2 + 3yn+1 + 2yn = 0 y0 = 1; y1 = 0;

2. yn+2 + 6yn+1 + 9yn = 0 y0 = 1; y1 = 1;

3. yn+2 − 4yn+1 + 13yn = 0 y0 = 1; y1 = 1;

4. yn+2 − 2yn+1 + 4yn = 0 y0 = 0; y1 = 1;

5. (n + 1)yn+1 − (n− 3)yn = 0 y0 = 1;

6. yn+3 + 8yn = 0 y0 = 1; y1 = 1; y2 = 0;

7. yn − 5yn−1 + 6yn−1 = 0; y0 = 2; y1 = 5

8. yn+2 − 2yn+1 = 0; y0 = 10;

9. yn+1 = 3yn; y1 = 12;

10. yn+2 = 2yn − yn+1; y0 = 6; y1 = 3

II – Resolva as seguintes equações de diferenças e esboce o gráfico da famı́lia de
soluções.

1. yn+2 = 2yn+1 − yn

2. yn+2 = yn

III – Para sistemas de equações de diferenças de ordem 2, é usual representar
graficamente a solução através do diagrama de fase, que consiste em representar
as sucessões de cada população {xn} e {yn}, através do par ordenado (xn, yn) no
sistema cartesiano. Resolva os sistemas a seguir e faça o diagrama de fase para
cada um.

1.

{
xn+1 = −3xn − 2yn
yn+1 = 2xn + yn

x0 = y0 = 5

2.

{
xn+1 = 5xn − 4yn
yn+1 = xn + yn

x0 = 6; y0 = 4
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IV – Converta os sistemas de equações de diferenças a seguir para uma única
equação de ordem superior e encontre sua solução geral.

1.

{
xn+1 = 3xn + 2yn
yn+1 = xn + 4yn

2.

{
xn+1 = xn + yn
yn+1 = 2xn

3.





xn+1 =

xn

4
+ 3yn

yn+1 = −xn

8
+ yn

4.

{
xn+1 = −xn + 3yn

yn+1 =
xn

3

V – Para as equações de diferenças a seguir, encontre sua solução geral.

1. yn+2 + yn = 0

2. yn+2 − yn+1 + yn = 0

3. yn+3 − yn = 0

4. yn+2 + 2yn+1 + 3yn = 0

VI – Encontre a solução para as seguintes equações de diferenças:

1. yn+2 + 4yn+1 + 4yn = (−2)n y0 = 0; y1 = 0

2. yn+2 − 2yn+1 + 4yn = 2n y0 = 0; y1

3. yn+2 + 4yn =
1

3n
y0 = 1; y1 = 0



Caṕıtulo 2

Equações de diferenças não

lineares

2.1 Conceitos preliminares

Definição 2.1. Uma equação de diferenças não linear de primeira ordem é uma
fórmula de recorrência do tipo

xn+1 = f(xn) (2.1.1)

onde f é uma combinação não linear de xn (produto, potências, exponenciais,
etc.).

A solução de (2.1.1) é uma expressão que relaciona xn e a condição inicial x0,
para cada estágio n. Geralmente, não é posśıvel obter tal solução diretamente
quando se trata de equações não lineares. Na maioria dos casos, o que se procura
fazer é analisar estas equações através de seus pontos de equiĺıbrio.

No contexto das equações de diferenças se tem a estabilidade do processo
quando não ocorre variação do estágio n para o estágio n + 1, isto é, quando

xn+1 = xn = x∗ (2.1.2)

Da equação (2.1.2) em (2.1.1), se tem um ponto de equiĺıbrio x∗ quando

x∗ = f(x∗),

ou seja, x∗ é um ponto fixo da função f .
Uma maneira simples para determinar os pontos de equiĺıbrio de uma equação

não linear é através dos gráficos de Lamerey [2]. Considerando no sistema car-
tesiano os valores de xn no eixo das abscissas e xn+1 no eixo das ordenadas e
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fazendo o gráfico ajustado de xn+1 = f(xn). Os pontos de equiĺıbrio são dados
pela intersecção do gráfico de f com a bissetriz xn+1 = xn (ver Figura 2.1, abaixo).

x
n+1

 = x
n

f(x
n
)

x
0

x
1

x
2 x

n

x
n+1

x*

Figura 2.1: Gráfico de Lamerey para pontos de equiĺıbrio obtido através do
MATLABr.

No gráfico da Figura 2.1 se pode observar dois pontos fixos de f , em x = 0 e
x∗, com caracteŕısticas bem distintas; dado qualquer valor inicial x0, a sequência
xn obtida por recorrência, se afasta de x = 0 e se aproxima de x∗.

Neste caso, x = 0 é um ponto de equiĺıbrio instável e x∗ é assintoticamente
estável. A estabilidade de um ponto de equiĺıbrio x∗ pode ser determinada, ana-
liticamente, pelo valor do módulo de

λ =
df(xn)

dxn

∣∣∣∣
xn=x∗

(2.1.3)

onde λ é o coeficiente angular da reta tangente à curva f(xn) no ponto x∗.
O parâmetro λ dado pela equação (2.1.3) é denominado autovalor do equiĺıbrio

x∗ da equação (2.1.1). Conforme os valores que λ assume, se tem que

a) Se 0 < |λ| < 1 x∗ é, localmente, assintoticamente estável (atrator), ou seja, se
xn está próximo de x∗, então xn converge para x∗. Mais ainda, se 0 < λ < 1
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a convergência é monótona (fig.2.2(a)) e se −1 < λ < 0 a convergência é
oscilatória (fig.2.2(b)).

(a) Esquiĺıbrio estável (0 < λ < 1). (b) Oscilatório (−1 < λ < 0).

Figura 2.2: Pontos atratores – obtido de [2].

b) Se |λ| > 1 o ponto de equiĺıbrio x∗ é instável (repulsor) – ver Figuras 2.3(a)
e 2.3(b).

c) Se |λ| = 1, o ponto de equiĺıbrio x∗ é neutramente estável , ou simplesmente
estável. Neste caso, a sequência xn, a partir de algum n, oscila em torno do
ponto x∗ que é denominado centro de um ciclo limite – ver Figura 2.4.

2.2 Equação loǵıstica discreta

Um modelo matemático que se tornou clássico em dinâmica populacional su-
gerido por Verhulst [13, 11], possui um modelo similar para equações de diferenças
não lineares, onde a taxa de crescimento populacional depende do número de in-
div́ıduos da própria população (densidade dependente), que é dado por

xn+1 = f(xn) = rxn(1 − xn), (2.2.4)

com r > 0
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(a) Esquiĺıbrio instável (λ > 1) (b) Oscilatório instável (λ < −1)

Figura 2.3: Pontos repulsores – cf. apresentado em [2].

Figura 2.4: Ponto de equiĺıbrio com ciclo limite – obtido de [2].
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Os pontos de equiĺıbrio de (2.2.4) são dados pelos pontos fixos de f , ou seja,
x∗ = f(x∗) ⇒ rx ∗ (1 − x∗) = x∗ ou rx∗2 − x∗(r− 1) = 0 ⇒ x∗[rx∗ − (r− 1)] = 0.
Portanto,

x∗

1 = 0 (ponto trivial) e x∗

2 = 1 − 1

r
(ponto não trivial).

Os autovalores associados à equação (2.2.4) são dados por

df(xn)

dxn

∣∣∣∣
xn=x∗

= r − 2rxn|xn=x∗ (2.2.5)

Dáı, para x∗

1 = 0, se tem que λ1 = r; e para x∗

2 = 1− 1

r
, se tem que λ2 = 2− r.

Assim, se

a) 0 < r < 1, então o ponto x∗

1 = 0 é assintoticamente estável, enquanto x∗

2 < 0
é instável.

b) r = 1, então x∗

1 = x∗

2 = 0 é o centro de um ciclo limite.

c) r > 1, então x∗

1 é instável, enquanto x∗

2 é assintoticamente estável, desde que
|λ2| = |2 − r| < 1 ⇐⇒ 1 < r < 3 (fig. 2.5(a)).

(a) x∗

2
é assintoticamente estável (atrator) (b) Oscilação 2 ciclos, x∗

2
é ponto fixo de f2.

Figura 2.5: Pontos de equiĺıbrio da equação loǵıstica – obtido de [2].
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d) r = 3, então x∗

2 = 1 − 1

3
=

2

3
⇒ λ2 = −1.

Dáı, aparecem oscilações de peŕıodo 2 (ciclos de 2 pontos), isto é, satisfazem
o sistema (2.2.6) {

xn+1 = f(xn)
xn+2 = xn

(2.2.6)

ou seja,

xn+2 = f(xn+1) = f(f(xn)) = xn

e x∗

2 = f(f(x∗

2)) é um ponto fixo de f2 (Figura 2.5(b)).

O modelo loǵıstico discreto, dado pela equação (2.2.4), é um dos mais simples
exemplos de equações de diferenças não lineares e se pode notar a complexidade
de seu desenvolvimento quando se varia o parâmetro r, conforme [2].

A formulação de modelos matemáticos com equações de diferenças ganhou força
a partir dos trabalhos desenvolvidos por May [11], sobre dinâmica populacional
de certos insetos que têm gerações que se sobrepõem, cujos indiv́ıduos são gerados
periodicamente.

Ao variar o parâmetro r a partir do valor 3, quando ocorre a primeira bifurcação
do estado de equiĺıbrio (oscilação de peŕıodo 2). A Figura 2.6(a), apresenta novas
bifurcações à medida que r cresce, entre os valores 3 e 4, é quando aparece o
fenômeno conhecido como regime caótico ou caos (ver Figura 2.6(b)).

(a) Bifurcação de x∗ em 3 ciclos (b) Sistema em regime caótico.

Figura 2.6: Pontos de equiĺıbrio para 3 < r < 4 – cf. apresentado em [2].
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O estudante interessado em aprofundar seus estudos em modelos de dinâmica
populacional com equações de diferenças, poderá recorrer aos livros [2, 7, 13].

2.2.0.9 Problemas

Considere o modelo discreto, com densidade dependente, dado por

xn+1 = xnr
(

1 − xn

K

)
(2.2.7)

1. Faça o gráfico para (xn, f(xn)), onde f(xn) = r
(

1 − xn

K

)
.

2. Determine os pontos de equiĺıbrio para (2.2.7).

3. Discuta a estabilade dos pontos de equiĺıbrio encontrados no item anterior.

2.3 Sistemas não lineares de equações de diferen-

ças

Os sistemas biológicos que envolvem competição ou predação entre espécies
tiveram seus primeiros modelos com base em sistemas não lineares de equações
diferenciais ordinárias, através dos modelos apresentados por Lotka (1925) e Vol-
terra (1926) – cf. [2]. Desde aquela época muito se pesquisou sobre estes modelos,
gerando vários modelos alternativos [2].

Entretanto, os ecólogos demonstram forte resistência sobre a validade de tais
modelos na natureza, a excessão dos experimentos em laboratório realizados por
Gause (1934) – cf. [2].

Dentre os modelos de interação entre espécies, se pode destacar o modelo presa-
predador, cujas hipóteses em que se fundamenta são o crescimento (ou decresci-
mento) exponencial – modelo malthusiano, e a lei de ação das massas (interação
entre espécies) – cf. [2, 8]. Além disso, este modelo pressupõe uma variação
cont́ınua das populações.

No entanto, com base no modelo clássico de Lotka-Volterra, é posśıvel estabe-
lecer um modelo correspondente para populações com variação discreta, através
de um sistema não linear de equações de diferenças, da seguinte forma

{
xn+1 = axn − bxnyn

yn+1 = −cyn + dxnyn
(2.3.8)

onde a, b, c e d são constantes positivas.



54 Equações de diferenças não lineares

Uma vez determinadas as constantes, a partir de uma condição inicial dada,
se pode traçar o diagrama de fase para o sistema (2.3.8), alocando o par orde-
nado (xn, yn) com n = 0, 1, 2 · · · , no sistema cartesiano (x, y). Dáı, se obtém a
trajetória que descreve o processo evolutivo deste sistema.

Para um estudo qualitativo do problema, o mais interessante é estudar a es-
tabilidade dos pontos de equiĺıbrio para este sistema. Neste caso, a condição de
equiĺıbrio do sistema (estado estacionário) é dada por

xn+1 = xn = x∗ yn+1 = yn = y∗ (2.3.9)

Levando a condição (2.3.9) em (2.3.8), se obtém

{
x∗ = ax∗ − bx∗y∗

y∗ = −cy∗ + dx∗y∗
(2.3.10)

ou seja,

x∗(1 − a + by∗) = 0 (2.3.11)

y∗(1 + c− dx∗) = 0 (2.3.12)

De (2.3.11), se tem que

x∗ = 0 ou y∗ =
a− 1

b
(2.3.13)

e de (2.3.12), se obtém

y∗ = 0 ou x∗ =
c + 1

d
(2.3.14)

Assim, combinando os valores encontrados em (2.3.13) e (2.3.14) se chega a 4
pontos de equi ĺıbrio para o sistema (2.3.10), que são dados por

P0 = (0, 0), P1 =

(
0,

a− 1

b

)
, P2 =

(
c + 1

d
, 0

)
e P3 =

(
c + 1

d
,
a− 1

b

)

O passo seguinte é estudar a estabilidade destes pontos. Isto pode ser feito
analizando o efeito de pequenas perturbações do estado estacionário, ou seja, na
vizinhança do ponto de equiĺıbrio.

Para estabelecer uma metodologia generalizada para o estudo da estabilidade
dos pontos de equiĺıbrio de um dado sistema, considere o sistema não linear de
equações de diferenças na forma

{
xn+1 = f(xn, yn)

yn+1 = g(xn, yn)
(2.3.15)
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onde f e g são funções não lineares.
Uma vez que (x∗, y∗) é um ponto de equiĺıbrio do sistema (2.3.15), então

x∗ = f(x∗, y∗) e y∗ = g(x∗, y∗).
Denotando x̃ e ỹ pequenas perturbações de x∗ e y∗, respectivamente, dáı apli-

cando a expansão pela série de Taylor para as funções de duas variáveis f e g, ou
seja, fazendo a aproximação de f(x∗ + x̃, y∗ + ỹ) dada por

f(x∗ + x̃, y∗ + ỹ) = f(x∗, y∗) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x∗, y∗)

x̃ +
∂f

∂y

∣∣∣∣
(x∗, y∗)

ỹ + · · · (2.3.16)

e fazendo o mesmo para a função g, ou seja,

g(x∗ + x̃, y∗ + ỹ) = g(x∗, y∗) +
∂g

∂x

∣∣∣∣
(x∗, y∗)

x̃ +
∂g

∂y

∣∣∣∣
(x∗, y∗)

ỹ + · · · (2.3.17)

Então, considerando as expansões apresentadas em (2.3.16) e (2.3.17) até os
termos de primeira ordem, no sistema (2.3.15), se pode verificar que resulta em

{
x̃n+1 = a11x̃n + a12ỹn

ỹn+1 = a21x̃n + a22ỹn
(2.3.18)

onde,

a11 = ∂f
∂x

∣∣∣
(x∗, y∗)

, a12 = ∂f
∂y

∣∣∣
(x∗, y∗)

a21 = ∂g
∂x

∣∣∣
(x∗, y∗)

, a22 = ∂g
∂y

∣∣∣
(x∗, y∗)

Denotando por

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
,

a matriz A é o que se denomina jacobiano do sistema de equações (2.3.15).
Com isso, o sistema (2.3.18) pode ser representado na forma matricial por

ũn+1 = Aũn, (2.3.19)

onde ũn =

(
x̃n

ỹn

)
, que é um sistema de equações lineares.

Desta forma, o estudo da estabilidade do ponto de equiĺıbrio (x∗, y∗) de um
sistema não linear pode ser feito através do estudo de estabilidade de um sistema
linear na forma (2.3.19), para pontos próximos de (x∗, y∗).

Assim, lembrando o que foi apresentado no primeiro caṕıtulo, na seção 1.3 (ver
pág.30), se obtém a equação caracteŕıstica associada ao sistema (2.3.18), dada por

det(A− λI) = 0,
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que resulta em
λ2 − βλ + γ = 0,

onde β = a11 + a22 e γ = a11a22 − a12a21, como feito anteriormente.
A estabilidade do ponto de equiĺıbrio fica assim determinada pela magnitude

dos autovalores desta equação caracteŕıstica, ou seja, o ponto de equiĺıbrio será
estável se |λi| < 1. Para que esta condição seja satisfeita, se deve ter que

2 > 1 + γ > |β| (2.3.20)

Portanto, se a condição (2.3.20) é satisfeita, então o ponto de equiĺıbrio (x∗, y∗)
é estável.

Para se chegar a condição dada por (2.3.20), sabendo que

λ1,2 =
β ±

√
β2 − 4γ

2
,

basta verificar em que condições se tem |λ1| < 1 e |λ2| < 1, ou seja, os autovalores
(ráızes da equação caracteŕıstica) precisam pertencer ao intervalo (−1, 1).

1−1

λ2 −β λ + γ

λ
1

λ
2

β/2

Eixo de simetria

Figura 2.7: Parábola dada por y = λ2 − βλ + γ

Primeiramente, se pode observar que
β

2
é o ponto médio de λ1 e λ2, uma

vez que λ =
β

2
é o eixo de simetria da parábola, o que estabelece uma primeira

condição, isto é, ∣∣∣∣
β

2

∣∣∣∣ < 1, (2.3.21)
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que também pode ser vista como −2 < β < 2.

Além disso, a distância entre
β

2
e qualquer das ráızes deve ser menor que a

distância entre
β

2
e os extremos do intervalo (−1, 1) – veja a Figura 2.7.

Isto implica na seguinte condição 1 −
∣∣∣∣
β

2

∣∣∣∣ >
√
β2 − 4γ

2
. Como cada termo da

desiguldade é positivo, elevando ao quadrado ambos os termos se obtém

(
1 −

∣∣∣∣
β

2

∣∣∣∣
)2

>
β2 − 4γ

4
,

ou seja,

1 − |β| +
β2

4
>

β2

4
− γ

Dáı, cancelando o termo
β2

4
e reordenando os termos se chega a segunda condição,

dada por
1 + γ > |β| (2.3.22)

Por fim, combinando as duas condições (2.3.21–2.3.22) se obtém que 2 > 1+γ >
|β| é a condição necessária para que λ1,2 ∈ (−1, 1).

2.3.0.10 Problema

Determine a condição de estabilidade para os pontos P0, P1, P2 e P3, encon-
trados para o sistema 2.3.8 – pág. 53, com base no que foi feito para o estudo de
estabilidade, isto é, a condição dada por (2.3.20).

2.4 Exerćıcios de revisão

1. Para as equações de diferenças indicadas a seguir, encontre os pontos de
equiĺıbrio e determine a condição de establilidade para os pontos encontrados.

a) xn+1 =
xn

1 + xn

;

b) xn+1 = xne
αxn , com α ∈ R constante;

c) xn+1 =
K

α +
β

xn

, com α, β, K ∈ R constantes.
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2. Determine a condição de estabilidade nos seguintes casos

a) xn+1 = −x2
n(1 − xn), com x∗ =

1 +
√

5

2
;

b) xn+1 =
1

2 + xn

, com x∗ =
√

2 − 1;

c) xn+1 = xn lnx2
n, com x∗ =

√
e.

3. Frequentemente, um modelo usado para descrever o crescimento de po-
pulações de peixes se baseia numa equação emṕırica denominada equação
de Ricker. O modelo para populações discretas é dado por

Pn+1 = αPne
−βPn

Nesta equação, α representa a taxa máxima de crescimento, equanto β re-
presenta a inibição de crescimento devido a superpopulação. Mostre que o
ponto de equiĺıbrio para esta equação é dado por

P ∗ =
lnα

β

e determine a condição de estabilidade para P ∗.

4. Em 1978, May [12] publicou um artigo onde apresenta um modelo para o
sistema parasitóide-hospedeiro dado por





Hn+1 = φHn

(
1 +

αPn

β

)
−β

Pn+1 = Hn − Hn+1

φ

,

onde os parâmetros α, β e φ são todos positivos.

Determine o ponto de equiĺıbrio deste sistema e a sua condição de estabili-
dade.
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Linear”, 3a edição, Harbra, São Paulo, 1986.
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Ptolomeu, 11

modelo de, 12

Raio espectral, 40
Representação polar, 42

61



62

Série de Taylor, 55
Sequência de Fibonacci, 14
Sucessões, 14
Superposição linear, 28

Transformada Z, 30
Tycho Brahe, 12

Vetor transposto, 39


