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A minha amada esposa,
dedico estas notas



Mit einem entziindet sie ihr Haar

und dreht auf einmal mit gewagter Kunst

ihr ganzes Kleid in diese Feuersbrunst,

aus welcher sich, wie Schlangen die erschrecken,
die nackten Arme wach und klappernd strecken.

Com o olhar, a bailarina inflama a cabeleira

e, com arte ousada, de um s6 golpe distende o
seu vestido todo num rodopiar de incéndio

do qual, serpentes, em desnudez e susto vao
surgir os bragos despertos, num bater de maos.

Trecho do poema “Spanische tanzerin” (Bailarina espanhola).
de R. M. Rilke.
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Prefacio

As notas apresentadas a seguir foram elaboradas para dar suporte a um curso
introdutério de equacoes de diferencas, através de aplicagbes biolégicas, tendo
como ponto de partida os processos discretos, que sao predominantes em sistemas
da natureza. Neste sentido, foi feita a opgao para trabalhar os conceitos essen-
ciais das equagoes de diferencas, mais adequadas para a modelagem de processos
discretos.

Como pré-requisito para um bom acompanhamento destas notas, é interessante
que o leitor ja esteja familiarizado com os conceitos de fungoes e graficos, variagao
média e instantanea de fungoes, especialmente as funcoes polinomiais, exponencias
e logaritmicas.

O texto foi elaborado de forma que sua leitura possa despertar no leitor uma
nova visao dos fendémenos que ocorrem na natureza, através do olhar matemaético,
mas sem perder o foco do fenémeno que se deseja estudar, ou seja, ao solucionar o
problema matematico que se originou de um fenémeno real, é importante entender
a solucao do ponto de vista da realidade, em termos de validade e aproximagao de
resultados reais.

Toda contribuicao para a melhoria do texto, bem como a abordagem e inclusao
de tépicos que possam complementar estas notas, serd sempre bem vinda e podera
ser encaminhada ao autor, que se coloca a disposi¢cao para a troca de informagoes
e experiéncias.

Cuiabé, 9 de Novembro de 2011.

Geraldo Lucio Diniz






Capitulo 1

Modelagem matematica e
equacoes de diferencas

1.1 Introducao

A modelagem matemaética pode ser definida como a descri¢ao através do fer-
ramental matematico de um evento, processo ou elemento do universo, seja ele ser
vivo ou nao. Com a modelagem é possivel fazer um estudo do objeto modelado,
permitindo novas dedugoes, ou conclusoes, a cerca de sua validade pela comparagao
de resultados obtidos da situagao real com aqueles fornecidos pelo modelo.

A concepcao do modelo, em geral, é feita a partir de simplificagoes da situagao
original para buscar elementos matematicos que possam descrever ou pelo menos
se aproximar da realidade sobre a qual se deseja estudar.

Nenhum modelo deve ser proposto de forma fechada ou definitiva, busca-se,
através de melhorias ou adequagoes cada vez mais complexas, aproximar cada vez
mais o modelo e a realidade.

Qualquer modelo matemaético tem sua utilidade enquanto nao é refutado ou
até que seja substituido por um mais adequado ou mais realistico. Nem sempre,
refutar um modelo é uma tarefa facil, mesmo que ele esteja baseado em concepgoes
erroneas. A percepcao de contradigbes intrinsecas do modelo pode levar muito
tempo e, as vezes, nem sempre é obtida.

1.1.1 Modelo do universo de Ptolomeu

Historicamente, um dos primeiros modelos que teve grande repercussao foi
aquele proposto pelo matematico, gedgrafo, astrélogo e o mais célebre astronomo
da antiguidade, o grego Cldudio Ptolomeu (90-170 d.C.). Ptolomeu desenvolveu
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suas pesquisas na cidade de Alexandria e sua grande obra, sem divida alguma, foi
o Almagesto, no qual ele descreve um modelo para o universo.

Em seu modelo, Ptolomeu pressupunha que a Terra era imoével e que o Sol
se deslocava em circulos em torno dela, dando origem aos dias e noites. Apesar
de suas contradicoes, atualmente identificaveis, este modelo foi tido como verdade
absoluta por 14 séculos, principalmente pela sua concepgao em termos da perfeicao
da criagao divina, colocando o homem como centro do Universo.

Este modelo, conhecido como geocéntrico, no qual a Terra é o centro do uni-
verso, em torno do qual os astros orbitam em trajetérias circulares (denominados
epiciclos - ver Figura 1.1(a)), foi concebido no século IT d.C. e foi aceito por 14
séculos como verdadeiro, até que o astrénomo polonés Nicolau Copérnico (1473-
1543), no século XVI, formulou e apresentou a teoria do heliocentrismo® (ver
Figura 1.1(b)).

Mais tarde, a teoria heliocéntrica foi apoiada pelas descobertas de Galileu Ga-
lilei (1564-1642), através de suas observagoes com o telescépio refrator, com o qual
pode observar as manchas solares, as montanhas na lua, a fases de Vénus, os qua-
tro satélites de Jupiter, os anéis de Saturno e as estrelas da Via Lactea. Com
isso, Galileu apresentava a imperfeicao dos astros, o que resultou na perseguicao
de Galileu no periodo da inquisigao.

(a) Modelo geocéntrico (b) Modelo heliocéntrico
Figura 1.1: Modelos para mecanica celeste

Do ponto de vista cientifico, o modelo de Copérnico se consolidou com o traba-
lho apresentado pelo astronomo, matematico e astrélogo alemao Johannes Kepler
(1571-1630), que formulou as trés leis fundamentais da mecancia celeste (conhe-
cidas como leis de Kepler), com base nas medig¢oes precisas do astréonomo dina-
marqués Tycho Brahe (1546-1601), no qual as drbitas circulares sdo substituidas
por érbitas elipticas, com o Sol ocupando um dos focos.

Mesmo no modelo proposto por Copérnico, o homem (maior criagdo divina e

INeste modelo, o Sol ocupa o centro do universo, em torno do qual os planetas e estrelas
orbitam.
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integrante do sistema solar — conforme o pensamento doutrindrio da época) ocupa
ainda o centro do Universo, o que atendia em parte os interesses da Igreja Catdlica.

1.1.2 Do problema real ao modelo matematico

A concepg¢ao do modelo matemético, nem sempre é uma tarefa facil, a grande
dificuldade estd na identificacdo das caracteristicas relevantes da realidade, que
devem ser consideradas e expressas no modelo a ser proposto.

Ao se deparar com a questdo fundamental que se procura apreender da reali-
dade é que se comeca a construir o modelo, a partir de premissas que possam ser
traduzidas para a linguagem matematica, que em iltima instancia, nada mais é do
que uma linguagem (ou ferramental) com a qual se pode abstrair (ou descrever) a
realidade.

O processo de construcao do modelo é muito rico e quanto maior a fertilidade
de idéias e concepgoes, melhor serd a modelagem. Atualmente, este processo vem
ocorrendo nas mais variadas dreas do conhecimento, de forma que quanto mais
desenvolvida for a Matematica, maior serd a gama de recursos para se descrever a
realidade.

Neste sentido, uma aproximagao entre conhecimento e tecnologia tem proporci-
onado avangos significativos no processo de construgao do conhecimento, chegando
ao extremo de se tornarem cada vez mais interdependentes. De modo que o pro-
gresso do conhecimento estd cada vez mais atrelado ao progresso da tecnologia e
vice-versa.

Nestas notas, serao realizadas algumas atividades no sentido de se construir
alguns modelos matematicos para descrever determinados fenémenos observados
na natureza e que deverao ser descritos através de formulagoes matematicas a
partir da realidade vivida e dos conhecimentos disponiveis, de modo a se obter o
modelo matematico que corresponda a realidade, o mais préximo possivel.
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1.2 Modelagem através de equacoes de diferencas
com aplicacoes

1.2.1 Conceitos basicos
1.2.1.1 Introdugao

Para processos discretos no tempo, ou seja, que ocorrem em intervalos regula-
res, tais como: uma vez ao dia, ou em ciclos mensais, em que o estagio seguinte
depende do estagio anterior, naturalmente podem ser descritos matematicamente
por equagoes de diferengas (ou férmulas de recorréncia), que estabelecem uma
relacao entre os termos de uma sucessao.

Utilizando a seguinte notagao para sucessoes

{xn} = {‘T(Jv Ty, T2, }

tem-se o seguinte exemplo, com a notagao acima, para uma equagao de dife-
rencgas na forma

Tnao = Tpal + Tp (1.2.1)

Esta equag@ao descreve a formagao de cada elemento, a partir do terceiro,
somando-se os dois antecedentes e conhecidos os dois elementos iniciais. Para
0 caso em que xg = x1 = 1, esta equagao de recorréncia produz a denominada
sequéncia (ou sucessao) de Fibonacci, proposta pelo matemético italiano Leonardo
de Pisa no século XIII, dada por

{1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, --- }

Esta sequéncia esta associada a algumas aplicacoes interessantes desde a anti-
guidade, relacionadas ao nimero dureo (ou nimero de ouro), tais como o retangulo
aureo utilizado para as dimensoes de faxada em algumas construgoes gregas, como
por exemplo o Partenon em Atenas, construido pelo célebre arquiteto grego Phi-
dias, bem como a espiral de Arquimedes, construida através dos arcos de quarto
de circunferéncias inscritas nos sucessivos quadrados (conforme a Figura 1.2(b)),
que aparece em fenémenos naturais, como por exemplo, nas linhas formada pelas
sementes na flor do girassol (ver Figura 1.3(a)) ou nas espirais do abalone? (Figura
1.3(b)).

O limite da razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

Tn+1 . . =
nt , quando n tende ao infinito, resulta na chamada proporcao durea denotada?

n

2Crustéceo comum nas dguas do Pacifico e no Golfo do México, cuja carne é apreciada na
Asia, sua concha é usada na fabricagao de jéias e bijuterias.
3Em homenagem ao arquiteto e escultor grego Phideas
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(a) Sequéncia de Fibonacci (b) Espiral de Arquimedes

Figura 1.2: Exemplos do retangulo aureo, associado a sequéncia de Fibonacci e
espiral de Arquimedes

(a) Sementes de girassol (b) Sashimi de abalone

Figura 1.3: Exemplos da espiral de Arquimedes, presentes em elementos da natu-
reza

por ¢, onde
qs =

Uma aplicagao envolvendo esta sequéncia sera apresentada mais adiante.

145
%f ~ 1,61803398875...

1.2.1.2 Equacgoes de diferencas lineares

Definigao 1.1. A forma geral de uma equagdo de diferencas linear, de primeira
ordem, é dada por

1Tp11 + 2T, = as (1.2.2)
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onde a; sdo coeficientes ou parametros da equagdo e x; sGo os termos da sucessao.

No caso em que as =0, a equacdo € denominada homogénea . A classifica¢ao
de primeira ordem se deve ao fato que a maior diferenca entre a ordem dos termos
da sucessao que aparecem na equacdao € de ordem 1.

Definicao 1.2. Para a equacao de diferencas linear, de sequnda ordem, a forma
geral € dada por

A1 Tpt2 + A2Tpt1 + A3T, = a4 (1.2.3)

Neste caso, a maior diferenca entre as ordens dos termos da sucessao € 2, pois
(n+2 - n = 2). Assim com no caso anterior (eq. 1.2.2), quando ay = 0 a equagdo
é dita homogénea.

Definigao 1.3. Assim, sucessivamente, se define uma equacdo de diferencas li-
near, de ordem m, como sendo toda equacdo da forma

A1 Tntm + 2Tntm—1 + oo + Q1T = Ao (1.2.4)

No caso em que os parametros a; sdo constantes (reais ou complexos), a equagdo
recebe a classificacdo adicional de equacoes de diferencas lineares com coeficientes
constantes.

Uma equacgao de diferencas pode ser escrita de varias formas equivalentes, por
exemplo, na equagao (1.2.4) ao substituir o {ndice n por n — 1 se obtém uma
equagao equivalente. No entanto, em geral, as equagoes de diferencas sao escritas
de forma que o termo de ordem mais baixa na equacao seja x.

Definigcao 1.4. Dada uma equagdo de diferencas, se denomina solug¢dao geral de
uma equagao diferencial a forma geral do termo de ordem n, que satisfaz a equagao
de diferencas.

A solugao geral de uma equacao de diferencas pode ser obtida por algumas
técnicas especificas, sem recorrer ao cdlculo de todos os n termos antecedentes.
Uma abordagem mais completa deste tema pode ser encontrada em [9)].

Se duas sucessoes {z,, } e {y,} sdo solugoes de uma equagao de diferengas linear,
entao a diferenga entre elas também é solugao da equacao homogénea correspon-
dente [9].

Desta forma, qualquer combinacao linear das solu¢ées de uma equagao de dife-
rencas linear homogénea, também sera solugao desta mesma equagao, ou seja, as
solugbes de uma equacao de diferencas linear homogénea definem um sub-espaco
vetorial*

4Consulte um livro de Algebra Linear, para conhecer e aprofundar estes conceitos, como por
exemplo em [3].
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Nas segoOes seguintes serao apresentadas algumas equagoes de diferencas linea-
res, “construidas” a partir de problemas biolégicos, bem como a solugao para cada
caso.

1.2.2 Divisao celular
1.2.2.1 O Modelo:

1 - Divisao sincronizada da populacao de células;

Hipéteses: { 2 - Cada célula produz “a” células filhas;

Definindo My, My, M3, --- , M, como sendo o nimero total de células nas
geracoes 1, 2, 3, ---, n; entao, uma equagao simples que relaciona duas geragoes
sucessivas, por exemplo, para as geragoes n + 1 e n, pode ser escrita na forma

Muy1 =aM,  (a>0) (1.2.5)

Assim, qual seria o tamanho da populagdo apds n geracoes?
Aplicando a equagao (1.2.5) recursivamente e supondo que inicialmente existem
My células no meio ou cultura, se obtém

My =aMy = My = aMy = a[aMo] = a2M0 =
M3 = aMy = a(a®My) = a®My;
dai

)

M, 1 = aM, = a[aM, 1] = a{a[aM, 5]} = - = a" "' M (1.2.6)

Assim, para uma geragao n qualquer, o nimero de células (supondo existirem
My células inicialmente) serd dada por:

M, = a" M, (1.2.7)

Demonstracao: Para demonstrar que (1.2.7) é solucao de (1.2.5), basta substitui-
la na equacao de diferengas e verificar que ela satisfaz a equacao (1.2.5), como se
segue

Mn+1 g CL"JFIMO e Mn = CL"MO = CLMn g CLCL"MO = a”+1M0 g MnJrl ||

A magnitude de “a” é que ird determinar se a populagdo aumenta ou diminui
nas geragoes sucessivas, da seguinte forma:

— Se a > 1, entao M,, aumenta nas geragoes sucessivas;

— Se a =1, entao M, serd constante em todas as geragoes;

— Se a < 1, entao M,, decresce nas geragoes sucessivas.
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1.2.2.2 Problemas:

1. Suponha que numa cultura existam, inicialmente, 120 células e que cada
célula produz 2 filhas ao se dividir. Quantas células existirao na décima
geragao? E na vigésima?

2. Num processo de engenharia genética, usam-se duas células de uma mesma
geragao para se obter uma nova célula. Sabendo que numa cultura expe-
rimental existem 2.024 células, quantas deverao existir apds ser aplicado o
procedimento 5 vezes, sucessivamente.

1.2.3 Populacgoes de insetos
1.2.3.1 Consideracgoes iniciais:

— Insetos geralmente tém mais de um estagio de desenvolvimento no seu ciclo
de vida, desde o nascimento até atingir a maturidade.

— O ciclo completo pode ter semanas, meses ou até mesmo anos.

.

— E comum usar uma tunica geragao como unidade de tempo para descrever
um modelo de crescimento de populagoes de insetos.

— Alguns estagios podem ser descritos através de equagoes de diferencas.

— Um sistema de equacoes pode ser condensado a uma unica equacgao que
combine os parametros que aparecem no sistema.

A aplicagao apresentada a seguir se baseia num exemplo apresentado em [8].
Como exemplo, serd considerada a reproducdo de galhas® de um afidio® do

4lamo”.

Hipédteses:
De acordo com Whitham [18, apud [8]], esta espécie possui as seguintes carac-
teristicas

5S40 estruturas que se originam em determinado 6rgio de uma planta através de hipertrofia e
hiperplasia (anatomia vegetal) de tecidos, inibi¢cdo do desenvolvimento ou modificacdo citolégica
e/ou histoquimica em resposta ao ataque de organismos indutores que podem ser virus, bactérias,
fungos, nematédeos, dcaros ou insetos (denominados cecidégenos pelos ecdlogos), geralmente
especificos & espécie (ou ao género ou familia) da planta. S&o estruturas as vezes comparadas a
tumores.

6Insetos também conhecidos como pulgdes de plantas

TEspécie de olmeiro ou choupo da familia das salindceas, planta nativa da América do Norte.
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1. A fémea adulta ovipoe nas folhas do dlamo, neste local ird se desenvolver a
galha;

2. toda prole de um unico afidio estd contida em uma galha;
3. uma fragao desta prole ira eclodir e sobrevivera como adulto;

4. A capacidade de producao de prole (fecundidade) e a sobrevivéncia até a
reproducgao dependem das condigoes ambientais, da qualidade de sua ali-
mentagao e do tamanho de sua populagao.

Os fatores apresentados no item 4, momentaneamente, serao negligenciados
para se estudar um modelo simplificado, no qual todos os parametros sao constan-
tes.

Primeiro, serd definido:
an, = o numero de fémeas adultas na geragao n;

Ppn = 0 numero de prole na geracao n;
1 = a fracdo de mortalidade de afidios jovens;
f = a fecundidade por fémea, isto é, o nimero de prole produzido por cada fémea;
r = razao de fémeas do total de afidios adultos.
Assim, a equagdo que modela este caso pode ser formulada por

Pnt1 = fan (1.2.8)

onde a, é o numero de fémeas na geragao prévia; f é o nimero de prole por fémea
de afidio e p,,+1 é o nimero de prole na geracao n + 1

Como do total desta prole, apenas a fragao (1 — ) sobrevive para a fase adulta,
apenas uma proporgao final “r” serd de féemeas. Dai, se obtém

ant1 =7 (1= 1) pt1 (1.2.9)
As equagoes (1.2.8) e (1.2.9) descrevem a populagao de afidios na geracao n+1,

em fungdo do total de fémeas na geragdo n. A combinagao delas leva a
apt1=fr(l—p)a, (1.2.10)
Para simplificacao do modelo, se supos que os parametros bidticos f, r e p
fossem constantes. Desta forma, a solucio® da equacio (1.2.10) que se obtém para
uma geragao n qualquer é dada por
an = [fr(1—pwl"ao (1.2.11)

onde ag é o numero inicial de fémeas adultas.

8Como no caso da divisdo celular a solucio pode ser obtida por recursividade a partir da
populagao inicial ag
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Fazendo A = fr (1 — u), este coeficiente representa o nimero per capita de
fémeas adultas que cada mae produz, dai a solugao pode ser escrita na forma

an = A"ag (1.2.12)

1.2.3.2 Problema:

Sabe-se que uma fémea de afidio produz em média 32 ovos e que a razao sexual
nesta populacdo é igual a 1/2. A mortalidade dos jovens foi calculada em 75%.
Se, inicialmente, existem 100 fémeas, descreva a populagao nas geragoes n = 5, 8
e 100.

1.2.4 Procriagao de lebres

Este problema foi proposto e solucionado por Fibonacci em 1202. Trata-se de
uma aplicagdo interessante da razao durea, que foi proposto como exercicio em [8],
apresentado como se segue.

1.2.4.1 Estabelecendo o problema:

Suponha que um criador de lebres, estabelega seu sistema de produgao, de
modo que todo casal de lebres possa reproduzir-se somente duas vezes, quando
eles estdo com 1 e 2 meses de idade (ver Figura 1.4). Além disso, suponha que
cada casal produza exatamente um novo casal de lebres a cada reprodugao e que
todos sobrevivam para se reproduzir por duas vezes.

@@
" s

geragaon geragao n+1 geragaon+2

Figura 1.4: Diagrama para a procriacao de lebres — fonte: [8, pig.32]

Assim, quantos casais o criador terd apds n geracoes?
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1.2.4.2 Definigoes:

Para obter o modelo matemético que representa este problema, se define as
seguintes varidveis:

— RY = niimero de casais nascidos na geracao n;

— Rl = ntimero de casais com 1 més de idade na geracio n;

— R2 = ntimero de casais com 2 meses de idade na geracao n.

Considerando as varidveis acima e que o numero de casais que nascerda na
geracao n + 1, serd gerado pelos casais com 1 més e 2 meses, na geragao n, lem-
brando que cada casal produz apenas um novo casal. Assim, se obtém a seguinte
equacao

Ry =Ry + R, (1.2.13)

Como cada casal com 1 més de idade na geragdo n + 1 nasceu na geragao
anterior, ou seja,

R,.1=R) (1.2.14)

e cada casal com 2 meses de idade na geragao n 4+ 1 nasceu na segunda geragao
anterior, isto é,

R2,, =R}, (1.2.15)

Dai, levando (1.2.14) e (1.2.15) em (1.2.13) se chega a equagao que modela o

problema, dada por

R, =R+ R (1.2.16)

n—1

que é uma equacao de diferencas de segunda ordem, linear e homogénea, que pode
ser reescrita conforme apresentado na se¢ao 1.2.1.1 (ver pagina 16), por

R) . ,— R, —R)=0 (1.2.17)

1.2.4.3 Problema:

Supondo que o criador comece sua produc¢ao com apenas um casal. Dai, usando
a forma recursiva dada pela equagao (1.2.17), calcule a quantidade de casais que
nascerao na quinta e na décima geragoes.
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1.2.5 Solugao da equagao de 2 ordem

Para se obter a solugao geral da equagéo (1.2.17), semelhante ao caso da solugao
(eq. 1.2.7) obtida para a equagdo de diferengas de 1* ordem (1.2.5) utilizada para
modelar o crescimento celular, considere R? = A" K, onde K é o ntimero inicial
de casais de lebres.

Desta forma, se R = A" K é solucdo de (1.2.17), entdo ela deve satisfazer esta
equacdo. Dai, levando em (1.2.17), vem

NP2 NHE A" K =0 (1.2.18)
Agora, fatorando a equacao (1.2.18) para A" K, se obtém
AN = A-D\"K =0 (1.2.19)

Como por hipétese K # 0, uma vez que se tem ao menos um casal, entao
necessariamente se tem que A = 0, daf R? =0V n € N (solugao trivial), ou entao

M-A-1=0 (1.2.20)

que é uma equacao algébrica do 2° grau em \ e se resolve aplicando a férmula
para resolucdo da equacao de 2° grau®.
Logo, de (1.2.20) se tem que

\, - —EDEVED?—4)(-1) 1445
e 2(1) 27

(1.2.21)

Neste caso, lembrando que se A1 e A2 sao solucoes para o problema dado pela
equacao (1.2.17), entdo uma combinacdo linear com A\ e A2 dados por (1.2.21)
também ¢é solugao do problema, ou seja,

R = K, (1_‘/5> + Ky <1+\/5> (1.2.22)

2 2

Dai, considerando as hipéteses do problema, que inicialmente se tem um casal e
que este casal se acasalard produzindo apenas um novo casal, ou seja, R§ = R} = 1,
se obtém o sistema linear

9Equivocadamente, muitos livros de ensino fundamental e médio, no Brasil, ddo o nome de
férmula de Bhaskara para a férmula de resolugao da equagdo de 2° grau. No entanto, apesar da
grande obra deixada pelo matemaético indiano Bhaskara, que viveu no século XII, este método
de resolugdo da equacdo quadrdtica ji era conhecido pelos babilonios (4.000 AC), apresentada
na forma de prosa, ao invés de férmula, assim como nos textos de Bhaskara. A resolugdo por
férmula sé apareceu no final do século XVI, através do matematico francés Viete
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Ki+Ky=1
- N 1.2.23
\/5K1+1+\/5K2:1 ( )
2 2
Ki+Ky=1
1 1.2.24
B {K1+Kz+(K2—K1)\/5} =1 ( )

Da primeira equagio do sistema (1.2.24), fazendo K; = 1 — K5 e levando na
segunda equagao, se chega a

S [ Kot Fo [ — (1= ) VB] =12 [l — (1 - )V =1

1+v5 5+45
25 10

2KoV5=1+V5= K, =

dai

)

Ki=1-

5+V5_ L _5-Vh
10 70

Portanto, a solu¢ao do problema dado pela equacao (1.2.17), se torna

R (1.2.25)

o 5-V5(1-v5\ 545 [14+V5)
m10 2 BT 2

1.2.5.1 Observagoes finais

1. Apesar da aparéncia, a solugao apresentada pela equagao 1.2.25 gera a co-
nhecida sequéncia de Fibonacci, ou seja, para n = 0,1, 2,3, --- se tem
R?z:{lv 17 37 57 }

9. 0 valor de Ay = - +2\/5

assim como proporg¢ao aurea ou a divina proporcao, que tem uma propriedade

: : : . : L1
Interessante, pois seu Inverso (é) satisfaz a seguinte relacdo: — = ¢ — 1

¢

é também conhecido como nimero de ouro (¢),

(verifique!).
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1.2.6 Propagacao anual de plantas
1.2.6.1 Informacoes iniciais:

Algumas plantas produzem sementes todo ano no final do verao (final da cheia).
A floracao desaparece, deixando a prole numa dorméncia, na forma de sementes.
Apés o final da seca uma fracido destas sementes ird germinar, no entanto, algu-
mas sementes podem ficar dormentes por um ano ou mais até germinar, enquanto
outras poderao sucumbir devido a predacao, doencga ou condigoes ambientais ad-
versas (calor, frio, incéndio, etc.). Contudo, boa parte das plantas de cada espécie
poderé ser renovada ano-a-ano.

Para formular um modelo que descreva a propagagao anual de plantas existe
um complicador, que é o fato das plantas produzirem anualmente sementes que
poderao estar dormentes por alguns anos antes da germinacao.

Neste caso, nao se pode perder de vista, tanto a populagao de plantas quanto
a reserva de sementes de varias idades no banco de sementes.

1.2.6.2 Estabelecendo o problema:

Conforme apresentado em [7], as plantas produzem sementes no final de sua
estacdo de crescimento (final do verdo) apés o qual elas morrem. Uma fracao destas
sementes sobrevivem ao inverno (seca), e destas, algumas germinarao no inicio de
sua estagdo (comego das chuvas), produzindo uma nova geragdo de plantas. A
fragdo que germinou depende da idade das sementes.

1.2.6.3 Definigoes e hipoteses:

Parametros:
v — nuimero de sementes produzidas por planta;
«a — fragao de sementes de 1 ano que germinarao;
B — fracao de sementes de 2 anos que germinarao;
o — fragao de sementes que sobrevivem a cada inverno.

Na definicao das varidveis, se deve notar que o banco de sementes ird mudar
algumas vezes durante o ano devido a:

I — germinagao de algumas sementes;
IT — produgao de novas sementes;

IIT — envelhecimento de sementes e mortalidade.
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Figura 1.5: Diagrama da propagacao anual de plantas (c¢f. [7]).

1.2.6.4 Diagrama do processo:

Para simplificar o problema se supoe que sementes com mais de dois anos nao
sejam mais vidveis e podem ser ignoradas.
Com base no diagrama (Figura 1.5), sdo definidas as seguintes varidveis:
P,, = ntimero de plantas na geracao n;
= numero de sementes novas produzidas;
= numero de sementes de 1 ano antes da germinacao;
52 = ntimero de sementes de 2 anos antes da germinacao;
S! = niimero de sementes de 1 ano apés a germinacio;
= numero de sementes de 2 anos apds a germinagao.

2
|

1.2.6.5 As equacgoes

P, = aS! + pS? (1.2.26)
Sl =(1—-a)s! (1.2.27)
52 =(1-p)S2 (1.2.28)
S0 =4P, (1.2.29)
S =08 (1.2.30)
Sz, =08} (1.2.31)
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1.2.6.6 Agrupando as equacgoes
Levando (1.2.29) em (1.2.30) se tem que

Spi1=0(vPn) (1.2.32)

Da mesma forma, substituindo (1.2.27) em (1.2.31), vem

S2 . =0(1-a)S} (1.2.33)

Dal, a equagao (1.2.26) na geragdo n+1, pode ser reescrita como

Poyi=aSh .+ 8BSk, (1.2.34)

Agora, levando (1.2.32) e (1.2.33) em (1.2.34), junto com a equagao (1.2.32)
na equagao (1.2.30) se obtém o seguinte sistema de equacgoes de diferencas

Poy1 = ao(yP,)+ Bo(l—a)S} (1.2.35)
Sl = o(yPu_1) (1.2.36)

Finalmente, levando (1.2.36) em (1.2.35), se obtém

Poi1=ao(yP,) + Bo*(1 — a)yP,_4 (1.2.37)

Assim, o total de plantas na geracao n+1 é dada em func¢ao do total de plantas
nas geragoes n e n — 1, ou seja, o total de plantas numa geracao depende do total
de plantas nas duas geracoes imediatamente anteriores.

1.2.6.7 Problemas:

1. No modelo de propagacao anual de plantas se chegou a uma tnica equagao
para as plantas (1.2.37). Mostre que ele também pode ser escrito numa tinica
equacdo para as sementes (S}).

2. Suponha que um agricultor comece seu cultivo com Py = P; = 1.000 plantas,
descreva as variagoes na populagao de plantas até 10 geragoes sucessivas, com
base nos seguintes dados:

a) a =0,5; 5 =0,25~v=2,00=08;
b) a =0,6; 8 =0,3;v=2,0; 0 =0,8;

¢) Que conclusoes vocé chega ao comparar os resultados dos itens acima e
como voceé explica tais comportamentos?



Autovalores e equagao caracteristica 27

1.2.7 Solugao da equacgao para a propagacao de plantas

O procedimento para se obter a solucao geral da equacdo (1.2.37) é andlago
ao que se fez para obter a solugdo geral da equagao (1.2.17) - ver pdg.21, uma
vez que ambas sao equagoes de diferencas de 2* ordem, lineares com coeficientes
constantes e homogéneas.

Assim, supondo P, = A" Py, onde P, é a populagao inicial de plantas, levando
na equagao (1.2.37), se tem

NPy = ac(yA\" Py) + Bo*(1 — a)y\" "t By
que equivale a
A2 Py = ac(y A" Py) + Bo? (1 — a)y A" Py (1.2.38)

Para simplificar a simbologia que aparece na (1.2.38), considere b = aoy e
¢ = Bo%(1 — a)y. Assim, a equacao (1.2.38) pode ser reescrita na forma

N2 Py = b AT Py + ¢ A" Py

ou, ainda,
N2 Py —b A" Py —eA" Py =0 (1.2.39)
Agora, fatorando a equagio (1.2.39) para A" Py, vem
AN Py(M=bA—c) =0 (1.2.40)

Neste caso, em (1.2.40) se Py = 0 ou A" = 0, entdo necessariamente A = 0.
Dai, em ambos os casos se tem P, = 0V n € N (solugao trivial), ou ainda, se

M —b\—c=0 (1.2.41)

que é uma equagao de 2° grau em \. Entao, aplicando a férmula de resolugao da
equacao quadrética para (1.2.41), vem
b+ Vb2 +4c

SRRV C ey O[O I —
2

(1) \ b— b2+ dc
2 =
Para que \; e Ay assumam valores reais, é necessario que b2 + 4¢ > 0. Como,
b= aoyec= B0l —a)y, dai vem

Mo =220 (14 VTF9),

s B0—a) 48 <l _ 1) (1.2.42)

yo?2  ya \a

Al =

onde,

Assim, em (1.2.42) se obtém uma relagdo para 0 envolvendo os parametros
bidticos que sera positiva desde que o < 1.
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1.2.8 Autovalores e equagao caracteristica

Para equagoes de diferencas de segunda ordem, linear com coeficientes cons-
tantes, como as que foram apresentadas na duas sec¢oes anteriores, foi usado o
mesmo método para encontrar as solugoes das equagoes (1.2.17) e (1.2.37). Dali,
a necessidade de apresentar alguns conceitos gerais usados na solugao de equagoes
de diferengas, como em equagoes diferenciais e sistemas de equacoes lineares, tanto
de diferencas quanto diferenciais.

Definicao 1.5. Dada uma equagao de diferencas na forma da equagdao (1.2.4) -
ver pdg.16, se demomina equacgao caracteristica associada a equagdo homogénea
de (1.2.4), a equagdo obtida em A, ao adotar uma solugdo geral dada por KX™ em
(1.2.4), apds a fatoracao e cancelamento do fator comum K\, ou seja, a equagdo
homogénea equivalente a (1.2.4) em X, dada por .

A"+ a " a1 =0 (1.2.43)

Definigao 1.6. As raizes da equacdo caracteristica sdo denominadas autovalores
desta equagao.

Assim, a solucao geral da equagao de diferengas homogénea é composta pela
combinagao linear dos autovalores de sua equagao caracteristica associada (principio
de superposicao linear), ou seja, se x,, é solugdo de

A1 Tntm + @2Tpntm—1 + -« + Am1Tn = 07
entao, x, é dada por

quando se tem m raizes distintas.

Observando a solugao z,, apresentada em (1.2.44) se conclui que as proprieda-
des dos autovalores \; determinam de maneira tinica o comportamento da solugao
T

Com relagao aos autovalores associados a equagao caracteristica (1.2.43), cabe
ressaltar que eles podem ser reais ou complexos e distintos ou com multiplicidade,
estes casos serao tratados na segao seguinte, no estudo de sistemas de equagoes de
diferencas.

1.2.9 Equacgoes de diferencas nao homogéneas

Em alguns problemas de dinamica populacional envolvendo a modelagem por
equagoes de diferencas, se chega a um tipo de equacao, cuja solugdo envolve um
tratamento especial. E o que serd tratado nesta secao.
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Definicao 1.7. Uma equagao de diferencas linear de ordem m € dita nao ho-
mogénea, se a equacdo € da forma

A1 Tntm + G2Tntm—1 + oo + Qna1Tn + Qi = f (1.2.45)
no caso em que f € uma constante nao nula, ou f € uma funcao de n.

Para se obter a solugao geral da equagdo (1.2.45), um procedimento mais sim-
ples é, primeiramente, obter a solucao (x) da equagdo homogénea associada a
(1.2.45), ou seja, considerando f = 0 se obtém a solucdo desta equagao.

Em seguida, se deve obter uma solugdo particular (z,) para a equagado nao
homogénea. Dali, a solugdo geral (z,) é dada pela soma destas duas solugoes
(principio de superposigio), ou seja,

Tg = Th + Tp (1.2.46)
Como exemplo, considere a equagao dada por
Yn+2 + Ynt1 —2yn =3 (1.2.47)
com condigao inicial dada por
r9o=2, x1=0
A equagdo homogénea associada a equagao (1.2.47) é
Yn+2 + Ynt1 — 2yn =0, (1.2.48)
cuja equagao caracteristica é dada por
M+A-2=0

Dai, calculando os autovalores desta equacao caracteristica pela férmula de
resolugao da equacgao de segundo grau, se obtém

—1+3
-14+/1+8 Moo= 5 =L
Mp=—0—= 173
o = —— = -2

Assim, a solugao da equagao homogénea (1.2.48) é dada por
xp=1"4+ (=2)" =14 (-2)"
Uma solugao particular equagao homogénea associada a equagao (1.2.47) é

Tp =N
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Por fim, a solugao geral da equacao é dada por
xg=ap+xp=1+(-2)"+n

Existe outro método para solucionar equagoes de diferencas, usando a trans-
formada Z semelhante a transformada de Laplace para equagoes diferenciais. No
entanto, o uso deste ferramental exige um conhecimento matematico mais apro-
fundado que foge ao escopo da proposta destas notas. Ao leitor interessado em
conhecer em detalhes este método poderd consultar [9].

1.2.9.1 Problema

Populagao mundial de baleias — Admita que a populacdo atual de baleias
no mundo de uma determinada espécie é de 1000 individuos e que a cada ano o
aumento natural da populagao é de 25% (crescimento vegetativo = nascimentos
- mortes naturais). Suponha que o nimero de baleias abatidas pelos pescadores
a cada ano é de 300 individuos e que esta tendéncia vai se manter nos préximos
anos. Obtenha a equacdo de diferengas que modela a populacdao P, (onde n é o
nimero de anos a partir do ano atual).

1.3 Sistemas de equacoes de diferencas com apli-
cacoes

No problema de propagacao anual de plantas, apresentado na secao 1.2.6, se
chegou a uma equagao de diferencas de segunda ordem. Entretanto, este problema
também poderia ser levado a um sistema de equacoes de diferencas de primeira
ordem, envolvendo o ntimero de plantas e o total de sementes de um ano, da
seguinte forma

{ Pnt1 = aoypn +fo(l—a)S)
S111+1 = 0%Pn

que pode ser escrito na forma matricial por

< gﬁi ) - < ao(? ﬁa(lo_ * > < f;g ) (1.3.49)

Para simplificar a notacao, fazendo a11 = aoy, a12=po(l—a), a2 = oy
e axp =0, 2, =p, ey, =29} osistema (1.3.49) se torna

Tn41 _ air a2 Tp (1 3 50)
Yn+41 a21 Aa22 Yn o
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Agora, adotando a notacao vetorial, fazendo
v, = Tn , A= ail a2 :
Yn 21 G22
dai, o sistema (1.3.50) pode ser escrito na forma

Vpt1 = Avy, (1.3.51)

Repetindo o procedimento adotado na segao anterior, supondo que a solugao
do sistema (1.3.51) é da forma

[ K\
Vi = < o ) (1.3.52)
Neste caso, substituindo (1.3.52) em (1.3.51) se obtém
Kl)\n+1 - ai;p Q12 Kl)\n
( KoX' T )7\ aor ag Ko™ (1.3.53)

que é equivalente a
A Kl A" . a1 a2 Kl A"
K2 A" o a21 Q22 K2 A" ’

Av,, = Av,

ou seja,

Esta ltima equacgao é o que se denomina problema de autovalores - comumente
tratado nos livros de Algebra Linear, como por exemplo em [3]. Assim, desenvol-
vendo o produto matricial do lado direito e cancelando o fator A" se chega ao
seguinte sistema de equacoes algébricas lineares para as incognitas K; e Ko

{ 0 = (a11 —NK1+ a12K»

1.3.54
0 = anKi+ (a2 —NK> ( )

(1.3.54) também pode ser escrito na forma

0 @1— A an K,
a1 azz — A Ky
Uma solugao, neste caso, seria K1 = K5 = 0, o que leva na solugao trivial

v, = 0, ou seja, o nivel populacional x, e y, sao ambos identicamente nulos
Vn e N.
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Para se ter solugdes nao nulas nas incognitas K7 e Ko, é necessario que o
determinante da matriz A seja nulo (sistema indeterminado). Esta condigao leva

a equacao
det (1 7A @2 ) g
az az — A

que conduz & chamada equacao caracteristica associada a matriz A, dada por
(G11 - )\)(G22 - /\) —aizaz =0,

que é uma equagao caracteristica quadratica, tal como na segao 1.2.8, cujas raizes
sao os autovalores de (1.3.51).
Neste caso, desenvolvendo esta tltima equagao e renomeando os termos se
obtém
N —BA+7=0, (1.3.55)

onde,
B = a11 + a2 é o denominado traco'? da matriz A e v = (a11a22 — a12a21) é 0
determinante da matriz A.

Os autovalores (raizes) da equacao (1.3.55) sdo dados por

)\12:“— VB — Ay
3 2 Y

onde o termo 32 — 4y é denominado discriminante de A — notagao disc(A4).
Assim, analisando o discriminante de A, trés possiveis situagoes poderao ocor-
rer:

i) disc(A) > 0, neste caso, serdo dois autovalores reais e distintos;
ii) disc(A) = 0, neste caso, serd um unico autovalor real;

iii) disc(A4) < 0, neste caso, os autovalores serdo complexos e conjugados!!,
o que produz solugoes com trajetdérias periddicas ou espirais, ao longo do
tempo.

Uma vez encontrados os autovalores, usando o principio de superposicao li-

near'?, a solucio do sistema — nos casos i) e iii) — é dada por:

T Al)\? + Ag)\g

v~ BT+ Bl (1.3.56)

Over [3] para mais detalhes
11 Este caso serd tratado de forma mais detalhada na secao 1.4 — ver pag.42.
12Consulte [1, 8] para mais detalhes.



Sistemas de equagoes de diferengas 33

Desta forma, o comportamento da solucao (1.3.56) do sistema (1.3.54) fica
determinado pela magnitude dos autovalores. Além disso, os valores das constantes
Ay, As, By e Bs sao obtidos de maneira tnica, pelos niveis populacionais z,, € ¥,
para duas geragoes sucessivas (condigdes iniciais).

No caso ii) de um unico autovalor real (raiz dupla), para construir a solugao
geral, é necessario que se tenha uma segunda solugao linearmente independente
da primeira, que pode ser obtida a partir do teorema a seguir.

Teorema 1.1. Se o polinémio caracteristico associado ao sistema ou equacdo de
diferencas
aXn+2 + bXnt1 +cxn =0 (1.3.57)

tem uma unica raiz real ¢, a sucessao
Xn = n¢" (1.3.58)
€ solugao da equagao (1.3.57).

Demonstragao: Substituindo a sucessao 1.3.58 no lado esquerdo da equacao de
diferencas e reagrupando os termos, se obtém

a(n42)C" 2 +b(n + D" + end™ = (al? + ¢ + e)nC™ + (2a¢ + )¢
o termo dentro do primeiro paréntesis do lado direito da equagao acima é zero, ja
que ( é raiz do polinémio caracteristico associado a (1.3.57); o termo no segundo

paréntesis também é zero, ji que a raiz { ¢é igual a 5 Portanto, o resultado é
a

zero, como se queria demonstrar. ]

Assim, a solugdo geral é uma combindo linear das duas solugdes particulares,
ou seja, a solucao do sistema é dada por

Tn = (Al + AQTI)/\”
Yn = (Bl + Bgn))\"

Nas secoes seguintes serao apresentadas duas aplicagoes, cujos modelos sao
aplicagoes de sistemas lineares de equagoes de diferencas.
1.3.0.2 Problemas

1. Verifique que (1.3) satisfaz a equagdo (1.3.51), no caso em que (a1 +ag2)? =
4(0,110,22 — algagl), ou seja, diSC(A) =0.

2. Suponha que um agricultor comece seu cultivo com P, = 100 plantas e
So = 500 sementes, encontre a solugao que descreve as populagoes de plantas
e sementes nas geragoes sucessivas, com base nos seguintes dados:
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a) a=0,5;8=0,25,7=2,0; 0 =0,8;
b) «=0,6;5=0,3;7vy=2,0;0=0,8;

1.3.1 Aplicacao de sistema de equacgoes de diferencas com 3
classes etarias

1.3.1.1 Estabelecendo o problema

Uma espécie de besouro alemao, o Volmar-Wasserman vive no maximo 3 meses.
As fémeas podem ser divididas em 3 faixas etarias: ninfas (de 0 a 1 més), juvenis
(de 1 a 2 meses) e adultas (de 2 a 3 meses).

As ninfas nao poem ovos; cada fémea juvenil produz uma média de 4 fémeas e
cada adulta uma média de 3 fémeas.

A taxa de sobrevivéncia é de 25% para as juvenis (o2) e de 50% para as ninfas
(01) — veja Figura 1.6.

Para construir o modelo matemaético que representa este problema, sera utili-
zado um sistema de equagoes de diferencas linear de primeira ordem, para cada
classe etaria, conforme se segue.

oy %
Ninfas — Juvenis —> Adultas
¥}
bl o
1T ] s

Figura 1.6: Diagrama do ciclo populacional de fémeas de Volmar-Wasserman

1.3.1.2 Representagao matematica do processo

Com base no diagrama (Figura 1.4), sdo definidas as seguintes varidveis e
parametros:

— Ni = ntmero de ninfas na geracao k;
— Ji = numeros de fémeas juvenis na geracao k;
— Aj = numero de fémeas adultas na geracao k;

— 01 = taxa de sobrevivéncia das ninfas, ao final do més;
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— 09 = taxa de sobrevivéncia das juvenis, ao final do més;
— 71 = fecundidade das juvenis, producao média de fémeas per capita;

— 79 = fecundidade das adultas, produgao média de fémeas per capita.

Dai, o sistema de equagoes que descreve o processo evolutivo nas geracoes
sucessivas é dado por

Niv1 = 7+ 724
Ji1 = 01Ny (1.3.59)
Aptr = o2

O sistema (1.3.59) pode ser representado na forma matricial, por

Nit1 0 v 7 Ny,
Jk+1 = 01 0 0 Jk (1.3.60)
Aps1 0 o2 O Ay

Neste caso, o polindmio caracteristico associado ao sistema (1.3.60) é dado por
P(\) = det(A — \) (1.3.61)

onde A é a matriz de coeficientes do sistema e I é a matriz identidade, a equagao
(1.3.61) leva a

0 m 7 A0 0
P(X) =det cr 0 O — 0 X O
0 o2 O 0 0 X
ou seja,
A m 72
PA)=det | o1 —-A 0 (1.3.62)
0 g9 —)\

Agora, substituindo em (1.3.62) os valores dos parametros conforme apresen-
tados anteriormente, se chega a

X 4 3
P(\)=det| 0,5 —A 0
0 0,25 —\

Assim, o polindmio caracteristico associado a este sistema é dado por

P(A\) =0,5+1,50—\* (1.3.63)
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Para encontrar os autovalores associados ao sistema, basta encontrar as raizes
da equacgao caracteristica associada ao polinémio caracteristico (1.3.63), ou seja,
encontrar as raizes de P(A) = 0, donde

0,5+ 1,50 =\ =0 (1.3.64)

Como Ay = —1 satisfaz a equacdo (1.3.64). Dai, fatorando por (A + 1) em
(1.3.64), se obtém

A+1)(0,5+X=2%)=0 (1.3.65)

Por fim, aplicando a férmula de resolucao da equacao do 2° grau para o termo
quadratico que aparece em (1.3.65), se obtém os valores de A2 e A3, dados por

1-3 1++3
Ao = Ao = —

Desta forma, os autovalores associados a este sistema sao

1-+v3 1 3
A =-1 Aoy = 2\/_ A3 = +2\/_

Portanto, a solucdo do sistema (1.3.62) se torna

Nk = 011)\If + Oleéi + 013/\’§
Ji = Cor A} + CoaAf + Cas)§ (1.3.66)
Ay, Cgl)Jf + 032)\]5 + (;'33)\}3C

Lembrando que as constantes Cj; ficam unicamente determinadas, conheci-
das as quantidades de fémeas de cada classe etéria, para trés geragoes sucessivas
(condigdes iniciais).

1.3.1.3 Problema

Suponha que existam 40 ninfas, 40 juvenis e 20 adultas, inicialmente. Dali,
aplicando a equacao matricial (1.3.60), recursivamente, para as geragoes k = 0 e
k =1, obtenha o ntimero de fémeas em cada classe, para as geragoes consecutivas
(k=1ek=2).

Para os valores encontrados, em (1.3.66) obtenha o sistema de equagoes algébricas
lineares (de ordem 9), com base no nimero de fémeas nas trés geragdes sucessivas
(k=0,k =1ek=2). Resolva o sistema obtido e determine a solugédo conforme
a equacao (1.3.66). (Sugestao: Resolva o sistema de equagdes algébricas pelo
método de eliminagiao de Gauss'3, por exemplo.)

13Consulte [5] para conhecer mais detalhes sobre este método.
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1.3.2 Crescimento populacional da Tartaruga-da-amazonia

O problema a seguir é uma aplicagao de sistemas de equagoes de diferencas de
ordem mais alta, com base num problema real, que serviu para elaboragao de um
trabalho de conclusao de curso.

1.3.2.1 Estabelecendo o problema

Pesquisadores do INPA (Instituto de Pesquisa da Amazonia) tém aplicado o
ferramental matematico para o estudo da fauna da Amazonia Legal, onde sao
encontradas muitas espécies que estao em risco de extingao, caso nenhuma pro-
vidéncia seja tomada. Ampliar as informagoes a respeito do crescimento popula-
cional da Tartaruga-da-amazonia (Podocnemis expansa), implica em divulgar este
estudo visando um maior embasamento para justificar agoes mais concretas no
sentido de sua preservacao.

Nesta segao, serd apresentado um estudo qualitativo do crescimento populacio-
nal desta espécie, através de um modelo matematico utilizando matriz de Leslie',
com alguns dados de pesquisadores do IBAMA. Para os parametros biéticos foram
realizados estudos conclusivos, que estao ao final desta secao.

Com base nos estudos de biologia e do comportamento deste animal, o modelo
matematico que representa o problema indicard se na regiao de estudo esta espécie
corre risco de extingao ou nao. A formulacdo do modelo é baseada no esquema
abaixo (Figura 1.7) para a obtengao das equagdes que regem o sistema.

&3

Oy 0 - i = - o -
Ny —» N ——% N, —3% Ny —» N, — 5 N;

N P

N];;. — N; '(L Ng < N- < % N5

Figura 1.7: Esquema da dinamica populacional

1.3.2.2 Modelando o problema

Fazendo uma separagao da populagao por classe etéria, considerando para cada
classe o periodo de um ano e tomando como classe inicial o ntimero de ovos, se

14 Consulte [17] para aprofundar no assunto.
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obtém

No = numero de ovos

N1 = numero de filhotes até 1 ano

Ny = numero de filhotes de 1 até 2 anos

N9 = niimero de jovens de 8 até 9 anos

Nip = numero de individuos acima de 9 anos

Denotando por o; a sobrevivéncia da classe IN; e v o niimero de ovos que cada
fémea produz na época da desova (uma vez por ano), sendo que tais fémeas s6
atingem a maturidade sexual, ap6s os 9 anos de idade, ou seja, quando entra para
a classe Nig.

Assim, com base no esquema apresentado na Figura 1.7 se obtém as seguintes
equagoes evolutivas:

N = NQ (1.3.67)
NI = g N (1.3.68)
NY = g N (1.3.69)
NY = gy N (1.3.70)
NIY = gy N (1.3.71)
N = g N (1.3.72)
NY = gy N (1.3.73)
NIY = e N (1.3.74)
N = g N (1.3.75)
N = g NP (1.3.76)
NED = 6 NP+ (1 —p) NY (1.3.77)

onde, u é a mortalidade de adultos.

Desta forma, o sistema dado pelas equagoes (1.3.67) a (1.3.77) pode ser repre-
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sentado matricialmente por

Ny 0 00O O0OO0OO0OTO0OTO0O0 v Ny
N oo 00 0OOOOO0O0OO0OO Ny
Ny 0 ot 0O0OOOOO0OO0OUODO Nz
N3 0 0 oo OO O O0OO0OO0O0O N3
Ny 00 0 ocg 00 0O O0O0O0O0O Ny
N5y = 0 000 o4 00 0O0O0ODO Ny
Ng 0 00O0O0 o5 00 O0O0O Ng
Ny 000000 o0 0 O0O0OO0 Ny
Ng 000 O0O0O0O0 o 000 Ng
Ny 00 00 O0O0O0O0 o8 00 Ny
-Nlo-t-i-l _0 0O 00 0 0 0 00 09 1—/14_ _NlO_t

que, simplificadamente, pode ser escrito na forma

N — AN®) (1.3.78)

onde N’" = [NyNy -+ Ny]; com N’ denotando o vetor transposto de N.

Assim, ao aplicar iterativamente a matriz A ao vetor inicial N(® conforme
indicado pela equagao matricial (1.3.78), de forma anédloga ao que foi feito para o
modelo de crescimento celular (ver pdg.17), se chega a seguinte equagao

N® = 4t NO (1.3.79)

onde A é denominada matriz de Leslie [8, 17].

1.3.2.3 Estudo do comportamento qualitativo do sistema

Para estudar o comportamento qualitativo do sistema (1.3.79) é necessério ob-
ter, primeiro, os autovalores associados a matriz A, que podem ser calculados
através das raizes do polindémio caracteristico associado ao sistema (1.3.78) con-
forme [1], sendo tal polinémio dado por

P(X) = det (A — AT, (1.3.80)
dai, aplicando (1.3.80) para a matriz .4 de (1.3.78) leva a
POA) =M1 —p) = A +7-00-01--09, (1.3.81)

ou seja,
PN =AM+ (1-p)A+k (1.3.82)

onde K=7%-00"01°02:03:04*05"*0¢" 07" 0809
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. ) A se Aj €R,
Assim, definindo 8 = max{ \/@2374—()2 e = (CJL Lbi)eC,

onde {j =1, 2, -, 11}, se tem que

— Se f > 1 a populacao crescerd de forma exponencial, conforme ilustra o
grafico da Figura 1.8(a).

— Se 0 < B < 1, entao a populacao decresce podendo atingir um ponto critico
(Nc) muito rapidamente, caso 3 tenha um valor muito préximo de 0. Ne¢ é o
chamado nivel critico (ver Figura 1.8(b)), e quando o nivel populacional fica
abaixo deste valor, biologicamente, esta populacional nao sera mais viavel.

N‘ ! N‘
/. \. 0<sl

I Ne —_—
St

- -

(a) Crescimento exponencial (b) Decrescimento exponencial

Figura 1.8: Estudo qualitativo do comportamento da solucao

1.3.2.4 Resultados de um caso estudado

Neste estudo [6], foi considerada somente a populacao de fémeas. Neste sentido,
se assumiu a razao sexual (ndmeros de fémeas/total de individuos) como sendo
igual a 1/2.

Segundo [14, 15, 16], cada fémea desova cerca de 90 ovos a cada estagdo (v =
90), do total de ovos, apenas 81,6% sobrevivem. Teremos entdo que do total de
ovos, 40,8% serao fémeas que irao emergir, ou seja, og = 0,408. Além disso, h4
uma estimativa de que 5% dos filhotes que nascem conseguem sobreviver até um
ano de vida, ou seja, o1 = 0,05 e desses, apenas 1% chega a vida adulta, que
acontece apds os 9 anos de idade. Com isso, o2 - 03---09 =~ 0,01. A partir dai,
tem-se uma mortalidade de cerca de 95% (1 — pu = 0,05).

Assim, para calcular os valores de \j, sejam reais ou complexos, levando os
dados citados acima na equagao (1.3.82) se obtém
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P(\) = =AM+ (1-0,05) A\ +0,01836 (1.3.83)

Em seguida, para a equacao (1.3.83) acima, para os autovalores \; se obteve
uma cota para as raizes da equagao caracteristica, dada por

P(\) =0

Neste caso, para uma estimativa de 8, foi utilizada a cota de Kojima [4], que
fornece o raio espectral [10], calculada conforme o teorema enuciado a seguir.

Teorema 1.2 (Kojima). Dado um polinémio p(€) = an€™ +an_1£"" 1+ -+ +ao,
entdo toda raiz o real ou complexa verifica

la] < Q1+ Q2 (1.3.84)

onde Q1 e Q2 sao os maiores valores obtidos do conjunto

1
{ ,i_(),l,---,n—l}

Dal, para o polinémio caracteristico obtido em (1.3.83), em (1.3.84) se obtém

a;

an

1 1
T i
9,01836 = 0,6952968203915

0,05
- 1

Ql—‘_—l

=0,05 e Qz_‘

o que leva a
B <0,745296820391.

1.3.2.5 Conclusoes

Tendo em vista o estudo qualitativo do comportamento do sistema e o valor ob-
tido para a cota de Kojima com base nos pardmetros bidticos (8 <
0, 745296820391 < 1), se pode concluir que a populagdo de Podocnemis expansa
sera extinta.

No entanto, se pelo menos 20% dos filhotes nascidos completarem o primeiro
ano de vida e, destes, outros 20% venham a atingir a idade reprodutiva, se chega
ao valor de 8 = 1,05 (ou seja, 8 > 1), donde se conclui que a populacdo poderd
ser preservada.

Nesse sentido, a adocao de politicas de protecao, dard condigoes de preservar
a espécie, caso contrario, a extingao serd inevitavel.
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1.4 Solucao de equagoes de diferencas com auto-
valores complexos

A equagdo caracterfsitca resultante do sistema (1.3.51) — ver pdg.31 — pode
ter autovalores complexos, onde a parte imagindria é ndo nula (nos casos em que
disc(A) < 0), ou seja, considerando a equagio caracteristica quadratica na forma

N —BA+y=0,
com 3% < 4, entdo os autovalores complexos e conjugados, sdo dados por
/\1:a—|—bi e )\QZCL—bi,

B oy VIF2 =4

Esta situacao pode ocorrer tanto para equagoes de diferencas de ordem 2, ou
superior, quanto para sistemas de equagoes de diferencas de ordem maior ou igual
a 2.

Desta forma, é necessario obter solugoes gerais envolvendo poténcias de niimeros
complexos, que tenham sentido do ponto de vista biolégico, como por exemplo,
solugoes do tipo

onde a =

T = A1(a+bi)" + Az(a — bi)" (1.4.85)

Isto pode ser feito utilizando as propriedades fundamentais dos niimeros com-
plexos, conforme indicado a seguir.

1.4.0.6 Breve revisao de nimeros complexos

Um nimero complexo pode ser representado de duas formas equivalentes, ou
seja, na notagao usual a + bt como nimero, ou através da representagao por co-
ordenadas do plano complexo, na forma (a,b). Ao considerar a representagio no
plano complexo, para cada ponto (a,b) existe uma representacao equivalente (de-
nominada representagao polar), considerando o angulo 6 no sentido anti-horario,
formado entre a parte positiva do eixo real (eixo horizontal) e a reta que passa
pela origem e o ponto (a,b), e a distdncia r do ponto (a,b) até a origem — veja a
Figura 1.9(a).

A representacao polar (6,r) estd relacionada com o sistema de coordenadas
retangulares (a,b) da seguinte forma

ro= Va?+b? (1.4.86)
f = arctan (9> (1.4.87)
a
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Eixo imaginario Eixo Imaginario
y 4
(1+i)
§ ;
,,,,,,,,,,,,,,,,, (1+1)
|
|
|
P : (1+1)
|
|
0 a : Ll
EiX’O — Eixo Real
(a) Plano complexo. (b) Poténcias de um nimero complexo

Figura 1.9: Representagoes de um niimero complexo

Da mesma forma, o sistema de coordenadas retagulares (a,b) estd relacionado
com o sistema polar (r, ) pelas equagoes

= TCOS(@) (1.4.88)
b = rsen(d) (1.4.89)

A partir das relagoes indicadas pelas equagoes (1.4.86-1.4.89), se obtém a
formula de Euler, que estabelece trés formas equivalentes de representar um niimero
complexo, dadas por

a+bi = r(cos @+ isen §) = re'’ (1.4.90)
a—bi = r(cos @ —isen ) =re " (1.4.91)

Assim, usando as férmulas de Euler (1.4.90-1.4.91), se obtém a poténcia de
um ntimero complexo através das relagoes

(a+bi)" = (re®)" =rme™ = ¢+ 6i (1.4.92)

onde € = 1" cos(nf) e 6 = r"sen(nf).

A Figura 1.9(b) mostra a representagao geométrica de duas poténcias do niimero
complexo 1 + 4, onde se pode observar que as sucessivas poténcias, representam
sucessivas rotagoes do vetor que vai da origem ao ponto 1+4 de um angulo 6, cujo

comprimento do vetor resultante é dado por 72 e 73, como mostrado na Figura.
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1.4.0.7 Solugoes através de autovalores complexos

Desta forma, usando as relagoes dadas em (1.4.90) e (1.4.91), a solugao apre-
sentada em (1.4.85) pode ser reescrita na forma

Ai(a+bi)" 4+ Az(a — bi)" =
Aq1r™ (cos nf + isen nf) + Agr™ (cos nf — isen nh)

Tn
Tn

dai, fazendo (A; + A2) = C1 e (A1 — As) = Cs, a equacdo acima se torna
Ty = C17" cosnf + iCyr™sen nb (1.4.93)

Agora, denotando por p,, e ¢, em (1.4.93), de modo que p, = cosnf e g, =
sen nf, a solugao x,, pode ser escrita na forma

Tn = C17"p, +1Cor™q, (1.4.94)

Como a equagdo (1.4.94) é linear para as partes real e imagindria, dai se
pode concluir que elas também sdo solugoes. Assim, aplicando o principio de
superposi¢ao linear para as partes real (p,) e imagindria (g,), se define uma
solucdo a valores reais, que é mais apropriada para as situacoes bioldgicas, fa-
zendo x, = C1p, + Caq, ou, de forma equivalente, tornando

xn = C1r" cos(nb) + Carsen(nd) (1.4.95)

Desta forma, se pode concluir que as solugoes associadas a autovalores comple-
xo0s apresentam oscilacoes nas sucessivas geragoes, sendo que tais solugoes serao
crescentes (se r > 1), decrescentes (se r < 1), ou de amplitude constante (se r = 1).

Além disso, se r = vVa? +b% =1 e arctan(b/a) é um miltiplo racional de T,
entao a solugao x,, serd periddica, assumindo um ntumero finito de valores a cada
ciclo.

1.4.0.8 Problema

Um grupo de pesquisadores, estudando as populacoes de lebres e linces, numa
regiao do Canadd, obteve resultados interessantes. Denotando por R, o numero
de lebres na geracao n e L, o nimero de linces na geracao n, no modelo proposto
por eles, as equagoes de diferengas que modelam o problema foram sugeridas da
seguinte forma

Rn 1 - Oéan - OéQLn
{ " (1.4.96)

LnJrl - ﬂan + ﬂ2Ln

1. Sabendo que a3 = as = B2 = 0,5e 51 = 0,75. Obtenha a solugao do sistema
(1.4.96), na forma apresentada em (1.4.95).
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2. Discuta o resultado obtido, com base nas conclusoes apresentadas no final
da subsecao anterior.

1.5 Exercicios de revisao
I — Obtenha a solugao das seguintes equacoes de diferengas
L Ynt2 +3Ynt1 +2yn =0 yo=1 41 =0;

2. Ynt2 +6Yn+1 +99n =0 =1 y1=1

3 Ynt2 = Wn+1 + 13y =0 yo=1 y1=1;
4 Ynt2 = 2Ynt1 +4yn =0 3o =0; =1

5. (n+1Dyny1 —(n=3)yn =0 yo=1;

6. Ynt3+8yn =0 yo=1 v1 =1 y2=0;
7o Yn —5Yn—1+6yYn—1=0; v =2; y1=5
8. Ynt2 — 2yn41 =0;  yo = 10;

9. Ynt1 =3yn; Y1 =12

10. Yny2 =2Un — Yns1; Yo=6; y1=3

IT — Resolva as seguintes equacoes de diferencas e esboce o grafico da familia de
solugoes.

1. Yn+2 = 2yn+1 —Yn
2. Yn+2 = Yn

IIT — Para sistemas de equacgoes de diferencas de ordem 2, é usual representar
graficamente a solucao através do diagrama de fase, que consiste em representar
as sucessoes de cada populacao {z,} e {yn}, através do par ordenado (z,, yn) no
sistema cartesiano. Resolva os sistemas a seguir e faga o diagrama de fase para
cada um.

1. { In+1 - _3In - 2y'n, {I,'O = yO = 5

Yn+1 = 2$n + Yn

Tnt1 = Dxp —A4yn

2. s = 6; =4
{ Uil = Tm+Un Zo Yo
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IV — Converta os sistemas de equagoes de diferencas a seguir para uma unica
equacao de ordem superior e encontre sua solucao geral.

1 Tni1l = 3Tn+2yn 2 Tntl = TntYn
' Yn+1 = Tn + 4yn ' Yn+1 = 2$n
Tn
Tn+l = — + 3yn Tpn+l — —Tnp + 3yn
Ynt1 = —¢ + Yn Yn+1 = 3

V — Para as equagoes de diferencas a seguir, encontre sua solugao geral.
1. Yny2 +yn=0
2. Ynt2 —Yny1 +yn =0
3. Yn3 —Yn =0

4. Yn+2 + 2yn+1 + 3yn =0

VI — Encontre a solugao para as seguintes equagoes de diferengas:
L yny2+4ynt1 +4yn = (=2)" 90 =0; 15 =0
2. Ynt2 = Wnt1 +4Yn = 2" yo=0; 0

1
3. yn+2+4yn:3—n yo=1 y1=0



Capitulo 2

Equacoes de diferencas nao
lineares

2.1 Conceitos preliminares

Definigao 2.1. Uma equacgdo de diferengas nao linear de primeira ordem é uma
formula de recorréncia do tipo

Tnt1 = f(zn) (2.1.1)

onde f é uma combinagdo ndo linear de x, (produto, poténcias, exrponenciais,
ete.).

A solugéao de (2.1.1) é uma expressdo que relaciona z,, e a condigao inicial xg,
para cada estagio n. Geralmente, ndo é possivel obter tal solucao diretamente
quando se trata de equagoes nao lineares. Na maioria dos casos, o que se procura
fazer é analisar estas equagoes através de seus pontos de equilibrio.

No contexto das equacoes de diferencas se tem a estabilidade do processo
quando nao ocorre variagao do estagio n para o estagio n + 1, isto é, quando

Tptl = Tp = a* (2.1.2)
Da equagdo (2.1.2) em (2.1.1), se tem um ponto de equilibrio 2* quando
zt = f(z"),

ou seja, * é um ponto fixo da fungao f.

Uma maneira simples para determinar os pontos de equilibrio de uma equacao
nédo linear é através dos gréficos de Lamerey [2]. Considerando no sistema car-
tesiano os valores de z, no eixo das abscissas e z,4+1 no eixo das ordenadas e
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fazendo o grafico ajustado de x,+1 = f(x,). Os pontos de equilibrio sdo dados
pela interseccao do grafico de f com a bissetriz x,+1 = z,, (ver Figura 2.1, abaixo).

Xn+1 X =X

Y

Y

flx.)

Y

Figura 2.1: Gréfico de Lamerey para pontos de equilibrio obtido através do
MATLAB®.

No grafico da Figura 2.1 se pode observar dois pontos fixos de f, em z =0 e
x*, com caracteristicas bem distintas; dado qualquer valor inicial z(, a sequéncia
x, obtida por recorréncia, se afasta de x = 0 e se aproxima de x*.

Neste caso, z = 0 é um ponto de equilibrio instavel e z* é assintoticamente
estavel. A estabilidade de um ponto de equilibrio * pode ser determinada, ana-
liticamente, pelo valor do médulo de

A:

2.1.
. (2.1.3)

Tp=x*
onde \ é o coeficiente angular da reta tangente a curva f(z,) no ponto x*.

O parametro A dado pela equagao (2.1.3) é denominado autovalor do equilibrio
x* da equagdo (2.1.1). Conforme os valores que A assume, se tem que

a) Se0 < |\ < 1z* ¢, localmente, assintoticamente estavel (atrator), ou seja, se
Ty, esta préximo de z*, entao x,, converge para x*. Mais ainda, se 0 < A < 1
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a convergéncia é mondtona (fig.2.2(a)) e se —1 < A < 0 a convergéncia é
oscilatéria (fig.2.2(b)).

e T TE P = 02 0.4 06 08 = 12
. L - o

(a) Esquilibrio estdvel (0 < A < 1). (b) Oscilatério (—1 < A < 0).

Figura 2.2: Pontos atratores — obtido de [2].

b) Se |A| > 1 o ponto de equilibrio z* é instével (repulsor) — ver Figuras 2.3(a)
e 2.3(b).

¢) Se |A| =1, o ponto de equilibrio * é neutramente estdvel , ou simplesmente
estavel. Neste caso, a sequéncia x,,, a partir de algum n, oscila em torno do
ponto z* que é denominado centro de um ciclo limite — ver Figura 2.4.

2.2 Equacao logistica discreta

Um modelo matematico que se tornou classico em dinamica populacional su-
gerido por Verhulst [13, 11], possui um modelo similar para equagoes de diferengas
nao lineares, onde a taxa de crescimento populacional depende do niimero de in-
dividuos da prépria populacdo (densidade dependente), que é dado por

Tnt1 = f(xn) =rz, (1 —x,), (2.2.4)

comr >0
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A

(a) Esquilibrio instavel (A > 1) (b) Oscilatdrio instdvel (A < —1)

Figura 2.3: Pontos repulsores — ¢f. apresentado em [2].

=
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0.6 %
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0.4 + N
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40 -

e ——
50 | —

Figura 2.4: Ponto de equilibrio com ciclo limite — obtido de [2].
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Os pontos de equilibrio de (2.2.4) sdo dados pelos pontos fixos de f, ou seja,
o= fa*) > rex(1—o") =2 ouraz™® —a*(r—1) =0= 2*[rz* — (r—1)] = 0.
Portanto,

1
x7 =0 (ponto trivial) e z5=1-— - (ponto ndo trivial).
r

Os autovalores associados & equagao (2.2.4) sao dados por

df@ﬂ)

dx,

=7 — 272, (2.2.5)

Tp=x*
Tp=x*

) 1
Dal, para z7 = 0, se tem que \; =7; e para x5 =1 — o se tem que Ao = 2 —1.
Assim, se

a) 0 <r <1, entdo o ponto z7 = 0 é assintoticamente estdvel, enquanto x5 < 0
é instavel.

b) r =1, entdo x = x5 = 0 é o centro de um ciclo limite.

c) r > 1, entdo x é instdvel, enquanto x; é assintoticamente estével, desde que
A2l =12—-r]| <l 1<r<3(fig. 2.5(a)).

convergancia mondtona o Ly

P
|
|
1
i

p
L P : -
0.8 1 4.z 0.4
10 o *-
Y
is -
T ;
20 *-
e
2% 4 * "
-
4
W 1
(a) % é assintoticamente estdvel (atrator) (b) Oscilagdo 2 ciclos, 3 é ponto fixo de f2.

Figura 2.5: Pontos de equilibrio da equagéo logistica — obtido de [2].
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1 2
d) r:3,entéoz§:1—§:§:>,\2:_1_

Dai, aparecem oscilagoes de periodo 2 (ciclos de 2 pontos), isto é, satisfazem
o sistema (2.2.6)
{ Tott = f(@n) (2.2.6)

Tn+2 = Tnp

ou seja,
Tpy2 = f(xn-i-l) = f(f(xn)) = Tn
e x5 = f(f(x3)) é um ponto fixo de f? (Figura 2.5(b)).

O modelo logistico discreto, dado pela equagdo (2.2.4), é um dos mais simples
exemplos de equagoes de diferencas nao lineares e se pode notar a complexidade
de seu desenvolvimento quando se varia o parametro r, conforme [2].

A formulagio de modelos mateméticos com equagdes de diferengas ganhou forga
a partir dos trabalhos desenvolvidos por May [11], sobre dindmica populacional
de certos insetos que tém geragoes que se sobrepoem, cujos individuos sao gerados
periodicamente.

Ao variar o pardmetro r a partir do valor 3, quando ocorre a primeira bifurcagao
do estado de equilibrio (oscilagao de periodo 2). A Figura 2.6(a), apresenta novas
bifurcagoes a medida que r cresce, entre os valores 3 e 4, é quando aparece o
fendmeno conhecido como regime caético ou caos (ver Figura 2.6(b)).

ES
0.8 Z lli—
1IL-
o.s = 3
; B \
o S R
0.4
=
/ -
ozl f4] e
# Tl \
o g !
o.E | TEA  mre———aen
B e
5 —
10 A " — -
=
15 —
= "
20 —
e
25 —————
—_
30 ==
35 3
(a) Bifurcac@o de z* em 3 ciclos (b) Sistema em regime cadtico.

Figura 2.6: Pontos de equilibrio para 3 < r < 4 — ¢f. apresentado em [2].
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O estudante interessado em aprofundar seus estudos em modelos de dinamica
populacional com equagoes de diferencas, podera recorrer aos livros [2, 7, 13].

2.2.0.9 Problemas

Considere o modelo discreto, com densidade dependente, dado por

Trpl = EnT (1 . %) (2.2.7)

1. Faca o grafico para (z,, f(z,)), onde f(z,) =r (1 - %)

2. Determine os pontos de equilibrio para (2.2.7).

3. Discuta a estabilade dos pontos de equilibrio encontrados no item anterior.

2.3 Sistemas nao lineares de equacoes de diferen-
cas

Os sistemas biolégicos que envolvem competicao ou predagao entre espécies
tiveram seus primeiros modelos com base em sistemas nao lineares de equagoes
diferenciais ordinérias, através dos modelos apresentados por Lotka (1925) e Vol-
terra (1926) — ¢f. [2]. Desde aquela época muito se pesquisou sobre estes modelos,
gerando véarios modelos alternativos [2].

Entretanto, os ec6logos demonstram forte resisténcia sobre a validade de tais
modelos na natureza, a excessao dos experimentos em laboratério realizados por
Gause (1934) — ¢f. [2].

Dentre os modelos de interagao entre espécies, se pode destacar o modelo presa-
predador, cujas hipéteses em que se fundamenta sdo o crescimento (ou decresci-
mento) exponencial — modelo malthusiano, e a lei de agdo das massas (interagao
entre espécies) — ¢f. [2, 8]. Além disso, este modelo pressupde uma variagao
continua das populacoes.

No entanto, com base no modelo classico de Lotka-Volterra, é possivel estabe-
lecer um modelo correspondente para populagbes com variacao discreta, através
de um sistema nao linear de equagoes de diferencas, da seguinte forma

{ Tpp1 =  aTp — bTuyn (238)

Yn+l = —CYn+dTpyn

onde a, b, ¢ e d sao constantes positivas.
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Uma vez determinadas as constantes, a partir de uma condicao inicial dada,
se pode tracar o diagrama de fase para o sistema (2.3.8), alocando o par orde-
nado (z,, yn) com n =0, 1, 2 -+, no sistema cartesiano (x,y). Dai, se obtém a
trajetéria que descreve o processo evolutivo deste sistema.

Para um estudo qualitativo do problema, o mais interessante é estudar a es-
tabilidade dos pontos de equilibrio para este sistema. Neste caso, a condicao de
equilibrio do sistema (estado estaciondrio) é dada por

Tpi1 = Tn =2 Ynt1 =Yn =Y (2.3.9)

Levando a condigao (2.3.9) em (2.3.8), se obtém

A ax® — bx*y*
(2.3.10)
y* — —Cy* —|—d$*y*
ou seja,
2 (l—a+by*) = 0 (2.3.11)
yY'(l+c—dz*) = 0 (2.3.12)
De (2.3.11), se tem que
N . a—1
2*=0 ou y*= 7 (2.3.13)
e de (2.3.12), se obtém
1
Yy =0 ou 2" = “d' (2.3.14)

Assim, combinando os valores encontrados em (2.3.13) e (2.3.14) se chega a 4
pontos de equilibrio para o sistema (2.3.10), que sdo dados por

a—1 c+1 c+1 a-1
PO—(OaO)7P1—<O,T),P2—(T,O)eP3—< 7 b >

O passo seguinte é estudar a estabilidade destes pontos. Isto pode ser feito
analizando o efeito de pequenas perturbagoes do estado estaciondario, ou seja, na
vizinhanga do ponto de equilibrio.

Para estabelecer uma metodologia generalizada para o estudo da estabilidade
dos pontos de equilibrio de um dado sistema, considere o sistema nao linear de
equagoes de diferencas na forma

{InJrl = f(xna yn)

(2.3.15)
Yn4+1 = g(xnu yn)



Sistemas nao lineares de equacoes de diferencas 55

onde f e g sao funcoes nao lineares.

Uma vez que (z*, y*) é um ponto de equilibrio do sistema (2.3.15), entéo
= f(a*, y*) ey* = g(z*, y*).

Denotando Z e ¥ pequenas perturbagoes de z* e y*, respectivamente, dai apli-
cando a expansao pela série de Taylor para as fungoes de duas variaveis f e g, ou
seja, fazendo a aproximagao de f(z* 4+ Z, y* + ) dada por

_ 0 .0 ~
[y Pl S R A A N RN ¢ R8T
x| . .. OY | (v e
(z*,y%) (z*,y%)
e fazendo o mesmo para a funcao g, ou seja,
~ 0 .0 _
g™+ T,y +7y) =gz, y*) + “9 4+ 2 g+ (2.3.17)
O |,y OYl(an,yn)

Entao, considerando as expansoes apresentadas em (2.3.16) e (2.3.17) até os
termos de primeira ordem, no sistema (2.3.15), se pode verificar que resulta em

5En—i—l - allffn + a1237n
B _ _ (2.3.18)
Ynt+1 = G21Tp + Q22Yn
onde,

3 3

alp = a_£ ( )’ a2 = ,9—"77; ( )

z*,y* z*,y*
_ 99 _  9g

BT By T ey

Denotando por

a21  a22

a matriz A é o que se denomina jacobiano do sistema de equagdes (2.3.15).
Com isso, o sistema (2.3.18) pode ser representado na forma matricial por

Upy1 = ALy, (2.3.19)

~ Tn , . S
onde u,, = J , que é um sistema de equagoes lineares.
n

Desta forma, o estudo da estabilidade do ponto de equilibrio (z*,y*) de um
sistema nao linear pode ser feito através do estudo de estabilidade de um sistema
linear na forma (2.3.19), para pontos préximos de (z*, y*).

Assim, lembrando o que foi apresentado no primeiro capitulo, na se¢ao 1.3 (ver
pag.30), se obtém a equacao caracteristica associada ao sistema (2.3.18), dada por

det(A — \I) =0,
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que resulta em

N —BA+v =0,

onde 8 = aj1 + a2 € ¥ = ai1a2s — ai2a21, como feito anteriormente.

A estabilidade do ponto de equilibrio fica assim determinada pela magnitude
dos autovalores desta equagao caracteristica, ou seja, o ponto de equilibrio serd
estdvel se |\;| < 1. Para que esta condigao seja satisfeita, se deve ter que

2>14~>|p] (2.3.20)

Portanto, se a condigao (2.3.20) é satisfeita, entdo o ponto de equilibrio (z*, y*)
é estavel.
Para se chegar a condi¢ao dada por (2.3.20), sabendo que

N, o BEVE — 4y
2 )

P

basta verificar em que condigoes se tem |A1] < 1 e |A2| < 1, ou seja, os autovalores
(rafzes da equagao caracteristica) precisam pertencer ao intervalo (—1, 1).

2 . . .
A -BA+y Eixo de simetria
AY
\
\
AY
AY
AY
AY
AY
AY
A
A}
A}
AY
A ¢
A ’
A 4
] ’
'4 S B/Z ’ |
A~ N
1 . BRI |

_____

Figura 2.7: Pardbola dada por y = A2 — BA + v

Primeiramente, se pode observar que 5 é o ponto médio de A1 e Az, uma

vez que A = é é o eixo de simetria da pardbola, o que estabelece uma primeira
condigao, isto é,
}g’ <1, (2.3.21)
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que também pode ser vista como —2 < 5 < 2.

Além disso, a distancia entre 5 e qualquer das raizes deve ser menor que a

distancia entre 5 €08 extremos do intervalo (—1, 1) — veja a Figura 2.7.

VB — 4y
2
desiguldade é positivo, elevando ao quadrado ambos os termos se obtém

BN _ B2 -4y
(“H) T

2 2

1— L
|ﬁ|+4 >

Isto implica na seguinte condigao 1 — > . Como cada termo da

ou seja,

ﬂ2
Dai, cancelando o termo T e reordenando os termos se chega a segunda condigao,

dada por
14> |5 (2.3.22)

Por fim, combinando as duas condigdes (2.3.21-2.3.22) se obtém que 2 > 1+~ >
|8] é a condic@o necessdria para que A2 € (—1,1).

2.3.0.10 Problema

Determine a condigao de estabilidade para os pontos Py, P, P> e Ps, encon-
trados para o sistema 2.3.8 — pag. 53, com base no que foi feito para o estudo de
estabilidade, isto é, a condigao dada por (2.3.20).

2.4 Exercicios de revisao

1. Para as equagoes de diferencas indicadas a seguir, encontre os pontos de
equilibrio e determine a condicao de establilidade para os pontos encontrados.

Tn
)
1+xz,
b) zpt1 = x,e*", com « € R constante;

a) Tpyl =

K
C) Tpt1 = — 5 com «, B, K € R constantes.

o+ —
Tn
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2. Determine a condicao de estabilidade nos seguintes casos

1 5
a) Tn+1 = _‘Ti(l - In)a com " = +2\/—;
1
24+ x,

¢) Tpi1 = xpInz?, com z* = Ve.

,com z¥ =2 —1;

b) Tp41 =

3. Frequentemente, um modelo usado para descrever o crescimento de po-
pulacoes de peixes se baseia numa equacao empirica denominada equacao
de Ricker. O modelo para populagoes discretas é dado por

P = aPnefﬁpn

Nesta equagao, « representa a taxa méaxima de crescimento, equanto (3 re-
presenta a inibicao de crescimento devido a superpopulagao. Mostre que o
ponto de equilibrio para esta equacao é dado por

In o
P =—
B

e determine a condig¢ao de estabilidade para P*.

4. Em 1978, May [12] publicou um artigo onde apresenta um modelo para o
sistema parasitéide-hospedeiro dado por

-8B
P,
H, ’
Pn+1 = H, - (;_1

onde os parametros «, 8 e ¢ sao todos positivos.

Determine o ponto de equilibrio deste sistema e a sua condicao de estabili-
dade.
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