NOTAS EM MATEMATICA APLICADA E-ISSN 2236-5915

Volume 53, 2011
Editores

Célia A. Zorzo Barcelos
Universidade Federal de Uberlandia - UFU

Uberlandia, MG, Brasil

Eliana X.L. de Andrade
Universidade Estadual Paulista - UNESP

Sao José do Rio Preto, SP, Brasil

Maurilio Boaventura
Universidade Estadual Paulista - UNESP

Sao José do Rio Preto, SP, Brasil

A Sociedade Brasileira de Matemaética Aplicada e Computacional - SBMAC
publica, desde as primeiras edi¢coes do evento, monografias dos cursos que sao
ministrados nos CNMAC.

Para a comemoragao dos 25 anos da SBMAC, que ocorreu durante o XXVI
CNMAC, foi criada a série Notas em Matematica Aplicada para publicar as
monografias dos minicursos ministrados nos CNMAC, o que permaneceu até o
XXXIIT CNMAC em 2010.

A partir de 2011, a série passa, também, a publicar livros nas dreas de interesse
da SBMAC. Os autores que submeterem textos a série Notas em Matematica Apli-
cada devem estar cientes de que poderao ser convidados a ministrarem minicursos
nos eventos patrocinados pela SBMAC, em especial nos CNMAC, sobre assunto a
que se refere o texto.

O livro deve ser preparado em Latex (compativel com o Miktex versao
2.7), as figuras em eps e deve ter entre 80 e 150 paginas. O texto deve ser
redigido de forma clara, acompanhado de uma excelente revisao bibliogréfica e de
exercicios de verificagao de aprendizagem ao final de cada capitulo.

Veja outros titulos publicados em formato e-book na pagina
http://www.sbmac.org.br/notas.php

S Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional
2011






A GEOMETRIA ABSOLUTA

Oswaldo Vernet

oswaldo@nce.ufrj.br

iNCE - Instituto Tércio Pacitti de Aplicagoes e Pesquisas Computacionais
CCMN - Centro de Ciéncias Matematicas e da Natureza
Universidade Federal do Rio de Janeiro

S Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Computacional

Sao Carlos - SP, Brasil
2011



Coordenacao Editorial: Elbert Einstein Nehrer Macau

Coordenacao Editorial da Série: Eliana Xavier Linhares de Andrade
Editora: SBMAC

Capa: Matheus Botossi Trindade

Patrocinio: SBMAC

Copyright (©2011 by Oswaldo Vernet

Direitos reservados, 2011 pela SBMAC. A publicacdo nesta série ndo impede o
autor de publicar parte ou a totalidade da obra por outra editora, em qualquer
meio, desde que faga citagao a edigao original.

Catalogacao elaborada pela Biblioteca do IBILCE/UNESP
Bibiotecaria: Maria Luiza Fernandes Jardim Froner

Vernet, Oswaldo.
A Geometria Absoluta - Sao Carlos, SP :
SBMAC, 2011, 118 p., 20.5 cm - (Notas em Matemética
Aplicada; v. 53)

e-ISBN 978-85-86883-55-2

1. Geometria Plana 2. Geometria Neutra 3. Sistemas Axiomaticos
I.Vernet, Oswaldo. II. Titulo. III. Série

CDD - 51




Conteudo

1

Preféacio

Introdugao

1.1
1.2

Sistemas Axiométicos e Modelos . . . . . .. .. ... L.
Consisténcia, Independéncia e Categoricidade . . . . . . . . .. ..

A Geometria Neutra no Plano

2.1
2.2
2.3

24
2.5

2.6

2.7

A Geometria NeutranoPlano . . . . . . ... ... ... ... ...
A Relagdo de Incidéncia . . . . . .. .. ...
Modelos para Planos de Incidéncia . . . . . . . ... ... .. ...
2.3.1 Plano Minimo de Incidéncia . . . . . . . ... .. ... ...
2.3.2 Plano de Incidéncia com 5 Pontos . . . . .. .. ... ...
2.3.3 O Plano Cartesiano sobreo CorpoR . . . . . . . ... ...
2.3.4 Plano de Incidéncia sobre a Superficie Esférica . . . . . . .
Independéncia dos Axiomas de Incidéncia . . . . . .. .. .. ...
A Relagao Estar Entre . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.5.1 Os Axiomasde Ordem . . . . . . . ... ... ... .....
2.5.2 Modelo para o Plano de Incidéncia Ordenado . . . . . . . .
253 Segmentos. . . . . . ... e
2.5.4 Os Teoremas de Separagao . . . . . . . . .. .. ... ...
2.5.5 A Ordenagao dos Pontos na Reta . . . . ... ... .. ...
2.5.6 Semirretas, Angulos e o Teorema da Trave. . . . . . . ...
Congruéncia entre Segmentos . . . . . . . . ... ... ... ....
2.6.1 Axiomas e Primeiros Teoremas . . . . .. .. ... .. ...
2.6.2 Interpretacao da Congruéncia entre Segmentos no Modelo

do Plano Cartesiano . . . . . .. .. ... .. ... ...
2.6.3 Soma e Comparacao de Segmentos . . . . . . . . ... ...
Congruéncia entre Angulos ......................
2.7.1 Axiomas e Primeiros Teoremas . . . . ... ... ... ...



2.7.2 Interpretacao da Congruéncia entre Angulos no Modelo do
Plano Cartesiano . . . . . . . ... . .. oL

2.7.3 Soma e Comparagao de Angulos ...............
2.7.4 Alguns Abusos de Linguagem . . . . .. ... ... .....
2.7.5 Angulos Retos, Agudos e Obtusos . . . . .. ... .....

2.8 O Teorema do Angulo Externo . ... ... ... .
2.9 Relagoes entre Lados e Angulos em um Triangulo . . . . . .. ...
2.10 Congruéncia de Triangulos . . . . . . . . . .. ... ... ......
2.11 Divisao de Segmentos e Angulos ...................
2.12 Paralelismo . . . . . . ...
2.13 Exercicios . . . . . ...

Classificagao dos Planos de Hilbert

3.1 Quadrildteros de Saccheri . . . . . ... .. ... L.
3.2 AsTrés Hiplteses . . . . . . . . . . . .
3.3 Classificagao dos Planos de Hilbert . . . . . . . ... ... .....
3.4 Exercicios . . . . ... L

Movimentos Rigidos

4.1 Livre Mobilidade . . . . . . ... ...
4.2 Subconjuntos Invariantes . . . . .. ... .. ... .. ... ...
4.3 O Grupo dos Movimentos Rigidos . . . ... ... ... ... ...
4.4 Reflexoes e Perpendicularidade . . . . . . .. ... ... ... ...
4.5 Dois Teoremas sobre Trés Reflexdes . . . . . . . ... ... .. ...
4.6 Meios-Giros e Incidéncia . . . . . . . .. ... ...
4.7 A Correspondéncia Algébrica . . . . .. ... .. ... ... ....
4.8 Feixesde Retas . . . . . . . . .. .
4.9 Movimentos fmpares ePares . . ... ... L.
4.10 Exercicios . . . . . ..o

A Geometria Absoluta

5.1 Notagao e Primeiras Definicoes . . . . . . . ... .. .. ... ...
5.2 Os Axiomas de Bachmann . . . . .. ... .. ... .. .......
5.3 Primeiros Teoremas . . . . . .. .. ... ... ... ........
5.4 Outros Resultados . . . . . .. ... ... .. .. ... .. ...,
5.5 Geometrias Derivadas . . . . . . .. ... .. .. ... .. ... ..

Bibliografia

69
70
(0]
78
80

83
84
89
91
92
93
94
97
97
100
102

105
107
108
110
111
113

115



Prefacio

O objetivo deste minicurso é abordar o estudo da fundamentagao axioméatica da
geometria plana através de dois enfoques a primeira vista bastante distintos.

O primeiro deles deve-se aos esforgos do matematico alemao David Hilbert e
de seus contemporaneos, na segunda metade do séc. XIX, que culminaram na
fundamentagao da geometria euclidiana espacial com base em 19 axiomas.

A partir da concepgio geométrica revolucionéria introduzida por Felix Klein
em seu Programa de FErlangen de 1872 e dos trabalhos de Hjelmslev, Hessenberg,
Schmidt e Bachmann, surge, em meados do séc. XX, o conceito de planos absolutos
e a concepcao de um novo sistema axiomatico, denominado Geometria Absoluta,
calcado na teoria dos grupos e tendo apenas 5 axiomas por base.

Neste texto, apresentamos estas duas abordagens para a fundamentagao da
geometria plana e, em especial, as relagoes entre os axiomas da Geometria Ab-
soluta assumidos por Bachmann e os axiomas e teoremas da Geometria Neutra
- um subconjunto do sistema de Hilbert restrito ao plano e sem pressupostos de
paralelismo ou continuidade.

Nosso roteiro serd, partindo da Geometria Neutra (Capitulos 2 e 3), chegarmos
a um estudo de movimentos rigidos no plano (Capitulo 4). A andlise dos movi-
mentos como elementos de um grupo nos levara as principais ideias da Geometria
Absoluta de Bachmann, descritas no Capitulo 5.

Como pré-requisitos para nossos leitores, supomos tao somente conhecimentos
bésicos de geometria euclidiana, certa familiaridade com légica, prova de teoremas
e algebra, principalmente os resultados mais elementares em teoria de grupos.

Rio de Janeiro, 27 de junho de 2011.
Oswaldo Vernet






Capitulo 1

Introducao

A tentativa de demonstrar como teorema o que Euclides de Alexandria enunciou
como seu quinto postulado, em Os Elementos, ocupou renomados matematicos por
alguns séculos. Apéds incontaveis e malogrados esforgos, este “escandalo da geome-
tria elementar” ([5]) foi definitivamente sanado apenas em meados do séc. XIX,
com a lenta assimilacao que tiveram as descobertas de Bolyai e Lobatchewsky.
Constatou-se, entao, que o Postulado das Paralelas possuia, naquele contexto,
carater axiomatico: além de nao poder ser deduzido a partir das outras afirmagoes
postuladas por Euclides, ele poderia ser substituido por outros postulados, in-
cluindo sua negagao légica, dando origem a novos sistemas geométricos perfeita-
mente consistentes - as geometrias entao denominadas nao-euclidianas.

Os esforgos de diversos matemédticos notaveis, no sentido de dar a geometria de
Euclides uma formulagao rigorosa, culminaram no final do séc. XIX com a obra de
David Hilbert intitulada Grundlagen der Geometrie (Fundamentos da Geometria),
que sofreu diversas reedigoes ao longo do séc. XX. Neste texto, Hilbert mostrou
que a Geometria Fuclidiana no Espago podia ser fundamentada com base em 19
axiomas, que ele classificou em cinco grupos: axiomas de incidéncia, de ordem,
de congruéncia, de paralelismo e de continuidade. O sistema de Hilbert supre
todas as lacunas encontradas em Os Elementos, notadamente as que se referem a
ordenagao de pontos numa reta e aos pressupostos de continuidade.

O estudo da geometria, a partir do final do séc. XIX, desprende-se gradualmente
do tangivel e mensurdvel, na medida em que novas geometrias, antes inadmissiveis
por nao possuirem uma interpretacao concreta imediata, passam a despertar, do
ponto de vista 1égico, tanto interesse quanto a geometria de Euclides. Geometrias
nao-euclidianas, nao-arquimedianas e diversas outras tornam-se o foco de pesquisa
geométrica desta época.
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A linguagem matematica utilizada na formulagdo e demonstragdes de proposigoes
atinge entao, neste valioso periodo histérico, grande rigor e maturidade, e a ideia
de Sistemas Axiomdticos para a formalizacdo de uma teoria chega & concepgao
definitiva que prevalece até hoje na matemadtica e outras ciéncias.

1.1 Sistemas Axiomaticos e Modelos

Um sistema axiomdtico consiste nos seguintes componentes:

e termos indefinidos;
e termos definidos;
e axiomas;

e teoremas.

A presenca de termos indefinidos deve-se a impossibilidade de definir rigoro-
samente todos os termos necessarios ao sistema sem incorrer em circularidade,
devido ao ntmero finito de palavras de que normalmente se dispoe. Em siste-
mas geométricos, estes termos costumam corresponder aos conceitos primitivos de
ponto, reta e plano, e também a algumas relagoes, como incidéncia.

Ja os termos definidos sao, na verdade, desnecessarios, sendo introduzidos tao
somente pela comodidade da abreviacao. Um exemplo seria chamar de angulo o
conjunto constituido pelos pontos de duas semirretas com a mesma origem, nao
contidas na mesma reta.

Algumas proposicoes - denominadas aziomas - sao assumidas como verdadeiras e
constituem a base inicial de conhecimento a partir da qual outras verdades serao
deduzidas. E o caso, por exemplo, de afirmarmos que por dois pontos distintos
passa uma Unica reta, sem que este fato seja deduzido em fungao de outros.

A partir dos axiomas, teoremas podem ser deduzidos, mediante a utilizacdo de
regras de inferéncia conhecidas da légica.

E importante observar que uma proposicao tomada como axioma em determinado
sistema pode perfeitamente ser um teorema em outro sistema, de maneira que nao é
possivel, através do enunciado, distinguir um de outro. O que nos d4 essa disting¢ao
é a posicao que cada um ocupa na cadeia dedutiva: os axiomas sao proposigoes sem
pré-requisitos na sequéncia légica de deducoes, ao passo que os teoremas dependem
sempre de outros axiomas ou teoremas para poderem ser demonstrados.

Vejamos um exemplo de sistema axioméatico. Como termos indefinidos, escolhe-
mos, de propésito, palavras sem significado em portugués, afastando qualquer
analogia, neste momento, com a realidade. Em nosso sistema, existem trés termos
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indefinidos: os substantivos Weze e Broke e o verbo truchar, que tem como sujeito
um Weze e como objeto um Broke.

Os axiomas sao 6:

(A1) Para todo par de Wezes distintos, existe pelo menos um Broke tal que os
dois Wezes trucham o Broke.

(A2) Para todo par de Wezes distintos, existe no maximo um Broke tal que os
dois Wezes trucham o Broke.

(A3) Para todo par de Brokes distintos, existe pelo menos um Weze que trucha
ambos os Brokes.

(A4) Para todo Broke, existem pelo menos trés Wezes distintos que o trucham.
(A5) Para todo Broke, existe pelo menos um Weze que nao o trucha.

(A6) Existe pelo menos um Broke.

A partir destes axiomas, podemos provar vérios teoremas, dentre eles:

(T1) Existem pelo menos trés Wezes distintos.

Demonstracao: Pelo Axioma (A6), existe pelo menos um Broke e, pelo
Axioma (A4), trés Wezes distintos que o trucham. [ |

(T2) Para todo par de Brokes distintos, existe exatamente um Weze que trucha
ambos os Brokes.

Demonstracao: Sejam by e by dois Brokes distintos. O Axioma (A3) nos
garante que existe pelo menos um Weze ap tal que a1 trucha by e bs. Basta,
entao, mostrarmos que existe no maximo um Weze que trucha by e by simul-
taneamente e, dai, teremos a unicidade desejada.

Suponhamos, por absurdo, que exista outro Weze as, distinto de a1, que tru-
cha by e ba. Mas isso contradiz o Axioma (A2), segundo o qual dois Wezes
distintos trucham no maximo um Broke. Portanto, concluimos que a1 = aq,
contrariando a hipétese de serem distintos. [ |

Um modelo é uma realizacao do sistema axiomdatico em algum contexto conhe-
cido, na qual se atribuem interpretacoes aos termos indefinidos de modo a tornar
vélidos os axiomas do sistema e, consequentemente, também os teoremas.

A seguir, construimos trés modelos para o sistema de Wexes e Brokes, fornecendo
interpretagoes aos termos indefinidos. O leitor fica incumbido de verificar, em
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cada modelo, que os Axiomas (A1)-(A6) e, portanto, os Teoremas (T1), (T2) séo
satisfeitos.

e Modelo Ocupacional

Neste modelo, um Weze é um nome préprio, um Broke é uma ocupagao
e truchar significa ocupar-se como. Na tabela seguinte, colunas designam
Wezes, linhas designam Brokes e o simbolo X, na intersecao de uma linha
com uma coluna, significa que o Wezxe ocupa-se como o Broke, ou que a
ocupagao designada pelo Broke é exercida pelo Weze. Assim, Joao, Carlos e
Ema ocupam-se como Matematicos, ao passo que Eva, Carlos e Alex ocupam-
se como Ladroes.

Joao | José | Eva | Carlos | Ema | Dalva | Alex
Matematico X X X
Filésofo X X X
Linguista X X X
Professor X X X
Engenheiro X X X
Ladrao X X X
Militar X X X

e Modelo Baseado em Conjuntos

Podemos interpretar Wexes e Brokes como elementos dos conjuntos

W = {A,B,C,D,E,F,G}
B={{A,D,E},{A,B,C},{A,F,G},{B,D,F},
(B,E,G},{C,D,G},{C,E,F}}

e o verbo truchar como pertencer a.

E fécil constatar a semelhanca entre este modelo e o anterior: a cada le-
tra maidscula estd em correspondéncia um nome de pessoa (na ordem das
colunas) e a cada ocupagao estd em correspondéncia o conjunto de pessoas
que a exercem (na ordem das linhas). Matematicamente, dizemos que es-
ses modelos sao isomorfos, ja que existe uma correspondéncia biunivoca que
vincula as interpretagoes dadas em ambos. O leitor é convidado a exprimir
matematicamente essa bijecao.
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e Modelo Geométrico

Neste modelo, tomamos como ponto de par-
tida a superficie S de uma esfera de centro A
O e raio r. Interpretamos um Weze como
um par de pontos (A, A’) antipodais, isto é, n
A, A eSe A, O, A colineares. Brokes sao
circunferéncias maximas, ou seja, circun-
feréncias com o mesmo centro O e raio r da
esfera. O verbo truchar, neste caso, é inter-
pretado como a pertinéncia simultanea de Fig. 1.1

A e A’ a uma dada circunferéncia méxima.

A primeira vista, pode parecer estranha a escolha de um par de pontos para
interpretar um Wezxe, em vez de um unico ponto sobre a superficie esférica
S. No entanto, se um Weze correspondesse a um s6 ponto, o Axioma (A2)
seria violado, pois hé infinitas circunferéncias maximas contendo dois pontos
antipodais quaisquer e, portanto, dois Wezes antipodais truchariam infinitos
Brokes.

O Teorema (T2), por exemplo, é satisfeito no modelo, porque duas circun-
feréncias maximas distintas (portanto, dois Brokes distintos) interceptam-se
em um par de pontos antipodais (portanto, um Weze).

Observe que este modelo nao é isomorfo aos dois anteriores, ja que contém

um numero infinito de Wezes e Brokes.

Os axiomas do sistema de Wezes e Brokes foram expressos em lingua portuguesa,
que, como qualquer linguagem natural, apresenta ambiguidades e pode, em alguns
casos, tornar pouco claras as idéias que queremos exprimir. A alternativa é utilizar
uma linguagem logica precisa. No nosso exemplo, assumimos a existéncia de dois
conjuntos: o conjunto YW de Wezxes e o conjunto B de Brokes. O verbo truchar é
expresso pela relagdo bindria xi € W x B: x trucha b é representado por x <1 b.

Os 6 axiomas sao assim reescritos:

A Ve,yeW, z£y=>TaeBlaxaAyxa.

Ay Ve,yeW, z£yATJa,beB|lr<aNyxa, xxbAyxb=a=0.
A3) Va,beB,a£b=3x W |z<aexxb.
A5) Yae B, 3z e W | ~ (z < a).

(
(
(
(
(
(A6) B # 2.

)
)
)
)
)
)

A Vae B, x,y,zeWlax£yAae#£zANy£zAzxKaANy<aAzXa.



14 Introducao

Ganhamos em exatidao quando optamos pela descrigao 1égica formal do sistema,
mas certamente perdemos em intuigao. Nao podemos nos esquecer de que, quando
formalizamos uma teoria qualquer, em geral seus conceitos e principios surgiram
previamente & formalizacao, quer por observacao direta da realidade, quer por ex-
trapolacao desta. Admitir um certo nivel de ambiguidade e imprecisao aproxima a
descrigao tedrica da intuicao que possuimos acerca do objeto descrito, favorecendo
a compreensao e até mesmo a formulagdo de conjecturas, que poderao tornar-se
teoremas.

Em termos computacionais, dispomos ha algum tempo dos chamados provadores
automdticos de teoremas: programas que, a partir de uma descricao de deter-
minado sistema, conseguem produzir automaticamente provas para teoremas e,
até mesmo, sugerir novos teoremas. A formulagdo do sistema em termos logicos
precisos €, neste caso, indispensavel ao funcionamento destes provadores.

1.2 Consisténcia, Independéncia e Categoricidade

Um sistema axiomético é dito consistente quando nele nao existem proposigoes
contraditorias, sejam elas axiomas ou teoremas. O requisito da consisténcia é,
obviamente, essencial a um sistema axiomético, que se revelaria initil caso nele
pudéssemos deduzir verdades conflitantes.

A verificagdo da consisténcia a partir desta definicdo é, em geral, invidvel para
sistemas axiomaéticos de razoavel porte, uma vez que se devem considerar todos os
possiveis teoremas dedutiveis em seu ambito. Em vez disso, modelos sao utilizados
para estabelecer a consisténcia, da seguinte maneira: um sistema sera consistente
se admitir pelo menos um modelo.

Muitas vezes, um modelo para determinado sistema é elaborado sobre nogoes per-
tinentes a outro sistema axiomatico, cuja consisténcia é presumida. No modelo
geométrico dado ao sistema de Wezes e Brokes, por exemplo, tomamos empres-
tados conceitos pertinentes & Geometria Euclidiana Espacial, que constitui um
sistema axiomatico a parte. O mesmo se d4 com a Geometria Hiperbdlica, cujos
modelos sao construidos com base na Geometria Euclidiana. A consisténcia, neste
caso, ¢ dita relativa, uma vez que, para o sistema ser consistente, é necessario
que aquele que lhe empresta os conceitos também o seja. Dizemos, entao, que o
segundo sistema é tdo consistente quanto o primeiro.

Em um sistema axiomatico consistente, um axioma é dito independente dos demais
quando nao puder ser deduzido parcial ou integralmente como consequéncia logica
destes. Quando isto ocorre para cada um dos axiomas, o sistema, como um todo,
é dito independente. O requisito de independéncia é desejavel do ponto de vista
l6gico, onde se exige que cada axioma introduza apenas o essencial de verdade ao
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sistema, sem se sobrepor aos demais. Entretanto, em outros contextos, os sistemas
axiomaticos sao por vezes apresentados contendo axiomas redundantes, sem que
isso prejudique as consequéncias légicas (teoremas) que deles se depreendem.

Voltanto ao exemplo dos Wezxes e Brokes, se acrescentdssemos ao sistema o axioma
(A7) Existe pelo menos um Weze.

o sistema deixaria de ser independente, ji que esta novo “axioma” é consequéncia
légica direta de (A6) e (A4).

Para testar a independéncia de um certo axioma em um sistema consistente, basta
verificar a consisténcia de um outro sistema, assim obtido: substitui-se o axioma,
cuja independéncia se quer provar por sua negacao légica e mantém-se os demais.

Assim, para verificarmos a independéncia de (A3) no sistema dos Wezes e Brokes,
devemos mostrar que o sistema constituido pelos axiomas (A1), (A2), ~(A3), (A4),
(A5) e (A6) é consistente, onde ~(A3) significa a negagdo 16gica de (A3):

~(A3) Existem pares de Brokes distintos tais que nenhum Weze trucha os dois
Brokes do par.

Para isto, consideremos o seguinte modelo: partindo de um plano euclidiano, um
Weze é interpretado como um ponto, um Broke como uma reta do plano e o verbo
truchar como pertencer. O Axioma ~(A3) nos diz que existem pares de retas
distintas sem pontos em comum: paralelas. Os demais axiomas sao satisfeitos
naturalmente.

A interrelacao entre os axiomas pode ser forte o suficiente a ponto de acarretar a
equivaléncia de todos os modelos para o sistema, sendo possivel estabelecer cor-
respondéncias biunivocas entre eles. Quando isto ocorre, estamos diante de um
sistema axiomdtico dito categorico. Isto se d4 com a geometria euclidiana plana:
qualquer modelo para esta geometria vem a ser isomorfo ao plano cartesiano cons-
truido sobre o corpo dos numeros reais R, onde pontos sao interpretados como
pares de nuimeros reais e retas sao conjuntos de pontos cujas coordenadas satisfa-
zem uma equacao linear a coeficientes reais.

A completude de um sistema axiomadtico significa que, para qualquer sentenca
sintaticamente valida formulada nos termos do sistema, é sempre possivel deduzir,
a partir dos axiomas, ou a propria sentenga em questao ou a sua negacao logica.
Em outras palavras, qualquer nova proposicao corretamente formulada do ponto
de vista sintarico nos termos do sistema pode ser provada ou refutada sistema.

No Capitulo 2, vamos desenvolver o Sistema Axiomadtico da Geometria Neutra
no Plano e teremos oportunidade de constatar que este sistema nao é completo:
havera proposi¢oes que nao conseguiremos nem provar nem refutar no sistema.
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Capitulo 2

A Geometria Neutra no
Plano

Em seu tratado sobre os Fundamentos da Geometria ([15], [16]), que data dos
tltimos anos do século XIX, o matemético alemao David Hilbert mostrou que a
Geometria Euclidiana no Espaco podia ser fundamentada com base em 19 axio-
mas, que ele classificou em cinco grupos: axiomas de incidéncia, de ordem, de
congruéncia, de paralelismo e de continuidade.

Neste capitulo, restringimos nosso estudo ao plano e pretendemos apresentar as
principais proposicoes que podem ser deduzidas como consequéncias légicas dos
axiomas planos de incidéncia, ordem e congruéncia propostos por Hilbert. A
geometria plana que dai resulta é denominada neutra, pois nela nao se pressupoe
qualquer assertiva acerca de retas paralelas. Tampouco axiomas de continuidade
sao agregados ao sistema, de forma que conceitos como medida e distancia nao
sao em momento algum introduzidos.

2.1 A Geometria Neutra no Plano

A Geometria Neutra no Plano é um sistema axiomético em que os termos indefini-
dos sao ponto, reta, incidéncia, estar entre e congruéncia. Um total de 13 axiomas,
divididos em trés grupos, formam a base inicial de conhecimento neste sistema.

Definimos plano como o conjunto de todos os pontos, que representaremos ao longo
do texto por P. Conforme o conjunto P seja finito ou infinito, a geometria sera
dita finita ou infinita.

17
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Sendo termos indefinidos, no restante deste estudo, nada deve ser suposto acerca
da forma que pontos e retas assumem, embora tenhamos familiaridade com esses
conceitos na Geometria Euclidiana. Da mesma maneira, as relagoes de incidéncia,
“estar entre” e congruéncia nao serao definidas, mas apenas postuladas nos 13
axiomas que passaremos a analisar.

A partir da Geometria Neutra no Plano, novos sistemas axiométicos podem ser
construidos, mediante a inclusao de axiomas, mantendo indefinidos os termos ponto
e reta, bem como as relagoes de incidéncia, estar emtre e congruéncia. FKEsses
sistemas axiomaticos derivados denominam-se Planos de Hilbert.

A Geometria Neutra no Plano é, portanto, o Plano de Hilbert que compreende
apenas estes 13 axiomas.

2.2 A Relacao de Incidéncia

Os axiomas deste primeiro grupo postulam a relacdo de incidéncia entre pontos e
retas. Sao eles:

(I1) Dados dois pontos distintos A e B, existe uma unica reta incidente a estes
dois pontos, que pode ser denominada a reta AB.

(I2) A uma reta qualquer incidem, pelo menos, dois pontos distintos.

(I3) Existem pelo menos trés pontos nao colineares, ou seja, ndo incidentes a uma
mesma reta.

Dados um ponto P e uma reta £, as seguintes expressoes sao sinonimas:
e o ponto P incide (ou € incidente) a reta ¢,
e areta ¢ incide (ou € incidente) ao ponto P;
e o ponto P e a reta £ sdo incidentes;
e a reta { passa por P;

e o ponto P estd sobre a reta /;

Da mesma forma, se um ponto P nao incide a uma reta ¢, dizemos que P estd fora
de £, P é exterior a {, ou ainda, que £ nao passa por P.

No desenrolar do texto, com o intuito de simplificar a linguagem, identificaremos
toda reta com o conjunto dos pontos a ela incidentes. Desta maneira, dizer que o
ponto P incide a reta ¢ torna-se equivalente a dizer P € /.

Com os axiomas de incidéncia, podemos demonstrar algumas proposi¢oes. Por
exemplo, utilizando apenas o axioma (I3), fica claro que devem existir pelo menos
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trés pontos no conjunto P. Juntando este fato ao axioma (I1), também concluimos
que deve haver pelo menos trés retas distintas. As duas proposices seguintes
merecem destaque.

Teorema 2.1. Dada uma reta, existe pelo menos um ponto nao incidente a ela.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que nao haja ponto fora de uma reta
dada. Entao todos os pontos do plano P sao incidentes a reta em questao e, por-
tanto, todos colineares, contrariando o axioma (I3). ]

Teorema 2.2. FEzxiste, no mdximo, um ponto incidente simultaneamente a duas
retas distintas.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que haja dois pontos distintos simul-
taneamente incidentes a duas retas. Entdo, pelo axioma (I1), essas retas sao
idénticas, o que contraria a hipétese de serem distintas. [ |

Quando duas retas possuem um ponto em comum, diremos que elas sao concor-
rentes ou que elas concorrem neste ponto. Também podemos dizer que elas se
encontram, se interceptam ou se cortam neste ponto; ou ainda, que uma delas
encontra a outra no referido ponto.

2.3 Modelos para Planos de Incidéncia

Conforme ja mencionamos na introdugao, um modelo para um sistema axiomatico
é uma realizacao deste sistema em um contexto particular, onde se atribuem sig-
nificados aos termos indefinidos e se verifica a veracidade dos axiomas.

Vamos examinar, nos tépicos seguintes, alguns modelos para o Plano de Incidéncia,
em que os termos indefinidos sdo ponto, reta e incidéncia e os axiomas sao (I1),
(12), (13).

2.3.1 Plano Minimo de Incidéncia

O axioma (I3) impoe a existéncia de, no minimo, 3 pontos no sistema, sendo eles
nao colineares. Como primeiro modelo para um plano de incidéncia, vamos exibir
a geometria de incidéncia minima, com os pontos P;, P> e P3. Consideraremos as
retas fl = {Pl,Pg}, fg = {Pl,Pg}, fg = {Pg,Pg} e o plano P= {Pl,PQ,P3}.

A relagao de incidéncia expressa-se como a relagdo de pertinéncia usual entre
elemento e conjunto: P; é incidente a ¢; quando P; € {;, para ¢,j = 1,2, 3. E
imediato verificar que os axiomas (I1)-(I3) sao satisfeitos neste modelo.
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2.3.2 Plano de Incidéncia com 5 Pontos

Semelhantemente ao exemplo anterior, consideremos a geometria de incidéncia
com 5 pontos, onde

P ={A, B,C,D,E}
R = {{A4,B},{A,C,E},{A,D},{B,C},{B,D},{B,E},{C,D},{D,E}}

sdo, respectivamente, os conjuntos de pontos e retas. A relagdo de incidéncia

expressa-se como pertinéncia. E imediato verificar que os axiomas (I1)-(I3) séo
satisfeitos neste modelo.

2.3.3 O Plano Cartesiano sobre o Corpo R
Como terceiro modelo, consideremos o plano cartesiano R2. Os pontos sdo, por-

tanto, pares ordenados de ntmeros reais (z,y). Uma reta é um subconjunto de
pontos (x,y) satisfazendo a equagéo linear

ax+by+c=0,

na qual a,b,c € R, a e b nao simultaneamente nulos.

Os axiomas podem ser facilmente verificados neste modelo:

(I1) A dois pontos distintos (x1,y1) e (z2,y2) incide apenas a reta:

(Y2 —y1)x + (v1 — 22)y + [T291 — 21Y2] = 0.

(I2) Consideremos a reta ax + by + ¢ = 0. H4 trés casos a analisar:

e a,b#0:

os pontos (0, —c¢/b) e (—c/a,0) sdo incidentes & reta;
e a=0,b#0:

os pontos (0, —c¢/b) e (1, —c¢/b) sao incidentes & reta;
e a#0,0=0:

os pontos (—c/a,0) e (—c¢/a, 1) sdo incidentes a reta.
(I3) Os pontos (0,0), (0,1) e (1,0) nao sdo colineares.
Observe que, em vez de R, poderiamos ter construido o plano cartesiano sobre um

corpo F qualquer, utilizando as operagoes de soma e multiplicagao especificas para
este corpo.
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2.3.4 Plano de Incidéncia sobre a Superficie Esférica

Considere, no espaco euclidiano, uma esfera de centro O e raio r. Vamos tomar
por pontos da nossa geometria os situados sobre a superficie desta esfera e, por
retas, as circunferéncias maximas sobre esta superficie esférica, ou seja, aquelas
que possuem o mesmo centro O e raio r da esfera.

Se, no entanto, consideramos como pontos

da geometria pares de pontos antipodais
Fig. 2.1 sobre a superficie esférica, os trés axiomas
serao satisfeitos.

E f4cil verificar que, nesta formulagao, o
axioma (I1) nao é satisfeito, embora (12) e
(I3) o sejam. Isto porque, se tomarmos um
par de pontos antipodais qualquer sobre a
superficie esférica (i.e., pontos da superficie
esférica colineares ao centro da esfera), a
este par de pontos incidirao infinitas retas.

(TN
N

2.4 Independéncia dos Axiomas de Incidéncia

Em um sistema axiomatico consistente, um axioma é dito independente dos demais
se nao puder ser obtido como consequéncia légica destes. Um sistema de axiomas
em que todos eles sejam independentes é também dito independente.

Para demonstrar a independéncia de um axioma em relagao aos demais, basta
exibir um modelo em que sejam satisfeitos a negacao logica do axioma cuja inde-
pendéncia se quer provar e os demais axiomas.

Passemos, entao, a comprovar a independéncia dos axiomas de incidéncia, exibindo
trés modelos nos quais retas sao subconjuntos de pontos e a relagao de incidéncia
é a relacao de pertinéncia entre elemento e conjunto. Observe que, em cada um
dos modelos, um dos axiomas é negado, fato este expresso pelo operador logico ~.

o ~(I1), (I2) e (I3)

P —{A B,C}

Falta a reta {B,C}.
o (I1), ~(I2) e (I3)

P —{A B,C}
R :{{A},{A,B},{A,C},{B,C}}
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Nao temos dois pontos incidentes a reta {A}.

o (I1), (12) e ~(I3)

P ={A,B,C}
R ={{A,B,C}}.

Nao ha trés pontos nao colineares.

2.5 A Relacao Estar Entre

O objetivo desta secao é introduzir a relagao terndria entre pontos denominada
“estar entre”, postulada por quatro axiomas de ordem, demonstrando, a partir
deles e juntamente com os axiomas de incidéncia previamente enunciados, mais
algumas proposicoes da Geometria Neutra.

Primeiramente serao estabelecidos os Teoremas de Separagao para o plano e para
as retas, que originarao os conceitos de semirreta, angulo e o importante resultado
conhecido como Teorema da Trave.

Em seguida, demonstraremos o Teorema da Ordenacao dos Pontos de uma Reta,
que nos permitird estabelecer uma relagao de ordem total sobre qualquer conjunto
finito de pontos colineares.

Por fim, um importante resultado que diz respeito a cardinalidade do conjunto
P serd deduzido. Com a introdugao dos axiomas deste novo grupo, mostraremos
que o conjunto [P torna-se necessariamente infinito, ficando excluidas as geometrias
finitas.

2.5.1 Os Axiomas de Ordem

Os aziomas de ordem postulam a relagao ternaria sobre o conjunto P denominada
estar entre. A notagdo A x B x C deve ser lida: o ponto B estd entre os pontos A
e C.

(B1) Dados trés pontos A, B e C, se Ax BxC, entdao A, B e C sao distintos dois
a dois, colineares e vale também C * B x A.

(B2) Se A # B, existe um ponto C' tal que Ax B C.

(B3) Se Ax BxC, entdao ~ (BxAxC) e~ (AxC*B).

(B4) Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares e £ uma reta tal que A, B,C ¢ {.
Se existe D € /£ tal que A*x D % B, entao existe £ € £ tal que Bx E x C ou
existe ' € £ tal que Ax F % C.
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O Axioma (B1) nos diz que trés pontos relacionados por * devem ser obrigatoria-
mente colineares e que dizer A x B x C' é o mesmo que dizer C' x B x A.

(B3) nos permite, dado que A x B x C, excluir as demais permutagoes dos trés
pontos envolvidos na relacao *, exceto evidentemente C' x B x A, assegurada por
(B1).

Lido informalmente, o Axioma (B2) permite-nos sempre supor a existéncia de um
ponto colinear a outros dois pontos distintos dados. Juntamente com (B3), vemos
que este novo ponto nao esta entre os dois iniciais.

O Axioma (B4) é conhecido como azioma de Pasch, em homenagem ao matemaético
alemao Moritz Pasch. Para sua correta aplicacdo, é fundamental observar as
hipdteses assumidas: além de os trés pontos serem nao colineares, a reta con-
siderada nao deve incidir a nenhum deles e deve possuir um ponto entre dois
deles.

Examinando o enunciado de (B4), vemos que consiste de uma hipé6tese implicando
uma disjuncao: X = Y V Z. Da légica elementar, sabemos que

X=YVZ = (~X)VYVZ =~ (XA~Y)VZ = (XA~Y)= Z.

Assim, uma formulagao equivalente & de (B4), que serd til em algumas demons-
tracoes posteriores, é a seguinte:

(B4’) Sejam A, B e C trés pontos nao colineares e £ uma reta tal que A, B,C & .
Se existe D € £ tal que Ax D x B e nao existe E € /£ tal que Bx E*C, entao
existe ' € £ tal que Ax F % C.

A contrapositiva de (B4) serd igualmente 1til em provas:

(B4¢) Sejam A, B e C' trés pontos nao colineares e £ uma reta tal que A, B,C ¢ (.
Se nao existe F € £ tal que Bx E x C' e nao existe F' € £ tal que Ax F x C,
entao nao existe D € ¢ tal que A% D x B.

Por (B1), trés pontos relacionados por * sdo obrigatoriamente colineares. Surge,
entao, a questao: trés pontos colineares distintos devem estar relacionados por %
necessariamente? A resposta nos é dada pelas proposigoes seguintes. A primeira
delas estabelece a reciproca do Axioma (B3):

Lema 2.1. Se os pontos colineares A, B e C sao tais que ~ (Bx AxC) e
~ (AxCxB), entdo Ax B*C.



24 A Geometria Neutra no Plano

Demonstracao: Sejam os pontos A, B, C colinea-
res tais que ~ (B* AxC) e ~ (AxC % B). E

Pelo Teorema 2.1, seja um ponto D ¢ AB. Por
(B2), existe E tal que Bx D x E e, por (Bl), L G
B, D, E sao colineares.

Os pontos A, B, F sao nao colineares, do contrario D
terifamos E € AB e, como B, D, F sao colinea- n B C
res, também D € AB. Por semelhante raciocinio,

E,A,B¢CD. Fig. 2.2

A demonstragao é feita por 4 aplicagoes sucessivas de (B4'), em que variam a reta
e o terno de pontos considerados. O leitor fica incumbido, em cada uma delas, de
verificar a ndo colinearidade do terno de pontos e a nao incidéncia entre os pontos
e a reta.

1. Reta C'D, terno de pontos A, B, E:
CDNBE ={D}, BxDxE,CDNAB = {C} e ~ (AxC % B) por hipdtese;
por (B4'), existe F' € C'D tal que Ax F x E.

2. Reta AD, terno de pontos B,C, E:
ADNBE ={D}, BxDxE, ADNBC = {A} e ~ (Bx AxC) por hipétese;
por (B4'), existe G € AD tal que C « G x E.

3. Reta CF, terno de pontos A, F,G:
CFNAE ={F}, AxFxE,CFNEG ={C} e~ (ExCxQ),jaque CxGxE
(item 2) implica, por (B3), ~ (Ex C % G);
como CF N AG = {D}, por (B4"), D € AGe AxD xG.

4. Reta ED, terno de pontos A, C, G:
EDNAG = {D}, AxDxG (item anterior), EDNCG = {E} e ~ (CxExG),
jd que C * G x FE (item 2) implica ~ (C'x E x G) por (B3);
como EDNAC = {B}, por (B4), Be ACe AxB«C. [

Teorema 2.3. Dados trés pontos colineares distintos, um deles e apenas um estd
entre os outros dois.

Demonstragao: Sendo verdadeiros (B3) e sua reciproca (lema anterior), é um
exercicio trivial de légica constatar que

~(AxB*xC)AN~(BxA*xC) N~ (A*xC*B)

é sempre falso. [ ]
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Tornando a examinar o enunciado de (B4), o conector 16gico “ou”, a principio,
nao excluiria a existéncia simultanea dos pontos E e F'. Entretanto, este “ou” é,
na verdade, exclusivo, conforme atesta a proposi¢cao seguinte.

Teorema 2.4. Dados trés pontos nao colineares A, B e C, se uma reta £ encontra
AB em um ponto E tal que AxExB e encontra BC' em um ponto F' tal que BxFxC,
entdo £ nao pode encontrar AC' em um ponto entre A e C.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que
(NAC = {G} e que AxG+C. Pelo Teorema 2.3,
dado que E, F,G € ¢, uma das possibilidades deve
valer: ou ExFxG ou FxExG ou ExG*F. Sem
perda de generalidade, suponhamos E x G * F.

Fig. 2.3
Examinemos a reta AC' em relagdo ao terno de pontos F, E, B. A partir das
hipoteses feitas, é imediato concluir que os pontos F, E, B nao podem ser colineares

e que nenhum deles pode pertencer a reta AC, pois isto implicaria a colinearidade
de A, B,C. Portanto, (B4) é aplicavel.

Como EF = (¢, ACNEF = {G} e AxGxC, por hipétese, AC deve cortar EB
num ponto entre £ e B ou BF em um ponto entre B e F. Porém ACNEB = {A}
e Ax Ex B, donde, ~ (E x A x B); também AC N BF = {C} e Bx F xC, donde
~ (BxCxF). |

Pelas duas ultimas proposicoes, podemos inferir algo sobre a “forma” das retas na
b)
geometria que estamos construindo.
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O Teorema 2.3, por exemplo, impede que
as retas sejam “fechadas”, pois nao seria
possivel estabelecer uma ordem entre trés
C B pontos de uma curva fechada de modo que
um e apenas um deles esteja entre os outros
dois.

Ja o Teorema 2.4 impede que as retas se
“bifurquem”.

O modelo do plano de incidéncia sobre
a superficie esférica, em que os pontos
da geometria eram interpretados como pa-
res de pontos antipodais e as retas como
circulos maximos, nao é mais um modelo
para o sistema axiomdtico que obtivemos
até agora.

Fig. 2.4

2.5.2 Modelo para o Plano de Incidéncia Ordenado

Assim como fizemos para os Planos de Incidéncia, vamos exibir um modelo para o
sistema axiomatico examinado até este ponto do texto. Consideremos, portanto, o
Plano Cartesiano sobre R, introduzido na Secao 2.3.3, em que pontos da geometria
sdo interpretados como pares de ntimeros (z,y) € R? e retas como conjuntos de
pontos (z,y) satisfazendo uma equagao linear da forma azx + by + ¢ = 0, sendo
a,b,c € R e a,b nao simultaneamente nulos.

Vamos interpretar, neste modelo, a relacao “estar entre”. Para tal, tomemos trés
pontos A = (Z4,Ya), B = (zp,y) € C = (2, y.). Diremos que A x B x C quando
existir ¢ € |0, 1] tal que

(Ib — La,Yb — ya) = t(xc — ZLasYec — ya)'
Passemos, entéo, a verificar se os axiomas (B1)-(B4) sao satisfeitos sob essa inter-

pretagao.

(B1) Suponhamos A x B x C; entdo, existe t nas condigoes dadas. A restrigao t €
10, 1] garante que A, B, C sao distintos. A colinearidade pode ser deduzida
facilmente:

— Se T, # T4 € Yo F Ya, podemos eliminar ¢ nas duas expressoes, obtendo:
Tp —Ta  Yb — Ya
Te — Tg yc - ya
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Portanto, B é incidente & reta AC, cuja equagao é (verifique!)

T — T _ Y —Ya

Te — Tg yc_ya

— se T. = X4, temos xp = x4, donde A, B, C incidem a uma reta vertical;

— S€ Yo = Yq, temos yp = y,, donde A, B, C incidem a uma reta horizontal.
Por fim, trocando ¢ por 1 — ¢, concluimos que C' x B x A.
Se A # B, devemos obter um ponto C' tal que A x B x C. Tomando

C = (vc,yc) = (274 — Ta, 2Yp — Ya),
constatamos que A x B xC para t = % (verifique!)

Se AxBxC, existe t nas condic¢oes expressas pela defini¢do e devemos mostrar
que nem B x Ax C nem A * C x B ocorrem.

— B x A% C implicaria que existe s € ]0,1[ tal que (xq — Zp, Yo — Yp) =
s(xe — b, Ye — Yp), que pode ser reescrito como (T, — Xy, Ya — Yb) =
s(xp — Ta + To — Ty Yb — Ya + Ya — Ye). Rearrumando e lembrando que
(b — Tay Yb — Ya) = H(ZTe — Ta, Yo — Ya), vem:

S

(xb — Zgq,Yb — ya) = S—(xc — Za, Ye — ya) = t(.’L‘c —TayYec — ya)u

-1
dondes=ﬁ<0,jéque0<t<l.
— A x C % B implicaria que existe s € ]0,1[ tal que (2. — Zq,Yec — Ya) =
s(xp — TayYp — Ya). Neste caso, é ficil ver que s = % > 1, j& que

0<t<l
Em ambos os casos, entramos em contradigdo com s € ]0, 1].

Para verificarmos o Axioma de Pasch, consideremos os pontos A, B,C e a
reta £ de equacao ax + by + ¢ = 0, satisfazendo as hipdteses: A, B,C & /,
existe um ponto D = (z4,yaq) tal que azq +byq + ¢ = 0 e existe ¢ € |0, 1], tal
que

(Td — TayYa — Ya) = UTy — Tas Yb — Ya)-
Examinando a funcao ¢ : R2 — R definida por

¢(x,y) = ax + by + ¢,

vemos que, por hipdtese, ¢(zq,yq) = axq + bya +c¢ = 0, j4 que D € L.
Portanto, devemos ter ¢(xq,yq) € ¢(zp,yp) néo nulos (pois A, B & £) e com
sinais contrdrios (verifique!).

Por outro lado, sabemos, pelas hipéteses, que ¢(z¢,y.) # 0, j& que C & L.
Temos, entao, dois casos a analisar:
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o O(Tc,Ye) € d(Ta,Yq) tém 0 mesmo sinal:
Logo, ¢(xc,yc) e ¢(xp,yp) tém sinais contrérios, o que significa que
existird o ponto E = (z.,y.) tal que ¢(z.,y.) = 0, com coordenadas
satisfazendo

(Ze — Ty, Ye — yb) = $(Te — Ty, Yo — Y)-
para algum s €]0,1[. Ouseja, E€fe BxExC.

o d(zc,ye) € O(Ta,ys) tém sinais contrarios:
Da mesma forma, concluimos que existird o ponto F' = (x¢,ys) tal que
FeleAxFxC.

2.5.3 Segmentos

Definicao 2.1. Dados dois pontos distintos A e B, o segmento AB € o conjunto
AB={A}U{PcP|AxPxB}U{B}.

Os pontos A e B denominam-se extremos do segmento AB. O subconjunto
{P €P| Ax Px B} denomina-se interior do segmento AB.

Observe que os extremos de um segmento sao necessariamente distintos. Pela
definicdo e pelo axioma (B1), é imediato concluir que AB = BA e que os pontos
do segmento AB sao todos colineares e incidentes a reta AB. Além disso, dizer
Ax P * B equivale a dizer que P pertence ao interior de AB.

A primeira questao que surge é se um segmento contém mais pontos do que seus
dois extremos. Em outras palavras: poderia o interior de um segmento ser vazio?
O teorema seguinte nos diz que nao.

Teorema 2.5. O interior de um segmento é um conjunto nao vazio.

Demonstracdo: Seja o segmento AB e to-
D memos o ponto C, fora da reta AB (Te-
orema 2.1). O axioma (B2) nos permite
C tomar o ponto D sobre a reta AC tal que
Ax C % D. Evidentemente D ¢ AB, do
contrario as retas AD e AB teriam os pon-
A F\B tos A e D distintos em comum, acarretando
C € AB. Logo, D # B e podemos usar
novamente (B2) para obter o ponto E tal
E que Dx Bx E. Os pontos E e C sao neces-
sariamente distintos, do contrario as retas
AC e ED teriam dois pontos distintos em
comum (C e D).

Fig. 2.5
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Assim, a reta C'E e o terno de pontos A, D, B satisfazem as hipéteses do axioma
de Pasch. Como DFE ji tem em comum com C'E o ponto E, nao pode haver um
ponto no interior de BD também incidente a CE. Entdo, por (B4’), CE deve
interceptar o interior de AB em algum ponto F, de forma que A x F' x B. [ |

Poderfamos ficar tentados a obter mais pontos no interior de AB, simplesmente
repetindo a construgao proposta no Teorema 2.5: tornariamos a aplicar o teorema
ao segmento AF, obtendo, por exemplo, o ponto G entre A e F e, portanto, no
interior de AF. No entanto, nada nos garante que G esteja também entre A e
B, embora a Fig. 2.5 sugira isto claramente. Estamos sujeitos a erros sempre
que intuimos fatos a partir de figuras e os assumimos como verdadeiros sem antes
té-los deduzido logicamente de outros fatos ja conhecidos (axiomas ou teoremas).
Figuras podem e devem ser utilizadas como auxiliares nas provas geométricas;
porém nenhuma conclusao inferida exclusivamente a partir delas pode ser assumida
sem antes ser demonstrada. Desta forma, examinando a figura, podemos apenas
conjecturar que o ponto G esteja entre A e B. O leitor aguarde com paciéncia até
a Sec¢ao 2.5.5, onde comprovaremos este fato.

No modelo do Plano Cartesiano sobre R, um segmento AB, com A = (Ta,Ya) €
B = (xp, ys), é descrito como o conjunto:

{(‘Tvy) €R? | (‘T —Ta,Y — ya) = t(xb — Za,Yb — ya)vt € [07 1]}

Observe que os valores t = 0 e t = 1 correspondem exatamente aos extremos A e
B, respectivamente, ao passo que os demais valores de ¢t descrevem os pontos do
interior.

2.5.4 Os Teoremas de Separacao

Consideremos uma reta ¢ qualquer e a relacao binaria -, sobre o conjunto P — /¢
assim definida: dados P,Q € P — /,

P:y@Q < P=Q ou PQN(=0.

Portanto, dois pontos P e (Q nao incidentes a £ estao relacionados por ~; quando
coincidem ou quando o segmento P néo tiver ponto em comum com ¢. A negagao
da relagdo -+, sera representada por -, em vez de .

Lema 2.2. A rela¢do bindria --y sobre P — £ é de equivaléncia.

Demonstragao: A reflexividade e a simetria seguem diretamente da definicao.
Resta mostrar que -+, é transitiva. Para isso, tomemos P, Q, R € P — { e suponha-
mos que P -y Q e @ --y R; devemos provar que P --y R.
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Fig. 2.6
H4 dois casos a considerar:

e Caso 1: P, @Q e R nao sao colineares
Neste caso, temos que ¢ nao é incidente a nenhum dos trés pontos P, Q e
R e, além disso, PQN{¢ =@ e QRN ¢ = @. Utilizando a contrapositiva do
axioma de Pasch (B4), garantimos que PRN{ = &, ou seja, P ++4 R.

e Caso 2: P, @ e R sao colineares
Suponhamos que P, @ e R sejam incidentes a uma reta m. Como, por
hipétese, P, @ e R néo sio incidentes a £, devemos ter m # £ e, portanto, m
e ¢ podem ter, no mdximo, um ponto em comum. Por (I2), existe um outro
ponto S € £ ndo pertencente a m.

Aplicando (B2), obtemos T tal que S P*T. Logo, S, P e T sao colineares,
por (Bl), e T ¢ ¢, do contrério as retas ST e ¢ teriam os pontos S e T em
comum e, por (I1), seriam a mesma reta, implicando que P € £. Além disso,

o segmento PT" nao tem ponto em comum com ¢, ja que PT'N{ = {S} e
S & PT, por (B3). Portanto, P -, T.

Também T' & m, pois isto implicaria m = ¢, uma vez que j& possuem o ponto
P em comum.

Portanto, P, @ e T sao nao-colineares e, como P::yQ e P--,T, pelo Caso 1,
concluimos que Q--¢7T". Novamente usando o Caso 1, como Q--yT ee Q¢ R,

entdo T :-y R. Aplicando o Caso 1 mais uma vez aos pontos nao-colineares
P, ReT,sendo P-4y T eT -4y R, concluimos que P --y R.

Reunindo os Casos 1 e 2, concluimos que, de fato, a relagao --4 é transitiva. [ |

Sabemos, da algebra, que uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto particiona-
o em classes de equivaléncia, que sao subconjuntos nao vazios, disjuntos e cuja
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unifo é o conjunto original. Assim, a relagdo --4, sendo de equivaléncia, particiona
o conjunto P — ¢ em duas classes, conforme a proposicao seguinte.

Lema 2.3. A relagcao de equivaléncia ==y particiona o conjunto de pontos P — /¢
em exatamente duas classes.

Demonstracao: Existe pelo menos um ponto X fora de ¢ e, portanto, pelo menos
uma classe de equivaléncia, & qual X pertence. Usando (I2), seja Y € ¢. Evi-
dentemente, X e Y sdo distintos e podemos obter, por (B2), um ponto Z tal que
XxY xZ. Logo, XZN{ = {Y} e, portanto, X +, Z. Existem, entdo, pelo menos
duas classes de equivaléncia: uma contendo X e outra, Z.

Mostremos, por fim, que o nimero de classes é exatamente 2. Para tanto, basta
provarmos que, se P +y R e @ +¢ R, entdo P -, Q. H4 dois casos a analisar (veja
Fig. 2.7):

Fig. 2.7

e Caso 1: P, @Q e R nao sao colineares
Como P +; R, temos que PRN ¢ # @&. Analogamente, Q +, R implica
QRN { # @. Pelo axioma de Pasch, ¢ ndo pode ter ponto em comum com
PQ e, por conseguinte, P :-; Q.

e Caso 2: P, @ e R sao colineares
Sejam P, Q e R incidentes a uma reta m. Obtemos os pontos S e T' como no
Caso 2 do lema anterior, sendo S € £ e P--,T. Entao, por hipétese, P+ R.
Como P --4; T, segue que T +; R, ja que --y é uma relacao de equivaléncia.
Usando o Caso 1 em relagao aos pontos @, R e T, sabendo que T'+¢ R e
Q@ +¢ R, concluimos que @ -y T. Mas P .-, T e, por transitividade, temos
que P Q. [ ]

Os resultados destes dois ultimos lemas podem ser assim resumidos:
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Teorema 2.6 (Separacao do Plano). Uma reta ¢ particiona o conjunto P — ¢ em
dois subconjuntos L1 e Lo, denominados lados de ¢, de forma que, dados dois
pontos A,B € P — {:

e A e B estdo do mesmo lado de £ se, e somente se, A= B ou A -~y B;

e A e B estdo em lados opostos de £ se, e somente se, A +y B.

No decorrer do texto, usaremos frequentemente as expressoes o ponto A estd do
mesmo lado que B e A estd do lado oposto a B, em relagdo a uma reta £.

No modelo do Plano Cartesiano sobre R, podemos verificar facilmente se dois
pontos P = (z,,¥p) € Q@ = (x4, yq) estdo do mesmo lado ou em lados opostos da
reta ¢ de equagdo ax + by + ¢ = 0. Basta considerar a fungao ¢(z,y) = ax + by + ¢,
utilizada na verificagdo do Axioma de Pasch (Se¢ao 2.5.2). Se P e @ estiverem em
lados opostos de £, existird um ponto R = (2, y,) entre P e @ tal que ¢(z,,y,) = 0;
portanto, ¢(xp, yp) € ¢(zq,y,4) deverdo ter sinais contrarios. Estando P e ) de um
mesmo lado de ¢, ¢ nao se anulara para nenhum ponto entre P e @, donde ¢(zp, yp)
e ¢(xq,Yyq) terdo o mesmo sinal.

Da mesma forma que uma reta separa o plano em dois subconjuntos disjuntos, um
ponto incidente a uma reta também a separa, conforme a proposigao seguinte.

Teorema 2.7 (Separacao da Reta). Um ponto P incidente a uma reta £ particiona
o congunto £ —{P} em dois subconjuntos Si e Sz, denominados lados da reta com
respeito a P, de forma que, dados dois pontos A, B € £ —{P}, temos:

e A e B pertencem ao mesmo conjunto (S1 ou S2) se, e somente se,

A=DB ouP ¢ AB;

e A e B pertencem a conjuntos opostos (um a S1 e outro a S2) se,
e somente se, P € AB.

Demonstragao: Dados a reta £ e o ponto P € ¢, sabemos que existe um ponto
Q ¢ ¢ (Teorema 2.1). Consideremos a reta PQ, que, pelo teorema anterior, separa
o plano em dois lados L1 e Ly. Tomemos S1 = LiN{e So = LaNK. E claro que
S1 NSy = @, restando mostrar, apenas, que S1 # & e Sy # .

Por (I2), existe um ponto B € ¢ distinto de P; por (B2), existe um ponto D tal
que Bx PxD. Portanto, B e D estao em lados opostos da reta ¢ em relagao a P,
mostrando que S7 e Sz nao podem ser vazios. [ ]

Assim, dados uma reta ¢, um ponto O € £ e outro ponto A € ¢, distinto de O,
podemo-nos referir aos pontos de £ situados do mesmo lado de A ou do lado oposto
de A em relagao a O.
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Deixamos ao leitor a tarefa de interpretar, no modelo do Plano Cartesiano sobre
R, estes resultados sobre a separacao da reta. Lembre-se de detalhar como se
verifica se dois pontos A, B € ¢ estao de um mesmo lado ou em lados opostos com
respeito a um ponto P € .

2.5.5 A Ordenacao dos Pontos na Reta

Nesta secao mostraremos que, com a introducao dos axiomas de ordem, deixamos
de ter geometrias finitas, pois as retas passam a ter, obrigatoriamente, infinitos
pontos.

No Teorema 2.5, mostramos que o interior de um segmento AB é um conjunto
nao vazio, construindo um ponto F entre os extremos A e B. Poderiamos pensar
em iterar esta construcao, obtendo um ponto Fj entre A e F', depois um ponto Fs
entre A e F; e assim por diante. Com isso, “provariamos” que existem infinitos
pontos entre dois pontos dados, ji que este processo poder-se-ia estender tanto
quanto desejassemos.

Apesar de coincidir com a intuigdo que temos do conceito de “estar entre”, ha,
porém, uma falha neste raciocinio: nada nos garante, até o presente momento, que
esses novos pontos I} e Fy estardo também entre A e B.

Vamos, entao, na sequéncia de proposigoes, estabelecer um resultado mais forte:
a ordenacao linear de n > 2 pontos colineares.

Comecemos por examinar como a relagao estar entre, sobre ternos de pontos, se
estende para quatro pontos colineares:
Teorema 2.8. Sejam A, B, C e D quatro pontos distintos.
(1) Se AxBxC e BxCxD, entiao AxC % D.
) Se AxB+xC e BxC D, entao Ax B*D.
(1i1) Se Ax BxC e AxC %D, entao B*xC xD.
(iv) Se Ax BxC e AxC x D, entéo Ax BxD.
)
)

(i%

(v) Se AxBxD e BxCxD, entio Ax BxC.
(vi) Se Ax BxD e BxCxD, entdo AxCxD.

Demonstracao: Vamos demonstrar apenas o item (i), utilizando o Teorema de
Separacgao da Reta. Os demais itens ficam como exercicios.

Das hipdteses Ax BxC' e BxC* D, concluimos que os quatro pontos sio colineares
e incidem a uma reta £. Ax BxC implica que A e B estao do mesmo lado de £ em
relacao a C, ao passo que B x C' x D acarreta que B e D estao em lados opostos
de £ em relacdo a C. Portanto A e D devem estar também em lados opostos de ¢
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em relagdo a C, donde A% C x D. ]

O proximo teorema estende este resultado para n > 2 pontos.

Teorema 2.9 (Ordenacao de n pontos sobre uma reta). Dados n > 2 pontos
colineares, € possivel numerd-los Py, Py, ..., P, de forma que, se 1 <i<j<k<
n, entao P;x Pjx Py.

Demonstracdo: A demonstragao se faz por indugdo finita sobre o nimero n de
pontos, aplicando-se o Teorema da Separagao da Reta. ]

Evidentemente, a ordenacao obtida no teorema anterior nao é unica, uma vez
que P; x P; x P, é o mesmo que Py x P; x P;. Entao, certamente os n pontos
poderiam ser numerados ao contrario da ordem sugerida pelo teorema. Entretanto,
outras ordenagoes nao sao possiveis, pois qualquer uma delas, em vista das duas
admissiveis, causaria uma contradicao com o Teorema 2.3.

Utilizando os resultados obtidos nesta secao, podemos deduzir uma importante
conclusao acerca da cardinalidade das retas numa geometria em que valem os
axiomas (I1)-(I3), (B1)-(B4). O teorema seguinte mostra que toda reta possui
infinitos pontos. Sem mais axiomas, o maximo que podemos afirmar é que toda
reta tem cardinalidade pelo menos Ng.

Teorema 2.10. Se existem n > 0 pontos distintos entre A e B, entdo existe um
ponto Q, também entre A e B, distinto desses n pontos.

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, existe uma numeragao dos n + 2 pontos
Pr=A,...,B=P,o, talque,se 1 <i<j<k<n+2, entdo Py x Pjx Py.

Seja s tal que 2 < s < n+ 1. Pelo Teorema 2.5, existe um ponto @ tal que
Py % Q * Psy1. E facil ver que Q # P;, para 1 < i < n + 2, pois, se tivéssemos
Q = Py, para algum k, terfamos s < k < s+ 1, o que é um absurdo.

Falta, entao, mostrar que vale P} * Q x P,, 2. Nao podemos ter Ps x P, x P51, ja
que, como temos Py x Py x P, 12, isto acarretaria Ps x Py x Py, 42, pelo item (i¢) do
Teorema 2.8, contradizendo P; x Ps * P, 2. Restam entao:

o Py x P, xP;yy. Mas
P xPysxPeiq1 N PsxQ* Psy1 = Py xQ * Psyq,
pelo item (vi) do Teorema 2.8. Além disso,
Pr*xQ*Psy1 N Pp*x Py xPuio= P xQ*Pyo,

pelo item (iv) do Teorema 2.8.
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o P x P,y 1% Ps. Mas
P % Psy1x Py N PsyqxQ* Py = Py xQ * Ps,
pelo item (vi) do Teorema 2.8. Mas
PoxQ*P; N Pr*xPsxPpio= P xQ* P, o,

pelo item (v) do Teorema 2.8. ]

Voltemos ao nosso modelo do Plano Cartesiano sobre R. Consideremos os n > 2
pontos colineares P; = (z;,y;), ¢ = 1,...,n. Tomando dois deles distintos como
base, Pj e Py, j # k, podemos expressar a colinearidade através da relacao:

(;vi — XY — y_j) = ti(évk —Zj, Yk — yj)7

onde t; € Ry =1,...,n . Evidentemente, t; = 0 e t, = 1. A ordenagdo linear
corresponde, portanto, a ordenar, crescente ou decrescentemente, os n valores
t1,.. .y tn.

2.5.6 Semirretas, Angulos e o Teorema da Trave

Definigao 2.2. Dados dois pontos distintos A e B, a semirreta /@ € assim defi-
nida:

AB = {A}U{P € AB | P e B estao do mesmo lado de AB em relagio a A}.

O ponto A € denominado origem da semirreta.

E facil mostrar que AB C zﬁ C AB. Além disso: zﬁ N ﬁ = AB. Assim, a reta
AB é denominada reta suporte do segmento AB e da semirreta AB.

Pelo Teorema da Separacao da Reta, pode-se mostrar que um ponto qualquer sobre
uma reta dé origem a duas semirretas, denominadas opostas.

Definigao 2.3. Dadas duas semirretas zﬁ e 1@, com origem comum A e ndo
contidas na mesma reta, o angulo ZBAC € assim definido:

/BAC = AB U AC.

A origem comum A € denominada vértice do angulo ZBAC. As semirretas sao
os lados do angulo.



36 A Geometria Neutra no Plano

E claro que ZBAC = ZCAB. Observe que, pela defini¢do, estdo excluidos os
angulos nulo e raso.

O interior do dngulo ZBAC é o conjunto de pontos que estdo do mesmo lado que
C em relacgao a reta AB e do mesmo lado que B em relacao a reta AC. O interior
de um angulo nunca é vazio, pois, pelo Teorema 2.5, o interior do segmento BC
nao é vazio.

Teorema 2.11 (Teorema da Trave). Sejam ZBAC um dngulo e D um ponto em
seu interior. Entdo Zﬁ NBC #+ @.

Demonstragao: Tomemos o ponto E tal
que C * Ax E. A ideia é aplicar (B4')
em relagdo aos pontos F, A, C' e a reta
AD. Para isto, precisamos antes garantir F
que nao exista um ponto de AD entre B e

E.

Como o segmento BE encontra a reta AB E g A C
no ponto B, os pontos de BE — { B} estao
todos do mesmo lado de AB. Por outro
lado, C'x A x E significa que C e E estao

em lados opostos em relacdo a AB. Fig. 2.8

Entdo, os pontos de BE — {B} estao todos do lado oposto de C em relacio a AB.
Como D, por hipétese, estd no interior do angulo ZBAC, o que significa que, em
relagdo a AB, D estd do mesmo lado que C. Logo, os pontos de AD — {A} estéo
todos do mesmo lado de C' com respeito a AB, donde BE N AD = @.

Tomando H tal que D x A x H, o mesmo raciocinio se aplica & semirreta ﬁ ,
oposta a E, em relacdo & reta AC. Portanto, BE N ﬁ =d.

Aplicando (B4'), a reta AD deve possuir um ponto F tal que B x F x C. Resta
mostrar que este ponto pertence a semirreta AD.

Mas B e F estao do mesmo lado de AC, ja que BxFxC e C € AC; B e D estao
do mesmo lado de AC, pois D, por hipdtese, estd no interior de ZBAC'. Logo, F’

e D estao do mesmo lado de AC, ou seja DFNAC = @. Como DF NAC = {A},
segue que A € DF, de modo que D e F estdo do mesmo lado de AD em relacdo

ao A. Donde F' € AD. [ |

No enunciado anterior, por abuso de linguagem, diremos que a semirreta @ estd
no interior do angulo ZBAC, apesar de a origem A, que coincide com o vértice
do angulo, nao pertencer ao interior deste. O proximo teorema nos mostra que,
se uma semirreta tem origem no vértice de um angulo e possui pelo menos um
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ponto no interior deste angulo, entao ela estara no interior do angulo, exceto pela
origem.

Teorema 2.12. Sejam LZBAC um dngulo e F' um ponto no interior de ZBAC.
Entao ﬁ, exceto pela origem A, estd no interior de Z/BAC.

Demonstracao: A figura é a mesma do teorema anterior. Tomemos outro ponto
qualquer D € ﬁ, D # A. Entdao D e F estdo do mesmo lado da reta AF em
relacio a A (definicio de semirreta); logo A ¢ DF. Sendo AF N AB = {A},
concluimos que DF NAB = @, donde D, F e C estdo do mesmo lado da reta AB.
Analogamente, podemos concluir que D, F' e B estao do mesmo lado da reta AC.
Portanto, D também pertence ao interior de Z/BAC'. [ ]

Um fato interessante de observar é que, se substituirmos, no conjunto de axiomas,
(B4) pelo Teorema da Separagio do Plano, podemos facilmente deduzir (B4) como
teorema a partir deste novo conjunto. Isto mostra que o Axioma de Pasch e o
Teorema da Separagao do Plano sdo equivalentes na presenca dos axiomas (I1),
(I2), (13), (B1), (B2) e (B3).

No modelo do Plano Cartesiano sobre R, a semirreta E, sendo A = (4,Yq) €
B = (xp,ys), ¢ interpretada como o conjunto:

{(z,y) € R? | (T = 24,y — Ya) = L(Tb — Ta, Yb — Ya), t > 0}.

O angulo é ZBAC interpretado como a uniao de dois conjuntos descrevendo seus
lados zﬁ e 1@

E como vocé, leitor, expressaria o fato de um ponto P = (z, y,) estar no interior
do angulo ZBAC, sendo A = (24,Ya), B = (b, up) € C = (z¢,ye) ?

2.6 Congruéncia entre Segmentos

2.6.1 Axiomas e Primeiros Teoremas

Trés axiomas postulam a relagao de congruéncia entre segmentos, representada
pelo simbolo 2.

(C1) Dados um segmento AB e uma semirreta C__ﬁ, existe um tnico ponto E € CD
tal que CF = AB. !

LA rigor, a unicidade do ponto E pode ser provada como teorema, se se consideram também
os axiomas de congruéncia para angulos, que serdo introduzidos na préxima segdo. Optamos,
aqui, pela versdao de Hartshorne [10], que nos parece mais adequada do ponto de vista diddtico,
pois permite trabalhar em separado a congruéncia de segmentos e angulos.
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(C2) Se AB =~ EF e CD = EF, entdo AB = CD. Todo segmento ¢ congruente
a ele mesmo.

(C3) Se Ax BxC, D+ E+F, AB ~ DFE ¢ BC =~ EF, entiio AC =~ DF.

O Axioma (C1) é qtil em cons- A, B
trugoes, funcionando como transpor-

tador de segmentos. Observe que,

para seu correto emprego, o trans- C E D
porte de um segmento se da a partir "

da origem de uma semirreta. Fig. 2.9

(C1), no entanto, ndo permite trans-

portar segmentos arbitrariamente, A, B, ) C
como ilustrado na Fig. 2.10. Para 7
isto, é necessdrio um outro axioma,
conhecido como Azioma do Com-
passo, que nao faz parte da Geome-
tria Neutra.

Fig. 2.10

~

Teorema 2.13. A relagdo bindria = sobre o conjunto de todos os segmentos €
uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo: Devemos mostrar que = é reflexiva, simétrica e transitiva. A
reflexividade estd expressa em (C2). Para mostrarmos a simetria, suponhamos
AB = CD. Como CD = CD (reflexividade) e AB = C'D, por (C2), concluimos

que CD = AB. Para a transitividade, suponhamos AB = CDe_@iW.
Usando a simetria, vem AB = CD e EF = CD, donde, por (C2), ABXEF. ®

Se denominarmos S o conjunto de todos os segmentos, a relagao binaria 2 sobre S,
sendo de equivaléncia, d4 origem ao conjunto quociente S/~. Os elementos de S/~
sao classes de equivaléncia, ou seja, subconjuntos reunindo, cada um deles, todos
os segmentos congruentes entre si. A estas classes de equivaléncia chamaremos
segmentos livres. Qualquer segmento de uma classe é dito um representante da
classe. Existem, portanto, infinitos segmentos livres, cada um deles possuindo
infinitos representantes.

2.6.2 Interpretacao da Congruéncia entre Segmentos no Mo-
delo do Plano Cartesiano

Continuando o modelo do Plano Cartesiano sobre o Corpo R, que vimos desenvol-
vendo no texto, vamos, agora, interpretar nele a relacao =2, de congruéncia entre
segmentos.
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Dados dois segmentos AB e CD, sendo A = (z4,%a), B = (25, %), C = (T, ye) €
D = (x4, y4), interpretamos

AB~CD < A(A,B)=A(C,D),
onde A : R? x R2 — R é a conhecida distancia euclidiana, assim definida:

A((z1,91), (12, 92)) = \/(952 —21)% + (Y2 —y1)*

A funcéo A satisfaz claramente as quatro propriedades seguintes, para todo A, B, C €
R?, sendo denominada uma métrica:

e A(A,B) > 0;

e A(A,B)=0 < A=B;

e A(A,B) =A(B, A);

e A(A,C) < A(A,B)+ A(B,C).

Passemos, entdo, a verificar que os Axiomas (C1)-(C3) sao satisfeitos no modelo
do Plano Cartesiano sobre o Corpo R com a métrica euclidiana:

(C1) Tomemos A = (Z4,ys) € B = (zp,9), C = (ze,ye) € D = (zg,94). A
semirreta @ é o conjunto de pontos

{(l',y) € R2 | (LL' — Ty Y — yc) = t(xd — Ty Yd — yc)at 2 O}

E fécil ver que o ponto E = (Ze, ye) sObre C@ tal que CE = AB é unicamente
determinado para t = ACD)"

(C2) Segue diretamente do fato de a congruéncia ter sido interpretada como igual-
dade.

(C3) Mostraremos que, se A x B x C, entdo A(A,C) = A(A,B) + A(B,C) e o
Axioma (C3) seguird diretamente deste fato.

Sendo A = (4, Ya), B = (xp,ys) € C = (x.,y.), & interpretagio da relagao
“estar entre” nos diz que, se Ax B x C, entao existe t € |0, 1] tal que

(Tb = Tay Yb — Ya) = t(Te — Tay Yo — Ya)-

Basta ver que A(A, B) = tA(A,C) e A(B,C) = (1-t)A(A, C) para concluir
o resultado.

O leitor fica convidado a experimentar as seguintes métricas e verificar em quais
delas os Axiomas (C1)-(C3) sao satisfeitos:
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o A((z1,91), (v2,y2)) =[ 22 — 21 [+ | y2 —v1 |-

o A((z1,91), (v2,y2)) = max{| xa — 21 |,| y2 —y1 |}

0, se (x1,y1) = (w2,¥2);
o A((z1,y1), (v2,92)) = {1 caso contrario

2.6.3 Soma e Comparacao de Segmentos

Definigao 2.4. Dados trés pontos A, B e C tais que A* B x C, dizemos que o
segmento AC' € a soma dos segmentos AB e BC':

AC = AB + BC.

Teorema 2.14. Se AxBxC, DxE*F, AB >~ DE ¢ BC = EF, entdo AB+BC =
DE + EF.

Demonstrac¢ao: O enunciado é mera releitura de (C3), usando a notagao de soma
recém-introduzida. [ |

A Definigao 2.4 prevé apenas a soma de segmentos consecutivos e apoiados numa
mesma reta. Vamos estendé-la a segmentos livres, o que nos permitird somar
quaisquer dois segmentos.

Definigcao 2.5. Um segmento livre m € a soma dos segmentos livres . e p
p=m+n

quando ezistirem A, B e C satisfazendo A B*C, tais que AB, BC e AC sejam
representantes das classes de equivaléncia m, n e p, respectivamente.

Teorema 2.15. A operacao de soma, estendida a segmentos livres, ndao depende
dos representantes escolhidos.

Demonstragao: Segue diretamente do Teorema 2.14. [ |
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Fig. 2.11

O conceito de diferenca entre segmentos surge com a demonstragao do seguinte
teorema, deixada a cargo do leitor:

Definigao 2.6 (Diferenca entre Se@entos). Dados Ax BxC, o segmento BC €
denominado diferenca entre AC' e AB:

BC = AC - AB.

O préximo teorema, cuja demonstracao é deixada a cargo do leitor, tem como
consequéncia imediata a extensao do conceito de diferenga entre segmentos a seg-
mentos livres:

Teorema 2.16. Sejam os pontos A, B,C tais que Ax B*C e os pontos E e F
sobre uma semirreta com origem D. Se AB= DE e AC = DF, entao Dx Ex I
e BC = EF.

Desigualdades entre segmentos podem ser definidas a partir das relacoes de ordem
e congruéncia, como se segue.

Definicao 2.7. Sejam AB e@ dois segmentos. Di- A B
zemos que AB ¢é menor que CD, denotando este fato
por AB < CD, se existir um ponto E tal que C* Ex D L, FE D

e AB = CE. Neste caso, também dizemos que CD é
maior que AB, representando este fato por CD > AB. Fig. 2.12
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Os proximos teoremas analisam propriedades das relagoes = e < sobre segmentos.
O primeiro deles estende a relacao < a segmentos livres; o segundo, mostra que <
é transitiva; finalmente, o terceiro estabelece a tricotomia, permitindo comparar
dois segmentos quaisquer. As demonstracoes sao deixadas a cargo do leitor.

Teorema 2.17. Dados os segmentos AB = A'B’ ¢ CD = C'D’, AB < CD se, e
somente se, A’B’ < C'D’.

Teorema 2.18. Dados trés segmentos AB, CD e EF, se AB < CD ¢ CD < EF,
entio AB < EF.

Teorema 2.19. Dado_sdoiﬂgmento_sﬁi@, apenas uma das opgoes sequin-
tes € verdadeira: ou AB < CD; ou AB=CD; ou AB > CD.

Existe, aqui, um ponto importante a ser observado. Com os axiomas e definigoes
introduzidos até este ponto, a comparagao entre segmentos é possivel sem a neces-
sidade de medi-los, como habitualmente se faz nos cursos de Geometria Euclidiana.

A métrica euclidiana A : R2xR? = R, que agregamos ao modelo do Plano Cartesi-
ano sobre R para interpretar a relagao de congruéncia entre segmentos, fornece-nos
também uma interpretacao para o conceito de segmentos livres. Considerando que
a funcdo p : S — R? x R? definida por

N(E) = ((l’a, ya)7 (xbu yb))7

onde (x4,yq) s@o as coordenadas de A e (zp,y) as de B, é injetiva (mas néo
sobrejetiva - verifique!), a fungdo composta

Aop:S—R

associa numeros reais a segmentos, de forma que todos os segmentos congruentes a
um dado AB (e apenas estes) terao como imagem o mesmo ntimero real. Assim, Ao
u induz uma injegao de S/~ em R, estabelecendo uma associac¢do entre segmentos
livres e niimeros reais. Deste modo, as operacoes e desigualdades sobre segmentos
livres podem ser naturalmente interpretadas como as operagoes homonimas sobre
nimeros reais.

2.7 Congruéncia entre Angulos

2.7.1 Axiomas e Primeiros Teoremas

Trés axiomas postulam a relagao de congruéncia entre angulos, também represen-
tada pelo simbolo .
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(C4) Dados um angulo ZBAC e uma semirreta DF, existe uma tnica semirreta
ﬁ de um dos lados da reta DF' tal que /ZBAC = /EDF.

(C5) Se /BAC = /HGI e ZEDF = /HGI, entdo /BAC = /EDF. Todo
angulo é congruente a ele mesmo.

(C6) Dados os angulos Z/BAC = /EDF, se AB = DE e AC = DF, entdo
/ABC = /DEF e também, por renomeacao de letras, /BCA = /EFD.

O Axioma (C4) é essencial em construgoes, funcionando como transportador de
angulos. Observe que, para seu correto emprego, o transporte de um angulo se da
a partir da origem de uma semirreta, para um dos lados da reta suporte.

Teorema 2.20. A relagdo bindria =2 sobre o conjunto de todos os angulos € uma
relagao de equivaléncia.

Demonstragao: A prova é andloga a do Teorema 2.13. [ |

~

Se denominarmos A o conjunto de todos os angulos, a relagdo bindria = sobre
A, sendo de equivaléncia, dd origem ao conjunto quociente A/~. Os elementos
de A/~ sdo classes de equivaléncia, reunindo, cada uma delas, todos os angulos
congruentes entre si. A estas classes de equivaléncia chamaremos dangulos livres.
Qualquer angulo pertencente a uma classe é um representante da classe.

1%

Teorema 2.21. Sob as mesmas hipdteses do Azioma (C6), a congruéncia BC
EF também se verifica.

G

B
Fig. 2.13

Demonstracdo: Além das congruéncias AB = DE, AC = DF e /BAC =
ZEDF, assumidas por hip6tese, o axioma (C6) nos d4 duas congruéncias adi-
cionais: ZACB = /DFFE e /CBA = /FED. Suponhamos por absurdo, e sem
perda de generalidade, que BC' > EF.

Sobre a semirreta C@, a partir do ponto C, tomamos CG = FE. Observando

os angulos ZACG = ZACB = /DFE e os segmentos AC = DF e FE = CG,
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podemos aplicar novamente o axioma (C6), dele resultando: ZCAG = /FDE =
ZCAB, o que contraria o Axioma (C4), j4 que CxG* B implica, pelo Teorema 2.12,
que /@ estd no interior de ZC' AB, quando deveria, na verdade, coincidir com E .
|

Definigao 2.8. Se ZBAC ¢ um angulo e D € um ponto sobre a semirreta oposta
a 1@, 0s angulos ZBAD e /BAC sdo suplementares, ou ainda, /BAD ¢é suple-
mento de ZBAC e vice-versa. Veja Fig. 2.14.

D A C
Fig. 2.14 Fig. 2.15

Definigao 2.9. Seja ZBAC um angulo e consideremos as semirretas jﬁ, oposta
a zﬁ, e zﬁ, oposta a z@ Os angulos Z/BAC e /DAE, bem como /BAD
e LZCAE, sdo chamados opostos pelo vértice, ou verticalmente opostos. Veja
Fig. 2.15.

O conceito de angulos suplementares estende-se naturalmente a angulos livres,
através do seguinte teorema:

Teorema 2.22 (Congruéncia do Suplementar). Se ZBAC e ZCAD sio dngulos
suplementares, /B'A'C' e Z/C"A'D’ sao angulos suplementares e /BAC = /B'A'C",
entio /CAD = /C'A'D’.

C C’

Demonstragao: Sem perda de
generalidade, podemos consi-
derar A’B’ =~ AB, A'D' =
AD e AC = AC, ji
que, por (C1), é possivel de-
terminar A’, B’,C’, D’ nestas
condigoes.
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R

Pelo Teorema 2.21, concluimos as congruéncias adicionais: ZACB = /A'C'B’,
/CBA = /C'B'A’ e BC =2 B'C’. Além disso,

BD =BA+AD =B A+ A'D' = B'D'.
Novamente pelo Teorema 2.21, aplicado agora aos angulos ZCBD e ZC'B'D’,
concluimos que CD = C'D’ e ZCDB = /C'D'B’.

Finalmente, aplicando de novo o Teorema 2.21 aos angulos ZCDA e £LC'D'A’,
concluimos que ZCAD = /C'A'D’. [ |

O teorema seguinte estabelece a reciproca:

Teorema 2.23. Se /BAC e LCAD sdo suplementares, /B'A'C’' = /BAC,
/C'A'D" = L/CAD e os pontos B' e D' estio em lados opostos da reta A'C’,
entdo os pontos B', A’ e D' sao colineares.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que B’, A’ e D’ nao sejam colineares

e consideremos a semirreta A’D"”, oposta a A’B’, que serd, portanto, distinta de
A’D’. Além disso, B’ e D" estao em lados opostos de A’C’, o que significa que D’
e D" estdo de um mesmo lado.

Como ZC’'A'D" e LC'A’' B’ sao suplementares, pelo teorema anterior, temos que
/C'A'D" =2 /CAD = /C'A'D’'. Mas estando D’ e D” situados do mesmo lado
de A'C’, as semirretas A'D’ e A’D” deveriam coincidir, por (C4). [ ]

A prova do préximo teorema é aplicagdo direta do Teorema 2.22 e é deixada como
exercicio.

Teorema 2.24. /ingulos opostos pelo vértice sao congruentes.

2.7.2 Interpretacdo da Congruéncia entre Angulos no Mo-
delo do Plano Cartesiano

De maneira anédloga a que fizemos para segmentos, vamos definir uma fungao ¢
que associa a cada dngulo um nidmero real, baseada na métrica euclidiana A(x, y),
utilizada para verificar a congruéncia entre segmentos. Assim, dados dois angulos
/BAC e ZEDF, teremos

/BAC = /EDF = o(B,A,C) = o(E,D,F),
onde a fungdo ¢ : R? x R? x R? — ]—1, 1] tem a seguinte definigdo:

(1 —22)(y1 — y2) + (w3 — 22)(y3 — ¥2)
A((z1, 1), (22, y2))A((23, Y3), (22, Y2))

o((z1,91), (22, 92), (73, ¥3)) =
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O leitor reconhecerd, de imediato, que ¢(B, A, C') nada mais é do que o coseno de
/BAC, que também pode ser expresso:

A2(B, A) + A2(C, A) — A%(B,C)

¢(B,A,C) = 2A(B, A)A(C, A)

Verifique!

Pela Definigao 2.3, os lados de um angulo nao podem ter a mesma reta suporte, o
que exclui os angulos nulo e raso, por vezes introduzidos nos estudos secundarios
de geometria; por isso, os extremos —1 e 1 foram excluidos do intervalo imagem
de .

Passemos, portanto, & verificagdo dos Axiomas (C4)-(C6):
(C4) Buscamos um ponto E = (z.,y.) tal que

A2(E, D) 4+ A2(F, D) — A%(E, F)
2A(E, D)A(F, D)

= w(B7 A’ O)?

ou, em coordenadas:
(e — 2d)(¥y — ®a) + Ve — Ya) (Y — Ya)
V(@e —2a)? + (ye — ya)?/ (25 — 2a)? + (y5 — ya)?

Abreviando os termos constantes o = xy — x4, = Y5 — Ya, ¥ = /&2 + 32
e p(B,A,C) = ¢, vem:

= (B, A,QC).

a(xe - LL‘d) + ﬁ(ye - yd)
YV (@e — 2a)? + (ye — ya)?

=9,

ou ainda:
aX + Y

YWX2+Y?
se tomarmos X =z, — x4 ¢ Y = y. — yq. Elevando ao quadrado e reagru-
pando:

=0,

(8% — 9*7?]Y? + [20B8X]Y + [0 — ¢*7*]X? = 0.

Resolvendo em Y, chegamos a:

—O[/B :l: ¢72 \V 1 - ¢2‘| (Ie _ xd),

Ye — Ya = 62 _ ¢272
que mostra ser y. — yq linear em z. — x4, j& que a expressao entre colchetes
envolve apenas constantes. As duas solugbes obtidas correspondem aos dois
lados da reta DF, o que significa que, escolhido um lado, como afirmado
na hipotese, haverd uma unica semirreta formando um angulo congruente a
/BAC com D_—ﬁ .
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(C5) Segue do fato de a congruéncia ter sido interpretada como igualdade.

(C6) Pela definigao da fungao ¢, temos

A%(B,C) = A?(B, A) + A%(C, A) — 2A(B, A)A(C, A)p(B, A, C)
A*(E,F) = A*(E,D) + A*(F, D) — 2A(E,D)A(F,D)p(E, D, F),

donde, pelas congruéncias assumidas na hipétese, A(B,C) = A(E, F), ou
seja BC' = EF. Como

A%(D,E) + A%(F,E) — AX(F, D)
2A(D, E)A(F,E)

A2(A, B) + A%(C, B) — A2(C, A)
2A(A, B)A(C, B) ’

(D, E, F) =

©(A,B,C) =

segue que (D, E,F) = ¢(A, B,C), donde /ZDEF = /ABC.

Observe que a congruéncia BC = EF, deduzida aqui em primeiro lugar, foi
expressa no Teorema 2.21.

2.7.3 Soma e Comparacao de Angulos

De maneira andloga a que fizemos para segmentos, vamos examinar, agora, a
questao da soma entre dois angulos. Comecemos pela defini¢ao.

Definigao 2.10. Sejam /BAC um angulo

. o B
e A uma semirreta no interior de
/BAC, exceto pelo vértice A. O angulo
LBAC ¢ denominado soma dos dangulos D
/BAD e /DAC: A C
/BAC = /BAD + Z/DAC. Fig. 2.17

Os angulos Z/BAD e Z/DAC na Fig. 2.17 sao ditos adjacentes, pois possuem um
dos lados em comum (AD).

Esta definicao se estende naturalmente a angulos livres:
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Definigao 2.11. Um angulo livre v € a
soma dos angulos livres . e 8
y=a+p

quando ezistirem um dngulo ZBAC e uma
semirreta AD no interior de ZBAC (ex-
ceto pelo vértice A), tais que ZBAC € re-
presentante de v, /BAD de o e ZDAC de

8.

Flg. 2.18

Ao contrario do que acontece com segmentos livres, nem todo par de angulos livres

possui uma soma, conforme ¢ ilustrado na Fig. 2.19: a semirreta AD, comum aos
representantes /BAD e /DAC, néo estd no interior do angulo Z/BAC.

[+~
Sy
S

« )/ + B

Fig. 2.19

Precisamos mostrar que a soma, estendida a dngulos livres, nao depende dos re-
presentantes escolhidos.

Teorema 2.25. Sejam /BAC um dngulo e jﬁ uma semirreta no interior de
ZBAC Suponhamos /D'A'C' =2 /DAC ¢ /B'A'D' = /BAD e as semirretas

A’B’ e A’C” em lados opostos da reta A'D’, exceto pela origem A’. Entdo as
semirretas A'B’ e A'C" formam um dngulo 4B A'C’, sendo LB'A'C' = /BAC,

em cugjo interior estd a semirreta A'D’.
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Demonstragao: Sem perda de generalidade, pode-
B mos considerar A’/B’ = AB, A/C" = AC, A’'D’ = AD
e BxDxC.

Por (C6), temos que ZA'D'B’ = J/ADB e

/A'C'D" =2 ZACD. Sendo ZADB e Z/ADC su-

B plementares, ZA'D'B’ e ZA'D’'C’ também o séo e,

- portanto, B', D’ e C' sao colineares (Teorema 2.23).

Pelo Teorema 2.21, temos que BD = B'D’ e DC =
D'C’, donde BC = B'C’, por (C3).

Novamente por (C6), aplicado agora aos angulos
Fig. 2.20 /ABC e Z/A'B'C’, resulta que /BAC = /B'A'C".

% 7’ . .
Para ver que A’ D’ est4 no interior de ZB’A’C’, basta levar em conta que B'xD'xC’
e aplicar o Teorema 2.12. [ |

O conceito de diferenga entre angulos pode ser deduzido da prova do teorema
precedente. Dizemos que o angulo ZDAC' é a diferenca entre os dngulos ZBAC e
/BAD:

/LDAC = /BAC — £ZBAD.

A extensao para angulos livres se dd naturalmente.

Da mesma forma que fizemos para segmentos, as rela¢oes < e > podem ser defini-
das também para angulos, utilizando o axioma (C4) e o conceito de semirreta no
interior de um angulo.

Definicao 2.12. Sejam dois dngulos /BAC e /DEF. Dizemos que

/BAC < ZDEF quando ezistir uma semirreta ﬁ, no interior de /DEF, tal que
/BAC ~ /GEF. Neste  caso, também podemos dizer que
LDEF > /BAC.

Os préximos teoremas cumprem o mesmo papel dos teoremas andlogos para seg-
mentos.

Teorema 2.26. Sejam os dngulos a« =o' e 3= 3. Entio a < ff < o < .
Teorema 2.27. Sejam os angulos a, B ey. Sea < e <7, entdo a < 7.

Teorema 2.28. FEntre dois angulos a e [, apenas uma das opgoes seguintes €
verdadeira: ou o < B; ou a = 3; ou a > 3.

A mesma observacgao feita para segmentos aplica-se aos angulos: é possivel com-
para-los sem medi-los.
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O conceito de angulo livre possui interpretacao imediata no modelo do Plano
Cartesiano sobre R, utilizando a métrica euclidiana para interpretar a congruéncia
de segmentos e a fungao coseno para interpretar a congruéncia entre angulos. Com
raciocinio analogo ao que fizemos para segmentos, podemos concluir que existe uma
fungao injetiva do conjunto A/~ no intervalo |—1,1].

As operacoes sobre angulos, no entanto, nao se expressam diretamente sobre
nimeros reais neste intervalo, uma vez que a fungao coseno nao tem compor-
tamento linear. As desigualdades, por exemplo, expressam-se inversamente, ja
que, no nosso caso, o < 8 implica cosa > cos [.

2.7.4 Alguns Abusos de Linguagem

Apesar de a soma néo estar definida para todo par de dngulos livres, por como-
didade de linguagem, vamos formalizar alguns abusos. Sejam « e 3 dois dngulos
livres, com representantes adjacentes /BAC e ZCAD, estando B e D em lados

opostos da reta AC, suporte do lado AC comum aos dois angulos:

e Se C e D estao do mesmo lado de D
AB, pela Definigao 2.10, ZDAB =
/CAB + ZDAC, donde a + f C
também esta definida. Diremos que
esta soma é menor que dois angulos

retos, indicando este fato por: A B
o+ ﬂ < 2R Fig. 2.21
e Se D ¢ incidente a AB, ZBAC e
/CAD sao suplementares e a soma C

entre ZBAC e ZCAD nao esta de-
finida. Igualmente, a soma entre «a
e B nao estd definida, mas diremos
que esta soma ¢ igual a dois angulos
retos, indicando este fato por: D A B

ot B =2R Fig. 2.22
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e Se C e D estao em lados opostos
da reta AB, a soma entre ZBAC
e LOAD nao estd definida, tam-
pouco a soma entre « e §. Porém, A B
diremos que esta soma é maior do
que dois angulos retos, indicando este
fato por: D

a+pB>2R. Fig. 2.23

Estas defini¢cbes serao uteis no Capitulo 3, quando nos referirmos a soma dos
angulos internos de um triangulo.

2.7.5 Angulos Retos, Agudos e Obtusos

A partir dos conceitos de congruéncia, suplementaridade e a relagdo < introduzida
no conjuntos dos angulos, é possivel definir angulo reto, agudo e obtuso, sem fazer
mencdo a medida.

Definicao 2.13. Um dangulo € reto quando é congruente a um de seus suplemen-
tares. Um angulo ndo reto € dito agudo ou obtuso, conforme seja menor ou maior
que um angulo reto, respectivamente.

A Fig. 2.24 ilustra esta definigdo.

R R C C R

Lo WS

D A B D A B D A B

Fig. 2.24

Observe novamente o leitor que as definigoes de angulo reto, agudo e obtuso nao
dependem de nenhum processo de medida, baseando-se apenas nas relagoes < e
>, introduzidas anteriormente também sem a necessidade de medir os angulos.
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A proposigao seguinte aparece em Os Elementos, de Fuclides, como quarto postu-
lado. Em nosso contexto, ela é demonstravel a partir dos resultados ja obtidos.

Teorema 2.29. Dois angulos retos quaisquer sao congruentes.

Demonstracao: Sejam LBAC e ZFEH dois dngulos B
retos. Suponhamos, por absurdo e sem perda de ge-
neralidade, que ZBAC < ZFEH.

Portanto, se transportarmos, por (C4), ZBAC sobre
a semirreta EAITI> para o mesmo lado de F'H onde esté

F', obteremos a semirreta F.J, no interior do angulo
/FFEH, tal que ZJEH = /BAC. J

E f4cil verificar que E7' estd no interior de ZGEJ;
dai, /FEG < /GEJ. Como /FEH é reto, por
hipétese, e ZFEG é suplementar a Z/FFEH, temos
/FEG= /FFEH. Logo /ZFEH < /GEJ.

G E H
Fig. 2.25

Porém /GEJ e /JEH sao suplementares, /BAC e /BAD sao suplementares e
/BAC = /JEH; pelo Teorema 2.22, temos que /GEJ = /BAD.

Portanto, /FEH < /BAD. Como /BAD = /BAC, pela definicdo de angulo
reto, temos /ZFEH < /BAC, contrariando a hipdtese. ]

Definir um objeto ndo implica em absoluto a sua existéncia. Assim, nao temos
ainda a garantia de que existam, de fato, angulos retos. Construir um exemplar
de angulo reto, utilizando os axiomas e teoremas desenvolvidos até agora, seria
suficiente para garantir a existéncia dos mesmos. A construgao feita na prova do
teorema seguinte é devida a Hilbert.
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Teorema 2.30. Ezistem angulos retos.

Demonstragao: Sejam a reta £ e os pontos P,T €
LLP#T, eQéVX. Q

Usando (C4), transportamos o angulo ZQPT
para o lado oposto de ¢ e, sobre a semirreta ob-
tida, a partir do ponto P, usando (C1), tomamos P S T

PR = PQ. Como Q e R estdo em lados opos- 14
tos de ¢, pelo Teorema da Separagao do Plano,

QRN{={S}.

Se P # S, por (C6), concluimos que ZPSQ = R
/PSR e, como esses angulos sao suplementares,
pois @, S, R sao colineares, ambos sao retos. Fig. 2.26

Se P = S, basta repetir a construgao para o outro ponto T' € /. [ |

Uma vez comprovada a existéncia de angulos retos, podemos definir retas perpen-
diculares:

Definigao 2.14. Duas retas £ e m sao perpendiculares quando possuem um ponto
P em comum e os quatro angulos formados pelos pares de semirretas nao opostas
forem retos.

2.8 O Teorema do Angulo Externo

Esta segao introduz um dos teoremas mais importantes da Geometria Neutra —
o Teorema do Angulo Externo, a partir do qual demonstra-se grande parte das
proposicoes que se seguirao.

Comecemos por definir trigngulo:

Definigao 2.15. Dados trés pontos nao colineares A, B e C, o triangulo AABC
€ assim definido: -
NABC = ABUBC UCA.

Os pontos A, B e C denominam-se vértices e os segmentos AB, BC e CA sio o0s
lados do triangulo. O interior de AABC é a interse¢do dos interiores dos dangulos

/ABC, /BCA e ZCAB, denominados angulos internos de NABC.

Em um triangulo, dizemos que um angulo é oposto ao lado que nao é subconjunto
das semirretas que definem o angulo. Assim, em um triangulo AABC, o angulo
/BAC, por exemplo, é oposto ao lado BC' e vice-versa.
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Definicao 2.16. Em um triangulo, os angulos suplementares aos trés angulos sao
denominados angulos externos.

Vejamos, entao, o Teorema do Angulo Externo.

Teorema 2.31. Em um triangulo, todo angulo externo € maior do que os internos
nao adjacentes a ele.

Demonstragao: Sejam o triangulo AABC e o angulo Z/DBA, suplementar ao
angulo interno ZABC' e, portanto, externo ao tridngulo. Suponhamos, por ab-
surdo, que ZDBA ¥ /BAC.

A A

4
E D B C E D B F C

/DBA = /BAC LDBA > /BAF < L/BAC

Fig. 2.27

Temos, entao, dois casos a analisar, ambos ilustrados na Fig. 2.27:

e /DBA=/BAC
Neste caso, tomemos o ponto E sobre a semirreta ﬁ de forma que BE =
AC (C1). Por (C6), temos que ZABC = /BAE. Mas /DBA e ZABC séao
suplementares, o que significa que ZABC e /BAE também o sdao. Logo,
os pontos C, A e F sdo colineares (Teorema 2.23), o que acarreta A € BC,
donde AABC nao é um tridngulo.

e /DBA < /BAC
Usando (C4), transportamos o angulo externo ZDBA para o interior do
angulo ZBAC. A semirreta obtida interceptard o lado BC' do tridngulo no
ponto F', pelo Teorema da Trave. Recaimos, portanto, no caso anterior, con-
siderando agora o angulo ZDBA externo ao triangulo AABF. [ ]
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A formulacao da Geometria Neutra para o Teorema do Angulo Externo aqui apre-
sentada é a mesma que aparece em Os Elementos, de Euclides, como a Proposigao
16 do Livro I ([11]). A prova que utilizamos, no entanto, é a proposta por Hilbert
([15]), que dispensa a construgao do ponto médio, utilizado na prova de Euclides.

Este teorema reaparece posteriormente, em Euclides, como a Proposicao 1.32, em
sua versao conhecida na Geometria Euclidiana: um angulo externo vale a soma
dos internos nao adjacentes. Esta versao mais restrita, no entanto, s pode ser
comprovada mediante a introdugao do axioma das paralelas.

Como consequéncia imediata do Teorema do Angulo Externo, podemos afirmar
que todo triangulo possui sempre dois angulos agudos e, no méximo, um angulo
reto ou obtuso. Confira.

A existéncia de retas perpendiculares decorre da existéncia de angulos retos. O
proximo teorema responde a uma importante questao: por um ponto dado, quantas
perpendiculares a uma reta também dada é possivel tragar?

Teorema 2.32. Dados um ponto e uma reta, existe exatamente uma perpendicular
a reta dada passando pelo ponto dado.

Demonstragao: Se o ponto e a reta sao inciden- j2)
tes, a proposicao decorre da congruéncia de todos
os angulos retos. Se o ponto estd fora da reta e
supusermos, por absurdo, a existéncia de mais
de uma perpendicular, veremos que o Teorema
do Angulo Externo é claramente violado. ] A B
Fig. 2.28

O ponto de encontro entre ¢ e a tnica perpendicular a ¢ incidente a um ponto
P & ¢ é denominado pé da perpendicular a ¢ baizada por P.

A construcao da unica perpendicular a uma reta £ passando por um ponto P dado
pode ser feita da seguinte maneira:

e Se P ¢/, a construgao devida a Hilbert utilizada na prova do Teorema 2.30
nos fornece a perpendicular desejada;

e Se P € /, tomamos um ponto @ fora de ¢, baixamos a perpendicular a ¢ por
Q (caso anterior). Esta perpendicular formard com a reta ¢ quatro angulos
retos, suplementares dois a dois. Basta, entao, transportar um deles, por
(C4), a partir de uma das semirretas de ¢ com origem em P.

O Teorema 2.32 tem uma importante consequéncia na teoria que estamos desenvol-
vendo. Sendo impossivel tirar, por um ponto externo, mais de uma perpendicular
a uma reta dada, a Geometria Esférica certamente nao é derivada da Geometria
Neutra.
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2.9 Relacoes entre Lados e Angulos em um Tridngulo

Definigao 2.17. Um triangulo € isésceles quando possui dois de seus lados con-
gruentes. O terceiro lado € demominado base do triangulo. Se os trés lados sdo
congruentes, o triangulo é dito equilatero.

A existéncia de tridngulos isdsceles na Geometria Neutra pode ser comprovada
através de uma simples construcio: dados um angulo ZDAE e um segmento FG,
tomamos, sobre as semirretas E e AFE, a partir do ponto A, respectivamente,
os segmentos AB e AC, ambos congruentes a FG (C1). O triangulo AABC seré
claramente isésceles.

Examinemos entao a relagao existente entre os angulos formados pela base em um
tridngulo isésceles, através da proposicao seguinte, que caracteriza tais triangulos:

Teorema 2.33. Um triangulo € isdsceles se, e somente se, os angulos formados
pela base e os lados congruentes sao congruentes.

Demonstragao:

(=) Seja 0 AABC onde AB = AC. Como AC = AB (simetria da relacio =)
e, por (C5), ZBAC = ZCAB (sao o mesmo angulo), segue, por (C6) que
/ABC = /ACB.

(<) Suponhamos por absurdo, e sem perda de generalidade, que ZABC = ZACB

e AC < AB. Tomemos AD sobre a semirreta zﬁ tal que AD = AC. Sendo

AB > AC por hipétese, teremos A+ D x B e, pelo Teorema 2.12, a semir-
reta b_ﬁ estard no interior do angulo ZACB, donde ZACB > LZACD. O

triangulo AACD é isésceles e, usando o caso anterior da prova, ZACD =
LADC. Mas LADC é angulo externo ao triangulo ADBC, donde

LACB > LACD = L/ADC > /DBC = LABC,

contrariando a hipétese. [ |

A implicacdo (=) aparece em Os FElementos como a Proposi¢do 5 do Livro I,
apelidada de pons asinorum, que, em portugués, significa ponte dos asnos. Explica-
se popularmente o apelido pelo fato de ser esta a primeira proposi¢ao na referida
obra cuja demonstracao exige do leitor maior compreensao, funcionando como
divisor entre as proposi¢oes mais elementares e as seguintes. Bons tempos os de
Euclides...
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Uma questao de existéncia distinta da anterior

consiste em demonstrar que, fixado um segmento,

existe um triangulo isdsceles que tem esse seg-

mento por base. O vicio euclidiano nos tenta- E F
ria a construir um angulo agudo qualquer sobre
um extremo do segmento e transporta-lo, com
(C4), para o outro extremo, completando assim
o triangulo desejado. Entretanto, sem o axioma
euclidiano de paralelismo, nao é possivel afirmar
que o terceiro vértice existird, pois nao ha garan-
tia de que as semirretas se encontrem.

Fig. 2.29

A demonstragdo da proposicao seguinte descreve a construgdo correta.

Teorema 2.34. Tomando-se um segmento qualquer, € possivel construir um triangulo
isosceles que tenha o segmento dado como base.

Demonstracio: Seja AB um segmento qualquer
e tomemos um ponto P fora da reta AB. No
triangulo APAB, se /PAB = /PBA, entao
APAB é o triangulo isdsceles desejado. Caso C
contrario, suponhamos, sem perda de generali-

dade, que ZPAB > /PBA. Utilizando o axioma Q

(C4), seja /@ a semirreta no interior de ZPAB

tal que ZQAB = /PBA. Pelo Teorema da A B
Trave, z@ encontra o segmento PB no ponto C' Fig. 2.30

e, pela proposicao anterior, ACAB é isésceles. B

As desigualdades conhecidas da Geometria Euclidiana, envolvendo lados e angulos
em um triangulo, sao vélidas na Geometria Neutra, de acordo com as proposigoes
seguintes.

Teorema 2.35. Em um triangulo NABC, AB > AC se, e somente se, ZACB >
/ABC.

Demonstragao:
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Fig. 2.31
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(=) Tomemos AD sobre a semirreta AB tal

que AD = AC. Sendo AB > AC por
hipotese, teremos A x D x B e, pelo Teo-
rema 2.12, a semirreta b_ﬁ estard no in-
terior do angulo ZACB, donde ZACB >
ZACD. O triangulo AACD é isésceles e,
portanto, ZACD = ZADC. Mas LADC é
angulo externo ao triangulo ADBC, donde

LACB > LACD = LZADC > /DBC = LABC.

(<) Suponhamos, por absurdo, que ZACB >

ZABC e que AB # AC. Se AB = AC,
ANABC éisbsceles e LZACB = Z/ABC, con-
tradizendo a hipétese. Suponhamos, entao,
que AB < AC. Por (Cl), existe um

Unico ponto D sobre a semirreta AB tal
que AD =2 AC. Como AB < AC, temos
AxBxD, de modo que, pelo Teorema 2.12,
JACD > LZACB. Mas ANACD é isésceles,
donde ZACD = ZADC. Como ZABC
é angulo externo ao triangulo ABDC,
/ZABC > /BDC = ZADC.

Fig. 2.32

Logo, ZABC > ZACD > ZACB, contrariando a hipétese de que LACB >

LABC.

Portanto, pelo teorema anterior, em qualquer triangulo, ao maior lado opoe-se o

maior angulo.

Teorema 2.36. Em um triangulo qualquer, todo lado é menor que a soma dos

outros dois.

Demonstragao: Seja AABC um triangulo qual-

quer. Vamos mostrar que AB < AC + BC.

Sobre a semirreta m, a partir do ponto C, toma-

mos CD = CB. O ABCD é, portanto, isésceles
e ZCBD = /CDB. Além disso, por construgao,
Ax C % D, de modo que, pelo Teorema 2.12, te-

mos a semirreta B? no interior do angulo ZABD, A B

donde

Fig. 2.33
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/ABD > /CBD = /CDB = ZADB.

Utilizando a proposicao anterior no triangulo AABD, temos que ZABD > ZADB
acarreta

AD=AC+CD=AC+BC >AB. m

2.10 Congruéncia de Tridngulos

A relacdo de congruéncia 22, postulada para segmentos e angulos através dos axio-
mas (C1)-(C6), é, agora, definida para tridngulos, como se segue:

Definicao 2.18. Dois trigngulos AABC e ADEF sao congruentes quando existir
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices p : {A,B,C} — {D,E,F} de
maneira que

B), ZCAB=Zp(C)p(A)p(B),
C), ZABC = Zp(A)p(B)p(C),
)p(C), £LBCA=Z Zo(B)p(C)p(A).

3 &G

QA alw

R 1R 1R
5

Este fato ¢ representado por NABC =2 ADEF.

Apenas por convencao e comodidade, quando declararmos congruentes dois tridngulos,
iremos sempre dispor os vértices em ordem de correspondéncia. Assim, AABC &
ADEF significa que p(A) =D, ¢(B) = E e o(C)=F.

Todos os casos de congruéncia de triangulos, estudados da Geometria Euclidiana,
sao também validos na Geometria Neutra, como mostram as proposicoes seguintes.

Teorema 2.37 (Caso LAL). Se, em dois tridingulos, dois lados e o dngulo por
eles formado forem congruentes, entdo os triangulos sao congruentes.

Demonstragao: Aplicacao direta do Teorema 2.21. [ |

Teorema 2.38 (Caso ALA). Se, em dois tridngulos, um lado e os dngulos por ele
formados sao congruentes, entdo os triangulos sao congruentes.
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Demonstragao: Sejam os A D
triangulos AABC e ADEF

em que BC = EF, ZABC = G

/DEF e /BCA = LEFD.

Basta provarmos que AB =

DE; assim, por (C6), teremos B C E P
NABC =2 ADEF.

Fig. 2.34

Supon}gnos, entdo, por absurdo e sem perda de generalidade, que AB > DE.
Sobre BA, a partir de B, tomamos BG = ED e teremos B x G x A. Por (C6),

/BGC = /EDF. Como, por hipétese, ZEFD = /BCA, por (C4), C@ deveria,

coincidir com C'A. Mas, pelo Teorema 2.12, como B x G x A, a semirreta CG é
interior ao angulo ZBCA. [ ]

Teorema 2.39 (Caso ALA,). Se, em dois triangulos, um lado, um dos dngulos
por ele formado e o angulo oposto a ele sdo congruentes, entdo os triangulos sao
congruentes.

Demonstragao: Exercicio. [ |

Definicao 2.19. Um triangulo € retangulo quando um de seus angulos for reto.
O lado oposto ao angulo reto denomina-se hipotenusa e os outros dois lados
denominam-se catetos.

A existéncia de triangulos retangulos decorre diretamente da existéncia de angulos
retos, provada no Teorema 2.30: partindo de um angulo reto, basta escolher um
ponto sobre cada lado do adngulo, distinto da origem comum, para construir um
tridngulo retangulo. A hipotenusa serd, necessariamente, o maior lado em um
tridngulo retangulo, visto estar oposta ao maior angulo: o angulo reto.

Em se tratando de tridangulos retangulos, ha um caso especial de congruéncia a ser
considerado, que nao vale para triangulos gerais:

Teorema 2.40 (Caso ARLL). Se dois triangulos retangulos tém dois lados con-
gruentes, entdo os triangulos sao congruentes.

Demonstragao: Se os lados congruentes sao os catetos, a proposi¢do segue por
aplicagao direta de (C6), j& que, pelo Teorema 2.29, dois angulos retos quaisquer
sao congruentes.
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!
Suponhamos, entao, que os dois triangulos ¢
AABC e AA'B'C’ tenham as hipotenusas

BC = B’C" e os catetos AC = A'C".

Sobre a semirreta oposta a /@, toma-
mos D tal que AD = A'B. Os C
triangulos AA’B’'C" e AADC sao congru-

entes (LAL). Portanto CD = CB = C'B’

e o triangulo ACBD ¢ is6sceles, donde,

pelo Teorema 2.33, os angulos ZCBA e ¢ #

ZCDA sdo congruentes. B . A b
Fig. 2.35

Como /CDA = /C'B'A’, temos /CBA = /C'B’A’. Portanto, os triangulos
AABC e NA'B’C’ sao congruentes, pelo caso ALA,. [ |

Teorema 2.41 (Caso LLL). Se, em dois triangulos, os trés lados sao congruentes
dois a dois, entao os triangulos sao congruentes.

Demonstragao: O leitor inspire-se na prova do teorema anterior e faga esta de-
monstracao como exercicio. [ |

2.11 Divisao de Segmentos e Angulos

Na Geometria FEuclidiana, utilizando o Teorema de Tales, é possivel dividir um
dado segmento em n segmentos congruentes, para qualquer n natural dado. Na
Geometria Neutra, entretanto, dispomos apenas de um subconjunto dos axiomas
da Geometria Euclidiana, o que nos impossibilita validar a construgao tao conhe-
cida dos cursos de desenho.

Porém, se n é uma poténcia de 2, esta divisao é possivel na Geometria Neutra e
fundamenta-se no teorema seguinte.

Teorema 2.42 (Ponto Médio). Todo segmento AB ¢é divisivel ao meio, isto ¢,
eziste um unico ponto M € AB satisfazendo AM = M B. Além disso, M pertence
ao interior de AB, sendo denominado ponto médio de AB.

Demonstragao: Vejamos primeiro que, se existir M nas condi¢oes dadas, M deve
estar no interior de AB. Evidentemente, M nao pode coincidir com A ou B, pois,
neste caso, nao faria sentido mencionar o segmento AM ou BM. Suponhamos,
entdo, sem perda de generalidade, que se tenha M*AxB. Neste caso, pela definicao
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da relagdo < entre segmentos, teremos M A < M B, contrariando a hipétese de
que AM = MB.

Mostremos, agora, que existe o P
ponto M existe, mediante uma cons-
trugao proposta por Hilbert. Seja
0 segmento AB e tomemos o ponto
P ¢ AB. Por (C4), transportamos
o angulo ZPAB a partir de B, so-
bre a semirreta BA e do lado oposto
da reta BA aquele onde esta P, ob- Q

tendo a semirreta B(). Fig. 2.36

Suponhamos, sem perda de generalidade, que BQ = AP, o que é sempre possivel
conseguir usando (C1) para transportar AP a partir de B sobre a semirreta ante-
riormente obtida.

A reta PQ interceptara necessariamente a reta AB em um ponto M, ja que P
e (Q estao em lados opostos de AB. Para ver que M estard obrigatoriamente no
interior de AB, basta supor M = B ou A« B « M, por exemplo, e constatar a
violacao do Teorema do Angulo Externo. Veja a Fig. 2.37.

P P

Fig. 2.37

Assim, M estd no interior do segmento AB e, pela congruéncia dos tridngulos
AAPM e ABQM (caso ALA,), concluimos que AM = M B. Portanto, existe M
no interior de AB satisfazendo as hipdteses desejadas.

Resta ver que M é unico. Suponhamos, por absurdo, que existam M; e M
distintos no interior de AB satisfazendo AM; = M1B e AM, = M>B. Sem perda
de generalidade, suponhamos A x M7 x Mo.

De AxMix My e AxMy* B, pelo item (i4i) do Teorema 2.8, segue que My x Ma* B,
donde M 1B > MyB. Mas AM, = M B e AMsy = M>B. Portanto AM; > AMo>,
contrariando a hipétese A x M7 x M. [ |




Divisao de Segmentos e Angulos 63
Coroléario 2.1. Todo segmento € divisivel em 2% segmentos congruentes, k > 0.

Teorema 2.43 (Mediatriz). A perpendicular a um segmento A_B;timda por seu
ponto médio € o lugar geométrico dos pontos P tais que PA = PB, denominado
mediatriz do segmento AB.

Demonstracdo: Sejam M o ponto médio de AB e m a perpendicular & reta AB
levantada por M. Para caracterizar m como um lugar geométrico de pontos satis-
fazendo certa propriedade, devemos mostrar que os pontos de m — e apenas eles
— satisfazem a propriedade. Em nosso caso, devemos mostrar que

Pem < AP~ BP.

P P
Q
[ /—
A M B A M B
m m
Fig. 2.38

(=) Seja P € m. Se P = M, o resultado vale, por ser M o ponto médio de
AB. Se P #+ M, consideremos os triangulos retangulos APMA e APMB,
congruentes por (C6). Logo, PA =~ PB.

(<) Seja P € m. Devemos mostrar que AP % BP. Se P € AB, teremos P # M
e, certamente, AP 2 BP, pelo teorema anterior. Se P ¢ AB, consideremos
o APAB. Como mNAB = {M} e P & m, m deve interceptar PA ou PB,
por (B4). Sem perda de generalidade, suponhamos que m N PA = {Q}.
Entdo, QA = QB, j4 que Q € m. Como A @ % P, temos que

AP = AQ+ QP = QB+ QP > BP,

utilizando a desigualdade triangular em AQPB. Se tivéssemos suposto
mNPB = {Q}, terfamos concluido, com raciocinio similar, que BP > AP.R

Analogamente para angulos, podemos formular o seguinte:
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Teorema 2.44 (Bissetriz). Todo dngulo ZBAC é divisivel ao meio, isto

é é
possivel encontrar uma unica semirreta AM no interior de /BAC tal que /ZBAM =
LMAC. FEsta semirreta é denominada bissetriz do dangulo.

B Demonstragao: Detalharemos apenas a
D construgao da bissetriz, deixando a prova
de unicidade a cargo do leitor.

Sem perda de generalidade, suponhamos

A ? M AB > AC. Por (C1), transportamos AB
sobre a semirreta E a partir de A, ob-
C tendo F tal que AE =2 AB e AxC x E.
E Analogamente, obtemos D sobre a semir-
reta AB tal que AD =2 AC e A D x B.
Fig. 2.39

Duas aplicagoes sucessivas de (B4) permitem afirmar que DE N BC = {M}, es-
tando M no interior de ZBAC'. Aplicagoes sucessivas de congruéncia de tridngulos
levam-nos a concluir que /BAM = /EAM = ZCAM. ]

Coroléario 2.2. Todo dngulo é divisivel em 2 dngulos congruentes, k > 0.

Teorema 2.45. Em um triangulo isdsceles, a bissetriz do angulo oposto a base é
uma semirreta contida na mediatriz da base.

Demonstragao: Exercicio. [ |

2.12 Paralelismo

No Teorema 2.2, vimos que duas retas podem possuir, no maximo, um ponto em
comum. Este fato motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.20. Duas retas sdo ditas paralelas quando sao idénticas ou quando
nao possuem ponto comum.

Diferentemente do que ocorre na Geometria Euclidiana, a relacao bindria de para-
lelismo entre retas nem sempre é uma relagao de equivaléncia, pois a transitividade
nao é sempre garantida.

Analisemos, entao, a questao da existéncia de retas paralelas na Geometria Neutra.
Sejam ¢ uma reta e P um ponto. Se P € {, é claro que a prépria reta ¢ é a reta
paralela a £ incidente a P. Se P ¢ ¢, vejamos as proposicoes seguintes.
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Quando duas retas distintas £ e m, concorrentes ou nao, encontram uma terceira
reta ¢t - denominada uma transversal comum a £ e m - em dois pontos P e @
distintos, sendo {P} =tNm e {Q} = t N ¥, 8 dngulos sao formados ao todo: 4
entre { e t e 4 entre m e t. Todos eles tém a reta t como suporte de um dos lados.

Sejam B, C em lados opostos de £ em relacao a @ e A, D em lados opostos de m
em relagdo a P. Suponhamos, ainda, A e C' de um mesmo lado de ¢ (e, portanto,
B e D do lado oposto). Os pares de angulos ZAPQ,/PQB ¢ LCQP,/QPD

denominam-se alternos internos. Veja a Fig. 2.40.

Teorema 2.46. Se duas retas distintas formam com uma transversal comum
angulos alternos internos congruentes, entao elas sao paralelas.

Demonstragao: Sejam a reta t, que
encontra as retas ¢ e m nos pontos
Q@ e P, respectivamente. Denomine-
mos ZAPQ e ZPQB os angulos al-
ternos internos formados, congruen-
tes por hipétese. Suponhamos, por
absurdo, que [ e m tenham o ponto
R em comum, que, sobre a reta m,
estd do lado oposto a A em relagao

Fig. 2.40 a P. Forma-se, desta maneira, o

triangulo APQR.

Entdo o angulo ZAPQ é externo ao tridngulo APQR e congruente ao interno
nao-adjacente ZPQB, o que contraria o Teorema do Angulo Externo. Logo, 1
e m nao podem possuir ponto em comum. A mesma conclusio chegariamos se
houvéssemos suposto A e R do mesmo lado de m em relacao a P. [ |

Em consequéncia, temos que

Teorema 2.47. Duas retas distintas que possuem uma perpendicular comum sao
paralelas.

A reciproca do Teorema 2.46 - retas paralelas distintas formam com uma transver-
sal comum angulos alternos internos congruentes - vale na Geometria Euclidiana,
mas é uma das proposicoes que nao pode ser provada nem “desprovada”’ na Geo-
metria Neutra.

A existéncia de pelo menos uma reta paralela a uma reta dada, passando por um
ponto exterior a ela, é garantida pelo teorema seguinte.

Teorema 2.48. Por um ponto exterior a uma reta dada, passa pelo menos uma
reta paralela a primeira.
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Demonstracdo: Sejam a reta £ e o ponto P ¢ ¢. Tomemos dois pontos distintos
B,Q € ¢. Seja a reta PQ. Utilizando (C4), transportamos o angulo ZPQB a par-

tir da semir_r(;ta P@ para o lado oposto ao de B em relacao a reta PQ, obtendo a

semirreta PA, exatamente como na Fig. 2.40. Entao as retas PA e £ fazem angulos
alternos congruentes com a reta P(Q e, pela proposicao anterior, sao paralelas. W

A construgao realizada na prova do teorema anterior poderia ser repetida para
infinitas escolhas do ponto B sobre a reta £. Entretanto, nao podemos afirmar que
as (infinitas) paralelas obtidas sejam todas distintas ou iguais.

Em outras palavras, na Geometria Neutra, garantimos a existéncia mas nao po-
demos garantir a unicidade da paralela a uma reta dada passando por um ponto
exterior a ela.

Por outro lado, a existéncia de pelo menos uma paralela exclui de imediato os
planos chamados elipticos como geometrias derivadas da Geometria Neutra, uma
vez que eles se caracterizam essencialmente pela inexisténcia de paralelas.

2.13 Exercicios

1. Complete as provas de todos os teoremas deixados como exercicios.
2. Mostre que o interior de um triangulo é um conjunto nao vazio.
3. Mostre que existem infinitas retas passando por um ponto.

4. Mostre que, se uma reta possui um ponto no interior e outro no exterior de
um triangulo, entao a reta corta o triangulo em exatamente dois pontos.

5. Um subconjunto S C P é dito convero quando, para todo par de pontos
distintos A,B € S, AB C S. Mostre que o interior de um triangulo é
um subconjunto convexo do plano, ao passo que o exterior do triangulo
nao é convexo. Mostre também que os lados de uma reta sao subconjuntos
CONVeXOs.

6. Assumindo o Teorema da Separagao do Plano como axioma no lugar de (B4),
deduza (B4) como teorema.

7. Se permitissemos, na definicao, que os lados de um angulo tivessem a mesma
reta suporte, o que aconteceria ao conceito de interior de um angulo quando
isto acontecesse?

8. Mostre que uma reta e um segmento possuem, no maximo, um ponto comum.
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9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Por que nao se podem levantar duas perpendiculares a uma reta por um
ponto pertencente a ela ?

Duas retas concorrentes podem ter uma perpendicular comum? Por qué?

Seja o angulo ZAOB e suponhamos, sem perda de generalidade, que OA <
OB (se ocorrer OA = OB, tome um ponto C qualquer tal que O x A x C)
Utilizando o axioma (C1), sabemos que, sobre a semi-reta O—)A, existe
um tnico ponto B’ tal que OB’ = OB e, sobre a semi-reta b—g, existe um
tinico ponto A’ tal que OA’ = OA. Mostre que os segmentos AB e A’'B’
interceptam-se em um ponto N no interior do angulo ZAOB.

e e

Sejam o angulo ZAOB e OM sua bissetriz. Tome N € OM, N # O, e, por
N, baixe as perpendiculares as retas OA e OB. Sejam P e ) os pés dessas
perpendiculares. Mostre que NP = NQ.

Mostre que, em todo triangulo isésceles, a mediatriz da base é a reta suporte
da bissetriz do angulo a ela oposto.

Mostre que as trés bissetrizes internas dos angulos de um triangulo encontram-
se em um mesmo ponto (cuidado: bissetrizes sdo semirretas).

Mostre que, se as mediatrizes de dois lados de um triangulo se encontram
em um ponto, entao a mediatriz do terceiro lado é incidente a este ponto.

Dado o segmento livre 3, defina o que vem a ser o segmento (n27%) 5, sendo
n>0ek>0.

Na Geometria Neutra, o circulo com centro O e raio OA é definido como o
conjunto L L

Circ(0,0A)={B € P| OB =2 0A}.
Mostre que:

e Toda reta incidente a O possui exatamente dois pontos em comum com
Circ(O,0A), situados em lados opostos da reta em relagdo a O.

e Mostre que o centro O do circulo é unico.

Um ponto P é interior em relacdo ao circulo Cire(O, OA) quando P = O ou
OP < OA. Analogamente, P é exterior a Circ(O,0A) quando OP > OA.
Mostre que, se uma reta ¢ possui um ponto P no interior de Circ(O,0A),
entdo ¢ possui um ponto @ no exterior de Circ(O, OA).

Uma reta t e um circulo Cire(O,0A) sdo tangentes no ponto T quando
possuem apenas o ponto T em comum. Mostre que t e Cire(O,0A) sao
tangentes em T se, e somente se, OT é perpendicular a t.
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Capitulo 3

Classificacao dos Planos de
Hilbert

Dentre os estudiosos do passado que se dedicaram a tentar deduzir o quinto pos-
tulado de Euclides como teorema, encontra-se o padre jesuita Giovanni Girolamo
Saccheri, nascido no ano de 1667 e falecido em 1733. No mesmo ano de sua
morte, Saccheri legou a posteridade o texto latino Fuclides ab omni naevo vindi-
catus ([21]), que pretendia, conforme o titulo, vingar Euclides de toda mancha,
dando ao quinto postulado a pretensa demonstracao que, supostamente, escapara
a Euclides.

Em seu tratado, Saccheri define um quadrilatero cuja base forma angulos retos com
dois lados congruentes. Por aplicagao repetida de congruéncia entre triangulos,
mostra-se que o quarto lado - denominado topo - forma, com os dois lados, angulos
também congruentes, sobre cuja natureza formulam-se trés hipéteses: esses angulos
do topo podem ser agudos, retos ou obtusos. Livrar FEuclides de toda mancha
significava, em ultima andlise, comprovar a hipétese do angulo reto, invalidando as
outras duas. Este fato conduziria, com pouca elaboracao adicional, & ambicionada
prova do quinto postulado.

Hoje é sabido que Saccheri descartou de forma errénea e precipitada as outras duas
hipo6teses, assumindo implicitamente o Axioma de Arquimedes e o fato de que uma
reta nao pode estar integralmente contida no interior de um angulo - o que, segundo
suas préprias palavras, “repugna sua natureza”. Sendo a geometria da época uma
ciéncia vinculada ao que se podia visualizar, tais assuncoes eram inadmissiveis,
por antagonizarem a realidade tangivel. Com idénticas palavras, expressou-se
Legendre algumas décadas mais tarde ([18]), quando tentou demonstar que a soma
dos angulos internos em um triangulo deveria igualar dois angulos retos.

69
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O objetivo deste capitulo é destacar algumas propriedades do quadrilatero estu-
dado por Saccheri, a luz do sistema axioméatico que desenvolvemos no Capitulo
2. Com os axiomas e teoremas de que ja dispomos da Geometria Neutra, temos
ferramental suficiente para analisar as trés hipoteses levantadas por Saccheri, que
nos levarao a uma classificagao dos Planos de Hilbert.

3.1 Quadrilateros de Saccheri

Definigao 3.1. Sejam A, B, C e D quatro pontos ndo colineares trés a trés. O
quadrildtero ABCD € o conjunto ABU BC UCD U DA.

C C c
B B B
D D D
A A A
Fig. 3.1
Observe que a ordem dos pontos é importante, pois, em geral, ABCD # ACBD.

Os pontos A, B, C e D sao denominados vértices e os segmentos AB, BC, CD
e DA lados do quadrildtero. Quando os lados se interceptam apenas em vértices,

dizemos que o quadrilatero é simples.

De forma analoga aos triangulos, dois quadrilateros sao ditos congruentes quando

existir uma correspondéncia biunivoca entre entre seus vértices que preserve a
congruéncia dos lados e dos angulos por eles formados.

Dada a reta AD, levantamos duas perpendicula-

¢ res a ela, incidentes a A e D; sobre estas perpendi-

culares, tomamos os pontos B e C, de um mesmo

lado de AD. O quadrilatero ABCD tera, por-

tanto, dois angulos retos, sendo denominado qua-

drildtero birretangulo. Os segmentos AB e CD

A D sdo os lados do quadrilatero, AD é a base e BC é

o topo. Os angulos ZABC e ZDCB denominam-

Fig. 3.2 se angulos do topo.
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B C
Quando os lados de um quadrilatero birretangulo
sdo congruentes, AB = CD, ele é denominado
A D Quadrildtero de Sacchert.
Fig. 3.3

Teorema 3.1. Em um quadrildtero de Saccheri, os angulos do topo sao congru-
entes.

Demonstragao: Como os triangulos B C
retangulos AABD e ADCA sao con-
gruentes (LAL), temos AC = BD.
Portanto, os triangulos ABAC e ACDB
sao também congruentes (LLL), donde A
/ABC = /DCB. [ |

D
Fig. 3.4

Teorema 3.2. Em um quadrildtero de Saccheri, as mediatrizes da base e do topo
coincidem.

Demonstragao: Primeiramente, devemos
mostrar que a mediatriz m da base AD en- B C
contra o topo BC em um ponto N tal que
B*xNxC. Pelo Teorema 2.47, as retas AB,
m e C'D sao paralelas, pois possuem uma

perpendicular comum (AD). Como M é A '__le D
ponto médio de AD, temos A« M x D, ou Fig. 3.5

seja, A e D estao em lados opostos de m.

O mesmo se dard para qualquer par de pontos pertencentes a AB e CD, em especial
B e C. Portanto, B e C estao em lados opostos de m, donde BC'N'm = {N}.
Temos que mostrar que N é ponto médio de BC'.

Os triangulos retangulos AAMN e ADMN sao congruentes, donde AN = DN.

Os triangulos ABAN e ACDN também sio congruentes. Logo, BN = CN.

Finalmente /BNM = /BNA+ ZANM. Mas /BNA =2 /CND e ZANM =
/ZDNM. Portanto, ZBNM = /CND + /DNM = ZCNM. Como LBNM e
/CNM sao suplementares, ambos sao retos.

Concluimos que, de fato, m é a mediatriz comum ao topo e & base.

O segmento M N, na prova do teorema anterior, que tem por extremos os pon-
tos médios da base e do topo é denominado segmento médio do quadrilatero de
Saccheri.
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Teorema 3.3. Seja um quadrildtero birretangulo ABCD, com base AD e lados
AB e CD. Entio AB < CD se, e somente se, ZABC > /DCB.

Demonstragao:

(=) Transportemos AB sobre a semir-
reta D? a partir de D, obtendo o C

ponto E tal que DE = AB. O

quadrilatero ABED é, portanto, de

Saccheri e ZABE = /DFEB.

Mas

ZDEB é angulo externo do triangulo

ABEC, donde /DEB > /DCB,

donde JABE =~ /DEB > /ECB = A D
/DCB. Como /ABC > /ABE Fig. 3.6

(verifique!), ZABC > £/DCB.

(<) Suponhamos, por absurdo, que

B
c E
D A

Fig. 3.7

/ABC > /DCB e AB # CD. Se
AB = CD, ABCD ¢é um quadrilatero
de Saccheri e ZABC = /DCB, con-
tradizendo a hipétese. Se AB > CD,
transportamos DC sobre E, obtendo
E tal que AE = CD. Por raciocinio
andlogo ao do caso anterior, concluimos
que LZAEC = /DCE > /ABC. Mas
/ZDCB > ZDCE (confiral), donde
/DCB > ZABC, contrariando a hipdtese.
Logo, AB < CD. ]
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Teorema 3.4. Sejam ABCD um quadrildtero de Saccheri, P um ponto tal que
Bx PxC e PQ a perpendicular a reta suporte da base AD por P, onde QQ € o pé
da perpendicular. Chamemos a o angulo do topo. Entdo

e PQ < CD = a ¢ agudo;
e PQ=CD = a € reto;
e PQ > CD = «a ¢ obtuso.

Demonstragao: Demonstraremos o pri-
meiro item. Os demais tém prova analoga.
[ e ~v estao indicados na Fig. 3.8. «Q «a

Pelo teorema anterior, aplicado ao qua-

drilétero birretangulo QPCD, PQ < CD

implica @ < 8. Como CD = AB, te-

mos PQ < AB. Aplicando novamente A Q D
o teorema anterior, agora ao quadrilatero

ABPQ, temos que o < 7. Fig. 3.8

Portanto, « < min{8,~}. Sendo 8 e v suplementares, min{3, v} serd, no maximo,
um angulo reto. Logo, o é agudo. [ |

Nos trés itens do enunciado do Teorema 3.4, os antecedentes e consequentes nas
implicagoes logicas sao mutuamente exclusivos. Portanto, essas implicagoes valem
como equivaléncias:

e PQ < (CD <= a é agudo;
e PQ=CD <= «éreto;
e PQ > CD <= « éobtuso.
Teorema 3.5. Sejam ABCD um quadrildtero de Saccheri, P um ponto tal que

BxC %P e PQ a perpendicular & reta suporte da base AD por P, onde Q € o pé
da perpendicular. Chamemos o o angulo do topo. Entdo

e PQ > CD = a ¢ agudo;
e PQ=CD = a € reto;
e PQ < CD = «a ¢ obtuso.
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Demonstracao:

e PQ > CD = « é agudo:

B C B Tomemos FE na semirreta Q? tal que
QFE = CD. Como PQ > CD, teremos E
entre P e Q. Tracemos os segmentos CE
e BE, originando mais dois quadrilateros

A D Q de Saccheri além de ABCD: ABEQ e
DCEQ.

Fig. 3.9

O angulo ZPCE ¢ externo ao triangulo ACBE, donde /PCE > ZCBE =
/ZABC — ZABE. Também /DCE = /QEC > ZQEB = /ABE (verifique!);
logo /DCFE > ZABE. Portanto,

2R=/PCE+ /DCE+ /4/DCB > /ABC — ZABE + /ABFE + /DCB,
donde 2R > ZABC + Z/DCB. Mas ZABC = /DCB = « e, portanto, a é agudo.

e PQ = CD = « é reto: exercicio.

B 1 e PQ < CD = a é obtuso:
A prova é andloga & do primeiro item,
P porém usando a Fig. 3.10. [
A D Q

Fig. 3.10
O mesmo comentario que fizemos para o Teorema 3.4 vale para o Teorema 3.5: as
implicagoes sao, na verdade, equivaléncias:
e PQ > CD <= a éagudo;
e PQ=CD <= «éreto;
e PQ < CD <= « é obtuso.
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3.2 As Trés Hipoteses

Vamos investigar, nesta se¢cao, uma importante correspondéncia entre triangulos e
quadrilateros de Saccheri na Geometria Neutra, que nos levard a uma classificagao
dos Planos de Hilbert segundo a natureza dos angulos do topo dos quadrildteros
de Saccheri.

Lema 3.1. Sejam dois quadrildteros de Saccheri ABCD e A’B'C'D’ com segmen-
tos médios MN e M'N', respectivamente, tais que MN = M'N’. Entdao eziste
um quadrildtero de Saccheri PQRS com segmento médio MN, tal que PQRS e
A'B'C'D’ sdo congruentes.

Demonstracao: A Fig. 3.11 cor-

@)nde a0 caso em que AD > B Q N R C B’ N’ (04
A'D’; as outras possibilidades m) ]

tém demonstracao analoga.

Usando o Axioma (C1), trans- oo pf o 1 ]
portamos M’'D’ para M.S, M'A’ A P M S D AT M D
para M P, N'C’" para NRe N'B’ Fig. 3.11

para NQ.

Por aplicacdo sucessiva de congruéncia de tridngulos (ANQM = AN'B'M’ e
AMPN =2 AM'A’N’), concluimos que o quadrildtero PQRS é de Saccheri e con-
gruente a A’B’'C'D’. [ |

Apesar de ainda nao havermos formalizado o conceito de movimento, o lema an-
terior nos diz que o quadrildtero A’B’C’D’ pode ser copiado para o quadrildtero
PQRS, que possui em comum com ABCD o segmento médio e as retas suportes
da base e do topo.

Sobre os angulos do topo (que sdo congruentes) de um quadrildtero de Saccheri,
distinguem-se trés possibilidades:

e os angulos do topo sao agudos;
e os angulos do topo sao retos;

e 0s angulos do topo sao obtusos.

O objetivo de Saccheri era excluir as hip6teses do angulo agudo e do angulo ob-
tuso, mostrando que os angulos do topo deveriam ser retos. A partir disso, se-
ria facil deduzir o quinto postulado de Euclides como teorema. Atualmente, no
entanto, sabe-se que, na Geometria Neutra, nenhuma das trés hipoteses leva a
inconsisténcias: as trés podem ocorrer, porém nao simultaneamente. E disso que
nos fala o préximo teorema.
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Teorema 3.6. Em um Plano de Hilbert, se um quadrildtero de Saccheri possui
angulo do topo agudo (reto, obtuso), entao todos os quadrildateros de Saccheri pos-
suem dngulos do topo agudos (retos, obtusos).

Demonstracido: Seja ABC'D um quadrilatero de Saccheri com base AD, lados AB

e CD e segmento médio M N. Suponhamos que o angulo o = ZABC = /BCD
seja agudo. Consideremos, entdo, um outro quadrildtero de Saccheri A’B’'C’'D’
com base A’D’, lados A’B’ e C"D’ e segmento médio M’N’. Seja o/ = LA'B'C' =
ZB'C'D’. Vamos mostrar que o' também é agudo.

Temos dois casos a considerar:

B

A M D
Fig. 3.12

e MN = M'N’ (Fig. 3.12)
Neste caso, pelo lema anterior, existe o quadrilatero de Saccheri PQRS com
segmento médio M N tal que as bases PS e AD tém a mesma reta suporte,
bem como os topos QR e BC. Sem perda de generalidade, suponhamos
AD > A'D'.

Sendo « agudo, pelo Teorema 3.4 aplicado a ABCD e ao segmento RS,
temos que RS < C'D. Portanto, pelo Teorema 3.5, aplicado a PQRS e ao
segmento CD, temos que o é agudo.
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B C
Q N R
T/BT B N’ !
1 o
® Ht vl HH Iy ® \\_‘
A P M S D A’ M’ D’

Fig. 3.13

e MN % M'N’ (Fig. 3.13)

Vamos reduzir ao caso anterior através de uma construgao sugerida em [10].
Sem perda de generalidade, consideremos M’N’ < MD. Transportamos
M'N' sobre m, obtendo S entre M e D. Por S, levantamos a perpendi-
cular a M D, que interceptara o topo BC no ponto R. Tomamos ST = RS
e MU = MN. NRTU é, portanto, um quadrilitero de Saccheri e, se to-
marmos MP = MS e NQ = NR, PQRS também serd um quadrilatero de
Saccheri (verifique).

Usando o caso anterior, como ABCD e PQRS tém o mesmo segmento
médio, sendo « agudo, 8 também sera agudo. Mas, por construcao, NRTU
e A’B'C’'D’ também tém segmentos médios congruentes e, sendo S agudo,
o' também o sera.

As provas para o caso de « ser reto ou obtuso sao analogas. [ |

Vamos, agora, examinar uma importante relagao entre triangulos e quadrilateros
de Saccheri na Geometria Neutra. Para isto, consideremos um triangulo AABC,
sendo M e N os pontos médios dos lados AB e AC. Pelo ponto A, baixemos a
perpendicular AH a reta M N, sendo H o pé da perpendicular.
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A A

B C B C
Fig. 3.14

Tomamos MP = MH e NQ = NH. Como M é ponto médio de AB, os tridngulos
APMB e AHMA sio congruentes (LAL) e, portanto, PB = AH e o angulo
/BPM é reto. Da mesma forma, os triangulos AQNC e AHNA sao também
congruentes (LAL), donde QC = AH e o angulo /NQC é reto.

Concluimos, entao, que PBC(Q é um quadrilatero de Saccheri. A mesma conclusao
se chega quando H nao estd entre M e N.

O quadrilatero de Saccheri assim obtido é denominado quadrildtero associado ao
triangulo.

O préximo teorema nos d4 uma importante relagao entre os angulos internos de
um triangulo e os angulos do topo do quadrilatero associado.

Teorema 3.7. A soma dos dngulos internos de um triangulo € igual a soma dos
angulos do topo do quadrildtero de Saccheri a ele associado.

Demonstragdo: No primeiro caso, ilustrado na Fig. 3.14, basta ver que ZBAC =
/MAH + /ZHAN =2 /PBM + /ZQCN. lLogo, /PBC + /ZQCB = /PBM +
LABC + ZQCN + LACB = /PBM + ZQCN + ZABC + LZACB = ZMAH +
/ZHAN + ZABC + ZACB = /BAC + ZABC + LACB.

No segundo caso (Fig. 3.14), é s6 usar diferenga de angulos para concluir o mesmo
resultado. ]

3.3 Classificagao dos Planos de Hilbert

J4 mencionamos, na segao anterior, que as hipéteses do angulo agudo, reto ou
obtuso nao apresentam inconsisténcia na Geometria Neutra. Se, num Plano de
Hilbert, um dado quadrildtero de Saccheri tem angulos do topo de uma certa
natureza (agudo, reto, obtuso), entdo todos os quadrildteros de Saccheri terdo
angulos do topo da mesma natureza.



Classificacao dos Planos de Hilbert 79

Podendo, entao, ocorrer qualquer uma das trés hipéteses sobre a natureza do
angulo do topo de um quadrildtero de Saccheri, juntamente com o importante
resultado expresso no Teorema 3.6, é possivel classificar os Planos de Hilbert em
trés espécies:

e aqueles em que os quadrilateros de Saccheri possuem angulos do topo agudos
Portanto, a soma dos angulos internos de um tridngulo é sempre menor do
que dois angulos retos. Um Plano de Hilbert que satisfaca esta hipdtese
denomina-se semi-hiperbdlico.

e aqueles em que os quadrilateros de Saccheri possuem angulos do topo retos
Portanto, a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a dois angulos
retos. Um Plano de Hilbert que satisfaca esta hipotese denomina-se semieu-
clidiano.

e aqueles em que os quadrilateros de Saccheri possuem angulos do topo obtusos
Portanto, a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre maior do
que dois angulos retos. Um Plano de Hilbert que satisfaca esta hipdtese
denomina-se semieliptico.

No entanto, com os 13 axiomas que introduzimos até agora, nao é possivel decidir
por uma dentre as trés hipdteses. A prova disso é que existem modelos para os trés
casos (veja [9], por exemplo). Mais uma vez concluimos que a Geometria Neutra,
portanto, ndo é um sistema axiomético completo.

A Geometria Hiperbdlica Plana situa-se no primeiro grupo: nela, os angulos inter-
nos de um triangulo somam menos que dois angulos retos. A hipdtese do angulo
agudo aparece nesta geometria como consequéncia da introdugao de dois axiomas
ao conjunto de 13 que ja conhecemos: o Axioma de Paralelismo Hiperbdlico e o
Axioma de Continuidade de Dedekind ([9]).

A Geometria Euclidiana Plana, com a qual estamos todos habituados, situa-se
claramente no segundo grupo: os quadrildteros de Saccheri, neste caso, sao os
retangulos. Novamente, isto é consequéncia da introducao de dois axiomas aos 13
da Geometria Neutra: o Axioma de Paralelismo Euclidiano (na versdo de Play-
fair /Hilbert) e também o Axioma de Continuidade de Dedekind ([9]).

Por fim, os Planos de Hilbert semielipticos, estudados em 1900 por Max Dehn em
sua tese de doutorado ([6]) supervisionada por David Hilbert, possuem modelos
algébricos bastante abstratos, construidos sobre fechos pitagoéricos de corpos nao
arquimedianos. Neles nao vale o Axioma de Continuidade de Dedekind ([9]).
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3.4 Exercicios

10.

11.

. Considere um quadrilatero birretangulo. Mostre que, se os angulos do topo

forem congruentes, esse quadrildtero é de Saccheri.

. Mostre que, em um quadrildtero de Saccheri, se os angulos do topo forem

agudos (retos, obtusos), entdo o topo é maior que (congruente a, menor que)
a base.

. Mostre que, em um quadrildtero de Saccheri, se os angulos do topo forem

agudos (retos, obtusos), entdao o lado é maior que (congruente a, menor que)
o segmento médio.

. Mostre que a mediatriz de um dos lados de um triangulo é perpendicular a

reta definida pelos pontos médios dos outros dois lados.

Mostre que, se consideramos, em um triangulo AABC, o ponto médio M
do lado AB e, por esse ponto, tiramos a perpendicular a mediatriz do lado
BC, esta reta encontra o lado AC' em seu ponto médio N.

Mostre que a reta unindo os pontos médios dos lados de um quadrilatero de
Saccheri é perpendicular a mediatriz comum & base e ao topo.

Considere um ponto P no interior de um angulo reto. Baixe, por P, as
perpendiculares as retas suporte dos lados do angulo. Discuta a natureza
do angulo formado por essas perpendiculares em funcao do tipo de Plano de
Hilbert.

Em um Plano de Hilbert, considere um circulo Circ(O,0A) (veja defini¢ao
de circulo no Exercicio 17, ao final do Capitulo 2). Mostre que um dngulo ins-
crito em um semicirculo é agudo (reto, obtuso) conforme o Plano de Hilbert
seja semi-hiperbdlico (semieuclidiano, semieliptico).

. Mostre que, num Plano de Hilbert, a distancia entre duas retas concorrentes

aumenta, a medida em que nos afastamos do ponto de encontro.

Mostre que duas retas paralelas distintas s6 podem ser equidistantes em um
Plano de Hilbert semieuclidiano.

Em um Plano de Hilbert semi-hiperbdélico, considere duas retas distintas com
uma perpendicular comum. Mostre que a distancia entre as retas aumenta a
medida em que nos afastamos da perpendicular. Se o Plano de Hilbert fosse
semiepiptico, o que aconteceria com a distancia?
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12. Em um Plano de Hilbert, dois triangulos sao semelhantes quando existe
uma correspondéncia entre os vértices tais que os angulos correspondentes
sejam congruentes. Mostre que, em um Plano de Hilbert semi-hiperbélico
ou semieliptico, dois triangulos semelhantes sao congruentes.
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Capitulo 4

Movimentos Rigidos

A ideia de poder mover uma figura no plano sem deforma-la, isto é, preservando a
congruéncia entre segmentos e angulos, ja aparece em Os FElementos de Euclides,
quando, nas provas de diversas proposicoes, o principio da superposi¢ao é invocado.
O proprio quarto postulado, segundo o qual todos os angulos retos sao congruentes,
parece aludir ao fato de que o plano é homogéneo ([12]). Euclides, entretanto, nao
formaliza em nenhum axioma o principio da superposi¢ao, deixando uma lacuna
em sua teoria.

Ao incluir o axioma (C6)!, do qual o caso de congruéncia conhecido como (LAL) é
consequéncia quase que imediata, Hilbert estabelece axiomaticamente a homoge-
neidade do plano: todas as copias de um determinado triangulo serao congruentes
ao original.

O objetivo deste capitulo é formalizar o conceito de movimento nao deformante,
introduzindo o que se denomina Movimento Rigido. Em nosso estudo, os Movimen-
tos Rigidos serao definidos como aplicacGes bijetivas do conjunto P nele mesmo,
mantendo invariantes as nogoes basicas de incidéncia, ordem e congruéncia. Desta
forma, nao reproduzimos a nogao de uma figura movendo-se continuamente pelo
plano, mas formalizamos a possibilidade de as clonar e superpor.

Ao abordarmos o estudo dos movimentos rigidos como elementos de um grupo,
o leitor notard que as demonstracoes dos teoremas vao gradualmente perdendo o
carater geométrico que possuiam até este ponto do texto e assumindo uma feicao
puramente algébrica. Terd destaque, nesta abordagem, o papel das reflexdes como
elementos involutoérios do grupo de movimento rigidos, bem como a dualidade que
se revela entre as relacoes de incidéncia e perpendicularidade. Estas ideias sao os
pilares que fundamentam a Geometria Absoluta de Bachmann, assunto do préximo

INa verdade, (C5) na versdo original de Hilbert ([16]).

83
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capitulo.

4.1 Livre Mobilidade

No decorrer desta secao, chamaremos de um Quase-Plano de Hilbert qualquer
sistema axiomético que inclua pelo menos os axiomas (I1)-(13), (B1)-(B4), (C1)-
(C5), possivelmente omitindo o axioma (C6). E claro que todo Plano de Hilbert
é um Quase-Plano de Hilbert.

Definigao 4.1. Em um Quase-Plano de Hilbert, uma aplicagao ¢ : P — P € um
movimento rigido quando satisfaz as sequintes condicdes:

(i) ¢ € bijetiva;
(i1) @ leva retas em retas;

(iii) @ preserva a relagdo de incidéncia:
Aecl= p(A) € o),
(iv) @ preserva a relagdo estar entre:
AxB*C = ¢o(A)*p(B) *¢(C);

(v) ¢ preserva a relagao de congruéncia entre segmentos:

AB = CD = ¢(A)p(B) = ¢(C)p(D);
(vi) @ preserva a rela¢do de congruéncia entre angulos:
LABC =2 /DEF = ZLp(A)p(B)p(C) = Lo(D)p(E)p(F).

A aplicagéo identidade Z : P — P, definida por Z(P) = P, para todo P € P, é
certamente um movimento rigido. Além disso, é facil mostrar que a composi¢ao
movimentos rigidos é uma operagao associativa que resulta sempre em um movi-
mento rigido. Levando em conta que um movimento rigido é uma fungao bijetiva,
todo movimento possui um inverso. Assim, se pensarmos no conjunto de todos
os movimentos rigidos munido da operagao de composi¢ao, estamos diante da es-
trutura algébrica denominada grupo. Este ponto de vista serd melhor explorado a
partir da Secao 4.3.

Em um Plano de Hilbert, nao é ébvio, a primeira vista, que existam movimentos
rigidos além da identidade Z. Precisamos, com urgeéncia, construir um.
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Dada uma reta ¢ qualquer, vamos cons-
truir uma transformacao denominada re-
flexao em torno de ¢, assim definida para P
todo ponto P:

P, se P €/ P="Fr Q
P, seP¢Ll. 14

RE(P)—{

P’, no segundo caso é obtido da seguinte

maneira: por P baixamos a perpendicular

a ¢; seja Q o pé dessa perpendicular; P’ é

o Unico ponto sobre a semirreta oposta a Fig. 4.1
QP tal que QP = QP.

P/

Teorema 4.1. Em um Plano de Hilbert, a reflexao Ry em torno da reta £ é um
movimento Tigido.

Fig. 4.2

Demonstragao: A demonstragao é deixada como exercicio. Os casos envolvendo
congruéncia entre segmentos e entre angulos a serem analisados estao ilustra-
dos na Fig. 4.2, onde X' significa abreviadamente a imagem de X por R,, para
X = A, B,C. Nos dois primeiros casos, o leitor devera mostrar que A’B’ =~ AB;
no tltimo, que /B’A'C" = /BAC. ]

Definigao 4.2. Dizemos que um Quase-Plano de Hilbert € dotado de livre mobi-
lidade (LM) quando forem cumpridas as sequintes condigdes:

(i) Para toda reta €, existe um movimento rigido que deiza fixos os pontos de ¢
e intercambia os dois lados de £;

(it) Para todo par de pontos A e A’, existe um movimento rigido que leva A em
A/;
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(i4i) Para todo par de semirretas OA e OA', com origem comum O, existe um

. L. . — —_—
movimento rigido v que deiza O fizo e leva OA em OA’.

Teorema 4.2. Todo Plano de Hilbert ¢ dotado de livre mobilidade.
Demonstragao:

e Comecemos por (7). Dada areta £, Ry deixa fixos os pontos de £ e intercambia
os dois lados de /.

e Para mostrar (i7), se A # A’, basta tomar ¢ como a mediatriz do segmento
AA’. A reflexao R, serd o movimento rigido desejado. Se A = A’, £ pode
ser qualquer reta incidente a A.

OA —
e Para mostrar (iii), se OA e OA’ ndo possuem a mesma reta suporte, basta
tomar ¢ como a bissetriz do dngulo ZAOA’ e Ry serd o movimento rigido

desejado. Se (ﬁ e OA’ sao semirretas opostas, basta tomar £ como a per-

pendicular a reta suporte por O. Por fim, se OA e OA’ coincidem, basta
tomar ¢ como a prépria reta suporte de ambas as semirretas. ]

Teorema 4.3. No Sistema Axiomdtico da Geometria Neutra, se substituirmos o
azioma (C6) pelo axioma de livre mobilidade (LM), entao (C6) pode ser deduzido
como teorema.

-------- A/ — A// — A///

loiel cr

B/ — B///

Fig. 4.3
Demonstracao: Supondo (LM), para provar (C6) como teorema, tomemos dois
ternos de pontos A, B,C e A, B', C' satisfazendo /BAC = /B'A'C’, BA~BA
e CA=(C"A’. Devemos mostrar que LABC = LA'B'C’.
Valendo (LM), sabemos que existe um movimento rigido ¢ que leva A em A’.
Denominemos ¢(B) = B” e ¢(C) = C” as imagens dos outros dois pontos. Pela
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definicio de movimento rigido, devemos ter ZB"A'C" = /BAC, B"A’ =~ BA e
C"A’ = CA.

Novamente, usando (LM), existe um movimento rigido ¢ que leva a semirreta
A’B" em A’'B’, deixando o ponto A’ fixo. Sejam (B"”) = B" e y(C") = C".
Temos, pela definicio de movimento rigido, ZB"A'C" = /B"A'C" = /BAC,
B"A' =2 B"A' 2 BAe C"A' 2 C"A’ 2 CA. Mas B""A' =2 B" A’ acarreta que
Y(B") = B" = B/, por (C1).

Temos, entao, duas possibilidades:

o (" e C' estao do mesmo lado da reta A’ B’

— —
Neste caso, por (C4), as semirretas A’C"" e A’C" coincidem e, por (C1),
teremos C"' = C’. Tomamos ¢ = ¥¢.

e C" e (' estao em lados opostos da reta A’B’

Usando novamente (LM), existe um movimento rigido 8 que deixa fixos os
pontos da reta A’B’, intercambiando seus dois lados. O ponto C"" = 6(C"")
coincidird com C’, por (C4) e (C1). Tomamos ¢ = 0i)¢.

Em qualquer alternativa, o(ZABC) = LA'B’C’, e a congruéncia se verifica pelo
fato de ¢ ser uma composicao de movimentos rigidos e, portanto, também um
movimento rigido. ]

Os Teoremas 4.2 e 4.3 podem ser resumidos no seguinte:

Teorema 4.4. Na presenca dos axiomas (I1)-(I13), (B1)-(B4) e (C1)-(C5), ou
seja, em um Quase-Plano de Hilbert, (LM) e (C6) sdo equivalentes.

Examinemos, agora, a seguinte questao: para que um movimento rigido ¢ : P — P
esteja unicamente determinado, exatamente quantos pares da forma (P, ¢(P)),
sendo P € P devem ser especificados? A resposta é assunto do préximo teorema.

Teorema 4.5. Sejam A, B, C trés pontos nao colineares e A', B', C' trés pontos
também nao colineares. Existe, no mdximo, um movimento rigido que leva A em

A", Bem B eC emC'.

Demonstragao: E claro que s6 podera existir um movimento rigido nas condigoes
estabelecidas se AABC =~ AA'B'C’'. Mostremos, entao, que existe uma unica
maneira de obter a imagem X’ de um ponto qualquer X, distinto de A4, B e C,
por um movimento rigido que leve A em A’, Bem B’ ¢ C em C'.
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Fig. 4.4
Sem perda de generalidade, suponhamos que X nao pertenca a reta suporte do
lado AB de AABC. Como um movimento rigido preserva a relacao estar entre,
hé duas possibilidades:

e Se X e C estiverem do mesmo lado de AB, X’ e C' também deverdo estar
do mesmo lado de A’B’.

—
Transportamos, entao, o angulo ZX AB a partir da semirreta A’B’ para o

lado da reta A’B’ onde esta C” e, sobre a tinica semirreta A’Y" assim obtida
((C4)), tomamos o unico ponto X’ tal que A’X’ =2 AX ((C1)).

e Se X e C estiverem em lados opostos de AB, agimos da mesma forma,
fazendo, no entanto, o transporte de ZX AB para o lado oposto de A’B’ ao
de C' e, consequentemente, obtendo X’ e C’ em lados opostos de A'B’.

Em ambos os casos, as demais congruéncias entre segmentos e angulos se verificam
facilmente. ]

Teorema 4.6. Todo movimento rigido distinto de L se expressa como composi¢ao
de, no mdzximo, trés reflexoes.

Demonstragao: A construgao é idéntica a da prova do Teorema 4.3. Vamos, aqui,
apenas mostrar que os trés movimentos obtidos sao, cada um deles, ou uma reflexao
em torno de alguma reta, ou a identidade 7.

Seja, entao, ¢ : P — P um movimento rigido. Pelo Teorema 4.5, ¢ fica unica-
mente determinado se especificarmos a imagem de um tridngulo: ¢(AABC) =

AA'B'C' 2 ANABC, sendo A’ = p(A), B' = ¢p(B) e C' = ¢(C).
Inicialmente, vamos construir um movimento rigido ¢ que leva A em A’. Temos
dois casos:

e se A’ = A: tomamos ¢ = Z;
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e se A’ # A: tomamos ¢ = R,,, onde m é a mediatriz do segmento AA’.

Nos dois casos, os tridngulos AA'B'C’ e ¢(AABC) tém pelo menos o vértice
A" = ¢(A) em comum.

Agora, estabelecamos o movimento rigido v que leva a semirreta A’ (ZS(B; em A'B’,
deixando fixo o ponto A’ = ¢(A). Surgem, igualmente, duas possibilidades:

—
o se A'¢(B) = A'B’: tomamos ¢ = T;

—
e se A'¢(B; # A'B’: tomamos 9 = Ry, onde b é a bissetriz do angulo
Z/$(B)A'B.

Nos dois casos, teremos 1/J(A’¢(B§) = A'B’ e, sendo 1) um movimento rigido,
B(6(B)) = B, 4 que A3(B) = AB = AB.

Por dltimo, precisamos levar ¥(¢(C)) em C’, deixando fixa ponto a ponto a reta
A’B’. H4 também duas possibilidades:

e se Y(¢p(C)) e C’ estdao do mesmo lado da reta A’B’: tomamos 6 = T;

e se Y(P(C)) e C' estao em lados opostos da reta A’B’: tomamos 6 = R4/ p/,
que levard ¢ (¢(C)) em C’ (verifique!), deixando fixa ponto a ponto a reta
A'B'.

Assim, ¢ = 01¢p, de maneira que ¢ é a composta de, no méximo trés reflexdes. W

Evidentemente nao existe uma unica forma de decompor um movimento em uma
composta de até trés reflexoes.

4.2 Subconjuntos Invariantes

Definigao 4.3. Seja ¢ : P — P uma transformagao qualquer, nao necessariamente
um movimento rigido. Dizemos que um subconjunto S C P € invariante por ¢
quando, para todo P € S, tivermos ¢(P) € S. Mais abreviadamente, denotamos
este fato por: p(S) C S.

Sendo ¢ um movimento rigido, sabemos, pela definicao, que ¢ é bijetiva e, por-
tanto, S e p(S) tém a mesma cardinalidade. Neste caso particular, a definigao se
simplifica: um subconjunto S C P serd invariante por ¢ quando S = ¢(S).

Interessa-nos, neste estudo, a invariancia de dois subconjuntos particulares sob
movimentos rigidos: os subconjuntos constituidos por um sé ponto e as retas.
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Diremos, entéo, que P € P é um ponto fizo de ¢ (ou permanece fizo sob ) quando
¢(P) = P. De modo semelhante, uma reta m é uma reta fiza de ¢ (ou permanece
fiza sob ) quando ¢(m) =m.

Se m é uma reta fixa de o, pode ocorrer que todo ponto de m seja um ponto fixo
de ¢. Neste caso, dizemos que m é uma reta fiza de ¢ ponto a ponto (ou permanece
fiza ponto a ponto sob ).

A reflexdo Ry em torno da reta £, conforme foi definida na segao anterior, deixa a
reta { fixa ponto a ponto. E facil também constatar que os Unicos pontos fixos de
R¢ sao os pontos de ¢, ji que qualquer outro ponto em P — £ terd sua imagem no
lado oposto de /.

Surge entao a pergunta: quais sao os movimentos rigidos que deixam fixos apenas
os pontos de uma dada reta £7 A resposta estd nas proposicoes seguintes.

Lema 4.1. Se um movimento rigido ¢ deiza fizos dois pontos P e @ distintos,
entdo deiza fiza ponto a ponto a reta PQ.

Demonstragao: Segue da definicdo de movimento rigido. [ |

Lema 4.2. Se um movimento rigido ¢ deiza a reta £ fixa ponto a ponto, entdo
também deiza fixa toda reta m perpendicular a {.

Demonstragao: Sejam Q € ¢, {T'} = {Nm e P um ponto qualquer de m. O &ngulo
reto ZPTQ deve ser preservado sob ¢, donde Zp(P)p(T)p(Q) deve também ser
reto. Mas ¢(Q) = Q e ¢(T) = T, donde Lp(P)TQ é reto. Como a semirreta
T é comum aos dois ngulos, ou ZPTQ = Zp(P)TQ ou LPTQ e Zp(P)TQ s&o
suplementares. Em qualquer das duas hipdteses, o(P) € m. [ |

Lema 4.3. Se um movimento rigido ¢ deixa a reta £ fiza ponto a ponto e também
deiza fixa outra reta m distinta de £ e ndao perpendicular a £, entdo ¢ =T.

Demonstragao: Vamos mostrar, pri-
meiro, que m permanece fixa ponto
a ponto, tomando um ponto M € m
qualquer. Se M € ¢, é claro que
(M) = M, pois ¢, por hipétese,
permanece fixa ponto a ponto. Se
M ¢ ¢, baixamos por M a perpendi-
cular n a £. Sendo ¢ um movimento
rigido e n L ¢, p(n) = n. Assim,
Memnnep(M) € o(m)Nen) =
mNn = {M}. Portanto, m perma-
nece fixa ponto a ponto.
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Para mostrar que ¢ = Z, tomemos um ponto P arbitrario. Se P € £ ou P € m, ja
sabemos que ¢(P) = P. Se P ¢ { e P ¢ m, baixamos por P a perpendicular t a
{. Sejam @ o pé desta perpendicular e N € m tal que N €t e N ¢ . Chamemos
s areta NQ e, por P, baixamos a perpendicular r a s.

E facil ver que p(s) = s, uma vez que s = NQ, sendo N e @ pontos fixos de ¢, por
pertencerem a m e ¢, respectivamente. Além disso, s nao pode ser perpendicular
a ¢, do contrario seria s = t, contrariando a escolha do ponto N.

Logo s é fixa ponto a ponto e, como r L s, temos que r permanece fixa por ¢.
Como r # t, temos P € rNt, donde p(P) € p(r) Np(t) =rnt={P}. [

Os lemas anteriores podem ser resumidos no seguinte teorema:

Teorema 4.7. Seja ¢ uma reta qualquer.
(i) Os dnicos pontos fizos da reflexdo Ry sao os pontos incidentes a £.
(1) As dnicas retas fizas da reflexio Ry sao £ e as retas perpendiculares a £.

(7i1) O 4nico movimento rigido distinto de T que deiza fizos apenas os pontos
incidentes a £ € Ry.

4.3 O Grupo dos Movimentos Rigidos

Um grupo é uma estrutura algébrica (G, e), que consiste de um conjunto G' mu-
nido de uma operagao binaria fechada e : G x G — G satisfazendo os seguintes
requisitos:
(i) e é associativa:
Ve, y,2€ G,rze(yez)=(xey)ecz.

(i4) e tem um elemento neutro e:
Ve G, xee=cex =u1.

(i4i) Todo elemento de G possui um inverso com respeito a e:

Vee G,z talquez ezl =2 lex=e.
Como exemplos de grupos sobre conjuntos numéricos, podemos citar: (Z,+), (Q—
{0}, x), (R — {0}, x). Observe que (N, +) e (Z, x) nao sdo grupos.
Em geral, em um grupo (G, ), nio se exige que a operacao e seja comutativa.
Quando isto ocorre, dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano.

Definigao 4.4. Um elemento x € G, é dito involutério ou uma involugao quando

ele é distinto do elemento neutro e coincide com seu inverso x . Isto equivale a

dizer que x @ T = e e, por economia de nota¢do, escreveremos: T e x = 2 = e.
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Sendo D um conjunto qualquer, é facil ver que o conjunto de todas as fungoes
bijetivas ¢ : D — D, munido da operagao o de composigao entre fungoes, é um
grupo: a composicao de fungoes é uma operacao associativa, a funcao identidade
de D em D definida por Zp(z) = z, V& € D, é o elemento neutro e toda fungéo
¢ : D — D, sendo bijetiva, possui uma inversa ¢~!: D — D.

Portanto, o conjunto de todos os movimentos rigidos de P, munido da operacao
o de composicao, forma um grupo, denominado Grupo dos Movimentos Rigidos e
abreviado por GMR.

No restante deste capitulo, vamos examinar algumas propriedades dos movimentos
rigidos vistos como elementos de GMR. Daqui em diante, iremos omitir o sinal o
que designa a operagao de composi¢ao de fungoes, dizendo simplesmente 8¢ no
lugar de 6 o ¢. Também vamo-nos referir & composicao entre dois movimentos
como seu produto. Alguns resultados béasicos da Algebra, estudados em Teoria de
Grupos, serao necessarios. Nao os demonstraremos aqui, mas o leitor esquecido
podera encontra-los em [3].

4.4 Reflexoes e Perpendicularidade

Seja £ uma reta qualquer. Da maneira como foi definida, a reflexao Ry em torno
da reta ¢ é uma involugao em GMR: ela é distinta da identidade Z e, se aplicada
duas vezes, reproduz o ponto original. Assim

R} (P) = RiRy(P) = P,

para todo P € P, o que equivale a dizer que Ry = Rzl.

Nesta secao, vamos expressar a condicao de perpendicularidade entre duas retas
em funcao do produto das reflexdes em torno destas retas. Este serd um dos
resultados fundamentais deste capitulo. Precisamos, antes, do seguinte lema:

Lema 4.4. Sejam £, m e m’ retas. Entdo m’ = Re(m) se, e somente se,

RiRmRe = R

Demonstragao:

(=) Suponhamos que m’ = Ry(m) e seja P’ € m’. Entao Ry(P') =P eme
ReRmRe(P') = ReRom(P) = Ry(P) = P'.

Portanto, R¢R R, deixa fixos os pontos de m’. Temos duas possibilidades:
ReRmRe =Z ou R¢RiyRe = Ry Mas se R¢RnRe = Z, multiplicando a
esquerda e a direita por Ry, teriamos R,, = R¢R¢ = Z, contrariando o fato
de R, ser uma reflexdo. Resta-nos RyR.nR¢ = R -
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(<) Suponhamos que RyRnRe = Ry e seja m” = Ry(m). Usando a primeira
parte da prova, temos que R¢yR.,R¢ = Ru. Portanto, R,,» = R, 0 que
implica m" = m/’. [ |

Teorema 4.8. Duas retas m e n sao perpendiculares se, e somente se, m #n e
RinRn = RuRm .-

Demonstracao: Sabemos que m L n se, e somente se, m # n e R, (n) = n (ve-
rifique!). Usando o lema anterior, temos que R, RpRim = Ry, ou seja, Ry Ry, =
RuRm.- |

No teorema anterior, podemos expressar o fato m # n como R, # R, que é o
mesmo que R, R, # Z. Além disso R, R, R = Ry pode ser reescrito como

(RnRn)(RmRy) = (RmnRn)* =T.

Portanto, o teorema pode ser assim relido: m é perpendicular a n se, e somente
se, Rm Ry, é uma involucao.

4.5 Dois Teoremas sobre Trés Reflexoes

Teorema 4.9 (Primeiro Teorema das Trés Reflexdes). Se trés retas £, m, n con-
correm em um ponto comum P, entdo existe uma quarta reta t, também incidente

a P, tal que RyRpRyn = Ry

Demonstragao: Sejam A € ¢, A # P, seu
reflexo A" = R,,,(A) e novamente o reflexo
A" = R,(A"). Como PA = PA’ = PA,
o triangulo AA”PA é isbsceles, donde a
mediatriz t de AA” incidird ao vértice P.

Como A # P é um ponto arbitrario sobre
b, RnRnRi(A) = Ae R RoRe(P) = P,
concluimos que R,,R,R; deixa fixos to-
dos os pontos de . Vamos mostrar que
RimRnRe #T.

Fig. 4.6

Se tivéssemos R, R,R: = I, decorreria que R,R; = R, e também R;R, =
Rum, donde R,R: = RiR,. Portanto, como n # t (verifique!), devemos ter
n 1 t. Analogamente podemos concluir que m | t. Logo, m e n possuem uma
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perpendicular comum ¢ e, pelo Teorema 2.47, sao paralelas e nao podem concorrer
em um ponto P.

Portanto, R, R,R: # Z e, como R, R,R; deixa a reta ¢ fixa ponto a ponto,
RinRnRi = Ry, donde RyR.n R, = Rs. [ |

Teorema 4.10 (Segundo Teorema das Trés Reflexbes). Se trés retas ¢, m, n
possuem uma perpendicular comum s, entdo existe uma quarta reta t, também
perpendicular a s, tal que R¢RpRyn = Re.

Demonstracgao: Sejam P, Q) e
T os pontos de encontro das
retas ¢, m, n com a perpendi-
cular comum s. Tomemos um
ponto A € ¢, A # P, seu re-
flexo A" = R, (A) e o reflexo
deste, A” =R, (A).

A//

Fig. 4.7

Analogamente a prova do teorema anterior, a reta ¢ desejada serd a mediatriz de
AA" e devemos mostrar que ¢ é perpendicular a s.

Por A’ e A”, baixemos duas perpendiculares a s, cujos pés chamaremos S e U. Por
sucessivas congruéncias de triangulos, é ficil mostrar que AP = A’S. Da mesma
forma, mostra-se que A’S = A”U. Portanto, AP =2 AU e o quadrilatero PAA"U
é de Saccheri, sendo t a mediatriz de seu topo AA”.

Logo, pelo Teorema 3.2, t é também mediatriz da base PU, sendo perpendicular
a s. |

Os dois teoremas precedentes sobre um produto de trés reflexdes valem também
quando duas ou até mesmo as trés retas coincidem.

4.6 Meios-Giros e Incidéncia

Ja vimos que a condicao de perpendicularidade entre duas retas m e n exprime-
se naturalmente em funcao do produto das reflexdes R,,R,, bastando que ele
seja comutativo e, portanto, involutério: R,,R, = R,R.,. Vamos estudar o
movimento rigido expresso por essa composigao.
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Definicao 4.5. Sejam m e n retas perpen-
diculares, com o ponto P em comum. De-
finimos o meio-giro em torno de P como o
movimento 1igido Gp = RmRn = RnRm.-

E facil constatar que um meio-giro é
uma involucdo: pela definigdo, Gp #
I e (Gp) = (RuRa)(RuRn) =
(RinRn)(RnRim) = RinRm = L.

Fig. 4.8

Teorema 4.11. Um meio-giro Gp = R, R, depende apenas de P, isto €, da-
das duas retas perpendiculares quaisquer m’' e n’ incidentes a P, temos Gp =
R Ry = R/ R -

Demonstracao: Seja m’ uma reta qualquer incidente a P. Pelo Primeiro Teorema
das Trés Reflexoes, sabemos que existe a reta n’”, também incidente a P, tal que
RinRn R = Ry, donde R, Ry = Rp»Rypr. Como m e n sao perpendiculares,
(RmRn)Q = I, donde (Rn//Rm/)Q =7 e, portanto, Rn//Rm/ = Rm/Rn//. LOgO,

n” e m’ sao perpendiculares concorrentes em P e segue-se que n” = n’. [ |
Teorema 4.12. Toda reta incidente a P permanece fiza sob Gp, mas nao ponto
a ponto.

Demonstragao: Seja ¢ uma reta incidente a P. Sabemos, pelo Teorema 4.11, que

Gp = R¢Rm, sendo m L £ e passando por P. Logo Gp(£) = RinRe(f) = R (€) =
£, ja que as retas perpendiculares a m ficam fixas por R,,, mas nao ponto a ponto.l

Como corolario deste iltimo teorema, concluimos facilmente que, para todo ponto
Q # P, Q, P e Gp(Q) sao colineares.

Teorema 4.13. O unico ponto fixro de Gp € P.

Demonstragao: Se houvesse outro ponto fixo Q # P de Gp, a reta PQ ficaria fixa
ponto a ponto sob Gp, contrariando o teorema anterior. |

Teorema 4.14. As unicas retas fixas de Gp sdo as retas incidentes a P.

Demonstragao: Seja Gp = R, R, e suponhamos, por absurdo, que a reta £, nao
incidente a P, permaneca fixa sob Gp. Tomemos um ponto ¢ € ¢ qualquer.
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Pelo Teorema 4.12, a reta PQ fica fixa sob Gp e, como Gp(Q) € ¢, devemos ter
Gp(Q) € tNPQ = {Q}. Logo, Q é um ponto fixo de Gp distinto de P, contrari-
ando o Teorema 4.13. ]

Lema 4.5. P = Ry(P) se, e somente se, Gpr = RiGpRy.
Demonstragao:

(=) Se P' = Ry(P), P’ # P, sabemos que a reta m = PP’ é perpendicular a ¢
e, portanto, RyR,, = R Re. Por P, levantamos a perpendicular n a m e,
por seu reflexo P/, a perpendicular n’ a m. E ¢bvio que n/ = Re(n). Além
disso, Gp = RimRpn = RuRm € Gpr = Rin Ry = R R

Portanto, RyGpR¢ = Ri¢RnRimRe = RiRReRm.

Mas, pelo Lema 4.4, R¢yR,R¢ = Ry, j& que ' = Re(n). Logo, ReGpRe =
7?fn,/RVm = gP’-

(<) Suponhamos Gpr = R¢GpRy. Pelo Teorema 4.11, Gp = RpyRp = RpnRm,
onde m e n sao duas perpendiculares com P em comum. Chamemos m’ =
Re(m) en' =Re(n).

Logo, Gpr(m') = ReGpRe(m') = RiGpR¢Re(m) = ReGp(m) = R¢RyRm(m) =
ReRn(m) = Re(m) =m'.

Portanto, m’ permanece fixa sob Gp/, donde P’ € m’. Analogamente mos-
tramos que Gp/(n') = n’; logo, n’ também é uma reta fixa de Gpr e deve
passar por P’.

Como mnn ={P}, m' Nn' ={P'}, m =Re(m) e n = Re(n), concluimos
que P' = Ry(P). [ |

O préximo teorema expressa a relagao de incidéncia entre ponto e reta em fungao
do meio giro em torno do ponto e da reflexao em torno da reta: um ponto P incide
a uma reta £ se, e somente se, o produto R;Gp é involutério.

Teorema 4.15. P € { se, e somente se, RyGp = GpRy.

Demonstra¢ao: Sabemos que P € { <= R,(P) = P. Mas, pelo lema anterior,
'R,g(P) =P < Gp = R/GpRy, donde RyGp = GpRy. | |
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4.7 A Correspondéncia Algébrica

O leitor atento terd notado alguma similaridade entre os resultados obtidos nas
secoes 4.4 e 4.6. Senao vejamos:

Secao 4.4 Secao 4.6
Lema 4.4: Lema 4.5:
m = Rg(m) = R/RmRe =R | P = RZ(P) = R¢GpR¢ = Gp
Teorema 4.8: Teorema 4.15:
mln < (RuRn)?>=1 Pel < (RGp)*=1

Estes resultados sugerem uma correspondéncia entre pontos e meios-giros e retas
e reflexdes de modo que a relagao de incidéncia entre um ponto P e uma reta /¢
se traduz no fato de o produto GpR; ser involutério, assim como a relagao de
perpendicularidade entre as retas m e n se exprime pelo fato de o produto R,, R,
ser involutério.

Fato Geométrico Equivalente Algébrico
Ponto P Meio-giro Gp
Reta Y4 Reflexao Ry
Incidéncia Pet GpRe = RiGp
Perpendicularidade | m L n RinRn = RuRm,

Pontos e retas, que sao nogoes primitivas em um contexto geométrico, possuem
correspondentes algébricos no grupo dos movimentos rigidos GMR: os meios-giros
e as reflexdes, respectivamente, sendo ambos involugoes em GMR.

Este raciocinio sera a base para a construgao da Geometria Absoluta de Bachmann,
que abordaremos como assunto do préximo capitulo.

4.8 Feixes de Retas

O Primeiro Teorema das Trés ReflexGes nos diz que, se trés retas £, m e n concorrem
em um ponto P, existird sempre uma quarta reta t, também incidente a P, de
maneira que o produto RyR,,R, corresponda exatamente a R;. Podemo-nos
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indagar sobre a seguinte questao: se duas retas £ e m concorrem em um ponto P
e existem outras duas retas n e t tais que RyR. R, = R+, podemos afirmar que
n e t também concorrem no mesmo ponto P, comum a £ e m?

A resposta vem com o proximo teorema, que estabelece a reciproca do Primeiro
Teorema das Trés Reflexoes:

Teorema 4.16. Sejam { e m retas distintas, concorrentes no ponto P. Seja n
uma outra reta. Se R¢Rn Ry € uma reflexao, entao P € n.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que R¢R,,R,, = R seja uma reflexao
e que P ¢ n. Baixemos a perpendicular s a n por P e seja @ o pé desta perpen-
dicular.

As retas £, m e s concorrem em P e, pelo Primeiro Teorema das Trés Reflexoes,
existe uma reta u incidente a P tal que RyR.,Rs = R,. Portanto, R¢yR,, = R.Rs.

Entao Ry, RsRy = ReRmRin € ReRm Ry = Ry, por hipotese. Portanto, RsR, =
RuR:. Mas s e n sao perpendiculares e incidem a @, donde R,/R,, = R, R, = Gg.
Assim, RyGo = RuRsRn = Ri. Mas Ry é uma involugao, logo R? = Z,
donde (RuRsRpn)(RuRsRyn) = I, ou seja, RyRsR, = R,RsR,. Portanto,
GoRy = RuRsRy = Rt = RyGqg, donde Q € u, pelo Teorema 4.15. Como
P # @, temos s = u e, portanto, RyR,, = RuRs = Z, acarretanto £ = m, que
contraria a hipdtese de £ e m serem distintas. [ |

A mesma pergunta pode ser formulada quando as retas £ e m possuem uma per-
pendicular comum s: uma terceira reta n tal que R¢R.,, R, seja uma reflexao serd
também perpendicular a s 7 A reciproca do Segundo Teorema das Trés Reflexdes
é estabelecida na proposicao seguinte, cuja prova, analoga a do anterior, é deixada
a cargo do leitor.

Teorema 4.17. Sejam ¢ e m retas distintas, perpendiculares a s. Seja n uma
terceira reta. Se R¢yRpRn € uma reflexao, entdo n é também perpendicular a s.

No primeiro caso analisado, as retas ¢ e m possuem em comum o ponto P; no
segundo, a perpendicular s. Juntando os resultados desta se¢ao com os dois Teo-
remas sobre Trés Reflexces demonstrados na Secao 4.5, concluimos que uma reta
qualquer n possuird o mesmo elemento comum a ¢ e m (o ponto P ou a per-
pendicular s) se, e somente se, o produto RyR,,R,, corresponder a uma reflexdo
Rt.

Podemos, entao, generalizar da seguinte maneira estas ideias: dadas duas retas
quaisquer £ e m, o feize de retas definido por £ e m é o conjunto

Fim = {n | n é uma reta e R¢R,, Ry, é uma reflexao}.
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Distinguimos, entao, trés situagoes:

e Quando o elemento comum a ¢ e m é o ponto P, Fy,, serd constituido
exatamente por todas as retas que incidem a P e serd denominado um feixe
de primeira espécie;

e Quando o elemento comum a £ e m é a perpendicular s, Fy , sera constituido
exatamente por todas as retas perpendiculares a s e serd denominado um
feize de seqgunda espécie;

e Nos demais casos, Fy ,, serd denominado um feize de terceira espécie.

Os leitores familiarizados com a Geometria Hiperbdlica, devem lembrar-se exa-
tamente das trés posigoes relativas entre duas retas: ou elas concorrem em um
ponto ordindrio, ou elas possuem uma perpendicular comum (e, neste caso, sao
denominadas ultraparalelas) ou elas sdo paralelas assintéticas.

Uma questao interessante surge quando se consideram dois feixes distintos de retas:
é possivel garantir que eles possuam pelo menos uma reta em comum? O Teorema
de Hjelmslev nos da a resposta, apds o seguinte lema:

Lema 4.6. Sejam P e @ pontos distintos e m = PQ. Entdo GpRGg ¢ uma
reflexdo se, e somente se, { e m sao perpendiculares.

Demonstragao:

(=) Suponhamos que GpR¢Gg = R e representemos os meios-giros Gp = R, Ry,
e Go = RyRm, sendo u L m e v L m incidentes a P e (), respectivamente.
Entao

7?fs = gPngQ = RmRuRZRURm;

e, portanto, RyR¢Ry = R RsRm, que, pelo Lema 4.4, é uma reflexdo R,
onde t = Ry, (s). Como u L m e v L m, pela reciproca do Segundo Teorema
das Trés Reflexoes, temos que £ L m.

(<) Suponhamos ¢ 1 m. Tomemos, como na primeira parte da prova, Gp =
RuRm € Gg = RmRy. Entao

gPREgQ = RuRmRERmRv
Sendo ¢ 1L m, temos R.,,R¢ = R¢R., donde
gPREgQ - RuRZRmRmRv - RuRERv;

que, pelo Segundo Teorema das Trés ReflexGes, é uma reflexao. [ ]
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Teorema 4.18 (Hjelmslev). Sejam R R, =
Ga, RRe = Ge, onde A # C. Sejam ainda
RaRbRC = Rd cv = AO FEntao Ra/RbRc/ é

uma reflexdo se, e somente se, d L v.

Demonstracao: Temos que RyRyRes =
Ra’ RaRaRbRcRcRc’ = gARaRbchC =
GaR4Gc, que, pelo lema anterior, serd uma
reflexdo se, e somente se, d | AC = v. ]

Fig. 4.9
Apesar do 4rido enunciado algébrico, o Teorema de Hjelmslev tem uma releitura
simples em termos de feixes: ele nos aponta uma condicao necesséria e suficiente
para que a reta b seja comum aos feixes F, . e For o'

Uma consequéncia relevante do Teorema de Hjelmslev diz respeito a determinacao
de uma reta em um dado feixe que seja incidente a um dado ponto:

Teorema 4.19. Dados um ponto P e as retas £, m, existe exatamente uma reta
de Fom incidente a P.

Demonstracao: Basta, por P, baixar as perpendiculares £ e m’ a £ e m, respecti-
vamente, e aplicar o Teorema de Hjelmslev. ]

Este resultado sera importante na segao seguinte, nas demonstracoes dos lemas de
reducao.

4.9 Movimentos fmpares e Pares

Com os resultados obtidos até agora, gostariamos de poder classificar os movimen-
tos rigidos distintos identidade Z em duas categorias disjuntas:

e Movimentos impares: aqueles que se expressam como composi¢ao de um
nimero impar de reflexdes;

e Movimentos pares: aqueles que se expressam como composigdo de um nimero
par de reflexdes.

Precisamos, antes, garantir que um movimento expresso por um numero impar de
reflexbes nao possa ser expresso por um numero par delas e vice-versa. Vejamos,
entao, dois lemas que nos permitirao reduzir o niimero de termos em um produto
de n reflexoes.
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Lema 4.7. Sejam u e v duas retas e P um ponto. Entao existem retas { e m tais

que RuRng =R¢Rm.

Demonstragao: Se u = v, £ e m podem ser qualquer par de perpendiculares
com o ponto P em comum. Supondo, entdo, u # v, consideremos o feixe F ,.
Pelo Teorema 4.19, temos que existe uma reta ¢t € F,, tal que P € t. Es-
tando u, v e t em feixe, existe uma reta ¢ tal que R,R,R: = Ry. Portanto,
RuRy = R¢R:. Chamemos m a perpendicular a ¢t por P. Como Gp = RiR,
segue que Ry R,Gp = R¢RiRiRim = ReRm.- [ |

Lema 4.8. Sejam ¢, m e n trés retas. Entdo existem uma reta t e um ponto P

tais que R¢yRmRn = RiGp.

Demonstragao: Se ¢ = m, ficamos com R,, = R:Gp, ou seja, Gp = R;R,, bas-
tando, portanto, tomar ¢ perpendicular a n e P como ponto comum a n e t.
Supondo ¢ # m, seja L um ponto qualquer sobre ¢ e s a reta de F,, , que incide
a L (Teorema 4.19).

Sendo s € Fp, n, pelo Primeiro Teorema das Trés Reflexoes, existe a reta x tal que
RsRmRn = Rz, donde R, Ry, = RsRy.

Por L, baixamos a perpendicular y a z, tomando P como o ponto comum a x € y.
Assim, Gp = R, Ry = RyR..

Sendo ¢, s e y concorrentes em L, novamente pelo Primeiro Teorema das Trés
Reflexoes, existe a reta t tal que RyRsRy = Ry.

Substituindo: R¢RmRp = ReRsRz = ReRRyRy Ry = RiGp. ]
Teorema 4.20 (Teorema da Redugao). Todo produto de n > 2 reflexdes pode ser
expresso como produto de n — 2 reflexoes.

Demonstragao: Basta aplicar os Lemas 4.8 e 4.7, nesta ordem. [ |

Podemos, agora, voltar a nossa classificagdo dos movimentos em pares e impares.
Suponhamos, entao, que tivéssemos dois movimentos nao triviais idénticos, um
deles expresso por um nimero par e outro por um nimero impar de reflexdes:

Ry Ry = Ry o Ry 455 > 0.

Utilizando o Teorema da Redugao repetidamente, podemos simplificar ambos os
lados, restando apenas duas reflexdes a esquerda e uma a direita:

7?fm,R/n = R[,
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o que é impossivel, j4 que R,, R, tem, no maximo, um ponto fixo (a interse¢ao de
m e n), ao passo que R, tem infinitos (todos os pontos de £).

De acordo com o Teorema 4.6, todo movimento rigido em um Plano de Hilbert
pode ser expresso pela composicao de, no maximo, trés reflexées. Reunindo este
fato a classificagao dos movimentos em pares e impares, podemos nomear cada um
deles:

e O movimento Z, que denominamos identidade;
e Os movimentos da forma Ry, que sao as reflexoes;

e Os movimentos da forma RyR,, nao redutiveis a Z, denominados quase-
rotagoes,

e Os movimentos da forma R,R,, R, ndo redutiveis a uma reflexdo (ou seja,
n & Fi.m), denominados reflexdes deslizantes.

As quase-rotagoes subdividem-se em rotagdes, translagdes e deslocamentos parale-
los, dependendo de o feixe Fy ,, ser de primeira, segunda ou terceira espécie, res-
pectivamente. Os meios-giros nada mais sao do que um caso especial de rotagoes,
em que £ 1 m.

4.10 Exercicios

1. Complete as demonstragoes e verificagoes deixadas a seu cargo, leitor.

2. Mostre, através de um exemplo, que nem sempre um movimento rigido se
decompoe de forma tnica como produto de 3 reflexoes.

3. Mostre que o tinico movimento rigido que deixa fixos 3 pontos nao colineares
éT.

4. Mostre que, se um movimento rigido deixa fixa uma reta ¢ ponto a ponto
e também deixa fixo um ponto P ¢ {, entdao este movimento rigido é Z.
Perceba que o Lema 4.3 é corolario disto.

5. Dadas duas retas £, m, mostre que £ = m <= Ry = Run.
6. Mostre que, para duas retas £,m, £ L m <= | #m e Re(m) =m.

7. Analise o que acontece com o enunciado e a demonstragdo do Primeiro Te-
orema das Trés Reflexdes quando as retas £, m e n nao sao distintas. Idem
para o Segundo Teorema das Trés Reflexoes.

8. Mostre que, dadas as retas ¢, m e n distintas, se RyR,,R, = Z, entdo o
Teorema do Angulo Externo é violado.
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9. Sejam ¢, m,n concorrentes em P e t a reta tal que RyR.,, Ry, = R (Primeiro
Teorema das Trés Reflexdes). Que relagdo angular pode ser deduzida entre
as quatro retas?

10. Sejam £, m,n com uma perpendicular comum s e t a reta, também perpen-
dicular a s, tal que R¢yR,, R, = R¢. Se L, M, N e T sao as intersecoes
de ¢,m,n,t com s, que relacao pode ser deduzida entre os segmentos LM e
NT?

11. Descreva os movimentos rigidos que deixam invariante um circulo Cire(O, OA)
em um Plano de Hilbert (veja defini¢ao de circulo no Exercicio 17 do Capitulo 2).

12. Na Geometria Euclidiana, descreva os movimentos rigidos que deixam inva-
riante:
e um triangulo equilatero;
e um quadrado;
e um retangulo;
e um circulo;

e um feixe de paralelas.
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Capitulo 5

A Geometria Absoluta

O Sistema Axiomédtico proposto por David Hilbert em seu livro Fundamentos da
Geometria atinge plenamente o objetivo de fundamentar a geometria euclidiana
espacial de forma consistente e categdrica, preenchendo as lacunas deixadas por
Euclides em Os Elementos. Hilbert deixa indefinidos os termos ponto, reta, in-
cidéncia, estar entre e congruéncia, estabelecendo um sistema de 19 axiomas a
partir dos quais se derivam logicamente todos os teoremas conhecidos da geome-
tria euclidiana no espaco. A Geometria Neutra, que examinamos nos trés capitulos
anteriores, é um subconjunto deste sistema axiomadtico, onde se considerem ape-
nas os trés axiomas planos de incidéncia e se excluem os axiomas de paralelismo e
continuidade.

Johannes Hjelmslev foi um matematico dinamarqués que, em 1907, deu impor-
tante passo no sentido de prover uma nova fundamentacao para a geometria plana,
distinta daquela concebida por Hilbert. Em seu artigo intitulado Nova Funda-
mentagao da Geometria Plana (Neue Begrindung der Ebene Geometrie, [17]),
Hjelmslev apoia-se no conceito de movimentos - transformagoes bijetivas do plano
em si mesmo que preservam incidéncia, ordem e congruéncia - e assume existentes
as reflexdes em torno de retas, definindo um movimento como a composicao de
um numero finito delas. Nesta nova abordagem, a relacao de congruéncia deixa
de ser postulada, como o fez Hilbert, e passa a ser definida: duas figuras sao ditas
congruentes quando existir um movimento que leve uma na outra.

Fortemente inspirado nas ideias do Programa de Erlangen, de Felix Klein, Hjelms-
lev avanca consideravelmente em sua proposta, sem, no entanto, dar o carater
algébrico definitivo a seus resultados, o que s6 viria a ser feito alguns anos mais
tarde. Foram Georg Hessenberg, Arnold Schmidt e Friedrich Bachmann, ja em
meados do séc. XX, que nos legaram uma leitura totalmente algébrica da funda-
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mentacao da geometria por reflexoes proposta por Hjelmslev, criando o conceito
de planos absolutos.

Neste contexto, os pontos e retas do plano nao sao mais colocados como entidades
basicas. Estas entidades passam a ser as reflexdes em torno desses elementos, de
modo que, em vez de se mencionar, por exemplo, o ponto A, na verdade menciona-
se 0 meio-giro em torno de A.

Vistas como elementos do grupo de movimentos, as reflexdes sao aplicagoes invo-
lutérias (ou seja, aplicagdes bijetivas nao triviais que coincidem com suas inversas)
do plano em si mesmo. Assim, faz sentido referir-se ao produto entre dois pontos,
duas retas ou mesmo entre um ponto e uma reta, sendo o resultado destes produtos
sempre um movimento. Ocorre, entao, uma algebrizagao da linguagem geométrica,
porém de natureza diversa daquela que se obtém na geometria analitica mediante
a introdugao de coordenadas: pontos e retas sao vistos como involugoes no grupo
de movimentos e algumas relacoes basicas, como incidéncia e perpendicularidade,
expressam-se pela comutatividade de produtos de involugoes.

Utilizando este linguajar algébrico, Bachmann desenvolve em seu livro Construcao
da Geometria a partir do Conceito de Reflexao (Aufbau der Geometrie aus dem
Spiegelungsbegriff, [1]) um novo sistema axiomdtico, que denomina Geometria Ab-
soluta, calcado na teoria dos grupos e tendo por base apenas 5 axiomas. Esta
geometria é puramente de incidéncia e um dos resultados fundamentais obtidos
por Bachmann diz respeito a possibilidade de imergir qualquer plano absoluto em
um plano projetivo, mediante a extensao do conjunto de pontos através de trés
espécies de feixes de retas.

Apesar de menos intuitivo, o sistema axiomético da Geometria Absoluta consti-
tui considerdvel avanco em relagao ao da Geometria Neutra: os planos elipticos,
nos quais todo par de retas sempre se encontra, podem ser obtidos da Geome-
tria Absoluta pelo acréscimo de apenas um axioma ao sistema - o que assegura
a existéncia dos chamados triangulos polares. Na axiomatica de Hilbert, vimos
que isto é impossivel, em virtude do Teorema do Angulo Externo. Ademais, as
geometrias hiperbdlica e euclidiana derivam-se também do sistema de Bachmann,
com a introducao dos respectivos axiomas de paralelismo e das nogoes de ordem e
continuidade ([7]).

O propdsito deste tltimo capitulo é estudar o sistema axioméatico da Geometria
Absoluta, examinando alguns de seus principais teoremas. O leitor notarda que
muitos dos resultados obtidos no capitulo anterior sobre movimentos rigidos na
Geometria Neutra reaparecem aqui, quer como axiomas, quer como teoremas,
porém de forma mais geral: os planos elipticos sao, agora, admissiveis.
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5.1 Notacao e Primeiras Definigoes

Seja (M, @) um grupo com elemento neutro 1. A operacao e entre dois elementos
de M sera referida no restante do texto como seu produto e o sinal e serd omitido:
af serd, portanto, sinénimo de e 3, Vo, 5 € M.

Recordemos que um elemento x € M é involutdrio, ou simplesmente uma in-
volugdo, quando x # 1 e 22 = 1, onde z? = zz. Isto equivale a dizer que z # 1 e
r=x"t.

Um subconjunto R C M é dito gerador do grupo M quando qualquer elemento
de M puder ser expresso como produto de um nimero finito de elementos de R
ou de seus inversos.

Dados, «, 8 € M, indicaremos que o produto a3 é involutério (aff # 1 e (a3)? =
1) pela notagao

alp,
que equivale a dizer que o # 8 e aff = Pa.
Quando ocorrer «; | f;, parai =1,...,n e j=1,...,m, designaremos este fato
por
Aly.n.,Op |ﬁ1,...,6m.

Um produto involutério pode possuir mais de dois termos, por exemplo a3y. Neste
caso,

(@By)’ =1 < afy =~pa.
A negacao da relagdo | serd representada por 1.
A cada elemento o € M estd associada uma transformagao Ty, : M — M, deno-
minada conjugacdo por «, assim definida:

T.(z) = aza™?t.

Teorema 5.1. Sejam (M, o) um grupo com elemento neutro 1. Para todo oo € M,
a transformagdo de conjugag¢ao por « € um automorfismo sobre (M, ), ou seja:
(1) Tu € bijetiva;
(i) Ta(l) =1;
(4ii) To(ry) = To(z)Ta(y);
(iv) To(z™!) = [To(z)] "
Além disso,
(v) Tﬁ'y(z) = Tﬁ(Tv(x)){
(vi) Se x|y, entdo To(x) | Ta(y).
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Demonstracgao: Aplicagdo imediata da defini¢do de conjugagao. [ |

Um subconjunto R € M é dito invariante por conjugacdo quando, para todo
a €M, To(R) CR.

5.2 Os Axiomas de Bachmann

Com a notagdo introduzida na segdo anterior, consideremos o grupo (M,e) e
suponhamos que ele admite um subconjunto gerador préprio R C M, invariante
por conjugagao e constituido apenas por involucoes. Entao, qualquer que seja o
elemento de M, ele se expressa como produto de um numero finito de elementos
em R, ou de seus inversos. Nada impede que haja elementos em R que também
se expressem como produtos de outros elementos em R.

As involugoes que integram R serdo designadas por letras minisculas. As in-
volugoes de M que se expressam como produto de duas involugoes de R (ou seja,
os elementos de M da forma ab, sendo a,b € R e a | b) serdo designadas por letras
maitsculas.

Com estas convencoes, sao 5 os axiomas da Geometria Absoluta de Bachmann:

(A1) Para todo par P,Q, existe g tal que P,Q | g.

(A2) Se P,Q | g,h, entdao P =Q ou g = h.

)

)

(A3) Se a,b,c| P, entdo existe d tal que abec = d.

(A4) Se a,b,c| g, entdo existe d tal que abc = d.
)

(A5) Existem r,s,t¢ tais que r | s, r{t,sttetfrs.

Os elementos de R sao denominados retas, ao passo que os produtos involutérios
de retas (isto é, os elementos P € M tais que P = gh = hg, para h,g € R) séo
denominados pontos. Nada impede que um elemento seja, ao mesmo tempo, ponto
e reta. Neste caso, este elemento se denominard um par polar.

Duas retas g, h € R sao ditas perpendiculares quando g | h, fato este que notaremos
por g L h.

Dizemos que uma reta g e um ponto P sdo incidentes quando P | g e escreveremos,
daqui em diante, P T g.



Os Axiomas de Bachmann 109

Fato Algébrico Equivalente Geométrico
reR r é uma reta
r,s €ER, P=rs=sr P é um ponto
r,s €R, rs=sr r é perpendicular a s
reR, Pr=rP P incide a r

Com estas novas designagoes, podemos reescrever os cinco axiomas:

(A1) Para todo par de pontos P, Q, existe uma reta g tal que P,Q T g.
(A2) Se P,QT g,h,entdo P =Q ou g = h.

(A3) Se PTa,b,c, entao existe d tal que abc = d.

(Ad)

(A5)

Se g L a,b,c, entao existe d tal que abc = d.

Existem trésretasr, s,t taisquer L s,r Y t,s L te PJt, onde P =rs = sr.

Os dois primeiros axiomas afirmam que, a dois pontos P e @, incide sempre uma
reta g, que serd unica se P # (. A reta que liga P e Q) serd representada por
(P, Q). Nao podemos, aqui, usar a notacao convencional PQ), pois, neste contexto,
ela designaria o produto do ponto P pelo ponto Q!

Os Axiomas (A3) e (A4) nada mais s@o do que o Primeiro e Segundo Teoremas
das Trés Reflexdes, estudados no capitulo anterior.

O Axioma (A5) nos garante a existéncia de um tridngulo retdngulo: r,s sdo as
retas suportes dos catetos e t é a reta suporte da hipotenusa.

E possivel que existam retas a, b, c € R tais que abc = 1. Portanto, ab=c¢, bc = a
e ca = b, sendo cada um dos produtos uma involugao. As retas a, b, ¢ sdo, portanto,
duas a duas perpendiculares, constituindo o que se denomina um triangulo polar.
Além disso, ab, como produto involutdrio de duas involugoes, corresponde a um
elemento C' € M, de forma que C' = ¢. Em outras palavras, um elemento é, ao
mesmo tempo, ponto e reta, sendo denominados polares um em relagao ao outro.

Teorema 5.2. Sejam o € M e T, : M — M a transformagao de conjugagao por
a. Entao T, leva retas em retas e pontos em pontos.

Demonstragao: Como R é, por hipdtese, um conjunto gerador invariante por
conjugacao, temos T, (x) € R para todo z € R, ou seja, T, leva retas em retas.
Seja P = ab = ba um ponto. Entao
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Logo, T, (P) é um ponto, j& que Ty (a) e T, (b) sao retas. [ |

5.3 Primeiros Teoremas

Enunciaremos, nesta se¢do, as primeiras consequéncias dos Axiomas (A1)-(A5).

O primeiro teorema nos diz que, se a e b sao retas perpendiculares, entao as duas
se encontram e ab é o ponto comum as duas.

Teorema 5.3 (Perpendiculares se encontram). a 1. b e P Ta,b se, e somente se,
P = ab.

Demonstragao: (=) Como a L b, o produto ab é um ponto e, certamente, ab T a, b.
Como, por hipétese, P Ta,b e a # b, por (A2), temos que P = ab.

(<) De P = ab segue que Pa = b, Pb = a e ab = P, ou seja, cada um dos produtos
Pa, Pb e ab é involutério, donde a L. be PT a,b. [ |

Teorema 5.4 (Existéncia da perpendicular). Para todo par P, g, existe sempre £
tal que PTl el 1 g.

Demonstragao:

e Caso 1: PTg. Seja P = ab. Portanto, P T a,b,g e, por (A3), existe ¢ tal
que abg = £, ou seja, Pg = ¢, donde P{ e £g sao involutérios. Logo, PT /e
{1 g.

e Caso 2: P} g. Temos dois subcasos:

— Caso 2a: P # T,(P). Por (Al), existe ¢ tal que P,T,(P) I {. Portanto,
Tg(@ITg(P)an(P)v ou seja, Ty(¢) TTy(P), P. Por (A2), £ = Ty(¢),
mas £ # g, pois PT /e PJg. Resta, entao, ¢ 1 g.

— Caso 2b: P = T,(P). Logo, P = gPg~!, ou seja, Pg = gP. Como
P7 g, esta igualdade s6 sera satisfeita se P = g. Em outras palavras, P
e g sao polares. Neste caso, para qualquer c tal que P T ¢, teremos ¢ L g
e vice-versa. Se P = ab, entao P T a,b e também a,b 1L g. Portanto,
existem varias perpendiculares a ¢ incidentes a P. [ |

O préximo teorema nos diz que, se P e g nao sao polares, entao a perpendicular
a ¢ incidente a P ¢é unica.
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Teorema 5.5 (Unicidade da perpendicular). Se P # g, PT a,b e a,b L g, entdo
a=">.

Demonstragao:

e Casol: PTg. Como PTa,gea L g, pelo Teorema 5.3, temos P = ag. Da
mesma forma, P = bg, donde ag = bg e, consequentemente, a = b.

e Caso 2: PJg. Como, por hipdtese, P # g, temos P # Ty(P). De PLa,b,
segue que Ty(P) I Ty(a),Ty(b). Dea,b L g, segue que Ty(a) = a e Ty(b) = b.
Portanto, P,T,(P) La,b e, por (A2), a = b. [ ]

Teorema 5.6. Se PT g, entdo Pg € uma reta, a saber: a perpendicular a g
levantada por P.

Demonstragao: Basta reunir os itens denominados Caso 1 nas provas dos dois
teoremas anteriores. |

Teorema 5.7 (Tridngulos Polares). a L b, b 1L ¢ e a L ¢ se, e somente se,
abc = 1.

Demonstracdo: Como coroldrio do Teorema 5.5, temos que, se a # b, PTa,b e
g L a,b, entao P = g. Como a L b, podemos chamar ab = P é um ponto. Por-
tanto, a # b, P T a,be c 1 a,b acarretam P = ¢, ou seja, ab = ¢, donde abc = 1.
Para mostrar a reciproca, basta ver que abc = 1 implica ab = ¢, ac =b e bc = a.l

O Axioma (A5), que pressupoe a existéncia de um tridngulo retadngulo, nos fornece
a existéncia de, pelo menos, 3 retas distintas e de, pelo menos, um ponto, ja que
duas dessas retas sao perpendiculares. Utilizando este ponto especial, podemos
provar que a toda reta incide pelo menos um ponto:

Teorema 5.8. Para todo a, existe A tal que AT a.

Demonstracao: Por (Ab), existe pelo menos um ponto P no plano, sendo P =
rs = sr. Se P T a, basta tomarmos A = P. Do contrério, pelo Teorema 5.4, existe
uma reta b tal que P Tbe b L a e, pelo Teorema 5.3, ab = ba = A. ]

5.4 QOutros Resultados

Por limitagoes de espaco, nao poderemos nos estender muito além na dedugao de
mais teoremas da Geometria Absoluta. Se o fizéssemos, no entanto, o leitor iria
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constatar uma certa repeticao de algumas defini¢oes e teoremas ja enunciados no
final do capitulo anterior. Entretanto, as demonstracoes aqui neste novo contexto
axiomatico exigem um cuidado adicional, que era desnecessario na Geometria Neu-
tra: levar em conta a possibilidade de o plano ser eliptico, contendo um triangulo
polar formado por trés retas perpendiculares duas a duas. Apesar disso, a maioria
dos enunciados se mantém idéntica aos dos teoremas ja apresentados.

De inicio, apareceriam as reciprocas dos Axiomas (A3) e (A4), exatamente como,
no Capitulo 4, surgiram as reciprocas do Primeiro e Segundo Teoremas das Trés
Reflexoes:

e Se PTa,b,ce abc=d, entao P ILd.
e Sea#be PTa,beabc=d, entao PLec.
e Seglabceabc=d, entao d L g.
e Sea#beglabeabc=d, entdoc L g.

Em continuagao, introduzirifamos a relacao estar em feize, andloga a definicao
de feixes de retas. Na Geometria Absoluta, trés retas a,b,c € R estdo em feize
quando abc é também uma reta. Surgirao, igualmente, trés espécies de feixes, de
acordo com o elemento comum entre as retas a, b:

e se existe um ponto P tal que P T a,b, entao toda reta ¢ em feixe com a e b
serd também incidente a P;

e se existe uma reta s tal que s L a, b, entao a reta ¢ em feixe com a e b serd
também perpendicular a s;

® @ e b nao precisam obrigatoriamente ter um ponto P ou uma perpendicular
comum.

O Teorema de Hjelmslev (4.18), que estabelece a condigdo necessdria e suficiente
para que dois feixes de retas possuam uma reta em comum, tem, na Geometria
Absoluta, idéntico enunciado:

Teorema 5.9 (Teorema de Hjelmslev). Sejam A # C, aa’ = A, ¢ = C e
abc=d € R. Entao a'bc’ =d € R se, e somente se, d L v, sendo A,C L.

Do Teorema de Hjelmslev, deduzem-se os principais resultados sobre produtos de
elementos de M, analogos aos obtidos na analise que fizemos de movimentos pares
e impares, na Sec¢ao 4.9:

e Todo produto da forma uvW equivale a um produto da forma ab (corres-
ponde ao Lema 4.7);
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e Todo produto da forma wvw equivale a um produto da forma aB (corres-
ponde ao Lema 4.8);

e Todo produto de um ntimero par de 2 ou mais retas equivale a um produto
da forma ab;

e Todo produto de um ntimero impar de 3 ou mais retas equivale a um produto
da forma aB.

Os dois ultimos itens correspondem a aplicagao iterada do Teorema da Reducao
(4.20).

Diferentemente do que acontecia na Geometria Neutra, aqui pode ocorrer que
o produto de um ndmero par de retas equivalha a um produto de um niimero
impar de retas, bastando para isso que o plano seja eliptico. Neste caso, existem
elementos no grupo que sao, a um tempo, retas e pontos, nao sendo possivel
classificar os movimentos em pares e fmpares.

Quanto a existéncia de pontos e retas, na Geometria Neutra, o Axioma (I3) nos
assegura a presenca de 3 pontos nao colineares no plano, donde a existéncia de
trés retas que nao possuem um ponto comum era consequéncia imediata. Na
Geometria Absoluta, o Axioma (A5) pressupoe a existéncia de trés retas distintas
formando um triangulo retangulo. Com algum algebrismo, é possivel deduzir o
seguinte teorema:

Teorema 5.10. A cada reta incidem, pelo menos, 3 pontos distintos. A cada
ponto incidem, pelo menos, 4 retas distintas.

5.5 Geometrias Derivadas

Em seu livro Geometry: An Introduction, de 1971 ([7]), o alemao Giinter Ewald
desenvolve uma geometria equivalente a de Bachmann, partindo de um conjunto de
axiomas distinto em nimero e enunciado do original que aqui utilizamos. Todos
os resultados ali descritos j4 apareciam na primeira versao de 1959 do livro de
Bachmann. Ewald, no entanto, tem o cuidado de prover cada afirmacao de uma
interpretagao geométrica visualizdvel, que facilita a leitura e a compreensao.

A Geometria Absoluta nao é categorica, na medida em que admite modelos total-
mente diversos e nao isomorfos, inclusive finitos.

A partir dos 5 axiomas aqui mostrados, obtém-se as Geometrias Euclidiana e
Hiperbdlica mediante a introdugao do conceito de ordem (com 4 axiomas seme-
lhantes aos Axiomas de Ordem da Geometria Neutra), dos respectivos Axiomas
de Paralelismo (Euclidiano e Hiperbdlico) e do Axioma de Continuidade.
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Geometrias Elipticas, em que nfo existem paralelas, decorrem da Absoluta pela
introducao de um axioma especial: o que assegura a existéncia de um triangulo
polar, consistindo de trés retas perpendiculares duas a duas.
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