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Prefacio

It is the mark of an instructed mind
to rest satified with the degree of pre-
cision which the nature of the subject
permits and not to seek an exatness
where only an approrimation of the
truth is possible.

Aristételes

Os sistemas dinamicos surgiram com a necessidade de compreender feno-
menos que evoluem com o tempo, seguindo regras rigidas pré estabelecidas.
Os modelos variacionais deterministicos, formulados por meio de equagGes
diferenciais ou de diferencas, tornaram se ferramentas essenciais para o
conhecimento e previsao de muitas situagoes, especialmente de carater fisico
ou biolégico.

A caracteristica essencial da modelagem matemaética de processos varia-
cionais, utilizando equacoes deterministicas, é a “exatidao” obtida nas pre-
visées do fendomeno estudado. Evidentemente, tais previsoes estao sempre
dependentes de “informagoes precisas” que sao inseridas nos modelos por
meio de valores médios dos parametros envolvidos.

Os modelos classicos de Biomatemadtica, particularmente, os modelos
de dinamica populacional e epidemiologia sao fundamentados em hipéteses,
quase sempre, provenientes da fisico - quimica onde a reagdo entre duas
substancias (varidveis de estado) é modelada pelo produto de suas concen-
tragoes - lei da agdo das massas. Esta mesma lei é usada nos modelos
de Lotka - Volterra de interagao de duas espécies ou nos modelos de Ker-
mack - MacKendrick de epidemiologia. O parametro que representa a taxa
de predacao do modelo presa-predador ou a forca de infeccao dos modelos
epidemiolégicos sao valores “médios” simulados ou obtidos empiricamente.

Nos modelos que lidam com incerteza como os estocésticos, por exemplo,
as solugbes sao processos estocasticos cujas médias podem ser obtidas a



posteriori, quando se tem as densidades de distribuigdo das varidveis e/ou
dos parametros envolvidos no modelo referente ao fendomeno analisado.

Por outro lado, se numa populagéo, além de quantificar seus elementos,
pretendemos levar em conta certas qualidades dos individuos, as varidveis
e/ou parametros dos modelos matematicos devem ser considerados, quase
sempre, como sendo imprecisos ou obtidos com dados parciais. Por exem-
plo, numa populacao de presas de uma determinada espécie, a cada presa
podemos levar em conta a facilidade como é predada, o que pode estar
relacionado com a sua idade, seu estado de saide, habitat etc. Considera-
¢Oes deste tipo (varidveis de estado com adjuntos qualitativos) sdo muito
freqiientes em fendmenos biolégicos e muitas vezes essenciais na modelagem
e entendimento do fendmeno. Num sistema evolutivo, o que parece ser
insignificante inicialmente pode ter importancia extrema no futuro.

Os varios tipos de incertezas que aparecem nos fenémenos tratados pela
Biomatematica podem ter modelagem bem variadas. Quando optamos pe-
los modelos estocésticos, implicitamente estamos supondo conhecer, a pri-
ori, as distribuigoes de probabilidades dos parametros e condigoes iniciais do
fenémeno estudado. Este é o caso do modelo estocastico malthusiano estu-
dado por Pielou. Entretanto, se no fenomeno em questao pretendemos levar
em conta heterogeneidade, como gradualidades, que nao sao provenientes
de aleatoriedades, como modelar matematicamente estas caracteristicas?

Nosso objetivo aqui é estudar sistemas variacionais fuzzy, oriundos ou
nao de equagoes deterministicas, que contemplam a subjetividade dos ele-
mentos envolvidos. Os modelos variacionais fuzzy podem comportar varios
tipos de incertezas (subjetividades ou fuzziness) que podem estar acopladas
nos parametros, nas condi¢Oes iniciais ou nas préprias variaveis de estado.

Se a subjetividade vem na variavel de estado ou nos parametros dos mo-
delos temos, respectivamente, fuzziness demografica ou fuzziness ambiental.
Assim, quando as varidveis de estado sao modeladas por meio de conjuntos
fuzzy, temos fuzziness demogrdfica, e fuzziness demogrdfica quando somente
os parametros sao considerados fuzzy. Em geral, ambos os tipos de fuzziness
estao presentes nos fenomenos bioldgicos.

Esta nova maneira de modelar problemas ligados a realidade biolégica,
onde tanto as variaveis de estado como os parametros sao portadores de
subjetividades, vem ganhando terreno na area de Biomatemadtica com re-
sultados significativos e bastante animadores.

As equagoes variacionais fuzzy tém sido estudadas por distintos métodos.
A primeira tentativa de se contemplar subjetividades do tipo nao aleatério
em sistemas variacionais foi com o uso da derivada de Hukuhara que nao
teve muito sucesso, sendo a causa principal o fato que com tal processo
nunca se ter estabilidade da solucao - a incerteza sempre aumenta sem



limitagdo. Outra maneira de se contemplar a subjetividade nao aleatéria é
por meio das inclusoes diferenciais. Tal procedimento, no entanto, tem-se
mostrado muito complicado, mesmo quando aplicado em situagoes simples.
Um método alternativo que temos usado, é aquele que consiste em fuzzi-
ficar as solugoes de um modelo deterministico, usando o principio da ex-
tensao de Zadeh. Mostramos recentemente que este método relativamente
simples, sob certas condigoes, fornece as mesmas solugoes que as inclusoes
diferenciais fuzzy. Mostramos também que estes sistemas fuzzy, obtidos via
extensao de Zadeh, se comportam de maneira similar aos modelos deter-
ministicos associados em relagao a qualidade de seus pontos estacionarios.
Em todos os métodos citados o processo fuzzy adotado para se estudar sis-
temas variacionais é sempre derivado de sistemas classicos, deterministicos
ou estocasticos. Por outro lado, com ferramentas da légica fuzzy podemos
estudar a dinamica de feno6menos sem os conceitos formais de variagoes
provenientes das derivadas ou diferencas explicitas ou entao das inclusoes
diferenciais. O método consiste, simplesmente, em adotar o processo it-
erativo, considerando variacées obtidas por meio de uma base de regras e
um operador (de Mamdani) que as transformam em “ntimeros”. Denomi-
namos tais sistemas de sistemas puramente fuzzy ou simplesmente, sistemas
p - fuzzy.

As solugoes obtidas dos sistemas fuzzy ou p - fuzzy sdo aparentemente
mais grosseiras e menos exatas que as deterministicas porém sdo muito
mais seguras. As solugoes dos sistemas fuzzy sdo apresentadas em formas
intervalares em que cada valor tem seu grau de confiabilidade como solucao,
em cada instante. Os sistemas p - fuzzy tém a vantagem de englobar a
subjetividade descrita por um especialista do fendomeno estudado.

Apresentamos neste texto resultados relevantes sobre existéncia e uni-
cidade de solugoes e estabilidade de sistemas fuzzy e p - fuzzy que foram
obtidos recentemente.

Este texto é composto de quatro capitulos:

e Capitulo 1: Revisao dos modelos autéonomos classicos de
dinamica populacional;

e Capitulo 2: Problema de valor inicial fuzzy - Sistemas fuzzy;
e Capitulo 3: Sistemas p - fuzzy;
e Capitulo 4: Aplicagcoes em Biomatematica.

Santo André, 28 de abril de 2010.

Rodney C. Bassanezi
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Capitulo 1

Revisitando os modelos
classicos

1.1 Introducao

A investigagao do crescimento e declinio de populagdes é, historicamente,
o mais antigo ramo da ecologia matemdtica ([3], [19]). As equagdes de
diferencas e diferenciais, desenvolvidas apds o surgimento do calculo inte-
gral e diferencial no final do século XVII, sem duvidas tém contribuido de
maneira significativa para a modelagem matematica de fenémenos biolégicos
de maneira geral.

Neste capitulo, vamos rever alguns dos principais modelos deterministicos,
no contexto historico, para dindmica populacional de espécies isoladas e em
interacdo. Algumas propriedades sobre o comportamento qualitativo das
solugoes de equagoes diferenciais e de diferencas também serao apresenta-
dos para auxiliar na analise matematica dos modelos aqui apresentados.

1.2 Dinamica populacional para espécies iso-
ladas

As mudancas quantitativas que ocorrem na populacao de uma determi-
nada espécie sao ocasionadas por trés fatores: a natalidade, a mortalidade
e a migragao. Sendo assim, a variagdo com relagdo ao tempo na quantidade
de individuos de uma determinada populagdo p = p(t) é determinada por:
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d};_(tt) = natalidade — mortalidade + migragdo. (1.2.1)

Para simplificar a modelagem matematica, em geral, ndo consideramos
os efeitos do processo migratorio, isto é, a populacao é tratada isoladamente.
Se a natalidade e a mortalidade sdao dadas em funcdo da quantidade de
individuos p(t) no instante ¢, entdo a equagdo (1.2.1) pode ser reescrita
como uma equagao diferencial auténoma,

dp(t) _
ar f(p), (1.2.2)

onde a fungdo f(p) satisfaz f(0) = 0, isto é, se ndo hd nenhum individuo na
populagao entao esta nao varia pois nao pode haver natalidade ou mortali-
dade em uma populacao nula. Esta condigdo é indispensavel pois ela coibe
o aparecimento espontaneo de individuos.

Se a fungdo f(p) é suficientemente suave para que possamos expressi-la
como uma série polinomial (série de Taylor), entdo temos

fp) =Y ap'. (1.2.3)
=0

Porém, como f(0) = 0, entdo a primeira parcela da série acima é nula,
ap = 0, 0 que nos permite reescrever a equagao (1.2.2) como,

dp(t) 1 2
. plar +asp' +asp® +...) (1.2.4)
= pA(p).
A fungéo A(p) é denominada indice de crescimento relativo uma vez que,
1 dp(t)
Ap) = ———=.
(p) > di

Considerando que no instante inicial ¢ = 0 o nimero de individuos seja
p(0) = pg > 0, entdo temos um problema de valor inicial que representa a
dindmica populacional de uma espécie isolada:

) _
a P (1.2.5)
p(0) = po.

Em geral, queremos determinar o comportamento da dinamica popula-
cional em um periodo de tempo. Sendo assim, é importante obter o maior
nimero de informacoes do modelo que descreve a situagao como por exem-
plo, os estados de equilibrio.
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Definicao 1.1. Dizemos que um ponto p* € um estado de equilibrio para a
equagao (1.2.2) quando p'(t) = f(p*) = 0.

Se consideramos a dinamica de uma determinada populacao modelada
conforme (1.2.2) ( da qual a equacgdo (1.2.5) é uma caso particular) entéo,
pela férmula de Taylor, temos que, suficientemente préximo de p* vale

dp

o =) = ")+ ') —p").

Logo, como f(p*) = 0, separando as varidveis obtemos

d .
P~ pp)d,
p—p

que por integragao no intervalo [0,¢], nos fornece

In Ip(t) —p*| _ I

—~ f(p )t = |p(t) - p*| = Ipo — plel @,
|po*p| ©

Assim, dependendo do sinal da derivada f/(p*), a solugdo se aproxima
do estado de equilibrio p* ou se afasta de p*. Dizemos entao que o estado
de equilibrio é localmente:

1. Assintoticamente estdvel quando f'(p*) < 0;
2. Instavel quando f’(p*) > 0.

Do ponto de vista de aplicagao em biomatematica, os modelos de dinamica
populacional de uma tunica espécie com crescimento inibido sdo os mais
utilizados. Estes modelos sao caracterizados por possuirem um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel, isto é, a populagdo tende a se estabi-
lizar com a passagem do tempo. Matematicamente, isto significa que existe
uma constante k # 0 tal que A(k) = 0. Este valor é denominado capacidade
suporte .

Os modelos com crescimento populacional inibido apresentam algumas
importantes caracteristicas basicas:

1. O crescimento relativo A(p) é decrescente com rela¢do a quantidade
de individuos, p, e A(p) — 0 quando p tende & capacidade suporte k
(Figura 1.1a);

2. A variagado absoluta é crescente no inicio e depois decresce tendendo
a zero (Figura 1.1b);

3. A variacdo é negativa se p(t) > k (Figura 1.1(a-b)).
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Variagao relativa
Variagao absoluta

Dens. populacional K 0 Dens. populacional X

(a) (b)

()

Figura 1.1: Gréficos para modelos inibidos; (a) - variagoes relativas; (b) - variagao
absoluta; (c¢) solugdo do modelo inibido.

Estimar a capacidade suporte para uma populagdo nem sempre é uma
tarefa facil pois esta depende de diversos fatores ambientais e bioldgicos
que interferem na dinamica da espécie. Desta forma, as caracteristicas
que apresentamos acima para modelos com crescimento inibido sao levadas
em consideragdo em na formulagao dos modelos subjetivos usando a teoria
fuzzy, que por sua vez, podem ser usados como ferramentas para estimar o
parametro k.

A seguir, apresentaremos a formulagdo em termos de equacoes diferen-
ciais e as solugoes analiticas, de alguns modelos de dinamica para espécies
isoladas. Estes modelos sao bem conhecidos na literatura da érea.

1.2.1 Modelo de Malthus

Em 1798, o economista inglés T. Malthus publicou um artigo sobre o es-
tudo do crescimento populacional humano que atualmente é conhecido como
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a primeira proposta de utilizacao da matemética na tentativa de avaliar a
dindmica populacional. Segundo Malthus, sob certas condigbes, a variagao
populacional ocorre & uma razao geométrica.

Embora Malthus ndo tenha formulado matematicamente, o atualmente
conhecido como modelo de Malthus, em termos de equacgoes diferenciais, é
dado por:

— = \p(1), (1.2.6)

onde A > 0 é constante.

A equagdo diferencial (1.2.6) é um caso particular da equagdo geral
(1.2.4) estabelecida na secdo precedente como modelo de dindmica popu-
lacional sem migracao, onde o indice de crescimento relativo permanece
constante ao longo do tempo.

Considerando p(0) = py > 0, entdo temos um problema de valor inicial
determinado pela equagdo (1.2.6), cuja solugdo

p(t) = poe' (1.2.7)

é facimente determinada por separacao de variaveis e integracao no intervalo
[0,¢].

Biologicamente, as condigoes pressupostas neste modelo sdo ideais no
sentido que nao ha restrigoes fisicas e ambientais para o crescimento ex-
ponencial do nimero de individuos da populagdo, o que nao condiz com a
realidade. No entanto, tal modelo serve como aproximagao para problemas
mais elaborados em intervalos de tempo relativamente curtos.

1.2.2 Modelo de Verhulst

Em 1838, Pierre F. Verhulst propos um modelo de dinamica populacional
para uma espécie que leva em consideracao a capacidade do ambiente su-
portar um nimero maximo de individuos, devido as limitagoes do espago
fisico e disponibilidade de alimentos, ou seja, existe uma capacidade suporte
para a populacao.

No modelo de Verhulst, a funcao de crescimento relativo é linear, de-
crescente com relagdo a quantidade de individuos p(t) e tendendo a zero
quando p(t) — k. Isto é, a variagdo da populagdo é menor quando o nimero
de individuos se aproxima da capacidade suporte. Além disso, a variagao
populacional atinge seu valor maximo quando a populagao atinge a metade
da capacidade suporte (p(t;) = k/2), como podemos observar na equagao
(1.2.8) que é a formulagdo matemética do modelo de Verhuslt.

dp P
—_ = 1-—=). 1.2.
" ap( k) (1.238)
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Na equacao acima, também conhecida como equacao logistica, as constantes
reais e positivas « e k sdo respectivamente, o indice intrinsico de crescimento
e capacidade suporte. O indice intrinsico de crescimento « representa a
capacidade do individuo se reproduzir sem a interferéncia do ambiente.

A solugao analitica para o problema de valor inicial determinado pela
equagdo (1.2.8) com condigdo inicial p(0) = p, > 0, é obtida por meio
da separagdo de varidveis e integragdo no intervalo [0,¢], obtendo assim a
expressao

In|—| —1In p—k ‘ = at,
Do po—k
o que implica em
—k
In p—(po ) ‘ = at,
po(p - k)
ou ainda,
pAp*M‘:eﬂn:Jp*kl:h%*kufm.
p(po — k) Ipl [Pl
Isolando p(t) obtemos
Pok

P T e

Como o termo exponencial no denominador tende a zero quando t — oo
entdo, independentemente da condi¢do inicial p,, p(t) — k quando ¢ — oo,
ou seja, o estado de estabilidade p* = k é assintoticamente estavel.

1.2.3 Modelo de Montroll

O modelo de Montroll, proposto em 1971, pode ser considerado como a
generalizagao do modelo de Verhulst. Neste modelo, o indice de crescimento
relativo é decrescente com relagdo a p(t), porém ndo necessariamente de
forma linear como no modelo de Verhulst. A equacao diferencial para o

modelo de Montroll é:
dp P\’
— = 1—-(= 1.2.9
dt ap[ (k> ’ (1.2.9)

onde k > 0 é a capacidade suporte, « e 3 constantes reais positivas.
A diferenca fundamental entre os modelos de Motroll e Verhulst estéd
na posi¢ao do ponto de maior variacao populacional. Enquanto na equagao
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logistica a variagdo mdxima ocorre quando p(t;) = k/2, no modelo de Mon-
troll a variacdo maxima ¢é atingida quando

Desta forma, o ponto de inflexdo de p(t) pode ser alterado de acordo
com a necessidade do problema, apenas modificando o valor de 3. No caso
particular em que § = 1 temos o modelo de Verhulst.

O estado de equilibrio ndao nulo para o modelo de Montrol é p* = k.
Considerando f(p) como a expressdo a direita do sinal de igualdade na
equagdo (1.2.9), entdo temos que

Z_fp = —af <0.
Consequentemente, o estado de equilibrio p* = k é assintoticamente estavel.
Logo, podemos concluir que, independentemente da condicao inicial p,,
p(t) — k quando ¢t — oo.
A solugao do modelo de Montroll é dado por:

p(t) = pok (1.2.10)

6 + (k& — pll)e—5rt]

1.3 Modelos para interacao entre espécies

Na natureza raramente sao encontradas espécies isoladas conforme pres-
supomos na secao anterior. Geralmente as espécies em uma comunidade
sao encontradas interagindo de alguma forma, podendo essa interacao ser
prejudicial ou benéfica. Estas interagées em geral, provocam alteragdes na
dindmica populacional dos individuos envolvidos. Dentre estas interagoes se
destacam as interagoes do tipo competicao, presa - predador e mutualismo.

E entendido como situagao de competicao quando o crescimento da po-
pulacdo de uma das espécies envolvida na interacao implica em decresci-
mento da populacdo da segunda espécie. Isto geralmente ocorre quando
duas espécies disputam os mesmos recursos naturais em um ambiente em
comum. Este tipo de interacao é prejudicial para ambas as espécies.

Quando o aumento no nimero de individuos de uma das espécies acar-
reta em aumento populacional a outra, porém o crescimento populacional
da segunda espécie leva ao declinio populacional da primeira, entdo temos



18 Revisitando modelos cldssicos

uma interagdo do tipo presa - predador (ou parasita - hospedeiro ou planta -
herbivoro ). Na interagio presa - predador uma espécie é prejudicada (presa)
e a outra é beneficiada (predador) pela interagdo. Em geral, as interagoes
do tipo presa - predador acontecem quando uma das espécies (a presa) serve
como fonte de alimento para a outra espécie (o predador).

No caso em que ambas as espécies sao beneficiadas pela interacao, ou
seja, o crescimento populacional de uma espécie implica em crescimento da
populacao da outra espécie e vice-versa, entao temos uma interagao deno-
minada mutualismo ou simbiose.

Resumidamente, as interagoes descritas acima podem ser determinadas
segundo a influéncia de cada espécie sobre a outra, isto é, se a interagao é
benéfica, representada pelo sinal (+), ou prejudicial, representada por (—),
para cada espécie. A tabela a seguir fornece um resumo da interagao entre
as espécies para os trés casos aqui considerados:

interacao espécie 1 espécie 2
competigao - -
presa - predador + -
mutualismo + +

Na formulacao matematica destes modelos, as caracteristicas de cada
interacao sao essenciais para a definicao das funcoes de crescimento relativo
que determinam a dinamica populacional de cada espécie envolvida na in-
teragdo. Entender o comportamento da dinamica populacional é o principal
objetivo da modelagem matemadtica de tais fenomenos.

Sendo assim, devido a dificuldade ou até mesmo impossibilidade de se
obter solugoes analiticas, desejamos estabelecer critérios que nos permitam
avaliar qualitativamente as solugbes. Para isso, enunciaremos alguns con-
ceitos e resultados bésicos da teoria de estabilidade no sentido de Lyapunov.

Consideremos um sistema dinamico bidimensional dado por

d
d_f = fi(z,y)
(1.3.11)
d
d_:lt/ = f2($a y)

Definigao 1.2. Um ponto (x*,y*) é denominado um estado de equilibrio ,
ou estado estaciondrio, para (1.5.11) quando fi(z*,y*) = fa(z*,y*) = 0.

O comportamento das trajetérias determinadas pelas solugtes x(t) e y(t)
nas proximidades dos estados de equilibrio sao de particular interesse. Na
definigdo a seguir, d(A, B) é a distancia entre dois pontos A e B em R2.
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Definigao 1.3. Seja =¥ = (x*,y*) um ponto de equilibrio e x(t, z,) a
solugdo, com condigdo inicial x, = (x,,Yy,), do sistema (1.3.11). Dizemos
que x* € estavel se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

dlz,, ") <d = d(z(t,z,),x") <e.
O estado de equilibrio * ¢ assintoticamente estdavel quando € estavel e

lim d(x(t, x,), ") = 0.
t—o0
O estado de equilirbrio é dito instdvel quando nao satisfaz as condicoes
acima.
A andlise de estabilidade local, no caso em que as fungdes fi(x,y) e

fa(x,y) sdo ndo-lineares, é feita por meio dos autovalores da matriz jaco-
biana

9f1 91
ox Jy
Tl ey =
Y
( ) 9f> 9f>
dg Jy

(z*,y*)

Teorema 1.1 ( linearizacdo). Seja (z*,y*) um estado de equilibrio para
o sistema (1.8.11) e A\ 2 autovalores da matriz jacobiana em (z*,y*). Se
Re(M2) < 0, entdo o estado de equilibrio € localmente assintoticamente
estdvel; se A\iAa < 0, o estado de equilibrio € instdvel (ponto de sela); se
Re(M1,2) > 0, o estado de equilibrio é instdvel.

Demonstragio. Consultar [21].

E importante observar que o teorema acima ndo permite conclusao
quando os autovalores sdo imagindrios puros (estados de equilibrios néo
hiperbdlicos). Observamos também, que a natureza do estado de equilibrio
é local, ou seja, as condigoes iniciais do sistema (1.3.11) devem estar sufi-
cientemente préximas de (z*,y*) para que as conclusoes sejam garantidas.
O teorema a seguir fornece resultados sobre o comportamento global da
solugao.

Teorema 1.2. Seja L(x,y) uma fungao de Lyapunov . O estado de equilibrio
(z*,y*) serd:

(i) Estdavel quando V L(z,y) - (f1, f2) <0 para todo x,y;

(i) Assintoticamente estdvel quando VL(z,y) - (f1, f2) < 0 para todo x,y;

(i) Instdvel quando VL(x,y) - (f1, f2) > 0 para todo z,y.
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Uma fung¢do de Lyapunov é uma funcao escalar nao negativa, isto é,
L(z,y) > 0 para todo & # z* e y # y*, com derivadas parciais de primeira
ordem continuas. A instabilidade local de um estado de equilibrio, abre o
questionamento sobre o que acontece com a trajetoria da solugao no plano de
fase quando ¢t — oco. Se as fungdes z(t) e y(t) sdo limitadas, é de se esperar
que a trajetéria nao se afaste indefinidamente do estado de equilibrio. Um
dos principais resultados neste sentido é o Teorema de Bendizson-Poincaré

Teorema 1.3 (Bendixson-Poincaré). Se parat > 0, a trajetoria (x(t),y(t))
do sistema (1.3.11) € limitada no plano-xy e ndo se aprozima de um estado
de equilibrio, entao a trajetoria (x(t),y(t)) é fechada ou se aprorima de uma
trajetdria fechada quando t — oo (ciclo limite) .

E importante observar que se a trajetéria (z(t),y(t)) é limitada, entéio
temos um ciclo limite ou um estado de equilibrio assintoticamente estédvel.
Logo, andlises de estabilidade locais sao suficientes para garantir o compor-
tamento global da solucao.

Um critério de negagao de existéncia de ciclos limite é denominado
critério de Dulac

Teorema 1.4 (critério de Dulac). Seja 3(x,y) continuamente diferencidvel
uma regido simplesmente conexa D C R? e suponha que

9(Bf1) + d(Bf2)
ox y

seja estritamente positivo ou estritamente negativo em D. FEntdao nao hd
trajetdrias fechadas para o sistema (1.3.11).

A seguir, apresentaremos alguns dos principais modelos para interagao
entre espécies.

1.3.1 Modelo presa - predador de Lotka-Volterra

A primeira representagao do comportamento de um sistema presa -
predador, foi proposta por volta de 1926 pelo matemaético italiano V. Volterra
na tentativa de explicar o comportamento das populagoes de certas espécies
de peixes no mar Adridtico. Em 1925, o biofisico A. Lotka encontrou as
mesmas equagoes em estudos sobre reacgoes cinéticas.

O atualmente denominada modelo de Lotka-Volterra, leva em conside-
ragao as seguintes hipoteses:

1. Na auséncia de predadores a populagdo de presas cresce de forma
malthusiana;
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2. Na auséncia de presas a populacao de predadores decresce propor-
cionalmente & sua populagdo (malthusianamente);

3. O indide relativo de crescimento da populacao de presas diminui lin-
earmente em relagao a populagao de predadores;

4. O indice relatido de crescimento da populagao de predadores cresce
linearmente com relacao a populacao de presas.

Matematicamente estas informagoes estao sintetizadas no sistema de
equagoes diferenciais

d.Z‘ = ar — axr
at Y
(1.3.12)
dy
-y
L y + Bxy,

onde x = z(t) é a populacio de presas, y = y(t) é populagdo de predadores
e a,b, a, 0 sdo constantes reais positivas.
A solugdo implicita para o sistema (1.3.12) pode ser obtida eliminado o
parametro ¢ através da regra da cadeia
dx x(a — by)

dy — y(—c+dx)’

Por separacao de varidveis e integragdo obtemos a seguinte relacao entre as
varidaveis de estado:
yaefaac — C.T}beiﬁx,
onde ¢ é uma constante determinada pela condigdo inicial (z,,y,).
Os estados de equilibrio do sistema (1.3.12) sdo dados pelo pela solugao
)=ax —azxy=0

do sistema
fi(z,
fo(z,y) = —cy + Bry =0

os quais sdo ] = (0,0) e x5 = (b/5,a/«).
A matriz jacobiana avaliada no estado de equilibrio (0,0) é:

a 0

Como os autovalores de J g o) possuem sinais diferentes, entao, pelo Teorema
1.1, o estado de equilibrio } = (0, 0) é localmente instdvel (ponto de sela).
A matriz jacobiana em (b/3,a/«) é dada por:

—ab
B
0

(1.3.13)

RS

@l% o

Jw/.a/0) = [
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cujos autovalores sao Aj 2 = +iv/ab. Como os autovalores de Jv/8,a/a) 880
imaginarios puros, o Teorema 1.1 nao fornece nenhum resultado quanto a
natureza da estabilidade em x5 = (b/83, a/«).

Podemos porém, analisar o comportamento global da solugao do sistema
(1.3.12) construindo uma funcdo de Lyapunov conveniente, que neste caso

L(z,y) = m*(i —hh= 71) +2(£ “mZ 71)
onde (z*,y*) é o estado de equilibrio ndo nulo. As derivadas parciais de
L(z,y) sao:

or ! x dy  f
Por célculo direto é fécil verificar que VL(z,y)-(f1, f2) = 0. Logo, pelo Teo-
rema 1.2, concluimos que as solucao é estavel, porém nao assintoticamente
estavel.

Utilizando métodos numéricos para resolucao de equacoes diferenciais,
obtemos a solugao para o sistema de Lotka-Volterra. As trajetérias deter-
minadas por z(t) e y(¢) no plano xy, sdo fechadas conforme observamos na
Figura 1.2 que representa a solu¢do no plano de fase de z(t) e y(t), com
distintas condicGes iniciais.

OL(z,y) x* OL(z,y) 1 ( a)
Y

o 50 00 50 20 750
Dens. pop. de presas

Figura 1.2: Solugdes no plano de fase para o sistema (1.3.12) com a = b = 0.05,
a =3 =0.001 e condigao iniciais (10, 5), (15,15), (20, 25), (40,40) e (50, 50).

E importante observar que as fun¢des x(t) e y(t) sdo periddicas e a ampli-
tude aumenta conforme a condi¢ao inicial afasta-se do estado de equilibrio

(b/8; /).
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O modelo de Lotka-Volterra é muito criticado por ser um sistema con-
servativo ([17]), o que é uma idealizagdo tornado-o menos aplicivel. Embo-
ra oscilagbes sejam inerentes & populacoes em processo interativos do tipo
presa - predador, o modelo de Lotka-Volterra no entanto, nao é apropriado
para descrever o comportamento da dinamica destas interagoes ([3]). Pois,
sendo conservativo, a amplitude das oscilagoes estao sujeitas as condigoes
iniciais, o que naturalmente nao é observavel. Pequenas flutuagdes na
condicao inicial do sistema, provoca alteragoes que serao mantidas ao longo
do tempo. Além disso, este modelo é estruturalmente instavel, uma vez que,
se acrescentarmos uma capacidade suporte para a populagao de presas, o
estado de equilibrio ndo nulo torna-se assintoticamente estavel.

Na tentativa de contornar o problema acima exposto, algumas alteragoes
tém sido propostas para o modelo de Lotka-Volterra. Quando nao ha com-
peticao interespecifica na populacao de predadores, a generalizagao do mo-
delo de Lotka-Volterra é dado pelo sistema

& = o)~ ploy
(1.3.14)
%%-q@ﬁ%

onde g(z) é uma fun¢do que determina a capacidade suporte das presas;
p(zx) é a resposta funcional; ¢(z) é a func¢do de crescimento relativo para os
predadores.

Algumas hipdteses que determinam as condi¢des de uma interacéo presa -
predador sao necessarias as fungoes g, p e ¢:

1. ¢'(x) < 0; g(0) > 0 > g(o0). Na auséncia de predadores a populagaode
presas nao cresce indefinidamente. A capacidade suporte é um valor
k tal que g(k) = 0;

2. p(x) > 0 para > 0 e p(0) = 0. De modo geral a resposta funcional
¢é limitada, ou seja, a capacidade de ataque dos predadores é limitada

(8); [17);

3. ¢'(x) > 0; ¢(0) < 0 < g(00). O indice de crescimento populacional de
predadores é crescente com relagao & populagao de presas.

No que se segue, temos algumas fungbes que satisfazem as condigoes
expostas acima ([3]).

1. Capacidade Suporte: substitui¢io do pardmetro a em (1.3.12)
(a) g(z) =r(1 - %), Pielou (1969);
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(b) g(z) = r[(%)*s -1, (1>s>0) Rosenzwig (1971);

=m(l—e ), Ivlev (1961);

= 5,  Takahashi (1964);

= % Holling (1965);

x* (1 >s>0), Rosenzweig (1971).

Il
3

1.3.2 Modelo presa - predador de Holling-Tanner

O modelo para interacao de espécies conhecido como modelo presa -
predador de Holling-Tanner, apresenta algumas caracteristicas que o torna
um pouco mais aplicavel do que o modelo de Lotka-Volterra. Além de ap-
resentar uma capacidade suporte para a populacdo de presas, a resposta
funcional usada no modelo de Holling-Tanner, é baseado no modelo de
Michaelis-Mentem para concentracoes de substancias em reagdes enzimaticas
([27]). O modelo de Holling-Tanner apresenta ainda uma capacidade su-
porte para a populacao de predadores, que é proporcional a populagao de
presas em cada instante (modelo de Leslie-Gower).

O modelo Holling-Tanner é determinados pelo seguinte sistema de equacdoes:

d—mzm‘(lff) -y

dt k x+d

(1.3.15)
dy By
E = ay(l - ?),

onde «, 3, d, k e r sdo constantes reais positivas.
O sistema presa - predador (1.3.15) tem as seguintes caracteristicas:

1. Na auséncia de predador a dinamica populacional das presas segue o
modelo logistico, com capacidade suporte k e razao intrinseca r;

2. A constante m é o niimero maximo de presas que podem ser cap-
turadas pelo predador por unidade de tempo;

3. O parametro d, esta relacionado com a capacidade da presa evitar a
predagao. Quanto maior a capacidade da presa de evitar o ataque dos
predadores, maior € o valor de d. Isto é evidente pois, se mantivermos
os demais parametros constantes, quanto maior for d, menor serd a
influéncia do predador sobre a populacao de presas;
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4. A populacdo de predadores cresce logisticamente com razao intrinsica
a e capacidade suporte proporcional a populagdao de presas. Quanto
maior se torna a razdo y(t) /z(t), menor é o nimero de presas disponiveis
para cada predador e, consequentemente, o crescimento populacional
dos predadores diminui;

5. O parametro [ é a quantidade de presas necessarias para alimen-
tar uma predador quando as populagbes encontram-se no estado de
equilibrio nao nulo.

O modelo de Holling-Tanner é estruturalmente instavel, uma vez que,
o comportamento da solugdo depende dos valores dos paramentros como
Veremos a seguir.
Se denotarmos a capacidade suporte e a resposta funcional respectiva-
mente por
x mx
r)=r(l-— —) e r)=——:V
gla) =r(1-3 pe) = =
entdo as isiclinas para presas e predadores do sistema (1.3.15) sdo dadas
por

@) =23 )=

x
5
Os estados de equilibrio do sistema séo: (0,0), (k,0) e a raiz positiva da

equagao
9 km
r

Para os dois primeiros estados de equilibrio, as matrizes jacobianas sao,
respectivamente

Jow= b o | Yo = | 9 0]

(0% (%

Como os autovalores de J (g oy sdo positivos, entao o ponto (0,0) é instavel.
J4 o estado de equilibrio (k,0) é um ponto de sela, uma vez que, ¢’'(k) <0
e portanto temos autovalores com sinais diferentes.

Consideremos o estado de equilibrio (z*,y*), onde x* é a raiz positiva
da equagdo (1.3.16) e y* = x* /3. Para este ponto, a matriz jacobiana é:

@y =

p(z*)hi(z*)  —p(z*)
% —a
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Os autovalores de J;« 4« sdo determinados pela equagao
2 * ! * * 1 10 %
A"+ (a = p(z™)h (z°))A + ap(x )(5 —h(z")) =0
Portanto, segundo o Teorema 1.1, o estado de equilibrio (x*,y*) é assinto-
ticamente estdavel quando
1
B

No entanto, a segunda condig@o é sempre satisfeita, uma vez que valem as
seguintes igualdades:

a—p@)h(z*) >0 e Ri(x*) >0 (1.3.17)

1 , y* r
Z A T ARG, P _
3 hi(z*) e km( ¥+ k—d)
*7L _ * _ *
= F[y km( 2z +k d)m}
- m*;m [(k — ) (d+2*) + 2(2*)? — ka* + dm*}
r *\2
= 0
pory o |:k'd+($ ) } >

Podemos verificar a partir dessas condigoes que se z* é maior que o
ponto de maximo de hy(x), isto é,

entdo o ponto (z*,y*) é assintoticamente estavel, uma vez que nesse caso,
hi(z*) < 0 e entdo, a primeira condigdo de (1.3.17) também é satisfeita.
Devemos ressaltar que a andlise de estabilidade apresentada aqui para o es-
tado (z*,y*) é local. No entanto, a validade global é garantida pelo teorema
de Bendixson-Poincaré, conforme veremos abaixo.

A fungdo x(t) é limitada pela capacidade suporte das presas ou pela
condigdo inicial x,. De fato, supondo que exista t, tal que z(t,) > m =
max{z,, k} entdo, pela continuidade, x(¢) assume um maximo no intervalo
[0,%,], ou seja, existe t1 € [0,t,] tal que z(t1) > w(t,); se t1 € (0,t,),
entdo z'(t1) = 0; se o mdximo for atingido em t¢,, entdo x’ (t,) > 0, de
modo que temos um absurdo em ambos os casos ja que, se x(t) > k temos
2’ (t) < 0. Por outro lado, se t; = 0 entdo temos que z(0) = x, > z(t,) > z,,
outro absurdo; portanto, z(t) < m. Com raciocinio andlogo, concluimos que
y(t) < max{k/B, yo}
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O fato de z(t) e y(t) serem limitadas, permite existéncia de ciclos limite
estéveis quando as condigoes de estabilidade do estado de equilibrio (z*, y*)
nao sao satisfeitas. Isto quer dizer que as trajetdrias no plano fase converge
para uma curva fechada, cuja amplitude e posicao dependem somente dos
coeficientes. As Figuras (1.3) (a) e (b), s@o as trajetdrias descrita por x(t)
e y(t) no plano de fase para a solucdo do sistema (1.3.15) para os casos em
que ha estabilidade assintética e ciclo limite estavel, respectivamente.

Dens. pop. de presas Dens. pop. de presas

(a) (b)

Figura 1.3: Solugbes no plano de fase para o sistema (1.3.15). (a) - parametros:
a = 0.01;8 = 0.48;d = 20;k = 100;m = 0.05;r = 0.01. (b) - 8 = 0.4; demais
parametros como em (a).

1.3.3 Equacoes de Volterra: competicao, presa - predador
e mutualismo

Consideremos uma interacao facultativa entre duas espécies, isto é, am-
bas as espécies sobrevivem quando a interacao nao ocorre.

Um modelo matematico que descreve essa situacao, pode ser dado pelo
sistema de equactes auténomas

dr . ki —x — Bray
at kr
(1.3.18)
d_y o ky —y — Bar
dt =Ty k'2 )

também conhecidas com equagdes de Volterra, onde x(t) e y(t) denotam as
densidades populacionais da espécies 1 e 2 respectivamente; 71 > 0e 79 > 0
sao os Indices intrinsico de crescimento. Na auséncia da espécie 1, segue
diretamente do sistema (1.3.18) que a espécie 2 cresce logisticamente para
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ko. Analogamente, na auséncia da espécie 2 a espécie 1 se estabiliza em k;.
Portanto, k; > 0 e ks > 0 sao as capacidades suporte para as espécies 1 e 2.

Os parametros (312 € B21, sdo responsaveis pela determinacao da natureza
da interagao que o sitema (1.3.18) estd modelando. No caso de serem ambos
positivos, a interagao é do tipo competigao, enquanto que se possuem sinais
contrarios entdo a interacao modelada é do tipo presa - predador. Neste
caso, a equagao cujo parametro é positivo, representa a dinamica popula-
cional das presas. Por outro lado, se ambos os parametros sao negativos, as
equagoes modelam um interacao de mutualismo.

O sistema (1.3.18) admite como estados de equilibrio as solugdes do
sistema nao-linear

y(ko —y — fBa1z) =0
que sdo: (0,0), (k1,0), (0,ks) e

{ x(ky —x — Proy) =0 (1.3.19)

(@, y") = (512162 — ki ’ Barkr — k2)
Br2f21 — 1" Bi2f21 — 1
caso (1221 # 1, o que é biologicamente vidvel somente se o numerador
possuir o mesmo sinal do denominador.
As matrizes jacobianas em cada um dos estados de equilibrio sdo, res-
pectivamente:

3 | 0, 3 s 1512 .
(0,0) — 0 7 ) (k1,0) — 0 7‘2(1 _ szlk’l) 3
02
3 _ r(1— 6%1’”) 0 1. 3 _ Tt Bt
(0,k2) 7981 —ry |’ (z*,y™) %5211/* ,Z_iy* :

O estado de equilibrio (0,0) é instavel, pois os autovalores de J(g gy sdo
positivos. Para o ponto (ki,0) temos que:

1. se Ba1ky > ko entdo (kyp,0) é assintoticamente estdvel;
2. se fa1k1 < ko entdo (kq,0) é instével.

De modo anélogo, concluimos que o estado se equilibrio (0, kq) é:
1. Assintoticamente estavel quando (12ke > ki;

2. Instavel quando Bi2ks < k1.
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Os autovalores de J(,«,,«) sdo as rafzes da equacio
A+ (ax® + by") + (1 — Brafer)abz*y* =0 a >0, b> 0.
Pelo Teorema (1.1), (z*,y*) é:

1. Instével (ponto de sela) quando 1221 > 1, pois o produto dos auto-
valores é negativo;

2. Assintoticamente estdvel quando 12021 < 1; neste caso, os autovalo-
res possuem o mesmo sinal e como A; + Ay = —(az™ + dy*) < 0, entdo
)\1’2 < 0.

Das andlises de estabilidades feitas anteriormente concluimos que:

1. Quando a interagdo é do tipo competicio ((12 e (21 positivos), a in-
stabilidade (estabilidade) do estado de equilibrio (z*,y*) implica em
estabilidade assintética (instabilidade) de (k1,0) e (k2,0). E possivel
também, que apenas um dos pontos (k1,0) ou (0, k2), seja assintoti-
camente estdvel; isto somente ocorre quando o ponto (z*,y*) néo é
biologicamente viavel. Do ponto de vista biolégico, as condigoes para
coexisténcia das espécies significa que a interagao é menos intensa, ou
seja, a competicao é fraca; por outro lado, quando a competicao é
forte, uma das espécies é extinta (principio da exclusao competitiva);

2. Se ainteragao é do tipo presa - predador (/312 e 21 com sinais contrarios),
entdo o ponto biologicamente vidvel (x*,y*) sempre serd assintotica-
mente estavel, ja que B12021 < 0 < 1;

3. Para o caso em que a interagdo é do tipo mutualismo (312 e f21 nega-
tivos), as condigdes de estabilidade assintética para os pontos (k1,0) e
(0, ko) nunca sdo satisfeitas. J4 o ponto biologicamente vidvel (z*,y*)
pode ser tanto assintoticamente estavel quanto instavel. Embora cada
espécie apresente competicao interespecifica, quando o ponto biologi-
camente vidvel (z*,y*) é instdvel, o efeito da interagdo é maior, de
modo que, as solugdes crescem indefinidamente e isto nao é biologica-
mente aceitavel.

Aplicando o critério de Dulac com ((x,y) = 1/xy no sistema (1.3.18),
obtemos
OB nhH)  0B@.yf) T2
ox dy Tk kex
para todo x > e y > 0. Portanto, as solugao nao apresentam periodicidade.
Concluimos, com raciocinio andlogo ao apresentado no modelo de Holling-
Tanner que, quando a interacao é do tipo competicao ou presa - predador
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as funcoes z(t) e y(t) do sistema (1.3.18) sdo limitadas. Segue entdo do
teorema de Bendixson-Poincaré, que as trajetéria sao periddicas ou con-
vergem para um estado de equilibrio. Porém, o critério de Dulac exclui as
solugoes periddicas. Logo, as andlises locais sao suficientes para estabelecer
o comportamento global das solugdes.

1.3.4 Modelos densidade - dependente

A natureza da interacdo entre duas espécies pode depender de vérios
fatores como, por exemplo, a densidade populacional ou condi¢Ges ambien-
tais. Recentemente, foi apresentado por Hernadez em [6] e [7] um modelo
de interac@o entre espécies capaz de alterar o modo da interacao.

Consideremos duas espécies, i e j, interagindo segundo o sistema de
equagoes de Volterra

=TT
dt . k;

dx; k‘if.l‘i%»aij.%‘j (1320)

Suponhamos que a interagao é benéfica para a espécie i quando a densidade
populacional da espécie j é baixa, porém, prejudicial quando z; é alto.
Neste caso, o coeficiente de interagao a;; nao pode ser constante, mas sim
uma funcao da densidade populacional da espécie j; com valores positivos
quando z; ¢ baixo e negativos quando z; é alto.

Um modelo geral para «;; que apresenta este comportamento é:

biz; — x>
@y = ———rg
1+ i}
com b; e ¢; constantes rais positivas.
Substituindo «;; na equacdo (1.3.20), obtemos o sistema de interagao
entre duas espécies

dxy :rlm[lf ﬂJr (blmg fmg)mg}

E k1 1+ Cl-T% k_l
(1.3.21)
dzxs To bawgy — 2}y 21
o2 122 2202 1\ A
dt r2$2|: k‘2 + ( 1 +CQ.Z‘% ) k‘2:|7

em que para baixas densidades a interacao é do tipo mutualismo; para altas
densidades no entanto, a interacao é do tipo competicao.

Denotando por x§ o ponto de interseccdo da iséclina 2’;(t) = 0 com o
eixo z;, as caracteristicas do sistema quanto aos estados de equilibrio podem
ser:
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1. Se ambos k; < z§ o sistema apresenta ao menos um estado de equilibrio
assintoticamente estavel onde as espécies coexistem, podendo ter mais
um ou dois pares de estados instdvel-estavel. Os pontos (k1,0) e (0, k2)

sdo instdveis (Figuras 1.5(a-b) e 1.6);

2. Sealgum k; > z§ pode existir um par de estados de equilibrio instével-
estavel, onde as espécies coexistem. O estado de equilibrio, (k1,0) ou
(0,k2), onde k; > x5 é assintoticamente estavel (Figura 1.4a);

3. Se ambos k; > x?, entdao nao ha estado de equilibrio estavel onde as
espécies coexistam. Ambos os estados de equilibrio (k1,0) e (0, k2)
sdo assintoticamente estaveis (Figura 1.4b).

Algumas observagoes sdo importantes sobre os parametro da funcao a;.
Por exemplo, quanto maior for o valor de b;, maior deve ser a densidade
populacional de espécie j para que a interacao seja prejudicial para a espécie
1; é esperado portanto, que se a interacao é prejudicial para i em baixas
densidades de j o valor de b; seja pequeno. Por outro lado, um aumento em
¢; acarreta em diminuicao no valor absoluto de a;;; portanto, para espécies
onde a interagdo é menos sensivel, é de se esperar que ¢; seja alto. Como
observamos, os parametros de «;; alteram o modo de interagao entre as
espécies e portanto, estes parametros sao intrinsico da interacao.

A convergéncia da solugdo do sistema (1.3.21) para os estados de equilibrio,
depende das densidades populacionais das espécies 7 e j. No caso de haver
dois estados de equilibrio estavéis, as espécies podem coexistir em mutua-
lismo, presa - predador ou ambas as interagoes. A Figura 1.5(a), apresenta
dois estados de equilibrio estaveis, onde as espécies coexistem em mutualis-
mo em ambos os estados. J4 na Figura 1.5(b), um dos estados estdveis a
coexisténcia é no modo presa - predador enquanto que no outro a interagao
é mutualismo. As espécies podem coexistir também em interacao presa -
predador em ambos os estados de equilibrio; neste caso, a espécie predadora
em um estado de equilibrio é a presa no outro ponto, conforme podemos
observar na Figura 1.5(b).
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(b)

Figura 1.4: Campo de variagoes para o sistema 1.3.21. (a) - Parametros rq
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Figura 1.5: Campo de variagdes para o sistema 1.3.21.

(a) -1 = r2 = 0.1

is: (1.22,5.93)

avel

6; estados de equilibrio est

b2

e (5.93,1.23); ambos os estados em mutualismo.

k1=k2=1;01=02=0.3;b1

=01k =2e¢

T2

(b) - 7

ko = 1; b1 = 5eby = 6; c1 = 0.3; ca = 0.4; ; estados estaveis:

(5.92,1.23)

coexisténcia em mutualismo; (1.09,5.92) coexisténcia em presa - predador.
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Figura 1.6: Campo de variagoes para o sistema (1.3.21). Parametros: r1 = ro =
0.1; k1 = ko = 2; b1 = ba = 5; c1 = c2 = 0.5 estados de equilibrio estaveis:
(5.38,1.29) e (1.29,5.38); coexisténcia em presa - predador em ambos os pontos.

E importante ressaltar que na definicao da funcao «;; € utilizado termos
subjetivos como baizo e alto, sendo assim possivel a modelagem por meio
de teoria fuzzy, como veremos no Capitulo 4.

1.3.5 Modelo de Kolmogorov

Suponhamos que em um sistema interativo, as variacées dependam so-
mente das densidades populacionais das espécies em cada instante de tempo.
Entao, um modelo geral pode ser dado pelo sistema de equagoes autonomas

dx
i =xf(v,y)
(1.3.22)
W o(ay)
a yg9(z,y),

onde as caracteristicas da interacao é determinadas pelas funcoes f e g. O
sistema (1.3.22) foi proposto por A. N. Kolmogorov em 1936.

Se a interacao considerada é uma competicao, entao ambas as espécies
sao prejudicadas, o que matematicamente pode ser representado por:

af dg
8—y<0 e %<0

Supondo que a interagao é presa - predador, entao uma espécie é prejudicada
e a outra beneficiada. Neste caso as fungoes satisfazem

af dg

8—y<0 e %>0
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Quando ambas as espécies sao beneficiadas pela interagao, ou seja, interagao
¢é do tipo mutualismo, entao temos:
g

af

Como no inicio desta sec@o, as caracteristicas das fungbes f e g com
relagoes as densidades populacionais y(t) e x(t) respectivamente, podem ser
resumidas na seguinte tabela:

interacao of/dy  9dg/ox

competicao -
presa - predador + -
mutualismo + +

Quando a competicao interespecifica é levada em consideragao, entao as
fungdes f e g devem ser decrescentes com relagao a x(t) e y(t), pelo menos
quando as densidades populacionais sao altas. Isto significa que

% <0 e g—g <0. (1.3.23)
Além disso, quando a interacao é facultativa para alguma espécie, entao é
razoavel pensar que existe uma capacidade suporte para tal. No caso de ser
facultativa para ambas as espécies, devem existir k1 > 0 e ko > 0 tais que
f(k‘l,O) =0e g(O, k‘g) =0.

Pelo critério de Dulac, se as fungoes f e g satisfazem (1.3.23) para todo
x e y respectivamente, entdo a dérbita determinada por (x(t),y(t)) ndo con-
verge para um ciclo limite. De fato, pois tomando 8(z,y) = 1/zy temos

OBz, y)xf(x,y)) | 0B, y)yg(xz,y)) 10f 10g
Ox + Oy _y8m+m8y<0'

Se as fungoes z(t) e y(t) sdo limitadas, entdo o teorema de Bendixson-
Poincaré garante a existéncia de ciclo limite ou ponto de equilibrio estavel.
Porém, como o resultado acima nao permite solugbes periddicas, a analise
local é suficiente para determinar o comportamento global da solucao.

Para a interagdo do tipo presa - predador, Kolmogorov estabeleceu
condigbes para que as solucoes x(t) y(t) sejam oscilatérias como veremos
no préximo teorema.

Teorema 1.5 (Kolmogorov,[3]). Para um sistema dinamico como (1.3.22),
suponhamos que as funcoes f e g satisfacam as sequintes condigoes:
of

1. =— <0
8y< ’
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dg
ox
3. Para algum y; >0, f(0,y1) = 0;

> 0;

4. Para algum x1 >0, g(x1,0) = 0;
5. Existe Ty tal que f(Z2,0) =0
of

6. == < 0 para x grande (equivalentemente, To > 1), porém para x

ox

pequeno, —f > 0;
ox

8. Eziste um estado de equilibrio positivo (x*,y*) instdvel.
Entao existe wm ciclo limite estritamente positivo.

A demonstragéo deste teorema pode ser encontrada em [2].

As duas primeiras condi¢oes do teorema garantem que a interacdo mo-
delada pelo sistema (1.3.22) é do tipo presa - predador. Biologicamente, a
terceira condicao significa que existe uma valor de densidade populacional
de predadores que evita o crescimento das presas quando sua densidade
populacional é baixa e, pelo quarto item, existe uma quantidade minima
de presas necessaria para o crescimento populacional dos predadores. Isto
significa que a interagao é obrigatéria aos predadores.

Das condigoes exigidas pelos itens 5, 6 e 7, concluimos que existe uma ca-
pacidade suporte para a populacao de presas e que os predadores competem
entre si na busca pela presa. A condicao 8 é necessdria para a existéncia de
ciclo limite pelo teorema de Bendizson-Poincaré.

1.4 Modelos discretos para dindmica popula-
cional

Existem situacoes em que as equagoes de diferengas sao mais apropriadas
para uma modelagem do que as equagoes diferenciais. Nesta se¢ao, analisa-

remos alguns modelos de dinamica populacional discretos.
Uma equacao de diferengas de ordem k tem a forma

Ty = f($t717xt727 .. '7xt7k7t)7
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onde f é uma funcao linear ou nao, cuja solucao é uma sequéncia numérica
(-Tt)teN~

Na modelagem de dindmica populacional, podemos considerar que os fa-
tores ambientais permanecem inalterados em um intervalo de tempo. Além
disso, podemos considerar também que a variacao no numero de individuos
entre os instantes ¢t e t + 1 depende somente da populagdo no instante t.
Portanto, a forma geral neste caso passa a ser

Tpp1 = F(ay) ou mpyy = o f(24). (1.4.24)

Por razodes bioldgicas, é suposto que f(x) > 0 para todo z > 0 e f(0) = 0.
As limitagdes nos recursos naturais exigem que f(z) — 0 quando z — oc.

Novamente, estamos interessado no que acontece com sequéncia gerada
por z;, ou seja, se a solucdo da equacao de diferencas é convergente ou
divergente.

Exemplo 1.1. Modelo de Malthus discreto
Consideremos a equacao de diferencas

LTpp1 = T4 (1.4.25)

Dada uma condigao inicial x, é possivel determinar x; em qualquer instante
neste caso, pois a solucdo é x; = rtx,. Vemos que a sequéncia é cresceste,
tendendo ao infinito quando r > 1 e decrescente tendendo a zero quando
0 < r < 1. Para r < 0 a solug@o converge oscilando para zero se —1 <r <0

ou diverge de forma oscilatéria se 7 < —1.

Um estado de equilibrio ocorre quando nao ha variacao, que no caso
discreto significa:

Ty =x =a" ou  f(x) = 1.

Analogamente ao caso continuo, dizemos que um estado de equilibrio é
estavel quando toda solugao, partindo de valores suficientemente préximo
de z*, permanece suficientemente préoximo de x*. Além disso, se a solugao
converge para x* entdao temos uma estabilidade assintdtica. Por outro lado,
se solugbes como valores iniciais proximos de z* afastam-se do estado de
equilibrio, entao x* é instavel.

A expansao em série de Taylor de F' em torno de z* resulta em

Tip1 =2+ F'(2") (2 — %) ou yip1 = F' (")
Portanto:

1. x* é assintoticamente estével se |F'(z*)| < 1;
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2. Instével se |F'(z*)] > 1.

As equacoes de diferengas também admitem a existéncia comportamento
cadtico ou ciclos, isto é, a partir de um instante ¢,, a solugao torna-se
periédica. Podem ainda admitir comportamento cadtico, ou seja, nao é
possivel prever o comportamento da solugao a partir de uma da condigao
inicial ([9]).

Para o caso bidimensional, isto é, quando temos um sistema do tipo

Tip1 = F(xe,y¢)
1.4.26
{ Yer1 = G (24, y1), ( )

a analise de estabilidade dos estados de equilibrio é feita por meio dos au-
tovalores da matriz jacobiana J - ). Neste caso, se [Re(A12)| < 1, entao
o estado de equilibrio é assintoticamente estavel. Caso contréario o estado
de equilibrio é instavel.

1.4.1 Modelo Logistico discreto

O modelo discreto andloga a equagéo logistica (1.2.8) é dado pela equagao
de diferencgas nao-linear

Top1 = s [1 n a(l - %)] . (1.4.27)

Entretanto, se para algum ¢, x; exceder k(1 + r)/r entdo x¢41 < 0 0 que
nao faz sentido biologicamente.

Um modelo com comportamento parecido, porém sem a inconveniéncia
apresentada acima, é o modelo proposto por May em 1975:

i1 = zpexp{r(l — xz,/k)}

com 7 e k sendo a razdo de crescimento e k a capacidade suporte ([20]).
=k. C

O estado de equilibrio néo nulo para o modelo de May é z*
F'(k) =1 —r, entéo o estado de equilibrio z* = k é localmente:

omo

1. Instavel se r < 0 ou r > 2;
2. Assintoticamente estdvel se 0 < r < 2.

Para 2 < r < 3.102, o sistema apresenta 2"-ciclos estaveis, enquanto que
para r > 3.012, a solugédo se torna cadtica ([24]).
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1.4.2 O Modelo de Nicholson - Bailey

Sistemas de equacoes de diferengas sao fundamentais na modelagem de
interages envolvendo espécies que possuem ciclos de vida distintos, em
particular em interacoes parasita - hospedeiro.

Os modelos para interacoes parasita - hospedeiro, tém em comum as
seguintes hipdteses:

1. Os hospedeiros que foram parasitados darao origem a préxima geragao
de parasitas;

2. Os hospedeiros que nao foram parasitados darao origem a outros hos-
pedeiros;

3. A fragao de hospedeiros parasitados depende do encontro entre as duas
espécies; em geral, esta fracdo depende de ambas as espécies.

Um dos primeiros modelos discretos para este tipo de interagao, foi pro-
posto em 1935 por A. J. Nicholson e V. A. Bailey. Considerando N; e P;
as populacoes de hospedeiros e parasitas no instante ¢ respectivamente, o
modelo de Nicholson - Bailey é dado por:

Nip1 = ANe 25
(1.4.28)
Pf/+1 = CNf/(l — 67aP,,)7

onde ¢ é o numero médio de novos parasitas gerados por hospedeiro, a é
uma constante que determina a eficiéncia dos parasitas e A é a razdo de
reproducao dos hospedeiros.

Neste modelo, a fragdo dos hospedeiros que nao foram parasitados é
representada por e~ %T*; consequentemente, 1 — e~%"* representa a fracio
dos hospedeiros parasitados.

Os estados de equilibrio do modelo de Nicholson - Bailey sao: (0,0) e
(N*, P*),

Nt = Aln A . P*:H,
(A= 1ac a

com matriz jacobiana
A0 1 aN*
Yon=| 5 o J(N*’P*):{cuf%) ca®l’

Como (N*, P*) faz sentido biologicamente somente se A > 1, entéo o
estado de equilibrio (0,0) é instavel. O determinante de J (- p+y é

N* 1 Aln A
—caN*"[1—-—=) = 1
ca a ca ( )\> )\71>




Modelos discretos para dinamica populacional 39

quando A > 1 ([3]). Logo o estado (N*,P*) é instdvel. A Figura (1.7)
representa a solu¢ao para o modelo (1.4.28)

Figura 1.7: Gréfico do modelo de Nicholson - Bailey com a = 0.0068, ¢ = 11,
A=11e (N, P,) = (14.52,14.52); (N* P*)= (14.01,14.01)

Pelo fato das oscilagbes divergirem, o modelo de Nicholson - Bailey nao
¢é satisfatério para representar um sistema de interagao entre espécies, em
particular para um sistema parasita - hospedeiro. Os modelos mais adequa-
dos incorporam uma capacidade suporte para a populacao de hospedeiros.
A forma geral para estes modelos é dada por:

Nip1 = AN f (N, P)
(1.4.29)
Py = CNt[l - f(NuPt)L

com f(Ny, P;) sendo a fragio que representa os hospedeiros ndo parasitados.
Consideremos o caso particular de (1.4.29)

Niy1 = Ny exp [7”(1 - %) - ap‘} (1.4.30)

Py = eNi[1 — exp(—aly)].

Este modelo é uma modificagdo do modelo de Nicholson - Bailey, apresen-
tando uma capacidade suporte para a populagao de hospedeiros.
Os estados de equilibrio neste caso sao:

1. (0,0), instével;
2. (k,0), instével;
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3. (N*, P*), onde

Pt )

e N* satisfaz

(1= ) == [-r(1- )]
cuja estabilidade depende de r ¢ N*/k ([17]).

As Figuras (1.8) (a) e (b), sdo as trajetérias para o sistema (1.4.30).
Na primeira, o estado de equilibrio (N*, P*) é localmente instével; porém,
como N, é limitada, temos um ciclo limite. Na segunda figura, (N*, P*) é
assintoticamente estavel, convergindo em espiral com “trés ramos”.

(a) (b)

Figura 1.8: Solugao do sistema (1.4.30) no plano N P. Parametros: (a)-a = 0.01,
r=3.78 e k = 320; (b) - r = 2 e demais parametros como em (a).

Hospedeiros

1.5 Exercicios

Exercicio 1 - Suponha que a dinamica populacional de uma populagao seja
determinada pela equacao

Mostre que o nimero de individuos no instante ¢ > 0 é dado por

() = poexp ( /0 t A(T)dr) .
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Qual deve ser a condigdo sobre a fun¢do A(t) para que a populagio tenha
crescimento inibido?

Exercicio 2 - Encontre a solugdo para o modelo de Montroll dado pela
Equagéo (1.2.9)

Exercicio 3 - (Modelo de von Bertalanffy generalizado) Determine a na-
tureza da estabilidade dos pontos de equilibrio da equagao

dp

= Yo
g =P Bp.

Exercicio 4 - (Efeito Allee [27]) Considere uma espécie cuja dindmica pop-
ulacional é governada pela equagao diferencial

4-n(-D ()

Quais s@o os pontos de equilibrio desta equagao? Determine a estabilidade
de cada um desses pontos. Qual seria a interpretacao bioldgica para a
dindmica desta espécie?

Exercicio 5 - O modelo proposto por Prout & McChesney (][23]) para
a dinamica populacional de determinadas espécies de insetos é dado pela
equagao de diferencas

1 * Q¥ —
Di+1 = §F Sre=(rtelpep,

onde F*, §* r e s sao constantes positivas. Determine a estabilidade dos
pontos de equilibrio deste modelo.

Exercicio 6 - Suponha que a interacao entre duas espécies seja dada pelas

equagoes
dx 1 x dy oo (1 Y
— =TT - 7 ) -V = - 7 . o )
dt k1 + oy at Y\ ket pa

onde z(t) e y(t) é a quantidade de individuos das especies envolvidas na
interagao e aff < 1.

1. A interacao entre as espécies é uma competicao, mutualismo ou presa -
predador?

2. Faga uma anélise qualitativa determinando o comportamento da solugao
ao longo do tempo.
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3. Por que é necessario assumir que a3 < 17

4. Fornega uma explicacao bioldgica para os parametros envolvidos nas
equagoes.



Capitulo 2

Problemas de valor inicial
fuzzy

2.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, os modelos de dinamica populacional
envolvem parametros que determinam as caracteristicas ambientais, da es-
pécie e até mesmo da interagao, como por exemplo, a capacidade suporte e
indice de crescimento relativo. De modo geral, estes parametros sao obti-
dos por meio de observagoes e experimentos e portanto, estdo sujeitos a
imprecisoes.

A principal caracteristicas dos sistemas deterministicos é a precisao obtida
pela solugao. No entanto, esta precisao estd comprometida quando os
parametros envolvidos na formulagao nao sao precisos o que, em geral, é
o caso dos modelos para dinamica populacional. Quando a subjetividade
estd na condicao inicial, denominamos fuzziness demogrdafica, se a incerteza
estd nos parametros chamamos de fuzziness ambiental.

Sendo assim, ferramentas que incorporam informacgoes imprecisas sao
fundamentais para a modelagem. Em particular, a teoria dos conjuntos
fuzzy é uma ferramenta que pode ser usada para modelagem de fendmenos
envolvendo imprecisoes e subjetividade.

Neste capitulo, vamos fazer uso desta teoria para resolucao de sistemas
de equagoes diferenciais em que os parametros, a condig¢ao inicial ou ambos
sao incertos de tal modo que possam ser modelados por conjuntos fuzzy.
Para isso, consideremos um sistema autéonomo
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{ o' (t) = f(x(t)) (2.1.1)

onde a condigdo inicial é imprecisa, isto é, &, € F(R™)

Vamos abordar o sistema acima de duas maneiras distintas. Um delas,
proposta por Kaleva ([8]) e Seikkala ([22]), consiste em aplicar o principio
da extens@ao de Zadeh ao campo deterministico determinado por f, ob-
tendo assim um campo fuzzy a partir do qual, sao usados conceitos como a
derivada de Hukuhara. A segunda, consiste em determinar primeiramente
o solugdo deterministica ¢;(z,) e entdo, aplicar o principio da extensdo
de Zadeh, obtendo uma solugdo fuzzy @:(%,) ([18]). Informalmente, na
primeira abordagem primeiramente fuzzificamos o problema e entdo en-
contramos a solugao, enquanto que no segundo método, primeiramente a
solugao classica é determinada e entao fuzzificamos esta solugao.

2.2 Conceitos basicos

Como pré-requisito para as proximas secoes deste capitulo, em que apre-
sentaremos cada uma das abordagens acima citadas, vamos definir os con-
ceitos de conjuntos fuzzy e nimeros fuzzy bem como alguns resultados que
utilizaremos posteriormente.

Definicao 2.1. Um subconjunto fuzzy F em X € caracterizado por uma
fun¢io up : X — [0,1], chamada fungdo de pertinéncia do conjunto F,
onde pp(x) = 1 e pp = 0 indicam respectivamente a pertinéncia e ndao
pertinéncia do elemento r em F.

Segundo esta definicao, cada subconjunto classico de X é um subcon-
junto fuzzy em X, onde a fungdo de pertinéncia é a fungéo caracteristica
do subconjunto. Se A C X, denotaremos por x4 o subconjunto fuzzy
determinado pela funcao caracteristica de A. Em particular, para todo
a € X anotagao x{,} indica o subconjunto fuzzy cuja funcao de pertinéncia

Py (@) =0sex#aepy, (a)=1

Defini¢ao 2.2. Seja X = R. Dizemos que um subconjunto fuzzy A em R
€ um numero fuzzy quando:

1. pa(z,) =1 para um dnico z,;
2. O suporte {x : pa(x) > 0} =suppA € limitado;

3. Os a—niveis de A sdao intervalos fechados.
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O conjunto fuzzy definido pela fungao de pertinéncia

T —a
<b
- se x
pa(z) =
S sex>b
c—

satisfaz as propriedades de um nimero fuzzy e é denominado numero fuzzy
triangular . Usaremos a notagdo A = (a/b/c) para representar um nimero
fuzzy triangular em que pa(a) = pa(c) =0 e pa(b) = 1.

Figura 2.1: Ndmero fuzzy triangular (a/b/c).

Observemos que se o dominio de py4 : [a,c] — [0,1] é multiplicado
por uma constante A, entdo obtemos um nimero fuzzy triangular N\A =
(Aa/A\b/Xc) onde pxa(Az) = pa(x) para todo = € [a,c]. Esta propriedade
nao é um caso particular somente dos nimeros fuzzy triangulares.

Usaremos a notagao F(R™) para a familia de subconjuntos fuzzy de R",
onde os a—niveis sdo dados por:

[A]* ={x € R": pa(z) > a} para todo a€0,1] e
[A]° = suppA

sao compactos e nao vazios. .

Dada uma funcao f : R™ — R", podemos definir uma funcao f que para
cada subconjunto fuzzy de F(R™) associa um subconjunto fuzzy de F(R").
Esta fungao f satisfaz f(x{a}) = X{f(a)} de modo que podemos ver f como
uma extensao de f para os subconjuntos fuzzy de R".

Definicao 2.3. A extensao de Zadeh de uma funcdo f : R™ — R™ € a
funcao f tal que,

sup  py(7) se [ (z) # ¢
Tef~(x)

0 se f~H(x) = ¢,

Hf(U)(m) =
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onde U é um subconjunto fuzzy com suporte em R™.

A extensao de Zadeh f e a funcdo f estao relacionadas pelo seguinte
teorema cuja demostragdo pode ser encontrada em [1].

Teorema 2.1. Se f:R"™ — R" € continua, entdo a extensio de Zadeh
[ F(R™) — F(R™) estd bem definida e,

[F@)]" = F([u*)
para todo o € [0, 1]

Aplicando o Teorema 2.1 & funcdo f(U) = AU, obtemos [f(U)]a =
[AA]* = A[A]* de modo que multiplicar um ntmero fuzzy A por escalar
A, é equivalente & multiplicar todos os a—niveis de A por A. Portanto
temos que: x € [A]* se, e somente se \x € [AA]*, ou equivalentemente

pa(@) = pra(Az).

2.3 Extensao do campo deterministico

Consideremos a equagao autonoma

{ f(g)) :xff”(t)) (2.3.2)

com f: R — R continua e z, € R. Supondo que a varidvel de estado seja in-
certa, a idéia proposta por Seikkala ([22]), consiste em aplicar o principio da
extensao de Zadeh ao campo deterministico f obtendo assim um problema
de valor inicial fuzzy proveniente do sistema (2.3.2)
/(t) = f(i‘(t)) (2.3.3)
=z

{ (0)

com f: F(R) — F(R) e &, subconjunto fuzzy de F(R).
Como a fungao f ¢ continua, o Teorema 2.1 garante que os a—niveis do
campo fuzzy f satisfazem

[F@)]® = f([W*) = [f1(aF,25), fa(af,25)]

2

o

onde
i@, @8) = min{f(x) : @ € [#()]°}
{ fo(z$, 29) = max{f(z) : x € [#(¢)]*}. (2.3.4)
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Uma fungédo Z(t) que associa a cada t € [0,7] um subconjunto fuzzy em
F(R), estd bem definida se existem fungdes z§ : [0,7] — Rex§ : [0,T] — R,
tais que para todo « € [0,1]

[#(1)]" = [25 (1), 25 (1)].

Se a fungao Z(t) : [0,7] — F(R) for diferencidvel no sentido de Hukuhara
([1],[8]), entéo a derivada de #(t) pode ser definida como a funcdo 7'(¢) :
(0,7) — F(R) cujos a—niveis satisfazem

[#(1)]" = (@) (1), (@5)'(1)]-

Pelas igualdades acima, o sistema associado (2.3.3) pode entéo ser re-
formulado em um sistema bidimensional deterministico

(39 () = filz®,2g), 2%(0) = a8,
{ (@3) (t) = fo(z$,29), 23(0) = $§2 (2.3.5)

de modo que para cada a € [0, 1] as fungoes ¢ e 2§ determinam os a—niveis
de Z(t).

A existéncia de solugdo tnica para o sistema (2.3.3) é garantida pelo
teorema abaixo devido a Seikkala.

Teorema 2.2 ([22]). Suponha que f satisfaca
lf(t,z) = f(t, D) <g(t|x—z]), 120, z,2€R

onde g : Ry x Ry — Ry € continua tal que v — g(t,r) é ndo decrescente e
o problema de valor inicial

u'(t) = g(t,u(t), u(0)=u, (2.3.6)

tem uma solu¢do em Ry para u, > 0 e que u(t) =0 € a tdnica solugdo de
(2.3.6) para u, = 0. Entdo o problema de valor inicial (2.5.8) tem solugao
fuzzy dnica.

Exemplo 2.1. Consideremos a equacao diferencial fuzzy

{ i/((ot)) :jj(t) (2.3.7)

que é a extensao de Zadeh do modelo de Malthus. Para este problema,
tomando a fun¢do g(¢,r) = r, as condigoes do Teorema (2.2) sdo satisfeitas.
A solugao tinica é determinada pelo sistema deterministico bidimensional

{ @)@ =—25(t), 25:(23)'(t) = —27(t), 25 (2.3.8)
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cuja solugao

(o7 (o7 (o7 « (o7 {e% {e% «
arpny . Tor — To2 ¢ Tor T To2 ¢ i To2 —Tor ¢, Tor + Toa 4
(t) - 2 2 € ) (t) - 2 2 €

Figura 2.2: Solugao do sistema fuzzy (2.3.7) com suppi,= (595, 605).

Na Figura 2.2, temos o gréifico da solugdo fuzzy Z(t) do sistema 2.3.2 com
condigdo inicial como sendo o ntimero fuzzy triangular &, = (595/600/605).

E importante observar que o comprimento do suporte de &(t) é crescente
em relagdo ao tempo, uma vez que, z$(t) é decrescente e x§ (t) é crescente
para todo 0 < a < 1. Portanto, conceitos relacionados aos estados de
equilibrio do sistema associado nao estao bem definidos.

O fato do suporte da solugdo fuzzy Z(t) ser crescente com relagdo a ¢
ndo é um caso particular do exemplo acima segundo [8].

Teorema 2.3. Se & : I — F(R") € diferencidvel em I =1[0,T] entdo, para
cada o € [0,1] a fungdo t — diam [i‘(t)]a é nao decrescente em I.

2.4 Extensao do fluxo deterministico

Consideremos o sistema de equacoes autonomas

{21010 o10)

Vamos supor que f : R" — R" satistaca algum critério que garanta
existéncia e unicidade de solugdo. Neste caso, a solu¢do z(t) do sistema
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(2.4.9) é unicamente determinada pela condigdo inicial e o tempo ¢ ([21]).
Para enfatizar isto, vamos representar tal solugao por

pr(z,) : Ry x R" — R”

ou seja, ¢o(To) = o € Pi(zo) = f(pt(xs)); a solugdo ¢i(x,) é denominada
fluzo gerado pela campo vetorial f.

Admitindo que a condigdo inicial seja incerta, ou seja, z(0) = I, €
F(R™), entéo temos um sistema fuzzy associado

{ f(g)) - 3{ ()(”(t)) (2.4.10)

Neste caso, a solucao depende de uma condicdo inicial fuzzy. A solucdo
fuzzy ou fluzo fuzzy para o sistema associado (2.4.10) por esta abordagem é
definida como sendo a fungao obtida pela aplicacao do principio da extensao
de Zadeh ao fluxo deterministico ¢;(x,), obtendo assim

Pilio) : Ry x F(R™) — F(R").

Pela continuidade de ¢;(z,) com relagdo & condigéo inicial z, ([21]), a
igualdade
PN @ ~ 1o
[got(mo)] = @t([mo] ) (2.4.11)
é satisfeita para todo « € [0,1]. Portanto, a trajetéria determinada por
?1(Z,), consiste de uma familia de trajetérias deterministicas dadas por ¢;.
Para cada Z € R™, o grau de pertinéncia da trajetéria ¢ (Z) em @y (&,) é
igual ao grau de pertinéncia de  em Z, pois, pelo principio da extensao de
Zadeh

Hpi(a0) (21 (T)) = sup{pa, (7) : 0i(T) = i (T)}-
A igualdade ¢;(7) = ¢(Z) vale em particular para t = 0, ou seja, 7 = Z.
Logo, o supremo é tomado em um conjunto unitario e, portanto,

B (i) (P1(T)) = pz, (T).

Para o caso em que &, é um subconjunto fuzzy de F(R™) entdo, temos os
a—niveis de &, sdo compactos e como consequéncia, @t([io]“) também é
compacto para todo « € [0, 1]. Sendo assim, @;(&,) é um subconjunto fuzzy
de F(R™) para todo ¢t € R.

Se considerarmos o caso em que a subjetividade aparece nos parametros
da fungao f, entao precisamos aplicar a extensao de Zadeh ao fluxo do sis-
tema deterministico

{ 2'(t) = f(z(t),b) (2.4.12)
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onde z, € R" e b € R™ é um vetor de parametros para f. Portanto,
adicionando ao sistema acima as equagoes

by =0
b, =0
. (2.4.13)
b, =0
temos um novo sistema de dimensao n + m
z'(t) = f(x(t))
b(t) =0 (2.4.14)

2(0) = (20, )

onde o vetor de parametros b aparece agora na condi¢ao inicial. Dessa
forma, voltamos ao caso descrito acima onde somente a condigao inicial é
fuzzy.

Vale observar que ao acrescentarmos os parametros como condi¢ao ini-
cial, conforme procedimento indicado acima, aumentamos a dimensao do
sistema de modo que a solugdo da equagdo (2.4.14) é dada por

¢t($m b) = (‘Pt(mov b), b)7

onde ¢;(z,,b) é a solugdo da equagdo (2.4.12).

Para a metodologia apresentada nesta se¢ao, Marina T. Mizukoshi ([16])
verificou algumas propriedades sobre a estabilidade da solugao fuzzy @ (&,).
A defini¢ao de estados de equilibrio e estabilidade dada em ([16]) é andlogo
ao caso classico, apresentado no capitulo anterior. Porém como estamos
sobre espagos dos numeros fuzzy, a métrica utilizada é a métrica induzida
pela métrica de Hausdorff ([1],[16]).

A distancia entre dois conjuntos A e B C R™ pela métrica de Hausdorff
é dada por:

dr (A, B) = max{jlelg jnf [la — o], sup inf |la —bl|}
= max{dist(4, B), dist(B, A)}.

Dados dois subconjuntos fuzzy d,b € F(R™) definimos a distancia entre a e
b pela expressao

doo(d,b) = sup dg([a)®, [b]%).

ael0,1]
Defini¢ao 2.4. Dizemos que &, € F(R™) é um ponto de equilibrio fuzzy
@t quando

Pt(Te) = Te
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para todo t > 0.

Baseado nesta definicdo e nos conceitos de estabilidade e estabilidade
assintOtica para pontos de equilibrio é possivel mostrar a seguinte relagao
entre os pontos de equilibrio das solugoes classica e fuzzy de uma equagao
diferencial autéonoma.

Teorema 2.4. Se 2* ¢ um estado de equilibrio para (2.4.9) entao x(z-y €
um estado de equilibrio para (2.4.10). Além disso:

1. X{q+} € estdvel para o sistema (2.4.10) se, e somente se, x* € estdvel
para (2.4.9);

2. X{z+} € assintoticamente estdvel para (2.4.10) se, e somente se, x* ¢
assintoticamente estdavel para (2.4.9);

3. X{a*} € instdvel para (2.4.10) se, e somente se, x* €& instdvel para

(2.4.9).
Demonstragao: Consultar [16]. [ |

Em [4] buscamos algumas generalizagdes que tornam mais abrangente a
andlise qualitativa de sistemas variacionais fuzzy. Por exemplo, quando a
solugao deterministica apresenta solugoes periddicas, o fluxo fuzzy também
apresenta um comportamento periédico. Em [4] o leitor encontra vérios
exemplos de aplicagoes em diversos modelos que ilustram a teoria desen-
volvida.

Teorema 2.5. Sejam xz* : A — R" continua, A C R" | &, € F(R™) com
[Zo]* C A e Z. = 2*(&,). Sob essas condigdes temos:

1. Se pi(z*(x)) = x*(z) para todo x € A entdo ¢¢(%.) = & para todo
t>0;

2. Se @ : R® — R™ converge uniformemente, em [2,]° C A, para z* :
A — R"™ quando t — o0, entao ¢i(I,) converge para Ze.

Quando os parametros também sao considerados fuzzy entao a extensao
de Zadeh é aplicado sobre a solugdo deterministica 1 (x,,b) = (@(x,,b),b)
da equacao (2.4.14), no qual ¢;(z,,b) é a solu¢do deterministica da equagao
(2.4.12). No entanto, em [4] mostramos que, nas mesmas hipéteses do teo-
rema anterior, a extensdo de Zadeh ¢;(Z,, 8) converge para &e = &*(Zo, 8)
Teorema 2.6. Sejam z* : R™™™ — R" continua, &, € F(R"), be F(R™) e
fe = &% (0, D). Se gy : R™T™M — R™ converge uniformemente, em [2,]° x [b]°,
para x* : R"™™ — R™ quando t — oo, entdo $i(Zo, 8) converge para T .
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A afirmacao abaixo é semelhante ao teorema de Poincaré - Bendixson,
para o fluxo fuzzy obtido pela extensao de Zadeh de uma solugao deter-
ministica.

Teorema 2.7. Sejam K C R? um conjunto compacto e invariante, x* o
tinico ponto de equilibrio em K e &, € F(R?). Se x* € instdvel entdo existe
uma regigo A C K tal que para &, C A, $(&,) converge para uma orbita
periddica fuzzy.

Como ja mencionado, as demonstragoes de ambos os resultados sdo en-
contradas em [4]. A seguir, apresentamos alguns exemplos para facilitar a
compreensao destas ferramentas.

Exemplo 2.2. Consideremos a equagao fuzzy proveniente do modelo de

Malthus:
' (t) =\
x(0) = .

O estado de equilibrio para este sistema é z* = 0 que satisfaz as condi¢Ges
do Teorema 2.4 quando A < 0. Portanto, podemos concluir que o fluxo
fuzzy ¢i(Z,) converge para o ponto x(o} € F(R) quando o tempo cresce.
De fato pois a solugao para o modelo deterministico acima é ¢ (2,) = x,et

e pelo Teorema 2.1 temos que os a—niveis de ¢;(&,) sdo dados por
[Ge(20)]" = [#0]eM = {moe™ : @y € [20]*}.

Logo, se A < 0 o termo exponencial tende a zero quando t — co. A Figura
2.3 ilustra a solugdo fuzzy @;(&,) onde a condigdo inicial é o nimero fuzzy
triangular &, = (5/10/15).

Na Figura 2.3, como nas demais que aparecem neste texto, usamos o
sistema de cores RGB para representar graficamente a solucao fuzzy de
uma equacao diferencial fuzzy. No sistema de cores RGB, cada cor é ex-
pressa por uma combinacao de trés valores, considerado aqui estarem no
intervalo [0,1]. Podemos portanto, considerar cada cor como uma fungéo
RGB(z,y, 2), com z,y,z € [0,1], onde RGB(0, 0,0) representa a cor preta
enquanto que RGB(1,1, 1) representa a cor branca.

Assim, dada um « € [0, 1] a regifo no plano delimitada pelo « - nivel
w1 ([Z,]%) é preenchida com a cor RGB(1 — o, 1 —a, 1 — «). Se a = 0 entéo
a regido delimitada por ¢;([£,]°) é preenchida com a cor branca, ao passo
que se @ = 1 entdo a regido delimitada por ¢;([#,]!) é preenchida com a cor
preta. Desta forma, quanto maior for o grau de pertinéncia de um ponto z,
mais escura serd a sua cor.
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Figura 2.3: Solugdo fuzzy do modelo de Malthus. Condigao inicial fuzzy: &, =
(5/10/15) e A = —0.012.

Na pratica, fazemos uma particao
O=a,<a; < <a; < <ap=1

no intervalo [0,1] e, para cada «;, usamos a igualdade [p(Z,)]* = @¢(Z0)
para determinamos o conjunto [¢;(#,)]*. Quanto maior o valor de «;,
mais escura é cor usada para preencher a regiao delimitado pelo conjunto

[pe(Z0)]*.

Exemplo 2.3. A solucao determistica da equagao logistica é dada por

kpo

Pt(Pos M, k) = o E = p)e

(2.4.15)
Considerando que a capacidade suporte k seja incerta, entao os a—niveis
da solugao fuzzy sao dados por

[pe()] " = pu([k]*) = {zﬁ ke [i«]“}. (2.4.16)

O Teorema 2.6 garante que a solucao fuzzy converge para k quando
t — oo. Na Figura 2.4a temos a representagao grafica da solucao fuzzy de
(2.4.15)(a) para k = (225/245/265).

Para o caso em que o indice de crescimento relativo A é fuzzy, os a—niveis
da solugao fuzzy sao dados por

[Be(N)]" = pe((N]™) = {zﬁ Y= [X]a}. (2.4.17)
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Neste caso, o Teorema 2.6 também garante que a solugao fuzzy converge
para o ponto de xfx} quando ¢ — oo. Para a representagio grafica da
solucio fuzzy da Figura 2.4(b) consideramos A = (0.009/0.012/0.015).

Figura 2.4: Solugdo fuzzy da equagdo logistica. (a) - capacidade suporte fuzzy:
k = (225/245/265), r = 0.012 e z, = 10. (b) - pardmetro intrinsico de crescimento
fuzzy: A = (0.009/0.012/0.015), k = 245 e z, = 10.

Se a condicao inicial é fuzzy, o Teorema 2.4 garante que a solugao fuzzy
tem como limite o valor x(;y. De fato, se a condicdo inicial ¢ incerta, os
a—niveis da solugao fuzzy da equagao logistica sao dados por:

NPT A 1o kp, . A T

[De(Po)]” = pe([Po]®) = {po T gy e € (o] } (2.4.18)
Logo, fazendo ¢ — oo, temos que supp(p:(p,)) — {k}. A representagio
solugdo fuzzy para p, = (10/15/20) é mostrada na Figura 2.5.

Como podemos notar na Figura 2.5, o diametro da solugao fuzzy au-
menta até um determinado instante a partir do qual volta a diminuir. Se-
gundo [28], esta é uma caracteristica apresentada pelos modelos com cresci-
mento inibido cuja condigao inicial é fuzzy.

Exemplo 2.4. Suponhamos que a condigao inicial z, ou y, do modelo de
Lotka-Volterra seja um numero fuzzy. Por definicdo de produto cartesiano
fuzzy, o grau de pertinéncia do par &, = (Z,, Jo) ¢ dado por sz, (%o, Yo) =
min{yiz, (o), pg, (Vo) }-

Das analises do Capitulo 1, vimos que o estado de equiilibrio nao nulo
do modelo de Lotka - Volterra é estavel. Pelo fato de ¢;(&,) ser constituido
de trajetérias deterministicas, entdo é esperado que a solugao fuzzy @;(Z,)
apresente periodicidade em torno do estado de equilibrio. No entanto, a
solucao fuzzy do modelo de Lotka - Volterra nao apresenta periodicidade.
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Figura 2.5: Solugao fuzzy para a equagao logistica com condigao inicial fuzzy:
o = (10/15/20), k = 245 e A = 0.012.

Isto é, diferentemente da solugdo deterministica, a solugao fuzzy nao re-
torna para a condigdo inicial em nenhum instante de tempo. Uma andlise
detalhada do modelo de Lotka - Volterra pode ser encontrada em [4].

Nas Figuras 2.6(a-b), apenas a condi¢do inicial para presas é conside-
rado incerta dada pelo ntimero fuzzy &, = (90/100/110). Notemos que
embora somente a condigao inicial de presas seja imprecisa, a populagao de
predadores também é afetada por esta imprecisao.

(a) (b)

Figura 2.6: Solugao fuzzy para o modelo de Lotka-volterra. Parametros: a = 0.05
b =10.08, « = 8 = 0.0008 e condicao inicial &, = (90/100/10) e y, = 100 ; (a) -
populagao de presas; (b) - populagdo de predadores.

A solucao para o caso em que ambas as condigdes iniciais sdo fuzzy pode
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ser vistas nas Figuras 2.7(a-b).

(a) (b)

Figura 2.7: Solugao fuzzy para o modelo de Lotka-volterra. Parametros: a =
b = 0.08, « = 0.05 e B = 0.0008 e condigao inicial &, = g, = (90/100/110); (a) -
populagao de presas; (b) - populagdo de predadores.

As solugoes fuzzy no plano de fase nao é vidvel de serem representado,
pois uma mesma trajetoria pode assumir distintos valores de pertinéncia.

Exemplo 2.5. Como mostramos no Capitulo 1, sob certas condigoes, o
modelo de Holling - Tanner admite a existéncia de um ciclo limite assin-
toticamente estdavel que independe da condigao inicial. Pelo Teorema 2.7, a
solugdo fuzzy ¢4(Z,) do sistema associado ao deterministico converge para
uma 6rbita periédica quando ¢ — co. O gréfico de ¢;(Z,) para a condi¢do
inicial dada por & = § = (70/80/90) pode ser visto nas Figuras 2.8(a-b).

Para o caso em que a solugao deterministica converge para o ponto de
equilibrio assintoticamente estavel, o Teorema 2.5 garante que a solugao
fuzzy vai também convergir para um ponto de equilibrio.

A Figura 2.9 e representam a evolucao da solugao fuzzy do modelo de
Holling - Tanner com condigao inicial fuzzy dada pela funcao de pertinéncia

P, (2, y) = max{l — 0.05(x — 30) — 0.01(y — 220),0}.

Para esta solugao, os parametros para o modelo de Holling - Tanner sao:
r =0.2; k =100; m = 0.03; d = 20; a = 0.02 e b = 0.155. Para estes
parametros, o ponto de equilibrio ndo nulo é assintoticamente estavel.

Os resultados apresentados neste capitulo sao importantes na andlise
qualitativa de solugbes fuzzy. Como podemos ver por meio dos exemplos,
o comportamento da solucao fuzzy pode ser analisado através da andlise
qualitativa da solucao deterministica.
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Figura 2.8: Solugao fuzzy para o modelo de Holling - Tanner. Parametros para
ambas as figuras: a = 0.01, 8 = 0.48, d = 20, £k = 100, A = 0.1, m = 0.05 e
condi¢ao inicial Z, = g, = (70/80/90).

L L L L L L
2 ;. 3 o 2 ;. 3 o

Figura 2.9: Solugao fuzzy para o modelos de Holling - Tanner.

2.5 Exercicios

Exercicio 1 - Suponha que o parametro de crescimento relativo A, a ca-
pacidade suporte k e a condicao inicial da equacao logistica sejam incertos.
Com base nos resultados apresentados neste capitulo, mostre que a solugao

fuzzy pi(po, A, k) converge para k.

Exercicio 2 - Considere a dinamica populacional dada pela equacao

dp

— =ap” — Bp.

o= hp
Determine o comportamento da solucao fuzzy quando:

1. Somente a condigao inicial é fuzzy;
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2. A condigao inicial e o parametro « sao fuzzy;

3. Todos os parametros sao fuzzy.

Exercicio 3 - Faga uma andlise qualitativa para a solugao fuzzy da equagao
que descreve o efeito Allee

Yonli-D) (5

Supondo que o parametro a seja fuzzy, qual seria o comportamento da
solucao fuzzy desta equagao?

Exercicio 4 - Analise qualitativamente o comportamento da solugao fuzzy
do modelo S, dado pelas equagoes
s dl

= =081, o =psL.



Capitulo 3

Sistemas variacionais
p - fuzzy

3.1 Introducao

As equagoes diferenciais e de diferengas deterministicas constituem uma
poderosa ferramenta para a modelagem de fendomenos cujas as variaveis de
estados estao sujeitas as variagoes ao longo do tempo. No entanto, para
a modelagem deterministica ser eficiente é necessario que tenhamos um
conhecimento um tanto profundo das relagoes existentes entre as variaveis e
suas variagoes. E o conhecimento do fenémeno que torna possivel a escolha
das fungoes que determinam as variagbes com relagio ao estado (valor) da
varidavel. Em muitas situagoes porém, esta relacao entre varidveis e variagoes
é somente conhecida parcialmente, o que torna a modelagem deterministica
menos aplicavel.

Por outro lado, a modelagem por meio de equacdes variacionais fuzzy em-
bora comportando subjetividades, também nao sao aplicaveis & modelagem
de fendbmenos com relagoes parcialmente conhecidas. Isto vem do fato de que
estes modelos sao provenientes de modelos deterministicos. A subjetividade
suportada pelas equagoes fuzzy se refere a imprecisdes quanto aos estados
iniciais das varidveis (fuzziness demogrdfica) quanto aos parametros (fuzzi-
ness ambiental). De modo geral, ambos os tipos de fuzziness estdo presentes
em equagoes de Biomatematica.

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados sobre estabilidade para
sistemas iterativos baseados em regras fuzzy ou, sistemas p - fuzzy. Os
sistemas p - fuzzy incorporam informacoes subjetivas tanto nas variaveis
quanto nas variacoes e suas relagbes com as variaveis, sendo portanto uma
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ferramenta muito 1util para modelagem de fenomenos cujo comportamento
é somente parcialmente conhecido.

3.2 Sistemas variacionais p - fuzzy

Denominamos por sistema p - fuzzy ao sistema iterativo

Tp41 = f(z)
{ r, € R™ dado (3.2.1)

onde f : R™ — R"™ é quase linear, isto é, f(z) = = + A(z), A(z) € R" e
A(x) é obtido por um sistema baseado em regras fuzzy.

Os sistemas p - fuzzy sao basicamente constituidos de varidveis linguiticas
de entrada e saida e um controlador fuzzy, esquematizados conforme Figura 3.1.
As varidveis de entrada e saida sdo, em nomenclatura de fungoes, as varidveis
independente e dependente, respectivamente.

Controlador
Modelo matematico

X =x, + Axk

Figura 3.1: Estrutura de funcionamento de um sistema p - fuzzy.

Varidveis linguisticas sao variaveis de estado que, quantitativamente, sao
expressas por conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy representam os estados da
variavel que, em geral, s@o expressos por valores subjetivos como pequeno,
muito, alto e etc. Por exemplo, supondo que a variavel linguistica seja
populacdo, seus estados subjetivamente podem ser baira, média e alta. Os
termos subjetivos que determinam os estados das variaveis sao denomi-
nados termos linguisticos. Os termos linguisticos sao importantes para a
modelagem pois definem os estados das varidveis. Quanto mais termos
linguisticos, mais precisos estao os estados assumidos pelas varidveis.

Um controlador fuzzy é constituido basicamente por um fuzzificador,
uma base de regras, um método de inferéncia e um defuzzificador (veja a
Figura 3.2).
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No fuzzificador cada entrada do sistema é transformada em um conjunto
fuzzy, ou seja, se z, € R™ é uma entrada do sistema, o fuzzificador associa a
esta entrada uma funcdo de pertinéncia p, (a). Em muitos casos, a fungéo
W, (@) é a prépria fungdo caracteristica de x,.

A base de regras é um conjunto formado por regras fuzzy que relaciona
os termos linguisticos das varidveis de entrada e saida (ou das varidveis
independente e dependente). A base de regras é considerada como um
elemento integrante do nicleo do controlador fuzzy. Cada regra da base
satisfaz a seguinte estrutura:

SE a estd em A; ENTAO b estd em B;,

onde A; e B; sdo conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos
das varidveis de entrada e saida respectivamente. A expressao a estd em A;
significa que p4,(a) € [0,1]. Tanto o conjunto fuzzy A; quanto B; pode ser
produto cartesiano de conjuntos fuzzy, isto é, A; = A;1 X A X -+ - X Aim
e By = A;1 X Bjs x -+ x Byy,. Neste caso, cada conjunto fuzzy A;; e By
representa um termo linguistico para a j-ésima variavel de entrada e k-ésima
variavel de saida e, a expressao a estd em A; significa que

HA; (a’) = min{uA“ (a)s MA;5(a)s " 7/'I/Aim,(a)} € [07 1]

E na definigdo da base de regras que as informacoes do fendmeno em
estudo sao utilizadas. Para cada estado definido pelos termos linguisticos
da variavel de entrada, é definifido uma regra. Sendo assim, quanto mais
termos linguisticos mais informagoes sao incorporadas na modelagem.

O método de inferéncia é o mecanismo pelo qual as informagoes subje-
tivas definida pela base de regras sio avaliadas matematicamente. E neste
estdgio que para cada valor assumido pelas varidveis de entrada (indepen-
dente), o valor das varidveis de saida (dependente) sdo determinadas de
acordo com a base de regras. Assim como a base de regras, o método de
inferéncia é considerado parte integrante do ntucleo do controlador fuzzy.
O método de inferéncia utilizado neste texto é conhecido como método de
inferéncia de Mamdani ou método MAX - MIN. Neste método, cada regra é
considerado como um relacdo fuzzy e nao como implicacao lgica. A relagao
entre as variaveis linguisticas é caracterizada pelo operador MIN isto é, cada
regra € considerada uma relacao fuzzy R; onde o grau de pertinéncia para
cada para (a,b) é:

HR; (a7 b) = min{//’Av‘, (a)7 KB; (b)}

A relagao entre cada regra é caracterizada pelo operador méximo, ou seja,
a relagao fuzzy R que representa o modelo determinado por uma base de



62 Sistemas variacionais p - fuzzy

Xo

A

Xo

Base de Meétodo
regras de

fuzzy inferéncia

A

y

(' Defuzificador

y

Figura 3.2: Estrutura do controlador fuzzy.

regras, é obtida pela unido (maximo) de cada regra individual, de modo que
para cada par (a,b) temos:

pr(a,b) = max {ua,(a) A pp,(b)}

1<i<n
onde A representa o operador MIN. Agora, para cada entrada desejamos
MIN MAX

Iy i e

Figura 3.3: Mecanismo de inferéncia de Mamdani com duas varidveis linguisticas
de entrada e uma de saida.

encontrar uma acao correspondente, isto é, para conjunto A de dados de
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entrada, queremos determinar um conjunto B de dados de saida. Pelo
método de Mamdani, a fung@o de pertinéncia de B é dada por:

up(b) = max {max{ua(a) Apa,(a)} A ps, (b)}-
Se a entrada for um conjunto cldssico unitdrio, entdo pa(a) =1 e py,(a) <
1. Logo, a expressao acima resulta em:

pp(b) = max {pa,(a) A ps,(b)}

1<i<n

e portanto, temos o conjunto fuzzy B que representa a acao para cada
entrada A (Figura 3.3).

O papel do defuzzificador é converter cada conclusao obtida pelo método
de inferéncia em um numero real que melhor representa a agao a ser tomada.
No caso dos sistemas p - fuzzy, o nimero real obtido pela defuzzificagao
é acrescentado ao valor assumido pela varidvel de entrada no instante k,
alimentando o sistema iterativo.

Um dos principais métodos de defuzzificagao é o centro de massa que,
para variaveis continuas, é dado pela expressao

(B)  do o ®) db
fQ up(b) db
Este método de defuzzificagao sera usado por todo este texto.
Notemos que o controlador fuzzy pode ser visto como uma funcao f :
R™ — R™, ja que dado um valor de entrada, existe um tinico valor de saida
correspondente.

3.3 Pontos de equilibrio para sistemas p - fuzzy

Os sistemas p - fuzzy, da forma que definidos anteriormente, podem
ser vistos como sistemas dinamicos discretos de modo que faz sentindo se
perguntar sobre a existéncia e estabilidade de pontos de equilibrio. Nesta
secao, faremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns resultados impor-
tantes sobre a existéncia e unicidade de estados de equilibrio para sistemas
p - fuzzy unidimensionais e bidimensionais.

Estes resultados serdo tuteis para determinarmos o comportamento de
modelos para dinamica populacional, por meio de sistemas p - fuzzy, que
construiremos no préoximo capitulo.



64 Sistemas variacionais p - fuzzy

3.3.1 Sistemas p - fuzzy unidimensionais
Consideremos o sistema p - fuzzy unidimensional

Tpe1 = Tk + A(xg)
{ g . (3.3.2)

onde A(x) é a saida defuzzificada de um controlador fuzzy tipo Mamdani.
O sistema acima estd em estado de equilibrio quando

=z = Tyl A(.T}k) =0.

Definigao 3.1. Seja {A;}1<i<k de subconjuntos fuzzy com suppA;= (a},a? ;).
Dizemos que os conjuntos A; sao sucessivos se satisfazem:

1. supp(A;)NsuppA;41)# ¢;

2. supp(A;)Nsupp(4;)= ¢ se [i — j| = 2;

3. seja & e T tais que pa, (%) = pa,,, (T) =1, entdo T < .

As Figuras 4.3, 4.4 e 4.6 sdo exemplos de conjuntos sucessivos.

Definicao 3.2. Consideremos um sistema p - fuzzy e uma familia de sub-
conjuntos sucessivos { A; }1<i<k. Separa xi, o € supp(A;UAi11) as variagies
A(x1) e A(za) possuem sinais contrdrios, entao o subconjunto fuzzy A* =
A; N A1 é denominado conjunto vidvel de equilibrio e supp(A4*) € uma
regiao viavel de equilibrio.

Como veremos nos resultados seguintes, o sistema p - fuzzy admite um
estado de equilibrio, digamos z*, sempre que hd uma regiao de equilibrio
supp(A4*) . Neste caso, as regras associadas aos conjuntos A4; e A;; da
definigao acima satisfazem:

1. se a é A; entdo b é By;
2. seaé A;yq entdo b é B;iq;
com suppA4,;C Ry (R_) e supp(A;+1)C R_(R,).

Teorema 3.1. Se um sistema p - fuzzy S admite uma regiago vidvel de
equilibrio supp(A*), entdo S possui ao menos um estado de equilibrio em
supp(4*), ou seja, existe x* € supp(A*) tal que A(z*) = 0.

Demonstragao: Consultar [15]. [ |

A unicidade do estado de equilibrio exige algumas restri¢oes dos conjun-
tos sucessivos que determinam os termos linguisticos do sistema p - fuzzy

S.
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Teorema 3.2. Sejam pa, € jua,,, mondtonas em supp(A*)= (a},,,a?), a;
€ ay1 tais que pa,(a;) = pa,,, (aiy1) = 1. Se a; < al,y e a1 < a? entdo
o estado de equilibrio é unico em supp(A*).

Demonstragao: Consultar [15]. [ |

A andlise de estabilidade do estado de equilibrio de um sistema p -
fuzzy unidimensional é feita de modo analogo ao caso deterministico, isto
é, avaliando a derivada de f(z) = = + A(z) em z*. Portanto, o sistema
p - fuzzy serd estdvel quando 0 < A’(x*) < 2 e instével caso contrdrio.

3.3.2 Sistemas p - fuzzy bidimensionais

Consideremos um sistema p - fuzzy bidimensional

Try1 = Tk + Au(Th, Yr) (3.3.3)
Ykt = Yk + Ay (Th, Yi)-
As variacoes A, e A, do sistema acima sdo dadas por regras que satis-
fazem a seguinte estrutura:

Se x estd em A; ey estd em B; entdo A, estd em C; e A,
esta D;.

Os valores assumidos pelas variacoes Ay (z, yr) € Ay (Tk, yr) sao deter-
minados pela defuzzificagao dos conjuntos fuzzy C; e D} obtidos por meio
da inferéncia de Mamdani. Pelo fato das variacées dependerem somente dos
valores de entrada, entdo podemos considerar que cada uma das variagoes
A, e Ay sdo determinadas por regras da forma

Se x estd em A; ey estd em B; entao A, estd em C;.

Obviamente regras com apenas uma variavel de saida nao fazem parte
da base de regras de um sistema p - fuzzy bidimensional. No entanto, esta
estrutura nos permite avaliar cada variagdo isoladamente, o que serd ttil
para a determinacao de condigoes para existéncia e unicidade de estados de
equilibrio para o sistema (3.3.3).

Como veremos a seguir, sempre existe um estado de equilibrio para o
sistema (3.3.3) se em alguma regido do dominio cada uma das variagoes A,
e A, sao determinadas por regras do tipo:

1. se x estd em Ay ey estd em By entao A, estd em C

2. se x estd em Ay ey estd em By entao A, estd em Cy (1)
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3. se x estd em A ey estd em By entao A. estd em C3
4. se x estd em Ag ey estd em By entao A, estd em Cy

com supp(Cy UCq)C R_ e supp(CyUC5)C Ry e os conjuntos fuzzy A; e B;
sucessivos. Neste caso, o conjunto fuzzy A* = A; N Ay é o conjunto vidvel
de equilibrio para A..

Definigao 3.3. Seja {A4;}i<i<n € {Biti<i<m subconjuntos fuzzy sucessivos
para os termos linguisticos das varidveis de entrada. Se A* e B* sdo con-
Juntos vidveis de equilibrio para as variacoes A, e A, entdo dizemos que
R* =supp(A*)xsupp(B*) € uma regiao vidvel de equilibrio para o sistema

O préximo lema assegura que a fungao de pertinéncia do conjunto fuzzy
C obtido pela inferéncia de Mamdani de cada regra da base de regras (1) é
decrescente com relagio a variavel a se pa, é decrescente e, oy é crescente
com relagdo a a caso pa, seja crescente. Antes de enunciarmos o lema,
vamos fazer algumas defini¢oes que serao uteis para a sua demonstracao.

Bi(a,b) = min{pa, (a), us, (b)) B2(a,b) = min{ua, (a), up,(b)}
Bs(a,b) = min{pa,(a), up, (b)) Ba(a,b) = min{pa,(a), up,(b)}
pcy (¢) = min {pic, (¢), max{p(a,b), B2(a, b)} }
pics (¢) = min {pic, (¢), max{fs(a,b), B (a, b)} }
onde C; =C1UCy e Oy =C3UCy. ~ )
Para simplificar, vamos convencionar que 3; = 8;(a,b,), 3; = Bi(a,b,) e
que fic:(c) e ficr(c) seja pcy(c) em fB; e (3, respectivamente.
Lema 3.1. Sejam {Ag}tr=12 € {Bj k=12 conjuntos fuzzy sucessivos, b, €
Qp =supp(B1 N Ba), @ e a € Q4 =supp(Ay N Az) com as fungoes de per-
tinéncia satisfazendo:

(i) pa,(a) € decrescente e pa,(a) é crescente em Qa;
(i) pp, (b) € decrescente e up,(b) é crescente em Qp;
(iii) se a; € Qa e b; € Qp sdo tais que pa,(a;) = pa,(a;) e pp,(b;) =
118, (bi) entdo pa, (ai) = pp, (bi).
Se a > a entao
fic; (¢) < iy () e fioy(c) = ficz(c).

Além disso, existe ¢ tal que

fic; (€) < ficy(¢) ou ficz(€) > ficy (€).
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Figura 3.4: Representagiao geométrica do Lema 3.1 para a fungao de pertinéncia
pcs; ().

Demonstracao: Como g4, € decrescente e pa, é crescente em 24 entao,
pa, (@) < pa, (@) e pray(@) > pa,(a). Assim temos que

fic; (c) < ficy(c) e ficz(c) > fics(c),

0 que prova a primeira parte do lema.

Para provar a segunda afirmacao, vamos considerar quatro casos: b, < b;
ea<a;;b,>bea>a b, <bea>a;b,>0bea<a;. Como as
demonstragoes em cada um dos casos sao semelhantes, vamos apresentar
aqui apenas as demonstragoes dos dois primeiros casos.

1° caso. Suponha b, < b; e @ < a;. Com efeito tomemos ¢ tal que uc,(¢) =
1. Neste caso o grau de pertinéncia de ¢ no conjunto fuzzy Cj com en-
tradas (a,b,) e (@,b,) sdo dados respectivamente por fic; (¢) = max{3s, 34}
e ficy (€) = max{fs, 04}

Segue diretamente das hipdteses que

NO) @) (ii1) (i1)
/j’Az(a’) < MAz(a’) < /j’Az(a’i) = /’I’Bl(bi) < /j’Bl(bO)’

portanto, segue da definicao de 8; que ficy (€) = pa,(a) e ficy (€) = pa,(a).
Logo, pelo ftem (i) da hipétese segue que

fic (€) > ficy ().

2° caso. Suponha b; < b, e @ > a;. Tomando ¢ tal que pc, = 1, entao o grau
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) = max{f, 3.} se
a entrada é (@, b,) e fic: (C) = max{ 3, O} para entrada (@, b,). Por hipStese
temos que

de pertinéncia de ¢ no conjunto fuzzy C; dado por /201*( )

) O] (ii1) (i)
KA, (a’) < pa, (a’) < pa, (al) = /j’Bz(bi) < /1’32(b0)'
Portanto, ficx(¢) = pa, (@) e fic: (€) = pa,(a). Novamente pelo item (i) da
hip6tese temos que
ficy (€) < ficy ().

O caso em que a < a; < @ segue por combinacao dos casos acima. |

O lema que acabamos de demonstrar é essencial para garantir a existén-
cia de de um estado de equilibrio para um sistema p - fuzzy bidimensional
em uma regiao viavel de equilibrio.

O préximo teorema surgiu na tentativa de validar a escolha de um passo
para o algoritmo que propomos para a busca de um estado de equilibrio.
No entanto, foram obtidos alguns outros resultados importantes como a
existéncia unica de estados de equilibrio para o sistema p - fuzzy quando a
base de regras satisfaz algumas condigoes. A condi¢ao que vamos exigir é que
cada variacao do sistema p - fuzzy admita um conjunto viavel de equilibrio,
ou seja, as variagoes em alguma regiao do dominio sao determinadas pelas
regras

1. Seac Ay ebe By entaoce Oy
2. Seac A; eb & By entao c € Cy (2)
3. Sea€ Ay eb e By entao c € Cs
4. Seac Ay eb € By entao c € Cy
com os conjuntos fuzzy sucessivos {Ay}r=12 € {Bk}r=1,2, satisfazendo

1. pa, e pa, sao continuas e decrescente e crescente em §24 respectiva-
mente;

2. pup, € pp, sdo continuas e decrescente e crescente em (2p respecti-
vamente;

3. A, (amzn) > HAy (a’mzn) = 07 A, (a’maw) > HAy (amax) =0e analOga_
mente para (g, € UB,;

4. se a; € Qg e b; € Qp sdo tais que pa,(a;) = pa,(a;) e pp, (b)) =
118, (bi) entao pia, (a;) = pp, (bs).
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5. Cy =supp(Cy U Cy) e Cy =supp(C3 U Cy) sdo conjuntos fuzzy com
supp(C1)C R_ e supp(Ca)C Ry e pc» continuas.

As funcoes fic: (c) e ficg (c), sao fungdes de pertinéncia de c obtida pela
inferéncia de Mamdani com entradas (a,b,) e (a,b,) respectivamente.

Teorema 3.3. Seja Q4 = (Gmin, Amaz), 0 suporte do conjunto vidvel de
equilibrio A*, Qp =supp(B1 N Ba) e Ac(a,b) o centro de massa da regido
obtida pela inferéncia de Mamdani por meio da base de regras (2) no ponto
(a,b). Suponha que as condig¢oes (1-5) acima sejam satisfeitas. Entdo sio
validas as sequintes afirmagaoes:

(CL) Ac(aminabo) <0e Ac(amawabo) > 0, bo € QB;

(b) existe um inico a* € Qa tal que A.(a*,b,) = 0;

(c) sea<a*<a,aeacQy entio A(a,b,) <0 e A.(a,by) > 0.
Demonstragao: Seja Q1 =supp(C1) e Q2 =supp(Cs). Por hipétese (item 5)

Qy e s sao disjuntos e portanto, o centro de massa da regiao delimitada
por pcy e pey pode ser calculado pela expressao

cucx(c)de + cucx(c) de
Ad(a,b) = Jo, ener(€) det o, encs (©) de (3.3.4)
le pcy(c) de+ f92 pcy (c) de

(a) Pelo item 3, pra,(amin) = 0, entdo uc;(c) = 0 para todo ¢ € Qy, assim

/ cpcy () de = 0.
Qo
Portanto a expressdo (3.3.4) se reduz a

3 Ja, cuc; () de
Jo 107 (0) 8¢
Mas, como cpcs (¢) < 0 para todo ¢ € 1, entao Ac(@min,bo) < 0. Por outro

lado f14, (@maz) = 0, dessa forma pc:(c) = 0 para todo ¢ € Q;. Entdo a
expressao (3.3.4) se reduz a

Ac(amina bo)

 Jq, cucs(e)de
Jo, pos(e)de”

Como cpioy(c) > 0 para todo ¢ € Qy, entdo Ac(dmaz,b) > 0.

Ac(amawa bo)

(b) As fungdes de pertinéncia jicx e pcy obtidas pela inferéncia de Mamdani
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sdo continuas para todo (a,b) € Q4 x Qp jd que sido definidas por méximos
e minimos das fungoes p4;, B, € pic; que sao continuas por hipétese. Dessa
forma A.(a,b) também é continua (veja [12], pdgina 43), e pelo item an-
terior Ac(@min, bo) < 0 € Ai(@maz,bo) > 0. Logo, pelo teorema do valor
intermididrio, existe a* € Q4 tal que A.(a*,b,) = 0.

Para demonstrar a unicidade vamos considerar 7(a,b) o numerador da
expressao (3.3.4), ou seja,

n(a,b)z/ cpcr(c) dc+/ cpcy (c) de.
(o Qo

Pelo Lema 3.1, se @ < a entdo ficy(c) > ficy (c) e fics(c) < ficy(c). Além
disso existe ¢ tal que a desigualdade estrita é satisfeita. Como ¢ < 0 se
c €y ec>0secée )y concluimos que:

/cﬂcl*(c)dc>/ ciics(c) de e
Q1

Q1
/CﬂC;(C)dC>/ ciicy (c) de,
Qo Qo

portanto 7(a,b,) < n(a,b,), ou seja, n(a,b,) é crescente e com relagdo a
varidvel a. Agora A.(a*,b,) = 0 se e somente se n(a*,b,) = 0. Dessa
forma, supondo que existe Z tal que n(a, b,) = 0 temos pelo fato de n(a, b, )
ser crescente, que @ = a* e portanto a unicidade estd garantida.

(¢) Como n(a, b,) é crescente, entéo n(a, b,) < n(a*,b,) en(a,b,) > n(a*,b,).
Pelo fato do numerador da expressido (3.3.4) ser sempre positivo, entéo
Ac(a,bo) <0 e Ac(a,bo) > 0. [ |

Segue diretamente do teorema acima o seguinte resultado.

Coroldrio 3.1. Suponhamos que no Teorema (3.3) suppCi1C R, e suppCaC
R_ entao:

1. (a)A(amin,bo) >0 € A(@maz,bo) < 0;
2. (b) sea < a* <a entio Ac(a,b,) >0 e Ac(a,by) < 0.

Demonstragao: Substituindo ¢ por —c nas expressoes obtidas na demon-
stragdo do teorema anterior obtemos as desigualdades dos itens (a) e (b). B
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O que acabamos de demonstrar nos permite concluir que quando e-
xistem conjuntos vidveis de equilibrio A* e B* para as variagdes A, e A,
satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.3 ou do Corolario 3.1, existem z* e y*
tais que A(z*,y) = A(z,y*) = 0. Porém a existéncia de um ponto (x*,y*)
tal que A(x*,y*) = A(z*,y*) = 0 é garantida pelo préximo resultado.

Corolério 3.2. Seja A* e B* conjuntos vidveis de equilibrio para as varia¢oes
A, e Ay do sistema (3.8.8). Entdo existe um dnico estado de equilibrio
(z*,y*) para (3.3.83) em R* =supp(A*)xsupp(B*).

Demonstragao: Pelo Teorema 3.3, para cada y € supp(B*) existe um unico
x €supp(A*) tal que A, (z,y) = 0 e para cada x €supp(A*) existe um unico
y € supp(B*) tal que Ay(z,y) = 0. Portanto, as trajetérias Ay (z,y) =0e
Ay(z,y) =0 em R* sao funcoes continuas ([11]) com dominio em supp(B*)
e supp(A*) respectivamente, isto é z = g(y) e y = f(x). Para mostrar que
existe (z*,y*) tais que Ay(z*,y*) = Ay(z*,y*) = 0 precisamos mostrar
que as fungoes se interceptam em R*, ou seja, devemos mostrar que z* e
y* sdo tais que z* = g(y*) e y* = f(«*). Para isso, definamos a fungao
h(y) =y — f(9(y)). Como I'm(f) Csupp(B*), entdo existem y; e yo tais
que h(y1) <0 < h(yz). Logo, pelo teorema do valor itermedidrio, existe y*
tal que h(y*) = 0, ou seja, y* = f(z*) e 2* = g(y*). Para a unicidade veja
a demonstracdo em [15]. ]

As funcées A, e A, sao derivaveis em (z*,y*) ([15]) e portanto, a andlise
de estabilidade pode ser feita como no caso discreto deterministico apenas
verificando os autovalores de J ;= ).

Os estados de equilibrio para um sistema p - fuzzy, dependem unica-
mente das regras da base de regras associada ao sistema e do dominio de
definigao das regras.

Se A* é um conjunto vidvel de equilibrio para a variagdo A.(a,b), entao
o conjunto fuzzy AA* obtido da multiplicacdo de A* por A também é um
conjunto vidvel de equilibrio para A.(a,b), j4 que pa~(a) = pxra-(Aa*)
(veja pagina 46), consequentemente A.(a,b) = A.(Aa,b). Além disso, se
a* € supp(A*) é um estado de equilibrio entdo, pela igualdade anterior
Aa* € supp(AA*) também é um estado de equilibrio. De uma forma geral
temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Seja A, : [a,b] — R a variagcao de um sistema p - fuzzy.
Ac(a*,bo) =0 em [a,b] se, e somente se, Ac(Aa*,b,) =0 em [Aa,b].

Este teorema pode ser 1itil quando se pretende dar exemplos ficticios de
sistemas p - fuzzy e seus pontos de equilibrio. Num exemplo de fendmeno
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real, basta multiplicar o dominio por A que o ponto de equilibrio também
serd multiplicado por .

3.

4 Exercicios

Exercicio 1 - Considere o sistema p - fuzzy S, onde x é a variavel de
entrada definida pela familia de nimeros fuzzy sucessivos (Figura 3.5): B,
MB, M, MA, A e AL, a varigvel de saida, A, (Figura 3.6) definida pelos
numeros fuzzy: BN, BP, MP e AP e cuja base de regras é:

Pertinéncia

MA A AL BN  BP MP

T
// \ /

\

13

o
®

°
°

Pertinéncia

°
=

Figura 3.5: Varidvel de entrada: x . Figura 3.6: Varidvel de saida: A,.

e Se x é Bentao A, é BP;

e Se x é MB entao A, é MP;
e Sex é Mentdao A, é AP;

e Se x é MA entao A, é MP;
e Sex é A entdao A, é BP;

e Sex é AL entao A, é BN.

1. Verifique que supp(A*) = AN AL é uma regido vidvel de equilibrio de

S;

2. Determine numericamente (experimentos computacionais)o ponto de

equilibrio de S, *, na regido supp(A*);

3. Faca modificagoes em A, sempre mantendo simétricas as fungoes de

pertinéncia de BN e BP, em relacao a zero. O que acontece com o
ponto de equilibrio?
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4. As funcgoes de pertinéncia de A e AL sao respectivamente:

(&) = 1-2(2520)% ) se 225 <z <2425
i 2(200-2)" s 2425 <2 < 260

ian (@) { 2(2225)° se 225 < <2425
AL =

1-2(25200)% ) se 2425 < 2 < 260

Verifique que o ponto de equilibrio, encontrado no item anterior, é a
solugdo da equagao pa(x) = par(x);

Exercicio 2 - Considere o sistema p - fuzzy S com a mesma base de re-
gras dada no exercicio anterior e com variaveis de entrada e saida dadas,
respectivamente, por:

Pertinéncia

° ° °

S > ® N
Pertinéncia

° ° o

S ® ® N

°
0
°
o

Figura 3.7: x, supp(A*) = [121,129]. Figura 3.8: A,: dominio [—25,40].

1. Identifique uma regido vidvel de equilibrio e encontre o ponto de
equilibrio, z*, de S;

2. Verifique a estabilidade de x*;
3. Faga modificagbes na varidvel de saida de tal forma que z* seja estavel.

4. Altere, apenas o dominio da variavel de saida, e verifique a estabili-
dade de z*; encontre o ponto de equilibrio e verifique a estabilidade.
Compare os resultados encontrados com o Teorema 3.4.
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Capitulo 4

Dinamica populacional
com sistemas p - fuzzy

4.1 Introducao

Neste capitulo temos como objetivo o desenvolvimento de bases de regras
para dinamica populacional de espécies isoladas com crescimento inibido e
duas espécies em interagao. Estas bases de regras serao determinadas a
partir das informacoes subjetivas estabelecidas no primeiro capitulo deste
texto.

Para a dinamica populacional de uma espécie com crescimento inibido,
sabemos que existe uma determinada quantidade maxima de individuos
que o ambiente consegue suportar - a capacidade suporte. Se o numero
de individuos é superior a capacidade suporte, o taxa de crescimento da
populacao é negativa. Por outro lado, se o nimero de individuos é inferior
a capacidade suporte, entdo a populagdo aumenta com o tempo.

Vimos também no primeiro capitulo que a natureza da interagao entre
duas espécies, modelada por um sistema de equacoes autonomas

dx
i =xf(v,y)
(4.1.1)
L
dt - yg aZ/ 9

pode ser definida apenas impondo algumas condigoes sobre as fungdes f e
g.
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Assim, estas informagoes podem ser utilizadas para estabelecer uma base
de regras para um sistema p - fuzzy bidimensional discreto

Tr1 = Tk + Do (Tr, Yr)
(4.1.2)

Ykt1 = Uk + Dy (Th, Yi)

que representem a dinamica populacional das espécies envolvidas na in-
teracdo. As variacoes A, e A, devem satisfazer as mesmas condigdes im-
postas as fungdes F(x,y) = xf(z,y) e G(x,y) = yg(x,y). Como as carac-
teristicas que definem as interacoes sao dadas pelas derivadas parciais f, e
gz, 0 comportamento de F'(z,y) e G(z,y) com relagdo a y e z respectiva-
mente sdo semelhantes a das fungdes f(z,y) e g(z,y), uma vez que

OF(z.y) _ Oftzy)  0G(zy _ d9(x.y)

y y ox L

Por todo este capitulo serda usado os conjuntos de termos linguisticos
T, ={baiza, média baiva, média alta, alta} e T, ={alta negativa, média
alta negativa, média baira negativa, baira negativa, baira positiva, média
baiza positiva, média alta positiva, alta positiva} para determinar os esta-
dos subjetivos assumidos pelas variaveis linguisticas popula¢do e variagao
da populagcao de ambas as espécies. Os conjuntos fuzzy de cada termo
linguistico estdo representados na Figura 4.1(a-b) onde a abreviacao é evi-
dente.

O fato de considerarmos o dominio de ambas as espécies iguais nos exem-
plos apresentados neste capitulo, pode biologicamente nao fazer sentido. No
entanto, da Proposicao 3.4 no capitulo anterior, as analises quanto aos esta-
dos de equilibrio aqui apresentadas sao semelhantes para qualquer multiplo
dos dominios das variaveis populacdo e varia¢do da populagao.

Neste capitulo também apresentaremos um algoritmo, baseado em regras
fuzzy, para a determinagdo numérica de estados de equilibrio de sistemas
p - fuzzy bidimensionais. Além disso, faremos o ajuste de parametros para
alguns modelos deterministicos a partir das bases de regras apresentadas.

4.2 Base de regras para espécies isoladas

Como no capitulo anterior, as partes fundamentais na modelagem por
meio de um sistema p - fuzzy sao a base de regras e os termos linguistico
que definem subjetivamente os estados das variaveis. E na base de regras
que estao incorporadas as informagao do fenémeno modelado. Quanto mais
precisas forem estas informagoes, melhor determinado estdo os estados as-
sumidos pelas varidveis de entrada e saida e consequentemente, maior o
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a0 E) 0
Dens. populacional

EX 0 05
Variag&o populacional

(b)

Figura 4.1: Conjuntos fuzzy para os termos linguisticos: (a) - termos linguisticos
Tp;  (b) - termos linguisticos Ta,,.

nimero de termos linguisticos. Neste caso, a base de regras também pode
incorporar mais regras de modo que o sistema p - fuzzy descreve mais de-
talhadamente o fenémeno.

Nesta se¢ao vamos elaborar um conjunto de regras bésicas para modelos
de dinamica populacional de espécies isoladas, em particular espécies com
crescimento inibido.

Os modelos com crescimento inibido sdo aqueles que pressupoe a existén-
cia de uma capacidade suporte k > 0, geralmente determinada por fatores
ambientais e intrinsicos a espécie. Como vimos no capitulo 1, quando a
populagao esta acima da capacidade suporte, entdo o nimero de individuos
da espécie diminui, de modo que temos uma variacao negativa. O contrario
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acontece quando o numero de individuos é menor do que k. Se a quanti-
dade de individuos é menor do que a capacidade suporte, a espécie tende a

aumentar o nimero de individuos.
| o
| -

0 k

=

Figura 4.2: Campo de variagdes: («+—) - variagdo negativa; (—) - variagao positiva

Esta relacao entre varidveis e variagdo pode ser determina por uma

equagao

dp

a f(p)
que pode ser aproximada por discretizagao resultando pyrp = pr + hf(p),
h>0.Se p; <k, entao f(p;) >0esep, >k, f(p:)<O.

No entanto, se a dinamica populacional de uma espécie é somente par-
cialmente conhecida, a capacidade suporte nao pode ser precisamente deter-
minada e, como consequéncia, também nao sabemos com exatidao quando
a variacao é positiva ou negativa. Porém, é possivel dizer que quando o
nimero de individuos é muito grande a populacao decresce.

Isto sugere que usemos termos linguisticos para fazer a relagdo entre a
populacdo p e a variagdo f(p), ou seja, devemos determinar o campo de-
terministico f por um controlador fuzzy. Para a escolha das regras que
vao formar a base de regras para dinamica populacional com crescimento
inibido, vamos levar em consideracao a hipdtes geral sobre variagao abso-
luta para dinamicas com crescimento inibido, isto é, a variagdao absoluta é
crescente no inicio atingindo um valor maximo a partir do qual decresce
assumindo valores negativos quando a densidade populacional estd acima
da capacidade suporte. No entanto, podemos também usar as informagoes
referentes ao crescimento relativo da espécie, como veremos mais adiante.

Vamos utilizar o conjunto de termos linguistico T, ={baiza, média baiza,
média, média alta, alta, altissina} para determinar subjetivamente os esta-
dos assumidos pela varidvel populacio e Tap ={baiza negativa, baiza posi-
tiva, média positiva, alta positiva} para os estados assumido pela varidvel
linguistica variacdo da populagdo. Considerando A; e B; os conjuntos fuzzy
para os termos linguisticos dos conjuntos Tp e Taj,, uma base de regras
para dinamica populacional com crescimento inibido pode ser dado pelas
seis regras seguintes:

1. Se a populacéo é baiza (B) entéo a variacdo é baiza positiva (B,);

2. Se a populagdo é média baiza (M B) entdo a variagio é média positiva
(Mp)§
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3. Se a populagao é média (M) entdo a variagao é alta positiva (A4,);

4. Se a populacado é média alta (M A,) entdo a variacdo é média positiva
M,; 1)

5. Se a populagao é alta (A) entdo a variagao é baiza positiva (Bp);

6. Se a populagdo é altissima (AL) entdo a variagio é baiza negativa
(Bn).

—_— n —_—
(9 50 00

,
o 200 250 300
Dens. populacional

Figura 4.3: Conjuntos fuzzy dos termos linguisticos da variavel populagdo Tp.

s T
Variagéo populacional

Figura 4.4: Conjuntos fuzzy dos termos linguisticos da varidvel variagao da po-
pulagao Tayp.
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(] 50 100 150 200 250 300 350 200

Tempo

Figura 4.5: Solugdo do sistema p - fuzzy pela base de regras (1) e termos
linguisticos como nas Figuras 4.3 e 4.4

As Figuras 4.3 e 4.4 sdo exemplos de conjuntos fuzzy A; e B;. A base
de regras de regras esta representada no dominio da varidvel populagao.
As flechas apontadas para a direita (esquerda) na Figura 4.3 simbolizam
variagoes positivas (negativas). Observemos que enquanto a populagido néo
atingir um valor altissimo a variagdo é sempre positiva, ou seja, a populagao
estd crescendo.

Conforme podemos ver na Figura 4.5, o sistema p - fuzzy com contro-
lador fuzzy alimentado por meio da base regras (1) e termos linguistico
como nas Figuras 4.3 e 4.4, gera uma sequéncia limitada como esperado .
O conjunto vidvel de equilibrio para a base de regras (1) é A* = AN AL,
portanto existe z* € supp(A*)= (240, 260) tal que A(z*) = 0, isto é, o
sistema p - fuzzy estd em equilibrio, mais precisamente, r* = 248.71. Como
o conjunto fuzzy A* satisfaz as condi¢oes do Teorema 3.2 entao, x* é tinico.

A base de regras (1) fornece a variagdo absoluta da populagdo em cada
instante de tempo. No entanto, é possivel também estabelecer o compor-
tamento de uma dinamica populacional com crescimento inibido por meio
de uma base de regras que define a variacao relativa. Neste caso, a iteragao
nao é feita por um sistema p - fuzzy, mas por um sistema iterativo da forma

Tht1 = (1 + A(.Z‘k))l‘k

onde A(zy,) é fornecido por um controlador fuzzy. Obviamente, as bases de
regras para variagoes absolutas e relativas ndo devem ser as mesmas. As
informagbes para a montagem da base de regras devem ser coerente com
as caracteristicas de variacao relativa para crescimento inibido, ou seja, a
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variagao deve ser decrescente com relacao a populagdo. No exemplo a seguir
elaboramos uma base de regras para a variacgao relativa.

Exemplo 4.1. Consideremos o conjunto de termos linguisticos T}, para
a varidvel de entrada andlogo ao da base regras (1) e para a varidvel de
safda Taprer ={baiza negativa, baiza positiva, média baiza positiva, média
positiva, média alta positiva, alta positiva}. Consideremos também Taprer
modelado pelos conjuntos fuzzy sucessivos conforme Figura 4.6 A base de
regras que estabelecemos abaixo leva em consideragao as caracteristicas de
um variagao relativa para crescimento inibido:

1. se a populacdo é B entdo a variacao é Ap;

2. se a populacdo é M B entdo a variacao é MAy;

3. se a populagdo é M entdo a variagdo é Mp; (2)

4. se a populacao é M A entao a variacdo é M B);

5. se a populacao é A entdo a variacdo é Bp;

6. se a populacao é AL entdo a variagao é B,,.

A Figura 4.7(a) mostra a trajetéria da sequéncia gerada pelo sistema
iterativo 241 = (14 A(zy)) 2.

5 70
Dens. populacional x107

Figura 4.6: Conjuntos fuzzy dos termos linguisticos da varidvel variagdo relativa
da populagcao Taprer.
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Figura 4.7: Crescimento inibido: (a) - trajetéria do sistema iterativo com variagao
relativa (base de regras (2)); (b) - trajetérias gerada com variagao relativa (linha
segmentada) e absoluta (linha continua).

4.2.1 Ajuste de parametros

A base de regras fornece um conjunto de dados por meio do controlador
fuzzy que pode ser usado para estimativa de parametros de campos deter-
ministicos. Nesta se¢do, vamos utilizar o método dos quadrados minimos
para obter parametros de campos determisticos para dinamica populacional
de com crescimento inibido.

Dado um conjunto de dados {(z;,¥:)}1<i<n 0 método dos quadrados
minimos consiste em encontrar z, € R™ que minimiza a soma

D @i 2) = wil*-
i=1

, . ~ . ~ m ~

Se f é uma combinacao linear de fungdes, f(x,2z) = >, ; 2z fr(z), entao

o problema equivalente a soma acima é determinar z, € R™ que minimiza
a norma usual em R? do residuo

r=Az—vy

onde z = (21,22,...,%2m) € R, y € R" e A € R"™™ com a;; = f;(z;).
Quando n > m, se as colunas de A sdo linearmente independente, entao
existe uma tnica solugéo para o problema de quadrados minimos (veja [25]).
Tal solugao é dado por

2o = (ATA) 1Aty
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Exemplo 4.2. Consideremos o modelo de Verhulst para dinamica popula-
cional de espécies isoladas. A variagao absoluta neste modelo é dada por

f(z) = m(l — %) =217 + 2007
onde z; = r e z5 = —r/k. A solugdo do problema de quadrados minimos
para x = (0,1,2,...,300) e y = A,(x) obtido por controlador fuzzy é,
21 =0.0185 e 2, = 0.77° que é tnica pois as colunas de A, formadas por
e 22, sdo linearmente independentes.

Na Figura 4.8 temos as solugdes do modelo de Verhulst (segmentada)
comr =0.18 e k = 257 e p - fuzzy (continua) com condi¢ao inicial x, = 20.
A trajetéria pontilhada é a sequéncia gerada pelo modelo discreto de May
com os mesmos parametros acima.

Exemplo 4.3. A variagdo do modelo de Montroll é dada por

fla) =ra [1 - (%)j

Os parametros r, k e 3 podem ser obtidos por minimizagao de F(r, k, 3) =
S f () — Ag(zy)*. Para z = (0,1,2,...,300) temos r = 0.023, k =
257.707 e 3 = 0.648. A solucao do modelo de Montroll como estes parametros
pode ser vista Na Figura 4.8.

L , , , , L ,
50 00 750 200 250 300 350 200

Tempo

Figura 4.8: Ajuste de pardmetros: solugoes dos modelos de Verhuslt (seg-
mentada), May (pontilhada), Montroll (ponto-segmentada) e p - fuzzy (linha
continua).
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Como podemos observar na Figura 4.8, as solugées de modelos deter-
ministicos continuos e discretos apresentam comportamentos semelhantes
ao modelo p - fuzzy.

Exemplo 4.4. Podemos considerar o parametro intrinsico de crescimento
do modelo de Verhulst como sendo um ntimero triangular fuzzy com 7 =
(0.015/0.018/0.021) conforme Capitulo 2. Neste caso, usando o método da
extensao de Zadeh do fluxo determistico apresentado no Capitulo 2, obtemos
a solugao fuzzy da Figura 4.9.

Observemos que a solugdo do sistema p - fuzzy (linha branca na Figura
4.9) pertence ao suporte do conjunto fuzzy obtido pela extensdo do fluxo.

Figura 4.9: solucao fuzzy do modelo de Verulst com 7 = (0.015/0.018,/0.021) e
condigao inicial z, = 20.

4.3 Algoritmo para busca de estados de equilibrio
para sistemas p - fuzzy

Consideremos o sistema p - fuzzy bidimensional

Try1 = Tk + Ay (Th, Yi)
(4.3.3)

Ykt1 = Yk + Dy (Tk, Yr)-
Como vimos na se¢io 3.3.2 do capitulo anterior, o sistema (4.3.3) admite
um estado de equilibrio em uma regiao R* se os conjuntos fuzzy da base
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de regras satisfazem as hipétese do Teorema 3.3. Exceto no caso em que
os conjuntos fuzzy das varidveis de saida sdo simétricos, isto é, pc, (—c) =
Lo, (€) o estado de equilibrio ndo é facil de ser determinado. A dificuldade
se torna ainda maior se o estado de equilibrio é instdvel.

O que propomos nesta se¢ao é um algoritmo para aproximagao numérica
do estado de equilibrio baseado nas regras do sistema (4.3.3) que é equiv-
alente a encontrar o minimizador de [|Agzy(z, y)|| com Ay, = (Az,Ay). O
algoritmo aqui proposto consiste em determinar uma aproximagao U1 =
(Zk+1, Jkt1) a partir de um determinado 0 de modo que ||Ag, (Vp41)|] <
[|Azy (D). Para isso dado ¥y, devemos encontrar uma dire¢do de descida
dy, = (d1(0g),d2(?r)) tal que Tx41 = Uy + dj ou ainda,

{ Tr1 = Tx + di (Tr, Ur)

- - 2 4.3.4
Ur+1 = Ui + do(Tr, Ur) ( )

Embora algoritmos para minimizar fungoes que usam diregoes de desci-
das seja bem conhecidos e estruturados matematicamente, conforme vemos
em [5] e [14], aqui entretanto, ndo podemos utilizar tais métodos. Para
garantir a convergéncia eles dependem do valor da derivada da funcao em
cada iteragao, o que pode nao ser o caso de ||Agy(vi)||. Entdo um método
para minimizar ||Ag,(vg)|| onde A, é dado por regras fuzzy, deve levar em
consideragao a possibilidade de ela nao ser derivavel.

A proposicao a seguir fornece a uma condigao suficiente para garantir a
convergéncia do sistema (4.3.4).

o0
Teorema 4.1. Se a série Z [|di|| converge entdo, a sequéncia gerada pelo
k=1
sistema (4.8.4) converge.
Demonstragao: Seja U = (Tk,Jk) € dp = (d1(0k),d2(T)). A sequéncia
gerada pelo sistema (4.3.4) é dada por

k—1
U = 01 + Z [|d;]|.
i=1
Colocando o, = Z?;ll [|d;||, entdo se n > m,
n—1
> d
i=m

onde o é o limite da série Y ||dk||- Dessa forma , tomando o limite em m e
n, temos que

n—1
< D _dill = lon — om| < |on — | + |0 — o

i=m

||1~1n *ﬁm” =

lim ||0, — 0p|| < lim |o, — 0|+ lim |o — 0, =0.
m— o0 n—oo m— 00
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Como R? ¢é completo, entdo a sequéncia 7, é convergente, ou seja, existe
v € R? tal que

o0
k=1

o que confirma a proposicao. |

A proposigdo que acabamos de demonstrar é fundamental para o de-
senvolvimento do algoritmo, uma vez que podemos agora determinar uma
condigdo para a convergéncia da série de valores reais > ||dg||. O teste da
razao nos garante que se existir uma constante « tal que

[ldp-41l
|l ||

entdo a série Y ||d|| serd absolutamente convergente e, como consequéncia,
convergente ([13]). Sendo assim, vamos pedir que o passo d satisfaga
(4.3.5).

No entanto somente a convergéncia do sistema (4.3.4) ndo é suficiente
para garantir que ||Agy,(vg)|| — 0, pois pode ocorrer que o passo dj con-
virja a zero antes mesmo que A,,. Sendo assim, vamos exigir que ||dy|| >
Bl1 Ay (04)|| para. algum 5 > 0.

Podemos agora ja estabelecer um algoritmo incorporando as informagoes
citadas anteriormente.

<a<l1 (4.3.5)

Algoritmo 4.1. Seja « € (0,1) e 8> 0. Dado vy, tal que ||Agy(01)|] > 0,
entdo a mova aproximacao U1 € encontrada por meio dos sequinte passos.
1° passo: encontrar dy, satisfazendo:

ldirall < alldell e |ldell = Bl Aay (o)
2°¢ passo: calcular a nova aprorimag¢ao
U1 = Uk + dp;

3° passo: wverificar se ||Agy(x41)]] = 0. Caso contrdrio, retornar ao 1°
passo.

O teorema a seguir garante a convergéncia do algoritmo para um ponto
de equilibrio do sistema (4.3.3).

Teorema 4.2. A sequéncia ¥y gerada pelo algoritmo 4.1 € tal que:
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1. (a) lim ¥ = 0;
k—oo

2. (b) [|Azy(0)][ = 0.

Demonstragao: (a) como ||diy1]|| < a ||dg]|, para todo k € N, 0 < a < 1,
entao Y ||di|| converge. Logo, pela proposicao (4.1), existe v tal que

U= lim 0.
k—oo

(b) Sabemos que [| A (50)]] < Blldg]|. Portanto
1Auy (@)1 = i [[Any (B0)I] < 5 Jim [ldull = 5 Tim [[5041 — ]l =0,

logo [|Azy(9)|| =0, o que prova (b). [ |

Observemos que a condigao ||di+1]| < «||dg|| é suficiente para a con-
vergéncia do algoritmo 4.1 e nao necesséaria. O exigido é que o sequéncia vy,
gerada pelo algoritmo seja convergente pois neste caso ||d|| — 0 e portanto
o item (b) do teorema acima ainda continua vélido.

A escolha da direcdo do passo em algoritmos de minimizacao é funda-
mental para a convergéncia de maneira eficiente para o ponto desejado.
Entretanto, tal diregdo nem sempre é facil de ser determinada. Em geral,
esta escolha leva em consideracao a diregao do gradiente da fungdo. Para
encontrar o estado de equilibrio de uma base de regras no entanto, a diregao
do passo pode ser facilmente identificada apenas verificando os sinais das
variacoes A, e A, em um dado ponto (Z, §x) conforme garantido pelo item
(¢) do Teorema 3.3.

Exemplo 4.5. Como veremos nas proximas segoes, as variagoes do sis-
tema p - fuzzy na regiao viavel de equilibrio para interacao do tipo presa -
predador pela base de regras da Figura 4.17 sdo dadas pelas regras:

1.Sex é MB ey é MB entdao A, é MB,, e A, é MBy;
2. Sex é MB ey é MA entdao A, é MB,, e A, é MB,;
3. Sex é MA ey é MB entdao A, é MB, e Ay é MBy;
4. Sex é MA ey é MA entdo A, é MB,, e A, é MB,,.

Os conjuntos vidveis de equilibrio A* = B* = M B N M A satisfazem as
condigoes do Teorema 3.3, portanto pelo item (¢) do mesmo teorema temos
que se z1 < =¥ < zy entdo Ay(x1,y) <0 < Ay(z2,y) e pelo Corolario 3.1,
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se y1 < y* < yo entdo Ay(z,y2) < 0 < Ag(x,y1). Dessa forma, é possivel
determinar a localizagao de um ponto (Z, ) como relagio a (z*,y*), apenas
verificando os sinais de A, (Z,y) e A,(Z,¥), consequentemente, a escolha da
direcao do passo pode ser baseado nesta informagao.

E importante observar que se T ~ z* entdo Ay (Z,y) ~ 0 e, se § =~ y*
entdo A, (z, 7) = 0. Neste caso, o passo escolhido este exemplo em particular
serd dj, = 10(—Ay(0;), Ay (1)) §. A segunda condigao exigida para o passo
do algoritmo 4.1 é satisfeito uma vez que ||dg|| = 10]|Ay (T )||- A primeira
condigao,||dy11]|| < al|dk||, também é satisfeita conforme podemos observar
na Figura 4.11.

A sequéncia gerada pelo algoritmo com aproximagao inicial (42,61) pode
ser vista na Figura 4.10a. O ponto obtido apds 67 iteragoes é (Z,y) =
(49.9995, 50.0005) com ||A.y(Z,7)|] < 107° A Figura 4.10b mostra a
sequéncia no plano de fase; podemos observar que a dire¢ao escolhida para
0 passo segue aproximadamente a direcdo da reta ligando a aproximagao
inicial e o estado de equilibrio.

(a) (b)

Figura 4.10: Sequéncia gerada pelo algoritmo 4.1 com aproximagao inicial
(42,61). (a) - Iteragao versus aproximacao. (b) - Sequéncia no plano de fase

4.4 Modelo p - fuzzy para interacoes do tipo
competicao

O modelo geral proposto por Kolmogorov considera que a variagao popu-
lacional de uma espécie é decrescente com relagao a outra quando as espécies
estdo em competicdo. Além disso, se a interacdo é facultativa para ambas
as espécies, entao é assumido que existe uma capacidade suporte para cada
espécie.
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Figura 4.11: Grafico de ay = ||dk|/||dk+1]]-

89

Devido a competigao interespecifica, é razoavel considerarmos que as
populagoes de ambas as espécies crescem de forma inibida, quando ausentes
da interacao, isto é, a variacao absoluta é crescente quando as densidades
populacionais sao baixas, porém decrescentes a partir de um valor atingido
pela densidade populacional.

Se considerarmos os termos linguisticos das variaveis de entrada e saida

dados pelos conjuntos T}, e T, respectivamente, entdo uma base de regras

que satisfaz as condigbes de uma interacao do tipo competicao pode ser
dada pelas 16 regras abaixo:

1

2.

10.

11.

. Sex
Se
Se
. Sex
Se
Se
Se
Se
Se
Se

Se x

éBeyéBentdo Ay, é MA, e A, é MA;
éB ey éMBentao Ay, é MA, e Ay ¢ Ap;
éBeyéMAentao Ay, é MB, e A, é MBy;
éBeyéAentio A, € B, e A, € By;

éMB ey éBentao A, €A, e Ay é MA;
éMB ey é MB entdo A, é MBy e A, é MB,;
éMB ey é MA entdo A, € B, e A, € By;
éMB ey é Aentao A, é B, e A, é MB,;
éMA ey é Bentao Ay, é MB, e A, é MBy;
éMA ey é MB entdao A, € B, e Ay é Bp;

éEMA ey é MAentdao A, é MB,, e Ay é MB,;
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12. Sex é MA ey é Aentdo A, é MA, e A, é MAy;
13. Sex é Aey é Bentdo A, € B, e Ay é Bp;

14. Sex ¢ Aey é MB entao A, é MB,, e A, é By;
15. Sex ¢ Aey é MAentdo A, é MA, e A, é MBy;
16. Sex é Aey é Aentdo A, € Ay, e Ay € A,

Graficamente podemos representar esta base de regras no “plano de fase”
delimitado pelo dominio das varidveis popula¢ao conforme Figura 4.12.

Dens. pop. da espécie 1
1 0 %9 50 7308 10
T T %0

T - -

S IS
" L. Lj 4 | -
[

Figura 4.12: Base de regras para interagdes do tipo competigdo. As variagoes
negativas sao representadas pelos simbolos | e < enquanto que variagoes posi-
tivas sao representadas por T e —
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Conforme podemos observar na Figura 4.13 as variagées da populagao
da espécie 1 é decrescente com relagao a espécie 2 e analogamente para a
variagao da populacao da espécie 2.

A 4rea destacada na Figura 4.12 é a regido vidvel de equilibrio do sistema
p - fuzzy. Nesta regiao, as variagoes do sistema sao dadas pelas regras

1.Sex é MB ey é MB entdao A, é MB, e A, é MBy;
2. Sex é MB ey é MA entdao A, é B, e A, € By;
3. Sex é MA ey é MB entdao A, é B, e A, € By;
4. Sex é MA ey é MAentdo A, é MB, e A, é MB,.

Os conjuntos fuzzy A* = B* = MB N MA, sdo conjuntos vidveis de
equilibrio para as variagées A, e A, respectivamente. Ambos os conjuntos
satisfazem as hipdteses do Teorema 3.3 e Corolario 3.1. Logo, pelo Corolario
3.2 existe um unico estado de equilibrio em R* = supp(A* N B*) para
o sistema p - fuzzy com base de regras da Figura 4.12. Considerando o
dominio das varidveis conforme Figuras 4.1(a-b) o estado de equilibrio néo
nulo é (50,50). A capacidade suporte das espécies em isolamento é ki =
ko = 79.53.

Os autovalores da matriz jacobiana no estado de equilirio ndo nulo sao
A1 =0.98 e Ay = 0.97, portanto (z*,y*) é assintoticamente estavel.

Dens. pop. da espécie 1 Dens. pop. da espécie 2

(a) (b)

Figura 4.13: Variagoes de uma espécie com rela¢do a outra: (a) - Variagao da
espécie 1 com relagdo a espécie 2; (b) - Variagao da espécie 2 com relagao a espécie
1.

As Figuras 4.14(a-b) sio as solugdes do sistema p - fuzzy para espécies
1 e 2 respectivamente. A trajetéria segmentada representa a dinamica po-
pulacional das espécies em isolamento, enquanto que a trajetéria continua
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é a dinamica de cada espécie em interacao. Como é de caracteristica de
espécies em competicao, as densidades populacionais das espécies 1 e 2 se
estabilizam em valores inferiores a sua respectiva capacidade suporte.

Embora a interagao seja de competigdao, a densidade populacional de
ambas as espécies é crescente no inicio. Isto se deve ao fato de que a con-
tribuicdo negativa para a espécie 1, provocada pela interagao com a espécie
2, é menor inicialmente do que o crescimento populacional da espécie 1.

(a) (b)

Figura 4.14: Solugdo do modelo p - fuzzy pela base de regras da Figura 4.12.
(a) - espécie 1 em isolamento (segmentada) e em interacdo (linha continua); (b) -
espécie 2 em isolamento (segmentada) e em interagdo (linha continua).

4.5 Modelo p - fuzzy para interacoes do tipo
presa - predador

Uma interagao do tipo presa - predador tem como caracteristica principal
ser prejudicial para uma espécie e benéfica a outra. Quando a interacao é
facultativa para ambas as espécies entao as densidades populacionais de
presas e predadores sao limitadas por suas respectivas capacidades suporte.
Neste caso, a densidade populacional dos predadores é maior no estado
de equilibrio nao nulo do que sua capacidade suporte; por outro lado, a
densidade populacional das presas é menor no estado de equilibrio do que
a capacidade suporte.

De modo geral a interagao é obrigatéria para os predadores, isto é, a
presenca de presas é essencial para a sobrevivéncia dos predadores.

De acordo com o Modelo geral de Kolmogorov, para uma interagao do
tipo presa - predador as variagOes populacionais devem satisfazer basica-
mente duas condigoes:
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1. a variacao populacional para presas é decrescente com relagao a po-
pulacao de predadores (%5 < 0);

2. a variagdo populacional para predadores é crescente com relagdo a
populagao de presas (% > 0).

Para estabelecimento de uma base de regras para interagoes do tipo
presa - predador, vamos considerar ainda que a interacao é facultativa para
as presas, de modo que quando a densidade populacional de presas é alta
a variacdo seja negativa. A base de regras a seguir incorpora todas as
informagdes essenciais expostas acima:

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

© o N S oo~ W

Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se

Se x

éBeyéBentdo A, é MBy, e A, é MAp;
éB ey éMBentao Ay é MA, e Ay ¢ Ap;
éBeyéMAentao A, é MB, e Ay € MBy;
éBeyéAentio A, €B, e Ay é By;

éMB ey éBentao Ay €A, e Ay é MA;
éMB ey é MB entdo A, é MBy e A, é MB,;
éMB ey é MAentdo A, € B, e A, € By;
éEMB ey é Aentao A, € B, e Ay é MBy;
éMA ey é Bentao Ay, é MB, e A, é MBy;
éMA ey é MB entdao A, € B, e Ay é Bp;
éEMA ey é MAentao A, é MB,, e Ay é MB,;
EMAey é Aentdo Ay é MA, e Ay é MA,;
é€Aey € Bentdo A, € B, e Ay € By;

é¢Aey éMBentao Ay, é MB, e A, € By;
¢Aey éMAentao Ay é MA, e A, é MB,;
¢Aey éAentio Ay ¢ A, e A, €A,

A Figura 4.15 representa cada uma das regras no “plano de fase” deli-
mitado pelo dominio das varidveis populag¢do de presas e predadores.

As variagoes do sistema na regiao de equilibrio destacada na figura, sao
determinadas pelas regras
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Dens. pop. de presas

1 0 26‘92 SP 73\08 10%0

.-1 H—iH-OJH-HJ

—73.08

g

MA «-‘ «-i ~ .-o-.—* %
MB r ’-'-» : L 4-.—1 .2:'
Lo

Figura 4.15: Base de regras para uma interagao presa - predador.

1.Sex é MB ey é MB entao A, é MB, e A, € By;
2. Sex é MB ey é MA entdao A, é B, e A, é MB,;
3. Sex é MA ey é MB entao A, é By, e A, é MBy;
4. Sex é MA ey é MA entdo A, € MB,, e A, € By.

Pelo Teorema 3.3 e Coroldrios 3.1 e 3.2, o estado de equilibrio (50, 50)
¢ tinico em R*. Os autovalores de J(z= ,») sdo A2 = 0.991 £ 0.0201i e
portanto (x*,y*) é assintoticamente estdvel. A capacidade suporte para
as presas na auseéncia de predadores é k; = 79.53. Na Figura 4.16 temos a
solucdo do sistema p - fuzzy com base de regras da Figura 4.15. A trajetéria
pontilhada é a solugao para a populagao de presas na auséncia de predadores
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enquanto que a curva ponto-segmentada é solucao da populagdo de presas
em interacdo. A trajetdria continua é a solucdo de predadores em interacao.

Dens. pop. de presas

(a) (b)

Figura 4.16: Solugdo do modelo p - fuzzy com base de regras conforme Figura
4.15.

Em interagoes do tipo presa - predador as densidades populacionais em
geral apresentam flutuagdes em torno do estado de equilibrio ao longo do
tempo. Embora a solucdo do sistema p - fuzzy gerada pela base de regras
da Figura 4.15 apresente oscilacoes, estas oscilagbes desaparecem quando
t — oo. No entanto, é possivel obter solugdes com periodicidade apenas
fazendo algumas alteragtes na base de regras da Figura 4.15, de modo que
a as caracteristicas de interagGes presa - predador sejam mantidas.

Na regiao destacada na Figura 4.17 as variagoes do sistema p - fuzzy sao
dadas pelas regras:

1.Sex é MB ey é MB entao A, é MB,, e A, é MBy;
2. Sex é MB ey é MA entdao A, é MB,, e A, é MB,;
3. Sex é MA ey é MB entdao A, é MB, e Ay é MBy;
4. Sex é MA ey é MA entdo A, é MB,, e A, é MB,,.

O estado de equilibrio para esta base de regras é (50, 50). Os autovalores
de J(50,50) 830 A1 2 = 1.012 £ 0.031%, logo o estado de equilibrio ¢ instavel.

A solucao do sistema p - fuzzy com a base de regras da Figura 4.17 pode
ser vista nas Figuras 4.18(a-b). Como o estado de equilibrio é instével,
entdo as trajetdrias se afastam do ponto (50, 50). No entanto, como existe a
capacidade suporte para a populaccao de presas, as oscilages das solugoes
nao podem crescer indefinidamente, como podemos observar pela Figura
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4.18, de modo que as solugoes tendem a se tornarem peridédicas, ou equiva-
lentemente, as trajetérias do sistema p - fuzzy no plano de fase convergem
para um ciclo limite.

Como nos modelos deterministicos, a solu¢ao da populacao de predadores
estd em atraso com relagao a populagao de presas.

Dens. pop. de presas

1 0 26‘92 5‘0 73‘08 10%0

7107

—73.08
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—zegzg
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Figura 4.17: Base de regras para uma interacao presa - predador com ciclo
limite.

4.6 Modelo p - fuzzy para interacoes do tipo
mutualismo

A principal caracteristica de um interagao do tipo mutualismo é que am-
bas as espécies envolvidas na interagao sao beneficiadas. Para modelagem,
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Figura 4.18: Solugdo do modelo p - fuzzy com base de regras conforme Figura
4.17.

oo |- 4

st 4

L L
269231 730768

50
Dens. pop. de presas

Figura 4.19: Plano de fase do sistema p - fuzzy associado a base de regras
da Figura 4.17.

Kolmogorov considera que a variagdo de uma espécie é crescente com relagao
a outra.

O mutualismo pode ser tanto facultativo quanto obrigatorio para as
espécies. Nesta segao, vamos elaborar uma base de regras para cada um dos
casos. Como ja mencionamos, se a interagao é facultativa, é razoavel consi-
derarmos uma limitagao para o crescimento populacional devido & disponi-
bilidade de recursos naturais. Outro fato importante a ser considerado
é que quando as populagdes atingem valores altos de densidade, a con-
tribuicdo dever ser anulada pela competicao interepecifica da espécie para
evitar crescimento indefinido.
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Na base de regras que propomos abaixo, a variacao populacional para a
espécie 2 é crescente com relagao a espécie 1 e, analogamente, para a variagao
populacional da espécie 1 é crescente com relacao a espécie 2. Estas regras
estao ilustradas na Figura 4.20.

1.Sex éB ey éBentao Ay é MB, e Ay é MA,;

2. Sex éB ey é MB entao A, é MA, e A, € Ay;

3. Sex éB ey éMAentdo A, é MB, e A, é MBy;
4. Sex é B ey é Aentdao A, é B, e A, € By;

5. Sex é MB ey é Bentao A, ¢ Ay e Ay é MAy;

6. Sex é MB ey é MB entdo A, é MB), e A, é MBy;
7.5ex é MB ey é MA entdo A, € B, e A, € By;

8. Sex é MB ey é Aentdo A, € B,, e A,y é MB,;

9. Sex é MA ey é Bentdo A, é MB, e A, é MBy;
10. Sex é MA ey é MB entdo A, € B, e Ay € By;

11. Sex é MA ey é MA entdo A, é MB,, e A, é MB,;
12. Sex é MA ey é Aentdo A, é MA, e A, é MAy;
13. Sex é Aey é Bentdo A, € B, e Ay é Bp;

14. Sex ¢ Aey é MB entao A, é MB,, e A, é By;

15. Sex é Aey é MAentao A, € MA, e A, é MBy;
16. Sex ¢ Aey é Aentdo A, € Ay, e Ay € A,

Observemos que na regra 16, ambas as variacoes poderiam ser positi-
vas que ainda assim as caracteristicas de mutualismo ainda seriam satis-
feitas. No entanto, como mencionamos anteriormente isto faria com que
a competicao interespecifica fosse superado pela interagdo mesmo em altas
densidades populacionais.

Como podemos ver na Figura 4.21, a densidade populacional da espécie 1
é decrescente no inicio. Isto pode ser explicado pelo fato de que a densidade
populacional da espécie 2 é baixa e da espécie 1 esta acima da capacidade
suporte, de modo que a contribuigao da interagdo nao supera a competicao
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Dens. pop. da espécie 1

1 0 26‘92 5[0 73[08 10%0

l_H-H rﬁr’ﬁﬂ
N |

WA ‘-H-» i-H-».Lv
" Lo Jd

Lo ,«J

Dens. pop. da espécie 2

2692

Figura 4.20: Base de regras para mutualismo facultativo

interespecifica da espécie 1. Na Figura 4.21, a curva segmentada representa
a dinamica populacional das espécies quando isoladamente.

O estado de equilibrio para o sistema p - fuzzy determinado pela base
de regras da Figura 4.20 é (73.08, 73.08). Este estado de equilibrio é assin-
toticamente estavel ja que os autovalores da matriz jacobiana neste ponto
sdo: A1 = 0.98; Ay = 0.97. A capacidade suporte de cada espécie, k1 = kg =
46.16 sao ambas menores do que z* e y*, respectivamente, como esperado
de um interagdo de mutualismo.

Podemos considerar também que o mutualismo é obrigatério para ambas
as espécies. Neste caso, se uma das populagoes esta abaixo de um valor
critico, ambas as espécies tendem a desaparecer do ambiente. Também
é considerado que para altas densidades populacionais a contribuicao da
interagao é menor que a competicao interespecifica.
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Figura 4.21: Solugdo do modelo p - fuzzy com base de regras conforme Figura

4.20

As regras que determinam um mutualismo obrigatério podem ser:

1.

2.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

Se x
Se x

Se x

. Sex

Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se
Se

Se x

éB ey éBentdo A, é B, e A, € By;
éBeyéMBentao A, € By e Ay é MB,;
éBeyéMAentao Ay, é MB, e A, é MAy;
éBeyéAentio Ay é MA, e Ay € Ay
éMB ey é Bentao A, é MB,, e A, € By;
éMB ey é MB entdo A, é B, e Ay é By;
éMB ey é MAentao A, é MB, e Ay é By;
éMB ey é Aentao Ay, é MB, e A, é MB,;
éMA ey é Bentao A, é MA, e Ay é MB,;
éEMA ey é MB entao A, € B, e Ay € MBy;
éEMA ey é MAentao A, é B, e Ay € By;
éEMA ey é Aentdo Ay é MB, e Ay € By;
¢Aey éBentdo Ay €A, e Ay é MA,;
¢Aey éMBentao Ay, é MB, e Ay é MBy;

éAey é MAentdo A, € B, e Ay é By;
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16. Sex ¢ Aey é Aentdo A, € B, e A, é B,

Na Figura 4.22 temos a representagao grafica da base de regras para
interagoes do tipo mutualismo obrigatério para ambas as espécies.

Dens. pop. da espécie 1

1 0 26‘92 5‘0 73‘08 10%0

rﬁrr.ﬂ

MA r» - L 4

—73.08

MB r L

Dens. pop. da espécie 2

12692

=)

Figura 4.22: Base de regras para mutualismo obrigatorio

O sistema p - fuzzy associado a base de regras de Figura 4.22 admi-
te dois estados de equilibrio ndo nulos (33.81,33.81) e (81.15,73.08). O
primeiro tem uma estabilidade do tipo ponto de sela, pois os autoval-
ores de J(33.81,33.81) 580 A1 = 1.0445 e A2 = 0.9661. Os autovalores de
J(81.15,73.08) 880 A1 = 0.9413 e Ay = 0.9806 e, portanto, o segundo estado é
assintéticamente estavel.

Na Figura 4.23(a) temos a solugdo do sistema p - fuzzy com condigao
inicial (45, 20). Como podemos ver, o crescimento de uma espécie néo é su-
ficiente para evitar a extingao de ambas. A solugao do sistema p - fuzzy com
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condigdo inicial (70,5) converge para o estado de equilibrio (81.15,73.08),
conforme podemos ver na Figura 4.23(b). Embora a densidade populacional
de uma espécie seja baixa, a alta densidade populacional da outra espécie
contribui o necessario para que a interacao seja benéfica para ambas as
espécies.

Figura 4.23: Solugdo do modelo p - fuzzy com base de regras conforme Figura
4.22.

Dens. pop. da espécie 1 Dens. pop. da espécie 1

(a) (b)

Figura 4.24: Solugao, no plano de fase, do modelo p - fuzzy com base de regras
conforme Figura 4.22.

Pelo campo vetorial da Figura 4.25 percebe-se a existéncia de uma se-
paratriz delimitando as densidades populacionais que levam a extingao ou
a coexisténcia em (81.15, 73.08). Para condigbes iniciais sobre a separatriz,
as espécies coexistem em (33.81,33.81).
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Figura 4.25: Campo vetorial do sistema p - fuzzy pela base de regras da Figura
4.22.

4.7 Modelo p - fuzzy para interacoes densi-
dade - dependente

Consideremos uma interacao entre espécies que se comporta como mu-
tualismo a baixas densidades populacionais porém, a interagdo se torna
competitiva quando a densidades populacionais sao altas. O modelo de-
terministico que comporta essa situacao quando a interagao é facultativa
que apresentamos no primeiro capitulo (modelo de Josefina-Barradas) supoe
que os parametros que determinam a natureza da interacao, 512 € f21, nas
equagoes de Volterra sejam dependentes das densidades populacionais. No
entanto, a generalizagdo pode ser dada pelo modelo de Kolmogorov. Neste
caso as fungoes de crescimento relativo devem satisfazer:

g >OSeyépequenoe8—f<OSeyégrande
dy dy
@ > (0 se x é pequeno e @ < 0 se x é grande.
ox ox

Pela subjetividade envolvida nos termos pequeno e grande, a modelagem
por sistemas p - fuzzy pode ser preferivel ao invés da modelagem deter-
ministica. Na base de regras que propomos abaixo para interaces envol-
vendo densidades populacionais, estamos supondo que a interagao é facul-
tativa para ambas as espécies e que o beneficio da interacao é maior para a
espécie 2 quando a densidade populacional é baixa. A base regras a seguir

estd representada na Figura 4.26.

1.Sex é B ey éBentdao A, é MB, e Ay é MBy;
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2. Sex éB ey é MB entdao A, é MA, e A, € By;

3. Sex éBeyéMAentdo A, € B, e Ay é By;

4. Sex é B ey é Aentdo A, € B, e Ay é MBy;

5. Sex é MB ey é Bentao A, é B, e A, € Ay;

6. Sex é MB ey é MB entdo A, é MA, e A, é MAy;
7.Sex é MB ey é MA entdao A, € B, e Ay é MA,;
8. Sex é MB ey é Aentdo A, é MB, e A, € By;

9. Sex é MA ey é Bentdo A, € B, e Ay é Bp;

10. Sex é MA ey é MB entdo A, é MA, e A, € By;
11. Sex é MA ey é MAentao A, é MA, e Ay é MA,;
12. Sex é MA ey é Aentdo A, é MA, e A, € Ay;

13. Sex é Aey é Bentdo A, é MB, e A, € By;

14. Sex ¢ Aey é MB entao A, é By e A, é MB,;

15. Sex ¢ Aey é MAentdo A, é MA, e A, € Ay;

16. Sex é A ey é Aentdo A, € Ay e Ay € Ay;

O sistema p - fuzzy associado a esta base de regras admite trés esta-
dos de equilibrio ndo nulos que sdo: (z3,y7) = (19.62,66.76), (z3,y5) =
(48.07,48.07) e (x5,y5) = (66.76,19.62).

Os autovalores de J(x;,y;) sao A1 = Ao = 0.98 +0.037. Logo, o estado
de equilibrio (z7,y7) é assintoticamente estdvel. Para o segundo estado,
os autovalores de J(,z =) sdo A1 = 1.01 e A2 = 0.95 e portanto, temos
uma instabilidade onde (x3,y3) é um ponto de sela. Como os autovalores
de J(uz42) 880 A1 = Ao = 0.98 £ 0.064i, o estado de equilibrio (23,y3) é
assintoticamente estdvel. A capacidade suporte de cada espécie isolada é
k1 = ko = 50.0148.

A convergéncia da solucao do sistema p - fuzzy para um dos esta-
dos de equilibrio depende somente da condigao inicial como podemos ver
pelo campo variacional na Figura 4.29 . Nos estados de equilibrio (z3,y7)
e (x3,y3) a coexisténcia das espécies ocorre em interagio do tipo presa-
predador. No primeiro ponto, a espécie 1 é a presa (k1 < x7), enquanto que
no segundo a espécie 1 é o predador (ky > z3).
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Dens. pop. da espécie 1
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Figura 4.26: Base de regras para interagoes densidade-dependente.
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Para a solu¢do mostrada na Figura 4.28a, a condigdo inicial é (x,,y,) =
(10,10). Observemos que a densidade populacional de ambas as espécies sdo
crescentes no inicio porém, a espécie 2 (linha segmentada) atinge primeira-
mente o valor critico em que a interagdo passa a ser prejudicial a espécie
1 (linha continua). A inibicdo do crescimento provocada pela a densidade
populacional da espécie 2, faz com que a densidade populacional da espécie
1 permanega baixa, contribuindo assim para o crescimento populacional
da espécie 2. Caso semelhante ocorre na solugao da Figura 4.28b onde
(20, Y0) = (90, 89). Porém, neste situacio, a espécie 1 é a beneficiada.

Figura 4.28: Solugdo do modelo p - fuzzy com base de regras conforme Figura
4.26.

O Plano de fase para ambas as solu¢oes pode ser visto na Figura

oo |-

L L
269231 730768

.
E]
Dens. pop. da espécie 1

Figura 4.29: Plano de fase do sistema p - fuzzy com base de regras conforme
Figura 4.26.



Modelo p - fuzzy para interacées densidade - dependente 107

4.7.1 Ajuste de parametros

Assim com fizemos no caso unidimensional, os dados obtidos pelas bases
de regras podem ser usados para ajustar parametros de modelos deter-
ministicos de interacao de interagao entre espécies.

As equacgoes de Volterra, dadas por

dx . mlﬁ —x — P12y
at " k1

(4.7.6)
d_y o ky —y — Bz
dt =Ty k'2 )

sao usadas na modelagem de interagoes facultativas para ambas as espécies.
Os parametros destas equagdes podem ser estimados pelas bases de regras
que propusemos neste nas segOes anteriores para interagoes do tipo com-
peticao e mutualismo facultativas.

Os parametros de crescimento intrinsico r1 e r2 e as capacidades suporte
k1 e ko podem ser obtidas por procedimentos semelhantes aos usados para
os modelos unidimensionais. Por exemplo, considerando que a espécie estd
ausente da interacao, entdo ajustamos os valores r; e k; com os dados
obtidos por A, (z,0).

As iséclinas das equacoes de Volterra sao dadas pelas equagoes

ki —2—proy=0 e ky—y— forz=0.

Pelo algoritmo apresentado na segdo anterior, podemos determinar o
estado de equilibrio (z*,y*) que pertence & ambas as iséclinas de modo que
os parametros 12 e (21 sao determinados por

ki —x* ko — y*
1 e By = 2 y.
T

612 =

* *

Exemplo 4.6. Consideremos a base de regras da Figura 4.12 para espécies
em competicao. O estado de equilibrio para o sistema p - fuzzy associado
a esta base de regras é (50,50) e, k1 = ko = 79.53. Portanto, 812 = (21 =
0.5906. Os parametros r; e r2 podem ser determinados por minimizagao
das fungoes

Fi(r) = Z [fi(ziyr) = Ap (2, 0)F e Fo(r) = Z [fa(yiy ) — Ay (0,:)

que para x =y = (0,1,2,...,80) sdo r; = 0.0685 e ro = 0.0856.
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As solugoes do modelo de Volterra e p - fuzzy pela base de regras da
Figura 4.12 estdo nas Figuras 4.30(a-b).

Figura 4.30: Solugoes dos modelos de Volterra (segmentada) e p - fuzzy
(continua): condigdo inicial (14.8,34.8); r1 = 0.0685 e ro = 0.0856; k1 = ko =
79.53; f12 = f21 = 0.5906. (a) - dinamica populacional da espécie 1. (b) -
dinamica populacional da espécie 2

Como podemos ver, as solugoes do modelo p - fuzzy apresentam o mesmo
comportamento das solugoes das equagoes diferencias deterministica.

De modo andlogo, podemos fazer ajustes para os demais modelos via
sistemas p - fuzzy apresentados aqui.

4.8 Exercicios

Exercicio 1 - Estabelega uma base de regras para dinamica populacional
com crescimento inibido de uma espécie que leve em consideracao o efeito
Allee demogréfico. Isto é, para baixas densidades a populagao vai & extingao.
Por outro lado, alta densidade populacional também contribui de maneira
negativa para a reproducao da espécie. Faca uma andlise qualitativa para a
sequéncia gerada pelo sistema p - fuzzy por meio dessa base de regras.

Exercicio 2 - Considere uma interacao do tipo presa - predador onde as
presas estao sujeitas ao efeito Allee. Estabeleca uma base de regras e faca
a andlise qualitativa desta base de regras.

Exercicio 3 - Suponha que o mutualismo seja obrigatorio apenas para uma
espécie. Como deve ser uma base de regras que represente esta interagao?

Exercicio 4 - Estabelegca uma base de regras para uma interagao presa -
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predador que é facultativa para o predador.

Exercicio 5 - Seja T}, ={baiza, média baiza, média alta, alta, altissima} e
Ta, ={altissima negativa, alta negativa, média alta negativa, média baiza
negativa, baira megativa, baira positiva, média baira positiva, média alta
positiva, alta positiva, altissima positiva} os conjuntos dos termos linguisticos
de entrada e saida, respectivamente. Apresente uma base de regras para
cada uma das interaces aqui apresentadas e faga uma analise qualitativa
da solugao por um sistema p - fuzzy.

Exercicio 6 - Considere uma interacao envolvendo trés espécies, uma presa
e dois predadores. Estabeleca uma base de regras que descreva esta in-
teragao. Qual a principal dificuldade na formagao das regras? Como fazer
uma analise qualitativa da solucao do modelo p - fuzzy para esta interacao?

Exercicio 7 - Determine as regras para a variagao relativa de uma dinamica
populacional com crescimento inibido com efeito Allee.
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