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Prefacio

Os métodos sem derivadas (Derivative-Free Methods) para problemas de
otimizagdo comecaram a receber maior ateng¢ao da comunidade cientifica
na década de 1960, e teem sido estudados com maior frequéncia e interesse
nos ultimos anos. Renomados pesquisadores, como John Dennis, Michael
Powell, Virginia Torczon e Philippe Toint, tém se dedicado muito a esta
area de pesquisa. Sua aplicabilidade em problemas praticos tem aumentado
cada vez mais. Citamos, entre eles, problemas de simulagGes e problemas
que tém como fungao objetivo um arquivo executavel cujo c6digo nao esta
acessivel ao usuario, conhecidos como caixas-pretas.

O contato do Grupo de Otimizagdo do Departamento de Matemética
Aplicada, DMA, do IMECC-UNICAMP com esse assunto, quer via consul-
tas bibliograficas, quer através de contatos pessoais com outros pesquisa-
dores, despertou nosso interesse em trabalhar com métodos sem derivadas
para problemas de otimizacao. Comegamos com um trabalho de mestrado
em 2003, mas o “virus”derivative-free logo se espalhou entre nés. Hoje, o
nimero de professores interessados no assunto aumentou, e o trabalho do
grupo tem sido bastante intenso. J& formamos alguns mestres e doutores
neste tema. Durante essas orientagoes, sentimos necessidade de oferecer
cursos de topicos para alunos de pds graduagao, que tiveram como objeto
de estudo bibliografia especializada no assunto. A audiéncia tem sido bas-
tante grande, o que mostra a boa receptividade de nossa proposta.

Animados e motivados com essa nossa experiéncia no DMA, interessamo-
nos em ampliar o ambito dos nossos estudos, e consideramos que a melhor
maneira de atingir esse objetivo é levando o assunto ao CNMAC. Assim,
nos reunimos e fizemos uma proposta de minicurso em otimizagao irrestrita,
que submetemos ao XXXIII CNMAC. Para nossa satisfacao, a proposta foi
aceita e, com enorme prazer, preparamos este texto.
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Nossa ideia foi organizar um curso introdutério sobre métodos sem de-
rivadas para minimizacgao irrestrita, no qual possamos passar aos interessa-
dos o ferramental matematico indispensével ao assunto e discutir aspectos
tedricos e computacionais dos algoritmos mais importantes.

Principalmente por ser a primeira versao do texto, certamente surgirao
sugestoes, duvidas e corregoes a serem feitas. Seremos gratos aos leitores
que nos contactarem a esse respeito.

Esperamos ter conseguido atingir nosso objetivo bésico, e esperamos
também ter a chance de manter um contato mais estreito com alunos e pes-
quisadores brasileiros que queiram, conosco, formar um grupo “Derivative-
Free” mais amplo.

Campinas, abril de 2010.
Maria Aparecida Diniz-Ehrhardt

Véra Lucia da Rocha Lopes
Lucas Garcia Pedroso



Capitulo 1

Introducao

Métodos sem derivadas, como a prépria expressao explica, sao aqueles que
nao utilizam derivadas em nenhum de seus passos. Estes vém recebendo
crescente atencao por parte da comunidade cientifica. Muitos procedimen-
tos classicos dessa categoria foram propostos na década de 60. A resisténcia
enfrentada pelos autores na época foi grande, principalmente pela auséncia
de bons resultados teéricos. No entanto, ja hd muitos anos as publicagoes
direcionadas ao assunto trazem teoremas tao expressivos quanto os apre-
sentados para métodos baseados em derivadas.

Ao abandonar o uso de derivadas das fungoes envolvidas nos problemas,
seja na forma de seus gradientes, hessianas, derivadas direcionais ou outros,
somos privados de aplicar muitas estratégias corriqueiras em otimizagao.
Apesar de ainda assim bons resultados teéricos serem atingidos, é evidente
que o nao uso de derivadas acarreta um desempenho inferior em relacao aos
métodos cldssicos da literatura, especialmente no que se refere ao tempo
computacional. A proposta da otimizacao sem derivadas nao €, pois, desen-
volver algoritmos que superem os tradicionais, senao resolver os problemas
onde as derivadas nao estao disponiveis. Esse é o caso quando a funcao
objetivo é uma caixa-preta, ou seja, um arquivo executavel cujo cédigo nao
estd acessivel ao usudrio. Ou simplesmente quando néo hé expressao para
a fung@o objetivo, como na situagao em que esta é uma medida de de-
sempenho computacional de um algoritmo [4]. Mas talvez o contexto mais
relevante de impossibilidade de calculo de derivadas seja o de simulagoes.
Quando a funcgao objetivo é uma simulagao, nao faz sentido calcularmos
suas derivadas. Isso é muito frequente em problemas préticos, notoria-
mente naqueles que envolvem design de veiculos aéreos [3, 7]. Neste caso,
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propostas de algoritmos sem derivadas eficazes se fazem necessarias.

Outra razao que justifica o estudo de métodos sem derivadas é a pos-
sibilidade de aplica-los de modo quase imediato, seja pela estrutura via de
regra simples dos algoritmos sem derivadas cldssicos, que se traduz em uma
programacao descomplicada, ou pelo fato de nao ser necessdrio implemen-
tar gradientes ou hessianas ou mesmo recorrer a pacotes de diferenciagao
automatica. Nao ha duvidas que o tempo despendido pelo usudrio para
transcrever o problema para cédigo computacional se reduz drasticamente
a0 nao ser mais necessario implementar as derivadas, ainda que o tempo de
execugao do programa seja potencialmente grande.

Ha uma classe especial de algoritmos sem derivadas que merece ser desta-
cada, que é a dos métodos de busca direta [19].

Definicao 1.1. Dizemos que um método é de busca direta se, além de
nao computar derivadas, ele nao utilizar os valores de funcao em nenhum
calculo.

S6 é permitido a um algoritmo de busca direta verificar qual entre dois
pontos tem o menor valor de funcao objetivo. Os valores de fungao nunca
precisam ser explicitados de fato. Por exemplo, um algoritmo que inter-
pola a funcao objetivo por quadraticas pode ser sem derivadas, porém nao
de busca direta. Uma consequéncia imediata dessa definicdo é que tais
métodos nao podem impor critérios de decréscimo suficiente da fungao ob-
jetivo.

A expressdo busca direta surgiu em 1961, em um artigo de Hooke e
Jeeves [16], onde a definem da seguinte forma:

“We use the phrase direct search to describe sequential examination of
trial solutions involving comparison of each trial solution with the best ob-
tained up to that time together with a strategy for determining (as a function
of earlier results) what the next trial solution will be.”

Aqui pretendemos tratar de alguns algoritmos para minimizagao ir-
restrita sem derivadas propostos na literatura, muitos deles classificados
como de busca direta. Sem a pretensao de querer esgotar a extensa lista
de algoritmos desse tipo, nosso intuito é apresentar os métodos que consid-
eramos mais importantes nessa area, de autores que vém trabalhando no
assunto ja a algum tempo. Destacamos as contribuicoes de Virginia Torc-
zon, Michael Powell [30, 28], Philippe Toint, Luis Vicente, entre outros.
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H4 diversos trabalhos dignos de atencao, seja pela importancia historica,
pelo bom desempenho pratico ou pela popularidade gozada pelos algoritmos.
Citamos alguns deles abaixo, em ordem de publicacdo. O intuito é apre-
sentar uma cronologia da minimizacao irrestrita sem derivadas, para que
consigamos estabelecer um bom roteiro de estudo sobre o assunto. Apesar
das muitas omissoes, cremos que a lista abaixo d4 uma boa ideia de como
os métodos sem derivadas foram ganhando espago nos diversos meios de
divulgacao cientifica.

e 1961: Hooke e Jeeves propoem a expressao busca direta, juntamente
com um algoritmo sem derivadas;

e 1962: Spendley, Hext e Himsworth apresentam um algoritmo sem
derivadas baseado no conceito de simplex no IR";

e 1965: Nelder e Mead propoem uma versdao modificada do Algoritmo
de Spendley et al, acrescentando novas possibilidades de modificagao
dos simplex. Este algoritmo ainda é um dos algoritmos sem derivadas
mais utilizados na pratica;

e 1971: Polak apresenta sua versdao do Algoritmo de Busca Coordenada,
sob o nome de Variagoes Locais. Essa é uma das varias formalizagoes
da busca coordenada, que foi apresentado por diversos autores devido
ao seu carater intuitivo;

e 1997: Torczon aborda os algoritmos de busca padrao, categoria que
engloba, por exemplo, os algoritmos de Busca Coordenada e de Hooke
e Jeeves. Uma teoria de convergéncia que vale para esses algoritmos
¢é apresentada;

e 1998: McKinnon demonstra que, para uma determindada classe de
funcdes diferencidveis e estritamente convexas em IR?, o Algoritmo
Nelder-Mead converge a um ponto nao estacionario, acabando com as
esperangas de encontrar uma teoria de convergéncia para o método;

e 2002: Powell apresenta a primeira versao de seu algoritmo sem de-
rivadas que utiliza interpolacoes quadraticas da fungao objetivo, que
até hoje é um dos mais bem sucedidos dentre os que fazem uso dessa
estratégia;

e 2006: Audet e Dennis introduzem o algoritmo MADS para mini-
mizagdo com e sem restricoes que, além de possuir outros aspectos
interessantes, generaliza a busca padrao para o caso de func¢bes néo
suaves;
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e 2009: Conn, Scheinberg e Vicente lancam um livro sobre métodos sem
derivadas, resumindo boa parte do que foi publicado até o momento
na area, possivelmente o primeiro da literatura.

Nosso texto estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, apre-
sentamos conceitos e resultados fundamentais em otimizagao, bem como
descrevemos os métodos classicos para o problema de minimizacao sem res-
trigoes. Embora o objetivo deste texto seja apresentar aspectos da otimiza-
¢ao sem derivadas, consideramos que este Capitulo 2 se faz necessario para
apontar as dificuldades que podemos ter quando temos que nos privar do uso
das derivadas. Nos capitulos restantes, tratamos das classes mais comuns de
algoritmos sem derivadas. No Capitulo 3, abordamos os métodos baseados
em simplex, como o Algoritmo Nelder-Mead. No Capitulo 4, discutimos
os métodos que utilizam diregoes de busca, como a Busca Coordenada e a
Busca Padrao. Por fim, no Capitulo 5, tratamos dos algoritmos introduzidos
por Powell, que utilizam aproximacoes quadraticas para a funcao objetivo.



Capitulo 2
Introducao a Otimizacao

Vamos considerar o problema
min f(z), sujeitaa xz €S, (2.1)

onde SCIR"e f:S— IR.

Definigao 2.1. Um ponto z* € S é wm minimizador local de f em S se
e somente se existe € > 0 tal que f(x) > f(z*), para todo x € SN B(x*,¢).
Se f(z) > f(z*), para todo x € SN B(xz*,e) e x # z*, entdo z* é um
minimizador local estrito de f.

Definicao 2.2. Um ponto x* € S é um minimizador global de f em S
se e somente se f(x) > f(z*), para todo x € S. Se f(x) > f(z*), para todo
x €S ex #a*, entdo x* € um minimizador global estrito de f (se z*
é minimizador global, dizemos também que x* € a solugdo Jtima de (2.1)).

Consideremos a partir de agora o caso S = IR™, ou seja, o problema
min f(z), (2.2)

onde f: R" — IR.

2.1 Condigoes de Otimalidade

Sabemos que, se f: IR — IR e:

e f é diferenciavel;
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e z* é um minimizador local de f em IR;
entao f'(z*) =0.

E se:

e f é duas vezes diferencidvel;

e z* é um minimizador local de f em IR;
entao f'(z*) =0e f"(z*) > 0.

Por outro lado, se f'(z*) =0 e f”(z*) > 0, entdo z* é um minimizador
local de f em IR.

Em R™:

Proposicao 2.1. [CondigGes Necessdrias de Primeira Ordem] Seja
f:R* - R, f € Cl. Sex* é um minimizador local de f em IR™, entdo
Vf(z*) =0 (um ponto que satisfaz condigdes necessdrias de primeira ordem
€ chamado de estaciondrio).

Demonstracao: Seja d € IR™ arbitrario. Consideremos a fungao ¢ : IR — IR
definida por:

P(A) = f(z" + Ad).

Como z* é minimizador local de f, entdo existe € > 0 tal que f(z*) < f(x),
para todo x € B(z*,e). Se tomarmos A suficientemente pequeno, entao
f(@*) < f(z* + Ad). Mas ¢(0) = f(z*), portanto ¢(0) < ¢(A), o que im-
plica que A = 0 é minimizador local de ¢. Sabemos entdo que ¢'(0) = 0.
Como ¢'(\) = VT f(x* + Ad)d, entdo ¢'(0) = VT f(2*)d = 0. Logo V f(z*)
é ortogonal a d, um vetor arbitrdrio de IR™, ou seja, Vf(z*) é ortogonal a
qualquer vetor de IR™. Portanto V f(z*) = 0. [ ]

Proposicdo 2.2. [Condicoes Necessarias de Segunda Ordem] Seja
f:IR" — IR, f € C?. Sex* é um minimizador local de f em IR", entdo:

1. Vf(x*)=0;
2. V2f(x*) € semidefinida positiva.
Demonstragao:

1. ver Proposigao 2.1.
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2. Consideremos ¢(\) como na Proposigao 2.1. Vimos que A = 0 é
um minimizador local de ¢. Entdo sabemos que ¢”(0) > 0. Como
&' (\) = VT f(z* + Ad)d, temos que:

¢"(N) = d" VP f(a* + Ad)d
#"(0) = dTV2 f(x*)d > 0.

Como isto ocorre para todo d € IR"™, concluimos que V2 f(z*) é semi-
definida positiva. [ |

Proposicao 2.3. [Condigées Suficientes de Segunda Ordem] Seja
f:R"— IR, f€C? Seax*c IR" satisfaz:

1. Vf(z*)=0;
2. V2f(x*) definida positiva,
entdo x* é um minimizador local estrito de f em IR™.
Demonstragdo: Seja B = {h € IR" : ||h| = 1} e consideremos a funcao:
' BCcR"— R
L'(h) = hTV2 f(z*)h.

Por hipétese, I'(h) > 0 para todo h € B. Além disso, vemos que I'(h) é uma
fungao continua e B um conjunto fechado e limitado. Usando o teorema de
Weierstrass, temos que I'(h) atinge um valor minimo e um valor méximo
em B. Se a é seu valor minimo, entao

I'(h) > a.

Supondo a =I'(h*), h* € B, e desde que I'(h) > 0, para todo h € B, entao
a > 0. Consideremos agora d € IR™ arbitrario, d # 0. Temos que ﬁ € B.

Como I'(h) = hTV2f(z*)h > a para todo h € B, entdo
d'NV? f(x*)d > a||d|?. (2.1.1)
Usando a expansao de Taylor de f(z* + d) em torno de z* temos:
1
f@*+d) = f(2") = VI f(z")d + 5d"V2 f(@")d + o([|d]]*).
Como Vf(z*) =0, por (2.1.1):

f@® +d) = f(a") = glldl\2 +o([ld]]*)-
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Para d tal que ||d|| é suficientemente pequena, o primeiro termo do lado
direito da desigualdade define o sinal deste lado. Como %||d||* > 0, entdo
f(z*+d) > f(«*) para ||d|| suficientemente pequena nao nula (0 < ||d|| < €),
o que implica que f(x) > f(x*) para todo x € B(z*,¢). Portanto, * é min-
imizador local estrito de f(z). [ |

2.2 Direcoes de Descida

Dado z € IR", se V f(z) # 0, sabemos que x nao é minimizador local de f(z)
em IR™. Portanto, em toda vizinhanga de x existe z tal que f(z) < f(x).
Como nosso objetivo é minimizar f(z), nos interessa caracterizar as diregdes
a partir de z em que é possivel achar z € IR™ tal que f(z) < f(z). Antes,
porém, o seguinte lema é importante.

Lema 2.1. Seja f : IR™ — IR continuamente diferencidvel em um conjunto
aberto e convero D C IR™. FEntao para todo x € D e d € IR", a derivada
direcional de f em x na dire¢do d, definida por:

flz+Ad) - f(x)
A 3

Ddf(:r) = limA_,o

eziste e ¢ igual a VT f(x)d.
Demonstragao: ver [12]

Definigao 2.3. Dados x € IR", d € IR"™ é uma dire¢do de descida para f
a partir de x se existe € > 0 tal que para todo A € (0,¢], f(z+ Ad) < f(z).

Proposicao 2.4. Seja f: R" — IR, f € C', ex € IR™ tal que Vf(x) # 0.
Seja d € R™ e VT f(2)d < 0. Entdo existe X > 0 tal que f(x + \d) < f(z),
para todo \ € (0,\]. (Em outras palavras, se Daf(x) < 0, d € direcio de
descida).

Demonstragao: ver [14]

Os métodos para resolugao de problemas da forma de (2.2) sdo proced-
imentos iterativos. A partir de uma aproximacio inicial z° € IR™ dada,
a cada iteracdo k, obtida a aproximacdo z*, calculamos uma direcdo de
descida d* sobre a qual deve estar a nova aproximacao zFt1. Algoritmos
que encaixam-—se neste esquema geral sao conhecidos como métodos de
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descida.

No entanto, uma direcao de descida pode ser adequada somente local-
mente.

="y

Figura 2.1: Longe da solucgao.

% = = : 2 :
Figura 2.2: Préximo a solugao.

Vemos, na Figura 2.1, que f(x+d) > f(x) e isto pode levar & divergéncia
do método. Este problema em geral é contornado quando ocorre perto da
solucdo (ver Figura 2.2); ou seja, perto da solugéo, ainda que, em alguma
iteragdo, f(z +d) > f(z), o método, em geral, volta a uma regido onde a
fungao passa a decrescer, até convergir a solucao.
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Para contornar entao as dificuldades que podem existir quando partimos
de um z° arbitrario, possivelmente longe da solucdo, surgem estratégias que
garantem o decréscimo da funcao f em toda iteracao, e que podem ser incor-
poradas a um método de descida, garantindo-lhe resultados de convergéncia
a pontos estaciondrios de f, qualquer que seja x°. Dentre estas técnicas,
destacamos o procedimento de busca linear, que abordaremos na secao
seguinte.

2.3 Busca Linear

Vamos descrever, a seguir, um esquema geral para métodos de descida, que
prevé o célculo de um passo escalar, ao longo da direcdao de busca d*, que
faz com que o valor da funcéo f, nesta direcdo, decresca de =¥ para zFt1.

Algoritmo 2.1.

Dado 2° € IR™; faca k = 0;
Enquanto V f(z¥) # 0:

Passo 1. Direcdo de busca.
Determine uma direcdo de descida d”;

Passo 2. Busca linear.
Calcule A; > 0 tal que

f® + Apd®) < f(2F); (2.3.1)

Passo 3. Nowva aproximacado.
Faca zFt! = 2% 4+ \,d¥;

Passo 4. Atualizacdo da iteracao.
Faca k =k + 1.

Com a busca linear, desejamos encontrar o tamanho do passo Ay que,
tomado na direcio d*, forneca uma aproximacdo 2!, onde o valor da
fungao objetivo f seja menor. Definimos novamente uma fungao ¢ : IR — IR
por:

6(\) = f(a* + Ad").

Uma primeira ideia seria buscarmos Ar que simplesmente satisfizesse o
critério (2.3.1) do Algoritmo 2.1, ou seja, um decréscimo simples de f.
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No entanto, além desta pequena exigéncia poder tornar o procedimento
geral muito lento, podemos exibir exemplos simples que mostram que esta
condicao nao garante a convergéncia da sequéncia gerada pelo método a
uma solugdo do problema (2.2).

Exemplo 2.1. [12] Seja f(x) = 2%, 79 = 2 e d, = {—1}, para todo k.
Vamos tomar A\, = 27%71. A sequéncia {x}} gerada serd:

359 -
25 pgt=0+27"

Verificamos que dy é sempre uma direcao de descida para todo k, f(xy)
decresce monotonicamente e limyg_.oo = 1 # T4, 0 minimizador local, que €
zero!

Por outro lado, buscar A\x que minimize ¢(\), ou seja,
\e = argminy f(z® + \d"),

pode se tornar um procedimento computacionalmente caro.

Surgem entao alternativas que exigem um “decréscimo suficiente”da
funcdo f ao longo da direcdo de busca, garantindo ainda resultados de
convergéncia global. Entre estas vamos destacar uma das mais usadas:
o critério de Armijo [1]. Até o final deste capitulo, vamos supor que f é
continuamente diferenciavel.

A ideia do critério de Armijo é medir um decréscimo suficiente da funcao
objetivo, verificando se a taxa média em que f decresce de z* para ¥ 4+ Ad*
é, pelo menos, uma fracao da taxa inicial de decréscimo nesta dire¢ao. Ou
seja, pedimos que, para « € (0,1):

f(a* +2d") — f(a¥)

By < aVTf(xk)dk,

ou:
f@® 4+ Ad*) < f(a*) + aAVT f(2")d". (2.3.2)

A desigualdade (2.3.2) é conhecida como o critério de Armijo, que estd
representado geometricamente na Figura 2.3 [14]. Incorporando este critério
ao Algoritmo 2.1, o passo de busca linear fica modificado, gerando o algo-
ritmo a seguir.

Algoritmo 2.2.
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$(a)=f(x.+ ap.)
$(0)=Vf(x)p
¢(0)=f(x) Ry
R
INTERVALO ADMISSIVEL
0 Ra a

Figura 2.3: Critério de Armijo.

Dado 2° € IR™; faca k = 0;
Os Passos 1, 3 e 4 do Algoritmo 2.2 sao idénticos aqueles do Algoritmo 2.1.
O Passo 2 é substituido por:

Passo 2. Busca linear.
Faga A\ = 1.
Enquanto
f@® 4+ Ad¥) > f(z*) + aAVT f(2F)d",

reduza .
Faca A\ = A.

Além de algumas outras condigoes de salvaguarda que devem ser verifi-
cadas em relagao a direcdo de busca, o Algoritmo 2.2 possui convergéncia
global, no sentido de que, qualquer que seja z° € IR", todo ponto limite da
sequéncia {x*} gerada pelo algoritmo é um ponto estacionario de f. Para
mais detalhes sobre este resultado, ver [12, 14].

2.4 Métodos Classicos de Descida

Como ilustrado na Figura 2.2, se aplicarmos um método de descida ao
problema (2.2) a partir de uma aproximagao inicial #° préxima de um min-
imizador x*, ainda que, em alguma iteracao, o valor de f nao decresga,
o método pode convergir a uma solugao do problema. Este tipo de con-
vergéncia é conhecida como convergéncia local. Esta convergéncia pode se
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dar sob varias taxas. Vamos definir a seguir as taxas ou ordens padroes de
convergencia.

Definicao 2.4. Seja {z*} C R" e z* € IR". Entdo:

o 2 — 2* quadraticamente se x* — x* e existe uma constante ¢ > 0
tal que
k+1 * k *12.
"7 — 2™ < clla” — "%
o zF — x* superlinearmente se z¥ — x* e
im_ e,
— 00 -
[l — 2| ’
o ¥ — x* linearmente se % — z* e existe uma constante ¢ € (0,1) tal
que

lz**+ —a*|| < cfla® — 2],

para k suficientemente grande.

2.4.1 Método de Maxima Descida

O Método de Maxima Descida (MMD) é também conhecido como
método do gradiente ou método de Cauchy. A direcdo de busca, neste
algoritmo, é dada por:

d* = -V f(z*). (2.4.1)

O método tem este nome, “maxima descida”, pois a direcao ﬁ7 com
d ==V f(z) é, de fato, aquela em que a fungéo f decresce mais rapidamente
a partir de x, uma vez que, entre todas as dire¢coes com norma igual a 1, a
direcao oposta a do gradiente é a que fornece o menor valor para a derivada
direcional V7T f(z)d.

No entanto, o MMD apresenta algumas dificuldades. Ele exige, a cada i-
teracdo, um procedimento de busca linear exata ao longo da direcao d*, pois,
caso contrario, mesmo em um exemplo simples como o descrito abaixo, a
sequéncia pode divergir.

Exemplo 2.2. Seja f(z) = 22 + 23. Suponha 2° = (0 o), para algum
a > 0.
Vi(z) = (221 222)T e Vf(2°) = (0 2a)T. Assim:

2t =2 - Vfa') =0 —a)
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Vi) =(0 —2a)"
? =2' —Vfh) = (0a)’ =2
Portanto a sequéncia diverge.

No caso quadrético, podemos adotar o procedimento de busca linear e-
xata, pois 0 passo A\, que minimiza a funcio f ao longo de d* pode ser facil-
mente calculado (ver exercicio 2). J& no caso geral isto pode se tornar um
procedimento custoso computacionalmente. De qualquer forma, o MMD,
com a diregdo de busca calculada por (2.4.1) e com busca linear exata,
apresenta o seguinte resultado de convergéncia.

Teorema 2.1. Seja f: IR" — IR, f € C?. Seja x* € IR™ um minimizador
local de f, tal que V2 f(x*) € definida positiva, sendo a e A, respectivamente,
seu menor e maior autovalor. Se {x*} é uma sequéncia gerada pelo MMD
que converge a =¥ , entdo a sequéncia de valores {f(z*)} converge a f(x*)

linearmente com taza de convergéncia ndo maior que (‘2;2)2

Demonstracao: ver [21]

Vemos entao, pelo teorema acima, que quanto maior for a diferenca entre
a e A, a convergéncia do MMD se torna mais lenta. Veremos, a seguir,
métodos que podem ter um desempenho melhor na pratica.

2.4.2 Método de Newton

A motivacio do Método de Newton estd em, dado z*, aproximar f(z)
por uma fungdo quadratica gy (r) em torno de z*, e obter zF*! a partir da
minimizagdo de qi(x). Neste momento, vamos supor f € C?.

f(x) = gr(x) = f(a*) + VT f*) (@ — ") + %(x —aF)IV f (k) (2 — b).
Queremos z**1 tal que Vg (zF1) = 0.
Vai(z) = Vf(@") + V2 f(a*) (@ - 2*).
Portanto Vg () = 0 implica V2f(z*)(z — 2%) = =V f(2*). Vamos supor

que V2 f(z*) é definida positiva. Entdo 2¥*! vai ser obtido por:

o = gk gk, (2.4.2)
¥ = —[V2f()] IV (2. (2.4.3)
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Computacionalmente a direcio d* é obtida a partir da resolucdo do
sistema linear:
V2 f(a*)d = =V f ("),
em que a matriz de coeficientes, por hipdtese, é simétrica definida positiva.
A fatoragao de Cholesky [38] pode ser usada nesta resolugéo.

Observemos que, se V2 f(z*) é definida positiva, d* é diregao de descida
(exercicio 3).

Para estabelecermos resultados de convergéncia local para o método de
Newton, a seguinte definicdo é necessaria.

Definigao 2.5. Uma func¢do g : D C IR™ — Q ¢é Lipschitz continua em D
se

l9(x) =9Il < llz vl (2.4.4)

para todo x, y € D e v uma constante positiva.

Teorema 2.2. Suponha que f é duas vezes continuamente diferencidvel em
um conjunto aberto e convero D C IR™ e V2f(x) € Lipschitz continua em
D. Suponha ainda que x* € D € tal que Vf(z*) =0 e V2f(z*) € definida
positiva. Entdo existe ¢ > 0 tal que, se x° € B(z*,¢), a sequéncia {z*}
gerada por (2.4.2-2.4.3) verifica:

o V2f(2¥) € definida positiva, para todo k =0,1,2,---;

o limy_oox? =2*;

e eriste c > 0 tal que || 2"t —a*|| < c||a*—2*||2, para todo k = 0,1,2, -
(taza de convergéncia quadrdtica).

Demonstragdo: ver [17].

Algumas observagoes sobre o método de Newton se fazem necessarias.
Em primeiro lugar, a grande vantagem deste algoritmo é sua taxa quadratica
de convergéncia. Por outro lado, o método apresenta desvantagens, que
podem ser resumidas por:

e a exigéncia do célculo das derivadas parciais de primeira e segunda
ordens de f;

e a necessidade, a cada iteracao, da resolugao de um sistema linear;
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e problemas se V2 f(z*) ndo é definida positiva.

H&4 métodos e estratégias alternativas que surgem para contornar es-
tas dificuldades que o método de Newton pode apresentar. Na préxima
subsecao, vamos apresentar os métodos quase-Newton, que, por exemplo,
nao exigem o calculo das derivadas de segunda ordem de f. No entanto,
nao conseguem manter a taxa de convergéncia quadratica.

2.4.3 Métodos Quase-Newton

Vimos que, o calculo da hessiana, como também a necessidade da resolucao
de um sistema linear a cada iteragao podem se constituir em grandes dificul-
dades para o método de Newton. A classe de Métodos Quase-Newton
substitui a iteracao de Newton por:

ohtl = 2k 4 ¥ (2.4.5)
d¥ = —B, 'V f(aF).

A ideia é tentar que as matrizes By sejam aproximacoes razoaveis das hes-

sianas. Se usarmos discretizagoes para as derivadas por diferencas finitas
[12], por exemplo, estarfamos trabalhando com um método quase-Newton.
Mas a classe dos métodos secantes é das mais usadas, pois estes con-
seguem, geralmente, aproximagoes satisfatdrias exigindo que as matrizes By
satisfagam a equagao secante. Para motivar esta ideia, vamos novamente
trabalhar com a fungao quadratica. Suponha que:

1
flx) = §xTHm +boT2z 4,

tal que Vf(z) = Hz + b, com H simétrica definida positiva. Entéo:
Vf(x+d) =H(x+d) +b=Hx+b+ Hd=Vf(z)+ Hd.

Assim,

Vf(z+d) —Vf(z) = Hd,

Esta equagao é conhecida como equagao secante e é a base dos métodos
secantes para aproximar By. Os métodos secantes, com aproximagoes simé-
tricas definidas positivas para as hessianas, obedecem ao seguinte esquema
geral:

e dados z° € R™ e By simétrica definida positiva;

e em cada iteracdo k, obter z**1 por (2.4.5-2.4.6);
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e determinar By simétrica definida positiva tal que

Briisk = vk,

sp = otk

g = V(@) = Vf(b).

Observamos, agora, que a equacgao secante foi generalizada e que nao ha
uma Unica matriz que a satisfaga. As diferentes escolhas para a atualizacao
Bi.4+1 geram os diferentes métodos secantes. Vamos destacar aqui o método
BFGS, que recebe este nome pois foi proposto por Broyden, Fletcher, Gold-
farb e Shanno, em 1970.

Atualizagao BFGS para Bjy1:

T ¢
YrYy  Brsks, DBy
Bii1 = Br + - . 2.4.7
+ yl s st By, ( )

O método BFGS tem a vantagem, em relagao ao método de Newton,
de nao incluir, em suas iteracoes, nenhuma avaliagao de derivadas parciais
de segunda ordem. No entanto, a taxa de convergéncia quadratica nao se
mantém nos métodos secantes. O teorema a seguir contempla os resultados
de convergéncia local do algoritmo que usa atualizagoes BFGS.

Teorema 2.3. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 2.2, existem con-
stantes positivas € e § tais que, se 2° € B(z*,e) e ||[By — V2f(z%)] <
0, entdo o método BFGS (2.4.5-2.4.7) estd bem definido e converge q-
superlinearmente a x*.

Demonstracao: ver [12]

Os Teoremas 2.2 e 2.3 estabelecem resultados de convergéncia local para
os métodos de Newton e BFGS. Devemos salientar, no entanto, que se o
procedimento de busca linear implementado no Passo 2 do Algoritmo 2.2
for acrescentado a estes métodos, eles apresentarao também convergéncia
global.

Uma alternativa a estratégia de busca linear com decréscimo suficiente

para obtencao de resultados de convergéncia global estd na utilizagao de
regices de confianga, objeto da nossa proxima subsegao.

2.5 Regiao de Confianca

Os métodos de regiao de confianga geram passos baseados na minimizagao
de um modelo quadratico da fungao objetivo. Nesses métodos, definimos
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uma regido ao redor da atual aproximacio ¥, na qual confiamos no mode-
lo como uma representacao adequada da fungao objetivo. Minimizando o
modelo nesta regido, calculamos um passo p¥, a partir de z*. Se niao houve
um decréscimo suficiente de f ao longo de p”, este passo nao é aceito; entao
reduzimos o raio da regiao e achamos um novo minimizador. Se, por outro
lado, a minimizagao do modelo gerou passos bons, predizendo o compor-
tamento da fungao objetivo com precisao ao longo destes passos, o raio da
regiao de confianca é uniformemente aumentado, permitindo novos passos
longos e ambiciosos.

Para obter cada passo, buscaremos uma solugao do subproblema
1
. _ k T gk 1T
min my(p) = f(z") + V7 f(@)p + 50" Brp, 25.1)
s.a |pl| < Ay,

onde my(p) é o modelo quadrético que aproxima f, By é uma aproximacao
para V2 f(z*) e Ay > 0 é o raio da regido de confianca.

Para atualizacdo do raio da regidao de confianca Ay a cada iteracdo,
consideramos a relagao entre a fungdo modelo my e a fungdo objetivo f,
determinando

e e (0) — ma(p®)

e Se py é negativo, o novo valor da funcdo objetivo f(z* + p¥) é maior
que o valor atual f(x*), e portanto o passo deve ser rejeitado.

e Se py estd proximo de 1, ha boa relagdo entre o modelo my, e a funcao
f, assim é seguro ampliar a regiao de confianca.

e Se pi € positivo mas nao préximo de 1, nao alteraremos a regiao de
confianga, mas se estd perto de zero ou é negativo, encolheremos a
regiao de confianca.
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Algoritmo 2.3.

Dados A > 0,Aq € (0,A), e € [0,1); para k =0,1,2,-

Passo 1: Cdlculo do passo p*.
Obtenha p* (aproximadamente) resolvendo (2.5.1);

Passo 2: Cdlculo de py.-
Avalie py, por (2.5.2);

Passo 3: Atualizacdo do raio da regidgo de confianca.
Se pr < i
Aps1 =5l
Senao
Se pp > 7 e [|p"]| = Ax
Ak+1 = min(QAk, A)
Senao
Apt1 = Ag;

I

Passo 4: Atualizacdo da iteracao.
Se pr. >n
gkl = gk
Senao

29

-+, faga:

A anélise de convergéncia global baseada em regiao de confianca depende
do parametro 7. Se n = 0, a sucessdo {Vf(2*)} tem um limite no ponto
zero. Para o teste de aceitacao mais estrito, com 7 > 0, temos o resultado:

limg ooV f(xF) = 0.
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2.6 Exercicios

1.

Classifique os pontos estacionérios de
f(x) =223 — 323 — 6xy20(xy — 20 — 1) .

No caso de minimizadores ou maximizadores, indique se sao locais ou
globais.

Se 0 método de méaxima descida com busca linear exata é aplicado ao
problema (2.2), onde f é uma fung¢ao quadrética com hessiana definida
positiva, mostre que, em cada iteragao k, o passo 6timo da busca linear
é dado por

_ VfEMTVf(ER)

- Vf(ak)TV2 f(2)V f(zk)

Mostre que, no método de Newton, se V2f(z¥) é definida positiva,
entdo d* é direcdo de descida.

Ak

Seja f(x) = 21* + @122 + (1 + 22)° e tome 20 = (0 0)7.
(a) Por que o método de Newton para minimizar f(z) ndo pode ser
aplicado satisfatoriamente a partir de z° dado?
(b) Considere uma modificacio ao método de Newton tal que d* seja
obtida por:

d* = —(V2f (") + D)~ V f (")
para uy > 0 dado. Se g = %, calcule d° por este método. O resultado
foi satisfatério? Por que? Analise esta modificaggo.

Mostre que as matrizes Bjyy1 obtidas pela atualizacao BFGS sao
simétricas se B é simétrica, e satisfazem a equagao secante.

Considere
f(z) = 22 + 2z 20 + 223 + 23,
que tem o minimizador z* = (0 0)” e V2f(z*) = [ ; Z } .
Mostre que, se 2° = (1 — 1)T e By = V2f(2°), entdo o método
BFGS gera uma sequéncia de aproximacoes { B} para as hessianas
que obedece
limy,—.oo By = V2 f(x*).

Discuta este resultado.



Capitulo 3

Métodos Baseados em
Simplex

A primeira classe de métodos sem derivadas para minimizagao irrestrita que
estudaremos é a dos métodos simplex. Um simplex é um conjunto de n + 1
pontos em IR™. Buscaremos sempre simplex nao degenerados, definidos por
pontos x',22,... 2" (conhecidos como vértices do simplex) tais que o
conjunto {x! — a1 ... 2™ — z"*1} é linearmente independente. Ou seja,
pontos que definem simplex degenerados sdo colineares no IR?, coplanares
no IR? e assim por diante. As figuras abaixo mostram exemplos de con-
juntos {x!, 2% 23} em IR? que formam um simplex nao degenerado e um

degenerado.
x> 2
X3 X!
X3
Xl
Figura 3.1: Simplex nao degenera- Figura 3.2: Simplex degenerado em
do em IR? R?.

A ideia de utilizar apenas n+ 1 pontos por iteragdo para definir um algo-
ritmo de busca direta é razoavel, visto que n + 1 pontos seriam suficientes,
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por exemplo, para aproximar o gradiente da fungao objetivo por diferencas
finitas. Muitos métodos de busca direta calculam a funcao entre 2n e 2"
vezes por iteragao, de onde ja podemos deduzir uma vantagem dos métodos
simplex: sdo econOmicos, no que diz respeito a avaliagbes de funcgao por
iteragao, quando comparados a outros métodos de busca direta.

Os algoritmos simplex formam um conjunto particular de métodos, com
motivagoes geométricas e teorias de convergéncia proprias. Possuem também
uma grande importancia histérica. Por essa razao, julgamos importante
dedicar um capitulo a classe. Trataremos aqui do Algoritmo Nelder-Mead,
que é certamente um dos algoritmos sem derivadas mais famosos. Além dele,
abordaremos rapidamente o Algoritmo de Busca Multidirecional, menos
conhecido, mas com interessantes propriedades tedricas.

3.1 Algoritmo Nelder-Mead

O primeiro método simplex da literatura foi publicado em 1962 e é devido
a Spendley, Hext e Himsworth [33]. O método procura substituir o pior
vértice refletindo-o através do centroide da face oposta, como na Figura 3.3

Figura 3.3: Reflexao de um vértice através do centroide da face oposta.

O método de Nelder-Mead [24], publicado em 1965, é provavelmente o
mais utilizado método de busca direta. A contribuigao do Algoritmo Nelder-
Mead a classe dos métodos simplex reside na possibilidade de contragao ou
expansao do simplex. A Figura 3.4 mostra as possibilidades de substituicao
para o pior ponto, enquanto a Figura 3.5 mostra como ¢é a redugao.

Sao necessdrios 4 coeficientes escalares no algoritmo de Nelder-Mead.
Sao eles:
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Figura 3.4: Substituicao do
pior vértice no Algoritmo Nelder-
Mead.

Figura 3.5: Reducao do simplex
no Algoritmo Nelder-Mead.

e coeficiente de reflexao: p > 0,
e coeficiente de expansao: y > 1 com x > p,
e coeficiente de contragao: 0 < y<1le

e coeficiente de redugao: 0 < o < 1.

Os valores mais utilizados na pratica para os parametros sao p = 1, que
permite uma reflexao exata (que ndo expande nem contrai o vetor refletido),
X = 2, de modo que a expansao dobre a distancia entre o novo vértice e o
centroide da face oposta, em comparagao com a distancia original entre o
pior vértice e o centroide, v = 0.5, de modo que as distancias nas contragoes
sejam metade das originais e 0 = 0.5, o que faz com que a distancia entre
o melhor vértice e os restantes seja reduzida pela metade em caso de passo
de reducao.

Para uma funcao f : R® — IR e um simplex no IR", a iteracao de
Nelder-Mead se dé conforme o algoritmo abaixo:

Algoritmo 3.1. Algoritmo Nelder-Mead

Passo 1: (Ordenagdo) Ordene os vértices do simplex de maneira que
flxl) < f(2?) <o+ < f(z™H1). Caleule o centroide dos n melhores pontos,
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T=>Y 1, z/n.

Passo 2: (Reflexdo) Calcule o ponto de reflexido 2" = (14 p)T — pz" 1.
Se f(a') < f(z") < f(a™), aceite o ponto z" e termine a iteragao.

Passo 3: (Expansio) Se f(z") < f(x!), calcule o ponto de expansio
z¢ = (14 px)T — pxa" . Se f(z¢) < f(a"), aceite z¢ e termine a iteragao.
Caso contrario (f(z°) > f(z")), aceite 2" e termine a iteragao.

Passo 4: (Contragao) Se f(z") > f(z™) faga uma contragao:

e (Contragio Externa) Se f(z™) < f(z") < f(z™*1), caleule 2¢ = (1 +
pY)T — pyx" L. Se f(x¢) < f(z") aceite ¢ e termine a iteracdo. Caso
contrario, v4 para o Passo 5.

e (Contragio Interna) Se f(z") > f(z"*1), calcule ¢ = (1 — ¥)T +
vzt Se f(z€) < f(a"Tl), aceite z¢ e termine a iteragao. Caso
contrario, va para o Passo 5.

Passo 5: (Reducdo) Calcule os pontos v = zt+o(xi—2),i =2,... n+

1. Os vértices (ainda fora de ordem) para a préxima iteracao sao x!, v2, ...,

U7L+1

Possiveis critérios de parada para o algoritmo envolvem a distancia entre
os vértices e a diferenga entre os valores de fungao nos vértices, que devem
ser menores do que tolerancias escolhidas pelo usuério.

No processo de ordenacao dos vértices do simplex no inicio da iteracao
podem ocorrer empates entre o valor da funcao de dois ou mais pontos. No
artigo original de Nelder e Mead nao é mencionado como proceder em tal
situacdo. Em [18], é sugerida uma regra de desempate:

Iteragao sem redugao do simplex: Quando nao hé redugao do sim-
plex, apenas o vértice de indice n + 1 é descartado e substituido por um
ponto que chamaremos de v. O ponto v tomara a posicao j + 1 no simplex
da iteragdo seguinte, onde j = maxo<m<n{m | f(v) < f(zm41)}. Os outros
vértices continuam na ordem que foi estabelecida antes de se iniciar a ite-
ragao.

Iteracao com reducgao do simplex: Nesse caso, apenas o vértice x'
serd aproveitado na iteracdo seguinte. Apenas uma regra de desempate é
necessaria: caso o vértice ! empate com um ou mais vetores como sendo o
ponto de melhor valor da fungao no novo simplex. Caso isso ocorra, faremos
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PPl = 1P Em qualquer outra situacio, poderemos fazer uso de qual-

quer outra regra de desempate depois de uma redugao.

Apesar de ser largamente empregado, o Método Nelder-Mead nao tem
garantias de convergéncia para dimensdes superiores a 2. Em [18] os autores
provam os seguintes resultados:

Teorema 3.1. Seja f: IR — IR estritamente convexa com curvas de nivel
limitadas. Se o simplex inicial para o Algoritmo Nelder-Mead com px > 1
€ nao degenerado, entdo os dois vértices convergem ao minimizador.

Teorema 3.2. Seja f : IR? — IR estritamente convexa com curvas de nivel
limitadas. Assuma que o Método Nelder-Mead estd usando os parametros
p=1evy=0.5. Se o simplex inicial € nao degenerado, entao os trés vértices
convergem a pontos com mesmo valor de func¢ao.

Teorema 3.3. Seja f : IR? — IR estritamente convexa com curvas de nivel
limitadas. Assuma que o Método Nelder-Mead estd usando os parametros
p=1 x=2e~v =0.5. Se o simplex inicial € nao degenerado, entio a
sequéncia de diametros dos simpler tende a zero, ou seja,

max ||z** — 27%|| — 0.
i#]

E importante frisar que os Teoremas 3.2 e 3.3 nao garantem a con-
vergéncia para funcdes estritamente convexas em IR?, pois o limite da
sequéncia dos vértices pode ser um ponto nao estacionario.

Nao é raro encontrarmos na pratica problemas para os quais o algoritmo
converge a pontos nao estaciondrios, fenomeno normalmente atribuido ao
fato da direcdo de busca (ou seja, a diregdo definida pelo pior vértice e
pelo centroide dos vértices restantes) ficar numericamente ortogonal ao gra-
diente. No entanto, em [22], o autor apresenta uma familia de fungoes
estritamente convexas e diferencidveis onde o método falha ao convergir a
um ponto nao estaciondrio, deixando patente que nao hd como garantir a
convergéncia para o método sob condigOes razodveis. Por exemplo, para a
fungao estritamente convexa e com derivadas continuas

B 36022 +y + 9%, x <0,
f(a:,y)—{ 622 +y 12 >0, (3.1.1)

o método converge para a origem, que nao € sequer ponto estacionario, uma
vez que Vf(z,y) = (0,1)7. Entretanto, o mau comportamento do método
pode ser evitado impondo, por exemplo, decréscimo suficiente e restrigoes
sobre os dngulos internos do simplex, como em [36], onde o autor propde
um Algoritmo Nelder-Mead modificado com garantias de convergéncia.
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3.2 Busca Multidirecional

O Algoritmo de Busca Multidirecional foi introduzido por Dennis e Tor-
czon em [35]. Inspirado nos trabalhos de Spendley, Hext e Himsworth,
além de Nelder e Mead, o algoritmo traz o diferencial de possuir resultados
de convergéncia (o algoritmo de Spendley, Hext e Himsworth possui teoria
de convergéncia apenas se modificado em alguns detalhes, e somente para
fungoes convexas).

Ao invés de se concentrar em modificar o pior vértice, como no con-
texto de Nelder-Mead, o algoritmo rotaciona todo o simplex, mantendo fixo
apenas o melhor vértice. Se o melhor entre os vértices novos é melhor do
que o melhor vértice antigo, entdo uma expansao é experimentada. Caso
contrario, uma redugao é feita. As Figuras 3.6 e 3.7 mostram os passos
possiveis para o método.

. R . Figura 3.7: Reducao do simplex
Figura 3.6: Rotacao do simplex para a Busca Multidirecional.
para a Busca Multidirecional.

Uma iteragao do algoritmo é mostrada abaixo. Sao necessarios os pardmetros
0 <o <1<y, além do simplex {z!,... 2""1}.

Algoritmo 3.2. Algoritmo de Busca Multidirecional

Passo 1: (Ordenagio) Ordene os vértices do simplex de maneira que

flat) < f@@®) <o < f@™F).

Passo 2: (Rotac¢ao) Rotacione o simplex ao redor do melhor vértice,



Busca Multidirecional 37

fazendo _ ‘
oh=at — (2" —2h), i=2,....n+1

Faca f" = minj—a__ n11{f(z2)}. Se f < f(x'), v4 ao Passo 3. Caso
contrério, va ao Passo 4.

Passo 3: (Expansao) Expanda o simplex rotacionado, fazendo

o= —x(' —at), i=2,...,n+1
Faca f¢ = min—a__ ,+1{f(z))}. Se f¢ < f7, aceite a expansdo. Caso

contrario, aceite a rotacao. Termine a iteragao.

Passo 4: (Reducgio) Calcule os pontos v* = z'+o(xi—z1),i =2,...,n+

1. Os vértices (ainda fora de ordem) para a préxima iteracio sao x!, v2, ...,

,Un+1

A convergéncia para uma subsequéncia, conforme enunciado no Teorema
3.4, depende de suposigoes sobre os parametros o e x e o simplex inicial.

Teorema 3.4. Suponha que o, X sGo racionais e seja o simplex inicial for-
mado pelos vértices x* = Gz', onde G € IR™*"™ ¢é ndo singular e z* é um
vetor com componentes inteiras, i = 1,...,n + 1. Assuma que L(z°) =
{x € R™ tal que f(x) < f(2°)} é compacto para z° sendo o melhor vértice
do simplex inicial, e que f é continuamente diferencidvel em L(z°). Entdo
a sequéncia de pontos gerada pelo Algoritmo 3.2 possui um ponto limite
estaciondrio.

As hipdéteses sobre os valores que devem ser racionais ou inteiros garante
que os simplex vao permanecer sobre uma trelica racional, o que é funda-
mental na teoria de convergéncia. Em [34], a autora verifica que a busca
multidirecional pode ser vista tanto como um algoritmo simplex como uma
busca padrao, que serd assunto no préximo capitulo.
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3.3 Exercicios

1.

Como sao os simplex nao degenerados em IR'? E os degenerados? E
em IR3?

Suponha que um algoritmo simplex que reflete o pior vértice possui
um vértice em um minimizador de uma funcio no IR?. Suponha que o
vértice refletido nunca é o pior vértice. Mostre com um desenho que
é possivel que sucessivas reflexoes do pior vértice levem de volta ao
simplex inicial.

Discuta como construir o simplex inicial no algoritmo de Nelder-Mead.
Prove que a fun¢do (3.1.1) tem derivada continua em todo IR

Aponte as principais diferengas entre os Algoritmos Nelder-Mead e de
Busca Multidirecional, especialmente quanto ao nimero de avaliagoes
de funcao por iteracdo e as modificagoes no formato do simplex.



Capitulo 4

Métodos de Busca Direta
Direcionais

Seria extremamente injusto fazer um estudo sobre métodos sem derivadas
e nao mencionar os de busca direta direcionais. Tais métodos sintetizam
muito da filosofia da otimizagao sem derivadas, por seus algoritmos simples,
de forte apelo geométrico, com robusta teoria de convergéncia. No inicio
deste capitulo, trataremos dos algoritmos de busca direta direcionais mais
antigos, uma vez que sua anélise é importante inclusive para a compreensao
dos algoritmos sem derivadas como um todo. Na segunda parte, citaremos
alguns trabalhos mais recentes, de promissora aplicabilidade e que abrem
espago para novas possibilidades de pesquisa.

Suporemos, em geral, que a fungéo objetivo f(x) é continuamente dife-
renciavel. Somente na segao 1.4, a fungao precisa apenas ser Lipschitz, uma
vez que a teoria serd nessa ocasiao estendida para fungoes nao suaves.

4.1 Métodos de Busca Padrao

Um dos métodos de busca direta direcional mais simples encontrados na lite-
ratura é o Método de Busca Coordenada, também conhecido como Método
das Variacdes Locais [27]. Dado o ponto e o passo correntes z¥ € IR™ e
ar € IRy, o algoritmo analisa os pontos da forma z* + axd, onde d € D,
sendo D o conjunto das diregoes canonicas positivas e negativas; em outras
palavras, D é o conjunto formado pelas colunas das matrizes I e —I, onde [
é a matriz identidade de ordem n. A intencao é encontrar um ponto melhor
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do que o atual, ou seja, encontrar 2¥t! = 2¥ +ay.d tal que f(2F+1) < f(aF).
Se isso nao for possivel, o que ocorre se todos os pontos da forma z* 4 ayd,
d € D tém valor de funcdo maior que f(z*), entdo continuamos no mesmo
ponto, fazendo zF*! = z* mas reduzimos o tamanho do passo, api; =

ay /2. Desse modo, o algoritmo toma a seguinte forma:
Algoritmo 4.1. Algoritmo de Busca Coordenada
dados 2° e ag, para k=0,1,2, ...
Passo 1: Se f(z* + apd) < f(z*) para algum d € D, faga 2*+1 =

2* + apd de modo que f(z* +apd) < f(2¥), d € D e declare a iteracdo bem

sucedida. Caso contrario, declare fracasso e faca 21 = z*.

Passo 2: Se a iteracao foi bem sucedida, defina ary1 = ai. Caso
contrario, apt1 = ag/2.

As Figuras 4.1 e 4.2 mostram alguns passos do algoritmo em IR?.

Figura 4.1: Busca Coordenada, o = Figura 4.2: Busca Coordenada, o =
ag- 040/2.

Iniciamos a busca no ponto z° com passo ag, como mostrado na Figura
4.1. Os pontos possiveis de serem visitados estao acima, abaixo, a direita
e & esquerda do ponto corrente, ou seja, nas direcdes coordenadas. De z°
para 2! hé decréscimo da funcio; o mesmo ocorre de ' para z2. Assim
sendo, os passos sdo mantidos, as = o = ag. J&4 em 22, ndo ha decréscimo
nas direcoes coordenadas para o passo as. Declaramos entao fracasso na
iteracdo, fazemos 13 = 22 e a3 = ay/2. As iteracdes seguintes estdo repre-
sentadas na Figura 4.2. E possivel nos movermos de 23 para z* e depois

para z° com passos as = oy = 3. J4 em x°, é necessario que declaremos
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fracasso e reduzamos novamente o tamanho do passo, fazendo ag = a5 /2,

28 = 2% e assim sucessivamente.

H4 diversos detalhes que podem originar diferentes métodos de Busca
Coordenada. Poderiamos ter definido outro fator de redugao do passo em
caso de fracasso ao invés de 1/2. Em geral, podemos escolhé-lo como sendo
qualquer nimero racional no intervalo (0,1). Além disso, hé a possibilidade
de aumentarmos o tamanho do passo em caso de sucesso, o que pode ser util
se estivermos longe do minimizador. Por fim, a ordem em que as diregoes
d € D sao testadas é de livre escolha do usudrio. Cabe também ao usuério
decidir se a busca serd completa, ou seja, se todas as diregoes serao testadas
a cada iteragao e aquela onde hé maior decréscimo serd tomada, ou se sera
oportunista, encerrando a iteragao assim que encontra uma direcao tal que
f(z* + ard) < f(2¥). Dada essa liberdade de escolhas, cada autor define
de forma diferente os métodos de Busca Coordenada, deixando ou nao livre
a escolha dos parametros, da ordem das diregoes e do tipo de busca. Ver,
por exemplo, os algoritmos em [9] e [34]. Em [10], os autores propoem
uma estratégia de ordenacao para as direcoes de busca da Busca Padrao
de acordo com o angulo formado entre estas e uma aproximacao para o
gradiente (chamada gradiente simplex). Em [11], é comentado que de fato
essa estratégia pode ser usada em qualquer algoritmo que usa direges que
geram positivamente o IR™.

A maioria dos métodos baseados em dire¢oes utiliza busca mondtona,
ou seja, dado um ponto corrente z*, o préximo iterando deve satisfazer
f(zFt1) < f(2*), ou possivelmente uma condigio mais severa de decréscimo
suficiente. Essa é uma das razoes pelas quais o gradiente da funcao objetivo
tem papel fundamental nos algoritmos direcionais baseados em derivadas,
uma vez que, se o ponto corrente nao ¢ estacionario entao podemos, uti-
lizando o gradiente de f, verificar se uma determinada direcdo d* é de
descida, de modo que para ¢y suficientemente pequeno tenhamos f (xk +
ard®) < f(x*). Isso sem considerar que Vf(z*) é um 6timo precursor
de direcoes de descida, como a direcio de méxima descida —V f(z*) ou
a direcdo de Newton —V2f(z*)Vf(x*). No contexto dos métodos sem
derivadas, nao podemos verificar se uma direcao d é de descida a partir
de x, pois ndo podemos computar V f(z)Td. O Algoritmo de Busca Coorde-
nada contorna esse problema de modo muito semelhante ao feito por varios
outros algoritmos de busca direta.

As diregoes d € D satisfazem uma propriedade conveniente, de gerar
positivamente o IR™. Em outras palavras, qualquer vetor d € IR pode ser
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escrito como combinagao linear dos vetores de D com coeficientes nao nega-
tivos. E facil observar isso, uma vez que d = D ijdi>0 di6i+2i\di<0 |d;|(—e?).
Se um conjunto D gera positivamente o IR", entdo para todo v € IR™, v # 0,
existe a0 menos uma direcdo d € D tal que vTd < 0 (analogamente, existe
uma direcdo d tal que v7'd > 0). Desse modo, concluimos que sempre hé
em D uma direcdo de descida a partir de qualquer ponto ndo estacionario.
Além disso, analisando f(x) através de diregdes que geram positivamente
o IR"™ e usando apenas passos positivos, temos uma nocao satisfatéria de
seu comportamento local, responsabilidade que nos métodos baseados em
derivadas é em geral do gradiente.

O Algoritmo de Busca Coordenada pertence a uma classe mais ampla de
métodos, os de Busca Padrao, ou Busca Padrao Generalizada (ou GPS, do
inglés Generalized Pattern Search). Os Métodos de Busca Padrao também
utilizam dire¢oes que geram positivamente o IR™, e esse é um ingrediente
fundamental tanto para a teoria de convergéncia como para um bom de-
sempenho pratico. A grosso modo, os diferentes métodos de Busca Padrao
sao definidos pelas diferentes diregdes de busca que utilizam. Em [34], a
autora traga um modelo geral de algoritmo de Busca Padrao, onde se en-
quadram varios algoritmos preexistentes, entre eles o de Busca Coordenada.
Uma teoria de convergéncia tao robusta quanto as teorias de métodos com
derivadas é entao apresentada.

Seja a matriz base B € IR™*™ uma matriz nao singular. Consideremos
M C Z™™ um conjunto finito de matrizes ndo singulares e escolhamos
p € IN tal que p > 2n. Na k-ésima iteracao do algoritmo, teremos um
padrao definido pela matriz

P* =[BM* — BM* BL*) = |BI'* BLF,

onde M* € M e a matriz L*¥ € Z"*®~2") contém ao menos uma coluna,
que é a coluna formada por zeros. Os passos de tamanho «a; podem ser
dados nas direcdes pertencentes a P*. Notemos que o conjunto de direcdes
dado pela matriz P* possui um subconjunto que gera positivamente o IR™,
formado pela submatriz BI'*. A atualizacdo do passo depende do status
da iteracao corrente: em caso de sucesso, o passo pode ser mantido ou
aumentado. Ja em caso de fracasso, ele necessariamente é reduzido. Em
linhas gerais, o algoritmo toma a seguinte forma:

Algoritmo 4.2. Algoritmo de Busca Padrao

dados z° € R™, ag € R, wo,wn,...,wr € Z, wy <0, wi,...,wr, >0, T
racional, 7 > 1, para k =0,1,...
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Passo 1: Se f(z* + apd®) < f(2*) para algum d* € BI'*, faca zF+1 =
o¥ + app® para algum p* € P* tal que f(2* +app®) < f(z*). Se for possivel
encontrar tal p¥, declare sucesso. Caso contrario, declare fracasso e faca

Pl = ok,

Passo 2: Se houve sucesso, faca ap1 = 7%y, para algum 1 < < L.
Caso contrario, faca agr1 = 7°ay.

O Passo 1 nos diz que, sempre que existe uma direcio d* € BI'* onde
h4 descida com passo aj, somos obrigados a modificar z*. O novo iterando
deve ser sempre melhor que o anterior, no sentido do decrésimo simples. No
Passo 2 temos que, em caso de fracasso, o passo é reduzido por um fator
7%, J4 em caso de sucesso, ha a possibilidade de mantermos o valor do
passo ou aumenté-lo, liberdade proporcionada pela escolha dos parametros
algoritmicos wq,...,wr.

A relevancia tedrica dos vetores representados nas matrizes BLF é nula.
Essa matriz tem apenas a fungao de deixar o algoritmo mais abrangente,
de modo que varios outros algoritmos possam ser considerados casos par-
ticulares de Busca Padrao. De fato, tais direcoes nao precisam ser testadas,
ou podemos tomar sempre L* = 0. J4 as direcdes BT'*, que geram positiva-
mente o IR", devem ser sempre testadas antes que o fracasso seja declarado,
e sao fundamentais nas demostragoes de convergéncia.

A primeira propriedade tedrica demonstrada em [34] é a de que toda
sequéncia {z¥} gerada pelo Algoritmo de Busca Padrao possui uma sub-
sequéncia que converge a um ponto estacionério. Esse tipo de convergéncia,
para subsequéncias, é muito utilizado em otimizagao. Dada a estrutura do
algoritmo em questao, de busca mondtona, com iterandos possivelmente
cada vez mais préximos entre si (j4 que aj potencialmente estd indo para
zero), é improvével que a sequéncia gerada fique “pulando”indefinidamente,
possuindo diversos pontos de acumulacao para suas diferentes subsequéncias.
Mas o que é possivel garantir do ponto de vista tedrico é que, caso isso
ocorra, ao menos um dos pontos de acumulacao é estacionario. Uma hipétese
que deve ser cumprida para que consigamos provar a convergéncia é a de
que o conjunto de nivel L(z°) = {z € R" tal que f(z) < f(z°)} é com-
pacto. Essa propriedade joga um papel importantissimo, pois como a busca
é monétona, 2* € L(x°) para todo k e, como sabemos, toda sequéncia num
compacto possui um ponto de acumulacao. O resultado de convergéncia
proposto é expresso no teorema abaixo.
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Teorema 4.1. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo de Busca
Padrdo. Suponha que L(x°) é compacto e f(x) é continuamente diferenci-
dvel em uma vizinhanca de L(2°). Entdo liminfy_ o ||V f(2")|| = 0.

A demonstracao é baseada em duas propriedades do Algoritmo de Busca
Padrao, propriedades essas que foram amplamente exploradas por publica-
¢oes posteriores de diversos autores. A primeira é a de que os pontos vis-
itados estao em treligas racionais, que podem ficar mais densas a medida
que aj diminui. Isso é usado em um lema auxiliar que estuda o comporta-
mento de ayg, que deve possuir uma subsequéncia tendendo a zero, o que é
provado utilizando o fato de que L(2) é compacto, e sua intersec¢io com
qualquer treliga racional possui finitos pontos. A outra propriedade é a de
que as diregoes de busca geram positivamente o IR™ pois contém colunas
das matrizes BM* e —BMP*.

E possivel também demonstrar a convergéncia num sentido mais forte,
onde a sequéncia toda, e nao apenas uma subsequéncia, converge a um ponto
estacionario. Para tanto, algumas hipoteses extras sao necessarias, além de
alteracoes no algoritmo que o deixam mais exigente no momento de aceitar
novos pontos. As modificagoes mais relevantes sao as de que a sequéncia oy
de passos deve convergir a zero e a exigéncia de que o passo dado em uma
iteracao deve ser tal que f(z* + apd®) < min{f(z* £ ayy) com y € BM*},
ou seja, uma direcao no minimo tao boa quanto a melhor entre as diregoes
BM* ¢ —BMPF deve sempre ser tomada. Esse requerimento é chamado
hipotese forte sobre os movimentos exploratorios. Sob essas condigoes, o
seguinte teorema ¢ demonstrado em [34]:

Teorema 4.2. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo de Busca
Padrao. Suponha que L(x°) é compacto e f(x) é continuamente difer-
encidvel em uma vizinhanga de L(x°). Além disso, suponha que limy_. o ap =
0 e o algoritmo satisfaz a hipdtese forte sobre os movimentos exploratdrios.
Entao limy o |V f(2F)|| = 0.

4.2 Algoritmo de Hooke e Jeeves

Além de introduzir a expressao busca direta, Hooke e Jeeves apresentaram
em [16] um algoritmo que, posteriormente, foi reconhecido em [34] como de
Busca Padrao. Julgamos justo fazer mengao ao método por sua importancia
historica, além de sua relevancia pratica, uma vez que é até hoje empregado
na resolucao de problemas provenientes de diversas areas.
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O algoritmo é baseado na Busca Coordenada, mas acrescenta uma es-
tratégia que visa acelerar a convergéncia, aproveitando as informacoes obti-
das nas iteragoes anteriores. Em caso de sucesso na tultima iteracao, a
iterecdo atual faz Busca Coordenada a partir do ponto z* + (2% — 2%~1).
Essa mudanga de ponto de referéncia para a Busca Coordenada é chamada
passo padrdo, e este tenta aproveitar o fato de que z* — zF~1 é uma direcio
promissora, ja que potencialmente é uma direcao de descida. A Figura 4.3
mostra a disposi¢ao desses pontos para melhor compreensao.

Xk+(Xk _ Xk-l)

Figura 4.3: Exemplo de pontos utilizados no Algoritmo de Hooke e Jeeves.

Apés uma iteragdo bem sucedida, se obtivermos sucesso na Busca Co-
ordenada ao redor de z¥ + (¥ — 2F~1), estd proverd o novo iterando z**1.
Por outro lado, se essa busca resultar em fracasso, entao uma iteracao de
Busca Coordenada é realizada em torno de 2*. Sempre que uma iteracio de
Busca Coordenada ao redor de z* falha, fazemos uma nova busca ao redor
deste ponto, mas reduzindo o tamanho do passo.

Em [16], o algoritmo ¢ introduzido de uma forma bastante descritiva
e, no final do artigo, apresentado na forma de diagramas. Em [34], a au-
tora demonstra que o algoritmo é de Busca Padrao, explicitando quais as
matrizes B, M* e LF envolvidas. Dessa forma, todos os resultados de con-
vergéncia da se¢ao anterior valem para o algoritmo de Hooke e Jeeves.

4.3 Algoritmo de Lucidi e Sciandrone

Em 2002, Lucidi e Sciandrone propuseram um algoritmo de busca direta
para minimizagao irrestrita [20] que possui vérias semelhangas com o Algo-
ritmo de Busca Padrao de Torczon. Nos ateremos entao as diferencas entre
os métodos.

No trabalho desenvolvido pelos autores, é possivel usar um conjunto
mais amplo de dire¢oes de busca em relacao as da Busca Padrao, formado
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por direcdes {p**}, i = 1,...,7 que satisfazem a seguinte condicio:

Condicao 4.1. As diregoes {p'*}, i = 1,...,r sdo limitadas e tais que
T
li k _ li : k\T ik = 0.
Jim |V (")) =0« lim ;mm{O,Vf(w )™y =0

A condigdo acima nos diz que as direcdes de busca {p**} utilizadas sio
tais que se a derivada direcional em cada uma das direcoes estd tendendo a
valores nao negativos (ou seja, se todas as diregoes estao tendendo a diregoes
que nao sdo de descida) isso deve implicar que {z*} necessariamente est4
tendendo a um ponto estacionario. Em outras palavras, o comportamento
do gradiente de f(x) nas diregoes p* deve nos dar uma boa nocio de esta-
cionariedade. Dois exemplos de sequéncias de direcées que satisfazem essa
condicao sao apresentados:

1. p™* tais que as sequéncias {p*}, com i = 1,...,r sdo limitadas, e
todo ponto limite (p*,...,7") da sequéncia {(p?*,...,p"™*)} é tal que
0s vetores P’ geram positivamente o JR™. Direcdes que satisfazem essas
condigoes sao faceis de construir. Basta tomar, por exemplo,

ik _ i _
p =e€ ) 1= 17 7n7
e fazer
n+i,k __ i —
p - e ) Z - 1’ 7n’
ou
n
pn—i-l,k: — E et
i=1
2. p* i =1,...,n uniformemente linearmente independente e p"*1* da
forma . .
n+l,k __ T" = Tpmax
p = & )

onde af,,, = argmax;_; _{f(z* +&p™)} ¢ & — 0 quando k — oo.

Os autores propoem entao dois algoritmos que sao baseados em cada um
dos exemplos de direcoes dados.

Algoritmo 4.3. Algoritmo de Lucidi e Sciandrone

Sejam k=0,2° € R", & >0,i=1,...,7r,v>0,4,0€(0,1).
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Passo 1: Facai=1e¢ y'* = 2"

Passo 2: Se f(y“f—}— &fpik) < f(y™*) — v(a¥)?, entdo calcule of por
Procedimento LS(a¥, y**, pi*, ~,8) e faca &f“ =ak.
Caso contrario af = 0 e a¥*! = gak.

Faca yi+1k = yif 4 afrpik.
Passo 3: Sei < r, faga i =i+ 1 e volte para o Passo 2.

Passo 4: Encontre 2%t tal que f(z**!) < f(y"™t1%), fagak =k +1e
volte para o Passo 1.

k

Procedimento LS(a¥, 4y p* v,4): Encontre of = min{é—7a¥ : j =

0,1,...} tal que
F™ +aip™) < FT) = (er)?,

ok : : _ ak\?
f(y”“r(;p““) > maX{f(ym+afpm),f(y”“)7((;) }

Podemos utilizar, no Algoritmo 4.3, um conjunto de dire¢oes que gere
positivamente o IR", da mesma forma que na Busca Padrao. As diferengas
entre Busca Padrao e o algoritmo que estamos discutindo serao comentadas
em breve. A cada iteragdo k, o comportamento da fungdo é analisado em
todas as direcdes de busca p*. Quando algum p** cumpre o critério de
decréscimo suficiente, o procedimento de busca linear tenta dar um passo
significativo nesta direcdo. A imposicao de decréscimo suficiente permite
uma liberdade maior na escolha das diregoes.

Para cada i = 1,2,...,r, foram adotadas sequéncias de passos {a¥}°
diferentes. Isso permite que o comportamento da fungao em cada um dos r
conjuntos de direcoes {p”‘“}i":1 seja analisado de maneira independente, fato
util principalmente se as diregoes de busca sao as mesmas a cada iteragao

(p* =pli=1,...,7).

Por fim, observamos que no Passo 4 ha a liberdade para o uso de qual-
quer esquema de extrapolacao, que pode ser uma boa ideia para obtermos
melhores resultados praticos. Os autores provam o seguinte resultado:
Teorema 4.3. Seja {z*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.3. Suponha
que as sequéncias de direcoes {p** p** ... p"*} satisfazem a Condigdo 4.1.
Entao o Algoritmo 4.3 estd bem definido e

Tim ([ V7(*)] = 0.
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O préximo algoritmo, inspirado no segundo exemplo de diregoes que
satisfazem a Condicao 4.1, tenta emular a direcao de méxima descida a
cada iteracdo através da expressdo p"thF = (vF . — ok /& onde vk
e v¥  sdo os pontos, dentre os visitados desde o inicio da iteragio, onde a
fungao objetivo atinge seu menor e maior valor, respectivamente, e £ é um

passo convenientemente escolhido.

Algoritmo 4.4. Algoritmo de Lucidi e Sciandrone com aprozimag¢ao para
a direcao de madxima descida

Sejam k = 0, 2° € R", ¢ > 0,a? >0,i=1,....n+1, v > 0, 4,
0 € (0,1).

Passo 1: Facai=1e y'* =2k VF = {yt*} SF = {0}

Passo 2: Se f(y““+& p*) < f(yt*) — ’y(Nk) entdo calcule o por Pro-
cedimento LS(a¥, y**, pik ~,5) e faca ak+ =aokf VE=Vky {y’k + akFpiky,
Sk = Sk uy{ak}.

Caso contrério af = 0 e a¥t! = gak, vk = vk U {y* + akpit}, Sk =
Sk U {aky.

Fa(;a yi+l,k — yzk + aéepik

Passo 3: Sei < n, faga i =i+ 1 e volte para o Passo 2.

k

Passo 4: Calcule o, = mingcge{a} e of . = max,cgr{a}. Se

k

« ~
—% < ¢, entdo calcule p"tLFE tal que
Xin
k k
pn+1,k _ Umin — Ymax
- )
&k

onde ’Ufna;v = arg maX'uEVk{f(v)}’ Ufnin = arg minvevk{f(v)} € gk € [ Qnins

k -
o .e)- Caso contrério, faga

n+1 k 1k
ZP

Passo 5: Se f(y"* —l—&kJr p”"‘1 F) < f(y™) —~(ak 1)?, entao calcule of

por Procedimento LS( ak Yk prthh 7,5) e faca aht] =ak .
k+1 _
Caso contrario an+1 = 0 eaq, ;= 0a ar ...
n+1, k

Faga y" 1 =y +ajyp
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Passo 6: Encontre z"T! tal que f(z**1) < f(yf ), facak =k +1, e
volte para o Passo 1.

Para o Algoritmo 4.4, os autores provam em [20] o seguinte resultado de
convergencia:

Teorema 4.4. Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.4. Suponha
que os vetores {p**}, com i = 1,...,n, sdo limitados e uniformemente line-
armente independentes. Entdo o Algoritmo 4.4 estd bem definido e temos

Tim [V ()] = 0.

Devemos ressaltar duas diferengas entre o algoritmo de Lucidi e Scian-
drone e a Busca Padrao de Torczon. A primeira é que dire¢bes promis-
soras sao exploradas ao maximo, através do Procedimento LS, que realiza
uma busca linear. Isso significa que, se ha decréscimo em uma diregao,
o algoritmo tentard andar o méaximo possivel nesta. A segunda diferenca,
mais importante, é que decréscimo suficiente é exigido, em detrimento ao
decréscimo simples da Busca Padrao. Um novo ponto s6 serd aceito se sa-
tisfizer a relagao f(z* + afp'*) < f(2*) — v(ak)?, para um v > 0 escolhido
no inicio do algoritmo. Os passos sdo expressos através do vetor o, uma
vez que sao permitidos passos diferentes para cada direcao, sendo esses a-
tualizados de maneira independente.

O fato de decréscimo suficiente ser utilizado muda a maneira como as
demonstragoes podem ser feitas. Nao estamos mais presos a exigéncia de
que os iterandos permanegam sobre uma treliga racional. Em trabalhos pos-
teriores, relacionados & minimizagao com restrigoes, os autores envolvidos
com a Busca Padrao passaram a dar a opcao de versoes de seus algoritmos
que usam decréscimo suficiente, o que aumenta a liberdade na escolha das
direcoes de busca e parametros algoritmicos.

Os autores ndo apresentam experimentos numéricos em [20]. Em [25],
sao realizados experimentos numéricos que testam a eficiéncia do Algoritmo
de Lucidi e Sciandrone e do Algoritmo de Nelder-Mead. A conclusao é
que Nelder-Mead tem bom desempenho (superior ao Algoritmo de Lucidi
e Sciandrone) apenas para problemas de dimensoes pequenas, pois para n
grande ele performa uma quantidade intoleravel de avaliagoes de fungoes.
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4.4 Algoritmo MADS

Os métodos que utilizam um conjunto finito de dire¢des de busca jamais
serao adequados a problemas nao suaves. Se a derivada é descontinua em
algum ponto, nao ha garantias de que existe ao menos uma direcao de des-
cida mesmo que o conjunto de direcoes de busca gerem positivamente o IR™.
Um conjunto pequeno de dire¢oes de busca pode trazer dificuldades mesmo
em problemas suaves, por exemplo, através de uma lentidao intoleravel na
convergéncia. Para tentar resolver essas questoes, Audet e Dennis desen-
volveram um método semelhante conceitualmente a Busca Padrao, mas que
utiliza um ndmero infinito de dire¢ées de busca, chamado MADS (Mesh
Adaptive Direct Search) [5]. O artigo aborda ndo apenas problemas irrestri-
tos, mas qualquer tipo de restri¢ées, impondo que f(x) = oo se x é infactivel,
o que é chamado de barreira extrema. De fato, para estendermos os resulta-
dos apresentados para o contexto de minimizacao irrestrita, basta fazermos
) = IR", onde () é o conjunto de pontos factiveis, como denotado no artigo.
Toda a teoria de convergéncia é baseada no cédlculo introduzido por Clarke
para fungdes nao suaves [6], de modo que o Unico requerimento tedrico para
as fungoes envolvidas é que sejam Lipschitz. O decréscimo exigido para um
novo ponto é o decréscimo simples.

H4 dois passos onde um ponto factivel melhor é procurado. O primeiro
é opcional, e é chamado passo de busca (search step). Ele consiste em uma
busca sobre a malha M) dada por

M, = U {z + Al'Dz tal que z € IN"P},
TES)

onde Sy é o conjunto de todos os pontos onde a fungao objetivo foi com-
putada desde o inicio da iteracao k, e D, apesar de vir de uma definicao
mais complexa, pode ser visto apenas como uma matriz real n X np.

O diferencial do algoritmo estd no passo de pesquisa (poll step), onde sao
investigados pontos pertencentes & estrutura (frame) Py, definida por

P, = {z" + A"d tal que d € Dy} C My,

onde o conjunto Dy, gera positivamente o IR", suas componentes sao com-
binacoes inteiras nao negativas das direcoes em D, a distancia dos pontos
investigados a z* é limitada pelo passo da estrutura, AP, e os limites das
diregoes d normalizadas devem gerar positivamente o IR™. Os passos devem
satisfazer a propriedade A}* < AP. A cada iteragao, é performado um passo
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de busca, seguido por um passo de pesquisa se o primeiro falhar em mel-
horar a funcao objetivo. Similarmente ao que ocorre em Busca Padrao, o
passo da malha A}* pode aumentar se um ponto melhor for encontrado, e
deve ser reduzido em caso contrario, sempre multiplicando-o por escalares
pertencentes a um conjunto finito convenientemente escolhido. As Figuras
4.4 e 4.5 mostram exemplos de estruturas no plano. Os pontos p',p? e
p3 sao0 escolhas possiveis para formarem a estrutura, através das direcoes
pt — ¥, i =1,2,3. As linhas escuras representam a caixa onde os pontos da
estrutura devem estar contidos, definida pelo valor Af.

o' 13
2| X k
P X X1 4711
3 3
P 1
Ay Ay A Ay
Figura 4.4: Exemplo de estrutura Figura 4.5: Exemplo de estrutura
para A" =1 e AP =1 para A" =1 e AP =1

Um ponto z¥ é chamado centro minimo da estrutura (minimal frame
center) se AJ'; < Aj’. Sendo K um subconjunto dos indices dos centros
minimos da estrutura, {z*},cx é chamada subsequéncia de refinamento (re-
fining subsequence) se {A}'}rex converge a zero. Chamemos seu limite de
Z. Se d* é uma subsequéncia de direcoes de pesquisa e se existe um sub-
conjunto L C K tal que o limite de {d*/||d*|}xer existe e a* + ATdF ¢
factivel para infinitos k € L, entdo esse limite é chamado dire¢do de refina-
mento para Z. Os autores ja haviam demonstrado em artigo prévio que hé
ao menos uma subsequéncia de refinamento. Mas no trabalho que estamos
agora discutindo, provam que se o conjunto de direcoes de refinamento para
Z é denso no cone hipertangente, entdo z é um ponto estaciondrio de Clarke
para o problema.
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A grosso modo, omitindo os detalhes, o algoritmo pode ser assim colo-
cado:

Algoritmo 4.5. Algoritmo MADS

Seja 20 € IR", A7* < Ab e parametros algoritmicos. Faga k = 0.

Passo 1: Performe o passo de busca e possivelmente o passo de pesquisa
até que um novo ponto seja encontrado sobre a malha Mj.

e Busca opcional: calcule f em um subconjunto finito de pontos sobre
a malha M.

e Pesquisa local: calcule f sobre a estrutura Pj.

Passo 2: Atualize convenientemente A}, e Ai_H, facak =k+1e
volte para o Passo 1.

Os teoremas envolvendo o algoritmo acima nao serao citados, pois para
entendeé-los é necessario um estundo de cones tangentes, derivadas de Clarke,
entre outros assuntos que fogem do escopo do texto. Para o leitor interes-
sado, recomendamos a leitura do artigo [5], além das referéncias nele conti-
das, em particular as relacionadas ao Célculo para fungoes nao continuas.
No caso diferenciavel, um corolario do teorema principal nos diz que o limite
de uma sequéncia de refinamento é um ponto estacionario de Clarke.

A proposta dos autores para cumprir a exigéncia de que as direcoes se-
jam densas é baseada em direcoes aleatdrias. O processo de geragao dessas
diregoes tem como ponto de partida a criagao de uma matriz triangular infe-
rior com componentes inteiras aleatorias, que depois de alguns célculos trara
as diregbes desejadas. O algoritmo MADS com a escolha de dire¢oes apre-
sentada é chamado LTMADS. Como é baseado em componentes randomicas,
o resultado tedrico é que as diregoes de pesquisa sao assintoticamente densas
no cone hipertangente com probabilidade 1. Uma maneira deterministica
de se computar direges densas foi recentemente divulgada em [2], baseada
em sequéncias quase randomicas. O algoritmo obtido com essa escolha de
diregoes recebe o nome de ORTHOMADS. Os algoritmos LTMADS e OR-
THOMADS fazem parte do software para otimizagdo NOMAD (Nonsmooth
Optimization by Mesh Adaptive Direct Search) [39].

4.5 Algoritmo de Diregoes Aleatodrias

O Algoritmo de Diregées Aleatérias foi proposto em 2008 em um trabalho
de Diniz-Ehrhardt, Martinez e Raydan [13]. Os algoritmos apresentados
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possuem algumas diferencas em relagao aos das segOes anteriores, no en-
tanto decidimos manté-lo neste capitulo pois o espirito de busca direcional
permanece. Baseados em algumas técnicas derivative-free da literatura, os
autores construiram um método globalmente convergente com estratégia de
busca linear nao monétona. Esse é o grande diferencial do trabalho, por
permitir acréscimo na fungao objetivo, que eventualmente pode utilizar in-
clusive diregoes de subida.

Inicialmente, escolhemos o parametro M € IN. Em uma iteracao k,
definimos B
i =max{f(a"),..., fam>EMFLOY,

Se a inequagao
f(z* + ad) < ?k + K — a2 By (4.5.1)

for satisfeita, tomamos l'k 1= xk + ad. @) parémetro Nk deve ser escolhido
)
de maneira que

>0 VkelN e an<oo. (4.5.2)
k=0

J& o parametro 8 deve ser tal que {0} seja uma sequéncia limitada, ou
seja, exista C' € IR tal que

O <C V kelN.
Além disso é necessario que
Ok, >0VEkelN
e, para qualquer subconjunto infinito de indices K C IV,
. _ . k _
Iller?{ Br=0= ’llerrlz Vf(z®)=0. (4.5.3)

Observemos que a escolha G = 1 é admissivel.

Com o critério (4.5.1), eventualmente serdo admitidos pontos que rep-
resentem um acréscimo na funcgao objetivo. Essa caracteristica se deve ao

—k
parametro 7, e ao fato de utilizarmos f ao invés de f(z¥). J4 B tem um
papel semelhante ao escalar « do algoritmo de Lucidi e Sciandrone.

A inequagdo (4.5.1) é a base para um modelo de algoritmo global-
mente convergente, e para mostrar a eficiéncia de se utilizar um critério
nao mondtono, os autores propoem um algoritmo onde as dire¢oes de busca
sao geradas aleatoriamente.



54 Métodos de Busca Direta Direcionais

Algoritmo 4.6. Algoritmo de dire¢oes aleatdrias

Sejam {0k} e {nr} satisfazendo as relagbes (4.5.2) - (4.5.3). Conside-
remos também T,in € Tmae tais que 0 < Tin < Tmaze < 1, M € IN,
0 < Apin < Apaz < 00 € Cmas € IRT. Os passos para determinar z**! a
partir de z* sdo os seguintes:

Passo 1: Calcule uma diregao aleatéria d € IR™ tal que A, < ||d] <
AWLU/J/"

Passo 2: Se f(zF +d) < f(2F) +ni — B, faca ap = 1,d* = d e v4 para
o Passo 5.
Se f(z* —d) < f(2*) + nx — By, faca oy, = 1,d* = —d e v4 para o Passo 5.

Passo 3: Interpolacio Quadrdtica. Calcule &, o minimizador da parabola
que interpola os pontos (—1, f(z* + d)), (0, f(z*)) e (1, f(z* + d)).

1. Se & existe e pertence a [Tmin, Tmaz), faga dF = d e v para o Passo 4.

2. Se @ existe e pertence a [—Tpmin, —Tmaz), faca d¥ = —d e vé para o
Passo 4.

3. Se f(z* +d) < f(2* — d), faga d* = d, @ = 1/2 e v4 para o Passo 4.
4. Se f(z¥+d) > f(z* —d), faca d¥* = —d, & = 1/2 e v4 para o Passo 4.

Passo 4: Backtracking. Faca o = a&. Se (4.5.1) for satisfeita, faca
ap = a, "1 = 2% + a,d" e termine a iteracdo. Caso contrario, calcule
Onew € [Tmin®, Tmaz@] usando interpolagdo quadrdtica com salvaguarda,
faga o = Qe € Tepita o teste (4.5.1).

Passo 5: Fxtrapolagdo.
1. Faca c=1.
2. Se 2¢ > Cmag, faca 21 = zF + cayd® e termine a iteracdo.

3. Se f(a* 4 2capd®) > f(a* 4 card®), faca 2**! = 2* 4 card” e termine
a iteracgao.

4. Faga ¢ = 2c¢ e va para o Passo 2 da extrapolagao.

Mesmo utilizando diregoes aleatoriamente geradas, o desempenho do al-
goritmo € satisfatorio, pois este apresenta bons resultados na grande maioria
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dos testes realizados. Observamos que o critério (4.5.1) de decréscimo sufi-
ciente apresenta algumas semelhancas com o utilizado por Lucidi e Scian-
drone [20].

Os autores provam os seguintes resultados de convergeéncia.

Teorema 4.5. Assuma que f(x*) possui derivadas parciais continuas. Seja
uma sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 4.6 tal que {f(z*)} seja limi-
tada inferiormente. Se (z*,d) é ponto limite da sequéncia {(x*,d*)}, entdo

Vf(x*)Td > 0.

Teorema 4.6. Assuma que f(x*) possui derivadas parciais continuas e que
o conjunto {z € R™ tal que f(z) < f(z°) + > pe ok} € limitado. Suponha
que, a cada iteragdo, uma direcio d* é gerada aleatoriamente de forma que:

o d0.d',d?,... sdo varidveis aleatdrias independentes n-dimensionais;

e cxistem 0,p € (0,1), 0 < Apin < Apax < 00 tais que, para todo
k € IN, a probabilidade de que

1*]| € [Amin, Amax] € Vf(z")Td < 0]V f(z")||[|d"]
€ maior do que p.

Entao, dado € > 0, com probabilidade 1 existe um k € IN tal que
IVf(@®)ll <e.
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4.6 Exercicios

1.
2.

Implemente o Algoritmo de Busca Coordenada.

Faca desenhos em IR? mostrando como ficaria a malha da Busca
Padrao para escolhas das direcoes diferentes das dire¢oes coordenadas.

Cite um critério de parada adequado para o algoritmo de Busca Padrao.

Construa um exemplo de Busca Padrao onde as diregoes sao fixas a
cada iteracdo, mas a matriz L* possui colunas ndo nulas. Qual a
importancia dessa matriz?

Considere o Passo 4 do Algoritmo 4.4. Prove que se as diregoes
pt* p?* ... p"* sdo linearmente independentes e of _/ak . > ¢, entdo

as direcoes da iteragao corrente geram positivamente o IR"™.

No Algoritmo de Diregoes Aleatérias, mesmo sendo contra a definicao
de 7, suponha que 7 = 0. Mostre que ainda assim a condigao 4.5.1
pode ser satisfeita para pontos com valor de f maiores do que o cor-
rente.

Quais as principais diferengas entre o Algoritmo de Busca Padrao e o
Algoritmo MADS?



Capitulo 5

Métodos que Usam
Interpolacao Polinomial

5.1 Introducao

Neste capitulo veremos métodos para construir modelos de aproximacao de
problemas nao lineares de otimizacao, via interpolagao polinomial de valores
da funcao objetivo, f. Nestes métodos, o vetor de aproximagao da solugao é
gerado em uma regiao de confianga S C IR™. O objetivo bésico é aproximar
a funcao

fR"— R

por uma fungao quadratica @, que serd minimizada a cada iteragao.

Embora neste curso estejamos trabalhando apenas com métodos que nao
fazem uso de derivadas, a existéncia das mesmas tem grande importancia
tedrica na escolha das aproximagoes a serem feitas. Em geral os teoremas
de convergéncia tém como hipétese um ntmero de derivadas continuas da
funcéo objetivo f.

Os polinémios usados na aproximagao de f serdo polinémios quadraticos
que interpolam f num conjunto de pontos Y = {y°, y!, ..., y™} em IR", ou
seja Q(y?) = f(37), j = 1,...,m. Tais polinomios fornecem uma maneira de
estimar a primeira e a segunda derivadas da fungao objetivo. Justificamos
essa escolha também pelo fato de que polindmios de grau 2 sao simples de
serem construidos, e geram métodos que possuem melhores taxas de con-
vergéncia (local) que os polinémios lineares, que é a opg¢do polinomial mais
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simples de todas. Vale a pena observar, ainda, que os modelos lineares nao
aproveitam a curvatura de func¢oes nao lineares, e portanto nao se prestam
para aproximar derivadas segundas de f.

Obviamente os polindmios usados nao sao a tnica opgao nao linear para
aproximar fungoes nao lineares. Podemos citar como exemplo as fungoes
radiais, que cumprem bem a tarefa de modelar a curvatura da funcdo em
questao (ver [9]).

Nosso objetivo bésico é sugerir como aproximagao da funcao objetivo
modelos para os quais possamos estabelecer uma fundamentagao tedrica
para algoritmos sem derivadas, sempre visando teoremas de convergéncia
global para estes. Para tal, o modelo quadratico ) precisa ter algumas
caracteristicas importantes.

Se usédssemos, por exemplo, o truncamento da série de Taylor para cons-
truir o polindmio interpolador - aqui o sentido de interpolacao nao é o mesmo
daquele ao qual nos referimos - contariamos com um limitante superior para
o erro cometido, herdado naturalmente da propria série.

A construgao dos polinémios interpoladores depende de varios parame-
tros, e chamamos a atencao para a escolha dos pontos de interpolagao, que
possui importancia crucial nesse contexto. Tais pontos devem manter a
qualidade do modelo a cada iteragao, o que é garantido pelas varias cons-
tantes das quais depende. Além de querermos que os valores de f em z*¥,
fornecidos pelo algoritmo que vamos utilizar, se aproximem cada vez mais
da solucao do problema de otimizacao, esperamos que esses valores fornegam
também uma boa aproximagao para a atualizagao do modelo quadratico Q.
Devemos estudar cuidadosamente a relagao entre as constantes envolvidas,
pois elas desempenham um papel fundamental na medida do erro, no caso,
na norma de Frobenius. Por uma boa escolha de pontos numa interpolagao,
podemos estar até querendo dizer a troca de um ponto que estava sendo
usado por um outro que seja mais adequado, ou até mesmo a mudanga do
numero de pontos de interpolagao a serem utilizados.

Os métodos aos quais nos referiremos neste capitulo sao de autoria de
Powell, [9], [31], [29] [30], ¢ sdo métodos para minimizacao irrestrita que nao
fazem uso de derivadas. No entanto, podemos citar varios outros autores que
trabalham com o mesmo tipo de métodos, como (ver [9] e [8]). Na realidade,
nos focaremos aqui em dois métodos de Powell: 0 método UOBYQA (ver
[31]), introduzido em 2002, e posteriormente o método NEWUOA (ver [30]),
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proposto em 2004, onde Powell desenvolveu um novo algoritmo, analogo ao
primeiro, mas que necessita de menos esfor¢co computacional.

Em ambos os casos, os algoritmos consistem, basicamente, em:

e construir uma aproximagcao quadritica @ Q(z) para a fungao objetivo
f, para gerar um novo vetor de aproximagao da solugao e,

e resolver o seguinte subproblema de regiao de confianga:
minimizar Q(z* + s) sujeito a s € Q,

onde k representa a iteragdo atual. O conjunto Q@ = {s € R": ||s|| <
A} é a regido de confianga de raio A na qual iremos trabalhar.

e Maximizar a j—ésima funcao de Lagrange dentro de uma regiao de
confianca N.

A seguir descreveremos alguns conceitos fundamentais sobre polinémios
de grau d em IR", tratando com mais detalhes as bases desse espaco, em
particular os polinémios interpoladores de Lagrange. Também teceremos
comentarios sobre os métodos de Powell, apresentando, no final do capitulo,
alguns resultados numéricos.

5.2 Alguns Conceitos Fundamentais e os Poli-
nomios Interpoladores de Lagrange

5.2.1 Polindémios de Grau d em IR"

Usaremos a mesma notacao do livro de Conn, Scheinberg e Vicente [9],
chamando de Pg o subespaco dos polinémios de grau < d em IR" e de py,
sua dimensao. Se iniciarmos a indicagao dos vetores de uma base qualquer
desses subespacos com o indice 0, é facil ver que a dimensao do subespago
dos polinémios de grau d <1 em IR" é py =n + 1.

Consideremos, como exemplo, n = 3. Podemos escrever um polindémio
qualquer de grau < 1 em IR3, p(z), da seguinte forma:

p(x) = ap + a1x1 + asxs + azxs,

ou seja, temos quatro polinémios linearmente independentes, dos quais p(x)
é combinacao linear, o que mostra claramente que a dimensao de P31 é
p1 =4=n+1, donde

B ={1, x1, z9, x5}
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6 uma base de Pj.

Ainda em IR?, seja agora d = 2. Da mesma forma que anteriormente,
podemos escrever qualquer polinomio de grau < 2 em IR3, da seguinte forma:

2 2 2
p(l’) = apt+a1T1+a2x2+a3r3+a4x7+a525+a6x3+a7T1T2+agr1r3+ag9xr2r3,

ou seja, temos 10 polindmios linearmente independentes dos quais uma com-
binacao linear forma qualquer polinémio de grau 2 em IR?, o que mostra que
a dimensdo do subespacos de polinémios de grau < 2 em IR? é 10. Assim,

2 2 2
By = {1, z1, 9, x3, o1, x5, x5, T1X2, T1T3, TaX3}

é uma base de P3.

Uma outra base muito usada em P provém do desenvolvimento de f(x)
pela formula de Taylor em torno de um ponto zg € IR™. Vejamos o caso de
P32: para qualquer x numa vizinhanca de zq,

f(@) = f(@o) + Vf(wo) (z — mo) + %(x —20) T H(zo)(x — x0), (5.2.1)

onde H(zo) é a matriz hessiana de f em zg. Para qualquer x em IR?,

T

_|9f of

of
= 8731(96)’ 37562(33

Vi(z) ; a733(93)

Usando o fato de que a matriz hessiana de f(z) é simétrica,

o%f o°f o°f
Ox? (3'}) Oz T (.13) Oz1x3 (.I)
82 82 92
H(SIJ) = é)w%iz (J?) agg (Z‘) awgljﬂcS (.Z‘)
0 0 o
83013]:3 (.23) 3$2£3 (.13) 31{ (Z‘)

3

Assim, chamando z = (x — z¢), pela equacao (5.2.1),

f(zo) + aai

€1

0*f, 2
2
1

f(=)

+55 (o) 5 +

Ox 2
0f, 4

+55(x0) 5 +

0x3 2

of

(zo)21 + ﬁ(330)22 + =——(@0)23

8952 31‘3
0 f o0 f

——(Zg)z122 +
(0)12 8.131333

8$1J?2 (1’0)2’12’3
32 82 2
f (w0) 2223 + f(xo)%g,

Oxoxs 3
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o que nos fornece a base

y o o0 R1R2, 2123, 2223

22 22 22
By =11 2,23
2 { y 21y 22, 23, 2" 99

para Pj.

Vimos até agora dois exemplos de base em Pg. No entanto, neste tra-
balho estamos interessados numa terceira base, chamada base de Lagrange,
que serd vista em breve.

5.2.2 Polinomios Interpoladores

Os polinémios que constituem a base de Lagrange tém uma caracteristica
especial, que é a de serem polinémios interpoladores da funcao f em alguns
pontos.

Definigao 5.1. Dizemos que o polinémio p(z) interpola f em z € IR™ se

p(2) = f(2).

Consideremos o conjunto Y = {¢°, y*, ..., y?} de p+1 pontos (vetores)
em IR™ e uma base

¢ ={0"(x), ¢'(x), ..., ¢"(x)}

de PZ, subespago dos polindomios de grau < d em IR™. Entao, qualquer
polinémio de grau d em IR™ pode ser escrito como:
p .
p(x) =Y a;é (x).
§=0
Impondo as condicdes de interpolacdo em y°, y', ..., yP, ou seja, exigindo
que
ply) = ¢’ (y') = fy"), i=0,1,....,p, (5:2.2)
j=0

obtemos um sistema de equagoes lineares, cuja solugao, que sempre es-
peramos existir e ser tnica (o que nem sempre acontece), fornece os coefi-
cientes de p(z).
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Abrindo as equagoes (5.2.2) em forma de sistema, percebemos que temos
que resolver M(¢,Y)ay = f(Y'), onde

Po(y°) 1(y°) -

Yy
do(y') 1(y") .. dp(y')
M(¢ay): : : ?

bos?) G1(57) ... dulu?)
f(Y) = (f(y0)7 f(yl)a ey f(yp))T € a¢: (ao, Ay oeny ap)T.

Vamos exemplificar o que acabamos de dizer, considerandon = d = 2, ou
seja, P3. Qualquer polinémio p(v) € P3 pode ser escrito como combinacio
linear da base

By = {(1, vy, va, v, vZ, v1v2)},
como vimos anteriormente. Como a dimensao de Pg é 6, para construirmos
um polinémio de grau < 2 em IR? que interpole f nos pontos y°,y',y>2,
y3, y* e yy° trabalhando com a base Bj, temos que resolver o sistema linear
Mo = f, onde:

a = (ag, a1, ag, as, ay, as,)T e

F=00, Foh, f&3), F@&P). fh), FE°)".

Notemos que y' = (yi, y&)T, 0 <i <5, e que a matriz M do sistema é:
Lowd wd () () vl
Loy v (y%)2 (y%)2 Y193
L owi v (y (]
MBLy)=| 10 b b)) e
Y1 Z»’Lz1 (y}l)2 (yi)z yiyézl
Loyt gz (1) (12)° wiws

[
el

Teremos unicidade de solugao do sistema M« se, e somente se, a matriz

M(B,,Y) for nao singular.

Definicao 5.2. Dizemos que o conjunto Y = {y° y*, ..., yP} € posi-
cionado para interpolagao polinomial em IR™ se a matriz M(¢,Y") for nao
singular para a base ¢ de PZ.

Como todas as bases em espacos vetoriais de dimensao finita sao equiv-
alentes, a definigdo acima vale se M (¢,Y") for nao singular, qualquer que
seja ¢ base de P2

Em [9] hd uma demonstragao para o seguinte resultado:

Lema 5.1. Dada uma funcao f : IR® — R e um conjunto posicionado
Y € IR"™, o polinémio interpolador de f(x) emY, p(x), existe e é dnico.



Polinomios Interpoladores de Lagrange 63

5.2.3 Os Polindmios Interpoladores de Lagrange

Definigao 5.3. Dado um conjunto Y = {3°, y', ... yP} de pontos de inter-
polacao, uma base de p1 = p + 1 polinomios em Pg (), 7=0,2,...,p
€ chamada de base de polinéomios de Lagrange se

; 1 se @ = 3
() = 5. — )
L) =0 { 0 se i # j.
Lema 5.2. Se o conjunto Y € posicionado, entao a base de polinémios de
Lagrange existe e € unica.

Demonstracao: Ver [9].

Por outro lado, se existirem p+ 1 polindomios de Lagrange e uma base ®
em P‘i, seja Ag a matriz cujas colunas sao os coeficientes de cada polinémio
de Lagrange em relacéo a essa base. Assim, M (®,Y)Aqs = I, o que implica
na nao singularidade da matriz M (®,Y), donde o conjunto Y é posicionado,
por definicao.

Exemplifiquemos o resultado acima, no caso den = 1 e d = 2. De
acordo com o que vimos anteriormente, a dimensao de P? é 3 e uma base
® para P? pode ser ® = {1, x, 22}. Consideremos Y = {z¢, x1, 22}. Os 3
polinémios de Lagrange em relagao a Y, sao:

(x—2)(x—x2)  2? — (214 22)T 4 2120

(zo — 1) (w0 — T2) do

éO (Jﬁ) = 5
onde dy = (z¢g — x1)(xg — x2) e, a primeira coluna da matriz Ag é, entdo

122 (—z1+22 1 . . Sy
( 172 (172 ) , que sao os coeficientes de fo(x) em relagdo a

d ' do do
base P.
Analogamente,
0 (z) = (x — zg)(x — x2) _ % — (20 + 22)T + ToT2
(1 — xo) (21 — 22) dy ’

onde d; = (z1 — zo)(z1 — x2) e, a segunda coluna da matriz Ag é

- 1
xOmQ, (2o + xQ), — ] , que sdo os coeficientes de ¢1(x) em relagao a
di dq di
base @, e

_ (x—wo)(x — 1) 2% — (wg + 71)x + 2011
62(96) - (iﬂz - Io)(fﬂz - 581) B do ’
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onde do = (2 — zp)(x2 — 1) e a terceira coluna da matriz Ag é

- 1
x0x17 (o + x1)7 — | , que séo os coeficientes de f3(z) em relagdo a
da da da
base ®.

Assim, a matriz Ag é dada por:

TiTp  TeTz  ToT

do dy da
_ —(x1+x2) —(xotz2) —(w0+w1)
Ag = do d1 d>
1 1 1
do d1 d2
e
1 =y =zj
M@,Y)=| 1 z; 22
1 zo 23

Ap6s efetuarmos os calculos, temos que
M(®,Y)Ap = 1.

Para demonstrar que o conjunto de polinémios de Lagrange definidos da
maneira que fizemos até agora forma uma base de P2, temos que mostrar que
qualquer polinémio p(z) em PZ é uma combinacio linear desses polindomios.
Como estamos trabalhando com Y posicionado, ja vimos que qualquer
polinémio em P é univocamente determinado por seus valores em Y. O
Lema a seguir afirma que, na realidade, esses valores sao os coeficientes da
combinagao linear de p(x), em rela¢do aos polindémios de Lagrange.

Lema 5.3. Para qualquer funcdo f : IR™ — IR e qualquer conjunto posi-
cionado Y = {y°, yt, ..., yP} C IR™, o tinico polinémio p(z) que interpola
f emY pode ser escrito como

P
pla) =Y fy)(x),
i=0
onde {£;(z), 1 =0,...,p} € a base de polindmios de Lagrange para Y.
Demonstracao: Ver [9].

Tlustraremos este lema com um exemplo em P%, ouseja,n=2ed=3.
Consideremos o conjunto de pontos de interpolagao

Y = {(07 0) ) (170) ) (0, 1) ) (270) ) (1, 1) ) (07 2)}7
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que é posicionado em IR?. Seja p(x) um polinénio de grau < 2 em IR2.
Tomaremos tal polindbmio como

2 2
p(x) = ag + a121 + asxs + asxi + asxs + asriTe,

em relagao a base ® = By. Temos, entao,

Assim, obtemos a matriz

M(

ag,

ap +ay + as,

ao + az + aq,
ag —+ 20,1 + 4(13,

ag+ a1 +as+asz+aqg+as e

ag + 2as + 4ay.

DY) =

100 00
11 0 10
1 01 01
1 2 0 4 0
111 11
10 2 0 4

_— o o oo

0

O fato de det M (®,Y) = —4 ser diferente de zero prova que Y é posicionado
em IR?. Resolvendo agora os 6 sistemas lineares oriundos do fato de que
4;(y’) = d;;, para todos os polinémios interpoladores de Lagrange, ou seja,

resolvendo os 6 sistemas Ineares M (®,Y)l =, j =0,1,2,3,4,5, onde

obtemos os polinémios interpoladores de Lagrange, em Y :

1 —3/2x1 — 3/2x9 + 1/22% 4 1/223 + 2129,

lo(z1, 2)
(21, 22

T1,T2
T1,T2

( )
( )
l3(x1, )
( )
( )

Us(z1, 2

bO
bl
b2
b3
b4
b5

(1000007
0100007
0010007
0001007
0000107
00000 1)T,

2r1 — x% — X1,

2x9 — mg — 12,
—1/2x; + 1/222,

172,

—1/229 + 1/223.
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Consideremos, agora, a funcio f(x1,x2) = x1 + 23 — x9 + 423 — 313,
Temos que

f@°) =0,  fly")
f(yS) = 38’ f(y4)

Verifica-se trivialmente que o polindomio que interpola f em Y é dado
por

67 f<y2> = _47
2 e f(y®)=-26.

p(x) = 08y(z) + 641 (x) — 4la(x) + 3803(x) + 204(x) — 2645(x).

Para encerrar esta se¢@o faremos algumas observagoes importantes sobre os
polinémios de Lagrange:

e Dado um conjunto Y de pontos interpoladores, o nimero de operacoes
efetuadas para o cdlculo de uma base de polinémios de Lagrange sobre
Y é da ordem de p3.

e A ordem do numero de operacgoes efetuadas para calcular o valor
numérico de p(z), o polindmio que interpola f em Y, é também p?.

e Se quisermos acrescentar mais um ponto no conjunto Y, o faremos
com ordem de p? operacdes. N&o verificaremos essa afirmacio neste
texto. Sugerimos o livro [9] para maiores detalhes.

5.3 Consideragoes Sobre o Método de Powell

Uma vez feitos uma introducgao, varios comentarios e dados alguns exemplos
que julgamos 1iteis a compreensao dos polindomios quadraticos interpoladores
de Lagrange, passaremos a tecer nossos comentdrios sobre o(s) método(s)
de Powell, [26], [31], [30], [37], [32].

O dltimo algoritmo proposto dessa classe foi o NEWUOA, em 2004
[30], mas a ideia bésica de todos eles é a minimizagdo de um aproximagao
quadratica local @ para f numa regiao de confianga. A aproximacgao qua-
drética é feita via polindmios interpoladores de Lagrange.

Uma iteragao tipica dos métodos de Powell é caracterizada por:

1. Aproximar a funcdo objetivo f por uma funcdo quadrética @ que
interpole f em alguns pontos escolhidos adequadamente;

2. Minimizar ) numa regiao se confianga limitada. Os valores de f nos
pontos que minimizam ) vao fornecer uma boa informacao para a
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atualizacao do modelo quadratico. Cabe observar que as vezes sao
necessarios alguns outros valores, também escolhidos adequadamente,
para evitar a degeneragao do modelo quadratico.

5.3.1 Sobre a Escolha de m

O controle do nimero m de pontos de interpolagao e as componentes de
cada ponto pode ser feito desprezando um dos pontos em uso, que dard
lugar a um outro ponto mais adequado.

O niimero de pontos sugeridos por Powell é m = 2n+1 [30], o que torna
o numero de avaliacoes da funcao f da ordem de n, que é a dimensao do
espago onde estamos trabalhando. Este fato é de grande importancia, pois
nos permite trabalhar com valores grandes de n.

O sucesso dos métodos é devido 4 técnica usada para atualizar (). Min-
imizar @ significa minimizar a norma de Frobenius da variacio de V2Q(z),
entre o valor atual e o candidato a préximo valor, sujeito as condigoes de
interpolagao que sao impostas.

Conforme dissemos, m é o nimero de pontos que usaremos para inter-
polar f(z). Essa quantidade, supondo que G(z), a matriz hessiana de Q(x),
seja simétrica, é dada por

(n+1)(n+2)

m=-————————-—-

2

(n+1)n

ousejam=14+n+ , onde

e 1 — o termo constante;

e n — as coordenadas do gradiente da quadratica;

n+1)(n
° w — os elementos da matriz hessiana - diagonal principal e

as (n — 1) diagonais secunddrias.

No entanto, outras condigoes sao impostas, de forma a conseguirmos
trabalhar com m = 2n+1, que é o valor sugerido por Powell. Esse valor nos
permite manter pelo menos as informagoes da diagonal principal de G(x),
o que, na realidade é obrigatorio, dada a escolha exigida para m. Estamos
exigindo

e 1 — o termo constante;
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e n — as coordenadas do gradiente da quadratica;
e n — 0s elementos da diagonal principal da matriz hessiana.

Dentre todas as opcoes, o numero m de pontos de interpolagao a serem
utilizados deve estar entre
n+1)(n+2
nt2<m<PtO+2)
2

A unicidade de solugdo é garantida, ou através da resolucao de um sistema
linear com matriz nao singular, ou pela minimizacao da diferenca entre a
norma de Frobenius das matrizes hessianas de duas quadraticas consecuti-
vas.

Observamos que, de uma iteracao para outra, apenas um ponto de inter-
polacao pode ser modificado. No inicio de cada iteragdo, comegamos com o
vetor 2¥ e geramos as posicoes dos demais pontos iniciais a partir de x°.

Seguindo a sugestao de Powell, escolhemos m = 2n + 1, como nos expe-
rimentos numéricos que ele apresenta em seus artigos, forgando assim G(x)
a ser matriz diagonal. Tais experimentos comprovaram a boa qualidade
dessa escolha. No entanto, apresentaremos a seguir uma andlise de todas as
possiveis escolhas: n+2 <m <2nem > 2n+ 1.

Na primeira iteracao, escrevemos o modelo quadrético na forma
1
Q(zo + d) = Q(z0) + dTVQ(x0) + 5dTv2Q(gco)d, d e R".

(n+1)(n+2)

e Sem = 5 =m:
Os pontos de interpolacio x°, i = 1,2,--- M sdo escolhidos da
seguinte forma: tomamos z' = 29, o valor inicial; os indices pares
22 =204 pled, j=1,2,--- ,n, com e o j—ésimo vetor coordenado

em IR™. p é um limitante inferior para o raio da regiao de confianga
na qual iremos trabalhar. A escolha de z2/*! depende dos valores de
f(z%). Powell toma o; como —1 no caso em que f(z%/) > f(2°) ou
o; =1 quando f(z%) < f(2°). Em UOBYQA ¢ aplicada a seguinte
férmula: para j =1,2,--- ,n,

0 j —
220+ 950 — Poege’,  se 0 =—1
27+ 2ppege?, se  oj=+1
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Estamos chamando de py.4 0 raio inicial da regiao de confianca.
Além disso, temos os indices i da forma i(p, ¢) assim definidos:

. 1
Z(pJJ)=2n+1+p+§(q—1)(q—2), 1<p<qg<mn,

e os demais pontos de interpolacdo iniciais nas posicoes i(p, q),
2P0 = 20 4 Preg(ppe? + pge?), 1<p<qg<n.

Usando esta definicao, garantimos que todos os indices dos vetores
ficar@o no intervalo [2n + 2,m| de nimeros inteiros.

e Sem>2n+1:

Na igualdade, forcamos V2Q(x() a ser diagonal. Os primeiros 2n + 1

pontos iniciais sdo escolhidos da seguinte forma: z' = z° e para i =
1,2,... n,
20D = 0 4 e’
{ plnt+1) 0 PhegE’

Temos entao que Q(z%), VQ(2°), e os elementos da diagonal V2Q;;
de V2Q : para 1 < i < n, sio determinados univocamente pelas
equagoes de interpolagao

Qa') = f(a'), 1 <i <m.

e Sen+2<m <2n:
Também neste caso os pontos iniciais de interpolacao sao os primeiros
m vetores do item anterior. Dessa forma, Q(z¢), as (m —n — 1) coor-
denadas de VQ(xo) e os (m—n—1) elementos da diagonal principal de
V2Q(xp) sao definidos como anteriormente. Os demais elementos da
diagonal de V2Q(x() sdo nulos e as demais coordenadas de VQ(z),
ou seja, para m —n < i < n, as coordenadas de VQ(xg), assumem
F(@ + prege’) — £(a°)
Pbeg '

os valores

5.3.2 Sobre Regiao de Confianga

Esse tema ja foi abordado anteriormente na Secao 2.5. Gostariamos apenas
de fazer alguns comentarios.
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Dada a quadrética Q*(x) obtida em uma iteracdo, resolvemos o prob-
lema de regiao de confianca dado por:

minimizar Q(z°" + d)

sujeita a ||s|| < A,

onde k representa a iteragao atual e é um nimero entre 1 e 77, com 7 no

1 2
intervalo [n + 2,m], m = w e A é o raio da regiao de con-

fianca na qual iremos trabalhar e é limitado inferiormente por p. O ponto
de interpolacao com menor valor da funcao objetivo f na k—ésima iteracgao
é x°Pt. Esse problema de regido de confianca é resolvido por uma versao do
algoritmo de gradientes conjugados truncado [17].

opt

A cada iteragao obtemos uma direcao d a partir de x°P* para o céalculo

de um novo valor de x, x™¢".

A razdo

F(z°Pt) — F(z°P + d)

Q@) = Q¥ + d)
é entdo analisada para ver se Q(x) estd sendo uma boa representagio local
para f(x). Essa andlise pode levar & substitui¢ao de um dos pontos de inter-
polacao. Um ponto de interpolacao podera ter que ser substituido também
se a direcao d devolvida pelo algoritmo de regiao de confianga tiver médulo
muito pequeno. Assim, o novo ponto de interpolagao poderd ser (z°P! + d)
ou um outro ponto que vise o bom condicionamento do sistema linear que

define Q(z).

Para as regras de atualizagdo dos parametros A e p, além de vérias out-
ras questoes técnicas, sugerimos a consulta do artigo [30], onde todos os
detalhes sao cuidadosamente explicados.

Uma observagao que julgamos pertinente é que, mesmo Powell tendo
se baseado em varios teoremas, ao que sabemos até o momento, nao ha
demonstracao de convergéncia dos seus algoritmos, o que nao é surpreen-
dente num algoritmo tao complexo como sao os apresentados nos trabalhos
que estamos estudando.

As tabelas que mostram resultados obtidos com esse algoritmo, apresen-
tadas na préxima segao, comprovam o bom desempenho do mesmo. Obser-
vamos que o algoritmo NEWUOA é competitivo para valores grandes de n,
uma vez que o esforco computacional por iteracio é da ordem de (m +n)2.
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5.4 Funcao de Rosenbrock

Nesta se¢ao e na préxima mostraremos os resultados numéricos obtidos com
a implementagdo do método UOBYQA, com pequenas variagdes do mesmo,
e com o método NEWUOA de Powell, implementados em [37]. Tanto o
método UOBYQA quanto o NEWUOA, em cada iteragao iteracao, definem
um conjunto de pontos de interpolagao para construir o polinomio inter-
polante Q(x) da fun¢do objetivo f(z) e uma aproximagdo do gradiente
e da matriz hessiana do modelo quadratico @(z). Ambos minimizam o
subproblema no contexto de regiao de confianga, vistos na Segao 2.5. Os
diferentes problemas irrestritos resolvidos em [37], aos quais nos referimos
neste texto, foram tirados da colegdo de Hock e Schittkowski [15].

Foram usadas, para os testes, fungoes objetivo onde verificamos o com-
portamento de um algoritmo que chamaremos UOBYQA,,,,4, que é o método
UOBYQA com as seguintes modificagoes feitas em alguns dos parametros
sugeridos em [31]: (i) o pardmetro inicial ppe, = 0.22% é trocado por
preg = 0.2 e (ii) M ¢é trocado 0.5]f(z*)|, onde z* é o novo vetor obtido
na k-ésima iteracdo, o que verifica se o modelo quadratico @ é uma boa
aproximacdo para a funcio objetivo f no ponto z¥. Os resultados obtidos
pelo método UOBYQA,,,,q serao comparados com os que foram obtidos
pelo método NEWUOA.

Apresentaremos, a seguir, os resultados obtidos para uma funcdo parti-
cular, que é a fungao de Rosenbrock [37] , com n = 2:

f(z) =100(z; — x3)% + (1 — 21)% (5.4.1)

Os algoritmos foram implementados em Fortran 77, com os seguintes valo-
res para os parametros:

Preg = 0.2, raio inicial da regido de confianca;

pend = 1079, menor valor aceito para o raio da regido de confianca;
e tol = 1077, o algoritmo para quando o tamanho do passo é < tol;

o 20 =(-1.2,1);

MAXFUN = 5000 é o nimero méaximo permitido de avaliagbes de
funcao.
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Funcao de Rosenbrock n=2 e m=6
Avaliagcoes de f \ O melhor valor de f \ Pend
8 2.45994703 1071
19 1.36825020 1072
82 2.13697140 x 10~° 10—3
84 1.28499232 x 10~° 1077
87 6.59415017 x 10~ 11 10-°
88 1.82715237 x 10~ 13 10°F
90 1.65634729 x 10~ 1° 107
91 2.26337043 x 102! 1078
92 5.67320443 x 10~2° 1079

Tabela 5.1: Solugao do problema (5.4.1) utilizando UOBY QA 04-

A Tabela 5.1 mostra os resultados para UOBY QA,,..4, para o qual m =

(n+1)(n+2)=6.

Testando a funcao de Rosenbrock com os mesmos valores iniciais, mas
utilizando agora o algoritmo NEWUOA, que usa m = 2n+ 1 = 5 pontos de
interpolagao, obtemos os resultados da Tabela 5.2.

Funcao de Rosenbrock n=2 e m=5
Avwvaliagoes de f \ O melhor valor de f \ Pend
10 8.831410 1071
15 8.831410 102
20 6.112364 1073
25 6.099923 10~*
250 5.647275 x 10~ 17 107
254 4.070714 x 10719 1076
266 2.499902 x 10~ 1077
270 2.222798 x 1017 10-8
278 7.093898 x 10~ 107°

Tabela 5.2: Solucao do problema (5.4.1) utilizando NEWUOA.

Usamos como medidas de comparagao o nimero de avaliagoes de funcao

e o valor 6timo de f para cada valor de p. Com estas medidas, concluimos
que o método UOBYQA,,,,q4 teve um melhor desempenho que NEWUOA.
Vale observar que neste exemplo n = 2 é muito pequeno.
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Uma outra observagdo pertinente, feita pelo préprio autor [30], é a
limitagdo do nimero de pontos com que os métodos UOBYQA, ou mesmo
UOBYQA .04, podem trabalhar: m; = 1(n +1)(n + 2). Comparando com
NEWUOA, que usa my = 2n + 1 vetores, vemos que mj > mso para todo
n > 1 e assim, para n > 20, jd nao é recomendado o uso de UOBYQA ou
UOBYQA,,,,4. Por exemplo, se n = 30, m; = 496, ao passo que NEWUOA
utiliza uma quantidade muito menor de pontos, mo = 61.

Quando f(z*) = 0 consideramos que obtivemos sucesso se o valor da
fungao objetivo no ponto final do algoritmo de otimizagao for menor que
1077.

5.5 Outros Experimentos Numéricos

Nesta secdo mostraremos mais alguns resultados obtidos com NEWUOA
e teceremos comentérios sobre eles. Foram realizados testes numéricos em
MatLab, usando problemas irrestritos da colecao proposta por Hock e Schit-
tkowski [15] , [37], e em Fortran, usando problemas da colegdo de proble-
mas de Moré, Garbow e Hillstrom [23], [32], que s@o problemas cldssicos de
minimizagao irrestrita. Trataremos primeiramente dos problemas de Moré,
Garbow e Hillstrom, dando alguns detalhes da implementacdo e apresen-
tando alguns resultados obtidos em [32]. Nesses casos, as fungoes objetivo
sao soma de quadrados e diferencidveis.

Mais alguns detalhes da implementagao, segundo o software desenvolvido
por Powell; o Algoritmo foi programado em Fortran 77, com os seguintes
parametros:

Preg = 0.229, raio inicial da regiao de confianga;

Pend = 1076, menor valor aceito para o raio da regido de confianca;
e m = 2n + 1, nimero de pontos de interpolagao ;

e 0 numero maximo de avaliagoes da fungao nao foi fixado;

0

o valor usado para z” em cada problema, é o mesmo sugerido em [23].

5.5.1 Conjunto de testes

Em [32] foram realizados testes com os 35 problemas de Moré, Garbow e
Hillstrom, cujas dimensoes variam de n = 2 a n = 100. Os problemas sao
numerados de 1 a 35. Apresentamos aqui a maioria dos resultados e fazemos
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uma pequena analise dos mesmos. Nos problemas de 1 a 20, foram mantidas
as dimensoes sugeridas. Acrescentamos a seguir, mais alguns comentéarios:

1. As dimensoes dos problemas de 1 a 20 sdo:

e problemas de 1 a 6, dimensao 2;

e problemas de 7 a 12, dimensao 3;
e problemas de 13 a 16, dimensao 4;
e problema 17, dimensao 5;

e problema 18, dimensao 6;

e problema 19, dimensao 11;

e problema 20, dimensao 12.

2. Para os problemas de 1 a 9 a convergéncia ocorreu de maneira ex-
tremamente rapida, quase instantanea.

3. Para os problemas de 10 a 19 o tempo gasto para a convergéncia foi
menor do que 1 segundo.

Os problemas de 21 a 35 possuem dimensao variavel, que foi fixada em

n = 100 nos testes aqui apresentados, na Tabela 5.3.

| Prob || Avals. de f | Tempo(s) |

Min f

21 73030 1288.76 4.03244524365 E-08
22 146803 2394.68 1.36997550215 E-09
23 48424 888.79 9.02490976826 E-04
24 33937 470.79 9.70960839546 E+4-04
25 152525 2145.93 4.34587701001 E-09
26 11209 167.06 1.85702203535 E-07
27 342130 3800.06 3.11784326225 E-09
30 2661 35.14 6.62843877667 E-10
31 4915 65.37 2.91005647371 E-09
32 423 3.04 4.99999999999 E+01
33 1545 21.12 3.71262458471 E+01
34 1603 21.01 3.86262626262 E4-01
35 117300 2014.98 8.21466042244 E-03

Tabela 5.3: Testes de Moré, Garbow e Hillstrom com n = 100.

As colunas da tabela significam:
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e Prob é o nimero do problema, atribuido pelos autores em [23];
e Awal f é o numero de avaliagoes de funcao efetuadas;

e Tempo(s) é o tempo gasto, em segundos, para encontrar o mini-
mizador de f;

e Min f é o valor para o minimo encontrado em [32].

Observamos que a convergéncia foi obtida com um niimero pequeno de
avaliagoes de funcao e em pouco tempo computacional.

Além dos testes acima, realizados com m = 2n + 1, os problemas de 21
a 35 foram testados também com

_ (n+1)(n+2)
B 2
O tempo computacional exigido foi invidvel: mais de 5 horas. Esse fato
confirma que m = 2n + 1 é realmente uma excelente escolha para valores
“grandes”de n.
Concluindo este capitulo, gostariamos de tecer alguns comentéarios sobre
os métodos baseados em interpolagao polinomial:

1. Os exemplos apresentados mostram que eles podem ser uma boa al-
ternativa para problemas de otimizacao nos quais o uso de derivadas
nao é indicado, como por exemplo, os problemas onde o calculo das
derivadas é extremamente caro, e os problemas tipo caixa-preta, para
os quais sé se possuem dados, sem qualquer tipo de cédigo.

2. Com NEWUOA vemos que, ainda que a dimensao n do problema
seja grande, podemos trabalhar com um ndmero m de pontos de
interpolagao bem menor do que o numero originalmente necessério
para a construcao de uma quadratica que aproxime f em IR", que é
m— (n+1)2(n+2) )

3. A aproximacao da fungao objetivo por uma funcao quadréatica, usa
mais informagoes da fungao objetivo do que outros tipos de métodos
que trabalham apenas com valores da funcao.

4. Para os métodos baseados em interpolacao polinomial, ainda nao e-
xistem resultados de convergéncia.

Finalizamos nosso trabalho, ressaltando que o nosso objetivo neste texto
foi apresentar ao leitor alguns métodos sem derivada para problemas de
otimizacao sem restricao, e nao comparar os tipos de método entre si, no
sentido de mostrar que certo método é melhor ou pior que outro.
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5.6 Exercicios

1.

Prove que, se M(¢,Y) é nio singular para alguma base ¢ de P¢, entdo

19
ela é nao singular para qualquer base de Pg .

. Construa um conjunto de polinémios de Lagrange em IR? para o con-

junto de pontos Y = {(0, 0), (1, 0),(0, 1),(-1, 0),(1, 1),(0, —1)}.

. Mostre que o conjunto Y = {(0, 0),(1, 0),(0, 1),(2, 0),(1, 1),(0, 2)}

é posicionado para interpolagio polinomial em IR? relativamente a P;
usando como base o conjunto By dado no texto.

. Idem ao exercicio anterior, usando a base dos polinémios de Lagrange.
. Verifique a equagao M (¢,Y)A, = 1.

. Faca os céalculos para obter os 6 polinomios de Lagrange apresentados

no final da Secao 1.2.3.

. Mostre que seis pontos em um circulo em IR? nio sdo posicionados

para interpolagao por polinémios quadraticos, mas sao posicionados
para interpolagao num espago de polindmios ctibicos que nao possuem
termos quadraticos nem termos constantes.
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