
Notas em Matemática Aplicada e-ISSN 2236-5915

Volume 48, 2012

Editado por
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páginas. O texto deve ser redigido de forma clara, acompanhado de
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Prefácio

Uma prática comum é tentar desenvolver uma representação para tur-
bulência partindo de uma forma funcional pré-estabelecida e então se esti-
mam parâmetros para ajustar a curva aos dados de observação. A abor-
dagem é válida e muito empregada. Vamos também usar desta estratégia.
Mas fundamentalmente vamos buscar uma teoria que possa ser aplicada em
diferentes situações.

O curso vai apresentar a teoria formulada por Geoffrey Ingram Taylor
em 1921. Vamos mostrar que a teoria pode ser adaptada para formular re-
presentação da turbulência nos mais variados processos atmosféricos, inclu-
sive produzindo respostas para problemas que permaneciam abertos (como
no caso do modelo para o crescimento da camada limite convectiva e da
primeira parametrização que leva em conta a intermitência).

O nome de G. I. Taylor está associado a uma grande quantidade de
efeitos, como instabilidades do escoamento de fluidos (fluxo de Taylor-
Couette, Rayleigh-Taylor e Saffman-Taylor), teorema de Taylor-Proudman,
movimentos de part́ıculas e colunas de Taylor, dispersão de Taylor-Aris.

Sobre as questões históricas, uma boa referência é a biografia escrita
por Batchelor [6]. A intenção do texto é descrever de forma detalhada
uma metodologia relativamente simples para modelagem de turbulência.
Além da descrição da teoria, vamos apresentar resultados da aplicação das
parametrizações no modelo atmosférico BRAMS.

Por último, é um prazer agradecer a todos os que estiveram presentes
nesta jornada de mais de 20 anos.

São José dos Campos, 10 de maio de 2010.

Haroldo F. de Campos Velho
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Caṕıtulo 1

Introdução

O conhecimento clássico, das antigas civilizações da Grécia e de Roma,
era dif́ıcil a distinção entre uma metaf́ısica1 da natureza e da f́ısica pro-
priamente dita. Na filosofia moderna, metaf́ısica é um ramo que estuda a
essência do mundo, cujo ramo central é a ontologia (é a parte da filosofia
que trata do ser enquanto ser2).

A ciência moderna tem seu começo com os estudos de Galileo Galilei e
Johannes Kepler (para citar dois dos nomes mais relevanes), onde a natureza
é descrita com a ajuda da matemática.

A distinção clara de uma metaf́ısica da natureza, da ciência da f́ısica é
dada de forma definitiva com os trabalhos de Isaac Newton. Principalmente,
devido ao seu livro mais importante: Prinćıpios Matemáticos de Filosofia
Natural. Os estudos de Newton vão estabelecer que a ciência da natureza
precisa de uma quantificação. Este casamento definitivo de conceitos que
tentam explicar os fenômenos da natureza com descrição matemática, é a
descrição da f́ısica.

1Metaf́ısica (do grego meta = depois de, ou além de; e physis = natureza ou f́ısico)
é uma palavra cunhada pelos disćıpulos de Aristóteles, quando tentavam organizar os
escritos do mestre, separando os escritos sobre a natureza (physis), dos textos sobre ética
e poĺıtica (metaphysis).

2Esta definição pode ter pouco significado para os não especialistas. Outra maneira de
expressar metaf́ısica é como um processo da inteligibilidade de todas as coisas [49]. Entre-
tanto, a questão é controversa dentro da filosofia, pois para alguns filófosos a metaf́ısica
é uma ilusão, esta concepção conquistou o ćırculo de Viena (que tinha como ĺıder Moritz
Schlick e contava com nomes famosos como Rudolf Carnap, Otto Neurath, Hans Hahn,
sendo Ernst Mach uma de suas fontes iluminadoras, mas o ı́dolo do grupo era Lud-
wig Wittgenstein) e dos filósofos da desconstrução do movimento pós-modernista. Kurt
Gödel frequentava as reuniões do ćırculo de Viena, mas não compartilhava do positivismo
lógico do grupo [38]. Este texto vai ficar fora deste debate filosófico.
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Alguns membros da comunidade da matemática alegam que a concepção
da matemática como uma ciência da quantificação não está totalmente cor-
reta. A matemática seria a parte do conhecimento humano que deve-se
deduzir conclusões lógicas a partir de um conjunto de axiomas [56]. Um dos
exemplos em que a experiência cotidiana e a intuição não podem ser usados
para nos guiar no desenvolvimento da matemática é o das geometrias não-
euclidianas. A batalha entre os formalistas e os intuicionistas está longe de
um acordo. Mas, o tema deste texto não vai entrar nesta controvérsia. A
matemática aplicada está muito bem definida no seu papel de gerar soluções
computacionais para os vários desafios cient́ıficos.

O Livro II do Principia de Newton, trata da dinâmica dos fluidos. Mas, a
formulação matemática completa das equações de evolução, que determinam
o efeito das forças sobre um fluido, foi estabelecida por Claude-Louis Navier
(engenheiro, matemático e f́ısico francês) e George Gabriel Stokes (f́ısico e
matemático irlandês, o mesmo do teorema de Stokes do cálculo vetorial).

Contudo, as equações diferenciais parciais de Navier-Stokes (N-S), que
descrevem o movimento dos fluidos, não estão totalmente completas. Sob
determinados tipos de escoamentos, ainda não é posśıvel obter-se uma des-
crição precisa. É o caso do escoamento turbulento. De fato, a turbulência
tem se mostrado um dos problemas que persiste em permanecer sem uma
descrição completa. Todavia, é preciso desenvolver alguma representação
para a turbulência nas equações da dinâmica dos fluidos.

A turbulência é um complicador final numa equação que, por si só, já
apresenta grandes dificuldades, pois as equações de N-S são não lineares e
só em poucos casos tem uma solução anaĺıtica. Soluções aproximadas são
obtidas por processos numéricos e inauguram a importante área da dinâmica
dos fluidos computacional [33, 54]. Esta é uma área em que a matemática
aplicada deu e dá contribuições fundamentais.

O século XX trouxe avanços notáveis, tanto do ponto de vista da ciência
básica, com novas teorias da mecânica (relatividade em 1905 e quântica
- a partir de 1901); como do ponto de vista tecnológico (o transporte
aeronáutico, a era espacial, a f́ısica nuclear para produção de energia e
a bomba atômica). Todavia, uma mudança tecnológica crucial aconteceu
na metade do século XX: o surgimento do computador digital. Uma das
primeiras aplicações do computador digital (na época também era costume
se chamar cérebro eletrônico) foi realizar previsão numérica do tempo. Com
o computador nasce uma nova ciência: a ciência da computação. Todavia,
o sonho de se prever as condições meteorológicas foi delineado bem antes.
Quase ao mesmo tempo do aparecimento da teoria da relatividade restrita,
Vilhelm Bjerknes, em 1904, mostra que a dinâmica dos fluidos geof́ısicos
pode ser vista como um problema de valor inicial [43, 86]. Vários anos de-
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pois, o meteorologista inglês Lewis F. Richardson (1922) tentou resolver as
equações da dinâmica dos fluidos para prever o tempo, empregando for-
mulações algébricas das equações diferenciais; que poderiam ser resolvi-
das, em prinćıpio, empregando cálculos (ou calculadora) mecânicos. In-
felizmente, o exemplo de previsão descrito por Richardson apresentou erros
de uma ordem de magnitude na pressão atmosférica predita em relação a
pressão observada. Uma versão simplificada do conjunto de equações usadas
por Richardson foi a base para o primeiro modelo numérico da previsão de
tempo [20].

A moderna previsão numérica do tempo é um dos ı́cones do avanço
cient́ıfico do século XX, sendo um campo altamente especializado e que
está continuamente evoluindo. Centros operacionais de previsão utilizam
modelos computacionais complexos, que requerem os computadores mais
potentes para sua resolução. O Centro de Previsão Numérica do Tempo e
Estudos Climáticos (CPTEC) do INPE é o órgão brasileiro responsável pela
previsão numérica do tempo no Brasil (www.cptec.inpe.br).

Entre a gama de dificuldades para modelar os movimentos da atmosfera
está a representação da turbulência, que é um fenômeno permanente nos
movimentos atmosféricos [10, 78].

1.1 G. I. Taylor e a Turbulência

Geoffrey Ingram Taylor foi um f́ısico e matemático inglês e um grande es-
pecialista em dinâmica dos fluidos e teoria de ondas. Ele também é descrito
como um dos maiores f́ısicos dos século XX.

Em 1921, Taylor publicou um trabalho entitulado Difusão por Movimen-
tos Cont́ınuos [80], que lançou as bases da teoria estat́ıstica da turbulência.
De acordo com o biógrafo de Taylor, George Batchelor (seu ex-aluno de
doutorado e ele mesmo um dos expoentes no estudo teórico da turbulência),
o artigo de Taylor de 1921 estava a frente de seu tempo [6] e parece ter sido
o primeiro a introduzir correlações de velocidade no estudo da turbulência.

O principal resultado do artigo seminal de Taylor relaciona a taxa de
crescimento da distância quadrática do deslocamento de elementos de flu-
ido (X) em uma dada direção com a integral do coeficiente de correlação
da componente da velocidade naquela direção em dois instantes de tempo
distintos. É fórmula hoje clássica:

d〈X2〉
dt

= 2〈u〉
∫ t

0

R(ξ)dξ .

A velocidade u é assumida uma função aleatória do tempo t.
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Duas propriedade importantes emergem em dois casos limites, quando
t → 0 e quando t → ∞. Ambas previsões teóricas destes casos limites
estão de acordo com as observações [6]. O segundo caso, grandes tempos
de difusão (t → ∞), o coeficiente de difusividade turbulento é constante e
expresso por:

〈u〉
∫ ∞

0

R(ξ)dξ .

A integral pode ser interpretada como um tempo de mistura, análoga, mas
mais precisa do que, o já conhecido comprimeno de mistura [9].

Nas expressões acima, apareceram conceitos que necessitam esclareci-
mentos, como coeficiente de difusividade turbulento e comprimento de mis-
tura. No próximo caṕıtulo, vamos tentar re-fazer a trajetória de como se
pode deduzir a equação fundamental de Taylor: partindo da teoria cinética
dos gases, passando pela teoria de Einstein da difusão para explicar o movi-
mento browniano, até a forma como é usada para representar a turbulência
nas equações da dinâmica da atmosfera.

Após a demonstração do teorema de Taylor, vamos aplicar esta teo-
ria estat́ıstica da turbulência para todas as condições termodinâmicas (diz-
se condições de estabilidade, no jargão da meteorologia), inclusive para as
condições de transição, onde quase não há estudos registrados na literatura.

Por muito tempo a comunidade cient́ıfica não deu muita atenção à
potencialidade da formulação de Taylor. Os pesquisadores brasileiros se
destacaram na aplicação desta teoria na modelagem da turbulência na at-
mosfera. O nome do prof. Gervásio A. Degrazia merece destaque neste
esforço, que recolocou a teoria de Taylor como um método alternativo e
competitivo para a parametrização da turbulência.

Aqui, vamos descrever a aplicação da teoria de Taylor como um mo-
delo de turbulência para diferentes camadas limites atmosféricas: camada
estável noturna, camada neutra, camada convectiva, camada residual (é o
decaimento da camada convectiva, quando a fonte térmica de sustenção da
turbulência deixa de atuar), o crescimento da camada limite convectiva.
Vamos mostrar como adaptar a teoria de Taylor para uma descrição da
turbulência de nuvens do tipo strato-cumulus.

Um ponto que tem ocupado os teóricos da turbulência é como se dis-
tribuem os vórtices turbulentos nas várias escalas e como estes vórtices
preenchem o espaço. As primeiras idéias eram que os vórtices ocupavam
todo o espaço em todas as escalas. Mais recentemente, os pesquisadores
foram se convencendo que o escoamento turbulento (registrado com um
campo de vorticidade intenso) poderia não ser preenchido completamente [35].
É o regime de intermitência, onde a intensidade da vorticidade varia de
forma abrupta no espaço. É posśıvel que a teoria de Taylor pode ser usa-
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da para tornar-se a primeira abordagem que leva em conta a intermitência
numa parametrização da turbulência [13, 11].

A turbulência estará invariavelmente presente quando houver escoa-
mento de fluidos. Uma proposta ousada, entretanto, foi feita pelo astrof́ısico
russo Yakov Zel’dovich em 1970 [88]: a evolução cosmológica poderia ser
descrita por uma dinâmica turbulenta.

Como avaliar a idéia de Zel’dovich?
Uma idéia seria avaliar o espectro de energia para vários redshifts [53] (é

uma maneira de como os astrof́ısicos avaliam a idade do universo). Esta foi
a avalição realizada por Caretta et al. [19]. Contudo, ao invés de avaliar o es-
pectro de energia cinética turbulenta de dados da astronomia observacional,
a análise foi realizada com dados simulados pelo modelo Λ–CDM, através do
cálculo do espectro energia potencial gravitacional, em função do inverso de
um raio de percolação. A análise foi realizada para verificar a distribuição
de energia potencial em função do conteúdo de matéria escura contido numa
esfera de raio variável. A conclusão foi que o escalonamento de energia segue
aproximadamente uma lei de potência -5/3, que está de acordo com um dos
principais resultados da turbulência devido ao matemático russo Andrei N.
Kolmogorov [35]. Se esta descrição se mostrar adequada, todo um novo
programa de pesquisa em cosmologia pode ser estruturado. Vamos mostrar
como se chegou a estes resultados e como seria organizada uma pesquisa
usando a teoria de Taylor para parametrizar a turbulência cosmológica e
explicar a formação de estruturas em grande escala do cosmos.

Exerćıcios

1. Porque Batchelor [6] afirmou que o tempo de mistura,
∫ t

0
R(ξ)dξ, é

mais preciso do que o conceito análogo de comprimento de mistura?

2. Descreva em termos genéricos dinâmica dos fluidos computacional
(DFC) e cite 2 exemplos de aplicações.

3. O que é intermitência?
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Caṕıtulo 2

O Teorema de Taylor

2.1 Difusividade da teoria cinética dos gases

A teoria cinética dos gases tem hipóteses bastantes simples. Aqui, adotar-
se-á uma hipótese que nem sempre é assumida:

1. o gás é composto por part́ıculas diminutas (átomos ou moléculas);

2. na ausência de um campo de forças, as part́ıculas movem-se em linha
reta;

3. é um gás diluido: colisões pouco freqüentes entre as part́ıculas (para
um gás não dilúıdo, um termo para representar a matriz de colisão
precisa ser considerado: equação de Boltzmann);

4. a energia cinética total de duas moléculas é igual, antes e depois da
colisão (colisão elástica).

Várias propriedades podem ser deduzidas da teoria cinética. Aqui, o
interesse é deduzir propriedades de transporte: coeficiente de difusividade.
A concentração do gás é dada pela razão entre a massa e o volume, o fluxo é
a razão entre a taxa (quantidade de massa por segundo) e a área transversal,
ou seja:

c ≡ massa
volume

≈ [
g cm−3

]
(2.1.1)

F =
massa/tempo

área
=

m

At
= uc

[
g s−1 cm−2

]
. (2.1.2)

O fluxo ĺıquido de massa é dado por:

F = F1 − F2 = [u1c1 − u2c2] ≈ um[c1 − c2] (2.1.3)
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onde será assumido que: u1 ≈ u2 = um, sendo um uma velocidade média
das moléculas.

Observando a Figura 2.1, o balanço diferencial de massa é dado por:

c(x + ε)− c(x) = ε
∂c

∂x
(2.1.4)

para um ε suficientemente pequeno. Assumindo que ε ≈ `m, onde `m é
um comprimento caracteŕıstico (como o livre caminho médio no movimento
browniano e na teoria cinética), o fluxo ĺıquido pode finalmente ser expresso
como:

F = F1 − F2 = −um[c(x + `m)− c(x)] = −(um`m︸ ︷︷ ︸
K

)
∂c

∂x
. (2.1.5)

É pertinente notar que a difusividade K é o produto de uma velocidade
caracteŕıstica por um comprimento caracteŕıstico: K ≈ um`m.

Figura 2.1: Fluxo de massa entre duas faces de superf́ıcie ∆A, com flui-
do atravessando a face A1 com velocidade u1 e a face separada por uma
distância ε com velocidade u2.

2.2 Demostração do teorema de Taylor

O artigo teórico de turbulência mais importante de G. I. Taylor foi
escrito mais de uma década e meia depois do artigo de Albert Einstein
sobre a explicação do movimento browniano. O jovem Einstein acreditava
nas idéias novas que circulavam na época, como a hipótese de átomos e
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moléculas, como advogava Ludwig Boltzmann, idéia que era combatida pelo
maior f́ısico da Austria, Ernest Mach.

A hipótese para explicar o movimento browniano era a seguinte: o pólem
que se movia constante e aleatoriamente, como observado no microscópio
pelo botânico Robert Brown, colidia constantemente com moléculas da
água, que se deslocavam com uma velocidade aleatória, mas com uma ve-
locidade média vm (por exemplo), transmitindo quantidade de movimento
aos grãos de pólem.

Não há descrição no artigo de Taylor de 2001 da motivação para a sua
modelagem. Também não há registros na biografia escrita por Batchelor [6].
Contudo, é consistente supor que a modelagem de Taylor tenha seguido as
mesmas idéias de Einstein para o movimento browniano, só que no escoa-
mento turbulento temos vórtices, ao invés de grãos de pólem ou moléculas de
água. A idéia plauśıvel é a seguinte: os vórtices são parcelas de fluido com
certa individualidade. No escoamento turbulento, temos vórtices de vários
tamanhos (um modelo conceitual foi apresentado por Lewis Richardson,
com o processo da cascata de energia, onde os vórtices maiores se partem
para originar vórtices menores e assim por diante, até a escala da dissipação
viscosa). Assim, vórtices pequenos podem colidir com vórtices maiores. A
colisão muitas vezes não tem energia para quebrar o vórtice maior, mas tem
energia suficiente para deslocar um pouco a trajetória do grande vórtice,
que seguiria numa trajetória imposta pela direção da força de pressão (ou
outras forças atuantes no sistema).

A analogia agora é clara: os grandes vórtices são como os grãos de
pólem colidindo sistematicamente com os pequenos vórtices (que podem ser
visualizados como tendo um comportamento similar as moléculas da água).
Deste modo, os vórtices num escoamento turbulento terão uma trajetória
aleatória, seguindo uma descrição do tipo movimento browniano.

É uma hipótese ousada e, como disse Batchelor, estava a frente do seu
tempo.

Teorema 2.1. Teorema de Taylor: Seja a velocidade de um escoamento
turbulento v(t) um processo estocástico homogêneo, com função de autocor-
relação expressa por ρ(t). A distância média entre dois elementos de fluido
num escoamento turbulento é dada por:

〈x2(t)〉 = 2〈v2〉
∫ t

0

(t− τ)ρ(τ) dτ (2.2.6)

Prova: Primeiro, lembrando que a velocidade é a derivada do deslocamento
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em relação ao tempo:

v =
dx

dt
=⇒ x(t) =

∫ t

0

v(t′) dt′ .

A teoria cinética nos informa que difusividade é o produto de uma velocidade
caracteŕıstica por um comprimento caracteŕıstico. Deste modo,

K ∼ v(t)x(t) = x(t)
dx(t)

dt
=

d

dt

[
1
2
x2(t)

]
=

∫ t

0

v(t) v(t′) dt′ .

Como o interesse é em quantidades médias, toma-se a média da expressão
acima:

d

dt

[
1
2
〈x2(t)〉

]
=

∫ t

0

〈v(t) v(t′)〉 dt′ . (2.2.7)

A função de correlação R(t) num processo estocástico homogêneo é in-
dependente do parâmetro t (t = t′ + τ). Neste caso, R(t) é dada por:

R(τ) = 〈v(t) v(t′)〉 = 〈v2〉ρ(τ)

onde ρ(t) é a função de auto-correlação.
Integrando a Eq. (2.2.7), chega-se a equação do deslocamento entre duas

parcelas de fluido:

〈x2(t)〉 = 2
∫ t

0

∫ τ

0

〈v(t) v(t′)〉 dt′ dτ = 2〈v2〉
∫ t

0

∫ τ

0

ρ(t′)dt′ dτ . (2.2.8)

Integrando por partes:

〈x2(t)〉 = 2〈v2〉
∫ t

0

∫ τ

0

ρ(t′) dt′ = 2〈v2〉
{[

τ

∫ τ

0

ρ(t′) dt′
]t

0

−
∫ t

0

τρ(τ) dτ

}

= 2〈v2〉
{[

t

∫ t

0

ρ(τ) dτ

]
− 0−

∫ t

0

τρ(τ) dτ

}
.

Finalmente, chega-se ao teorema de Taylor:

〈x2(t)〉 = 2〈v2〉
∫ t

0

(t− τ) ρ(τ) dτ ¤ (2.2.9)

A equação (2.2.9) é uma relação lagrangiana, isto é, o sensor de medidas
entre as parcelas de fluido viaja com a mesma velocidade do escoamento (ao
invés de se tomar uma referência em algum ponto fixo do domı́nio, como se
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faz numa descrição euleriana). Como uma última observação, é pertinente
informar o corolário:

R(0) = 〈v2〉 =⇒ ρ(0) = 1 . (2.2.10)

Antes de finalizar a sessão, vamos realizar uma análise assintótica da
difusividade. A forma mais primitiva, dada pela Eq. (2.2.8), será usada na
análise. Vamos examinar o comportamento no ińıcio do processo (t → 0) e
para longos tempos de difusão (t →∞).

Para t → 0, tem-se que ρ(t) → 1, deste modo

〈x2(t)〉 = 2〈v2
i (t)〉ρ(0)

∫ t

0

∫ τ

0

dt′ dτ

= 2〈v2
i (t)〉 × 1×

∫ t

0

τ dτ

= 〈v2
i (t)〉t2 . (2.2.11)

Para t → ∞, tem-se que
∫∞
0

ρ(t)dt ≡ TLi (escala de decorrelação la-
grangiana), desta maneira

〈x2(t)〉 = 2〈v2
i (t)〉

∫ t

0

∫ τ

0

ρLi(t
′) dt′ dτ

= 2〈v2
i (t)〉TLi

∫ t

0

dτ

= 2〈v2
i (t)〉TLit . (2.2.12)

Fica claro que, para grandes tempos de difusão (t →∞), a distância entre
parcelas de fluido num escoamento turbulento

σα = 〈x〉 ∝
√

t , (2.2.13)

que está de acordo com a teoria de A. Einstein do movimento browniano.

2.3 Forma espectral do teorema de Taylor

A forma que é usada para representar a turbulência não usa a função de
correlação, mas a transformada de Fourier da função de correlação (espectro
da energia cinética turbulenta).
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Definindo o par transformada/anti-transformada de Fourier da funcação
de correlação:

Φ(ω) =
1
π

∫ +∞

−∞
R(τ) eiωτ dτ , (2.3.14)

R(τ) =
1
2

∫ +∞

−∞
Φ(ω) e−iωτ dω , (2.3.15)

R(0) =
1
2

∫ +∞

−∞
Φ(ω) dω . (2.3.16)

Para um processo estocástico turbulento homogêneo, a função de correlação
é uma função par:

〈v(t)v(t + τ)〉 = 〈v(0)v(τ)〉 = 〈v(τ)v(0)〉 =⇒ R(τ) = R(−τ)

e a equação espectral torna-se

Φ(ω) =
1
π

∫ +∞

−∞
R(τ) [cos(ωτ) + sen(ωτ)] dτ =

2
π

∫ ∞

0

R(τ) cos(ωτ) dτ .

(2.3.17)
A última igualdade se estabelece porque a função seno também é uma função
par e a integral sobre o domı́nio acima se anula.

Em meteorologia, a freqüência é dada em ciclos por segundo (Hz: s−1),
ao invés de rad.s−1: n = ω/2π. Desta forma, o espectro será dado por:

S(n) = 2πΦ(2πn) . (2.3.18)

Deste modo, as variâncias de velocidades ficam definidas por:

〈v2
i 〉 = σ2

i = R(0) =
∫ ∞

0

SLi(n)dn =
∫ ∞

0

nSLi(n) d(log n) . (2.3.19)

A última expressão é tipicamente usada para apresentar os dados experimen-
tais. A notação SLi é para chamar a atenção que o espectro na expressão
acima é medido na forma lagrangiana e o subscrito i identifica a direção
(i = u, v, w).

2.4 Parâmetros da turbulência

O teorema de Taylor nos fornece uma maneira de calcular vários parâmetros
da turbulência. Antes de deduzir estes parâmetros, vamos usar a forma
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normalizada do espectro para redefinir a expressão do distanciamento de
parcelas de fluido:

〈x2(t)〉 = 2σ2
i

∫ t

0

(t− τ) ρ(τ) dτ

= 2σ2
i

∫ t

0

(t− τ)
[∫ ∞

0

(
SLi(n)

σ2
i

)
cos(2πnτ)dn

]
dτ

= σ2
i t2

∫ ∞

0

FLi
(n)

sen2(nπt)
(nπt)2

dn . (2.4.20)

A quantidade [sen(nπt)/(nπt)]2 age como um filtro de passa-baixa [44].
Para o cálculo da difusividade, será usado a expressão deduzida na

Eq. (2.2.7):

Kαα ≡ d

dt

[
1
2
〈x2

i (t)〉
]

onde:
{

α = x, y, z
i = u, v, w

. (2.4.21)

2.4.1 Difusividade turbulenta

A expressão da difusividade lagrangiana Kαα é obtida derivando-se a Eq. (2.4.20)
e substituindo na Eq. (2.4.21) [18, 31, 63]:

Kαα =
σ2

i

2π

∫ ∞

0

FLi(n)
sen(2πnt)

n2
dn . (2.4.22)

Antes de prosseguir, é pertinente fazer uma análise da equação para
difusividade. Primeiramente, fica claro que a difusividade turbulenta é uma
quantidade que depende tanto do espaço, quanto do tempo. Por outro
lado, a expressão acima mostra que Kαα também depende da variância de
velocidade σ2

i , que é um parâmetro próprio do escoamento. Deste modo, a
difusividade turbulenta é uma propriedade que varia com o tempo e depende
do tipo de escoamento, enquanto que a difusidade laminar é uma quantidade
que não varia com o tempo e é uma propriedade do material (e não do
escoamento).

Para obter a difusividade turbulenta euleriana, faz-se uso da hipótese de
Gifford-Hay e Pasquill [63]:

ρLi(βiτ) = ρi(τ) (2.4.23)

onde ρi é a função de correlação euleriana e βi é a relação entre as escalas
de decorrelação lagrangiana e euleriana [10]:

βi =
TLi

Ti
=

σi

U

√
π

4
. (2.4.24)
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onde U é velocidade média do vento. Da Eq. (2.4.23), segue a relação
entre os espectros (para uma ilustração da diferença entre os espectros, ver
Fig. 2.2):

nFLi
(n) = βi nFi(βin) . (2.4.25)

Substituindo a expressão (2.4.25) na Eq. (2.4.22), chega-se a equação que
é referência na parametrização de turbulência descrita neste texto [31]:

Kαα =
σ2

i β2
i

2π

∫ ∞

0

Fi(n)
sen(2πnt/βi)

n2
dn . (2.4.26)

O comportamento assintótico para a expressão acima, para longos tempos
de difusão (t →∞), é expresso por:

Kαα =
σ2

i β2
i Fi(0)
4

. (2.4.27)

0 30
0

0.14

Log(n)

nF
(n)

 

 
Lagrangiano
Euleriano

Figura 2.2: Densidade espectral hipotéticas ilustrando as direrenças entre
dados lagrangeanos (L) e eulerianos (E).

2.4.2 Escala de decorrelação lagrangiana

Partindo da seguinte relação entre os parâmetros de turbulência [10]:

Kαα = σ2
i TLi = σi`i (2.4.28)

a escala de decorrelação lagrangiana pode ser calculada a partir da Eq.
(2.4.27):

TLi =
β2

i Fi(0)
4

. (2.4.29)
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2.4.3 Comprimento de mistura

Como o último parâmetro a ser mostrado, partimos das expressões (2.4.27)
e (2.4.28) para determinar o comprimento de mistura:

`i =
σiβ

2
i Fi(0)
4

. (2.4.30)

Este parâmetro pode ser usado em outros tipos de modelos de turbulência
de mais alta ordem, como o modelo de Mellor-Yamada [55].

Exerćıcios

1. Justifique a última igualdade na Eq. (2.3.17).

2. Mostre todos os cálculos na dedução da Eq. (2.4.20).

3. Demonstre a relação assintótica (2.4.27) partindo da Eq. (2.4.26).
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Caṕıtulo 3

A Camada Limite
Atmosférica

A atmosfera não é uma massa de ar homogênea ao redor do planeta
Terra. Ela apresenta estratificação. A atmosfera terrestre está em perma-
nente movimento, devido ao aquecimento diferencial originado pelo Sol. De
modo geral, cerca de 80% da massa da atmosfera encontra-se contida abaixo
de 10 Km de altitude e praticamente a totalidade da água atmosférica nas
fases gasosa, ĺıquida e sólida. A estrutura da atmosfera é apresentada na
Figura 3.1. Da figura, pode-se notar a divisão em quatro camadas distin-
tas: troposfera, estratosfera, mesosfera e termosfera - quando ocorre uma
inversão do gradiente de temperatura onde se encontram a tropopausa, es-
tratopausa e a mesopausa. Aqui, vamos nos ocupar da camada mais baixa
da atmosfera, a troposfera. Nesta camada da atmosfera, é onde ocorrem a
quase totalidade dos fenômenos meteorológicos. Na camada da troposfera
mais próxima à superf́ıcie, se caracteriza como uma região onde ocorre uma
intensa mistura vertical, devido ao fenômeno da turbulência, onde se nota
correntes ascendentes e descendentes de ar.

A primeira camada na atmosfera é a camada limite planetária (CLP):
uma camada fina em contato direto com o solo e os oceanos, onde os efeitos
da viscosidade e da turbulência devem ser considerados. A evolução da CLP
é controlada pela mistura turbulenta induzida pela diferença de temperatura
entre a atmosfera e a fronteira f́ısica da crosta terrestre (produção térmica)
e pelos ventos dos ńıveis mais baixos (produção mecânica). Na camada
limite convectiva (CLC) a turbulência é gerada pelo fluxo de calor da Terra
para a atmosfera e pelo cisalhamento (shear) do vento. A camada limite
estável (CLE) apresenta um fluxo de calor inverso daquele na CLC entre a
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Figura 3.1: A estrutura térmica da atmosfera (Fonte: Adaptada de
Wikipédia (2010)).

Terra e a atmosfera, e a turbulência se estabelece a partir de um balanço
delicado entre o fluxo negativo de calor (enfraquecendo a turbulência) e
do cisalhamento do vento (termo de produção da turbulência). A CLE
surge no peŕıodo noturno, podendo também ocorrer em dias nublados ou
em outras situações especiais. Na camada limite neutra (CLN) a turbulência
é predominantemente mecânica, isto é, fraco fluxo de calor e um campo de
vento relativamente intenso.

Segundo Stull [78] a CLP é definida como sendo a região da troposfera
que responde as forçantes de superf́ıcie com uma escala de tempo cerca
de uma hora ou menos. Os efeitos superficiais agem através das trocas
verticais de calor, quantidade de movimento, vapor d’água, emissões de
poluentes e a modificações do escoamento do ar gerado pela influência do
terreno. A espessura da camada limite é bastante variável no tempo e no
espaço, com amplitudes de centenas de metros a poucos quilômetros. Uma
das principais caracteŕısticas da CLP é a variação de temperatura, ocorrida
devido ao aquecimento e resfriamento da superf́ıcie. Essa variação mostra
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que a CLP sofre uma interação diária entre mecanismos que determinam
comportamentos distintos de sua estabilidade.

O ciclo diurno da CLP é apresentado na Figura 3.2. Ao nascer-do-sol o
solo começa a se aquecer, com um fluxo positivo de calor proveniente do solo,
o calor é transferido para camadas superiores, provocando uma mistura tur-
bulenta das propriedades do ar. A presença de ventos faz existir assim duas
fontes de produção da turbulência na CLP: térmica e mecânica. Durante a
manhã, a mistura turbulenta diminui a estabilidade térmica observada no
peŕıodo noturno. Ao longo do dia, as estruturas convectivas intensificam-se
provocando o crescimento da CLP. Devido a esta intensa mistura a CLC é
também chamada de Camada de Mistura (CM). Os turbilhões que contém
mais energia têm uma dimensão vertical da ordem de grandeza da própria
altura da CLP, e podem atingir mais de 2 Km.

Figura 3.2: Ciclo diurno da CLP (Fonte: adaptada de Stull [78]).

Contudo, a modelagem completa da CLP é extremamente dif́ıcil. Pois
além da turbulência estar permanentemente presente, a CLP passa por di-
versos processos f́ısicos extremamente diferenciados; caracterizados por três
condições limites:

1. camada convectiva: ocorrendo na presença do aquecimento solar, havendo
então um fluxo de calor no sentido superf́ıcie-atmosfera;
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2. camada neutra: caso em que a turbulência mecânica é o mecanismo
dominante;

3. camada estável : no peŕıodo noturno há uma inversão do fluxo de calor
do que o ocorrido no caso convectivo, isto é, a corrente térmica passa
a ser no sentido atmosfera-superf́ıcie.

Os fluxos turbulentos, produzidos pela combinação não linear das variáveis
do escoamento, podem ser representados como um produto entre os gradi-
entes das quantidade médias e por uma difusividade turbulenta, que, como
visto, são determinadas pelo escoamento, e não pela natureza do fluido.

O objetivo neste caṕıtulo é deduzir os modelos de turbulência para cada
tipo de CLP a partir da teoria de G. I. Taylor.

A chave para desenvolver a parametrização com a teoria de Taylor se
expressa no cálculo do espectro de energia cinética turbulenta. O modelo
teórico do espectro é obtido tentando capturar a freqüência dos vótices mais
energéticos (determinada por experimentos [78]) e com a lei de Kolmogorov
no sub-domı́nio inercial [35].

3.1 Teoria de similaridade

A turbulência tem sido estudada tanto do ponto de vista experimental,
como teórico. Uma formulação interessante é o desenvolvimento de uma
semi-emṕırica, ou ainda teoria de similaridade. Em 1946, Obukhov desen-
volveu uma escala de comprimento universal para a camada superficial da
atmosfera, que foi a base para o desenvlvimento da teoria de similaridade
de Monin e Obukhov (teoria de Monin-Obukhov) em 1954 [34]. O objetivo
da teoria era uma descrição ou representação da turbulência com poucos
parâmetros.

A teoria de similaridade de Monin-Obukhov é hoje uma das teorias
clássicas para se descrever a turbulência, pois teve grande sucesso em de-
screver a camada superficial da PBL. A camada superficial ocupa cerca de
10% da altura total da camada limite, a partir da superf́ıcie.

A hipótese na teoria de Monin-Obukhov é que as quantidades relevantes
para a descrição da estrutura da camada dependam de poucos parâmetros
f́ısicos dimensionais. Como conseqüência, a velocidade de fricção ou dinâmica
(u∗ =

√
τs/ρ; τs é a tensão na superf́ıcie), o fluxo de calor (q∗ = w′ θ′|z=0)

e o parâmetro de convecção (βc = g/T̄ ' g/θ̄), poderiam formar escalas de
velocidade, comprimento e temperatura, como segue:

u∗; L = − u3
∗

κβcq∗
; θ∗ = − q∗

κu∗
(3.1.1)



Camadas estável e neutra 31

onde κ ' 0, 4 é a constante de von Kármán. Como u∗ > 0, o sinal de q∗
determina os sinais de L (comprimento de Monin-Obukhov) e θ∗. Analoga-
mente ao método da parcela [47, 18], pode-se definir, através das escalas, o
tipo de estratificação:

instável: q∗ > 0, L < 0, θ∗ < 0;
estável: q∗ < 0, L > 0, θ∗ > 0;
neutra: q∗ → 0, |L| → ∞, |θ∗| → 0 .

A parte fundamental da hipótese de Monin-Obukhov é a auto-similaridade
dos perfis verticais de ū e θ̄:

d(ū/u∗)
d(z/L)

= h
( z

L

)
,

d(θ̄/θ∗)
d(z/L)

= hθ

( z

L

)
;

que pode ser re-escrita numa forma mais conveniente

κz

u∗

dū

dz
= ξ

( z

L

)
,

κz

θ∗

dθ̄

dz
= ξθ

( z

L

)
; (3.1.2)

onde ξ e ξθ são funções universais (determinadas por experimentos) da
variável adimensional z/L.

A fórmula fundamental da teoria semi-emṕırica1

−u′w′ = K
dū

dz

pode ser combinada com (3.1.2) para se obter as difusividades

K =
κu∗z

ξ(z/L)
, Kθ =

κu∗z
ξθ(z/L)

. (3.1.3)

Assim, a teoria da similaridade descreve uma quantidade caracteŕıstica
adimensional no interior da CLP, seu perfil segue uma função universal. A
forma dessa função, deve ser determinada a partir de dados de observação
[34].

3.2 Camadas limite estável (CLE) e neutra
(CLN)

Embora nas últimas décadas a compreensão da camada convectiva (instável)
tem sido bem estabelecida, a camada limite estável (CLE) é bem menos co-
nhecida, pois outros fenônemos interferem no processo, como ondas de gravi-
dade. Entretanto, a modelagem da CLE noturna tem sofrido um avanço com

1A velocidade de frição é definida por: u2∗ ≡ τ/ρ.
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as informações extráıdas de alguns experimentos [22, 58, 76], revelando uma
similaridade local dos fluxos turbulentos.

A teoria de similaridade é adaptada ao caso da CLE [31], onde a parame-
trização dependerá de outras quantidades no lugar das grandezas superficiais
u∗ e θ∗. Assume-se que as escalas apropriadas dependem dos valores locais
da tensão τ(z), do fluxo de calor w′θ′(z) e do comprimento de Monin-
Obukhov local2 Λ

τ

τ0
=

U2
∗

u2∗
= (1− z/h)α1 (3.2.4)

w′ θ′

(w′ θ′)0
= (1− z/h)α2 (3.2.5)

Λ
L

= (1− z/h)(3 α1/2−α2) (3.2.6)

onde τ0 = u2
∗ = −u′ w′ é a tensão superficial, h é a altura da camada limite

turbulenta estável, z é a altura acima do solo, L é o comprimento de Monin-
Obukhov e α1, α2 são constantes a serem determinadas por experimentos.
Esta hipótese é aplicável em regimes estáveis sobre terreno homogêneo, onde
a turbulência é cont́ınua e não dominada por ondas de gravidade.

Um dos primeiros trabalhos da versão moderna do uso da teoria de
Taylor como parametrização de turbulência foi o artigo de Degrazia e Moraes
em 1992 [31].

Uma expressão geral para o espectro da velocidade turbulenta adimen-
sional na camada limite superficial é dada por [61]

n Si(n)
u2∗

=
Afm1

(1 + B fm2)m3 (3.2.7)

onde f = n z/U é uma freqüência adimensional. De acordo com a teoria da
similaridade Eq. (3.2.4), a expressão acima pode ser re-escrita como

n Si(n)
U2∗

=
Afm1

(1 + B fm2)m3 (3.2.8)

sendo U∗ a velocidade de fricção local.
O modelo espetral deve ser compat́ıvel com a lei de Kolmogorov no

subdomı́nio inercial3. Baseado em argumentos de similaridade e da hipótese
de turbulência congelada de Taylor4, a lei de Kolmogorov no sub-domı́nio

2 Λ ≡ − τ3/2

κ (g/T )w′θ′
3Lei de Kolmogorov: E(k) = c k−5/3 ε2/3, onde c é uma constante.
4Se k é o número de onda, n a freqüência e U a velocidade média, então: k = (2πn)/U .
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inercial pode ser expressa por [30]

2πn

U

(
1
u2∗

)
E

(
2πn

U

)
= ci

(
εκz

u3∗

)2/3 (
2πnz

U

)−2/3

κ−2/3 . (3.2.9)

Definindo Si(n) ≡ (2π/U)E(2πn/U) ou nSi(n) ≡ kE(k), e baseado em
argumentos de similaridade

nSi(n)
U2∗

= ci f−2/3 Φ2/3
ε (3.2.10)

ci = αi a1 (2π κ)−2/3

onde a1 = 0.5 ± 0.05 [75], αu = 1 e αv = αw = 4/3 [61] (ver também [75],
página 134)); e, cu = 0.3 e cv = cw = 0.4. A função Φε é a dissipação
adimensional. Desta forma, para manter a consistência do modelo com a
lei de Kolmogorov, duas exigências devem ser satisfeitas:

m1 −m2 m3 = −2
3

;

ci =
A

Bm3
Φ−2/3

ε .

Outro critério a ser observado é que a posição do máximo espectral
coincida com o máximo do modelo, isto é:

d

df

[
A fm1 (1 + B fm2)−m3

]∣∣∣
f=(fm)i

= 0 =⇒ B =
1.5 m1

(fm)m2
i

(3.2.11)

Dados experimentais mostram que para camada limite estável m2 = 5/3 e
m1 = m3 = 1, desta forma

B = 1.5 (fm)−5/3
i ,

A = 1.5 ci (fm)−5/3
i Φ2/3

ε ;

permitindo obter a seguinte forma funcional para o espectro

nSi(n)
U2∗

=
1.5 ci f Φ2/3

ε

(fm)5/3
i

[
1 + 1.5 (f/(fm)i)

5/3
]

o que implica na seguinte expressão para a variância:

σ2
i =

∫ ∞

0

Si(n) dn =
2.32 ci Φ2/3

ε U2
∗

(fm)2/3
i

. (3.2.12)
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Substituindo a expressão da taxa de dissipação Φε [76]:

Φε = cε

(
1 + 3.7

z

Λ

)
(3.2.13)

com cε = 1.25, finalmente obtem-se uma expressão para o espectro na forma
adimensionalizada:

Fi(n) ≡ Si(n)
σ2

i

=
0.64 f/(fm)i

1 + 1.5 [f/(fm)i]
5/3

. (3.2.14)

Obtido o espectro, o passo seguinte é obter as expressões para a difu-
sividade turbulenta, Eqs. (2.4.26) ou (2.4.27). Aqui vamos deduzir a ex-
pressão assintótica (2.4.27) na direção vertical. Além do valor da variância,
é necessário obter-se o valor do espectro na origem:

Si(0) =
0, 64 z

U (fm)i
; (3.2.15)

onde a freqüência do pico espectral e o máximo do espectro de camada
neutra estão relacionadas pela seguinte função de estabilidade [75]:

q = (fm)i (fm)−1
n,i = 1 + 3, 7

( z

h

) (
h

Λ

)
. (3.2.16)

O máximo espectral de uma camada (neutra, inclusive) é determinado ex-
perimentalmente [75]:

(fm)n,u = 0, 058
(fm)n,v = 0, 22 (3.2.17)
(fm)n,w = 0, 33 .

A expressão para o máximo espectral torna-se:

(fm)i = (fm)n,i

{
1 + 3.7

( z

h

) [
h/L

(1− z/h)3 α1/2−α2

]}
. (3.2.18)

Finalmente, para se obter a expressão assintótica para a difusividade
turbulenta vertical Kzz (as expressões para outras direções são análogas),
substitui-se as expressão de σ2

w, βw e a Eq. (3.2.15) na Eq. (2.4.27) [31, 16]

Kzz

u∗ h
=

3
√

π

16
(1− z/h)α1/2 (z/h)

1 + 3, 7 (z/h) (h/Λ)
. (3.2.19)
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Os valores para os expoentes α1 e α2 nas Eqs. (3.2.4) e (3.2.5) são deter-
minadas experimentalmente [58]. Os valores de α1 = 2 e α2 = 3, extráıdos
de medidas em Minnesota, quando processos evolutivos não-estacionários
estavam presentes. As medidas em Minnesota foram realizadas durante
o peŕıodo de transição de uma camada limite convectiva para uma estável.
Estes valores podem ser usados para representar uma camada neutra (CLN).
Para camada estável mais bem estabelecida, usam-se os os seguintes parâ-
metros: α1 = 3/2 e α2 = 1, resultado de medidas realizadas em Cabauw,
quando a CLE atingiu condições mais estacionárias. As medidas em Cabauw
foram realizadas aproximadamente três horas após o pôr do sol, evitando-se
assim o peŕıodo de transição.

3.3 Camada limite convectiva (CLC)

Para a CLC, a escala de velocidade é definida em termos da ação mais
importante: o fluxo de calor entre a superf́ıcie e a atmosfera:

w∗ =
[

g

θ0
(w′θ′)0 h

]1/3

(3.3.20)

onde h é a altura da CLC e o primeiro termo do lado direito é o termo de
flutuação, como referido na literatura inglesa, ou empuxo, como se diz em
português, é expresso por βc = g/θ0 (onde θ0 é a temperatura potencial5).
Lembrando a expressão do comprimento de Monin-Obukhov (3.1.1)

L−1/3 =
1
−u∗

[
g

θ0
(w′θ′)0 h

]1/3

=
w∗
u∗

(−κ

h

)1/3

. (3.3.21)

Substituindo a Eq. (3.3.21) na Eq. (3.2.7) resulta num modelo de espectro
com a escala de velocidade convectiva:

nSi(n)
w2∗

=
Afm1

(1 + B fm2)m3

(
−κL

h

)2/3

. (3.3.22)

A lei de Kolmogorov de -5/3 para o domı́nio inercial E(k) = cε2/3k−5/3 é
re-escrita em termos da freqüência n (k = 2πn/U), mas agora formulada em
termos de parâmetros de similaridade convectivos a Eq. (3.2.10) torna-se:

nSi(n)
w2∗

= ciκ
2/3f−2/3Ψ2/3

( z

h

)2/3

(3.3.23)

5Temperatura potencial: θ ≡ T (p0/p)R/cp , onde T é a temperatura em Kelvin, p é a
pressão e p0 é uma pressão de referência (em geral: 1000 milibares), R é a constante dos
gases e cp é calor espećıfico a pressão constante.
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sendo Ψ = εh/w3
∗ uma função de dissipação adimensional [17, 15].

Como no caso neutro/estável, as constantes A e B da Eq. (3.3.22) são
determinadas fazendo-se com que o espectro teórico se ajuste ao espectro
de Kolmogorov (3.3.23) e fazendo-se o máximo do espectro coincidir com o
máximo experimental, Eq. (3.2.11). Para o caso da CLC, os expoentes para
Eq. (3.3.22) são: m1 = m2 = 1 e m3 = 5/3. Deste modo, o espectro para a
CLC é expresso por:

nSi(n)
w2∗

=
0, 98 ci

f
q

(
Ψ
q

)2/3

(z/h)2/3

(fm)5/3
i

[
1 + 1,5

(fm)i

f
q

]5/3

o que implica na seguinte expressão para a variância:

σ2
i =

0, 98ci

(fm)2/3
i

(
Ψ
q

)2/3 ( z

h

)2/3 zw2
∗

qU

∫ ∞

0

[
1 +

1, 5
(fm)i

nz

qU

]−5/3

dn

=
0, 98ci

(fm)2/3
i

(
Ψ
q

)2/3 ( z

h

)2/3

w2
∗ . (3.3.24)

Finalmente [30]:

Fi(n) ≡ Si(n)
σ2

i

=
1

(fm)i

f

q

[
1 +

1.5
(fm)i

f

q

]−5/3

. (3.3.25)

Seguindo o procedimento da seção anterior, é necessário calcular o es-
pectro na origem:

Si(0) =
√

π

16
σi z

q (fm)i
. (3.3.26)

onde a função de estabilidade para o caso convectivo é dada por [21]:

q = (fm)i (fm)−1
n,i =

z/(λm)i

(fm)n,i
(3.3.27)

(λm)i =
{

1.5 h ; i = u, v
1.8 h {1− exp[−4 (z/h)]− 0.0003 exp[8 (z/h)]} ; i = w

sendo (λm)i o valor do comprimento de onda para o pico espectral e o valor
do máximo para o caso neutro (fm)n,i é dado pela Eq. (3.2.17).

Aqui vamos deduzir a expressão assintótica na direção vertical. Substi-
tuindo as expressões (3.3.26), (3.3.27) e (2.4.24) na Eq. (2.4.27), obtém-se

Kzz

w∗ h
= 0.15Ψ1/3

[
1− exp

(
−4

z

h

)
− 0.0003 exp

(
8

z

h

)]
. (3.3.28)
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3.4 Parametrizações para todas as condições
de estabilidade

Baseado nos desenvolvimento mostrados nas seções anteriores, Degrazia e
co-autores em 2000 [27] apresentaram um novo conjunto de parametrizações
da turbulência para todas as condições de estabilidade (convectiva, estável
e neutra) da CLP. Usando a teoria de Taylor e as propriedades espectrais
observadas dos turbilhões que contém energia, os autores apresentam as
expressões para coeficiente turbulento (Ki), para as escalas de comprimento
e de tempo Lagrangianas (`i e Ti, onde i = u, v, w).

Supondo que as duas fontes de produção da turbulência, como meca-
nismos de cisalhamento e convecção na geração da turbulência, possam ser
considerados mecanismos bem distantes no domı́nio dos dois espectros de
energia (estável/neutro e convectivo), ou seja, possuem uma independência
estat́ıstica entre as freqüências representativas de cada mecanismo. Neste
caso, há uma interação despreźıvel entre as duas partes e ambas podem ser
modeladas separadamente. Nestas condições a hipótese de superposição li-
near entre os mecanismos é plenamente justificável. Desta forma, o espectro
de velocidades turbulentas pode ser expresso por

n Si (n) =
1.06cif (Ψε)

2/3 (z/h)2/3
w2
∗

[(f∗m)c
i ]

5/3
{

1 + 1.5 f

[(f∗m)c
i ]

5/3

}

+
1.5cif (Φε)

2/3
u2
∗[

(f∗m)n+es
i

]5/3
{

1 + 1.5 f5/3

[(f∗m)n+es
i ]5/3

} (3.4.29)

onde Si (n) = Fi (n) σ2
i é o espectro de velocidade Euleriano; w2

∗ é a es-
cala de velocidade convectiva; u2

∗ é a velocidade de fricção local; Ψε e Φε

são as funções de dissipação adimensionalizadas; h é a altura da CLP;
f = nz/U é a freqüência máxima reduzida; U é a velocidade média do
vento; (f∗m)c

i é a freqüência máxima reduzida para o espectro convectivo;
(f∗m)n+es

i é a freqüência máxima reduzida para um espectro neutro ou
estável; ci = αiαu(2πκ)−2/3 com αu = 0.5 ± 0.05 e αi = 1, 4/3, 4/3 para
u, v e w, respectivamente; finalmente, κ é a constante de von Karman.

O primeiro termo da Eq. (3.4.29) é o espectro de velocidade turbulenta
gerado pelo fluxo de calor da superf́ıcie para a atmosfera: condição con-
vectiva (CLC) [27] e o segundo termo representa o espectro gerado pelo
cisalhamento do vento, podendo ser aplicado para as condições estável
(CLE) [31] e neutra (CLN) [31], detalhadas anteriormente.
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Com a expressão para o espectro, pode-se obter uma formulação para a
difusividade turbulenta:

Kαα = 0, 14
√

ci z

{
w∗(〈−L/h〉h/L)1/2[Ψε(z/h)]1/2

[(fm)c
i ]4/3

+
Φ1/3

ε u∗
[(fm)n+es

i ]4/3

}

(3.4.30)
onde 〈−L/h〉 é o valor médio da condição de estabilidade para a CLC. Todos
os demais parâmetros para a turbulência (ver seção 2.4) podem ser também
determinados [27].

3.5 Camada residual (CR)

Segundo Stull [78], a CR inicia sua formação aproximadamente meia hora
antes do pôr-do-sol, quando cessa o fluxo de calor do solo para a atmosfera.
Não havendo um mecanismo de produção de energia para manter a CLC,
os vórtices turbulentos entram num processo de decaimento. A camada
resultante é denominada camada residual (CR), pois as suas variáveis de
estado e concentração iniciais são as mesmas da CLC prévia. A CR não tem
contato direto com a superf́ıcie terrestre, visto que sua base é deslocada pelo
avanço da camada estável que se forma a medida que a noite avança. Assim,
a CR não é afetada pelo transporte turbulento e propriedades relacionadas
com a superf́ıcie.

Na verdade, há poucos estudos sobre a camada residual, alguns au-
tores fizeram um estudo numérico com a técnica de simulação com grandes
vórtices (LES) [57, 74].

Degrazia e co-autores [26] desenvolveram um coeficiente de difusividade
turbulenta para o decaimento da CLC, utilizando a teoria estat́ıstica de [80]
e a formulação de Heisenberg [77] para representar a interação não linear
entre as escalas. O ponto de partida é a equação de evolução da energia
cinética turbulenta.

Porém, há pelo menos duas formulações posśıveis para a CR, que parame-
trizam o acoplamento não linear entre as escalas das turbulência: seguindo
a abordagem de Heisenberg [26] e a outra usando a abordagem de Pao [42].
Neste texto, vamos apresentar a dedução seguindo a teoria de Heisenberg.
O leitor interessado na abordagem de Pao, pode consultar as referências
[42, 5].

Uma equação para o espectro de energia cinética turbulenta (ECT) pode
ser deduzida a partir da equação de Navier-Stokes. Para um escoamento
turbulento homogêneo, a equação de evolução para o espectro de energia
pode ser obtida a partir da transformada de Fourier da energia cinética
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turbulenta (ECT) [48]

∂E(k, t)
∂t

= M(k, t) + W (k, t) +
g

T0
H(k, t)− 2νk2 E(k, t) (3.5.31)

onde k é o número de onda, t é o tempo e (g/T0) é o empuxo. O termo
M(k, t) é a produção de energia por efeito mecânico, W (k, t) representa a
interação não linear entre os vórtices de diferentes escalas, H(k, t) identifica
os efeitos térmicos e o último termo é a dissipação de energia pela viscosidade
molecular.

Para um escoamento turbulento homogêneo e isotrópico, desprezando
os termos de energia mecânica e térmica, a expressão para o espectro de
energia torna-se

∂E(k, t)
∂t

= W (k, t)− 2νk2E(k, t) . (3.5.32)

A hipótese de Heisenberg [77] é usada na parametrização do termo W (k, t):

W (k, t) = −2νT k2E(k, t) (3.5.33)

onde νT é denominado coeficiente de viscosidade cinético turbulento. Es-
crevendo o espectro em termos de freqüência, ao invés do número de onda,
a Eq. (3.5.32) torna-se:

∂S(n, t)
∂t

= T (n, t)− 8π2n2ν

U2
S(n, t) (3.5.34)

onde, como antes, n = kUπ/2 (U é a velocidade média do vento), T (n, t) =
W (n, t)2π/U representa a transferência de energia entre as diferentes fre-
qüências e S(n, t) = E(n, t)2π/U . A representação de Heisenberg pode ser
expressa por

T (n, t) = −8π2n2

U2
νT S(n, t) (3.5.35)

onde νT é um coeficiente que pode ser calculado diretamente a partir da
teoria estat́ıstica de Taylor para grandes tempos de viagem [26]

νT =
β

6
σ2

nI
(3.5.36)

onde nI é a freqüência associada ao máximo do espectro no subintervalo
inercial, dado em Hertz (Hz). A Eq. (3.5.34) pode ser resolvida integrando
a equação do espectro

S(n, t) = S0(n) exp
(
−8π2νT

n2

U2
t

)
. (3.5.37)
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Com a expressão da evolução do espectro, torna-se posśıvel calcular o
coeficiente de difusividade no decaimento empregando-se a teoria de Taylor.
Baseado no modelo apresentado por Hanna em 1981 [45], é posśıvel deduzir
uma expressão para o decaimento da difusividade turbulenta

Kαα(z, t) =
β

6
σ2

e(z, t)
ne

(3.5.38)

onde ne é a freqüência do pico espectral no subintervalo dos turbilhões mais
energéticos e a variância σ2 é dada por:

1
2
σ2

e(z, t) =
∫ ∞

ne

S0(n) exp
(
−8π2νT

n2

U2
t

)
dn . (3.5.39)

O coeficiente vertical de difusividade turbulenta Kzz em 1-D é calculado
a partir do coeficiente de viscosidade cinético νT . Como ponto de partida,
é assumido que a estrutura da CR nos primeiros estágios do decaimento
era a mesma da CLC existente. Desta forma, o espectro de energia vertical
inicial da CR possui a mesma forma que o da CLC. Uma expressão para
este espectro em condições instáveis foi deduzido na seção 3.2:

Sw,0(n) =
0.38(h/U) (awqw)5/3 Ψ2/3

ε w2
∗

[1 + 1.5awqw(h/U)]5/3
(3.5.40)

onde Ψε = εh/w3
∗ é a função razão de dissipação molecular adimensional,

w∗ é a escala de velocidade convectiva, h é a altura da CLC. O pico es-
pectral foi aproximado por (λm)w = awhqw [30]. Como conseqüência
temos ne = U/(awhqw); onde aw = 1, 8 e o parâmetro de estabilidade
qw = 1 − exp(−4z/h) − 0, 0003 exp(8z/h). O coeficiente de viscosidade
cinemático pode ser calculado pela Equação (3.5.36) considerando a com-
ponente vertical do espectro de energia no subintervalo inercial, derivado
por Kaimal et al. [21, 50]

Sw (n) = 0.36
(

κUΨε

h

)2/3

w2
∗n
−5/3 . (3.5.41)

Para a componente vertical da Equação (3.5.36) podemos escrever [45]

νT =
βw

6
σ2

w

nI
. (3.5.42)

Tomando βw = 0, 55 U/σw, onde σw é obtida integrando a Eq. (3.5.40)
no intervalo [nI , ∞], a expressão para a difusividade turbulenta no sub-
domı́nio inercial torna-se

νT = 0, 067w∗

(
U

nI

)4/3 (
κΨε

h

)1/3

(3.5.43)
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Para estimar o valor de nI usa-se os valores encontrados por Kaimal et
al. [50]: λw = 0, 1h, para o ińıcio do subintervalo inercial da CLC. Assim,
é assumido que nI ≈ 10 U/h [26]. Fazendo as devidas substituições na
Equação (3.5.43) obtém-se

νT = 1.98× 10−3 hw∗ . (3.5.44)

Considerando os valores t́ıpicos da CLC: (w∗ = 2, 0 m/s e h = 1500 m)
resulta em νT ≈ 6, 0 m2/s para a componente vertical.

A partir da componente vertical da Eq. (3.5.38), considerando o espec-
tro representado pela Eq. (3.5.40), obtemos a seguinte expressão para a
variância da componente vertical da velocidade turbulenta

σ2
w = 0, 76q5/3

w w2
∗

∫ ∞

(1,8qw)−1

exp
(−0, 16(w∗t/h)f2

h

)

(1 + 2, 7qwfh)5/3
dfh (3.5.45)

onde fh = nh/U .
Analogamente as considerações feitas para deduzir a componente vertical

do coeficiente de viscosidade νT , dado pela Eq. (3.5.42), pode-se repetir
os argumentos para se obter uma equação para a componente vertical do
coeficiente de difusão Kzz:

Kzz =
βw

6
σ2

w

ne
(3.5.46)

onde σ2
w é a variância vertical turbulenta dada pela Eq. (3.5.45). Das

Eqs. (3.5.45) e (3.5.46), e considerando ne = U/(1, 8qwh), obtém-se a seguinte
expressão para a componente vertical da difusividade turbulenta da CR.

Kzz = 0, 15q11/6
w w∗h

[∫ ∞

(1,8qw)−1

exp
(−0, 16(w∗t/h)f2

h

)

(1 + 2, 7qwfh)
dfh

]1/2

. (3.5.47)

Para avaliar o modelo de decaimento proposto, os resultados anaĺıticos
foram confrontados com resultados obtidos com simulação de grandes vórtices
(LES: Large Eddy Simulation) [26]. A figura 3.3 mostra a comparação da
simulação com a parametrização.

Fica claro a partir da Figura 3.3 que a parametrização representa um
decaimento, mas não reproduz adequadamente o decaimento simulado com
LES. A falha mais grave no processo de modelagem matemática foi des-
considerar a contribuição do termo de fonte de energia térmica H(k, t)
na Eq. (3.5.31). Para obter uma melhor parametrização do decaimento,
Goulart et al. [42] desenvolveram um modelo teórico com 2 itens distintos
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Figura 3.3: Evolução da ECT para a CR no ńıvel 0, 1 h. Linha sólida
representa a Eq. (3.5.45) e as cruzes são resultados obtidos com LES [26].

do que foi apresentado aqui: (i) uma parametrização para o termo H(k, t),
e (ii) usar a parametrização de Pao [62] para o termo W (k, t):

W (k, t) = Wa(k, t) + Wb(k, t). (3.5.48)

O primeiro termo da equação acima é variação da correlação de velocidade,
que é independente da existência da fonte de energia. Nesta hipótese, a
expressão sugerida é [62]

Wa(k, t) = − ∂

∂k

(
α−1ε1/3k5/4E(k, t)

)
(3.5.49)

onde α é a constante de Kolmogorov (α ≈ 1.5).
O segundo termo representa a energia convectiva da fonte térmica (grandes

vórtices) e como conseqüência Wb(k, t) é zero no subintervalo inercial (pe-
quenos vórtices). Utilizando a análise dimensional na expressão que satisfaz
tal condição pode ser descrita por

Wb(k, t) = − ∂

∂k

(
c2

w∗zi
ε2/3k1/3E(k, t)

)
(3.5.50)

onde c2 é a constante adimensional determinada a partir das condições
iniciais.

Uma expressão para o termo de produção térmica H(k, t) foi apresentada
por Goulart et al. [42]

g

T0
H(k, t) =

g

T0
H0(k)T (t), (3.5.51)
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onde T (t) é uma função adimensional [74] que descreve a dimimuição do
fluxo de calor da superf́ıcie H0(k) antes do ińıcio do decaimento da CLC.

A nova parametrização para o decaimento [42] permitiu uma boa con-
cordância com os resultados de LES (não mostrados aqui).

3.6 Crescimento da camada limite convectiva
(GCL)

As camadas limites de transição, como a camada residual e o cresci-
mento da camada limite convectiva (GCL: Growth of Convective boundary
Layer) há muito menos estudos na literatura. Se há pouco estudo para
camada residual, a literatura é muito mais escassa para o crescimento da
CLC. O primeiro estudo que tentou descrever analiticamente a evolução da
energia cinética turbulenta de uma camada limite noturna para uma CLC
foi apresentada por Campos Velho em 2003 [12]. Uma descrição mais com-
pleta de estudos do crescimento da camada limite convectiva (GCL) são
apresentados nas referências [60, 59].

Tal como foi realizado na seção anterior, o objetivo aqui também é desen-
volver uma expressão anaĺıtica para o espectro do crescimento da CLC. O
resultado é obtido com a integração da equação de evolução da ECT (3.5.31).

A hipótese de Heisenberg para representar a interação entre vórtices de
diferentes escalas (3.5.34) é empregada aqui. A viscosidade turbulenta de
Heisenberg pode ser expressa como

νI(k) = α

∫ ∞

k

√
E(k′)
k′3

dk′ . (3.6.52)

O parâmetro α é determinado experimentalmente. Entretanto, Degrazia et
al. [26] deduziram uma expressão para νI a partir da teoria de turbulência
estat́ıstica de Taylor [80]

νI = 0.038
(

Ψ
zi

)1/3 (
U

nI

)4/3

w∗ (3.6.53)

onde Ψ é a função dissipação adimensional: Ψ = εzi/w3
∗, e ε = 0.7〈e〉3/2/∆s

é a razão da dissipação [42], onde 〈e〉 é a energia cinética média na escala
de sub-grade, ∆s = (∆x,∆y, ∆z)1/3 é uma média do espaçamento espacial,
onde ∆x, ∆y é a discretização espacial horizontal e ∆z a vertical.

Stanisic [77] destaca que existem algumas objeções à teoria de Heisen-
berg. A principal objeção deve-se a suposição que os pequenos turbilhões
são estat́ısticamente independentes dos grandes turbilhões. De fato, em



44 A Camada Limite Atmosférica

algumas regiões do espectro a hipótese de Heisenberg não é verificada, prin-
cipalmente na região espectral onde a dissipação viscosa se torna apreciável
(nesta região a teoria do Heisenberg prediz E(k) ≈ k−7, que está em de-
sacordo com resultados experimentais). Entretanto, a Eq. (3.6.53) foi de-
duzida consideranado que ne << ni << nd, onde ne, nd são freqüências
representativas de vórtices que contêm energia e da dissipação, respectiva-
mente [26]. A freqüência ni pertence a região espectral cŕıtica para a teoria
de Heisenberg.

O ponto chave do modelo anaĺıtico sugerido [12] é a representação da
dependência temporal do termo de produção térmica H(k, t), modelado
como uma função de Heaviside

H(k, t) = H0(k)ϕ(t) =
{

H0(k) t ≥ 0
0 t < 0 . (3.6.54)

Substituindo as Eqs. (3.5.34) e (3.6.54) na Eq. (3.5.31) e integrando em
relação ao tempo, temos

E(k, t) = E0(k)e−k2(νI+ν)t +
H(k)

2k2(νI + ν)

[
1− e−k2(νI+ν)t

]
. (3.6.55)

Para se ter uma solução completa para a formulação da evolução do espectro,
duas questões precisam ser endereçadas: quais são as expressões para os
espectros E0(k) e H(k)? E0(k) é o espectro da camada limite antes de se
iniciar o processo convectivo, e H(k) é o espectro de uma CLC plenamente
desenvolvida.

As seções 3.2, 3.3 e 3.4 descrevem modelos espectrais 1-D para todas as
direções (x, y, z) para camadas estável, neutra e convectiva. Entretanto,
o espectro na Eq. (3.6.55) é 3-D. O espectro 3D pode ser obtido de um
espectro 1D usando uma formulação proposta por Kristensen et al. [52] (a
dedução dos principais resultados do artigo [52] é desenvolvida em detalhes
na tese de doutorado de Charles R. P. Szinvelski [79]).

Não há dados experimentais para examinar a validade do modelo teórico
(3.6.55). A idéia então é seguir na mesma direção como comentado na seção
anterior: usar dados de simulação (LES) para avaliar o resultado teórico.
Este foi o objetivo da tese de doutorado de André B. Nunes [60]. Haviam
desafios a serem vencidos, pois ninguém tinha realizado tal simulação com
LES. Foi preciso avaliar se os resultados de LES seriam razoáveis. Um dos
resultados relevantes obtidos por Nunes foi propor e analisar um experi-
mento numérico para avaliar (3.6.55).

A Figura 3.4 confronta resultados de LES e do modelo teórico (3.6.55).
Nunes et al. [59] usaram dois modelos para representar as variâncias turbu-
lentas: a parametrização de Kristensen et al. [52] (M1) e a parametrização
de Degrazia et al. [30] (M2).
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Figura 3.4: Evolução da ECT para GBL no ńıvel 0, 1 h. Linha sólida e
pontilhada representam a Eq. (3.5.45) e as cruzes são resultados obtidos
com LES [59].

Os modelos e variâncias baseados em [52] e em [30] (respectivamente:
M1 e M2) tem resultados similares em quase todos os ńıveis da GCL e
reproduzem bem os resultados de LES, exceto próximo ao topo da GCL,
onde o modelo baseado na teoria de Taylor [59] tem um desempenho muito
melhor.

3.7 Camada limite com nuvens (CLCN)

Turbulência está presente na atmosfera não somente próxima ao solo. Na
formação de nuvens, o processo de troca turbulenta é também observado.
De fato, nuvens são zonas de condensação que se formam devido a cor-
rentes de convecção na direção verical. Portanto, é razoável supor que neste
processo de deslocamento de fluido se desenvolva um escoamento turbulento
e é necessário desenvolver uma parametrização para este cenário.

Vários experimentos são realizados para a compreensão do papel das nu-
vens e de sua estrutura. Um destes experimentos é o ACE-2: 2nd Aerosol
Characterization Experiment [67], investigando diversos aspectos: trans-
porte turbulento, resfriamento radiativo, entranhamento, subsidência em
grande escala.

Baseado na teoria de Taylor, Almeida et al. [1] propuseram uma parame-
trização para a turbulência numa camada limite coberta com nuvens do tipo
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Figura 3.5: Evolução da ECT para GBL no ńıvel 0, 9 h. Linha sólida e
pontilhada representam a Eq. (3.5.45) e as cruzes são resultados obtidos
com LES [59].

stratocumulus (CLCN: Camada Limite Coberta de Nuvens) (no artigo de
Almeida et al. [1], usa-se o acrônimo, STBL: stratocumulus-topped boundary-
layer). É conhecido que este tipo de nuvem tem uma grande influência
no balanço radiativo global. Devido as suas caracteŕısticas, stratocumulus
vem merecendo uma grande atenção para a sua correta representação em
modelos meteorológicos, em especial em modelos de circulação geral (MCG)
de previsão numérica do tempo e clima.

Numa CLC, Degrazia et al. [30] mostraram que a componente vertical
da difusidade turbulenta pode ser descrita como:

Kαα =
√

π

16
σiλi . (3.7.56)

Para a componente vertical, tem-se Kzz = 0, 11σiλi, que está em boa con-
cordância com o resultado obtido por Hanna [46]: Kzz = 0, 09σiλi. Con-
tudo, é preciso uma expressão para o comprimento de onda λw. Almeida [2]
usou dados do experimento ACE-2 para ajustar a seguinte curva [2]:

λw =





3, 7z z < 0, 1h
1, 461− exp[−3, 15(z/h)]− 0, 003 exp[7, 07(z/h)] 0, 1h ≤ z ≤ 0, 6h
4, 7h exp[−2, 7(z/h)] z > 0, 6h

.

(3.7.57)
Há um ajuste adicional, que tem o objetivo de reduzir o excesso de
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difusão no topo da CLCN e evitar a dissipação da camada de nuvem na mo-
delagem. Deste modo, é assumido que λw decai exponencialmente próximo
ao topo da CLCN (acima de 0.95h), de acordo com [1]

λw,topo = λw exp
[
−37

( z

h

)
− 0, 95

]
. (3.7.58)

A Figura 3.6 mostra os dados do experimento ACE-2 e a curva ajustada
para o parâmetro λw.

Figura 3.6: Perfil vertical de λw: dados de ACE-2 são pontos discretos, o
ajuste proposto é a linha cont́ınua e λw,topo é a linha com quadrados.

Para completar a parametrização, é necessário uma expressão para σw. É
assumido que σw é proporcional a energia cinética turbulenta e, que assume
expressões distintas, próxima e longe da superf́ıcie:

σw =
{

c1
√

e z > 0, 3h[
c∗ + 1, 8(z/h)2/3(1− 0, 8(z/h)2

]√
e z ≤ 0, 3h

(3.7.59)

onde: c1 = c∗ = 2/3 [1]. Médias horárias do perfil da componente vertical da
variância σ2

w (3.7.59) são mostrados na Figura 3.7, comparando o resultado
da parametrização da variância contra dados do experimento ACE-2 [1].

A parametrização de turbulência em nuvens foi testada usando um mo-
delo simples de coluna [37]. O experimento ACE-2 ocorreu de 15 de junho
a 31 de julho de 1997 sobre o oceano Atlântico norte [67]. Almeida et
al. [1] simularam dois casos: 26 de junho de 1997 e 08 de julho de 1997.
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Figura 3.7: Variâncias médias horárias: (a) caso 26-junho-1997; (b) caso
08-julho-1997 [1].

O primeiro caso é bem mais dif́ıcil de ser simulado, pois foi uma situação
em que a estrutura do stratocumulus oscilava continuamente, possivelmente
caracterizando uma transição de stratocumulus para cumulus [1].

As figuras 3.8 e 3.9 representam os resultados da simulação com a para-
metrizações (3.7.57) e (3.7.59) para a difusividade turbulenta (3.7.56) apli-
cada ao modelo de coluna [37].

Exerćıcios

1. Demonstre a relação (3.2.6).

2. Mostre todos os cálculos da integração mostrada na Eq. (3.2.12).

3. Que tipo de camada limite se deve esperar sobre o oceano: estável,
neutra, convectiva, ou todas sempre ocorrem?
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Figura 3.8: Caso 26-junho-1997: (a) evolução temporal da distribuição
vertical do conteúdo de água da nuvem (g cm−3); (b) médias horárias do
conteúdo de água da nuvem. Triangulos e quadrados indicam médias de
observações de aviões [1].

Figura 3.9: Caso 08-julho-1997: (a) evolução temporal da distribuição ver-
tical do conteúdo de água da nuvem (g cm−3); (b) médias horárias do
conteúdo de água da nuvem. Triangulos e quadrados indicam médias de
observações de aviões [1].
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Caṕıtulo 4

Teoria de Taylor em
Modelos de Meso-escala

4.1 BRAMS: modelo atmosférico

BRAMS é o acrônimo para Brazilian Regional Atmospheric Modeling
System. Este é um modelo meteorológico originalmente pensado para si-
mular fenômenos de meso-escala e foi desenvolvido no Depto. de Ciência
Atmosférica da Colorado State University (CSU), onde recebeu o nome de
RAMS. O modelo é capaz de simular uma grande variedade de escoamen-
tos atmosféricos, podendo ser utilizado para modelar situações em escala
sinótica até fluxos turbulentos na CLP em microescala [23, 64].

Os resultados apresentados aqui foram obtidos com o uso da versão 3.21,
derivada do RAMS versão 5.04 plus. Entre as contribuiçẽs no BRAMS
versão 3.2 podem ser enumeradas as seguintes:

1. Parametrização de cumulus rasos e profundos (esquema fluxo massa
com vários fechamentos);

2. Reprodutibilidade binária (resultados numéricos independentes do número
de processadores utilizados);

3. Novos dados de 1 Km de vegetação a partor do IGBP 2.0 e IBGE/INPE
e série de dados do LEAF-3 com parâmetros observados da biomassa
da América do Sul;

1Versão do código computacional BRAMS podem ser obtidas diretamente no śıtio do
CPTEC/INPE na internet: http://www.cptec.inpe.br/brams.
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4. Processo de iniciação de umidade do solo a partir de estimativa pelo
modelo hidrológico;

5. Ciclo de assimilação operacional e procedimento de previsão;

6. Parametrização de superf́ıcie SIB2;

7. Portabilidade elevada e qualidade de software;

8. Melhoramento no desempenho seqüencial e paralelo.

O código numérico do modelo foi desenvolvido a partir do acoplamento
de dois modelos atmosféricos no ińıcio da década de 70: um modelo de
microescala e processos microf́ısicos desenvolvido pelo prof. William, e
um modelo mesoescala com influência da superfíıcie desenvolvido pelo prof.
Roger A. Pielke Sr. O modelo atmosférico parte do conjunto completo de
equações primitivas que governam o movimento da atmosfera, complemen-
tado por parametrizações de diversos processos f́ısicos. O modelo RAMS
foi desenvolvido dentro do formalismo de diferenças finitas escrito, quase
exclusivamente, em linguagem FORTRAN 90, com algumas rotinas de I/O
em linguagem C.

Uma descrição das equações para o modelo BRAMS são apresentadas
por Barbosa [5].

A codificação das rotinas descritas nas Seções 3.2, 3.3 iniciaram em
1998 [15]. Porém, a modelagem descrita na Seção 3.4 é que embasou a codi-
ficação final para incorporar a parametrização baseada na teoria de Taylor
ao modelo BRAMS. A implementação de novas rotinas de turbulência para
o BRAMS e teste desta nova parametrização foram realizadas durante a
tese de mestrado de Joice P. S. Barbosa [5].

Os resultados do novo modelo de turbulência para o BRAMS foram
comparados contra dados experimentais e dois modelos de turbulência já
residentes no BRAMS: modelo de Smagorinsky [73] e o modelo de Mellor e
Yamada citeM-Y:82. Tanto o modelo de turbulência baseado na teoria de
Taylor, como o modelo de Smagorinsky, são modelos de fechamento de 1a.
ordem. O modelo de turbulência de Mellor-Yamada é uma parametrização
de ordem 2,5 (há equações de evoluções para os fluxos turbulentos, ordem
2, além de uma equação de evolução para a energia cinética turbulenta e,
implica em aumentar a ordem de 0,5).

4.2 Resultados da simulação numérica

Os dados observacionais usados aqui foram obtidos durante o exper-
imento LBA. Este é um experimento internacional para o estudo da flo-
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resta amazônica e sua interação com a atmosfera. Este esforço cooperado
de pesquisa iniciou-se em 1992, com um estudo da CLP para a região da
Amazônia, sendo selecionadas áreas do estado de Rondônia para a pesquisa.
Nessa época, a campanha experimental foi denominada Rondonia Boundary
Layer Experiment (RBLE), no munićıpio de Ji-paraná (RO), em áreas de
floresta e pastagem, em 3 peŕıodos distintos: o RBLE1 (11 de Setembro a
3 de Outubro de 1992), observações em área de floresta somente, o RBLE2
(3 a 25 de Julho de 1993) com medidas em área de floresta e pastagem e o
RBLE3 (13 a 25 de Agosto de 1994) com medidas simultâneas em ambas
áreas de floresta e pastagem, sempre durante a época seca da região.

Em 1999, surgiu o projeto Experimento de Grande Escala de Interação
Biosfera-Atmosfera na Amazônia (em inglês: Large Scale Biosphere-Atmosphere
Experiment in Amazonia, LBA), com o objetivo principal de obter dados
para um entendimento mais sistêmico da interação da atmosfera-floresta,
para melhor compreensão dos processos climatológicos, ecológicos, hidrológicos
e da biogeoqúımica da Amazônia, dos impactos dos diferentes usos da terra
nesses processos e das interações da Amazônia com o sistema biogeof́ısico
do planeta.

Figura 4.1: Mapa do śıtio experimental da primeira campanha (WETAMC)
do Projeto LBA.

A primeira campanha atmosférica de mesoescala desse projeto, ocorreu
durante a estação chuvosa (WETAMC: Wet season Atmospheric Mesoscale
Campaign) realizada em Janeiro e Fevereiro de 1999 no Estado de Rondônia.
A Figura 4.1 mostra a área delimitada pela campanha, o śıtio experimental,
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onde foram coletados dados experimentais de radiossondas de quatro śıtios:
Rebio Jaru, Fazenda Rancho Grande, ABRACOS e Rolim de Moura. Estes
dados foram inseridos no modelo BRAMS como condição inicial, porém dos
quatros śıtios citados, dois foram escolhidos para validar as novas parame-
trizações implementadas no BRAMS.

Os dados experimentais usados para comparar o resultados das simu-
lações foram coletados da reserva do Jarú (RBio-Jaru) e na fazenda Nossa
Senhora Aparecida (ABRACOS). Uma decriação destes śıtios é feita a seguir.

Figura 4.2: Imagem de Satélite com a localização dos śıtios Rebio Jaru e
ABRACOS.

Reserva Biológica do Jarú (RBio-Jaru): A reserva possui 268.150 ha
de floresta tropical localizada entre 10o 05’ S e 10o 19’ S e 61o 35’ W e 61o

57’ W, com altitude variando de 100 a 150 m acima do ńıvel do mar. A
área pertence ao Instituto Brasileiro do Meio Ambiente (IBAMA), situa-se
em região de floresta, com árvores atingindo em média 33 metros de altura.

Fazenda Nossa Senhora Aparecida (ABRACOS 2): Localizada em
10o 45’ S e 62o 22’ W, 293 m acima do ńıvel do mar, no munićıpio de
Ouro Preto D’Oeste, a 50 Km de Ji-Paraná e com cobertura vegetal do tipo
gramı́nea (Brachiaria brizantha). A área foi desmatada em 1977, sendo
largamente desmatada num raio de 50 Km. Possui elevações próximas de
até 150 m e cerca de 12% de solo descoberto em relação a área total de
pastagem.

A Figura 4.2 mostra uma imagem de satélite indicando os śıtios da
Reserva Biológica do Jarú (ReBio-Jaru) e da Fazenda Nossa Senhora Apare-
cida (ABRACOS).

O primeiro resultado é mostrado na Figura 4.3, para simulação do calor
senśıvel e do calor latente para os três modelos de turbulência: Smagorinsky,
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Mellor-Yamada e Taylor. O calor senśıvel para o primeiro dia de simulação
(10 e 11/Fev) é completamente subestimado pelo modelo de Smagorinsky.
Os resultados com o modelo baseado na teoria de Taylor e Mellor-Yamada
tem um comportamento muito similar.

Figura 4.3: Curvas de Fluxos de (a) Calor Senśıel, (b) Calor Latente (LE)
sobre o śıtio de ABRACOS simuladas pelo BRAMS.

Há uma grande quantidade de resultados comparando as simulações com
dados coletados nos experimentos. Aqui serão mostrados somente resulta-
dos de simulação dos dias 10/Fev e 11/Fev para o śıtio ReBio-Jarú e uma
simulação para 10/Fev para śıtio ABRACOS. As simulações com diferentes
modelos de turbulência são comparados com medida de temperatura obtidas
com radiossondas.

A Figura 4.4 motra os resultados para śıtio ReBio-Jarú. A resposta
dos modelos são relativamente similares às 15Z, mas a simulação com o
modelo de Smagorinsky já apresenta uma tendência de uma menor altura
para a camada limite. Este comportamente persiste quando a simulação
evolui. Às 18Z, o modelo de Smagorinsky está próximo do perfil de dados
de observação, entretando é evidente que a altura da camada limite está
subestimada em relação os modelos de Taylor (triangulos) e Mellor-Yamada
(ćırculos). Em outra etapa da simulação (21Z), o modelo baseado em Taylor
parece representar uma média entre os resultados de Smagorinsky e Mellor-
Yamada. Finalmente, as 00Z do dia 11/Fev, os resultados obtidos com
Mellor-Yamada e Taylor são praticamente iguais até 1100 m.

A simulação sobre o śıtio de ABRACOS para o dia 10/Fev é mostrada
na Figura 4.5. Tal como ocorreu para o śıtio ReBio-Jarú, os modelos de
turbulência inicialmente apresentam a mesma resposta às 12Z. Já às 15Z,
o modelo de Smagorinsky começa a manifestar a tendência observada de
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Figura 4.4: Comparação entre os perfis atmosféricos da temperatura poten-
cial simulados pelo BRAMS com diferentes modelos de turbulência e perfis
obtidos por radiossondagem em Rebio Jarú para o dia 10/Fev às (a) 15Z,
(b) 18Z, (c) 21Z, e para o dia 11/Fev às (d) 00Z.

subestimar a espessura da camada limite, enquanto que os modelos de Tay-
lor e Mellor-Yamada praticamente fornecem o mesmo resultado. Às 18Z
há um resultado interessante: os modelos de Taylor e de Mellor-Yamada
aquecem rapidamente, enquanto que o modelo de Smagorinsky apresenta
uma inércia maior, o que leva a ter resultados mais próximo as observações.
Porém, às 21Z o modelo de Taylor responde rapidamente a um certo resfria-
mento, produzindo resultados similares aos apresentados por Smagorinsky,
enquanto que o modelo de Mellor-Yamada não consegue responder eficien-
temente ao resfriamento observado.
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Exerćıcios

1. Os meteorologistas observam diferentes escalas espaciais e temporais.
Escalas espacais podem ser classificadas como: escala sinótica, meso-
escala e escala micro-meteorológica. Cite exemplos de fenômenos at-
mosféricos para as diferentes escalas espaciais citadas.

2. Previsões meteorológicas são estipuladas para distintos peŕıodos: pre-
visão de curt́ıssimo prazo, previsão de curto e médio prazo, previsão
climática. Cite aplicações para cada tipo de previsão.

3. Se o modelo de Taylor fornece resultados similares aos do modelo de
Mellor-Yamada, porque utilizar o modelo de Taylor nas simulações?
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Figura 4.5: Comparação entre os perfis atmosféricos da temperatura poten-
cial simulados pelo BRAMS com diferentes modelos de turbulência e perfis
obtidos por radiossondagem em ABRACOS para o dia 10/Fev às (a) 12Z,
(b) 15Z, (c) 18Z e (d) 21Z.



Caṕıtulo 5

Aspectos Teóricos

5.1 Um modelo para intermitência

O conceito de intermitência foi proposto para explicar algumas dis-
crepâncias experimentais e dificuldades teóricas da teoria de turbulência de
Kolmogorov [35]. Parisi e Frisch [36] usaram uma abordagem multifractal
para modelar a intermitência, onde a hipótese de auto-similaridade de Kol-
mogorov é alterada pela hipótese de que “... o fluxo turbulento é assumido
possuir uma faixa de exponentes de escala b ∈ (bmin, bmax)”1.

A nossa abordagem até aqui tem sido apresentar um modelo de espectro
em que o máximo esteja de acordo com as observações e que no domı́nio
inercial tenha uma concordância com os resultados teóricos da turbulência,
como a lei de -5/3 de Kolmogorov. Após, o espectro ajustado é aplicado nas
relações de Taylor para obter os parâmetros da turbulência (ver Caṕıtulos
2 e 3).

Aqui vamos repetir o procedimento, mas para o domı́nio inercial do es-
pectro, vamos adotar uma forma generealizada do modelo de Kolmorogov
(K41) [35]. O valor do exponente que difere de -5/3 representa a inter-
mitência, o que implica numa nova formulação para a difusividade turbu-
lenta.

Como sugerido na Seção 3.1, o fluxo turbulento, ou tensores de Reynolds,
poderia ser representado pelo produto entre uma diffusividade turbulenta
e o gradiente da quantidade principal. Esta estratégia é conhecida como
fechamento de primeira ordem, ou teoria-K.

Na teoria de Kolmogorov, as propriedades dos fluxos turbulentos são

1“...turbulent flow is assumed to possess a range of scaling exponents b ∈
(bmin, bmax)” [35].
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estudados a partir da estat́ıstica do gradiente de velocidade:

vr(x) = v(x + r)− v(x) ,

para várias escalas r. Da formulação multifractal, a função de estrutura
Sp(r) para o domı́nio inercial (η ¿ r ¿ L) pode ser expressa como [35]

Sp(r)
vp
0

≡ 〈vp
r 〉

vp
0

∼
∫

I

dµ(b)
( r

L

)pb+3−DF (b)

, (5.1.1)

onde L e η são as escalas integrais e de Kolmogorov, 〈·〉 é o valor médio,
e DF (b) é a dimensão fractal. No domı́nio inercial, o menor expoente irá
dominar a expressão (5.1.1), e ζp = inf {pb + 3 − DF (b)} é o exponente
para o escalonamento da função de estructura, com b ∈ (bmin, bmax). A
dimensão fractal na Eq. (5.1.1) pode ser calculada por dados de simulação ou
dados experimentais (ver [35], página 145). Entretanto, algumas abordagens
anaĺıticas tem sido propostas para determinar DF (b) [4, 7, 68, 69]. Todos os
modelos anaĺıticos citados estão baseadas na termo-estat́ıstica não extensiva
de Tsallis [83].

A transformada de Fourier da função de estrutura de segunda ordem
(5.1.1) é dada por

E(k) = c2 ε2/3 k−5/3 (k/kη)2/3−ζ2 (5.1.2)

onde kη é o número de onda de um comprimento caracteŕıstico do sistema
f́ısico. Duas observações sobre a Eq. (5.1.2) devem ser destacadas. Primeiro,
o exponente ν ≡ ζ2− 2/3 define o exponente de intermitência [4]. Segundo,
a menor comprimento geométrico dentro do sistema f́ısico é representado
através do número de onda kη.

A Eq. (5.1.2) pode ser considerada como uma lei de Kolmogorov gene-
ralizada para o domı́nio inercial do espectro. Nesta equação, a restrição
geométrica no sistema é expĺıcita somente se o exponente de intermitência
ν 6= 0. Por exemplo, esta restrição poderia ser o tamanho de uma grade
produzindo turbulência [4]. Uma idéia de como isto funciona é mostrada na
Figura 5.1, obtida de uma simulação em dinâmica dos fluidos numa cavidade
2D [65, 66] para duas diferentes razões de aspecto A = altura/comprimento
(h/`). Claramente, um vórtice com diâmetro ` parece em A = 1, mas
2 grandes vórtices são formados para A = 2; mostrando a influência da
geometria sobre o escoamento.

Se a menor escala geométrica ` → ∞ não haverá formação de vórtices
e, consequentemente, a turbulência não se estabelecerá.
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Figura 5.1: Vórtices simulados para o escoamento da cavidade 2D com
diferentes razões de aspectos (A = h/`): (a) A = 1; (b) A = 2. Campos
normalizados de velocidade são mostrados para cada razão de aspecto.
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5.1.1 Difusividade turbulenta considerando intermitência

Da teoria de difusão estat́ıstica de Taylor [80], uma expressão assintótica
para grandes tempos de difusão foi desenvolvida: Eq. (2.4.27).

Como já reassaltado, o espectro tem um papel central na teoria de Tay-
lor, pois todos os parâmetros da turbulência que temos deduzido dependem
dele. Uma fórmula para o espectro pode ser calculada considerando-se um
modelo geral, como sugerido por Sorbjan [75] (ver também [30, 31]):

nSE
i (n)
u2∗

=
Afm3

(1 + B fm1)m2 . (5.1.3)

As constantes A, B são determinadas de forma que o máximo do espec-
tro coincida com o pico experimental e ajustando o modelo com o espectro
generalizado de Kolmogorov de energia cinética (5.1.2). Desta forma, uma
expressão generalizada para o espectro de energia é obtida. Entretanto,
diferentes exponentes podem ser empreagados para ajustar o modelo espec-
tral (5.1.3) com dados experimentais. Aqui vamos fixar os seguintes: para
camada convectiva (CLC): m1 = m3 = 1 and m2 = 1 + ζ2; e para camada
estável (CLE): m1 = 1 + ζ2 e m2 = m3 = 1.

Consequentemente, expressões generalizadas para o espectro de energia
normalizado para CLC e CLE são dadas respectivamente por:

Fi(n) =
1

(fm)i

( z

U

) [
1 +

f

ζ2 (fm)i

]−(1+ζ2)

(5.1.4)

Fi(n) = cζ ζ
−1/(1+ζ2)
2

(
z

ρiU

)
(fm)−1

n,i

[
1 +

1

ζ2 (fm)1+ζ2
n,i

(
f

ρi

)1+ζ2
]−1

(5.1.5)

onde cζ = [sen (π/(1 + ζ2))]/[π/(1 + ζ2)]; n = k U/2π é a relação entre o
comprimento de onda k e a freqüência n, U é a velocidade do vento principal;
f = nz/U é uma freqüência adimensional, z é a altura acima da superf́ıcie; e
ρi = (fm)i (fm)−1

n,i = [z/(λm)i] (fm)−1
n,i é uma função de estabilidade, sendo

(fm)i o valor máximo do espectro, (fm)n,i a freqüência máxima para a
estratificação neutra e (λm)i é o valor do comprimento de onda para o pico
espectral.

Das Eqs. (2.4.21), (5.1.4) e (5.1.5) são deduzidas formulações para difu-
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sividades turbulentas

Kαα =
√

π

16
σi z

(fm)i
para CLC ; (5.1.6)

Kαα =
√

π

25
σi z

(fm)i
para CLE . (5.1.7)

Consequentemente, usando expressões para (fm)i [30, 31, 74] fórmulas po-
dem ser deduzidas para difusividades turbulentas que levam em conta o
efeito da intermitência. Por exemplo, a componente vertical da difusivi-
dades turbulenta para a CLC é expressa como:

Kzz

w∗ h
= β∗

(
h

η

)ζ2/2−1/3

Ψ1/3
[
1− e−4(z/h) − 3× 10−4 e8(z/h)

]1+ζ2/2

(5.1.8)
onde β∗ =

√
π c∗/16

(
1.81+ζ2/2

)
, Ψ = ε zi/w3

∗ é a função de dissipação
molecular adimensional, com w∗ uma velocidade caracteŕıstica (velocity scal-
ing) [30], e h a altura da CLP. Para a CLE, a difusividade turbulenta vertical
é escrita como

Kzz

u∗ h
=

0.32 (1− z/h)α1/2 (z/h)
1 + 3.7 (z/Λ)

(
z

η ρw

)−1/3+ζ2/2

(5.1.9)

sendo u∗ a velocidade de fricção, α1 é uma constante experimental e Λ é o
comprimento de Monin-Obukhov local (ver Seção 3.2, Eqs. (3.2.4) e (3.2.6)).

O parâmetro η representa um comprimento characteŕıstico do sistema
f́ısico, associado ao comprimento de onda kη na Eq. (5.1.2).

A Tabela 5.1 mostra alguns valores para ζ2 considerando diferentes abor-
dagens teóricas e valores de experimentos. Uma média entre estes valores
está indicando ν = 〈ζ2〉 − 2/3 ∼ 1/30 como o exponente de intermitência.

Para CLC, a parametrização da turbulência de primeira ordem pode
ser melhorada com a inclusão de um termo de contra-gradiente. Nesta
formulação o fluxo turbulento vertical é aproximado por

w′ χ′ = −Kzz

[
∂χ

∂z
− γχ

]
(5.1.10)

sendo γχ o termo de contra-gradiente. Como destacado em artigos anteri-
ores [13]:

γχ = b
w2
∗ χ∗

σ2
w h

com : χ∗ =
1

h w∗

∫ h

0

w′ χ′ dz . (5.1.11)
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Tabela 5.1: Diferentes valores para ζ2 de várias abordagens: ver [4, 7, 69]
para estimativas teóricas e [3, 8] para resultados experimentais; e expoentes
de intermitência proposto.

Scaling Ref. [69] Ref. [4] Ref. [7] Exp-1 Exp-2
ζ2 0.72 0.69 0.68 0.71 0.70
ζ2 - 2/3 ∼ 1/20 ∼ 1/43 ∼ 1/75 ∼ 1/23 ∼ 1/30

Uma questão permanece: qual é o comprimento caracteŕıstico η para
a CLP? Se η = 1 as expressões para Kzz são aquelas apresentadas nas
referências [11, 13], se η = h a difusividade turbulenta é bem próxima a
expressão deduzida em [30]. Entretanto, pode ser sugerido que η = (λm)w, o
comprimento de onda associado aos turbilhões mais energéticos, como sendo
a menor escala de comprimento geométrico para a CLP. Consequentemente,
a expressão para Kzz neste caso é idêntica a aquela apresentada por Degrazia
et al. [30] para a CLC! Para CLE, um termo extra (fm)1/ζ2

n,m (∼ 0.331/60 ∼
0.98) aparece na expressão da difusividade turbulenta, representando um
fator de correção menor do que 2% das expressões da literatura [31].

5.2 Turbulência em cosmologia

O modelo padrão em cosmologia é um processo evolucionário, de um estado
primordial após o Big-Bang. Modelos teóricos foram concebidos para ex-
plicar a formações de estruturas de grande escala (em inglês: Large Scale
Structures, LSS), principalmente baseando-se sobre a expansão espaço-tempo,
bem como sobre o crescimento das instabilidades gravitacionais. Em geral,
quando aplicadas ao conteúdo de matéria escura, os modelos são capazes de
reproduzir a estrutura observada com simulação de N -corpos. Para o regime
não linear da evolução do Universo, no qual são encontradas primeiro nas
menores escalas (contrastes de alta densidade) e sucessivamente nas maiores
escalas, modelos puramente gravitacionais semi-anaĺıticos mostram similari-
dades com os modelos da turbulência de fluidos [72], que podem indicar uma
maneira de compreender tais propriedades. Se tal abordagem é correta, al-
guma assinatura da turbulência deve ser verificada de dados observacionais
e/ou simulados. Por exemplo, para um processo turbulento bem desen-
volvido, a distribuição de energia entre os comprimentos de onda (avaliada
pelo espectro) na região do domı́nio inercial deve seguir uma lei de potência
aproximadamente de -5/3 (ver Eq. (5.1.2), considerando ζ2 = 2/3).
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Analisando dados do Consórcio Virgo, com número de part́ıculas N =
2563 (cada part́ıcula tem massa de 6, 86 × 1010 M¯, a massa bariônica da
Via Lactea), dentro de um cubo de aresta L = 239.5 h−1 Mpc, com taxa
de expansão h = 0, 7 (h = H0/100 Km s−1); as LSS são consideradas após
uma análise de grupamento, empregando um processo de percolação [19]. A
simulação de N -corpos é realizada com o modelo Λ-CDM (Λ expressa o valor
da constante cosmológica e CDM é o acrônimo para Cold Dark Matter). As
estruturas cosmológicas não são compostas de matéria bariônica somente,
mas também por matéria escura 2. A análise de grupamento na verdade visa
identificar halos de matéria escura: esta é uma região hipotética associada
a uma galáxia, que se extende para além da fronteira viśıvel da galáxia e
compõe a maioria de sua massa.

É dif́ıcil construir espectro de energia cinética de estruturas cosmológicas.
Alternativamente, pode-se construir espectros de energia potencial gravita-
cional sob a ação da matéria escura. O cálculo é realizado considerando-se
cada halo em cascas concêntricas, onde a energia gravitacional é computada
pela interação entre uma casca e todas as demais [19]:

Uj =
1
2
Gmj

∑

i

mi

rij
(5.2.12)

onde rij é a distância entre os halos i e j. Deste modo, estima-se a energia
média de cada casca (para todos os halos) e constroi-se o espectro de en-
ergia potencial gravitacional com seus valores cumulativos. Os resultados
são apresentados na Figura 5.2 para vários redshifts 3. Erros estat́ısticos
(1/
√

N) são mostrados somente para o primeiro e o último redshifts. É uma
prática em cosmologia adotar-se o redshift como medida temporal de eras
cosmológicas. O redshift foi interpretado pelo astrônomo americano Edwin
P. Hubble como uma evidência de que as galáxias se afastam uma das out-
ras, o que implica numa expansão do Universo. A velocidade de expansão
é dada pela lei de Hubble:

v = H0 D , (5.2.13)

onde v é a velocidade das galáxias, D é a distância à galáxia e H0 é a con-
stante de Hubble. Edwin P. Hubble correlacionou redshift com a distância
das galáxias, mostrando uma proporcionalidade entre estas quantidades.

2Matéria escura: este é um conceito que surgiu na astronomia e cosmologia, um tipo
de matéria que é inferida existir a partir de efeitos gravitacionais sobre a matéria viśıvel
e sobre a radiação de fundo, mas não é detectável por radiação electromagnética emitida
ou espalhada, mais detalhes consultar: http://en.wikipedia.org/wiki/Dark matter.

3Redshift, ou o desvio para o vermelho, é um fenômeno associado ao efeito Doppler,
em que fontes de ondas em movimento produzem variações entre a freqüência observada
e freqüência emitida: z ≡ (λobs − λemit)/λemit = ∆λ/λemit.
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Figura 5.2: Espectro de energia gravitacional para halos de magnitudes
de galáxias, para as amostras de redshifts. Uma reta de inclinação -5/3 é
mostrada como uma linha sólida.

Desta forma, é posśıvel associar o redshift com as eras do cosmos. Para
redshift igual a zero, não há movimento entre as galáxias, isto significa,
seguindo a interpretação de Hubble, que estamos na era atual, a medida
que o redshift aumenta, vamos caminhando de volta ao estado primordial.

A Figura 5.2 mostra que, para todos os redshifts, os halos de magnitudes
de galáxias exibem uma distribuição de energia de acordo com o expoente
-5/3 de Kolmogorov, dentro do domı́nio de comprimento de onda no inter-
valo de 0,02 a 0,07 (15 a 50 h−1 Mpc).

Exerćıcios

1. Porque o menor expoente domina a expressão (5.1.1)?

2. Demonstre todos os passos intermediários para a dedução dos espec-
tros para a CLC e CLE com intermitência.
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3. Demonstre todos os passos para deduzir as difusividades turbulentas.

4. Um espectro com lei de potência -5/3 define a existência de uma
dinâmica turbulenta?
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Tentando entender o processo de cognição do ser humano (nossa capaci-
dade de aprendizado), esta ação deixou de ser uma reflexão para se tornar
uma verdadeira batalha das idéias. Alguns pensadores argumentavam que
o conhecimento é obtido a partir das observações. Esta é a escola do em-
pirismo. Há uma visão concorrente, argumentando que o conhecimento só
é realmente apreendido quando adquirido a partir da razão. Esta é a escola
do racionalismo1.

Acredito que no mundo das ciências exatas, mesmo na matemática, há
uma concordância de que precisamos tanto de experimentos (nossa dose de
empirismo) como de modelos teóricos (nosso viés racionalista) para desen-
volver a ciência.

Este texto é um exemplo: construir modelos de turbulências tanto a
partir de uma base emṕırica, quanto de conceitos meramente teóricos. Mas
este texto também é um exemplo de uma 3a. via de se obter conhecimento.
É o conhecimento advindo da simulação computacional. Esta é uma nova
realidade que teve ińıcio no século XX e que a matemática aplicada é uma
das disciplinas que mais se nutre desta via de se obter conhecimento. Estu-
damos casos aqui, como o crescimento da CLC, em que dados observacionais
simplesmente não estão dispońıveis e a teoria só pode ser verificada contra
resultados de simulação computacional.

O objetivo foi apresentar a teoria de Taylor e mostrar uma metodologia
de modelagem, principalmente focada ao estudo da camada limite planetária
(CLP). Vimos que a teoria de Taylor pode ser aplicada competitivamente

1O problema epistemológico vai até mais adiante, quando estabelecemos a dúvida se
existe mesmo uma realidade objetiva independente do observador (neste caso fazemos só
descobertas), ou se vemos o mundo somente sob a lente dos nossos conceitos (neste caso,
de certa forma inventamos a realidade).
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para modelos meteorológicos, gerando resultados próximos (ou até melho-
res) do que parametrizações de mais alta ordem, como Mellor-Yamada. É
de certa forma supreendente que uma parametrização de 1a. ordem possa
gerar resultados tão bons.

Um comentário, entretanto é importante: modelos de fechamento da
turbulência de 2a. ordem (ou mais alta) tem sido empregados porque são
teoricamente capazes de representar escoamentos do tipo contra-gradiente.
É posśıvel adaptar modelos de turbulência de 1a. ordem para gerar fluxos
de contra-gradiente. Este tipo de escoamento só verificado em camadas
convectivas e podem ser modelados da seguinte forma [25]

v′i χ′ = −Kαα

(
∂χ

∂αi
− γχ

)
.

Em aplicações atmosféricas, a componente vertical tem uma contribuição
significativa. A expressão apresentada por Cuijpers e Holtslag [24] para o
termo de contra-gradiente é dada por

γχ = b
w2
∗ χ∗

σ2
w h

(6.0.1)

sendo h a altura da CLP, σ2
w é a variância da velocidade vertical, w∗ é a

escala convectiva de velocidade, b é uma constante e χ∗ é uma escala de
uma quantidade média [71]

χ∗ = χ =
1
h

∫ h

0

χ(z) dz . (6.0.2)

Infelizmente, ficou de fora uma grande parte da pesquisa e de aplicações.
Não foram comentados aqui as aplicações com parametrizações para

modelos de dispersão de poluentes na atmosfera (eulerianos e lagrangianos),
que utilizam, por exemplo, a parametrização de Taylor para a escala de
decorrelação lagrangiana [29] e do emprego em parametrizações de ordem 2
ou superior. Além das aplicações na parametrização de termos dos modelos
diretos, há aplicações na área de problemas inversos, que ocupa um lugar
central na modelagem atual [14, 70], como a busca de métodos para a des-
crição dos ciclos bio-geoqúımicos dos gases minoritários da atmosfera, em
particular o ciclo do CO2 [32, 51].

As camadas limites de transição são hoje o maior desafio de modelagem
da CLP. Não foi mostrado aqui, mas quando se tem modelos de espectros,
é sempre posśıvel deduzir expressões para difusividades turbulentas para
camadas de transição (CR e GCL) [40]. Além disso, muitos das parame-
trizações apresentadas, ainda não estão codificadas e prontas para inserção
em códigos numéricos.
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No caso de nuvens, foi mostrada uma metodologia promissora, mas há
muito a ser feito (nuvens cumulus-nimbus e cirrus, são só dois exemplos).

Finalmente, a teoria de Taylor foi uma ferramenta útil para endereçar
questões teóricas, como a parametrização da intermitência [13, 11] e também
poderá ser útil em aplicações como evolução cosmológica.
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Turbulenta”, Tese de Doutorado, PROMEC, UFRGS, Porto Alegre
(RS), 1992.

[19] C. A. Caretta, R. R. Rosa, H. F. Campos Velho, F. M. Ramos, M.
Makler, Evidence of turbulence-like universality in the formation of
galaxy-sized dark matter haloes, Astronomy and Astrophysics, 487
(2008), 445-451.

[20] J.G. Charney, R. Fjörtoft, J. von Neumann, Numerical integration of
the barotropic vorticity equation, Tellus, 2 (1950), 237-254.



Bibliografia 75

[21] S. J. Caughey, S. G. Palmer, Some aspects of turbulence structure
throught the depth of the convective boundary layer, Journal of Royal
Meteorological Society, 105 (1979), 811-827.

[22] S. J. Caughey, J. C. Wyngaard, J. C. Kaimal, Turbulence in the
Evolving Stable BoundaryLayer, Journal of Atmospheric Sciencies,
36 1979, 1041-1052.

[23] W. R. Cotton, R. A. Pielke Sr., R. L. Walko, G. E. Liston, C. J.
Tremback, H. Jiang, R. L. McAnelly, J. Y. Harrington, M. E. Nicholls,
G. G. Carrio, J. P. McFadden, RAMS 2001: Current status and future
direction, Meteorology and Atmospheric Physics, 82 (2003), 5-29.

[24] J. W. M. Cuijpers, A. A. M. Holtslag, Impact of skewness and nonlocal
effects on scalar and boundancy fluxes in convective boundary layers.
Jounal of Atmospheric Science, 55 (1998), 151-162.

[25] J. Deardorff, The counter-gradient heat flux in the lower atmosphere
and in the laboratory. Journal of Atmospheric Science, 23 (1966),
503-506.

[26] G. A. Degrazia, A. Goulart, D. Anfossi, H. F. de Campos Velho, P.
A. Lukaszcyk, A model based on Heisenberg’s theory for the eddy dif-
fusivity in decaying turbulence applied to the residual layer. Il Nuovo
Cimento, 26C (2003), 39-51.

[27] G. A Degrazia, D. Anfossi, J. C. Carvalho, C. Mangia, T. Tirabassi,
H. F. Campos Velho, Turbulence parameterization for PBL disper-
sion models in all stability conditions. Atmospheric Environment, 34
(2000), 3575-3583.

[28] G. A. Degrazia, J. P. Lukaszczyk, D. Anfossi, H. F. Campos Velho,
Universality of the Lagrangian velocity structure function constant:
the Landau objection. Anais da Academia Brasileira de Ciências, 71
(1999), 351-359.

[29] G. A. Degrazia, D. Anfossi, H. F. Campos Velho, E. Ferrero, A La-
grangian decorrelation time scale for nonhomogeneous turbulence.
Boundary-Layer Meteorology, 86 (1998), 525-534.

[30] G. A. Degrazia, H. F. Campos Velho, J. C. Carvalho, Nonlocal ex-
change coefficients for the convective boundary layer derived from
spectral properties. Beiträge zur Physic der Atmosphäre (Contribu-
tions to Atmospheric Physics), 70 (1997), 57-64.



76

[31] G. A. Degrazia, O. L. L. Moraes, A Model for Eddy Diffusivity in
a Stable Boundary Layer, Boundary Layer Meteorology, 58 (1992),
205-214.

[32] I. G. Enting, “Inverse Problems in Atmospheric Constituent Trans-
port”. Cambridge: University Press, 2002.

[33] A. O. Fortuna, “Técnicas Computacionais para Dinâmica dos Fluidos:
Conceitos Básicos e Aplicações”, EDUSP, 2000.

[34] T. Foken, 50 Years of the Monin-Obukhov Similarity Theory,
Boundary-Layer Meteorology, 119 (2006), 431-447.

[35] U. Frisch, “Turbulence: The Legacy of A. N. Kolmogorov”, Cam-
bridge University Press, 1996.

[36] G. Parisi, U. Frisch, On the singularity structure of fully developed
turbulence, in Turbulence and Predictability in Geophysical Fluid
Dynamics (Eds. M. Ghil, R. Benzi, G. Parisi). Proceedings of the
International School of Physics “Enrico Fermi” (1983), 84-87, North-
Holland, 1985.

[37] J.-C. Golaz, “Development of a single-column model for simulating
precipitating stratocumulus clouds”. M.Sc. thesis. Atmospheric Sci-
ence, Paper No. 638, Colorado State University, Dep. of Atmospheric
Science, Fort Collins, CO 80523, 1997.

[38] R. N. Goldstein, “Incompletude: A Prova e o Paradoxo De Kurt
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3. Modelos Matemáticos e Métodos Numéricos em Águas Subterrâneas
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1 - “Modelagem matemática do comportamento elétrico de neurônios
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18. Introdução à Construção de Modelos de Otimização Linear e Inteira

Socorro Rangel



85

19. Observar e Pensar, antes de Modelar

Flavio Shigeo Yamamoto, Sérgio Alves, Edson P. Marques Filho,

Amauri P. de Oliveira

20. Frações Cont́ınuas: Propriedades e Aplicações

Eliana Xavier Linhares de Andrade, Cleonice Fátima Bracciali

21. Uma Introdução à Teoria de Códigos
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