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São José do Rio Preto, SP, Brasil
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Agradecimentos
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2.2 Passeio Aleatório Quântico Discreto . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Algoritmo de Grover e sua Generalização 39

3.1 Algoritmo de Grover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1.1 Análise através de Operadores de Reflexão . . . . . . 42

3.1.2 Análise através da Decomposição Espectral . . . . . . 46

3.1.3 Comparação entre as Análises . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Otimalidade do Algoritmo de Grover . . . . . . . . . . . . . . 49

3.3 Busca com Elementos Repetidos . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.3.1 Análise através de Operadores de Reflexão . . . . . . 56

3.3.2 Análise através da Decomposição Espectral . . . . . . 57

7



8
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Prefácio

No presente contexto da Computação Quântica, sabe-se que o computador
quântico tem um enorme potencial para problemas de busca, seja em banco
de dados, seja em situações mais gerais, tendo impacto em qualquer pro-
blema que requer busca exaustiva. O algoritmo de Grover, primeiro de uma
série de algoritmos quânticos de busca, foi altamente inovador por introduzir
a técnica de amplificação de amplitude essencial para uma grande variedade
de algoritmos. Apresentamos o algoritmo de Grover sob uma visão moderna
útil para comparação com outros algoritmos de busca.

Com exceção do algoritmo de Grover, os algoritmos de busca são basea-
dos em passeios quânticos. Boa parte do material deste livro se dedica aos
passeios quânticos. Apresentamos inicialmente o modelo padrão baseado
em uma moeda junto com um operador de deslocamento. Escolhemos dois
grafos para uma análise mais detalhada: a reta (malha unidimensional)
e o hipercubo. Descrevemos um modelo alternativo, proposto por Mario
Szegedy, que permitiu definir o tempo de alcance quântico de maneira na-
tural. Apresentamos em detalhes esse modelo no grafo completo. Diversos
exerćıcios foram propostos para um bom entendimento da teoria.

A área de algoritmos quânticos tem como base a Mecânica Quântica que,
por sua vez, usa extensamente a Álgebra Linear. Para minimizar a quanti-
dade de pré-requisitos, apresentamos os prinćıpios da Mecânica Quântica em
um caṕıtulo inicial e resumimos as principais definições e fatos da Álgebra
Linear relevantes ao contexto em um apêndice. As sugestões de leitura, ao
final de cada caṕıtulo, podem ajudar muito a criar uma base para a leitura
deste livro.

Comentários, sugestões e correções podem ser enviadas ao autor pelo
e-mail portugal@lncc.br.

Petrópolis, 19 de abril de 2010.

Renato Portugal
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Caṕıtulo 1

Mecânica Quântica

É imposśıvel fazer um resumo da Mecânica Quântica em poucas páginas.
Como o objetivo deste livro é descrever algoritmos quânticos, limitare-
mos aos prinćıpios da Mecânica Quântica e a descrevê-los como “regras
do jogo”. Suponha que você jogue Damas há muitos anos e domine diversas
estratégias, mas você não conhece Xadrez. Suponha agora que alguém lhe
descreva as regras do Xadrez. Em pouco tempo, você estará jogando um
novo jogo. Certamente não estará dominando diversas estratégias do Xa-
drez, porém terá condições de jogar. Este caṕıtulo tem um objetivo similar.
Os postulados de uma teoria são como as regras do jogo. Se desrespeitarmos
as regras, estaremos fora do jogo.

Na melhor das hipóteses, podemos nos concentrar em quatro postulados.
O primeiro descreve a arena onde o jogo se passa. O segundo descreve a
dinâmica do processo. O terceiro descreve como devemos fazer a composição
de vários sistemas. O quarto descreve o processo da medição f́ısica. Todos
esses postulados são descritos em termos da Álgebra Linear. É fundamental
ter um conhecimento sólido dos resultados básicos dessa área. Além disso, o
postulado dos sistemas compostos usa o conceito de produto tensorial, que
é uma forma de combinar dois espaços vetoriais para construir um espaço
vetorial maior. Também é importante estar familiarizado com esse conceito.

1.1 Espaço de Estados

O estado de um sistema f́ısico descreve suas caracteŕısticas f́ısicas em um
determinado instante. Usualmente descrevemos uma parte das posśıveis ca-
racteŕısticas, que o sistema pode ter, pois, do contrário, os problemas f́ısicos
ficariam muito complexos. Por exemplo, o estado de rotação de uma bola
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de bilhar pode ser caracterizado por um vetor no espaço R3. Nesse exemplo,
não levaremos em consideração a velocidade linear da bola de bilhar, sua
cor ou qualquer outra caracteŕıstica, que não esteja diretamente relacionada
a sua rotação. O estado de rotação é totalmente caracterizado pelo eixo,
pelo sentido e pela intensidade. Com três números reais caracterizamos o
estado de rotação. Basta dar as componentes de um vetor, cuja direção ca-
racteriza o eixo de rotação, cujo sentido caracteriza para qual lado a bola de
bilhar está girando e cujo comprimento caracteriza a velocidade de rotação.
Na F́ısica Clássica, a direção do eixo de rotação pode variar continuamente
assim como a intensidade de rotação.

Será que um elétron, considerado uma part́ıcula elementar, isto é, não
constitúıdo de outras part́ıculas menores, gira como uma bola de bilhar? A
melhor maneira de responder a isto é fazendo experiências concretas para
verificar se o elétron, de fato, gira e se obedece às leis da F́ısica Clássica.
Como o elétron tem carga, sua rotação produziria campos magnéticos, que
poderiam ser medidos. Experiências desse tipo foram feitas, no ińıcio da
Mecânica Quântica, com feixes de átomos de prata, depois com feixes de
átomos de hidrogênio e, hoje em dia, elas são feitas com part́ıculas individu-
ais, sejam elétrons, sejam fótons. Tais resultados são efetivamente diferentes
do que é previsto pelas leis da F́ısica Clássica.

No caso do elétron, podemos enviá-lo através de um campo magnético na
direção vertical (direção z), conforme o esquema da Fig. 1.1. Os posśıveis
resultados estão mostrados na figura. Ou o elétron bate no anteparo no
ponto A ou no ponto B. Jamais encontramos o elétron no ponto O, que
indica ausência de rotação. Essa experiência mostra que o spin do elétron só
admite dois valores: spin para cima e spin para baixo, ambos com a mesma
intensidade de “rotação”. Esse resultado é bem diferente do clássico, já que
a direção do eixo de rotação é quantizada, admitindo somente dois valores.
A intensidade de rotação também é quantizada.

A Mecânica Quântica descreve o spin do elétron como um vetor unitário
no espaço de Hilbert C2. O “spin para cima” é descrito pelo vetor

|0〉 =

(
1
0

)

e “spin para baixo” pelo vetor

|1〉 =

(
0
1

)
.

Isso parece um paradoxo, pois os vetores |0〉 e |1〉 são ortogonais. Por que
associar vetores ortogonais a “spin para cima” e “spin para baixo”? No
espaço R3, se somarmos “spin para cima” com “spin para baixo” obtemos
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Z
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B

O

Figura 1.1: Desenho esquemático de um dispositivo experimental para medir
o estado de rotação de um elétron. O elétron é enviado a uma velocidade
fixa por um campo magnético na direção vertical. Ele bate em A ou B
dependendo do sentido da rotação (spin). A distância dos pontos A e B ao
ponto O depende da velocidade de rotação do elétron. Os resultados destas
experiências são bem diferentes do que esperamos classicamente.

uma part́ıcula parada sem rotação, pois a soma de dois vetores opostos de
comprimentos iguais dá o vetor nulo, que descreve ausência de rotação. No
mundo clássico, não é posśıvel uma bola de bilhar girar tanto para um lado
como para o outro ao mesmo tempo. Temos duas situações excludentes.
Vale a lógica do terceiro exclúıdo. A noção de “spin para cima” ou “spin
para baixo” se refere ao R3, porém a Mecânica Quântica também descreve
o comportamento do elétron antes da observação, isto é, antes de entrar no
campo magnético, que visa a determinar seu estado de rotação.

Se o elétron não entrou no campo magnético e se ele está isolado do meio
macroscópico ao redor, seu estado de spin é descrito por um combinação
linear dos vetores |0〉 e |1〉, da seguinte forma

|ψ〉 = a0 |0〉 + a1 |1〉 , (1.1.1)

onde os coeficientes a0 e a1 são números complexos, que satisfazem ao
v́ınculo

|a0|2 + |a1|2 = 1. (1.1.2)

Como os vetores |0〉 e |1〉 são ortogonais, a soma não dá o vetor nulo.
As possibilidades excludentes classicamente coexistem quanticamente. Essa
coexistência é destrúıda quando tentamos observá-la usando o dispositivo
da Fig. 1.1.
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1.1.1 Postulado do Espaço de Estados

Um sistema f́ısico isolado tem associado um espaço de Hilbert, chamado de
espaço de estados. O estado do sistema é totalmente descrito por um vetor
unitário, chamado de vetor de estado, nesse espaço de Hilbert.

Observações

1. O postulado do espaço de estados não nos diz qual é o espaço de Hilbert,
que devemos usar para um dado sistema f́ısico. Em geral, não é simples
determinar a dimensão do espaço de Hilbert do sistema. No exemplo do
spin do elétron, vimos que devemos usar o espaço de Hilbert de dimensão 2,
porque só há duas possibilidades resultantes de um experimento para deter-
minar o spin vertical do elétron. Sistemas f́ısicos mais complexos admitem
mais possibilidades, que podem ser um número infinito.

2. Um sistema está isolado se ele não influencia e não sofre influência da
parte externa a ele. Em prinćıpio, o sistema não precisa ser diminuto, porém
é mais fácil isolar os sistemas pequenos com poucos átomos. Na prática,
só conseguimos sistemas aproximadamente isolados, logo, o postulado do
espaço de estados é uma idealização.

1.2 Evolução Unitária

O objetivo da F́ısica não é simplesmente descrever o estado de um sistema
f́ısico em um determinado instante. O objetivo principal é determinar qual
é o estado deste sistema no futuro. A teoria permite fazer previsões que
podem ser confirmadas ou falseadas por experimentos f́ısicos. Isso é equi-
valente a determinar quais são as leis dinâmicas a que o sistema obedece.
Usualmente, tais leis são descritas por equações diferenciais. Elas governam
a evolução temporal do sistema.

1.2.1 Postulado da Evolução

A evolução temporal de um sistema quântico fechado é descrita por uma
transformação unitária. Se o estado do sistema quântico no instante t1 é
descrito pelo vetor |ψ1〉, então o estado do sistema |ψ2〉 no instante t2 está
relacionado a |ψ1〉 por um operador unitário U , que depende apenas de t1
e t2 da seguinte forma

|ψ2〉 = U |ψ1〉 . (1.2.3)
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Observações

1. A ação de um operador unitário sobre um vetor preserva sua norma.
Portanto se |ψ〉 é um vetor unitário, U |ψ〉 também o será.

2. Um algoritmo quântico consiste em uma prescrição de uma sequência de
operadores unitários aplicados a uma condição inicial da forma

|ψn〉 = Un · · ·U1 |ψ1〉 .

O estado |ψn〉 é medido retornando o resultado do algoritmo.

3. O postulado da evolução pode ser colocado sob a forma de uma equação
diferencial, chamada equação de Schrödinger. Essa equação fornece um
método para se obter o operador U uma vez dado o contexto f́ısico em
questão. O objetivo da F́ısica é descrever a dinâmica de sistemas f́ısicos,
por isso, a equação de Schrödinger tem um papel fundamental. O objetivo
da Ciência da Computação é analisar e implementar algoritmos, logo, o
cientista da computação quer saber se é posśıvel implementar de alguma
forma um operador unitário previamente escolhido. A forma da Eq. (1.2.3)
é conveniente para a área de algoritmos quânticos.

1.3 Sistemas Compostos

O espaço de estados de um sistema composto é o produto tensorial dos
espaços de estados dos componentes. Se |ψ1〉 , · · · , |ψn〉 descrevem os esta-
dos de n sistemas quânticos isoladamente, o estado do sistema composto é
|ψ1〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉.

Um exemplo de sistema composto é a memória de um computador
quântico de n qubits. Usualmente, a memória é dividida em conjunto de
qubits, chamado de registradores. O espaço de estados da memória do com-
putador é o produto tensorial dos espaços de estados dos registradores que,
por sua vez, são obtidos pelo produto tensorial repetido do espaço de Hilbert
C2 de cada qubit.

O espaço de estados da memória de um computador quântico de 2 qubits
é C4 = C2⊗C2. Portanto, qualquer vetor unitário de C4 representa o estado
quântico de 2 qubits. Por exemplo, o vetor

|0, 0〉 =




1
0
0
0


 , (1.3.4)
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que pode ser escrito como |0〉⊗ |0〉, representa o estado de 2 elétrons ambos
com spin para cima. Interpretação análoga se aplica a |0, 1〉, |1, 0〉 e |1, 1〉.
Considere agora o vetor unitário de C4 dado por

|ψ〉 =
|0, 0〉 + |1, 1〉√

2
. (1.3.5)

Qual é o estado de spin de cada elétron nesse caso? Para responder a essa
pergunta, temos que fatorar |ψ〉 da seguinte forma:

|0, 0〉 + |1, 1〉√
2

=
(
a |0〉 + b |1〉

)
⊗
(
c |0〉 + d |1〉

)
. (1.3.6)

Podemos expandir o lado direito e igualar os coeficientes montando um
sistema de equações para achar a, b, c e d. O estado do primeiro qubit será
a |0〉 + b |1〉 e do segundo c |0〉 + d |1〉. Porém, há um problema: o sistema
de equações não tem solução, ou seja, não existem coeficientes a, b, c e d,
que satisfaçam à Eq. (1.3.6). Todo estado de um sistema composto que
não pode ser fatorado é chamado de emaranhado. Esses estados são bem
definidos quando olhamos o sistema composto como um todo, porém não
podemos atribuir estados para as partes.

1.4 Processo de Medida

Em geral, medir um sistema quântico que se encontra no estado |ψ〉 visa a
obter informações clássicas a respeito desse estado. Na prática, a medida é
feita no laboratório usando instrumentos como lasers, magnetos, escalas e
cronômetros. Na teoria, descrevemos o processo matematicamente de modo
que haja correspondência com o que ocorre na prática. Medir um sistema
f́ısico que se encontra em um estado desconhecido, em geral, perturba esse
estado de forma irreverśıvel. Não tem como recuperar ou conhecer o estado
antes da execução da medida. Se o estado não foi perturbado, então não
foi posśıvel obter qualquer informação sobre ele. Matematicamente, a per-
turbação é descrita por um projetor. Se esse projetor for sobre um espaço
unidimensional, então diz-se que o estado quântico projetor e passa a ser
descrito pelo vetor unitário pertencente ao espaço unidimensional. No caso
geral, a projeção é sobre um espaço vetorial de dimensão maior que 1, e
assim, diz-se que o colapso é parcial ou, no caso extremo, não há alteração
no estado quântico do sistema.



Mecânica Quântica 17

1.4.1 Postulado da Medida

Uma medida projetiva é descrita por um operador hermitiano O, chamado
de observável, no espaço de estados do sistema, que está sendo medido. O
observável O tem uma representação diagonal

O =
∑

λ

λPλ, (1.4.7)

onde Pλ é o projetor no auto-espaço de O associado ao autovalor λ. Os
posśıveis resultados da medida correspondem aos autovalores λ do observável.
Se o estado do sistema no momento da medida for |ψ〉, a probabilidade de
se obter o resultado λ será

pλ = 〈ψ|Pλ |ψ〉 . (1.4.8)

Se o resultado da medida for λ, o estado do sistema quântico imediatamente
após a medida será

1√
pλ

Pλ |ψ〉 . (1.4.9)

Observações

1. Existe uma correspondência entre a disposição f́ısica do aparato de me-
dida em um laboratório de F́ısica e o observável O. Quando um f́ısico
experimental faz a medição de um sistema quântico, ele obtém números
reais como resultado. Esses números correspondem aos autovalores λ do
operador hermitiano O.

2. Os estados |ψ〉 e eiφ |ψ〉 têm a mesma estat́ıstica de medida, isto é,
a mesma distribuição de probabilidades pλ quando medidos pelo mesmo
observável O. O termo eiφ multiplicando um estado quântico é chamado de
fase global.

1.4.2 Medida na Base Computacional

A base computacional do espaço C2 é o conjunto
{
|0〉 , |1〉

}
. No caso parti-

cular de um qubit, o observável da medida na base computacional é a matriz
de Pauli Z, cuja decomposição espectral é

Z = (+1)P+1 + (−1)P−1, (1.4.10)

onde P+1 = |0〉 〈0| e P−1 = |1〉 〈1|. Os posśıveis resultados da medida
são ±1. Se o estado do qubit é dado pela Eq. (1.1.1), as probabilidades
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associadas aos posśıveis resultados são

p+1 = |a0|2, (1.4.11)

p−1 = |a1|2 (1.4.12)

e os estados associados logo após a medida serão |0〉 e |1〉, respectivamente.
A rigor, cada um desses estados têm uma fase global que pode ser descar-
tada. Note que

p+1 + p−1 = 1,

pois o estado |ψ〉 é unitário.
Antes de generalizar para n qubits, é interessante re-analisar o processo

de medida de 1 qubit com outro observável dado por

O =
1∑

k=0

k |k〉 〈k| . (1.4.13)

Como os autovalores de O são 0 e 1, toda a análise anterior se mantém
se substituirmos +1 por 0 e −1 por 1. Com esse observável, existe uma
correlação direta entre o resultado da medida e o estado final do qubit. Se
o resultado for 0, o estado após a medida será |0〉. Se o resultado for 1, o
estado após a medida será |1〉.

A base computacional de n qubits na notação decimal é o conjunto
{
|0〉 ,

· · · , |2n − 1〉
}
. A medida na base computacional é feita com o observável

O =

2n−1∑

k=0

k Pk. (1.4.14)

onde Pk = |k〉 〈k|. Um estado genérico de n qubits é dado por

|ψ〉 =

2n−1∑

k=0

ak |k〉 , (1.4.15)

onde as amplitudes ak satisfazem ao v́ınculo
∑

k

|ak|2 = 1. (1.4.16)

A medida tem como resultado um valor inteiro k no intervalo 0 ≤ k ≤ 2n−1
com a distribuição de probabilidades dada por

pk =
〈
ψ
∣∣Pk

∣∣ψ
〉

=
∣∣ 〈k
∣∣ψ
〉 ∣∣2

= |ak|2. (1.4.17)
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A Eq. (1.4.16) garante que a soma das probabilidades dê 1. O estado dos n
qubits imediatamente após a medida é

Pk |ψ〉√
pk

≃ |k〉 . (1.4.18)

O resultado da medida especifica em qual vetor da base computacional
o estado |ψ〉 foi projetado. O resultado não fornece o valor do coeficiente
ak, isto é, de nenhuma das 2n amplitudes ak, que descrevem o estado |ψ〉.
Suponha que queiramos encontrar o número k como resultado de um algo-
ritmo. Esse resultado deverá estar codificado como um dos vetores da base
computacional, gerador do espaço vetorial, a que o estado |ψ〉 pertence. Não
é conveniente, em prinćıpio, que o resultado em si esteja associado a uma
das amplitudes. Se o resultado desejado for um número real não inteiro,
então os k d́ıgitos mais significativos deverão ser codificados como um ve-
tor da base computacional. Após uma medida, temos chance de obter uma
aproximação para k. Repetindo, as amplitudes do estado quântico em um
algoritmo estão associadas às probabilidades de se obter um resultado e o
número que especifica um ket, por exemplo o número k de |k〉, é um posśıvel
resultado do algoritmo.

A descrição do processo de medida usando o observável (1.4.14) é equi-
valente a medidas simultâneas ou em cascata dos qubits com o observável
Z. Os posśıveis resultados da medida com Z são ±1. Medidas simultâneas
ou em cascata de n qubits resultam numa sequência de n componentes ±1.
Por exemplo, para n = 3 qubits podemos ter (−1,+1,+1). A relação de
um resultado da medida desse tipo, como o que foi descrito anteriormente, é
obtida substituindo-se cada resultado +1 por 0 e −1 por 1. Teremos, então,
um número binário que pode ser convertido para base decimal fornecendo
um dos valores k. No caso do exemplo com o resultado (−1,+1,+1), obte-
mos 100, que corresponde ao número 4. O estado, logo após a medida, será
dado pela aplicação do projetor

P−1,+1,+1 = |1〉 〈1| ⊗ |0〉 〈0| ⊗ |0〉 〈0|
= |1, 0, 0〉 〈1, 0, 0| (1.4.19)

no estado do sistema de 3 qubits seguido da renormalização. A renorma-
lização, nesse caso, equivale a substituir o coeficiente por 1. O estado após a
medida será |1, 0, 0〉. Portanto, numa medida usando a base computacional,
seja com o observável (1.4.14), seja como operadores Z, podemos falar que
o resultado foi |1, 0, 0〉, pois automaticamente sabemos que os autovalores
de Z em questão são (−1,+1,+1).

Uma medida simultânea com n observáveis Z não é equivalente a uma
medida com o observável Z⊗· · ·⊗Z. A medida com esse último observável
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retorna um único valor, que pode ser +1 ou −1, enquanto que com n ob-
serváveis Z, simultaneamente ou não, temos n valores ±1. A medida em
cascata é feita com os observáveis Z ⊗ I ⊗ · · · I, I ⊗ Z ⊗ · · · I, e assim por
diante. Usualmente, empregamos uma notação mais compacta, Z1, Z2, su-
cessivamente, onde Z1 quer dizer que o observável Z foi usado para o qubit
1 e o operador identidade para os qubits restantes.

1.4.3 Medida Parcial na Base Computacional

Suponha que o estado de 2 qubits é dado por

|ψ〉 =
3

5
√

2
|0, 0〉 − 3 i

5
√

2
|0, 1〉 +

2
√

2

5
|1, 0〉 − 2

√
2 i

5
|1, 1〉 . (1.4.20)

Pelo método descrito na seção anterior, conclúımos que a probabilidade
de obtermos o resultado |0, 0〉 após uma medida do estado |ψ〉 na base
computacional é 9/50.

O termo medida na base computacional de n qubits subentende uma me-
dida de todos os qubits. No entanto, existe a possibilidade de uma medida
parcial, ou seja, medir uma parte dos qubits, cada um com o observável Z
em cascata ou simultaneamente. O resultado, nesse caso, não é necessaria-
mente um estado da base computacional. Por exemplo, medindo apenas o
segundo qubit do estado |ψ〉 da Eq. (1.4.20) podemos obter o resultado 0
com probabilidade 1/2 ou 1 também com probabilidade 1/2. No primeiro
caso, o estado logo após a medida será

(
3

5
|0〉 +

4

5
|1〉
)
⊗ |0〉

e no segundo caso, o estado será

(
3

5
|0〉 +

4

5
|1〉
)
⊗ |1〉 .

Somente os qubits que sofreram a medição são projetados na base compu-
tacional.

Se tivermos um sistema composto dos subsistemas A e B, uma medida
parcial do sistema B será feita com um observável da forma IA ⊗OB , onde
IA é o operador identidade do sistema A e OB é um observável do sistema
B. Fisicamente, isso quer dizer que o aparato de medida interagiu apenas
com o subsistema B.

Se tivermos um registrador de m qubits junto com um registrador de
n qubits, poderemos representar a base computacional na forma compacta
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{
|i, j〉 : 0 ≤ i ≤ 2m − 1, 0 ≤ j ≤ 2n − 1

}
, onde tanto i como j estarão

representados na base decimal. Um estado genérico será representado por

|ψ〉 =

2m−1∑

i=0

2n−1∑

j=0

aij |i, j〉 . (1.4.21)

Suponha que meçamos todos os qubits do segundo registrador, a probabili-
dade de se obter o valor 0 ≤ k ≤ 2n − 1 é

pk = 〈ψ| (I ⊗ Pk) |ψ〉

=
2m−1∑

i=0

|aik|2 . (1.4.22)

O conjunto
{
p1, · · · , p2n−1

}
é uma distribuição de probabilidades, que sa-

tisfaz a
2n−1∑

k=0

pk = 1. (1.4.23)

Se o resultado da medida for k, o estado logo após será

1√
pk

(I ⊗ Pk) |ψ〉 =
1√
pk

(
2m−1∑

i=0

aik |i〉
)
|k〉 . (1.4.24)

Exerćıcio 1.1. Como o resultado de uma medida do estado |ψ〉 com o
observável O obedece a uma distribuição de probabilidades, podemos definir
o valor esperado da medida como

〈O〉 =
∑

λ

pλ λ,

e o desvio padrão como

∆O =
√
〈O2〉 − 〈O〉2.

Mostre que 〈O〉 = 〈ψ|O |ψ〉 .

Exerćıcio 1.2. Suponha que o estado de um qubit seja |1〉.

1. Se uma medida é feita com o observável X, qual é o valor médio de
X e qual é o desvio padrão?

2. Se uma medida é feita com o observável Z, qual é o valor médio de
X e qual é o desvio padrão?
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Sugestões para Leitura

A quantidade de bons livros de Mecânica Quântica é muito grande. Para
um contato inicial, sugerimos as Refs. [21, 52, 55]; para uma abordagem
mais completa sugerimos a Ref. [15]; para quem está interessado apenas
na aplicação da Mecânica Quântica na Computação Quântica, sugerimos
as Refs. [49, 54, 44]; para uma abordagem mais conceitual, sugerimos as
Refs. [51, 16].



Caṕıtulo 2

Introdução ao Conceito de

Passeio Quântico

Uma das técnicas mais promissoras para o desenvolvimento de algoritmos
quânticos é a área de passeios quânticos. Essa técnica se diferencia das
técnicas usadas em algoritmos algébricos, onde a transformada de Fourier
é o ingrediente principal. Algoritmos baseados em passeios quânticos usam
a técnica de amplificação de amplitude que foi introduzida no algoritmo de
Grover. Porém, é posśıvel ir além do algoritmo de Grover em termos de
eficiência. O melhor algoritmo para resolver o problema de determinar se
um conjunto tem todos elementos distintos ou não se baseia em passeios
quânticos. Quando usamos o algoritmo de Grover para resolver esse pro-
blema, a solução é menos eficiente.

Antes de descrever a área de passeios quânticos, faremos uma breve re-
visão da área de passeios aleatórios clássicos com foco na velocidade de
espalhamento da distribuição de probabilidades. Depois, vamos comparar a
velocidade de espalhamento clássica com a quântica. Veremos que a proba-
bilidade de encontrar a part́ıcula longe da origem é maior no caso quântico.
Esse fato é a principal arma que torna os algoritmos baseados em passeios
quânticos mais rápidos do que os baseados em passeios aleatórios clássicos.

2.1 Passeio Aleatório Clássico

2.1.1 Passeio Aleatório na Reta

O exemplo mais simples de passeio aleatório clássico é o movimento de
uma part́ıcula sobre uma reta, cuja direção é determinada por uma moeda
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não-viciada. Joga-se a moeda, se der coroa, a part́ıcula dá um salto de
uma unidade para direita, se der cara, dá um salto de uma unidade para a
esquerda. Esse processo é repetido a cada unidade de tempo. Como esse
processo é probabiĺıstico, não podemos saber com certeza onde estará a
part́ıcula em um instante posterior, porém podemos calcular a probabilidade
p dela estar em um determinado ponto n no instante de tempo inteiro t.
Suponha que a part́ıcula esteja na origem no instante t = 0, então p(t =
0, n = 0) = 1, como mostra a tabela da Fig. 2.1. No instante t = 1, a
part́ıcula pode estar em n = −1 com probabilidade 1/2 e em n = 1 com
probabilidade 1/2. A probabilidade dela ocupar a posição n = 0 passa a
ser zero. Seguindo esse racioćınio, podemos confirmar as probabilidades
descritas na tabela da Fig. 2.1.

@@t
n -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

0 1
1 1

2
1
2

2 1
4

1
2

1
4

3 1
8

3
8

3
8

1
8

4 1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

5 1
32

5
32

5
16

5
16

5
32

1
32

Figura 2.1: Probabilidade da part́ıcula estar na posição n no instante t,
supondo que ela começa o passeio aleatório na origem. A probabilidade é
zero nas células vazias.

Um termo genérico dessa tabela é dado por

p(t, n) =
1

2t

(
t

t+n
2

)
, (2.1.1)

onde
(
a
b

)
= a!

(a−b)!b! . Essa equação é válida somente se t+ n for par e n ≤ t.

Se t + n for ı́mpar ou n > t, a probabilidade é zero. Para t fixo, p(t, n) é
uma distribuição binomial. Para valores relativamente grandes de t fixos,
a probabilidade em função de n tem uma curva caracteŕıstica. Na Fig. 2.2
mostramos três dessas curvas para t = 72, t = 180 e t = 450. A rigor, as
curvas são envoltórias da distribuição de pontos, pois a probabilidade é zero
para valores ı́mpares de n quando t é par. Outra maneira de interpretar
as curvas da figura é com a soma p(t, n) + p(t + 1, n), ou seja, temos duas
distribuições superpostas.

Podemos ver na Fig. 2.2 que a altura do ponto central da curva diminui
em função do tempo enquanto a largura aumenta. É natural perguntar
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Figura 2.2: Distribuição de probabilidades do passeio aleatório clássico em
uma malha unidimensional para t = 72, t = 180 e t = 450.

qual é a velocidade de espalhamento da distribuição de probabilidades. É
importante determinar a que distância podemos encontrar a part́ıcula da
origem a medida que o tempo passa. A velocidade de espalhamento é uma
grandeza estat́ıstica que captura essa ideia.

Uma forma de responder a essa pergunta é calculando o desvio padrão do
espaço percorrido segundo a distribuição de probabilidades p, pois o desvio
padrão é uma medida do espalhamento de uma distribuição de probabilida-
des. Como o valor médio de n é

〈n〉 =
∞∑

n=−∞
n p(t, n)

= 0, (2.1.2)

segue que o desvio padrão é

√
〈n2〉 − 〈n〉2 =

√√√√
∞∑

n=−∞
n2 p(t, n)

=
√
t . (2.1.3)

Uma segunda forma de responder à pergunta é convertendo a distri-
buição binomial para uma expressão mais fácil de se lidar analiticamente.
Substituindo a expressão binomial em termos do fatorial na Eq. (2.1.1) e



26 Introdução aos Passeios Quânticos

usando a aproximação de Stirling para valores grandes de t, a distribuição
de probabilidades do passeio aleatório pode ser aproximada pela expressão

p (t, n) ≈ 2√
2π t

e−
n2

2t . (2.1.4)

Para t fixo e sem o fator 2 no numerador, essa função é chamada de distri-
buição Gaussiana ou normal. A largura da distribuição normal é definida
como a metade da distância entre os pontos de inflexão. Igualando a deri-
vada segunda ∂2p/∂n2 a zero, obtemos a largura

√
t. A velocidade esperada

é a derivada temporal. Como estamos lidando com distribuições de proba-
bilidades, o melhor que podemos fazer é usar grandezas médias.

Exerćıcio 2.1. O objetivo deste exerćıcio é obter a Eq. (2.1.1). Primeiro
mostre que, no instante t, o número total de posśıveis caminhos da part́ıcula
é 2t. No instante t a part́ıcula se encontra na posição n. Suponha que a
part́ıcula deu a passos para direita e b passos para a esquerda. Encontre a
e b em função de t e n. Agora concentre-se nos passos para a direita. De
quantas maneiras a part́ıcula pode dar a passos para a direita em t unidades
de tempo? Ou, equivalentemente, temos t objetos, de quantas maneiras
podemos selecionar a objetos? Mostre que a probabilidade da part́ıcula estar
na posição n é dada pela Eq. (2.1.1).

Exerćıcio 2.2. O objetivo deste exerćıcio é orientar o cálculo do somatório
da Eq. (2.1.3). Renomeie o ı́ndice mudo do somatório para obter uma soma
finita iniciando em n = 0 e correndo apenas para valores pares de n quando
t for par e correndo apenas para valores ı́mpares de n quando t for ı́mpar.
Use as identidades

t∑

n=0

(
t

n

)
= 2t,

t∑

n=0

n

(
t

n

)
= t2t−1,

t∑

n=0

n2

(
t

n

)
= t(t+ 1)2t−2

e simplifique o resultado para mostrar que

∞∑

n=−∞
n2 p(t, n) = t.

2.1.2 Cadeia de Markov Clássica Discreta

Uma cadeia de Markov clássica é um processo estocástico que assume valo-
res em um conjunto discreto e obedece à seguinte propriedade: o próximo
estado da cadeia depende apenas do estado atual, isto é, não é influenciado
pelos estados passados. A cadeia de Markov pode ser vista como um grafo
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direcionado onde os estados são representados pelos vértices e as arestas
direcionadas indicam quais são os posśıveis próximos estados. O próximo
estado é decidido de forma aleatória. Note que o conjunto de estados é
discreto, mas a evolução temporal pode ser discreta ou cont́ınua. Portanto,
o termo discreto ou cont́ınuo do nome dessa área se refere apenas ao tempo.

Vamos começar descrevendo as cadeias de Markov clássicas discretas, ou
seja, cadeias com a variável temporal discreta. A cada instante, a cadeia de
Markov tem uma distribuição de probabilidades associada, que é o conjunto
das probabilidades do caminhante estar nos estados ou vértices. Podemos
descrever a distribuição de probabilidades com um vetor. Para isso, devemos
escolher uma ordenação dos estados. Seja Γ(X,E) um grafo com o conjunto
de vértices X = {x1, · · · , xn} (|X | = n) e conjunto das arestas E. A
distribuição de probabilidades é descrita por um vetor da forma



p1(t)

...
pn(t)


 ,

onde p1(t) é a probabilidade do caminhante estar no vértice x1 no instante
t. Analogamente para as outras componentes. Se o processo começa com
o caminhante no primeiro vértice, temos que p1(0) = 1 e pi(0) = 0 para
i = 2, · · · , n. Em uma cadeia de Markov, não podemos descrever onde o
caminhante estará precisamente no futuro, porém, podemos determinar sua
distribuição de probabilidades uma vez conhecida a matriz de transição M ,
também denominada matriz de probabilidades ou matriz estocástica.

Se a distribuição de probabilidades for conhecida no instante t, podere-
mos obter a distribuição no instante t+ 1 através da fórmula

pi(t+ 1) =

n∑

j=1

Mi j pj(t). (2.1.5)

Para garantir que pi(t+ 1) seja uma distribuição de probabilidade, isto é,
pi ≥ 0, ∀i e

∑
i pi = 1, a matriz M deve satisfazer às seguintes propriedades.

As componentes de M devem ser números reais não-negativos e a soma das
componentes de qualquer coluna de M deve ser igual a 1. Na forma vetorial
temos

~p(t+ 1) = M ~p(t). (2.1.6)

Como a matriz fica a esquerda, essa versão é chamada matriz estocástica à
esquerda. Existe uma descrição correspondente que usa o vetor de proba-
bilidades na forma transposta (vetor-linha) e a matriz fica a direita. Neste
caso, a soma das componentes de cada linha deve dar 1.



28 Introdução aos Passeios Quânticos

A componente Mij da matriz estocástica é a probabilidade do cami-
nhante, que está no vértice xi, ir para o vértice xj . O caso mais simples é
quando o grafo é não-direcionado e

Mij =
1

di

,

onde di é o grau ou valência do vértice xi. Se não houver uma aresta de xi

para xj , então Mij = 0. Neste caso, o caminhante vai para um dos vértices
adjacentes e a probabilidade de transição é a mesma para todos eles.

Vamos tomar o grafo completo com n vértices como exemplo. Todos os
vértices estão ligados entre si por arestas não-direcionadas. Portanto, o grau
de cada vértice é 1/(n− 1). Os vértices não têm laços, portanto Mi i = 0,
∀i. A matriz estocástica é

M =
1

n− 1




0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0



. (2.1.7)

Se a condição inicial for um caminhante localizado no primeiro vértice, as
distribuições de probabilidades nos primeiros instantes serão

~p(0) =




1
0
...
0


 , ~p(1) =

1

n− 1




0
1
...
1


 , ~p(2) =

1

(n− 1)2




n− 1
n− 2

...
n− 2


 .

A distribuição de probabilidades em um instante qualquer é

~p(t) =




fn(t− 1)
fn(t)

...
fn(t)


 , (2.1.8)

onde a função fn(t) é

fn(t) =
1

n

(
1 − 1

(1 − n)t

)
. (2.1.9)

Observe que, quando t→ ∞, a distribuição de probabilidades tende para a
distribuição uniforme, que é a distribuição limite deste grafo.
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Como motivação para a próxima seção, vamos fazer algumas observações
sobre a estrutura dinâmica das cadeias de Markov discretas. A Eq. (2.1.6)
é uma equação recursiva que pode ser resolvida e escrita como

~p(t) = M t ~p(0), (2.1.10)

onde ~p(0) é a condição inicial. A matriz M governa um passo da evolução.
As aplicações sucessivas geram a distribuição de probabilidades em qual-
quer instante. Esta descrição dinâmica é mais geral do que a descrição
determińıstica. Em um processo determińıstico, apenas uma possibilidade
evolui com o tempo. Portanto, não temos um vetor de posições nem uma
matriz de evolução. A posição é um escalar cuja dinâmica é descrita por
uma função do tempo. No caso estocástico, temos que considerar todas as
evoluções posśıveis e descrevê-las em uma estrutura matricial. Porém, sabe-
mos que apenas uma possibilidade de fato ocorre em uma situação concreta.
A estrutura matricial da evolução estocástica será usada na próxima seção
para descrever a evolução quântica. No entanto, a interpretação f́ısica do
que acontece no ńıvel f́ısico concreto é nitidamente diferente do processo
estocástico, pois, no caso quântico, não está correto afirmar que apenas
uma das possibilidades ocorre. Do ponto de vista matemático, a mudança
radical ocorre porque a matriz de evolução não é aplicada diretamente na
distribuição de probabilidades e as componentes da matriz não precisam ser
números reais positivos. No caso quântico, as componentes podem ser nega-
tivas ou complexas e a matriz de evolução é aplicada no vetor das amplitudes
de probabilidades.

Exerćıcio 2.3. O objetivo desse exerćıcio é obter a expressão (2.1.8). Por
inspeção da matriz estocástica do grafo completo, mostre que p2 = p3 =
· · · = pn e p1(t + 1) = p2(t). Como a soma das componentes do vetor
de probabilidades deve dar 1, mostre que p2(t) satisfaz à seguinte equação
recursiva

p2(t) =
1 − p2(t− 1)

n− 1
.

Usando a condição de parada p2(0) = 0, resolva a equação recursiva e mostre
que p2(t) é dado por fn(t), como na Eq. (2.1.9).

2.2 Passeio Aleatório Quântico Discreto

A construção dos modelos quânticos e suas equações usualmente é feita por
um processo chamado de quantização. As variáveis momentum e energia
são substitúıdas por operadores em um espaço de Hilbert, cuja dimensão
depende dos graus de liberdade do sistema f́ısico. Descrevemos o estado
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do sistema quântico por um vetor no espaço de Hilbert e a evolução do
sistema é governada por uma operação unitária se o sistema estiver total-
mente isolado de interações com o mundo macroscópico ao redor. Se o
sistema for composto por mais de uma componente, o espaço de Hilbert
será o produto tensorial dos espaços de Hilbert das componentes. Como
a evolução do sistema quântico é unitária, não há nenhum espaço para
fenômenos randômicos. Portanto, em prinćıpio, o nome passeio aleatório
quântico é contraditório. Na literatura, o termo passeio quântico tem sido
mais usado, porém sistemas quânticos, que não estão totalmente isolados do
ambiente, podem ter aleatoriedade. Além disso, em algum momento vamos
medir o sistema quântico para obter informações sobre ele. Neste momento,
ocorre um processo que envolve uma distribuição de probabilidades.

O primeiro modelo de quantização de passeios aleatórios clássicos que
vamos discutir é o modelo a tempo discreto ou simplesmente modelo discreto.
A posição n do caminhante deve ser, no caso quântico, um vetor em um
espaço de Hilbert HP de dimensão infinita, cuja base computacional é

{
|n〉 :

n ∈ Z
}
. A evolução do passeio deve depender de uma “moeda” quântica.

Se a moeda der “coroa” e o caminhante está descrito pelo vetor |n〉, ele
deve passar a ser descrito por |n+ 1〉. Caso dê “cara”, será descrito por
|n− 1〉. Como introduzir essa “moeda” no esquema? Podemos pensar em
termos f́ısicos. Suponha que um elétron seja o caminhante “aleatório” sobre
uma malha unidimensional, o estado do elétron será descrito não só pela
sua posição na malha, mas também pelo valor do seu spin, que poderá
assumir dois valores: spin para cima ou spin para baixo. Assim, podemos
condicionar a direção do movimento ao valor do spin. Se o elétron estiver na
posição |n〉 e seu spin estiver para cima, ele deverá ir para |n+ 1〉 mantendo
o mesmo valor de spin. Analogamente, quando seu spin estiver para baixo,
ele deverá ir para |n− 1〉. O espaço de Hilbert do sistema conjunto deve
ser H = HM ⊗HP , onde HM é o espaço de Hilbert bidimensional associado
a “moeda” cuja base computacional é

{
|0〉 , |1〉

}
. Podemos agora definir a

“moeda” como qualquer matriz C de dimensão 2 × 2 unitária (C vem do
termo coin operator), que atua em vetores no espaço de Hilbert HM .

O deslocamento de |n〉 para |n+ 1〉 ou para |n− 1〉 deve ser descrito
por um operador unitário, chamado operador de deslocamento S (S vem do
termo shift operator). Ele deve operar da seguinte forma

S |0〉 |n〉 = |0〉 |n+ 1〉 , (2.2.11)

S |1〉 |n〉 = |1〉 |n− 1〉 . (2.2.12)

Conhecendo-se a atuação de S na base computacional de H, temos uma
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descrição completa desse operador linear. Portanto, podemos deduzir que

S = |0〉 〈0| ⊗
∞∑

n=−∞
|n+ 1〉 〈n| + |1〉 〈1| ⊗

∞∑

n=−∞
|n− 1〉 〈n| . (2.2.13)

Podemos re-obter Eqs. (2.2.11) e (2.2.12) aplicando S na base computacio-
nal.

No ińıcio do passeio quântico, devemos aplicar o operador moeda C no
estado inicial, que é análogo ao papel de jogar a moeda no caso clássico.
Isso produz uma rotação no estado da moeda. Se a moeda estiver descrita
inicialmente por um dos estados da base computacional, o resultado poderá
ser uma superposição de estados. Cada termo dessa superposição irá gerar
um deslocamento em uma direção. Gostaŕıamos de escolher uma moeda
não viciada de modo que gere um passeio simétrico em torno da origem.
Vamos tomar o estado inicial com a part́ıcula localizada na origem |n = 0〉
e o valor da moeda com spin para cima |0〉. Assim

|ψ(0)〉 = |0〉 |n = 0〉 , (2.2.14)

onde |ψ(0)〉 denota o estado no instante inicial e |ψ(t)〉 denota o estado do
passeio quântico no instante t.

A moeda mais usada para passeios quânticos unidimensionais é o ope-
rador de Hadamard

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
. (2.2.15)

Um passo consiste na aplicação de H no estado da moeda, ou seja, na
aplicação de H ⊗ I, onde I é o operador identidade do espaço de Hilbert
HP seguido da aplicação do operador de deslocamento S.

|0〉 ⊗ |0〉 H⊗I−→ |0〉 + |1〉√
2

⊗ |0〉

S−→ 1√
2

(
|0〉 ⊗ |1〉 + |1〉 ⊗ |−1〉

)
. (2.2.16)

O resultado é uma superposição da part́ıcula tanto na posição n = 1 como
na posição n = −1. Podemos ver que a moeda H é não-viciada pois a
amplitude da parte que foi para a direita é igual a amplitude da parte que foi
para esquerda. A superposição de direções é consequência da superposição
produzida pelo operador moeda.

Qual é o próximo passo? No caso quântico, precisamos medir o estado
(2.2.16) para saber qual é a posição da part́ıcula. Se medirmos usando a base
computacional de HP , teremos 50% de chance de encontrarmos a part́ıcula
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na posição n = 1 e 50% de chance de encontrarmos na posição n = −1. Tal
resultado é igual ao primeiro passo do passeio aleatório clássico. Se repetir-
mos o mesmo procedimento sucessivamente, isto é, aplicarmos o operador
moeda e, em seguida, aplicarmos o operador de deslocamento e, logo após,
medirmos usando a base computacional, re-obteremos o passeio aleatório
clássico. Nosso objetivo é usar fenômenos quânticos para obter resultados
novos, que não poderão ser obtidos no contexto clássico. Quando medimos a
posição da part́ıcula após o primeiro passo, destrúımos as correlações entre
diferentes posições, que são t́ıpicas de sistemas quânticos. Se não medir-
mos e aplicarmos sucessivamente o operador moeda seguido do operador de
deslocamento, as correlações quânticas entre diferentes posições podem ter
interferência construtiva ou destrutiva, gerando um comportamento efeti-
vamente diferente do contexto clássico, caracteŕıstico de passeios quânticos.
Veremos que a distribuição de probabilidades não tende à distribuição nor-
mal e que o desvio padrão não é

√
t.

O passeio quântico consiste na aplicação do operador unitário

U = S (H ⊗ I), (2.2.17)

um certo número de vezes sem medições intermediárias. Um passo consiste
em aplicar U uma vez, que é equivalente a aplicar o operador moeda seguido
do operador de deslocamento. No passo seguinte, aplicamos U novamente
sem medições intermediárias. No instante t, o estado do passeio quântico é
dado por

|ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉 . (2.2.18)

Vamos calcular os passos iniciais explicitamente para comparar com o pas-
seio aleatório clássico. Tomaremos a condição inicial da Eq. (2.2.14). O
primeiro passo será igual ao da Eq. (2.2.16). O segundo passo pode ser
calculado através da fórmula |ψ(2)〉 = U |ψ(1)〉 e assim por diante.

|ψ(1)〉 =
1√
2

(
|1〉 |−1〉 + |0〉 |1〉

)

|ψ(2)〉 =
1

2

(
− |1〉 |−2〉 + (|0〉 + |1〉) |0〉 + |0〉 |2〉

)
(2.2.19)

|ψ(3)〉 =
1

2
√

2

(
|1〉 |−3〉 − |0〉 |−1〉 + (2 |0〉 + |1〉) |1〉 + |0〉 |3〉

)

Esses poucos passos iniciais já mostram que o passeio quântico difere do
passeio randômico clássico em vários aspectos. Usamos uma moeda não
viciada, porém o estado |ψ(3)〉 não é simétrico em relação a origem. A
tabela da Fig. 2.3 mostra a distribuição de probabilidades até o quinto
passo, sem medições intermediárias. Além de ser assimétrica, a distribuição
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de probabilidades não é concentrada nos pontos centrais. A comparação
com a tabela da Fig. 2.1 mostra isso.
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Figura 2.3: Probabilidade de encontrar a part́ıcula quântica na posição n
no instante t, supondo que ela começa o passeio quântico na origem com a
moeda na posição “coroa”.

Gostaŕıamos de encontrar a distribuição de probabilidades para um
número de passos bem maior que 5. No entanto, o método de cálculo que
estamos usando é trabalhoso demais para ser feito manualmente. Vamos
supor que nosso objetivo seja calcular p(100, n), isto é, a distribuição de
probabilidades no centésimo passo. Primeiro temos que calcular |ψ(100)〉.
Podemos seguir três caminhos para fazer uma implementação computacio-
nal.

O primeiro caminho é calcular explicitamente a matriz U . Temos que
calcular o produto tensorial H ⊗ I segundo a fórmula do Apêndice A. O
produto tensorial também é necessário para a obtenção da representação
matricial do operador de deslocamento conforme definido na Eq. (2.2.13).
Esses operadores atuam em vetores de um espaço vetorial infinito, no en-
tanto, o número de componentes não-nulas é finito. Portanto, essas matrizes
devem ter dimensões um pouco maior que 200 × 200. Após calcular U , de-
vemos calcular o produto matricial de U100 com a condição inicial |ψ(0)〉
escrita como um vetor coluna com um número de componentes compat́ıvel.
O resultado é |ψ(100)〉 e, finalmente, podemos calcular a distribuição de
probabilidades.

O segundo caminho usa uma fórmula recursiva obtida da seguinte forma:
o estado genérico do passeio quântico pode ser escrito pela combinação linear
da base computacional como

|ψ(t)〉 =
∞∑

n=−∞

(
An(t) |0〉 +Bn(t) |1〉

)
|n〉 , (2.2.20)
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onde os coeficientes satisfazem ao v́ınculo

∞∑

n=−∞
|An(t)|2 + |Bn(t)|2 = 1, (2.2.21)

garantindo que |ψ(t)〉 tenha norma igual a 1 em todos os passos. Através de
uma aplicação de H ⊗ I seguido do operador de deslocamento na expressão
(2.2.20), podemos obter fórmulas recursivas envolvendo os coeficientes A e
B, que são dadas por

An(t+ 1) =
An−1(t) +Bn−1(t)√

2
,

Bn(t+ 1) =
An+1(t) −Bn+1(t)√

2
.

Usando as condições iniciais

An(0) =

{
1, se n = 0;
0, caso contrário,

Bn(0) = 0 podemos calcular a distribuição de probabilidades através da
fórmula

p(t, n) = |An(t)|2 + |Bn(t)|2 . (2.2.22)

O terceiro caminho é fazer o download do programa QWalk da página
http://qubit.lncc.br/qwalk e seguir as instruções de como escolher a
condição inicial e o operador moeda adequados.

Usando qualquer um desses caminhos obtemos o gráfico da Fig. 2.4
para a distribuição de probabilidades após 100 passos. Semelhante ao caso
clássico, ignoramos os valores nulos da probabilidade. Para t = 100, todos
os valores ı́mpares de n têm probabilidade nula. A assimetria da distribuição
de probabilidades é evidente. A probabilidade de encontrar a part́ıcula do
lado direito da origem é maior do que do lado esquerdo. Em particular, para
n em torno de 100/

√
2 a probabilidade é bem maior do que na origem. Esse

fato não é exclusivo do valor t = 100. Ele é válido para qualquer valor de
t. Isso sugere um comportamento baĺıstico do passeio quântico. A part́ıcula
pode ser encontrada longe da origem como se tivesse executando um movi-
mento uniforme para direita. É natural perguntar se esse comportamento
se manteria caso a distribuição fosse simétrica em torno da origem.

Para obtermos uma distribuição simétrica, é necessário entender porque
o exemplo anterior tem a tendência de ir mais para a direita. A moeda H
introduz um sinal negativo quando aplicada no estado |1〉. Isso faz com que
haja mais cancelamento de termos, cujo valor da moeda é descrito por |1〉
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Figura 2.4: Distribuição de probabilidades após 100 passos de um passeio
quântico com a moeda de Hadamard iniciando a partir da condição ini-
cial |ψ(0)〉 = |0〉 |n = 0〉. Os pontos onde a probabilidade são nulas foram
exclúıdos (n ı́mpares).

do que termos com a moeda em |0〉. Como o estado |0〉 induz movimento
para a direita e |1〉 para a esquerda, o efeito final é a assimetria. Podemos
confirmar essa análise, calculando o passeio quântico resultante da condição
inicial

|ψ(0)〉 = − |1〉 |n = 0〉 .
Nesse caso, o número de termos negativo será maior do que os positivos
e haverá mais cancelamento de termos com o estado da moeda em |0〉. O
resultado final é o espelho da distribuição da Fig. 2.4 em relação ao eixo
vertical. Para obtermos uma distribuição simétrica, é preciso sobrepor os
passeios quânticos resultantes dessas duas condições iniciais. O problema é
um cancelamento fora de controle antes do cálculo da distribuição de proba-
bilidades e, portanto, não temos a garantia de uma distribuição simétrica.
Outra opção é multiplicar a segunda condição inicial pelo número complexo
imaginário i e somar com a primeira condição inicial da seguinte forma

|ψ(0)〉 =
|0〉 − i |1〉√

2
|n = 0〉 . (2.2.23)

As componentes da moeda de Hadamard são reais. Portanto, os termos
com a unidade imaginária não são convertidos em termos sem a unidade
imaginária e vice-versa. Desse modo, não haverá cancelamento de nenhum
termo do passeio dominante para direita com termos do passeio dominante
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para a esquerda. No cálculo final, as distribuições de probabilidade se so-
mam. De fato, o resultado é o gráfico da Fig. 2.5.

Figura 2.5: Distribuição de probabilidades após 100 passos de um passeio
quântico com a moeda de Hadamard iniciando com a condição inicial dada
pela Eq. (2.2.23).

Se a distribuição de probabilidades do passeio quântico for simétrica,
o valor esperado da posição será zero, isto é, 〈n〉 = 0. A questão agora é
determinar como o desvio padrão σ(t) se comporta em função do tempo. A
fórmula do desvio padrão da posição é

σ(t) =

√√√√
∞∑

n=−∞
n2 p(t, n), (2.2.24)

onde p(t, n) é a distribuição de probabilidades do passeio quântico com
a condição inicial dada pela Eq. (2.2.23). O cálculo anaĺıtico é bastante
elaborado e será feito em outro caṕıtulo. No momento, vamos calcular
numericamente o somatório da Eq. (2.2.24). Os gráficos da Fig. 2.6 mostram
o desvio padrão em função do tempo tanto para o passeio quântico (pontos
em forma de cruz) quanto para o passeio aleatório clássico (pontos em forma
de ćırculo). Mostramos apenas os tempos pares para não sobrecarregar os
gráficos. No caso clássico, temos σ(t) =

√
t. No caso quântico, obtemos

nitidamente uma reta cuja inclinação é em torno de 0.54, isto é, σ(t) = 0.54 t.

A dependência linear do desvio padrão com o tempo é impressionante.
Considere a situação extrema. Suponha que a part́ıcula tenha probabilidade
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Figura 2.6: Desvio padrão da posição do passeio quântico (ponto-cruz) e do
passeio aleatório clássico (ćırculos) em função do tempo.

exatamente igual a 1 de ir para a direita. No instante t, ela será encontrada
com certeza na posição n = t. Esse movimento é chamado de baĺıstico.
É o movimento de uma part́ıcula livre com velocidade unitária. O desvio
padrão, nesse caso, é obtido substituindo p(t, n) por δt n na Eq. (2.2.24). O
resultado é σ(t) = t. O passeio quântico é baĺıstico, porém a velocidade
de afastamento da part́ıcula é quase a metade da velocidade da part́ıcula
livre. Contudo, no caso quântico, a part́ıcula poderá ser encontrada tanto
à direita da origem quanto à esquerda de forma randômica, caracterizando
um passeio aleatório. A distribuição de probabilidades quântica é espalhada
no intervalo

[
− t/

√
2, t/

√
2
]
, enquanto que a distribuição clássica é uma

Gaussiana concentrada na origem.

Exerćıcio 2.4. Calcule os estados |ψ(4)〉 e |ψ(5)〉 continuação dos estados
das Eqs. (2.2.19) e verifique que a distribuição de probabilidades coincide
com a descrita na tabela da Fig. 2.3.

Sugestões para Leitura

Passeios aleatórios clássicos foram apresentados em inúmeros livros. Tra-
tamentos bastante completos podem ser encontrados nas Refs. [19, 27, 28].
As fórmulas de somatório de expressões binomiais usadas no Exerćıcio 2.2
podem ser deduzidas pelos métodos apresentados na Ref. [20] ou podem ser
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encontradas na Ref. [11]. A aproximação de Stirling pode ser encontrada
na Ref. [19].

O problema de determinar se um conjunto tem todos elementos distintos
foi resolvido usando passeios quânticos na Ref. [6]. Uma boa referência
para um contato inicial com a área de passeios quânticos é o artigo de
revisão da Julia Kempe [31], de grande repercução. A noção de passeios
aleatórios quânticos foi introduzida na Ref. [3] com o objetivo de apresentar
novos fenômenos quânticos nitidamente diferentes dos clássicos. A Ref. [18]
foi também bastante inovadora quando introduziu o conceito de passeio
quântico a tempo cont́ınuo. A aplicação desses novos conceitos para a área
de algoritmos foi fortemente influenciada por essa referência. A análise de
passeios quânticos na reta foi feita na Ref. [48]. A Ref. [1] promoveu um
forte avanço na área de passeios quânticos em grafos. O programa QWalk
está descrito na Ref. [43].



Caṕıtulo 3

Algoritmo de Grover e sua

Generalização

O algoritmo de Grover é um algoritmo de busca inicialmente idealizado para
procurar um elemento em um banco de dados não-ordenado. Se o conteúdo
de um banco de dados for armazenado de forma aleatória, o único método
dispońıvel para encontrar um elemento espećıfico é uma busca exaustiva.
Usualmente, esse não é o melhor método de usar bancos de dados, princi-
palmente se ele for consultado diversas vezes. É melhor ordenar o conteúdo,
tarefa custosa, mas feita uma única vez. No contexto quântico, armazenar
dados em superposição ou emaranhados por um peŕıodo longo não é uma
tarefa fácil. Por essas razões, vamos apresentar o algoritmo de Grover de
outra forma, tornando mais evidente sua grande aplicabilidade.

Na sequência, vamos mostrar que o algoritmo de Grover é ótimo, isto é,
não é posśıvel melhorar a complexidade computacional. Depois, trataremos
da generalização do algoritmo de Grover para buscas em bancos de dados
com elementos repetidos.

3.1 Algoritmo de Grover

Suponha que f é uma função cujo domı́nio é
{
0, · · · , N − 1

}
onde N = 2n

para algum inteiro positivo n e cuja imagem é

f(x) =

{
1, se x = x0;
0, caso contrário.

(3.1.1)

Ou seja, a imagem da função f só é 1 para um único ponto x0, para todos
os outros pontos a imagem é 0. Suponha que tenhamos a função f a nossa
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disposição. Podemos avaliar f em qualquer ponto do domı́nio, mas não
conhecemos o ponto x0. O problema é encontrar o ponto do domı́nio cuja
imagem é 1, isto é, encontrar x0. Esse é um problema de busca cuja relação
com busca em banco de dados é evidente.

Qual é a complexidade computacional do melhor algoritmo clássico que
resolve esse problema? Nesse problema em particular, o parâmetro usado
para medir a complexidade é o número de vezes que a função f foi usada.
Já que não conhecemos nenhuma equação para a função f nem qualquer
detalhe da sua implementação, só nos resta uma busca exaustiva pelo ponto
x0. Consequentemente, a complexidade de tempo do algoritmo clássico é
Ω(N). A função f é chamada de oráculo ou caixa-preta. Avaliar a função
em um ponto também é referido como uma consulta ao oráculo. O ponto
x0 também é chamado de elemento marcado.

Uma maneira concreta de descrever esse problema é pedir a um pro-
gramador que escolha aleatoriamente o ponto x0 e implemente a função f
usando uma linguagem de programação em um computador clássico com
um único processador. Ele deve compilar o programa de forma a não ter-
mos acesso direto ao valor de x0. Conhecemos o domı́nio da função que
obedece à seguinte “promessa”: apenas um ponto do domı́nio tem imagem
1, todos os outros pontos tem imagem 0. Um programa que resolve esse
problema está descrito no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Algoritmo de Busca Clássico

for x = 0 to N − 1 do
if f(x) = 1 then

print x
stop

Qual é a complexidade computacional do melhor algoritmo quântico que
resolve o mesmo problema? O algoritmo de Grover encontra x0 usando⌊

π
4

√
N
⌋

consultas a função f . Esse é o algoritmo ótimo. Há um ga-

nho quadrático na complexidade computacional na passagem do contexto
clássico para o quântico. Como podemos colocar de maneira concreta esse
problema? Podemos fazer um programa quântico equivalente ao Algo-
ritmo 1?

No contexto quântico, devemos escolher um operador unitário que faça
o papel da função f . Existe um método padrão de construir um operador
unitário que implemente uma função. O computador quântico deve ter dois
registradores. O primeiro registrador armazena os pontos do domı́nio e o
segundo armazena os pontos da imagem da função f . A descrição completa
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do operador, que chamaremos de Rf , na base computacional é

Rf |x〉 |i〉 = |x〉 |i⊕ f(x)〉 , (3.1.2)

onde a operação ⊕ é a soma binária, ou xor bit-a-bit. O método padrão é:
repetir o valor de x por questões de reversibilidade e fazer a soma binária
da imagem de x com o valor do segundo registrador. Qualquer que seja a
função f , o operador resultante será unitário.

Para a função f dada pela Eq. (3.1.1), o primeiro registrador deve ter n
qubits e o segundo deve ter 1 qubit. Se o estado do segundo registrador for
|0〉, podemos ver que Rf é similar à avaliação da função f :

Rf |x〉 |0〉 =

{
|x0〉 |1〉 , se x = x0;
|x〉 |0〉 , caso contrário.

(3.1.3)

Agora pedimos a um programador quântico que implemente Rf . Ele
vai usar uma porta Toffoli generalizada. Por exemplo, se ele tiver em mãos
x0 = 5, o circuito da Fig. 3.1 implementará Rf para n = 3. Note que o
estado do segundo registrador só mudará de |0〉 para |1〉 se a entrada do
primeiro registrador for 5, caso contrário permanecerá no estado |0〉.

|1〉 • |1〉

|0〉 ����	
� |0〉

|1〉 • |1〉

|0〉 �������� |1〉

Figura 3.1: Circuito do operador Rf no caso x0 = 5. O valor de x0 de-
termina quais bits de controle devem ser brancos e quais devem ser pretos.
Apenas o programador quântico sabe onde estão os controles pretos e bran-
cos.

Não podemos ver os detalhes da implementação de Rf , porém podemos
usar esse operador tantas vezes quanto desejarmos. Qual é o algoritmo que
determina x0 usando Rf o menor número de vezes?

O algoritmo de Grover usa um segundo operador definido por

RD =
(
2 |D〉 〈D| − IN

)
⊗ I2, (3.1.4)

onde |D〉 é o estado diagonal do primeiro registrador (ver Apêndice). O
operador de evolução para um passo do algoritmo é

U = RD Rf . (3.1.5)
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A condição inicial é
|ψ0〉 = |D〉 |−〉 . (3.1.6)

O algoritmo consiste em aplicar U no estado inicial
⌊

π
4

√
N
⌋

vezes. Medi-

mos o primeiro registrador na base computacional e o resultado é x0 com
probabilidade maior ou igual a 1− 1

N
.

3.1.1 Análise através de Operadores de Reflexão

As componentes tanto do operador de evolução U como da condição inicial
são reais. Isso quer dizer que toda a evolução se passa em um subespaço
vetorial real do espaço de Hilbert H2N . No algoritmo de Grover, podemos
visualizar geometricamente a evolução do algoritmo. A chave para entender
o funcionamento do algoritmo é notar que o operador U é o produto de dois
operadores de reflexão. Primeiro vamos verificar que Rf é uma reflexão em
torno do espaço vetorial ortogonal ao espaço vetorial gerado por |x0〉, que
é um elemento da base computacional de H2N . Considere a ação de Rf no
vetor |x0〉 |−〉. Usando a Eq. (3.1.3) obtemos

Rf |x0〉 |−〉 =
Rf |x0〉 |0〉 − Rf |x0〉 |1〉√

2

=
|x0〉 |1〉 − |x0〉 |0〉√

2

= − |x0〉 |−〉 . (3.1.7)

Logo Rf reflete |x0〉 |−〉 no espaço vetorial ortogonal a |x0〉 |−〉. Agora
considere a ação de Rf em um vetor ortogonal à |x0〉 |−〉. Tome |x〉 |−〉
onde x 6= x0. Fazendo um cálculo análogo ao da Eq. (3.1.7) conclúımos que

Rf |x〉 |−〉 = |x〉 |−〉 , x 6= x0. (3.1.8)

Considere uma combinação linear com coeficientes reais de |x0〉 |−〉 com
um vetor ortogonal à |x0〉 |−〉. A aplicação de Rf nessa soma inverte a
componente de |x0〉 |−〉 e preserva a componente ortogonal à |x0〉 |−〉. A
interpretação geométrica é uma reflexão.

RD também é uma reflexão, porém em torno do espaço vetorial gerado
por |D〉. Usando a Eq. (3.1.4) conclúımos que

RD |D〉 |−〉 = |D〉 |−〉 . (3.1.9)

Tome um vetor ortogonal a |D〉 |−〉. Usando novamente a Eq. (3.1.4), con-
clúımos que o resultado da aplicação de RD é o negativo do vetor original.
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Considere uma combinação linear com coeficientes reais de |D〉 |−〉 com um
vetor ortogonal à |D〉 |−〉. A componente ortogonal à |D〉 |−〉 inverte de sinal
enquanto que a outra permanece invariante. A interpretação geométrica é
uma reflexão análoga à ação de Rf .

É posśıvel simplificar a análise do algoritmo do seguinte modo: descar-
tamos o segundo registrador, pois seu estado se mantém inalterado durante
todo o algoritmo. Pela Fig. 3.2, podemos ver que uma aplicação de U no
estado inicial resulta em um vetor que está no espaço vetorial gerado por
|x0〉 e |D〉. O mesmo argumento vale para as próximas aplicações de U .
Portanto, toda a evolução se passa em um plano real. Nesse caso Rf pode
ser interpretado como uma reflexão em torno do espaço vetorial gerado pelo
vetor ortogonal à |x0〉 que pertence ao plano do algoritmo. Vamos chamar
de
∣∣x⊥0
〉

o vetor unitário ortogonal à |x0〉 pertencente ao plano gerado por

|x0〉 e |D〉 que tem o menor ângulo com |D〉. A expressão para
∣∣x⊥0
〉

na base
computacional é

∣∣x⊥0
〉

=
1√
N − 1

∑

x 6=x0

|x〉 . (3.1.10)

Quando analisamos a evolução do algoritmo no plano gerado pelos vetores
|x0〉 e |D〉, podemos substituir o operador Rf pelo seguinte operador

Rx⊥
0

= 2
∣∣x⊥0
〉 〈
x⊥0
∣∣− IN , (3.1.11)

que mantém
∣∣x⊥0
〉

inalterado e inverte o sinal de um vetor ortogonal a
∣∣x⊥0
〉
.

Como descartamos o segundo registrador, vamos redefinir o operador RD

para

RD = 2 |D〉 〈D| − IN . (3.1.12)

Em resumo, Rx⊥
0

é uma reflexão em torno do espaço vetorial gerado por∣∣x⊥0
〉

e RD é uma reflexão em torno do espaço vetorial gerado por |D〉. Um
passo da evolução é dado pelo operador

U = RDRx⊥
0
, (3.1.13)

que substitui o operador definido pela Eq. (3.1.5). A condição inicial é |D〉.
Em espaços vetoriais reais, a ação de duas reflexões sucessivas sobre

um vetor real |ψ〉 gira |ψ〉 de um ângulo que é o dobro do ângulo entre os
espaços invariantes. A direção da rotação depende da ordem da aplicação
das reflexões. No caso de Rx⊥

0
e RD, a ação de U gira |ψ〉 de um ângulo

que é o dobro do ângulo entre
∣∣x⊥0
〉

e |D〉. Como Rx⊥
0

é aplicado primeiro,

o ângulo de rotação é positivo quando vai de
∣∣x⊥0

〉
para |D〉.
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|x0〉

|D〉

Rf |D〉

U |D〉

θ

θ

Figura 3.2: A condição inicial do algoritmo de Grover é o estado |D〉. Após
a aplicação do operador Rf , o estado |D〉 é refletido em torno do plano
ortogonal ao vetor |x0〉. Após a aplicação do operador RD, o vetor Rf |D〉 é
refletido em torno de |D〉. Ou seja, uma aplicação de U gira o vetor inicial
de θ graus em direção ao vetor |x0〉.

Seja θ/2 o ângulo entre
∣∣x⊥0
〉

para |D〉, tal ângulo é o complemento do
ângulo entre |x0〉 para |D〉. Assim

sin
θ

2
= cos

(
π

2
− θ

2

)

=
〈
x0

∣∣D
〉

=
1√
N
. (3.1.14)

O ângulo θ é muito pequeno para uma função f que tenha N ≫ 1. Quanto
maior for o domı́nio de f , menor será o ângulo θ. Resolvendo a Eq. (3.1.14)
para θ e tomando a expansão assintótica obtemos

θ =
2√
N

+
1

3N
√
N

+O

(
1

N2

)
. (3.1.15)

A condição inicial é |D〉. Uma aplicação de U gira |D〉 cerca de 2√
N

graus

na direção de |x0〉. No instante

tf =
⌊π

4

√
N
⌋
, (3.1.16)
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|D〉 terá girado cerca de π
2 graus radianos. Na verdade, terá girado um pouco

menos, pois o próximo termo na expansão (3.1.15) é positivo. O ângulo entre
o estado final e |x0〉 é cerca de 2√

N
e é no máximo θ

2 . A probabilidade de

encontrarmos o valor x0 quando medimos o primeiro registrador é

px0
=

∣∣∣ 〈x0|U tf |D〉
∣∣∣
2

≥ cos2
θ

2

= 1 − 1

N
. (3.1.17)

O limite inferior para a probabilidade de acerto mostra que o algoritmo de
Grover tem uma probabilidade de sucesso muito alta quando N é grande.

Exerćıcio 3.1. Mostre que na base
{
|x0〉 ,

∣∣x⊥0
〉 }

, U é a matriz de rotação

U =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Quais são as expressões de cos θ e sin θ em função de N?

Exerćıcio 3.2. Mostre que

U t |D〉 = sin

(
t θ +

θ

2

)
|x0〉 + cos

(
t θ +

θ

2

) ∣∣x⊥0
〉
.

Exerćıcio 3.3. Mostre que a probabilidade de acerto no algoritmo de Grover
é 121/128 quando N = 8.

Exerćıcio 3.4. Mostre que após descartar o segundo registrador, o operador
Rf dado pela Eq. (3.1.2) pode ser escrito como

Rf = I − 2 |x0〉 〈x0| , (3.1.18)

ou equivalentemente como

Rf = 2
∑

x 6=x0

|x〉 〈x| − I. (3.1.19)

Qual é a decomposição espectral de Rf?
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3.1.2 Análise através da Decomposição Espectral

Outra forma de analisar a evolução do algoritmo de Grover é através da
decomposição espectral de U . O polinômio caracteŕıstico de U é

|λI − U | = (λ+ 1)N−2

(
λ2 − 2(N − 2)

N
λ+ 1

)
, (3.1.20)

Portanto, os autovalores são −1 e e±iω onde

cosω = 1 − 2

N
. (3.1.21)

O autovalor −1 tem multiplicidade N − 2 e um conjunto não-ortogonal de
autovetores associados é

|αj〉 =
|1〉 − |j − 1〉√

2
, 3 ≤ j ≤ N, (3.1.22)

supondo que o elemento marcado é x0 = 0. Os dois autovetores restantes
associados aos autovalores eiω e e−iω são respectivamente

|α1〉 =
1√
2

(∣∣x⊥0
〉
− i |x0〉

)
, (3.1.23)

|α2〉 =
1√
2

(∣∣x⊥0
〉

+ i |x0〉
)
, (3.1.24)

onde
∣∣x⊥0

〉
é dado pela Eq. (3.1.10). A obtenção desses autovetores está

orientada nos exerćıcios.
Autovetores de operadores unitários associados a autovalores distintos

são ortogonais entre si. Portanto, |α1〉 e |α2〉 são ortogonais entre si e são
ortogonais a |αj〉 para 3 ≤ j ≤ N . Para analisar a evolução do algoritmo
de Grover, temos que encontrar a expressão da condição inicial |D〉 na base
de autovetores de U . Usando a Eq. (3.1.22), vemos que |D〉 é ortogonal a
|αj〉 para 3 ≤ j ≤ N . Portanto, a condição inicial está no espaço vetorial
gerado por |α1〉 e |α2〉. Assim

|D〉 = a |α1〉 + a∗ |α2〉 , (3.1.25)

onde

a =
〈
α1

∣∣D
〉

=

√
N − 1 + i√

2N
. (3.1.26)
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Toda evolução do algoritmo se passa no espaço gerado por |α1〉 e |α2〉. A
aplicação de U t no estado |D〉 dado pela Eq. (3.1.25) pode ser calculada
explicitamente, pois |α1〉 e |α2〉 são autovetores de U com autovalores e±iω .
Portanto, no instante t o estado do computador quântico é

U t |D〉 = a eiωt |α1〉 + a∗e−iωt |α2〉 . (3.1.27)

Por construção, as sucessivas aplicações do operador U giram o estado do
computador quântico em direção ao estado |x0〉, que é quase ortogonal ao
estado inicial |D〉 quando N é grande. Para tf = π/2ω temos que eiωtt = i
e e−iωtf = −i, ou seja,

U tf |D〉 = i (a |α1〉 − a∗ |α2〉) (3.1.28)

que é ortogonal a |D〉. Esse é o primeiro valor de t tal que U t |D〉 é ortogonal
à |D〉.

Usando a equação acima para U tf |D〉 e as Eqs. (3.1.23), (3.1.24) e
(3.1.26), a probabilidade da medida do primeiro registrador na base com-
putacional retornar o valor x0 é

px0
(tf ) =

∣∣ 〈x0|U tf |D〉
∣∣2

= 1 − 1

N
. (3.1.29)

Como o número de aplicações de U deve ser um número inteiro, te-
mos que tomar

⌊
π/2ω

⌋
como instante de parada. Usando a Eq. (3.1.21) e

tomando a expansão assintótica em N obtemos

⌊tf⌋ =

⌊
π

2 arccos
(
1 − 2

N

)
⌋

=
⌊π

4

√
N
⌋

+O

(
1√
N

)
. (3.1.30)

A expressão (3.1.29) é um limite inferior para px0
(⌊tf⌋).

Exerćıcio 3.5. Mostre que a matriz Rf dada pela Eq. (3.1.18) tem com-
ponentes (Rf )ij = (−1)δix0 δij e a matriz RD dada pela Eq. (3.1.12) tem
componentes (RD)ij = 2

N
− δij. Mostre que as componentes de U são

Uij = (−1)δjx0

(
2

N
− δij

)
.

Exerćıcio 3.6. Usando o Exerćıcio 3.5, mostre que o polinômio carac-
teŕıstico de U é a expressão dada pela Eq. (3.1.20). Mostre que os autova-
lores são −1 e e±iω onde ω = arccos

(
1 − 2

N

)
.
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Exerćıcio 3.7. Use a matriz U dada no Exerćıcio 3.5 e mostre que, se o
elemento marcado é x0 = 0, então a matriz U + I é dada por

U + I =




2(N−1)
N

2
N

. . . 2
N

− 2
N

2
N

. . . 2
N

...
...

. . .
...

− 2
N

2
N

· · · 2
N




.

Por inspeção das componentes de U + I obtenha uma base para o auto-
espaço associado ao autovalor −1. Mostre que os vetores |αj〉 descritos
pela Eq. (3.1.22) formam uma base para este autoespaço. Generalize essa
descrição para um elemento marcado genérico x0 e mostre que o subespaço
gerado por estes vetores não participa da dinâmica do processo.

3.1.3 Comparação entre as Análises

Apresentamos duas formas de analisar a evolução do algoritmo de Grover.
Na primeira usamos o fato de que U é um operador real e produto de
dois operadores de reflexão. U pode ser visto como uma matriz de rotação
em um espaço vetorial bi-dimensional cujo ângulo de rotação é o dobro do
ângulo entre os vetores invariantes pelos operadores de reflexão. O estado
procurado |x0〉 e a condição inicial |D〉 são quase ortogonais para N grande.
A estratégia do algoritmo é girar a condição inicial de π/2 radianos e medir
usando a base computacional. Como o ângulo entre o estado final e o estado
procurado é pequeno, a probabilidade de obter x0 como resultado da medida
é próxima de 1. Toda a interpretação da evolução do algoritmo nessa forma
usa um subespaço real do espaço de Hilbert. Essa primeira forma de ver
a evolução do algoritmo é bastante atraente pela sua simplicidade, porém
não tem o mesmo grau de generalidade da segunda forma.

Na segunda forma, usamos a decomposição espectral de U . Toda a
evolução se passa no autoespaço gerado por 2 autovetores, que são os únicos
autovetores não-reais. Por definição, os autovetores não giram devido a ação
de U . Porém, a condição inicial é uma combinação linear de autovetores
e os coeficientes mudam devido a ação de U . A estratégia é igual a da
primeira forma, ou seja, girar a condição inicial de π/2 radianos. Embora
a primeira forma tenha uma interpretação geométrica atraente, a segunda
forma permite estender a idéia por trás do algoritmo de Grover para outros
algoritmos de busca, em particular, para o algoritmo de busca abstrato, que
visa a encontrar um vértice especialmente marcado em um grafo.
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Figura 3.3: Autovalores do operador de evolução do algoritmo de Grover
para n = 9.

Para ajudar na compreensão do algoritmo de busca abstrato futura-
mente, vamos analisar mais alguns detalhes da decomposição espectral de
U do algoritmo de Grover. A Fig. 3.3 mostra a configuração geométrica dos
autovalores de U para N = 512. Os autovalores não-reais são simétricos e
tendem a 1 quando N cresce. Apesar deles estarem próximos, os autoveto-
res associados são ortogonais. Note que U não tem 1 como autovalor. Se o
estado inicial tivesse uma componente não despreźıvel no autoespaço associ-
ado a um autovalor 1, o algoritmo não funcionaria como desejado, pois não
conseguiŕıamos girar o estado inicial de π/2 radianos. Assim, é necessário
que o estado inicial não tenha componente no autoespaço associado ao au-
tovalor 1 de U . No algoritmo de Grover, isso é válido automaticamente.

Outros detalhes importantes: o operador de evolução U é o produto de
dois operadores RD e Rf e o estado inicial |D〉 é autovetor com autovalor
1 do primeiro operador. O segundo operador deve ser uma reflexão. Essas
exigências caracterizam um algoritmo de busca abstrato.

3.2 Otimalidade do Algoritmo de Grover

Mostramos que o algoritmo de Grover acha o elemento marcado fazendo
O
(√
N
)

consultas ao oráculo. É posśıvel construir um algoritmo mais rápido
do que o algoritmo de Grover? Nesta seção vamos mostrar que o algoritmo
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de Grover é ótimo, isto é, nenhum algoritmo quântico pode encontrar o
elemento marcado do domı́nio da função f fazendo menos do que Ω

(√
N
)

consultas a função f .
Esse tipo de prova deve ser genérica. Usaremos o modelo de computação

quântica padrão no qual um algoritmo genérico consiste em uma sequência
de aplicações de operadores unitários a partir de uma condição inicial se-
guida de uma medida do estado final. Queremos mostrar que se o oráculo for
consultado menos que Ω

(√
N
)

vezes, o elemento marcado não será achado.
Vamos supor que a forma do oráculo seja Rf = I − 2 |x0〉 〈x0| como dado
na Eq. (3.1.18), onde x0 é o elemento marcado. Isso não é uma restrição,
pois o oráculo deve distinguir de algum modo o elemento marcado e, para
que outros oráculos possam ser usados, vamos admitir o uso de quaisquer
operadores unitários Ua e Ub que transformam Rf em UaRfUb durante a
execução do algoritmo. Mais do que isso, Ua e Ub podem variar a cada
passo. Sendo |ψ0〉 o estado inicial, o estado do computador quântico após t
passos é dado por

|ψt〉 = UtRf · · · U1Rf |ψ0〉 , (3.2.31)

onde U1, · · · , Ut são operadores unitários genéricos, que são aplicados a cada
passo após o oráculo. Não há nenhuma restrição com relação a eficiência
desses operadores.

A estratégia da prova é comparar o estado |ψt〉 com o estado

|φt〉 = Ut · · · U1 |ψ0〉 , (3.2.32)

isto é, o estado equivalente sem a aplicação dos oráculos. Para fazer essa
comparação, vamos definir a quantidade

Dt =

N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |φt〉
∥∥2
, (3.2.33)

que mede o desvio entre |ψt〉 e |φt〉 após t passos. O somatório em x0 é para
fazer uma média sobre todos os valores posśıveis de x0 para não privilegiar
nenhum valor especial. Note que |ψt〉 depende de x0 e, em prinćıpio, |φt〉
não depende. Se Dt for muito pequeno após t passos, não conseguiremos
distinguir o elemento marcado.

Vamos mostrar que valem as seguintes desigualdades

cN ≤ Dt ≤ 4 t2, (3.2.34)

onde c é uma constante estritamente positiva. A partir desse resultado po-
demos concluir que se tomarmos o número de passos t com uma dependência
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funcional em N menor que Ω
(√
N
)
, por exemplo N

1
4 , a primeira desigual-

dade será violada. Isso quer dizer que Dt não é grande o suficiente para que
possamos distinguir o elemento marcado. No limite assintótico, a violação
da desigualdade fica mais dramática mostrando que, para esse número de
passos, uma sequência de operadores que distingue o elemento marcado é
equivalente a uma sequência que não distingue.

Vamos começar pela desigualdade Dt ≤ 4 t2. Essa desigualdade é válida
para t = 0. Usando o método de prova por indução, supomos que ela é
válida para t e mostraremos que ela será válida para t+ 1. Note que

Dt+1 =

N−1∑

x0=0

∥∥Ut+1Rf |ψt〉 − Ut+1 |φt〉
∥∥2

=

N−1∑

x0=0

∥∥Rf |ψt〉 − |φt〉
∥∥2

=

N−1∑

x0=0

∥∥Rf (|ψt〉 − |φt〉) + (Rf − I) |φt〉
∥∥2
. (3.2.35)

Usando o quadrado da desigualdade triangular

∥∥ |α〉 + |β〉
∥∥2 ≤

∥∥ |α〉
∥∥2

+ 2 ‖ |α〉 ‖ ‖ |β〉 ‖ +
∥∥ |β〉

∥∥2
(3.2.36)

onde

|α〉 = Rf (|ψt〉 − |φt〉)

e

|β〉 = (Rf − I) |φt〉
= −2

〈
x0

∣∣φt

〉
|x0〉 ,

obtemos

Dt+1 ≤
N−1∑

x0=0

(∥∥ |ψt〉 − |φt〉
∥∥2

+ 4
∥∥ |ψt〉 − |φt〉

∥∥ ∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣+

4
∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣2
)
. (3.2.37)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

∣∣〈α
∣∣β
〉∣∣ ≤ ‖ |α〉 ‖ ‖ |β〉 ‖ (3.2.38)
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no segundo termo da desigualdade (3.2.37), onde

|α〉 =

N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |φt〉
∥∥ |x0〉

e

|β〉 =
N−1∑

x0=0

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣ |x0〉

e também usando o fato de que

N−1∑

x0=0

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣2 =
〈
φt

∣∣φt

〉
= 1,

obtemos

Dt+1 ≤ Dt + 4

(
N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |φt〉
∥∥2

) 1
2




N−1∑

x′
0
=0

∣∣〈x′0
∣∣φt

〉∣∣2



1
2

+ 4

≤ Dt + 4
√
Dt + 4. (3.2.39)

Como estamos supondo que Dt ≤ 4 t2 pela hipótese indutiva, obtemos
Dt+1 ≤ 4 (t+ 1)2.

Vamos agora mostrar a desigualdade mais trabalhosa cN ≤ Dt. Vamos
definir duas novas quantidades dadas por

Et =

N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |x0〉
∥∥2
, (3.2.40)

Ft =

N−1∑

x0=0

∥∥ |φt〉 − |x0〉
∥∥2
. (3.2.41)

Podemos obter uma desigualdade envolvendoDt, Et e Ft da seguinte forma:

Dt =

N−1∑

x0=0

∥∥∥ (|ψt〉 − |x0〉) + (|x0〉 − |φt〉)
∥∥∥

2

≥ Et + Ft − 2

N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |x0〉
∥∥∥∥ |φt〉 − |x0〉

∥∥

≥ Et + Ft − 2
√
Et Ft

=
(√

Ft −
√
Et

)2

, (3.2.42)
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onde, na primeira desigualdade, usamos o quadrado da desigualdade trian-
gular reversa

∥∥ |α〉 + |β〉
∥∥2 ≥

∥∥ |α〉
∥∥2 − 2 ‖ |α〉 ‖ ‖ |β〉 ‖ +

∥∥ |β〉
∥∥2

(3.2.43)

e, na segunda desigualdade, usamos Cauchy-Schwarz com os vetores

|α〉 =
N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |x0〉
∥∥ |x0〉 ,

|β〉 =

N−1∑

x0=0

∥∥ |φt〉 − |x0〉
∥∥ |x0〉 .

Vamos agora mostrar que Ft ≥ 2N − 2
√
N . Defina θx0

como sendo a
fase de

〈
x0

∣∣φt

〉
, isto é,

〈
x0

∣∣φt

〉
= eiθx0

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣ .

Defina o estado

|θ〉 =
1√
N

N−1∑

x0=0

eiθx0 |x0〉 . (3.2.44)

Então,

〈
θ
∣∣φt

〉
=

1√
N

N−1∑

x0=0

e−iθx0

〈
x0

∣∣φt

〉

=
1√
N

N−1∑

x0=0

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣ . (3.2.45)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
∣∣〈θ
∣∣φt

〉∣∣ ≤ 1, portanto,

N−1∑

x0=0

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣ ≤
√
N. (3.2.46)

Para obter o resultado desejado, vamos usar a desigualdade acima e o fato
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de que a a parte real de
〈
x0

∣∣φt

〉
é menor ou igual a

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣

Ft =

N−1∑

x0=0

∥∥ |φt〉 − |x0〉
∥∥2

= 2N − 2
N−1∑

x0=0

Re
{〈
x0

∣∣φt

〉}

≥ 2N − 2

N−1∑

x0=0

∣∣〈x0

∣∣φt

〉∣∣

≥ 2N − 2
√
N. (3.2.47)

Vamos agora mostrar que Et ≤ (2 −
√

2)N . Após t passos, o estado do
computador quântico com a aplicação dos oráculos é |ψt〉. Vamos supor que
a probabilidade de uma medida retornar o valor x0 seja maior ou igual a

1/2, isto é,
∣∣〈x0

∣∣ψt

〉∣∣2 ≥ 1/2 para todo x0. O valor 1/2 é arbitrário. De fato,
podemos escolher qualquer valor fixo entre 0 e 1, como mostra o Exećıcio
3.8. Usando um desenvolvimento similar ao usado para Ft, temos

Et =

N−1∑

x0=0

∥∥ |ψt〉 − |x0〉
∥∥2

≥ 2N − 2

N−1∑

x0=0

∣∣〈x0

∣∣ψt

〉∣∣

≥ 2N − 2

N−1∑

x0=0

1√
2

= (2 −
√

2)N. (3.2.48)

Usando Et ≤ (2 −
√

2)N e Ft ≥ 2N − 2
√
N obtemos

Dt ≥
(√

Ft −
√
Et

)2

≥
(√

2N − 2
√
N −

√
(2 −

√
2)N

)2

=

(√
2 −

√
2 −

√
2

)2

N +O(
√
N). (3.2.49)

Completando a prova da desigualdade cN ≤ Dt para N suficientemente
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grande. A constante c deve obedecer a

0 < c <

(√
2 −

√
2 −

√
2

)2

.

Podemos concluir que um algoritmo que tenha condições de achar o
elemento marcado deve satisfazer às desigualdades (3.2.34). Portanto cN ≤
4t2 ou equivalentemente t = Ω

(√
N
)
. Este resultado implica que o algoritmo

de Grover acha o elemento marcado com a complexidade de número de
consultas dado por Θ(

√
N).

Exerćıcio 3.8. Mostre que se a probabilidade de uma medida retornar o
valor x0 for maior ou igual a p, o valor da constante c deve satisfazer a

0 < c <

(√
2 −

√
2 − 2

√
p

)2

.

Para que o algoritmo tenha uma probabilidade de sucesso próxima de 1, ele
deve ser rodado 1/p vezes. Como p é constante, isto não altera o custo total
de Ω

(√
N
)
.

3.3 Busca com Elementos Repetidos

Na Sec. 3.1 descrevemos o algoritmo de Grover que resolve o seguinte pro-
blema: dada uma função booleana f , cujo domı́nio é

{
0, · · · , N − 1

}
onde

N = 2n para algum inteiro positivo n, ache o elemento x0 tal que que
f(x0) = 1 assumindo que x0 é o único ponto do domı́nio de f com imagem
igual a 1. Nesta seção, vamos atacar um problema mais geral. Vamos su-
por que a função f é uma função booleana como antes, porém m pontos
do domı́nio têm imagens iguais a 1. Se m = 1, recáımos no caso anterior.
Suponha que M seja o conjunto dos pontos cujas imagens são iguais a 1.
O problema consiste em achar um elemento de M com o menor número
de consultas a f . Se compararmos esse problema com busca em banco de
dados, temos um caso de banco de dados com elementos repetidos. Pode-
mos colocar esse problema de forma concreta, como fizemos no ińıcio da
Sec. 3.1. Pedimos a um programador quântico para escolher m pontos no
domı́nio de f sem nos passar qualquer informação sobre quais foram os
pontos escolhidos. Sabemos o valor de m, mas não sabemos quais foram os
pontos. Por exemplo, se ele escolher os pontos 5 e 6, ele usará duas portas
Toffoli generalizadas, como no circuito da Fig. 3.4. Note que o estado do se-
gundo registrador mudará de |0〉 para |1〉 somente se a entrada do primeiro
registrador for 5 ou 6, do contrário permanecerá no estado |0〉.
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|1〉 • • |1〉

|0〉 ����	
� • |0〉

|1〉 • ����	
� |1〉

|0〉 �������� �������� |1〉

Figura 3.4: Circuito que implementa o caso f(5) = 1 e f(6) = 1. Apenas
o programador quântico sabe onde estão os controles pretos e brancos. No
entanto, temos conhecimento de quantas portas Toffoli foram usadas, que é
dado por m.

O algoritmo quântico ótimo que resolve esse problema é uma extensão
direta do algoritmo de Grover. Como antes, usamos 2 registradores com o
total de n + 1 qubits. A forma do operador Rf é igual ao da Eq. (3.1.2),
porém ele retorna m valores iguais a 1 no segundo registrador enquanto
que o operador anterior retornava um único valor. O operador RD é exa-
tamente o mesmo da Eq. (3.1.4), cada passo da evolução é feito aplicando
U = RD Rf e a condição inicial é dada pela Eq. (3.1.6) como no algoritmo
de Grover. O número de vezes que o operador U é aplicado muda para⌊

π
4

√
N
m

⌋
. O algoritmo termina quando medimos o primeiro registrador na

base computacional e o resultado é um elemento de M com probabilidade
maior ou igual a 1 − m

N
.

3.3.1 Análise através de Operadores de Reflexão

A análise do algoritmo pode ser feita da seguinte forma: considere um sub-
espaço de dimensão m gerado pelos vetores |x〉, x ∈M . O estado

|M〉 =
1√
m

∑

x∈M

|x〉 (3.3.50)

pertence a esse espaço. Ele substitui o vetor |x0〉 quando o número de
elementos marcados é maior que 1. Defina o vetor ortogonal

∣∣M⊥〉 como

∣∣M⊥〉 =
1√

n−m

∑

x 6∈M

|x〉 . (3.3.51)

Todo o algoritmo se passa no espaço vetorial bidimensional gerado por |M〉
e
∣∣M⊥〉. No espaço de Hilbert HN do primeiro registrador, o operador Rf
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tem uma expressão similar a expressão dada pela Eq. (3.1.11), isto é

RM⊥ = 2
∣∣M⊥〉 〈M⊥∣∣− IN . (3.3.52)

A mesma interpretação geométrica usada no algoritmo de Grover se aplica
agora, porém o ângulo entre

∣∣M⊥〉 e |D〉 é

θ

2
= arcsin

(〈
M
∣∣D
〉)

=

√
m

N
+O

(
1

N

)
, (3.3.53)

no caso em que N ≫ m. Esse resultado explica porque o número de passos

do algoritmo é tf =
⌊

π
4

√
N
m

⌋
. A probabilidade de acerto pode ser calculada

da mesma forma que antes

pM ≥ cos2
(
θ

2

)

= 1 − m

N
. (3.3.54)

Exerćıcio 3.9. Mostre que a generalização do Exećıcio 3.2 quando f tem
M elementos marcados é

U t |D〉 = sin

(
t θ +

θ

2

)
|M〉 + cos

(
t θ +

θ

2

) ∣∣M⊥〉 ,

onde θ é dado pela Eq. (3.3.53). A partir desta expressão, ache o melhor
ponto de parada tf do algoritmo e mostre que a probabilidade de acerto pM

satisfaz à Eq. (3.3.54).

3.3.2 Análise através da Decomposição Espectral

A generalização da decomposição espectral quando há mais de 1 elemento
marcado é direta. O polinômio caracteŕıstico de U passa a ser

|λI −U | = (λ+ 1)
N−m−1

(λ− 1)
m−1

(
λ2 − 2

(
1 − 2m

N

)
λ+ 1

)
, (3.3.55)

Portanto, os autovalores passam a ser ±1 e e±iω onde

cosω = 1 − 2m

N
. (3.3.56)
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A estrutura geral da análise feita para um elemento marcado se mantém
quando m é maior que 1. A condição inicial está no espaço vetorial gerado
pelos autovetores associados aos autovalores e±iω . O número de iterações do
algoritmo é

⌊
π/2ω

⌋
. Como a expressão de ω é dada agora pela Eq. (3.3.56),

o número de iterações passa a ser

tf =

⌊
π

2 arccos
(
1 − 2m

N

)
⌋

=

⌊
π

4

√
N

m

⌋
+O

(
1√
N

)
(3.3.57)

quando N ≫ m.
Os detalhes da análise e o cálculo de um limite inferior da probabilidade

de acerto estão orientados nos exerćıcios a seguir.

Exerćıcio 3.10. Mostre a Eq. (3.3.55).

Exerćıcio 3.11. Mostre que os autovetores de U associados aos autovalores
e±iω são ∣∣M⊥〉∓ i |M〉√

2
,

onde |M〉 e
∣∣M⊥〉 estão definidos pelas Eqs. (3.3.50) e (3.3.51) respectiva-

mente. Mostre que a condição inicial |D〉 está no espaço gerado por esses
autovetores.

Exerćıcio 3.12. Mostre que U t |D〉 é ortogonal a |D〉 para t = π
2ω

.

Sugestões para Leitura

O algoritmo de Grover original está descrito na Ref. [23]. As Refs. [24, 22]
também são influentes. A extensão do algoritmo para busca em banco de
dados com elementos repetidos e uma primeira versão do algoritmo de conta-
gem estão descritos na Ref. [12]. A versão do algoritmo de contagem usando
estimativa de fase está descrita na Ref. [46]. A interpretação geométrica do
algoritmo de Grover está descrita na Ref. [2]. Sua análise usando decom-
posição espectral é abordada na Ref. [46] e sua ligação com o algoritmo de
busca abstrato está descrito sucintamente na Ref. [7]. A prova de otima-
lidade do algoritmo de Grover está na Ref. [10]. Uma versão mais leǵıvel
está na Ref. [12] e seguimos de perto a prova apresentada na Ref. [49]. A
Ref. [64] apresenta uma prova mais detalhada. A Ref. [53] pode ser usada
como uma introdução ao algoritmo de Grover. As Refs. [30, 13] descrevem
a técnica de amplificação de amplitudes em detalhes.



Caṕıtulo 4

Passeios Quânticos em

Grafos

Neste caṕıtulo, apresentamos em detalhes o cálculo do estado do passeio
quântico para dois grafos importantes: reta e hipercubo. O passeio sobre a
reta foi introduzido na Sec. 2.2 com o objetivo de apresentar algumas carac-
teŕısticas dos passeios quânticos, que são nitidamente diferentes dos passeios
aleatórios clássicos. O hipercubo é um grafo finito com propriedades muito
interessantes. O passeio quântico nesse grafo tem um papel de destaque
na área. Nesses dois casos é posśıvel obter resultados anaĺıticos contrario à
regra a geral.

4.1 Reta

Suponha que a parte espacial para o deslocamento do passeio quântico se-
jam os pontos nas posições inteiras de uma reta. A parte espacial está
associada a um espaço de Hilbert HP de dimensão infinita cuja base com-
putacional é

{
|n〉 : n ∈ Z

}
. O espaço da moeda tem dimensão 2 e sua

base computacional é
{
|0〉 , |1〉

}
correspondendo aos dois posśıveis sentidos

de movimento, para direita ou para esquerda. Assim, o espaço de Hilbert
associado ao passeio quântico é H2⊗HP , cuja base computacional é

{
|s, n〉,

0 ≤ s ≤ 1, −∞ ≤ n ≤ ∞
}
, onde tomamos s = 0 correspondendo ao sentido

para direita e s = 1 para esquerda. Dentro dessas convenções, o operador
de deslocamento é

S =
1∑

s=0

∞∑

n=−∞
|s, n+ (−1)s〉 〈s, n| . (4.1.1)
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Se s = 0, o valor de n será incrementado de uma unidade após uma aplicação
de S, enquanto que se s = 1, n será decrementado de uma unidade. Essa
expressão para S é igual a expressão da Eq. (2.2.13) da Sec. 2.2. Basta
expandir o somatório em s para verificar esse fato.

O estado genérico do caminhante no instante de tempo t é descrito por

|Ψ(t)〉 =
1∑

s=0

∞∑

n=−∞
ψs,n(t) |s, n〉 , (4.1.2)

onde os coeficientes ψs,n(t) são funções complexas, que obedecem à condição
de normalização

1∑

s=0

∞∑

n=−∞
|ψs,n(t)|2 = 1, (4.1.3)

para todo instante t.
Vamos usar como moeda o operador de Hadamard

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
. (4.1.4)

Aplicando o operador de evolução

U = S (H ⊗ I) (4.1.5)

no estado genérico, obtemos

|Ψ(t+ 1)〉 =
∞∑

n=−∞
S (ψ0,n(t)H |0〉 |n〉 + ψ1,n(t)H |1〉 |n〉)

=
∞∑

n=−∞

ψ0,n(t) + ψ1,n(t)√
2

S |0〉 |n〉 +
ψ0,n(t) − ψ1,n(t)√

2
S |1〉 |n〉

=
∞∑

n=−∞

ψ0,n(t) + ψ1,n(t)√
2

|0〉 |n+ 1〉 +

ψ0,n(t) − ψ1,n(t)√
2

|1〉 |n− 1〉 .

Usando a Eq. (4.1.2) no lado esquerdo da equação acima, isto é, expandindo
o lado esquerdo na base computacional, e igualando aos coeficientes corres-
pondentes do lado direito, obtemos as equações de evolução do caminhante

ψ0,n(t+ 1) =
ψ0,n−1(t) + ψ1,n−1(t)√

2
, (4.1.6)

ψ1,n(t+ 1) =
ψ0,n+1(t) − ψ1,n+1(t)√

2
. (4.1.7)
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Estas equações foram usadas na Sec. 2.2 para gerar os gráficos das distri-
buições de probabilidades através de simulação numérica. A distribuição de
probabilidade é dada por

pn(t) = |ψ0,n(t)|2 + |ψ1,n(t)|2 . (4.1.8)

Nosso objetivo é calcular a distribuição de probabilidades analitica-
mente. No entanto, as Eqs. (4.1.6) e (4.1.7) não são fáceis de serem resolvi-
das do jeito que estão. Felizmente, nesse caso, há uma forma alternativa de
atacar o problema. Existe uma base especial, chamada base de Fourier, que
diagonaliza o operador de deslocamento. Isso vai facilitar a diagonalização
do operador de evolução. Essa nova base pode ser encontrada aplicando a
transformada de Fourier na base computacional da parte espacial do espaço
de Hilbert.

A transformada de Fourier de uma função discreta f : Z → C é uma
função cont́ınua f̃ : [−π, π] → C definida por

f̃(k) =

∞∑

n=−∞
e−inkf(n), (4.1.9)

onde i =
√
−1. A transformada inversa é dada por

f(n) =
1

2π

∫ π

−π

eink f̃(k) dk. (4.1.10)

Esse é um caso particular de um classe mais geral de transformadas de
Fourier que se aplica diretamente ao nosso contexto. Observe que se n
tivesse unidade (por exemplo metro), k deveria ter a unidade inversa, pois
o produto nk está no expoente da função exponencial e, portanto, deve ser
adimensional. A interpretação f́ısica da variável k é o número de onda.

Na Eq. (4.1.2), os coeficientes ψs,n(t) são funções discretas na variável
n. Podemos calcular a transformada de Fourier de ψs,n(t) com relação ao
ı́ndice n da seguinte forma:

ψ̃s(k, t) =

∞∑

n=−∞
e−inkψs,n(t), (4.1.11)

onde k é uma variável cont́ınua definida no intervalo [−π, π]. O objetivo

agora é obter a equação de evolução para ψ̃s(k, t). Se conseguirmos resolver
essa nova equação, poderemos obter ψs,n(t) através da transformada inversa.

Existe outra forma de usar a transformada de Fourier. Em vez de trans-
formar a função f : Z → C, vamos transformar a base computacional de
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HP . Para que esse processo funcione adequadamente, vamos usar a fórmula

|κk〉 =

∞∑

n=−∞
eink |n〉 , (4.1.12)

para definir os vetores |κk〉, onde k é uma variável cont́ınua definida no
intervalo [−π, π]. Note que estamos usando o sinal positivo dentro da ex-
ponencial. O problema desse método é que |κk〉 tem norma infinita. Isto
pode ser resolvido redefinindo |κk〉 da seguinte maneira

|κk〉 = lim
L→∞

1√
2L+ 1

L∑

n=−L

eink |n〉 . (4.1.13)

A mesma modificação deve ser aplicada na Eq. (4.1.11) por questão de
consistência. Como a constante de normalização não será relevante, vamos
continuar usando a Eq. (4.1.12) como definição de |κk〉 e a Eq. (4.1.11) como

definição de ψ̃s(k, t) para simplificar as contas. Essa transformada define

uma nova base ortonormal
{
|κk〉 : −π ≤ k ≤ π

}
. Nessa base podemos

expressar o estado do passeio quântico como

|Ψ(t)〉 =

∫ π

−π

dk

2π

1∑

s=0

ψ̃s(k, t) |s〉 |κk〉 . (4.1.14)

As Eqs. (4.1.2) e (4.1.14) são equivalentes. A primeira decompõe |ψ(t)〉 na
base computacional e a segunda na base |s〉 |κk〉. Os coeficientes da primeira

são ψs,n(t) e os da segunda são ψ̃s(k, t).
Vamos calcular a ação do operador de deslocamento na nova base, isto

é, sua ação em |s〉 |κk〉. Usando a Eq. (4.1.12) e a definição de S temos que

S |s〉 |κk〉 =

∞∑

n=−∞
einkS |s, n〉

=

∞∑

n=−∞
eink |s〉 |n+ (−1)s〉 .

Renomeando o ı́ndice mudo n da forma n′ = n+ (−1)s obtemos

S |s〉 |κk〉 =

∞∑

n′=−∞
ei (n′−(−1)s) k |s〉 |n′〉

= e−(−1)s i k |s〉 |κk〉 . (4.1.15)
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O resultado mostra que o operador de deslocamento ao atuar em um estado
da nova base muda apenas sua fase, ou seja, |s〉 |κk〉 é um autovetor de S
associado ao autovalor e−(−1)s i k. A próxima tarefa é encontrar os autove-
tores do operador de evolução U . Se diagonalizarmos U , teremos condições
de encontrar uma expressão anaĺıtica para o estado do passeio quântico em
função do tempo.

Aplicando U no vetor |s′〉 |κk〉 e usando a Eq. (4.1.15), temos

U |s′〉 |κk〉 = S

(
1∑

s=0

Hs,s′ |s〉 |κk〉
)

=

1∑

s=0

e−(−1)s i kHs,s′ |s〉 |κk〉 . (4.1.16)

As componentes de U na nova base são

〈s, κk|U |s′, κk′〉 = e−(−1)si kHs,s′ δk,k′ . (4.1.17)

Para cada k, vamos definir o operador H̃k cujas componentes são

H̃s,s′ = e−(−1)s i kHs,s′ . (4.1.18)

No formato matricial temos

H̃k =

[
e−i k 0

0 ei k

]
·H

=
1√
2

[
e−i k e−i k

ei k −ei k

]
(4.1.19)

A Eq. (4.1.17) mostra uqe a parte não-diagonal do operador U está associada

ao espaço da moeda. O objetivo agora é diagonalizar o operador H̃k. O
produto tensorial de um autovetor de H̃k com o vetor |κk〉 é um autovetor
de U . Para verificar esse fato, note que a Eq. (4.1.16) pode ser escrita como

U |s〉 |κk〉 =
(
H̃k |s〉

)
|κk〉 . (4.1.20)

Toda ação do operador de deslocamento S foi absorvida em H̃k quando U
atua em |κk〉. Se |αk〉 for um autovetor de H̃k com autovalor αk, teremos

U |αk〉 |κk〉 =
(
H̃k |αk〉

)
|κk〉

= αk |αk〉 |κk〉 . (4.1.21)

Portanto, |αk〉 |κk〉 é autovetor de U associado ao autovalor αk. Esse re-
sultado mostra que a diagonalização do operador de evolução se reduz à
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diagonalização de H̃k. U está definido em um espaço vetorial de dimensão
infinita, enquanto que H̃k está definido em um espaço de dimensão 2.

O polinômio caracteŕıstico de H̃k é

λ2 + i
√

2λ sin k − 1. (4.1.22)

Os autovalores são

αk = e−i ωk , (4.1.23)

βk = ei (π+ωk), (4.1.24)

onde ωk é um ângulo no intervalo [−π/2, π/2], que satisfaz à equação

sinωk =
1√
2

sin k. (4.1.25)

Os autovetores normalizados são

|αk〉 =
1√
c−

(
e−i k

√
2 e−i ωk − e−i k

)
, (4.1.26)

|βk〉 =
1√
c+

(
e−i k

−
√

2 ei ωk − e−i k

)
, (4.1.27)

onde
c± = 2

(
1 + cos2 k

)
± 2 cos k

√
1 + cos2 k. (4.1.28)

A decomposição espectral de U é

U =

∫ π

−π

dk

2π

(
e−i ωk |αk, κk〉 〈αk, κk| + ei (π+ωk) |βk, κk〉 〈βk, κk|

)
.

(4.1.29)
A t-ésima potência de U é

U t =

∫ π

−π

dk

2π

(
e−i ωk t |αk, κk〉 〈αk, κk| + ei (π+ωk) t |βk, κk〉 〈βk, κk|

)
.

(4.1.30)
Vamos tomar o estado inicial com a part́ıcula localizada na origem e o

valor da moeda com o spin para cima |0〉. Assim, a condição inicial na base
computacional é

|ψ(0)〉 = |0〉 |0〉 . (4.1.31)

Usando a Eq. (4.1.30) obtemos

|ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉

=

∫ π

−π

dk

2π

(
e−i ωk t |αk, κk〉

〈
αk, κk

∣∣0, 0
〉
+

ei (π+ωk) t |βk, κk〉
〈
βk, κk

∣∣0, 0
〉)
. (4.1.32)
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Usando as Eqs. (4.1.26), (4.1.27) e (4.1.12), obtemos

〈
αk, κk

∣∣0, 0
〉

=
ei k

√
c−
, (4.1.33)

〈
βk, κk

∣∣0, 0
〉

=
ei k

√
c+
. (4.1.34)

Portanto,

|ψ(t)〉 =

∫ π

−π

dk

2π

(
e−i (ωkt−k)

√
c−

|αk, κk〉+

ei (π+ωk) t+i k

√
c+

|βk, κk〉
)
. (4.1.35)

O estado do passeio está escrito na base dos autovetores de U . É conveniente
expressar o resultado na base computacional. Como um passo intermediário,
vamos expressar os autovetores |αk〉 e |βk〉 na base computacional através
das Eqs. (4.1.26), (4.1.27) mantendo intacto os vetores |κk〉. Dessa forma

podemos determinar os coeficientes ψ̃s(k, t) da Eq. (4.1.14), que são dados
por

ψ̃0(k, t) =
1

2

(
1 +

cos k√
1 + cos2 k

)
e−i ωkt +

(−1)t

2

(
1 − cos k√

1 + cos2 k

)
ei ωkt, (4.1.36)

ψ̃1(k, t) =
ieik

2
√

1 + cos2 k

(
e−i ωkt − (−1)tei ωkt

)
. (4.1.37)

Usando a Eq. (4.1.12), podemos calcular os coeficientes ψ0,n e ψ1,n da
Eq. (4.1.2). Eles são dados por

ψ0,n(t) =

∫ π

−π

dk

2π

(
1 +

cos k√
1 + cos2 k

)
e−i (ωkt+kn), (4.1.38)

ψ1,n(t) =

∫ π

−π

dk

2π

eik

√
1 + cos2 k

e−i (ωkt+kn). (4.1.39)

Essas equações são válidas quando n+ t é par, caso contrário os coeficientes
são iguais a zero.

4.2 Hipercubo

O hipercubo de dimensão n é um grafo regular de grau n com N = 2n

vértices. Os rótulos dos vértices são n-tuplas binárias. Dois vértices são
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adjacentes se e somente se as suas n-tuplas correspondentes diferem apenas
em um bit, isto é, a distância de Hamming é igual a 1. As arestas também
têm rótulos. O rótulo indica qual componente tem bits diferentes, ou seja, se
dois vértices diferem em 1 bit na a-ésima componente, o rótulo da aresta que
liga esses vértices é a. O passeio quântico tem associado o espaço de Hilbert
H = Hn ⊗H2n

. Os vetores da forma |a〉 |~v〉, onde 1 ≤ a ≤ n e ~v é uma n-
tupla binária, formam a base computacional para H. O vetor |a〉 representa
uma aresta e indica o estado da moeda ou da direção do movimento e nesta
seção, excepcionalmente usamos o vetor |1〉 representando o primeiro vetor
da base computacional do espaço da moeda; o vetor |~v〉 é um vetor da base
computacional de H2n

e indica em qual vértice o caminhante está.

Exerćıcio 4.1. Faça um esboço de um hipercubo de dimensão n = 3 e
rotule todos os vértices e todas as arestas.

O operador de deslocamento deve levar o estado |a〉 |~v〉 para |a〉 |~v ⊕ ~ea〉,
onde ~ea é a n-tupla binária que tem todas componentes iguais a zero exceto
a a-ésima componente, cujo valor é 1, e a operação ⊕ é a soma binária bit-
a-bit. Esse deslocamento tem o seguinte significado: se o valor da moeda for
a e a posição do caminhante ~v, ele vai se deslocar para o vértice adjacente
ao vértice ~v através da aresta a. O valor da moeda após o deslocamento
fica inalterado. Assim

S |a〉 |~v〉 = |a〉 |~v ⊕ ~ea〉 . (4.2.40)

Outra forma equivalente de escrever o operador de deslocamento é

S =
n∑

a=1

2n−1∑

~v=0

|a,~v ⊕ ~ea〉 〈a,~v| . (4.2.41)

O intervalo de variação da variável ~v no somatório está escrito na base
decimal. Por exemplo, a notação ~v = 2n − 1 quer dizer ~v = (1, · · · , 1).
Usaremos esta notação se ficar claro pelo contexto o significado real dela.

Usaremos por diversas razões a moeda de Grover, isto é

G = 2 |D〉 〈D| − I, (4.2.42)

onde |D〉 é o estado diagonal. Em termos matriciais temos

G =




2
n
− 1 2

n
· · · 2

n

2
n

2
n
− 1 · · · 2

n
...

...
. . .

...

2
n

2
n

· · · 2
n
− 1




. (4.2.43)
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Ou seja, as componentes de G são Gij = 2
n
− δij . A moeda de Grover é in-

variante por permutação de direções. Isto é, se os rótulos das arestas forem
permutados em todos os vértices simultaneamente, a estrutura do hipercubo
não se altera, porém, em prinćıpio o operador moeda faria o caminhante se-
guir um caminho diferente. Seria equivalente a manter os rótulos como eram
e a permutar as linha e colunas da matriz G correspondentes a permutação
de rótulos. No entanto, a matriz de Grover fica inalterada por permutação
simultânea de linhas e colunas.

Um estado genérico do caminhante no instante de tempo t é descrito por

|Ψ(t)〉 =
n∑

a=1

2n−1∑

~v=0

ψa,~v(t) |a,~v〉 , (4.2.44)

onde o coeficiente ψa,~v(t) é uma função complexa que obedece à condição
de normalização

n∑

a=1

2n−1∑

~v=0

|ψa,~v(t)|2 = 1. (4.2.45)

Aplicando o operador de evolução

U = S (G⊗ I) (4.2.46)

no estado genérico, obtemos

|Ψ(t+ 1)〉 =
n∑

b=1

2n−1∑

~v=0

ψb,~v(t)S
(
G |b〉 |~v〉

)

=

n∑

b=1

2n−1∑

~v=0

ψb,~v(t)S
( n∑

a=1

Gab |a〉 |~v〉
)

=

n∑

a,b=1

2n−1∑

~v=0

ψb,~v(t)Gab |a〉 |~v ⊕ ~ea〉

Podemos renomear o ı́ndice do somatório de ~v para ~v ⊕ ~ea de forma que

|Ψ(t+ 1)〉 =

n∑

a,b=1

2n−1∑

~v=0

Gab ψb,~v⊕~ea
(t) |a〉 |~v〉 . (4.2.47)

Expandindo o lado esquerdo da equação acima na base computacional e
igualando os coeficientes obtemos a equação de evolução do caminhante

ψa,~v(t+ 1) =

n∑

b=1

Gab ψb,~v⊕~ea
(t). (4.2.48)
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Essa equação é muito complexa para ser resolvida do jeito que está. No caso
unidimensional, vimos que tomando a transformada de Fourier na parte es-
pacial conseguimos diagonalizar o operador de deslocamento. Isso permitiu
resolver analiticamente a equação de evolução. A mesma técnica funciona
aqui.

O hipercubo é um grafo de Cayley do grupo Zn
2 , portanto a transformada

de Fourier atua na base computacional da seguinte forma:

∣∣β~k

〉
≡ 1√

2n

2n−1∑

~v=0

(−1)
~k·~v |~v〉 , (4.2.49)

onde ~k · ~v é o produto interno entre os vetores binários ~k e ~v. O intervalo de
variação da variável ~k é o mesmo da variável ~v. Como antes, a transformada

de Fourier define uma nova base ortonormal
{∣∣β~k

〉
: 0 ≤ ~k ≤ 2n − 1

}
cha-

mada de base de Fourier. Nessa nova base, o estado genérico do caminhante
é

|Ψ(t)〉 =

n∑

a=1

2n−1∑

~k=0

ψ̃
a,~k

(t) |a〉
∣∣β~k

〉
, (4.2.50)

onde os coeficientes são dados por

ψ̃
a,~k

=
1√
2n

2n−1∑

~v=0

(−1)
~k·~vψa,~v. (4.2.51)

A interpretação dessa última equação é que as amplitudes de um estado
na base de Fourier são a transformada de Fourier das amplitudes na base
computacional.

Exerćıcio 4.2. Mostre as seguintes propriedades da transformada de Fou-
rier:

1.
∣∣β~0

〉
é o estado diagonal do espaço de Hilbert H2n

.

2.
{∣∣β~k

〉
: 0 ≤ ~k ≤ 2n − 1

}
é uma base ortonormal para o espaço de Hil-

bert H2n

.

3.
∣∣∣~0
〉

= 1√
2n

∑2n−1
~k=0

∣∣β~k

〉
.

Vamos mostrar que o operador de deslocamento é diagonal na base{
|a〉
∣∣β~k

〉
: 1 ≤ a ≤ n, 0 ≤ ~k ≤ 2n − 1

}
, ou seja, vamos mostrar que
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|a〉
∣∣β~k

〉
é um autovetor de S. De fato, usando a Eq. (4.2.49) temos

S |a〉
∣∣β~k

〉
=

1√
2n

2n−1∑

~v=0

(−1)
~k·~v S |a,~v〉

=
1√
2n

2n−1∑

~v=0

(−1)
~k·~v |a,~v ⊕ ~ea〉

=
1√
2n

2n−1∑

~v=0

(−1)
~k·(~v⊕~ea) |a,~v〉

= (−1)
~k·~ea |a〉

∣∣β~k

〉
. (4.2.52)

O produto interno ~k · ~ea é a a-ésima componente de ~k, que denotamos por
ka. Portanto (−1)ka é o autovalor associado ao autovetor |a〉

∣∣β~k

〉
.

Mostramos que o operador S é diagonal na nova base, porém isso não
implica que o operador de evolução seja diagonal. Uma vez que o opera-
dor moeda não é diagonal, o operador de evolução também não o será. No
entanto, desejamos diagonalizar o operador de evolução para calcular o es-
tado do passeio quântico no instante t de forma expĺıcita. Apesar de ser
uma tarefa árdua, vamos obter expressões expĺıcitas para os autovalores e
autovetores de U .

Aplicando U no vetor |b〉
∣∣β~k

〉
e usando a Eq. (4.2.52) temos

U |b〉
∣∣β~k

〉
= S

(
n∑

a=1

Gab |a〉
∣∣β~k

〉
)

=

n∑

a=1

(−1)kaGab |a〉
∣∣β~k

〉
(4.2.53)

As componentes de U na base de Fourier espacial são

〈
a, β~k′

∣∣U
∣∣b, β~k

〉
= (−1)kaGab δ~k,~k′ . (4.2.54)

Vamos definir o operador G̃ cujas componentes são G̃ab = (−1)kaGab para

um vetor ~k genérico.
O objetivo agora é diagonalizar o operador G̃. Vamos começar com o

caso mais simples que é ~k = ~0, ou seja, ~k = (0, · · · , 0). Nesse caso G̃ se
reduz ao operador de Grover G. Primeiramente, note que G2 = I, portanto
os autovalores são ±1. Sabemos que |D〉 é um autovetor de G associado
ao autovalor 1. Vamos nos concentrar agora nos autovetores associados ao
autovalor −1. Devemos achar vetores |α〉 tais que (G+ I) |α〉 = 0. Usando
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a Eq. (4.2.42) vemos que G+ I é a matrix com todas a componentes iguais
a 2/n. Segue que qualquer vetor da forma

∣∣∣α~0
a

〉
=

1√
2

(|1〉 − |a〉) (4.2.55)

com 1 < a ≤ n é um autovetor de G associado ao autovalor −1. Por um

argumento de dimensionalidade, segue que o conjunto
{∣∣∣α~0

a

〉
: 1 ≤ a ≤ n

}

onde
∣∣∣α~0

1

〉
= |D〉 é uma base não-ortogonal de autovetores de G para o

espaço Hn. A partir desse resultado, podemos fazer a decomposição es-
pectral quando ~k = (1, · · · , 1). Nesse caso G̃ = −G, consequentemente, os

autovetores de G associados ao autovalor −1 são autovetores G̃ associados
ao autovalor +1 e vice-versa. Em resumo, os autovetores

∣∣∣α~1
a

〉
=

1√
2

(|a〉 − |n〉) (4.2.56)

onde 1 ≤ a ≤ n − 1 estão associados ao autovalor +1 e
∣∣∣α~1

n

〉
= |D〉 está

associado ao autovalor −1.
Agora vamos tomar um vetor ~k com peso de Hamming 0 < k < n, isto

é, com k componentes iguais a 1 e n− k iguais a 0. A matriz G̃ é obtida a
partir de G trocando o sinal das linhas correspondentes às componentes de
~k que são iguais a 1. Portanto, k linhas de G̃ trocaram de sinal em relação a
G. Para encontrar os autovetores associados aos autovalores ±1, podemos
ver o espaço de Hilbert como uma soma de dois espaços vetoriais, o primeiro
associado às linhas que não trocaram de sinal e o segundo associado às linhas
que trocaram de sinal. Por permutação das linhas e colunas, a matriz G̃
assume a seguinte forma:

G̃ =




2
n
− 1 2

n
· · ·

2
n

2
n
− 1 2

n
...

. . .

− 2
n

+ 1 − 2
n

· · ·

− 2
n

− 2
n

− 2
n

+ 1
...

. . .




, (4.2.57)

onde o primeiro bloco na diagonal é uma matriz quadrada com dimensão
n − k e o segundo bloco tem de dimensão k. Para achar os autovalores
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associados ao autovalor 1 devemos achar vetores |α〉 tais que (G̃−I) |α〉 = 0.
Note que

G̃− I =




2
n
− 2 2

n
· · ·

2
n

2
n
− 2 2

n
...

. . .

− 2
n

− 2
n

· · ·

− 2
n

− 2
n

− 2
n

...
. . .




. (4.2.58)

Portanto, um vetor da forma |α〉 = (0, · · · , 0 | 1,−1, 0, · · · , 0)/
√

2 com as
componentes nulas, exceto em duas posições correspondentes às linhas que
trocaram de sinal, uma com valor +1 e a outra −1, é um autovetor de
autovalor 1. Podemos construir k − 1 vetores desta forma. Seguindo um
racioćınio análogo para os autovetores associados aos autovalores −1, con-
clúımos que podemos construir n− k − 1 autovetores com as componentes
nulas exceto em duas posições correspondentes às linhas que não trocaram
de sinal, cujos valores são novamente +1 e −1. O total parcial de autoveto-
res encontrados até agora é (k − 1) + (n− k− 1) = n− 2. Portanto, faltam
2 autovetores associados a autovalores complexos não-reais.

Os dois autovetores restantes podem ser encontrados da seguinte forma:
se uma matriz tiver a propriedade de que a soma das componentes de uma
linha é invariante para todas as linhas, o vetor com componentes iguais
a 1 será um autovetor, como na matriz G. No caso da matriz G̃, essa
propriedade vale em 2 blocos de linhas. O primeiro bloco consiste nas
primeiras n− k linhas e o segundo bloco nas k linhas restantes. Portanto, a
forma do autovetor deve ser |α〉 = (a, · · · , a | b, · · · , b), ou seja, as primeiras
n−k componentes devem ter um valor, e as k componentes restantes devem
ter outro valor. Sem perda de generalidade podemos tomar b = 1. Seja eiωk

o autovalor. Note que o autovalor depende de k, isto é, do peso de Hamming
de ~k, mas ele não depende explicitamente de ~k. Devemos resolver a equação
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matricial



2
n
− 1 − eiωk 2

n
· · ·

2
n

2
n
− 1 − eiωk 2

n
...

. . .

− 2
n

+ 1 − eiωk − 2
n

· · ·

− 2
n

− 2
n

+ 1 − eiωk − 2
n

...
. . .







a

...

a
1
...

1




= 0,

que se reduz a




(
1 − 2k

n
− eiωk

)
a+ 2k

n
= 0,

−2
(
1 − k

n

)
a+ 1 − 2k

n
− eiωk = 0.

(4.2.59)

Resolvendo esse sistema de equações, obtemos






a = ±i
√

k
n√

1− k
n

,

eiωk = 1 − 2k
n

∓ 2i
√

k
n

(
1 − k

n

)
.

(4.2.60)

Consequentemente




cosωk = 1 − 2k
n
,

sinωk = ∓2
√

k
n

(
1 − k

n

)
.

(4.2.61)

Encontramos os dois autovetores restantes. Na forma normalizada, o auto-
vetor associado ao autovalor eiωk se escreve como

∣∣∣α~k
1

〉
=

1√
2




−i√
n−k
...
−i√
n−k

1√
k
...
1√
k




, (4.2.62)
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e o autovetor
∣∣∣α~k

n

〉
associado ao autovetor e−iωk é o complexo conjugado

do vetor
∣∣∣α~k

1

〉
.

Esses autovetores foram descritos separando as linhas que trocaram de
sinal das linhas que permaneceram inalteradas. Devemos permutar as com-
ponentes dos autovetores para que elas correspondam às linhas nas posições
originais. A variável que indica se a linha trocou ou não de sinal é ~k. Se a
componente ka for zero, significa que não houve troca de sinal na a-ésima

linha, se ka = 1, então, houve troca. Os autovetores
∣∣∣α~k

1

〉
e
∣∣∣α~k

n

〉
associados

aos autovalores e±iωk se escrevem na base original como

∣∣∣α~k
1

〉
=

1√
2

n∑

a=1

(
ka√
k
− i

1 − ka√
n− k

)
|a〉 , (4.2.63)

∣∣∣α~k
n

〉
=

1√
2

n∑

a=1

(
ka√
k

+ i
1 − ka√
n− k

)
|a〉 , (4.2.64)

para 0 < k < n.

Conclúımos que o conjunto
{ ∣∣∣φa,~k

〉
:=
∣∣∣α~k

a

〉 ∣∣β~k

〉
: 1 ≤ a ≤ n, 0 ≤ ~k ≤

2n − 1
}

forma uma base não-ortogonal de autovetores de U para o espaço

de Hilbert Hn⊗H2n

. Os autovalores são ±1 e e±iωk . As expressões de
∣∣∣α~k

a

〉

na base computacional são dadas pelas Eqs. (4.2.55), (4.2.56) para k = 0

e k = n e com os casos particulares
∣∣∣α~0

1

〉
=
∣∣∣α~1

n

〉
= |D〉. Para 0 < k < n,

a = 1 ou a = n,
∣∣∣α~k

a

〉
estão descritos nas Eqs. (4.2.63) e (4.2.64). Os vetores

∣∣β~k

〉
estão descritos na Eq. (4.2.49).

Exerćıcio 4.3. Obtenha expressões expĺıcitas para os autovetores
∣∣∣α~k

a

〉

quando 0 < k < n e 0 < a < n associados aos autovalores e±iωk .

Exerćıcio 4.4. Mostre explicitamente que os autovetores associados aos
autovalores e±iωk são ortogonais entre si e ortogonais aos outros autoveto-
res.

Exerćıcio 4.5. Mostre que os autovetores das Eqs. (4.2.63) e (4.2.64) são
unitários.

Exerćıcio 4.6. Seja φ
a,~k

o autovalor associado ao autovetor
∣∣∣φa,~k

〉
. Faça

uma tabela de todos os valores de φ
a,~k

para todos os valores de a e ~k.
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Podemos agora calcular o estado do passeio quântico num instante de
tempo genérico. Vamos tomar como condição inicial o estado

|Ψ(0)〉 = |D〉
∣∣∣~0
〉
, (4.2.65)

ou seja, um caminhante localizado no vértice ~v = ~0 com o estado diagonal
no espaço da moeda. Essa condição inicial é invariante por permutação
de arestas do hipercubo. Suponha que φ

a,~k
seja o autovalor associado ao

autovetor
∣∣∣φa,~k

〉
. Usando a decomposição espectral de U , temos

U =
∑

a,~k

φ
a,~k

∣∣∣φa,~k

〉〈
φ

a,~k

∣∣∣ . (4.2.66)

No instante t, o estado do passeio será dado por

|Ψ(t)〉 = U t |Ψ(0)〉
=

∑

a,~k

(φt

a,~k

〈
φ

a,~k

∣∣Ψ(0)
〉 ∣∣∣φa,~k

〉
, (4.2.67)

Usando a equação acima, temos

|Ψ(t)〉 =
∑

a,~k

(φ
a,~k

)t
〈
φ

a,~k

∣∣Ψ(0)
〉 ∣∣∣φa,~k

〉

=
∑

a,~k

(φ
a,~k

)t
〈
α

~k
a

∣∣D
〉〈

β~k

∣∣~0
〉 ∣∣∣α~k

a

〉 ∣∣β~k

〉

=
1√
2n

∑

a,~k

(φ
a,~k

)t
〈
α

~k
a

∣∣D
〉 ∣∣∣α~k

a

〉 ∣∣β~k

〉
. (4.2.68)

Na última passagem, usamos a Eq. (4.2.49) para simplificar
〈
β~k

∣∣~0
〉
. So-

mente os autovetores
∣∣∣α~0

1

〉
= |D〉,

∣∣∣α~1
n

〉
= |D〉 associados aos autovalores

+1 e −1 e autovetores do tipo
∣∣∣α~k

1

〉
e
∣∣∣α~k

n

〉
para 0 < k < 2n−1 associados ao

autovalores e±iωk não são ortogonais ao vetor |D〉. Portanto a Eq. (4.2.68)
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se reduz a

|Ψ(t)〉 =
1√
2n

(
(1)t

∣∣∣α~0
1

〉 ∣∣β~0

〉
+ (−1)t

∣∣∣α~1
n

〉 ∣∣β~1

〉
+

2n−2∑

~k=1

(eiωk)t
〈
α

~k
1

∣∣D
〉 ∣∣∣α~k

1

〉 ∣∣β~k

〉
+

2n−2∑

~k=1

(e−iωk)t
〈
α

~k
n

∣∣D
〉 ∣∣∣α~k

n

〉 ∣∣β~k

〉 )
. (4.2.69)

Usando as Eq. (4.2.63) temos

〈
α

~k
1

∣∣D
〉

=
1√
2

(√
k

n
+ i

√
1 − k

n

)
, (4.2.70)

〈
α

~k
n

∣∣D
〉

=
1√
2

(√
k

n
− i

√
1 − k

n

)
, (4.2.71)

para 1 < k < n. O estado do passeio quântico no hipercubo para um
instante de tempo t é então dado por

|Ψ(t)〉 =
1√
2n

(
|D〉

∣∣β~0

〉
+ (−1)t |D〉

∣∣β~1

〉 )
+

1√
2n+1

2n−2∑

~k=1

eiωkt

(√
k

n
+ i

√
1 − k

n

)∣∣∣α~k
1

〉 ∣∣β~k

〉
+

1√
2n+1

2n−2∑

~k=1

e−iωkt

(√
k

n
− i

√
1 − k

n

)∣∣∣α~k
n

〉 ∣∣β~k

〉
.(4.2.72)

É notável que possamos obter uma expressão anaĺıtica para o estado quântico
para qualquer instante de tempo. Esse resultado abre caminho para se ob-
ter diversos outros resultados como a distribuição estacionária e o tempo de
mistura no hipercubo. O resultado anaĺıtico só foi posśıvel porque temos
em mãos a decomposição espectral do operador de evolução. Note que ape-
nas os autovetores não-ortogonais a |D〉 ⊗ I contribuem para a expressão

de |Ψ(t)〉. Isso é consequência da escolha da condição inicial |D〉
∣∣∣~0
〉
. Se

a condição inicial estiver em um subespaço gerado apenas por alguns dos
autovetores de U , o estado permanecerá nesse subespaço durante toda a
evolução. No caso de |Ψ(t)〉, o subespaço tem dimensão 2n+1 − 2 e é ge-

rado por uma base ortonormal dada por
{ ∣∣∣α~k

1

〉 ∣∣β~k

〉
: 0 ≤ ~k < 2n − 1,
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∣∣∣α~k
n

〉 ∣∣β~k

〉
: 0 < ~k ≤ 2n − 1

}
. Vamos mostrar na próxima seção que, na

verdade, a evolução do passeio quântico com essa condição inicial se dá em
um subespaço bem menor.

Antes de concluir esta seção, vamos obter uma expressão mais simples
para |Ψ(t)〉, que será útil em aplicações futuras. Note que a expressão

√
k

n
+ i

√
1 − k

n

é um número complexo de módulo 1. Vamos redefinir os vetores
∣∣∣α~k

1

〉
e

∣∣∣α~k
n

〉
da seguinte forma:

∣∣∣α̃~k
1

〉
=

(√
k

n
+ i

√
1 − k

n

)∣∣∣α~k
1

〉
, (4.2.73)

∣∣∣α̃~k
n

〉
=

(√
k

n
− i

√
1 − k

n

)∣∣∣α~k
n

〉
, (4.2.74)

para 0 < k < n. Os vetores
∣∣∣α̃~k

1

〉
e
∣∣∣α̃~k

n

〉
são unitários e obedecem às mesmas

propriedades de
∣∣∣α~k

1

〉
e
∣∣∣α~k

n

〉
. Porém, o produto interno desses novos vetores

com |D〉 é 1/
√

2 e a expressão de |Ψ(t)〉 se reduz a

|Ψ(t)〉 =
1√
2n

(
|D〉

∣∣β~0

〉
+ (−1)t |D〉

∣∣β~1

〉 )
+

1√
2n+1

2n−2∑

~k=1

(
eiωkt

∣∣∣α̃~k
1

〉 ∣∣β~k

〉
+ e−iωkt

∣∣∣α̃~k
n

〉 ∣∣β~k

〉)
.(4.2.75)

Sugestões para Leitura

O passeio sobre a reta é analisado em uma vasta quantidade de artigos. O
artigo pioneiro é o [48], que obteve as Eqs. (4.1.38) e (4.1.39). Uma análise
mais completa é apresentada nas Refs. [5, 33, 34, 14]. Mais referências po-
dem ser encontradas no livro [63]. O artigo pioneiro na análise do passeio
quântico no hipercubo é a Ref. [45]. A Ref. [41] corrige a distribuição esta-
cionária apresentada na Ref. [45]. A Ref. [32] mostra que o tempo de alcance
quântico entre dois vértices opostos do hipercubo é exponencialmente me-
nor que o tempo de alcance clássico. Mais referências sobre o passeio no
hipercubo podem ser encontradas na Ref. [17]. Passeios quânticos também
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foram analisados em diversos outros grafos, como no ciclo [1] e na malha bi-
dimensional [36, 61]. As teses de doutorado [42, 50] também são referências
úteis.
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Caṕıtulo 5

Tempo de Alcance

Quântico

Como é usual, antes de entrar no contexto quântico, apresentamos as noções
clássicas que foram quantizadas. O foco é o tempo de alcance quântico, por
isso vamos nos restringir à teoria clássica básica. A fórmula mais conhecida
para o cálculo do tempo de alcance clássico em grafos usa a distribuição
estacionária. No entanto, existe uma fórmula alternativa sem usar a distri-
buição estacionária, porém ela requer a definição de um grafo direcionado
obtido a partir do grafo original. No contexto quântico, o processo é um
pouco mais extenso. A partir do grafo original, definimos um grafo bipartido
associado e depois um grafo bipartido direcionado. Para definir o tempo de
alcance quântico no grafo original, o passeio quântico se processa no grafo
bipartido direcionado. Mostramos como o operador de evolução é obtido a
partir da matriz estocástica do grafo original e exemplificamos todo o pro-
cesso no grafo completo. O modelo de passeio quântico deste caṕıtulo tem
uma estrutura diferente dos outros modelos que vimos até agora.

5.1 Tempo de Alcance Clássico

Considere um grafo Γ(X,E) conexo, não-direcionado e não-bipartido onde
X = {x1, · · · , xn} é o conjunto dos vértices e E é o conjunto das arestas. O
tempo de alcance de um passeio randômico clássico nesse grafo é o tempo
esperado para o caminhante atingir pela primeira vez um vértice marcado,
uma vez dada as condições iniciais. Podemos ter mais que um vértice mar-
cado formando um subconjunto de vértices M . Nesse caso, o tempo de
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alcance é o tempo esperado para o caminhante atingir um dos vértices do
conjunto M pela primeira vez, não importa qual seja o vértice desde que
ele pertença a M e desde seja o primeiro vértice de M .

Se px x′(t) é a probabilidade do caminhante atingir x′ pela primeira vez
no instante t tendo sáıdo de x, o tempo de alcance do vértice x para x′ será

Hx x′ =

∞∑

t=0

t px x′(t). (5.1.1)

Definimos Hx x = 0 quando os vértices de sáıda e chegada são os mesmos.
Por exemplo, a probabilidade px x′(t) no instante t = 1 com x 6= x′ para

um grafo completo de n vértices é 1/(n− 1), pois o caminhante tem n− 1
posśıveis vértices para ir no primeiro passo. Para o caminhante chegar no
vértice x′ no instante t = 2 pela primeira vez, ele deve visitar um dos n− 2
vértices distintos de x e x′. A probabilidade disso ocorrer é (n − 2)/(n −
1). Após essa visita, ele deve ir direto para o vértice x′, que ocorre com
probabilidade 1/(n−1). Portanto, px x′(2) = (n−2)/(n−1)2. Generalizando
esse racioćınio, obtemos px x′(t) = (n− 2)t−1/(n− 1)t. Assim

Hx x′ =

∞∑

t=0

t
(n− 2)t−1

(n− 1)t

= n− 1. (5.1.2)

Usamos a identidade
∑∞

t=0 tω
t = 1/(1 − ω)2 válida para 0 < ω < 1. Usu-

almente, o tempo de alcance depende de x e x′, porém no grafo completo
os pontos de partida ou de chegada são equivalentes. No caso geral, Hx x′

pode ser diferente de Hx′x.
A noção de tempo de alcance de um vértice para um subconjunto pode

ser formalizada da seguinte maneira: suponha que M seja um subconjunto
não-vazio de X com cardinalidade m e seja pxM (t) a probabilidade do cami-
nhante atingir qualquer um dos vértices de M pela primeira vez no instante
t tendo sáıdo x, o tempo de alcance para atingir o subconjunto M partindo
de x será

HxM =

∞∑

t=0

t pxM(t). (5.1.3)

Novamente definimos que HxM = 0 se x ∈M .
Vamos usar uma noção mais ampla de tempo de alcance quando o ca-

minhante sai de uma distribuição de probabilidades nos vértices. No caso
anterior, a probabilidade do caminhante sair do vértice x é 1 e nos outros
vértices a probabilidade é 0. Suponha que o caminhante saia de uma distri-
buição σ, isto é, no instante inicial, a probabilidade do caminhante estar no
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vértice x é σx. Usualmente a distribuição inicial é a distribuição estacionária
ou a distribuição uniforme σx = 1/n. Em qualquer caso, a distribuição ini-
cial tem que satisfazer a

∑
x∈X σx = 1. O tempo de alcance para atingir o

subconjunto M partindo da distribuição σ é

HσM =
∑

x∈X

σxHxM . (5.1.4)

Isto é, HσM é o valor esperado segundo a distribuição σ dos tempos de
alcance de cada passeio.

Exerćıcio 5.1. Mostre que no grafo completo

HxM =
n− 1

m

se x 6∈M .

Exerćıcio 5.2. Mostre que no grafo completo

HσM =
(n−m)(n− 1)

mn

se σ for a distribuição uniforme. Por que HσM ≈ HxM para n≫ m?

5.1.1 Tempo de alcance clássico usando a distribuição

estacionária

As Eqs. (5.1.1) e (5.1.3) são ingratas para o cálculo prático do tempo de
alcance em grafos. Felizmente existem métodos alternativos. O método
mais conhecido usa um racioćınio recursivo. Por exemplo, no grafo completo
podemos calcular o tempo de alcanceHx x′ da seguinte forma: o caminhante
sai de x; com probabilidade 1/(n− 1) ele vai direto para x′ e portando leva
um tempo igual a 1; com probabilidade (n − 2)/(n − 1) ele vai para um
vértice x′′ diferente de x′ e, logo, vai levar um tempo igual a 1 mais o tempo
esperado de ir de x′′ para x′, que é Hx x′ . Assim, estabelecemos a seguinte
equação recursiva:

Hx x′ =
1

n− 1
+
n− 2

n− 1

(
1 +Hx x′

)
, (5.1.5)

cuja solução é igual a da Eq. (5.1.2).
Esse método funciona para um grafo genérico. Se Vx é a vizinhança de

x, a cardinalidade de Vx será o grau de x denotado por dx. Para facilitar
a dedução, vamos supor que a distância entre x e x′ é maior que 1. Então,
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o caminhante sairá de x e irá para o vértice vizinho x′′ com probabilidade
1/dx levando um tempo igual a 1. Agora, devemos somar o tempo esperado
de ir de x′′ para x′. Isso tem que ser feito para todos vértices x′′ vizinhos
de x. Assim obtemos

Hx x′ =
1

dx

∑

x′′∈Vx

(
1 +Hx′′ x′

)
. (5.1.6)

A Eq. (5.1.5) é um caso particular da Eq. (5.1.6), pois para o grafo completo
dx = 1/(n − 1) e Hx′′ x′ = Hx x′ exceto se x′′ = x′. Esse último caso gera
o primeiro termo da Eq. (5.1.5). Os restantes n− 2 casos geram o segundo
termo. Isso mostra que a Eq. (5.1.6) é geral e a distância entre x e x′ não
precisa ser maior que 1. No entanto, não podemos ter x = x′, pois o lado
esquerdo é zero e o lado direito não é.

O objetivo agora é resolver a Eq. (5.1.6) para obter o tempo de alcance.
Esta tarefa é facilitada se a Eq. (5.1.6) for convertida para a forma matri-
cial. Se H é a matriz de dimensão n × n cujas componentes são Hx x′ , o
lado esquerdo será convertido em H e o lado direito deverá ser expandido,
considerando que

px x′ =

{
1
dx
, se x′ é adjacente a x;

0, caso contrário,
(5.1.7)

obtemos a seguinte equação matricial:

H = J + PH +D, (5.1.8)

onde J é uma matriz com todas as componentes iguais a 1, P é a ma-
triz estocástica à direita do grafo e D é uma matriz diagonal que deve ser
introduzida para que a equação matricial seja igualmente válida para os
elementos da diagonal. P também é conhecida como matriz de transição
ou matriz de probabilidades.

A matriz D pode ser encontrada a partir da distribuição estacionária
π. A distribuição estacionária satisfaz a πT · P = πT . Multiplicando a
Eq. (5.1.8) pela esquerda por πT , obtemos

Dx x = − 1

πx

,

onde πx é a x-ésima componente de π.
A Eq. (5.1.8) pode ser escrita como (I−P )H = J+D. Quando tentamos

encontrar H a partir dessa equação, lidamos com o fato de que I−P é uma
matriz não-inverśıvel, pois I − P tem o autovalor 0 associado ao autovetor
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com todas as componentes iguais a 1, que denotaremos por 1. Isso quer
dizer que a equação (I − P )X = J + D tem mais de uma solução X . De
fato, se a matriz X é uma solução, então X + 1 · vT também é uma solução
para qualquer vetor v. Contudo, ter em mãos uma solução X da equação
não garante que achamos H . Há uma forma de verificar se X é uma solução
correta, pois Hx x deve ser nulo para todo x. Uma solução da equação
(I − P )X = J +D é

X = (I − P + 1 · πT )−1(J +D), (5.1.9)

como pode ser verificada através do Exerćıcio 5.3. Agora temos que anular
a diagonal de X somando um termo do tipo 1 · vT . Finalmente obtemos

H = X − 1 · vT , (5.1.10)

onde o vetor v tem como componentes a diagonal de X , isto é, vx = Xx x.

Exerćıcio 5.3. Seja
M = I − P + 1 · πT .

1. Mostre que M é inverśıvel.

2. Usando as relações πT · P = πT , P · 1 = 1 e

M−1 =

∞∑

t=0

(I −M)t,

mostre que

M−1 =
∞∑

t=0

P t − 1 · πT .

3. Mostre que a solução (5.1.9) satisfaz à equação (I − P )X = J +D.

4. Mostre que a matriz H dada pela Eq. (5.1.10) satisfaz Hx x = 0.

5.1.2 Tempo de alcance sem usar a distribuição esta-

cionária

Existe um método alternativo para o cálculo do tempo de alcance que não
usa a distribuição estacionária. Apresentaremos o método para o cálculo de
HσM como definido na Eq. (5.1.4). Vamos denominar os vértices do con-
juntoM de vértices marcados. Definiremos um grafo direcionado modificado
a partir do grafo Γ(X,E) não-direcionado original. Cada aresta de um grafo
não-direcionado pode ser vista como duas arestas direcionadas opostas. As
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arestas direcionadas estão fundidas formando a aresta não-direcionada. O
grafo direcionado modificado é obtido do grafo original removendo todas as
arestas direcionadas que saem dos vértices marcados, porém mantendo as
arestas direcionadas que chegam. Isso quer dizer que se o caminhante atin-
gir um vértice marcado, ele ficará preso nesse vértice nos passos seguintes.
Para o cálculo do tempo de alcance, o grafo não-direcionado original e o
grafo direcionado modificado são equivalentes. No entanto, as matrizes de
probabilidades são diferentes. Vamos denotar a matriz estocástica do grafo
modificado por P ′. As componentes de P ′ são

p′xy =

{
pxy, x 6∈M ;
δxy, x ∈M .

(5.1.11)

Seja σ(0) a distribuição de probabilidades inicial nos vértices do grafo
original vista como um vetor linha, a distribuição depois de t passos é

σ(t) = σ(0) · P t. (5.1.12)

Seja 1 o vetor coluna com todas as n componentes iguais a 1, vamos definir
1X−M como o vetor coluna com as n−m componentes fora de M iguais a 1
e a m componentes em M iguais a zero. A probabilidade de encontrarmos
o caminhante no conjunto X −M no instante t é σ(t) · 1X−M . No entanto,
essa expressão não é útil nesse contexto, pois o caminhante terá passado no
conjunto M anteriormente. Queremos achar a probabilidade do caminhante
estar no conjunto X −M no instante t sem ter passado pelo conjunto M .
Esse resultado é obtido se usarmos a matriz P ′ no lugar de P na Eq. (5.1.12).
De fato, se a evolução é feita com a matriz P ′ e o caminhante entrou em
M , ele ficará preso em M nos passos seguintes. Portanto, se o caminhante
for encontrado em X − M , certamente ele não entrou ainda em M . A
probabilidade de encontrarmos o caminhante no conjuntoX−M no instante
t sem ter passado por M é σ(0) · (P ′)t · 1X−M .

Na Eq. (5.1.3), calculamos o tempo médio para atingir um vértice mar-
cado através da fórmula usual para cálculo de médias ponderadas. Quando
a variável em questão assume os valores inteiros não negativos

{
0, 1, 2, · · ·

}
,

existe uma fórmula alternativa de cálculo da média. Essa fórmula se aplica
nesse contexto pois o tempo é o número de passos. Seja T o número de
passos para atingir um vértice marcado pela primeira vez em uma instância
de execução de um passeio randômico e seja p(T ≥ t) a probabilidade de
atingir M pela primeira vez para qualquer número de passos T maior ou
igual a t tendo como condição inicial a distribuição σ, o tempo de alcance
pode ser definido de forma equivalente usando a fórmula

Hσ M =

∞∑

t=1

p(T ≥ t). (5.1.13)
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Para verificar a equivalência dessa nova fórmula com a anterior, note que

p(T ≥ t) =

∞∑

j=t

p(T = j), (5.1.14)

onde p(T = t) é a probabilidade de atingir M pela primeira vez com exata-
mente t passos. Substituindo a Eq. (5.1.14) na Eq. (5.1.13) e invertendo a
ordem do somatório, obtemos

Hσ M =

∞∑

j=1

j∑

t=1

p(T = j)

=

∞∑

j=1

j p(T = j). (5.1.15)

Esta última equação é equivalente a Eq. (5.1.3).
A probabilidade p(T ≥ t) pode ser entendida de outra forma. Se o

caminhante atinge M para T ≥ t, então nos primeiros t− 1 passos ele está
ainda no conjunto X−M , isto é, em um dos vértices não-marcados sem ter
passado por M . Vimos em um parágrafo anterior que a probabilidade do
caminhante estar em um dos vértices do conjunto X −M no instante t sem
ter passado por M anteriormente é σ(0) · (P ′)t−1 · 1X−M . Portanto,

p(T ≥ t) = σ(0) · (P ′)t−1 · 1X−M . (5.1.16)

Vamos definir PM como a matriz quadrada de dimensão n−m obtida a partir
de P eliminando as linhas e colunas referentes aos vértices de M . Vamos
definir σM e 1M de maneira equivalente. Examinando as componentes que
não se anulam na multiplicação matricial da Eq. (5.1.16), conclúımos que

p(T ≥ t) = σ
(0)

M
· P t−1

M
· 1M . (5.1.17)

Substituindo a equação acima na Eq. (5.1.13) obtemos

Hσ M = σ
(0)

M
·
( ∞∑

t=0

P t
M

)
· 1M

= σ
(0)

M
· (I − PM )

−1 · 1M . (5.1.18)

A matriz I − PM tem sempre inversa para grafos do tipo conexo, não-
direcionado e não-bipartido. A razão por trás deste resultado é o fato de
que PM não tem autovalor igual a 1, portanto I −PM não possui autovalor
igual a 0.
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As sugestões de leitura no final do caṕıtulo descrevem referências úteis
sobre as Cadeias de Markov Ergódicas e o Teorema de Perron-Frobenius,
que são úteis neste contexto. Dos resultados apresentados aqui, o mais
importante é a estratégia usada para gerar a Eq. (5.1.18), pois ela também
será usada para definir a versão quântica do tempo de alcance.

5.2 Operadores de Reflexão em um Grafo Bi-

partido

Para definir o tempo de alcance quântico, vamos usar um processo de du-
plicação para obter um grafo bipartido associado ao grafo original, como
será explicado em detalhes na Sec. 5.6. No momento definiremos os opera-
dores quânticos no grafo bipartido. A partir desses operadores, definiremos
o tempo de alcance quântico no grafo original na Sec. 5.6.

Considere um grafo bipartido entre os conjunto de vértices X e Y de
cardinalidades iguais. Vamos denotar por x e y vértices genéricos dos con-
juntos X e Y . Vamos definir pxy como o inverso do grau de sáıda do vértice
x, se y for adjacente a x, do contrário, pxy = 0. Por exemplo, se x for
adjacente a apenas dois vértices y1 e y2 do conjunto Y , então pxy1

= pxy2
=

1/2. Equivalentemente vamos definir qyx como o inverso do grau de sáıda
do vértice y. As variáveis pxy e qyx satisfazem a

∑

y∈Y

pxy = 1 ∀x ∈ X, (5.2.19)

∑

x∈X

qyx = 1 ∀y ∈ Y. (5.2.20)

Para definir um passeio quântico no grafo bipartido, vamos associar ao
grafo o espaço de Hilbert Hn2

= Hn ⊗ Hn, onde n = |X | = |Y |. A
base computacional da primeira componente é

{
|x〉 : x ∈ X

}
e a da se-

gunda é
{
|y〉 : y ∈ Y

}
. Evidentemente a base computacional de Hn2

é{
|x, y〉 : x ∈ X, y ∈ Y

}
. Em vez de usar as matrizes de probabilidades P

e Q do passeio aleatório clássico, cujas componentes são pxy e qyx, vamos

definir os operadores A : Hn → Hn2

e B : Hn → Hn2

da seguinte forma:

A =
∑

x∈X

|αx〉 〈x| , (5.2.21)

B =
∑

y∈Y

|βy〉 〈y| , (5.2.22)
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onde

|αx〉 = |x〉 ⊗



∑

y∈Y

√
pxy |y〉


 , (5.2.23)

|βy〉 =

(
∑

x∈X

√
qyx |x〉

)
⊗ |y〉 . (5.2.24)

As dimensões de A e B são n2×n. Outra forma de escrever as Eqs. (5.2.21)
e (5.2.22) é

A |x〉 = |αx〉 , (5.2.25)

B |y〉 = |βy〉 , (5.2.26)

cuja interpretação é a seguinte: o resultado da multiplicação da matriz A
pelo x-ésimo vetor da base computacional de Hn é a x-ésima coluna de
A. Portanto, as colunas da matriz A são os vetores |αx〉 e as colunas da
matriz B são os vetores |βy〉. Usando as Eqs. (5.2.23) e (5.2.24) junto com
as Eqs. (5.2.19) e (5.2.20), obtemos

〈
αx

∣∣α′
x

〉
= δx,x′ , (5.2.27)

〈
βy

∣∣β′
y

〉
= δy,y′ . (5.2.28)

Consequentemente temos

ATA = In, (5.2.29)

BTB = In. (5.2.30)

Essas equações implicam que A e B preservam a norma de vetores, assim
se |µ〉 for um vetor unitário de Hn então A |µ〉 será um vetor unitário de

Hn2

. O mesmo em relação a B.
Naturalmente vamos investigar o produto na ordem inversa. Usando as

Eqs. (5.2.21) e (5.2.22) obtemos

AAT =
∑

x∈X

|αx〉 〈αx| , (5.2.31)

BBT =
∑

y∈Y

|βy〉 〈βy| . (5.2.32)

Usando as Eqs. (5.2.29) e (5.2.30) temos (AAT )2 = AAT e (BBT )2 = BBT .
Assim vamos definir os projetores

ΠA = AAT , (5.2.33)

ΠB = BBT . (5.2.34)
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As Eqs. (5.2.31) e (5.2.32) mostram que ΠA projeta um vetor genérico de

Hn2

no subespaço HA gerado por
{
|αx〉 : x ∈ X

}
e ΠB no subespaço HB

gerado por
{
|βy〉 : y ∈ Y

}
.

Uma vez definidos dois projetores, podemos definir os operadores de
reflexão associados

RA = 2 ΠA − In2 , (5.2.35)

RB = 2 ΠB − In2 . (5.2.36)

RA reflete um vetor genérico de Hn2

em torno do subespaço HA. A ve-
rificação pode ser feita como se segue: RA deixa invariante um vetor de
HA, ou seja, se |ψ〉 ∈ HA, então RA |ψ〉 = |ψ〉, como pode ser confirmado
através da Eq. (5.2.35). Por outro lado, RA inverte um vetor ortogonal a

HA, isto é, se |ψ〉 ∈ H⊥
A , então RA |ψ〉 = − |ψ〉. Um vetor genérico de Hn2

pode ser escrito como uma combinação linear de um vetor de HA com um
de H⊥

A . A ação de RA faz com que a componente em HA fique inalterada
e com que a componente em H⊥

A tenha o sinal invertido. Isso significa geo-
metricamente uma reflexão em torno de HA, como se HA fosse o espelho e
RA |ψ〉 a imagem de |ψ〉. O mesmo vale para RB em relação ao subespaço
HB.

Agora vamos relacionar os subespaços HA e HB. Podemos analisar os
ângulos entre os vetores da base

{
|αx〉 : x ∈ X

}
com os da base

{
|βy〉 :

y ∈ Y
}
. Para isso vamos definir a matriz dos produtos internos C da forma

Cxy =
〈
αx

∣∣βy

〉
. Usando as Eqs. (5.2.23) e (5.2.24) podemos expressar as

componentes de C em termos das probabilidades de transição como Cxy =√
pxyqyx. E, em termos matriciais, podemos escrever C como

C = ATB, (5.2.37)

que pode ser deduzido através das Eqs. (5.2.21) e (5.2.22). C é uma matriz
de dimensão n. Ela fornece informações essenciais sobre o passeio quântico
que vamos definir no grafo bipartido. Se ela fosse uma matriz normal, seus
autovalores e autovetores seriam as grandezas mais relevantes. Uma vez
que C não é normal em geral, vamos analisar seus valores e vetores singu-
lares, que são as grandezas conceitualmente mais próximas de autovalores
e autovetores.

Exerćıcio 5.4. Considere o grafo bipartido completo entre os conjuntos X
e Y ambos de cardinalidade 2. Encontre os vetores |αx〉 e |βy〉. Eliminado
a última componente, esses vetores podem ser vistos no R3. Esboce um
cubo com um vértice na origem e o vértice oposto no ponto (1, 1, 1) e com 3
arestas sobre os eixos x, y e z. Mostre que o espaço vetorial real R3

A gerado
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pelas colunas de A é um plano vertical que contém o eixo z e corta o cubo
ao meio. Mostre que o espaço vetorial real R3

B gerado pelas colunas de B é
um plano inclinado de 45◦ que contém o eixo y e também corta o cubo ao
meio. Mostre que a intersecção desses espaços vetoriais é gerado pelo vetor

|µ〉 =
1√
3




1
1
1


 .

Encontre um vetor |ψA〉 ortogonal a |µ〉 pertencente a R3
A. Encontre um

vetor |ψB〉 ortogonal a |µ〉 pertencente a R3
B. Qual é o ângulo entre |ψA〉

e |ψB〉? Seja |ψ〉 um vetor ortogonal a |µ〉 pertencente a R
3. Mostre que

RBRA gira |ψ〉 de 2π/3 radianos no plano ortogonal a |µ〉.

Exerćıcio 5.5. O objetivo desse exerćıcio é generalizar as fórmulas desta
seção quando a cardinalidade do conjunto X é diferente da cardinalidade
do conjunto Y . Seja |X | = m e |Y | = n, quais são as dimensões das
matrizes A, B e C nesse caso? Quais fórmulas desta seção que mudam
explicitamente?

Exerćıcio 5.6. Considere o grafo bipartido completo onde X tem um único
elemento e Y tem 2 elementos. Mostre que RA é a matriz de Pauli σx e
que RB é a matriz identidade I2.

5.3 Valores e Vetores Singulares

O teorema da decomposição em valores singulares afirma que existem ma-
trizes unitárias U e V tal que

C = UDV †, (5.3.38)

onde D é uma matriz diagonal de dimensão n com componentes reais não-
negativas. Usualmente os elementos na diagonal são ordenados com o maior
elemento ocupando a primeira posição. Esses elementos são chamados de
valores singulares e são univocamente determinados uma vez dada a matriz
C. No caso geral as matrizes U e V não são univocamente determinadas.
Elas podem ser determinadas através da aplicação do teorema espectral na
matriz C†C. C†C é uma matriz Hermitiana positiva semidefinida, ou seja,
seus autovalores são números reais não-negativos. Consequentemente, C†C
admite uma decomposição espectral e a ráız quadrada

√
C†C está bem defi-

nida. Na base dos autovetores de C†C,
√
C†C é uma matriz diagonal em que

cada elemento da diagonal é a ráız quadrada do autovalor correspondente
de C†C.
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Suponha que λ2
i e |νi〉 sejam os autovalores e autovetores de C†C, então

C†C =

n∑

i=1

λ2
i |νi〉 〈νi| (5.3.39)

e, consequentemente,

√
C†C =

n∑

i=1

λi |νi〉 〈νi| . (5.3.40)

Vamos mostrar como achar U e V . Para cada i tal que λi > 0 defina

|µi〉 =
1

λi

C |νi〉 . (5.3.41)

Uma vez que tomamos
{
|νi〉 : 1 ≤ i ≤ n

}
como uma base ortonormal segue

que 〈
µi

∣∣µj

〉
= δij (5.3.42)

para todo i, j tal que λi e λj sejam positivos. Para os autovetores no núcleo

de
√
C†C, definimos

∣∣µ′
j

〉
= |νj〉. Porém, com essa extensão perdemos no

caso geral a ortogonalidade entre os vetores |µi〉 e
∣∣µ′

j

〉
. Podemos aplicar

o procedimento de Gram-Schmidt para redefinir os vetores
∣∣µ′

j

〉
de forma

que sejam ortogonais aos vetores que não pertencem ao núcleo e chamá-
los de |µj〉. No final, podemos obter um conjunto completo satisfazendo à
condição de ortonormalidade (5.3.42). Com os vetores |νi〉 e |µi〉 em mãos,
podemos obter U e V através das equações

U =
n∑

i=1

|µi〉 〈i| , (5.3.43)

V =

n∑

i=1

|νi〉 〈i| . (5.3.44)

|νi〉 e |µi〉 são os vetores singulares e λi os valores singulares correspondentes.
Eles obedecem às seguintes equações:

C |νi〉 = λi |µi〉 , (5.3.45)

CT |µi〉 = λi |νi〉 , (5.3.46)

para 1 ≤ i ≤ n. Note que |µi〉 e |νi〉 têm um comportamento dual. De fato,
eles são chamados de vetores singulares à esquerda e à direita.
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Multiplicando a Eq. (5.3.45) por A e a Eq. (5.3.46) por B obtemos

ΠAB |νi〉 = λi A |µi〉 , (5.3.47)

ΠB A |µi〉 = λi B |νi〉 . (5.3.48)

Vimos anteriormente que a ação dos operadores A e B preservam a norma
dos vetores. Como os vetores |µi〉 e |νi〉 são unitários, A |µi〉 e B |νi〉 também
são unitários. A ação de projetores ou diminui a norma dos vetores ou
mantém a norma invariante. Usando a Eq. (5.3.47) conclúımos que os va-
lores singulares satisfazem às inequações 0 ≤ λi ≤ 1. Portanto, podem ser
escritos como λi = cos θi onde 0 ≤ θi ≤ π/2. A interpretação geométrica de
θi é o ângulo entre os vetores A |µi〉 e B |νi〉. De fato usando as Eqs. (5.2.37)
e (5.3.45) obtemos que o produto interno entre A |µi〉 e B |νi〉 é

cos θi = 〈µi|AT B |νi〉 . (5.3.49)

Exerćıcio 5.7. Verifique se U e V dados pelas Eqs. (5.3.43) e (5.3.44) são
unitários. Mostre que a Eq. (5.3.38) é satisfeita para esses U e V .

Exerćıcio 5.8. Mostre que se λi 6= λj então o espaço vetorial gerado por
A |µi〉 e B |νi〉 será ortogonal ao espaço vetorial gerado por A |µj〉 e B |νj〉.

5.4 Operador de Evolução

Agora estamos prontos para definir um passeio quântico em um grafo bi-
partido. Vamos definir o operador de evolução como

UP := RB RA, (5.4.50)

onde RA e RB são os operadores de reflexão dados pelas Eqs. (5.2.35) e
(5.2.36). No instante t, o estado do passeio quântico será U t aplicado ao
estado inicial. Esse passeio tem uma estrutura diferente do passeio padrão
descrito por um operador moeda e um operador de deslocamento. Essa
nova definição tem vantagens. Em especial, o tempo de alcance quântico
pode ser definido de uma forma natural como uma generalização do tempo
de alcance clássico. É posśıvel mostrar de forma genérica que o tempo de
alcance para esse passeio quântico é pelo menos quadraticamente menor do
que o tempo de alcance do passeio aleatório clássico no grafo equivalente.

A análise da evolução do passeio requer a obtenção da decomposição es-
pectral de UP . Sabemos que a tarefa de calcular U t é simplificada com a
decomposição espectral. Nessa nova definição de passeio quântico, a decom-
posição espectral associada aos autovalores não triviais pode ser calculada a
partir dos valores e vetores singulares da matriz C definida na Eq. (5.2.37).



92 Tempo de Alcance Quântico

Note que apesar da definição de UP ser nova, definições semelhantes já
apareceram em outros lugares. Mostramos no Caṕıtulo 3.1 que o operador
de evolução do algoritmo de Grover é o produto de duas reflexões.

Exerćıcio 5.9. O objetivo desse exerćıcio é analisar em que condições o
estado

|ψ(0)〉 =
1√
n

∑

x∈X
y∈Y

√
pxy |x, y〉

é autovetor de UP associado ao autovalor 1. Mostre que a ação de RA

deixa |ψ(0)〉 invariante. A ação de RB deixa |ψ(0)〉 invariante? Em que
condições?

5.5 Decomposição Espectral do Operador de

Evolução

As Eqs. (5.3.47) e (5.3.48) mostram que os projetores ΠA e ΠB têm uma
ação simétrica nos vetores A |µj〉 e B |νj〉 para cada j. É de se esperar que
a ação dos operadores de reflexão RA e RB sobre uma combinação linear
entre os vetores A |µj〉 e B |νj〉 resulte em um vetor no plano gerado por
A |µj〉 e B |νj〉. Isto é, esse plano é invariante sob a ação de UP . Portanto,
vamos tentar o seguinte Ansatz para os autovetores de UP :

U
(
aA |µj〉 + bB |νj〉

)
= λ′j

(
aA |µj〉 + bB |νj〉

)
. (5.5.51)

O objetivo é encontrar a, b e λ′j que obedeçam à Eq. (5.5.51). Usando as
Eqs. (5.4.50), (5.2.35) e (5.2.36) obtemos

(2 ΠB−I)(2 ΠA−I)
(
aA |µj〉+bB |νj〉

)
= λ′j

(
aA |µj〉+bB |νj〉

)
. (5.5.52)

Usando as Eqs. (5.3.47) e (5.3.48) obtemos o seguinte sistema de equações:

λ′j a = −a − 2λjb, (5.5.53)

λ′j b = 2λja+ (4λ2
j − 1)b, (5.5.54)

desde que A |µj〉 e B |νj〉 sejam linearmente independentes, isto é, não-
colineares. Vamos impor que θj 6= 0, pois da Eq. (5.3.49) sabemos que θj é
o ângulo entre A |µj〉 e B |νj〉. Usando λj = cos θj , o sistema de equações
acima impõe que

λ′j = e±2iθj . (5.5.55)
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Usando a Eq. (5.5.53), obtemos

b

a
= − 1 + e±2 iθj

2 cos (θj)

= − e± iθj . (5.5.56)

Portanto, os vetores

∣∣θ±j
〉

=
A |µj〉 − e± iθjB |νj〉√

2 sin θj

(5.5.57)

são autovetores normalizados de UP associados aos autovalores e±2iθj quando
0 < θj ≤ π/2.

Os vetores A |µj〉 e B |νj〉 só serão linearmente independentes se λj 6= 1.
Quando A |µj〉 e B |νj〉 são colineares, a Eq. (5.5.57) não fornece a expressão
para os autovetores associados a λj = 1. No entanto, como A |µj〉 é invari-
ante por ΠA, B |νj〉 também é. E vice-versa, como B |νj〉 é invariante por
ΠB , A |µj〉 também é. Portanto, A |µj〉 e B |νj〉 são invariantes por RA e
RB e são autovetores de UP com autovalor 1. O número de autovetores
de autovalor 1 que podemos encontrar por esse método vai depender da
multiplicidade do valor singular 1. Seja k a multiplicidade do valor singular
1, a Tabela 5.1 compila os resultados sobre a decomposição espectral de
UP obtidos até agora. Já encontramos 2n− k autovetores de UP , onde os
2(n−k) primeiros estão associados aos autovalores e±2iθj e os k autovetores
restantes estão associados ao autovalor 1.

HA e HB são os espaços vetoriais gerados pelas colunas da matriz A e
B, respectivamente, ou seja, HA é gerado pelos vetores |αx〉, x ∈ X e HB

é gerado pelos vetores |βy〉, y ∈ Y . Tanto HA quanto HB são subespaços

de Hn2

de dimensão n. Seja HA,B o espaço vetorial gerado pelos vetores
|αx〉 e |βy〉, a dimensão de HA,B é no máximo 2n. A dimensão de HA,B

será exatamente 2n se A |µj〉 e B |νj〉 forem linearmente independentes para
todo j. Para cada j tal que λj = 1, a dimensão de HA,B é reduzida de 1.
Por outro lado, a dimensão de HA,B é 2n menos a dimensão de HA ∩HB .
Portanto, os autovetores |θj〉, para 1 ≤ j ≤ k, geram o subespaço HA ∩HB

e
∣∣θ±j
〉
, para k+1 ≤ j ≤ n, geram o espaço ortogonal a HA ∩HB em HA,B.

O conjunto de autovetores encontrados não forma uma base. Faltam n2−
2n+k autovetores que pertencem ao espaço vetorial ortogonal a HA,B, isto é,
H⊥

A∩H⊥
B . Esses autovetores estão associados aos autovalores 1, pois tanto o

projetor ΠA como ΠB anulam um vetor |ψ〉 que esteja no espaço ortogonal
tanto a HA como HB. Consequentemente, RA |ψ〉 = − |ψ〉 e RB |ψ〉 =
− |ψ〉. Como U = RBRA, segue que U |ψ〉 = |ψ〉. Uma base de vetores
ortonormais para espaço H⊥

A ∩ H⊥
B completa a decomposição espectral de
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Autovalor Autovetor Intervalo

e±2iθj

∣∣θ±j
〉

=
A|µj〉−e± iθj B|νj〉√

2 sin θj
1 ≤ j ≤ n− k

1 |θj〉 = A |µj〉 n− k + 1 ≤ j ≤ n

1 |θj〉 = sem expr. 2n− k + 1 ≤ j ≤ n

Tabela 5.1: Autovalores e autovetores normalizados de UP ′ obtidos a partir
dos valores e vetores singulares de C, onde k é a multiplicidade do valor
singular 1 de C e n é a dimensão de C. Os ângulos θj são obtidos a partir
dos valores singulares λj através da fórmula cos θj = λj . Os autovetores
|θj〉 para 2n − k + 1 ≤ j ≤ n não podem ser obtidos pelo método desta
seção, porém sabemos que estão associados ao autovalor 1.

UP . O método dos valores e vetores singulares não serve para calcular esses
autovetores restantes, no entanto, vamos mostrar adiante que somente os
autovetores associados aos autovalores diferentes de 1 contribuem para o
cálculo do tempo de alcance.

Exerćıcio 5.10. Mostre que se o valor singular λj for igual a 0, então
A |µj〉 e B |νj〉 serão autovetores ortonormais associados ao autovalor −1
de UP .

Exerćıcio 5.11. Usando os autovetores da Tabela 5.1, calcule uma base de
autovetores do operador de evolução UP associado ao grafo do Exerćıcio 5.4
referente ao subespaço HA,B. Ache uma base para H⊥

A,B e verifique se os ve-
tores dessa base são autovetores de UP associado ao autovalor 1. Verifique
se algum autovalor tem multiplicidade maior que 1 e caracterize completa-
mente os autovetores de UP .

5.6 Tempo de Alcance Quântico

Vamos definir o tempo de alcance quântico no grafo Γ(X,E) conexo, não-
direcionado e não-bipartido como uma generalização natural do conceito
clássico. Para isto, vamos definir um grafo bipartido associado a Γ(X,E)
através de um processo de duplicação. X e Y são os conjuntos de vértices de
mesma cardinalidade do grafo bipartido. Cada aresta {xi, xj} pertencente
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a E do grafo original, que liga os vértices adjacentes xi e xj , corresponde
a duas arestas no grafo bipartido {xi, yj} e {yi, xj}. Na Fig. 5.1 temos um
exemplo de um grafo não-direcionado (primeiro grafo) e seu grafo bipartido
associado (segundo grafo). Em relação a notação usada na Sec. 5.2, temos
que pxy = qxy e pxy = pyx, pois o grafo bipartido é não-direcionado e existe
uma identificação entre X e Y .

x1 x1

x2x3 x2

x2

x3

x1

x2

x3

y1

y2

y3

y1

y2

y3

Figura 5.1: Exemplo de um grafo conexo com 3 vértices, seu grafo bipartido
gerado pelo processo de duplicação e o grafo bipartido direcionado supondo
que x3 é o único vértice marcado. O tempo de alcance quântico é definido
para o primeiro grafo, porém o passeio quântico se processa no terceiro
grafo.

O passeio quântico no grafo bipartido é definido pelo operador de evolução
UP dado pela Eq. (5.4.50). No grafo bipartido, uma aplicação de UP cor-
responde a dois passos do passeio quântico, de X para Y e de Y para X .
Temos que tomar o traço parcial sobre o espaço associado a Y para obtermos
o estado do passeio quântico no conjunto X .

Para definir o tempo de alcance quântico, vamos usar um segundo ope-
rador de evolução associado a um grafo bipartido direcionado modificado a
partir do grafo bipartido original. Esse processo é semelhante ao método
usado para o cálculo do tempo de alcance clássico sem usar a distribuição es-
tacionária descrito na Sec. 5.1.2. O grafo direcionado modificado é obtido a
partir do grafo bipartido original removendo-se todas as arestas direcionadas
que saem dos vértices marcados, porém mantendo as arestas direcionadas
que chegam. O terceiro grafo da Fig. 5.1 é um exemplo onde o conjunto
M = {x3} tem um único elemento. Note que se x3 for um vértice marcado,
y3 também será pelo processo de duplicação. Todas as arestas que saem de
x3 e y3 foram removidas. Isto quer dizer que se o caminhante atingir um
vértice marcado, ele ficará preso neste vértice marcado nos passos seguintes.

Vimos na Sec. 5.1.2 que o grafo não-direcionado original e o grafo di-
recionado modificado são equivalentes para o cálculo do tempo de alcance
clássico. No caso quântico, para definir o tempo de alcance no grafo original,
o passeio quântico se processa no grafo direcionado modificado através do
operador de evolução UP , onde P é a matriz de probabilidades modificada
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dada por

pxy =

{
p′xy, x 6∈M ;
δxy, x ∈M ,

(5.6.58)

onde p′xy são as componentes da matriz de probabilidades P ′ do grafo bi-
partido não-direcionado. Como estamos usando o operador UP do grafo
direcionado, se a condição inicial for a distribuição uniforme, as probabi-
lidades associadas aos vértices marcados aumentam periodicamente. Para
achar um vértice marcado, devemos medir a posição do caminhante no pri-
meiro instante em que a probabilidade aumenta. O tempo de alcance é
adequado para quantificar em que instante devemos medir a posição do
caminhante.

A condição inicial do passeio quântico é

|ψ(0)〉 =
1√
n

∑

x∈X
y∈Y

√
p′xy |x, y〉 . (5.6.59)

Note que |ψ(0)〉 é definido usando a matriz de probabilidades do grafo ori-
ginal e portanto é invariante sob a ação de UP ′ referente ao grafo original,
quando a distribuição de probabilidades p′xy é simétrica, isto é, |ψ(0)〉 é
um autovetor de UP ′ associado ao autovalor 1. No entanto, |ψ(0)〉 não é
um autovetor de UP em geral. Agora vamos definir o tempo de alcance
quântico.

Definição 5.1. (Tempo de Alcance Quântico) O tempo de alcance quântico
HP ′,M de um passeio quântico em um grafo com o operador de evolução
associado UP ′ partindo da condição inicial |ψ(0)〉 é definido como o menor
número de passos T tal que

F (T ) ≥ 1 − m

n
,

onde m é o número de vértices marcados, n é o numero de vértices do grafo
original e F (T ) é

F (T ) =
1

T + 1

T∑

t=0

∥∥∥ |ψ(t)〉 − |ψ(0)〉
∥∥∥

2

, (5.6.60)

onde |ψ(t)〉 é o estado quântico no passo t do passeio no grafo modificado
com a matriz de probabilidades P , isto é, |ψ(t)〉 = (UP )t |ψ(0)〉 .
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5.7 Tempo de Alcance no Grafo Completo

O objetivo desta seção é calcular o tempo de alcance quântico no grafo
completo de n vértices. O grafo completo tem todos os vértices adjacentes
entre si. Se o caminhante está em um dos vértices, ele pode ir para n − 1
vértices. Portanto, a matriz de probabilidades do grafo é

P ′ =
1

n− 1




0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0



. (5.7.61)

A matriz (n−1)P ′ é igual a uma matriz com componentes iguais a 1 menos
a matriz identidade. Portanto, podemos escrever P ′ da seguinte forma

P ′ =
1

n− 1

(
n
∣∣∣u(n)

〉〈
u(n)

∣∣∣− In

)
, (5.7.62)

onde
∣∣u(j)

〉
é o vetor

∣∣∣u(j)
〉

=
1√
j

j∑

i=1

|i〉 . (5.7.63)

Vamos numerar os vértices de 1 até n, de forma que nesta seção a base
computacional do espaço de Hilbert Hn seja

{
|1〉 , · · · , |n〉

}
. Os vértices

marcados serão os m últimos vértices, isto é, x ∈M se e somente se n−m <
x ≤ n.

Na definição de tempo de alcance quântico, o operador de evolução usa
a matriz de probabilidades modificada P definida na Eq. (5.6.58) em vez da
matriz original P ′. As componentes da matriz P são

pxy =

{ 1−δxy

n−1 , 1 ≤ x ≤ n−m;

δxy, n−m < x ≤ n.
(5.7.64)

Todos os vetores e operadores da Sec. 5.2 devem ser calculados usando P . O
operador C da Eq. (5.2.37) é o mais importante, pois seus valores e vetores
singulares são usados para calcular uma parte dos autovetores do operador
de evolução UP . Na Sec. 5.2 vimos que as componentes Cxy são dadas
por

√
pxyqyx. Aqui estamos tomando qyx = pyx. No grafo completo temos

que p′xy = p′yx. No entanto, pxy 6= pyx se x e y estão em M . Usando a
Eq. (5.7.64) e analisando os valores das componentes de C conclúımos que

C =

[
PM 0
0 Im

]
, (5.7.65)
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onde PM é obtida da matriz P ′ da Eq. (5.7.61) eliminando-se as m linhas
e colunas correspondentes aos m vértices marcados. Podemos encontrar os
valores e vetores singulares de C através da decomposição espectral de PM .

A expressão algébrica de PM é

PM =
1

n− 1

(
(n−m)

∣∣∣u(n−m)
〉〈

u(n−m)
∣∣∣− In−m

)
, (5.7.66)

onde
∣∣u(n−m)

〉
é obtido através da Eq. (5.7.63). Seu polinômio caracteŕıstico

é

det(PM − λI) =

(
λ− n−m− 1

n− 1

)(
λ+

1

n− 1

)n−m−1

. (5.7.67)

Os autovalores são n−m−1
n−1 com multiplicidade 1 e −1

n−1 com multiplicidade
n−m− 1. Note que se m ≥ 1, então 1 não é autovalor de PM . O autovetor
associado ao autovalor n−m−1

n−1 é

|νn−m〉 :=
∣∣∣u(n−m)

〉
(5.7.68)

e os autovetores associados ao autovalor −1
n−1 são

|νi〉 :=
1√
i+ 1

(∣∣∣u(i)
〉
−
√
i |i+ 1〉

)
, (5.7.69)

onde 1 ≤ i ≤ n − m − 1. O conjunto
{
|νi〉 , 1 ≤ i ≤ n − m

}
forma uma

base ortonormal de autovetores de PM . A verificação está orientada no
Exerćıcio 5.12.

Exerćıcio 5.12. O objetivo deste exerćıcio é verificar explicitamente a or-
tonormalidade da decomposição espectral de PM .

1. Use a Eq. (5.7.66) para verificar que PM |un−m〉 = n−m−1
n−1 |un−m〉.

2. Mostre que
〈
u(n−m)

∣∣νi

〉
= 0, para 1 ≤ i ≤ n−m− 1. Use este fato e

a Eq. (5.7.66) para verificar que PM |νi〉 = −1
n−1 |νi〉.

3. Mostre que
〈
u(i)
∣∣i+ 1

〉
= 0 e conclua que

〈
u(i)
∣∣u(i)

〉
= 1, para 1 ≤

i ≤ n−m− 1. Use este fato para mostrar que
〈
νi

∣∣νi

〉
= 1.

4. Suponha que i < j. Mostre que
〈
u(i)
∣∣u(j)

〉
=
√

i
j

e que
〈
u(i)
∣∣j + 1

〉
=

0. Use estes fatos para mostrar que
〈
νi

∣∣νj

〉
= 0.
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A matriz C é hermitiana. Portanto, os valores singulares λi não-triviais
de C definidos na Eq. (5.3.40) são obtidos tomando o módulo dos autovalores
de PM . O vetores singulares à direita |νi〉 são os autovetores de PM e os
vetores singulares à esquerda são obtidos a partir da Eq. (5.3.41). Se o
autovalor de PM for negativo, o vetor singular à esquerda é o negativo
do autovetor de PM . Estes vetores devem ser aumentados com m zeros
para terem a dimensão compat́ıvel com C. Finalmente, a submatriz Im na
Eq. (5.7.65) acrescenta à lista o valor singular 1 com multiplicidade m com
os vetores singulares associados |j〉, onde n−m+ 1 ≤ j ≤ n. A Tabela 5.2
resume estes resultados.

Vetor Vetor
Valor singular singular à singular à Intervalo

direita esquerda

cos θ1 = 1
n−1 |νj〉 − |νj〉 1 ≤ j ≤ n−m− 1

cos θ2 = n−m−1
n−1 |νn−m〉 |νn−m〉 j = n−m

cos θ3 = 1 |j〉 |j〉 n−m+ 1 ≤ j ≤ n

Tabela 5.2: Valores e vetores singulares à direita e esquerda da matriz C.
Os vetores |νn−m〉 e |νi〉 são dados pelas Eqs. (5.7.68) e (5.7.69). Os ângulos
θ1, θ2 e θ3 são definidos a partir dos valores singulares.

Autovalores e autovetores de UP , que podem obtidos a partir dos valores
e vetores singulares de C, são dados pela Tabela 5.1. A Tabela 5.3 repro-
duz estes resultados para o grafo completo. Ficam faltando n2 − 2n + m
autovetores todos associados ao autovalor 1.

A condição inicial é dada pela Eq. (5.6.59), que no grafo completo se
reduz a

|ψ(0)〉 =
1√

n(n− 1)

n∑

x,y=1

(1 − δxy) |x〉 |y〉 . (5.7.70)

Apenas os autovetores de UP que não são ortogonais à condição inicial
|ψ(0)〉 participam da dinâmica. O Exerćıcio 5.13 orienta a prova de que
os autovetores |θj〉, onde n − m + 1 ≤ j ≤ n são ortogonais à condição
inicial. O Exerćıcio 5.14 orienta a prova de que os autovetores

∣∣θ±j
〉
, onde

1 ≤ j ≤ n − m − 1 também são ortogonais à condição inicial. Sobram
apenas os dois autovetores

∣∣θ±n−m

〉
associados ao autovalor positivo de PM

e os autovetores associados ao autovalor 1 que ainda não foram considerados.
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Autovalor Autovetor Intervalo

e±2iθ1

∣∣θ±j
〉

=
−
(
A+e±iθ1B

)
|νj〉√

2 sin θ1

1 ≤ j ≤ n−m− 1

e±2iθ2

∣∣θ±n−m

〉
=

(
A−e±iθ2B

)
|νn−m〉

√
2 sin θ2

j = n−m

1 |θj〉 = A |j〉 n−m+ 1 ≤ j ≤ n

Tabela 5.3: Autovalores e autovetores normalizados de UP obtidos a partir
dos valores e vetores singulares de C.

Portanto, a condição inicial |ψ(0)〉 pode ser escrita como

|ψ(0)〉 = c+
∣∣θ+n−m

〉
+ c−

∣∣θ−n−m

〉
+ |β〉 , (5.7.71)

onde os coeficientes c± são dados por (ver Exerćıcio 5.15)

c± =

√
n−m

(
1 − e∓iθ2

)
√

2n sin θ2
, (5.7.72)

onde o ângulo θ2 é definido por

cos θ2 =
n−m− 1

n− 1
. (5.7.73)

O vetor |β〉 é a componente de |ψ(0)〉 no autoespaço de autovalor 1. O
cálculo da base de autovetores para este autoespaço é trabalhoso, vamos
adiar este cálculo por enquanto.

Exerćıcio 5.13. Para mostrar que
〈
θj

∣∣ψ(0)
〉

= 0 quando n−m+1 ≤ j ≤ n,
use a expressão de A dada pela Eq. (5.2.21) e a expressão de |αx〉 dada pela
Eq. (5.2.23), onde pxy e qxy são dados pela Eq. (5.7.64). Mostre que

〈
θj

∣∣ψ(0)
〉

=
∑

x∈M

〈
αx

∣∣ψ(0)
〉
.

Use a Eq. (5.7.70) e mostre que
〈
αx

∣∣ψ(0)
〉

= 0 se x ∈M .
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Exerćıcio 5.14. Para mostrar que
〈
θ±j
∣∣ψ(0)

〉
= 0 para 1 ≤ j ≤ n −m −

1, use as expressões de A e B dadas pelas Eqs. (5.2.21) e (5.2.22) e as
expressões de |αx〉 e |βy〉 dadas pelas Eqs. (5.2.23) e (5.2.24), onde pxy e
qxy são dados pela Eq. (5.7.64). A Eq. (5.7.69) e o Exerćıcio 5.12 também
devem ser usados. A expressão de |ψ(0)〉 é dada pela Eq. (5.7.70).

Exerćıcio 5.15. O objetivo deste exerćıcio é orientar o cálculo dos coefi-
cientes c± da Eq. (5.7.71), que são definidos por

c± =
〈
θ±n−m

∣∣ψ(0)
〉
.

Use as Eqs. (5.7.70) e (5.7.80), cancele os termos ortogonais e simplifique
o resultado.

Aplicando U t
P em |ψ(0)〉, dado pela Eq. (5.7.71) e usando o fato de

que
∣∣θ±n−m

〉
são autovetores associados aos autovalores e±2iθ2 e |β〉 está no

autoespaço associado ao autovalor 1 obtemos

|ψ(t)〉 = U t
P |ψ(0)〉

= c+e2iθ2t
∣∣θ+n−m

〉
+ c−e−2iθ2t

∣∣θ−n−m

〉
+ |β〉 , (5.7.74)

A partir da expressão de |ψ(t)〉 podemos calcular a seguinte quantidade que
é usada para obter o tempo de alcance

F (T ) =
1

T + 1

T∑

t=0

∥∥∥ |ψ(t)〉 − |ψ(0)〉
∥∥∥

2

. (5.7.75)

A diferença |ψ(t)〉 − |ψ(0)〉 pode ser calculada da seguinte forma. Usando
as Eqs. (5.7.71) e (5.7.74) obtemos

|ψ(t)〉 − |ψ(0)〉 = c+(e2iθ2t − 1)
∣∣θ+n−m

〉
+ c−(e−2iθ2t − 1)

∣∣θ−n−m

〉
(5.7.76)

e usando a Eq. (5.7.72) obtemos

∥∥∥ |ψ(t)〉 − |ψ(0)〉
∥∥∥

2

=
∣∣c+(e2iθ2t − 1)

∣∣2 +
∣∣c−(e−2iθ2t − 1)

∣∣2

=
4(n− 1)(n−m)

n(2n−m− 2)

(
1 − T2t

(
n−m− 1

n− 1

))
,

onde Tn são os polinômios de Chebyshev do primeiro tipo definidos por
Tn(cos θ) = cosnθ. Tomando a média e usando que

T∑

t=0

T2t

(
n−m− 1

n− 1

)
=

1

2
+

1

2
U2T

(
n−m− 1

n− 1

)
(5.7.77)
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obtemos

F (T ) =
2 (n− 1) (n−m)

(
2T + 1 − U2T

(
n−m−1

n−1

))

n (2n−m− 2) (T + 1)
, (5.7.78)

onde Un são os polinômios de Chebyshev do segundo tipo definidos por

Un(cos θ) = sin(n+1)θ
sin θ

. O gráfico da Fig. 5.2 mostra o comportamento da
função F (T ). F (T ) cresce rapidamente passando pela linha tracejada, de-

pois oscila em torno do valor limite que é dado por 4(n−1)(n−m)
n(2 n−m−2) .

Figura 5.2: Gráficos da função F (T ) (linha cont́ınua), da reta 1− m
n

(linha

tracejada) e da reta 4(n−1)(n−m)
n(2 n−m−2) (linha pontilhada) para n = 100 e m =

21. O tempo de alcance pode ser visto no gráfico pelo instante T tal que
F (T ) = 1 − m

n
, que é aproximadamente 1.13.

Para n≫ m, podemos obter o tempo de alcance HP ′,M por inversão de
séries de Laurent a partir da equação F (T ) = 1 − m

n
. Os primeiros termos

são

HP ′,M =
j−1
0

(
1
2

)

2

√
n

2m
−

√
1 − 1

4 j
−1
0

(
1
2

)2

1 + 2

√
1 − 1

4 j
−1
0

(
1
2

)2 +O

(
1√
n

)
(5.7.79)

onde j0 é a primeira função de Bessel esférica ou a função sinc não-normalizada.
O valor de j−1

0

(
1
2

)
é aproximadamente 1.9.

Exerćıcio 5.16. O objetivo deste exerćıcio é obter a Eq. (5.7.77). Use
a representação trigonométrica de Tn e converta o cosseno em termos de
uma soma de exponenciais com argumentos complexos. Use a fórmula da

progressão geométrica
∑T

t=0 a
t = aT+1−1

a−1 para simplificar o somatório. Con-
verta o resultado na forma de polinômios de Chebyshev do segundo tipo.
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5.7.1 Probabilidade de achar um elemento marcado

O tempo de alcance é usado em algoritmos de busca como o instante de
parada. É importante calcular a probabilidade de sucesso quando usamos o
tempo de alcance. O cálculo da probabilidade de encontrarmos um elemento
marcado em função do tempo é mais elaborado do que o cálculo do tempo
de alcance, pois temos que calcular |ψ(t)〉 explicitamente, ou seja, temos
que calcular os vetores

∣∣θ±n−m

〉
e |β〉 .

Usando as Eqs. (5.2.21) e (5.2.22) obtemos

∣∣θ±n−m

〉
=

1√
2 sin θ2

(
A− e±iθ2B

) ∣∣∣u(n−m)
〉

=
1√

2(n−m) sin θ2

(
n−m∑

x=1

|αx〉 − e±iθ2

n−m∑

y=1

|βy〉
)

Usando as Eqs. (5.2.23), (5.2.24) e (5.7.64) obtemos

∣∣θ±n−m

〉
=

1√
2(n− 1)(n−m) sin θ2

(
(
1 − e±iθ2

) n−m∑

x,y=1

(
1 − δxy

)
|x〉 |y〉+

n−m∑

x=1

n∑

y=n−m+1

|x〉 |y〉 − e±iθ2

n∑

x=n−m+1

n−m∑

y=1

|x〉 |y〉
)
. (5.7.80)

Usando as Eqs. (5.7.72) e (5.7.73), a expressão para a função de onda no
instante t se reduz a

|ψ(t)〉 =
1√

n(n− 1)




2(n− 1)T2t

(
n−m−1

n−1

)

2n−m− 2

n−m∑

x,y=1

(
1 − δxy

)
|x〉 |y〉 +




(n− 1)T2t

(
n−m−1

n−1

)

2n−m− 2
− U2t−1

(
n−m− 1

n− 1

)


n−m∑

x=1

n∑

y=n−m+1

|x〉 |y〉 +




(n− 1)T2t

(
n−m−1

n−1

)

2n−m− 2
+ U2t−1

(
n−m− 1

n− 1

)


n∑

x=n−m+1

n−m∑

y=1

|x〉 |y〉


 +

n2−n+k∑

j=n−k+1

cj |αj〉 . (5.7.81)

O vetor |β〉 como um todo ser determinado por tentativa e erro analisando
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diretamente a estrutura da matriz UP . O resultado é

|β〉 =
1√

n(n− 1)

(
−m

2n−m− 2

n−m∑

x,y=1

(1 − δxy) |x〉 |y〉+

n−m− 1

2n−m− 2

n−m∑

x=1

n∑

y=n−m+1

(
|x〉 |y〉 + |y〉 |x〉

)
+

n∑

x,y=n−m+1

(1 − δxy) |x〉 |y〉
)
. (5.7.82)

A probabilidade de encontrarmos um elemento marcado é calculada com
uma medida que usa o projetor PM no espaço vetorial gerado pelos elemen-
tos marcados, isto é

PM =

n∑

x=n−m+1

|x〉 〈x| ⊗ I

=
n∑

x=n−m+1

n∑

y=1

|x, y〉 〈x, y| . (5.7.83)

A probabilidade é dada por 〈ψ(t)| PM |ψ(⊔)〉. Usando a Eq. (5.7.81) obte-
mos

pM (t) =
m(m− 1)

n(n− 1)
+
m(n−m)

n(n− 1)

(
n− 1

2n−m− 2
T2t

(
n−m− 1

n− 1

)
+

U2t−1

(
n−m− 1

n− 1

)
+

n−m− 1

2n−m− 2

)2

(5.7.84)

cujo gráfico está mostrado na Fig. 5.3 para n = 100 e m = 21.
Derivando a função pM (t) em função do tempo, podemos determinar os

pontos cŕıticos. O primeiro ponto de máximo ocorre no instante

tmax =

arctan

(√
2n−m− 2√

m

)

2 arccos

(
n−m− 1

n− 1

) , (5.7.85)

cuja expansão assintótica é

tmax =
π

4

√
n

2m
− 1

4
+O

(√
m

n

)
. (5.7.86)
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Figura 5.3: Gráfico da probabilidade de achar um vértice marcado em
função do tempo para n = 100 e m = 21. O valor inicial é m

n
e a função

tem peŕıodo π
θ2

.

Substituindo na expressão da probabilidade obtemos

pM (tmax) =
1

2
+

√
m

2n
+O

(m
n

)
. (5.7.87)

Para quaisquer valores de n e m, a probabilidade de encontrar o vértice
marcado é maior que 1

2 caso a medida seja realizada no instante tmax. O
instante tmax é menor que o tempo de alcance dado pela Eq. (5.7.79), pois

π

4
√

2
≈ 0.56 enquanto que

j−1

0 ( 1
2 )

2
√

2
≈ 0.67. O valor da probabilidade de acerto

em um algoritmo que use o tempo de alcance como ponto de parada será
menor que a probabilidade no instante tmax. Avaliando pM no instante H
e tomando a expansão assintótica obtemos

pM (HP,M ) =
1

8
j−1
0

(
1

2

)2

+O

(
1√
n

)
. (5.7.88)

O primeiro termo é aproximadamente 0.45 e não depende de n ou m. Isto
mostra que o tempo de alcance no grafo completo é um bom parâmetro
para o ponto de parada do algoritmo de busca.

Exerćıcio 5.17. Usando a Eq. (5.7.84) mostre que

1. pM (t) é uma função periódica com peŕıodo π
θ2

.

2. os pontos de máximos para t ≥ 0 são dados por

tj =
1

2θ2
arctan

(
1 + cos θ2

sin θ2

)
+
jπ

2θ2
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onde j = 0, 1, · · · .

Sugestões para Leitura

A teoria de cadeias de Markov clássicas pode ser encontrada nas Refs. [47,
35, 4]. A definição de tempo de alcance quântico apresentada na Sec. 5.6
foi retirada da Ref. [59]. A Ref. [60] também é útil. O passeio quântico
definido por Mario Szegedy foi inspirado no algoritmo para distinção de
elementos desenvolvido por Andris Ambainis [6]. Uma extensão dos traba-
lhos de Szegedy para cadeias de Markov ergódicas, porém não-simétricas
foi apresentada nas Refs. [39, 38]. A Ref. [38] usa o algoritmo de Tulsi [62]
para amplificar a probabilidade do caminhante encontrar um elemento mar-
cado. As idéias de Szegedy ajudaram o desenvolvimento de novos algorit-
mos quânticos com ganhos em relação aos equivalentes clássicos. A Ref. [40]
apresenta um algoritmo para encontrar triângulos em um grafo. A Ref. [37]
apresenta um algoritmo para testar a comutatividade de grupos black-box.
O cálculo do tempo de alcance no grafo completo foi apresentado no pre-
print [56] e na tese de mestrado [57]. A tese de mestrado [29] apresenta
uma revisão sobre o tempo de alcance de Szegedy e sobre o algoritmo para
testar a comutatividade de grupos.



Apêndice A

Álgebra Linear

O objetivo deste apêndice é compilar as definições, notações e fatos da
Álgebra Linear que são importantes neste livro. Este apêndice também
serve de referência rápida para as propriedades das operações em espaços
vetoriais como, por exemplo, o produto interno e o produto tensorial. A
Computação Quântica herdou da Mecânica Quântica a Álgebra Linear como
a linguagem para a descrição da área. Portanto, é fundamental um conheci-
mento sólido dos resultados básicos da Álgebra Linear para a compreensão
da Computação Quântica e de algoritmos quânticos. Caso o leitor não te-
nha essa base, sugerimos a leitura de alguma das referências básicas do final
deste apêndice.

A.1 Espaços Vetoriais

Um espaço vetorial V sobre o corpo dos números complexos C é um conjunto
não-vazio de elementos chamados de vetores. Em V , estão definidas as
operações de soma de vetores e multiplicação de um vetor por um escalar
em C. A operação de soma é associativa e comutativa. Além disso satisfaz
às propriedades

• Há um elemento 0 ∈ V , tal que, para cada v ∈ V , v + 0 = 0 + v = v
(existência de elemento neutro)

• Para cada v ∈ V , existe u = (−1)v em V tal que v+u = 0 (existência
de elemento oposto)

0 é chamado de vetor nulo. A operação de multiplicação por escalar satisfaz
às propriedades
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• a.(b.v) = (a.b).v (associatividade)

• 1.v = v (1 é o elemento neutro da multiplicação)

• (a+ b).v = a.v + b.v (distributividade sobre soma de escalares)

• a.(v + w) = a.v + a.w (distributividade em V )

onde v,w ∈ V e a, b ∈ C.

Um espaço vetorial pode ser infinito, porém na maior parte das aplicações
em Computação Quântica, são usados espaços vetoriais finitos que são deno-
tados por Cn. Nesse caso os vetores têm n componentes complexas. Neste
livro, raramente vamos usar espaços infinitos e, nesses poucos casos, estare-
mos interessados apenas em subespaços finitos. No contexto da Mecânica
Quântica, os espaços vetoriais infinitos são usados com mais frequência do
que os finitos.

Uma base de C
n é constitúıda por exatamente n vetores linearmente

independentes. Se {v1, · · · ,vn} é uma base de Cn, então um vetor genérico
v pode ser escrito como

v =

n∑

i=1

aivi,

onde os coeficientes ai são números complexos. A dimensão de um espaço
vetorial é o número de vetores da base.

A.2 Produtos Internos

O produto interno é uma operação binária (·, ·) : V × V 7→ C que satisfaz
às seguintes propriedades

1. (·, ·) é linear no segundo argumento

(
v,

n∑

i=1

aivi

)
=

n∑

i=1

ai (v,vi) .

2. (v1,v2) = (v2,v1)
∗.

3. (v,v) ≥ 0 com a igualdade se, e somente se v = 0.

Em geral, o produto interno não é linear no primeiro argumento, e sim
conjugado-linear.
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Existe mais de uma forma de definir um produto interno em um espaço
vetorial. Em Cn, o produto interno mais usado é definido da seguinte ma-
neira: sejam

v =



a1

...
an


 , w =



b1
...
bn


 ,

então

(v,w) =

n∑

i=1

a∗i bi.

Essa expressão equivale ao produto matricial do vetor transposto-conjugado
cuja notação usual é v†, por w.

Se um produto interno foi introduzido em um espaço vetorial, podemos
definir a noção de ortogonalidade. Dois vetores são ortogonais se o produto
interno for zero. Podemos também introduzir a noção de norma de vetores
via o produto interno. A norma de v, denotado por ‖v‖ é definida como

‖v‖ =
√

(v,v).

Um vetor é dito normalizado se sua norma é igual a 1. Uma base é dita
ortonormal se todos os vetores da base são normalizados e ortogonais entre
si.

Um espaço vetorial finito com um produto interno é dito um espaço
de Hilbert. Para um espaço vetorial infinito ser um espaço de Hilbert,
ele deve satisfazer a propriedades adicionais além de ter um produto in-
terno. Como lidaremos basicamente com espaços vetoriais finitos, usaremos
o termo espaço de Hilbert como sinônimo de espaço vetorial com um pro-
duto interno. Um subespaço W de um espaço de Hilbert V finito também é
um espaço de Hilbert. O conjunto de vetores ortogonais a todos os vetores
de W é o espaço de Hilbert W⊥ chamado de complemento ortogonal. V é
a soma direta de W e W⊥, isto é V = W ⊕W⊥.

A.3 Notação de Dirac

Nesta revisão dos principais conceitos de Álgebra Linear usados na Com-
putação Quântica, vamos usar a notação de Dirac que foi introduzida pelo
f́ısico inglês Paul A.M. Dirac no ińıcio da Mecânica Quântica para facilitar
a execução de cálculos aplicados. Essa notação é muito simples. Diversas
notações são usada para vetores, como v e ~v. Na notação de Dirac temos

v ≡ |v〉 .
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Até esse ponto, em vez de usar negrito ou colocar uma seta sobre a letra,
colocamos a letra entre a barra vertical e o sinal de maior. Se temos uma
base indexada, como por exemplo {v1, · · · ,vn}, na notação de Dirac usamos
a forma {|v1〉 , · · · , |vn〉} ou {|1〉 , · · · , |n〉}. Note que se usarmos uma única
base, a letra v, em prinćıpio, será desnecessária. Na área da computação,
é muito comum começar a numeracão pelo zero, assim o primeiro vetor da
base usualmente é chamado de v0. Na notação de Dirac temos

v0 ≡ |0〉 .

O vetor |0〉 não é o vetor nulo, ele é apenas o primeiro vetor de uma coleção
de vetores. Na notação de Dirac, o vetor nulo é uma exceção, cuja notação
não é modificada. Aqui vamos usar a notação 0.

Suponha que o vetor |v〉 tenha as seguintes componentes em uma deter-
minada base

|v〉 =



a1

...
an


 .

O vetor dual é denotado por 〈v| e é definido por

〈v| =
(
a∗1 · · · a∗n

)
.

Os vetores usuais e os duais podem ser vistos como matrizes colunas e
matrizes linhas, respectivamente, para fins de cálculo. O produto matricial
de 〈v| por |v〉 é denotado por

〈
v
∣∣v
〉

e seu valor em termos das componentes
é

〈
v
∣∣v
〉

=

n∑

i=1

a∗i ai.

Esse é um exemplo de um produto interno, implicitamente usado na notação
de Dirac. Se {|v1〉 , · · · , |vn〉} é uma base ortonormal então

〈
vi

∣∣vj

〉
= δij ,

onde δij é o delta de Kronecker. A norma de um vetor nessa notação é

∥∥ |v〉
∥∥ =

√〈
v
∣∣v
〉
.

Usa-se a terminologia ket para o vetor |v〉 e bra para o vetor dual 〈v|. Man-
tendo a concistência, usa-se a terminologia braket para

〈
v
∣∣v
〉
, pois braket é

similar a palavra da ĺıngua inglesa bracket.
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É muito comum também o produto matricial de |v〉 por 〈v|, denotado
por |v〉 〈v|, conhecido como produto externo cujo resultado é uma matriz
n× n

|v〉 〈v| =



a1

...
an


 ·

(
a∗1 · · · a∗n

)

=



a1a

∗
1 · · · a1a

∗
n

. . .

ana
∗
1 · · · ana

∗
n


 .

A chave para a notação de Dirac é sempre visualizar o ket como uma
matriz coluna, o bra como uma matriz linha e reconhecer que uma sequência
de bras e kets é um produto matricial, portanto associativo, porém não-
comutativo.

A.4 Base Computacional

A base computacional de Cn, denotada por {|0〉 , · · · , |n− 1〉}, é dada por

|0〉 =




1
0
...
0


 , · · · , |n− 1〉 =




0
0
...
1


 .

Essa base também é conhecida por base canônica. Algumas poucas vezes
vamos usar a numeração da base computacional começando por |1〉 e ter-
minando com |n〉. Neste livro, quando usarmos uma letra latina minúscula
dentro de um ket ou um bra, estaremos nos referindo à base computacional,
portanto sempre será válida a relação

〈
i
∣∣j
〉

= δij .

A soma normalizada de todos os vetores da base computacional define
o vetor

|D〉 =
1√
n

n−1∑

i=0

|i〉 ,

que chamaremos de estado diagonal. Quando n = 2, o estado diagonal é
dado por |D〉 = |+〉 onde

|+〉 :=
|0〉 + |1〉√

2
.
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A.5 Qubit e a Esfera de Bloch

O qubit é um vetor unitário no espaço vetorial C2. Um qubit genérico |ψ〉
é representado por

|ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 ,

onde os coeficientes complexos α e β satisfazem ao v́ınculo

|α|2 + |β|2 = 1.

O conjunto {|0〉 , |1〉} é a base computacional de C2 e α, β são chamados
de amplitudes do estado |ψ〉. O termo estado (ou vetor de estado) é usado
como sinônimo de vetor unitário em um espaço de Hilbert.

Em prinćıpio, precisamos de quatro números reais para descrever um
qubit, dois para especificar α e dois para β. O v́ınculo |α|2 + |β|2 = 1 reduz
para três números. Na Mecânica Quântica, dois vetores que diferem de um
fator de fase global são considerados equivalentes. Uma fase global é um
número complexo de módulo unitário multiplicado ao estado. Eliminando
a fase global, um qubit pode ser descrito por dois números reais θ e φ da
seguinte forma:

|ψ〉 = cos
θ

2
|0〉 + eiφ sin

θ

2
|1〉 ,

onde 0 ≤ θ ≤ π/2 e 0 ≤ φ < 2π. Na notação acima, o estado |ψ〉 pode
ser representado por um ponto na superf́ıcie de uma esfera de raio unitário,
chamada esfera de Bloch. Colocando o estado |0〉 como o polo norte da
esfera, os números θ e φ são os ângulos esféricos que situam o ponto que
descreve |ψ〉, como na Fig. A.1. O vetor indicado na figura é dado por




sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ


 .

Existe uma correspondência bi-uńıvoca entre os estados quânticos de um
qubit e os pontos na esfera de Bloch. Os estados

|±〉 :=
|0〉 ± |1〉√

2

ficam nos pontos de encontro do eixo x com a esfera e os estados (|0〉 ±
i |1〉)/

√
2 ficam nos pontos de encontro do eixo y com a esfera.
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x

y

z

|ψ〉
|0〉

|1〉

φ

θ

Figura A.1: Esfera de Bloch. O estado |ψ〉 de um qubit é representado por
um ponto sobre a esfera.

A.6 Operadores Lineares

Sejam V , W espaços vetoriais; {|v1〉 , · · · , |vn〉} uma base para V ; A uma
função A : V 7→W que satisfaz à

A
(
∑

i

ai |vi〉
)

=
∑

i

aiA(|vi〉),

para quaisquer números complexos ai. A é dito um operador linear de V em
W . O termo operador linear em V quer dizer que tanto o domı́nio como o
contradomı́nio de A é V . A composição de operadores lineares A : V1 7→ V2

e B : V2 7→ V3 é também um operador linear C : V1 7→ V3 obtido através
da composição das respectivas funções: C(|v〉) = B(A(|v〉)). A soma de dois
operadores lineares, ambos de V em W , é naturalmente definida através da
fórmula (A+B)(|v〉) = A(|v〉) +B(|v〉).

O operador identidade I em V é um operador linear em V tal que
I(|v〉) = |v〉 para todo |v〉 ∈ V . O operador nulo O em V é um opera-
dor linear tal que O(|v〉) = 0 para todo |v〉 ∈ V .

Fato

Se especificarmos a ação de um operador linear em uma base do espaço
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vetorial V , sua ação em qualquer vetor de V estará automaticamente de-
terminada.

A.7 Representação Matricial

Os operadores lineares podem ser representados por matrizes. Sejam A :
V 7→ W um operador linear; {|v1〉 , · · · , |vn〉} e {|w1〉 , · · · , |wm〉} bases or-
tonormais para V e W , respectivamente. A representação matricial de A
é obtida aplicando A a cada vetor da base de V e expressando o resultado
como uma combinação linear de vetores da base de W , da seguinte forma:

A (|vj〉) =
m∑

i=1

Aij |wi〉 ,

onde o sub-́ındice j corre de 1 até n. Portanto, Aij são componentes de
uma matriz de dimensão m× n que chamaremos de A. Quando fixamos as
bases dos espaços vetoriais envolvidos, um operador linear pode ser subs-
titúıdo pela sua representação matricial. Nesse caso, a expressão A (|vj〉)
que significa a função A aplicada ao argumento |vj〉 é equivalente ao produto
matricial A |vj〉. Usando a notação de produto externo, temos

A =
m∑

i=1

n∑

j=1

Aij |wi〉 〈vj | .

Usando a equação acima e a ortonormalidade da base de V , podemos veri-
ficar que o produto matricial de A por |vj〉 é igual a A (|vj〉). A chave para
esse cálculo é usar a associatividade da multiplicação matricial, pois

(
|wi〉 〈vj |

)
|vk〉 = |wi〉

( 〈
vj

∣∣vk

〉 )

= δjk |wi〉 .

Se o operador linear C for a composição do operador linear B com A, a
representação matricial de C será obtida por multiplicação da representação
matricial de B com a de A, ou seja, C = BA.

Uma vez fixadas as bases ortonormais para os espaços vetoriais em
questão, existe uma identificação entre operadores lineares e matrizes. Em
Cn, temos a base computacional como referência, portanto podemos usar
os termos operadores lineares e matrizes como sinônimos. Vamos também
usar o termo operador como sinônimo de operador linear.
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A.8 Representação Diagonal

Seja O um operador em V . Se existir uma base {|v1〉 , · · · , |vn〉} ortonormal
de V tal que

O =

n∑

i=1

λi |vi〉 〈vi| ,

dizemos que O admite uma representação diagonal ou, equivalentemente,
O é diagonalizável. Os números complexos λi são os autovalores de O e |vi〉
os seus autovetores associados. Qualquer múltiplo de um autovetor também
é um autovetor. Se dois autovetores estão associados ao mesmo autovalor,
então qualquer combinação linear desses autovetores é um autovetor. O
número de autovetores linearmente independentes associados a um mesmo
autovalor é a multiplicidade desse autovalor.

Quando há autovalores com multiplicidade maior que 1, a representação
diagonal pode ser fatorada da seguinte forma

O =
∑

λ

λPλ,

onde o ı́ndice λ do somatório corre apenas nos autovalores distintos e Pλ

é o projetor no auto-espaço de O associado ao autovalor λ. Se λ tiver
multiplicidade 1, Pλ = |v〉 〈v|, onde |v〉 é o autovetor unitário associado
a λ. Se λ tiver multiplicidade 2 e |v1〉 , |v2〉 são os autovetores unitários
associados linearmente independentes, Pλ = |v1〉 〈v1|+ |v2〉 〈v2| e assim por
diante.

Uma definição alternativa de um operador diagonalizável é exigir que
O é similar a uma matriz diagonal por uma transformação de similaridade
com uma matriz unitária. Uma transformação de similaridade é do tipo
O → M−1OM onde M é uma matriz inverśıvel. A definição do termo
diagonalizável é mais restrita do que usualmente aparece na literatura, pois
estamos exigindo que M seja uma matriz unitária.

A.9 Relação de Completeza

A relação de completeza é tão útil que merece destaque. Seja {|v1〉 , · · · , |vn〉}
uma base ortonormal de V , então

I =
n∑

i=1

|vi〉 〈vi| .

A relação de completeza é uma representação diagonal da matriz identidade.
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A.10 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Seja V um espaço de Hilbert e |v〉 , |w〉 ∈ V , então

∣∣ 〈v
∣∣w
〉 ∣∣ ≤

√〈
v
∣∣v
〉 〈
w
∣∣w
〉
.

Uma forma mais expĺıcita de apresentar a desigualdade de Cauchy-Schwarz
é ∣∣∣∣∣

∑

i

viwi

∣∣∣∣∣

2

≤
(
∑

i

|vi|2
)(

∑

i

|wi|2
)
,

que é obtida quando tomamos |v〉 =
∑

i v
∗
i |i〉 e |w〉 =

∑
i wi |i〉.

A.11 Operadores Especiais

Seja A um operador linear no espaço de Hilbert V , então existe um único
operador linear A† em V , chamado de operador ajunto, que satisfaz à

(|v〉 , A |w〉) =
(
A† |v〉 , |w〉

)
,

para todos |v〉 , |w〉 ∈ V .
A representação matricial de A† é a matriz transposta-conjugada de A.

As principais propriedades da operação adaga ou transposta-conjugada são

1. (AB)† = B†A†

2. |v〉† = 〈v|

3. A |v〉† = 〈v|A†

4.
(
|w〉 〈v|

)†
= |v〉 〈w|

5.
(
A†)† = A

6. (
∑

i aiAi)
†

=
∑

i a
∗
iA

†
i

A última propriedade mostra que a operação adaga é conjugada-linear.

Operador Normal

Um operador A em V é normal se A†A = AA†.
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Teorema Espectral

Um operador A em V é diagonalizável se, e somente se A for normal.

Operador Unitário

Um operador U em V é unitário se U †U = UU † = I.

Fatos sobre Operadores Unitários

Operadores unitários são normais, portanto são diagonalizáveis com relação
a uma base ortonormal. Autovetores de um operador unitário associados a
autovalores diferentes são ortogonais. Os autovalores têm módulo iguais a
1. A aplicação de um operador unitário sobre um vetor preserva a norma.

Operador Hermitiano

Um operador A em V é hermitiano ou auto-adjunto se A† = A.

Fatos sobre Operadores Hermitianos

Operadores hermitianos são normais, portanto são diagonalizáveis com relação
a uma base ortonormal. Autovetores de um operador hermitiano associa-
dos a autovalores diferentes são ortogonais. Os autovalores de um operador
hermitiano são reais. Uma matriz real simétrica é hermitiana.

Projetor

Um operador P em V é um projetor se P 2 = P .

Fatos sobre Projetores

Projetores são hermitianos. Os autovalores são iguais a 0 ou 1. Se P é
um projetor, então o complemento ortogonal I − P também é um projetor.
A aplicação de um projetor sobre um vetor ou diminui a sua norma ou a
mantém invariante.

Operador Positivo

Um operador A em V é dito positivo se
〈
v
∣∣A
∣∣v
〉
≥ 0 para todo |v〉 ∈ V . Se

a desigualdade for estrita para todo vetor não-nulo de V , então o operador
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é dito positivo definido.

Fatos sobre Operadores Positivos

Os operadores positivos são hermitianos.

Exerćıcio A.1. Considere a matrix

M =

[
1 0

1 1

]
.

1. Mostre que M não é normal.

2. Mostre que os autovetores de M geram um espaço unidimensional.

Exerćıcio A.2. Considere a matrix

M =

[
1 0

1 −1

]
.

1. Mostre os autovalores de M são ±1.

2. Mostre que M não é unitária e não é hermitiana.

3. Mostre que os autovetores de M associados a autovalores distintos não
são ortogonais.

4. Mostre que M não tem uma representação diagonal.

A.12 Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli são

σ0 = I =

[
1 0
0 1

]
,

σ1 = σx = X =

[
0 1
1 0

]
,

σ2 = σy = Y =

[
0 −i
i 0

]
,

σ3 = σz = Z =

[
1 0
0 −1

]
.

Essas matrizes são unitárias e hermitianas, portanto seus autovalores são
iguais a 1 ou -1.
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A.13 Funções de Operadores

Se temos um operador A em V , podemos perguntar se é posśıvel calcular√
A, isto é, achar um operador cujo quadrado é A? De modo geral, podemos

nos perguntar se faz sentido usar um operador como argumento de uma
função, como a função exponencial ou logaritmo? Se o operador A é normal,
ele tem uma representação diagonal, ou seja, pode ser escrito na forma

A =
∑

i

ai |vi〉 〈vi| ,

onde ai são os autovalores e o conjunto {|vi〉} é uma base ortonormal de
autovetores de A. Podemos estender a aplicação de uma função f : C 7→ C

para A da seguinte forma

f(A) =
∑

i

f(ai) |vi〉 〈vi| .

O resultado é um operador definido no mesmo espaço vetorial V e é inde-
pendente da escolha da base de V .

Se o objetivo é calcular
√
A, primeiramente diagonalizamos A, isto é,

determinamos uma matriz unitária U tal que A = UDU †, onde D é uma
matriz diagonal. Depois usamos o fato que

√
A = U

√
DU †, onde

√
D é

calculada tomando a ráız quadrada de cada elemento da diagonal.
Se U é o operador de evolução de um sistema quântico isolado que está

inicialmente no estado |ψ(0)〉, o estado no instante t será dado por

|ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉 .

A maneira mais eficiente de calcular o estado |ψ(t)〉 é obter a representação
diagonal do operador unitário U

U =
∑

i

λi |vi〉 〈vi| ,

e calcular a t-ésima potência de U , ou seja

U t =
∑

i

λt
i |vi〉 〈vi| .

O estado do sistema no instante t será

|ψ(t)〉 =
∑

i

λt
i

〈
vi

∣∣ψ(0)
〉
|vi〉 .



120 Álgebra Linear

O traço de uma matriz é outro tipo de função de operadores. Nesse caso,
o resultado da aplicação da função é um número complexo definido como

tr(A) =
∑

i

Aii,

onde Aii são os elementos diagonais de A. A função traço satisfaz às se-
guintes propriedades

1. tr(aA+ bB) = a tr(A) + b tr(B), (linearidade)

2. tr(AB) = tr(BA),

3. tr(ABC) = tr(CAB). (propriedade ćıclica)

A propriedade 3 é consequência imediata da 2.
A função traço é invariante por transformações de similaridade, isto é,

tr(M−1AM)=tr(A), onde M é uma matriz inverśıvel. Isso implica que o
traço não depende da base escolhida para obter a representação matricial
do operador.

Uma fórmula bastante útil envolvendo o traço de operadores é

tr(A |ψ〉 〈ψ|) =
〈
ψ
∣∣A
∣∣ψ
〉
,

para qualquer |ψ〉 ∈ V e qualquer A em V .

Exerćıcio A.3. Usando o método de avaliação de funções sobre matrizes
descrito nesta seção, encontre a matriz M tal que

M2 =

[
5 4

4 5

]
.

A.14 Produto Tensorial

Sejam V e W espaços de Hilbert finitos com as base {|v1〉 , · · · , |vm〉} e
{|w1〉 , · · · , |wn〉}, respectivamente. O produto tensorial de V com W , de-
notado por V ⊗W , é um espaço de Hilbert de dimensão mn, que tem o
conjunto {|v1〉⊗ |w1〉 , |v1〉⊗ |w2〉 , · · · , |vm〉⊗ |wn〉} como uma base. O pro-
duto tensorial de um vetor de V por um vetor de W , |v〉 ⊗ |w〉, também
denotado por |v〉 |w〉 ou |v, w〉 ou |v w〉, pode ser calculado explicitamente
via o produto de Kronecker, definido logo adiante. Um vetor genérico de
V ⊗W é uma combinação linear de vetores do tipo |vi〉 ⊗ |wj〉, ou seja, se
|ψ〉 ∈ V ⊗W então

|ψ〉 =
m∑

i=1

n∑

j=1

aij |vi〉 ⊗ |wj〉 .
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O produto tensorial é bilinear, isto é, linear em cada argumento. Por-
tanto

1. |v〉 ⊗
(
a |w1〉 + b |w2〉

)
= a |v〉 ⊗ |w1〉 + b |v〉 ⊗ |w2〉 ,

2.
(
a |v1〉 + b |v2〉

)
⊗ |w〉 = a |v1〉 ⊗ |w〉 + b |v2〉 ⊗ |w〉 .

Um escalar pode sempre ser fatorado para o ińıcio da expressão, pois

a
(
|v〉 ⊗ |w〉

)
=
(
a |v〉

)
⊗ |w〉 = |v〉 ⊗

(
a |w〉

)
.

O produto tensorial dos operadores linearesA em V e B emW , denotado
por A⊗B, é o operador linear em V ⊗W definido por

(
A⊗B

)(
|v〉 ⊗ |w〉

)
=
(
A |v〉

)
⊗
(
B |w〉

)
.

Um operador linear genérico em V ⊗W pode ser escrito como combinação
linear de operadores da forma A⊗B, porém um operador em V ⊗W não pre-
cisa admitir a forma fatorada. Essa definição pode ser facilmente estendida
para operadores do tipo A : V 7→ V ′ e B : W 7→W ′. Nesse caso, o produto
tensorial desses operadores é do tipo (A⊗B) : (V ⊗W ) 7→ (V ′ ⊗W ′).

Na Mecânica Quântica é muito comum usar operadores na forma de pro-
duto externo, por exemplo, A = |v〉 〈v| e B = |w〉 〈w|. O produto tensorial
de A por B pode ser representado das seguintes maneiras equivalentes entre
si:

A⊗ B =
(
|v〉 〈v|

)
⊗
(
|w〉 〈w|

)

= |v〉 〈v| ⊗ |w〉 〈w|
= |v, w〉 〈v, w| .

Se A1, A2 são operadores em V e B1, B2 são operadores em W então a
composição ou o produto matricial das representações matriciais obedecem
à propriedade

(A1 ⊗B1) · (A2 ⊗B2) = (A1 · A2) ⊗ (B1 · B2).

O produto interno de |v1〉 ⊗ |w1〉 por |v2〉 ⊗ |w2〉 é definido como

(
|v1〉 ⊗ |w1〉 , |v2〉 ⊗ |w2〉

)
=
〈
v1
∣∣v2
〉 〈
w1

∣∣w2

〉
.

O produto interno entre vetores escritos como combinação lineares de ve-
tores da base são calculados aplicando-se a propriedade de linearidade no
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segundo argumento do produto interno e a propriedade de conjugação-linear
no primeiro argumento. Por exemplo,

((
n∑

i=1

ai |vi〉
)

⊗ |w1〉 , |v〉 ⊗ |w2〉
)

=

(
n∑

i=1

a∗i
〈
vi

∣∣v
〉
)
〈
w1

∣∣w2

〉
.

A definição do produto interno implica que
∥∥ |v〉 ⊗ |w〉

∥∥ =
∥∥ |v〉

∥∥ ·
∥∥ |w〉

∥∥.

Em particular, a norma do produto tensorial de vetores de norma unitária
é um vetor de norma unitária.

Quando usamos representações matriciais para os operadores, o produto
tensorial pode ser calculado explicitamente via o produto de Kronecker. Seja
A uma matriz de dimensão m×n e B uma matriz de dimensão p× q, então

A⊗B =



A11B · · · A1nB

. . .

Am1B · · · AmnB


 .

A matriz A⊗B tem dimensão mp× nq. O produto de Kronecker pode ser
usado para matrizes de qualquer dimensão, em particular para dois vetores,

(
a1

a2

)
⊗
(
b1
b2

)
=




a1



b1

b2




a2




b1

b2








=




a1b1

a1b2

a2b1

a2b2




.

O produto tensorial é uma operação associativa e distributiva, porém
não-comutativa, de modo que |v〉⊗|w〉 6= |w〉⊗|v〉. A maioria das operações
sobre um produto tensorial de vários termos é feita termo a termo:

(A⊗B)† = A† ⊗B†.

Por sua vez, o traço de um produto de Kronecker de matrizes é

tr(A⊗B) = tr(A) tr(B).

Se ambos operadores A e B são operadores especiais do mesmo tipo, como
definidos na Sec. A.11, então o produto tensorial A⊗B também é um ope-
rador especial desse tipo. Por exemplo, o produto tensorial de operadores
hermitianos é um operador hermitiano.
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A soma direta de um espaço vetorial V consigo mesmo n vezes é um
caso particular de produto tensorial. De fato, V ⊕ · · · ⊕ V é igual a I ⊗ V ,
onde I é a matriz identidade de dimensão n× n. Isso mostra que, de certa
forma, o produto tensorial é uma construção a partir da soma direta de
espaços vetoriais, assim como o produto de números é uma construção a
partir da soma de números. No entanto, o produto tensorial é mais rico
do que a simples repetição de soma direta de espaços vetoriais. É natural
definir potenciação tensorial, de fato V ⊗n quer dizer V ⊗ · · · ⊗ V com n
termos.

Se o estado diagonal do espaço vetorial V é |D〉V e do espaço W é |D〉W ,
o estado diagonal do espaço V ⊗ W é |D〉V ⊗ |D〉W . Portanto, o estado

diagonal do espaço V ⊗n é |D〉⊗n
.

A.15 Registradores

Um registrador é um conjunto de qubits tratados como um sistema com-
posto. Suponha que temos um registrador com 2 qubits. A base computa-
cional é

|0, 0〉 =




1
0
0
0


 |0, 1〉 =




0
1
0
0


 |1, 0〉 =




0
0
1
0


 |1, 1〉 =




0
0
0
1


 .

Um estado genérico desse registrador é

|ψ〉 =

1∑

i=0

1∑

j=0

aij |i, j〉

onde os coeficientes aij são números complexos que satisfazem ao v́ınculo

∣∣a00

∣∣2 +
∣∣a01

∣∣2 +
∣∣a10

∣∣2 +
∣∣a11

∣∣2 = 1.

Para facilitar a generalização para n qubits, é usual compactar a notação
convertendo de base binária para base decimal. A base computacional para
um registrador de 2 qubits na notação decimal é {|0〉 , |1〉 , |2〉 , |3〉}. Na base
binária podemos determinar o número de qubits contando o número de
d́ıgitos dentro do ket, por exemplo, |011〉 ser refere a três qubits. Na base
decimal não podemos determinar a prinćıpio qual é o número de qubits.
Essa informação deve estar impĺıcita. Podemos sempre voltar atrás, escrever
o número decimal na base binária e recuperar a notação expĺıcita. Nessa
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notação compacta, um estado genérico de um registrador com n qubits é

|ψ〉 =

2n−1∑

i=0

ai |i〉

onde os coeficientes ai são números complexos que satisfazem ao v́ınculo

2n−1∑

i=0

∣∣ai

∣∣2 = 1.

O estado diagonal de um registrador de n qubits é o produto tensorial
dos estados diagonais de cada qubit, ou seja, |D〉 = |+〉⊗n

.

Sugestões para Leitura

A quantidade de bons livros de Álgebra Linear é muito grande. Para um
contato inicial, sugerimos as Refs. [58, 8, 9, 26]; para uma abordagem mais
avançada sugerimos a Ref. [25]; para quem já domina os conceitos básicos
e está interessado apenas na aplicação da Álgebra Linear na Computação
Quântica, sugerimos a Ref. [49].
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laços, 28

Mario Szegedy, 106
matriz de transição, 82
matriz dos produtos internos, 88
matrizes de Pauli, 118
medida na base computacional, 17,

18, 20
medida parcial, 20
medida projetiva, 17
modelo a tempo cont́ınuo, 38
modelo a tempo discreto, 30
modelo discreto, 30
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Notas em Matemática Aplicada
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28. Modelagem e convexidade

Eduardo Cursi e Rubens Sampaio
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