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Prefácio

Este minicurso tem por objetivo introduzir aos alunos conceitos sobre a teo-
ria matemática do tráfego veicular nas escalas microscópica, macroscópica
e cinética (ou mesoscópica), assunto de grande interesse de pesquisa atual
no campo interdisciplinar entre a matemática e a engenharia de tráfego.

No capítulo 1 introduziremos as escalas utilizadas na representação da
modelagem do tráfego. Um resumo geral dos demais capítulos é providen-
ciado contendo os tópicos a serem determinados.

O objetivo do capítulo 2 é apresentar a descrição microscópica através
das equações newtonianas para o movimento de um único veículo, em que
as variáveis envolvidas podem ser consideradas como função do tempo,
da posição ou da velocidade. A interação binária veicular é discutida e
ilustrada. Este capítulo baseia-se no livro de Leutzbach [31] e no artigo
[16].

A descrição macroscópica é apresentada nos capítulos 3, 4 e 5. Primeira-
mente, no capítulo 3 são introduzidas as variáveis macroscópicas em que
dois casos são considerados: fluxo em uma pista e fluxo em várias pistas.
A equação fundamental do fluxo de tráfego é obtida e os diagramas, fun-
damental e da velocidade, para vários modelos, são descritos. Os modelos
hidrodinâmicos de primeira ordem são apresentados no capítulo 4 e uma
análise crítica sobre os mesmos é introduzida, assim como a sugestão de
um modelo dependente de apenas um parâmetro fenomenológico é apresen-
tada. O capítulo 5 refere-se aos modelos hidrodinâmicos de segunda ordem.
A validade destes modelos é discutida segundo o artigo de Daganzo. Os
capítulos 3, 4 e 5 foram baseados no artigo [9].

O capítulo 6 se refere a descrição cinética e encerra este minicurso. O
objetivo deste capítulo é obter a equação tipo-Boltzmann. As equações
de balanço de massa e de momento, são obtidas através da equação tipo-
Boltzmann com o uso dos campos básicos, e descrevem os modelos hidrodi-
nâmicos de primeira e segunda ordem. Este capítulo foi baseado nas teses
de doutorado de Gramani [18] e Laibida [29].
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Em todos os capítulos deste minicurso foram propostos exercícios rela-
cionados ao texto desenvolvido.

Curitiba, 22 de abril de 2010.

Liliana Madalena Gramani



Capítulo 1

Introdução

A otimização e o controle do fluxo de tráfego de veículos ao longo de uma
estrada ou rodovias, sejam urbanas ou rurais, tem se apresentado como um
campo de pesquisa muito interessante e que interage várias áreas, tais como
a engenharia, a matemática e a física. Este estudo, matematicamente, é
representado por um conjunto de modelos que descrevem a evolução, no
tempo e no espaço, das condições do fluxo: a densidade de veículos assim
como a sua velocidade. O foco destes modelos dá-se em diferentes aspectos,
tais como: modelagem matemática e física, desenvolvimento de esquemas
computacionais, problemas analíticos, etc. Em muitos casos, os modelos
buscam descrever de uma maneira matemática a interação entre os veícu-
los e a estrada, entretanto o complexo comportamento dos motoristas [12],
observado experimentalmente, deve ser incluído em todos os modelos de
tráfego que objetivam representar matematicamente o fluxo de tráfego real.
Um grande número de fatores podem afetar o comportamento dos motoris-
tas (idade, cultura, gênero, propósito da viagem, tipo da infra-estrutura,
etc). Desta forma, as propriedades dos motoristas diferem de caso para
caso, conseqüentemente suas características específicas não podem ser con-
sideradas constantes no sistema. A análise destes modelos fornece meios
para avaliar e predizer o tráfego e determinar estratégias de controle em
áreas urbanas.

Devido a vários interesses econômicos e sociais, a literatura existente
é vasta e caracterizada por contribuições que abrangem vários aspectos,
tais como, especificações do problema, análise qualitativa e simulações rela-
cionadas as observações experimentais. Alguns livros e artigos providenciam
uma útil revisão teórica "useful background". Uma leitura interessante pode
ser obtida nos livros de Prigogine e Herman [37] para o caso dos modelos
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cinéticos, e de Leutzback [31], para o caso dos modelos microscópicos e
macroscópicos (ou hidrodinâmicos). Quanto aos artigos, como principais,
podemos citar o de Klar, Kühne e Wegener [24], e de Bellomo, Delitala e
Coscia [3]. Ainda, o livro de Kerner [22] representa uma referência valiosa
quanto a experimentos e teorias.

O conteúdo deste capítulo esta organizado em mais duas seções, as quais
a seguir são brevemente introduzidas.

– Seção 1.1 introduz a observação e a representação das escalas que podem
ser utilizadas para a modelagem do tráfego. Como será visto, diferentes es-
truturas matemáticas correspondem a diferentes escalas de representação.
Subseqüentemente, esta seção motiva a validade dos modelos hidrodinâmi-
cos contudo uma análise crítica é desenvolvida para os modelos de primeira
e segunda ordem.

– Seção 1.2 providencia a apresentação de um resumo geral de todos os
tópicos contidos neste minicurso, destacando as aplicações na engenharia
assim como as ferramentas matemáticas e físicas utilizadas nas mesmas.

O objetivo principal deste minicurso consiste em providenciar uma análise
crítica apropriada para se conduzir a novas perspectivas de pesquisa neste
campo. Com esta finalidade serão introduzidos conceitos sobre a teoria
matemática do tráfego veicular nas escalas microscópica, macroscópica e
cinética (ou mesoscópica), assunto de grande interesse de pesquisa atual no
campo interdisciplinar entre a matemática e a engenharia de tráfego.

Os fatores de motivação desta proposta são permitir aos interessados (i)
conhecer as fundamentações teóricas para diferentes escalas de modelagem
matemática para o fluxo de tráfego veicular, (ii) aprimorar o seu conheci-
mento relativo as teorias básicas do Cálculo Diferencial e Integral de uma
e várias variáveis reais e das Equações Diferenciais e suas relações com as
demais áreas do conhecimento envolvendo a matemática, a física e a enge-
nharia, (iii) analisar situações reais comparadas aos modelos matemáticos
já existentes.

1.1 Escalas e Estruturas Matemáticas

O fenômeno do fluxo de tráfego, como todos os sistemas reais no mundo,
pode ser observado e representado por diferentes escalas. Este minicurso
será dedicado a modelagem das equações microscópicas, macroscópicas hi-
drodinâmicas e cinéticas, que poderão ser utilizadas na interpretação de
resultados experimentais.

Especificamente, a modelagem do fenômeno do fluxo de tráfego pode ser
desenvolvida por três diferentes escalas de representação: a microscópica,
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a macroscópica e a cinética (ou mesoscópica). Cada uma destas escalas
apresenta uma estrutura matemática própria como detalhado abaixo:

• Escala Microscópica

"Modelagem Microscópica", quando todos os veículos são identificados
individualmente. Neste caso a posição e a velocidade de cada veículo
definem o estado do sistema como variáveis dependentes do tempo.
Os modelos matemáticos referentes a esta escala, são representados
pelas equações da mecânica newtoniana, ou seja equações diferenciais
da dinâmica que descrevem sua evolução geralmente por sistemas de
equações diferenciais ordinárias (EDO). A solução do sistema de EDO
providencia a descrição das condições de fluxo na estrada.

• Escala Macroscópica

"Modelagem Macroscópica", descarta a escala microscópica do tráfego
em termos das velocidades individuais dos veículos ou as componentes
individuais do sistema (tais como as ligações ou os cruzamentos),
adotando uma visão macroscópica do tráfego em uma rede. Nesta
escala o estado do sistema é descrito por quantidades médias local-
mente calculadas, nominalmente a densidade, o momento linear e a
energia cinética dos veículos, consideradas como variáveis dependentes
do tempo e do espaço. Os modelos matemáticos referentes a esta es-
cala são baseados na teoria hidrodinâmica de fluidos e assumem um
fluxo contínuo de veículos. As equações de conservação e modelos feno-
menológicos são utilizadas, descrevendo a evolução das variáveis, den-
sidade, momento linear e energia, por sistemas de equações diferenciais
parciais. Os modelos são limitados geralmente às primeiras duas quan-
tidades, a equação de evolução da densidade de veículos e velocidade
como variáveis observáveis do fluxo de veículos, considerando a grande
dificuldade em se modelar a energia por uma descrição macroscópica.

• Escala Cinética

"Modelagem Cinética", quando o estado do sistema é ainda identifi-
cado pela posição e pela velocidade dos veículos, entretanto esta identi-
ficação não refere-se a cada veículo, mas a uma distribuição apropriada
de probabilidade sobre o estado microscópico considerado como uma
variável aleatória. Os modelos matemáticos referentes a esta escala
descrevem a evolução da função de distribuição por equações íntegro-
diferenciais com a estrutura similar à equação de Boltzmann. Os
modelos matemáticos aplicados na teoria cinética foram desenvolvi-
dos, a partir dos livros pioneiros de Prigogine e Herman [37], para o



16 Introdução

modelo de fluxo de tráfego veicular sobre estradas e redes de estradas.
As idéias de Prigogine motivaram a pesquisa neste campo por vários
autores, entre outros Paveri Fontana [34], Klar e Wegener [25], Nelson
[33], Bellomo e Coscia [4], Darbha e Rajagopal [14] . A literatura
existente é relatada em vários artigos revistos focando diferentes as-
pectos tais como: modelagem matemática e física, desenvolvimento
de esquemas computacionais, problemas analíticos, etc. O livro de
Kerner [22] fornece uma interpretação física detalhada dos fenômenos
do tráfego que focalizam os vários eventos observados que devem ser
corretamente descritos por modelos matemáticos.

Em geral todas as escalas estão tecnicamente relacionadas. Por exem-
plo, os modelos microscópicos contribuem para a descrição matemática das
interações entre os veículos, os quais são utilizados na teoria cinética, en-
quanto que os modelos macroscópicos também estão relacionados com as
equações dos modelos assintóticos aplicados as equações cinéticas. Além do
mais, a modelagem de sistemas complexos, tais como o tráfego, tem a di-
ficuldade adicional de que nenhuma representação de escala é efetivamente
consistente com a física do sistema analisado. Este assunto é corretamente
discutido no decorrer deste minicurso, onde é especificado que o presente
estado da arte não permite estabelecer corretamente a validade de uma
classe de modelos com respeito a um outro. Levando-se isto em conta, este
minicurso refere-se a modelagem pelas equações microscópicas, microscópi-
cas e cinéticas, considerando não apenas o comportamento mecânico dos
veículos, mas também a interação motorista-máquina entre os motoristas
e os veículos, a qual é muitas vezes desconsiderado na literatura, apesar
da contribuição perspicaz do artigo de Daganzo [13], o qual fornece vários
comentários que conduzem a criação de novos modelos.

1.2 Planejamento do minicurso

O conteúdo deste minicurso esta desenvolvido através de mais alguns capí-
tulos.

Em detalhes o minicurso apresenta:

Descrição Microscópica

• O capítulo 2 determina o estado do veículo pela sua posição e velocidade
definidas como variáveis dependentes do tempo. Os modelos são caracte-
rizados por estas variáveis as quais descrevem explicitamente o movimento
de cada veículo através de uma equação diferencial ordinária (EDO). A ci-
nemática do movimento de um único veículo em uma estrada, ou via, sem
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se preocupar com a análise de suas causas é desenvolvida e alguns con-
ceitos fundamentais são apresentados neste contexto de acordo com duas
descrições: a função dependente do tempo e a função dependente da dis-
tância. Neste contexto, assume-se que o veículo é pontual. As Leis de
Newton são enunciadas com o objetivo de se obter as equações diferenciais
da dinâmica, que descrevem a evolução dos veículos através da solução de
um sistema de EDO. As considerações da interação microscópica veicular
são abordadas e como ilustração, uma tabela de jogos é apresentada.

Descrição Macroscópica

• O capítulo 3 relata experiências desenvolvidas para descrever o fluxo es-
tável, ou seja, as condições uniformes de fluxo. Estas condições são repre-
sentadas por vários diagramas, dentre eles três principais, o diagrama da
velocidade como função da densidade, o do fluxo como função da densidade
e ainda o diagrama do fluxo como função da velocidade.

À derivação dos modelos de primeira ordem correspondente a conser-
vação de massa é apresentada no capítulo 4. Como se sabe, a hidrodinâmica
macroscópica é descrita pela conservação adequada das equações correspon-
dentes à massa, momento e energia. Usando a conservação da massa se faz
necessário uma equação adicional que expresse a velocidade média como
uma função da densidade local. Diferentes modelos correspondem a dife-
rentes maneiras de obter essa expressão. Os modelos de primeira ordem
têm como a maior vantagem a utilização de uma estrutura muito simples.
Por outro lado, vários modelos conhecidos na literatura apresentam a neces-
sidade de introduzir parâmetros empíricos como uma característica interna
do modelo. Este aspecto é analisado criticamente neste capítulo, enquanto
que algumas soluções são apresentadas.

Os modelos de segunda ordem correspondentes as equações de massa e
da conservação do momento são apresentados no capítulo 5. Os modelos
são obtidos em termos da modelagem da aceleração e na identificação de
invariantes apropriados à força e a pressão.

Descrição Cinética

• O capítulo 6 desenvolve a representação cinética para o fluxo de veículos
em uma estrada. Inicialmente, se apresenta uma revisão dos fundamentos
da teoria cinética dos gases, onde se considera um gás monoatômico de N
partículas que está contido em um recipiente de volume V . Assim obtém-se
a equação de Boltzmann, uma equação íntegro-diferencial não linear que
descreve a evolução da função de distribuição. Fazendo uma analogia entre
o gás monoatômico constituído de N partículas e os veículos presentes na
estrada, se determina a equação tipo-Boltzmann, também uma equação
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íntegro-diferencial não linear que descreve a evolução da função de dis-
tribuição. As hipóteses consideradas para a obtenção destas duas equações
são apresentadas. A partir da função de distribuição são definidos os cam-
pos básicos para o tráfego de veículos. Através da equação tipo-Boltzmann
e com o uso das equações dos campos básicos, se obtem a equação da conser-
vação da massa e do momento, as quais constituem os modelos de primeira
e segunda ordem presentes na descrição macroscópica.



Capítulo 2

Representação Microscópica

Na modelagem microscópica o estado do veículo é determinado pela sua
posição e velocidade definidas como variáveis dependentes do tempo, as
quais descrevem o sistema. Os modelos são caracterizados por descreverem
explicitamente o movimento de cada veículo por uma equação diferencial or-
dinária (EDO). A solução da EDO referente a um único veículo, geralmente
é simples, dadas as condições de contorno, e descreve de forma precisa o
movimento do mesmo. Entretanto, para se descrever as condições reais de
fluxo na estrada, deve-se considerar todos os veículos presentes na mesma
e quando o número de veículos considerados é muito grande, a solução do
sistema de EDO exigirá um grande esforço computacional. Desta forma,
embora esta escala teoricamente permita uma descrição mais precisa do
movimento de cada veículo e conseqüentemente do fluxo real, torna-se in-
viável quando o número de veículos considerados for muito grande.

Neste capítulo descreveremos o movimento de um único veículo em uma
estrada, ou via. Neste caso, por hipótese, o veículo será considerado como
uma partícula, ou ponto material, ou pontual, isto é, o veículo como um todo
se move de maneira igual além de desprezarmos a sua dimensão. Como
ilustração, um exemplo de interação microscópica veicular é apresentado
através de uma tabela de jogos.

2.1 O Movimento de um único veículo

A cinemática é a parte da física que estuda o movimento sem se preocupar
com as suas causas. Alguns conceitos são fundamentais para este estudo,
por exemplo, o de espaço, deslocamento escalar, etc. Então, apresentare-
mos a seguir quantidades dimensionais tais como a posição x , a velocidade
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v e a aceleração a , presentes na cinemática do movimento de um único
veículo como função do tempo t . Esta representação também poderá ser
modificada, ou seja, as variáveis poderão vir representadas em função da
posição.

Consideremos a estrada como um sistema formado por N veículos. En-
tão, identificando individualmente um veículo, temos que o estado do
sistema é definido através da posição, da velocidade e da aceleração de cada
veículo, denominadas como variáveis dependentes, geralmente, do tempo.
Assim, para i = 1, . . . , N , podemos introduzir as seguintes quantidades di-
mensionais:
• xi é a posição do veículo i.

A variável xi determina a posição do veículo i em algum local ao longo
da estrada, ou via, considerada. Então considerando-se uma pista de com-
primento `, temos que 0 ≤ xi ≤ `. No instante de tempo t, a posição do
veículo i é dada por xi(t) e após um intervalo de tempo ∆t a nova posição
será dada por xi(t+∆t). Estas posições serão iguais se o veículo considerado
estiver em repouso.
• vi é a velocidade do veículo i.

A velocidade de cada veículo poderá atingir o seu valor máximo nas
condições de tráfego livre. Então vi representa a velocidade de cada veículo
i e esta relacionado com a variável posição xi através da seguinte equação
diferencial

vi =
dxi

dt
(2.1.1)

que representa a taxa temporal de variação da posição. Portanto, no ins-
tante de tempo t, a velocidade do veículo i é dada por vi(t) e após um inter-
valo de tempo ∆t a nova velocidade será dada por vi(t+∆t). As velocidades
serão iguais se o veículo considerado estiver com velocidade constante ou em
repouso.
• ai é a aceleração do veículo i.

A aceleração ai representa a taxa temporal de variação da velocidade,

ai =
dvi

dt
, ou em termos da posição, ai =

d2xi

dt2
. (2.1.2)

Desta forma, a aceleração é igual a zero para movimentos cuja velocidade
é uma constante. Ainda, no instante de tempo t, a aceleração do veículo i
é dada por ai(t) e após um intervalo de tempo ∆t a nova aceleração será
dada por ai(t + ∆t). As acelerações, ai(t) e ai(t + ∆t), serão iguais a zero
se o veículo i estiver com velocidade constante.
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Se as condições iniciais quanto a posição, a velocidade e o tempo para
o veículo i forem denotadas por x0i

, v0i
e t0i

, respectivamente, podemos
obter as relações:

(i) para a posição xi como função do tempo

xi(t) = x0i
+

∫ t

t0i

vi(t)dt (2.1.3)

integrando ambos os membros da Eq. (2.1.1) e
(ii) para a velocidade vi e a posição xi em termos da aceleração

vi(t) = v0i
+

∫ t

t0i

ai(t)dt (2.1.4)

e

xi(t) = x0i +
∫ t

t0i

v0idt +
∫ t

t0i

∫ t

t0i

ai(t)dtdt. (2.1.5)

Portanto, as equações de movimento obtidas, (2.1.3), (2.1.4) e (2.1.5),
são todas em função do tempo, entretanto também é possível considerar
as quantidades dimensionais que descrevem o movimento em função da
posição. Com este objetivo, poderemos inicialmente reescrever a Eq. (2.1.1)
para a velocidade do veículo i como função da posição xi, ou seja vi(xi),
como sendo

vi(xi) =
1
dt

dxi

que poderá ser reescrita como

dt =
dxi

vi(xi)

fornecendo

t(xi) = t0i +
∫ xi

x0i

dxi

vi(xi)
, (2.1.6)

a qual representa o tempo como função da posição xi do veículo i conside-
rado.

Ainda, considerando a velocidade como função da posição, vi(xi), na Eq.
(2.1.2), podemos escrever a aceleração do veículo i como função da posição
xi como

ai(xi) =
dvi(xi)

dt
=

d
[
1
2 (vi(xi))2

]

dxi
, (2.1.7)



22 Representação Microscópica

resultando na seguinte expressão para vi(xi)

vi(xi) =

√
v2
0i

+ 2
∫ xi

x0i

ai(xi)dxi. (2.1.8)

Portanto, as equações de movimento obtidas, (2.1.7) e (2.1.8), descrevem
o movimento em função da posição.

Devemos salientar que a obtenção das equações que descrevem o movi-
mento do veículo individual i em função do tempo ou da posição, considera-
ram a hipótese de que os veículos são considerados pontuais, ou seja, o
veículo como um todo se move de maneira igual além da sua dimensão ser
desprezada.

2.2 Equações da Mecânica Newtoniana - As
leis de Newton

No estudo do tráfego real de veículos deveremos considerar o movimento
dos veículos levando-se em consideração as interações microscópicas entre
eles.

Portanto, o estudo da dinâmica nos fornece a relação entre o movimento
de um corpo e a força que o produziu, sendo que as leis dinâmicas de movi-
mento foram estabelecidas por Sir Issac Newton e são denominadas como
"as leis de Newton". Estas leis são enunciadas a seguir, conforme o livro de
Young e Freedman [41]:

Primeira Lei de Newton ou Lei da inércia: Quando a força resultante
sobre um corpo é igual a zero ele se move com velocidade constante (que
pode ser nula) e aceleração.

Segunda Lei de Newton ou Lei da Quantidade de Movimento: Quando
uma força resultante externa atua sobre um corpo, ele acelera. A aceleração
possui a mesma direção e o mesmo sentido da força resultante. O vetor força
resultante é igual ao produto da massa do corpo pelo vetor aceleração do
corpo.

Terceira Lei de Newton ou Lei da Ação e Reação: Quando um corpo A
exerce uma força sobre um corpo B (uma "ação"), então o corpo B exerce
uma força sobre o corpo A (uma "reação"). Essas duas forças têm o mesmo
módulo e a mesma direção, mas possuem sentidos contrários. Essas duas
forças atuam em corpos diferentes.

Considerando-se a segunda Lei de Newton, enunciada acima, a força re-
sultante F aplicada sobre uma partícula de massa m produz uma aceleração
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a. Então, para o caso do veículo i, podemos escrever que

Fi = mi ai, ou em termos da posição, Fi = mi
d2xi

dt2
, (2.2.9)

onde Fi é a força aplicada sobre o veículo i de massa mi. Portanto, a
equação diferencial da dinâmica (2.2.9) descreve a evolução do veículo i
através da solução de uma equação diferencial ordinária (EDO), que poderá
ser resolvida dadas as condições de contorno.

Entretanto, para a obtenção da solução da Eq. (2.2.9), para o caso de
fluxo de tráfego de veículos, algumas hipóteses são consideradas:

1. Os veículos são considerados como partículas pontuais.

2. Os veículos se deslocam na mesma direção e no mesmo sentido.

3. A força Fi representa a força resultante aplicada sobre o veículo i que
sofre a interação com outros veículos que estejam dentro da mesma
zona de visibilidade ξ, conforme definido no artigo [16].

4. A regra de interação entre os veículos, ou seja a interação microscópica,
deve ser definida.

5. As entradas e saídas de veículos da estrada são desconsideradas como
simplificação do problema, ou seja, a densidade total do número de
veículos na estrada é constante.

Portanto os modelos matemáticos referentes a esta escala, são represen-
tados pelas equações diferenciais da dinâmica, ou seja, pelas equações da
mecânica newtoniana, que descrevem sua evolução geralmente por sistemas
de equações diferenciais ordinárias, onde a descrição das condições de fluxo
na estrada são providenciadas pela solução do sistema de N equações, ou
seja, uma equação para cada veículo i, com i = 1, . . . , N . Quando o número
de equações envolvidas é pequeno, ou seja, quando a estrada considerada
apresenta poucos veículos, a solução é simplesmente determinada através
dos métodos numéricos tradicionais de solução de sistemas de equações di-
ferenciais ordinárias. Entretanto, ao se considerar um número muito grande
de veículos, a resolução do sistema poderá torna-se analiticamente e com-
putacionalmente inviável. Então, embora esta escala represente de forma
mais precisa o real tráfego de veículos por informar o movimento individual
de cada um deles, pode não ser conveniente aplicá-la quando o número de
equações que formam o sistema for elevado, ou seja, quando o número de
veículos presentes na estrada for muito grande.
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2.2.1 Interação microscópica - Tabela de jogos
Na literatura temos vários modelos para a definição da regra da interação
microscópica. Na teoria cinética, no caso de um gás rarefeito, por exemplo,
somente as interações entre os pares de partículas (colisões binárias) são
levadas em consideração, pois a probabilidade de ocorrer colisões ternárias
ou quaternárias é muito pequena em relação as colisões binárias.

Para o tráfego de veículos, de uma maneira semelhante à teoria cinética
dos gases, poderemos assumir que somente as interações entre os pares de
veículos serão levadas em consideração. Como ilustração de uma regra
binária para a interação microscópica veicular iremos descrever a tabela
de jogos utilizada no artigo [16].

Delitala e Tosin [16] determinaram em seu modelo que, a interação entre
pares de veículos ocorrerá com uma maior ou menor frequência, dependendo
da densidade ρ, dentro de uma região definida como a zona de visibilidade.
A regra desta interação binária foi fixada por uma tabela de jogos em que
o veículo candidato com velocidade vh interage com o veículo campo com
velocidade vk. Após a interação, o veículo candidato poderá ajustar ou não
a sua velocidade para vi.

Então, especificamente, o modelo de Delitala e Tosin considera três situ-
ações para compor a tabela de jogos, que define a regra de interação, des-
critas abaixo:

1. A interação ocorre com um veículo mais rápido, ou seja, a velocidade
do veículo campo é maior do que a velocidade do veículo candidato,
vh < vk.

2. A interação ocorre com um veículo mais lento, ou seja, a velocidade
do veículo candidato é maior do que a velocidade do veículo campo,
vh > vk.

3. A interação ocorre em veículos com a mesma velocidade, ou seja, a
velocidade do veículo candidato é igual a velocidade do veículo campo,
vh = vk.

As interações descritas acima são afligidas pela densidade de veículos
ρ e pelas condições da qualidade da estrada ou condições climáticas, etc,
representados pelo parâmetro fenomenológico α.

Desta forma, o item (1) está representado pela Fig. (2.1) em que o
veículo candidato poderá permanecer com a mesma velocidade ou acelerar,
dependendo das condições de tráfego, ou seja da densidade, e ainda das
condições da estrada. Portanto, se a densidade for baixa e a qualidade da
estrada for alta, o veículo candidato acelera e após a interação vi > vh.
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No entanto, se a condições de fluxo não forem boas, o veículo candidato
manterá a mesma velocidade, ou seja, vi = vh.

Figura 2.1: Velocidade do veículo candidato menor do que a velocidade do
veículo campo, vh < vk, segundo a referência [16]

O item (2), representado pela Fig. (2.2) ilustra que o veículo candidato
poderá permanecer com a mesma velocidade ou diminuir, dependendo das
condições de tráfego, ou seja da densidade, e ainda das condições da estrada.
Embora seja possível ocorrer a ultrapassagem, que depende da densidade,
assume-se que o veículo candidato não poderá acelerar para ultrapassar.
Então, se a densidade for baixa e a qualidade da estrada for alta, o veículo
candidato permenecerá com a mesma velocidade, vi = vh, caso contrário irá
diminuir a sua velocidade, ou seja, vi < vh.

Figura 2.2: Velocidade do veículo candidato maior do que a velocidade do
veículo campo, vh > vk, segundo a referência [16]

A Fig. (2.3) ilustra o caso (3). Neste caso três possibilidades são consi-
deradas:



26 Representação Microscópica

• O veículo candidato e o veículo campo estão em repouso vh = vk = 0.
Assim, ou ambos aceleram vi > vh, ou ambos permanecem em repouso
vi = vh dependendo das condições de tráfego.

• O veículo candidato e o veículo campo estão com velocidade máxima
vh = vk = vM . Então, ou ambos mantem a velocidade vi = vh, ou
ambos diminuem vi < vh dependendo das condições de tráfego.

• O veículo candidato e o veículo campo não estão em repouso e não
estão com velocidade máxima (0 < vh < vM , com vh = vk). Neste
caso, ou ambos mantem a velocidade vi = vh, ou ambos diminuem
vi < vh, ou ambos aceleram vi > vh, dependendo das condições de
tráfego.

Figura 2.3: Velocidade do veículo candidato maior do que a velocidade do
veículo campo, vh > vk, segundo a referência [16]

Outros exemplos de regras de interação veicular podem ser determi-
nadas, com o objetivo de descrever de forma mais precisa o tráfego real de
veículos. Para este objetivo ser alçancado é fundamental que a tabela de
jogos considere o comportamento pessoal e individual do motorista, pois
os veículos devem ser modelados como partículas ativas considerando que
as suas propriedades mecânicas devem ser integradas, ou seja, o comporta-
mento do motorista (agressivo, tímido, etc) deve ser considerado. A consi-
deração das partículas ativas, com comportamento constante, está presente
no artigo [18]. Ainda, regras para estrada com mais de uma pista podem
ser determinadas [9].

2.3 Exercícios Propostos

1. Exercício 1 : Deduza a Eq. (2.1.7) para a aceleração do veículo i.

2. Exercício 2 : Deduza a Eq. (2.1.8) para a velocidade do veículo i
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3. Exercício 3 : Deduza as equações de movimento como função da ve-
locidade.
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Capítulo 3

Representação Macroscópica
(RM)

A analogia entre o fluxo de tráfego e a dinâmica de fluidos é proposta neste
capítulo através da representação macroscópica fluido-dinâmica, na qual o
tráfego é modelado como um fluido compressível de veículos. Esta descrição
sugere a definição apropriada das variáveis macroscópicas que expressão o
comportamento médio do tráfego como função do tempo e da posição. A
representação macroscópica do tráfego, por exemplo, para uma pista ou
várias pistas de uma estrada, ou via, é discutida em detalhes neste capí-
tulo. As relações matemáticas entre as variáveis macroscópicas do fluxo
de tráfego também são apresentadas. Todavia, estas relações também são
representadas na forma gráfica, resultando nos diagramas fundamental e da
velocidade, nos quais investigações empíricas sobre os mesmos, no fluxo de
tráfego livre e congestionado, são descritas.

3.1 Variáveis macroscópicas do fluxo de uma
pista

Esta seção detalha a modelagem do fluxo de veículos ao longo de uma
estrada, ou via, que possui uma única pista de comprimento ` . Esta simples
situação associada com o fenômeno do tráfego é descrita por uma estrutura
matemática baseada no estado estável do fluxo. Duas considerações são
feitas:

(i) a pista poderá comportar um número máximo de veículos;
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(ii) os veículos possuem uma velocidade média máxima.

Baseando-se nas considerações acima, quantidades dimensionais são in-
troduzidas a seguir:
• ρM é a densidade máxima de veículos.

A densidade é nula quando não temos veículos na pista e aumenta
quando o número de veículos aumenta gradualmente. Mais e mais veículos
podem ser adicionados a pista enquanto não se atinge a capacidade máxima
da mesma; entretanto a densidade máxima, ρM , será alcançada quando
a capacidade máxima for atingida e como conseqüência, os veículos não
poderão mais se mover. Este estado é denominado por "bump-to-bump
traffic" ou em relação a densidade por "jam-density".

• vM é a velocidade média máxima dos veículos.

A velocidade média atinge seu máximo valor nas condições de fluxo
livre. Portanto, vM representa a velocidade média máxima a qual deve ser
observada nos veículos sempre que a estrada estiver vazia.

Contudo, um ponto importante é que um veículo isolado poderá atingir
uma velocidade maior do que a velocidade máxima vM , ou seja, a velocidade
limite v` . Experiências mostram que esta velocidade limite é afetada por
diversos fatores. Por exemplo, a qualidade da estrada, dos veículos, dos
motoristas, etc. Em particular, a velocidade limite v` poderá ser definida
como:

v` = (1 + µ)vM , µ > 0 . (3.1.1)

Com certeza, a velocidade média máxima vM e o parâmetro fenomenoló-
gico µ devem depender das características da estrada, seja de uma simples
pista de uma via, ou de uma auto-estrada, tal como do tipo de veículos
presentes na mesma, isto é, se são veículos lentos, rápidos, ou caminhões,
etc. Desta forma é conveniente para a modelagem introduzir quantidades
adimensionais, normalizadas dentro do intervalo de [0, 1] como se segue:

• t é o tempo relacionado com o tempo característico Tc , onde tr é o tempo
real, ou seja, t = tr/Tc . É natural assumir que Tc é o menor tempo de
viagem, isto é, o tempo necessário para percorrer a estrada com a velocidade
média máxima, sendo representado pela relação: Tc = `/vM .

• x é a posição relacionada com o comprimento da estrada ` , onde xr é a
distância real, ou seja, x = xr/`.

• ρ é a densidade relacionada com a densidade máxima de veículos, ρM ,
onde ρr é a densidade real de veículos, ou seja, ρ = ρr/ρM .
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• v é a velocidade relacionada com a velocidade média máxima vM , onde
vr é a velocidade real de um único veículo, ou seja, v = vr/vM .

• q é o fluxo relacionado com o fluxo máximo admissível qM , onde qr é o
fluxo real de uma única pista, ou seja, q = qr/qM .

A densidade, a velocidade e o fluxo representam as variáveis fundamen-
tais do fluxo de tráfego. A relação matemática entre essas variáveis é dada
por:

q = ρ v . (3.1.2)

Esta é a equação fundamental do fluxo de tráfego. Quando o fluxo é plotado
como uma função da densidade de veículos, o gráfico gerado é denominado
de diagrama fundamental do fluxo de tráfego. Em particular, quando
a velocidade é plotada como função da densidade de veículos, nós temos o
diagrama da velocidade. Estes diagramas, fluxo-densidade e velocidade-
densidade são desenvolvidos na seção 3.3.

3.2 Variáveis macroscópicas para o fluxo em
várias pistas

A representação macroscópica pode ser extendida do caso de fluxo em pista
única para o caso de várias pistas. Vamos considerar uma auto-estrada com
p pistas de comprimento ` , onde todos os veículos trafegam na mesma di-
reção. Em cada j -pista (j = 1, ..., p) as seguintes quantidades de referência
podem ser introduzidas:

• ρj(t, x) é a densidade de veículos na j -pista.

A dinâmica do fluxo de tráfego leva em consideração para este caso a
mudança de pista dos veículos. O efeito disto se reflete na densidade da
pista, que não permanece constante. Geralmente, cada j -pista é represen-
tada pela sua respectiva densidade ρj . Sendo que, se a densidade ρj é igual
a zero, atribuímos que não existe veículos nesta pista; e que se o número de
veículos aumentar gradualmente na j -pista, a densidade ρj também aumen-
tará. Entretanto, se mais e mais veículos forem adicionados a cada j -pista,
se alcançará a situação crítica, ou seja, a situação de que os veículos não
poderão mais se mover. Então, em cada pista, a densidade local ρj varia de
[0, 1/p ] correspondendo ao "bumper-to-bumper" da densidade de veículos.
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Então a densidade ρj por cada j -pista e a densidade total ρ da auto-
estrada estão relacionadas através da relação matemática

ρ(t, x) =
p∑

j=1

ρj(t, x) com ρ ∈ [ 0, 1 ] , ρj ∈ [ 0,
1
p

] . (3.2.3)

• vj(t, x) é a velocidade média dos veículos na j -pista.

• qj(t, x) é o fluxo de veículos na j -pista.

Para cada pista, a relação fundamental entre o fluxo, a densidade e a
velocidade é

qj(t, x) = ρj(t, x) vj(t, x) . (3.2.4)

O fluxo qj não é constante. Somando-se o fluxo de todas as pistas, calcula-se
o fluxo total

q(t, x) =
p∑

j=1

qj(t, x) . (3.2.5)

Em particular, o conhecimento do tráfego baseia-se no fluxo total.

3.3 Diagramas e Resultados Experimentais

Nesta seção, é apresentado um estudo empírico das características mais im-
portantes do tráfego. De fato, experiências relatam a velocidade ou o fluxo
como funções da densidade local e os dados empíricos nos fornecem infor-
mações sobre as medidas destas quantidades. Por um outro lado, algumas
dificuldades técnicas podem ser imediatamente evidenciadas:
(a) Os dados empíricos dispõem quantidades macroscópicas, no entanto a
dinâmica do tráfego é regulamentada pela escala microscópica.
(b) As medidas das quantidades macroscópicas apresentam flutuações não
apenas devido a erros nas medidas, mas também devido a aceleração e
desaceleração dos veículos;
(c) Geralmente, os resultados esperimentais se referem as condições estáveis
do fluxo, enquanto que o fluxo raramente atinge as condições uniformes de
tráfego.
(d) Os dados empíricos são muito sensíveis a qualidade e a regulamentação
da estrada assim como a variação das condições ambientais e as caracterís-
ticas dos motoristas. Todavia, é impossível identificar apenas uma repre-
sentação determinística para o fluxo.
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De fato, observando as dificuldades citadas anteriormente, deve-se avançar
no estudo da física do tráfego de forma que se providencie uma aproximação
analítica dos dados experimentais com a teoria.

Com este objetivo, a representação matemática e gráfica entre as ca-
racterísticas do fluxo de tráfego será apresentada na Parte I. Na Parte II,
três tipos de relações matemáticas entre a velocidade e a densidade são es-
tabelecidas e a validação com dados empíricos é ilustrada. Na Parte III,
informações interessantes sobre dados de tráfego em auto-estradas do livro
do Kerner [22] são apresentados, assim como a teoria das três fases do
tráfego.

3.3.1 Parte I: Diagramas Quantitativos

Duas relações matemáticas entre as quantidades macroscópicas fundamen-
tais do tráfego de veículos são descritas: fluxo-densidade e velocidade-
densidade.

I.1 Relação matemática fluxo-densidade

Com a finalidade de descrever a relação matemática fluxo-densidade, algu-
mas características são listadas abaixo:

1. Quando a densidade de veículos é igual a zero, não existe veículos na
estrada considerada e o fluxo também será nulo, ou seja, q = ρ v = 0 pois
ρ = 0 ;

2. Quando a densidade de veículos é igual a "jam-density", os veículos
encontram-se parados e o fluxo é nulo, ou seja, q = ρ v = 0 pois v = 0 ;

3. Quando o número de veículos aumenta gradualmente, o fluxo também
aumenta, alcançando uma situação limite quando a densidade de veículos é
igual a densidade crítica e o fluxo é máximo, isto é, q = qM para ρ = ρcrit .
A partir deste ponto limite ( ρcrit , qM ) com ρcrit < 1 , quando a densidade
aumenta, o fluxo decresce.
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Figura 3.1: Curva parabólica Fluxo-densidade representada por [9]

Uma simples representação é fornecida na Fig. (3.1), onde o ponto O
refere-se ao caso onde ambos, a densidade e o fluxo são nulos; O ponto
D refere-se a densidade máxima e o fluxo correspondente é nulo; O ponto
M refere-se ao fluxo máximo correspondendo a densidade crítica, também
denominado de fluxo crítico. Os pontos A e B ilustram o fato de que
densidades diferentes podem corresponder a fluxos iguais. A inclinação da
reta tangente ON no ponto O nos fornece a velocidade a qual o veículo
poderá viajar quando não existir fluxo. Da mesma maneira, a inclinação da
reta O M nos fornece a velocidade vc no ponto limite.

A região com densidades menores do que a densidade crítica é denomi-
nada de região estável, ou ainda, região de fluxo livre. A região na qual a
densidade é maior do que a densidade crítica corresponde a região instá-
vel também denominada de região de fluxo congestionado. A curva fluxo-
densidade é chamada de diagrama fundamental do fluxo de tráfego.

I.2 Relação matemática Velocidade-densidade

Uma outra representação gráfica importante é o diagrama da velocidade
o qual providência a dependência entre a velocidade e a densidade. Em
detalhes, a velocidade máxima esta relacionada com o caso de fluxo livre,
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e quando a densidade é máxima, a velocidade torna-se zero. Então, se
a densidade é nula os veículos trafegam com a velocidade desejada, ou a
velocidade de fluxo livre e quando a densidade é igual a densidade crítica, o
valor da velocidade está entre zero e a velocidade de fluxo livre.

A relação matemática, velocidade-densidade mais simples é a função
linear e é ilustrada na Fig. (3.2). No entanto, também é possível termos
relações não-lineares, por exemplo, relações exponenciais e logarítmicas.

Figura 3.2: Variação linear Velocidade-densidade

3.3.2 Parte II: Resultados experimentais para o tráfego
em uma única pista

Muitas pesquisas têm sido desenvolvidas com o objetivo de encontrar uma
relação matemática entre a velocidade e a densidade que descreva, através
de modelos matemáticos, da forma mais eficiente possível, o fluxo de tráfego
real. O primeiro modelo foi proposto por Greenshields em 1935. Nesta sub-
seção, três tipos de modelos são descritos: o modelo linear de Greenshields,
o modelo logarítmico de Greenberg e o modelo exponencial de Bonzani et
al.
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II.1 Relações Matemáticas Lineares

• Modelo de Greenshields

A relação matemática mais simples entre a velocidade e a densidade
de veículos é proposto por Greenshields [20]. Greenshields assumiu uma
relação linear, como ilustrado na Fig. (3.2). A velocidade v é expressa
como uma função da densidade de ρ como:

v(ρ) = 1 − ρ . (3.3.6)

Usando a equação fundamental do fluxo de tráfego (3.1.2), a relação entre
o fluxo e a densidade é estabelecida como:

q(ρ) = ρ− ρ2 . (3.3.7)

Esta relação descreve uma curva parabólica e está ilustrada na Fig. (3.1).
Utilizando ambas as equações (3.3.6) e (3.3.7) é possível encontrar a relação
matemática entre a velocidade e o fluxo dada por:

v2 − v + q = 0 . (3.3.8)

A relação acima também descreve uma curva parabólica. Diferenciando a
Eq. (3.3.7) em relação a densidade ρ e igualando a zero, é possível calcular
a densidade crítica correspondente ao fluxo máximo igual a:

ρcrit =
1
2

com q(ρcrit) = qM =
1
4

.
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Figura 3.3: Modelo de Greenshields

A Figura (3.3) representa graficamente este modelo. O modelo de Green-
shields é bastante poderoso, pois para um fluxo de tráfego ininterrupto prevê
e explica as tendências que se observam nos fluxos reais, desta forma, o mo-
delo de Greenshields dominou a teoria do fluxo de tráfego por mais de 50
anos. No entanto, alguns problemas podem ser observados: para usar esse
modelo de tráfego é necessário obter valores para a velocidade máxima (ve-
locidade de fluxo livre) e a densidade máxima (jam-density); porém, é difí-
cil determinar estas medidas com precisão, diretamente a partir da análise
do fluxo na estrada. Assim, valores aproximados para estas quantidades
são considerados e o modelo é calibrado. Devemos salientar que embora
o modelo Greenshields não seja perfeito, descreve de forma bem precisa e
relativamente simples o fluxo de tráfego.

II.2 Relações Matemáticas Não-lineares

• O modelo de Greenberg
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Em 1959, a relação matemática logarítmica entre a velocidade e densi-
dade de veículos foi assumida por Greenberg [19]. Esta relação é escrita da
seguinte forma:

v(ρ) = λ ln
(

1
ρ

)
, (3.3.9)

onde λ é um parâmetro determinado através das condições iniciais para a
velocidade. A equação fundamental do fluxo (3.1.2) fornece a relação entre
a velocidade e o fluxo da seguinte forma:

q(ρ) = λ ρ ln
(

1
ρ

)
. (3.3.10)

A relação analítica acima, entre v , ρ e q é ilustrada na Fig. (3.4). A relação
matemática fluxo-densidade também é parabólica, entretanto os pontos de
máximo dos modelos de Greenberg e Greenshields ocorrem em valores dife-
rentes da densidade.

Figura 3.4: Diagrama da Velocidade e Diagrama Fundamental para a re-
lação logarítmica



II.2 Relações Matemáticas Não-lineares 39

As Figuras (3.5) e (3.6) mostram dados para o Túnel Lincoln, o qual
passa sob o Rio Hudson conectando os estados de Nova Jersey e Nova York
nos Estados Unidos. A velocidade como uma função da densidade e o fluxo
correspondente são dados pelas equações (3.3.9) e (3.3.10), respectivamente.
Os pontos mostram que os dados empíricos apresentam um alto grau de
correlação com as curvas definidas por estas equações matemáticas.

O modelo de Greenberg ganhou popularidade na comunidade cientí-
fica, pelo fato de poder ser derivado analiticamente, embora transgrida a
condição de contorno quando a densidade de veículos é zero, no sentido da
velocidade tornar-se infinitamente grande.

Figura 3.5: Os dados de velocidade em função da densidade de veículos para
o Túnel Lincoln considerando o modelo de Greenberg representado por [19]
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Figura 3.6: Os dados do fluxo em função da densidade de veículos para o
Túnel Lincoln considerando o modelo de Greenberg representado por [19]

• Modelo de Bonzani et al.
Experiências recentes de Kerner [22] têm mostrado que:

(a) a velocidade dos veículos para valores baixos da densidade local se man-
tém constante e igual à velocidade relativa máxima, enquanto o valor da
densidade crítica não é atingida, ou seja, ρ < ρcrit;

(b) a velocidade dos veículos decai com o aumento da densidade local para
ρ ≥ ρcrit atingindo o seu valor mínimo quando a densidade é máxima.

É importante ressaltar, que a modelagem das condições de fluxo estável
através de uma fórmula analítica deveria tentar relacionar apenas um único
parâmetro para cada fenômeno específico. Então, o mesmo evento poderá
ser descrito por diferentes pares de parâmetros.

Entretanto, em 2003, Bonzani e Mussone [8] propuseram um modelo
fenomeno-lógico que descreve a relação velocidade-densidade nas condições
de fluxo uniforme estável caracterizada por um único parâmetro livre. Este
modelo tem como base as medições experimentais na auto-estrada Veneza-
Mestre (Itália) em condições de fluxo estacionário uniforme, o qual pode ser
visualizado na Fig. (3.7).

Várias medidas indicam o seguinte intervalo para a densidade crítica:

ρcrit ∈ [0; 0, 15] .
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Figura 3.7: Medidas experimentais da velocidade média como função da
densidade representada por [8]

Como foi mencionado anteriormente, Bonzani et al. assumiram um mo-
delo analítico no qual a velocidade para ρ ≤ ρcrit permanece praticamente
constante e decai para ρ > ρcrit, tendendo ao valor v = 0 para ρ = 1 nas
condições de fluxo uniforme estável. Assim, a relação exponencial conside-
rada é:

v(ρ) = exp
[
−α

(
ρ

1− ρ

)]
, (3.3.11)

onde o parâmetro positivo α representa as condições específicas da estrada.
Comparações com os resultados experimentais sugerem a seguinte escala
deste parâmetro:

α ∈ [1; 2, 5] .

A Fig. (3.8) ilustra que este modelo fenomenológico oferece uma aproxima-
ção razoável para ρ ≤ 0, 5, quando comparado com resultados experimen-
tais.
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Figura 3.8: Representação do modelo fenomenológico e resultados experi-
mentais de acordo com [8]

Este é um modelo bastante simples, caracterizado por um único parâ-
metro que representa as condições ambientais, porém, capaz de captar os
fenômenos descritos por Kerner em (a) e (b).

3.3.3 Parte III: Resultados experimentais com tran-
sição de fase

O fluxo, a densidade e a velocidade média representam as quantidades ca-
racterísticas mais importantes do tráfego de veículos. Os dados empíricos
destas variáveis podem ser coletados automaticamente através de dispositi-
vos tecnológicos adequados. Detectores e câmeras de vídeo, fornecem dados
bem precisos dessas quantidades macroscópicas. Em particular, os resulta-
dos das medições destas variáveis de tráfego em auto-estradas da Alemanha
são discutidos. Estes procedimentos de medição são classificados com base
no tráfego livre e congestionado. Além disso, os dados empíricos levam a
uma nova teoria de tráfego, a de três fases. Por esta razão, importantes
conceitos do tráfego e seus dados empíricos são discutidos nesta subseção.

III.1 Fluxo de tráfego livre e congestionado

As teorias clássicas do tráfego são baseadas no diagrama fundamental e
consideram apenas o fluxo de duas fases: fluxo livre e fluxo congestionado.

• Fluxo livre
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Esta é a fase mais investigada empiricamente. Em condições de fluxo
livre, os dados empíricos da densidade de fluxo descrevem uma curva com in-
clinação positiva indicando o ponto de limite empírico (ρfree,emp

crit , qfree,emp
M )

(máximo).

Em particular, analisando uma grande quantidade de dados nas auto-
estradas, conclue-se que cada pista apresenta pontos limites empírico dife-
rentes. Esta evidência é ilustrada na Fig. (3.9), representando os dados
empírico da auto-estrada A5-Norte, com três pistas na Alemanha. A partir
desta análise, seguem três observações:

(a) A pista da esquerda tem o maior ponto de limite empírico.

(b) A velocidade média é diferente para diferentes pistas.

(c) O percentual de veículos que ocupam a pista da esquerda torna-se maior
do que o percentual de veículos que ocupam a pista da direita, quando o
fluxo aumenta.

As observações acima podem ser explicadas conforme segue abaixo:

- Não existe diferença percentual entre veículos e caminhões ao longo da
pista da esquerda, da central ou a da direita, isto é, em especial, os cami-
nhões geralmente não ocupam a pista da esquerda. O regulamento para
rodovias alemãs determina um limite de velocidade para os caminhões ou
veículos de comprimento longo, que é consideravelmente menor do que para
os outros veículos. Assim, a pista da direita tem uma porcentagem maior
de veículos de comprimento longo que se movem mais lentamente.

- A assimetria da dinâmica do tráfego entre diferentes pistas resulta em
diferentes velocidades médias nas pistas.

- O comportamento do motorista, provavelmente está associado com o item
(c).

Assim, a análise qualitativa dos dados empíricos poderá explicar algumas
característica intrínsecas do tráfego, pois por exemplo, as regras de trânsito,
o tipo de veículos, as características do motorista etc. são diferentes de país
para país.



44 Representação Macroscópica

Figura 3.9: A5-Norte, 1992 representado por [22].

• Fluxo congestionado
De acordo com a teoria clássica, o diagrama fundamental consiste de

duas curvas distintas, uma com inclinação positiva iniciando na origem
(quando a densidade é zero, o fluxo também é zero) para o fluxo livre,
e outra com uma inclinação negativa a partir da densidade crítica (quando
a densidade é máxima, o fluxo é zero) para o fluxo congestionado. No en-
tanto, em condições de congestionamento, dados empíricos mostram que é
impossível identificar uma curva de representação entre o fluxo e a densidade
de veículos.

A Figura (3.10) mostra este fenômeno de transição do fluxo livre para o
fluxo congestionado, ou seja, a representação teórica (gráfico a esquerda) e
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empírica (gráfico a direita) do diagrama fundamental.

Figura 3.10: Diagrama fundamental teórico (a) e empírico (b) representado
por [22]

O fluxo congestionado pode ocorrer espontaneamente por vários mo-
tivos, entretanto observações empíricas do tráfego real sugerem que o fluxo
congestionado pode ser definido como um estado de tráfego no qual a ve-
locidade é inferior a velocidade mínima possível no fluxo livre, a qual esta
relacionada com o ponto de limite empírico (ponto crítico). Na Fig. (3.11)
o ponto M refere-se a este ponto de limite empírico e a inclinação da linha
tracejada FC representa a velocidade mínima possível. Pode-se notar que
os pontos à esquerda da linha tracejada FC e à direita, representam o fluxo
livre e o congestionado, respectivamente. Em (b) a velocidade no fluxo
congestionado está representado e seu valor é sempre inferior ao valor de
velocidade mínima possível.

Esta análise qualitativa também é observada em dados experimentais de
outros países.
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Figura 3.11: A5-Norte, 2001 representado por [22]

III.2 O tráfego macroscópico três fases

Boris Kerner [22] sugeriu uma hipótese: no fluxo congestionado há duas
fases. No sentido desta nova teoria, quando a densidade se torna demasiada
elevada, o estado do tráfego é dito ser metaestável. A hipótese de metaesta-
bilidade, identificando duas fases de tráfego em fluxo congestionado, ou seja,
"wide moving jam" e "synchronized flow", é a diferença básica da teoria de
Kerner em relação as teorias clássicas sobre fluxo de tráfego. Desta forma,
o diagrama fundamental é usado assumindo que quando a densidade ultra-
passa o valor crítico, o tráfego torna-se instável e estes tipos de movimentos
podem ocorrer espontaneamente.

Os dados empíricos quanto as velocidades e o diagrama fundamental
da auto-estrada A5-Norte, com três pistas na Alemanha são ilustrados na
Fig. (3.12). Nesta figura as três fases da representação do fluxo-densidade
são ilustradas. O "free flow" representa o fluxo livre no qual a "curva
F" representa o estado de fluxo livre cujo fluxo máximo é denotado por
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q
(free)
M . Na fase de "synchronized flow" a velocidade média não é mantida
a jusante da onda. A "wide moving jam" é um movimento tipo "jam"
(geléia) que mantém a velocidade média antes de chegar ao "jam". A "linha
J" representa a propagação da frente estacionária a jusante de um "wide
moving jam" e a sua inclinação é a velocidade característica. O fluxo qout

ocorre quando o fluxo livre é formado jusante do "jam". O fluxo máximo de
q
(free)
M no fluxo livre pode ser consideravelmente maior do que o fluxo qout

no "wide moving jam". No fluxo q
(syn)
out as mudanças ocorrem a jusante do

"synchronized flow". É possível assumir que o "synchronized flow" descreve
aproximadamente a região limitada S, onde q

(syn)
M denota o fluxo máximo

nesta fase.

Figura 3.12: A5-North, 2001 - O diagrama fundamental nas três fases do
fluxo de tráfego representado por [22]

Esta nova teoria tem sido criticada por duas razões principais:

- Os dados empíricos estão completamente baseados em medições das auto-
estradas A5-Sul e A5-Norte na Alemanha, considerado como um país padrão
quanto a auto-estradas. No entanto, as auto-estradas em outros países
poderão ter características diferentes.

- Os dados de tráfego foram obtidos a partir de medições em pontos fixos
da auto-estrada utilizando detectores para cada pista, mas suas conclusões
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são estendidas a todo o comprimento da estrada. Ou seja, não está claro
como estes dados empíricos foram interpolados.

3.4 Exercícios Propostos
1. Exercício 1 : Obtenha a Fig. (3.2) para o caso em que 0 ≤ ρ ≤ ρM .

2. Exercício 2 : Obtenha a Eq. (3.3.8) que representa q(v) para o modelo
de Greenshields.

3. Exercício 3 : Construa em um único gráfico de diagrama de velocidade
as relações v(ρ) descritas neste capítulo e compare as curvas quanto
a existência.

4. Exercício 4 : Substitua na Eq. (3.3.11) vários valores para o parâmetro
positivo α dentro do intervalo α ∈ [1; 2, 5]. Construa em um único
gráfico de diagrama de velocidade as curvas obtidas e compare-as. O
que se pode concluir da influência do parâmetro α?



Capítulo 4

Os Modelos Hidrodinâmicos
de Primeira Ordem - (RM)

A teoria macroscópica do tráfego pode ser associada a teoria hidrodinâmica.
Geralmente, três leis de conservação da dinâmica dos fluidos podem ser con-
sideradas: a lei de conservação de massa, do momento e de invariantes na
colisão. Levando-se em consideração os modelos do fluxo de tráfego, as
equações de conservação são fechadas por modelos fenomenológicos rela-
cionados com o comportamento do sistema mecânico considerado como um
contínuo. Os modelos de primeira ordem são obtidos considerando-se apenas
a equação de conservação de massa fechada por uma relação fenomenológica
entre a velocidade média e a densidade local. Uma alternativa para fechar a
equação de conservação da massa é a utilização da equação de conservação
do momento, gerando os modelos de segunda ordem. No entanto, esta al-
ternativa ressalta na dificuldade técnica, ou seja, no fechamento da equação
de conservação de momento por modelos fenomenológicos que descrevem
uma determinada aceleração aplicada aos veículos. Uma outra opção para o
fechamento dos modelos de primeira ordem é estabelecer uma outra equação
dinâmica para a variação da velocidade produzindo assim, um modelo de
terceira ordem. No entanto, os modelos macroscópicos mais comuns são os
modelos de primeira ou de segunda ordem. Especificamente, os modelos de
primeira ordem são motivados pela simplicidade, apesar de apresentarem
resultados um pouco menos precisos em relação a descrição da realidade
física, quando comparados aos resultados dos modelos de segunda ordem.

Em particular, este capítulo trata de uma revisão e análise crítica de
alguns modelos macroscópicos de tráfego de primeira ordem, cuja equação
de conservação da massa é fechada através de um modelo fenomenológico
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que relaciona a velocidade média com a densidade local por uma equação
analítica adequada ou uma equação funcional.

Na última parte deste capítulo, algumas perspectivas de investigação são
propostas para os modelos fenomenológicos.

4.1 Leis de Conservação do Tráfego
Fisicamente, se o fluxo de tráfego é observado de uma distância muito longa,
o comportamento individual de cada veículo é ignorado e o fluxo poderá
ser associado com o fluxo de um fluido. Mais especificamente, a estrutura
matemática da teoria hidrodinâmica de fluidos pode ser explorada para
desenvolver a teoria macroscópica do tráfego. As equações fundamentais da
dinâmica dos fluidos são as equações de Navier-Stokes, ou seja, as equações
de conservação da massa, do momento e da energia, as quais descrevem como
as variáveis dependentes, densidade, velocidade, pressão e temperatura de
um fluido em movimento, são estendidas e generalizadas quando se considera
os efeitos da viscosidade do fluido.

No entanto, existem grandes diferenças entre o tráfego de veículos e o
fluxo de fluidos. Em particular, pode existir a conservação da massa e do
momento, entretanto não da energia. A conservação da massa representa a
conservação do número de veículos na estrada quando as entradas ou saídas
da mesma não estão presentes. Basicamente, as equações de conservação
da massa e do momento linear, referentes às variáveis macroscópicas, a
densidade local ρ = ρ(t, x) ∈ [0, 1], e a velocidade v = v(t, x) ∈ [0, 1],
respectivamente são dadas por





∂tρ + ∂x(ρv) = 0 ,

∂tv + v ∂xv = Q[ρ, v] ,
(4.1.1)

onde Q define a aceleração referida aos veículos presentes no volume elemen-
tar. A palavra aceleração é usada, quando tratando-se de modelos de fluxo
de tráfego, para evitar o uso do termo "força" em sistema onde a massa não
pode ser devidamente definida.

4.2 O fechamento da equação de conservação
da massa

A análise desenvolvida a seguir considera dados experimentais da uniformiza-
ção das condições de fluxo. O problema do fechamento da equação de con-
servação da massa consiste em analisar e interpretar fenomenologicamente o
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comportamento do sistema. Como conseqüência, vários modelos matemáti-
cos estão disponíveis na literatura.

Como se sabe, as comparações com os dados experimentais mostram
que a estrutura matemática para o fechamento desta equação, referindo-se,
aos modelos de primeira ordem, pode ser desenvolvido através dos seguintes
procedimentos.

(i) Fechamento por propriedades da densidade local, a equação analítica:




∂tρ + ∂x(ρv) = 0 ,

v = v[ρ] ,
(4.2.2)

ou
(ii) Fechamento pela evolução da equação da velocidade, a equação fun-

cional :




∂tρ + ∂x(ρv) = 0 ,

∂v

∂t
= f(v[ρ]) .

(4.2.3)

Os procedimentos acima serão usados com o objetivo de fornecer vários
modelos, que serão descritos e analisados criticamente como se segue.

• 1. A Equação Analítica

(i.a) Fechamento pelo diagrama da velocidade

Considerando o Capítulo 6, há uma grande quantidade de dados dispo-
níveis que relacionam a dependência funcional da velocidade média com a
densidade através do diagrama da velocidade o qual informa, considerando
o caso de fluxo uniforme constante, que a velocidade média decai com o
aumento da densidade. No que se segue a velocidade do sistema (4.2.2) é
considerada como

v[ρ] = ve(ρ) , (4.2.4)

onde ve é a velocidade de equilíbrio derivada do fluxo de tráfego homogêneo.
Esta é uma relação fenomenológica não obtida a partir da teoria hidro-

dinâmica. Se a velocidade ve , que representa a velocidade do fluxo contínuo
uniforme, depende da densidade local, poderá ser representada por aproxi-
mações analíticas.

Pelas equações (4.2.2) e (4.2.4) a equação de conservação da massa é
representada por:

∂tρ + (ve + ρv′e(ρ)) ∂xρ = 0 , (4.2.5)



52 Os Modelos Hidrodinâmicos de Primeira Ordem

a qual representa o modelo básico LWR [30].

M. J. Lighthill e G. B. Whitham foram os primeiros a desenvolver um
modelo de fluxo de tráfego macroscópico em 1955. Um ano mais tarde,
P. Richards [38], independentemente do estudo de Lighthill e Whitham,
desenvolveu um modelo muito parecido. Devido ao desenvolvimento inde-
pendente e praticamente simultâneo deste modelo, este tem sido conhecido
na literatura como o modelo de LWR , escrito com as iniciais dos nomes
de seus autores. A idéia básica deste modelo é de assumir a relação (4.2.4)
usando o método de ondas cinemáticas para descrever o fluxo de tráfego na
hipótese de estado estacionário. Ocasionalmente, a Eq. (4.2.5) corresponde
à equação de onda hiperbólica com o campo da velocidade de propagação:

c (ρ) = ve + ρ
d ve

dρ
. (4.2.6)

A velocidade de propagação finita c (ρ) representa a inclinação da curva
parabólica do fluxo-densidade de modo que as ondas movam-se para frente
ou para trás, dependendo do valor da densidade ser inferior à densidade
crítica ( ρ < ρcrit ), ou ser superior a densidade crítica ( ρ > ρcrit ). Quando
a densidade é igual à densidade crítica ( ρ = ρcrit ) as ondas são esta-
cionárias. A ilustração deste fenômeno está presente na Fig. (4.1) onde o
ponto A representa o estado com a velocidade vA , densidade ρA e fluxo qA ,
o ponto B o estado com velocidade vB , densidade ρB e fluxo qB e vs w (AB)

a velocidade da onda de choque

vs w (AB) (ρ) =
qB (ρB ) − qA (ρA )

ρB − ρA
. (4.2.7)

representando a inclinação da linha AB .
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Figura 4.1: Curva parabólica do fluxo-densidade no fluxo de tráfego

Este modelo hiperbólico clássico é o modelo mais popular na literatura,
embora mostre fenômenos irreais quanto a onda de choque, que não são
observados experimentalmente. Esta incoerência é devido ao fato de que as
condições que correspondem as condições de fluxo uniforme são instanta-
neamente impostas em condições instáveis. Na verdade nenhum motorista
é eficaz no sentido de ser capaz de adaptar o seu veículo instantaneamente
às condições de fluxo constante.

(i.b) Fechamento com a densidade fictícia

Um conceito interessante de densidade fictícia local foi proposto em uma
nova classe de modelos por De Angelis [1], em 1999. Esta classe de modelos
consideram o fato de que o motorista não mede exatamente a densidade lo-
cal, mas simplesmente a sente. Especificamente, a velocidade de equilíbrio
ve é alcançada depois de uma adaptação adequada do motorista, depen-
dendo da densidade local fictícia ρ∗.

A densidade fictícia depende da densidade real e do gradiente da densi-
dade da seguinte forma:

v[ρ] = ve(ρ∗) , ρ∗ = ρ + f(ρ, ∂xρ) . (4.2.8)

A expressão formal da equação de conservação da massa nos fornece a
seguinte expressão para o modelo de evolução:

∂tρ + ∂x(ρve(ρ∗)) = 0 . (4.2.9)
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Em particular, De Angelis propôs a seguinte expressão para a densidade
fictícia

ρ∗ = ρ + ε(1− ρ)∂xρ , f(ρ, ∂xρ) = ε(1− ρ)∂xρ , ε > 0 , (4.2.10)

onde ε é um parâmetro constante identificado por experimentos fenomeno-
lógicos, correspondendo a capacidade do motorista de reagir não apenas a
densidade local, mas também aos seus gradientes. Considerando a veloci-
dade de equilíbrio da seguinte forma

ve(ρ∗) =
(
1− ρ∗(1+α)

)1+β

, (4.2.11)

onde α e β são constantes positivas que poderão ser relacionadas com a
qualidade da estrada e das condições ambientais, respectivamente. Com
estas considerações, a seguinte equação de evolução é obtida:

∂tρ =
{

(1 + α)(1 + β)ρρ∗α
[
1− ρ∗(1+α)

]β

−
[
1− ρ∗(1+α)

]1+β
}

∂xρ

+ε(1 + α)(1 + β)ρ(1− ρ)ρ∗α
[
1− ρ∗(1+α)

]β

∂xxρ

−ε(1 + α)(1 + β)ρρ∗α
[
1− ρ∗(1+α)

]β

(∂xρ)2 . (4.2.12)

Em particular, se α e β são iguais a zero ou diferentes de zero, então
diferentes modelos e soluções são gerados, dependendo das condições de
contorno consideradas.

O modelo fenomenológico proposto acima por De Angelis é tecnicamente
modificado por Bonzani [7] em 2000. Especificamente, a densidade fictícia
gera modelos de difusão não-linear, que fornecem respostas parciais as críti-
cas levantadas por Daganzo [13]. Ainda Aw e Rascle [2] reconsideraram
algumas alterações nos modelos macroscópicos tendo como objetivo alegar
a consistência destes modelos.

Apreciar a nova classe de modelos não significa considerar os veículos
como partículas, mas sim como um sistema motorista-máquina, no qual o
comportamento pessoal e individual do motorista deve ser considerado. O
motorista sente estímulos essencialmente frontais, ou seja, na realidade, o
motorista sente a densidade fictícia que é determinada pelo fluxo que ele vê
a sua frente.

(i.c) Fechamento com o tempo de retardamento
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Os modelos examinados em (i.b) são baseados na suposição de que o
motorista adapta instantaneamente a velocidade do seu veículo procurando
atingir uma velocidade de equilíbrio. Por outro lado, é correto supor que
um determinado período de tempo finito é necessário para ocorrer a reação
do motorista. Por exemplo, a modelagem pode ser baseada na idéia de
que a velocidade v depende da densidade local que considera a adaptação
retardada do motorista para as condições de tráfego reais. Este tipo de
modelagem foi proposta por V. Coscia [11] em 2004, na qual a velocidade
com que o veículo viaja é rapidamente ajustada conforme a variação da
densidade local

v[ρ] = v(ρ(t− τ, x)) , (4.2.13)

onde τ é um parâmetro menor do que um que introduz a adaptação retar-
dada do motorista diante das condições do tráfego real. Considerando a
equação fundamental

q[ρ] = q(ρ(t− τ, x)) = ρ v(ρ(t− τ, x)) , (4.2.14)

em caso de um tempo de retardamento pequeno, a equação da conservação
da massa se transforma em

∂tρ + q′(ρ) ∂xρ = τ∂x

(
ρv′(ρ)∂tρ

)
, (4.2.15)

onde

q′(ρ) = v(ρ) + ρv′(ρ) . (4.2.16)

Em particular, a densidade ρ, para o caso de fluxo de tráfego quase
uniforme, pode ser considerada como: ρ(t, x) = U +w(t, x) . Substituindo a
expressão anterior para ρ(t, x) em (4.2.16) e desconsiderando os termos de
segunda ordem em w obtemos,

∂tw + q′(U) ∂xw = τUv′(U) ∂xtw , (4.2.17)

que apresenta soluções sob a forma de w(t, x) = W eikx+ωt, com as constan-
tes W e k determinadas pelas condições de contorno e a taxa de crescimento
do parâmetro ω depende do comprimento de onda da perturbação, ou seja:

ω =
−ikq′(U)

1− ikUv′(U)τ
. (4.2.18)

Por outro lado, para valores pequenos do parâmetro de retardamento τ ,
é possível considerar a função ω(τ) como:
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ω = −ikq′(U) + k2Uq′(U)v′(U)τ , para τ ¿ 1 . (4.2.19)

Finalmente, o valor absoluto do comprimento de onda da perturbação é
obtido como:

|w(t, x)| = |W exp
{
ik

(
x− q′(U)t

)}
ek2Uq′(U)v′(U)τt| ≤ |W | ek2Uq′(U)v′(U)τt ,

(4.2.20)
com as quantidades k2 e U sempre positivas. No entanto, considerando o
sinal do produto q′(U)v′(U) , o termo v′(U) é sempre menor do que zero
e supondo a relação exponencial para o diagrama da velocidade (3.3.11), a
quantidade q′(U) = v(U)+U v′(U) é negativa quando U > Ucrit, onde Ucrit

é o valor da densidade para a qual o fluxo atinge o seu máximo. Então, no
caso de tráfego pesado, o termo exponencial na Eq. (4.2.20) cresce para
grandes t. Como conseqüência, os fluxos uniformes são exponencialmente
instáveis, ou seja, pequenas perturbações na densidades com o aumento
no tempo, conduzirão provavelmente à instabilidades observadas no fluxo
congestionado, como as filas e os fenômenos "stop-and-go"

• 2. Equação Funcional

(ii.a) Fechamento pelo diagrama de velocidade

Os modelos desenvolvidos na subseção anterior são baseados na su-
posição de que o motorista sente (localmente e instantâneamente) a den-
sidade e adapta (localmente e instantâneamente) a velocidade do veículo à
velocidade de equilíbrio ve . Por outro lado, o motorista só poderá "tentar"
alcançar a velocidade de equilíbrio. Portanto, baseado neste fato e referindo-
se ao sistema (4.2.3), Bellomo e Bertotti [6] propuseram a seguinte expressão
para a equação de evolução para a velocidade:

f(v[ρ]) = β (ve(ρ)− v) , (4.2.21)

onde β refere-se a velocidade de adaptação. O parâmetro β pode ser identi-
ficado analisando a transição do equilíbrio para o fluxo instável. Na verdade,
a identificação de β não é uma tarefa simples devido as condições de fluxo
instável, no entanto o fechamento da equação de conservação da massa, por
meio da equação (4.2.21) simplifica a equação de conservação de momento.

Ainda assim, como já foi mencionado, outros modelos específicos podem
ser obtidos através do fechamento por diferentes expressões da velocidade de
equilíbrio ve , ou ainda por várias outras expressões propostas no Capítulo
6.

(ii.b) Fechamento pelo tempo anterior
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Um problema interessante para a equação de evolução para a velocidade
consiste em supor que a velocidade com que os veículos trafegam é adequada
à densidade de tempo anterior. Referindo às equações (4.2.13) e (4.2.21), o
seguinte modelo

f(v[ρ]) = β (v[ρ]− v) , (4.2.22)

considera a adaptação do motorista quanto a densidade do tempo anterior
sob as condições de tráfego real.

4.3 Análise crítica e novas perspectivas

Os modelos macroscópicos do fluxo de tráfego de primeira ordem têm sido
discutidos neste capítulo, cuja equação de conservação da massa tem sido
fechada usando modelos fenomenológicos que consideram a velocidade de
equilíbrio observada experimentalmente. O retardamento do motorista para
alcançar as condições de equilíbrio estável também é considerado e analiti-
camente representado. Um ponto chave para os modelos de primeira ordem
é apresentarem uma grande vantagem através de sua simplicidade de im-
plementação. Algumas das principais condições necessárias para um "bom
modelo" de primeira ordem é (i) a possibilidade de descrever, pelo menos
qualitativamente, todas as características conhecidas do fluxo de tráfego
contendo apenas alguns parâmetros, intuitivos e fáceis de serem medidos,
(ii) ser teoricamente consistente e, (iii) por último, mas não menos impor-
tante, permitir uma rápida simulação numérica.

Referindo-se à utilização da velocidade de equilíbrio em modelos fenome-
nológicos, representando analiticamente os dados experimentais observados,
é importante salientar alguns problemas:
(a) Cada estrada está associada aos parâmetros de qualidade. Isto significa
que diferentes condições de fluxo, por exemplo, diferentes regulamentações,
diferentes condições ambientais, etc, correspondem a valores diferentes para
estes parâmetros que influenciam os dados experimentais.
(b) Não existe uma expressão geral para representar a velocidade de equi-
líbrio. A análise de vários dados experimentais identificaram que é impos-
sível determinar uma representação universal determinística para a veloci-
dade de equilíbrio.
(c) O modelo de primeira ordem "correto" não deve conter a velocidade de
equilíbrio, mas sim descrevê-la como um resultado.
(d) Não existe um modelo de primeira ordem que conduz a velocidade de
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equilíbrio, em vez disso, apresenta-a como uma hipótese. Esta é uma limi-
tação intrínseca a estes modelos de primeira ordem.

Considerando os itens acima, o seguinte modelo é sugerido:





ρ < ρcrit : v = 1 ,
ρ = ρcrit : v = 1− β , ρcrit = β , β > 0.
ρ > ρcrit : v = 1− ρ ,

(4.3.23)

Resumindo a análise deste modelo (4.3.23) temos:

(a) O modelo contém apenas um parâmetro, onde β é um parâmetro rela-

cionado com as características específicas da estrada e das condições ambi-
entais.

(b) O modelo não é baseado no conceito da velocidade de equilíbrio.

Pode-se observar que este modelo tem a grande vantagem de ser re-
lativamente simples, porém descreve qualitativamente o tráfego, contendo
apenas um único parâmetro. O simples diagrama da velocidade é ilustrado
na Fig. (4.2). Ainda assim, usando a equação fundamental (3.1.2) é possível
encontrar o fluxo dado por





ρ < ρcrit : q = ρ ,
ρ = ρcrit : q = β(1− β) , ρcrit = β , β > 0 ,
ρ > ρcrit : q = ρ(1− ρ) ,

(4.3.24)

ilustrado pela Fig. (4.3).

(c) O modelo descreve uma transição de fase correspondente a densidade

ρ = ρcrit , que separa o fluxo livre do fluxo congestionado.

Finalmente, a simplicidade deste modelo permite sua aplicação imediata
em estradas com condições variáveis, apesar de não representar as duas fases
do fluxo congestionado sugerido por Kerner [22].
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Figura 4.2: Variação velocidade-densidade

Figura 4.3: Variação fluxo-densidade

4.4 Exercícios Propostos

1. Exercício 1 : Considere para a velocidade v[ρ] a Eq. (4.2.4). Substituindo-
a no sistema (4.2.2), deduza a expressão para a densidade ρ.
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2. Exercício 2 : Deduza a Eq. (4.2.12) que representa a equação de
evolução para o modelo de velocidade dada por (4.2.11).



Capítulo 5

Os Modelos Hidrodinâmicos
de Segunda Ordem - (RM)

Este capítulo fornece uma descrição dos modelos de segunda ordem, que
são compostos por duas equações de conservação com base na analogia
com a dinâmica de fluidos unidimensional. A primeira equação expressa a
conservação de massa, ao passo que a segunda equação reproduz o equilíbrio
do momento: 




∂tρ + ∂x(ρv) = 0 ,

∂tv + v ∂xv = Q[ρ, v] ,
(5.0.1)

onde ρ(t, x) ∈ [0, 1] é a densidade local, v(t, x) ∈ [0, 1] é a velocidade, e
Q define a aceleração dos veículos referidos no volume elementar. Uma
alternativa para o quadro acima é analisada mais adiante neste capítulo.

Também é importante ressaltar que as equações acima são expressas em
termos das variáveis adimensionais definidas na seção 3.1, correspondente
as variáveis reais tr , xr , ρr , vr . Geralmente, a literatura relata modelos
escritos em termos de variáveis dimensionais, entretanto a utilização de
quantidades adimensionais permite comparar os resultados dos modelos com
algumas características comuns da dinâmica do tráfego.

Naturalmente, a solução de problemas matemáticos pode gerar valores
de ρ e v , que não acontecem na realidade, ou seja, abaixo de zero ou
acima de 1 e neste caso, a validade do modelo precisa ser colocado em
discussão. De um modo geral, o sistema (5.0.1) precisa superar a dificuldade
técnica de modelagem da aceleração Q que fecha a equação do momento
por modelos fenomenológicos os quais descrevem a aceleração aplicada aos
veículos dentro do volume elementar considerado.
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Geralmente, se expressa a aceleração como função da velocidade de equi-
líbrio com o objetivo de se simplificar o modelo. No entanto, é muito im-
portante que não se imponha um modelo fenomenológico para ve[ρ] quando
se faz a identificação da expressão do termo de aceleração Q . De fato,
existem poucas contribuições na literatura do desenvolvimento de modelos
cuja velocidade de equilíbrio ve[ρ ] é obtida como a solução de um estado de
equilíbrio.

Payne [35] parece ser o primeiro matemático a usar o sistema (5.0.1)
sugerindo uma "ordem superior" para as relações da estrutura de choques
de uma forma muito similar a teoria presente no livro de Whitham [40].

Payne [35] apresenta um modelo no qual a equação da aceleração inclue
um termo de relaxamento da velocidade v para um determinado período
de tempo τ próximo a velocidade de equilíbrio para o seu equilíbrio ve(ρ ).
Este modelo é representado da seguinte forma:





∂tρ + ∂x(ρv) = 0 ,

∂tv + v ∂xv = − c1

ρ τ
|v′e(ρ)| ∂xρ +

c2

τ
(ve(ρ)− v) ,

(5.0.2)

onde o termo de transporte v ∂xv , descreve a variação da velocidade em de-
terminados locais da estrada devido a transferência cinemática dos veículos.
O termo −(c1/ρ τ)|v′e(ρ)| ∂xρ, denominado de termo de antecipação, con-
sidera a ação dos motoristas para com a condição de trânsito a sua frente,
ou seja, descreve a resposta do motorista, (frenagem ou aumento de veloci-
dade) para a situação frontal. O termo (ve(ρ)− v) /τ , o qual é denominado
de termo de relaxação descreve a tendência de aproximação da velocidade
v com a velocidade de equilíbrio ve(ρ) para determinadas densidades e τ
é o tempo característico. As constantes c1 e c2 também estão presentes na
definição das variáveis adimensionais.

Várias sugestões de expressões são sugeridas para a velocidade de equi-
líbrio e vários métodos numéricos são propostos para resolvê-la. No entanto,
uma das desvantagens mais importantes no uso da equação adicional para
a velocidade encontra-se na estabilidade da aproximação linear da solução
estacionária uniforme de pequenas perturbações para todos os valores da
densidade. Uma análise detalhada de dados empíricos, mostra, no entanto,
que para altos valores de densidade o movimento laminar do fluxo de tráfego
torna-se instável, e pequenas perturbações levam ao movimento da onda
"stop-and-go".

Uma modificação técnica no termo de antecipação, destre outras, tem
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sido proposta por Phillips [36]

∂tv + v ∂xv = −b1

ρ
∂xpe +

b2

τ
(ve(ρ)− v) , with ∂xpe = p′e(ρ) ∂xρ

(5.0.3)
onde pe pode ser visto como a pressão do tráfego pe(ρ) = ρ θe(ρ) em termos
da variação da velocidade de fluxo θ e b1, b2 são constantes apropriadas. Em
particular assume-se que θ depende da densidade de fluxo, embora como
uma primeira aproximação pode ser usada como uma constante, ou seja,
θe(ρ) = θ0.

No entanto, de acordo com Hauer et al. [21], o modelo acima mostra
resultados irreais para fortes mudanças de densidade, ou seja, das ondas
de choque. Para superar essa dificuldade, o termo de viscosidade, o qual é
semelhante ao termo que descreve a viscosidade nas equações da hidrodinâ-
mica clássica é introduzido por Kühne [28] na Eq. (5.0.3) como segue

∂tv + v ∂xv = −b1

ρ
∂xpe +

b2

τ
(ve(ρ)− v) + µ ∂2

xx v . (5.0.4)

A análise da estabilidade da solução estacionária uniforme da Eq. (5.0.4)
mostra que, para valores de densidade superiores a um determinado valor
crítico, a solução torna-se instável a pequenas perturbações no domínio da
estabilidade.

Em seguida, Kerner e Konhäuser [23] usam µ(ρ) = µ0/ρ (com µ0 para
o coeficiente da viscosidade) com o objetivo de melhorar a compatibilidade
com o hidrodinâmica clássica de Navier Stokes. A análise da estabilidade
da solução estacionária uniforme do modelo presente, de Kerner e Kon-
häuser, mostra que para valores limites da densidade, valores muito baixos
ou muito altos, o modelo é estável e para os demais é instável. Ainda assim,
computacionalmente, este modelo permite estudar o processo de formação
e desenvolvimento de clusters.

Entretanto, todos os modelos acima mencionados mostram algumas con-
tradições quanto a sua capacidade de descrever o comportamento qualita-
tivo do fluxo de tráfego. Por exemplo, determinados valores dos parâmetros
podem predizer densidades maiores do que a densidade máxima admissível
correspondente à densidade bumper− to−bumper. Além disso, a forte não-
uniformidade espacial nas condições iniciais pode ocasionar valores nega-
tivos para as velocidades. Finalmente, a principal desvantagem destes mo-
delos é que eles não são capazes de explicar as diferenças essenciais entre
tráfego e fluidos, ou seja:

(1) Uma partícula do fluido responde a estímulos frontais, laterais e de trás,
entretanto os motoristas somente reagem ao que acontece na frente deles.
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(2) A densidade e a velocidade devem permanecer não-negativas e limitadas.

(3) A largura de um choque de tráfego abrange apenas alguns veículos.

(4) Ao contrário das moléculas, os veículos devem ser modelados como
partículas ativas considerando que as suas propriedades mecânicas devem
ser integradas, ou seja, o comportamento do motorista (agressivo, tímido,
etc) deve ser considerado.

Os pontos abordados acima quanto aos modelos de segunda ordem são
analisados no artigo de Daganzo [13], no qual é salientado que os modelos
disponíveis na literatura não levam em conta a heterogeneidade natural
entre as moléculas e os veículos. Então, como uma resposta as críticas de
Daganzo, Aw e Rascle [2] corrigiram o modelo de Payne. Na realidade,
depois do artigo de Daganzo [13], que essencialmente conclui a rejeição dos
modelos de segunda ordem, A. Aw e M. Rascle [2] proporam uma simples
modificação nos modelos de segunda ordem para resolver imediatamente
todas as incoerências óbvias citadas por Daganzo. Este modelo satisfaz
o princípio de que o veículo é uma partícula anisotrópica que responde a
estímulos frontais. Não levando em conta a difusão e a relaxação, o modelo
aproximado é representado por:





∂tρ + ∂x(ρv) = 0 ,

∂t (v + p(ρ)) + v∂x (v + p(ρ)) = 0 ,
(5.0.5)

onde ρ é a densidade, v é a velocidade e p a pseudo-pressão como função
do aumento da densidade inspirada na dinâmica de gases. Por exemplo,
p(ρ) = ργ , para γ > 0.

Este sistema (5.0.5) pode ser escrito de formas diferentes, conservativas
e não-conservativas dependendo da representação dos problemas fisicos. No
entanto, este modelo não é bem posicionado para a região perto do vácuo, ou
seja, este modelo deveria ter a propriedade de que uma pequena perturbação
nos dados iniciais deveria produzir apenas uma pequena perturbação na
solução, e isto não ocorre quando a densidade é próxima de zero. Este fato
se destina a reproduzir as instabilidades que podem aparecer nas situações
reais de tráfego quando a densidade é muito baixa. Isto representa uma
dificuldade do ponto de vista matemático.

Novas abordagens foram geradas de forma a contornar este problema.
Por exemplo, Goatin [17] desenvolve um modelo que faz a análise quali-
tativa além das simulações mostrarem as transições de fase previstas por
Kerner e Colombo em [10] propõe um modelo que considera uma densidade
máxima na estrada, tal que abaixo desta densidade nenhum veículo pode
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parar, enquanto que quando a densidade máxima for atingida tem-se a ca-
racterística da fila. Temos também outros modelos, por exemplo de Delitala
e Rascle [14], baseado no modelo de Aw e Rascle [2], que descreve a for-
mação dos engarrafamentos ou clusters considerando adimensionalmente a
seguinte expressão para a pseudo-pressão

p(ρ) =
(

1− ρ

ρ

)γ

, com γ > 0, (5.0.6)

diferente do modelo original [2], que quando p (ρ) tendia ao infinito a den-
sidade ρ tendia para a densidade máxima representando uma idealização
da realidade. Esta modificação em p (ρ) apenas afeta as situações de con-
gestionamento, a modelagem das situações de não-congestionamento per-
manece inalterada, ou seja, quando ρ é baixa, p (ρ) ≈ ργ é descrito como
no modelo de Aw e Rascle.

Outros modelos geram várias perspectivas incluindo o caso da análise
em auto-estradas, que pode ser visto como uma extensão dos modelos para
pista única.

5.1 Análise crítica e perspectivas

O conteúdo das seções precedentes deste capítulo, apresenta uma grande
variedade de modelos derivados na escala macroscópica para representar os
fenômenos do fluxo de tráfego. A modelagem dos fenômenos de tráfego
ainda não atingiram um nível satisfatório quanto a descrição real, sendo
assim, encerraremos este capítulo com uma análise crítica e apresentação
de novas perspectivas de pesquisas.

5.1.1 Dos Modelos Matemáticos à Realidade Física

Tradicionalmente, espera-se que os modelos matemáticos reproduzam ex-
perimentos em um nível qualitativo. Na realidade, esperamos que um bom
modelo reproduza dados empíricos para uma variedade de experiências rela-
cionadas a situações físicas diferentes.

Além disso, considerando que o fenômeno do tráfego refere-se a com-
portamentos coletivos, geralmente baseados nas interações microscópicas,
é importante que um modelo tenha a capacidade de reproduzir comporta-
mentos coletivos emergentes da dinâmica individual de um veículo.

De uma forma geral, os objetivos descritos acima podem ser enfatiza-
dos tanto por modelos tipo macroscópicos quanto cinéticos. Infelizmente,
a maior parte dos modelos incluem parâmetros cujos valores são calculados
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por dados experimentais. Em outras palavras, o modelo deve satisfazer as
condições experimentais e recentemente alguns modelos propostos apresen-
tam a capacidade de descrever as condições de fluxo constante, simplesmente
através de uma modelagem detalhada da dinâmica a nível microscópico.

Em detalhes, podemos citar o modelo macroscópico de segunda ordem
de Degond e Delitala [15], onde o fechamento da equação do momento leva
em conta o modelo da pseudo-pressão que introduz o comportamento do
motorista além de considerar uma distância de segurança. Considerações
parecidas aparecem no trabalho de Delitala e Tosin [16], na escala cinética,
que introduziram uma modelagem da dinâmica a nível individual com base
na interação entre os veículos, dependendo da densidade e da qualidade da
estrada. Com êxito, estes dois modelos têm a capacidade de descrever as
transições de fase analisados em seção anterior. Este resultado espetacu-
lar tem motivado outros estudos de forma a identificar os parâmetros dos
modelos, além de descrever uma variedade de comportamentos emergentes,
tais como a fila e formações de vácuo, ou interações entre grupos de veículos
mais rápidos com veículos mais lentos.

Modelos em diferentes escalas devem fornecer resultados análogos. Por
outro lado, a diferença substancial entre os modelos é que, os modelos
macroscópicos são menos complexos do que os cinéticos e fornecem uma
resposta imediata quanto a descrição microscópica das quantidades envolvi-
das. Entretanto na teoria cinética é mais simples se considerar o compor-
tamento do motorista como uma partícula ativa. Sendo assim, o estudo do
tráfego ainda oferece muitas perspectivas de pesquisa quanto a utilização
das escalas e a validação dos modelos através de dados experimentais.

5.2 Exercícios Propostos
1. Exercício 1 : Deduza a Eq. (5.0.3) proposta por Phillips [36].

2. Exercício 2 : Deduza a Eq. (5.0.4) introduzida por Kühne [28].

3. Exercício 3 : Trace o gráfico da pseudo-pressão p(ρ) dado pela ex-
pressão (5.0.6) para diversos valores de γ. Quais as conclusões quanto
a influência deste parâmetro?



Capítulo 6

Representação Cinética ou
Mesoscópica

Na teoria cinética dos gases o estado do sistema é identificado pela posição e
velocidade das partículas que constituem o gás. Quanto ao tráfego de veícu-
los, na representação cinética, o estado do sistema é identificado pela posição
e pela velocidade dos veículos, entretanto esta identificação não refere-se
ao veículo de uma forma individual, mas sim a uma distribuição apropri-
ada de probabilidade sobre o estado microscópico considerado como uma
variável aleatória. Os modelos matemáticos referentes a esta escala descre-
vem a evolução da função de distribuição por equações íntegro-diferenciais
com a estrutura similar à equação de Boltzmann, denominada equação
tipo-Boltzmann. Em geral todas as escalas, microscópica, macroscópica
e cinética, estão tecnicamente relacionadas, (i) os modelos microscópicos
contribuem para a descrição matemática das interações entre os veículos
utilizados na teoria cinética; (ii) os modelos macroscópicos também estão
relacionados com as equações dos modelos assintóticos aplicados as equações
cinéticas.

Neste capítulo, iniciaremos com uma breve noção dos fundamentos da
teoria cinética dos gases, tais como "espaço de fase", "função de distribuição",
etc. De uma maneira semelhante utilizaremos estes fundamentos no tráfego
de veículos. A equação tipo-Boltzmann será deduzida para o caso de uma
interação binária de veículos pontuais no espaço de fase, com velocidades di-
ferentes, presentes em uma estrada, com base em algumas hipóteses. Ainda,
a partir da função de distribuição definiremos os campos básicos para o
tráfego de veículos, ou seja, a densidade e a velocidade média. Para fi-
nalizar teremos as equações macroscópicas, ou seja, o balanço de massa e
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de momento, presentes nos capítulos da descrição macroscópica nos modelos
de primeira e segunda ordem, a partir da equação tipo-Boltzmann.

6.1 Fundamentos da Teoria Cinética dos gases

Inicialmente, consideremos um gás monoatômico de N partículas que está
contido em um recipiente de volume V . Podemos especificar uma partícula
através de um ponto no espaço de seis dimensões determinado por três
coordenadas de posição x = (x1, x2, x3) e três coordenadas de velocidade
v = (v1, v2, v3).

Neste espaço considerado o sistema de N partículas será descrito por N
pontos com coordenadas (xα, vα) com α = 1, 2, . . . N . Este espaço hexa-
dimensional será denominado de espaço de fase µ.

O estado do gás no espaço de fase µ é caracterizado por uma função
de distribuição f(x,v, t), tal que

f(x,v, t) dx dv = f(x,v, t)dx1 dx2 dx3 dv1 dv2 dv3 (6.1.1)

nos fornece o número de partículas que, no tempo t, encontram-se no ele-
mento de volume entre x e x+ dx e com velocidades v e v+ dv.

Denotaremos o elemento de volume no espaço de fase no instante de
tempo t por

dµ(t) = dxdv. (6.1.2)

O número de partículas que estão neste elemento de volume no instante
de tempo t é

N(t) = f(x,v, t) dµ(t). (6.1.3)

No instante de tempo t+∆t o elemento no espaço de fase será denotado
por dµ(t + ∆t) e o número de partículas neste elemento é dado por

N(t + ∆t) = f(x+ ∆x,v+ ∆v, t + ∆t) dµ(t + ∆t). (6.1.4)

As colisões alteram a densidade do número de partículas que estão no
elemento de volume dxdv, fazendo com que certas partículas deixem este
elemento de volume, enquanto que outras, provenientes de outros elementos
de volume, entrem no mesmo. Apenas se não houvesse colisões entre as
partículas, N(t) seria igual a N(t + ∆t). Então poderemos calcular a quan-
tidade ∆N

∆t , a qual representa a variação do número de partículas em relação
ao tempo, que envolverá derivada temporal, espacial e das velocidades da
função de distribuição f(x,v, t).
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Então consideremos que as partículas do gás estão sujeitas a uma força
externa F(x,v, t) específica. A relação entre dµ(t + ∆t) e dµ(t) é dada pelo
Jacobiano de transformação

dµ(t + ∆t) = |J |dµ(t),

onde

J =
∂(x1(t + ∆t) + x2(t + ∆t), . . . , v3(t + ∆t))

∂(x1(t), x2(t), . . . , v3(t))
.

Tendo que

xi(t + ∆t) = xi(t) + vi∆t vi(t + ∆t) = vi(t) + Fi∆t i = 1, 2, 3

considerando até os termos lineares em ∆t, poderemos escrever o Jacobiano
como sendo

J ≈ 1 +
∂Fi

∂vi
∆t + O[(∆t)2]. (6.1.5)

Então concluímos que

dµ(t + ∆t) =
(

1 +
∂Fi

∂vi
∆t

)
dµ(t).

Por outro lado expandindo a série de Taylor f(x + ∆x,v + ∆v, t + ∆t)
em torno do ponto (x,v, t) e considerando somente termos lineares em ∆t
temos

f(x+ ∆x,v+ ∆v, t + ∆t)

≈ f(x,v, t) +
∂f

∂xi
∆xi +

∂f

∂vi
∆vi +

∂f

∂t
∆t,

onde
∆xi = vi∆t, ∆vi = Fi∆t.

De forma que é possível calcular o valor de ∆N dado por:

∆N ≈
[
f

∂Fi

∂vi
∆t +

∂f

∂xi
vi∆t +

∂f

∂vi
Fi∆t +

∂f

∂t
∆t

]
dµ(t), (6.1.6)

e dividindo a expressão acima por ∆t vem

∆N

∆t
≈

[
∂f

∂t
+

∂f

∂xi
vi +

∂fFi

∂vi

]
dµ(t).

Para determinar ∆N
∆t são consideradas quatro hipótese:
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1. Para um gás rarefeito somente as interações entre os pares de partícu-
las (colisões binárias) são levadas em consideração, pois a probabili-
dade de ocorrer colisões ternárias ou quaternárias é muito pequena
em relação as colisões binárias.

2. As forças externas durante a colisão podem ser desprezadas, isto é,
o efeito das forças externas sobre as partículas durante a colisão é
pequeno em comparação com as forças que agem entre as partículas.

3. Não existe correlação entre a posição e a velocidade das partículas.
Esta suposição é conhecida como a suposição do caos molecular.

4. A variação da função de distribuição não é grande durante o intervalo
de tempo de duração de uma colisão mas somente durante o tempo
entre as colisões.

Consideremos duas partículas do gás cujas velocidades assintóticas pré-
colisionais são denotadas por v e v1 e as velocidades pós-colisionais por v′
e v’1.

Assim o volume do cilindro, chamado cilindro de colisão, no intervalo de
tempo ∆t será dado pelo produto da área da base b db dε pela altura g∆t,
onde o movimento relativo é caracterizado pelo parâmetro de impacto b e
pelo ângulo azimutal ε. Podemos então dizer que, no intervalo de tempo ∆t,
todas as partículas com velocidades entre v1 e v1 + dv1 que se encontram
no cilindro de colisão, irão colidir com as partículas com velocidades entre
v e v + dv localizadas no elemento de volume dx em torno do ponto O.
O número de partículas com velocidade entre v1 e v1 + dv1 no cilindro de
colisão é dado por

f(x,v1, t)dv1 g ∆t b db dε.

Estas partículas irão colidir com todas as partículas com velocidades entre
v e v + dv e que se encontram no elemento de volume dx em torno de O,
isto é,

f(x,v, t)dxdv.

Logo vamos querer a variação com o tempo para uma orientação ε e para um
determinado valor de b, onde para isto teremos que integrar sobre todos os
valores do parâmetro de impacto b com variação de 0 a +∞, sobre o ângulo
azimutal ε variando de 0 a 2π e sobre todas as componentes da velocidade
v1 de −∞ a +∞ teremos

(
∆N

∆t

)−
=

∫
f(x,v1, t)f(x,v, t)g b db dε dv1dµ(t). (6.1.7)



Teoria Cinética 71

Na equação anterior representamos somente por um símbolo de inte-
gração todas as cinco integrais descritas anteriormente, onde

(
∆N
∆t

)− de-
nota a saída das partículas, que estavam com velocidade v do elemento de
volume dµ(t).

Porém há colisões que criam pontos com velocidade v no elemento de
volume dxdv. Logo a densidade do número total de colisões por intervalo
de tempo ∆t, que cria pontos no espaço de fase µ com velocidade v no
elemento de volume dxdv, é expressa como

(
∆N

∆t

)+

=
∫

f(x,v’1, t)f(x,v’, t)g b db dε dv1dµ(t). (6.1.8)

Com base nos resultados (6.1.7) e (6.1.8) temos que ∆N é representada
pela diferença entre as partículas ganhas e perdidas no elemento de volume
dµ(t), o que resulta

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
+

∂fFi

∂vi
=

∫
(f ′1f

′ − f1f) g b db dε dv1, (6.1.9)

que é denominada de equação de Boltzmann. Na Eq. (6.1.9) foram intro-
duzidas abreviações para f ′1, f

′, f1 e f representadas por f ′1 ≡ f(x,v’1, t),
f ′ ≡ f(x,v’, t), f1 ≡ f(x,v1, t), f ≡ f(x,v, t), respectivamente.

Esta Eq. (6.1.9), é uma equação íntegro-diferencial não linear para a
função de distribuição f . Observemos que a mesma foi deduzida para o
caso de gases monoatômicos e em muitos casos F não depende de v, como
por exemplo o caso da força de atração gravitacional e neste caso (6.1.9) se
reduz a

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
+ Fi

∂f

∂vi
=

∫
(f ′1f

′ − f1f) g b db dε dv1, (6.1.10)

6.1.1 Equação tipo-Boltzmann
É possível fazer uma analogia entre o gás monoatômico constituído de N
partículas, considerado anteriormente, com os veículos presentes na estrada,
ou seja, as partículas seriam os veículos, entretanto em um espaço bidimen-
sional e não tridimensional, como considerado acima. Desta forma, este
espaço bidimensional, no caso dos veículos, será denominado de espaço de
fase denotado por µ.

Então, objetivamente o estado de um veículo em uma estrada é especi-
ficado instantaneamente através de sua posição x e sua velocidade v por
meio de um ponto em um espaço bidimensional chamado de espaço de fase
µ para um sistema constituído por N veículos com coordenadas (x, v).
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O estado do automóvel no espaço de fase µ é caracterizado por uma
função de distribuição tal que

f(x, v, t) dx dv

nos dá o número de veículos que, no tempo t, encontram-se no elemento de
área entre x e x + dx e com velocidades entre v e v + dv.

Denotando a área no espaço de fase no instante t por

dµ(t) = dxdv, (6.1.11)

o número de veículos que estão neste elemento de área no instante de tempo
t é representado de forma similar à Eq. (6.1.3), ou seja

N(t) = f(x, v, t) dµ(t). (6.1.12)

No instante de tempo t+∆t o elemento no espaço de fase será denotado
por dµ(t + ∆t) e o número de veículos neste elemento é dado por

N(t + ∆t) = f(x + ∆x, v + ∆v, t + ∆t) dµ(t + ∆t) (6.1.13)

Se não houvesse interações entre os veículos, N(t) seria igual a N(t + ∆t),
porém as interações entre os veículos ocasionam uma variação em suas ve-
locidades e conseqüentemente uma mudança no número de veículos que
encontram-se no elemento de área do espaço.

Como existem interações, a diferença entre o número de veículos passa
a ser representado por

∆N = N(t + ∆t)−N(t)
= f(x + ∆x, v + ∆v, t + ∆t) dµ(t + ∆t)− f(x, v, t) dµ(t).

(6.1.14)
Consideremos que os veículos estão sujeitos a uma força externa F (x, v, t)

específica que denota a aceleração do veículo, então durante o intervalo
de tempo ∆t um veículo avança uma distância ∆x = v∆t sofrendo uma
variação na velocidade de ∆v = F∆t e no instante de tempo t + ∆t tem-se
a posição x + ∆x e a velocidade v + ∆v, que podem ser reescritas como:

x(t + ∆t) = x(t) + v∆t, v(t + ∆t) = v(t) + F∆t. (6.1.15)

Assim a relação entre dµ(t+∆t) e dµ(t) é dada através do Jacobiano de
transformação |J |

dµ(t + ∆t) = |J |dµ(t), (6.1.16)
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onde considerando até os termos lineares em ∆t obtemos

J ≈ 1 +
∂F

∂v
∆t. (6.1.17)

Então concluímos que

dµ(t + ∆t) =
(

1 +
∂F

∂v
∆t

)
dµ(t). (6.1.18)

Por outro lado expandindo a série de Taylor f(x + ∆x, v + ∆v, t + ∆t)
em torno do ponto (x, v, t) e considerando somente termos lineares em ∆t
temos

f(x + ∆x, v + ∆v, t + ∆t)

≈ f(x, v, t) +
∂f

∂x
∆x +

∂f

∂v
∆v +

∂f

∂t
∆t, (6.1.19)

onde
∆x = v∆t ∆v = F∆t.

Assim, ∆N resulta como sendo

∆N = N(t + ∆t)−N(t) ≈
[
f(x, v, t) +

∂f

∂x
∆x +

∂f

∂v
∆v

+
∂f

∂t
∆t

] (
1 +

∂F

∂v
∆t

)
dµ(t)− f(x, v, t) dµ(t), (6.1.20)

e estamos aptos a calcular o valor de ∆N dado por

∆N ≈
[
f

∂F

∂v
∆t +

∂f

∂x
v∆t +

∂f

∂v
F∆t +

∂f

∂t
∆t

]
dµ(t), (6.1.21)

e dividindo a expressão acima por ∆t vem

∆N

∆t
≈

[
∂f

∂t
+

∂f

∂x
v +

∂fF

∂v

]
dµ(t), (6.1.22)

isto é, temos a variação do número de veículos em relação ao tempo que en-
volve derivada temporal, espacial e das velocidades da função de distribuição
f(x, v, t).

A Eq. (6.1.22), ou seja, o termo ∆N
∆tdµ(t) representa o termo de interação

entre os veículos.
A quantidade ∆N

∆t só será nula para o caso em que não existirem intera-
ções entre os veículos. Quando consideramos a interação entre dois veículos
de velocidades diferentes, poderá ou não ocorrer a ultrapassagem. Então as
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interações só existem quando não há possibilidade de ultrapassagem, que
deverá depender das condições de fluxo e de parâmetros fenomenológicos,
tais como a qualidade da estrada, condições climáticas, etc.

Portanto iremos determinar ∆N com base em quatro hipóteses seme-
lhantes as consideradas anteriormente:

1. Somente as interações entre os pares de veículos serão levadas em
consideração, ou seja, interações binárias.

2. As forças externas durante a interação podem ser desprezadas, isto
é, o efeito das forças externas sobre os veículos durante a interação é
pequeno em comparação com as forças que agem entre os veículos.

3. Não existe correlação entre a posição e a velocidade dos veículos. Esta
suposição na teoria cinética dos gases é conhecida como a suposição
do caos molecular.

4. A variação da função de distribuição não é grande durante o intervalo
de tempo de duração de uma interação mas somente durante o tempo
entre as interações.

e mais três hipóteses descritas abaixo:

1. Os veículos serão considerados como partículas pontuais, embora os
veículos sofram somente estímulos frontais.

2. Se a interação ocorrer entre um veículo mais lento com ummais rápido,
algumas situações podem ser descritas abaixo:

(i) a velocidade do veículo mais lento não será afetada pela intera-
ção com o veículo mais rápido mesmo que ocorra a ultrapassagem do
veículo mais rápido;

(ii) o processo de desaceleração do veículo mais rápido é instantâneo;

3. 1 − p representa a probabilidade de ultrapassagem com 0 ≤ p ≤ 1.
A princípio, a probabilidade de ultrapassagem pode ser considerada
como função da densidade da estrada, ou seja, quanto maior for a den-
sidade de veículos na estrada menor será a probabilidade de ocorrer
a ultrapassagem. Entretanto devemos lembrar que poderemos consi-
derar outras influências sob esta probabilidade de ultrapassagem, tais
como a qualidade da estrada, situações climáticas, etc.

Consideremos dois veículos cujas velocidades assintóticas pré-interação
são denotadas por v e v1 e as velocidades pós-interação por v′ e v′1. Podere-
mos considerar que a interação ocorre dentro de uma área, chamada de área
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de interação. Supondo que os veículos são pontuais, duas situações podem
ocorrer: a densidade do número total de interações por intervalo de tempo
∆t poderá criar pontos no espaço de fase µ com velocidade v no elemento de
área dx dv, denotada por

(
∆N
∆t

)+, ou poderemos ter a saída dos veículos que
estavam com velocidade v do elemento de área dµ(t), denotado por

(
∆N
∆t

)−.
Para determinar ∆N que é representada pela diferença entre as partícu-

las ganhas e perdidas no elemento de área dµ(t), iremos considerar o caso
em que um veículo em especial interage com os demais veículos presentes
na estrada. Então consideremos um veículo na estrada na posição x com
velocidade v interagindo com um veículo de velocidade v1 que se encontra
atrás do veículo com velocidade v. Poderemos ter duas possibilidades: (i)
se v − v1 > 0 o veículo da frente estará mais rápido e o veículo de trás
poderá permanecer com a mesma velocidade, diminuir ou acelerar, depen-
dendo das condições de fluxo; (ii) se v1 − v > 0 e v1 está contido no inter-
valo [v1, v1 + dv1], o veículo da frente estará mais lento e o veículo de trás
poderá ultrapassar ou reduzir a sua velocidade, dependendo das condições
de fluxo. Não consideraremos o caso em que o veículo mais rápido (de
trás) poderá permanecer com a sua velocidade, pois neste caso haveria uma
colisão entre os veículos, o que não é considerado na nossa análise. Ao se
considerar o fato da não ultrapassagem, temos que a probabilidade de in-
teração entre dois veículos deve ser multiplicada pela probabilidade de não
ultrapassagem, de forma que o fluxo de veículos visto por um observador
no referencial do veículo mais lento, de posição x e velocidade v, é dado por
(1− p)(v1 − v)f(x, v1, t)f(x, v, t).

Baseando-se neste termo, o fluxo de veículos com velocidade v é obtido
integrando este último sobre todas as velocidades v1 > v, ou seja

∫ v1

0

(1− p)f(x, v1, t)f(x, v, t)(v1 − v)dv, (6.1.23)

e (
∆N

∆t

)−
= f(x, v1, t)

∫ v1

0

(1− p)f(x, v, t)(v1 − v)dv, (6.1.24)

denota a saída dos veículos do elemento de área de dµ(t).
Para obtermos a expressão para a densidade total de interações por

intervalo de tempo ∆t que cria pontos no espaço de fase µ, consideraremos
a mesma situação anterior, porém o veículo da frente com velocidade v1, tal
que v > v1 e com v fora do intervalo [v1, v1 + dv1],

(
∆N

∆t

)+

= f(x, v1, t)
∫ ∞

v1

(1− p)f(x, v, t)(v − v1)dv. (6.1.25)
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Com base nos resultados (6.1.24),(6.1.25) e (6.1.22) temos que ∆N é re-
presentada pela diferença entre as partículas ganhas e perdidas no elemento
de área dµ(t), o que resulta

∂f

∂t
+ v

∂f

∂xi
+

∂fF

∂v
= f(x, v1, t)

∫ ∞

0

(1− p)f(x, v, t)(v − v1)dv. (6.1.26)

Esta equação, conhecida como equação tipo-Boltzmann, governa a evo-
lução espaço-temporal da função de distribuição de velocidades. Esta Eq.
(6.1.26), é uma equação íntegro-diferencial não linear para a função de dis-
tribuição f . Observemos que a mesma foi deduzida para o caso dos veículos
serem considerados como partículas pontuais, se deslocando na mesma di-
reção e no mesmo sentido de uma estrada de uma única pista, na qual
as entradas e saídas de veículos da mesma são desconsideradas, ou seja, a
densidade total do número de veículos na estrada é constante.

6.2 Os Momentos da Função de Distribuição
Na teoria cinética as quantidades que caracterizam o estado macroscópico
de um gás são definidas a partir da função de distribuição f(x,v, t). Vamos
considerar como campos básicos os campos definidos pelos momentos da
função de distribuição.

A primeira propriedade de uma partícula é a massa cuja integral do
produto da massa da partícula pela função de distribuição integrada sobre
todas as velocidades nos fornece a massa por unidade de volume, isto é, a
densidade

ρ(x, t) =
∫

mf(x,v, t)dv. (6.2.27)

A cada partícula de massa m associamos uma velocidade onde a integral do
produto da massa pela velocidade da partícula e pela função de distribuição
integrada sobre todas as velocidades nos fornece a densidade do momento
linear,

ρui(x, t) =
∫

mvi f(x,v, t)dv, (6.2.28)

sendo vi a velocidade de uma partícula e ui a velocidade do gás. Ainda
podemos ter a densidade de energia total representada por

ρε(x, t) =
∫

1
2
mv2 f(x,v, t)dv, (6.2.29)

pois 1
2mv2 é a energia cinética de uma partícula. ε representa a energia

interna específica. Portanto com base nas quantidades microscópicas m,
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mvi e 1
2mv2 definiu-se a densidade de massa ρ, a densidade de momento

linear ρui e a densidade de energia ρε através das equações (6.2.27), (6.2.28)
e (6.2.29), respectivamente. Com o uso destas equações é possível obter as
equações de balanço de massa, momento linear e energia a partir da equação
de Transporte [26].

No caso de veículos, o estado macroscópico será definido a partir da
função de distribuição f(x, v, t) onde as quantidades macroscópicas definidas
pelos momentos da função de distribuição são:
(i) a densidade de veículos

ρ(x, t) =
∫ ∞

0

f(x, v, t)dv, (6.2.30)

(ii) o fluxo de veículos

q(x, t) =
∫ ∞

0

vf(x, v, t)dv, (6.2.31)

(iii) a energia

E(x, t) =
∫ ∞

0

v2f(x, v, t)dv. (6.2.32)

Através das relações acima, (6.2.30) e (6.2.31), é possível calcular a ex-
pressão para a velocidade média dos veículos, representada por:

u(x, t) =
q(x, t)
ρ(x, t)

=

∫∞
0

f(x, v, t)dv∫∞
0

vf(x, v, t)dv
. (6.2.33)

Portanto, integrando a equação tipo-Boltzmann (6.1.26) sobre todos
os valores da velocidade dos veículos, podemos obter a equação da con-
tinuidade, que através do uso das equações (6.2.30) e (6.2.31) é dada por

∂ρ

∂t
+

∂q

∂x
= 0. (6.2.34)

ou com o uso da Eq. (6.2.34)

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= 0. (6.2.35)

Da mesma forma a equação do momento poderá ser obtida após a integração
da equação tipo-Boltzmann (6.1.26) multiplicada por v e integrada sobre
todos os valores das velocidades dos veículos.

Portanto através da equação tipo-Boltzmann é possível obter as equações
de conservação que descrevem os modelos de primeira e segunda ordem
desenvolvidos nos capítulos referentes a descrição macroscópica do tráfego
de veículos.



78 Representação Cinética ou Mesoscópica

6.3 Exercícios Propostos
1. Exercício 1 : Obtenha a expressão para o Jacobiano dado por (6.1.5).

2. Exercício 2 : Considere a expansão em série de Taylor de f(x+∆x,v+
∆v, t + ∆t) e encontre o valor de ∆N dado por (6.1.6)

3. Exercício 3 : Deduza a Eq. (6.1.8) para
(

∆N
∆t

)+.

4. Exercício 4 : Obtenha a expressão para o Jacobiano dado por (6.1.17).

5. Exercício 5 : Deduza a Eq. (6.2.35) que representa a equação da
conservação do número de veículos na estrada.
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