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Prefacio

Este minicurso tem por objetivo introduzir aos alunos conceitos sobre a teo-
ria matemaética do trafego veicular nas escalas microscopica, macroscopica
e cinética (ou mesoscopica), assunto de grande interesse de pesquisa atual
no campo interdisciplinar entre a matemaética e a engenharia de trafego.

No capitulo 1 introduziremos as escalas utilizadas na representacao da
modelagem do trafego. Um resumo geral dos demais capitulos é providen-
ciado contendo os topicos a serem determinados.

O objetivo do capitulo 2 é apresentar a descrigdo microscopica através
das equacoes newtonianas para o movimento de um tnico veiculo, em que
as variaveis envolvidas podem ser consideradas como funcao do tempo,
da posigdo ou da velocidade. A interagdo binaria veicular é discutida e
ilustrada. Este capitulo baseia-se no livro de Leutzbach [31] e no artigo
[16].

A descri¢ao macroscopica é apresentada nos capitulos 3, 4 e 5. Primeira-
mente, no capitulo 3 sao introduzidas as varidveis macroscopicas em que
dois casos sao considerados: fluxo em uma pista e fluxo em varias pistas.
A equacao fundamental do fluxo de trafego é obtida e os diagramas, fun-
damental e da velocidade, para varios modelos, sao descritos. Os modelos
hidrodindmicos de primeira ordem sao apresentados no capitulo 4 e uma
analise critica sobre os mesmos é introduzida, assim como a sugestao de
um modelo dependente de apenas um parametro fenomenologico é apresen-
tada. O capitulo 5 refere-se aos modelos hidrodinamicos de segunda ordem.
A validade destes modelos é discutida segundo o artigo de Daganzo. Os
capitulos 3, 4 e 5 foram baseados no artigo [9].

O capitulo 6 se refere a descrigao cinética e encerra este minicurso. O
objetivo deste capitulo é obter a equagao tipo-Boltzmann. As equagoes
de balango de massa e de momento, sao obtidas através da equagao tipo-
Boltzmann com o uso dos campos basicos, e descrevem os modelos hidrodi-
namicos de primeira e segunda ordem. Este capitulo foi baseado nas teses
de doutorado de Gramani [18] e Laibida [29].
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Em todos os capitulos deste minicurso foram propostos exercicios rela-
cionados ao texto desenvolvido.

Curitiba, 22 de abril de 2010.

Liliana Madalena Gramani



Capitulo 1

Introducao

A otimizacgao e o controle do fluxo de trafego de veiculos ao longo de uma
estrada ou rodovias, sejam urbanas ou rurais, tem se apresentado como um
campo de pesquisa muito interessante e que interage varias areas, tais como
a engenharia, a matematica e a fisica. Este estudo, matematicamente, é
representado por um conjunto de modelos que descrevem a evolugao, no
tempo e no espaco, das condi¢oes do fluxo: a densidade de veiculos assim
como a sua velocidade. O foco destes modelos dé-se em diferentes aspectos,
tais como: modelagem matematica e fisica, desenvolvimento de esquemas
computacionais, problemas analiticos, etc. Em muitos casos, os modelos
buscam descrever de uma maneira matematica a interagao entre os veicu-
los e a estrada, entretanto o complexo comportamento dos motoristas [12],
observado experimentalmente, deve ser incluido em todos os modelos de
trafego que objetivam representar matematicamente o fluxo de trafego real.
Um grande ntumero de fatores podem afetar o comportamento dos motoris-
tas (idade, cultura, género, propodsito da viagem, tipo da infra-estrutura,
etc). Desta forma, as propriedades dos motoristas diferem de caso para
caso, conseqiientemente suas caracteristicas especificas ndo podem ser con-
sideradas constantes no sistema. A analise destes modelos fornece meios
para avaliar e predizer o trafego e determinar estratégias de controle em
areas urbanas.

Devido a varios interesses econdmicos e sociais, a literatura existente
é vasta e caracterizada por contribuigoes que abrangem varios aspectos,
tais como, especificagoes do problema, analise qualitativa e simulagoes rela-
cionadas as observacoes experimentais. Alguns livros e artigos providenciam
uma util revisao tedrica "useful background". Uma leitura interessante pode
ser obtida nos livros de Prigogine e Herman [37] para o caso dos modelos
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cinéticos, e de Leutzback [31], para o caso dos modelos microscopicos e
macroscopicos (ou hidrodindmicos). Quanto aos artigos, como principais,
podemos citar o de Klar, Kithne e Wegener [24], e de Bellomo, Delitala e
Coscia [3]. Ainda, o livro de Kerner [22| representa uma referéncia valiosa
quanto a experimentos e teorias.

O contetdo deste capitulo esta organizado em mais duas segoes, as quais
a seguir sao brevemente introduzidas.

— Segao 1.1 introduz a observagao e a representagao das escalas que podem
ser utilizadas para a modelagem do trafego. Como sera visto, diferentes es-
truturas matematicas correspondem a diferentes escalas de representagao.
Subseqiientemente, esta se¢ao motiva a validade dos modelos hidrodinami-
cos contudo uma anélise critica é desenvolvida para os modelos de primeira
e segunda ordem.

— Secao 1.2 providencia a apresentacao de um resumo geral de todos os
topicos contidos neste minicurso, destacando as aplicagoes na engenharia
assim como as ferramentas matemaéticas e fisicas utilizadas nas mesmas.

O objetivo principal deste minicurso consiste em providenciar uma analise
critica apropriada para se conduzir a novas perspectivas de pesquisa neste
campo. Com esta finalidade serao introduzidos conceitos sobre a teoria
matematica do trafego veicular nas escalas microscépica, macroscopica e
cinética (ou mesoscopica), assunto de grande interesse de pesquisa atual no
campo interdisciplinar entre a matemaética e a engenharia de trafego.

Os fatores de motivagio desta proposta sao permitir aos interessados (i)
conhecer as fundamentagoes tedricas para diferentes escalas de modelagem
mateméatica para o fluxo de trafego veicular, (i) aprimorar o seu conheci-
mento relativo as teorias basicas do Calculo Diferencial e Integral de uma
e varias variaveis reais e das Equacoes Diferenciais e suas relagbes com as
demais areas do conhecimento envolvendo a matemaética, a fisica e a enge-
nharia, (iii) analisar situagbes reais comparadas aos modelos matematicos
ja existentes.

1.1 Escalas e Estruturas Matematicas

O fenomeno do fluxo de trafego, como todos os sistemas reais no mundo,
pode ser observado e representado por diferentes escalas. Este minicurso
sera dedicado a modelagem das equagbes microscopicas, macroscopicas hi-
drodindmicas e cinéticas, que poderao ser utilizadas na interpretagao de
resultados experimentais.

Especificamente, a modelagem do fenéomeno do fluxo de trafego pode ser
desenvolvida por trés diferentes escalas de representagao: a microscopica,
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a macroscopica e a cinética (ou mesoscopica). Cada uma destas escalas
apresenta uma estrutura matematica propria como detalhado abaixo:

e Escala Microscopica

"Modelagem Microscopica”, quando todos os veiculos sao identificados
individualmente. Neste caso a posigao e a velocidade de cada veiculo
definem o estado do sistema como variaveis dependentes do tempo.
Os modelos matematicos referentes a esta escala, sdo representados
pelas equagoes da mecanica newtoniana, ou seja equagoes diferenciais
da dindmica que descrevem sua evolucao geralmente por sistemas de
equagoes diferenciais ordinarias (EDO). A solugao do sistema de EDO
providencia a descri¢ao das condigoes de fluxo na estrada.

e Escala Macroscopica

"Modelagem Macroscopica”, descarta a escala microscopica do trafego
em termos das velocidades individuais dos veiculos ou as componentes
individuais do sistema (tais como as ligagbes ou os cruzamentos),
adotando uma visdo macroscopica do trafego em uma rede. Nesta
escala o estado do sistema é descrito por quantidades médias local-
mente calculadas, nominalmente a densidade, o momento linear e a
energia cinética dos veiculos, consideradas como variaveis dependentes
do tempo e do espago. Os modelos matematicos referentes a esta es-
cala sdo baseados na teoria hidrodindmica de fluidos e assumem um
fluxo continuo de veiculos. As equagoes de conservacao e modelos feno-
menologicos sao utilizadas, descrevendo a evolugao das variaveis, den-
sidade, momento linear e energia, por sistemas de equagoes diferenciais
parciais. Os modelos sao limitados geralmente as primeiras duas quan-
tidades, a equagao de evolugao da densidade de veiculos e velocidade
como variaveis observaveis do fluxo de veiculos, considerando a grande
dificuldade em se modelar a energia por uma descri¢ao macroscopica.

e Escala Cinética

"Modelagem Cinética”, quando o estado do sistema é ainda identifi-
cado pela posicao e pela velocidade dos veiculos, entretanto esta identi-
ficacao nao refere-se a cada veiculo, mas a uma distribuicao apropriada
de probabilidade sobre o estado microscopico considerado como uma
varidvel aleatoria. Os modelos mateméticos referentes a esta escala
descrevem a evolugao da fungao de distribui¢ao por equagoes integro-
diferenciais com a estrutura similar & equagdo de Boltzmann. Os
modelos mateméaticos aplicados na teoria cinética foram desenvolvi-
dos, a partir dos livros pioneiros de Prigogine e Herman [37], para o
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modelo de fluxo de trafego veicular sobre estradas e redes de estradas.
As idéias de Prigogine motivaram a pesquisa neste campo por varios
autores, entre outros Paveri Fontana [34], Klar e Wegener [25], Nelson
[33], Bellomo e Coscia [4], Darbha e Rajagopal [14] . A literatura
existente é relatada em véarios artigos revistos focando diferentes as-
pectos tais como: modelagem matematica e fisica, desenvolvimento
de esquemas computacionais, problemas analiticos, etc. O livro de
Kerner [22] fornece uma interpretagao fisica detalhada dos fendmenos
do trafego que focalizam os varios eventos observados que devem ser
corretamente descritos por modelos mateméticos.

Em geral todas as escalas estao tecnicamente relacionadas. Por exem-
plo, os modelos microscopicos contribuem para a descrigao matematica das
interagoes entre os veiculos, os quais sao utilizados na teoria cinética, en-
quanto que os modelos macroscopicos também estao relacionados com as
equagoes dos modelos assintoticos aplicados as equagdes cinéticas. Além do
mais, a modelagem de sistemas complexos, tais como o trafego, tem a di-
ficuldade adicional de que nenhuma representacao de escala é efetivamente
consistente com a fisica do sistema analisado. Este assunto é corretamente
discutido no decorrer deste minicurso, onde é especificado que o presente
estado da arte nao permite estabelecer corretamente a validade de uma
classe de modelos com respeito a um outro. Levando-se isto em conta, este
minicurso refere-se a modelagem pelas equagoes microscopicas, microscopi-
cas e cinéticas, considerando nao apenas o comportamento mecinico dos
veiculos, mas também a interacao motorista-maquina entre os motoristas
e os veiculos, a qual é muitas vezes desconsiderado na literatura, apesar
da contribuigdo perspicaz do artigo de Daganzo [13], o qual fornece vérios
comentarios que conduzem a criacao de novos modelos.

1.2 Planejamento do minicurso

O contetido deste minicurso esta desenvolvido através de mais alguns capi-
tulos.
Em detalhes o minicurso apresenta:

Descricao Microscopica

e O capitulo 2 determina o estado do veiculo pela sua posicao e velocidade
definidas como varidveis dependentes do tempo. Os modelos sao caracte-
rizados por estas variaveis as quais descrevem explicitamente o movimento
de cada veiculo através de uma equacdo diferencial ordinaria (EDO). A ci-
neméatica do movimento de um tnico veiculo em uma estrada, ou via, sem
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se preocupar com a andlise de suas causas é desenvolvida e alguns con-
ceitos fundamentais sao apresentados neste contexto de acordo com duas
descrigoes: a funcdo dependente do tempo e a funcdo dependente da dis-
tancia. Neste contexto, assume-se que o veiculo é pontual. As Leis de
Newton sao enunciadas com o objetivo de se obter as equacoes diferenciais
da din&mica, que descrevem a evolugao dos veiculos através da solugao de
um sistema de EDO. As considerac¢oes da interagdo microscopica veicular
sao abordadas e como ilustracao, uma tabela de jogos é apresentada.

Descricao Macroscopica

e O capitulo 3 relata experiéncias desenvolvidas para descrever o fluxo es-
tavel, ou seja, as condigoes uniformes de fluxo. Estas condigoes sao repre-
sentadas por varios diagramas, dentre eles trés principais, o diagrama da
velocidade como funcao da densidade, o do fluxo como funcao da densidade
e ainda o diagrama do fluxo como fung¢ao da velocidade.

A derivacdo dos modelos de primeira ordem correspondente a conser-
vagao de massa é apresentada no capitulo 4. Como se sabe, a hidrodinamica
macroscopica é descrita pela conservagao adequada das equagoes correspon-
dentes a massa, momento e energia. Usando a conservagao da massa se faz
necessario uma equacao adicional que expresse a velocidade média como
uma funcdo da densidade local. Diferentes modelos correspondem a dife-
rentes maneiras de obter essa expressdo. Os modelos de primeira ordem
tém como a maior vantagem a utilizacao de uma estrutura muito simples.
Por outro lado, varios modelos conhecidos na literatura apresentam a neces-
sidade de introduzir pardmetros empiricos como uma caracteristica interna
do modelo. Este aspecto é analisado criticamente neste capitulo, enquanto
que algumas solugoes sao apresentadas.

Os modelos de segunda ordem correspondentes as equagoes de massa e
da conservagdo do momento sdo apresentados no capitulo 5. Os modelos
sao obtidos em termos da modelagem da aceleragao e na identificacao de
invariantes apropriados a forca e a pressao.

Descrigao Cinética

e O capitulo 6 desenvolve a representagio cinética para o fluxo de veiculos
em uma estrada. Inicialmente, se apresenta uma revisao dos fundamentos
da teoria cinética dos gases, onde se considera um gas monoatdémico de N
particulas que esta contido em um recipiente de volume V. Assim obtém-se
a equacao de Boltzmann, uma equagao integro-diferencial nao linear que
descreve a evolugao da fungao de distribui¢ao. Fazendo uma analogia entre
0 gas monoatdmico constituido de N particulas e os veiculos presentes na
estrada, se determina a equacao tipo-Boltzmann, também uma equacgao
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integro-diferencial nao linear que descreve a evolugao da funcao de dis-
tribuicao. As hipodteses consideradas para a obtencao destas duas equagoes
sdo apresentadas. A partir da fungdo de distribuicao sdo definidos os cam-
pos basicos para o trafego de veiculos. Através da equagao tipo-Boltzmann
e com o uso das equagoes dos campos bésicos, se obtem a equagao da conser-
vagao da massa e do momento, as quais constituem os modelos de primeira
e segunda ordem presentes na descrigao macroscopica.



Capitulo 2

Representacao Microscopica

Na modelagem microscopica o estado do veiculo é determinado pela sua
posigao e velocidade definidas como varidveis dependentes do tempo, as
quais descrevem o sistema. Os modelos sao caracterizados por descreverem
explicitamente o movimento de cada veiculo por uma equacao diferencial or-
dinéria (EDO). A solugdo da EDO referente a um unico veiculo, geralmente
é simples, dadas as condigoes de contorno, e descreve de forma precisa o
movimento do mesmo. Entretanto, para se descrever as condigoes reais de
fluxo na estrada, deve-se considerar todos os veiculos presentes na mesma
e quando o nimero de veiculos considerados é muito grande, a solugao do
sistema de EDO exigird um grande esfor¢o computacional. Desta forma,
embora esta escala teoricamente permita uma descrigao mais precisa do
movimento de cada veiculo e conseqiientemente do fluxo real, torna-se in-
viavel quando o nimero de veiculos considerados for muito grande.

Neste capitulo descreveremos o movimento de um tinico veiculo em uma
estrada, ou via. Neste caso, por hipdtese, o veiculo serd considerado como
uma particula, ou ponto material, ou pontual, isto é, o veiculo como um todo
se move de maneira igual além de desprezarmos a sua dimensdo. Como
ilustragao, um exemplo de interacao microscopica veicular é apresentado
através de uma tabela de jogos.

2.1 O Movimento de um unico veiculo

A cinematica é a parte da fisica que estuda o movimento sem se preocupar
com as suas causas. Alguns conceitos sdo fundamentais para este estudo,
por exemplo, o de espaco, deslocamento escalar, etc. Entao, apresentare-
mos a seguir quantidades dimensionais tais como a posicao x , a velocidade
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v e a aceleragao a, presentes na cinematica do movimento de um tnico
veiculo como funcao do tempo ¢. Esta representagao também podera ser
modificada, ou seja, as variaveis poderdo vir representadas em funcao da
posigao.

Consideremos a estrada como um sistema formado por N veiculos. En-
tao, identificando individualmente um veiculo, temos que o estado do
sistema é definido através da posicao, da velocidade e da aceleragao de cada
veiculo, denominadas como varidveis dependentes, geralmente, do tempo.
Assim, para i = 1,..., N, podemos introduzir as seguintes quantidades di-
mensionais:

e x; & a posi¢cio do veiculo i.

A variavel x; determina a posi¢ido do veiculo i em algum local ao longo
da estrada, ou via, considerada. Entao considerando-se uma pista de com-
primento ¢, temos que 0 < z; < . No instante de tempo ¢, a posi¢ao do
veiculo ¢ é dada por z;(t) e apés um intervalo de tempo At a nova posigao
sera dada por z;(t+At). Estas posigoes serdo iguais se o veiculo considerado
estiver em repouso.

e v; & a velocidade do veiculo 1.

A velocidade de cada veiculo podera atingir o seu valor méaximo nas
condigoes de trafego livre. Entao v; representa a velocidade de cada veiculo
1 e esta relacionado com a variavel posicao x; através da seguinte equacgao

diferencial

VT e
que representa a taxa temporal de variagao da posi¢ao. Portanto, no ins-
tante de tempo t, a velocidade do veiculo i é dada por v;(t) e apés um inter-
valo de tempo At a nova velocidade sera dada por v;(t+At). As velocidades
serao iguais se o veiculo considerado estiver com velocidade constante ou em
repouso.

(2.1.1)

e a; ¢ a aceleracao do veiculo 7.

A aceleragao a; representa a taxa temporal de variacao da velocidade,

2
a; = CZ?, ou em termos da posigao, a; = ddt?' (2.1.2)
Desta forma, a aceleragao é igual a zero para movimentos cuja velocidade
é uma constante. Ainda, no instante de tempo ¢, a aceleracao do veiculo i
é dada por a;(t) e apés um intervalo de tempo At a nova aceleragdo sera
dada por a;(t + At). As aceleragoes, a;(t) e a;(t + At), serdo iguais a zero
se o veiculo ¢ estiver com velocidade constante.
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Se as condigOes iniciais quanto a posigao, a velocidade e o tempo para
o veiculo ¢ forem denotadas por xo,, vo, € to,, respectivamente, podemos
obter as relagoes:

(i) para a posic¢ao z; como func¢ao do tempo

{L‘i(t) = xo, + /t ’Ui(t)dt (213)

to,;

integrando ambos os membros da Eq. (2.1.1) e
(ii) para a velocidade v; e a posigdo z; em termos da aceleragao

'Uz(t) = Vo; + /t az(t)dt (214)

toi

t t t
t()i t()i t()i

Portanto, as equagbes de movimento obtidas, (2.1.3), (2.1.4) e (2.1.5),
sao todas em fungao do tempo, entretanto também é possivel considerar
as quantidades dimensionais que descrevem o movimento em fungao da
posigao. Com este objetivo, poderemos inicialmente reescrever a Eq. (2.1.1)
para a velocidade do veiculo 4 como fungdo da posi¢ao z;, ou seja v;(x;),
como sendo

1
dd?i
que poderé ser reescrita como
d — dx;
Uz(xz)
fornecendo
t(z; :ti+/ 2.1.6
o=t + [T (2.1.6)

a qual representa o tempo como funcao da posigao z; do veiculo ¢ conside-
rado.

Ainda, considerando a velocidade como fungao da posicao, v;(z;), na Eq.
(2.1.2), podemos escrever a aceleragao do veiculo ¢ como fungao da posigao
Z; como

Vil X5 % Vi (X5 2
ai(z;) = a ;l(t )4 (dgi ) ], (2.1.7)
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resultando na seguinte expressao para v;(z;)

woi

Portanto, as equagbes de movimento obtidas, (2.1.7) e (2.1.8), descrevem
o movimento em funcao da posigao.

Devemos salientar que a obtengao das equagoes que descrevem o movi-
mento do veiculo individual ¢ em fungao do tempo ou da posigao, considera-
ram a hipétese de que os veiculos sao considerados pontuais, ou seja, o
veiculo como um todo se move de maneira igual além da sua dimensao ser
desprezada.

2.2 Equacgoes da Mecanica Newtoniana - As
leis de Newton

No estudo do trafego real de veiculos deveremos considerar o movimento
dos veiculos levando-se em consideracao as interagoes microscopicas entre
eles.

Portanto, o estudo da dinamica nos fornece a relagao entre o movimento
de um corpo e a forga que o produziu, sendo que as leis dindmicas de movi-
mento foram estabelecidas por Sir Issac Newton e sao denominadas como
"as leis de Newton". Estas leis sdo enunciadas a seguir, conforme o livro de
Young e Freedman [41]:

Primeira Lei de Newton ou Lei da inércia: Quando a forga resultante
sobre um corpo ¢é igual a zero ele se move com velocidade constante (que
pode ser nula) e aceleragao.

Segunda Lei de Newton ou Lei da Quantidade de Movimento: Quando
uma forca resultante externa atua sobre um corpo, ele acelera. A aceleracao
possui a mesma direcao e o mesmo sentido da forga resultante. O vetor forga
resultante é igual ao produto da massa do corpo pelo vetor aceleracao do
corpo.

Terceira Lei de Newton ou Lei da A¢do e Reagdo: Quando um corpo A
exerce uma forga sobre um corpo B (uma "acao"), entdo o corpo B exerce
uma forga sobre o corpo A (uma "reagao"). Essas duas forgas tém o mesmo
modulo e a mesma diregao, mas possuem sentidos contrarios. Essas duas
forgas atuam em corpos diferentes.

Considerando-se a segunda Lei de Newton, enunciada acima, a forga re-
sultante F' aplicada sobre uma particula de massa m produz uma aceleragao
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a. Entao, para o caso do veiculo i, podemos escrever que

d2:ci

s (229)

F; =m;a;, ou em termos da posicao, F; =m;
onde F; é a forca aplicada sobre o veiculo i de massa m;. Portanto, a
equacdo diferencial da dindmica (2.2.9) descreve a evolugao do veiculo ¢
através da solugdo de uma equagao diferencial ordinaria (EDO), que podera
ser resolvida dadas as condigoes de contorno.

Entretanto, para a obtencao da solugdo da Eq. (2.2.9), para o caso de
fluxo de trafego de veiculos, algumas hipoteses sao consideradas:

1. Os veiculos sao considerados como particulas pontuais.
2. Os veiculos se deslocam na mesma dire¢ao e no mesmo sentido.

3. A forca F; representa a forga resultante aplicada sobre o veiculo i que
sofre a interagao com outros veiculos que estejam dentro da mesma
zona de visibilidade &, conforme definido no artigo [16].

4. A regra de interacao entre os veiculos, ou seja a interagao microscopica,
deve ser definida.

5. As entradas e saidas de veiculos da estrada sdo desconsideradas como
simplificacdo do problema, ou seja, a densidade total do ntumero de
veiculos na estrada é constante.

Portanto os modelos matematicos referentes a esta escala, sao represen-
tados pelas equagoes diferenciais da dindmica, ou seja, pelas equagoes da
mecénica newtoniana, que descrevem sua evolugao geralmente por sistemas
de equacoes diferenciais ordinéarias, onde a descricao das condic¢oes de fluxo
na estrada sao providenciadas pela solugao do sistema de N equagoes, ou
seja, uma equacao para cada veiculo i, com ¢ = 1,..., N. Quando o ntimero
de equagoes envolvidas é pequeno, ou seja, quando a estrada considerada
apresenta poucos veiculos, a solugao é simplesmente determinada através
dos métodos numéricos tradicionais de solucao de sistemas de equacgoes di-
ferenciais ordinarias. Entretanto, ao se considerar um ntmero muito grande
de veiculos, a resolucao do sistema poderd torna-se analiticamente e com-
putacionalmente invidvel. Entao, embora esta escala represente de forma
mais precisa o real trafego de veiculos por informar o movimento individual
de cada um deles, pode nao ser conveniente aplicd-la quando o niimero de
equagoes que formam o sistema for elevado, ou seja, quando o numero de
veiculos presentes na estrada for muito grande.
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2.2.1 Interagao microscopica - Tabela de jogos

Na literatura temos vérios modelos para a definicao da regra da interagao
microscopica. Na teoria cinética, no caso de um gés rarefeito, por exemplo,
somente as interagoes entre os pares de particulas (colisbes binarias) séo
levadas em consideracao, pois a probabilidade de ocorrer colisdes ternéarias
ou quaternarias é muito pequena em relagao as colisoes binarias.

Para o trafego de veiculos, de uma maneira semelhante & teoria cinética
dos gases, poderemos assumir que somente as interacoes entre os pares de
veiculos serao levadas em consideragao. Como ilustracao de uma regra
bindria para a interacao microscépica veicular iremos descrever a tabela
de jogos utilizada no artigo [16].

Delitala e Tosin [16] determinaram em seu modelo que, a interagao entre
pares de veiculos ocorrerd com uma maior ou menor frequéncia, dependendo
da densidade p, dentro de uma regidao definida como a zona de visibilidade.
A regra desta interagao binaria foi fixada por uma tabela de jogos em que
o veiculo candidato com velocidade vy interage com o veiculo campo com
velocidade vg. Apos a interacdo, o veiculo candidato podera ajustar ou nao
a sua velocidade para v;.

Entao, especificamente, o modelo de Delitala e Tosin considera trés situ-
acOes para compor a tabela de jogos, que define a regra de interagao, des-
critas abaixo:

1. A interacdo ocorre com um veiculo mais rapido, ou seja, a velocidade
do veiculo campo é maior do que a velocidade do veiculo candidato,
vp < Vg.

2. A interacdo ocorre com um veiculo mais lento, ou seja, a velocidade
do veiculo candidato é maior do que a velocidade do veiculo campo,
Vp > V.

3. A interagao ocorre em veiculos com a mesma velocidade, ou seja, a
velocidade do veiculo candidato é igual a velocidade do veiculo campo,
Vp = Vg

As interacoes descritas acima sao afligidas pela densidade de veiculos
p e pelas condigoes da qualidade da estrada ou condigoes climaticas, etc,
representados pelo pardmetro fenomenologico «.

Desta forma, o item (1) esta representado pela Fig. (2.1) em que o
veiculo candidato podera permanecer com a mesma velocidade ou acelerar,
dependendo das condigoes de trafego, ou seja da densidade, e ainda das
condigoes da estrada. Portanto, se a densidade for baixa e a qualidade da
estrada for alta, o veiculo candidato acelera e apds a interacao v; > wy.
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No entanto, se a condi¢oes de fluxo nao forem boas, o veiculo candidato
mantera a mesma velocidade, ou seja, v; = vp,.

| —all —p)
all —p)

N

L L L L
h

il

Figura 2.1: Velocidade do veiculo candidato menor do que a velocidade do
veiculo campo, vy, < vy, segundo a referéncia [16]

O item (2), representado pela Fig. (2.2) ilustra que o veiculo candidato
poderé permanecer com a mesma velocidade ou diminuir, dependendo das
condigoes de trafego, ou seja da densidade, e ainda das condi¢oes da estrada.
Embora seja possivel ocorrer a ultrapassagem, que depende da densidade,
assume-se que o veiculo candidato nao poderad acelerar para ultrapassar.
Entao, se a densidade for baixa e a qualidade da estrada for alta, o veiculo
candidato permenecera com a mesma velocidade, v; = vy, caso contrario ira
diminuir a sua velocidade, ou seja, v; < vp.

all —p)

| —all —p) J

L L L
k h

Figura 2.2: Velocidade do veiculo candidato maior do que a velocidade do
vefculo campo, vy, > v, segundo a referéncia [16]

A Fig. (2.3) ilustra o caso (3). Neste caso trés possibilidades sao consi-
deradas:



26 Representagao Microscopica,

e O veiculo candidato e o veiculo campo estao em repouso vy, = v = 0.
Assim, ou ambos aceleram v; > vy, ou ambos permanecem em repouso
v; = vy, dependendo das condigoes de trafego.

e O veiculo candidato e o veiculo campo estdo com velocidade maxima
vp = v = vy. Entao, ou ambos mantem a velocidade v; = vy, ou
ambos diminuem v; < v dependendo das condigoes de trafego.

e O veiculo candidato e o veiculo campo nao estdo em repouso e nao
estdo com velocidade maxima (0 < v, < vy, com v, = vg). Neste
caso, ou ambos mantem a velocidade v; = vy, ou ambos diminuem
v; < vp, ou ambos aceleram v; > v, dependendo das condigoes de
trafego.

1—na 1 —a 1—a

I all —p) ap k all—p) ap {

h=Fkk=0 h=Fk h=k=M

Figura 2.3: Velocidade do veiculo candidato maior do que a velocidade do
veiculo campo, vy, > vy, segundo a referéncia [16]

Outros exemplos de regras de interagao veicular podem ser determi-
nadas, com o objetivo de descrever de forma mais precisa o trafego real de
veiculos. Para este objetivo ser alcancado é fundamental que a tabela de
jogos considere o comportamento pessoal e individual do motorista, pois
os veiculos devem ser modelados como particulas ativas considerando que
as suas propriedades mecéanicas devem ser integradas, ou seja, o comporta-
mento do motorista (agressivo, timido, etc) deve ser considerado. A consi-
deragao das particulas ativas, com comportamento constante, esta presente
no artigo [18]. Ainda, regras para estrada com mais de uma pista podem
ser determinadas [9].

2.3 Exercicios Propostos
1. Ezercicio 1: Deduza a Eq. (2.1.7) para a aceleragao do veiculo .

2. Ezxercicio 2: Deduza a Eq. (2.1.8) para a velocidade do veiculo ¢
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3. Exercicio 3: Deduza as equagoes de movimento como funcao da ve-
locidade.
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Capitulo 3

Representacao Macroscopica

(RM)

A analogia entre o fluxo de trafego e a dindmica de fluidos é proposta neste
capitulo através da representacao macroscopica fluido-dindmica, na qual o
trafego ¢ modelado como um fluido compressivel de veiculos. Esta descri¢ao
sugere a definigao apropriada das varidaveis macroscopicas que expressao o
comportamento médio do trafego como funcdo do tempo e da posicao. A
representacao macroscopica do trafego, por exemplo, para uma pista ou
varias pistas de uma estrada, ou via, é discutida em detalhes neste capi-
tulo. As relagdes matematicas entre as variaveis macroscopicas do fluxo
de trafego também sao apresentadas. Todavia, estas relagdoes também sao
representadas na forma gréfica, resultando nos diagramas fundamental e da
velocidade, nos quais investigagdes empiricas sobre os mesmos, no fluxo de
trafego livre e congestionado, sao descritas.

3.1 Variaveis macroscopicas do fluxo de uma
pista

Esta secao detalha a modelagem do fluxo de veiculos ao longo de uma
estrada, ou via, que possui uma tinica pista de comprimento ¢. Esta simples
situagao associada com o fenémeno do trafego é descrita por uma estrutura
matematica baseada no estado estéavel do fluxo. Duas consideragoes sao
feitas:

(i) a pista podera comportar um nimero maximo de veiculos;
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(ii) os veiculos possuem uma velocidade média maxima.

Baseando-se nas consideragoes acima, quantidades dimensionais sao in-
troduzidas a seguir:

e pyr € a densidade mdzima de veiculos.

A densidade é nula quando nao temos veiculos na pista e aumenta
quando o namero de veiculos aumenta gradualmente. Mais e mais veiculos
podem ser adicionados a pista enquanto nao se atinge a capacidade méxima
da mesma; entretanto a densidade méaxima, py;, serd alcangada quando
a capacidade maxima for atingida e como conseqiiéncia, os veiculos nao
poderdo mais se mover. Este estado ¢ denominado por "bump-to-bump
traffic" ou em relagao a densidade por "jam-density".

e vy € a velocidade média mdazrima dos veiculos.

A velocidade média atinge seu maximo valor nas condigdes de fluxo
livre. Portanto, vy; representa a velocidade média méxima a qual deve ser
observada nos veiculos sempre que a estrada estiver vazia.

Contudo, um ponto importante é que um veiculo isolado podera atingir
uma velocidade maior do que a velocidade méxima vy , ou seja, a velocidade
limite vy . Experiéncias mostram que esta velocidade limite é afetada por
diversos fatores. Por exemplo, a qualidade da estrada, dos veiculos, dos
motoristas, etc. Em particular, a velocidade limite v, podera ser definida
como:

ve = (14 p)oa, w>0. (3.1.1)

Com certeza, a velocidade média maxima vy, e o pardmetro fenomenolé-
gico 4 devem depender das caracteristicas da estrada, seja de uma simples
pista de uma via, ou de uma auto-estrada, tal como do tipo de veiculos
presentes na mesma, isto é, se sao veiculos lentos, rapidos, ou caminhoes,
etc. Desta forma é conveniente para a modelagem introduzir quantidades
adimensionais, normalizadas dentro do intervalo de [0, 1] como se segue:

e t & o tempo relacionado com o tempo caracteristico T, , onde ¢, é o tempo
real, ou seja, t = t,./T, . E natural assumir que 7. é o menor tempo de
viagem, isto é, o tempo necessario para percorrer a estrada com a velocidade
média maxima, sendo representado pela relagao: T, = /vy .

e 1 ¢é a posi¢cao relacionada com o comprimento da estrada ¢, onde z, é a
distancia real, ou seja, z = x,.//.

e p é a densidade relacionada com a densidade méaxima de veiculos, pas,
onde p, é a densidade real de veiculos, ou seja, p = p,/pur.
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e v ¢é a velocidade relacionada com a velocidade média méxima v,s, onde
vy € a velocidade real de um tnico veiculo, ou seja, v = v,./va.

e ¢ é o fluro relacionado com o fluxo méximo admissivel g, onde ¢, é o
fluxo real de uma tnica pista, ou seja, ¢ = g¢r/qum.

A densidade, a velocidade e o fluxo representam as variaveis fundamen-
tais do fluxo de trafego. A relacdo matematica entre essas variaveis é dada
por:

qg=pv. (3.1.2)

Esta é a equagao fundamental do fluxo de trafego. Quando o fluxo é plotado
como uma fungao da densidade de veiculos, o grafico gerado é denominado
de diagrama fundamental do fluxo de trafego. Em particular, quando
a velocidade é plotada como fun¢ao da densidade de veiculos, nés temos o
diagrama da velocidade. Estes diagramas, fluxo-densidade e velocidade-
densidade sao desenvolvidos na segao 3.3.

3.2 Variaveis macroscopicas para o fluxo em
varias pistas

A representacdo macroscopica pode ser extendida do caso de fluxo em pista
Unica para o caso de varias pistas. Vamos considerar uma auto-estrada com
p pistas de comprimento £, onde todos os veiculos trafegam na mesma di-
regdo. Em cada j-pista (j = 1,...,p) as seguintes quantidades de referéncia
podem ser introduzidas:

e p;(t, x) éa densidade de veiculos na j -pista.

A dindmica do fluxo de trafego leva em consideracdo para este caso a
mudanca de pista dos veiculos. O efeito disto se reflete na densidade da
pista, que ndo permanece constante. Geralmente, cada j-pista é represen-
tada pela sua respectiva densidade p; . Sendo que, se a densidade p; ¢é igual
a zero, atribuimos que nao existe veiculos nesta pista; e que se o niimero de
veiculos aumentar gradualmente na j -pista, a densidade p; também aumen-
tara. Entretanto, se mais e mais veiculos forem adicionados a cada j-pista,
se alcangara a situagao critica, ou seja, a situagao de que os veiculos nao
poderdo mais se mover. Entdo, em cada pista, a densidade local p; varia de
[0, 1/p] correspondendo ao "bumper-to-bumper"” da densidade de veiculos.
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Entao a densidade p; por cada j-pista e a densidade total p da auto-
estrada estao relacionadas através da relacao matemaética

p

pt, x) = Z pi(t, z) com pe0,1], p;e]0, %] (3.2.3)

o v;(t, x) ¢ a velocidade média dos veiculos na j -pista.
e ¢;(t, ) éo fluzo de veiculos na j -pista.

Para cada pista, a relacdo fundamental entre o fluxo, a densidade e a
velocidade é

q;(t, ) = p;(t, ) v;(t, ). (3.2.4)

O fluxo g; nao é constante. Somando-se o fluxo de todas as pistas, calcula-se
o fluxo total

q(t, x) = qi(t, x). (3.2.5)

j=1

Em particular, o conhecimento do trafego baseia-se no fluxo total.

3.3 Diagramas e Resultados Experimentais

Nesta segao, é apresentado um estudo empirico das caracteristicas mais im-
portantes do trafego. De fato, experiéncias relatam a velocidade ou o fluxo
como fungoes da densidade local e os dados empiricos nos fornecem infor-
magoes sobre as medidas destas quantidades. Por um outro lado, algumas
dificuldades técnicas podem ser imediatamente evidenciadas:

(a) Os dados empiricos dispéem quantidades macroscopicas, no entanto a
dindmica do trafego é regulamentada pela escala microscopica.

(b) As medidas das quantidades macroscopicas apresentam flutuagdes nao
apenas devido a erros nas medidas, mas também devido a aceleragao e
desaceleracao dos veiculos;

(c) Geralmente, os resultados esperimentais se referem as condigoes estaveis
do fluxo, enquanto que o fluxo raramente atinge as condi¢ées uniformes de
trafego.

(d) Os dados empiricos sdo muito sensiveis a qualidade e a regulamentagao
da estrada assim como a variagao das condigoes ambientais e as caracteris-
ticas dos motoristas. Todavia, é impossivel identificar apenas uma repre-
sentacao deterministica para o fluxo.
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De fato, observando as dificuldades citadas anteriormente, deve-se avangar
no estudo da fisica do trafego de forma que se providencie uma aproximacao
analitica dos dados experimentais com a teoria.

Com este objetivo, a representagao matematica e grafica entre as ca-
racteristicas do fluxo de trafego sera apresentada na Parte I. Na Parte II,
trés tipos de relagoes mateméticas entre a velocidade e a densidade sao es-
tabelecidas e a validagao com dados empiricos é ilustrada. Na Parte III,
informagoes interessantes sobre dados de trafego em auto-estradas do livro
do Kerner [22] sao apresentados, assim como a teoria das trés fases do
trafego.

3.3.1 Parte I: Diagramas Quantitativos

Duas relagoes matemaéticas entre as quantidades macroscopicas fundamen-
tais do trafego de veiculos sao descritas: fluxo-densidade e velocidade-
densidade.

1.1 Relacao matematica fluxo-densidade

Com a finalidade de descrever a relacao matemaética fluxo-densidade, algu-
mas caracteristicas sao listadas abaixo:

1. Quando a densidade de veiculos é igual a zero, nao existe veiculos na
estrada considerada e o fluxo também sera nulo, ou seja, ¢ = pv = 0 pois
p=20;

2. Quando a densidade de veiculos é igual a "jam-density", os veiculos
encontram-se parados e o fluxo é nulo, ou seja, ¢ = pv = 0 pois v = 0;

3. Quando o numero de veiculos aumenta gradualmente, o fluxo também
aumenta, alcangando uma situagao limite quando a densidade de veiculos é
igual a densidade critica e o fluxo é méaximo, isto é, ¢ = qns para p = perit -
A partir deste ponto limite ( peri, gar) com perie < 1, quando a densidade
aumenta, o fluxo decresce.
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Figura 3.1: Curva parabolica Fluxo-densidade representada por [9]

Uma simples representagio é fornecida na Fig. (3.1), onde o ponto O
refere-se ao caso onde ambos, a densidade e o fluxo s@o nulos; O ponto
D refere-se a densidade maxima e o fluxo correspondente é nulo; O ponto
M refere-se ao fluxo méximo correspondendo a densidade critica, também
denominado de fluxo critico. Os pontos A e B ilustram o fato de que
densidades diferentes podem corresponder a fluxos iguais. A inclinacao da
reta tangente ON no ponto O nos fornece a velocidade a qual o veiculo
poderé viajar quando nédo existir fluxo. Da mesma maneira, a inclinagao da
reta O M nos fornece a velocidade v, no ponto limite.

A regiao com densidades menores do que a densidade critica é denomi-
nada de regido estdvel, ou ainda, regidgo de fluro livre. A regiao na qual a
densidade é maior do que a densidade critica corresponde a regido instd-
vel também denominada de regidgo de fluxo congestionado. A curva fluxo-
densidade é chamada de diagrama fundamental do fluxo de trafego.

1.2 Relacao matematica Velocidade-densidade

Uma outra representagao grafica importante é o diagrama da velocidade
o qual providéncia a dependéncia entre a velocidade e a densidade. Em
detalhes, a velocidade méaxima esta relacionada com o caso de fluxo livre,
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e quando a densidade é méxima, a velocidade torna-se zero. Entao, se
a densidade é nula os veiculos trafegam com a velocidade desejada, ou a
velocidade de fluxo livre e quando a densidade é igual a densidade critica, o
valor da velocidade estéa entre zero e a velocidade de fluxo livre.

A relagdo matemaética, velocidade-densidade mais simples é a funcao
linear e é ilustrada na Fig. (3.2). No entanto, também é possivel termos
relagoes nao-lineares, por exemplo, relagoes exponenciais e logaritmicas.

Figura 3.2: Variacao linear Velocidade-densidade

3.3.2 Parte II: Resultados experimentais para o trafego
em uma Unica pista

Muitas pesquisas tém sido desenvolvidas com o objetivo de encontrar uma
relagdo matemaética entre a velocidade e a densidade que descreva, através
de modelos matematicos, da forma mais eficiente possivel, o fluxo de trafego
real. O primeiro modelo foi proposto por Greenshields em 1935. Nesta sub-
segao, trés tipos de modelos sao descritos: o modelo linear de Greenshields,
o modelo logaritmico de Greenberg e o modelo exponencial de Bonzani et
al.
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I1.1 Relagoes Matematicas Lineares

e Modelo de Greenshields

A relagdo mateméatica mais simples entre a velocidade e a densidade
de veiculos é proposto por Greenshields [20]. Greenshields assumiu uma
relagdo linear, como ilustrado na Fig. (3.2). A velocidade v & expressa
como uma fungao da densidade de p como:

vip) =1 — p. (3.3.6)

Usando a equagao fundamental do fluxo de trafego (3.1.2), a relagao entre
o fluxo e a densidade é estabelecida como:

alp) = p— p*. (3.3.7)

Esta relagdo descreve uma curva parabolica e esta ilustrada na Fig. (3.1).
Utilizando ambas as equagoes (3.3.6) e (3.3.7) é possivel encontrar a relagao
matematica entre a velocidade e o fluxo dada por:

v —v+q=0. (3.3.8)

A relagao acima também descreve uma curva parabdlica. Diferenciando a
Eq. (3.3.7) em relagao a densidade p e igualando a zero, é possivel calcular
a densidade critica correspondente ao fluxo méximo igual a:

1
Perit = 5 com q(pcrit) = d4qmM = Z .
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Figura 3.3: Modelo de Greenshields

A Figura (3.3) representa graficamente este modelo. O modelo de Green-
shields é bastante poderoso, pois para um fluxo de trafego ininterrupto prevée
e explica as tendéncias que se observam nos fluxos reais, desta forma, o mo-
delo de Greenshields dominou a teoria do fluxo de trafego por mais de 50
anos. No entanto, alguns problemas podem ser observados: para usar esse
modelo de trafego é necessario obter valores para a velocidade maxima (ve-
locidade de fluxo livre) e a densidade maxima (jam-density); porém, é difi-
cil determinar estas medidas com precisao, diretamente a partir da anélise
do fluxo na estrada. Assim, valores aproximados para estas quantidades
sao considerados e o modelo é calibrado. Devemos salientar que embora
o modelo Greenshields nao seja perfeito, descreve de forma bem precisa e
relativamente simples o fluxo de tréafego.

I1.2 Relagoes Matematicas Nao-lineares

e O modelo de Greenberg
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Em 1959, a relagao matemaética logaritmica entre a velocidade e densi-
dade de veiculos foi assumida por Greenberg [19]. Esta relagao é escrita da
seguinte forma:

1
v(p) = Aln () , (3.3.9)
p
onde A\ é um pardmetro determinado através das condigoes iniciais para a
velocidade. A equagao fundamental do fluxo (3.1.2) fornece a relagdo entre
a velocidade e o fluxo da seguinte forma:

a(p) = Apln (;) . (3.3.10)

A relagao analitica acima, entre v, p e ¢ éilustrada na Fig. (3.4). A relagdo
matematica fluxo-densidade também é parabolica, entretanto os pontos de
méaximo dos modelos de Greenberg e Greenshields ocorrem em valores dife-
rentes da densidade.

v

Figura 3.4: Diagrama da Velocidade e Diagrama Fundamental para a re-
lacao logaritmica
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As Figuras (3.5) e (3.6) mostram dados para o Ttunel Lincoln, o qual
passa sob o Rio Hudson conectando os estados de Nova Jersey e Nova York
nos Estados Unidos. A velocidade como uma fungao da densidade e o fluxo
correspondente sao dados pelas equagoes (3.3.9) e (3.3.10), respectivamente.
Os pontos mostram que os dados empiricos apresentam um alto grau de
correlagao com as curvas definidas por estas equagoes matematicas.

O modelo de Greenberg ganhou popularidade na comunidade cienti-
fica, pelo fato de poder ser derivado analiticamente, embora transgrida a
condigao de contorno quando a densidade de veiculos é zero, no sentido da
velocidade tornar-se infinitamente grande.
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Figura 3.5: Os dados de velocidade em fungao da densidade de veiculos para
o Tunel Lincoln considerando o modelo de Greenberg representado por [19]
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Figura 3.6: Os dados do fluxo em fungao da densidade de veiculos para o
Tinel Lincoln considerando o modelo de Greenberg representado por [19]

e Modelo de Bonzani et al.
Experiéncias recentes de Kerner [22] tém mostrado que:

(a) a velocidade dos veiculos para valores baixos da densidade local se man-
tém constante e igual & velocidade relativa maxima, enquanto o valor da
densidade critica nao é atingida, ou seja, p < perit;

(b) a velocidade dos veiculos decai com o aumento da densidade local para
P > perit atingindo o seu valor minimo quando a densidade é maxima.

E importante ressaltar, que a modelagem das condicoes de fluxo estavel
através de uma férmula analitica deveria tentar relacionar apenas um tnico
pardmetro para cada fendmeno especifico. Entao, o mesmo evento podera
ser descrito por diferentes pares de parametros.

Entretanto, em 2003, Bonzani e Mussone [§8] propuseram um modelo
fenomeno-légico que descreve a relacao velocidade-densidade nas condigoes
de fluxo uniforme estével caracterizada por um tnico paradmetro livre. Este
modelo tem como base as medigoes experimentais na auto-estrada Veneza-
Mestre (Italia) em condiges de fluxo estacionério uniforme, o qual pode ser
visualizado na Fig. (3.7).

Vérias medidas indicam o seguinte intervalo para a densidade critica:

Perit € [07 07 15} .
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Figura 3.7: Medidas experimentais da velocidade média como fungao da
densidade representada por [§]

Como foi mencionado anteriormente, Bonzani et al. assumiram um mo-
delo analitico no qual a velocidade para p < p..;; permanece praticamente
constante e decai para p > p¢rit, tendendo ao valor v = 0 para p = 1 nas
condigoes de fluxo uniforme estével. Assim, a relagdo exponencial conside-
rada é:

v(p) = exp [—a (ﬁp)} : (3.3.11)

onde o pardmetro positivo a representa as condigoes especificas da estrada.
Comparagoes com os resultados experimentais sugerem a seguinte escala
deste parametro:

a € [1;2,5].

A Fig. (3.8) ilustra que este modelo fenomenoldgico oferece uma aproxima-
cao razoavel para p < 0,5, quando comparado com resultados experimen-
tais.
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Figura 3.8: Representacao do modelo fenomenoldgico e resultados experi-
mentais de acordo com [§]

Este é um modelo bastante simples, caracterizado por um tnico para-
metro que representa as condigoes ambientais, porém, capaz de captar os
fenomenos descritos por Kerner em (a) e (b).

3.3.3 Parte III: Resultados experimentais com tran-
sicao de fase

O fluxo, a densidade e a velocidade média representam as quantidades ca-
racteristicas mais importantes do trafego de veiculos. Os dados empiricos
destas variaveis podem ser coletados automaticamente através de dispositi-
vos tecnoldgicos adequados. Detectores e cameras de video, fornecem dados
bem precisos dessas quantidades macroscopicas. Em particular, os resulta-
dos das medicoes destas variaveis de trafego em auto-estradas da Alemanha
sdo discutidos. Estes procedimentos de medigao sao classificados com base
no trafego livre e congestionado. Além disso, os dados empiricos levam a
uma nova teoria de trafego, a de trés fases. Por esta razao, importantes
conceitos do trafego e seus dados empiricos sao discutidos nesta subsegao.

II1.1 Fluxo de trafego livre e congestionado

As teorias classicas do trafego sao baseadas no diagrama fundamental e
consideram apenas o fluxo de duas fases: fluxo livre e fluxo congestionado.

e Fluxo livre



III.1 Fluxo de trafego livre e congestionado 43

Esta ¢ a fase mais investigada empiricamente. Em condicoes de fluxo
livre, os dados empiricos da densidade de fluxo descrevem uma curva com in-
clinacdo positiva indicando o ponto de limite empirico (pgfte’emp , qﬂee’emp )

(mé&ximo).

Em particular, analisando uma grande quantidade de dados nas auto-
estradas, conclue-se que cada pista apresenta pontos limites empirico dife-
rentes. Esta evidéncia ¢ ilustrada na Fig. (3.9), representando os dados
empirico da auto-estrada A5-Norte, com trés pistas na Alemanha. A partir
desta analise, seguem trés observagoes:

(a) A pista da esquerda tem o maior ponto de limite empirico.
(b) A velocidade média é diferente para diferentes pistas.

(c) O percentual de veiculos que ocupam a pista da esquerda torna-se maior
do que o percentual de veiculos que ocupam a pista da direita, quando o
fluxo aumenta.

As observagoes acima podem ser explicadas conforme segue abaixo:

- Nao existe diferenga percentual entre veiculos e caminhées ao longo da
pista da esquerda, da central ou a da direita, isto é, em especial, os cami-
nhoes geralmente nao ocupam a pista da esquerda. O regulamento para
rodovias alemas determina um limite de velocidade para os caminhoes ou
veiculos de comprimento longo, que é consideravelmente menor do que para
os outros veiculos. Assim, a pista da direita tem uma porcentagem maior
de veiculos de comprimento longo que se movem mais lentamente.

- A assimetria da dindmica do trafego entre diferentes pistas resulta em
diferentes velocidades médias nas pistas.

- O comportamento do motorista, provavelmente esté associado com o item

(c)-

Assim, a analise qualitativa dos dados empiricos podera explicar algumas
caracteristica intrinsecas do trafego, pois por exemplo, as regras de transito,
o tipo de veiculos, as caracteristicas do motorista etc. sdo diferentes de pais
para pais.
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Figura 3.9: A5-Norte, 1992 representado por [22].

e Fluxo congestionado

De acordo com a teoria classica, o diagrama fundamental consiste de
duas curvas distintas, uma com inclinagao positiva iniciando na origem
(quando a densidade é zero, o fluxo também é zero) para o fluxo livre,
e outra com uma inclinagdo negativa a partir da densidade critica (quando
a densidade é méxima, o fluxo é zero) para o fluxo congestionado. No en-
tanto, em condigoes de congestionamento, dados empiricos mostram que é
impossivel identificar uma curva de representagao entre o fluxo e a densidade
de veiculos.

A Figura (3.10) mostra este fendomeno de transi¢ao do fluxo livre para o
fluxo congestionado, ou seja, a representagdo teodrica (grafico a esquerda) e
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empirica (grafico a direita) do diagrama fundamental.

’
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Figura 3.10: Diagrama fundamental teorico (a) e empirico (b) representado
por [22]

O fluxo congestionado pode ocorrer espontaneamente por vérios mo-
tivos, entretanto observagoes empiricas do trafego real sugerem que o fluxo
congestionado pode ser definido como um estado de trafego no qual a ve-
locidade é inferior a velocidade minima possivel no fluxo livre, a qual esta
relacionada com o ponto de limite empirico (ponto critico). Na Fig. (3.11)
o ponto M refere-se a este ponto de limite empirico e a inclinagao da linha
tracejada FC representa a velocidade minima possivel. Pode-se notar que
os pontos a esquerda da linha tracejada FC e a direita, representam o fluxo
livre e o congestionado, respectivamente. Em (b) a velocidade no fluxo
congestionado esté representado e seu valor é sempre inferior ao valor de
velocidade minima possivel.

Esta analise qualitativa também é observada em dados experimentais de
outros paises.
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Figura 3.11: A5-Norte, 2001 representado por [22]

II1.2 O trafego macroscopico trés fases

Boris Kerner [22] sugeriu uma hipotese: no fluxo congestionado ha duas
fases. No sentido desta nova teoria, quando a densidade se torna demasiada
elevada, o estado do trafego é dito ser metaestavel. A hipotese de metaesta-
bilidade, identificando duas fases de trafego em fluxo congestionado, ou seja,
"wide moving jam" e "synchronized flow", é a diferenga béasica da teoria de
Kerner em relagao as teorias classicas sobre fluxo de trafego. Desta forma,
o diagrama fundamental é usado assumindo que quando a densidade ultra-
passa o valor critico, o trafego torna-se instavel e estes tipos de movimentos
podem ocorrer espontaneamente.

Os dados empiricos quanto as velocidades e o diagrama fundamental
da auto-estrada A5-Norte, com trés pistas na Alemanha sao ilustrados na
Fig. (3.12). Nesta figura as trés fases da representagao do fluxo-densidade
sao ilustradas. O "free flow" representa o fluxo livre no qual a "curva
F" representa o estado de fluxo livre cujo fluxo méaximo é denotado por
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. Na fase de "synchronized flow" a velocidade média nao é mantida
a jusante da onda. A "wide moving jam" é um movimento tipo "jam"
(geléia) que mantém a velocidade média antes de chegar ao "jam". A "linha
J" representa a propagacao da frente estacionaria a jusante de um "wide
moving jam" e a sua inclinagao é a velocidade caracteristica. O fluxo g+
ocorre quando o fluxo livre é formado jusante do "jam". O fluxo maximo de

q%ree) no fluxo livre pode ser consideravelmente maior do que o fluxo g+

no "wide moving jam". No fluxo qé‘jﬂn) as mudancas ocorrem a jusante do
"synchronized flow". E possivel assumir que o "synchronized flow" descreve

q](\];ree)

aproximadamente a regido limitada S, onde qg\flyn) denota o fluxo méaximo
nesta fase.

Freeway A5-North, 09.10.1992
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Figura 3.12: A5-North, 2001 - O diagrama fundamental nas trés fases do
fluxo de trafego representado por [22]

Esta nova teoria tem sido criticada por duas razoes principais:

- Os dados empiricos estao completamente baseados em medi¢oes das auto-
estradas A5-Sul e A5-Norte na Alemanha, considerado como um pais padrao
quanto a auto-estradas. No entanto, as auto-estradas em outros paises
poderao ter caracteristicas diferentes.

- Os dados de trafego foram obtidos a partir de medigGes em pontos fixos
da auto-estrada utilizando detectores para cada pista, mas suas conclusoes
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sao estendidas a todo o comprimento da estrada. Ou seja, nao esta claro
como estes dados empiricos foram interpolados.

3.4 Exercicios Propostos

1.
2.

Ezercicio 1: Obtenha a Fig. (3.2) para o caso em que 0 < p < pyy.

Ezercicio 2: Obtenha a Eq. (3.3.8) que representa ¢(v) para o modelo
de Greenshields.

Ezercicio 8: Construa em um tnico grafico de diagrama de velocidade
as relagoes v(p) descritas neste capitulo e compare as curvas quanto
a existéncia.

Ezercicio 4: Substitua na Eq. (3.3.11) varios valores para o parametro
positivo « dentro do intervalo @ € [1; 2,5]. Construa em um tnico
grafico de diagrama de velocidade as curvas obtidas e compare-as. O
que se pode concluir da influéncia do pardmetro a?



Capitulo 4

Os Modelos Hidrodinamicos
de Primeira Ordem - (RM)

A teoria macroscopica do trafego pode ser associada a teoria hidrodinamica.
Geralmente, trés leis de conservagao da dindmica dos fluidos podem ser con-
sideradas: a lei de conservagao de massa, do momento e de invariantes na
colisao. Levando-se em consideragao os modelos do fluxo de trafego, as
equagoes de conservacao sao fechadas por modelos fenomenologicos rela-
cionados com o comportamento do sistema mecanico considerado como um
continuo. Os modelos de primeira ordem sao obtidos considerando-se apenas
a equacao de conservacao de massa fechada por uma relagao fenomenologica
entre a velocidade média e a densidade local. Uma alternativa para fechar a
equagao de conservagao da massa é a utilizagao da equagao de conservagao
do momento, gerando os modelos de segunda ordem. No entanto, esta al-
ternativa ressalta na dificuldade técnica, ou seja, no fechamento da equagao
de conservagao de momento por modelos fenomenolégicos que descrevem
uma determinada aceleracao aplicada aos veiculos. Uma outra opgao para o
fechamento dos modelos de primeira ordem é estabelecer uma outra equagao
dindmica para a variacao da velocidade produzindo assim, um modelo de
terceira ordem. No entanto, os modelos macroscopicos mais comuns sao 0s
modelos de primeira ou de segunda ordem. Especificamente, os modelos de
primeira ordem sao motivados pela simplicidade, apesar de apresentarem
resultados um pouco menos precisos em relagao a descrigao da realidade
fisica, quando comparados aos resultados dos modelos de segunda ordem.
Em particular, este capitulo trata de uma revisao e anélise critica de
alguns modelos macroscopicos de trafego de primeira ordem, cuja equagao
de conservacao da massa é fechada através de um modelo fenomenologico
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que relaciona a velocidade média com a densidade local por uma equagao
analitica adequada ou uma equagao funcional.

Na tltima parte deste capitulo, algumas perspectivas de investigacao sao
propostas para os modelos fenomenologicos.

4.1 Leis de Conservacao do Trafego

Fisicamente, se o fluxo de trafego é observado de uma distancia muito longa,
o comportamento individual de cada veiculo é ignorado e o fluxo podera
ser associado com o fluxo de um fluido. Mais especificamente, a estrutura
matematica da teoria hidrodindmica de fluidos pode ser explorada para
desenvolver a teoria macroscopica do trafego. As equagoes fundamentais da
dindmica dos fluidos sao as equagoes de Navier-Stokes, ou seja, as equagoes
de conservagao da massa, do momento e da energia, as quais descrevem como
as variaveis dependentes, densidade, velocidade, pressao e temperatura de
um fluido em movimento, sao estendidas e generalizadas quando se considera
os efeitos da viscosidade do fluido.

No entanto, existem grandes diferencas entre o trafego de veiculos e o
fluxo de fluidos. Em particular, pode existir a conservagao da massa e do
momento, entretanto nao da energia. A conservagao da massa representa a
conservagao do numero de veiculos na estrada quando as entradas ou saidas
da mesma nao estao presentes. Basicamente, as equagoes de conservagao
da massa e do momento linear, referentes as varidveis macroscopicas, a
densidade local p = p(t,z) € [0,1], e a velocidade v = wv(t,x) € [0,1],
respectivamente sao dadas por

Oep+ 0z (pv) =0,
(4.1.1)
O +v0v = Q[p,v],
onde () define a aceleracao referida aos veiculos presentes no volume elemen-
tar. A palavra aceleracao é usada, quando tratando-se de modelos de fluxo
de trafego, para evitar o uso do termo "forga" em sistema onde a massa nao
pode ser devidamente definida.

4.2 O fechamento da equacao de conservacao
da massa
A analise desenvolvida a seguir considera dados experimentais da uniformiza-

¢ao das condigoes de fluxo. O problema do fechamento da equagao de con-
servagao da massa consiste em analisar e interpretar fenomenologicamente o
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comportamento do sistema. Como conseqiiéncia, varios modelos matemati-
cos estao disponiveis na literatura.

Como se sabe, as comparacoes com os dados experimentais mostram
que a estrutura matemaéatica para o fechamento desta equagao, referindo-se,
aos modelos de primeira ordem, pode ser desenvolvido através dos seguintes
procedimentos.

(i) Fechamento por propriedades da densidade local, a equagao analitica:

Orp + 0z(pv) =0,
(4.2.2)
v = vlp],
ou

(ii) Fechamento pela evolugdo da equacgao da velocidade, a equagdo fun-
cional:

Op + 9:(pv) =0,

e (4.2.3)

== Il

Os procedimentos acima serao usados com o objetivo de fornecer varios
modelos, que serao descritos e analisados criticamente como se segue.

e 1. A Equacdo Analitica
(i.a) Fechamento pelo diagrama da velocidade

Considerando o Capitulo 6, hd uma grande quantidade de dados dispo-
niveis que relacionam a dependéncia funcional da velocidade média com a
densidade através do diagrama da velocidade o qual informa, considerando
o caso de fluxo uniforme constante, que a velocidade média decai com o
aumento da densidade. No que se segue a velocidade do sistema (4.2.2) é
considerada como

olp] = velp), (4.2.4)

onde v, ¢ a velocidade de equilibrio derivada do fluxo de trafego homogéneo.
Esta é uma relagao fenomenologica nao obtida a partir da teoria hidro-
dindmica. Se a velocidade v, , que representa a velocidade do fluxo continuo
uniforme, depende da densidade local, podera ser representada por aproxi-
magoes analiticas.
Pelas equagoes (4.2.2) e (4.2.4) a equagao de conservagao da massa é
representada por:

Oip + (ve + pul(p)) Oup =0, (4.2.5)
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a qual representa o modelo basico LWR [30].

M. J. Lighthill e G. B. Whitham foram os primeiros a desenvolver um
modelo de fluxo de trafego macroscopico em 1955. Um ano mais tarde,
P. Richards [38], independentemente do estudo de Lighthill ¢ Whitham,
desenvolveu um modelo muito parecido. Devido ao desenvolvimento inde-
pendente e praticamente simultdneo deste modelo, este tem sido conhecido
na literatura como o modelo de LW R , escrito com as iniciais dos nomes
de seus autores. A idéia basica deste modelo é de assumir a relacao (4.2.4)
usando o método de ondas cinematicas para descrever o fluxo de trafego na
hipotese de estado estacionario. Ocasionalmente, a Eq. (4.2.5) corresponde
4 equacao de onda hiperbélica com o campo da velocidade de propagagao:

d v,

dp

c(p) = vet+p (4.2.6)

A velocidade de propagacao finita ¢ (p) representa a inclinagao da curva
parabolica do fluxo-densidade de modo que as ondas movam-se para frente
ou para tras, dependendo do valor da densidade ser inferior & densidade
critica (p < perit ), ou ser superior a densidade critica (p > perit ). Quando
a densidade é igual & densidade critica (p = perit) as ondas sdo esta-
cionarias. A ilustracio deste fendmeno esta presente na Fig. (4.1) onde o
ponto A representa o estado com a velocidade v 4 , densidade p4 e fluxo ¢4,
o ponto B o estado com velocidade vp , densidade pp e fluxo qp € vy (aB)
a velocidade da onda de choque

e (p) = P21PL=04(04), (@.27)

representando a inclinagao da linha AB.
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Figura 4.1: Curva parabolica do fluxo-densidade no fluxo de trafego

Este modelo hiperbélico cléssico é o modelo mais popular na literatura,
embora mostre fendmenos irreais quanto a onda de choque, que nao sao
observados experimentalmente. Esta incoeréncia é devido ao fato de que as
condigoes que correspondem as condigoes de fluxo uniforme sao instanta-
neamente impostas em condicoes instaveis. Na verdade nenhum motorista
é eficaz no sentido de ser capaz de adaptar o seu veiculo instantaneamente
as condigoes de fluxo constante.

(i.b) Fechamento com a densidade ficticia

Um conceito interessante de densidade ficticia local foi proposto em uma
nova classe de modelos por De Angelis [1], em 1999. Esta classe de modelos
consideram o fato de que o motorista ndo mede exatamente a densidade lo-
cal, mas simplesmente a sente. Especificamente, a velocidade de equilibrio
ve € alcangada depois de uma adaptagao adequada do motorista, depen-
dendo da densidade local ficticia p*.

A densidade ficticia depende da densidade real e do gradiente da densi-
dade da seguinte forma:

v[p] = ve(p™), P =p+ f(p,0p). (42.8)

A expressao formal da equagdo de conservacido da massa nos fornece a
seguinte expressao para o modelo de evolugao:

Oip + O (pve(p”)) = 0. (4.2.9)
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Em particular, De Angelis propds a seguinte expressdo para a densidade
ficticia

pr=p+e(l—p)osp, f(p,0up) =(1 = p)Oup,  €>0, (4.2.10)

onde £ é um parametro constante identificado por experimentos fenomeno-
logicos, correspondendo a capacidade do motorista de reagir nao apenas a
densidade local, mas também aos seus gradientes. Considerando a veloci-
dade de equilibrio da seguinte forma

IRQEY:
velp*) = (1fp*<1+ >) , (4.2.11)

onde v e J sdo constantes positivas que poderao ser relacionadas com a
qualidade da estrada e das condigoes ambientais, respectivamente. Com
estas consideragoes, a seguinte equagao de evolugao é obtida:

oy — {(1 o)1+ B)ppe [1 _pmm)}ﬁ B [1 —P*(lm)]lw}&gp

+e(1+a) (14 B)p(1 — p)p*® {1 - p*“*a)r Oaap

—=(1+a)(1+ B)pp™ [1- p*(ua)}ﬁ (0.p)? . (4.2.12)

Em particular, se a e 3 sao iguais a zero ou diferentes de zero, entao
diferentes modelos e solugoes sao gerados, dependendo das condicoes de
contorno consideradas.

O modelo fenomenolégico proposto acima por De Angelis é tecnicamente
modificado por Bonzani [7] em 2000. Especificamente, a densidade ficticia
gera modelos de difusao nao-linear, que fornecem respostas parciais as criti-
cas levantadas por Daganzo [13]. Ainda Aw e Rascle [2] reconsideraram
algumas alteragoes nos modelos macroscopicos tendo como objetivo alegar
a consisténcia destes modelos.

Apreciar a nova classe de modelos nao significa considerar os veiculos
como particulas, mas sim como um sistema motorista-maquina, no qual o
comportamento pessoal e individual do motorista deve ser considerado. O
motorista sente estimulos essencialmente frontais, ou seja, na realidade, o
motorista sente a densidade ficticia que é determinada pelo fluxo que ele vé
a sua frente.

(i.c) Fechamento com o tempo de retardamento
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Os modelos examinados em (i.b) sdo baseados na suposi¢ao de que o
motorista adapta instantaneamente a velocidade do seu veiculo procurando
atingir uma velocidade de equilibrio. Por outro lado, é correto supor que
um determinado periodo de tempo finito é necessario para ocorrer a reagao
do motorista. Por exemplo, a modelagem pode ser baseada na idéia de
que a velocidade v depende da densidade local que considera a adaptagao
retardada do motorista para as condigoes de trafego reais. Este tipo de
modelagem foi proposta por V. Coscia [11] em 2004, na qual a velocidade
com que o veiculo viaja é rapidamente ajustada conforme a variacao da
densidade local

vlp] = v(p(t — 7,2)), (4.2.13)

onde 7 é um parametro menor do que um que introduz a adaptacao retar-
dada do motorista diante das condigoes do trafego real. Considerando a
equacao fundamental

alol = alp(t — 7,2)) = po(p(t - 7,2)). (4.2.14)

em caso de um tempo de retardamento pequeno, a equacao da conservagao
da massa se transforma em

Op+d(p) Oup =70, <pv’(p)8tp) , (4.2.15)

onde

' (p) =v(p) + pv'(p). (4.2.16)

Em particular, a densidade p, para o caso de fluxo de trafego quase
uniforme, pode ser considerada como: p(t,z) = U +w(t, z) . Substituindo a
expressao anterior para p(t,z) em (4.2.16) e desconsiderando os termos de
segunda ordem em w obtemos,

Oyw + ¢ (U) Opw = 7UV' (U) Opsw , (4.2.17)

que apresenta solugdes sob a forma de w(t, z) = W e***%* com as constan-
tes W e k determinadas pelas condigoes de contorno e a taxa de crescimento
do pardmetro w depende do comprimento de onda da perturbacao, ou seja:

_ —ikg'(U)
1 —ikUv'(U)T

Por outro lado, para valores pequenos do pardmetro de retardamento T,
é possivel considerar a fungao w(7) como:

(4.2.18)



56 Os Modelos Hidrodinamicos de Primeira Ordem

w = —ikq' (U) + k*Uq (U)' (U)T, paraT < 1. (4.2.19)

Finalmente, o valor absoluto do comprimento de onda da perturbagao é
obtido como:

|w(t,z)| _ |W exp {Zk(l’ _ q/(U)t)}ekQUq'(U)v'(U)'rt| < |W| 6Ic2Uq’(U)7J'(U)7't7

(4.2.20)
com as quantidades k? e U sempre positivas. No entanto, considerando o
sinal do produto ¢'(U)v'(U), o termo v'(U) é sempre menor do que zero
e supondo a rela¢ao exponencial para o diagrama da velocidade (3.3.11), a
quantidade ¢'(U) = v(U)+U v'(U) é negativa quando U > Uppit, onde Uepit
é o valor da densidade para a qual o fluxo atinge o seu maximo. Entéo, no
caso de trafego pesado, o termo exponencial na Eq. (4.2.20) cresce para
grandes t. Como conseqiiéncia, os fluxos uniformes sao exponencialmente
instaveis, ou seja, pequenas perturbacoes na densidades com o aumento
no tempo, conduzirao provavelmente & instabilidades observadas no fluxo
congestionado, como as filas e os fendmenos "stop-and-go"

e 2. Equagao Funcional
(ii.a) Fechamento pelo diagrama de velocidade

Os modelos desenvolvidos na subsecao anterior sao baseados na su-
posi¢ao de que o motorista sente (localmente e instantineamente) a den-
sidade e adapta (localmente e instantdneamente) a velocidade do veiculo a
velocidade de equilibrio v, . Por outro lado, o motorista s6 podera "tentar"
alcancar a velocidade de equilibrio. Portanto, baseado neste fato e referindo-
se ao sistema (4.2.3), Bellomo e Bertotti [6] propuseram a seguinte expressao
para a equagao de evolugao para a velocidade:

f(lp]) = B (ve(p) —v) , (4.2.21)

onde ( refere-se a velocidade de adaptagao. O parametro 8 pode ser identi-
ficado analisando a transi¢cao do equilibrio para o fluxo instavel. Na verdade,
a identificagdo de 0 nao é uma tarefa simples devido as condig¢oes de fluxo
instavel, no entanto o fechamento da equagao de conservagao da massa, por
meio da equagao (4.2.21) simplifica a equacao de conservagdo de momento.

Ainda assim, como ja foi mencionado, outros modelos especificos podem
ser obtidos através do fechamento por diferentes expressoes da velocidade de
equilibrio v, , ou ainda por varias outras expressoes propostas no Capitulo
6.

(ii.b) Fechamento pelo tempo anterior
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Um problema interessante para a equacao de evolugao para a velocidade
consiste em supor que a velocidade com que os veiculos trafegam é adequada
a densidade de tempo anterior. Referindo as equagoes (4.2.13) e (4.2.21), o
seguinte modelo

fpl) = B (v[p] —v) , (4.2.22)

considera a adaptagao do motorista quanto a densidade do tempo anterior
sob as condicoes de trafego real.

4.3 Analise critica e novas perspectivas

Os modelos macroscopicos do fluxo de trafego de primeira ordem tém sido
discutidos neste capitulo, cuja equacao de conservagao da massa tem sido
fechada usando modelos fenomenolégicos que consideram a velocidade de
equilibrio observada experimentalmente. O retardamento do motorista para
alcancgar as condigoes de equilibrio estavel também é considerado e analiti-
camente representado. Um ponto chave para os modelos de primeira ordem
é apresentarem uma grande vantagem através de sua simplicidade de im-
plementagdo. Algumas das principais condi¢bes necessérias para um "bom
modelo" de primeira ordem ¢é (i) a possibilidade de descrever, pelo menos
qualitativamente, todas as caracteristicas conhecidas do fluxo de trafego
contendo apenas alguns parametros, intuitivos e faceis de serem medidos,
(ii) ser teoricamente consistente e, (iii) por tltimo, mas ndo menos impor-
tante, permitir uma rapida simulagao numérica.

Referindo-se & utilizagao da velocidade de equilibrio em modelos fenome-
nologicos, representando analiticamente os dados experimentais observados,
é importante salientar alguns problemas:

(a) Cada estrada esta associada aos pardmetros de qualidade. Isto significa

que diferentes condigoes de fluxo, por exemplo, diferentes regulamentagoes,
diferentes condi¢oes ambientais, etc, correspondem a valores diferentes para
estes pardmetros que influenciam os dados experimentais.

(b) N&o existe uma expressdo geral para representar a velocidade de equi-

librio. A anélise de varios dados experimentais identificaram que é impos-
sivel determinar uma representacao universal deterministica para a veloci-
dade de equilibrio.

(¢) O modelo de primeira ordem "correto" nao deve conter a velocidade de
equilibrio, mas sim descrevé-la como um resultado.

(d) Né&o existe um modelo de primeira ordem que conduz a velocidade de
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equilibrio, em vez disso, apresenta-a como uma hipotese. Esta é uma limi-
tagao intrinseca a estes modelos de primeira ordem.

Considerando os itens acima, o seguinte modelo é sugerido:

P < Perit : v=1,
p=Perit: v=1-0, Perit = B, B> 0. (4.3.23)
P> perit: v=1—p,

Resumindo a anéalise deste modelo (4.3.23) temos:

(a) O modelo contém apenas um parametro, onde 3 é um parametro rela-

cionado com as caracteristicas especificas da estrada e das condi¢bes ambi-
entais.

(b) O modelo néo é baseado no conceito da velocidade de equilibrio.

Pode-se observar que este modelo tem a grande vantagem de ser re-
lativamente simples, porém descreve qualitativamente o trafego, contendo
apenas um unico parametro. O simples diagrama da velocidade é ilustrado
na Fig. (4.2). Ainda assim, usando a equagéo fundamental (3.1.2) é possivel
encontrar o fluxo dado por

P <pPcrit: q=p,
p=perit: q=p1-0), Perit = 3, B>0, (4.3.24)
P> perit - q=p(l—p),

ilustrado pela Fig. (4.3).

(¢) O modelo descreve uma transigdo de fase correspondente a densidade

P = Perit , que separa o fluxo livre do fluxo congestionado.

Finalmente, a simplicidade deste modelo permite sua aplicagao imediata
em estradas com condigOes variaveis, apesar de nao representar as duas fases
do fluxo congestionado sugerido por Kerner [22].
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4.4 Exercicios Propostos

1. Ezercicio 1: Considere para a velocidade v[p] a Eq. (4.2.4). Substituindo-
a no sistema (4.2.2), deduza a expressao para a densidade p.
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2. Exercicio 2: Deduza a Eq. (4.2.12) que representa a equagao de
evolugao para o modelo de velocidade dada por (4.2.11).



Capitulo 5

Os Modelos Hidrodinamicos
de Segunda Ordem - (RM)

Este capitulo fornece uma descricao dos modelos de segunda ordem, que
sao compostos por duas equacodes de conservagao com base na analogia
com a dindmica de fluidos unidimensional. A primeira equagao expressa a
conservagao de massa, ao passo que a segunda equagao reproduz o equilibrio
do momento:

Op + 0x(pv) =0,
(5.0.1)
O +v0v = Qp,v],

onde p(t,z) € [0,1] é a densidade local, v(t,z) € [0,1] é a velocidade, e
@ define a aceleracao dos veiculos referidos no volume elementar. Uma
alternativa para o quadro acima é analisada mais adiante neste capitulo.

Também é importante ressaltar que as equagoes acima sao expressas em
termos das variaveis adimensionais definidas na se¢@o 3.1, correspondente
as variaveis reais t,, x,, p, v, . Geralmente, a literatura relata modelos
escritos em termos de varidveis dimensionais, entretanto a utilizacao de
quantidades adimensionais permite comparar os resultados dos modelos com
algumas caracteristicas comuns da dindmica do trafego.

Naturalmente, a solucao de problemas matematicos pode gerar valores
de p e v, que nao acontecem na realidade, ou seja, abaixo de zero ou
acima de 1 e neste caso, a validade do modelo precisa ser colocado em
discussao. De um modo geral, o sistema (5.0.1) precisa superar a dificuldade
técnica de modelagem da aceleracao @ que fecha a equagao do momento
por modelos fenomenolégicos os quais descrevem a aceleragao aplicada aos
veiculos dentro do volume elementar considerado.
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Geralmente, se expressa a aceleragao como funcao da velocidade de equi-
librio com o objetivo de se simplificar o modelo. No entanto, é muito im-
portante que nao se imponha um modelo fenomenologico para v.[p] quando
se faz a identificacdo da expressao do termo de aceleracdo Q. De fato,
existem poucas contribuigoes na literatura do desenvolvimento de modelos
cuja velocidade de equilibrio v.[p] é obtida como a solugao de um estado de
equilibrio.

Payne [35] parece ser o primeiro mateméatico a usar o sistema (5.0.1)
sugerindo uma "ordem superior" para as relagoes da estrutura de choques
de uma forma muito similar a teoria presente no livro de Whitham [40].

Payne [35] apresenta um modelo no qual a equagéo da aceleragio inclue
um termo de relaxamento da velocidade v para um determinado periodo
de tempo 7 proximo a velocidade de equilibrio para o seu equilibrio v.(p).
Este modelo é representado da seguinte formas:

Op+ 0x(pv) =0,

, ; AT e (5.0.2)
v+ v 00 = —pjlve(p)l P+ 7(ve(p) —v),

onde o termo de transporte v Jd,v, descreve a variagao da velocidade em de-
terminados locais da estrada devido a transferéncia cinematica dos veiculos.
O termo —(c1/p7)vl(p)| Orp, denominado de termo de antecipagio, con-
sidera a agao dos motoristas para com a condigao de transito a sua frente,
ou seja, descreve a resposta do motorista, (frenagem ou aumento de veloci-
dade) para a situagao frontal. O termo (v.(p) — v) /7, 0 qual é denominado
de termo de relaxzacdo descreve a tendéncia de aproximacao da velocidade
v com a velocidade de equilibrio v.(p) para determinadas densidades e 7
¢ o tempo caracteristico. As constantes ¢; e ¢co também estao presentes na
definicao das variaveis adimensionais.

Varias sugestoes de expressoes sao sugeridas para a velocidade de equi-
librio e varios métodos numeéricos sao propostos para resolvé-la. No entanto,
uma das desvantagens mais importantes no uso da equacao adicional para
a velocidade encontra-se na estabilidade da aproximagao linear da solugao
estacionaria uniforme de pequenas perturbagoes para todos os valores da
densidade. Uma anélise detalhada de dados empiricos, mostra, no entanto,
que para altos valores de densidade o movimento laminar do fluxo de trafego
torna-se instével, e pequenas perturbacoes levam ao movimento da onda
"stop-and-go".

Uma modificagao técnica no termo de antecipagao, destre outras, tem
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sido proposta por Phillips [36]

b b
O +v0Ov = —;lazpe + ?2 (ve(p) —v), with  9upe = pL(p) Owp

(5.0.3)
onde p, pode ser visto como a pressdo do trafego p.(p) = p0.(p) em termos
da variacao da velocidade de fluxo 6 e by, bo sao constantes apropriadas. Em
particular assume-se que 6 depende da densidade de fluxo, embora como
uma primeira aproximagao pode ser usada como uma constante, ou seja,
O (p) = bo.

No entanto, de acordo com Hauer et al. [21], o modelo acima mostra
resultados irreais para fortes mudancas de densidade, ou seja, das ondas
de choque. Para superar essa dificuldade, o termo de viscosidade, o qual é
semelhante ao termo que descreve a viscosidade nas equagoes da hidrodina-
mica classica é introduzido por Kiihne [28] na Eq. (5.0.3) como segue

O +v0v = —% Orpe + b2 (ve(p) —v) + pd2,v. (5.0.4)
T

A analise da estabilidade da solugdo estacionaria uniforme da Eq. (5.0.4)
mostra que, para valores de densidade superiores a um determinado valor
critico, a solugao torna-se instavel a pequenas perturbacoes no dominio da
estabilidade.

Em seguida, Kerner e Konhduser [23] usam p(p) = po/p (com py para
o coeficiente da viscosidade) com o objetivo de melhorar a compatibilidade
com o hidrodinamica classica de Navier Stokes. A anélise da estabilidade
da solucao estacionéria uniforme do modelo presente, de Kerner e Kon-
héuser, mostra que para valores limites da densidade, valores muito baixos
ou muito altos, o modelo é estavel e para os demais é instavel. Ainda assim,
computacionalmente, este modelo permite estudar o processo de formagao
e desenvolvimento de clusters.

Entretanto, todos os modelos acima mencionados mostram algumas con-
tradi¢coes quanto a sua capacidade de descrever o comportamento qualita-
tivo do fluxo de trafego. Por exemplo, determinados valores dos parametros
podem predizer densidades maiores do que a densidade méxima admissivel
correspondente & densidade bumper —to — bumper. Além disso, a forte nao-
uniformidade espacial nas condigoes iniciais pode ocasionar valores nega-
tivos para as velocidades. Finalmente, a principal desvantagem destes mo-
delos é que eles ndo sdo capazes de explicar as diferencas essenciais entre
trafego e fluidos, ou seja:

(1) Uma particula do fluido responde a estimulos frontais, laterais e de tras,
entretanto os motoristas somente reagem ao que acontece na frente deles.
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(2) A densidade e a velocidade devem permanecer nao-negativas e limitadas.
(3) A largura de um choque de trafego abrange apenas alguns veiculos.

(4) Ao contrario das moléculas, os veiculos devem ser modelados como
particulas ativas considerando que as suas propriedades mecanicas devem
ser integradas, ou seja, o comportamento do motorista (agressivo, timido,
etc) deve ser considerado.

Os pontos abordados acima quanto aos modelos de segunda ordem sao
analisados no artigo de Daganzo [13], no qual é salientado que os modelos
disponiveis na literatura nao levam em conta a heterogeneidade natural
entre as moléculas e os veiculos. Entao, como uma resposta as criticas de
Daganzo, Aw e Rascle [2] corrigiram o modelo de Payne. Na realidade,
depois do artigo de Daganzo [13], que essencialmente conclui a rejeicao dos
modelos de segunda ordem, A. Aw e M. Rascle [2] proporam uma simples
modificagao nos modelos de segunda ordem para resolver imediatamente
todas as incoeréncias obvias citadas por Daganzo. Este modelo satisfaz
o principio de que o veiculo é uma particula anisotrépica que responde a
estimulos frontais. Nao levando em conta a difusao e a relaxagao, o modelo
aproximado é representado por:

atp + am(pv) = 07
(5.0.5)
Ot (v+p(p)) +v0 (v+p(p)) = 0,

onde p € a densidade, v é a velocidade e p a pseudo-pressao como fungao
do aumento da densidade inspirada na dindmica de gases. Por exemplo,
p(p) = p7, para v > 0.

Este sistema (5.0.5) pode ser escrito de formas diferentes, conservativas
e nao-conservativas dependendo da representacao dos problemas fisicos. No
entanto, este modelo nao é bem posicionado para a regiao perto do vacuo, ou
seja, este modelo deveria ter a propriedade de que uma pequena perturbacgao
nos dados iniciais deveria produzir apenas uma pequena perturbagao na
solugao, e isto nao ocorre quando a densidade é préoxima de zero. Este fato
se destina a reproduzir as instabilidades que podem aparecer nas situagoes
reais de trafego quando a densidade é muito baixa. Isto representa uma
dificuldade do ponto de vista matematico.

Novas abordagens foram geradas de forma a contornar este problema.
Por exemplo, Goatin [17] desenvolve um modelo que faz a andlise quali-
tativa além das simulagoes mostrarem as transicoes de fase previstas por
Kerner e Colombo em [10] propoe um modelo que considera uma densidade
maxima na estrada, tal que abaixo desta densidade nenhum veiculo pode
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parar, enquanto que quando a densidade maxima for atingida tem-se a ca-
racteristica da fila. Temos também outros modelos, por exemplo de Delitala
e Rascle [14], baseado no modelo de Aw e Rascle [2], que descreve a for-
macao dos engarrafamentos ou clusters considerando adimensionalmente a
seguinte expressao para a pseudo-pressao

(o) = <1pp)7, com >0, (5.0.6)

diferente do modelo original [2], que quando p (p) tendia ao infinito a den-
sidade p tendia para a densidade méaxima representando uma idealizacao
da realidade. Esta modificacdo em p (p) apenas afeta as situagoes de con-
gestionamento, a modelagem das situagoes de nao-congestionamento per-
manece inalterada, ou seja, quando p é baixa, p(p) ~ p7 é descrito como
no modelo de Aw e Rascle.

Outros modelos geram varias perspectivas incluindo o caso da analise
em auto-estradas, que pode ser visto como uma extensao dos modelos para
pista tnica.

5.1 AnaAlise critica e perspectivas

O contetido das segoes precedentes deste capitulo, apresenta uma grande
variedade de modelos derivados na escala macroscopica para representar os
fenomenos do fluxo de trafego. A modelagem dos fendémenos de trafego
ainda nao atingiram um nivel satisfatorio quanto a descrigao real, sendo
assim, encerraremos este capitulo com uma analise critica e apresentacao
de novas perspectivas de pesquisas.

5.1.1 Dos Modelos Matematicos & Realidade Fisica

Tradicionalmente, espera-se que os modelos mateméticos reproduzam ex-
perimentos em um nivel qualitativo. Na realidade, esperamos que um bom
modelo reproduza dados empiricos para uma variedade de experiéncias rela-
cionadas a situagoes fisicas diferentes.

Além disso, considerando que o fenémeno do trafego refere-se a com-
portamentos coletivos, geralmente baseados nas interagoes microscopicas,
¢ importante que um modelo tenha a capacidade de reproduzir comporta-
mentos coletivos emergentes da dindmica individual de um veiculo.

De uma forma geral, os objetivos descritos acima podem ser enfatiza-
dos tanto por modelos tipo macroscopicos quanto cinéticos. Infelizmente,
a maior parte dos modelos incluem parametros cujos valores sao calculados
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por dados experimentais. Em outras palavras, o modelo deve satisfazer as
condigoes experimentais e recentemente alguns modelos propostos apresen-
tam a capacidade de descrever as condigoes de fluxo constante, simplesmente
através de uma modelagem detalhada da dindmica a nivel microscopico.

Em detalhes, podemos citar o modelo macroscopico de segunda ordem
de Degond e Delitala [15], onde o fechamento da equagdo do momento leva
em conta o modelo da pseudo-pressao que introduz o comportamento do
motorista além de considerar uma distancia de seguranca. Consideragoes
parecidas aparecem no trabalho de Delitala e Tosin [16], na escala cinética,
que introduziram uma modelagem da dindmica a nivel individual com base
na interacao entre os veiculos, dependendo da densidade e da qualidade da
estrada. Com éxito, estes dois modelos tém a capacidade de descrever as
transi¢oes de fase analisados em secao anterior. Este resultado espetacu-
lar tem motivado outros estudos de forma a identificar os parametros dos
modelos, além de descrever uma variedade de comportamentos emergentes,
tais como a fila e formagoes de vacuo, ou interagoes entre grupos de veiculos
mais rapidos com veiculos mais lentos.

Modelos em diferentes escalas devem fornecer resultados analogos. Por
outro lado, a diferenga substancial entre os modelos é que, os modelos
macroscopicos sao menos complexos do que os cinéticos e fornecem uma
resposta imediata quanto a descri¢cao microscopica das quantidades envolvi-
das. Entretanto na teoria cinética é mais simples se considerar o compor-
tamento do motorista como uma particula ativa. Sendo assim, o estudo do
trafego ainda oferece muitas perspectivas de pesquisa quanto a utilizagao
das escalas e a validacao dos modelos através de dados experimentais.

5.2 Exercicios Propostos

1. Ezercicio 1: Deduza a Eq. (5.0.3) proposta por Phillips [36].
2. Ezercicio 2: Deduza a Eq. (5.0.4) introduzida por Kiihne [28].

3. Exercicio 3: Trace o grafico da pseudo-pressdo p(p) dado pela ex-
pressao (5.0.6) para diversos valores de . Quais as conclusdes quanto
a influéncia deste parametro?



Capitulo 6

Representacao Cinética ou
Mesoscopica

Na teoria cinética dos gases o estado do sistema é identificado pela posigao e
velocidade das particulas que constituem o gés. Quanto ao trafego de veicu-
los, na representagao cinética, o estado do sistema é identificado pela posi¢ao
e pela velocidade dos veiculos, entretanto esta identificagao nao refere-se
ao veiculo de uma forma individual, mas sim a uma distribuicao apropri-
ada de probabilidade sobre o estado microscopico considerado como uma
variavel aleatdria. Os modelos matematicos referentes a esta escala descre-
vem a evolugao da fungao de distribuigao por equagoes integro-diferenciais
com a estrutura similar a equacao de Boltzmann, denominada equagao
tipo-Boltzmann. Em geral todas as escalas, microscopica, macroscopica
e cinética, estdo tecnicamente relacionadas, (i) os modelos microscopicos
contribuem para a descrigao mateméatica das interacoes entre os veiculos
utilizados na teoria cinética; (ii) os modelos macroscopicos também estao
relacionados com as equagoes dos modelos assintoticos aplicados as equagoes
cinéticas.

Neste capitulo, iniciaremos com uma breve nogao dos fundamentos da
teoria cinética dos gases, tais como "espaco de fase", "funcao de distribuicao",
etc. De uma maneira semelhante utilizaremos estes fundamentos no trafego
de veiculos. A equacgao tipo-Boltzmann sera deduzida para o caso de uma
interacao binaria de veiculos pontuais no espago de fase, com velocidades di-
ferentes, presentes em uma estrada, com base em algumas hipoteses. Ainda,
a partir da fungao de distribuigao definiremos os campos bésicos para o
trafego de veiculos, ou seja, a densidade e a velocidade média. Para fi-
nalizar teremos as equacoes macroscopicas, ou seja, o balanco de massa e
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de momento, presentes nos capitulos da descrigao macroscopica nos modelos
de primeira e segunda ordem, a partir da equacao tipo-Boltzmann.

6.1 Fundamentos da Teoria Cinética dos gases

Inicialmente, consideremos um gas monoatémico de N particulas que esta
contido em um recipiente de volume V. Podemos especificar uma particula
através de um ponto no espago de seis dimensoes determinado por trés
coordenadas de posigdo x = (x1,x2,x3) e trés coordenadas de velocidade
v = (v1, 2, v3).

Neste espaco considerado o sistema de N particulas seré descrito por N
pontos com coordenadas (q,v,) com a = 1,2,...N. Este espaco hexa-
dimensional seréd denominado de espago de fase pu.

O estado do gas no espago de fase pu é caracterizado por uma fungao
de distribuicao f(x,v,t), tal que

f(X, v, t) dxdv = f(X, v, t)dIl dllfg dxg d’U1 d’UQ dv3 (611)

nos fornece o numero de particulas que, no tempo ¢, encontram-se no ele-
mento de volume entre x e x + dx e com velocidades v e v + dv.
Denotaremos o elemento de volume no espago de fase no instante de
tempo t por
du(t) = dxdv. (6.1.2)

O numero de particulas que estao neste elemento de volume no instante
de tempo t é

N(t) = f(x,v,t) du(t). (6.1.3)

No instante de tempo t + At o elemento no espago de fase sera denotado
por du(t + At) e o namero de particulas neste elemento ¢ dado por

N(t+ At) = f(x + Ax, v + Av, t + At) du(t + At). (6.1.4)

As colisoes alteram a densidade do namero de particulas que estdao no
elemento de volume dxdv, fazendo com que certas particulas deixem este
elemento de volume, enquanto que outras, provenientes de outros elementos
de volume, entrem no mesmo. Apenas se nao houvesse colisdes entre as
particulas, N(t) seria igual a N (¢t + At). Entao poderemos calcular a quan-
tidade AAJX , a qual representa a variacao do namero de particulas em relagao
ao tempo, que envolvera derivada temporal, espacial e das velocidades da

funcao de distribuicdo f(x,v,t).
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Entao consideremos que as particulas do gas estao sujeitas a uma forga
externa F(x,v,t) especifica. A relacdo entre du(t + At) e du(t) é dada pelo
Jacobiano de transformacgao

dp(t + At) = |T]du(t),

onde
J_ O(x1(t + At) + zo(t + At), ..., v3(t + At))
8(x1(t),x2(t),...,v3(t)) -
Tendo que

considerando até os termos lineares em At, poderemos escrever o Jacobiano
como sendo
OF;

J~1
+8vi

At + O[(At)?]. (6.1.5)

Entao concluimos que

oF,

90: At) du(t).

du(t + At) = (1 +

Por outro lado expandindo a série de Taylor f(x + Ax,v + Av,t + At)
em torno do ponto (x,v,t) e considerando somente termos lineares em At
temos

f(x+ Ax, v+ Av,t + At)

af of of
~ Az, Av; + —A
Joo v t) & A A+ G AL
onde
Al‘i = ’UiAt, Avi = FiAt.

De forma que é possivel calcular o valor de AN dado por:

OF, of of of
o A G S FAL -+ AL (), (6.1.6)

ANz[f

e dividindo a expressao acima por At vem

AN _[of  Oof | OfF
Tt - |:8t + 6$ivl + 81)1' :| dﬂ(t)
AN

Para determinar <3 sao consideradas quatro hipotese:
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1. Para um gés rarefeito somente as interagoes entre os pares de particu-
las (colisdes binarias) sdo levadas em consideragdo, pois a probabili-

dade de ocorrer colisdes ternérias ou quaternarias é muito pequena
em relagao as colisoes binarias.

2. As forgas externas durante a colisao podem ser desprezadas, isto é,
o efeito das forcas externas sobre as particulas durante a colisao é
pequeno em comparacio com as forcas que agem entre as particulas.

3. Nao existe correlacao entre a posicao e a velocidade das particulas.
Esta suposicao é conhecida como a suposi¢ao do caos molecular.

4. A variacao da fun¢ao de distribui¢ao nao é grande durante o intervalo
de tempo de duragao de uma colisao mas somente durante o tempo
entre as colisoes.

Consideremos duas particulas do gés cujas velocidades assintoticas pré-
colisionais sao denotadas por v e v; e as velocidades pés-colisionais por v’
evy.

Assim o volume do cilindro, chamado cilindro de colisdo, no intervalo de
tempo At serd dado pelo produto da area da base bdbde pela altura gAt,
onde o movimento relativo é caracterizado pelo parametro de impacto b e
pelo angulo azimutal e. Podemos entao dizer que, no intervalo de tempo At,
todas as particulas com velocidades entre vi e vy + dvi que se encontram
no cilindro de colisao, irao colidir com as particulas com velocidades entre
v e v + dv localizadas no elemento de volume dx em torno do ponto O.
O numero de particulas com velocidade entre vy e vy + dvy no cilindro de
colisao é dado por

f(x,v1,t)dvy g Atbdbde.

Estas particulas irao colidir com todas as particulas com velocidades entre
v e v+ dv e que se encontram no elemento de volume dx em torno de O,
isto &,

f(x, v, t)dxdv.

Logo vamos querer a variagao com o tempo para uma orientagao € e para um
determinado valor de b, onde para isto teremos que integrar sobre todos os
valores do parametro de impacto b com variagao de 0 a +00, sobre o angulo
azimutal € variando de 0 a 27 e sobre todas as componentes da velocidade
vi de —o0 a +00 teremos

(AA]:) = /f(X, vi,t) f(x,v,t)gbdbdedvidu(t). (6.1.7)
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Na equagao anterior representamos somente por um simbolo de inte-
gragao todas as cinco integrais descritas anteriormente, onde (%)— de-
nota a saida das particulas, que estavam com velocidade v do elemento de
volume dpu(t).

Porém héa colisoes que criam pontos com velocidade v no elemento de
volume dxdv. Logo a densidade do ntimero total de colisoes por intervalo
de tempo At, que cria pontos no espago de fase p com velocidade v no

elemento de volume dxdv, é expressa como

AN\
) = f(x,v'1,t) f(x,v’,t)g bdbde dvydu(t). (6.1.8)

Com base nos resultados (6.1.7) e (6.1.8) temos que AN é representada
pela diferenca entre as particulas ganhas e perdidas no elemento de volume
du(t), o que resulta

of of  OfF;

- . — rel
5 g T D /(flf £1f) gbdbdedvy, (6.1.9)

que é denominada de equagao de Boltzmann. Na Eq. (6.1.9) foram intro-
duzidas abreviagoes para fi, f’, f1 e f representadas por f] = f(x,Vv’1,t),
= f(x,v,t), f1 = f(x,v1,t), f = f(x,v,t), respectivamente.

Esta Eq. (6.1.9), é uma equagao integro-diferencial nao linear para a
fungao de distribuicao f. Observemos que a mesma foi deduzida para o
caso de gases monoatdomicos e em muitos casos F nao depende de v, como
por exemplo o caso da forga de atragdo gravitacional e neste caso (6.1.9) se
reduz a

of of of

_— . ) — Tl
ot s T Fig /(flf F1f) gbdbde dvy, (6.1.10)

6.1.1 Equacao tipo-Boltzmann

E possivel fazer uma analogia entre o gas monoatoémico constituido de N
particulas, considerado anteriormente, com os veiculos presentes na estrada,
ou seja, as particulas seriam os veiculos, entretanto em um espago bidimen-
sional e nao tridimensional, como considerado acima. Desta forma, este
espago bidimensional, no caso dos veiculos, serd denominado de espaco de
fase denotado por u.

Entao, objetivamente o estado de um veiculo em uma estrada é especi-
ficado instantaneamente através de sua posi¢ao x e sua velocidade v por
meio de um ponto em um espaco bidimensional chamado de espaco de fase
(& para um sistema constituido por N veiculos com coordenadas (z,v).
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O estado do automédvel no espaco de fase u é caracterizado por uma
funcao de distribuigao tal que

f(z,v,t) dxdv

nos dé o ntimero de veiculos que, no tempo ¢, encontram-se no elemento de
area entre x e x + dz e com velocidades entre v e v + dv.
Denotando a area no espaco de fase no instante ¢ por

du(t) = dzdv, (6.1.11)

o numero de veiculos que estao neste elemento de area no instante de tempo
t é representado de forma similar a Eq. (6.1.3), ou seja

N(t) = f(z,v,t)du(t). (6.1.12)

No instante de tempo ¢+ At o elemento no espaco de fase sera denotado
por du(t + At) e o namero de veiculos neste elemento ¢ dado por

N(t+ At) = f(x + Az, v+ Av, t + At) du(t + At) (6.1.13)

Se nao houvesse interagoes entre os veiculos, N(t) seria igual a N(t + At),
porém as interagoes entre os veiculos ocasionam uma variagdo em suas ve-
locidades e conseqlientemente uma mudanca no ntmero de veiculos que
encontram-se no elemento de area do espaco.

Como existem interacoes, a diferenca entre o ntimero de veiculos passa
a ser representado por

AN N(t+ At) — N(t)
flz+ Az, v+ Av,t + At) du(t + At) — f(x,v,t) du(t).
(6.1.14)
Consideremos que os veiculos estao sujeitos a uma forga externa F'(z, v, t)
especifica que denota a aceleracdo do veiculo, entao durante o intervalo
de tempo At um veiculo avanca uma distancia Ax = vAt sofrendo uma
variagao na velocidade de Av = FAt e no instante de tempo ¢ + At tem-se

a posi¢io r + Az e a velocidade v + Av, que podem ser reescritas como:

x(t + At) = z(t) + vAt, v(t + At) = v(t) + FAt. (6.1.15)

Assim a relagdo entre du(t+ At) e du(t) é dada através do Jacobiano de
transformacao |J|
du(t+ At) = |J|dp(t), (6.1.16)
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onde considerando até os termos lineares em At obtemos

F
J~1+ %At (6.1.17)
Entao concluimos que
OF
du(t+At) =1+ a—At du(t). (6.1.18)
v

Por outro lado expandindo a série de Taylor f(z + Az, v + Av,t + At)
em torno do ponto (x,v,t) e considerando somente termos lineares em At
temos

flz+ Az, v+ Av,t + At)

af 8f 5‘f
~ f(z,v,t) + a—A ¢+ S Avt o —At, (6.1.19)
onde
Az = vAt Av = FAt.

Assim, AN resulta como sendo

AN = N(t+ At) — N(t) = {f(x,v,t) ng —|—Zf

—i—({;{At} (1 + (?;ZAQ du(t) — f(z,v,t) du(t),  (6.1.20)

e estamos aptos a calcular o valor de AN dado por

of vAt + fFAt+ of

AN ~ {fAt—ka 5 5

At] dp(t), (6.1.21)

e dividindo a expressao acima por At vem

%’ ~ [8f o, 4 afF} du(t), (6.1.22)

at Oz v
isto é, temos a variagao do niamero de veiculos em relagao ao tempo que en-
volve derivada temporal, espacial e das velocidades da funcao de distribuigao
f(:I:7 U? t)' AN

A Eq. (6.1.22), ou seja, o termo Atdp() representa o termo de interagao
entre os veiculos.

A quantldade s6 serd nula para o caso em que nao existirem intera-
¢oes entre os velculos Quando consideramos a interagao entre dois veiculos
de velocidades diferentes, podera ou nao ocorrer a ultrapassagem. Entao as
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interagoes s6 existem quando nao hé possibilidade de ultrapassagem, que
devera depender das condigoes de fluxo e de parametros fenomenolbgicos,
tais como a qualidade da estrada, condicoes climaticas, etc.

Portanto iremos determinar AN com base em quatro hipoteses seme-
lhantes as consideradas anteriormente:

1.

Somente as interagoes entre os pares de veiculos serao levadas em
consideragao, ou seja, interagoes binérias.

As forcas externas durante a interagdo podem ser desprezadas, isto
é, o efeito das forcas externas sobre os veiculos durante a interagao é
pequeno em comparacao com as forgas que agem entre os veiculos.

Nao existe correlagao entre a posicao e a velocidade dos veiculos. Esta
suposi¢ao na teoria cinética dos gases é conhecida como a suposicao
do caos molecular.

A variagao da funcao de distribui¢ao nao é grande durante o intervalo
de tempo de duragao de uma interagao mas somente durante o tempo
entre as interagoes.

e mais trés hipoteses descritas abaixo:

1. Os veiculos serao considerados como particulas pontuais, embora os

veiculos sofram somente estimulos frontais.

Se a interag@o ocorrer entre um veiculo mais lento com um mais rapido,
algumas situacoes podem ser descritas abaixo:

(i) a velocidade do veiculo mais lento nao sera afetada pela intera-
¢ao com o veiculo mais rapido mesmo que ocorra a ultrapassagem do
veiculo mais rapido;

(ii) o processo de desaceleracao do veiculo mais rapido é instantaneo;

1 — p representa a probabilidade de ultrapassagem com 0 < p < 1.
A principio, a probabilidade de ultrapassagem pode ser considerada
como fungao da densidade da estrada, ou seja, quanto maior for a den-
sidade de veiculos na estrada menor ser& a probabilidade de ocorrer
a ultrapassagem. Entretanto devemos lembrar que poderemos consi-
derar outras influéncias sob esta probabilidade de ultrapassagem, tais
como a qualidade da estrada, situagoes climaticas, etc.

Consideremos dois veiculos cujas velocidades assintoticas pré-interagao
sao denotadas por v e vy e as velocidades pos-interagio por v’ e v}. Podere-
mos considerar que a interagao ocorre dentro de uma area, chamada de area
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de interagao. Supondo que os veiculos sao pontuais, duas situagoes podem
ocorrer: a densidade do nimero total de interacoes por intervalo de tempo
At podera criar pontos no espaco de fase ;1 com velocidade v no elemento de

4rea dx dv, denotada por (%) +, ou poderemos ter a saida dos veiculos que
estavam com velocidade v do elemento de area du(t), denotado por (%) .

Para determinar AN que é representada pela diferenca entre as particu-
las ganhas e perdidas no elemento de area du(t), iremos considerar o caso
em que um veiculo em especial interage com os demais veiculos presentes
na estrada. Entao consideremos um veiculo na estrada na posi¢cao x com
velocidade v interagindo com um veiculo de velocidade v; que se encontra
atras do veiculo com velocidade v. Poderemos ter duas possibilidades: (i)
se v — v; > 0 o veiculo da frente estard mais rapido e o veiculo de tras
poderé permanecer com a mesma velocidade, diminuir ou acelerar, depen-
dendo das condigoes de fluxo; (ii) se v1 —v > 0 e vy esta contido no inter-
valo [v1,v1 + dvy], o veiculo da frente estara mais lento e o veiculo de tras
podera ultrapassar ou reduzir a sua velocidade, dependendo das condigoes
de fluxo. Nao consideraremos o caso em que o veiculo mais rapido (de
tras) podera permanecer com a sua velocidade, pois neste caso haveria uma
colisdo entre os veiculos, o que nao é considerado na nossa analise. Ao se
considerar o fato da ndo ultrapassagem, temos que a probabilidade de in-
teracao entre dois veiculos deve ser multiplicada pela probabilidade de nao
ultrapassagem, de forma que o fluxo de veiculos visto por um observador
no referencial do veiculo mais lento, de posigao x e velocidade v, é dado por
(1 - p)(’Ul - ’U)f(fE, Ulvt)f(x7vvt)'

Baseando-se neste termo, o fluxo de veiculos com velocidade v é obtido
integrando este ultimo sobre todas as velocidades vy > v, ou seja

/Ovlu )01, 6) f( 0, ) (01 — v)do, (6.1.23)

<AA],5V> - flx,v1,t) /0“1(1 —p)f(z,v,t)(vy — v)dv, (6.1.24)

denota a saida dos veiculos do elemento de area de du(t).

Para obtermos a expressao para a densidade total de interagoes por
intervalo de tempo At que cria pontos no espago de fase i, consideraremos
a mesma situagao anterior, porém o veiculo da frente com velocidade vy, tal
que v > v; e com v fora do intervalo [v1, v1 + dvq],

+ (oo}
(AAJD :f(x’vht)/ (1 =p)f(z,v,t)(v = v1)dv. (6.1.25)

vy
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Com base nos resultados (6.1.24),(6.1.25) e (6.1.22) temos que AN é re-
presentada pela diferenca entre as particulas ganhas e perdidas no elemento
de area du(t), o que resulta

of | OF  OIF

ot Yoz T ou

= f(z,v1,1) /000(1 —p)f(z,v,t)(v—v1)dv. (6.1.26)

Esta equagao, conhecida como equacao tipo-Boltzmann, governa a evo-
lugao espago-temporal da funcao de distribuicao de velocidades. Esta Eq.
(6.1.26), é uma equagao integro-diferencial nao linear para a func¢ao de dis-
tribuicao f. Observemos que a mesma foi deduzida para o caso dos veiculos
serem considerados como particulas pontuais, se deslocando na mesma di-
recao e no mesmo sentido de uma estrada de uma tunica pista, na qual
as entradas e saidas de veiculos da mesma sao desconsideradas, ou seja, a
densidade total do nimero de veiculos na estrada é constante.

6.2 Os Momentos da Fungao de Distribuigao

Na teoria cinética as quantidades que caracterizam o estado macroscopico
de um gés sao definidas a partir da fungao de distribuigdo f(x,v,t). Vamos
considerar como campos basicos os campos definidos pelos momentos da
fungao de distribuigao.

A primeira propriedade de uma particula é a massa cuja integral do
produto da massa da particula pela funcao de distribuigao integrada sobre
todas as velocidades nos fornece a massa por unidade de volume, isto &, a
densidade

p(x,t) = /mf(x,v,t)dv. (6.2.27)

A cada particula de massa m associamos uma velocidade onde a integral do
produto da massa pela velocidade da particula e pela fungao de distribuicao
integrada sobre todas as velocidades nos fornece a densidade do momento
linear,

pui(x,t) = /mvif(x,v, t)dv, (6.2.28)

sendo v; a velocidade de uma particula e u; a velocidade do gas. Ainda
podemos ter a densidade de energia total representada por

pe(x,t) :/%mv2 f(x,v,t)dv, (6.2.29)

pois %va é a energia cinética de uma particula. € representa a energia

interna especifica. Portanto com base nas quantidades microscopicas m,



Os Momentos da Funcgao de Distribui¢ao 7

mu; e %va definiu-se a densidade de massa p, a densidade de momento

linear pu; e a densidade de energia pe através das equagoes (6.2.27), (6.2.28)
e (6.2.29), respectivamente. Com o uso destas equagdes é possivel obter as
equacoes de balanco de massa, momento linear e energia a partir da equagao
de Transporte [26].

No caso de veiculos, o estado macroscopico sera definido a partir da
funcao de distribuigao f(z,v,t) onde as quantidades macroscopicas definidas
pelos momentos da funcéo de distribuigao sao:

(i) a densidade de veiculos

p(z,t) = /O " v, t)do, (6.2.30)
(ii) o fluxo de veiculos
o, t) = /OOO v (2, v, £)dv, (6.2.31)
(iii) a energia
E(z,t) = /OOO V2 f(z,v,t)dv. (6.2.32)

Através das relagoes acima, (6.2.30) e (6.2.31), é possivel calcular a ex-
pressao para a velocidade média dos veiculos, representada por:

alo,t) _ S S, t)dv
p(z,t) [ vf(z, v t)do
Portanto, integrando a equagdo tipo-Boltzmann (6.1.26) sobre todos

os valores da velocidade dos veiculos, podemos obter a equagao da con-
tinuidade, que através do uso das equagdes (6.2.30) e (6.2.31) é dada por

u(z,t) = (6.2.33)

dp  Oq

— 4+ —=0. 6.2.34

o " ou (6.2:34)
ou com o uso da Eq. (6.2.34)

Op  Opu

— 4+ — =0. 2.

2 + o 0 (6.2.35)

Da mesma forma a equacao do momento poderé ser obtida apds a integracao
da equagdo tipo-Boltzmann (6.1.26) multiplicada por v e integrada sobre
todos os valores das velocidades dos veiculos.

Portanto através da equagao tipo-Boltzmann é possivel obter as equacoes
de conservagao que descrevem os modelos de primeira e segunda ordem
desenvolvidos nos capitulos referentes a descricdo macroscopica do trafego
de veiculos.
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Representacao Cinética ou Mesoscopica

6.3 Exercicios Propostos

1.
2.

Ezercicio 1: Obtenha a expressao para o Jacobiano dado por (6.1.5).

Ezercicio 2: Considere a expansao em série de Taylor de f(x+Ax, v+
Av,t+ At) e encontre o valor de AN dado por (6.1.6)

Ezercicio 3: Deduza a Eq. (6.1.8) para (%)Jr.
Ezercicio 4: Obtenha a expressao para o Jacobiano dado por (6.1.17).

Ezxercicio 5: Deduza a Eq. (6.2.35) que representa a equacdo da
conservagao do namero de veiculos na estrada.
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