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Prodlogo

Deduzir relagoes em espagos — métricos, normados, topoldgicos — compostos
de fungoes numéricas, ou mesmo a valores vetoriais, este o cerne da area
matematica englobada pelo titulo de Anélise Funcional. O principal obje-
tivo de tais relagoes originalmente era a aplicacao a problemas na teoria das
equagoes diferenciais. Olhar as fungoes de um determinado conjunto como
formando pontos de um espago com propriedades semelhantes as da reta,
do plano ou do espaco fisico tridimensional foi o importante salto para es-
truturar o Calculo das Variagoes. Sé bem mais tarde foi iniciado o emprego
da AF no contexto dos métodos numéricos: quando comecou a tomar corpo
uma teoria mais estruturada, por se configurar a necessidade de empregar
mais substancia do que o mero “fazendo a malha tender a zero” a fim de
garantir a convergéncia de esquemas computacionais.

Uma visao superficial comumente explica as possibilidades da Computagao
Cientifica no seu atual estdgio apenas como uma consequéncia do avango
dos equipamentos computacionais desenvolvidos a partir do final da segunda
guerra. Tal avaliagao despreza um ponto fundamental: resultados computa-
cionais apenas podem ser considerados significativos, ter significado real, a
medida que possam exibir um respaldo teérico, garantindo o nivel dos erros
embutidos. E a obtencao dessas estimativas de erro se fez mais rapidamente
— em alguns casos, somente se consegue — ao se lancar mao do poderoso su-
porte de ferramentas da Andlise Funcional.

O objetivo do presente texto é ilustrar algumas das interagoes entre a Andlise
Funcional e o carro-chefe da Computacao Cientifica, a Andlise Numérica,
se bem que atualmente ndo se possa mais separar a segunda Andlise da
primeira. Os exemplos escolhidos tém, evidentemente, certo viés dos au-
tores, nao estando de forma alguma implicita a afirmagao de que a im-
portancia desses supera a de muitos outros, nao incluidos. Talvez até a es-
colha se justifique didaticamente, por exibirem maior simplicidade. Existe
porém um elo entre eles: cada capitulo visa ou enfatizar um determinado
ponto ou apresentar uma abordagem distinta para um tépico que, na nossa
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visao, é mal compreendido ou equivocadamente apresentado.

No Capitulo I se aponta uma fonte de erro encontrada justamente ao se
buscar uma condicao “desejdvel”, a da estabilidade incondicional em algo-
ritmos numéricos para a solugao de equagoes diferenciais. O Capitulo II, ao
mesmo tempo em que apresenta uma consequéncia de um fato basico — a
equivaléncia entre normas nos espagos de dimensao finita — chama a atengao
para que, na analise de métodos computacionais, pode ser necessario cami-
nhar no sentido aparentemente menos natural, de uma topologia mais fina
para uma menos fina, o truque de Nitsche auxiliando nesse trajeto.

No terceiro capitulo enfatiza-se nao ser apenas a precisao o que se espera
de um esquema numérico, sendo também indispenséveis certas informacoes
qualitativas. A técnica de truncamento! ai exposta as vezes contorna a in-
existéncia da propriedade de preservar limitagoes.

No capitulo seguinte discutem-se os problemas inversos, a sua tradicional
instabilidade, a técnica de Tykhonov para contorna-la, observando-se final-
mente que também existem fendmenos em cujos modelos a estabilidade pode
ocorrer.

O quinto capitulo mostra como um exemplo — antes, um contraexemplo
— pode ter diferentes interpretagoes quando usado no contexto tedrico ou
numérico, tendo em vista que nesse dltimo os vinculos de situagoes reais,
praticas, podem alterar a interpretagao dos dados, ou antes, das consequén-
cias destes.

Os operadores pseudo-diferenciais sao o objetivo do capitulo VI, ilustrando
como um conceito aparentemente destinado & pura generalizagao tedrica
pode vir a se tornar um instrumento indispensavel em aplicagdes praticas.
A discussao no tdltimo capitulo mostra um outro tépico que a primeira vista
parece mostrar apenas uma indiossincrasia matemaética, a curva de Hilbert.
Longe de ser um mero exercicio de generalizagao, mostramos como este e-
xemplo apresenta uma aplicagao poderosa.

Na direcao do contetido das presentes notas, tem-se de no minimo citar o
livro pioneiro — e cldssico — de Lothar Collatz [13] e, em lingua portuguesa,
com o mesmo espirito voltado para aplicagoes, o texto [37]. Também es-
crito visando a utilizagdo “fora” da prépria AF, e muito mais abrangente,
é [48]. Tanto [50] quanto [55] contém bem mais do que os tépicos explicitos
de AF aqui mencionados, ambos em portugués e com um tratamento bem
completo.

Rio de Janeiro e Belo Horizonte, 30 de abril de 2010

Lchopp-off



Capitulo 1

Equivaléncia de Lax
e falsa convergéncia

1.1 Introducao

Uma anélise superficial da heuristica para a simulacao de equacoes dife-
renciais por meio de algum método de discretizacao pode sugerir: basta
a malha utilizada pelo esquema numérico ser suficientemente fina para se
poder garantir que ele gera aproximagoes satisfatorias. Mas isto pode nao
ocorrer, havendo casos em que malhas mais grosseiras conduzem a solugoes
numéricas mais precisas, seu refinamento levando a deterioragao dos resul-
tados. Este fato passou a ser compreendido a partir de um teorema seminal
no estudo de aproximagoes numeéricas das equacoes diferenciais parciais —
edp’s — deduzido por Courant, Friedrichs e Lewy em [15], onde foi intro-
duzida a chamada condigdo CFL, cf. [23], pp.160-ff.

No contexto de edp’s lineares a pega que resume a teoria das aproxima-
¢oes numéricas foi condensada no

Teorema da Equivaléncia de Lax: Um esquema numérico para
um problema misto bem-posto associado a uma edp linear, sendo
compativel, serd convergente se e s6 se for estavel.

Das trés condigoes que figuram nesse teorema, claro que o interesse central
repousa na convergéncia, aparentando as outras duas serem meros instru-
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mentos técnicos. Vamos entao justificd-las, esclarecendo o papel que desem-
penham.

1.2 Compatibilidade (ou consisténcia)

Tradicionalmente, nossa literatura se refere a essa condi¢ao importando do
inglés a traducao consisténcia, mas preferimos a opcao compatibilidade,
que expressa melhor seu contetido, cf. nota in [23], pp.162.

A fim de simular uma dada equacao diferencial, um esquema discreto subs-
titui operadores continuos por discretizacoes escolhidas a partir de dados
da equacao especifica. E natural que se busquem condicoes para assegurar
a compatibilidade nessa escolha. Um critério justificado pela teoria é o de
exigir que os vinculos impostos as solugoes aproximadas sejam satisfeitos
aproximadamente pelas solugoes exatas. Esta seria a primeira condigao a
verificar, o minimo a exigir, ou sine qua non. Sua formulagdo é conveniente
uma vez que impoe vinculos a ser satisfeitos pela solugao exata, sobre a qual
se deve necessariamente dispor de informagoes tedricas — ou deduzi-las.

Consideraremos equagoes diferenciais parciais de evolugao, assim pelo menos
duas varidveis independentes devem ser discretizadas, definindo-se os para-
metros, por exemplo, At e Ax . A familia de operadores discretos
associadas a esses pardmetros, B(Az, At) , gera os vinculos que definem as
aproximagoes e que — para a compatibilidade — devem ser satisfeitos pelas

solugoes exatas. Condigoes tipicas sdo, para alguma norma | - ||x ,
B(Az,At) — I
lim [(x) —L] w(t)| =0, vVtelo,T], (1.2.1)
Az, At—0 At Py

sendo I o operador identidade e tendo a equagao considerada a forma

[ d/fdtu(t) = Lu(t) (1.2.2)

u(0) = ¢ ’

para u € C'(0,T;X) e um operador diferencial L : X — X definido
em X , subespaco denso de X . No caso de problema misto, o espagco X
incorpora as condigoes de contorno exigidas.

A condigao (1.2.1) pode ser satisfeita, independentemente de relagoes entre
os parametros At , Az ; neste caso se diz que o esquema é incondicional-
mente compativel. Para determinados esquemas, restrigoes sobre a taxa
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de convergéncia dos limites Az — 0, At — 0 podem ter de ser impostas,
sendo tais esquemas denominados condicionalmente compativeis. Muitas
vezes essas restrigoes é que garantem que propriedades da equagao foram
herdadas corretamente pelo esquema numérico, por exemplo, ser compativel
com a velocidade de transmisséo de sinais, cf. [19].

Em (1.2.1), o valor do qual se calcula a norma no primeiro membro é
definido como o erro de truncamento do esquema em estudo, uma fungao
de At , Az . Deve-se ter, quando Az — 0, At — 0, sua convergéncia
para zero. A ordem dessa convergéncia expressa uma avaliacao local, néo
garantindo, sozinha, que o esquema gere solugoes numéricas que de fato
aproximem a solugao real. Em outras palavras, que tal estimativa, ou outra
semelhante, se verifique globalmente.

1.3 Estabilidade

Consideremos um algoritmo proposto com o objetivo de gerar aproxima-
¢oes U™ := U para os valores u}) := u(,,t") da solucdo exata de
(1.2.2) sobre o reticulado

{(z,,t") == (JAz,nAt) | 0<n<N,jeZ2 C Z},

sendo que N = N(At,T) e Z = Z(D,Az) , onde D é o dominio
das funcdes que compdem o espaco X . Suponhamos que ele evolua'
seqiiencialmente de acordo com

U]O o(3 Ax) 1€2Z2 C Z
Urtl = B(Ax,At) U" 0<n<N 7’

(1.3.3)

denotando B a ji mencionada familia de operadores de diferencas finitas.

O operador solugdo de (2.2.2) define um semigrupo de operadores e as
poténcias de B vao gerar aproximacgoes para tragos desse semigrupo. Com
isso queremos dizer que, sendo E(t)¢ = w(t) , ¢t € [0,T] esse semi-

grupo, desejamos construir, para determinados valores ¢ , aproximacoes

para u(t) = E(t)¢ por meio de

B(Az, At 0) = [B((Az), , (At)) ™ . (1.3.4)

IEste é um algoritmo explicito mas as consideracdes que apresentamos se aplicam
igualmente ao caso implicito.
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Esse raciocinio mostra ser natural a exigéncia da condigao de estabilidade:
poténcias arbitrarias de B devem se manter limitadas. Mais precisamente,
a familia B definida em (1.3.4) deve ser uniformemente limitada para todos
os valores dos parametros ai mencionados.

Esta é uma condigao global e que s6 envolve o esquema de aproximagao. A
hip6tese da convergéncia permite demonstrar a limitagao uniforme, langando
mao do Teorema de Banach-Steinhaus, cf. [23].

Nos casos de equacoes nao lineares, nao cobertos pelo resultado de Lax,
busca-se também este tipo de limitacao: o instrumental a utilizar sao os teo-
remas de compacidade, os quais garantem a existéncia de uma subsequéncia
convergente. Prova-se em seguida que o limite dessa subsequéncia satisfaz a
equagao. Quando se tem unicidade, pode-se demonstrar ser toda a sequéncia
convergente, a partir de um raciocinio conhecido:

Dada qualquer subsequéncia das aproximacgoes construidas, por
ser limitada, ela admite uma subsequéncia convergente. Esta
vai convergir para a solugao — que sabemos tnica — da equagao
e, assim, conclui-se a convergéncia da sequéncia construida.

Observe a importancia pratica desse resultado: na implementacao efetiva de
um algoritmo de aproximacao, sao geradas porgoes finitas de subsequéncias
e se utilizam critérios de parada. E indispensavel, pois, estarmos seguros
de que os valores escolhidos estao convergindo para a solugao, nao existindo
o risco de se ter tomado uma subsequéncia errada. (E nesse contexto a
discuss@o da préxima se¢ao.)

1.4 A falsa convergéncia

E conhecido o fato de ser o esquema de Du Fort-Frankel para a equagao
de difusdo do calor incondicionalmente estavel, cf. [18], Cap.XI, pp.109-
ff. Uma vez que inexistem restrigoes entre os parametros de discretizacao
Az , At , é natural avaliarmos como positiva esta caracteristica do método.
Recordemos a defini¢do desse esquema: para

0%u
Ut:U@,t>0,x€R, (145)
definem-se as (candidatas a) aproximagoes por
n+1 n—1 n n+1 n—1 n
e ) Sl i L Rl S (1.4.6)

N (Az)?
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Pode-se pensar no método de Du Fort-Frankel como uma tentativa de salvar
o esquema pula-carniga?, sabidamente instdvel, por meio da estratégia de
substituir o valor de 2U}", presente na discretizagao simétrica da derivada
segunda, pela média aritmética dada pela soma entre parénteses em (1.4.6).
Ocorre que essa estratégia provoca algumas dificuldades, as vezes pouco
percebidas, como veremos.

A expansao de Taylor nos indica ser o erro de truncamento de (1.4.6) dado
por
e(Az, At; x,, t") = O(z,; (Ax)?) + O(t™; (At)?)

n (Z)Q (O3 (Az)?) + 0 ues (5, 7))

para qualquer solugao de (1.4.5). Conclui-se dai ser o esquema condicional-
mente compativel, necessitando impor a seguinte restrigao:

. At
b (M) = 0. (1.4.7)

Suponhamos que, em vez de ser satisfeita a condigdo (1.4.7), tenhamos

At
lim — | =a #0.
Az, At—0 \ Az
Assim, o esquema vai gerar uma sequéncia convergente para a solugao de

0%u u Ou
a— =0— — —, t>0, z € R, 1.4.8
ot? z? ot ’ ’ ( )
— a chamada equacao do telégrafo — uma vez que é com essa equagao que o
esquema apresentara compatibilidade.

Por outro lado, se supusermos que nao se verifica a hipotese
At/Ax — oo,

teremos subsequéncias de {At, Az} convergentes, seja « o correspondente
limite. A limitacao expressa por (1.3.4) assegura entdo a convergéncia das
solugdes numéricas associadas para solugoes de (1.4.8). Sendo a condicdo
(1.4.7) um vinculo assintético, ndo é tarefa simples, em qualquer imple-
mentagao numérica, garantir seja ela satisfeita, cf. [22]. Trata-se de uma
situagao muito distinta, por exemplo, daquela em que se tem uma restrigao

2leap-frog
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da forma At/Axr < v,ou At/(Az)? < v, para alguma constante - :
nesses casos temos vinculos sobre os parametros que podem ser monitorados
pelo programa computacional.

E situacao rotineira, a partir de aplicativos numéricos garantirmos se os
elementos de uma sequéncia gerada estao préximos, deduzindo-se dai ser
ela convergente. Esses valores que acionaram a “chave” sao entao tomados
como aproximagoes para o limite. Este é justamente um dos critérios de
parada na implementacao de algoritmos que envolvem iteragoes.

Em resumo: por ser a estabilidade incondicional, buscando resolver numeri-
camente (1.4.5), podemos gerar “solu¢des ” cuja convergéncia é garantida,
mas cujo limite satisfaz (1.4.8). E a esse fenémeno que nos referimos como
falsa convergéncia. Lembramos aqui a observacao anterior sobre indepen-
der a condicao de estabilidade da equacao, ser ela um vinculo estritamente
ligado ao esquema numérico. Ai reside a causa desse comportamento que
acabamos de discutir.



Capitulo 2

Comparacao entre normas

2.1 Introducao

Verifica-se que, em certos contextos, um dado conjunto de fungoes é in-
serido num determinado espago normado, enquanto em outros é uma norma
diferente que mede as distancias para esse mesmo conjunto. O iniciante ou
desavisado pode ser conduzido a concluir que a escolha dessas normas é
feita de forma um tanto arbitraria, muitas vezes por conveniéncia opera-
cional. Ocorre que cada problema ou modelo sempre tem vinculos que lhe
sao essenciais. Sao justamente esses vinculos que determinam os critérios
naturais — e coerentes — para introduzir normas nos espacos considerados.
De fato, pode mesmo se ter de trabalhar com uma norma que nao é a mais
simples ou operacional, ndo é a menos trabalhosa, enfim'. Torna-se entdo
necessario dispor de resultados que estabelecam uma relagao entre a norma
com a qual temos de operar e aquela que permite obter estimativas mais
direta ou facilmente.

Enfatizamos que, na justificativa tedrica de métodos numéricos, etapa indis-
penséavel para gerar estratégias corretas de implementagao, nao basta chegar
a estimativas genéricas do tipo

lulla < ClIfllo s

IPor exemplo, em alguns modelos na Mecanica, as derivadas espaciais de certas fungoes
estao associadas a tensdes, grandezas fundamentais nessa modelagem, o que indica a
necessidade de considerar normas que envolvam tais derivadas.
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para algum par de normas, mas se necessita:
e quantificar da forma a mais precisa possivel a constante C';

e proceder a uma coerente escolha das normas utilizadas.

Discutiremos neste capitulo duas ferramentas importantes para aplicacao
na teoria de métodos numéricos. Elas permitem obter comparagoes entre
diferentes normas e, como veremos, atuam em sentidos opostos. Sao essas
técnicas a funcao estabilidade e o truque de Nitsche.

2.2 A Funcao Estabilidade

Fundamental na dedugao de resultados de convergéncia para algoritmos
numéricos aplicados a equagoes diferenciais é obter estimativas a priori,
deduzidas a partir da definicao do esquema de aproximagao e da equagao
considerada. Para determinados problemas, pelo menos alguns termos pro-
piciam estimativas que nao satisfazem de imediato tal objetivo. Deve-se
entao buscar métodos para refinar as estimativas obtidas, sendo uma das
ferramentas usadas a fungao estabilidade. A seguinte aplicagao, extraida de
[26], ilustra o emprego desse instrumento.

Associado & inequagao variacional evolutiva, definida para ¢ € [0,7],

2u (A
PG [0 =) (50 | 2o~ i) + keu(1) (o — 0)(1)
+au<% %(v—u» + kyu(1) (v —2)(1) + J(u;v) (2.2.1)

—J(wsi) > (f [v—i)+ F(#)(v—a)(0.8), Vv € H'(0,1),
considera-se o problema de valor inicial?:
Determine T >0 e u € L£(0,T; H*(0,1)) tais que

u satisfaga (2.2.1), t € [0,T)]
(IVE) u(0) = 0 . (2.2.2)
! =0

2A inequacéo ja incorpora as condicdes de contorno.
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Nas expressoes acima, p , ae , ke , a4y , ky , s20 constantes positivas
conhecidas; J ¢é um funcional convexo, continuo mas nao diferenciavel
em H'Y(0,1); L£(0,T;H*(0,1)) é um espaco de fungoes vetoriais a ser
caracterizado; (- |-) denota o produto interno em L?(0,1) ; e, finalmente,

v e HY0,1) = (f|v) + F(t) v(0)
define um funcional linear limitado sobre H'(0,1) , denotado por L .

O algoritmo apresentado e discutido em [26], destinado a construir apro-
ximagoes numéricas para solugoes da (IVE) acima, se compoe dos seguintes
passos.

e Regularizar (2.2.1), ou seja, substituir J por aproximagoes diferen-
cidveis J. , de forma que, em vez da inequagdo variacional, se passe
a trabalhar com uma familia de equagGes variacionais;

e Introduzir espagos de elementos finitos que fornecam aproximagcoes
para H'(0,1), os quais se vai

e Acoplar a um esquema de diferencgas finitas que discretize a varidvel
temporal.

Esse procedimento conduz & construgao de solugbes numéricas da (2.2.1)
conforme a descricao a seguir, sendo U™ fungoes em espacos V}, de elemen-
tos finitos convenientemente definidos, associados a uma discretizacao espa-
cial parametrizada por h | 0 e cuja unido é densaem H!(0,1) . Serd mais
comodo denotar o parametro At da discretizacao temporal por k. Ob-
serve o abuso de notagao: nao estara explicita a dependéncia de U™ relati-
vamente a h e k nem e. Objetiva-se sejacada U™, 0<n< N :=T/k,
uma aproximagao para u(nk) .

Uma das defini¢oes propostas e analisadas em [26] para o algoritmo de dis-
cretizacao temporal é do tipo preditor-corretor:

Inicializar com
U’ =0, U!':=0.

Para n > 1, denotando por A.(-; -) a forma bilinear
associada a adi¢ao da segunda e terceira parcelas em  (2.2.1),
e analogamente para A,(-; -) com as duas parcelas sequintes,
caracterizar U™ por

p(OFU|w) + A (U™ w) + Ay (5U"; w) (2.2.3)

HU (UL U | w) (L™ |w); , Yw e Vh
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Empregamos a convencao de confundir L™ com sua representacao de Riesz
em H'(0,1); denotamos por W. o termo regularizador quando calculado
com o valor “provisério” de U™t! gerado pelo preditor; e usamos a notacio
padronizada de diferencas finitas

U™ = (U - Uk,

U™ = (UM —U" Y2k = (QU T +0,U™)/2,

o2Un = (Ut 20" + U Y /K = (UL — 9 U™) /.
Denotando as normas || |jo = || - llcz || -t = || - ||lg: , & atribuicdo de

w = 6U" em (2.2.3) conduz a

pUIOTU™M§ = 10U H[G) + kA (U™ 6,U") + kA (8:U™; 6,U™)
= k(L™ | 6:U™); — k(¥ (U1, U™)|5,U™)
(2.2.4)
Observamos que as formas bilineares A, , A, sdo coercivas e limitadas,
de modo que valem, para qualquer delas, desigualdades da forma

allw|? < A(w;w) < Aljw|]f, A>a>0, Ywec HY(0,1).

Essas estimativas, juntamente com o fato de serem as W, e suas primeiras
derivadas uniformemente limitadas, garantem, a partir de (2.2.4), para uma
certa constante B > 0 e conveniente vy > 0, a relagao

p(10:U 3 = 10.U" ) + 2kan[|6.U™ )17 + A (U™ U™ — U™ ) }
< k{1003 + BA+UMD)/7 }

Toma-se agora um inteiro 1 < L < N , soma-se essa ultima relacao para

1 <n < L, obtendo-se entdo, uma vez que U = U = 0,
L n
PIOUE + 2ka T, [BU"3 + A, (U5 UFH) 2.25)
<Yt KIS U + B(T + 30, kU™ 1)/
A observacdo de que vale ULt! = ko,UY e a escolha de 7 = a
permitem deduzir de (2.2.5) a desigualdade
PIOU B + koo Sy 18U I + e [U*}
(2.2.6)

< B(T + Ly KU D) /aw + kAT |l - VAU |y
E a tltima parcela que origina a presente discussao. Na limitacao

EVANU [l VAU 11 < ac[UN7/2 + (kA]|0:U (1) / 20k
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a primeira parcela do segundo membro tem a norma “correta’, pois é
possivel sua comparagao com o dltimo termo do primeiro membro em (2.2.6).
Ja a outra parcela exibe uma norma pouco “conveniente” para a estimativa,
na forma como a desenvolvemos. Observe ser natural a norma ||0,U"||o
na presenca de ||[U™|; , uma vez que se espera, em qualquer aproximagao,
uma estimativa menos precisa para a derivada do que para a fungao. O
abuso de notagao encobre o fato que se revela fundamental: a dependéncia
com relagao aos parametros de discretizagao.

Recordemos que U™ = Uy € Vj , tendo cada um dos espacos V) uma
dimensao finita d; e, portanto, todas as normas que sobre ele se definam
sao necessariamente equivalentes. Conforme mencionado em [23], pp. 51,
constantes S(h) que satisfacam

ol < SM)llvllo, Vo € Vi,

permitem definir a fungéo estabilidade do par (|| |1 ; || ||o) relativamente
aos espagos Vp . Assim, deduzimos que

(kA0 U [1)% /200 < (S(h)kA:[0:U*]|0)* /20 ,
de modo que, garantindo a validade da restrigao

kS(h) < vpae/Be, (2.2.7)

dita condicao de Courant-Friedrichs-Lewy, podemos deduzir:

L n
PlOUEE + kaw S5 16,013 + ae[UF3
(2.2.8)
< B(T+Xr_ klU"3)

Esta ultima desigualdade permite concluir para a sequéncia construida uma
limitagao uniforme relativamente aos parametros h, k, € e cada T fixo,
de modo a garantir, a partir de argumentos de compacidade, a existéncia de
uma subsequéncia convergente. Vale também a convergéncia das simulagoes
das derivadas, cf. detalhes em [26].

2.2.1 Observacoes finais

e A convergéncia de apenas uma subsequéncia de cada uma das sequén-
cias de aproximacao construidas, fato a principio inconveniente nos
experimentos numéricos, ja a discutimos no Cap. 1.

e A condigao (2.2.7) exige algumas consideragoes. Inicialmente notamos
que limy_,0S(h) = oo, o que se deduz a seguir por contradicao.
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Suponha que se tivesse uma limitacdo S(h) < C , para alguma
constante positiva. Como se pode construir, para qualquer elemento
w € H'(0,1), uma sequéncia® {w,} para a qual se tem

li — =0
hl_>InO ||Wh OJ||1 >

se concluiria que
lwll < Cllwllo -

Isto é impossivel, visto ser w € H'(0,1) arbitrdrio e C fixa.

Outra questdo é a taxa de convergéncia de S(h) , cujo conheci-
mento é necessario para se poder garantir (2.2.7). E evidente que
informacoes sobre esses dados vao depender do espaco V} utilizado.
Pode-se nos casos mais usuais obter S(h) = O(h) ou S(h) = O(h?) .

e Finalmente, devemos chamar a atencao para o fato de ser explicito
relativamente ao termo A. o esquema analisado. Fosse ele implicito,
as estimativas que procuramos seriam obtidas sem ter de recorrer a
fungao estabilidade.

2.3 O Truque de Nitsche

Observamos na se¢ao anterior ser natural obter uma aproximacao mais gros-
seira para a derivada do que a que se constréi para a prépria funcao. Em
outras palavras, espera-se que uma estimativa para o erro usando a norma
H' seja mais fraca que uma outra que se baseie na norma L? . Foi
Joachim Nitsche [52] quem desenvolveu uma técnica — a qual passou para
a literatura com a denominacao de “truque” — que serve justamente para
gerar uma estimativa no L? , mais forte, baseada em uma outra, para a
mesma aproximacdo mas com a norma H'! , mais fraca, portanto. E uma
espécie de técnica de “boot-strap”. Na exposicao que segue adotaremos o
caminho ja trilhado em [18].

Consideremos o problema de Sturm-Liouville

8

—dx (p(@)du/dz) + q(x)u = f(x), @ € [0,7]
u(0 a , (2.3.9)
u'(r) = b

=

3A rigor, familia; esta observacio também se aplica as U™ .
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para o qual nao ha perda de generalidade se tomarmos como nula a condigao
de contorno dita essencial, a = 0 ; e, da mesma forma, para a condigao
natural, b = 0.

Serao impostas, além de condigoes de integrabilidade para p , p', ¢, a
hipd6tese de eliticidade

p(x) > a >0, z € [0,7]

e, ainda,
q(x) > 0, = € [0,7].

Elas nos permitem afirmar ser este um problema bem-posto, no sentido
de Hadamard. Introduzindo o espago

Hp = Hp(0,7) == {u € H'(0,7); u(0) = 0},
(2.3.9) tem a seguinte formulagao variacional:

Determinar v € H}, que satisfaca
(pu/ [ V') + (qu|v) = (f|v), Vv € Hy. (2.3.10)

Indicamos com a notagao (- | -) o produto interno em L?(0,7) e obser-
vamos que, em nao sendo nula a condigao natural, seria ela incorporada ao
funcional linear do segundo membro. Simplificard a notacao denotarmos a
forma bilinear do primeiro membro por A(-; -) , de modo que (2.3.10) se
reescreve como

Aus v) = (f|v), Yo € Hj. (2.3.11)

Da eliticidade decorre que a forma bilinear A define um produto interno
sobre Hj e, portanto, uma norma || - ||g , valendo

[l < Cllvlle, Yv € Hg.
As hipéteses adicionais
p,q e L™

permitem deduzir que [|-||z e [|-|[z sdo equivalentes. Implicam também
mais precisas informagoes sobre a dependéncia da solugao relativamente a
um dos dados do problema — ja sabiamos ser ela continua como funcao da
acao externa f . Tem-se:

w3 <Clfl3 (2.3.12)
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Utilizaremos agora aproximagoes numeéricas construidas com base no método
conhecido como de Galerkin e o emprego de elementos finitos. Sao elas
definidas como solugdo da mesma equagdo (2.3.10), agora formulada nos
espagos de aproximagao Sy, :

(pup, [ vn) + {qun |vn) = (f |vn), Yon € Sh. (2.3.13)

Aqui tomaremos os espacos Sy formados por fungdes continuas seccional-
mente lineares em uma malha composta por subintervalos de [0,7] cujos
comprimentos nao ultrapassam h > 0. E fundamental o seguinte fato:

Teorema (erro na interpolagio) Para toda v € H?(0,7) , sua in-
terpolatriz vy no espago S; satisfaz

h2
lv — wvp|lLe < ) HUH”Lz , (2.3.14)
’ / h .,
o' — vl < - [lv" ]z - (2.3.15)

Obtemos, a partir desse resultado e de outras estimativas, agora considera-
das classicas, o

Teorema (estimativa para o método de Galerkin). A solugao de (2.3.13)
difere da solucdo de (2.3.10) por, no méximo,

llerllzr == |lu — wpllmr < Crh|flLe - (2.3.16)

E a comparacio desses dois teoremas, ou seja, de (2.3.14), (2.3.15) € (2.3.16),
que nos induz de modo natural a questionar a possibilidade de uma estima-
tiva de erro da ordem

lu = wnlls < Co b2 1fl2 - (2.3.17)

A resposta afirmativa é dada pelo truque de Nitsche.

Da mesma forma como na avaliagdo da consisténcia de um esquema numérico
de diferencas finitas, consideramos a equagao
Az;v) = (en|v), Yo € Hy, (2.3.18)

cujo segundo membro é definido pelo erro que procuramos avaliar. Sua
norma L? goza da relacdo

lenllZ: = Az en)
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como se verifica pela escolha de v := e; naquela equagao.

Observamos agora que o método de Galerkin define as solugoes aproximadas
justamente como a projegao ortogonal da solugao exata sobre os espacos de
aproximagao Sp, . Mas essa projecao é tomada relativamente ao produto
interno associado & forma bilinear A , o que implica

Avp s en) = 0, Yo, € Sy .
Decorre entao, por subtragao, que
lenll7. = Az — vas en), Yop, € Sp, Yo € Hp .
Desta relagao se deduz a desigualdade
lenlz: < llz=walle - llenlle < llz—wlle - Crhllu”|lze

sendo natural a escolha de vy, como a solucao aproximada de (2.3.18), do
que se obtém

lenllZ: < llz=znlle - Cphllu”le < CF A 2" e [lu”|lz -

A estimativa (2.3.12) aplicada duas vezes no segundo membro implica a
relagao
lenllZ: < C B | fllze llenllz2

ou seja, para uma certa constante C', obtemos
~ 72
llenllz < C h=.

Concluimos assim ser vélida (2.3.17).
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Capitulo 3

Esquemas nao
conservativos e
“Chopp-o 9

3.1 Introducao

Idealmente os esquemas numéricos herdariam as propriedades das equagoes
que eles se propoem a simular. Por exemplo, no estudo de equagoes associ-
adas a leis de conservagao, é comum a escolha dos chamados esquemas con-
servativos. Caracterizam-se estes por gerarem aproximagoes que apresentam
as mesmas propriedades de conservagao — ou ao menos uma discretizacao
dessas. Ocorrem contudo situagdes em que ou nao se consegue trabalhar
com esquemas com tais caracteristicas, ou nao sao esses esquemas viaveis,
ou convenientes. Por exemplo, existem restrigoes intrinsecas ao nivel de pre-
cisao de esquemas lineares monédtonos, cf. [45], Teor. 16.1 (Godunov). Mas
sao, muitas vezes, justamente essas propriedades da equagao que permitem
deduzir as chamadas estimativas a priori, fundamentais, por exemplo, para
demonstracoes de resultados de existéncia. Assim, elas fornecem um roteiro
indicativo para a deducao de correspondentes estimativas satisfeitas pelas
solugoes numéricas, essas necessarias para deduzir a convergéncia e avaliar
o erro tedrico.

Quando os esquemas escolhidos nao preservam propriedades presentes na
equagao, e a partir das quais sao obtidas estimativas, torna-se necessario
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contornar a impossibilidade de imitar, no caso discreto, os passos da varidvel

z Z . . 2o Z «“ 9 :
continua. Uma técnica que serve a esse propdsito é a de “chopp-off”, uti-
lizada em [27] e que expomos a seguir.

3.2 Generalizando a equacao de BBM

Uma alternativa a equagao de Korteweg-deVries
U + Uy + WUy + Uzgpe = 0

como modelo para a propagacao unidirecional de ondas longas em um canal
¢é a chamada equagao de Benjamin-Bona-Mahony

U + Uy + ULy — Ugyr = 0. (3.2.1)

Consideraremos uma generalizagao de (3.2.1), qual seja,

Uy + %f(u) _5ux:ct = g(az,t), §>0. (322)

Observemos inicialmente que, no lugar da abordagem variacional, ou fraca,
como em (2.2.1), impusemos a formulacdo pontual, ou forte. Trata-se, de
fato, de uma questao cultural considerarmos esta formulagao como a mais
natural, e sempre a buscarmos, por julgi-la a mais simples. Ocorre geral-
mente na modelagem de fenomenos fisicos a utilizacao de principios de con-
servagao — de energia, de momentum, de massa, etc. — e estes sao expressos
de forma global. A apresentacdo de equagdes pontuais requer entdo o ar-
tificio ja4 padronizado — o que nos leva a considera-lo mais natural — da
passagem ao limite para regioes de medida arbitrariamente pequena. Este,
sim, é um artificio matemaético, enquanto o que geralmente se toma como
um mero truque é a abordagem de passar da formulacao pontual para a
global.

Suponhamos que as solugoes u(x,t) de (3.2.2) que buscamos sejam fungdes
definidas no retangulo [0,1] x [0,7], onde satisfazem a condigao de pe-
riodicidade

w(0,t) = u(L,t), t € [0,7], (3.2.3)

sendo sua regularidade definida posteriormente. Dada qualquer fungao wv
que satisfaga idénticas condigoes de contorno e regularidade que w , tem-se
que, para cada t € [0,7], (3.2.2) quando acoplada a (3.2.3) implica

(ue|v) + 0((w)e [va) = (f(w)[ve)+(glv), (3.2.4)
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sendo novamente ( - | - ) a notacdo do produto interno em L2(0,1) .
Por sua vez, se (3.2.4) se verificar para qualquer elemento de um conjunto
“suficientemente grande” de fungdes v , se deduz ser (3.2.2) satisfeita por
u , para qualquer ponto z € [0,1].

Para 6 > 0 fixo, denotamos por

(zlw) = (z|lw) + 6z |ws ),

que é um produto interno equivalente ao de H'(0, 1) . Reescrevemos entio
(3.2.4) como

(ue|v)r = (f(w)[ve)+(glv). (3.2.5)
Considerando o subespaco de funcdes periédicas de H'(0,1)
1. 1 _
Hy = {we H(0,1)|w0) = wd)},
o problema proposto é, para uma dada uy € H; :

Determinar, em algum espaco de fungoes vetoriais
L := L(0,T;H}), funcio(coes) u € L

que satisfaca(m) (3.2.5),Vv € Hy ,t € [0,T] qtp
e a condigao inicial

BBM,

u(z,0) = up(z), Vo € [0,1]. (3.2.6)
A identidade que segue desempenha um papel fundamental no desenvolvi-
mento da teoria desse problema.
Sendo F(s) := [; f(r)dr esendo v € H} , tem-se:
1 1 d
) o) = [ 1e@) @ de = [ SR

v(z) !
_ Flu(s) ]} = /0 f(s)ds] — 0. (3.2.7)
)

=0
Assim, para t € [0,7], a atribuicdo em (3.2.5) de v := wu(-,t) = solugdo

de BBM, implica

identidade da qual resulta, por integracao,

t
lullZn () < lluollz + /0 [gllZ: + llulZ:] (r)dr .
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Como o primeiro membro majora ||u|3.(t) , & resultante relagao se aplica
a desigualdade de Gronwall para concluir o seguinte

Teorema.  Existe no mdrimo uma solugcdo do problema BBM, . Tal
solugdo satisfaz a estimativa

Ju( )l < C, t € 10,77, (3.2.8)
sendo

C = C(lluollm s glle=» T) -
Mais uma notagao foi introduzida', |- |lz2 == || | z2(0,1;L2) -

Um eficiente tratamento numérico deste problema em [27] envolveu um al-
goritmo preditor-corretor na variavel temporal, acoplado a um esquema de
elementos finitos espacial. Esta é uma estratégia que reduz a solugao de uma
equagao diferencial nao linear a resolucao de sistemas de equagoes algébricas
lineares. O preco da redugao é um desacoplamento na avaliacao do termo
nao linear. Este desacoplamento impede que se obtenha uma identidade
semelhante a (3.2.7), que elimina a influéncia do crescimento de f . Para
garantir entao a estabilidade desse esquema numérico é que se langa mao
da chamada técnica de “chopp-off”?2.

3.3 “Chopp-off” — detalhes técnicos

A unicidade e a limitagao para qualquer solucdo de BBM, expressas no Teo-
rema da segao anterior nos permitem considerar como limitados os termos
nao lineares f , apesar de geralmente, em situacoes reais, nao serem eles
sujeitos a limitagoes. Mas é importante ter em mente que as cotas que lhes
vamos impor dependem de cada problema. Este fato deve ser considerado
em qualquer implementagao dos algoritmos numéricos que se queira coeren-
te com o embasamento tedrico.

Sendo C' a constante em (3.2.8), consideremos o truncamento de f dado,

LA notacdo também procura enfatizar que a dependéncia de C com relacio a T
nao é apenas por intermédio da norma de g . E claro que se deve fazer a correspondente
hipétese de limitagdo de g nessa norma.

2Uma possivel expressao do verniculo seria truncamento. Preferimos evitd-la,
uma vez que ela ji conduz a alguma confusdo por ser empregada tanto para o erro
associado & pura eliminacdo de digitos na representacdo de um real, em oposicdo ao
arredondamento — rounding —, como para traduzir “truncation error”.
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por exemplo, como feo := f-1c ,onde Yo é definida por
1 ] < C
ol1/(C=l2D}
0 20 < x|
A

1 fﬁc (z)

A/ 1 1 \\J
-2C -C 0 C 2C

8y

Seja uc a solucao de BMM, com fc no lugar de f. Como uc satisfaz
a mesma limitagdo que wu , j4 que esta s6 depende de { T, up, g },
tem-se que f(uc) = fo(ue) e, portanto, wuc é solugdo também de
(3.2.5)-(3.2.6), com o termo néo linear original. A unicidade nos d4 entéo
que uc € a solucao procurada do problema. Consequentemente nossos
algoritmos podem sempre se limitar a termos nao lineares truncados.

Para tornar mais claro o ponto discutido, em particular o desacoplamento
mencionado, descrevemos agora o algoritmo preditor-corretor mencionado.
Seja Sf;’r , cf. [23], pp. 181-ff, um espaco de fungdes de classe C™ que coin-
cidem com algum polinémio de grau inferior a ¢ em cada um dos intervalos
— de comprimentos majorados por h — os quais compoem uma particao
finita de [0,1] . Define-se o algoritmo, para cada partigdo uniforme de
[0,7], denotando

to = O,tl = k,tQ = zk,...,t]\] = Nk

Il
N



34 Esquemas nao conservativos e “chopp-oft”

e definindo as aproximacoes U, € Sf;’r para u(-,t,) por:

Passo O
(U°Jw)r = (uo|w)

Pré-passon, 1 < n < N
Ywe ST

(%“L’)l = <f(Un—1)|wx>+<gnfl/2‘w>

Passon, 1 < n < N

UniUnfl _ [jn+Un—1
(U ) = ) Jwa) + (gnage | w)
O resultado tedrico, confirmado em experimentos computacionais, a que se
chega afirma que a familia de aproximagoes U, geradas por esse algoritmo:

e E incondicionalmente estéavel.

e Exibe convergéncia quadratica relativamente ao parametro
k de discretizagao temporal.

e Apresenta convergéncia 6tima com referéncia a discretizacao
espacial; ou seja, a ordem do erro em termos de h € a
mesma que a do erro da interpolagao — ou da projegao or-

Y
togonal — sobre S, .



Capitulo 4

Compacidade — Problemas
Inversos, Regularizacao

4.1 Introducao

O conceito de compacidade se revelou de fundamental interesse e im-
portancia na obtencao de resultados tanto tedricos como numéricos para
equagoes diferenciais, equagoes integrais e inequagoes variacionais, conforme
ilustrado, por exemplo, nas secoes 2.2, 1.3. Por outro lado, o fato bésico
de ser sempre compacto o produto de um operador compacto por qualquer
operador limitado traz como consequéncia a necessidade de um tratamento
especial para uma grande parcela dos chamados problemas inversos. Es-
tando esses, em geral, associados a inversao de um operador compacto em
espacos de dimensao infinita, os operadores essenciais no seu tratamento sao
necessariamente descontinuos, o que conduz a um problema mal-posto, no
sentido de Hadamard, cf. [21]. Uma das abordagens mais bem sucedidas
nessa diregdo foi a técnica de regularizagao! de Tykhonov [70, 71], ver
também [72, 39].

Uma pergunta natural se pode formular relativamente a descontinuidade
de problemas inversos, cf. [24]: fossem outras as normas, nos espacos de
saida e de chegada, nao se poderia ter a continuidade dos operadores en-
volvidos? E, em caso positivo, teria sentido — e qual — a escolha de tais
normas? Uma resposta foi descoberta por P. Knabner, que em [43] intro-

LObserve que este termo se refere também a outra técnica, ver secio 2.2.
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duziu o conceito de problemas essencialmente mal-postos. Estudando o
problema inverso de Stefan descrito a seguir, ele concluiu que, relativamente
a qualquer par de normas relacionadas (naturalmente) as de Sobolev, tal
problema é sempre mal-posto. O problema mencionado é o de determinar,
a partir de funcoes dadas u e s, as fungoes ¢ e f determinadas pelos
vinculos expressos em

u — ad’u =0 0<z<s(t)

,u(0,1) — (1) £>0

u(z,0) — f(2) 0<e<b=s0 | &L
—3(t) = Ou(s(t),t)

4.2 A regularizagcao de Tykhonov

A técnica chamada de regularizacao de Tykhonov objetiva evitar fungoes
altamente oscilatorias que, apesar de distantes dos dados a determinar,
geram imagens, via operador compacto, proximas das imagens desses dados,
mesmo sendo os ultimos suficientemente regulares. Assim, aproximagoes
numéricas para o operador inverso podem conduzir a resultados que mas-
caram a real solucao. Exporemos a seguir esse método aplicado ao problema
tratado originalmente por Tykhonov. Vale a pena mencionar ter sido ele
também obtido de forma independente por D.L. Phillips, cujo artigo [54] foi
publicado um ano antes de [70, 71].

Consideramos a equagao integral de Fredholm de 1% espécie

b
/ K(z.y) f(y) dy = g(z), c<a<d | (4.2.2)

que é escrita A f = g, com o operador
A CYa,b] — L?[c,d],

sendo continuo o nticleo K . A norma || - ||, serd utilizada no dominio
de A, denotado entdo por X .

Uma técnica numérica constréi aproximacoes via minimos quadrados, isto
é, minimiza o funcional

d
A(f) = | Af — g |} = / (Af — g)(@)? de .
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Essa técnica é refinada pelo método de Tykhonov, o qual introduz, com
pesos integrdveis e positivos p e ¢ , um funcional regularizador Q(f)
definido por

b
o = [ PO @F + d@li@F] de.
para em seguida minimizar

Dy(e; f) = Ag(f) + aQ(f),

onde « > 0 é um parametro a ser escolhido.
Verifica-se ser compacto o conjunto Mg = { f € X |Q(f) <%}, para
B >0 arbitrério. E é nesse compacto que se minimiza ®4(c; f) .

Observemos inicialmente que, na prética, em vez de dispormos dos dados
exatos § temos de trabalhar com os dados corrompidos, ou aproximados
ge . Vamos supor:

e sao validas, para a familia de dados aproximados, estimativas do tipo

[ge =gl < e€; (4.2.3)

e 0 problema de minimizagao acima descrito tem sempre solugao unica,
isto é, existem e sao univocamente caracterizadas as ditas solugoes
regularizadas

fo = min @(05f). (4.2.4)

Demonstra-se entao o seguinte

Teorema. Denotemos por f a solugdo exata do problema (associa-
da aos dados exatos § ). Supondo

ser A biunivoco,
que valem as hipdteses correspondentes a (4.2.3), (4.2.4)

e que foram escolhidos pardmetros o = «(e) para os quais se podem
determinar constantes positivas C1, Cy satisfazendo

0162 S « S 0262,
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tem-se que .
lim | fe = fllo = 0.
e—0

Demonstracao Deduz-se, para qualquer solucdo aproximada f. , a esti-
mativa

JAfe = gell> + aQ(f) < [|Af —g|* + aQ(f) =

= g - gl + aQ(f) < € + aQ(f)
< € 4+ 0262Q(f).

Concluimos, a partir da pentiltima desigualdade, que

aQf) < € + aQ(f) < C% + aQ(f), (4.2.5)

enquanto da ultima segue que
IAfe = all = 1Afe = ge + 9. =3l < (1 + Q). (4.2.6)

A desigualdade (4.2.5) garante que as f. pertencem a um conjunto limita-
dode H',logo a um compacto de C° munido da norma do sup. Portanto,
essa familia possui uma subsequéncia uniformemente convergente.
Pergunta-se:

fe— f7?

Este o objetivo de demonstrarmos (4.2.6). Se uma subsequéncia qualquer
de f. for escolhida, provaremos que ela contém uma subsequéncia que
necessariamente converge para f . Dai se conclui que toda a familia f.
converge para f .

De fato, se para uma dada subsequéncia fo se tiver fo — ¢ , pela
continuidade de A e por (4.2.6) se obtém

| 46 — gl = tim | Af, — gl = 0.
Mas, sendo A biunivoco, segue que ¢ = f

4.3 O indice de estabilidade

Para contornar as caracteristicas dos problemas inversos que dificultam seu
tratamento computacional é indispensavel “ajudar” os resultados gerais
mediante o emprego de tantas informagoes quantas forem disponiveis, em
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cada problema especifico. De qualquer forma, muitos dos parametros in-
troduzidos nas técnicas utilizadas tém componentes um tanto aleatérios?,
sendo sempre necessario algum ajuste. Nao se consegue evitar uma certa
“tentativa-e-erro”.

Um veio recentemente descoberto indica uma abordagem mais sistemati-
ca, mais precisa para a inversao, uma vez que exibe uma quantificacao do
nivel de estabilidade de cada problema. E o conceito de indice de estabili-
dade, introduzido em [35]. Esse nimero é calculado a partir dos dados do
problema e indica o nivel de estabilidade da inversao em uma dada vizinhan-
¢a desses dados. Para valores suficientemente pequenos de tal parametro
os correspondentes potenciais variam muito pouco, podendo-se identificar
todos eles a um unico potencial. Por outro lado, se o indice ultrapassar
um certo limiar, pode-se assegurar ser a inversao nessa vizinhanca um pro-
cedimento instavel. Neste caso, nao é possivel, identificar univocamente o
potencial a partir dos dados disponiveis.

Apesar de originalmente definido esse conceito para o espalhamento inverso
com energia fixa, ele pode ser utilizado em diferentes tipos de problemas
inversos, sendo esta certamente uma rica fonte de aplicagoes.

4.4 Um exemplo: espalhamento inverso uni-
dimensional

Os problemas ditos de espalhamento podem ser descritos sucintamente
como o estudo de operadores — ou seja, de relagées — entre o comportamento
de ondas antes e apds sofrer a influéncia de um obstéculo, dito potencial.
Quando é conhecido esse potencial e se deseja detalhar sua atuagao, temos
o chamado problema direto. Diz-se que o problema inverso é aquele em
que se quer determinar esse potencial — ou algumas informagoes sobre ele
— a partir de dados gerados na transformacao das ondas gerada pela sua
influéncia.

Discutiremos, no caso estacionario, o espalhamento unidimensional associ-
ado ao operador de Schrodinger

Hyu == —u" + pu, (4.4.7)

2De fato, estamos nos referindo a nio serem fixos esses parametros, independentemente
dos dados do problema. Ao contrario, devem ser calibrados, “afinados” a estes, cf.
[46, 49]. Convém mencionar a utiliza¢do de métodos estocdsticos acoplados & técnica de
regularizagao, cf. [35].
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atuando em toda a reta, onde o potencial p deve satisfazer condigoes de
integrabilidade e decaimento no infinito de forma a garantir:

Atuando em L2(IR) , o operador H, tem seu espectro continuo
ocupando toda a semi-reta IRt , com multiplicidade 2 , po-
dendo existir um conjunto finito de autovalores A, , todos ne-
gativos.

A cada ponto k? mno espectro continuo se pode associar um espaco bidi-
mensional de autofungdes generalizadas u(x; k) , definidas como solugdes
de

—u" + pu =kKu, (4.4.8)

as quais nido pertencem a L?(IR) , mas sao limitadas. Sua propriedade
bésica no presente contexto é o comportamento assintético: demonstra-se a
existéncia de quatro coeficientes,

Ay =As(u), By = Bi(u),
para os quais se verifica que

. _ ikx —ikx —
mgrinoo [u(z, k) — (Are™ + Bie ™) 0. (4.4.9)
Tem-se portanto que as solugoes de (4.4.8) se comportam, para |z| ~ oo,
como as solucoes da equagao livre

u' 4+ ku =0,

conhecidas como ondas planas. Tais solucoes se denominam ondas de
partida (ou, respectivamente, de chegada) conforme se aproximem (ou se
afastem) da origem a partir de (ou para) oo . Assim, os coeficientes
assintoticos A_ , B4 estdo associados as ondas de chegada, enquanto
AL, B_ as ondas de partida.

Demonstra-se, para cada potencial na familia acima descrita, a existén-
cia de uma relacdo linear entre esses coeficientes. Ou seja, para cada k
estd definida uma matriz 2 x 2, chamada matriz de espalhamento, ou
matriz S , que satisfaz®

S ( g; > = ( gf ) . (4.4.10)

3Claro que a matriz S = S, depende apenas do parametro k , e nio das particulares
solucdes w .
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No presente contexto os problemas direto e inverso sao definidos pelas trans-
formacoes
p— S, S~ p, (4.4.11)

respectivamente. Propriedades da matriz S garantem que ela fica comple-
tamente caracterizada a partir de um de seus elementos, por exemplo, si2 ,
conhecido como o coeficiente de reflexao. Trata-se portanto de considerar
(4.4.11) com 7 := s12 substituindo S .

Os dois resultados a seguir, cf.[16], garantem a estabilidade para os pro-
blemas direto e inverso nessa formulagao, dispensando-se portanto a regu-
larizagdo no seu tratamento numérico, ver [17, 11, 12]. O primeiro teorema
introduz no espago de potenciais uma norma que envolve tanto a fungao
como seus dois primeiros momentos. Ja o segundo resultado trabalha com
uma norma associada a transformada de Fourier do coeficiente de reflexao
e ao primeiro momento dessa transformada.

Teorema (estabilidade do problema direto) Seja P o conjunto das
fungoes reais seccionalmente continuas p(x) , definidas na reta, nulas em
alguma semi-reta { z <« } e tais que

p(z) = o(z72) se x ~ +o0;

o correspondente operador de Schrédinger — definido em (4.4.7) -
tenha espectro pontual vazio.

Munindo P da norma
Ipll = [Pl + /R[H\l‘l] lp(x)|dz + s%p( 2?[p(x)] ),

o operador (direto) de P em L2(IR) é continuo.

Teorema (estabilidade do problema inverso) Denotemos por R o con-
junto das fungdes complexas continuas r(k) , definidas na reta, cujas trans-
formadas de Fourier F sao absolutamente continuas, sendo suas derivadas
limitadas e satisfazendo

/ (1L + [t) [F()|dt < Co < o0, Ya € R,

F'(t) = o([t| %), [t| ~ oo .
Suponhamos ainda para r as hipdteses:

r(k) = O(1/Ik]) , |k| ~ oo
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Ir(k)| < 1, k#0;[r(0)] =1 = r(0) = —1.

Munindo entdo R da distancia associada & norma
Il = WP+ [ (0] 1)

e P da métrica da convergéncia uniforme sobre compactos, o operador
(inverso) de R em P é continuo.

Objetivamos com a apresentagao desses resultados chamar a atencao para
o fato de que nédo se tem necessariamente instabilidade nos problemas in-
versos. Nessa diregao, resultados mais recentes para esse mesmo problema
foram obtidos em [51] e [36], devendo-se citar também [66] e [67].



Capitulo 5

Contraexemplos X
aproximacoes

5.1 Introducao

Na compreensao das estruturas matematicas, um lugar especial esta reser-
vado & construgdo e exibi¢do de contraexemplos, cf. [33, 59, 41, 56, 31, 61].
Estes, num certo sentido, dao a palavra final, encerrando duvidas originadas
de conjecturas ou da necessidade de determinados resultados. Mas, no con-
texto de métodos numéricos, os contra-exemplos necessitam ser usados com
discernimento adicional: é indispensavel ter em mente que com os algorit-
mos computacionais apenas se consegue simular situagoes ou problemas da
teoria matemética. E que praticamente todos aqueles entes originados da
teoria ou da modelagem matematica com os quais lidamos computacional-
mente sao apenas aproximados, desde a reta real aos conceitos definidos
por processos limite. Esta é uma conseqiiéncia de ser necessariamente finito
— em termos de tempo de execucao e de volume de dados empregados —
qualquer procedimento computacional.

5.2 Uma releitura

Consideremos o problema da interpolacao numérica dos valores de uma
fungao real f definida em um intervalo [a,b] . Supondo conhecidos os
valores f(x,) nos N+1 pontosde X = Xy ={z1, 22, ... , TN+1},
sabe-se existir um Unico polindmio p = px de grau N , dito interpolador
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de f em X, tal que
p(z,) = f(z,), » = 1,2,...,N+1.

A pergunta: usando-se esse instrumento, a interpolagao polinomial, e to-
mando-se mais e mais pontos para o conjunto X , ou seja, conhecendo-se
mais valores de f , melhora-se o nivel da informacao sobre aqueles valores
desconhecidos no complemento de X ? Em termos mais precisos, como se
comporta o erro da interpolagao

e(z) = |px) - fl@)], z#z7

H& pouco mais de cem anos, Runge deu uma resposta taxativa, ao exibir,
cf. [57], a funcéo
1

1 + 2522
que, interpolada nos 2NN + 1 pontos do conjunto

R(x) :=

Xy = {0, £1/N, £2/N,..., £1F 1/N ,+1 },
gera um polindmio cujo erro associado satisfaz

max en(z) — o0 se N —o0.
—1<a<1
Segue o grafico de R e dos correspondentes polinomios interpoladores de
grau 5 e 15.

O aprofundamento do estudo do erro e(z) na interpolacdo permite
quantificd-lo em termos do grau do polinémio, da distribuicdo dos pon-
tos e da regularidade das derivadas da fungao interpolada. Este resultado
se revelou bésico no desenvolvimento da teoria do método dos elementos
finitos (M E F), cf. [25]. Com este método, baseado na interpolagao poli-
nomial, se pode obter precisao extremamente elevada, apesar de ser um
prognéstico desanimador para a técnica de interpolacao a leitura sugerida,
a primeira vista, pelo exemplo de Runge. Assim, deve-se enfatizar a im-
portancia das informacoes sobre o comportamento assintético do erro na
interpolagao como fundamental para o desenvolvimento de um instrumento
alternativo, no caso, o MEF.

Um ponto que desejamos salientar neste capitulo é que as restricoes praticas
de problemas reais podem forgar os parametros presentes nos algoritmos
numéricos — que, na teoria, devem ser tomados “suficientemente grandes”
— a ficarem restritos a valores nao tao elevados. De fato, é comum ocorrer
mesmo a impossibilidade de serem eles tomados acima de um dado patamar,
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154

-051
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Figura 5.1: Exemplo de Runge — interpolagdes

devido a vinculos reais, conforme ilustramos na subsecao que segue.

O outro tépico que enfatizamos estd ligado a férmulas explicitas. Na cultura
matematica, a busca de férmulas fechadas e a sensacao um tanto dissemi-
nada de que sua obtencao, em um dado problema, é o que se necessita para
“resolvé-lo” conduziu:

e & quase onipresenca, em textos didaticos ou de pesquisa, da equivo-
cada afirmacao de que “como ndo existe! uma férmula fechada para
esse tipo de problema, tem-se de recorrer a solucoes calculadas com
o emprego de computadores”;

IDeveria ser usada a expressdo: “ndo se conseguiu”.
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e & decorrente necessidade de se mostrar que algoritmos numéricos obti-
dos diretamente de algumas férmulas explicitas podem ser computa-
cionalmente desastrosos. KEstamos nos referindo, por exemplo, a
férmula de Cramer (com o célculo dos determinantes via definigao),
cf.[60], ou & obtencdo dos autovalores de uma matriz via solugdo da
equagao caracteristica, cf. [20], ou ainda & utilizagdo direta da férmula
de Gram-Schmidt, cf. [23].

Reforgando essa linha de discussao, apresentamos, na segunda subsecao,
um exemplo de uma situagao em que foi possivel transformar uma férmula
explicita em um algoritmo numérico operacional. Retornamos ai ao proble-
ma de espalhamento inverso introduzido na Secao 4.4.

5.2.1 Sensoriamento remoto

Indispenséavel para as pesquisas em Meteorologia sao informagoes sobre o es-
tado termodinamico da atmosfera em diferentes locais. Nos dias atuais estas
sao obtidas principalmente por intermédio das técnicas de sensoriamento re-
moto: medi¢bes radiométricas efetuadas por satélites artificiais, portadores
de um instrumental tecnolégico de sofisticagao crescente, seguidas do proces-
samento matematico-computacional desses dados em terra. A modelagem
matematica do sistema conduz a chamada equagao integral de transferéncia
radiativa, que tem a forma de (4.2.2), cf. [32]. O conjunto das medidas gera-
das necessita, por assim dizer, de uma decodificacao afim de dar a conhecer
os dados que realmente interessam, por exemplo, temperatura e umidade
na camada atmosférica.

Uma técnica de tratamento numérico consiste em aproximar (4.2.2) por
um sistema linear de equacoes algébricas, a partir de alguma discretizacao
associada a convenientes regularizagoes dessas equagoes integrais. Observe
que cada equacao corresponde a um ponto da malha gerada a partir da
érbita do satélite e do alcance de seu instrumental, cf. [32].

Do ponto de vista tedrico, em (4.2.2) é conhecida a fungdo ¢ , ou seja,
estdo disponiveis informacoes numeéricas sobre ela em todo o seu dominio.
Na pratica, no caso particular deste problema, temos acesso apenas a um
ntmero finito de (medidas aproximadas de seus) valores g(x,) , para um
conjunto de pontos { z, , v =1,...,K } . E este parAmetro K §é
um dado espectral do equipamento empregado, o nimero de freqiiéncias em
que atua o sistema de radio. Esta portanto a priori fixado, bem limitado —
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na prética nem chegando & ordem de dezenas: por exemplo, [32] menciona
K = 12.

As conclusoes obtidas com alguns dos algoritmos examinados em [32], par-
ticularmente com a implementacao de uma alternativa ai proposta, fornecem
um exemplo de que se pode chegar a significativos resultados numéricos
mesmo as vezes sujeitos a fortes limitagoes nos parametros, os quais gosta-
riamos de ter “mais prorimos do oo ”.

5.2.2 Foérmula explicita = algoritmo numérico?

Mencionamos acima a inconveniéncia, melhor dizendo, impossibilidade, de
utilizar a formula de Cramer como um algoritmo para solugao de sistemas
de equacoes algébricas lineares. Nesta subsegao retomaremos o problema
de espalhamento inverso e empregaremos justamente essa mesma férmula —
a qual motivou a construcao de um algoritmo computacional que se revelou
eficiente ou, ao menos, satisfatério — conforme descrito em [17], na versdo
seqiiencial, sendo a sua implementacao em paralelo exposta em [12].

Verifica-se que a matriz de espalhamento mencionada na Segao 4.4 é carac-
terizada por um de seus elementos, por exemplo, r(k) , o chamado coefi-
ciente de reflexdo. A partir dele constréi-se uma equacao integral do tipo
Fredholm, a equagao de Marcenko, qual seja,

oo

K(z,y) + / wit+y)K(z,t)dt + wzx+y) =0, y>0, (5.2.1)

x

cujo nucleo é a transformada de Fourier

w(t) = % r(k)ei*tdt

e de cuja solugdo se obtém o potencial por meio da expressao

) = ——— K(z,z) . 5.2.2
aw) = —5 o K@) (5.2.2)
As dificuldades computacionais incorporadas ao considerar esse procedimento
como um algoritmo numérico podem ser contornadas por intermédio da observagao
de que: sendo o coeficiente de reflexdo uma func¢éo racional com L polos no semi-
plano inferior, { p1,..., pr } , pode-se concluir ter K a forma

L
K(z,y) = Z fy(x) 7Y .
=1
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Dai decorre terem os coeficientes f;, de satisfazer o sistema linear de equagcoes
algébricas

L ei(ﬂj+P7rL>ft

fi(x) — v ——fm(z) = —ive
3

Py + pm

ipyT

. 9=1,...,L, (5.2.3)

m=1

onde v, denota o residuo do coeficiente de reflexdo r no polo p, .
A esse sistema aplica-se a regra de Cramer e a expressao (5.2.2), para concluir

que
2

g(z) = —2 % Indet[l — A(x)], (5.2.4)

onde A é a matriz do sistema (5.2.3), I a matriz identidade.

O passo final do algoritmo é aproximar um coeficiente de reflexdo dado por um
elemento da familia dos coeficientes de reflexdo expressos por fungoes racionais,
conforme descrito em [17].

Estudos posteriores desse sistema e sua implementagdo em paralelo foram con-
duzidos em [11], onde em particular se desenvolveu um eficiente método para a
transformada rapida de Fourier, ver também [12].

Alguns detalhes na dedugédo do algoritmo que descrevemos foram eliminados ou
simplificados. E importante contudo mencionar que nao é a expressao (5.2.4) que
se implementa para chegar ao valor do potencial, mas se resolve efetivamente um
sistema que tem a mesma matriz de coeficientes que (5.2.3) e cujas incégnitas sao
as derivadas dos coeficientes f;(z) , uma vez que o potencial é obtido a partir de

L
L K@) = YA H@) + i} e
=1



Capitulo 6

Operadores
pseudodiferenciais e
condicoes de contorno
transparentes

6.1 Introducao — definicao e notacoes

Consideremos o operador transformada de Fourier F atuando no espago S de
funcdes complexas, definidas na reta real, infinitamente derivaveis e rapidamente
decrescentes’:

F: S-S
¢ — Fop: R — C
t = [Folit) := \/% [r ¢(x) e ™" da
(6.1.1)
Sabe-se, e este foi um dos fatos que impulsionaram a pesquisa sobre esse operador,
que se verifica a relagdo

[Fde/dz ] (t) = (it) - [F o] (t) (6.1.2)

ou
FoD=DMoF, (6.1.3)

lEspago de Schwartz, ver, p.ex., [23], pp. 129.
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onde D := d/dx e

M: S§-—> S
Y= My: R —> C
t = [My(t) = (it) P(t)

Dado um polinémio p(A\) := ", @', a ele estd associado o operador

diferencial
pD): S —> S
¢ = pD)p = >, aD'¢ |~

de forma que (6.1.3) conduz a

F opD) = pM) o F,

ou seja,
FpD)o](t) = p(it) - [Fe](t). (6.1.4)
Se considerarmos, com L := p(D), a equagdo diferencial
Lu=f, (6.1.5)

(6.1.4) implica a equivaléncia entre (6.1.5) e
p(t) - [Ful (t) = [FF1(1),

donde se obtém que
_ F t
v o7 [210)
p(it)
desde que o quociente do segundo membro pertenga a S , uma condicdo que
certamente deve exigir que o polindmio p nao possua zeros no eixo imaginario.

Voltemos & expressao (6.1.2), considerando agora o operador

P : S —» S
v = Py R —» O ]
te [Py ]t) = dft] (t)

o qual induz um outro operador em S , a saber:

vr. S S }
f = ®f = F P (F[f)]

)

(6.1.6)

Que se pode deduzir sobre o operador definido em (6.1.6)7
Primeiro, observemos que, como

) izt _ (it) [, f@)e ™ dx, t>0
szﬂ@e(mf i 120

segue de (6.1.2) que
[P (FNHI) = sgn®)[(Ff)] 1),
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onde sgn ¢ a funcao sinal

sgn(t) := t/‘t(l’ ¢ i 8

, t

Voltemos outra vez a (6.1.6). Se, na definigdo de ¥ , substituirmos P por
M , obteremos (6.1.3), isto é, uma forma alternativa para expressar o operador
diferencial D . O que distingue essa maneira de definir esse operador da forma
como é ele tradicionalmente introduzido? Esta definigdo é feita de uma forma
global, enquanto estamos mais habituados a ser ele apresentado localmente —
pois trata-se de um operador pontual. J& ¥ foi introduzido globalmente, sendo
um operador que nao possui uma definicdo pontual.

Por outro lado, o que se necessita para caracterizar, para conhecer W ? Verifica-se
que basta apenas o conhecimento da funcdo ¢ +— i|t| ou, em outras palavras:
esta funcdo carrega toda a informacao sobre o operador W | podendo assim
representd-lo. Por isso é ela chamada de seu simbolo.

Observe que na definicao de P e, portanto de ¥ | poderia ter sido escolhi-
da outra funcdo no lugar de i|t| , sob convenientes restriges. Cada uma das
fungdes escolhidas p daria origem a um operador ¥, tendo p por seu simbolo.
A expressdo que corresponde a (6.1.6) é entao

(@, fl(z) = \/% /}R ¢ (1) L/% /]R emits f(s)ds] dt . (6.1.7)

Os operadores ¥, assim construidos sdo denominados operadores pseudo-
diferenciais.

Em resumo: quando, em (6.1.6), o operador W ¢ definido como o produto por
um polindmio, a expressao (6.1.7) d4 origem a um operador diferencial; quando
se toma o produto por outro tipo de func¢bes — em uma classe que se deve tornar
precisa — (6.1.7) define um operador pseudodiferencial, ver [68, 29].

6.2 A equagao das ondas (unidimensional)

Muitos sao os fené6menos modelados matematicamente por meio de sistemas dife-
renciais que operam sobre fungoes com dominio nao limitado. E o caso de proble-
mas de espalhamento, de deteccdo geofisica, sensoriamento remoto, entre outros.
Na resolugao numérica desses problemas, é comum o algoritmo ser desenhado
para simular um dominio limitado, criando-se entao uma fronteira artificial.
Assim, é necessario introduzir condi¢ées de contorno também artificiais, e estas
ficam sujeitas a um vinculo natural, o de ndo interferir no estado do sistema em
estudo. Ilustraremos inicialmente essa situagao conforme encontrada no contexto
da equacgdo unidimensional de propagacido de ondas — equacdo de d’Alembert —,
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apesar de serem mais genuinas as dificuldades que desejamos ilustrar no caso de
dimensoes superiores, o qual expomos em seguida, cf. [34].

Dependendo das condigbes de contorno impostas na fronteira artificial, uma onda
gerada numericamente sera refletida, vindo a mascarar, no dominio considerado,
a simulagao do estado do sistema sob andlise: o esquema computacional utilizado
pode entdo apresentar convergéncia nao para a solugdo que se estd buscando,
mas para alguma outra fungdo. Trata-se de uma situagdo semelhante aquela em
que, tendo-se a consisténcia apenas condicional de um esquema que se sabe
incondicionalmente estavel — geram-se subsequéncias convergentes, e sao
assim obtidas solugbes numéricas que nao tendem para a verdadeira solugao do
sistema em estudo, conforme descrito no Capitulo 2.

A simulagdo computacional exige entdo buscar condi¢ées de contorno que néo
perturbem o problema, que ndo impliquem em reflexdes das ondas de volta para
dentro do dominio. Tais condi¢Ges sdo chamadas de transparentes, ou absor-
ventes.

Fixemos as idéias considerando na semi-reta {x > 0} o sistema

2 2 a2 2 x>0

0%u/ot 0*u/dz” = f £S5 0
u(z,0) = Uo(z) (6.2.8)

wl@,0) = Volz) *70

w(0,t) = 0 t>0

Deduziu d’Alembert, a partir da fatoracdo do operador

PPN _ (0 o\ (o, 0
ot? oz2) — \ot Ox ot ox )’
que as solucdes desse sistema tém a forma?
u(.’L‘ft) = 1/1(35‘”) + ¢($—t),

ou seja, sdo a soma de ondas estaciondrias que viajam para a esquerda ou para a
direita. Elas estdao denotadas na Fig. 6.1 por

?Normalizadas as constantes, a velocidade de propagacéo se torna igual a 1.
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A

Figura 6.1 — Ondas estaciondrias unidimensionais
O (z,t) := p(x—1t), 6_(x,t) := P(x +t), satisfazendo
(0/ot +90/0x) O+(z,t) = 0.

Suponhamos que, para solugdes numéricas, nos restringiremos ao intervalo [0, L] ,

com L > 0. Exigir que nao haja reflexdo na fronteira artificial { z = L }
equivale portanto a impor a restrigdo

0 0 r = L
<§_a?)u_0 {t>0 . (6.2.9)

Por compatibilidade, devemos exigir, no problema original, as hipdteses

f(z,t)

0

>L
Us(z) =0 f;o (6.2.10)
Vo(x) =0
Assim, ndo teremos, no ponto r = L , ondas viajando para a esquerda e origi-

nadas a sua direita.

Verifica-se que as ondas calculadas por meio de qualquer esquema convergente as-
sociado a (6.2.8) desaparecem, ao chegarem & fronteira artificialmente criada, ndo
afetando aquelas que sdo geradas pelos vinculos impostos ao problema tedrico,
conforme ilustrado na Fig. 6.2.
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\/ — \/

Figura 6.2 — Tipica solu¢do numérica de (6.2.8) com o emprego da condigao de
contorno transparente (6.2.9)

6.3 A equagao das ondas (no R", n>2)

Examinemos agora o que ocorre para dimensées superiores, ja sendo suficiente a
andlise do caso n = 2:

D%u ?u  0*u
(=422 = t 311
ETD (8x2+8y2) f >0 (6.3.11)
u(e,y0) = Uo(ey) |,
ur(r,y,0) = Ui(z,y)
para =, y € IR?.
O dominio de trabalho computacional serd o quadrado  := [—L, LP e,

de forma andloga ao caso unidimensional, ver (6.2.10), faremos hipéteses adi-
cionais sobre o meio residente no seu complementar R?\, o qual j4 supusemos
homogeéneo e isotropico:

Uo(ib,y) = Ul(x>y) =0
flz,y,t) =0

Quais as condigoes a impor na fronteira de €2 , ou seja nos quatro segmentos
{z=+L, -L<y<L}e{y==4L, -L<z<L}?

Fixemos a atengdo em qualquer ponto sobre o segmento x* = L : devemos exigir
que, por esse ponto, nenhuma onda penetre na regidgo {2, como previamente, no
caso unidimensional. Mas agora nao hd apenas um sentido (numa dada diregao)
a controlar, pois as ondas planas podem viajar em todas as dire¢es definidas
no plano zy . Este fato nos conduz portanto a uma infinidade de condigoes de
contorno.

z, y € R\Q. (6.3.12)
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Uma idéia natural: somd-las todas. Para isso, impomos a hip6tese
u(z,y,t) = 0 para t<0

e, assim, podemos introduzir a transformada de Fourier da fungdo wu relativa-
mente as duas varidveis y , t:

1 ; (Ew
(. 60) = (Forw) (@0.60) = 5 [ [ ulwpt) 0D dy
A equagdo (6.3.11) implica, para esta nova varidvel e, gragas & condig¢do (6.3.12)

imposta relativamente a f , para x > L, a relagao

82

oz = (€ -wha,
ou
{(a% - 52—w2>-<8% + \/mﬂ @=0.

As ondas que se dirigem para a esquerda satisfazem

0
“a = — 2 _ 24
&ru &2 —w?a,

de forma que é justamente essa a condi¢do de contorno a ser imposta no segmento

{2z = L} afim de evitar, nessa por¢ao da fronteira, a reflexdo de ondas de
volta para o interior da regido 2 .
Para formular essa condigdo em termos da funcdo u = wu(x,y,t) necessitamos

inverter a transformada de Fourier, do que resulta

[(Fy,t)*1 a% u} = (Fy) " [_ mu]

=

ou seja,

= (Fy)! [f VE — w2 (Fye u)] (:v,y,t)‘ . (6.3.13)

0
% u(x7y7t) _

x=L

No segundo membro de (6.3.13) temos a versdo bidimensional do operador pseu-
dodiferencial ¥ introduzido em (6.1.6), ou melhor, ¥, em (6.1.7), onde no

lugar de p = p(-) se tem p(§,w) = — /&2 —w? . Podemos portanto escrever
a condigdo de contorno a que chegamos na forma

9 =1L
87 u(x7y7t) = [‘I’P U](.T,y,t) ) —L S Yy S L
v t>0
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6.4 Conclusoes

Observemos inicialmente que a defini¢do dos operadores pseudo-diferenciais, con-
forme apresentada na Secao 8.1, sugere ser ela apenas mera generalizagao de
um conceito, melhor dizendo, de um operador, este sim, introduzido com vistas a
— ou exigido por — aplicagdes praticas. O exemplo discutido nas duas se¢oes ante-
riores objetiva mostrar a falsidade de tal avaliacdo. Ele enfatiza ser extremamente
natural e necesséria, dentro do contexto de efetiva implementagao numérica,
a teoria dos operadores pseudodiferenciais.

Deve-se notar que uma modificacdo profunda é introduzida no sistema diferen-
cial em estudo, junto com as condigoes de contorno transparentes: passa-se a
trabalhar com vinculos, restrigoes nao locais. Esta é uma conseqiiéncia de atu-
arem os operadores ¥, para valores arbitrarios, tanto da varidvel y como para
os de t, no futuro e no passado.

Finalmente: em termos praticos, como lidar computacionalmente com esses ope-
radores, essas novas condi¢ées de contorno? Existe toda uma vertente de pesquisa
nessa direcdo, a qual ndo se pretende abordar no presente texto, citando apenas
alguns trabalhos representativos: [34, 30, 58, 44, 38, 69].



Capitulo 7

Malha adaptativa — Grafo
de Folhas Autonomas

7.1 Motivacgao

Muitos problemas de valor inicial e de contorno para equagdes diferenciais parciais
dependentes do tempo envolvem estruturas de pequena escala que se desenvolvem,
se propagam, decaem ou desaparecem a medida que a solugdo evolui. Exemplos
incluem camadas limites em fluidos viscosos, ondas de choque e zonas de reagao
em processos de combustdao. Como a localizagdo, a duragao e a natureza dessas
estruturas ndo é em geral conhecida a priori, a solucdo numérica desses proble-
mas pode se tornar muito dificil. O uso de uma malha uniforme de pontos para
discretizar o problema diferencial nao é adequado nestes casos, pois nao leva em
conta a diferenca de escalas dos fendomenos envolvidos. Isso faz com que o custo
computacional seja muito alto, pois a malha uniforme deve ter um nimero muito
grande de pontos. Procedimentos adaptativos que evoluem com a solugao ofere-
cem uma alternativa robusta, confidvel e eficiente (ver, por exemplo, [2]).

O uso de refinamento adaptativo para obter malhas adequadas a representagao
de equacoes diferenciais parciais discretizadas tem sido objeto de intensa pesquisa
desde o final da década de 1970, ver, por exemplo, [1], [2], [3]), [4], [28], [42], [53],
[63], [64], [65].

Uma estrutura frequentemente utilizada para construir submalhas mais refinadas
a partir de malhas menos refinadas consiste de uma &rvore de refinamentos. A
partir de uma malha dada inicialmente, representada pela raiz de uma &rvore,
criam-se nodos filhos dessa raiz, que sdo as representagoes das submalhas, com
um grau de refinamento maior que a malha inicial.
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Descreve-se agora uma estrutura de dados para representar uma malha de pontos
em que se exploram certas propriedades de grafos. Essas propriedades sao usa-
das para se obter uma ferramenta eficiente para a construc¢do de uma malha néo
uniforme de pontos. Essa estrutura de dados foi primeiramente descrita em [6] e
chamada de Grafo de Folhas Auténomas, ou ALG (Autonomous Leaves Graph)
em [7] e [62]. Para a ordenac@o dos pontos da malha usa-se uma modificagao da
curva de Hilbert desenvolvida em [6].

7.2 Estrutura de dados

7.2.1 Introducao

A simulagao computacional de um processo fisico por meio de equacdes diferenciais
envolve quatro niveis de representagdo: inicialmente, o problema fisico é modelado
por um sistema de equagoes diferenciais com condigoes de contorno apropriadas.
A seguir, é formulada uma discretizacdo do espaco e do tempo e busca-se uma
solugdo numérica aproximada, ou seja, um problema diferencial é substituido por
um problema algébrico com um nimero finito de varidveis. A discretizagdo do
espaco e do tempo requer a existéncia de relagoes topoldgicas e geométricas entre
as células componentes do dominio que foi discretizado. Num terceiro nivel, essas
relagdes sdo representadas por meio de um grafo. As operagdes combinatérias efe-
tuadas sobre as componentes desse grafo constituem as estratégias de resolucao
do problema discretizado, traduzido para este nivel. O grafo serve como um dia-
grama dos registros de memdria alocados pelo computador para armazenar as
quantidades numéricas envolvidas na resolu¢do do problema algébrico. A estru-
tura de dados constituida por campos de memoéria alocados dinamicamente e re-
ferenciados por apontadores, assim como os algoritmos utilizados na manipulagao
das informagoes constituem o programa de computador que é o quarto nivel de
representacao do problema fisico inicial.

7.2.2 Estrutura da malha adaptativa

Considere inicialmente um dominio bidimensional formado pelo quadrado unitério.
Dividindo este quadrado em quatro quadrados iguais obtém-se quatro células,
como se pode ver na Figura 7.1. Escolhem-se quatro pontos no interior deste

quadrado,
LIy (13) (33) (31
4°4)°\4’4)°\4°4)’\4’4)"

Cada ponto escolhido é o centro de uma determinada célula. Podem estes pontos
ser representados por vértices de um grafo orientado, de acordo com a Figura 7.1.
Cada um destes quatros vértices (em preto, na figura) aponta (por meio de setas,
na figura, representando as arestas do grafo) para quatro diregdes: cima, baixo,
direita e esquerda, que por convengao serao chamadas respectivamente de norte,
sul, leste, oeste. O quadrado que fica na posicao de cima e a direita serd chamado



Estrutura de dados 59

Figura 7.1:

de quadrado nordeste, e os demais, no sentido horério, serao chamados respecti-
vamente de quadrados sudeste, sudoeste e noroeste. Para que as setas que nao
apontam para vértices do quadrado facam sentido, criam-se quatro vértices adi-
cionais (em branco, na Figura 7.2) que serdo apontados pelas setas remanescentes
dos vértices pretos, e serao denominados vértices brancos.

Figura 7.2:

Além disso, cada vértice branco vai apontar também para os vértices pretos que
apontam para ele. Existe ainda uma terceira seta (geralmente chamada de pon-
teiro nulo) em cada vértice branco que aponta para um vértice especial, o vértice
terra. Veja o esquema completo na Figura 7.3.

Para que as figuras se tornem menos carregadas substitui-se cada ligagdo dupla de
arestas por uma ligacdo simples, sempre que nao houver possibilidade de confuséo,
(conforme a Figura 7.4).

Do ponto de vista mais concreto da estrutura de dados usada pelo programa, os
vértices pretos vao representar os pontos centrais das células do quadrado unitério.
Cada vértice preto armazena suas coordenadas espaciais e outras informacoes que
serdo explicitadas mais adiante. De cada vértice preto partem quatro ponteiros
para outros vértices (pretos ou brancos). De cada vértice branco partem trés
ponteiros, dois destes ponteiros apontam para vértices pretos e o terceiro ponteiro
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1

S

Figura 7.4:

|
Figura 7.3:

aponta para um vértice branco ou para um vértice terra.

7.2.3 Refinamento da malha

Inicialmente serd construido um exemplo para ilustrar o refinamento do quadrado

unitario.

Considere quatro quadrados de lados de tamanho 1/2 como na Figura 7.1. As
1)’ (3 1)‘

coordenadas dos centros dos quadrados sdo: (i, %), (37 %), (i i) (51

A seguir, escolha um dos quatro quadrados para ser subdividido em quatro quadra-
dos de lados de tamanho 1/4. No exemplo da Figura 7.5 foi escolhido o quadrado
noroeste para ser subdividido. Agora, existem 4+ 3 = 7 quadrados (células) (veja

o exemplo da Figura 7.5).

T, . Tele ]~
.- oI TR
@ (b) ©

Figura 7.5:

O quadrado de centro (%, %) serd substituido por quatro quadrados de centros

113 1) (1,138 1y /1 13 1) (1 13 1
8’4 "\4 84 8)’\4 84 8)’\4 84 8)°

Pode-se continuar o processo subdividindo-se em quatro o quadrado de lado 1/4
como na Figura 7.5, e obtendo-se agora 4 + 3 + 3 = 11 quadrados.
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Generalizando, cada quadrado de centro (a,b) e lado ¢ que for subdividido como
descrito acima é substituido por quatro quadrados de centros

(a b C) a Ca—i—b a+ca+b (a—i—ca C)

4’ 4/’ 4’ 4)’ 4’ 4)’ 4’ 4)"
Esse processo de subdivisao do dominio tem o nome de refinamento da malha.
Cabe ressaltar que esse refinamento ndo é necessariamente uniforme, e portanto

permite que apenas determinadas regides do quadrado unitario sejam subdividi-
das.

Desta forma, generalizando o processo descrito, em k etapas, o quadrado unitario
é dividido em M = 4 + 3k células quadradas ¢;, j = 1,..., M. O tamanho dos
lados é sempre representado por uma fragao do tipo (1/2)"7, onde n; é um inteiro
positivo.

Descreve-se agora a estrutura de dados correspondente aos refinamentos obtidos
anteriormente.

Por convencao, as células de uma malha inicial, composta de quatro células iguais,
estao no nivel 1 de profundidade no refinamento. Uma célula de nivel n de profun-
didade ao ser refinada é substituida por 4 células de nivel (n+ 1) de profundidade.
Cabe ressaltar que o nivel de profundidade de uma determinada célula no refi-
namento estd relacionado com o tamanho do lado desta célula. Uma célula que
possui o tamanho do seu lado igual a 1/2" tem nivel n de profundidade no refi-
namento.

Em cada etapa do refinamento um vértice é substituido por um grafo com quatro
vértices, como se pode ver na Figura 7.6. Nesta figura, o nimero 2 que acompanha
o grafo indica o nivel de profundidade do vértice no processo de refinamento.

Figura 7.6:

No processo de refinamento, quando quatro vértices com o mesmo nivel de pro-
fundidade, v1, vz, v3, v4, s@0 originados de um mesmo vértice vy, diz-se que estes
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vértices pertencem a um mesmo cacho e v, é o vértice pai.

Representa-se a malha da Figura 7.5(a) pelo grafo da Figura 7.7. E importante
salientar que no processo de refinamento, além de se acrescentarem a estrutura de
dados mais 3 vértices pretos, criam-se também 4 vértices brancos do mesmo nivel
de profundidade dos vértices pretos criados.

Figura 7.7:

O grafo da Figura 7.8 é obtido refinando a célula de nivel 2 que estd na posigdo
sudeste da malha da Figura 7.5(a).

Figura 7.8: Figura 7.9:

Refinando a célula que é representada pelo vértice de nivel 1 na posicdo nordeste
do grafo da Figura 7.8 gera-se um novo grafo, como se pode ver na Figura 7.9.
Observe que a estrutura de grafo é formada por drvores (vértices brancos), cujas
folhas s@o os vértices pretos. Vértices pretos sdo ligados entre si apenas se sdo do
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mesmo nivel. Cada arvore é isolada da outra por vértices pretos.

Convém observar que, no grafo da Figura 7.9, dois vértices brancos de mesmo
nivel aparecem ligados por um caminho de comprimento igual a 1. E possivel
simplificar este ultimo grafo, eliminando esses dois vértices brancos, obtendo o

grafo da Figura 7.10.

Figura 7.10:

A importancia deste ultimo procedimento é clara: o processo de simplificagdo do
grafo é necessério para que o algoritmo de busca dos vizinhos de um vértice preto
funcione corretamente. Esse algoritmo consiste apenas em encontrar ou o vizinho
imediato de cada vértice preto, caso esse vizinho seja um vértice preto também,
ou entao, caso esse vizinho seja um vértice branco, os vértices-folha da arvore
gerada por este vértice branco.

Uma das grandes vantagens do processo de refinamento descrito é que a cada
refinamento apenas perturbagdes locais sdo feitas.

7.2.4 Desrefinamento da malha
Descrevem-se agora as etapas necessarias para eliminar pontos da malha.
Primeiramente, os pontos a serem eliminados da malha devem, em cada etapa

do desrefinamento, pertencer ao mesmo cacho. Um exemplo pode ser visto na
Figura 7.11.

Em cada fase do processo de desrefinamento, quatro vértices sdo transformados
em um Unico vértice. Assim, o cacho marcado na Figura 7.11 é substituido por

um vértice, como se pode ver na Figura 7.12. .

Para que 4 vértices possam ser desrefinados, eles precisam satisfazer alguns critérios:
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Figura 7.12:

e precisam estar no mesmo nivel de profundidade.

e precisam ser vértices originados do mesmo vértice pai, para garantir que a
configuragdo anterior da malha possa ser recuperada apds os refinamentos e desre-
finamentos.

As etapas necessarias para o desrefinamento séo:

e transformacao do vértice, que estd na posigdo nordeste em relagdo aos 4 vértices,
no vértice resultante do desrefinamento. Denota-se este vértice por v;.

e preenchimento dos novos dados do vértice resultante, como, por exemplo,
as suas coordenadas espaciais, seu nivel e outras informagdes de acordo com o
problema a ser resolvido.

e ligacao do vértice resultante com seus vizinhos.

e ligacao dos vértices vizinhos com o vértice resultante.

e liberagao da area de memdria dos vértices que passam a nao existir.

A ligacao do vértice resultante do desrefinamento, v,, com os vértices vizinhos
é feita através da criagdo de quatro novos vértices brancos. Estes vértices brancos
criados estdo no mesmo nivel de profundidade do cacho desrefinado. Pode-se ver
este esquema na Figura 7.13.

No processo de desrefinamento um dos ponteiros de cada um dos quatro vértices
brancos criados aponta para o vértice resultante v, e os outros dois ponteiros
apontam para os vértices vizinhos do cacho desrefinado.
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Figura 7.13:

Para cada configuracdo de vértices vizinhos do vértice resultante, v,, uma es-
tratégia diferente é adotada.

Exemplificam-se estas estratégias, denotando por v, um dos vértices brancos cri-
ados no processo de desrefinamento e por v, um vértice vizinho ao cacho desrefi-
nado, adjacente agora ao vértice vp.

Quando v, for vértice branco e do mesmo nivel de profundidade do vértice wvp,

apds a ligagao do vértice v, com o vizinho do vértice v, uma simplificagao é feita
para eliminar os vértices v, e vp. Este esquema pode ser visto na Figura 7.14(a).
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Figura 7.14:

@

Quando v, for vértice branco e de nivel diferente do vértice vy, mantém-se o vértice
criado v, e ele fard a ligagdo do vértice resultante, v,, com a estrutura da malha
desrefinada. Este esquema pode ser visto na Figura 7.14(b).

Quando o vértice v, for vértice preto e de nivel diferente do vértice v, mantém-se
o vértice branco criado, vy, e este fard a ligagdo do vértice resultante v, com o
vértice v,. Este esquema pode ser visto na Figura 7.14(c).

Quando o vértice v, for vértice preto e do mesmo nivel do vértice v,, elimina-
se o vértice branco criado, vy, € 0 vértice v, é conectado diretamente ao vértice

vy. Este esquema pode ser visto na Figura 7.14(d).

Adotando as estratégias anteriores, a Figura 7.13 se transforma na Figura 7.15.
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Figura 7.15:

No processo de desrefinamento visa-se restaurar a estrutura da malha anterior ao
refinamento feito, ou seja, que os cachos se fundam para recriar o vértice que os
gerou.

Da mesma forma que no refinamento, no processo de desrefinamento apenas per-
turbagoes locais séo feitas.

7.2.5 Ordenacao da malha pela curva de Hilbert

Em cada um dos vértices pretos da estrutura descrita anteriormente, existe um
ponteiro extra que é utilizado para se criar uma ordenacgao total dos vértices pretos
ja existentes. Assim, comegando-se do primeiro vértice, existe uma lista dupla-
mente encadeada ligando todos os vértices pretos da estrutura.

Cada vez que um refinamento é feito, os quatros vértices pretos gerados sdo inseri-
dos na lista encadeada. Assim, como a modificagao na lista é local, um algoritmo
baseado na construcao da curva de Hilbert é usado para se ordenar totalmente os
vértices.

Primeiramente, descreve-se a construgao da curva de Hilbert. Ver, por exemplo,
[73]. Essa curva é o limite de uma sequéncia de curvas Hi, Ha, Hs, ..., definidas a
seguir. A Figura 7.16 mostra Hi, Ha, H3, 0os trés primeiros passos sucessivos da
construcao.

Figura 7.16:
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Na etapa i+ 1, a curva H;y1 é definida recursivamente pela composicao de quatro
instancias de H; com metade do tamanho rotacionadas apropriadamente e por
trés linhas adicionais conectando as quatro H;’s. A curva H; é chamada curva de
Hilbert de ordem 1.

Mais precisamente, sejam A, B,C, D os procedimentos de desenho das quatro
b b b b)

partes da curva H;4; orientadas conforme a curva é percorrida. Entao surge o

seguinte esquema recursivo:

15 A: D« A|lA>B
+—| B: Ct1B— BJA
<t C: B-C1tC«D
t. 1l D: AlD«D?tC

O significado das setas é claro: na primeira linha do esquema, por exemplo, quando
o trecho da curva tiver a forma |, ele serd substituido na etapa seguninte pelo
trecho de curva D < A | A — B. Assim, o novo trecho vai ser formado por um
trecho D : 1, |, por uma seta <, por um trecho A : |, por uma seta |, por
um trecho A : |, por uma seta — e por um trecho B : 17 |. A Figura 7.17
mostra o esquema resultante

A D
A B
Figura 7.17:

Denotando por h o comprimento de uma linha unitdria da curva em uma dada
etapa, o procedimento recursivo correspondente ao esquema A fica da seguinte
forma:
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A(i:inteiro);
se (1 > 0)
D(i—1); x =z — h; plot;

A(i —1); y =y — h; plot;
A(i —1); = =x + h; plot;
B(i—1);

Nos outros casos, quando o trecho da curva tiver as formas B : 17, C : <51,

D : 1t__J, basta seguir a receita preconizada pelas regras B, C' e D correspon-
dentes.

Adota-se a estratégia da curva de Hilbert para ligar os vértices pretos de uma
malha refinada uniformemente, como se pode ver nas figuras 7.18, 7.19 e 7.20.
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Figura 7.18: Figura 7.19: Figura 7.20:

Descreve-se agora a estratégia desenvolvida em [6] para ordenar os vértices pretos
de uma malha nio uniformemente refinada.

Acompanhando-se a curva formada pelas arestas que conectam cada vértice preto
a seu sucessor, obtém-se uma curva semelhante as curvas geradas nas etapas da
construgao da curva de Hilbert. A diferenca é que, no processo de construgao da
curva de Hilbert, ela é refinada uniformemente em cada etapa. Isto é, as regides
(células) percorridas por todas as arestas da etapa anterior sdo subdivididas na
etapa seguinte. No algoritmo modificado, desenvolvido em [6], os refinamentos
nao ocorrem necessariamente em todos as arestas, quando se passa de uma etapa
para a outra. Em consequéncia, diferentes niveis de refinamento podem ocorrer
numa mesma etapa. O nivel de refinamento da curva em um certo trecho acom-
panha o nivel de refinamento das regides da malha correspondentes aquele trecho.
Um exemplo pode ser visto na Figura 7.21.
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Figura 7.21:

A curva de Hilbert possui a seguinte propriedade: em cada etapa da sua cons-
trugdo, um arco de comprimento muito grande fica contido em uma regido de
pequena area.

Esta propriedade da curva de Hilbert foi uma das motivagbes para a sua escolha
na ordenagao dos vértices pretos. Numa dada etapa da construgdo da curva de
Hilbert, efetua-se a seguinte construgao: divide-se a curva em k trechos e se mar-
cam as k regides do quadrado unitario correspondentes a esses trechos. Assim, o
quadrado unitdrio fica dividido em k subdominios com fronteiras entre si. Estas
fronteiras nao tendem a aumentar rapidamente em comprimento a medida que
o refinamento prossegue. Ou seja, em cada etapa da curva de Hilbert as células
vzinhas de uma mesma regido tendem a aumentar em nimero e a se “compactar”,
formando regides com interface relativamente pequena (em relagdo ao ntimero de
células). Essa propriedade tem consequéncias préticas interessantes, pois permite
que se divida o quadrado unitdrio em subdominios com aproximadamente o mesmo
nimero de células. Ademais, a interface entre os pares de subdominios nao resulta
muito grande. Isso é importante no contexto de processamento distribuido.

7.2.6 Generalizacao do dominio

Discute-se agora como dominios diferentes de um quadrado podem ser construidos.
A idéia é criar mais um bit de informagado em cada célula. Esse bit ird indicar se
uma determinada célula esta ativada ou desativada. Uma célula desativada nao
faz parte do dominio bidimensional. Assim, o conjunto das células ativadas é uma
aproximacao tdo precisa quanto se queira da regido do dominio. Deve-se notar
que essa particao pode ter vérios niveis diferentes de refinamento, de acordo com
a complexidade do dominio.
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Figura 7.22:

Considere, por exemplo, o dominio formado por uma coroa circular de raio externo
r = 0.5 e raio interno r = 0.25. Como exemplo de um refinamento bastante
grosseiro, particiona-se este dominio com células quadradas de lados nao menores
do que 0.125, visto na Figura 7.22. A curva de Hilbert modificada associada &
malha do dominio considerado é mostrada em linha pontilhada. Observe que nesta
Figura, s6 os vértices em preto pertencem ao dominio. Naturalmemte pode-se
refinar mais o dominio e considerar uma parti¢do com células menores, e portanto
pode-se obter uma representagao geométrica tao precisa quanto se queira.

7.2.7 Dominio tridimensional

Nesta segao descreve-se brevemente como a estrutura de dados bidimensional pode
ser estendida para trés dimensdes [6]. O dominio tridimensional considerado agora
é o cubo unitério. Inicialmente o cubo unitdrio contém oito células cibicas de
arestas com comprimento % Veja a parte esquerda da Figura 7.24, com os oito
centros das células correspondentes. O grafo associado a esse conjunto inicial de
oito células pode ser visto no diagrama em linhas grossas da Figura 7.23. Além
disso, cada um desses oito vértices tem seis arestas, correspondentes as dire¢Ges
de cima, baixo, esquerda, direita, frente e trds. De maneira andloga a estrutura
bidimensional, devem existir seis vértices auxiliares (os vértices terra). Cada
vértice terra é ligado por arestas aos quatro vértices de cada face correspondente,
conforme se pode ver na Figura 7.23. Daqui em diante, a descrigdo da estrutura
para suportar refinamentos segue os mesmos moldes da estrutura ALG descrita.
Isto é, para se refinar uma célula da malha, substitui-se o vértice correspondente
por um grafo andlogo ao da Figura 7.23, que passa a ser conectado de maneira

apropriada.
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Figura 7.24:

A curva de Hilbert modificada também pode ser estendida para trés dimensdes.
A parte direita da Figura 7.24 mostra a primeira etapa dessa construcao. Assim,
todas as técnicas de ordenacao total das células do dominio podem ser utilizadas
para se compor a matriz de coeficientes do sistema algébrico linear associado a
discretizacdo de um problema diferencial.

7.2.8 Células triangulares

A estrutura de dados ALG pode também representar células triangulares contidas
no quadrado unitdrio [6]. Tem-se na Figura 7.25 trés etapas de sucessivos refina-
mentos do quadrado unitario. Uma curva andloga a curva de Hilbert modificada
também pode ser construida para se enumerar as células triangulares, conforme
se pode ver nessa mesma figura.
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Figura 7.25:

Células triangulares tém aplicagbes para elementos finitos, uma vez que se adotam
frequentemente malhas triangulares para a simulagdo computacional de equagées
diferenciais para essa técnica. Observa-se que, aplicando-se a extensao do pro-
cedimento proposto neste trabalho ao caso de malhas triangulares, nao ocor-
rem angulos préximos de zero com o decorrer do refinamento (ver Figura 7.25).
Observa-se que a malha pode também ser nao uniforme. Nota-se também que
haveria a implicagao do uso de formulagoes para elementos finitos ndo conformes.



Apeéndice: exercicios

Ex. 1 (Cap.l) Verifique como o Teorema da Limitagdo Uniforme (de Banach-
Steinhaus) implica uma das afirmagdes do Teorema da Equivaléncia de Lax.

Ex. 2 (Cap.l) Verifique as afirmagdes mencionadas relativamente aos esquemas
de DuFort-Fraenkel e pula-carniga.

Ex. 3 (Cap.l) Verifique computacionalmente como o esquema de Euler

urtt—up _, Uiy, —2U7 + U,
At (Az)?

diverge para valores da discretizagdo que desobedecem a condigao CFL. (Esses
testes podem ser conduzidos até com o Excel ou um equivalente freeware.)

Ex. 1 (Cap.2) Demonstre com cuidado o fato de valer para a funcdo estabili-
dade S(h) — o0 se h — 0.

Ex. 2 (Cap.2) Na secdo 2.3 se afirma serem equivalentes as normas || -|[1 e
[| - ||e . Demonstre esse fato.

Ex. 1 (Cap.3) Verifique que ¥¢ ¢é fungao infinitamente derivével.

Ex. 2 (Cap.3) Demonstre que as fungdes f - ¥¢ possuem a regularidade de
f e podem aproxima-la em diferentes normas, conforme a escolha de C'.

Ex. 1 (Cap.4) Demonstre a compacidade do conjunto Mp definido na secao

4.2.

Ex. 2 (Cap.4) Supondo ser valida (4.4.9), demonstre a existéncia da matriz de
espalhamento descrita pela condigao (4.4.10).
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Ex. 3 (Cap.4) Calcule o nimero de operagdes aritméticas exigidas para resolver
um sistema linear de equagoes algébricas por meio da regra de Cramer, supondo
que os determinantes sao todos obtidos calculando a soma de todos os produtos
dos elementos (um de cada linha e coluna) multiplicados por +1 ou menos -1 (ou
seja, a definicdo mais conhecida). Quanto tempo exigem essas operagdes para
sistemas de ordem 10?7 E 1007 E 10007 (Procure na web a velocidade de proces-
samento dos 500 computadores mais rdpidos atualmente e use essa informagao.)

Ex. 1 (Cap.5) Repensando o exemplo de Runge: computacionalmente, as fungoes
polinomiais e as racionais sao as mais simples com que lidamos, no sentido de s6
envolverem operagoes algébricas (adigdo e multiplicagdo). Por que escolheu Runge
uma fungao racional em lugar de polinomial?
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