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Many of the scientific treatises of today are formulated in a
half-mystical language, as though to impress the reader
with the uncomfortable feeling that he is in the permanent
presence of a superman. The present book is conceived in a
humble spirit and is written for humble people. The author
knows from past experience that one outstanding weakness
of our present system of college education is the custom of
classing certain fundamental and apparently simple
concepts as “elementary,” and of relegating them to an
age-level at which the student’s mind is not mature enough
to grasp their true meaning. The fruits of this error can be
observed daily. (Cornelius Lanczos, pagina ix no Prefacio
de [75], de 1948).






Prefacio

O principal objetivo desse trabalho é apresentar alguns dos avangos
recentes nos métodos de calculo de solucoes aproximadas de siste-
mas lineares de grande porte através de projecoes em subespacos de
Krylov. Os tltimos 60 anos tém testemunhado um desenvolvimento
constante desses métodos e, nao por acaso, também dos computadores
[103].

Nao pode restar a menor divida de que, atualmente, o melhor
e mais utilizado método para resolver sistemas lineares é a eli-
minagao gaussiana com pivoteamento parcial. Mas a ordem
das matrizes a serem resolvidas em problemas atuais alcancam cifras
enormes. No caso de matrizes esparsas, sem uma estrutura conhecida,
o procedimento padrao de eliminagao gaussiana nao ¢ indicado, pois
rapidamente chega-se a exaustao de memoria e, em muitos casos, o
tempo necessario para a solugao ¢ inviavel. Nesse momento, os méto-
dos iterativos sao chamados & cena, e dentre eles, os mais utilizados,
em aplicagoes académicas e industriais, sao os métodos de Krylov, por
suas boas propriedades numéricas e computacionais.

No capitulo 1, apresentamos as defini¢oes e vérios resultados essen-
ciais para a os desenvolvimentos ulteriores. Sempre podemos interpre-
tar os métodos de Krylov como de projecao, discutidos na segao 1.3.
Entre as vérias classificagoes existentes para os métodos de Krylov,
uma delas os divide em duas grandes classes: a dos baseados no pro-
cedimento de Arnoldi e a dos métodos originarios no procedimento de
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Lanczos nao-simétrico [101]. De acordo com ela, os métodos analisa-
dos nesse livro devem ser considerados como de Arnoldi. No capitulo
2, discutimos o procedimento de Arnoldi e dois representantes dessa
classe: 0 FOM e o GMRES. Para permitir uma melhor compre-
ensao desses métodos e da solugao que eles fornecem, no capitulo 3,
analisamos a qualidade dos erros da solugao de sistemas lineares, pre-
condicionadores e critérios de parada. A seguir, no capitulo 4,
sistematizamos conceitos tteis & compreensao dos métodos de Krylov:
os pares harmonicos de Ritz, os métodos de ortogonalizacgao
mais utilizados. Essas ferramentas teéricas ajudam a entender os mé-
todos descritos no capitulo 5. Finalmente, no capitulo 6, fazemos o
estudo de um novo método de Krylov que é baseado em algumas das
ideias apresentadas nos capitulos anteriores.

Adotaremos em todo esse trabalho as convengoes do programa
Matlab® para fazer referéncia a vetores e matrizes, ou as suas par-
tes. Além disso, usaremos letras maitusculas em italico para matrizes,
A, letras maitsculas cursivas para espagos vetoriais, V, e letras mi-
nisculas em itélico para vetores, x. Sendo assim A(:,j) refere-se a
j—eésima coluna da matriz A, A(i,:) refere-se a sua i—ésima linha e
A(i, j) ao elemento da i—ésima linha e j—ésima coluna, podemos usar
a;; para representar a mesma informacao. A nao ser em casos espe-
ciais, nos referiremos sem distin¢gao a uma transformagcao linear ou a
matriz que a representa na base subjacente.

Os 95 exercicios sao destinados ao aprofundamento e fixagao das
ideias, podendo ser demonstracoes, desenvolvimento de programas ou
ponteiros com referéncias para novos estudos.

Realizamos algumas modificagoes nessa segunda edi¢ao. Introduzi-
mos uma revisao sistematica dos principais conceitos de algebra linear
necessarios para a compreensao dos métodos; eles serao tratados no
Apéndice A. Uma outra alteracao é a secao 4.2, ela é dedicada ao es-
tudo dos principais métodos para ortogonalizacao de bases de espacos
vetoriais. Por fim, retiramos o estudo de métodos de Krylov em bloco
por avaliarmos que o tratamento desse topico precisa de mais espago
e de um maior detalhamento do que o disponivel nessa obra. Um ou-
tro enfoque dos métodos de Krylov, a partir de conceitos geométricos,



Prefacio 13

pode ser visto em [31].

Por fim, ambos os autores gostariam de agradecer & SBMAC pela
oportunidade de viabilizar a producao desse trabalho e, também, ao
professor Nelson Maculan (UFRJ) pelo apoio decisivo a essa reali-
zagao. O primeiro autor gostaria de agradecer a fraterna acolhida que
recebeu no CERFACS por parte de Xavier Vasseur e de Iain S.
Duff do Parallel Algorithms Project do CERFACS, Toulouse,
Franca, aonde uma parte desse trabalho foi desenvolvida.

Rio de Janeiro, 27 de novembro de 2011
Luiz Mariano Carvalho

Toulouse, 27 de novembro de 2011
Serge Gratton
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Capitulo 1

Espacos de Krylov e Métodos
de Projecao

Apresentaremos e discutiremos propriedades dos espacos de Krylov!,
nas secoes 1.1 e 1.2. Esses espagos apareceram originalmente em uma
técnica proposta por A.N. Krylov para construgao de polinémios ca-
racteristicos de matrizes. Sem entrar em detalhes (que podem ser vis-
tos em [81, segao 7.11]), o resultado do método ¢é a construgao de ma-
trizes K, regular?, e H, Hessenberg, tal que o produto K 'AK = H
seja valido. Trata-se de uma relacao de similaridade e, portanto, A e
H tém o mesmo polinémio caracteristico. As colunas da matriz K,
em uma primeira fase do método, sao construidas pela multiplicacao
de um vetor b por A, a saber, a j—ésima coluna de K(:, j) é dada por
A7, ou seja

K=(b Ab A% ... A*'p)

! Aleksei Nikolaevich Krylov (1863-1945) mostrou em 1931 [74] como usar sequéncias da forma
{b, Ab, A2b, ...} para construir o polindémio caracteristico de uma matriz. Krylov foi um mate-
matico aplicado russo (engenheiro maritimo de formacao [nota dos tradutores|) cujos interesses
cientificos ultrapassavam em muito as areas de seu treinamento inicial em ciéncia naval, que
envolviam flutuacao, estabilidade, etc. Krylov foi diretor do Instituto de Fisica-Matematica da
Academia de Ciéncias da Unido Soviética de 1927 a 1932, e em 1943 ganhou um “prémio estatal”
por suas teorias sobre biussolas. Foi condecorado como “heréi do trabalho socialista” e é um dos
poucos matematicos que tem um acidente geografico lunar associado a seu nome, trata-se da
cratera Krylov. (traduzido pelos autores de [81])

2Matriz é regular quando for néo singular, ou seja, inversivel.
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A técnica desenvolvida nesse método esté na génese de todos os, assim
chamados, métodos de Krylov.

Na secao 1.3, trataremos das propriedades de métodos de projegao
genéricos. E por fim, sintetizaremos, com a combinacao de métodos
de projecao em subespagos de Krylov.

1.1 Espacgos de Krylov

Chamaremos de espago de Krylov o conjunto formado por todas
combinagoes lineares dos vetores K(A,b) := (b, Ab, A%D,...)3, chama-
remos de subespago de Krylov o conjunto formado pelas combina-
coes lineares dos k vetores

K:(Aaba k) = le(A,b) = <b7 Ab7 14267 o 7Ak_lb>.

Uma matriz de Krylov ¢ a matriz cujas colunas sao os vetores que
originam um subespago de Krylov, e serd denotada

Kp:=(b Ab A% ... AF1p)

Uma sequéncia de Krylov é uma sequéncia de vetores (xk) e C™ tal
que z, = AF1b. Uma sequéncia de Krylov pode, ou nao, ser formada
por vetores linearmente independentes, para tratar dessa propriedade,
definimos um divisor particular do polinémio minimo da matriz A.

Sejam A € C"™*™ e b € C™. O polinémio minimo de um vetor
b em relacdo & matriz A [68, pag. 18, se¢do 1.5] ¢ o polindmio monico
de grau minimo tal que

p(A)b = 0.

Se AFb ¢ o primeiro vetor que se torna uma combinacao linear dos
vetores anteriores de uma sequéncia de Krylov, ou seja,

k—1
Ab =) " oy A'D,
=0

3Usamos a notagdo (u1,us2,...,u) para representar o subespago gerado por todas das
combinagdes lineares dos vetores u;, ¢ = 1 : k. E a notagdo := para dizer que a parte a direita
desse simbolo é a defini¢ao do que se encontra & esquerda dele.
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entdo, p(z) = #* — 2171 a;z' (ou p(z) = 1, quando b = 0) é o polino-
mio minimo de b em relagao a A.

Observacao 1.1. O polinémio minimo de uma matriz A € o polind-
mio de menor grau que € o polindmio minimo para todos os vetores do
espago vetorial considerado em relagao a matriz A [68, pdg. 18, se¢cdo
1.5].

Tornando mais precisa a observacao anterior, o resultado a seguir
compara o polindmio minimo de um vetor relativo a uma matriz, com
o polinémio minimo dessa matriz.

Teorema 1.1 ([81, pag. 647, secao 7.11]). Sejam A € C™™ e V =
(v1,v9,...,Uy) uma base ordenada para C™. Se p;(t) € o polinémio
minimo de v; em relagdo a A, entdo o polinémio minimo de A, qa(t),
é divistvel por cada p;(t) e, dado um outro polinémio p(t), caso cada
pi(t) divida p(t) entdo qa(t) também divide p(t), ou seja, o polinémio
minimo de A € o minimo mailtiplo comum de todos os polinémios
minimos dos vetores de C™ em relagio a A.

Demonstracao: Exercicio 1.

Uma das principais motivacoes para os métodos iterativos de pro-
jecao em subespacos de Krylov é o seguinte teorema.

Teorema 1.2 (|70, Teorema 1]). Sejam A € C™*™, matriz regular, e
be C™. Sejax* a solucao exata do sistema linear Ax = b. Seja x¢ um
valor inicial para x* e ro = b — Axg, o residuo inicial. Se o polinémio
minimo do vetor ro relativo a A tem grau k—1, entao x* — xq pertence
ao espago de Krylov Kp—1)(A,70).

Demonstra¢ao: Seja p,,(t) o polinémio minimo de ry em relagao a A,
logo

Prg (A)TO = Qqro + OélAT‘O + OéQAQT’O + ...+ OCk_lAk_lTO = 0.
Como A ¢é regular entao existe A~ e temos

Oé()A_l’f’O “+ aqrg + OZQAT'() + ...+ Oék_lAk_Q’l“o =0.
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Pelo teorema 1.1, p,,(t) divide o polinémio minimo de A; sendo A re-
gular, nao possui o autovalor 0 e ja que a é o produto dos autovalores
de A entao, ag # 0. Podemos escrever:

(7] (6%)

_ Op—1 g
A 1(b— Aazo) =2 —x9g=——19— —Arg— ... — AR 2r0.
%) Qp Qg

Logo (z* — x¢) € Kp—1)(A, o). m

Observagao 1.2. Se estamos em busca de uma solu¢ao para Ax = b,
o espaco natural de busca € o subespaco de Krylov gerado por A e ry.
Sequndo observam Ilpsen & Meyer em [70], o polinémio minimo de
um vetor em relacao a uma matriz pode ter um grau bem menor do
que o polinéomio minimo da mesma matriz. E por isso, dependendo de
ro, que por sua vez depende de xqy e do lado direito b, um método de
Krylov pode convergir em um nimero de passos notadamente inferior
ao grau do polindmio minimo da matriz em questao.

Observagao 1.3. A wversao do teorema 1.2 aqui apresentada € um
pouco diferente em [70], pois estamos usando o polinémio minimo de
ro em relacao a A e um valor inicial xq, mas em esséncia € 0o mesmo
resultado.

Veremos, a seguir, algumas propriedades dos subespacos de Krylov.

Teorema 1.3 (Propriedades dos Subespagos de Krylov [120, pag.
267]). Sejam A € C™*™ e b e C™. Entao

1. Uma sequéncia de subespacos de Krylov satisfaz

le:(Aa b) - le-‘rl (A7 b)

AKL(A,b) C Kii1(A,D).
2. Sea; €C,eaq; #0,1=1,2,
le<A, b) = ICk<051A, Oégb).
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3. SeaeC,
Kr(A,b) = Ki(A — al,b).

4. Se W € regular, entao

KW AW, W1b) = WK (A, b).

Demonstracao: Exercicio 3

Observacao 1.4. Em relacao ao teorema 1.3, o item 1 informa que
os subespacos de Krylov sao encaizados. O item 2 fala sobre a inva-
ridncia por multiplicacao por escalar e o item 8 sobre a invaridncia
por translagdo. Finalmente, o item 4 mostra que uma transformagao
por similaridade na matriz, pode ser controlada, apesar de nao gerar
o mesmo espacgo de Krylov.

Uma outra caracterizagdo de um subespago de Krylov, Kx(A,b),
pode ser feita se observamos que todo v € Ki(A,b) pode ser escrito
da forma

V= Oéob + OélAb + ...+ OékflAkilb.

Se definimos o polinémio p(A) como
p(A) = agl + A+ ...+ oy AL

entdo, temos v = p(A)b. Por outro lado, qualquer vetor da forma
v = q(A)b onde ¢(*) é um polindémio de grau menor do que k pertence
a KCrx(A, b) com isso podemos fazer uma caracterizagao polinomial dos
subespagos de Krylov:

Ki(A,b) = {p(A)b; grau(p) < k}.

1.2 Base para Subespaco de Krylov

Uma pergunta natural é sobre a conveniéncia do uso, em aritmética
finita, de uma sequéncia de Krylov de vetores linearmente independen-
tes, como base para o subespaco de Krylov gerado por eles. A seguinte
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observagao é apresentada em [120, pag. 298|, aqui faremos uma pe-
quena modificacdo (em italico) para ser coerente com o restante do
texto.

Uma matriz que contém uma base para o espago de Krylov
da seguinte forma

Ky=(b Ab ... AF1p)

nao é adequada para uma implementagao numeérica. A ra-
zao é que com o aumento de k, as colunas de K passam a
ser cada vez mais linearmente dependentes, ja que elas ten-
dem gradativamente a se aproximar do espaco gerado pelos
autovetores associados ao autovalor dominante *.

E completa, analisando o exemplo [120, pag. 266] a seguir:

Exemplo 1.1. Um matriz diagonal A, de ordem 100, é gerada com
autovalores

1:0,95:0,95%0,95% ...:0,95%.

Comegcmdo com um vetor qualquer uy, geram-se os vetores Ukl —
Akul.

O autor discute que apesar da convergéncia para o autovalor do-
minante ser lenta, a diminuicao do angulo® entre o subespaco gerado
pelos vetores u; e o autoespaco vinculado ao autovalor dominante é
bem mais rapida (veja exercicio 4 desse capitulo), e completa mos-
trando uma tabela da evolucao do ntumero de condicionamento da
matriz cujas colunas sao os vetores uy:

k | condicionamento
5 5,8e+02
10 3,4e+06
15 2,7e+10
20 3,le+14

4 Autovalor dominante é aquele de maior médulo.
5Para definigao de angulo entre subespagos, consultar [44, pag. 256] ou [119, pag. 73].
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Ou seja, as colunas sao cada vez mais proximas da dependéncia li-
near®. E nao basta tentar ortogonalizar a base do subespaco, pois
como os vetores sao quase linearmente dependentes o processo de or-
togonalizagao seria numericamente instavel. Uma solucao para esse
problema sera discutida no capitulo 2, onde apresentaremos o método
de Arnoldi.

Se, numericamente, ortogonalizar a matriz de Krylov é ma ideia,
em matematica exata nao h& maiores problemas, caso as colunas da
matriz sejam linearmente independentes, e isso gracas ao teorema a

seguir.

Teorema 1.4 (Fatoracao QR). Seja A € C™*P | onde posto de A €
igual a p. Entdo A pode se escrito de forma tunica

A=QR,

onde Q@ € C™*P tem suas colunas ortonormais e R € CP*P € regular,
triangular superior com elementos da diagonal principal positivos.

Demonstracao: Exercicio 5.

Esse resultado é visto nos cursos basicos de algebra linear e o mé-
todo apresentado para se construir essa fatoracao é, em geral, o pro-
cesso de Gram-Schmidt. No entanto, hé outros, por exemplo: método
de reflexdes de Householder e método de rotagoes de Givens (ver 4.2.2
ou |54, cap. 5]).

1.3 Meétodos de Projecao

Sejam K, e £;,7 dois subespacos de C™, ambos com dimensao k. Um
método de projecao consiste® em, dado um valor inicial x(, construir
uma sequéncia (wk) de vetores de C™, que atendam as seguintes pro-

SPara uma analise detalhada desse fato para matrizes hermitianas ver [120, pag. 269].
"Neste se¢do, os espacos K, e L1, ndo sdo necessariamente espacos de Krylov.
8Essa parte é baseada, principalmente, em [24, pags. 131-132] e em [101, cap. 5].
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priedades:

T — o € /Ck;,
’f‘k:b—Al’k L Ek.

—~
— =
W
[N

S—

Como nao se sabe a prior: o valor exato da solugao e a cada novo
passo do método tem-se uma nova aproximacao x, a primeira vista,
o melhor que se pode fazer é calcular a diferenca, b — Az, chamada
de residuo. Como esses métodos tém origem em métodos de aproxi-
magao de fungdes (ver, por exemplo, |73, cap. 4|), a condig¢ao (1.3.2)
é usualmente denominada condicao de Petrov-Galerkin.

As duas condigoes anteriores podem definir de forma tinica cada wy,
vejamos as condigoes necessarias para tanto. Sejam U, e V, matrizes
em C™*¥ cujas colunas sao bases para, respectivamente, i, e L. A
condigao (1.3.1) pode ser escrita como

T — 2o = Ukar, ai € (Ck,
logo, o residuo da segunda condigao torna-se
T = b—AJZ’k = b—ASCO—AUkClk =To —AUkak.

Como o residuo é ortogonal a Ly, ele é ortogonal a todos os vetores
desse subespaco, e temos

VHr,=0= Vir - VEAUar, = 0 = a, = (V;EAUL) "'V,

caso V;# AU}, seja uma matriz regular. O teorema a seguir descreve
duas condigoes suficientes para essa matriz ser regular.

Teorema 1.5. Sejam Uy, e Vi, matrizes em C™* | cujas colunas sio
bases para, respectivamente, Ky e Ly, entao qualquer uma das duas
condigoes a sequir garante a reqularidade da matriz V;H AU} :

e A ¢ positivo-definida e K = Ly, ou
o A ¢é reqular e Ly, = AKy.

Demonstracao: Exercicio 7.
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Caso a matriz V; AUy seja regular, podemos escrever

= 2o + Up (Vi AUR) T Vg (1.3.3)

Tk =T — AUkak =T =70 — AUk(VkHAUk>_leH7’0

Ora, P, := AUL(VEAU,) 'V ¢ uma matriz de projegao em ? AKy
cujo ntcleo ¢ L, assim como (I — P,) é uma projegao em L cujo
nicleo é AK,. E a formula anterior pode ser escrita

T = (I — Pk)T(].

[lustrando, de forma matricial, a condi¢ao de ortogonalidade de r; em
relagcao ao subespaco Ly.

Observacao 1.5. Na construcao anterior, caso Ky = Ly, a condigcao
de ortogonalidade (1.3.2) denomina-se condi¢do de Galerkin ou de
Ritz-Galerkin.

Observagao 1.6. Ezplorando a equagao (1.3.3), temos

Al'k = A{L‘0+PkT0 = PkAIk = PkAIO+ (Pk)2T0 =

Ou seja, xp dd uma solugdo exata do problema Ax = b quando res-
tringimos o espago de busca e o lado direito ao subespagco AKy.

Observacao 1.7. Com isso, pode-se ver que os métodos de projecao
chegam a solucao no mdximo em m passos, sendo um método direto de
solucao, sem ser, no entanto, competitivo com o método de eliminac¢ao
gaussiana. O fato € que se a projecao for feita em espagos adequados,
0s métodos de projecao podem ser utilizados como métodos iterativos
interessantes.

Os teoremas abaixo retinem informagoes sobre algumas decorrén-
cias das condicoes suficientes de existéncia da matriz de projecao,
enunciadas no teorema 1.5.

9Veja a secdo A.6 do Apéndice A.
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Teorema 1.6. Se x € a solucio de Axr = b. Se A € simétrica e
positivo-definida e se K = Ly, entdo x, minimiza o produto interno
abaizo, o qual define uma norma vetorial,

(Az —y), (x —y))"°
no espaco afim xo + Ky ={y; y =x0 + 2, 2 € Ki}.

Teorema 1.7. Se A € reqular e AKXy = Li, entdao x;, minimiza a
norma euclidiana

16— Ayll,
no espaco afim xo + Ky ={y; y =x0 + 2, 2 € Ki}.

Teorema 1.8. Supondo que Vi AU, seja regular. Se existe um k tal
que AK, = Ky e se b e rg pertencem a Ky, entdor, =0 e x,, = x, ou
seja, chega-se a solugao exata.

Demonstracao: Exercicios 8, 9 e 10.

Com os resultados apresentados até agora, estamos prontos para
uma defini¢ao geral sobre métodos de projecao em subespacos de Kry-
lov (MPSK). Como base usaremos a mesma notacgao, Ky, e Ly, para os
espacos de projecao. Queremos resolver Ax = b. Partindo de um valor
inicial x( e calculando o residuo inicial, ro = b — Axg, K}, sera o subes-
paco de Krylov K(A,r). Ao variarmos L e ao usarmos diferentes
tipos de projecao daremos origem a distintos MPSK.

Em particular apresentaremos no préximo capitulo o método da
ortogonalizacao completa (FOM) e o de residuo minimal generalizado

(GMRES); no primeiro £, = K;(A, o) e nosegundo L = AK(A,ro).

Exercicios

1. Demonstre o teorema 1.1.

10Usamos a notagao (u,v) para representar o produto interno entre os vetores u e v, a ndao
ser que seja explicitamente dito, ser4 sempre o produto interno canonico > ;" | u;;.
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. Detalhe a afirmacao feita na demonstracao do teorema 1.2 de que

o coeficiente independente da variavel, ag, do polindémio minimo
de um vetor em relagao a uma matriz regular é diferente de zero.
Por que é necessaria a hipotese de divisao dos polindmios?

. Demonstre as propriedades enunciadas no teorema 1.3.

. Em relacao ao subespacos de Krylov do exemplo 1.1, faca um

programa em Matlab, ou equivalente, para calcular a convergén-
cia dos vetores u; em relagao ao autovalor dominante da matriz,
e faga um outro para calcular o angulo entre o autovalor domi-
nante e o subespaco gerado pelos vetores u;. Trace os graficos e
observe a diferenca entre esses processos de convergéncia.

. Demonstre o teorema 1.4.

. Em relagao ao teorema 1.4, prove que Im(A(:,;1 : 1)) = Im(Q(:

,1:1)) para p = 1 : [, ou seja, que as primeiras [ colunas de A
geram o mesmo subespago vetorial que as primeiras [ colunas de

Q. Prove que Im(A) = Im(Q).

. Demonstre o teorema 1.5
. Demonstre o teorema 1.6.
. Demonstre o teorema 1.7.
10.
11.

Demonstre o teorema 1.8.

Em relacao a segunda parte do teorema 1.5, podemos afirmar que
cada base de L, pode ser construida pela multiplicacao dos veto-
res de uma base de K, pela matriz A? E quanto a ortogonalidade
dessas bases, o que podemos afirmar?



26



Capitulo 2

Métodos de Krylov Baseados
no Procedimento de Arnoldi

H& uma unanimidade entre os pesquisadores da area de métodos ite-
rativos para solugao de sistemas lineares: nao existe o melhor método
para a solu¢ao de problemas com matrizes nao-simétricas [86]. Outro
ponto de vista comum é o de que, para matrizes nao-normais, h muito
ainda o que se trabalhar na compreensao dos fatores que influenciam
na convergéncia dos métodos. Ainda outro consenso, é o da necessi-
dade de precondicionadores para acelerar os métodos de Krylov, que
estudaremos no capitulo 3. Na secao 2.1, o método de Arnoldi, um dos
procedimentos seminais dos métodos de Krylov ao lado do método de
Lanczos, é discutido a partir de uma motivagao para a sua construgao
e varias de suas propriedades sao relacionadas. Nas demais segoes,
discutimos dois métodos paradigmaticos: o FOM e o GMRES. A li-
teratura sobre esses métodos é bastante vasta, estando consolidada,
por exemplo, nos livros [24], [59], [101], [131]. Ao fim deste capitulo,
tocamos levemente na questao de estabilidade do GMRES quando do
uso do procedimento de Arnoldi baseado no método de reflexdes de
Householder ou no método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt mo-
dificado, apresentando a bibliografia necessaria ao estudo desse tema.
Deixaremos para o capitulo 5, a apresentacao de algumas das variantes
do GMRES surgidas nos tltimos 20 anos.
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2.1 Meétodo de Arnoldi

O nome de Arnoldi! aparece tanto ligado & solucao de problemas de
autovalores quanto a solugao de sistemas lineares. Nesta secao, mos-
traremos o método de Arnoldi [5] para ortogonalizar uma base de um
subespaco Krylov. Visando facilitar o desenvolvimento, vamos supor
que o grau do polinémio minimo de rg em relacao a A é maior do que
k.

Uma motivacao interessante para o método de Arnoldi é apre-
sentada em [80, pag. 337] e foi formulada originalmente por Kees
Vuik. Queremos construir uma base ortonormal para Kp(A,ry) =
{ro, Arg, ..., A¥"1rg), tal que Kp(A, o) = (vi,v,..., 05 1,0). Seja

V=(vn vy ... w),logo VEV = 1. Vale, também, observar que a
matriz de Krylov associada a IC.(A, o), Kj = (7“0 Arg ... Akilro),
goza da seguinte propriedade:
AKk = (A?"O A2T’0 c. Akro) =
= (ATO A%rg ... AFlpg 0) + (0 0 ... Akro) =
O 0 ... 00
1 0 ... 00
=K, [0 1 . 1 i 4 AFrgell. (2.1.1)
: 0 0
0 1 0

onde e, é o k-ésimo vetor da base canonica. Como buscamos uma
base ortonormal, o método usual é o da fatoracao Ky = @QR, onde
() ¢ uma matriz m X k, cujas colunas sao vetores ortonormais, e R é
uma matriz regular e triangular superior. Chamando de H; a matriz

IWalter Edwin Arnoldi (1917-1995) foi um engenheiro americano que publicou sua técnica
em 1951, ndo muito distante do aparecimento do algoritmo de Lanczos. Arnoldi graduou-se
em engenharia mecanica no Stevens Institute of Technology, Hoboken, New Jersey, em 1937
e o seu mestrado foi obtido na Harvard University em 1939. Durante sua carreira, trabalhou
como engenheiro na Hamilton Standard Division da United Aircraft Corporation, aonde, com o
passar do tempo, tornou-se pesquisador chefe da divisdo. Aposentou-se em 1977. Apesar de sua
pesquisa ter versado sobre propriedades mecénicas e aerodindmicas de aeronaves e estruturas
aeroespaciais, o nome de Arnoldi é mantido vivo gragas ao seu procedimento de ortogonalizac¢ao
(traduzido pelos autores de [81]).
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de Hessenberg que aparece em (2.1.1), teremos
AQR = QRH, + APrpell.

Mais algumas contas:

AQ = (QRH+AFroef \R™' = QP AQ = (RH,+Q" AFrge \R™' =
= QTAQ = R(H; + R_lQHAkroef)R_l,

ora
0
1 :
Hy = H + R’IQHAkrOekH =lo 1 . 7 RIQHAF |,
) 0 )
0o ... ... 1

¢ uma matriz de Hessenberg e RH,R™! também o serd (ver exercicio
1). E assim, vemos que a decomposi¢io Q7 AQ é uma matriz de
Hessenberg superior. E, podemos tomar para V' as colunas de Q).

Continuemos o raciocinio de Vuik, agora por nossa conta e risco.
Vamos desenvolver a tltima coluna de RH,R™'. Ela serd igual a
QT AkroR71(k, k), para isso bastando interpretar a multiplicacdo de
matrizes como um produto externo. R~ (k, k) é igual a 1/[|Q(:, k)|,
onde Q(:, k) é o vetor Q(:, k) antes da normalizacao, ou seja, Q(:, k) =
Q:,k)/|Q(, k)|l,- E assim, comparando as tltimas colunas das ma-
trizes Q7 AQ e RHyR™', temos

QAQ(: k) = Q" A*ro/|Q K)l,
ou ainda _
QQ"AQ(:, k) = QQM Afry.
Ou seja, as projegoes ortogonais de A@(:, k) e de A*ry no subespaco

de Krylov Kr(A, 1) sdo as mesmas. Nao temos ainda a resposta fi-
nal, mas uma boa pista, de como gerar os subespaco de Krylov sem
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utilizar A*ry. Sera que no processo de ortogonalizagao, ao substituir-
mos o vetor A*ry pelo vetor AQ(:, k), estaremos gerando bases para
o mesmo subespago de Krylov Kx(A,79)? Quais as condigbes sobre
os vetores AFrg e A@(:, k) para que os subespagos gerados sejam os
mesmos? A resposta positiva é o método de Arnoldi, algoritmos 1 e
2, e a justificativa esta no exercicio 2. O algoritmo 1 usa o processo

Algoritmo 1 Método de Arnoldi (A, rg, k) - alternativa com Gram-Schmidt
classico

L V(1) = ro/[roll

2: paraj=1:k

3 w=AV(,j)

4: H(1:5,5)=V(,1:5) w

5 w=T-V(1:)V(1:)H)w
6 H(+1,4)=|wl,
7

8

V(Ej+1) =w/H(G+1,7)

: fim-para

de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, onde todos os escalares, que se-
rao utilizados para multiplicar os elementos da base ja existente, sao
calculados usando o mesmo valor de w = AV'(:, j). Esse procedimento
é numericamente instével, e por razoes de estabilidade uma versao
modificada é utilizada [118]?, ver algoritmo 2.

Observagao 2.1. Em ambas as versoes do algoritmo de Arnoldi ainda
nao hd um teste sobre H(j + 1,j) ser numericamente zero (ou seja,
menor que uma constante arbitrada). Esse fato, denominado de rup-
tura do algoritmo, ocorre quando o novo vetor pertence ao mesmo
subespaco dos vetores gerados até aquele momento. Ou seja, quando
Kr(A,ro) D AK(A, 10) ou, ainda, Ki(A,ro) = Kri1(A,ro). Em uma
real implementa¢ao computacional € necessdria a inclusao de um teste
de ruptura.

2Para ver exemplo de instabilidade consultar, entre outros, [81, exemplo 5.5.5, pag. 316].
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Algoritmo 2 Método de Arnoldi (4, rg, k) - alternativa com Gram-Schmidt
modificado

L V(1) =ro/lIroll,
2: paraj=1:k
3 w=AV(j)
parai=1:j
H(i,5) = (V (), w)
w=w-—H(i,j)V(:1)
fim-para
H(j+1,) = [[wll,
9: V(,j+1)=w/H(j+1,j)
10: fim-para

Observacao 2.2. Em [119, pdg. 279/, o autor é bastante enfdtico
quanto a inadequaciao do mome Gram-Schmidt modificado, uma vez
que ele considera ser outro método com outras propriedades apesar
da semelhanca entre os algoritmos, para maiores detalhes ver a obra
citada.

Sejam Vj, € C™** a matriz cujas colunas sao os vetores V(:, ), e
H,, € C***_ a matriz Hessenberg superior, formadas no procedimento
de Arnoldi até a k-ésima iteracao do algoritmo 2 antes de executarmos
os passos 8: e 9:. O algoritmo completo, contadas as k iteragoes, tera
uma representagao matricial, até esse momento, dada por

AV — Vi Hy, = well |

onde e, é o k-ésimo vetor da base canénica. Ao incorporarmos os
passos 8: e 9:, passamos a ter:

AV = ViHy = Hk+ 1,K)V(:, k+ Vet =
= AVy = ViHy + H(k + 1LE)V (5, k + 1)ej!. (2.1.2)
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Temos aqui uma multiplicacao entre matrizes representada por um
produto externo e podemos escrevé-la de forma mais compacta como:

AV, = Vi Hy, (2.1.3)

onde Vi, € C™+) o H, e CHFU*k H4, ainda, uma relacio
simples a ser extraida:

VHEAV, = H,. (2.1.4)

As formulas (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.4) resumem algumas das propri-
edades do método de Arnoldi que usaremos adiante.

Observacao 2.3. Vale observar que a formula (2.1.4) nos lembra a
decomposi¢io de Schur (sé que na decomposicao de Schur, Vi €, ne-
cessariamente, quadrada). E, motivados por essa observa¢ao, nos pro-
zimos capitulos (ver se¢ao 4.1 do 4 e 5.1 do capitulo 5) vamos utilizar
autovalores relacionados a matriz Hy, visando aumentar a velocidade
de convergéncia dos métodos de Krylov baseados no procedimento de

Arnolds.

2.2 Ortogonalizacao Completa - FOM

Para resolver Az = b, o método da ortogonalizagao completa [98],
[101] ¢ um MPSK com as seguintes caracteristicas: partindo de um
valor inicial xg, tem-se o residuo inicial, rg = b — Axg. K sera o
subespago de Krylov I (A, 7). A cada nova iteragao, calcula-se xy,
impondo as condigoes: (zy — o) € Kr(A, 1) e o residuo r, = b — Axy,
deve ser ortogonal a Ly, = KCi(A, rg). Nesse caso, o espago de restrigoes
serd Ly, = K erp L Ki(A, o). Uma representacao grafica simplificada
desse fato pode ser vista na figura 2.1.

Uma representacao resumida da estrutura de uma iteracao do FOM
é apresentada no algoritmo 3. O primeiro passo do algoritmo 3 sera
feito pelo método de Arnoldi. No segundo passo, as condi¢oes dadas
nos permitem detalhar as operagoes matriciais necessarias. Seja V
uma base ortonormal para IC;(A,ry), entdo temos que para algum
y; € C, x; — 29 = Vjy;, 0 que atende a primeira condigao. Quanto ao
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AICk (A, 7“0)

(xk — .7;‘0) S K:k(A, To)
T'L 1 ’Ck(A,To)

ro = b — AJJO Ith(A? TO)

Figura 2.1: Representagao esquematica da condi¢ao de ortogonalidade do residuo
do FOM.

Algoritmo 3 Ortogonalizacdo completa (A, zg) - resumo de uma iteragao

1: adicionar um vetor a uma base ortonormal para o subespago de Krylov
’Cj (A’TO)a

2: calcular z; tal que z; — 29 € Kj(A,r9) e que ; L K;(A4,ro).

residuo, ele tem que ser ortogonal ao mesmo espaco, ou seja rf V;=0
ou VjHrj = 0, mas

r; = b—Ax; = b—A(zo+Vjy;) = ro—AVjy; = V7 (re—AVy;) = 0 =
= VI AVjy; = VTrg = Hjy; = ViTr.

Como essa base é ortonormal e o primeiro vetor da base é, exatamente,
ro/|rolly, entao ViHrg = ((ro/llrolly)ro,0,...,0). Logo, temos que
resolver o sistema

Hjy; = [|rollye1,

onde e; é o primeiro vetor da base candnica de C’. Para que esse
sistema tenha solugao tnica é necessério e suficiente que H; seja uma
matriz regular. Essa condi¢ao nao sera sempre garantida e a singula-
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ridade de H; pode ocorrer em duas situacoes distintas. No primeiro
caso, serd uma ruptura benéfica do algoritmo:

J
Hyy; = 0= VAV, = 0= VA Y o =0,

=1

como as colunas de V; geram uma base para K;(A,ry) temos ainda
que

J J J
‘/]HA Z ov; =0 = ‘/JHA Z 7] ( Z 5kAk_1TO> - 07
=1 =1 k=1

nesse caso, vamos considerar que AVjy,; =0

Aiai<iﬁk14k_1r0) =0= i’yiAiTo = 0,
=1 k=1 =1

ou seja chegamos ao polindmio minimo de ry em relacao a A e temos
a solucao exata.

Mas outra situagao também pode ocorrer, nesse caso z; := AVjy; #
0e Vszj = 0, ou seja, existe um vetor nao-nulo em AIC;(A,ry) que é
ortogonal a K;(A, 1), também nesse caso a matriz H; sera singular e
haverd uma ruptura do FOM, sem ser benéfica (ver exercicio 6).

O préximo resultado mostra como o célculo do residuo é simples
para o FOM.

Teorema 2.1. O residuo da j-ésima iteragao do FOM € dado por

ri=—H;(G+1L)\Vin(.(G+1)ely; e |rilly=H;(G+1,5)lely;l.
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Demonstracao:

rp = b—Ax;=b— Axg— AVyy; = 1o — Vi1 Hjy; =
ro— (ViH; + H;(j +1,7)Via(, (G + D)ef Jy; =
BVier = (ViH; + H;(G + 1,5)Via (5 (G + 1))ej )y; =
Vi(Ber — Hyy;) = Hj(j +1,7)Vita (-, (G + 1)ejy; =

= _FJ(] + 17j)‘/}+1(:7 (] + 1))€]Tyj

Como H;(j +1,j)ely; é um escalar e ||V, 11(;, (j + 1))/, = 1, temos
os resultados. |

2.3 Residuo Minimal Generalizado - GMRES

O método de residuo minimal generalizado (GMRES) [102] ¢ um
MPSK com as seguintes caracteristicas. Para resolvermos Ax = b, par-
timos de um valor inicial z( e calculamos o residuo inicial, rq = b— Axg.
K. seré o subespago de Krylov (A, 1), ou seja, (xx—x0) € Kr(A,10),
e o espago de restrigoes serd L = AKk(A, 1) e, assim, o residuo 7y
é ortogonal a AKC,(A,rg), 1. L AKk(A,rg). Com isso, o GMRES as-
segura que o residuo, a cada iteracao, nao aumentara, no pior caso o
residuo das novas iteragoes sera igual ao(s) da(s) anterior(es). Como
a cada passo o espaco de busca estda aumentando, mesmo depois de
alguma estagnacao, o método encontrarda um ponto melhor. Uma
representacao grafica simplificada desse fato pode ser vista na figura
2.2.

Algoritmo 4 GMRES (A, x¢) - resumo de uma iteragio

1: adicionar um vetor a uma base ortonormal para o subespago de Krylov
K;(A;70),

2: calcular z; tal que z; — xg € K;(A,70) e que ; L AK;(A, o).




36 Arnoldi

A/Ck (A, 7‘0)

(xx — x0) € Ki(A,ro)

Tk 1 AK:;C (A, 7"0)

ro:=b— Axg KA, o)

Figura 2.2: Representagao esquematica da condi¢ao de ortogonalidade do residuo
do GMRES.

Uma representagao resumida da estrutura de uma iteragao do GM-
RES ¢é apresentada no algoritmo 4, aonde o passo 1: sera realizado
através do método de Arnoldi e no passo 2: havera a solugao de um
problema de quadrados minimos através de uma fatoragao QR ade-
quada. Vejamos alguns dos detalhes desse processo:

rr=b—Axp =b— Alxg+cx) =19 — Acg, ¢ € Ki(A,r0);

sejam Vj,1 uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal
para Kpy1(A,79) e Vi uma matriz cujas colunas formam uma base
ortonormal para Kj(4,7g), entdo ¢, = Viye, yx € CF, e podemos con-
tinuar o desenvolvimento acima, lembrando-nos de uma das relacoes

de Arnoldi, AV}, = Vi1 Hy:
re =10 — Acy = 1o — AViyk = 70 — Vierr Hii-
Na construcao da base ortonormal consideramos vy = r¢/||rol|,, logo
ro — Vk+1ﬁkyk = [[rollyv1 — Vk+1ﬁkyk = |IrollyVis1e1 — Vk+1ﬁkyk

temos, entao .
i = Vira(llrollyer — Hry),
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mas ||Vi41|, = 1, uma vez que as suas colunas sao vetores ortonormais,
logo o problema de quadrados minimos que temos que resolver é

73l = min [[[Iroller — Hyygll,: (2.3.5)
yr €CF

Desenvolvendo (2.3.5). Podemos construir o produto matricial

e roler) ()

Fazendo a fatoracao QR de

(2.3.6)

I
2

S

(ﬁk‘ ||TO||2€1> = Qp+1Rk+1 = Qr1 (%k C) .

E (2.3.6) pode ser escrita como:

e () ()0 =1 (B ) () e

Logo a expressao (2.3.5), transforma-se em

: Ry — ¢
= m = |s|. 2.3.8
Il = i) (%~ )y =1 238

O que fornece uma forma simples de se calcular a norma do residuo,
pelo menos em aritmética exata (ou infinita). Essa informagao sera
util tanto para detectar a convergéncia do método como para observar
algum processo de estagnacao®.

Relembrando a observagao 2.1, havera um momento em que H (k+
1, k) = 0, isso significa que o novo vetor calculado pertence ao espago
de Krylov anterior ou seja w € Ky(A, o), confira o algoritmo 2. Ficara
como o exercicio 11 provar que essa ruptura do método é benéfica,
pois chegou-se a solu¢ao do sistema linear.

A implementacao do GMRES baseia-se na utilizagao de rotagoes
de Givens para resolver o problema de quadrados minimos (ver 4.2.2).

3No entanto um alerta deve ser feito aqui, pois esse calculo, quando feito em aritmética finita,
pode levar a erro, uma vez que a igualdade pode nao estar garantida, para maiores esclarecimentos
desse fenémeno consultar [32, pag. 90].
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Como H}, ¢ uma matriz de Hessenberg superior, as rotaces sio utiliza-
das para anular todos os valores que se encontram exatamente abaixo
da diagonal principal. As rotacoes atuam apenas em uma entrada por
vez, o trabalho feito anteriormente é aproveitado, sendo uma alterna-
tiva atraente por sua economia e estabilidade.

No artigo inicial sobre o GMRES [102] foram apresentados resul-
tados de convergéncia do método para matrizes normais. No entanto,
segundo [131], o principal resultado sobre a convergéncia do GMRES
para uma matriz qualquer é, no minimo, intrigante e foi apresentado
em [60], em 1996.

Teorema 2.2 (Convergéncia do GMRES). Dada uma sequéncia nao
crescente de reais positivos fo > f1 > ... > fme1 € um conjunto de
complexos nao nulos A\, A1, ..., \m, entao existe uma matriz A com
autovalores \; e com lado direito b = foer tal que os residuos ry do
GMRES calculados na solu¢ao de Ax = b, com xo = 0, satisfazem

I7klly = fa, para k=0: (n—1).

Observacao 2.4. O teorema 2.2 nos informa que para uma matriz
qualquer apenas os autovalores nao sao suficientes para caracterizar
o comportamento da convergéncia do GMRES, ver exercicio 12. No
entanto, para matrizes normais, os autovalores sao suficientes. Tam-
bém para matrizes bem condicionadas, mesmo que nao normais, o0s
autovalores dao informacgao sobre o a convergéncia do método.

Observacao 2.5. O outro lado da moeda do teorema 2.2 € que, na
prdtica, ele nao influencia o uso ou nao do GMRES, apenas dd uma in-
formacgao sobre casos possiveis e nao sobre casos que sempre ocorrerao.
Um outro aspecto € que o GMRES tem, em muitos casos importantes,
uma convergéncia lenta, necessitando de precondicionadores para fun-
cionar em um numero de iteracoes aceitavel, nesse caso a informa¢ao
fornecida pelo teorema nao tem grande aplicagao.

A discussao sobre as ferramentas matematicas para caracterizacao
da convergéncia do GMRES, e dos demais métodos de Krylov para
matrizes nao-normais, é uma area de estudo importante e que contém
varios problemas em aberto, ver por exemplo [46], [90], [114], [141].
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Um comentério necessario é sobre a estabilidade do método GM-
RES. Ha dois resultados em [91] e [96] onde sao caracterizadas a es-
tabilidade em relagao ao erro inverso das implementagoes do GMRES
usando as reflexoes de Householder e o método modificado de Gram-
Schmidt no processo de Arnoldi. Esses resultados asseguram que pe-
quenas modificagoes nos dados tratados nao irao acarretar grande pro-
blemas a solucao do problema, uma vez que se estara resolvendo exa-
tamente um problema proximo. Ou seja a dificuldade sera intrinseca
ao proprio sistema que esta sendo resolvido e nao devida ao algoritmo
utilizado. Trata-se de uma leitura técnica e importante para os pes-
quisadores da area.

A versao utilizada na pratica para o GMRES é a com recomeco,
ver por exemplo os codigos que estao disponiveis nas principais bi-
bliotecas que implementam o GMRES ( PETSc [10], Templates [11],
MKL |69], Trilinos [105], Matlab [124], entre outras). Com o avango
do ntimero de iteragoes do GMRES, o armazenamento dos vetores ne-
cessarios e o tamanho dos problemas de quadrados minimos a serem
resolvidos comegam a inviabilizar a aplicacao do método. H& varias
alternativas: a escolha de um subconjunto reduzido dos vetores ja cal-
culados (ver versoes truncadas e com deflagdo no capitulo 5) e o reco-
mego apos de um namero fixado de iteragoes (versoes com recomego).
A versao com recomego padrao simplesmente testa a convergéncia de-
pois de um nimero fixo de iteragoes e, caso nao se tenha atingido a
cota desejada, mantém-se apenas a tltima aproximacao, descartando-
se todos os demais vetores, e usa-se esse aproximagao como valor inicial
para calcular um novo residuo inicial e comegar uma nova aplicagao
do GMRES*, ver andlises em [83], [110] e [126]. A vantagem dessa al-
ternativa é que como cada iteracao garante o nao aumento da norma
euclidiana do residuo, com o uso dessa solugao, garante-se que estare-
mos partindo de um ponto, possivelmente melhor do que a primeira
aproximagao xg, ver exercicio 12. Apesar de dréstica, essa alternativa
é das mais usadas na pratica. A bem da verdade, a alternativa com
recomego ¢ um método de Krylov apenas durante cada ciclo do GM-
RES, uma vez que a cada recomec¢o um novo subespaco de Krylov é

4Cada, ciclo completo de recomego é denominado ciclo do GMRES.
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construido, ou seja o método completo nao fica dentro de um mesmo
subespago de Krylov que aumenta a cada ciclo completo.

Ha dezenas de variantes do GMRES que foram desenvolvidas nos
altimos 20 anos, num emaranhado de letras dificil de ser acompanhado
mesmo pelos especialistas, ver por exemplo [103] e [114].

Como derradeiro comentéario, sugerimos a leitura atenta do livro
[101] de Y. Saad, um dos criadores do GMRES, nos diversos capitulos
referentes ao GMRES, desde a sua formulacao, passando pela conver-
géncia, discutindo implementacoes e precondicionadores, entre outros
topicos.

Exercicios

1. Prove que o produto de matrizes R; H R5, onde R, e Ry sao matri-
zes triangulares superiores e H é uma matriz Hessenberg superior,
tem como resultado uma matriz Hessenberg superior.

2. Prove que caso v; = b/||b||, e
(v1,v9,... 7Uj—1,Uj> = (v, V2, . .. >Uj—17AUj—1>,
para todo j > 1, entdo (vy,vs,...,v;) = (b, Ab, ..., AT71D).

3. Dé exemplo de vetores que tem projegoes ortogonais iguais em um
subespaco qualquer, mas com projecoes ortogonais nao colineares
no complemento ortogonal ao espago dado.

4. Demonstre que os algoritmos Gram-Schmidt e Gram-Schmidt
modificado geram os mesmos resultados.

5. Mostre que cada laco do processo de Arnoldi pode ser escrito
como uma projecao ortogonal de um dado vetor em um dado
espago. Exibir os espagos, os vetores e as matrizes de projecao
envolvidas nesse processo.

6. Dé exemplo de matriz e vetores que causem ruptura nao-benéfica

do FOM.
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7.

12.

Recupere o cédigo em Matlab do GMRES e o transforme no
FOM. Procure a cole¢ao Templates em http://www.netlib.org /-
templates/index.html. Escreva um codigo que implemente ao
mesmo tempo o FOM e o GMRES (a exce¢ao de algumas linhas
de teste).

. Em matematica exata, o GMRES apresenta apenas rupturas be-

néficas, o que nao é verdade para o FOM, dada a proximidade
dos algoritmos, serd possivel continuar o método FOM apoés uma
ruptura nao-benéfica? Proponha uma alternativa.

. Justifique a passagem da equagao (2.3.7) para a equagao (2.3.8).
10.
11.

Faga os detalhes do célculo da equagao (2.3.8).

Prove que no GMRES quando H(k + 1, k) = 0, durante o proce-
dimento de Arnoldi, significa que se encontrou a solugao exata.

[131, exerc 6.11, pag 77| Sejam e; os vetores da base canonica
em R™. Seja A a matriz cujas as colunas sao sucessivamente
€2,€3,...,€6m,€1. Seja b = e; e comece o GMRES com zy, =
0. Mostre que as matrizes de Hessenberg superiores associadas
as bases ortonormais calculadas no processo de Arnoldi para os
subespagos de Krylov com dimensao menores ou igual a m tem
a parte triangular superior igual a 0. Use esse fato para mostrar
que |||, = [|roll, para todo j < m. O que ocorre na m—ésima
iteracao? Quais sao os autovalores da matriz A? Quais sao os
autovalores da matrizes de Hessenberg (valores de Ritz)?
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Capitulo 3

Erros, Precondicionadores e
Critérios de Parada

Dado um método iterativo devemos responder a, pelo menos, trés
perguntas. Qual a qualidade da solucao conseguida? O método pode
ser mais rapido? O método parou no momento correto, poderia ter
parado antes, teria que parar depois? KEsse capitulo tratara dessas
questoes. Na secao 3.1, vamos introduzir o conceito de erro inverso,
usado tanto para a teoria sobre os métodos, quanto em aplicagoes
praticas, na discussao sobre critérios de parada. Talvez um das areas
mais ativas nos métodos iterativos seja a da construcao de precondi-
cionadores para diminuir o custo total do método, assim como para
garantir a confiabilidade do resultado. Apresentaremos um resumo
sobre algumas alternativas na segao 3.2. Sobre os critérios de parada
para os MPSK, apresentamos, na se¢ao 3.3, uma discussao baseada no
conhecimento atual da &rea, assim como um exemplo pratico, a partir
de um programa usado em aplicagoes industriais.

3.1 Erros e Qualidade de uma Solugao
A principal referéncia dessa se¢ao sao as notas de curso de Serge Grat-

ton [58], de 2008. Também foram consultadas as seguintes obras: [1],
[32], [65], [121].
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A anélise de erro inverso foi introduzida por Givens e Wilkinson
[138] e é um conceito poderoso para analisar a qualidade de solugoes
aproximadas:

1. é independente dos detalhes da propagacao de erros de arredon-
damento. Os erros introduzidos durante os célculos sao interpre-
tados como perturbacoes dos dados iniciais, e a solucao calculada
é considerada exata para o problema perturbado

2. ja que os erros de arredondamento sao vistos como perturbagoes
nos dados, eles podem ser comparados a erros provenientes de
aproximagoes numéricas ou medidas fisicas.

Na realidade o erro inverso mede a distancia entre os dados do
problema inicial e os do problema perturbado, entao ele depende dos
dados que sao permitidos variar e das normas utilizadas para medi-
los. Para sistemas lineares ha dois tipos de anélise: uma baseada nas
normas das matrizes e vetores envolvidos, e outra, baseada na medida
de variagao dos componentes individuais das matrizes e vetores, ver
[32], [65]. Essas escolhas levam a formulas explicitas para o erro inverso
que pode ser facilmente calculado. Para métodos iterativos, aconselha-
se o uso do modelo de perturbacao baseado nas normas das matrizes
e vetores [3].

Iniciaremos por resultados sobre o erro direto relativo. Na solugao
de Az = b, com A regular, m x m, supomos que os dados do sistema,
A e b, sao submetidos a perturbacoes AA e Ab. A perturbacao Ax
resultante satisfaz a equagao

(A+ AA)(x + Az) = b+ Ab. (3.1.1)

Usando a norma euclidiana || * ||,, tanto vetorial quanto matricial,
temos o seguinte resultado para o erro direto relativo:

Teorema 3.1. Considerando a formula apresentada em (3.1.1), em
primeira ordem, temos a sequinte desigualdade:

Az N AA Ab
18ally 4 g 1”2<H I, | H2>_ (512)

(1 1Al [1oll
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Demonstragao: Desenvolvendo (3.1.1)

Az + AAz + AAz + AAAxz = b+ Ab.

Descartando o termo de segunda ordem, AAAz, ficamos com AAx =
Ab — AAzx, como consequéncia Az = A7(Ab — AAx). Como, por
hipotese, A é regular, logo se b # 0 = = # 0, podemos entao escrever

||A5U||2

1l

_ Ab
<A 1||2(||AA||2+ | ”2>. (3.13)

]l

Como b = Az entao ||bll, < ||All,]lz|l,, ou seja L < ||AA||2, o
]l 1611

podemos escrever

|Az, Sy [ 1AALL | 1AbI,
< [[A[l A7 + ,
1l ’ \CNAlL (ol
uma vez que AA™ =T = [JA||||[A7Y| > 1. ]

Um segundo resultado sobre erro direto relativo na solugao de pro-
blemas perturbados ¢ dado pelo teorema 3.2, a seguir. Nesse caso,
as hipoteses sao modificadas e nao se considera que ha um desen-
volvimento em primeira ordem, mas se impoe uma condi¢ao sobre o

produto [[AAl,[[AH,.

Teorema 3.2. Considerando a formula apresentada em (3.1.1), caso
IAA]L[ AT, < 1/2,

temos a sequinte desiqualdade:

| Az, —yy ((IAAll | [[Ab],
< 2||A||HI|AT| + : (3.1.4)
]l ’ N4l el

Demonstracao: Temos novamente

Az + AAz + AAz + AAAx = b+ Ab.
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Ficamos com AAzx = Ab— AAx — AAAz, multiplicando por A™!, te-
mos Az = A7'Ab— A1 AAxr— A~ AAAz, utilizando as desigualdades

entre normas e usando a hipotese fornecida, teremos

| Azl - |Ab]] 1 [|Az]]
T S AT AAlL + S22 |+ 5T (3.1.5)

1l (B (B
Considerando ||b|, < ||All,]|z|l5, chegamos na equac@o desejada.  m
O coeficiente ky(A) := [|A||,]|A7Y|, chama-se nimero de condici-

onamento da matriz A, e é o fator de amplificacao das perturbacoes
AA e Ab sobre os dados A e b, em norma relativa.

Suponhamos agora que temos uma aproximagao = de x, obtida por
exemplo (mas nao necessariamente) por um calculo em um computa-
dor. Chamamos de erro inverso em relagao a A associado & 7, a
quantidade

Na)(@) =min (e > 0, |AAl, <el|All,, (A+AA)T=1b). (3.1.6)

Por analogia, o erro relativo |Az|,/|z|, = ||z — z||,/||z||,, também
pode ser chamado de erro direto relativo.

O erro inverso 7(4)(7) mede, em norma induzida, a distancia do
problema exato A ao problema perturbado A + AA o qual ¥ resolve

|AA],

exatamente. Esse erro inverso determina a medida relativa A da
2

perturbacao de A que ocorre no calculo da solu¢ao z. Se ¥ é o resultado
de um célculo em computador, o calculo de = sera confiavel se o erro
inverso associado ¢ da ordem da precisao de méquina €, ou seja

neay(T) = Ce,

onde C' é uma constante que pode depender dos dados do problema
- aqui, A, b e m. Se, por acaso, a matrix A e/ou o lado direito b
também carregam erros de céalculo, entao o calculo de x é confidvel se
o seu erro inverso associado, 7(4)(7), ¢ da ordem dos erros em A e/ou

b.
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Teorema 3.3. Seja r = b — Ax o vetor residuo associado a . Entao
o erro inverso em relagao a A € determinado pela formula

_ 171l
N (93) = T A =
“ PANER

Demonstracao: Temos que

(A+AA)T =b=1r=AAT = [[r[, < [[AA], ],

e assim

g.— _rlly _ [1AA],
ATzl = 1Al

, VAA.

Com isso temos que 6 < 1¢4)(7). Vamos mostrar que essa cota inferior
é atingida, e, com isso, se transformara em um minimo que atendera
a definicao de erro inverso. Escolhamos uma perturbacao particular
0A de A da seguinte forma

sA— T
[l
Primeiro verificamos que (A+0A)T = b, ora a igualdade Az — Fﬁﬁ =
b é verdadeira. Continuamos e
Irz"|l, = max [|r@"y)|| = max [Fyl[rll, = (1Zll,/lrll,,  (3.1.7)

lylla=1 llyllp=1

a ultima igualdade ¢é valida gragas a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Com isso

_ Arllslizlly _ liroAll,
_ L ,
1Al N2l 1Al

Agora vamos realizar perturbacoes tanto em A quanto em b e definir
um outro erro inverso. Suponhamos que temos uma aproximacao T
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de . Chamamos de erro inverso associado & ¥, a quantidade

1(T) = min (e > 0, [|AA[l, < el|Ally, [|Ab], < ellbll,,
(A+AA)Z = (b+ Ab)). (3.1.8)
Com essa outra defini¢ao é possivel demonstrar um teorema um pouco
mais geral do que o teorema 3.3.

Teorema 3.4 (Teorema de Rigal e Gaches). Seja r = AT — b o ve-
tor residuo associado a x. Entdo o erro inverso € determinado pela
formula

_ Il
mx) = pe
@) = TALTET, ¥ 10T

Demonstracao: Fazer exercicio 5. ]

Observacao 3.1. A formulagao do teorema 3.4 aqui apresentada estd
menos genérica do que a apresentada na obra original e do que em [48]
ou [65]. Nesses trabalhos, no denominador da expressio usa-se uma
matriz geral E no lugar de A e um vetor geral f no lugar de b. No
entanto, achamos que essa formulacao, no quadro de nosso trabalho,
permite uma melhor compreensao da informacao que o teorema con-
tém.

Como conclusao desta se¢ao, e de uma maneira bem genérica, po-
demos afirmar que o erro dentro de um calculo de x se exprime por:

erro direto em z <  condicionamento X erro inverso em .
(3.1.9)
Ou seja, se o erro direto é grande, isso pode ser tanto devido ao
problema a ser resolvido (numero de condicionamento grande) e/ou
quanto ao algoritmo usado (erro inverso grande). O papel do erro in-
verso é permitir a distingao, dentro do erro direto, entre a parcela que
¢é devida ao problema em si e a parcela que é devida ao método utili-
zado (algoritmo) para resolver o problema. Essa afirmagdo tem uma
série de decorréncias matematicas e para um maior aprofundamento
desses topicos recomendamos as seguintes leituras: [1, pags. 79-84],
[32, pags. 71-75], [65, pags. 120-133] e [121].
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3.2 Precondicionadores

As principais referéncias dessa segao serao |2, cap. 10|, [13] e [80, cap.
8]. Utilizaremos, também, material extraido de [36], [78], [81], [117],
[125], [127] e [128].

Michele Benzi, em [13], constata que nos tltimos anos a classifica¢ao
dos métodos de solugao de sistemas lineares em diretos e iterativos é
uma simplificagao que nao descreve com fidelidade o atual estagio
de desenvolvimento da &rea. Observa que vérias técnicas usadas na
solugao de problemas com matrizes esparsas por métodos diretos sao
correntemente usadas como precondicionadores em métodos iterativos,
buscando tornar os métodos iterativos mais confidveis. A segunda
observagao é que, enquanto os métodos diretos sao principalmente
baseados, ao menos para matrizes quadradas, em alguma versao da
eliminacao gaussiana, os métodos iterativos tem uma gama de opgoes
vasta e diferenciada. Sendo assim, a classificacao desses tultimos como
sendo pertencentes a uma s6 classe, pode causar mais confusao do que
esclarecimento; apesar se nao ser incorreta é incompleta.

Hoje em dia é reconhecido que o problema mais critico no desen-
volvimento de solvers eficientes é a construgao de precondicionadores,
e essa centralidade devera se tornar cada vez mais evidente. Em apoio

a essa afirmagao vejamos o que pensam Trefethen e Bau [127, pag.
319]:

Nada serd mais central para a ciéncia da computagao no
proximo século! do que a arte de transformar um problema
aparentemente intratavel em outro cuja a solugao pode ser
aproximada rapidamente. Para métodos em subespagos de
Krylov, isto significa precondicionamento.

Um bom precondicionador tem que acelerar a convergéncia do mé-
todo, no minimo, para compensar o custo de sua constru¢ao, mas o
objetivo é sempre mais ambicioso. O dificil problema de se encontrar
um precondicionador eficiente é que se deve identificar um operador
M, linear ou nao, que atenda a pelos menos, necessaria mas nao ex-
clusivamente, as seguintes propriedades:

IEste livro é de 1997.
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1. De alguma forma M~* ¢ uma boa aproximagdao para A~'. Em-
bora nao haja uma teoria geral, pode-se dizer que M deve ser
de tal forma que M 1A, ou AM~!, deve ser proxima da matriz
identidade e que seus autovalores sejam aglomerados em uma pe-
quena regiao do plano complexo, longe de 0;

2. M seja eficiente. De forma que o método precondicionado con-
virja muito mais rapidamente do que a nao precondicionado, com-
pensando largamente o custo de construcao e armazenamento de
M;

3. M ou M~ sejam construidas em paralelo. Para explorar as vé-
rias arquiteturas atuais, que cada vez mais utilizam o processa-
mento paralelo.

Algebricamente, precondicionar um sistema linear Axz = b seria
aplicar uma das trés transformacoes:

Pela esquerda:
M~'Az = M~'b. (3.2.10)

Como o lado direito é alterado, é necessario se ter atengao no
critério de parada utilizado, pois ele deve refletir o novo problema
tratado.

Pela direita:
AM'y=b, com M 'y=uz. (3.2.11)

Nesse caso o lado direito nao é alterado.

Ambos os lados: Caso o problema tratado seja simétrico e positivo-
definido, torna-se importante preservar essas propriedades, nesse
caso ao se aplicar um precondicionador simétrico em ambos os
lados garantem-se ambas as caracteristicas®:

M7YV2AMYV2y = M~Y2p, com M~ Y2y =z (3.2.12)

2Para o método de Gradientes Conjugados precondicionado essa aplicacdo é implicita caso se
faga um implantagdo correta, ver [108].
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Para o GMRES, cabe lembrar, o precondicionador é usado durante
o procedimento de Arnoldi quando da preparacao do novo vetor, no
passo 3: do algoritmo 2, pag. 31, ou seja, w = Av; passa a ser
AM~1v; = w, para um precondicionamento pela direita, e M~ Av; =
M~'w para um pela esquerda. Pela direita, teremos que resolver o
novo sistema M z; = v; para depois realizar a multiplicacao w = Az;.
De forma semelhante temos o procedimento pela esquerda. Vale lem-
brar, que apesar de usarmos a notagao matricial, o operador M, pode
inclusive ser nao-linear, como veremos no capitulo 5, onde apresen-
taremos precondicionadores flexiveis na secao 5.3. Vamos descrever
sucintamente algumas classes de precondicionadores.

3.2.1 Particoes Classicas

Hé véarias formas interessantes de se particionar uma matriz A = M —
N. Uma boa escolha pode ser usada para acelerar uma iteracao de
ponto fixo do tipo

Tpy1 = M Nz, + M, (3.2.13)

que pode ser escrita N
Tpy1 = Gr, + b (3.2.14)

onde N
G:=M'N=(I—-M"'A4), b:=M"b (3.2.15)

(3.2.13) ¢ a iteragao de ponto fixo para o sistema Az = b, utilizando
o precondicionador M 1. As diferentes escolhas de M, levam a varios
métodos, ver [101, pags. 284-287]. A condigao para convergéncia dessa
iteracao é que o raio espectral da matriz precondicionada seja menor
do que 1. Esta condi¢ao garante que o sistema precondicionado seja
regular.

3.2.2 Fatoracoes Incompletas

A eliminacao gaussiana é o algoritmo mais usado para resolver siste-
mas lineares densos. Mesmo para sistemas esparsos de grande porte
com alguma estrutura, esse ¢ o método mais usado e mais indicado.
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No entanto, para matrizes muito grandes, muito esparsas e sem estru-
tura aparente que possa ser aproveitada, a fatoracao LU pode levar
a um preenchimento tal do fator U que a fatoracao torna-se inviavel.
Para tentar aproveitar a forca da fatoracao LU, para sistemas que sao
necessariamente resolvidos por métodos iterativos, propuseram-se as
fatoragoes incompletas como precondicionadores. A ideia ¢ que a fa-
toracao aproximada LU, seja o mais proxima de A, o que nem sempre
é factivel. Ha algumas classes em que é possivel provar a existéncia de
uma fatoracao incompleta, mas nao ha resultado geral de existéncia,
mesmo quando da existéncia da fatoracao LU completa.

Apresentaremos trés alternativas, mas ha outras, e para maiores
detalhes as referéncias [33| e [101| devem ser consultadas.

A ideia bésica é realizar a fatoragao incompleta baseada em algum
critério que pare a fatoracao antes que os fatores completos tenham
sido calculados. Alguns dos critérios usados sao:

1. Sem preenchimento: nesse caso os fatores aproximados LeU
terao estrutura tal que LU tenha a mesma esparsidade do que A.
Também denominada preenchimento 0.

2. Preenchimento controlado por posicao: permite-se que al-
gumas posigoes anteriormente nulas em A venham a ser nao nulas
no produto LU. Esse controle se d& através da anélise de um grafo
de dependéncias da matriz A, ver [51].

3. Preenchimento controlado por valor: permite-se algum pre-
enchimento, baseado em que o novo elemento do fator esteja
acima de um teto pré-estabelecido.

3.2.3 Inversa Aproximada

Nesse caso, ao invés de se construir uma aproximacao de A, se constroi
uma aproximagcao da inversa de A, dai o nome do precondicionador.
Uma forma de se construir essa aproximagcao é minimizar, aproxima-
damente, a norma de Frobenius da matriz ||/ — AM]||,, onde M é
a inversa aproximada e precisa ter uma certa estrutura, através da
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formula

IAM = 115 =D I(AM = Deyl; (3.2.16)
j=1

cuja solugao do problema de minimizacao pode ser feita separando em
n problemas independentes de quadrados minimos, a serem resolvidos
de maneira aproximada,

min ||[Amg —ex|, k=1:n. (3.2.17)
my

Esta alternativa é proposta em [61] para ser implantada em paralelo,
e permite a construcao de uma inversa aproximada. Para outras abor-
dagens ver |14, 15, 16, 17, 37, 38, 57, 142].

3.2.4 Decomposi¢cao de Dominio

Esse classe de precondicionadores é bem adaptada & computagao pa-
ralela. E baseada na ideia simples de dividir o dominio de definicdo do
problema em varios subdominios, e resolver em cada subdominio um
subproblema e reunir a informacao completa apos. Essa ideia simples
tem uma grande variedade de decorréncias, e esta fortemente ligada a
solucao de equagoes diferencias parciais em dominios com geometria
complexas ou quando equagoes diferentes sao utilizadas em regides di-
ferentes do dominio de um mesmo problema. Grosso modo, podem-se
dividir as abordagens de decomposicao de dominio em duas familias:

e O primeiro grupo recebe o nome de métodos de Schwarz. O do-
minio é dividido em subdominios com recobrimento e subproble-
mas locais sao resolvidos em cada subdominio. A solu¢ao de um
subdominio se transforma em uma condicao de fronteira para os
subdominios vizinhos, pois o recobrimento permite essa possibili-
dade. Esse método foi proposto por H.-A. Schwarz em 1870 [106]
para provar a existéncia de solucoes de problemas de equagoes di-
ferenciais definidas em dominios com geometrias complexas, que
separados em regioes mais simples, onde se conhegam as solugoes,
permite a prova de existéncia de solucao para a regiao completa.
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e O segundo grupo usa subdominios sem recobrimento. E possivel,
nesse caso, dividir as incognitas do problema em dois grupos: as
que estao na interface dos subdominios e as que se encontram nos
diversos interiores de cada subdominio. De forma completamente
algébrica pode-se calcular a matriz do complemento de Schur
das incognitas da interface em relagao as demais incégnitas. O
problema é resolvido para a interface e a solugao serve de condicao
de fronteira para os problemas internos que podem ser resolvidos
de forma independente [28|, [29] e [30]. Esse métodos recebem
varias denominacoes, entre elas métodos de subestruturacao ou
métodos do complemento de Schur.

A quantidade e diversidade de métodos que surgiram nos ultimos 20
anos é notavel. Para um visao atual dos métodos de decomposicao de
dominio, recomenda-se a leitura dos livros [78], [117] e [125].

3.2.5 Multigrid

Em vérios problemas de computacao cientifica, quando do uso de mé-
todos iterativos, se identifica o seguinte fenomeno. Apos algumas ite-
racoes, O erro se torna suave, mas nao necessariamente menor. Um
dos principios bésicos do método de multigrid (multimalhas) [128] é
exatamente o de buscar a suavizacao do erro, essa parte do método faz
uso de suavizadores. O outro principio basico do método é o seguinte:
a quantidade que é suave em uma determinada malha pode ser, sem
grande perda, ou mesmo perda alguma, aproximada em uma malha
mais grossa, com, por exemplo, o dobro de tamanho em cada célula. E
assim, caso se tenha certeza que o erro tornou-se suave, apos algumas
iteragoes, pode-se aproximar o erro por um procedimento adequado
em uma malha mais grossa, e assim, nesse segundo momento, a itera-
¢ao torna-se bem mais barata.

Essa abordagem cria uma sequéncia de problemas auxiliares e pode
ser construida através de procedimentos geométricos ou algébricos. Se
o problema original é definido em uma malha que foi obtida através
de varios passos de refinamento, pode-se usar uma hierarquia entre as
malhas para se definir operadores de transferéncia entre malhas mais
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finas e mais grossas, nesse caso estaremos tratando do denominado Mé-
todo Multigrid Geométrico [137]. Se, no entanto, uma hierarquia nao
é definida, os operadores de transferéncia podem ser construidos alge-
bricamente, a partir da matriz do sistema, essa abordagem chama-se
Método Multigrid Algébrico [97]. Sobre esses esquemas, suas implan-
tagoes e demais aspectos do método consultar [23], [64] , [97], [128] e
[136].

3.3 Critérios de Parada

As principais referéncias dessa segao sao [11, pag. 57-61, segao 4.2|,
[48, pags. 5-6], também faremos uso de: [32], [58] e [65].

E importante saber parar um MPSK. A primeira constatacio ne-
cessaria é que um critério de parada é dependente do problema que
esta sendo resolvido: da qualidade dos dados de entrada, da possibi-
lidade de se calcular alguma norma da matriz, dos métodos em uso,
etc. Esses sao alguns dos fatores que irao definir qual o critério de
parada para um dado problema com um dado algoritmo. O fato é
que o erro relativo (ou direto), em geral, é caro para se calcular ou
nao esta, simplesmente, disponivel. A alternativa mais comum é se
basear no residuo e em algumas normas disponiveis, e calcular o erro
inverso, que, como vimos na equagao (3.1.9), é um dos fatores limitan-
tes do erro direto relativo. Da teoria de erros de algoritmos é sabido
que o melhor que se pode exigir de um método em precisao finita é
que seu erro inverso seja da ordem da precisao de maquina, logo essa
alternativa, quando disponivel, é utilizada.

Em [11, pag. 57-61, segao 4.2] sdo apresentados cinco critérios de
parada. Seja tol a tolerancia definida pelo usuério:

1. O primeiro é baseado no erro inverso

7l < tol.
AT -+ Tl =

Esse critério da origem & seguinte cota para o erro direto

leall < AT Irill < tol AT I (AN + 1Iol]) — (3.3.18)
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2. O segundo nao faz uso da norma da matriz

Il 4

2]
Uma limitagao desse método é que se ||A]| ||Z]] > ||b]], o que s6
ocorrera se A for muito mal condicionada (ou seja, que tenha um
namero de condicionamento elevado) e Z estiver muito proximo
do espago nulo de A, entao seréd dificil para qualquer método
atender esse critério. A seguinte cota superior para o erro direto
tem origem nesse critério:

llesll < AT {|rll < tol | A~HI[|B] (3.3.19)
. O proximo critério faz uso da norma da inversa de A, mas nao
utiliza b P
IslA™
17|

Esse critério de parada garante que

leill _ 1Al

(£ I

< tol. (3.3.20)

. O quarto critério usa o erro inverso baseado nos valores absolutos

das coordenadas das matrizes e vetores envolvidos®

S TR

(E ‘xl, + f ) j
Aqui E' é uma matriz definida pelo usuario com entradas nao-
negativas, f é um vetor definido pelo usuario com entradas nao-
negativas, e |z| define o vetor cujas entradas s@o os valores ab-
solutos do vetor z. Esse critério tem véarias aplica¢oes, e pode
ser utilizado em varios problemas distintos, dada a liberdade de
escolha dos parametros E e f.

3Para maiores explicagdes sobre esse tipo de erro inverso consultar [32] [65], mas essencial-

mente, neste caso nao se trabalha com as normas dos vetores e matrizes mas sim com o tamanho
dos elementos individualmente, sendo possivel definir relagbes entre a analise do erro inverso
baseado em normas e a baseada nos componentes individuais, ver [65, tab. 7.2, pag 130].
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5. O quinto critério apresentado é bastante utilizado, mas é desa-
conselhado pelos autores, e se trata de

Il 41
[I7oll

A desvantagem desse critério é a sua forte dependéncia na solucao
inicial zy. Caso xg = 0, esse critério é equivalente ao critério 2
e apresenta os inconvenientes ja assinalados, caso zy seja muito
grande e muito inacurado entao ||ro|l sera grande e a iteragao
pode parar antes do que deve.

Apresentamos um exemplo pratico de critérios de parada implan-
tados em um coédigo que implementa o GMRES e tem sido usado em
aplicagoes cientificas [48].

Vamos mostrar apenas os parametros padronizados do pacote, nesse
caso, para um problema sem precondicionamento é utilizada uma com-

binacao de dois critérios, ambos baseados na razao ’h%’”” < tol. No pri-

meiro, a norma do residuo que se encontra no denominador, baseia-se
no calculo que esta implicito no GMRES, como vimos na pagina 37, no
entanto devido a observacao apresentada em nota de rodapé na pagina
37, utilizar apenas esse critério é temerario. Sendo assim, ap6s o GM-
RES ter convergido usando essa aproximacao do residuo, calcula-se o
residuo usando a féormula usual, b — Az;, a norma desse residuo passa
a fazer parte do denominador e executam-se iteragoes com esse novo
critério. O objetivo dessa escolha é diminuir o ntimero de produtos
matriz-vetor, que sao um dos ntcleos de calculos mais caros de um
MPSK (o outro é a aplicagao do precondicionador).
No caso de métodos precondicionados, o primeiro critério sera

aproximagé(zldo residuo < tol. (3.3.21)
| M0

e o segundo ¢

M{YAMy 2 — MY
| My AM, 4 lo < 4o (3.3.22)
[ M0l
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onde x; = M, lzj. E 0 mesmo procedimento que o anterior, primeiro
uma convergéncia com o residuo aproximado e depois com o calculado
pela férmula usual.

Exercicios
1. Faga os detalhes da equagao (3.1.3).
2. Faga os detalhes da equagao (3.1.5).
3. Faga os detalhes da demonstracao em (3.1.7).
4. Mostre, assumindo a notagao da secao 3.1 , que caso
) @A IIAT ], < 1/2
entao
o < 24114 | B

5. Demonstre o teorema 3.4.
6. Uma outra definigdo para erro inverso é apresentada em [11, pag.

59]. Onde pode se ler:

o erro inverso relativo & norma é definido como o menor
valor possivel de
AA Ab
m“{HnAn!Z’ ”||b||!2}'

Discuta a equivaléncia dessa definicao com a apresentada na se¢ao

3.1.
7. Demonstre a desigualdade 3.3.18.
8. Demonstre a desigualdade 3.3.19.
9. Demonstre a desigualdade 3.3.20.



Capitulo 4

Topicos de Algebra Linear

Serao apresentados nesse capitulo alguns dos conceitos necessarios a
compreensao de novos, mas também dos antigos, métodos de Krylov.
As partes sao independentes e devem ser estudadas, pelo menos, em
duas situagoes: no caso de dificuldades na compreensao dos métodos
discutidos nos préoximos capitulos, ou por pura e saudével curiosidade
matematica.

O primeiro topico trata de aproximagoes de autovalores e autove-
tores que vém surgindo na literatura da area nos tltimos vinte anos.
Registre-se que alguns desses conceitos fazem parte do arsenal de fer-
ramentas dos matemaéticos ha muitas décadas. A secao 4.1 tratara
desses topicos. Serao demonstrados resultados que deverao ser tuteis
nos capitulos posteriores

Os métodos de solugao para problemas de quadrados minimos tem
cerca de 200 anos de prolifica histéria, mas conturbada em seu inicio
por disputas sobe a prioridade de seu descobrimento [50]. Apesar de
ser objeto de vasta literatura, achamos conveniente té-lo a disposicao
quando do estudo do GMRES, ja que é um dos passos fundamentais
desse método. Aproveitamos para apresentar, na secao 4.2, algumas
ideias intuitivas sobre os métodos de solugao desse problema e forne-
cemos sugestoes de leituras complementares.
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4.1 Pares de Ritz e Pares Harmonicos de Ritz

Discutiremos aproximagoes para autovalores das matrizes que apare-
cem durante a aplicacao dos métodos iterativos para a solucao dos
sistemas lineares que estamos resolvendo. H& uma vasta literatura
sobre o tema, por exemplo [12, 56, 84, 90, 116].

Vamos apresentar, inicialmente, uma abordagem feita em [115],
onde os autores consideram que o melhor método para se ter uma boa
aproximacao de um autovalor de uma matriz simétrica e real em um
dado subespago é o método de Rayleigh-Ritz. Baseando-se em [93,
segao 11.4], os autores dizem que esse método comporta-se bem para
o calculo de autovalores exteriores e seus autovetores associados, mas
que no entanto, o mesmo nao ocorre para autovalores interiores ao es-
pectro da matriz [71], [82], [107]. Ha estudos para se tentar ultrapassar
os problemas com o célculo dos autopares interiores e os autores citam
os esforgos feitos em [107] e, em particular, em [82], aonde a inversao
do operador (no nosso caso da matriz) pode ser tratada implicita-
mente (veremos como, no teorema 4.4). O método proposto recebeu o
nome de Rayleigh-Ritz harménico em [90]. As aproximagoes, valores
harménicos de Ritz, correspondentes a esse método, e que veremos
ainda nessa se¢ao, tém recebido consideravel atencao dada a sua li-
gacao com polinémios de métodos iterativos para sistemas lineares
baseados no residuo minimal.

Antes de comecarmos os conceitos propriamente ditos, vamos in-
troduzir trés resultados classicos que discutem autovalores pelo viés
de problemas de otimizagdo. Segundo C. Meyer em [81, pag. 651],
se V & uma matriz m x k, com k < m, com colunas ortonormais
(por exemplo, no processo de Arnoldi surge uma matriz como essa,
ver (2.1.4)) entdo VH# AV = H nio ¢ uma transformagao de similari-
dade, logo seria errado concluir que os autovalores de A sao iguais aos
autovalores de H. Apesar disso, é comum que os autovalores de H
sejam uma boa aproximagao para os autovalores extremos de A, em
particular quando A é hermitiana. Veremos uma boa motivacao dessa
possibilidade, no teorema seguinte, quando da caracterizacao dos au-
tovalores extremos de matrizes hermitianas. Lembremo-nos que, por
serem reais, os autovalores de uma matriz hermitiana sao ordenéveis,
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A > A 2> 2> A

Teorema 4.1 (Teorema de Rayleigh-Ritz). Sejam Ay o maior auto-
valor de A € C™*™ matriz hermitiana, e \,, o menor. Entao

H A

Apax = A\ = max ' Ax = max T 7 T (4.1.1)
|z]|g=1 x#0 X
HA

Auin = A = min 27 Az = min AT (4.1.2)

llz]l,=1 a0 xHy '
A demonstracao devera ser feita no exercicio 1.

Observagao 4.1. Essa forma de definir autovalores € denominada
formulagao variacional e os quocientes que aparecem no teorema
4.1 recebem o nome de quocientes de Rayleigh-Rilz .

Vamos apresentar um resultado que estende essa caracterizacao
para todos os demais autovalores de uma matriz hermitiana.

Teorema 4.2 (Teorema de Courant-Fischer). Os autovalores A\ >

Ao > ... > )\, de uma matriz hermitiana A € C™™ sao
N, = max min Az e \ = min max = Az.
dim V=i z€V dim V=m—i+1 z€V
llzll,=1 llzlly=1

A demonstracao desse teorema classico, que é baseada, assim como
a do teorema de Rayleigh-Ritz, na decomposi¢ao espectral de uma
matriz hermitiana, pode ser vista em |67, pag. 179] ou |81, pag. 550].

Observagao 4.2. No caso em que i = m a formula¢do max min reduz-
se a apresentada em (4.1.2), quando i = 1 a formula¢do min max
torna-se igual a (4.1.1).

O proximo teorema é uma aplicacao do teorema de Courant-Fischer
e fornece informacgoes sobre autovalores de matrizes relacionadas por
transformacgoes unitarias ou ortogonais.

Teorema 4.3 (Teorema de Entrelagamento [120, pag. 42|). Sejam
A € C™™  hermitiana, com autovalores Apay = A1 > Aoy > ... >
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A = Amin € U € C™™ com colunas ortonormais. Temos UT AU e
seus autovalores fimax = fb1 = fho = .. > fhn = fmin- Entao

Ai 2 i 2 Apeng1, t=1:n.

Esse resultado recebe o mome de teorema de entrelagcamento porque
cason =m — 1 entao

A > Ao > e > A1 2 1 2 A,

ou seja, os autovalores da matrizes sao entrelacados pelos autovalores
aprozimados. Caso U seja uma matriz identidade de ordem menor do
que m entao UM AU é uma submatriz principal de A, e esse resultado
€ vdlido também para submatrizes principais.

A seguir vamos caracterizar aproximagoes de autovalores e autove-
tores da matriz A, associada a um sistema linear. As caracterizagoes
seguintes servem para matrizes quaisquer e nao apenas para matrizes
hermitianas, como os teoremas anteriores.

Defini¢ao 4.1 (Par de Ritz). Para qualquer subespa¢o S C C™, um
vetor x € S, com x # 0, € um vetor de Ritz da matriz A € C™*™
associado ao valor de Ritz 0 € C, se

w?(Ar —0z) =0,Vw eSS ou Ar—0x LS (4.1.3)
(x,0) € S x C € chamado par de Ritz.

Uma representacao grafica de um par de Ritz pode ser vista na
figura 4.1. Ao examinar essa figura, e as proximas referentes a auto-
valores aproximados, devemos ter o cuidado de vé-las apenas como re-
presentacoes esquemaéticas, uma vez que os valores de Ritz, da mesma
forma que os autovalores, podem ser niimeros complexos e, nesse caso,
essa representacao nao é valida.

Observacao 4.3. Usando a notagao da definicio 4.1, sejam V €
C™™ wma matriz cujas colunas sao ortonormais (VHEV =1 € CV™)
eS = Im{V). Sejamv € C", 2z € C", x = Vv ew = Vz. A
equacao (4.1.3) pode ser escrita:

HVHAVY — 6v) = 0,Vz € C", (4.1.4)
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rzreS
Ax —0x 1L S

Figura 4.1: Representagao esquematica de um par de Ritz.

que se torna um problema padrao de calculo de autovalores

VHEAVY = fu, (4.1.5)

onde x = Vv, comv € C" ex € C™, ou seja, v € a representacao do
vetor de Ritz x na base {vy, vy, ..., v,}.

A observagao 4.3 nos permite fazer uma conexao entre a formulagao
variacional de Rayleigh-Ritz e o cilculo de um par de Ritz. Da equagao
(4.1.5) temos que

a2 Ax

.I‘HSL’

VHEVHAV Y = 0vHo = 6 =

Vale insistir que o teorema 4.1 tem como hipotese a matriz ser her-
mitiana e essa hipétese nao é necessaria a definicao dos valores de
Ritz.

Vamos a uma nova definicao que seré basica no desenvolvimento
de algumas variantes do GMRES.



64 Algebra Linear

Definigao 4.2 (Valor Harmoénico de Ritz [90]). Seja S < C™. O
escalar € C ¢ um valor harmoénico de Ritz de A em relagao um

dado espaco W C C™, caso 0~ seja um valor de Ritz de A~ com
relagao W := AS.

Uma representagao grafica para essa definicao pode ser vista na
figura 4.2. No entanto, usaremos uma outra formulacao equivalente,

Figura 4.2: Representagao esquematica de um par harmoénico de Ritz usando a
representacao proposta na defini¢ao 4.2.

proposta em [116], para os valores harménicos de Ritz.

Teorema 4.4 (Caracterizagdo dos Pares Harmonicos de Ritz [116,
Teorema 5.1, pag. 279]). Sejam S C C™ e W = {y € C™;J x €
S tal que y = Az}, ou seja, W = AS, entao § € C é um valor
harmonico de Ritz de A em relacdao a VWV, se e somente se,

w (Azx — 0z) = 0,Yw € W, para algum v € S, z # 0. (4.1.6)

Denominaremos x € S de vetor harmoénico de Ritz associado a 0,
e (z,0) € S x C de par harménico de Ritz. Uma representagdao
grifica para essa caracterizagao pode ser vista na figura 4.3.
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Demonstracao: Pelas definigoes em 4.1 e 4.2, para 6 ser um valor
harménico de Ritz de A em relagao a W, existem y 20 € W e e C
tais que

w? (A y —07y) = 0,Yw € W,y € W,y # 0.
Basta apenas desenvolver para y = Az, uma vez que W := AS
w? (A7 Ar—07"Az) = 0 & 0w (0r— Ar) = 0 & w” (z—Az) = 0.
[ |

E interessante observar que, no caso real, a equivaléncia entre as
duas formulacoes de pares harmonicos de Ritz sao simples relagoes
de semelhanca de triangulos retangulos, onde as hipotenusas sao x =
A7ty comy € W, y # 0, quando usamos a definicao 4.2, e 6z, quando
lancamos mao da caracterizacao proveniente do teorema 4.4.

rzeS
Ax —0x LW

Figura 4.3: Representacao esquemética de um par harménico de Ritz usando a
representacao proposta no teorema 4.4.
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Observacao 4.4. Usando a notacao do teorema 4.4, sejam V€ C™*"
uma matriz cujas as colunas sao ortonormais, VEV =1 € C™" ¢
S = Im(V). Sejam y € C*, 2z € C", x = Vxy ew = AVz. A

equacao (4.1.6) pode ser escrita como:
AVHEARAV Y — 0VEARV ) =0,V2 € C", (4.1.7)
levando a um problema generalizado de autovalores:
VEAR AV = oVH ARV . (4.1.8)

Caso VIAHRV seja uma matriz reqular, esse problema torna-se um
problema de autovalores:

-1
<VHAHV> VHEAR AV = Ox. (4.1.9)

A observacao 4.4 nos permite fazer a conexao entre uma variante
da formulagao variacional de Rayleigh-Ritz e o calculo de um par
harmonico de Ritz. Sendo vejamos: da equagao (4.1.8) temos que

(Az)" Az

HysH \H Hy/H AH
VIATAV Y =0x"VITA" VY = 0 = ————.

Aqui, novamente, vale o esclarecimento de que o teorema 4.1 tem como
hipétese a matriz ser hermitiana; hipotese desnecessaria a definicao
dos valores harmonicos de Ritz.

Os pares Ritz e os pares harmonicos Ritz, e algumas de suas vari-
agoes [12], sdo bastante utilizados nos métodos iterativos para célculo
de autovalores, ver [8]. Para matrizes hermitianas e para matrizes que
nao estejam muito longe de serem normais, o comportamento dos au-
tovalores e de suas aproximagoes ajudam a compreender o historico
da convergéncia de alguns métodos de Krylov [39], [60]. Com isso, os
métodos de Krylov, quando aplicados a solucao de um sistema linear,
podem fazer uso de aproximacoes de autovalores, que estao implici-
tas, como veremos a seguir. A principio, o GMRES com recomeco
desconsidera a maior parte da informacao guardada durante a itera-
¢ao anterior, na secao 5.1, do capitulo 5, discutiremos como se pode
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aproveitar a iteracao anterior. Os proximos resultados fundamentam
por que fazé-lo.

O teorema a seguir mostra a transformacao do problema de calculo
de pares harmoénicos de Ritz apresentado em (4.1.8) em um bem mais
simples e demonstra uma propriedade relevante de ortogonalidade dos
pares harmonicos de Ritz.

Teorema 4.5. Seja V uma matriz cujas as colunas formam uma base
ortonormal para KF™(A,ro). Suponhamos que o polindmio minimo
de ro em relacao a A tem grau maior que k+ 1. Usando a notagao do
método de Arnoldi, apresentado no algoritmo 2, na pdg. 31, a equag¢do
para pares harmonicos de Ritz em (4.1.8) pode ser escrita como

(Hy + h%kﬂ)’kH,;Hekeg)X = 0x. (4.1.10)

Seja (x,0) um par harmonico de Ritz de A em rela¢ao a AKk(A,ro),
tal que x = Vix, com x € CF. Entdo vale a sequinte relagcdo de
ortogonalidade:

H (Hpy — 0 (>(§>) — 0. (4.1.11)

Demonstracao:

VAT AV x = 0V A" Vix
usando uma das relagoes provenientes do método de Arnoldi, AVy =
Vir1Hy, temos

—H — —H
Hy VkILVkHHkX =0H, VkILVkX

como Vj11 é ortogonal, podemos simplificar para

ﬁkHﬁkX = OﬁkH (IkOXk) X = HkHﬁkX = 0H (4.1.12)
escrevendo a matriz Hj, em blocos, chegamos a
0
: H
e . = 0H[
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que pode ser simplificado para
(H Hi + Wiy pewer )x = 0H X

como podemos assumir que Hj é regular, gracas a hipotese sobre o
grau do polinémio minimo de ry em relagao a A, entao

(Hy, + h%k+1)7kH,;Hekef)X = fy.

Provando a relagao (4.1.10).
Partindo da equacao (4.1.12)

—H— —H (]
Hy, Hyx = 0H, ( kox'“) X

com uma simples reorganizacao, temos

H (Hpy — 0 (i§>) — 0.

Cabe observar que o teorema anterior esté fortemente ancorado no
uso do método de Arnoldi para ortogonalizacao da matriz de Krylov.
O préximo teorema relaciona os residuos dos célculos dos valores

harmonicos de Ritz com o residuo de uma dada iteracao do GMRES,
ver [84].

Teorema 4.6. Sejam H; e (fe; — Hyyy) provenientes do algoritmo
do GMRES e sejam (x;,0;) pares harmonicos de Ritz de A em relagdo
a AKL(A, 1), tal que x; = Vixi, com x; € Ck. Suponhamos que o
polinémio minimo de ro em relacio a A tem grau maior que k + 1.
Entao

ﬁkXi —0; (%Z) = o;(Ber — ﬁkyk)a (4.1.13)

com «; escalares.
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Demonstragao: Pelo resultado encontrado em [101, corolario 1.39 do

teorema 1.38, pag. 36, temos que Be, — Hyy ¢ ortogonal a Hyy, Yy €
CF, onde o
yr = arg min||fe; — Hyy||.
y€eCk

Entao o o
(Ber — Hyyr) L Im(Hy,).

Usando (4.1.11), podemos escrever que
(Hoxi 0, () L (A,

Logo ambos os vetores pertencem ao Nuc(H},), mas pela hipotese sobre
o grau do polindmio minimo de ry em relagao a A, Hj, tem posto
completo, Nuc(Hy,) tem dimenséo 1, e

(Bey — Fk;yk) é paralelo a (FkXi —\ ()((;) ).

Vamos utilizar o teorema anterior quando do estudo de variantes do
GMRES nos capitulos 5 e 6.

4.2 Quadrados Minimos

No GMRES um dos passos centrais é a solu¢ao de um problema de
quadrados minimos. Esse tipo de problema aparece em numerosas
aplicagoes quando o resultado atingivel é uma aproximacao z, tal que
AZ seja o mais proximo possivel! de b. Em geral, essa abordagem
ocorre quando o numero de resultados experimentais é superior ao
nimero de equacoes, levando a sistemas com matrizes retangulares.
No caso de matrizes m x n onde m > n pode ou nao haver solugao
tinica. A formulacdo mateméatica? desse problema é

A7 = b, = win [ Az — b,

I1Em relacdo a alguma medida aceitével, por exemplo a norma euclidiana do residuo.
?Nessa parte da segdo estamos tratando de problemas em R™.
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Dizemos que T é a solucao de um problema de minimizacgao

P xI»IelﬂlgrlnHAI — b, (4.2.14)

4.2.1 Equagoes Normais

Vamos mostrar uma solugao possivel para o problema de minimizacao
P, (4.2.14). Trata-se de uma solucdo bastante usada em estatistica.
Em algebra linear computacional, em geral, usa-se outra abordagem
que veremos nas proximas segoes

Teorema 4.7. O problema P sempre admite ao menos uma solugao.
Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que T seja solucao de P €
que T seja solucdo da equagcao normal

AT Az = ATh. (4.2.15)

A solucdo x € inica se e somente se A tem posto completo; neste caso
AT A ¢ positivo-definida.

Demonstracao: Fazer exercicio 3. ]

Vamos agora apresentar uma das aplicagoes da decomposicao de
uma matriz em valores singulares. Seja A € R"™*", onde m e n sao
quaisquer. A pseudo-inversa de A é a matriz definida por Af =
VYTUT, aonde UXVT ¢ a decomposicio em valores singulares de A
e ¥t é a matriz transposta de ¥, com os coeficientes o;, os valores
singulares de A, substituidos por seus inversos multiplicativos®, 1/0;.

Teorema 4.8. Seja T a solugdo do problema de minimizacao P defi-
nido em (4.2.14). Se A tem posto completo entao

Al = (ATATAT ¢ T =AM
Caso m = n, entdo At = A~1.

Demonstracao: Fazer exercicio 6. [ ]

3Estamos considerando apenas o valores singulares positivos.
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A descricao das equacoes normais sobre o corpo dos complexo po-
deré ser feita em separado para as partes real e imaginaria, sem mai-
ores dificuldades técnicas.

4.2.2 Solugao por Fatoracao QR

Vale observar que, na solucao de sistemas lineares, as matrizes triangu-
lares tém um papel destacado dada a facilidade de solucao de sistemas
triangulares. Se A = Q R, com () ortogonal ou unitaria e R triangular
superior, entdo Ar = b = QRx = b = Rx = Qb = x = R7'Q"b*.
Esse ¢ o método utilizado correntemente nos programas de solugao
de sistemas lineares por métodos de Krylov para resolver problemas
de quadrados minimos. Na verdade, trata-se de um outro método de
solucao direta de um sistema linear, s6 que computacionalmente mais
caro do que a eliminagao gaussiana, apesar de numericamente mais
estavel. Vamos apresentar trés algoritmos que realizam a fatoracao
QR de uma dada matriz.

Reflexoes de Householder

As reflexdes de Householder® repousam sobre a ideia simples de ir
transformando paulatinamente a matriz para a qual buscamos a fa-
toracao ()R, em uma matriz triangular superior R. Esse efeito sera
conseguido através de introdugao de zeros na parte inferior de uma
coluna por vez, um exemplo esquemético para uma matriz 4 x 3.

o o o

* X ¥ X
* X K K
EE S
O O O ¥
* X K X
* K K ¥
o O O *
O O * %
* % K X
O O O ¥
S O % ¥
O % X ¥

Por sinal, a mesma aparéncia da eliminagao gaussiana, s6 que nesse
caso as matrizes utilizadas para introduzir zeros nas colunas sao matri-
zes ortogonais, ou seja: Q3Q2Q1A = R, ou entdo A = QFQY QIR =
QR. As matrizes ortogonais );, 7 = 1 : 3 sao denominadas reflexoes

4A solucdo, na pratica, ndo se da pela inversao de R mas pela solucdo do sistema triangular.
5Nessa parte estamos em C.
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ou refletores de Householder®. Alguns autores apresentam definicoes
diferentes, apesar de equivalentes, para essa matrizes mas em todas
elas a ideia subjacente ¢ a mesma, através da soma ou subtragao de
duas projecoes ortogonais construir uma reflexao, como veremos mais
a frente. Seja o vetor u; € C*, queremos anular todas as suas en-
tradas, menos a primeira, preservando sua norma, logo, o novo vetor
deveréa ser r; = (||lug|l,0,...,0) ou r; = (—|luy|l,0,...,0) ambos em
CF. No caso de vetores com coordenadas reais podemos observar a
seguinte ocorréncia: um fato da geometria plana bésica é a perpen-
dicularidade das diagonais de um losango, eis que esse fato aparece
aqui. As diregoes das duas diagonais serao as dire¢oes em relagao as
quais se construirao as duas reflexdes possiveis e os vetores u; e 7
sao os lados do losango. Esses fatos podem ser observados nas figuras
de 4.4 a 4.7, onde mostramos a construcao do fator R da fatoragao

. (2
@R da matriz (1 3

possiveis, observa-se que os vetores da matriz ortogonal () nao estao
representados.

A construgao da matriz de reflexao de Householder pode ser vista
como a subtragao de duas projecoes ortogonais. Seja w, o vetor uni-
tario que servira a construcao da reflexao entao estamos subtraindo
duas projegoes ortogonais (I — ww")u; e (ww”)u; e construindo (I —
2ww")u; ou seu inverso aditivo, como apresentado nas figuras dessa
secao. Outro fato representado nas figuras, sao as retas « definidas
pela condi¢ao de ortogonalidade ao vetor w Em dimensoes maiores,
os objetos a serao hiperplanos também ortogonais a w. Tendo apre-
sentado essa motivacao grafica e geométrica passamos aos resultados
tedricos.

) nesse caso estamos mostrando as duas reflexoes

6 Alston Scott Householder (1904-1993) foi uma das primeiras pessoas a apreciar e promover o
uso de refletores elementares para aplicagées numéricas. Embora a sua dissertagdo de doutorado
de 1937 na Universidade de Chicago ter sido sobre calculo das variagbes, sua paixao era a biologia
matematica, e essa foi a principal atividade de sua carreira até o momento em que esta foi
interrompida pelo esfor¢co de guerra, em 1944. Em 1946, Householder ingressou na Divisdo de
Matematica do Oak Ridge National Laboratory e se tornou seu diretor em 1948. Ele ficou em Oak
Ridge durante o resto de sua carreira, e se tornou uma lideranga mundial em anélise numérica
e no célculo com matrizes. Como Givens (ver pag. 74), seu homologo no Argonne National
Laboratory, Householder foi um dos primeiros presidentes da SIAM.(traduzido pelos autores de

(81])
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\ a~‘ - [)

o ﬁ'
Ut

()

Figura 4.5: Os dois vetores ja estao
refletidos, formando as colunas de R,
nesse caso 2 X 2.

Figura 4.4: Célculo do vetor unitario,
wy com que se fard a reflexao.

Seja w # 0, ||w|, = 1, a matriz H(w) = I — 2ww? ¢ denominada
de matriz de reflexao de Householder .

Teorema 4.9. Seja H = H(w) uma matriz de Householder com
|lwll, = 1. Seja x € C™, tal que sua primeira componente, (1), seja
real e maior que 0. Entdo H(w) € uma matriz hermitiana e unitdria,
e o vetor

N (4.2.16)

Iz + [l el
define uma matriz de Householder H := H(w) tal que Hx = —||z||,e1.
Demonstracao: Facga o exercicio 7. [ ]

Observacao 4.5. Se o vetor enunciado no teorema 4.9 nao satisfizer
a condi¢ao de ter sua primeira componente real e maior que 0, entao,
ainda assim, podemos definir matrizes de Householder:

1. caso x(1) seja um complexo nao nulo, entio o vetor w deverd ser
dado por

2+ [l " e,

=l ey e e |

(4.2.17)
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Figura 4.6: A outra reflexdo possivel,
usando a outra diagonal do losango.

Figura 4.7: Os dois vetores ja estao
refletidos, usando a segunda reflexao
possivel, formando as colunas de R.

2. caso x(1) real e negativo, entao

_ o lielen (4.2.18)
[l = [lzllyel

Rotacoes de Givens

A proxima maneira de estabelecer uma, fatoragao (Q R é conhecida como

método de rotacoes de Givens’.

A ideia béasica também é construir R através da transformacao de
todos os elementos abaixo da diagonal principal de A em elementos
nulos. Nesse caso, cada elemento é anulado por vez. Assim como no
caso de Householder, pode-se interpretar como a multiplicacao pela

7James Wallace Givens, Jr. (1910-1993) foi um pioneiro no uso de rotagdes planas nos pri-
moérdios do célculo automatico de matrizes. Givens graduou-se no Lynchburg College, em 1928,
e concluiu seu doutorado na Universidade de Princeton, em 1936. Depois de passar trés anos no
Instituto de Estudos Avangados, em Princeton, como assistente de O. Veblen, Givens aceitou sua
nomeagao na Cornell University, mais tarde transferiu-se para a Northwestern University. Além
de sua carreira académica, Givens foi Diretor da Divisdo de Matematica Aplicada do Argonne
National Laboratory, e, como Householder (ver pag. 72), seu homologo no Oak Ridge National
Laboratory, Givens foi um dos primeiros presidentes da SIAM (traduzido pelos autores de [81]).
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esquerda por matrizes ortogonais. Seja a seguinte matriz

10 ---
01 .. 0 0
J(i,k,0) = O : : O ,
0 0 10
0 1

onde ¢ = cos(f) e s = sen(#). Ou seja, trata-se de uma matriz iden-
tidade onde quatro entradas sao substituidas por senos e cossenos. O
teorema a seguir ordena as ideias sobre as rotacoes de Givens.

Teorema 4.10. Seja A € R™". Seja k # i, tal que A(k,j) # 0.
Definindo 0 tal que

cos(f) = AG,))
V(A )2 + (Ak, j))?
en(f) = —A(k.J)

V(A7) + (A(k, ))?
entao o elemento de indice (k,j) do resultado do produto matricial

J(i,k,0)T A ¢ nulo.

Demonstracao: Faga exercicio 8. ]

Processo de Gram-Schmidt

Para a construcao da fatoracao QR de uma matriz A, o processo
mais conhecido nos cursos bésicos de algebra linear ¢ o método de
Gram-Schmidt. Nesse caso podemos interpreta-lo como sendo a
aplicacao de transformacoes triangulares pela direita da matriz A, ver
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[127]. Dado o amplo conhecimento desse método nos limitaremos a
mostrar uma representagao grafica dele para uma matriz 2 x 2, ver
figuras 4.8 a 4.11. Para o algoritmo dos métodos de Gram-Schmidt e
o de Gram-Schmidt modificado ver a segao 2.1, aonde os métodos sao
apresentados para efetuar o procedimento de Arnoldi.

= 2] w=|3]

n= k)

Figura 4.9: Normalizacao do primeiro
vetor: v1 = wuy/[ju1l,.

Figura 4.8: Vetores iniciais.

o (10} _1(42))(2
27 lo1) "B 21))\3) 7
—1
\ V9 = % [ 2 }
-
v =1 |? oy — L (2
VR RRVAE!
Figura 4.10: Projecao do segundo ve- Figura 4.11: Normalizacao do segundo
tor: g = (I —v1v] )us. vetor: vg = Ua/||V2|5.

Cabe observar que o processo de Gram-Schmidt modificado, nao
altera a construgao do exemplo grafico ora apresentado.
Comparagao entre as fatoragoes QR

Para aclarar algumas das diferencgas entre as quatro fatoragoes apre-
sentadas, vamos apresentar um exemplo onde duas comparacoes serao
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realizadas.
Seja A € R*®*1% 4 matriz de Vandermonde formada a partir dos

escalares j T15’ onde j ¢é o indice da coluna. O condicionamento dessa
matriz vale rp(A) = 3,9 x 10°. Sejam Qvﬁ os fatores obtidos pelas
quatro fatoragoes em um computador. Os erros residuais associados
as fatoragoes QR sao calculados usando a férmula
_lA-GRl,
- )
1Al

e seus valores podem ser vistos na tabela 4.1. Por esse critério, os
procedimentos sao equivalentes. Um outro valor relevante é a perda

Tabela 4.1: Comparacao entre os erros das diversas fatoragoes QR.

Método «
Gram-Schmidt 2x 10716
Gram-Schmidt modificado | 2 x 10~16
Householder 1015
Givens 10-16

da ortonormalidade, que pode ser medida por

w=1Q"Q — 1|,

Os diversos valores para w podem ser vistos na tabela 4.2. E nesse

Tabela 4.2: Comparagao da perda de ortogonalidade entre diversas fatoragoes QR.

Método w
Gram-Schmidt 6,02
Gram-Schmidt modificado 10~7
Householder 2 x 1071
Givens 3x 10716

caso os problemas e solugoes aparecem, uma vez que Gram-Schmidt
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nao consegue construir uma base ortonormal, enquanto que a ver-
sao modificada consegue melhorar bastante; alguns autores chegam
a afirmar que o nome Gram-Schmidt modificado nao é apropriado,
uma vez que se trata de outro método com outros resultados, ape-
sar da semelhanca entre os algoritmos. Os métodos de Householder e
Givens fazem um bom trabalho segundo esse critério. Esses resulta-
dos podem ser consolidados teoricamente, e prova-se que as perdas de
ortonormalidade desse métodos sdo proporcionais a ¢y, k2(A)?%e, para
Gram-Schmidt, ¢y, k2(A)e, para Gram-Schmidt modificado, e de ape-
nas ¢, € para Householder e Givens, onde ¢ é a precisao utilizada para
executar as operagoes e cp,;, ¢ uma constante que cresce ligeiramente
com o aumento da dimensao das matrizes.

4.2.3 Custo e Estabilidade

Quando da solucao de problemas de quadrados minimos, outro fator
importante é o total de operagoes de ponto (na verdade, virgula) flu-
tuante (flops). E possivel demonstrar que a solucio usando equacoes
normais custa mn? + n3/2 flops, enquanto que as fatoragoes de Hou-
seholder e Givens realizam 2mn? — 2n3/3. Ou seja, ha uma diferenga
significativa entre as implementacoes, sendo a alternativa QR preferi-
vel apenas quando a estabilidade do método é essencial, ou nao se tem
informacao suficiente sobre o niimero de condicionamento da matriz.

Outro aspecto importante é quanto a estabilidade dos varios mé-
todos e nesse caso as alternativas de Householder e Givens sao mais
estaveis que o método das equacoes normais. H& uma extensa litera-
tura sobre esse tema e os interessados podem consultar, por exemplo,
[65] e [119].

Exercicios

1. Provar que o maior, A{, e menor, \,,, autovalores de uma matriz
hermitiana m x m podem ser ser descritos por

A = max 27 Ax e M\, = min 27 Az
llzll,=1 llzll,=1
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O o 3 O

10.

11.

. Estabeleca uma relagao entre os autovalores da matriz Hy que

aparece no método de Arnoldi e os autovalores da matriz original
A. Determine as restri¢oes necesséarias para as matrizes afim que
as propriedades sejam validas.

. Faca a demonstracao do teorema 4.7.

. Faga um esboco grafico da uma solu¢ao tnica para um problema

de quadrados minimos, relacionando Im(A) e b — AZ.

. Seja A™*™ com m e n quaisquer. Prove que a pseudo-inversa A'

de A ¢ a tnica solucao X das equacoes de Moore-Penrose®:

(a) XAX = X,
(b) AXA = A,
(c) (AX)" = AX,

(d) (XA)T = XA

. Faca a demonstragao do teorema 4.8.
. Faca a demonstragao do teorema 4.9
. Faca a demonstracao do teorema 4.10.

. Faga as implementacoes computacionais da fatoracao QR:

(a) usando reflexdes de Householder.

(b) usando rotagoes de Givens.

Faca uma implementacao computacional dos algoritmos Gram-
Schmidt e Gram-Schmidt modificado. Construa exemplos em que
a instabilidade aparega (Sugestao: use trés vetores quase linear-
mente dependentes, construidos com a constante eps do Matlab).
Estude aonde exatamente surge a instabilidade .

Faca uma implementacao computacional do procedimento de Ar-
noldi usando as reflexdes de Householder para construcao da base
ortogonal.

8Ver defini¢do de Af, também conhecida com inversa de Moore-Penrose, em [81, pag. 423].
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12. Faga uma implementacao computacional do procedimento de Ar-
noldi usando as rotacoes de Givens para construcao da base or-
togonal.

13. Provar que

(x,y)r = traco x"y, |x| := Vtraco xx

sao, respectivamente, um produto interno e uma norma bem de-

finidos.



Capitulo 5

Novos desenvolvimentos dos
Métodos de Krylov

O método GMRES completo! é, na maioria dos casos praticos, caro e
apresenta uma convergéncia lenta. No capitulo 3, vimos que os precon-
dicionadores sao essenciais para aumentar a taxa de convergéncia do
GMRES. Uma abordagem complementar ao desenvolvimento de no-
vos precondicionadores é realizar modificagoes no proprio método. E
assim, nos tltimos 20 anos foram propostas varias alternativas de mo-
dificacao do GMRES (assim como para os outros MPSK) para torna-lo
mais adequado aos diferentes problemas das diversas areas do conhe-
cimento que fazem uso desse MPSK. Em [114], é apresentada uma
exaustiva revisao sobre a evolucao dos métodos de Krylov nas duas
ultimas décadas, e por isso trata-se de leitura obrigatéria para qual-
quer interessado na area.

Neste capitulo, apresentamos alguns dos avancgos ocorridos nesse
periodo. Na secao 5.1, falaremos sobre métodos com recomego basea-
dos na recuperagao de informagao do subespaco de Krylov construido
no ciclo anterior. Em particular, através da busca de aproximacoes de
autovalores facilmente calculaveis usando a matriz de Hessenberg do
ciclo anterior ([83], [84], [85]). Outro proposta, apresentada na se¢ao

IChamamos de GMRES completo aquele que s6 termina quando ocorre uma ruptura benéfica,
ou quando se atinge uma redugdo do residuo pré-estabelecida, guardando-se todos os vetores
construidos.
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5.2, é a preservagao de subespacos do ciclo anterior mais relevantes
para a garantia da ortogonalidade do método ([42], [45], [113]). Uma
das propostas mais antigas de melhoria dos MPSK é apresentada na
secao H.3, tratam-se de métodos com precondicionadores que variam a
cada iteracao®. Em especial, precondicionadores que sao eles proprios
métodos de Krylov ([41], [99], [111], [112], [114], [132]). Um avango
mais recente que serd apresentado na secao 5.4, esta relacionado a
se permitir que o produto matriz-vetor seja calculado de forma ine-
xata, necessidade sentida em areas aonde a matriz nao é disponivel
ou ¢ muito cara para ser calculada exatamente ([19], [20], [52], [112],
[114], [129]). Apresentamos, a seguir, uma bibliografia onde as varias
propostas aqui discutidas, e outras que nao trataremos, podem ser
estudadas: [9], [22], [25], [26], [34], [37], [49], [62], [63], [77], [89], |95],
[100], [109] e [140].

5.1 Recomego Deflacionado

Os artigos que fundamentam essa se¢ao sao os de Ronald B. Morgan
[83, 84, 85| de 1995, 2000 e 2002, respectivamente, e o artigo de Luc
Giraud e outros [53] de 2010.

Apesar do resultado tedrico apresentado no teorema 2.2 (ver [60] e
[86]), em um grande nimero de problemas importantes, a convergén-
cia dos MPSK depende em larga escala da distribuicao dos autova-
lores. Quando da ocorréncia de pequenos autovalores, a sua deflacao
(remogao), e dos autoespagos correspondentes, pode melhorar a taxa
de convergéncia desses métodos [85]. Em [12], discutem-se algumas
aproximacoes para os autopares de uma matriz e é provado um teo-
rema sobre o entrelagamento dessas aproximagoes com os autovetores
de matrizes hermitianas [12, pag. 20]. Vamos discutir, nesta segao,
as ideias relacionadas a deflacao de autovalores aproximados, e seus
autoespacos, quando do recomeco do GMRES. Para outros métodos
de Krylov, para solugao de sistemas lineares, também se pode utili-
zar técnica equivalente, ver [35, 104]. Essas alternativas também sao

2Usaremos o termo iteracdo do GMRES para caracterizar a aplicacdo de um procedimento
de Arnoldi e a solu¢do de um problema de quadrados minimos.
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conhecidas como métodos de aumento por deflagao [45].

5.1.1 GMRES-DR

A ideia central é o aumento dos subespacos de busca da solu¢ao apro-
ximada com vetores harmonicos de Ritz herdados do ciclo anterior do
GMRES3. Os principais trabalhos nessa direcao sao apresentados em
[83, 84, 85| onde s@o propostos os métodos GMRES-E, GMRES-IR e
GMRES-DR, respectivamente. Vamos resumir algumas das propostas
e resultados formulados nesses artigos. As principais dificuldades de se
utilizar a deflacao em métodos com recomeco esté ligada a dois fatos:
como os espagos construidos sao pequenos até a interrupc¢ao do ciclo,
a deflacao natural que poderia ocorrer para métodos sem recomeco
(ver [87] e [133]) em geral, ndo acontece, em segundo lugar, guarda-se
apenas um vetor em cada reinicio, pelo menos nas versoes tradicionais.

Vamos mostrar como construir espagos de busca com autovetores
aproximados que ainda assim sao subespacos de Krylov. Seja n a
dimensao do subespago construido até o momento de parada e seja k
o nimero de autovetores aproximados utilizados em cada recomego.
Seja (y;,0;) um par harmonico de Ritz. Temos a relagdo de Arnoldi
surgida durante o processo de ortogonalizagao

AV, =V, H,, (5.1.1)

onde VnﬁanH = I, H, € C"Dx? & yma matriz de Hessenberg e
H, € C™™ ¢ construida a partir de H,,, com a exclusio de sua ultima
linha.

O método usado pelo GMRES-E como espaco de busca para a
solucao aproximada é gerado por

<7n0> ATO) A27ﬂ07 s 7An_k_1/r0a Y1, Y2, -- 7yk>7 (512)

colocando ao final dos geradores, os vetores harmonicos de Ritz.
Pode parecer que colocando-se os vetores harmonicos de Ritz no
inicio dos geradores, levaria a construgao de um subespago que nao seja

3Usaremos o termo ciclo do GMRES para caracterizar o conjunto de iteragdes que ocorre ate
& convergéncia ou até se atingir um nimero determinado de itera¢ées, como ocorre na alternativa
com recomego. Em geral, um ciclo sera formado por varias iteragdes.
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de Krylov. No entanto, como provado em [84], os valores harmonicos
de Ritz podem vir a frente. E demonstrado nesse artigo que o espago
gerado em (5.1.2) é equivalente a

<y17 Y2y oo Yk, Ayza Azyi: s 7An7kyi7 >> (513)

para 1 <1 < k, logo, ele contém todos os subespacos de Krylov que
possuem vetores harmoénicos de Ritz como vetores iniciais, ou seja,
GMRES-E e GMRES-IR sao equivalentes.

Em [139], os autores propuseram, tratando de calculo de autovalo-
res para problemas simétricos através de um método de Lanczos, uma
forma particular de incorporacao de valores de Ritz. Em [85], Mor-
gan propoe a extensao dessa ideia para problemas nao simétricos que
usem o método de Arnoldi. A proposta desenvolvida nesse artigo é a
seguinte: o primeiro ciclo do método é um GMRES com recomego que
produz um residuo ro. Seja V' a matriz cujas colunas geram o espago
de busca em cada ciclo do método. Entao, no comeco do segundo
ciclo, k valores harmonicos de Ritz sao calculados e ortogonalizados
através de um método QR. Esses vetores sao colocados no inicio de V'
e 1o ¢ ortogonalizado em relagao a V'(:,1 : k). Os proximos passos do
método sao o procedimento de Arnoldi para calculo de n — k vetores
que formarao V,,, 4, ver algoritmo 5. Pode ser provado que GMRES-E,
GMRES-IR e GMRES-DR sao matematicamente equivalentes.

Algoritmo 5 GMRES-DR - ciclos completos

1: Realizar um ciclo com n iteracées de GMRES

2: faga até convergéncia

3:  Calcular k valores harménicos de Ritz, ortogonalizéi-los e coloca-los
em V(:,1:k) (ver exercicio 1).

4:  Ortogonalizar ro em relagdo a V(:,1: k).
Realizar o procedimento de Arnoldi para completar o subespago e
produzir V11 e H,.

6:  Resolver o problema de quadrados minimos, calcular a solugao apro-
ximada e o novo residuo ry.

7: fim-de-faca
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Em [85], sdo demonstrados dois teoremas que provam que o subes-
pago gerado pelo método GMRES-DR é um subespago de Krylov (uma
demonstragao simplificada desses resultados encontra-se em [45]). O
primeiro resultado mostra que subespago gerado pelos vetores harmo-
nicos de Ritz e ry é de Krylov.

Teorema 5.1. Seja o subespaco S = (y1,y2, ..., Yk, v) tal que

Ay; — iy = v

para 01, ..., 0y distintos e para v; nao nulos. Entao S é um subespago
de Krylov.
Demonstracao: Ver exercicio 2. [ ]

O proximo teorema mostra que o subespago completo é de Krylov.

Teorema 5.2. O subespaco gerado por GMRES-DR € o subespaco
(5.1.2) e € um subespago de Krylov.

Demonstracao: Ver exercicio 3. [ ]

Em [85], h4 algumas alusdes sobre quais os tipos de valores harmo-
nicos de Ritz - menores, maiores, randémicos - devem ser utilizados,
mas nenhuma conclusao é estabelecida. No exercicio 5, é sugerido o
estudo dessa comparacao.

5.2 Truncamento Otimal

Os artigos bésicos desta se¢ao sao o de Eric de Sturler [42] de 1999, o
de Michael Eierman e outros [45], de 2000, e o de Valeria Simoncini e
Daniel B. Szyld [114], de 2007.

Os métodos da sec¢ao 5.1 baseiam-se na ideia de recomecgar um ciclo
de um método de residuo minimal, depois que o espago de correcao
tenha chegado a uma dimensao n pré-estabelecida, compensando a
perda de informacao com o aumento do subespaco de busca através
da deflagao de autoespacos aproximados. Entretanto, como apontado
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no teorema 2.2, e, em particular, para matrizes nao normais e forte-
mente nao simétricas, os autovalores aproximados podem dizer muito
pouco sobre a convergéncia real do método. Além disso, a convergén-
cia lenta nao é causada necessariamente por autovalores pequenos. Por
exemplo, em [133] os autores mostram que quando alguns autovalores
sao equidistantes da origem, ou seja quando pertencem a um circulo
cujo centro é a origem, o GMRES ficara estagnado por um ntmero de
passos igual ao numero de autovalores que estao nesse circulo, inde-
pendente do moédulo dos autovalores. E mais, se os autovalores estao
em um circulo de raio muito pequeno em torno da origem, pode até
mesmo se tornar impossivel o calculo desses autovalores com acuracia
aceitavel.

No entanto, os métodos discutidos aqui estao relacionados aos da se-
¢ao 5.1 pela tentativa de se reter alguma informagao contida no espaco
de busca do ciclo que terminou. S6 que nesse caso, se tenta guardar a
informacao sobre ortogonalidade entre alguns subespagos especificos,
considerados mais importantes para a convergéncia do método.

Ao invés de recomecar apenas com um vetor, esses métodos trun-
cam de alguma forma o espago de busca. E, entao, um subconjunto dos
vetores da base construida até esse determinado momento é guardado.
Em [42], De Sturler propoes um esquema para descartar subespagos
inteiros e nao apenas vetores da base como em alguns outros métodos
de truncamento (ver [101, pags. 172-177], QGMRES e DQGMRES).
Esta selegao, proposta em [42|, nao se baseia nem em informagoes
espectrais, nem na invariancia de subespacgos, mas em angulos entre
subespacos®.

Vamos tratar de duas perguntas:

e Dada uma iteragao s < n, onde n é a dimensao méxima permitida
para o subespaco de busca. Se o método tivesse sido recomecado
apos s iteragoes, como isso influenciaria a convergéncia? Ou seja,
recomega-se, fazem-se mais (n — s) iteragoes, usando como valor
inicial x4 e dispensando-se todos os demais vetores e matrizes ja
calculados.

4Para definicdo de angulo entre subespagos, consultar [44, pag. 256] ou [119, pag. 73].
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e (uais os subespacos das primeiras s iteragoes que deveriam ser
preservados, afim de que nas proximas (n — s) iteragoes se conse-
guisse uma convergéncia o mais proxima possivel da convergéncia
do GMRES completo, com n iteragoes?

A ideia do método é calcular os valores singulares de alguns dos su-
bespacos em questao e descartar os que forem associados a peque-
nos valores singulares, uma vez que os vetores singulares associados
nao teriam maior contribui¢ao para a convergéncia. O mesmo fato
pode ser interpretado da seguinte forma. Dado o subespago de Kry-
lov KCs(A, 1), com s < n, quais sdo as dire¢oes importantes para a
convergéncia, no sentido de ao se manter a ortogonalidade em relagao
a essas diregoes, havendo o recomeco apoés s iteragoes, se conseguir a
maior redugao possivel no residuo. Os subespagcos a serem comparados
sao AKCs(A, o) € AK - (A, 75). A comparacao entre os subespagos
nesse caso ¢ barata uma vez que ambos estao em K, (A, rq). Logo os
calculos dos angulos podem ser feitos em relagao a base desse espago
e envolvem apenas matrizes pequenas.

A selecao de subespacos acima pode ser usada para melhorar o
método GCRO?® [41] de iteragoes internas-externas (ver se¢ao 5.3 ).
O método resultante se chama GCROT e transfere essa selecao de
subespagos da iteragao interna para a externa. Segundo [113], a versao
atual do método precisa da selecao de seis parametros, que podem
ser dificeis de serem ajustados, no entanto, ainda segundo [42|, com
alguma experiéncia, alguns dos parametros podem ser determinados
facilmente.

5.3 Precondicionadores Flexiveis
O artigo base dessa se¢ao ¢ o de Valeria Simoncini e Daniel B. Szyld

[111] de 2002, ao qual foram adicionadas algumas referéncias atualiza-
das e comentérios dos seguintes artigos: [41], [53], [99], [132] e [134].

50 método GCRO é matematicamente equivalente ao GMRES pois constréi os mesmos espa-
¢os, tem as mesmas solugbes intermediarias e residuos parciais iguais, apesar de ser mais caro,
apresenta maior flexibilidade na construgao dos subespagos de Krylov.
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A area de precondicionadores variaveis ou flexiveis vem apresen-
tando um desenvolvimento constante nos tltimos anos, ver as referén-
cias: (4], [6], [41], [53], [55], [88], [99], [111], [123], [132], [134], além
das obras citadas nesses trabalhos. A ideia central é o uso de diferen-
tes operadores em cada iteragdo (até mesmo operadores nao lineares)
como precondicionadores de um MPSK. Mesmo outros métodos de
Krylov podem ser usados como precondicionadores, ver [41], [53], [99]
e [132].

Dado o sistema linear Ax = b, aplicar um precondicionador padrao
pela direita, como ja vimos, consiste em substituir o sistema linear por

AM™'y=b, com Mzr=y ou M 'y=uz, (5.3.4)

para um precondicionador adequado M. Uma das motivacoes para
métodos com precondicionadores variaveis é se encontrar casos rele-
vantes aonde se necessita resolver apenas aproximadamente

Mz =,

considerando-se que M é, ja, uma aproximacao de A. Com isso podera
haver um M diferente para cada passo k& do método de Krylov, pelo
menos implicitamente. Uma outra possibilidade é a de se utilizar
informacgoes das iteragoes anteriores para melhorar a qualidade dos
precondicionadores, ver [7], [47], [72].

Vamos analisar, nesta secao, métodos de Krylov cujos os precon-
dicionadores sao eles proprios métodos de Krylov, podendo até ser o
mesmo. Esses métodos também sao conhecidos como métodos com
iteracoes aninhadas ou com iteracoes internas-externas . A forga des-
sas alternativas reside no aumento continuo do subespaco de Krylov.
Através da combinagao criteriosa do subespaco da iteragao interna
com o da iteracao externa, consegue-se a convergéncia do método em
um numero finito de iteragoes. Essa propriedade nao é garantida, por
exemplo pelos métodos com recomeco que destroem os subespacos a
cada recomeco. Ou seja, restringindo-se os precondicionadores varié-
veis a métodos de Krylov, garante-se que a iteragao global permanega
dentro de um subespago de Krylov maior e, gracas ao teorema 1.2
da pag. 17, temos a convergéncia. SO que devido ao grau do polino-
mio minimo do lado direito b em relagao a A, essa convergéncia pode
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ser lenta, sendo necesséarios precondicionadores, também, para esses
métodos.

A relagao de Arnoldi (2.1.3), quando do uso de um precondicionador
constante pela direita, torna-se

AM™YW, =V, H,.

Quando o precondicionamento flexivel é utilizado, a cada iteragao re-
solvemos o problema M,;z; = v;, ou seja z; = M{lviﬁ. Seja

Zy= (M vy -+ M;l'v,)
entao a relacao de Arnoldi escreve-se como
AZ, =V H,y, (5.3.5)

e se torna necessario estocar ambas as matrizes, Z, e V,1, ou seja,
aumenta-se o espago necessario. Nesse caso, a solugao aproximada, cal-
culada no k-ésimo passo externo do método, sera tal que x, —xg € Zy,
ou, T = o+ Zruk, com u; € R, Seguindo a sugestao apresentada em
[111], vamos alterar a notagao para diferenciar as matrizes envolvidas
nas iteragoes internas e externas, assim (5.3.5) passa a

AZy = Wi Ty, (5.3.6)

para nos referirmos as matrizes construidas até k-ésima iteragao ex-
terna, nesse caso

contém a base ortonormal para o espaco externo e Ty, no caso do uso
do método de Arnoldi para ortogonalizar a matriz, contém, em cada
coluna 7, as coordenadas dos produtos Az; escritos na base

Wi+1=(w1 e Wy wi—i—l)

e ¢ uma matrix de Hessenberg superior.
Para evitar confusoes, vamos chamar de ciclo interno o conjunto
de iteragoes completas do método interno, até convergéncia ou até a

SEntender essa operacio como a solucdo do problema e no, necessariamente, como a inversao
da matriz M, pois M pode ser um operador qualquer.
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sua parada, e de ciclo externo o conjunto de iteragoes completas
do método externo, até convergéncia ou até a sua parada. Com isso
queremos frisar, mais uma vez, a diferenca entre uma iteragdo e um
ciclo. Em geral um ciclo serd composto de vérias iteragoes, excluido
o caso de convergéncia na primeira iteracao dos métodos interno ou
externo.

Vamos reescrever o método externo usando a notagao proposta em
(5.3.6). Dada a aproximagdao inicial z¢, entao temos

To :b—AI'Q w1 :T’()/B B: ||7”0||7 (537)
para cada iteracao externa k, um vetor z, que aproxima a solugao de
Az = wy, (5.3.8)

é calculado usando um ciclo de um método de Krylov como precondi-
cionador. Em seguida, o vetor Az, é calculado e ortogonalizado, por
um método de Arnoldi, em relacao aos vetores anteriores w;, i < k e
obtém-se o novo vetor wyy1, com isso o residuo da k-ésima iteragao
externa vale

e =b— Axyp = 1o — AZyu, = 10 — Wipa T = Wipa (Ber — Trug).

(5.3.9)
Como estamos usando um método de Arnoldi em cada iteragao ex-
terna, entdao, WiW[I e I — W, W/ serdo projetores ortogonais em
Im(Wy,) e Im(W})*, respectivamente. Com isso, ortogonalizar Az,
em relagao aos vetores ortonormais w;, ¢ < k, é equivalente a deflaci-
onar o vetor residuo interno wy — Az, em relagao ao espago Im(Wy);
vejamos a comprovacao dessa afirmacao

tk+17kwk+1 = ([ — Wng)Azk (5310)
= Wi — (wk — Azk) — Wi + WkaT(wk - Azk)
= —(I — W W) (wy, — Az). (5.3.11)

Na k-ésima iteragao do método externo um novo vetor zx, que apro-
xima (5.3.8), ¢ calculado usando um ciclo interno de Krylov. O su-
bespaco de Krylov construido para estabelecer essa aproximacgao é



Precondicionadores Flexiveis 91

K. (A, wg), com n = ng, e a base desse subespago pode ser denotada
{vgk), o ,v,(f)}, a qual também atende uma relacao do tipo (5.3.5)"

AV® = y® 7" (5.3.12)
e, assim, temos
2 =VW® gy para y, € R n=n, (5.3.13)

Outro fato relevante, é que se o método interno for precondicio-
nado pela direita, essa alternativa pode ser vista como uma estratégia
de precondicionamento global. Vejamos os detalhes. Suponhamos
que se use, no ciclo interno, como precondicionador pela direita fixo
uma matriz P, com isso o sistema interno a ser resolvido passa a ser
AP71%2 = wy, com z = P12, O novo espaco de Krylov interno sera

_ . k k)
Kn(AP7! wy). Temos que 2, = V! )yk, aonde V™ & uma base para
K.(AP~! wy). Como P é fixo podemos escrever

Zy=P'Zy = (P7'% - P7'%).
E a rela¢do de Arnoldi externa (5.3.6) passa a ser
AP ' Z, = Wi T

Dai podemos concluir que o precondicionamento interno equivale ao
precondicionamento externo com a mesma matriz, ainda, pela direita.
E assim, usar um precondicionador constante e pela direita no ciclo
interno equivale a usa-lo no ciclo externo. Temos entao que o mé-
todo flexivel, neste caso, passa a resolver o problema AP~'% = b, com
T = Px. Podemos considerar, dessa forma, que a matriz A repre-
senta a matriz AP~!, nao havendo necessidade de sempre explicitar o
precondicionador interno.

A seguir, apresentamos o resumo de alguns dos resultados mais
relevantes demonstrados em [111]:

"Em geral, os métodos de Krylov internos e externos nio precisam usar necessariamente o
procedimento de Arnoldi, mas nessa se¢do sempre estaremos considerando que as construgoes das
bases interna e externa se dao através desse procedimento, pois estamos tratando de variantes
do GMRES.
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1. Relembrando a relacao 5.3.6, AZ, = Wk+1Tk, apesar de Z e
W11 nao serem subespagos de Krylov, assumindo que eles te-
nham posto completo, eles pertencem a um espaco de Krylov de
dimensao mais elevada, os detalhes e demonstracao desse resul-
tado estao no lema 2.2, na pag. 2223.

2. Outro resultado afirma que o subespago aonde as aproximagoes
sao escolhidas continuam crescendo, dadas algumas hipoteses ra-
zoaveis, levando a convergéncia dos métodos com iteragoes internas-
externas em até, no maximo, a ordem da matriz A. Esse resultado
¢ apresentado no teorema 5.2, na pagina 2228

3. Quanto a estagnacgao e a ruptura dos métodos, no teorema 6.1
da pagina 2230, sao apresentados resultados sobre as condigoes e
como evitar ruptura e estagnacao dos métodos.

5.4 Inexatos

As referéncias basicas para essa se¢ao sao o relatoério técnico de Amina
Bouras e Valérie Frayssé [19], de 2000, o artigo de Luc Giraud e outros
[52], de 2007, os de Valeria Simoncini e Daniel B. Szyld [112] e [114],
e o de Jasper van den Eshof e Gerard L. G. Sleijpen [129], de 2004.
Em [19], as autoras propoe a seguinte questao®: para métodos de
Krylov, qual a melhor estratégia de parada das iteragoes internas vi-
sando assegurar a convergéncia da iteragoes externas ao mesmo tempo
que o custo computacional global é minimizado? Essa questao foi
tratada nos anos 1980 e 1990, no contexto dos métodos de Newton,
e a conclusao era de que as iteracoes internas precisariam de uma
maior acuracia quando o processo externo chegasse proximo a con-
vergéncia. Baseadas em extensa experimentacao numérica, as auto-
ras indicam que para métodos de Krylov combinados, com iteragoes
internas-externas, tanto de Arnoldi quanto de Lanczos, a acurécia dos
primeiros vetores seria necesséaria, mas que essa condicao poderia ser

8Esse trabalho foi publicado, como artigo, em [20].
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relaxada com o avango da convergéncia do método externo. Esse com-
portamento, que vai contra a intuicao, baseada nas experiéncias com
os métodos de Newton, causou interesse e varios trabalho seguiram
a esse primeiro [52], [112], [114], [129], fornecendo a teoria necesséria
para a compreensao desse fato para diversos métodos de Krylov.

Por exemplo, uma aplicagao natural dessa ideia ocorre em eletro-
magnetismo computacional, aonde o método multipolos rapido fornece
aproximacoes do produto matriz-vetor de acordo com a acurécia de-
finida pelo usuério, quanto menos acurado, mais réapido é o célculo.
O ponto chave é conceber um critério para controlar a acuracia do
produto matriz-vetor visando uma convergéncia satisfatéria da itera-
¢ao. Outro exemplo, vem da area de decomposi¢ao de dominio sem
recobrimento, aonde o produto matriz-vetor envolvendo a matriz do
complemento de Schur (por exemplo, I' — DA™'G, originaria da ma-

. (A : .
triz ( D ?) ) pode ser aproximada ao invés de calculada exatamente,

uma vez que o calculo exato de A~! pode ser muito caro, tornado-o
desaconselhavel.

O critério proposto em [19] baseia-se em algumas consideragoes heu-
risticas e o procedimento recebeu o nome de estratégia de relaxacao
porque o tamanho da perturbagao cresce inversamente proporcional a
norma do residuo. Denomina-se “GMRES com relaxacao”, o método
GMRES inexato que implementa uma estratégia de relaxacao. A es-
tratégia de relaxacao proposta em [19] busca assegurar a convergéncia
da iteragao do GMRES, x, é controlado através de cotas para o erro
inverso:

now) = i, {7 >0+ |AA] < 7Al, A6 < o]

e (A+AA)z, =b+ Ab}
[ Az — b

= <e¢e, para ¢ >0. (5.4.14)
[A[2k]l + (1o

Baseados em [19], estratégias semelhantes foram aplicadas com su-
cesso na solugao de problemas de difusao heterogénea usando decom-
posi¢ao de dominio [21], como precondicionadores de problemas de
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difusdo de radiagao [135], em problemas de eletromagnetismo [79], em
cromodindmica quantica [40] e em modelos de circula¢ao oceanica de
fluxos barotropicos estaveis [130]. Passos significativos, em dire¢ao
a uma explicacao tedrica do comportamento observado acima, foram
propostos em [112[, [129], e, mais recentemente, em [52]. Nesses tra-
balhos, sao apresentadas justificativas relevantes para o fato de que,
garantidas algumas hipoteses razoaveis, o GMRES inexato converge
em relacao a norma do residuo.

A convergéncia de métodos iterativos é usualmente baseada em
critérios de erro inverso em relagdo a norma, ver [11], [43] e [59]. Em
[52], sdo propostos critérios para o controle da acuracia do produtos
matriz-vetor e prova-se que eles garantem a convergéncia do GMRES
tanto em relagao a n(xy), definido em (5.4.14), quanto a

(k) win {r>0:]Ab| <7|b]] e Az =b+ Ab}

_JAs—b
ol

Tanto n(zy) quanto ny(z) sdo recomendados em [11] quando se discu-
tem critérios de parada. O critério n,(xy) < € é mais simples do que o
critério n(xy) < €, no entanto os dois tem sua relevancia. Sabendo-se
que critérios de parada sao totalmente dependentes do problema a ser
resolvido e da aplicacao utilizada, caso as incertezas venham principal-
mente do lado direito b, entao n,(zy) tem que ser usado, caso venham
da matriz e do lado direito entao a opgao correta é n(xy).

Vamos assumir que seja possivel monitorar a acuracia do produto
matriz-vetor Av no procedimento de Arnoldi. De um ponto vista
matemaético, a inacuracia pode ser modelada pela introducao de uma
matriz de perturbacao F, dependendo possivelmente de v, tal que
(A + E)v passe a ser a quantidade realmente calculada. No passo
k do algoritmo de Arnoldi perturbado, o vetor w = (A + Ex)vy é
ortogonalizado em relagao aos vetores v;, 7 =1 : k, com isso temos a
seguinte relacao:

((A + El)vl s (A + Ek)vk) = (’U1 e Uk Uk+1) Hk, (5416)

(5.4.15)

onde Vi = (vl cee U vk+1) ¢ uma matriz com colunas orto-
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normais e Hj é uma matriz Hessenberg superior. Vamos assumir
que (assim como em [52], [112] e [129]) o produto matriz-vetor que
ocorre no calculo do residuo inicial é exato, ou seja rp = b — Axg
e f = ||b— Axgl||. Definamos a k-ésima iteracdo do método inexato
como sendo x, = xg + dx, onde dxr = Viyr € yi € a solucao do pro-
blema de quadrados minimos linear min, ||3e; — Hyy||. Introduzindo
a matriz de perturbagao G = (Ewl e Ekvk), o problema inexato
de Arnoldi pode ser escrito como um problema exato de Arnoldi para
um problema aproximado:

ngk = (A + GkaT)V;C = Vk;—i—lﬁk, onde gk =A + GkaT

A tltima igualdade mostra que as quantidades dx;, H; e v; para i < k
geradas pelo GMRES inexato de Adx = ry até ao passo k sao as mes-
mas que as geradas pelos primeiros £ passos do GMRES exato aplicado
ao sistema linear Apdx = rg. Usando alguns resultados classicos sobre
o GMRES exato [101], o resultado anterior implica, por indugao, que
a norma do residuo ro — Apdaz; & monotonamente decrescente com o
crescimento de 7, com i < k. E mais, Apdx; = A;0x; pois

Apbz; = (A+ GV Wiy = (A+ GV )WV = Aid.

Logo, a norma do residuo calculado, r, = rg — Ardxg, diminui com
k. Vamos chamar de 7 o residuo rq — Adxy e seja ro = 9. Entao, a
iteracao inexata de Arnoldi também pode ser escrita

AV = Vi Hy, + hk—i—l,kvk—l—leg'

Baseando-nos na terminologia usada para o GMRES exato, diremos
que uma ruptura ocorre no passo n se hp4i1, = 0. Por causa da
ortogonalidade de Vj, assim como para o GMRES exato, a ruptura
ird ocorrer para n < m, onde m é a ordem de A. A cada passo,
a separacgao residual é definida como 7, — 7, = (A — Ag)dxy =
Gryr = Zle YriEiv;, onde yp, = (yk,1 e yk,k)T € R*. Em [52] sao
demonstradas desigualdades para se estimar as separacoes residuais
de cada passo.
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A partir dessa nomenclatura é possivel discutir critérios para a
convergéncia dos GMRES inexato. Em [52], sdo apresentados quatro
resultados:

1. Dadas algumas condigoes de controle das perturbagoes permiti-
das, a ruptura do GMRES inexato é sempre benéfica, teorema 1,
pag. 714,

2. Apresenta condigoes para n,(z) ser menor do que qualquer tole-
rancia prescrita no teorema 2, pag. 715,

3. Apresenta condigbes para n(xy) ser menor do que qualquer tole-
rancia prescrita no teorema 3, pag. 716,

4. Apresenta condigoes para convergéncia, em relacao a n(xy), no
caso em que mesmo o primeiro produto matriz-vetor é inexato,
pag. 717, o que ocorre em situagoes em que a matriz é neces-
sariamente aproximada, como para matrizes do complemento de
Schur de grande ordem.

Todos os resultados e analises feitos até agora dizem respeito ao
GMRES inexato sem a alternativa de recomeco, o que dificulta o uso
pratico do método, uma vez que o recomeco é essencial. No entanto,
em [52], os autores apresentam um resultado de estimativa do erro
direto em relagao ao erro inverso e ao condicionamento da matriz A
para o GMRES inexato com recomego.

Cabe enfatizar que os resultados aqui comentados, assim como os
dos outros artigos referenciados, baseiam-se no conhecimento do me-
nor valor singular da matriz A, que pode ser um célculo dificil e caro.
Sendo assim é necessario o estabelecimento de resultados de conver-
géncia utilizando parametros mais simples e econdémicos, sendo essa
uma questao em aberto.

Vale também o alerta apresentado em [112, pag. 455|, onde os
autores mostram que mesmo ocorrendo convergéncia do GMRES ine-
xato, a taxa de convergéncia pode piorar em relacao & do GMRES
exato e apresentam exemplo, na pagina 465 do referido artigo, para
caracterizar uma situagao com a convergéncia degradada.
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Exercicios

1. No passo 3: do algoritmo 5, deve-se calcular k vetores harmonicos
de Ritz. Esse vetores devem ser calculados em relagao a que
espagos? Qual férmula deve ser usada?

2. Estude e faca os detalhes do teorema 3.2 em [85, pag. 25].
3. Estude e faga os detalhes do teorema 3.3 em [85, pag. 26].

4. Faca a implementagao em Matlab, ou equivalente, do GMRES-
DR.

5. Para o GMRES-DR, faca comparacoes entre varias escolhas dos
k valores harmonicos de Ritz: menores, maiores, randoémicos.

6. Na pagina 86 podemos ler a afirmagao que quando uma matriz
“tem autovalores equidistantes da origem, ou seja pertencem a
um circulo cuja o centro é a origem, o GMRES ficara estagnado
por um numero de passos igual ao nimero de autovalores que
estao nesse circulo, independente do tamanho dos autovalores.”
Usando um codigo de GMRES qualquer (de preferéncia o que o
leitor ja implantou) teste essa afirmagao. Faga para autovalores
com diferentes modulos.

7. Na pagina 86 encontra-se a afirmacao de que: para uma ma-
triz “se os autovalores estao agregados em torno da origem, pode
se tornar impossivel até mesmo calcular esse autovalores, e suas
aproximagoes, com acuracia suficiente.” Usando um coédigo de
GMRES qualquer (de preferéncia o que o leitor ja implantou)
teste essa afirmacao, para matrizes com autovalores pequenos,
ou seja, bem proximos do zero da maquina.

8. Implemente a alternativa de GMRES inexato apresentada em
[18].

9. Teste o exemplo sugerido em [112, pag. 465| para o GMRES
inexato.
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Capitulo 6

Estudo de Caso: GMRES
Flexivel com Recomeco
Deflacionado

A solucao de sistemas lineares de grande porte é um dos niicleos essen-
ciais de simulacoes industriais e cientificas de larga escala e os MPSK
precondicionados estao entre os solvers mais populares. Como fala-
mos anteriormente, para matrizes nao simétricas o GMRES [102] ¢é
frequentemente escolhido devido a sua robustez. Como apontamos na
segao 2.3, ha trabalhos sobre o tema em [91] e [96] onde sao caracteri-
zadas a estabilidade em relacao ao erro inverso das implementacoes do
GMRES, usando as reflexoes de Householder e o método modificado
de Gram-Schmidt no processo de Arnoldi. Uma outra razao da po-
pularidade do método é que a norma euclidiana do residuo nao cresce
(em geral decresce) durante o avango das iteragoes. No entanto, para
fazer do GMRES uma alternativa factivel duas propriedades devem ser
combinadas: o uso parcimonioso da memoria disponivel e o nimero
de operacoes realizadas deve ser pequeno. Para tanto, algum processo
de recomeco do GMRES é necessério, uma vez que, com o avancar das
iteragoes, as duas propriedades sao perdidas. Na abordagem classica
de recomeco, apenas um vetor é guardado, de forma a garantir que o
residuo continue sua diminui¢ao (ou, pelo menos, seu nao aumento).
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Como vimos no capitulo 5, tem sido observado que a reutilizagao de
alguns vetores do espago de Krylov calculado anteriormente, e nao
apenas da melhor solucao aproximada, para a construcao dos espa-
¢Os necessarios a proxima iteracao pode ter um impacto positivo na
convergéncia do método. Em varias abordagens, alguma estimativa
dos espagos invariantes é recuperada no subespago de Krylov em uso
e reutilizada para o novo recomeco:

1. aumentando o subespago [27], [83], [100],

2. fazendo uma a ortogonalidade em relagao a uma parte relevante
do subespago anterior [92].

Como discutimos na se¢ao 5.1, foi apresentada uma versao do GM-
RES com deflaggo GMRES-DR em [85]. Essa alternativa reduz-se ao
proprio GMRES quando nenhuma deflagao ¢é utilizada, mas pode pro-
porcionar uma convergéncia bem mais rapida do que o GMRES para
exemplos académicos, caso haja uma escolha criteriosa dos espagos de
deflagdo, ver [85].

Uma caracteristica comum a todos os métodos citados anterior-
mente é que eles se baseiam em um precondicionador fixo M, que sera
usado reiteradamente durante todo o processo. Hé, no entanto, situa-
¢oes aonde essa condicao nao pode ser atendida. Um exemplo ocorre
no uso de técnicas de decomposicao de dominio, quando solvers apro-
ximados sao necessarios para a solucao dos problemas interiores, ver
[117, sec. 4.4], [125, sec. 4.3]. Esse procedimento se faz necessario
quando os problemas locais tornam-se muito grandes para serem re-
solvidos por métodos diretos e algum solver iterativo é chamado. Se o
precondicionador baseado em decomposicao de dominio faz uso de sol-
vers aproximativos, métodos como o GMRES flexivel sao adequados,
ver se¢ao 5.3.

Esse capitulo discutird um novo método proposto em [53] e esta
baseado, principalmente, nesse trabalho. KEsse método combina as
iteragoes flexiveis com uma estratégia de recomego que recupera infor-
magao sobre autoespacos aproximados que estao disponiveis ao fim do
ciclo anterior. O sistema a ser resolvido, Ax = b, esta definido sobre
o corpo dos nimeros complexos. A € C™*™ é regular, b e x estao em
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C™. Em resumo, o método comeca com um vetor inicial o € C™ e
busca solucdes aproximadas xj, tal que z;, — zo € Kj. Seja Vj, € C™*F
uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal para IC;. Essa
matriz serd construida por um método de Arnoldi e gozaréa da seguinte
relagao

AVy = Vi Hy,

com a condicdo que ry := b — Az € Kj. Como antes, Hj, € CHr+Dxk,

Esse novo método, buscara a cada iteragao minimizar a norma eucli-
diana do residuo, ou seja 1, L L, como faz o GMRES.

6.1 Apresentacao do Método

Métodos flexiveis implementam um esquema tal que, ap6és um ntmero
fixo de iteragoes (denotado n nesse capitulo), o subespago de Krylov
¢ truncado e o método é recomegado para garantir o controle sobre
o uso da memoria e diminuir o custo do processo de ortogonalizagao.
No FGMRES, o método é suspenso e reiniciado, tomando-se como
novo valor inicial o vetor que permitiu a menor norma euclidiana do
residuo, semelhante ao GMRES com recomeco, a diferenca aqui é que
os precondicionadores mudam de uma iteragao a outra. No caso do
GMRES-DR, um esquema mais sofisticado é utilizado: um subespaco
especial de dimensao k£ < n é guardado de uma iteragao a outra, além
do melhor valor inicial também. Varios exemplos de sucesso desse
segundo método, para problemas académicos, foram apresentados em
[83]. Mostraremos como estender GMRES-DR de forma a permitir
que precondicionadores variadveis sejam incorporados ao método. Va-
mos denotar por M; a operacao que representa o precondicionamento
no passo ¢ do método. No algoritmo 6, na pagina 102, o algoritmo
do método FGMRES-DR. é apresentado.  Assim como o algoritmo
do método FGMRES, comecando de uma estimativa inicial xq, ele
gera, a cada recomeco, as matrizes Z, € C™" V., € C™*(+h) ¢
H, € Crtbxn tqig que AZ, = n+1ﬁn. Uma solucao aproximada
r, € encontrada através da minimizagao da norma euclidiana do do
residuo [|b — A(zo + V,9)]|, tal que z, — xo € Im(V},), e o vetor re-
siduo correspondente r, = b — Az, € C™, com r, € Im(V,41) e
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Algoritmo 6 FGMRES com recomecgo deflacionado

1: Inicializag¢do: Escolha n >0, k> 0, tol > 0, g € C™. Sejam 79 = b — Axg, § = [|rol|s,
¢ = Be1, vi =10/B.
2: Primeiro recomego: Aplique o processo de Arnoldi com precondicionador flexivel e cons-
trua V41, Zn € H o, tal que:
AZyp = Viy1Hp.

3: Solugdo de norma minima: Calcule a aproximagao zr, tal que z, —zo € Im(Z,), ou seja
Ty — To = ZnYn, onde y, = arg minyeck llc = Hnylly. Coloque xg =z € 7o = b — Axg.

4: Teste de convergéncia: Se ||c — Hnyn|y < tol. Fim.

5: Procedimento de recomego: Faga fatoracdo QR de {u1,...,uxr} e coloque o fator @ em
Viiova onde u; € C™, i = 1: k, sdo os vetores harmonicos de Ritz de AZy, VH em relagao
nova

a Im(Vin) (veja algoritmo 7, pag.103). Use Gram-Schmidt modificado para obter viS'f,

tal que ro € Im(V’P1*), onde VIPY* = (Vipeve vp9®) ¢é ortonormal. Calcule ZP°V2 e
Frhnova

Hk de modo que
Frnova
AZI?OV& 1;1+0\{a11 k . (6'1'1)

6: Laco interno: Aplique (m — k) passos adicionais do método de Arnoldi usando um pre-
condicionamento flexivel em (6.1.1), para chegar a:

AZBOVE = VROV, (6.1.2)

n

. a\ H . 0
7: Procedimentos para Tecomego: ¢ = (V;‘i‘id) r0, Zn = Zp°%, Vag1 = VO, Hp =

—Fnova

H, . Recomece em 3.

rn L Im(AV,,). O tnico passo que se mantém sem especificagdo é o
procedimento de recomego, onde Zp°**, V;7* e H,"™ sao calculados
de tal forma que a equagao (6.1.1) seja valida. O teorema 6.1 e o
algoritmo 7 mostram como essas alternativas podem ser implantadas
com eficiéncia. O fundamento dessa abordagem é o uso de certos ve-
tores harmonicos de Ritz. Relembrando. Seja um espago C C C™ e
seja C' uma matriz cujas colunas contém uma base para esse espaco.
Relembrando o conceito da secao 4.1. Seja B € C"™*™ uma matriz. O
par (y,0) € C x C é um par harmoénico de Ritz de B em relagao a BC'
se e somente se (ver teorema 4.4, na pag. 64):

CHB"(By — 0y) =0, (6.1.3)

onde y é um vetor harmonico de Ritz associado ao valor harmoénico de
Ritz 6.

Antes de demonstrarmos algumas das propriedades do método, fa-
remos dois comentarios.
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—Fnova

Algoritmo 7 Calculos de Z°"*, ViIPT* e H

1: Entradas: A, Zpn, Vapi1 e Hp, tais que AZ, = Vi1 Hop.
2: Calculo de k wvetores harmonicos de Ritz: Calcule k autovetores independentes g; da

matriz H, + h%nJrl)’nH{HeneflI com eff = (0p—1,1), onde 0p—1 & o vetor-linha nulo
1x (n—1) e Hy sio a primeiras n linhas de H,. Coloque G, = (g1 -+ gi) € Ccnxk,

3: Aumento de Gi: Coloque

(D

onde 0{ e o vetor-linha nulo 1 x k.

4: Ortonormalizagcdo das colunas de Gi41: Faga a fatoracdo QR de Gry1 = Pry1lk41 €
armazene Pyiq1, P, = Ppy1(1:k,1: k).
—Fryhova

5: Coloque VRY® = V; i1 Pyyq, 229V = Z, Py, e Hy " = P

k+1 k+1HnPk-

Observagao 6.1 (Ruptura do algoritmo). O passos 2: e 6: do algo-
ritmo 6 implementam o algoritmo FGMRES sem recomeco, mas com
um numero mdzimo de iteragoes, o qual pode sofrer uma ruptura nao
benéfica antes que a solug¢ao do sistema linear tenha sido encontrada,
veja [99]. Uma ruptura ocorre no passo j quando AM;v; pertence a
Im(V}); essa situagdao corresponde a uma propriedade particular de M,
com relagio a A eV, que, de nosso ponto de vista, nao deverd ocorrer
quando M; significa a utilizagao de um método iterativo precondicio-
nado. Devemos lembrar, usando a teoria desenvolvida no capitulo 2,
que para o GMRES essa situagdo nao ocorrerd, wma vez que para
esse método apenas ocorrem rupturas benéficas, caso o precondicio-
nador M; seja constante. Um outro ponto a ser observado, € que o
FGMRES-DR se baseia no cdlculo de k autopares distintos de uma
matriz no passo 2: do algoritmo 7. Isso pode nao ser possivel caso
a matriz nao seja diagonalizavel, mas como vimos no teorema 7, na
pag. 103, esse fato € raro em precisao finita, pois uma leve perturba-
¢cao transforma uma matriz qualquer em uma matriz diagonalizdvel.
Podemos estimar, entao, que serd pouco provdvel que um método de
cdlculos de autopares como a fatoracao QR nao consiga encontrar k
autovetores linearmente independentes da matriz dada. Ou seja, o
método proposto FGMRES-DR, assim como seu precursor FGMRES,
pode sofrer uma ruptura nao benéfica, mas podemos considerar essa
possibilidade remota em aplicacoes prdticas.
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Observacgao 6.2 (Uso de valores harmonicos de Ritz). No passo 5: do
algoritmo 6 calculamos pares harmonicos de Ritz associados a matriz
AZ,VH A wversao precondicionada do método GMRES-DR calcula,
no seu procedimento de recomego, 0s vetores harmonicos de Ritz de
AM em relagao o V,. Da equagao (6.1.3) podemos concluir que esses
vetores sio os vetores harmonicos de Ritz de AMV,V.H = AZ,VH em
relagao a 'V, que é o resultado que usamos no FGMRES-DR. Pode-
mos entao considerar que o procedimento de recomeco do algoritmo 6
pode ser visto como uma generalizacao da operacao correspondente no
método FGMRES-DR, quando do uso de precondicionadores flexiveis.

Passamos a demonstracao do teorema que mostra que uma relagao
do tipo Arnoldi é garantida pelo método.

Teorema 6.1. Seja P, a matriz definida no algoritmo 7. A cada
recomeco do FGMRES-DR a sequinte relagao de Arnoldi € valida

—T7Fnova

AZpov = Ve /o, (6.1.4)
com
7z = 7, Py, (6.1.5)
Vil = Va1 P (6.1.6)
e — —
o, =Pl H,P, (6.1.7)

Demonstracdo: Para a matriz de Hessenberg H,, vamos calcular seus
pares harmonicos de Ritz. Usando o teorema 4.6 da pag. 68, que
relaciona os pares harmonicos com o residuo de uma iteragao, podemos
afirmar que existem «; € C,

anz - /\z (%Z) = Q{Z‘(C - ﬁnyn) = O Pn, 1=1: /{3,

com p, := c— H,y,. Multiplicando a esquerda por V,, .| temos

Vn+1ﬁngi — >\iVn+1 (%l) = Vn+1aipn7 1 =1: k,
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e por sua vez, usando a relacio de Arnoldi AZ, =V, 1 H,,

Colocando G = (91 gk) e C* e = (oq ozk) €
C™* a equagao (6.1.8) passa a ser

AZ, Gl = Vi ((gf) Pn) (dlag()\léy' o )\k)) : (6.1.9)

Facamos a fatoracao QR de G) = P,I', e ortogonalizemos p, em

Gy
05,

P\"
aPk+1 = Pn — 0% u,

onde a = ||p, — (55) ul| e u; = (%) Pn. A matriz ortogonal P4

pode ser escrita como

P
Pii = <(O§> pk+1> .

Em relagao ao fator I'y, 1, temos que

((5) #) = ((E) e (1))
=((0F) o) (o )

I'n u
FkJrl = (0%]2 a) .

Como consequéncia, a equagao (6.1.9) torna-se

relagao as colunas de ( ) para obtermos py.1. Temos que

logo

diagO. - A0
AZ,Gr = Vi1 Pepa Ui ( tag(M k)) '
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Devemos notar que I'y é regular se dim(Im(Gy)) = k, mas este fato
esta sendo assumido, ver observagao 6.1 sobre as possiveis causas de
ruptura do algoritmo.

Denotemos Z;"* = Z, Py, Vi!\7* = Vip1 Pryr e

onva _ Fk+1 <d1ag()\1, ce 7/\k)) Flzl,

«

dessa forma podemos escreve a relagao de Arnoldi

—Fnova

nova ___ nova
AZTR =Vl

—Fnova .
Agora vamos escrever H, =~ como um produto de matrizes com
ordens pequenas (basicamente k e n). A relacao de paralelismo

Hngi -\ (%) = Qipn, 1=1:k,

pode ser colocada em forma matricial como

H,G, — (gff) diag( A1, ..., M) = pacr.
k
Como Gy, = P.I'y, podemos ter

T.PL, =PI, (dlag()\l& . ,)\k)) ’

P;fﬁnpk _r, <d1ag()\1&. . >\k)> le-

. —nova, — . .
E assim H, = PkH H,, P, como estéi colocado no algoritmo 7. [

Vamos agora discutir sobre ¢, o lado direito do problema de qua-
drados minimos que deve ser resolvido em cada iteracao:

Yy, = arg min ||c — H,y||,.
yeCk

No método GMRES-DR, o lado direito do problema de quadrados

minimos ¢ calculado através de ¢ = VL r,. Esse calculo requer a
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realizacao de (n+1) produtos internos, com vetores de tamanho m. A
primeira observagao é que ro € Im(Vi,1), que por sua vez é ortogonal a
Vi(:, k+2 : n), logo, podemos garantir que havera (n— k) valores nulos
na multiplicagao para o calculo de ¢, logo nao precisamos fazé-las, o
que reduz o calculo a ¢ = \/,ﬁlro. Explorando um pouco mais essa
observagao em relagao a rg, o calculo de ¢ pode ser ainda simplificado,
como veremos no proximo teorema.

Teorema 6.2. A cada recomego de ciclo, o novo residuo ro € V;'1*
tem suas coordenadas dadas pela iltima coluna do fator R da decom-

posicao QR da matriz
i) o Ton)
c— Huy, | .
() e

Demonstracao: Seja P11,y a fatoracao QR de

() <o)

com (u) sendo a ultima coluna de I'y,;. Temos que ¢ — H,y, =

a

u
Pk-‘rl (G)7 10g0

To = Vn+1<c - Hn?/n) = Vo1 Bt (Z) = krﬁa (u) :

a

6.2 Implementacao Computacional

Os resultados apresentados nos teoremas 6.1 e 6.2 nos permitem a
formatacao simples e efetiva para o método FGMRES-DR, que apre-
sentamos no algoritmo 8. Apesar do método ter sido descrito sobre
o corpo dos complexos, ele pode ser usado para reais, apenas sepa-
rando as partes real e imaginaria dos vetores harmonicos de Ritz no
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passo 6: do algoritmo 8, como ja havia sido sugerido em [85] para o
GMRES-DR.

O passo 10: do algoritmo 8 oferece duas possibilidades de célculo
de ¢, que nada mais é do que o residuo descrito na base ortonormal
formada pelas colunas de V,,.;. Como foi sugerido no teorema 6.2, o
uso da expressao envolvendo 7,41 é atraente pois evita o calculo do
produto matriz vetor V}*rg. Ainda cabe um estudo para entender
o comportamento dessas duas alternativas na presenca de erros de
arredondamento.

Quanto ao consumo de memoria, como o objetivo desses métodos
¢é a solugao de problemas de grande porte, onde m é muito maior do
que k e n, para analisar o consumo de memoria podemos desconsi-
derar todos os vetores e matrizes que envolvem apenas as dimensoes
n e k, mas somos obrigados a tomar cuidado com qualquer operacao
que envolva a dimensao m. Usando essa conven¢ao, FGMRES é duas
vezes mais caro em memoria do que GMRES, o mesmo valendo para
FGMRES-DR. Na alternativa flexivel as bases para os espacos tém que
ser armazenadas, tanto V' quanto Z (a parte precondicionada). Pode-
mos diminuir o consumo de memoria sobrescrevendo Z"°"* e V"' em
Z e V. Isso pode ser conseguido no passo 8: do algoritmo 8, através
de multiplicagoes usando o mesmo espago de memoria. Podemos re-
alizar, também, uma fatoragao LU de Pj.1, com pivoteamento total
para garantir estabilidade, e fazer multiplicagoes com os fatores trian-
gulares de Pyy;. Esse procedimento pode salvar bastante memoria e
pode ser monitorado gracas ao quociente

|1 P — LU||

(6.2.10)
|| P |

Exercicios

1. Construa exemplos de situacoes de ruptura para os métodos FGM-
RES e por conseguinte do FGMRES-DR.

2. Faga a implantacao em Matlab, ou equivalente, do algoritmo 8.
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3. A partir da implantacao do item 2 faga as implantagoes do GMRES-
DR e do FGMRES.

4. Implemente a ideia de fazer as multiplicagoes do passo 8: do
algoritmo 8, através de multiplicagoes usando o mesmo espago de
memoéria, através da fatoracao LU de Pp.1, com pivoteamento
total. Qual o ganho em termos de armazenamento? Caso seja
usado pivoteamento parcial, qual seréd a diferenca? Faca medidas
da perda de informacao.

5. Na equagao (6.2.10) néo foi especificada nenhuma norma. Como
continuagao do exercicio anterior, meca a perda de informacao
com algumas normas diferentes e tente estimar qual seria a me-

lhor.



110

Algoritmo 8 Implementacao do FGMRES-DR: FGMRES-DR (m, k)

1:

10:

Inicializagao: Escolha de:

m : a maior dimensao do subespaco para busca de solugao,
k : o numero de autovetores aproximados,
tol : o limite para a convergéncia,
zo : a aproximacdo inicial.
Defina ro = b — Azq, 8 = ||r0lly, ¢ = Be1, v1 = r0/B.
Primeira itera¢io: Aplique o FGMRES e gere Vi, 41, Zn € Hp.
Solugao com norma minima: Resolva y, = arg minyec;C lle — Fny||2. Calcule z,, tal que

Ty — X0 = ZnYn. Calcule o residuo ry, = Vnh-[rl (c — Fnyn). Atribua g =z, € 79 = T

Teste de convergéncia: Se ||rolly/||blly = llc — Hnynllo/|blly < tol. Fim.

Cadlculo dos pares harmoénicos de Ritz: Calcule k autovetores independentes g; da matriz

H, + h?n+1>,nHEHenef. Armazene g;, i =1: k em Gj.

Agregagdo dos quase-residuos Be1r — Hpyn a Gy:

e A complexa: agregue um vetor-linha de zeros a Gy, e coloque ¢ — Hpy, na ultima
coluna.

e A real: se algum g; é complexo, separe as partes real e imaginaria, caso haja mais
do que k vetores, dispense um vetor real. Agregue um vetor-linha de zeros a Gy e
coloque ¢ — Hpyn na ultima coluna.

Nos dois casos, a nova matriz Gy41 tem dimensdes (n + 1) x (k4 1).

Ortonormalizagdo das colunas de Gi41: Faga a fatoracdo QR de Gry1 = Pry1lky1,
armazene Py e a tltima coluna de I'y, 1, Yi41-
Frnova

Novas matrizes: VI = Vo1 Ppy1, Zp0* = Zn Py e Hy = P,gilﬁnpk.

Lago interno: Aplique (n—k) passos adicionais do método de Arnoldi flexivel em AZpoV® =
—rFnova —rFnova

ViY*Hy,  tal que ao fim se tenha AZZ°Ve = VP H =

k+1
H
Recomego: Coloque ¢ = (an_ﬁ‘l’a) ro € complete com zeros ou ¢ = <g::1€), Zn = Zp°V®,
Vgl = V;‘_?_‘{a, H, = ﬁflova. Recomece em 3. Nesse expressao 0,_j é um vetor nulo de

n — k posigoes.




Apéndice A
Revisao de Algebra Linear

Os prerrequisitos desse livro sao, como informado anteriormente, um
curso basico de algebra linear e a capacidade/disposi¢ao de realizar
demonstragoes matematicas simples, dedutivas ou indutivas. No en-
tanto, objetivando criar linguagem e base comuns, vamos apresen-
tar alguns dos resultados fundamentais que usaremos no transcorrer
dessa obra. Esse apéndice nao se propoe completo, logo, algumas de-
finicoes e demonstracoes sao assumidas conhecidas, muitas deixadas
como exercicios ao final do apéndice, e outras tantas, simplesmente,
omitidas. Como obras de referéncia, que complementam e ultrapas-
sam, de muito, esse resumo, podemos citar [67], [76], [81] e [122].

A.1 Operagoes

Dado o carater peculiar e a onipresenca da operacao de multiplicacao
de matrizes nesse trabalho, sendo a multiplicacao de matriz por vetor
um caso particular, vamos trata-la observando algumas interpretacoes
uteis para as demonstracoes. Nessa secao, consideraremos A € C™*P,
BeCrmeCeCm™m
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A.1.1 Multiplicagao: produtos linha por coluna

E o algoritmo bésico de multiplicacdo ensinado nos cursos de gradua-
cao:

C(i.j) =Y _Ali,k)- B(k,j) = A(i,:) - B(:, ).
k=1

Cada elemento de C' é produto de uma linha de A por uma coluna de
B. Para matrizes reais, esses produtos podem ser considerados como
produtos internos. Uma outra leitura relevante é que cada coluna de
C' se origina na coluna equivalente de B, C(:,j) = A- B(:,7) e que
cada uma de suas linhas a equivalente em A, C(i,:) = A(i,:) - B.

A.1.2 Multiplicagao: produtos externos

Nesse caso a operagao completa é representada por apenas uma for-
mula

C = iA(:,k) - B(k,:).

Cada parcela desse somatorio é, ela propria, uma matriz m X n; sao
todas matrizes de posto 1 (ver definigdo de posto na pagina 117). Em
particular, a multiplicacao de matriz por vetor ganha uma interpreta-
cao bastante util:

Az = A(, k) - x(k) = 2(D)AG 1) + ...+ 2(p) A, ).

Aqui o resultado deve ser entendido como uma combinacao linear das
colunas da matriz A.
A multiplicacdo de um vetor & esquerda da matriz:

2TA=Y"A(k,:) - 2(k) = 2(1)A(L ) + ...+ z(p)A(p, ).
k=1

Nesse caso, o produto vetor por matriz representa uma combinagao
linear das linhas de A ou, ainda, das colunas de A”.
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A.1.3 Multiplicagcao: matrizes em blocos

Exemplificaremos algumas decomposicoes de A e B em blocos que
permitam as operagoes de multiplicacao serem efetuadas. Represen-
tamos um bloco de uma matriz A por A;;, compreendido como um
bloco na linha 7 e coluna j, em relacao a uma estrutura de blocos. As
operacoes em blocos sao validas, desde que as dimensoes dos blocos
sejam consistentes. No primeiro exemplo, uma matriz em blocos 1 x 2
multiplica uma outra com blocos 2 x 1:

By
A A .
() - ()
Em outro exemplo, uma matriz em blocos 2 x 1 multiplica uma outra
em blocos 1 x 2:

All All ' Bll All ' BZl
<A21) ( H 21) (A21 By Ag - le)

_ (Ch Cia\
= (021 C22> =C

(All B+ Agp - 321) = C.

A.2 Algumas Matrizes

Seja A € C™*P,

e A transposta de A, denotada por AT é tal que AT € CP*™ ¢
AT(i,7) = A(j,i) paral <i < pel<j<m,ouseja trocamos
as linhas pelas colunas de A.

e A transposta conjugada de A, denotada por AY ¢ tal que
A e Crm e AH (i, 5) = A(j,i) paral <i<pel <j<m,
ou seja trocamos as linhas pelas colunas de A e substituimos
cada valor complexo de A pelo seu conjugado. Usa-se também a
notacao A*.

Se A é real entao AT = A", Utilizaremos constantemente as seguintes
matrizes quadradas!, ou seja, A € C™*™.

1O conceito que se encontra ao lado esquerdo do simbolo := ¢ definido pela sentenca em seu
lado direito.



114

A e

&

10.

11.

12.

13.

Revisao

A & hermitiana := A = A,

A ¢ simétrica := AT = A.

A ¢ positivo-definida := z # 0 = 2 Ax > 0.

A & positivo-semidefinida := z # 0 = 27 Az > 0.

A ¢ unitaria := A"A = AAY = ], onde I é a matriz identidade
de ordem m.

A é ortogonal := ATA = AAT = ].

. Aénormal == AHA = AAH.

. A ¢é triangular superior :=se i > j = A(i,j) = 0, ou seja, a

matriz é necessariamente nula abaixo da diagonal principal.

. A ¢é estritamente triangular superior :=sei > j = A(i,j) =

0, ou seja, a matriz é necessariamente nula abaixo da primeira
sobrediagonal.

A é triangular inferior :=se i < j = A(i,7) = 0, ou seja, a
matriz é necessariamente nula acima da diagonal principal.

A é estritamente triangular inferior :=se i < j = A(i,j) =
0, ou seja, a matriz é necessariamente nula acima da primeira
subdiagonal.

A é diagonal := A é triangular superior e triangular inferior con-

comitantemente. E usual a notacio diag(A(1,1), A(2,2),... A(m,m)).

A é Hessenberg superior :=se i > j+ 1 = A(i,j) = 0, ou
seja, todas as entradas abaixo da primeira subdiagonal sao nulas.

A1) AL,2) - - A1, m)
A2,1) A2,2) - - . A(2,m)
0 A(3,2) : : :

0 0
(:) 0 : () A(m, m -1) A(m:, m)
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14.

15.

16.
17.
18.

A é Hessenberg inferior :=sei < j+1 = A(i,j) = 0, ou seja,
todas as entradas acima da primeira sobrediagonal sao nulas, ou
ainda, AT ¢ Hessenberg superior

A é tridiagonal := A é Hessenberg superior e A é Hessenberg
inferior, concomitantemente.

A é regular := A tem inversa.
A é singular := A nao tem inversa.

A é diagonal por blocos := A ¢é da forma

AH 0 0
0 Ay ... 0
0 0 ... A

onde cada bloco A;; € C™*™i =1k, é uma matriz quadrada
e todos os elementos fora desses blocos sao nulos.

Matrizes retangulares herdam algumas dessas mesmas defini¢oes, desde
que garantida a coeréncia das sentengas.

A.3 Espacos Relevantes

Seja A € C™*P, Utilizaremos a seguinte nomenclatura para nos refe-
rirmos a espacos vetoriais e a propriedades ligados a A.

1.
2.

O nitcleo de A: Nuc(A) := {z € C?; Ax = 0}.

A imagem de A: Im(A) := {y € C™; existe x € CP; Az = y}.
Como esse espaco é formado por combinagoes lineares de colunas
de A, utilizaremos, também, o nome espago coluna para nos
referirmos a ele.

. A imagem de AT sera denominada espaco linha de A, uma

vez que é formada por combinacoes lineares das linhas de A. A
imagem de A sera denominada espago conjugado linha de A,
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uma vez que é formada por combinacoes lineares dos conjugados
das linhas de A.

4. O posto coluna ¢ a dimensao do espago coluna.

5. O posto linha ¢é a dimensao do espago linha ou do espaco con-
jugado linha.

A.4 Posto

Teorema A.l (Teorema do Nucleo e da Imagem). Sejam V e W
espagos vetoriais e L 'V — W uma transformacao linear. Sejam
dim(V) = n, dim(Nuc(L)) = r, dim(Im(L)) = s. Entaéon =1+, ou
seja

dim(V) = dim(Nuc(L)) + dim(Im(L)).

Demonstracao: Exercicio 1.

Esse teorema sera complementado, na secao A.5, com o teorema
fundamental da &lgebra linear.

Teorema A.2 (Teorema do Complemento Ortogonal). Seja V um es-
pago vetorial com dim(V) = n onde estd definido um produto interno.
Seja W um subespago de V com dim(W) = r. Seja W+ um subes-
pago de V formado por todos os vetores ortogonais a VW, denominado
complemento ortogonal de W. Entao V € a soma direta de YV e
WL

V=waow"

dim(V) = dim(W) + dim(W+).

Demonstracao: Exercicio 3

Teorema A.3 (Teorema do Posto |76, Teorema 3.1, pag. 166]). Seja
A uma matriz m X n. Entao o posto linha e o posto coluna de A sao
iguais a um nidmero r. Além disso dim(Nuc(A)) =n —r.
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Demonstracao: O ntuicleo da matriz A é formado pelas solucoes do
sistema homogéneo

Az = 0. (A.4.1)

i=1

ou seja o espacgo de solugoes desse sistema é o niicleo de A e, logo,
ambos tém a mesma dimensao. Como o posto coluna de A é igual a
dimensao da imagem da transformacao linear a qual A esté associada,
podemos reescrever o teorema do ntucleo e da imagem, A.1, como

posto coluna + dimensao do espago de solugoes do sistema A.4.1 = n.

Uma outra interpretac¢ao do sistema homogéneo (A.4.1) é que as solu-
¢Oes pertencem ao complemento ortogonal do espaco linha de A, uma
vez que cada solucao é ortogonal a todas as linhas de A, logo, usando
o teorema do complemento ortogonal, A.2, temos que

posto linha + dimensao do espago de solugoes do sistema A.4.1 = n.

Com as duas igualdades anteriores, as afirmagoes do enunciado do
teorema ficam provadas. [ ]
O nimero r calculado no teorema do posto A.3 é chamado posto da
matriz A, sendo igual ao posto linha e ao posto coluna de A.

A.5 Teorema Fundamental da Algebra Linear

Teorema A.4 (Teorema Fundamental da Algebra Linear? [122, segoes
2.4 e 3.1]). Sejam A € C™"™ er o posto de A.

1. dim(Im(A)) = postocoluna(A) = r.
2. dim(Im(A")) = postolinha(A) = r.

2Estamos usando a nomenclatura proposta por G. Strang em [122], no entanto com uma
adaptacao para o corpo dos complexos.
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3. dim(Nuc(A)) = n —r.
4. dim(Nuc(A™)) = m — 1.
5. Im(A) = (Nuc(A¥))* = C™ = Im(A) ® Nuc(AH).
6. Tm(A™) = (Nuc(A))* = C* = Im(A") & Nuc(A).

A demonstracao do, assim chamado, teorema fundamental da al-
gebra linear utiliza reiteradamente os teoremas A.1, A.2, A.3, e ficara
como o exercicio 4, no fim desse apéndice.

A.6 Projecoes

Seja V um espaco vetorial. Uma transformacao linear P de V em
VY &é uma projecao quando P? = P. Caso P = P! entdo P ¢ uma
projecao ortogonal, as demais projecoes sao denominadas obliquas. A
representacao matricial dessa transformacao linear sera discutida no
teorema A.6 na pagina 119.

Propriedade A.1 (Projegoes |24, adaptado da segao 4.8.2]). Sejam V
um espago vetorial e P uma projecao de V em V. Valem as sequintes
propriedades:

1. (I — P) € uma projegao,

PH ¢ uma projecao,

Im(P) = Nuc(I — P),

Im(I — P) = Nuc(P),

VY =Im(I — P) ® Im(P?) e Im(I — P) L Im(PH),
VY =Im(I — P7)® Im(P) e Im(I — P7) L Tm(P),

I N T R

se U é uma matriz cujas colunas sao ortonormais entao UUH ¢
uma matriz que representa uma proje¢ao ortogonal em Im(U).
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Demonstracao: Exercicio 5.

Uma projecao obliqua P é, no entanto, ortogonal a um dado su-
bespago vetorial. Pelas propriedades enunciadas em A.1, Im(I — P) =
Nuc(P) e Im(I — P) L Im(PH) como a projegao ¢ paralela ao subes-
paco Im(I — P), ela se dara ortogonalmente ao subespaco Im(P) e
nos podemos enunciar o teorema seguinte.

Teorema A.5 (|24, teorema 4.10, pag. 130]). Sejam V um espago
vetorial e P uma projecao de V em V.

Py =0y e (Im(P7))".

Demonstracao: Exercicio 6.

Teorema A.6 (|24, teorema 4.11, pag. 131]). Sejam P wuma proje-
cao, U uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal para
Im(P) e V wuma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal
para Im(PH). Entao

(Vi)

€ reqular e uma matriz que representa a projecao P é dada por
UWVHU) v,
A que representa PY, por sua transposta conjugada.

Demonstracio: Provando a regularidade de (VU). Pelo teorema
A4, Tm(P) e Im(PH) tém a mesma dimensao, logo VAU ¢ uma matriz
quadrada de ordem, digamos n, menor ou igual & dimensao do espago
vetorial onde P est4 definida. Caso VHU nao tenha posto completo,
existe uma combinacao linear de suas linhas cujo resultado é o vetor
nulo,

> aVHU(i,:) =0, (A6.2)
i=1

onde nem todos os escalares a; sao nulos. Seja j o indice de um dos
escalares diferentes de zero. Seja F; uma matriz onde, a excegao da
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Jj—eésima, todas as linhas sao iguais as da identidade de ordem n, e
a j—ésima seja composta pelos n escalares da combinacao linear em
(A.6.2), tal que o elemento ¢ fique na coluna i de E;. Ora, temos
que a matriz resultante da multiplicagao E;(V#U) tem a sua j—ésima
linha nula. Consideremos agora a matriz (E;V#); a sua j—ésima linha
é, por hipotese, diferente de zero, pois a linhas de V# sdo linearmente
independentes, ou seja, essa j—ésima linha é um vetor pertencente ao
subespago Im(P) e ¢, como vimos, diferente de zero. Por outro lado,
esse vetor é ortogonal ao espaco Im(P), pois é ortogonal a todos vetores
de uma de suas bases. No entanto, pelo teorema A.4, Im(P¥) L
Nuc(P), logo o tinico vetor de Im(P) ortogonal a Im(P) é o vetor
nulo, levando a uma contradicao. Logo VU tem posto completo e,
sendo quadrada, tem inversa. Quanto a construcao da matriz, temos:

y=y— Py+ Py=(I— P)y+ Py.

Sejam V'V uma projecao ortogonal em Im(PH#), UU# uma projecao
ortogonal em Im(P) e x = Py, entao

VVHy = VVH((I - Py + ),

como, pelo teorema A.5, Im(/—P) = Nuc(PH), logo VVE(I-P)y =0
e teremos

VVHy =VVHg,
como r € Im(P) entdao x = UUz, e
VVHy =VVHIUU 2 = VHy = VIUU 2 =
= (VIU)" Wiy = U = U(VIU) VY = .

A demonstracao para a matriz P? é deixada como exercicio. [ ]
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A.7 Autovalores e Autoespacos

Se Ac C™™, x € C™e )€ C, consideramos® a equacao
Az =Xz, x#0. (A.7.3)

Se um escalar A e um vetor nao-nulo x sao solucoes dessa equagao,
entao A é um autovalor de A e x é um autovetor de A associado a
A. O conjunto de todos os escalares complexos que sao autovalores de
A é denominado espectro de A, o(A). O raio espectral de A é o
namero real ndo-negativo p(A) = max{|\; A € o(A)}.

Lembremo-nos que um polinémio é da forma

k

=1

No caso de matrizes quadradas e expoentes positivos, hé sentido em
definir um polindémio matricial

k
p(A) == apA¥ 4+ a1 AN+ a A+ agl = agl + Z a; AL
i=1
O préoximo teorema estabelece relagdes entre os autovalores e autove-

tores de A e de p(A)

Teorema A.7. Se p(x) é um dado polinémio, X um autovalor de
A € C™™ e x um autovetor associado a A. Entao p(\) € um autovalor
da matriz p(A) e x é um autovetor de p(A) associado a p(\).

Demonstracao: Exercicio 10.

O resultado seguinte apresenta uma condigao necesséria e suficiente
para a singularidade de uma matriz.

Teorema A.8. A e C™*™ ¢ singular < 0 € o(A).

3Esta parte do texto &, essencialmente, um resumo do capitulo 1 de [67].
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Demonstracao: Exercicio 11.

A equagao (A.7.3) pode ser reescrita como
(M—A)x=0, x#0.

Logo, A € 0(A) se e somente se (A — A) é uma matriz singular ou
seja
det(A] — A) =0.

Entendido como um polinémio formal em ¢, o polindmio caracte-
ristico de A € C™*™ ¢ definido por

pa(t) ;== det(tl — A).

Um teorema fundamental, ligado ao polinémio caracteristico, é esta-
belecido a seguir.

Teorema A.9. Seja A € C™*™ o polindmio caracteristico pa(x) tem
grau m e o conjunto de suas raizes coincide com o(A).

Demonstracao: Exercicio 16.

Observacao A.1. Cada matriz A € C™*™  quando definida sobre
o corpo dos complexos, tem exatamente m autovalores, contando as
multiplicidades.

Uma definicao tutil é a de similaridade entre matrizes. Diremos
que duas matrizes A e B, ambas em C™*™, sao similares se existe
S e C™*™ S regular, tal que

B=S5"1AS.

Podemos observar que a relacao de similaridade ¢ uma relacao de
equivaléncia. Uma matriz A € C™*™ é denominada diagonalizavel
caso seja similar a uma matriz diagonal.

Teorema A.10. A € C™*™ ¢ diagonalizdvel < existe uma conjunto
de m wvetores linearmente independentes que sao autovetores de A.
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Demonstracao: Exercicio 17.

Uma outra caracterizacao de matrizes diagonalizaveis é dada pelo
proximo teorema.

Teorema A.11. Se A € C™™ tem m autovalores distintos entao A
€ diagonalizdvel.

Demonstracao: Exercicio 19.

Seja A € C™. Para um dado A € o(A), o conjunto de todos
os vetores x € C™, incluindo o vetor nulo, que satisfacam a equacao
Ax = Az é chamado de autoespago de A em relagao ao autovalor
A. Observe que todos os vetores de um autoespaco, a excecao do ve-
tor nulo, sdo também autovetores de A em relacao ao autovalor .
A dimensao de um autoespago de A em relagdo a um autovalor \ é
chamada de multiplicidade geométrica do autovalor A\. A multi-
plicidade de um autovalor A enquanto raiz do polinémio caracteristico
¢ chamada de multiplicidade algébrica.

A.8 Decomposicoes

A.8.1 Decomposicao de Schur

Uma matriz B € C™*™ tem a propriedade de ser equivalente uni-
tariamente a uma matriz A € C"™*™ se existe uma matriz unitéria
U c C™™ tal que B = UPAU. Caso U seja real, entao B goza da
propriedade de equivaléncia ortogonal real em relagao a A.

No teorema a seguir apresentamos uma das decomposi¢oes funda-
mentais da algebra linear.

Teorema A.12 (Teorema de Schur). Seja A € C™™ com m auto-
valores A1, Xo, ..., A\, distintos ou nao, e em qualquer ordem dada,
entao existe uma matriz unitdaria U € C™*™ tal que

URAU =T
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¢ triangular superior, e cujas entradas diagonais T(i,1) = N\;, i = 1:
m. Ou seja, toda matriz quadrada € equivalente unitariamente a uma
matriz triangular superior (ou triangular inferior)

Demonstracao: Exercicio 20.

Observacao A.2. A decomposicao dada no teorema A.12 nao € unica,
mas representa a forma mais simples que se pode colocar uma matriz
através de uma equivaléncia unitdria.

A versao do teorema de Schur, A.12, para matrizes definidas sobre
o corpo dos reais ¢ dada pelo teorema abaixo.

Teorema A.13 (Teorema de Schur (versdo para reais)). Seja A €
R™ ™ entao existe uma matriz real ortogonal () € R™ ™ tal que

All * *

0 A
QrAQ=| . U

0 0 ... A

€ Hessenberg superior, e cujos blocos diagonais sao matrizes reais 1 x 1
ou matrizes reais 2 X 2, cujos dois autovalores complexos sao pares de
numeros complexros conjugados.

Demonstracao: Exercicio 21.

Observacao A.3. A decomposi¢io dada no teorema A.13 representa
a forma mais simples que se pode colocar uma matriz através de uma
equivaléncia ortogonal real, pois uma matriz real pode ter autovalores
complexos. Observamos ser possivel definir um isomorfismo entre o

congunto das matrizes ch _ab e o corpo dos niumeros complexos,
onde a soma e a multiplicacao entre dois complexos € substituida pela
soma e multiplicacao entre duas matrizes, essas matrizes tem dois
autovalores complexos conjugados a + 1b e a — 1b.
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O teorema de Schur permite uma demonstracao simples do pro-
ximo teorema que afirma ser a matriz A uma raiz de seu polindémio
caracteristico.

Teorema A.14 (Teorema de Cayley-Hamilton). Seja A € C™*™ ¢
pa(t) seu polindmio caracteristico entao

Demonstracao: Exercicio 22.

Uma outra aplicacao do teorema de Schur é mostrar que toda ma-
triz é “quase diagonalizavel”, no seguinte sentido:

Teorema A.15. Seja A € C™*™. Para todo € > 0, existe uma matriz
A. € C™™ que possui m autovalores distintos, logo € diagonalizdvel,
e tal que

Z |A(27]) - AE(Z7.])|2 <€
ij=1

Demonstracao: Exercicio 24.

O resultado seguinte prepara as condigoes técnicas para a demons-
tracao do teorema da forma canonica Jordan.

Teorema A.16. Suponha que A € C™™ possua k autovalores dis-
tintos N\;, com multiplicidades m;, 1 = 1 : k. Entao A € similar a uma
matriz diagonal por blocos

TH 0 e 0 )‘z *
0 T22 NP 0 )\z
T = . . . onde ﬂl =
0 0 ... T 0 0 ... N\

ou seja, cada Ty € C™*™i ¢ =1k, € wma matriz triangular superior
onde todas as entradas na diagonal principal sao iguais ao autovalor
A

Demonstracao: Exercicio 25.
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A.8.2 Forma Canodnica de Jordan

Comecamos essa se¢cao com citagoes que informam um pouco sobre as
vantagens e limitagoes da forma candnica de Jordan.

Many authors have made this theorem the climax of their
linear algebra course. Frankly, I think that is a mistake. It
is certainly true that not all matrices are diagonalizable, and
that the Jordan form is the most general case: but for that
very reason its construction is both technical and extremely
unstable. (A slight change in A can put back all the missing
eigenvectors, and remove the off-diagonal 1's.)[122, pag. 312]

Since the Jordan form of a matrix need not be a continuous
function of the entries of the matrix, it is possible that small
variations in the entries of a matrix will result in large va-
riations in the entries of the Jordan form. There is no hope
of computing such an object in a stable way, so the Jordan
canonical form is little used in numerical applications.

Despite this limitation, the Jordan canonical form is well
worth knowing and is a rich source of insights. As a matter
of general technique, if one has something to prove about
matrices it is well to consider first if it can be proved for di-
agonal matrices and, if this is successful, then to see if some
limiting argument may establish the result in general (using
the fact that any complex matrix can be approximated arbi-
trarily closely by a diagonalizable matrix). If this does not
work, or if one prefers to avoid an analytical argument, one
might next try to prove the result for upper triangular or
Jordan matrices. It is sometimes useful to know that every
matrix is similar to a matrix of the form (3.1.12)* in which
all the "+ 1"terms in the Jordan blocks are replaced by € > 0
and € can be taken to be arbitrarily small. [67, pag. 128§]

However, as a mathematical probe the Jordan canonical

4Trata-se do teorema A.15 no presente texto.
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form is still useful, and reports of its death are greatly exag-
gerated. [120, pag. 22|

As citacoes encontram respaldo no exercicio 26. Adverténcias fei-
tas, passamos a apresentagao dessa decomposicao, comecando por al-
gumas defini¢gbes. Um bloco de Jordan Ji () é uma matriz quadrada
de ordem k, triangular superior, da forma

A1 0 ... 0
0 X\ 1 0
Je(AN) =10 0 A
R o1
00 0 ... A

Ha k£ — 1 termos “+1” que aparecem na primeira sobrediagonal e o
escalar \ encontra-se nas k posicoes da diagonal principal do bloco;
todas as demais entradas sao nulas. Uma matriz de Jordan J €
Cm>™ & a soma direta de blocos de Jordan

Jo(M) 0 0 ... 0
0 J(h) 0 ... 0 )
J=1 o 0 A m=)Ym,
: : o 0 i=1
0 0 0 ... Ju (W)

onde nem as ordens m; nem os escalares \; precisam ser distintos.
Uma das possiveis demonstracoes para o teorema da forma canénica
de Jordan segue os seguintes passos:

1. Usar o teorema da triangulacdo de Schur A.12 para transformar
a matriz qualquer dada, em uma matriz similar com uma outra
na forma triangular superior.

2. Usar o teorema A.16 para transformar a matriz triangular supe-
rior em uma matriz diagonal por blocos, onde cada bloco ¢ uma
matriz triangular superior.
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3. Mostrar que uma matriz triangular superior, cujas entradas da
diagonal principal sao iguais, é similar a uma soma direta de
blocos de Jordan.

Teorema A.17 (Teorema da Forma Canonica de Jordan). Seja A €
C™> ™ entao existe uma matriz reqular S € C™ ™ tal que

Ty (A1) 0 0 0
0 Jmy(A2) 0 0
A=S 0 0 A St =575
0
0 0 0 T (k)

k
comm =Yy m,.

Demonstracao: Estude as obras de referéncia.

Observacao A.4. Qualquer bloco de Jordan Ji(\) pode ser descrito
como Jy(\) = M + Ny onde (N,)* =0, ou seja, tem indice de nilpo-
téncia k. Generalizando esse fato, qualquer matriz de Jordan pode ser
escrita como J = D+ N, onde D é uma matriz diagonal, cuja diago-
nal principal € igual a de J e N =J — D. A matriz N € nilpotente e
seu tndice de nilpoténcia k € igual a ordem do maior bloco de Jordan

de J.

Observacao A.5. Seja A € C™*™ entao, pelo teorema da forma
canonica de Jordan, A = SJS™! entio A = SDS™! + SNS~, onde
a primeira parcela € diagonalizdavel e a sequnda nilpotente. Conclui-
mos que toda matriz pode ser escrita como a soma de uma matriz
diagonalizdavel e uma outra nilpotente.

Observacao A.6. A multiplicidade geométrica de um autovalor de
uma dada matriz A € C™*™ € igual ao nimero de blocos de Jordan
associados a esse autovalor. Esse nimero é menor ou igual a soma
de todas as ordens dos blocos associados a esse autovalor. Fssa tltima
soma € a multiplicidade algébrica desse autovalor.
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Vamos precisar da proxima defini¢ao para o enunciado do teorema a
seguir. Um polindmio moénico tem o coeficiente associado ao termo
de mais alta ordem igual a “+1”.

Teorema A.18 (Teorema do Polinomio Minimo). Seja A € C™*™,
entdo existe um unico polindmio monico, qa(t), de grau minimo que
anula A. O grau desse polindmio é no mdzimo igual a m. Se p(t) é
um polindmio qualquer para o qual p(A) = 0 entdo qa(t) divide p(t).
Esse polinomio é chamado de polindmio minimo de A.

Demonstracao: Exercicio 27.

Teorema A.19. Seja A € C™™ cujos autovalores distintos sao
A1, A2y .oy An. O polinémio minimo de A é

n

MOES | (YK

=1

onde cada r; € a ordem do maior bloco de Jordan de A associado ao
autovalor ;.

Demonstracao: Exercicio 27.

Esse resultado ¢ utilizado na discussao da conveniéncia do métodos
de Krylov.
A.8.3 Decomposicao em Valores Singulares
Essa é considerada uma das decomposicoes centrais da algebra linear.

Teorema A.20 (Decomposi¢do em Valores Singulares). Seja A €
C™*™ de posto k , entdo ela pode ser decomposta da sequinte forma.

A=VIwH

onde Ve C™*™ ¥ e C™™ e W € C™" tém as sequintes proprieda-
des:

1. V e W sao matrizes unitarias,
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) > %(2,2) > ... > B(kk) > Bk+LE+1) = =
) = 0, aonde ¢ = min(m,n). E usual a notagdo: o; :=

4. Os escalares o; sao as raizes quadradas, portanto nao-negativos,
dos autovalores de AAM | e, por isso, unicamente determinados,

5. As colunas de V' sdo os autovetores de AA™ e as colunas de W

0s autovetores de AT A.

Demonstracao: Estude as obras de referéncia.

Observagao A.7. Os elementos 0;, i = 1 : ¢ = min(m,n) da diago-
nal de X3 sao denominados valores singulares de A € C™*". Alguns
autores consideram como valores singulares apenas o elementos posi-

tivos, ou seja, somente 0s o;, i =1 : k.

Observagao A.8. As colunas de V sao os vetores singulares a
esquerda de A e as colunas de W sao os vetores singulares a

direita de A.

Teorema A.21. Seja A € C™™ ¢ A = VEWH uma decomposicao

em valores singulares, caso A seja reqular, entdo:

m 1
_ H -1 A"
A= E ojvw; e A = E “W;V;
=1

Demonstracao: Exercicio 31.

A.9 Normas de Vetores

Ao analisarmos os métodos de Krylov nos deparamos com a neces-
sidade de medirmos a distancia entre uma solug¢ao aproximada e a
solugao exata, ou o comprimento de um vetor residuo, ou, ainda, o
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“tamanho” de uma matriz; para tanto precisamos saber medir vetores
e matrizes. Até o final desse apéndice trataremos desses temas.

Seja V um espago vetorial definido sobre um corpo F (R ou C). A
fungao || *| : ¥V — R é uma norma vetorial para todo z,y € V e
para todo a € T, se atende as seguintes propriedades:

L. ||z|| > 0 - ndo-negatividade,

2. ||z]| = 0 < = = 0 - positividade,

3. |laz|| = |al||z|| - homogeneidade,

4. ||z 4+ y|| < ||z|| + |ly|| - desigualdade triangular.

Uma funcao que atende as propriedades 1, 3 e 4, mas nao atende a 2
¢ chamada de seminorma vetorial.

Outra nogao necesséria ¢ a de angulo entre vetores (ver exercicio
30), para tanto introduzimos o conceito de produto interno, ou produto
escalar. Seja V um espago vetorial definido sobre um corpo F (R ou
C). A fungdo (*,%) : ¥V x V — F é um produto interno para todo
x,y,z € V e para todo a € F, se atende as seguintes propriedades:

1. (z,z) > 0 - ndo-negatividade,
z,r) =0« z =0 - positividade,

2. (
3. (t+y,2) = (x,2) + (y, 2) - aditividade,
4. (ax,y) = a(x,y) - homogeneidade,

(z,

5. (z,y) = (y, ) - propriedade hermitiana.
Um resultado basico é o seguinte.

Teorema A.22 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (x,%) € um
produto interno definido no espago vetorial V sobre um corpo F (R ou

C) entao
(2, 9)[* < (2, 2)(y, y)-

A igualdade ocorre apenas quando os vetores sao linearmente depen-
dentes.
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Demonstracao: Exercicio 29.

Corolario A.1. Se (x,%) é um produto interno definido no espago
vetorial V, entdo ||x|| = (z,7)Y? € uma norma vetorial em V. Nesse
caso diremos que a norma vetorial € derivada de um produto interno.
A.9.1 Exemplos de Normas Vetoriais
Apresentamos alguns exemplos usuais de normas vetoriais:
1. A norma euclidiana ou norma l,, definida em C™, é dada por
o 2 2 2\1/2
[ zlly == (lza [ + |22l 4 7).

Esta norma ¢ derivada do produto interno euclidiano, ou seja,

2
|zl = (z,7) = 2.

2. A norma da soma ou norma ly, definida em C™, é dada por
zlly == laa] + [wa] + .+ 2]
Essa norma nao é derivada de um produto interno.

3. A norma do maximo ou norma infinito, definida em C™, é
dada por

2]l = max{|z1], 2], ..., |zm]}.
4. A norma l,, definida em C™, ¢ dada por
m 1/p
ol = (3 I
i=1
para p > 1.

Um resultado que serda muito utilizado na discussao dos métodos de
Krylov, relaciona a norma euclidiana com os operadores de projegao
ortogonal.
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Teorema A.23. Let V C C™ um subespago e z € C™. Entao a
solucao do problema
argmin ||z — |,

€ a projecao ortogonal de z em V e esse minimo

min |2 —

vale || Py z||,, onde P, € a projecio ortogonal no complemento ortogo-

nal de V.

Demonstracao: Essa demonstracao tem varias versoes, vamos apre-
sentar os detalhes de uma delas. Seja V uma matriz cujas colunas
sao formada por uma base ortogonal de V. Logo P := VV# & uma
projegio ortogonal em V e P, := (I —VV#) ¢ uma projegio ortogonal
no complemento ortogonal de V. Temos que

z—x = z—r+P(z—x)—P(2—x) = P(z2—x)+P, (2—x) = Pz—az+P, 2,
logo, podemos resolver o problema equivalente

in || Pz—x+ P
15161)1;1|| z—x+ Pz,

desenvolvendo a norma como um produto interno, temos
|Pz—x+ Piz|l,= (Pz—x+ Pz, Pz— :z:+Plz)1/2 =
/2

= ((Pz,P2) = (2, P2) = (Pz,2) + (z,2) + (P12, P12)) 7 =
— (|Pz — |2+ | PL2]2) .

Dado um z qualquer, a tnica forma de diminuir o valor dessa féormula
¢ em ||Pz — z||,, como é uma norma, o minimo é igual a zero, o que
s6 ocorre quando x = Pz, o que implica em

min |2 — ], = | Pu2]
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A.10 Normas de Matrizes

O conjunto de todas as matrizes A € C"™*™ ¢, ele proprio um, espaco
vetorial de dimensao m?, logo, poder-se-ia medir matrizes usando as
normas vetoriais em C™. Inclusive uma norma utilizada constante-
mente em algebra linear computacional é a norma de Frobenius:
1Al = (307, E?;l(A(i,j))Q)l/z. No entanto, a existéncia da multi-
plicagao entre matrizes e suas diversas interpretagoes em varios areas
da matematica induzem a criacao de uma medida para essa operagao
e para as matrizes.

Sejam M,, o espaco vetorial formado por todas as matrizes A €
Ccmm A Be M, eacC. A fungao || * || : M,, = R é uma norma
de matriz® caso atenda as seguintes propriedades®:

1. ||A]| > 0 - ndo-negatividade,

2. ||A]| =0« A =0 - positividade,

3. ||aA|l = |af ||A]| - homogeneidade,

4. ||A+ BJ| < ||A|| + || B|| - desigualdade triangular,
5. ||AB|| < ||A| || B]| - submultiplicatividade.

A.11 Norma Induzida e Raio Espectral

As normas mais usuais em &algebra linear computacional sao normas
que sao definidas a partir de normas vetoriais e, por isso, sao denomi-
nadas normas induzidas. Chama-se norma de matriz induzida pela
norma vetorial || * || a seguinte fungao || * || : M,, = R:

Al ;== max || Az||.

llll=1

5 Alguns autores, incluindo [67], usam a notagéo ||| * ||| para denotar uma norma de matriz.

6H4 autores, por exemplo [94], que usam um versio reduzida de axiomas para a caracterizagio
de normas matriciais. Nesse trabalho estamos apresentando esse conceito apenas para matrizes
quadradas, mas ele pode ser estendido sem maiores problemas para matrizes retangulares.
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Teorema A.24. Sejam as sequintes normas induzidas | A|l;, || Al
e ||A|l,, relativas as sequintes normas vetoriais ||z||,, ||z|, e [|z|| .,
respectivamente. Entao

1 ||All, = maxi<jem iy |A(2, 4)], ou seja, 0 mdzimo da soma dos
valores absolutos dos elementos das colunas de A.

2. || All, = max{V\; A € o(ATA)}= o,(A), o maior valor singular
de A. Se A € hermitiana entao ||All, = p(A).

3. ||All = maxicicm )50y [A(G, §)], ou seja, o mdzimo da soma
dos valores absolutos dos elementos das linhas de A.

Demonstracao: Exercicio 34.

A seguir enunciamos algumas propriedades que relacionam normas
matriciais e o raio espectral de uma matriz.

Teorema A.25. Sejam A € C™*™ e p(A) seu raio espectral, entdo
temos as sequintes propriedades:

1. Para toda norma, induzida ou nao
p(A) < || Al

2. Se A € diagonalizdvel, existe uma norma induzida (dependente de
A) tal que
p(A) = [ All

3. (Householder-Ostrowski) Para toda A e para todo € > 0, existe
ao menos uma norma induzida (dependente de A e de €), tal que

[A]l < p(A) +e.

4. As condigoes sequintes sao equivalentes:
(a) limy_,, A% =0,
(b) limy,_,oo A¥z = 0, para todo x € C™,
(c) p(A) <1,
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(d) ||A|l <1 para ao menos uma norma induzida || * ||.

5. Uma condi¢ao suficiente para que uma matriz [ — A seja inversivel
é que p(A) < 1, nesse caso

(I— A= iAj.

6. Para toda A e toda a norma matricial, induzida ou nao, temos
que
. 11/
lim [ A" = p(A).
Jj—o0

Demonstracao: Exercicio 35.

O préximo conceito é ferramenta essencial na analise de métodos
de solucao de sistemas lineares e seré utilizado no teorema a seguir.
Chama-se condicionamento da matriz regular A o niimero’

rp(A) = Al IATI,,

Teorema A.26. Seja A € C™*"™ matriz reqular, o1 € o, 0 maior
e menor valores singulares de A, respectivamente, entao valem as se-
guintes propriedades:

L ||Ally = o1,
2147, = s
3. KQ(A) = g—;,

lll

oo <1 <6, vy 20,
2

Demonstracao: Exercicio 36.

"Esse conceito pode ser estendido para matrizes retangulares usando-se a inversa generalizada,
ver [65, pag. 382].
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Exercicios

1.
2.

N e W

10.
11.
12.

Demonstre o teorema A.1.

Dada uma base U para um subespaco vetorial Y C C™ sobre
o corpo dos niimeros complexos. Seja um conjunto, U, formado
pelos conjugados dos vetores que formam a base U. U forma uma
base para algum subespaco vetorial de C™? Se formar, os dois
conjuntos sao base para um mesmo subespaco? Discuta condi-
¢oes, se for o caso, em que essas afirmagcoes sao verdadeiras.

Demonstre o teorema A.2.
Demonstre o teorema A.4.
Demonstre as propriedades apresentadas em A.1.
Demonstre o teorema A.5.

(Baseado em [66, pag. 311]) Sejam R e N subespagos de V, tais
que ¥V =R @& N, entao existe uma e apenas uma projecao P tal
que Im(P) =R e Nuc(P) = N.

. Refaga a parte da demonstragao do teorema A.6 referente a re-

gularidade da matriz VU, utilizando uma matriz E; que multi-
plique & direita de VHU.

. Construa a matriz para a projecao P¥, como descrita no teorema

A6.
Demonstre o teorema A.7.
Demonstre o teorema A.S8.

(|67, pag. 37]) Considere a matriz diagonal por blocos

. All O B m;Xm;
A_(O A22>’ A; € C )

Mostre que o(A) = 0(Ay1) Uo(Ag).
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1

w

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.
22.
23.

24.
25.
26.

(|67, pag. 37]) A € C™ ™ ¢ chamada idempotente caso A% = A.
Mostre que cada autovalor de uma matriz idempotente é 0 ou 1.

(|67, pag. 37]) A € C™*™ ¢ chamada nilpotente caso A? = 0,
para algum inteiro positivo ¢. O menor ¢ é denominado indice
de nilpoténcia. Mostre que todo autovalor de uma matriz nil-
potente ¢é 0.

Mostre que todos os autovalores de uma matriz hermitiana sao
reais.

Demonstre o teorema A.9.

Demonstre o teorema A.10.

[67, pag. 47]) Mostre que a matriz A = (8 (1)) nao é diagonali-

zavel.

Demonstre o teorema A.11.
Demonstre o teorema A.12.
Demonstre o teorema A.13.
Demonstre o teorema A.14.

[67, pag. 87]) Qual o erro no seguinte argumento para justificar a
sentenga pa(A) = 07 “Como pa(A) = 0 para todos os autovalores
A de A € C™™ e como os autovalores de g(A), onde g ¢ um
polinémio, sao os escalares g(\) segue que todos os autovalores
de pa(A) sao nulos, logo pa(A) = 0”. Dé um contra-exemplo para
a afirmagao.

Demonstre o teorema A.15.
Demonstre o teorema A.16.

(baseado em |67, pag. 127]) Calcule, utilizando a fungao jordan
eps 0

1 0)’
onde eps é uma constante do Matlab. Observe o resultado e faca

do Matlab, a forma canoénica de Jordan da matriz
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27.
28.

29.
30.

31.
32.

33.

34.
35.
36.

os célculos por sua prépria conta. Reflita sobre a estabilidade do
calculo da forma canoénica de Jordan quando eps — 0.

Demonstre o teorema A.18.

[67, pag. 421]) Seja A € C"™*™ com sua decomposigao em valores
singulares dada por A = VIWH e defina AT = WXV onde
¥ ¢ a transposta de ¥ com os valores singulares de A sendo
substituidos por seus inversos multiplicativos. Mostre que:

(a) AAT e ATA sdo hermitianas,
(b) AATA=Ae
(c) ATAAT = AT

Demonstre o teorema A.22.

[67, pag. 262]) Mostre que se definirmos dngulo entre dois vetores
nao-nulos como sendo o valor de

-1 [(z.9)]
oS (((x,zxy,y))l/?)

que se encontra entre 0 e /2, entdo o conceito de Angulo é bem
definido para qualquer produto interno.

Demonstre o teorema A.21.

Verifique que a norma vetorial euclidiana ¢ invariante unitaria-
mente, ou seja, se U é uma matriz unitaria, entao ||Uz||, = ||z]|,.
As norma [y e [, também o sao?

[67, pag. 265]) A norma vetorial do méximo é proveniente de um
produto interno?

Demonstre o teorema A.24.
Demonstre as varias propriedades enunciadas no teorema A.25.

Demonstre o teorema A.26.
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