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Prefacio

A imperativa necessidade de resolu¢ao de problemas provenientes de di-
versas areas das ciéncias naturais e/ou engenharia, tem impulsionado nas
tltimas décadas um novo ramo da Matemaética dedicado ao estudo e solugao
dos chamados problemas inversos. Problemas inversos aparecem em diver-
sos ramos das ciéncias aplicadas, por exemplo, na interpretacao de medigoes
de instrumentos fisicos, pertinentes a algum objeto desconhecido, ou no pro-
cessamento de experimentos correspondentes a fendmenos naturais.

O presente livro tem como objetivo principal apresentar os aspectos
tedricos e praticos na andlise e resolucao de problemas inversos, visando
complementar material ja publicado em atas/anais de diferentes reunides
cientificas no pais. Assim, o objetivo é mostrar a origem das dificuldades
encontradas na solugao de problemas inversos, bem como difundir em am-
bito nacional propostas modernas para a resolucao de problemas de grande
porte, tais como em restauracao de imagens e super resolugao.

O livro esta organizado em cinco capitulos. Os dois primeiros contém
generalidades sobre problemas inversos, incluindo a nogao de problema mal-
posto e sua relagao com problemas inversos, e as idéias basicas da teoria de
regularizacao de Tikhonov para problemas discretos mal-postos. O capitulo
trés trata da escolha do parametro de regularizagao, enquanto o capitulo
quatro trata do uso de pacotes computacionais de uso publico que incluem a
toolbox RegularizationTools de Hansen [34], a toolbox RestoreTools de Nagy
et. al. [49], bem como FP-tools, uma proposta desenvolvida recentemente
pelos autores [5]. Resultados numéricos usando problemas teste disponiveis
na toolbox RegularizationTools tais como phillips, foxgood, shaw, heat, etc,
também sao incluidos. Finalmente, o capitulo 5 descreve problemas inversos
de restauragao e super resolugao que facilmente passam de 50.000 variaveis.

Florianopolis, 30 de abril de 2009.

Fermin S. Viloche Bazan
Leonardo Silveira Borges






Capitulo 1

(zeneralidades sobre
problemas inversos

Apresentamos preliminares que servem como base para a compreensao da
origem e dificuldades encontradas frequentemente na resolucao de problemas
inversos.

1.1 Introducao

Muitos sistemas ou processos fisicos das ciéncias naturais e/ou engenharia
expressos através de modelos sao a fonte de inimeros problemas em diversos
ramos das ciéncais aplicadas. O termo sistema refere-se a uma entidade
(fisica, economica, etc) capaz de produzir algum efeito g (saida/output)
como consequéncia de um estimulo ou causa f (entrada/input), conforme
Figura 1.1.

/ g

Sistema -
Input Output

Figura 1.1: Modelagem de um processo fisico.

A conexao entre o processo fisico e sua modelagem matematica é usual-
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mente descrita por meio de equacoes do tipo

A(f) =g (LL1)

onde A : F — G é um operador (diferencial, integral, etc), possivelmente
nao linear, f € F é a funcao “entrada”, g € G é a funcao “dados”, com
F e G sendo espagos normados, chamados espaco de solugoes e espago de
dados respectivamente. O problema de calcular a resposta (ou saida) de um
sistema, dado o modelo e a funcao de entrada, é relativamente simples de
ser resolvido e é conhecido como problema direto. J& o problema inverso,
consiste em determinar a causa (ou entrada) desconhecida a partir de efeitos
desejados ou observados. Em outras palavras, sendo conhecida a fungao g e
o operador A, o problema inverso corresponde & inversao do operador, caso
exista. Nestas notas trataremos apenas de problemas inversos lineares.

FEm situagoes praticas, a fungao g é obtida experimentalmente, portanto
sujeita a erros de medigao. Este fato é frequente quando a fungao g provém
da leitura de sinais usando aparelhos, portanto, carentes de precisao abso-
luta. Nestas condi¢oes somos forgados a trabalhar com uma versao aproxi-
mada gs com certo nivel de ruido, isto é:

llgs — gll <6, (1.1.2)

onde 0 depende da precisao do instrumento e a escolha da norma é feita
levando em conta consideragoes intimamente relacionadas com o tipo de
processo fisico.

O processo de leitura de sinais/medigdes de processos através de aparel-
hos (ou algum dispositivo fisico) pode ser descrito pela Figura 1.1 onde para
cada sinal de entrada f, uma fungao g é registrada na saida do aparelho.
Em casos simples as fungoes f e g podem ser relacionadas pelo seguinte
modelo linear invariante no tempo

Afi/ Z(t — ) f(s)ds = g(s), (1.1.3)

—_

onde ¢ é uma constante apropriada e, =, chamada func¢ao de transicao,
caracteriza a operagao do aparelho [24]. Teoricamente Z(t) é a fungao reg-
istrada pelo aparelho quando o sinal de entrada é a fungao generalizada
delta de Dirac. Assim, o problema de interpretacao de leitura de sinais
através de aparelhos reduz-se a resolugao da equacao (1.1.3) considerando
dados como em (1.1.2).
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1.2 Problemas inversos e sua relagao com prob-
lemas mal-postos

No processo de resolucao de um problema inverso, deve ser feita uma anélise
prévia com relacao a questoes de existéncia, unicidade e estabilidade de
solugoes. Tal analise é de vital importancia pois, se a fun¢ao gs nao per-
tence ao espago imagem do operador, entao (1.1.1) ndo tem solugdo. Outra
possibilidade ¢ que A seja nao injetor (o qual significa que A~! nao existe),
caso em que podem existir muitas solugoes. Por outro lado, precisamos
saber se a solucdo depende continuamente dos dados. A estabilidade é
necessaria se desejamos assegurar que pequenas variagdes nos dados pro-
duzem pequenas mudangas na solugao. As consideracoes que acabamos de
apresentar sao o ponto central da discugao e anélise de problemas mal-
postos. A nogao de problema bem-posto surgiu no inicio do século passado
quando o matematico francés J. S. Hadamard estudava problemas de valor
na fronteira, com a idéia que nenhum fenémeno natural poderia ser refletido
por algum modelo que conduza a um problema mal-posto; posteriormente
comprovou-se a falsidade de tais idéias.

Dizemos que o problema (1.1.1) ¢ bem-posto no sentido de Hadamard,
se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Existéncia: Para cada g € G existe f € F tal que A(f) = g.
2. Unicidade: Para cada g € G a equagao (1.1.1) tem uma tnica solugao.

3. Estabilidade: A solu¢do f depende continuamente dos dados de en-
trada, isto ¢, o operador A~! é continuo.

Se alguma das condicoes falha o problema é chamado mal-posto. E im-
portante destacar que a dependéncia continua da solucao com respeito aos
dados é uma condigao necessaria mas nao suficiente. Por isso, no caso de um
problema linear bem-posto, a propagagao do erro relativo na solugao com
respeito ao erro relativo nos dados é controlada pelo naumero de condigao do
operador [45]: k(A) = || A||||A7!||. Especificamente, sabe-se que se resolve-
mos o problema perturbado A(f + df) = g + dg temos que

15£1 159l
noJ 1 A) 1291
i = A

onde d¢g é a variacao nos dados e df ¢ a variagdo na solugao. Se k(A) é
pequeno, diz-se que o problema é bem-condicionado e a solucao é estavel

com respeito a pequenas variagoes nos dados. Pelo contrario, se k(A) é
grande, diz-se que o problema é mal-condicionado e o problema ¢é instavel.
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Claramente, o conceito de ser bem ou mal condicionado é menos preciso que
o conceito de ser bem ou mal posto.

1.3 Alguns exemplos

A area de problemas inversos é um dos ramos da matematica aplicada com o
maior crescimento na tltima decada, devido ao grande numero de aplicagoes
extraidas de problemas de interesse contemporaneo na ciéncia e tecnologia.
Exemplos imediatos sao encontrados em problemas de restauracao de ima-
gens, electrocardiograma, tomografia por impedéancia, exploragao geofisica
de depositos de petroleo, identificagao biométrica, entre outros.

O exemplo tipico de problema inverso mal-posto corresponde a equagoes
integrais de primeira espécie

b
Af = / K(s,t)f(t)ds =g(s), c¢<s<d, (1.3.4)

onde a existéncia e a unicidade de solugoes geralmente nao é garantida. Por
exemplo, se A é operador integral definido pela fungao K (s,t) continua em
[a,b]x[c,d] e f € La|a,b], entao Af € C[s,d]|. Consequentemente, a equagao
(1.1.1) ndo tem solugdo em L?(a,b) se g nio for continua. Por outro lado,
a equagao: _
/ ssin(t) f(t)dt = g(s), —-nm<s<mw

tem infinitas solugdes pois o ntcleo do operador, N'(A), tem dimensao in-
finita. De fato, basta notar que a familia infinita de fungoes definidas por
fn(t) =sin(nt), n = 2,3, ..., pertencem ao o nucleo do operador. Para pio-
rar, ainda que as situagoes acima nao acontecam, salvo o caso da funcao K
ser da forma K (s,t) = K1(s)K2(t) (também conhecido como o caso do nu-
cleo degenerado), o problema sempre ¢ instéavel, ja que da analise funcional
sabe-se que o operador inverso A~! é descontinuo. A titulo de ilustracdo
de problemas inversos modelados pela equagao integral acima, seguem dois
exemplos.

Exemplo 1: (Problema de Diferenciagao)

O calculo da integral definida de uma func¢do (numérica ou analitica-
mente) ¢ um problema simples de resolver. Considerando este problema
como problema direto, o problema inverso é calcular a derivada. Matemati-
camente, dado f : [0,1] — IR, o problema direto é calcular

olt) = / f(s)ds, teo,1],
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enquanto no problema inverso, dada uma fungao ¢ : [0,1] — TR diferen-
ciavel, o objetivo é determinar f = ¢’ a partir da equagdo integral acima.
Em situagoes reais a fun¢ao dados g é conhecida aproximadamente (por
exemplo em forma de tabela) e ndo ha como garantir que a funcdo gs seja
continuamente diferenciavel, ou seja, nao ha como garantir que o problema
inverso tenha solucao. Uma conclusao analoga é obtida quando procura-se
a derivada n-ésima de f: neste caso f = g(" & solucao da equacao integral

(- )
/ ((n_)l)!f(S)ds — 4(0).

Exemplo 2: (Equagao do Calor para tempo anterior)
A distribuigdo de temperatura U numa barra estendida ao longo do
intervalo [0, 7] satisfazendo

Ut:U887 OSSS']B
U@,t)=U(m,t)=0, t>0
U(s,0) = f(s) 0<s<m

pode ser obtida pelo método de separagao de variaveis. De fato, para t > 0
temos

1 T
U(s,t) = o Z exp " tay, sin(ns), a, = /0 f(r) sin(nr)dr.
n=1

Se U é conhecida no tempo ¢t = T', digamos U(s,T) = ¢(s), o problema
¢ determinar a distribuicdo da temperatura inicial U(s,0) = f(s). Para tal,
evidentemente devemos resolver a equagao integral

/OTr K(s,r)f(r)dr =g(s), 0<s<m,

onde

1 oo
K(s,r) = o Z exp ™ Ta, sin(ns) sin(nr).
n=1

Como o nucleo K (s,r) ndo é degenerado, o problema inverso é mal posto.

1.4 Entendendo as dificuldades

O efeito da falta de continuidade do operador A~! (quando ele existe)
na resolucao de problemas inversos é entendido melhor quando o oper-
ador A é compacto. Considere, por exemplo, o operador compacto linear
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A L*(Q) — L%(Q) definido por
Af = / K(-,t)f(t)dt, (1.4.5)
Q

onde L2(2) ¢ o espaco de Hilbert de fungoes de quadrado integravel num
dominio (2. Neste caso, existem sistemas ortogonais {uf}, {v§}, em F e G
respectivamente, e {o%} com 0§ > 0, j = 0,1,2,..., tais que {uf} ¢ uma
base para Im(A) = N(K*)* e {v} ¢ uma base para Im(A*) = N(K)*;
satisfazendo-se que

lim of = 0, (1.4.6)
J—00
Af = D o <uf, f>uf VfeF. (1.4.7)
j=1

Os resultados acima sao consequéncias imediatas do teorema espectral apli-
cado ao operador A*A [24]. Os ntimeros o sao chamados valores singulares
de A e o conjunto {0, u$,v§} ¢ um sistema singular para A.

Notando que toda fungao g € Im(A) pode ser escrita numa série conver-

gente

oo
g=>_ <u,g>us, (1.4.8)
j=1

baseado em (1.4.7) prova-se o seguinte teorema que fornece uma condigao
necessaria e suficiente para a existéncia de solu¢ao da equagao (1.1.1) (no
contexto de operadores compactos).

Teorema 1.1 (Condigao de Picard). Uma func¢ao g dada por (1.4.8) per-
tence a Im(A) se, e somente se,

2
> [ <ub g >
z(ﬁ) . (149)
o

j=1 J

As condigoes do teorema exigem uma certa regularidade da funcgao g
para (1.1.1) ter solugdo. Em particular, o teorema exige que a sequéncia de
produtos internos {< u?, g >} decresga suficientemente réapido para conter
o crecimento dos fatores 1/ 0§, que crescem sem controle devido ao compor-
tamento dos valores singulares. Consequentemente, se g € Im(K) e existe

A~ entdo
o < uf, 9> |
f=ATlg=>" #v;. (1.4.10)
j=1 J
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A expressao acima para a solugdo mostra que pequenas mudancas em g
podem produzir grandes variagoes na solugao, ja que 1 /o}? — oo quando
j cresce. O assunto serd revisto mais adiante no contexto de problemas
discretos mal-postos.

Se g ¢ Im(A), ainda podemos aproximar a fungdo g pela fungéo g
obtida pelo truncamento da expansao (1.4.8) em k termos

k
g =Y <uf,g>ul. (1.4.11)
j=1

Obviamente a funcao g satisfaz a condicao de Picard paratodo k = 1,2,...,

e temos
k

_ <uj,g>

Alge = L (1.4.12)
j=1 i

Disso segue que se k — oo entao g — Qg, onde Q é o operador projecao

ortogonal sobre Im(.A), mas

A gell = 00,k — oo (1.4.13)

Devido as consideragoes acima é que equagoes integrais de primeira espécie
sao dificeis de se resolver. Mais detalhes podem ser encontrados em [25, 28|
e livros de anélise funcional.

1.5 Meétodo de regularizagao

A teoria que trata dos métodos de resolucdo de problemas mal-postos é
conhecida como teoria de requlariza¢ao, enquanto os métodos sao chamados
métodos de reqularizacao. Intuitivamente, a teoria de regularizacao é a
teoria das “aproximacgoOes continuas” para a inversa descontinua. Portanto,
a analise e solugao de um problema mal-posto é feita via solugao de um
problema associado que é bem-posto.

A idéia padrao de muitos métodos de regularizacdo é construir uma
familia de operadores Ry : G — F limitados chamados operadores regu-
larizantes que dependem de um pardmetro A > 0 chamado pardmetro de
reqularizagdo, que aproxime pontualemente o operador A~! (caso ele ex-
ista) ou operador pseudo-inversa Af, ou seja

lim Rx(g) = A7 (9)-

Maiores detalhes sobre teoria de regularizacao podem ser encontradas em
[2, 20, 25].
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De modo geral, estudam-se métodos de regularizagao considerando: a)
Problemas mal-postos como consequéncia de nao existéncia ou ambiguidade
na solugao e, b) Problemas mal-postos como consequéncia de instabilidade.
Dentre essas possibilidades, a segunda é a mais delicada. Nesse caso, 0s
métodos de regularizacao visam a restauragao da continuidade do operador
inverso girando em torno das seguintes idéias:

e Restricdo das solugoes admississiveis por informagao a priori. Por
exemplo, por imposicao de limitantes na solucao.

e Construcgao de solugoes estaveis por métodos variacionais.

e Analise de um problema via associa¢ao com um problema bem-posto [44].

Na pratica, a manutencao da estabilidade exige informacao a priori.
Informacao a priori geralmente é organizada em subconjuntos do espacgo de
solugoes através de exigéncais tais como

- Requerimentos de monotonicidade : f/(t) > 0, f'(¢) <0,

- Requerimentos de monotonicidade e/ou convexidade : f”(t) > 0,

- Requerimentos de regularidade: f: |f/(t)|dt < M, M >0.

Encerramos o capitulo apresentando dois métodos variacionais usados
muito frequentemente na resolucao de problemas mal-postos

1.5.1 Meétodo de quase solucgoes

Se S denota um suconjunto de possiveis solugoes, entao um procedimento
para construir solugoes aproximadas estaveis para problemas mal-postos,
considera a resolucao do problema reformulado:

P : Determinar f € S C F tal que |lgs — Af|| < 6.

Dizemos que fs5 é quase solugdo para (1.1.1), com gs em lugar de g, se

| Afs — gsll = inf{[|Af — gsl, f €S}

Se A é limitado e S é compacto e convexo, sabe-se que existe uma tnica
quase solucao fs que depende continuamente de gs, e se g pertence ao
espago imagem de A, a quase solugdo associada coincide com a soluc¢ao
classica [47, teor. 2.9 pag. 27]. Observar que o conceito de quase solugao
estd intimamente relacionado com a nocao de de solugoes de quadrados
minimos.

1.5.2 Meétodo de regularizagao de Tikhonov

Talvez o método devido a A. Tikhonov [58] seja um dos mais populares
métodos de regularizacao utilizados na resolugao de intimeros problemas
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nos mais diversos ramos das ciéncias aplicadas. De forma breve, o método
consiste em tomar como solugoes aproximadas para (1.1.1), as fungoes fy
que minimizam o funcional

In(frg5) = [Af — g5 + N2X(f), A>0

para um valor adequado de A chamado parametro de regularizagao, onde
Y(f) é um funcional continuo chamado funcional estabilizador, satisfazendo
condicoes apropriadas.

A forma mais comum do funcional estabilizado ¢ Y(f) = ||Lf||* onde
L & algum operador definido num subconjunto denso de F. Neste caso o
minimizador do funcional .J, é dado com

= (A" A+ N2L L) A% gs,
e o operador regularizante é
Ry = (A" A+ N2L*L) T A"

Na formulacao original, A. Tikhonov propos

b
T(f) = / [0()£()? + w(s) f/(s)?]ds

com v, w fungoes de peso positivas e F um espago de Sobolev. Detalhes
a respeito da teoria da regularizacao de Tikhonov fogem ao escopo destas
notas, mais informagoes podem ser encontradas em [25].

1.6 Exercicios

1. Mostre que para cada ntmero real ¢, f(t) = ct? é uma solucdo da
equagao

/ (35— 48) F(t)dt = 0.

2. Seja K(s,t) definido por

n

K(s.t) = 3 8;(s)T(0).

j=1

Mostre que a equagao integral de primeira espécie (1.3.4) nao tem
solugao se a funcgao g nao pertence ao espago gerado pelas funcoes S;.
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3. Considere o operador linear A : Ly[0, 1] — L5]0, 1], definido por

.Af(t):/o f(s)ds, tel0,1].

Prove que || A]| = 1 e que o operador é compacto. Sug.: use o Teorema
de Arzela-Ascoli.

4. Seja gs uma aproximagao para g € C[0,1] tal que |g(t) — g5(t)| < e,
vVt € [0,1]. Se 7 = h € (0,1), a derivada ¢'(7) pode ser approximada
por

dgonlr) = LTI 90 h)

Se |¢'(t)] < M Vvt € [0,1], prove que |g'(T) — dgen(T)] < hM + §, e
que se h é escolhido adequadamente, a melhor limitante satisfaz

g/ (7) — dgen ()] < 2M'/2eV/2,

5. Seja @ > 0 e n um inteiro positivo. Mostre que f(s) = ae” sin(ns),
s € IR, é uma solugao da equacgao integral

) N
/_oc Tri—s2® =g(t), teR.

Sug.: use o teorema de residuos.
6. Seja A : F — G um operador linear limitado. Defina a curva parametrizada
L {(u(N),0(N) = (A = g5l 1A, A > 0},

onde f) é uma solucgao regularizada construida pelo método de Tikhonov
com L =1.

i) Determine u/(A), u”(X), v'(A) e v/(\). Conclua que u é uma
fungao crescente e que v é decrescente.

ii) Defina w(s) = u(1/s), s> 0. Demonstre que w é estritamente
convexa.

iii) Determine a curvatura da curva L.

7. Seja A um operador linear compacto. Prove que para todo A > 0,
(A*A+ M) PA = A (AA* + N1

Use este resultado para provar que a solugao regularizada fy € N (A)*.



Capitulo 2

Problemas discretos

mal-postos e Regularizacao
de Tikhonov

O objetivo deste capitulo é apresentar a versao discreta de problemas in-
versos envolvendo equagoes integrais, enfatizando dificuldades e mostrando
como usar o método de Tikhonov no contexto do problema discretizado.

2.1 Problemas discretos mal-postos e a SVD

O problema de resolver uma equacgao integral de primeira espécie

b
/ K(s,)f(®)dt = g(s) (c<s<d) (2.1.1)

exige o uso de algum método de discretizagao. Usando alguma regra de
quadratura, por exemplo, obtemos

b n B
/ K(s, 0 F(0)dt = 3 wiK(s,15) F(t5) = g(s), (2.1.2)
a j=1

onde ti,...,t, sdo as abscisas da regra de quadratura escolhida, e w; os
pesos correspondentes. Note que f(t;) estd sendo substituido por f(tj)
porque em geral a regra de quadratura nao calcula a integral exatamente.
A seguir, usando o método de colocagao, isto é, exigindo que a soma iguale
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o lado direito em (2.1.2) numa série de pontos sy, ..., S, obtemos

D wiK(si,t) f(t;) = g(s:), i=1,...,m.

wiK(s1,t1)  weK(s1,t2) - waK(s1,tn) f(tl) g(t1)
le(SQ,tl) ng(SQ,tQ) wnK(Sg,tn) f(21) B 9(21)
DK (Smrt1) 02K (5mrt) o K (smtn) )\ Ft) g(tm)

que matricialmente pode ser escrito simplesmente como
Axr = b,

onde A € R™*™ com a;; = w; K (s;,t;), © € R" com z; = f(t;) e b € R™
com b; = g(s;).

Como m pode diferir de n, é mais razoavel estimar os valores f(t;)
através da resolugao do problema de minimizagao

T =argmingpa||b — Az2 (2.1.3)

onde a norma usada é a norma euclideana.

A grande dificuldade encontrada agora é que, pelo fato da matriz se origi-
nar da discretizagao de um problema mal-posto, o problema de minimizagao
torna-se muito sensivel a pequenas variagoes no vetor b e sua solugao nao
¢ de utilidade pratica. A ferramenta mais poderosas para anélise e res-
olucao do problema (2.1.3) é a decomposigao em valores singulares (SVD)
da matriz A.

Teorema 2.1 (SVD). Para cada A € R™*", existem matrizes ortogonais
UecR™™ eV cIR™™™ tais que

UTAV = diag(oy,...,0,) € R™™,  p=min{m,n} (2.1.4)
com wvalores singulares o;, 1 = 1,...,p, ordenados de modo nao-crescente
or=2...20, 20.

Neste caso, os valores singulares da matriz A seguem a tendéncia dos
valores singulares 0§ do operador integral (ver (1.4.6)), decaindo para zero
sem que haja um salto notério neste decaimento, e o um ntimero de condigao
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da matriz, k(A) = 7 [33] seja muito grande. Somando isto ao fato do ve-
o

tor b ser da forma b - beXato e com b2 sendo o vetor sem perturbacoes
desejado e desconhecido, e e um vetor de incertezas, a conclusao é que a
solucdo de minimos quadrados, x5, = Afb, em que Af denota a pseudoin-
versa da matriz A, ndo tem nenhuma relagdo com a solugao do problema e
nao tem utilidade pratica por estar completamente dominada pelos erros.
De fato, usando a SVD segue imediatamente que

r Tb
tLs =Y “; Vi (2.1.5)

i=1 ¢

Sendo b = b 4 ¢ temos

L ul'b " (ulpexate " ule
rLs = Z o, Vi = Z (0’1U2> + Z o (% (216)
=1

i=1 i=1

T
e podemos notar que para valores singulares pequenos os coeficientes —

o
sao grandes fazendo com que a segunda parcela da relagao acima seja domi-

nante, tornando assim, a solugao obtida inttil. Hansen [30] definiu esse tipo
de problema como sendo Problema Discreto Mal-Posto.

Se a série for truncada em s < n, com s proximo de r, podemos amenizar
o efeito do erro e no célculo da solugao x, porém, se s for pequeno, deix-
amos de capturar informacoes importantes do problema. Disso segue que
a escolha de s deve estabelecer um balango apropriado entre a quantidade
de informacao do problema que é capturada e a quantidade de erro que é
incluida na solucao.

A escolha do indice s satisfazendo esse requerimento é conhecido como o
método da SVD Truncada ( Truncated SVD), em outras palavras, a TSVD
é um método de regularizacao cuja solugao é escrita da forma

S

T
Il
zo=Y “ly, (2.1.7)

0.
i=1 "

em que s, chamado indice de truncamento, é o parametro de regularizacao
a ser determinado.

Para ilustragao, na figura 2.1 mostramos quatro solugoes para o prob-
lema baart [34], cuja solugdo exata é representada pela linha pontilhada.

Us

. . b
Podemos notar que o simples fato de termos adicionado o termo Vs

5
destruiu completamente a solugao; neste caso o parametro de regulariza-
¢ao apropriado é s = 3 pois, dentre todas as solucoes x4, o erro relativo
||(E3 _ wewato”Q/”mexato”z é 0 menor.
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s=2 s=3
0.4 0.4
0.3
01t
ok
0 10 20 30 40 40
s=4
oL -4
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 2.1: Solugao xs para s = 2,3,4,5 para o problema baart com dimen-
sao n = 32 e erro relativo de 1% nos dados (vetor b).

2.2 Regularizagao de Tikhonov

Para o problema discretizado (2.1.3), a regularizagdo de Tikhonov substitui
o problema

x = argmin||b — Az|3 (2.2.8)
zeR®
por
Ty :arg%lin{||b—Ax||§+A2||L(x—x0)||§} (2.2.9)
zelR™

em que A é o parametro de regularizagao. O desafio é escolher um parametro
A tal que ), aproxime satisfatoriamente a solucao exata °*3°. A matriz L é
geralmente a matriz identidade, i.e., L = I, ou uma aproximacao discreta de
algum operador diferencial definido, por exemplo, pela primeira ou segunda
derivada. O vetor xy é uma aproximagao inicial para a solucao caso esteja
disponivel, caso contrario define-se x¢ = 0.

Talvez o primeiro autor a descrever um esquema equivalente & regular-
izacao de Tikhonov tenha sido James Riley em 1955 [55] que propds resolver
o sistema (A 4+ al)x = b em que « é uma constante positiva pequena. Ri-
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ley também sugeriu um esquema de iteragao que hoje é conhecido como a
regularizacao de Tikhonov iterada.

Em 1962, Phillips escreveu um artigo [50] voltado para problemas um
pouco mais gerais. Nesse artigo a matriz A é uma matriz quadrada obtida
da equagao integral de Fredholm de primeira espécie por meio de uma regra
de quadratura e L uma matriz tridiagonal; a utilizacao desta matriz L sera
explicada mais adiante.

Golub foi o primeiro autor a propdr, em 1965, uma maneira apropriada
de resolver o problema (2.2.9). A ideia é tratar (2.2.9) como um problema
de minimos quadrados

2

. A b
x) —&ii%in < AL )x— < Ao ) . (2.2.10)
cujas equacoes normais sao
(ATA+ NLTL)xy = ATb + N2 LT Lay. (2.2.11)

A idéia chave que permite verificar esta afirmagdo é notar que resolver o
problema (2.1.3) é equivalente a resolver o sistema das equagdes normais

AT Az = ATb. (2.2.12)

As equagoes em (2.2.11) sao chamadas as equagdes normais regular-
izadas. Se nessa equacao considerarmos L = I entao o problema esti na
forma padrao, caso contrario o problema estd na forma geral. Ambos os
problemas sao equivalentes no sentido de que é possivel transformar um
problema no outro, como veremos a seguir. Alguns problemas podem apre-
sentar solu¢oes mais tteis usando a forma padrao, outros usando a forma
geral.

A solugao para a equagao (2.2.11) pode ser escrita, para xg = 0 (o que
mais ocorre), como

xy = (ATA+ XN2LTL) 1 ATD. (2.2.13)

Para a unicidade exigimos que N (A) N N(L) = 0.

O ponto importante aqui é que todo problema na forma geral sempre
pode ser transformado em outro equivalente na forma padrao. A idéia
elementar é transformar o problema

T\ = arg{lr{lin{ﬂb — Az||3 + N ||L(xz — x0)|3} (2.2.14)
z€IR™

em
Iy= argrﬂalin{llg — Az|3 + N[z - z0)II3}- (2.2.15)
iz
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No caso mais simples em que L é uma matriz quadrada e nao-singular,
a transformacao é dada por A = AL~!, b =b, Ty = Lz, e a transformacéo
reversa se torna r) = Lils_m.

Porém, em aplicacoes, o mais comum ¢é a matriz L nao quadrada. Neste
caso usamos a inversa generalizada (com peso-A) de L

Ll = (1~ (A(L - L) ) L. (2.2.16)

Para detalhes a respeito desta inversa generalizada, ver Eldén [18].

Com a utilizagdo de uma matriz L # I faz-se necessaria a introdugao da
Decomposigao em Valores Singulares Generalizados (GSVD) [33]. A gener-
alizacao que trabalhamos aqui estd intimamente ligada com um problema
de autovalor generalizado [33], o que quer dizer que, sob certas condigoes
os valores singulares generalizados estao relacionados com os autovalores
generalizados de um par matricial (A4, L).

Teorema 2.2. (GSVD) Seja o par matricial (A, L) em que
AeR™™  LeRP*™ ,m>=n>p, posto(L) = p.

Entao existem matrizes U € R™*", V € RP*? com UTU = I,,, VIV =1,
e uma matriz nao-singular X € R™*™ tais que

e Ta R  n ]
= = 0 —
0 v L M M, 0 »

com ¥, = diag(o1,...,0p) e M, = diag(u1, ..., p). Os coeficientes o; e p;
satisfazem

0o <...<0p, <1 e 12m=>...2u =20

além disso, EZ + Mp2 = I,. Por fim, os valores singulares generalizados do
par matricial (A, L) sao definidos como
g5

i

Yi =

Com isto podemos perceber que a ordenacao dos valores singulares gen-
eralizados de um par matricial (A, L) é oposta a dos valores singulares de
uma matriz A. Na figura 2.2 mostramos os valores singulares da matriz A
para o problema shaw [34] e os valores singulares generalizados do par ma-
tricial (A, L) sendo L uma discretizagao para a segunda derivada. Podemos
perceber uma certa simetria dos valores.
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Valores singulares Valores singulares generalizados
Oo
10° [, 10° o«
Ses) o
Oo e
@) @)
107 % 10° &£
(0] )
o @)
o o
-10 o) -10
10 10 o
o ¢)
@)
®) O
1 v 1 OO
10 QDQIIbeO " &
o)
0 10 20 30 0 10 20 30

Figura 2.2: Os 32 valores singulares o; da matriz A e os 30 valores singulares
generalizados 7; do par matricial (A, L) para o problema shaw com L sendo
uma aproximacao para o operador segunda derivada.

Uma outra caracteristica que a SVD e a GSVD tém em comum é o
comportamento oscilatorio dos vetores singulares & medida que os valores
singulares (generalizados) se aproximam de zero. Conforme mostrado na
figura 2.3 (problema teste shaw, dimensao n = 32 e L uma discretizagao para
o operador segunda derivada) podemos constatar que os vetores singulares
tendem a ampliar sua frequéncia quando os valores singulares diminuem,
isto é, quando os valores singulares se aproximam de zero temos que 0s
vetores singulares tendem a cruzar mais vezes o eixo das abscissas.

0.5 0.5 05 0.5 05
0 ol /\ NAWA ol AAA L ol AAAN
| N\ VV / b / VVV
-0.5 ~0.5 -0.5 ~0.5 -0.5
0 20 0 20 0 20 0 20 0 20
05 0.5 0.5 05 05
0 ok N/ ol ANAAL o A ol AN
\/ JAVAY, NS / VATAY,
-0.5 -0.5 -0.5 ~0.5 -0.5
0 20 0 20 0 20 0 20 0 20

Figura 2.3: Vetores singulares u;, i=1,3,5,7,9 (acima) e vetores singulares
generalizados u;, 1=32,30,28,26,24 (abaixo).
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Assim como a SVD pode ser utilizada como um método de regularizacao
(TSVD), a GSVD também pode, ou seja, a solugdo para

(ATA+ NLTL)xy = ATh (2.2.17)
pode ser escrita como
r 2 T
Y uib
T\ = —; 2.2.18
; AN ( )

e truncando o somatério em s < r temos um método de regularizacao,
TGSVD. Mais detalhes podem ser encontrados em [29].

Agora que vimos um pouco sobre a GSVD podemos voltar para a trans-
formacao da forma geral para a forma padrao. No caso em que p > n entao
LTA = LT entretanto, em geral LTA é diferente da pseudoinversa da matriz L,
LT, quando p < n. Além disso precisamos da componente z ~ (L) da solugao
regularizada em N (L), dada por

o = (A (L, — L) b, (2.2.19)

Dada a GSVD do par matricial (A, L), a matriz LTA e o vetor zr(z) podem
Ser expressos por

n

-1
Ll :X< MO )VT, Ty = Y uf b (2.2.20)

i=p+1
entao a matriz 14_1, e os vetores b e To tém a forma
A=ALl, b=b— Azp), To= Lao (2.2.21)
enquanto que a transformacao da solugao é dada por
zy = LhZ\ 4+ 2p (1) (2.2.22)

Uma das vantagens da transformagao para a forma padrao é que existe
uma relagio entre a GSVD do par matricial (A, L) e a SVD da matriz A. Se
a matriz U, consiste das primeiras p colunas de U, isto ¢, U, = (u1,...,up),
entao a expressao

—1y,T
ALY, = U,ZM ™'V (2.2.23)
mostra que os valores singulares generalizados ~; sao os valores singulares
da matrix ALL, exceto pela ordem reversa. Mais ainda, os vetores u; e v;,

i=1,...,p, sao os vetores singulares a esquerda e a direita da matriz ALJL17
respectivamente.
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Outra vantagem da transformagao para a forma padrao ¢ que a simples
relagdo Lz = T (devido a LL:r4 =1Ipe Layy =0)e Ar — b= Az — b leva
imediatamente as equagoes

ILz[l2 = [[Zll2,  [[Az = b]l2 = || AZ — b|2. (2.2.24)

Para problemas de grande porte a transformagao para a forma padrao pode
ser inviavel do ponto de vista computacional uma vez que precisa da GSVD
do par matricial (A, L). Como contornar esta dificuldade é assunto de
pesquisas atuais.

Vamos considerar que estamos resolvendo um problema na forma padrao
e que nao temos nenhuma aproximagao inicial para a solugao, isto é, com L
sendo a matriz identidade e o vetor o = 0. Entao substituindo na equagao

(2.2.11) temos

(ATA+ N1z, = ATb (2.2.25)
e usando a SVD da matriz A segue que
~ulb
Ty = ;fi ;i v; , 1 = posto(A) (2.2.26)
em que
B 01_2 N 12 , 0> A
fi = T % e (2.2.27)

sao chamados fatores de filtros para a regularizagao de Tikhonov. O residuo
associado pode ser escrito como

T
ra=b—Azy=> (1— fulbu; +b, (2.2.28)
i=1
kA
em que o vetor b, = b — Z(u?b)uZ é a componente do vetor b que nao
i=1
pertece ao espaco coluna d; matriz A.

Os fatores de filtro “filtram” as componentes do erro da solu¢do. Assim
como na TSVD, se muita regularizagao for imposta (A muito grande) tere-
mos uma solu¢ao que pode nao ter incorporado boa parte das informagoes
do problema, porém se pouca regularizagio for imposta (A muito pequeno)
pouco ruido pode ser filtrado e permaneceremos com uma solugao ainda
inuatil.

Em termos matriciais sabemos que a solucao das equagoes normais pode
ser escrita como

zrs = Alb = VSTUTh. (2.2.29)
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Com a inclusao dos fatores de filtro a solugao pode ser escrita como
zy = A%b = VFSTUTD (2.2.30)

em que a matriz A% é a pseudoinversa para o sistema (AT A+ \21)zy = ATb
e F' é a matriz dos fatores de filtro. Neste caso os coeficientes de Fourier
sao fiulb.

Para o caso da TSVD, os fatores de filtros sao mais simples, f; = 1 para
i=1,...,se f=0parai=s+1,...,7

2.3 Condigao Discreta de Picard

No inicio deste capitulo comentamos que a matriz A do problema (2.1.3)
pode ter os valores singulares indo para zero sem que haja um salto. Na
Figura 2.2 vimos que os primeiros 20 valores singulares tem um decaimento
quase que constante e que os tltimos 12 sdo de ordem menor do que 10715,
ou seja, estes ultimos atingiram a precisao da maquina.

A taxa de decaimento dos valores singulares da matriz A ou do par
matricial (A, L) tem um papel importante na anélise de problemas discretos.

Seja K(z,y) E oy ) a expansao em valores singulares do nt-

cleo do operador compacto A e seja g(s Z Biu;(s) uma fungdo. Sabemos

que para a equagao integral Af = g ter uma solugao de minimos quadrados
de quadrado integravel é necessario e suficiente que g satisfaca a condigao
de Picard:

i <<“§;g>>2 < 0 (2.3.31)

i=1 4

em que (-,-) denota o produto interno usual no espago L?(a,b).

A equagao (2.3.31) implica que em certo ponto do somatorio os coefi-
cientes de Fourier (u§,g) decaem mais rapido que os valores singulares o¥.

Para o caso finito a equagao (2.3.31) é sempre satisfeita, no entanto, a
razao entre o decaimento dos valores singulares da matriz A e o decaimento
dos coeficientes de Fourier de b, ul'b, ainda representam um papel impor-
tante no sucesso da regularizacao de Tikhonov pois isso determina quao boa
a solucao regularizada x) pode ser.

O resultado central é que se os coeficientes de Fourier |ulb| decaem
mais rapido para zero do que os valores singulares (generalizados) entao
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as solugoes regularizadas x) e =g tém aproximadamente as mesmas pro-
priedades da solucdo exata z®*at°,

Existem duas importantes excegoes para esse requerimento para os coe-
ficientes de Fourier. A primeira excecdo é que o menor valor singular gener-
alizado do par matricial (A4, L) pode ser numericamente zero, isto ¢, menor
do que alguma toleréncia ¢ refletindo os erros na matriz A. Nesse caso é nat-
ural considerar valores singulares generalizados 7; menores do que €|/ L|2
como sendo numericamente nulos devido a relagio v; = (1 —o02)~1/2 = g,
para o; pequeno. A segunda excegdo é que alguns coeficientes |u’b| podem
ser numericamente nulos com respeito a alguma tolerancia ¢ refletindo os
erros em b. Isso nos leva a definir a condic¢ao discreta de Picard.

A Condigao Discreta de Picard (CDP): Seja b*%t° o vetor de dados nio per-
turbado. Entdo b satisfaz a Condicao Discreta de Picard se, para todo
valor singular generalizado numericamente ndo nulo v; > ¢||LT||2 os coefi-
cientes de Fourier correspondentes decaem em média para zero mais rapido
do que ;. Intuitivamente falando, isto significa que para a maior parte dos
indices i, os coeficientes de Fourier satisfazem a desigualdade |ulb| < ~;,
veja a Figura 2.4. Maiores informagoes podem ser encontradas em [30].

Quando resolvemos problemas do mundo real, em que o vetor b e as
vezes a matriz A sdo dominados por erros, raramente a condigao discreta
de Picard é satisfeita. No entanto, se a solugao exata do problema satisfaz
a condigao discreta de Picard entao é possivel encontrar um A e um s de
modo que o problema regularizado satisfaga a condigao discreta de Picard.

Um exemplo dessa situagao é a equagao integral de Fredholm de primeira
espécie (que satisfaz a condi¢ao de Picard). Devido a forte conexao entre
a expansao em valores singulares do nucleo K e a SVD da matriz A, a
condigao discreta de Picard também é satisfeita. Porém, devido aos erros
nos dados, todos, ou alguns, os coeficientes u! b geralmente nao satisfazem
a condigao discreta de Picard.

Na figura 2.4 temos uma equagao de Fredholm [50] (problema phillips)
discretizada com 32 pontos e usamos dois vetores b, um sem perturbagoes
e um com 5% de erro relativo. Podemos perceber que a condi¢ao discreta
de Picard é satisfeita quando consideramos os coeficientes de Fourier para o
vetor b livre de erros (grafico da direita), notemos os coeficientes de Fourier
(x) abaixo dos valores singulares (-). Contudo, usando o vetor b contendo
erros (grafico da esquerda) os coeficientes de Fourier (x), a partir de : = 9
estao, de modo geral, por cima dos valores singulares (-) fazendo com que a
razao |ul'b|/o; seja grande & medida que i cresce.

No entanto, com uma escolha apropriada do parametro de regularizagao
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b com erro b sem erro
5
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3 107 1
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107 . ; ;
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Figura 2.4: Valores singulares da matriz A do problema phillips, coeficientes
de Fourier e a razao entre eles. Lado esquerdo: vetor b contendo erro relativo

de 5%; Lado direito: b livre de erros.

de Tikhonov é possivel garantir que os coeficientes de Fourier para o prob-
lema regularizado, fiul'b, satisfacam a condigao discreta de Picard como
mostrado na figura 2.5. A escolha deste pardmetro sera discutida posteri-

ormente.

b com erro

10 : : :
0 10 20 30 40

Figura 2.5: Valores singulares para a matriz A do problema phillips, co-
eficientes de Fourier e a razao entre eles considerando a utilizagao de um

parametro de regularizagao A apropriado.
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Por outro lado, se o problema exato nao satisfaz a condigao discreta de
Picard (ou mesmo a condigao de Picard), entao geralmente nao é possivel
calcular uma solugao boa por Tikhonov ou qualquer outro método rela-
cionado. Um exemplo disto é o problema teste ursell [34], este problema
nao tem solugao de quadrado integravel, logo nao satisfaz a CDP como
mostrado na figura 2.6, portanto nao é possivel calcular uma boa solugao.

s b com erro 0 b sem erro
10 T 10 -
O. O.
I J
@ T, T,
10 derﬁﬁmm [u, bl o u, b]
107 ¢ o T 1 5 o iR g T
@) 4
o o luToys, 10 O Y [Tbl/s
le) i i o (@] i i
10° o S
o 10° |9
)
10° 5
><><><><><><><><><X><><><><><><><>< xx X><>< XX><>< 10—5 L »
10—5 L XX X
X % X XXXXXX Mo X X
XX XXX X><><
-10
_ 1 b
107"} 0
107° : : ‘ 107° : ‘ :
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

i i
Figura 2.6: Valores singulares para a matriz A do problema wursell, coefi-
cientes de Fourier e a razao entre eles considerando o vetor b sem erros e
com erro relativo de 5%.

2.4 Exercicios

1. Uma outra forma de construir aproximagoes para a solugdo regular-
izada

fr = argmin{[Af — gs[|* + || £]*}
¢ minimizando o funcional de Tikhonov num subespaco de F de di-
mensao finita. Seja V,, um subespago de F gerado pelos n vetores

lineramente independentes {vy,...,v,}. Prove que fén) € V,, mini-
miza Jy(f,gs) sobre V,, se e somente se

() _ N
£ =" ajv;,
=1

onde os coeficientes a; satisfazem o sistema de equacoes lineares

(A+NB)a =7,
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com
g =[<Avi,g5 >g,..., < Avn, g5 >¢]”,

a;; =< Avi, Av; >g, 4,5 =1,...,n,

bij =<wvi,v; >F, ,5=1,...,n.

. Seja A : Ls[0,1] — L0, 1] tal que

(Af)(s) = / by

Mostre que a aproximacao fy para a solucao da equacao Af = g,
construida pelo método de Tikhonov, onde g é diferenciavel e g(0) = 0,
é uma solugao do problema de valor de fronteira

{ z? A1) = [) = —g'(t)

A1) = £0) =o.

. Seja A = UXVT a SVD da matriz A m x n, m > n, e b um vetor

m x 1. Defina
ko
xkzz‘]ivj’k:]‘?"'nﬁ S Tk’:biAzk"'

Mostre que enquanto ||zy||2 cresce com k, ||7x|l2 decresce. O que
podemos afirmar do problema min,cr~ || — Az||2 se 1, = 0 para
algum k7 Qual o significado do xj nesse caso?

. Seja A € R™*"™ de posto r < n < m. Defina

B(\) = (ATA+AD)tAT, A>o0.

Demonstre que B(\) — A" quando A — 0. Sug.: use a SVD de A e
demonstre que |B()\) — Af|ls — 0 quando A — 0.

. Demonstre que as equagoes normais generalizadas:

(ATA+ NLTL)x = AT

tem uma tinica solugao se e somente se N'(A)NA (L) = 0. Use a GSVD
para verificar que z) pode ser escrito por meio da formula (2.2.18).



Capitulo 3

Métodos de Regularizacao
Diretos e Iterativos

Veremos neste capitulo algumas das técnicas existentes na literatura para a
determinagao do parametro de regularizagao de Tikhonov bem como alguns
métodos iterativos de regularizagao.

3.1 Introducao

A resolugdo numérica de problemas discretos mal-postos do tipo (2.1.3)
tem sido motivo de extensas pesquisas ao longo das ultimas décadas, pois
a solugao usual de minimos quadrados nao é de utilidade pratica por estar
contaminada por ruidos. Para contornar tal dificuldade o método de reg-
ularizagao de Tikhonov é frequentemente utilizado. A forma mais simples
da regularizagdo de Tikhonov [58] substitui o problema usual de minimos
quadrados por

xy = argmin{||b — Az[]3 + \?||z||3} (3.1.1)

rzclR?

em que o pardmetro de regularizacao A > 0 deve ser convenientemente escol-
hido. Na literatura existem diversos métodos para encontrar tal parametro.
Dentre estes podemos citar a curva-L de Hansen [31, 32|, a Validagio
Cruzada-Generalizada (GCV) de Golub, Heath e Wahba [22], o principio
da discrepancia dado por Morozov [48] e recentemente um algoritmo de
ponto-fixo dado por Bazan [3]. Outros métodos podem ser encontrados em
[15, 29, 41, 42].

O critério da curva-L e a GCV sao métodos que tém sido utilizados
com sucesso em diversos problemas. Os mesmos sao bastantes conhecidos
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no meio cientifico e vem sugerindo novas propostas como a W-GCV por
Chung, Nagy e O’Leary [15] e a utilizac¢ao de ribbons [10, 12, 13] para uma
aproximagao da curva-L.

Cada um destes métodos apresenta propriedades e caracteristicas proprias,
além, é claro, de dificuldades. A dificuldade do critério da curva-L esta no
caso da curva-L apresentar mais de um “canto”, outras limitacoes podem ser
encontradas em Hanke [27] e Vogel [59]. Com a GCV pode ocorrer que a
fungdo GCV tenha seu minimizador numa regidao muito plana e neste caso
a determinagao do pardmetro A pode ser uma tarefa dificil para qualquer
método de minimizagao. O principio da discrepancia é um método que ne-
cessita de uma estimativa para a norma do erro que esté contido nos dados
b, o que muitas vezes nao esta disponivel.

A regularizagao de Tikhonov pertence a classe dos método de penalidade.
Existem outras duas classes de métodos para regularizar um problema dis-
creto mal-posto, a saber: os métodos de projecao e os métodos hibridos
(combinagoes entre um método de penalidade com um de proje¢ao). Den-
tre os métodos de projecdo podemos citar a TSVD [33], a TGSVD [29],
GMRES [11] e o LSQR de Paige e Saunders [51, 52|, este ultimo é ana-
liticamente idéntico ao Gradiente Conjugados [33]. Tais métodos podem
ser considerados métodos iterativos, pois vao, iteragao por iteragao, con-
struindo a solucao através de uma sequéncia de solugoes xy, k = 1,2,...,
e sao usualmente utilizados em problemas cuja dimensao inviabiliza o cél-
culo da SVD devido ao alto custo computacional. Outra caracteristica é
que logo nas primeiras iteragoes boa parte das informacoes relevantes do
problema é capturadas, porém, se as iteracoes persistirem, as novas com-
ponentes passam a conter mais contribui¢oes do erro nos dados, os quais
podem desestabilizar a solugao tornando-a inutil.

As dificuldades em se determinar bons critérios de parada para os méto-
dos de projecao podem ser parcialmente contornadas combinando algum
método de regularizacao de penalidade (Tikhonov, por exemplo) em cada
iteragao, neste caso como a dimensao do sistema projetado é consideravel-
mente menor do que a dimensao do sistema original, o calculo da SVD pode
ser realizado. Desta maneira as iteracoes tendem a estabilizar as solugoes
iteradas a medida que em cada iteragao seja fornecido parametros quase oti-
mos de regularizac¢ao, como por exemplo o algoritmo LSQR-Tik [38, 39, 40]
que utiliza a curva-L para determinar o parametro de regularizacao em cada
iteragdo do método de projegao LSQR [51, 52]. Outras propostas podem
ser encontradas em [8, 12, 15].
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3.2 Meétodos para determinacao do parametro
de regularizacao de Tikhonov

3.2.1 GCV e W-GCV

A Validagao Cruzada Generalizada, do inglés Generalized Cross-Validation
(GCV), desenvolvida por Golub, Heath e Wahba [22], € um método muito
popular para a escolha do parametro de regularizacao baseada em consid-
eragoes estatisticas. A GCV sugere que um bom valor para o parametro
de regularizagao deve prever dados no vetor b que estejam faltando ou que
foram retirados. Mais precisamente, se um elemento (uma equagao do sis-
tema de equacbes Az = b) arbitrario b; do vetor b for removido, entéo a
solugao regularizada correspondente deve prever bem essa falta. Baseado
nesse principio, o parametro de regularizacao é o valor A que minimiza a
funcao GCV

IRYAIR
Gap(N) = nlt — 443l (3.2.2)

(tr([ - AA*;))2

em que Al = (AT A + N21)~1 AT representa a pseudoinversa da matriz A
do sistema Azy = b em que A = (ATA + X2I) e b = ATbh, e a solucio
regularizada, x), pode ser escrita como x) = Ai\b.

Substituindo a SVD da matriz A na fungao GCV temos

n (Zn: (m)2+ zﬂ: (uin)2>

im1 i=nt1
<(m—n)+§ag+)\2>

o que torna a fungao GCV computacionalmente conveniente para ser avali-
ada e utilizada por algoritmos de minimizagao.

Em outras palavras, se ([b; — [Ax];)? for removido, o método GCV
procura minimizar o erro quando x é o minimizador de

Gap(A) = (3.2.3)

m

Yo (b = [Ax)) + N3 (3.2.4)

i=1,i#j

Seja E; = diag(1,...,1,0,1,...,1) € R™™ em que o elemento 0
aparece na j-ésima posicao. Entao a minimizacao acima é equivalente a

T = arggin{nEj(b—Ax)ng + N?||z]|3} - (3.2.5)
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Em estudos comparativos encontrados na literatura podemos apontar
que uma desvantagem do método GCV para a determinagao do parametro
de regularizacao de Tikhonov é que nem sempre este método funciona, no
sentido de que dependendo de como o erro esta distribuido nos dados, o
pardmetro encontrado pode produzir uma solugao nao satisfatoéria.

Recentemente um novo método apareceu na literatura que é baseado na
GCV chamado de Weighted-GCV ou simplesmente W-GCV.

Em vez de minimizar a funcao GCV, o método W-GCV busca minimizar
a fungao
nll(z — AADb3

Gap(w,A) = (tT(I B wAA;)) 5 -

(3.2.6)

Seja 0 < w < 1 e F; = diag(1,...,1,v/1—-w,1...,1) € R™™ em
que /1 —w aparece na j-ésima posigao, e, assim como no caso da GCV,
procuramos uma solugao para o problema de minimizacao

T = argflgin{HFj(b—Ale% +X%[I3} - (3.2.7)
x

Neste caso a j-ésima observagao é mantida (com peso v1 —w) se 0 < w < 1,
mas desaparece se w = 1. Uma conclusao similar é obtida se w > 1 e
F; = diag(1,...,1,v/w—1,1...,1). Usando a SVD da matriz A podemos
escrever o denominador em (3.2.6) como

n

tr(I — wAAL) = Z

i=1

:Z(l—w)fi—l—zm—k(m—n), (3.2.8)
=1 i=1 ?

(1—w)o? 4+ \?

Ty Tmen

onde os f; sdo os fatores de filtro definidos anteriormente. Entao, se w < 1
estamos adicionando um multiplo da soma dos fatores de filtro ao trago do
termo original, se w > 1 estamos subtraindo um multiplo. O grafico da
funcao GCV também sofre mudangas quando w deixa de assumir o valor
um. O denominador se torna zero para alguns valores maiores do que um, ou
seja, w > 1, nesse caso a fungdo W-GCV tem um polo. No artigo [15] podem
ser encontradas informagoes a respeito de como, de maneira adaptativa, o
coeficiente w pode ser determinado.

Na Figura 3.1 temos o grafico da fungao GCV para o problema teste
heat com dimensao n = 32 e erro relativo nos dados de 4%. Na esquerda
temos o grafico das fungoes GCV e W-GCV com w = 0,8 e na direita o
grafico das fun¢oes GCV e W-GCV com w =1, 2.
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®=0,8 0w=1,2

— GCV —GCV
WGCV WGCV

10 107

10 5
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Figura 3.1: Curvas GCV e W-GCV com w = {0,8 ; 1,2} para o problema
heat com 4% de erros nos dados.

10

Comparando as curvas da Figura 3.1 podemos perceber que o valor do
pardmetro w influencia especialmente o comportamento da curva para val-
ores pequenos de .

3.2.2 Principio da Discrepéancia

O método mais utilizado que baseia-se na estimativa da norma do erro e é
o principio da discrepancia, atribuido a Morozov [48]. Se o problema mal-
posto & consistente no sentido de que Az¢*° = b vale, entdo a idéia
é simplesmente escolher o pardmetro de regularizacao A tal que a norma
do residuo seja igual a uma cota superior § para |le||2, isto &, devemos
determinar A da equacao nao-linear

b —Azx|l2 =9 , llel|2 < 6. (3.2.9)

Usando a SVD da matriz A na equagao (2.2.28) temos que a norma do
residuo pode ser escrita como

r

Irall3 =37 (1 fi)ulb) + [bL]I3, (3.2.10)

=1

com b introduzido em (2.2.28), e podemos perceber que a norma do resi-
duo é uma funcao crescente e monotona. Entdo, resolver (3.2.9) equivale a
encontrar a interseccao entre a curva da norma do residuo e a reta horizontal
z=9.

O principio da discrepancia é um dos poucos métodos existentes na liter-
atura que tem analise de erro, ao contrario dos critérios da GCV e da curva-L
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(que sera visto mais adiante) que ndao possuem. Além disso, o método da
discrepancia pode ser 6timo no sentido de minimizar ||2®*2° —z, . ||2, em que
Ae denota o pardmetro determinado pelo principio da discrepancia, quando
a norma do erro e é conhecida e o erro e tiver certa estrutura [25].

Da teoria geral de regularizacao de Tikhonov [25] sabemos que uma
limitante superior para o erro na solugao xy, é

[ — @5 ll2 = O(lle]2) (3.2.11)
em que O é utilizado para descrever a cota
122 — 252 < 2] ATz ]le]l2 (3.2.12)

A grande dificuldade deste método é que precisamos de uma estimativa
para a norma do erro e. Caso essa estimativa seja muito grande, pode-
mos encontrar um paradmetro de regularizacao muito grande causando os
inconvenientes ja discutidos. O mesmo acontecendo com uma estimativa
menor o que, neste caso, pode ser mais indesejavel pelo fato dos erros serem
dominantes na construgao da solugao.

5 =0,9"|e]| = 0,06833 §=1,1"||e]| = 0,08352

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
8 = |le|| = 0,07593
0.8
0.6
0.4
0.2

5 10 15 20 25 30

Figura 3.2: Trés solucoes encontradas pelo principio da discrepancia para
diferentes estimativas para a norma do erro e, |le||s.

Na Figura 3.2 temos trés reconstrugoes para a solugao do problema teste
foxgood [34] com dimensdo 32 e erro relativo nos dados de 3%. No tltimo
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grafico da figura 3.2, a reconstrucao foi feita usando o valor correto para
le|l2, no grafico da esquerda e da direita foram utilizados, respectivamente,
0 =0,9|e]l2 € § = 1,1|le|]|]2. No caso em que usamos § = 0,9||e||2 podemos
perceber que a solucao obtida é inutil no sentido de nao se parecer abso-
lutamente em nada com a solugdo correta, contudo, usando 6 = 1, 1]e||> a
solugao obtida se torna mais interessante. Para os dois casos em que nao foi
utilizado § = ||e||2 os erros relativos na solugao sao de 1.852,30% e 7,09%, e
para ¢ = ||e||2 obtemos um erro relativo na solugao de 1,21%.

3.2.3 Curva-L

Usando a SVD da matriz A vimos que a solucao e o residuo para a regular-
izagao de Tikhonov sdo dados pelas equagoes (2.2.26) e (2.2.28). Com essas
expressoes as respectivas normas sao obtidas por

2 T uTb 2

ol =3 (527) (32.13)
i=1 v
r 2

Irall3 =" ((1 = f)ulb)” + oL 3 (3.2.14)
=1

Essas expressoes formam a base para a analise do método da curva-L. A
curva-L ¢ uma curva parametrizada por A € [0, oo[ dada por

L) = {(a,b)/a =log(x(})), b = log(y(}))}. (3.2.15)

O método apareceu em 1992 e foi introduzido por Hansen [31]; ele é muito
popular e tem sido utilizado com sucesso em diversos problemas.
Consideremos primeiro a curva-L correspondente aos dados exatos b¢74t°
e que a condicao discreta de Picard seja satisfeita (essa condigao garante que
existe uma solugao fisicamente util para o problema inverso em questao).
Uma consequéncia imediata é que os coeficientes de Fourier da solugao exata,

T pexato

[vl'z ==, em que z

condigao discreta de Picard.
Vamos assumir que A € [0, 01], 0 que é razoavel & luz de (2.2.27), e que

o namero de fatores de filtro proximos da unidade seja k. Segue de (3.2.13)

que

exato| _ exato __ A’[bexato

, também satisfazem a

k T
”x():\xatong ~ Z(viTxcxato)Q ~ Z(UiTxcxato)Q — chxatoH% (3216)

i=1 i=1

pois estamos usando o fato de que os coeficientes de Fourier |v 2| de-
caem de tal modo que os dltimos r — k termos contribuem muito pouco com
o somatorio. A expressdo (3.2.16) vale enquanto A ndo é muito grande.
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Podemos perceber que quando A — oo (e k — 0) temos x$***° — (. Por

outro lado, quando A — 0 temos x§*?t° — gexato,

O residuo correspondente a x$** satisfaz

b= Ax§els = > (uf peato)? (3.2.17)
i=k+1

mostrando que a norma do residuo é uma fungao crescente de ||by ||z a ||b]|2.
Logo a curva-L correspondente a b****° ¢ uma curva plana em [|x§7%° ||y =2
[|z¢*et]|5 exceto para grandes valores de ||b — Az§***||; em que a curva se
aproxima do eixo das abscissas.

Vamos considerar agora a curva-L correspondente ao erro e e também
assumir que este erro seja branco, isto é, a matriz de covariancia para o
vetor e é um multiplo da matriz identidade. Essa suposicao implica que os
coeficientes u! e sejam independentes de i, o que é razoédvel o erro ser “igual”
em todas as diregoes, entao

lule|=e , i=1,...,m (3.2.18)

o que implica que a condigao discreta de Picard nao é satisfeita Vi.
Seja x§ a solucao para o problema constituindo apenas de erro, entao

=3 () =2 (2) + 5 (%)
A2 ca\o?2+ X)) = \o; 4 A2
i=1 =1 i=k-+1

T

k
DA S (3.2.19)
i=1

i=k+1

O primeiro somatorio ¢ dominado por cr,;2 =~ \~2 enquanto o segundo é
dominado por 02, 2 A2 e entdo obtemos a expressao aproximada
k+1

13
laslle = exs (3.2.20)

em que cy varia lentamente com . Logo vemos que |[z§||2 é uma funcio
crescente e mondtona que varia entre 0 (para A decrescente) até atingir
|ATell2 = ¢||AT||F para A = 0.

A norma do residuo associado satisfaz

Ib— Azl 2> e = (m — k). (3.2.21)
i=k

Portanto, ||b—Ax§||2 = ev/m — k é uma funcdo que varia lentamente com
A de 0 até |le]|2 = ey/m e a curva-L é uma curva vertical em ||b — Azl =
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le|l2 exceto para valores de A muito pequenos em que a curva se aproxima
do eixo das ordenadas.

Finalmente, considerando a curva-L para b = b**° 1 e dependendo do
A, sdo os coeficientes u! b2 ou os coeficientes ul e que dominam. Entao
a curva-L resultante essencialmente consiste de uma parte da curva-L para
beXat° ¢ outra parte para e e em algum lugar existe uma faixa de valores que
corresponde & transicao entre as duas curvas. O desenho de uma curva-L
genérica pode ser conferido na Figura 3.3. A regido da curva indicada com
o termo “Menos filtro” refere-se a valores de A que resultam em fatores de
filtro f; proximos de 1. Neste caso, a contribuigdo do erro nao é filtrada o
suficiente para garantir uma solugao regularizada apropriada. Uma inter-
pretagao analoga vale para a regiao indicada com o termo “Mais filtro”.

A
G

B
o
2
Y
log [[b — Az|3

Figura 3.3: Curva-L genérica.

Baseado nessas consideragoes, Hansen [31] propos escolher o parametro
de regularizagao A localizando a regiao em que se encontra a transi¢ao entre
as duas curvas. Mais precisamente, a proposta do método é escolher o
parimetro A que maximiza a curvatura da curva £(\), a qual é definida por

pn/ln'| =X =X
K= pn CESCEE (3.2.22)

em que p = [|b — Azxll2, n = [[xA]l2, e [| ¢ dada por

T

2Ui
' => m(u?b)Q. (3.2.23)
i=1 2
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O critério curva-L. como método para a determinacao do parametro de
regularizacdo de Tikhonov apresenta duas limita¢oes. A primeira refere-se
a reconstrucao de solucoes exatas muito suaves, isto &, solucoes 3 tal
que os coeficientes da SVD |v] x°*2%| decaem rapido para zero tal que a
solucao x°**° seja dominada pelas primeiras componentes da SVD. Para
situagoes como estas o parametro encontrado pelo critério da curva-L nor-
malmente é consideravelmente menor do que o parametro 6timo, entende-
mos por parametro 6timo como sendo aquele que ||zy — 23|y / ||zt ]|,
seja 0 menor possivel, e, quanto mais suave for a solugao, pior o parametro.
Detalhes a respeito das limitagoes da curva-L sdo apontados em [27, 59, 32].

Uma das questoes com relagao a curva-L é conhecer em que regioes ela é
convexa e em que regioes ela é concava. Hansen [32] e Reginiska [54] deram
os primeiros passos na tentativa de elucidar esta questao, porém, apenas
algumas consideragoes foram desenvolvidas e uma resposta definitiva até
entdo nao existia. Reginiska provou que se [|by |2 = 0 entdo a curva-L é
concava para A €]0,0,[U]o1,00[, e se ||bL||2 # 0 entdo a curva-L ¢ concava
para A > o7 e convexa para A €]0,¢[, em que € 2 0 e a analise da Reginska
nada diz a respeito do comportamento da curva-L no intervalo [o,,,01]. A
pergunta agora é respondida completamente em Bazan e Francisco [4].

Figura 3.4: Curva-L para os problemas foxgood e heat com 2% de erros
relativos nos dados.

Por fim, na Figura 3.4 temos dois exemplos para a curva-L, a curva-L
da esquerda corresponde ao problema foxgood e a curva-L da direita corre-
sponde ao problema heat. Ambos foram criados com 2% de erros relativos
nos dados e com dimensao n = 32.

3.2.4 Ponto-Fixo (FP)

O algoritmo de ponto-fixo foi proposto por Bazéan [3] baseado num trabalho
anterior de Reginska [54]. O algoritmo também utiliza informagao da norma
da solugao regularizada e da norma do residuo correspondente, e nao requer
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qualquer tipo de informagao do tamanho de ruido nos dados. Um resultado
preliminar envolvendo essas quantidades é que, se y(A) = ||z,||3, x(\) =
|b— Axy|3, entdo

dy/dx = —1/)\? (3.2.24)
o que mostra que y(\) é uma fun¢ao de x monotona e decrescente. Reginska
provou que se A = \* for o parametro de regularizacao que maximiza a
curvatura da curva-L e, se a tangente a curva-L em (logx(A\*),logy(\*))
tem inclinagao —1/pu, entdo A = A* deve ser um minimizador de

U,(A) =x(Ny*(N\), p>0. (3.2.25)
Derivando (3.2.25) com respeito a A temos
UL =yN)!y'(N) [M;E;\\; + ;:8;} (3.2.26)

Como y(A)*y'(A\) # 0 e x'(\)/y'(\) = =%, a condigao necessiria para que
W, (A) tenha um minimo local em A = A* # 0, ¥} (A\*) =0, & que
A) n(A)
A*Q — X( )\* _
STCONRGY
em que N(A) = /x(A) e £&(A) = /y(A). Cosequentemente, se \* ¢ um
minimizador de ¥, () entdo A\* deve ser um ponto fixo de ¢, : Ry — R¢
definida por

(3.2.27)

b—A
0,0 = vl

O algoritmo de ponto fixo comeca com um chute inicial Ao, p = 1 e
prossegue com a sequéncia, para k =0,1,2,...

Aes1 = bu(An)- (3.2.29)

Na Figura (3.5) mostramos a reta z = A e o comportamento da fungao
¢1(\) para o problema teste shaw com dimensao n = 256 e 1% de ruido nos
dados.

A convergéncia da sequéncia (3.2.29) é uma consequéncia do fato da
funcéo ¢, () ser estritamente crescente, o que decorre de propriedade (3.2.24),
enquanto a existéncia de ponto fixo da fungao ¢, () depende do parametro
1 (na maioria dos problemas p = 1 é suficiente para garantir tal existéncia).
Para critérios de parada ou ajustes no p o leitor é recomendado a ler[3].

Uma pequena dificuldade com o FP é sua forte dependéncia do chute
inicial: uma escolha errada pode levar a ponto fixo de ¢, (\) que maxi-
miza \ilu. Para contornar possiveis dificuldades provenientes da presenca de
varios pontos fixos, Bazan e Francisco introduziram o conceito de ponto fixo
convexo e o leitor deve-se referir a [4].

(3.2.28)
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10°

Figura 3.5: Iteragoes \; para o problema teste shaw.

3.2.5 LANC-FP: um algoritmo para problemas discre-
tos mal-postos de grande porte

O algoritmo LANC-FP foi introduzido recentemente por Bazan e Borges [5]
com intuito de implementar o algoritmo de ponto-fixo para problemas de
grande porte. Objetivamente, LANC-FP determina a sequéncia finita {A\(*)" },
k > p > 2, onde cada elemento da sequéncia é um ponto-fixo da fungao

1Bier — Biy

o) = i G , > 0. (3.2.30)
llyxll2
aq
B2 an
em que By = B3 . , e1 € 0 primeiro vetor candnico
af
Br+1

em IRkH, e yx é solugao do problema regularizado projetado

prer _ By,
0 N, )Y
Algoritmicamente, a matriz By (juntamente com duas matrizes Ugi1 €

R™*+) ¢ v, e R™F com colunas ortonormais) ¢ obtida no k-ésimo
passo do algoritmo de bidiagonalizacao de Lanczos (LBD) [8] e entao o

(k)

Yy = argmin
yERF

(3.2.31)

2

ponto-fixo \¥" de zj),(f)()\) é determinado. O processo prosegue até o passso
em que a sequéncia {\¥" };, estaciona e, a seguir, com o tltimo A da sequéncia
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{/\(k)*} &, denotado aqui como \*, a solugao regularizada é construida como
k k
M — vy (3.2.32)

Teoricamente, filf) é solugao do “damped least squares problem”

(6)-()

onde Ky (AT A, ATb) = span{ATb, (AT A)ATb, ... (AT A)k=1ATb} [8]. Note-
mos que resolver (3.4.47) sem restrigdes equivale a resolver o problema
(3.1.1).

O ponto forte de LANC-FP ¢é que a sequéncia {/\(k)*}k converge em
poucas iteragoes para A*, o maior ponto-fixo convexo da fungao ¢1(\) as-
sociada ao problema de grande porte, sugerido em [4] como parametro de
regularizacdo. Segue uma breve descri¢ao do algoritmo na tabela 3.1.

, (3.2.33)
2

f(k) = argmi
= gmin
2EKL (AT A, ATb)

LANC-FP
Dados de Entrada: A, b, p > 1, knax, €.
Output: Solugao regularizada xy x«
1. Aplicar p passos da LDB na matriz A com vetor inicial b
e formar a matriz B,,.
2. Definir k = p. Calcular o ponto-fixo AFT de zj)gk) e definir
Xo=AB" A= Ao, ke k+1.
3. Realizar mais um passo da LDB e calcular o ponto-fixo AR
de ¢§k) tomando A\¢ como valor inicial.
Definir )\old = )\0, )\0 = /\(k)*
4. Se (critério de parada satisfeito) faga
A" = Ao
Senao faca
k—k+1
Volte para passo 3.
Fim se

5. Calcular solucao regularizada x&k)

Tabela 3.1: Esquema do algoritmo LANC-FP

O critério de parada de LANC-FP é determinado pelo primeiro k tal
que
P A G P YA B (3.2.34)
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em que €; ¢ um parametro de tolerancia, ou
[AEHD \RY | o N0 (3.2.35)

em que M?* & o ponto-fixo calculado no passo 2 e €5 um outro parametro
de tolerancia. O critério (3.2.35) é apropriado quando a sequéncia (k)
decresce muito devagar (tornando o processo caro).

Veremos agora alguns resultados teéricos que suportam nosso algoritmo.

O proximo teorema caracteriza as fungoes gb&k)()\).

Teorema 3.1. Para todo A > 0 wvale ¢Lk+1)(/\) < q&ff)()\). Consequente-
mente, ¢, (A) < gb,(f)()\), k=1,....,n—1.

Uma ilustragao do teorema acima segue na figura 3.6. Na esquerda
temos as fungoes (;553)(/\), §4)()\), qﬁf)()\), §6)(/\) e ¢(\) para o problema
heat com dimensdo n = 256 e erro relativo nos dados de 1%. Na direita
mostramos um zoom da figura da esquerda.

0.5 0.03
®
04 0.025( ¢
0.02
0.3

o015t ol —

0.2 S 0.01} 4®
N 1

, e

& __ ==

o e 0.005 o r©/
B of 9

0

0 01 02 03 04 5 0 5 10 15
0

Figura 3.6: Fungoes ¢1(\) (por baixo), gbg?’)()\), ¢§4)()\), ¢§)53(/\), ¢>§6)(/\) e

P(N).

O proximo teorema descreve o comportamento da sequéncia {)\(’“)*}.

Teorema 3.2. A sequéncia de pontos-fixos AR ¢ ndo-crescente.

O proximo teorema descreve um dos resultados mais relevantes em torno
de LANC-FP: quando as iteragoes estabilizam nao mais existe mudanca na
solugao calculada.

Teorema 3.3. Assuma que o maior ponto-fizo convexo de ¢1(N\) seja en-

contrado em k passos da bidiagonalizagio de Lanczos, isto é, \* = gbgk)()\*).
oo (k) (kD) _ o (n) & B

Entao, . =x,." ~ =---=x,.) = xx €, como consequéncia, a norma do

erro ||ze*ato — ‘TE\J*)”Q permanece constante para k < j < n.
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Na Figura 3.7 podemos verificar o Teorema 3.3. Utilizamos o problema
heat com dimensao n = 1200 e erro relativo nos dados de 2%. A execucgao
do algoritmo LANC-FP terminou na itera¢ao k = 20, por este motivo calcu-
lamos as solugdes xj, » até k = 40. Constatamos que apds a iteragdo k = 20
tanto a norma da solucao aproximada zj, » como o erro relativo se mantém
constante. Em ambos os gréficos a cruz (x) indica a iteragao de parada.

Norma da solucao Erro relativo
. 10 . .

%
10°°

1 00.8

1 00.7

10

e
o)

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 3.7: Ilustragdo do teorema 3.3. A cruz (x) indica a iteragao de
parada.

Analisando a figura constatamos que apoés a iteragdo k = 20 (marcado
com um X ), ou seja, apos o algoritmo atingir o critério de parada, a norma
das solucoes xj » para k = 20,...,40 nao sofreram alteragoes, o mesmo
ocorrendo com o erro relativo nas solugoes.

3.3 Regularizacao iterativa

Para problemas de grande porte em que o calculo dos valores singulares
da matriz A nao pode ser realizado, método iterativo sao recomendéveis. A
ideia basica neste caso é usar métodos iterativos classicos tais como Gradien-
tes conjugados, LSQR, SOR, etc, e parar as iteragoes quando a qualidade
das iteradas comeca a incorporar componenentes do ruido nos dados. Assim,
uma dificuldade comum a muitos métodos iterativos é determinar a iteracao
de parada uma vez que apo6s atingir o niimero 6timo de passos, as iteradas
tendem a incorporar mais informagoes do ruido do que gostariamos, do
mesmo modo como visto com a TSVD.

Dentre varios métodos podemos citar as iteragoes de Landweber [17],
o método dos Gradientes Conjugados [33] e, os métodos LSQR, GMRES,
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e a técnica de Reconstrugao Algébrica [17]. Outras técnicas podem ser
encontradas em [9, 33].

3.3.1 Iteracao de Landweber
Aqui, a sequéncia ), k = 0,1, ..., é calculada por
2D = () 4 A2 AT (h — Az)) (3.3.36)

em que v > 0 é um parametro real e usualmente z(®) = 0. Usando a SVD
da matriz A podemos escrever

p
2 =3 Wy, (3.3.37)
1=1

(k)

em que ¢, = satisfaz a recursao

D = (1= 4202) P 4 4%0; < bu; > (3.3.38)

i

De c§0> = 0 temos

P =Fp (o)t < byu; > (3.3.39)
Fi(o) =1 — (1 —4%02)" (3.3.40)
entao,
p
2F) — ZFk(Ui)U;1 < bu; > v, (3.3.41)
=1

As iteracoes convergem para Afb se yo; < 1 e a taxa de convergéncia
da contribui¢ao de v; depende do tamanho de ¢;. Para o; grande, a con-
vergéncia é rapida, mas para o; pequeno a convergéncia é lenta. Entao nas
primeiras iteragoes as contribuigoes dos maiores valores singulares sao bem
representadas, enquanto que a contribuicao dos menores valores singulares
aparece apenas ap6s muitas iteragoes. Isto mostra que parando as iteragoes
ap6s um namero finito de passos introduzimos um efeito de regularizacao,
ou seja, muitos passos destroem a precisao das solugoes e poucos passos
podem nao ter incorporado o suficiente para uma boa solucgao.

3.3.2 Meétodo dos Gradientes Conjugados

As iteragoes de Landweber calculam primeiro as partes que estao associadas
aos maiores valores singulares, o algoritmo CG (Conjugate Gradients) tem
uma propriedade similar porém mais favoravel.
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O método CG visa minimizar ||b— Ax||2 e trabalha da seguinte maneira:
dado z(9, chute inicial, definimos d(® = b — Qz(» em que Q = AT A, entéo
) d®) s30 calculados recursivamentes por

(k) qk)
(B+1) _ (k) | gty k) — _ SS9 5H@" > (k) 4T (k)
T =z 4+ W d\ | ' = <d(k),Qd(k)>’g =—Ab+Qx
(3.3.42)
k+1 k
d0+D) Z (1) g g gk — < g, Qd™ > (3.3.43)

< d®,Qd® >

Notemos que o método CG forma explicitamente a matriz AT A, logo ele
deve ser evitado se existirem valores singulares do tamanho 10~*/2 em que
t ¢ o namero de casas decimais que o computador consegue trabalhar. Uma
versdo do GC que evita a formacao explicita do produto AT A é conhecida
como CGLS. Uma descricao do método bem como de suas propriedades
regularizantes pode ser encontradas em [9, 33].

3.3.3 LSQR e GMRES

Resumidamente, a ideia do método LSQR (least squares QR) [51] é con-
struir em cada iteracao uma solugao aproximada xj através da resolucao do
subproblema

xp =  argmin  ||b — Azl|s,
€K, (AT A,ATb)

onde Ky (AT A, ATb) = span{ATb, (AT A)ATb, ... (AT A)k=1ATH}. Na pratica
a minimizagao acima é substituida por um processo recursivo baseado na
bidiagonaliza¢ao de Lanczos e a fatoracao QR.

O método GMRES (método dos residuos minimos generalizados) [57]
constroi solugoes aproximadas xy, para a solucao de sistemas lineares Ax = b,
com A € IR™*" nao singular, resolvendo o subproblema

xp = argmin ||b — Az||s.
€k (A,b)

Analogo a LSQR, GMRES constréi xj recursivamente usando uma base
ortonormal calculada pelo método de Arnoldi e a fatoragao QR de certa
matriz de Hessenberg. Detalhes das propriedades regularizantes de GMRES
sao encontradas em [11].
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3.3.4 Técnica de Reconstrugao Algébrica

No método ART (Algebraic Reconstruction Technique) escrevemos Az = b
como
<ajr>=b; , j=1,....m , |a]=1 (3.3.44)

em que os vetores a; € IR" sdo as linhas da matriz A. Com P; sendo o
j-ésimo projetor ortogonal nestes hiperplanos, isto &,

Pix=x+ (bj— < a;,x >)a; (3.3.45)
e com um parametro de relaxacao 0 < w < 2
P =1-wl+wP; , PY=Py P (3.3.46)

Entéo, as iteracoes ART sao 2+t = Pwz(K)  Para w = 1 obtemos um
método conhecido como o método de Kaczmarz que simplesmente projeta
ortogonalmente nos hiperplanos definindo Az = b.

A analise de convergéncia pode ser feita da mesma maneira da utilizada
na analise numérica do método SOR, pois o ART é essencialmente o método
SOR aplicado ao sistema AT Az = ATbD.

3.4 Exercicios

1. Seja ¢, a funcao de iteracao do método de ponto fixo definido em
(3.2.29). Demonstre que ¢,(A) > 0 VA > 0 e conclua que ¢, es-
tritamente crescente. Use esse fato para provar que dependendo da
aproximacao inicial, a iteracdo A\g41 = ¢u(Ar), £ > 0, gera uma se-
quéncia crescente ou decrescente.

2. Considere a solu¢ao do “damped least squares problem”

g\ A
(8)-()s
onde Ky (AT A, ATb) & o subespaco de Krylov definido na se¢do 3.2, e

seja rf\k) =g—A fik) o vetor residual correspondente. Prove que

ik) = argmin

€K, (AT A,ATb)

, (3.4.47)
2

k+1 k k+1 k
1Dy > 1P o, D ) < (1)

3. Prove que o projetor P; definido no método ART satisfaz (3.3.45).

4. Reescreva a iteracdo de Landweber na forma z(**1) = Rz®) 4+ ¢,
k > 0. Analise o raio espectral da matriz R e conclua que as iteragdes
convergem para A'h quando yo; < 1.



Capitulo 4

Uso de Toolboxes na solucao
de Problemas Inversos

Com intuito de divulgar ferramentas computacionais de uso publico, de-
screvemos neste capitulo duas toolbores que tém sido frequentemente uti-
lizadas seja na resolucao de problemas inversos ou como fonte de problemas
teste para avaliar novos algoritmos. A estrutura, funcionamento e avali-
acao preliminar do algoritmo LANC-FP, quando utilizado na resolugao de
problemas teste da literatura, também sao incluidos.

4.1 RegularizationTools: um tutorial

A toolbox RegularizationTools, devida a Hansen [34], ¢ um conjunto de
rotinas para o Matlab destinadas ao tratamento de problemas discretos mal-
postos (criagao, analise e resolugao), que inclui varios problemas teste com
uma rotina para cada um deles. A maioria dos problemas teste, descritos
na Tabela 4.1, provém da discretizacao de equagoes integrais de Fredholm
de primeira espécie e, de modo geral, “funcionam” da mesma maneira: o
usuario fornece o tamanho do sistema desejado, recebendo como variaveis
de saida a matriz A, o vetor b “exato” e a solucao “exata” do problema no
vetor z. Nem todos os problemas tém solucao e algumas rotinas possuem
mais de um parametro de entrada. Para mais detalhes a respeito das rotinas
basta usar help "nome da rotina".

Como um exemplo da criagao, anéalise e solugao de um problema teste,
vamos usar a rotina shaw com n = 64 e vetor b = b 4 e, com e contendo
ntmeros aleatorios Gaussianos com média zero e ||e||2/ ||| = 0.01. Os
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Rotina | Descricao
baart Equacao integral de Fredholm de primeira espécie.
blur Restauracao de imagem.
deriv2 Calculo da segunda derivada.
foxgood Problema extremamente mal-posto.
gravity Problema gravitacional unidimensional.
heat Equacao do calor inversa.

i_laplace Inversao da transformada de Laplace.
parallax ~ Problema de observacao estelar com dados reais.
phillips Equacao estudada por Phillips.

shaw Modelo de restauracao de imagem unidimensional.
spikes Problema teste com solugao tipo “picos”.

tomo Tomografia bidimensional com matriz esparssa.
ursell Problema teste sem solugao.

wing Problema teste com solugao descontinua.

Tabela 4.1: Problemas teste

dados podem ser gerados da seguinte maneira

>> [A,b_true,x_true] = shaw(64);
>> e = randn(size(b_true));
>> b = b_true + e/norm(e)*norm(b_true)*0.01;

Dentre as rotinas para anélise de problema mal-postos discretos disponiveis
na toolbox, as mais relevantes sao encontradas na Tabela 4.2

Rotina \ Descrigao
corner Localiza o canto da curva-L discreta.
fil fac Calcula os fatores de filtro para alguns métodos de
regularizacao.
gev Plota a fung¢ao GCV e calcula o minimo.

1 corner Localiza o “canto” da curva-L.

l curve  Calcula a curva-L, plota a curva e encontra o “canto”.

picard Plota os valores singulares, os coeficientes de Fourier e a
razao entre eles.

plot lc  Plota a curva-L.

Tabela 4.2: Analise

Vamos ilustrar o uso da rotina picard na verificagao da condigao discreta
de Picard (CDP) para o problema shaw usando os dados gerados acima. A
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rotina picard requer o célculo dos valores singulares da matriz A. Ambas
as tarefas podem ser feitas da seguinte forma:

>> [U,s,V]=csvd(A);

>> figure(1)

>> subplot(1,2,1),picard(U,s,b) ;x1abel (°CDP com b perturbado’);
>> subplot(1,2,2),picard(U,s,b_true) ;xlabel(’CDP com b exato’);

Observamos que a rotina csvd produz exatamente o mesmo que a sequéncia
[U,s,V]=svd(A,0) ;s=diag(s); no Matlab, mas aqui s € um vetor contendo
os valores singulares, nao uma matriz. Os resultados da sequéncia acima sao
mostrados na Figura 4.1. Como os resultados sugerem que a CDP ¢é satisfeita
pelo problema com os dados limpos, conclui-se que que poderemos encontrar
uma solugao aceitavel por métodos de regularizagao, apesar da CDP nao ser
satisfeita pelo problema com dados perturbados.

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
CDP para b contaminado CDP para b exato

Figura 4.1: Inspecao visual da condicao discreta de Picard.

Veremos agora o uso das rotinas gcv e 1_curve na determinacao do
pardmetro de regularizacao. Apos a execucao da sequéncia de comandos:

>> figure(2);

>> subplot(1,2,1);

>> [reg_min,G,reg_param] = gcv(U,s,b,’Tikh’);

>> subplot(1,2,2);

>> [reg_corner,rho,eta,reg_param] = 1_curve(U,s,b,’Tikh’);

podemos conferir na Figura 4.2 que os métodos proporcionaram parametros
de regularizagao da mesma ordem de grandeza.

Na sequéncia acima podemos substituir "Tikh’ por 'tsvd’ ou outras op¢oes
encontradas no help de cada rotina. A Figura 4.3 mostra o resultado dos
mesmos comandos porém usando a opgao ’tsvd’.
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GCV function, minimum at A = 0.01448 L-curve, Tikh. corner at 0.017088
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Figura 4.2: Funcao GCV e Curva-L para Tikhonov.
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Figura 4.3: Fungdao GCV e Curva-L para a SVD Truncada.

Por fim, o calculo solucao regularizada pode ser feito por meio de diversas
rotinas: um resumo das principais opg¢oes é mostrado na tabela 4.3.

Rotina \ Descrigao
discrep Principio da discrepancia.
tgsvd Solugao via GSVD Truncada.
tikhonov ~ Solugao via regularizacao de Tikhonov.
tsvd Solugao via SVD Truncada.

Tabela 4.3: Rotinas baseadas na SVD.

A sequéncia de comandos a seguir calcula as solugoes regularizadas con-
struidas pelo método de Tikhonov usando os parametros de regularizagao
do método da discrepancia (usando a norma ||e|l2 como dado de entrada) e
curva-L, e a solucao construida pelo método da SVD truncada. Os resulta-
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dos sao mostrados na figura 4.4.

>> figure(4);

>> [x_delta,la] = discrep(U,s,V,b,norm(b-b_true));

>> [x_la,rho,etal] = tikhonov(U,s,V,b, [reg_min reg_corner] );

>> [x_k,rho,eta] = tsvd(U,s,V,b, [reg_min_tsvd reg_corner_tsvd]);

>> subplot(1,3,1);plot(l:n,x_delta,l:n,x_true,’k:’);axis tight;

>> subplot(1,3,2);plot(l:n,x_la(:,1),1:n,x_la(:,2),1:n,x_true,’k:’);
>> axis tight

>> subplot(1,3,3);plot(l:n,x_k(:,1),1:n,x_k(:,2),1:n,x_true,’k:’);
>> axis tight

Tanto a rotina tikhonov quanto a tsvd necessitam de um parametro
de regularizacao que pode ser escalar ou vetor; no segundo caso, como no
exemplo anterior, a primeira variavel de saida ¢ uma matriz em que cada
coluna é a solucao associada a cada elemento do vetor de pardmetros.

2
2 2
15 15 15
1 1
1 /
0.5t / 0.5
0.5 v '
0 0
/ -05
0 -0.5
20 40 60 20 40 60 20 40 60

Figura 4.4: Esquerda: Principio da discrepancia. Centro: curva-L e GCV.
Direita: TSVD.

A toolbox também inclui técnicas de regularizagao iterativa. Algumas
rotinas classicas sao listadas Tabela 4.4. Convém ressaltar que algumas
delas possuem versoes para a forma geral de regularizacao de Tikhonov,
como pcgls para os Gradientes Conjugados e plsqr_b para o LSQR.

Rotina \ Descrigao
art Técnica de reconstrucao algébrica (método de Kaczmarz).
cgls Método dos Gradientes Conjugados.

Isqr b  Método LSQR.
maxent Calcula a solugao regularizada de méxima entropia.

Tabela 4.4: Rotinas para regularizagao iterativa.
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Para os métodos iterativos funcionarem como métodos de regularizagao,
o numero de iteragoes deve ser inserido como um parametro de entrada
(exceto para maxent). Um outro parametro que pode ser escolhido pelo
usuario serve para decidir pelo uso ou nao de reortogonalizacao: é bem con-
hecido que na pratica a ortogonalidade deteriora a medida que as iteragoes
avancam. Mais detalhes podem ser encontrados no comando de ajuda as
rotinas.

Solucoes CGLS Solucoes LSQR Solucoes ART

Fatores de filtro CGLS Fatores de filtro LSQR
15
1 1
0.5 0.5
60 o 10 %9, 10
20 5 20 5

Figura 4.5: Parte superior: Solucoes iteradas para CGLS, LSQR e ART.
Parte inferior: Fatores de filtro para CGLS e LSQR.

Na Figura 4.5 podemos observar o comportamento das 10 primeiras
solugoes iteradas dos métodos CGLS, LSQR e ART bem como os fatores de
filtro associados a cada uma das iteradas de CGLS e LSQR. Os algoritmos
CGLS e LSQR apresentam praticamente as mesmas solucoes, e o mesmo vale
para o ART ap6s um certo nimero de iteragoes. O leitor pode verificar que
embora a sequéncia de iteradas parece estabilizar, as subsequentes iteradas
serao dominadas pelo erro contido nos dados fazendo com que essas solugoes
sejam de pouca utilidade. A figura é obtida pela sequéncia de comandos:

>> figure(5) ;k=10;

>> [X_c,rho_c,eta_c,F_c] = cgls(A,b,k,0,s);
>> [X_1l,rho_1,eta_1,F_1] 1sqr_b(A,b,k,0,s);
>> [X_a,rho_a,eta_a] = art(A,b,k);
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>> subplot(’position’,[0.08 0.6 0.25 0.3]);

>> surf(X_c);title(’Solucoes CGLS’);axis tight

>> subplot (’position’,[0.38 0.6 0.25 0.3])

>> surf(X_1);title(’Solucoes LSQR’);axis tight

>> subplot(’position’,[0.68 0.6 0.25 0.3])

>> surf(X_a);title(’Solucoes ART’);axis tight

>> subplot (’position’,[0.21 0.15 0.25 0.3])

>> surf(F_c);title(’Fatores de filtro CGLS’);axis tight
>> subplot (’position’,[0.55 0.15 0.25 0.3])

>> surf(F_1);title(’Fatores de filtro LSQR’);axis tight

Detalhes adicionais do uso e a versatilidade da toolbox podem ser encon-
trados no manual. Uma limitagao da toolbox é o fato da maioria das rotinas
funcionarem bem quando aplicadas a problemas de pequena dimensao para
os quais a SVD da matriz A pode ser calculada.

4.2 RestoreTools

RestoreTools ¢ uma toolbox desenvolvida por J. G. Nagy e colaboradores [49]
criada especialmente para tratar problemas de restauragao de imagem us-
ando Matlab. Basicamente, a toolbox contém problemas teste e métodos
iterativos dentre os quais destaca-se o algoritmo chamado HyBR. Neste al-
goritmo o usuério pode escolher o método WGCV (Weighted-GCV) como
critério de parada [15]. A toolbox de processamento de imagens do MatLab
contém alguns métodos para restauragao de imagens, mas com limitagoes.
Ja a toolbox RestoreTools, segue a linha de programagao orientada a objetos,
o que facilita o calculo de produtos matriz-vetor que é a base de qualquer
método iterativo para problemas de grande porte.

Assim como a toolbox RegularizationTools, todas as rotinas aqui en-
contradas possuem um help que pode ser usado quando necessario. Uma
suscinta descricao dos problemas teste pode ser conferida na Tabela 4.5

Rotina \ Descrigao
satellite Imagem de um satelite.
Grain Imagem de graos.

Text/Text2  Identificacao do conteudo de texto.
star cluster Detecgao de um grupo de estrelas.

Tabela 4.5: Problemas testes - RestoreTools

Estas rotinas na verdade sao arquivos para o Matlab que contém as
informacoes do problema. Vamos ilustrar o uso da toolbox com um exemplo
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usando o problema satellite carregando o arquivo correspondente:

>> load satellite

>> whos
Name Size Bytes Class Attributes
PSF 256x256 524288 double
b 256x256 524288 double
x_true 256x256 524288 double

A variavel PSF é uma imagem chamada de point spread function que
modela o efeito de espalhamento de um ponto de luz quando fotografado (a
visualizagao desta imagem pode ser feita através do comando imshow (PSF)),
enquanto as variaveis b e x_true representam a imagem ruim (imagem
embacada e com ruido, ver Figura 4.6) e a imagem exata, respectivamente.

Imagem ruim

Figura 4.6: Imagem ruim de um satélite.

A PSF serve para gerar a matriz do sistema linear através da rotina
psfMatrix:

>> A = psfMatrix(PSF);

enquanto o lado direito do sistema é um vetor b obtido concatenando as
colunas da matriz b. Observamos que a matriz A nao é do tipo comum
(tipo double). Ela ¢ um objeto da classe psfMatrix, implicando com isso
que a matriz é estruturada e que as adigoes e multiplicagdes matriz-vetor sao
feitas eficientemente levando este fato em consideracao. Maiores detalhes
sobre o significado da PSF e da associa¢do imagem-matriz-vetor podem ser
encontrados em [49] e no capitulo seguinte.

O proximo passo é resolver o sistema linear Ax = b que neste caso é um
problema de tamanho 65.536 x 65.536. A toolbox se concentra na utiliza¢ao
de métodos iterativos uma vez que problemas de restauragao de imagens
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geram sistemas lineares de grande porte que inviabiliza a SVD. Um resumo
das opgoes que a toolbox disponibiliza segue na Tabela 4.6

Rotina \ Descrigao
cgls Gradientes conjugados.
mr2 Modificagao do “Método dos Residuos Minimos” para sistemas

simétricos, possivelmente indefinidos.
mrnsd  Método de descida modificado.
HyBR  Método hibrido baseado na bidiagonalizagao de Lanczos.

Versoes precondicionadas

pegls cgls com precondicionador.
pmr2 mr2 com precondicionador.
pmrnsd mrnsd com precondicionador.

Tabela 4.6: Solucao de problemas - RestoreTools

A seguir geramos um precondicionador usando a rotina psfPrec (que
exige a matriz A e o vetor b) e utilizamos a rotina pcgls para calcular uma
solucdo aproximada usando a aproximagao inicial zo = b/||b||2 e escolhendo
o niimero maximo de iteragoes como k = 100.

>> P = psfPrec(A,b);
>> [x,k,Rnrm,Xnrm,Enrm] = pcgls(A,P,b,b/norm(b),100);

O método dos Gradientes Conjugados neste problema nao é muito eficaz:
quatro solugoes iteradas mostradas na Figura 4.7 mostram que nenhuma
delas pode ser aproveitada.

O grande atrativo desta toolbox estd na rotina HyBR que implementa um
algoritmo hibrido baseado na bidiagonalizacao de Lanczos e uma variagao
do método GCV para a determinagao do parametro de regularizagdo de
Tikhonov, detalhes podem ser encontrados em [15].

A rotina HyBR esta repleta de opgoes que podem ser conferidas no help
da mesma. A maneira mais facil de utilizar a rotina é informando a matriz
A, o vetor b e o precondiconador P caso exista:

>> [x_out, output] = HyBR(A, b, P);

Executando o codigo acima teremos uma solucao de qualidade visivel-
mente melhor do que as obtidas anteriormente por pcgls. Na Figura 4.8
temos a solugao encontrada em 10 iteragoes.

Vejamos um outro exemplo usando esta toolbox. Agora usamos uma
imagem que descreve o contetido de um texto embagado. Tanto o problema
teste Text quanto Text2 podem ser utilizados e escolhemos aqui a primeira
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%50 %40
X50 X100

Figura 4.7: Quatro solugoes iteradas do método dos Gradientes Conjugados
utilizando um precondiconador.

Solucao exata Solucao HyBR

Figura 4.8: Solucao exata (esquerda) e solugao obtida por HyBR (direita).

opgao. O calculo de duas solugoes, uma com precondicionador e outra sem
precondicionador, pode ser feita através da seguinte sequéncia de comandos:

>> clear all,close all

>> load Text

>> A = psfMatrix(PSF,’zero’);

>> P = psfPrec(A,b);

>> [x_out, output] = HyBR(A, Db);

>> [x_out_p, output] = HyBR(A, b, P);

>> subplot(2,2,1)

>> imshow(b) ,title(’Imagem ruim’)

>> subplot(2,2,2)

>> imshow(x_true),title(’Solucao exata’)
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>> subplot(2,2,3)

>> imshow(x_out),title(’Solucao sem prec.’)
>> subplot(2,2,4)

>> imshow(x_out_p),title(’Solucao com prec.’)

Imagem ruim Solucao exata

Solucao sem prec. Solucao com prec.

Figura 4.9: Imagem ruim, solugao exata, solucao HyBR sem precondi-
cionador e solugao HyBR com precondicionador.

Os resultados na Figura 4.9 mostram que a utilizagdo de um precondi-
conador é capaz de deixar o texto levemente legivel e que o problema de
restauragao ¢ complicado de ser resolvido uma vez que além do grande
nimero de variaveis existe o fato do problema ser mal-condicionado.

4.3 FP-tools: alguns avancos

FP-tools é uma toolbor em desenvolvimento que visa explorar as idéias do
método de ponto-fixo proposto recentemente por Bazan [3] para a deter-
minacao do parametro de Tikhonov e a construcao da solugao regularizada
correspondente. Objetivamente, até o momento sao disponiveis um conjunto
de rotinas que servem como ferramentas de analise das regides de convexi-
dade/concavidade da curva-L em escala logaritmica e que implementam o
metodo de ponto-fixo. Segue na Tabela 4.7 as rotinas disponiveis.
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Rotina | Descricao

phi_curve  Calcula e plota a curva ¢ (\).
dphi_curve Calcula ¢} ().

fp_auto Determina o ponto-fixo de ¢, com escolha automética do
parametro
lanc_fp Constroi o problema projetado e implementa o critério de

parada para sequéncia de pontos-fixos A(¥)*

lambda_k  Avalia qﬁfﬁ) e determina ponto-fixo do problema projetado

Isqr fix Determina a solugao regularizada correspondente ao ponto
fixo A* usando LSQR

Tabela 4.7: Rotinas da Toolbox FP-tools

As trés primeiras rotinas sdo baseadas na SVD da matriz (e portanto
apropriadas para problemas de pequeno porte) e as duas primeiras servem
como ferramentas de anélise. Por exemplo, enquanto a primeira delas pode
ser usada para saber se a curva ¢; possui ou nao ponto-fixo, a segunda pode
ser usada para a determinacao das regides de concavidade/convexidade da
curva-L, detalhes podem ser encontrados em [4]. Na Figura 4.10 podemos
conferir o comportamento das distintas regides de convexidade da curva-L.

107° 10° 107 107

Figura 4.10: Regides de convexidade da curva-L (os intervalos nos quais
vale ¢1(\)/A > ¢} (X)) e Curva-L.

As tltimas trés rotinas implementam o algoritmo LANC-FP para o caso
em que trabalhamos com regularizagao de Tikhonov na forma padrao, isto
é, quando L = I. A implementagao dos resultados para uma matriz L # [
estd em fase de estudos e em breve estara disponivel.

Por fim, segue uma sintese de como o algoritmo LANC-FP trabalha.
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e Projetar o problema original num subespaco de Krylov de di-
mensao p.

e Obter um ponto-fixo da funcio ¢; ()P associada ao problema
projetado.

e Caso o ponto-fixo obtido nao satisfaga o critério de parada,
aumentar a dimensao do subespaco e obter novo ponto-fixo.
Seguir o procedimento até que a sequéncia de pontos-fixos obti-
dos estabilize.

4.4 LANC-FP em acao

Apresentamos nesta seccao um conjunto de resultados numéricos obtidos
por LANC-FP quando aplicado aos problemas teste da toolbox Regular-
izationTools foxgood, heat, wing, shaw, baart, deriv2, gravity e phillips.
Comegamos com uma suscinta descrigao de cada um deles incluindo uma
andlise da condicao discreta de Picard. Para a analise da CDP usamos os
seguintes simbolos:

(o) : coeficientes [ul'b|/c;,

(x) : coeficientes,

(+) : valores singulares.

Foxgood

Este ¢ um problema considerado severamente mal-posto [1], com a pro-
priedade de nao satisfazer a condicao discreta de Picard na faixa dos valores
singulares pequenos, mesmo no caso do vetor b ser “exato”, ver Figura 4.11.
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02 107° X o0
10 20 30 10 20 30

Figura 4.11: Foxgood: Solucao exata e avaliacao da CDP.
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Heat
Este problema envolve uma equagao integral de Volterra de primeira espécie,

com [0, 1] como intervalo de integragao e nucleo K(x,y) = k(x —y) em que

z 2 1
k(z) = e 1%z 4.4.1
e k controla o mal-condicionamento da matriz A do problema discretizado.
Na Figura 4.12 temos a solucao exata na esquerda e na direita os coeficientes
para a inspecao visual da condicao discreta de Picard.

0.8 10°
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107
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Figura 4.12: Heat: Solugao exata e avaliagao da CDP.

Wing
Discretizagao de uma equagao integral de Fredholm de primeira espécie,
com nucleo K e funcao g dados por

K(z,y)=ye ™, 0<a,y<1 (4.4.2)
e—mt% _ e—;ztg

9(z) = ——5—— (4.4.3)

e as constantes tq e to satisfazem ¢; < t5. A solugao f é dada por
1 parat; <y <ty

= 4.4.4

f(y) { 0 para y ¢ (t1,t2) ( )

Na Figura 4.13 temos a solugio exata na esquerda (que neste caso é de-
scontinua), e na direita os coeficientes para a inspegao visual da condigao
discreta de Picard.
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Figura 4.13: Wing: Solucao exata e avaliagao da CDP.

Shaw (Modelo de restauragao de imagem unidimensional )

O sistema linear vem da discretizagao de uma equagao integral de Fredholm
de primeira espécie com [—7/2, 7/2] como intervalo de integracao. O nticleo
K e a solugao f sao dados por

K(z,y) = (cos(z) 4 cos(y)) (sm(u)) (4.4.5)

u

fly) = ale—c’l(y—tl)z + a2e—02(y—t2)2 (4.4.6)

em que u = 7 (sin(x) + sin(y)) e as constantes definidas por a; =2, ¢; = 6,
t1 =0,8, a3 =1, cg =2ety = —0,5. Na Figura 4.14 mostramos a solucao
exata na esquerda e na direita os coeficientes para a inspecao visual da
condic¢ao discreta de Picard. Este problema teste é bastante utilizado na
literatura para avaliagao de algoritmos.

2 )
0 P C\tﬂpoUL
10 o)
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Cbo oo
1.5 A 9o
107 X
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1 X
107 xx
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0.5 X
10715 XX X XXXX
X

10 20 30 10 20 30
Figura 4.14: Shaw: Solugao exata e avaliacao da CDP.
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Baart
Outra equagao de Fredholm de primeira espécie em que o nicleo K e a
funcao ¢ sdo dados por

K(x,y) = W (4.4.7)
g(x) = 2%2& (4.4.8)

com z € [0,7/2] e y € [0, 7], e a funcado f dada por
f(y) = sin(y) (4.4.9)

Na Figura 4.15 temos a solugao exata na esquerda e na direita os coefi-
cientes para a inspecao visual da condigao discreta de Picard.
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Figura 4.15: Baart: Solugao exata e avaliagao da CDP.

Deriv2 (Calculo da segunda derivada)
O nucleo K desta equagao integral de Fredholm de primeira espécie é a
funcao de Green para a segunda derivada

K(z,y) = { ;éi B B ; ; Z (4.4.10)

e o intervalo de integracao é [0, 1]. Neste problema dispomos de trés exem-
plos para a funcao g e a solugao f, sao eles:

) = (2° - 1)/6, fy) =y
J=e"+(1—-ez—1, fly)=e
) E (423 — 3z) /24, r<0,5

exemplo 1 :
exemplo 2 :

(=423 + 1222 — 9z +1)/24, x>0,5
2 y<0,5
1

9(
9(
exemplo 3:  g(
f( - Y, Yy 2 0) 5

X
X
Y)
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Na Figura 4.16 temos a solugao exata na esquerda, e na direita os coe-
ficientes para a inspecao visual da condicao discreta de Picard. Aqui escol-
hemos o exemplo 3 por apresentar um ponto sem derivada.
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0.01 XXX XX % xx
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Figura 4.16: Deriw2: Solugao exata e avaliagao da CDP.

Gravity
A modelagem de um problema gravitacional unidimensional resulta numa
equagao integral de Fredholm de primeira espécie com nuicleo K

K(z,y) = d(d® + (x — y)?)~%/? (4.4.11)

e funcao f é dada por

f(y) = sin(my) + %sin(Qﬂ'y), (4.4.12)

em que a constante d representa a profundidade no qual o centro de gravi-
dade esta localizado. Quanto maior for a profundidade, mais rapido os
valores singulares caem para zero. Além da funcao f definida acima, pode-
mos escolher f como sendo uma funcdo linear por partes ou ainda uma
fungao constante por partes.

Na Figura 4.17 temos a solucao exata para o exemplo em que a solugao
uma func¢do continua por partes, porém a equagao (4.4.12) representa
exemplo 1 que neste caso é uma curva suave. Optamos por escolher
exemplo 2 por este apresentar alguns pontos sem derivada. Os demais
exemplos nao apresentam esta caracteristica.

o o >
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0.5

0

10 20 30 10 20 30
Figura 4.17: Gravity: Solugao exata e avaliagao da CDP.
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Figura 4.18: Phillips: Solucao exata e avaliacao da CDP.

Phillips
Esta ¢ a equagao que Phillips [50] estudou. Vamos definir a funcao

™
Cpy =14 LT (pg)’ Ipl <3 (4.4.13)
0, lp| >3
Entao o nucleo K, a solucao f e a funcao g sao dados por
K(z,y) = ((z —y)
fly) =<) ) . (4.4.14)
T ) ™
g(x) = (6 —|z|) (1 + e (363)) + o5 Sin (|£C|§)

em que [—6, 6] é o intervalo de integragéo.
Na Figura 4.18 temos a solugao exata na esquerda e na direita os coefi-
cientes para a inspecao visual da condigao discreta de Picard.
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4.4.1 Resultados numéricos

Nos resultados a seguir, utilizamos um vetor de dados com erros relativos
||bexate — p||o/||b*2 ||y = ¢, com ¢t = 0,01, t = 0,025, ¢ = 0,05, o que
representa, respectivamente, 1%, 2,5% e 5%. Em todos os problemas o
vetor de perturbagoes e = b — b***° contém nitimeros aleatérios Gaussianos
com média zero gerados pela rotina randn do Matlab e inicializados com
seed=0. Os testes foram realizados com a dimensao n = 4096 e executados
500 vezes para que possamos obter algumas medidas estatisticas. Para os
problemas em que existe a possibilidade de fornecer parametros adicionais
como dados de entrada, como wing por exemplo, optamos pelos valores
padroes de cada problema teste e nas rotinas deriv2 e grawvity utilizamos
os exemplos 3 e 2 respectivamente.

O valor da variavel e foi definido como 10~™* e comecamos com p = 5.
Para os testes definimos o chute inicial como 10~%. Os seguintes simbolos
sao utilizados na descrigao de resultados:

Simbolo | Descrigao

A Meédia dos pardmetros encontrados em todas as execugoes.
AM.m Parametro maximo (resp. minimo).

E Meédia dos erros relativos ||zx — Texato||2/|| ZTexato||2-

Enrm Erro relativo maximo (resp. minimo).

Stdy g Desvio padrao dos parametros encontrados e dos erros
relativos nas solugoes, respectivamente.

katm Dimensao méxima (resp. minima) do subespaco projetado.
Itas,m Numero méximo (resp. minimo) de avaliagoes da fungao ¢(\).

Tabela 4.8: Legenda para os dados colhidos nos testes numeéricos realizados.

Vejamos os resultados obtidos quando temos 1% de erro relativo nos
dados. Analisando a Tabela 4.9 podemos perceber LANC-FP preserva a
caracteristica do algoritmo de ponto-fixo devido a Bazan [3] de ser con-
sistente na determinagao do pardmetro de regularizacao independente do
tamanho do erro nos dados. A dimensao do espago projetado (kps) uti-
lizado foi um resultado interessante: nenhum dos problemas precisou mais
do que 0,6% da dimensao original do problema (n = 4096) para atingir bons
resultados.

Vejamos o que acontece quando existe um pouco mais de erro no dados,
ou seja, quando temos |el|/||b***°|l2 = 0,025. Os resultados obtidos nas
500 execugoes podem ser conferidos na tabela 4.10.

Assim como no caso de 1% de erro relativo nos dados, para o caso de 2,5%
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foxgood heat wing shaw baart  deriw2 gravity  phillips

) 0,0078 0,009 0,0032 0,0236 0,0238 0,0010 0,0633 _ 0,0509
Am 0,0078 0,0019 0,0032 0,0236 0,0238 0,0010 0,0633 0,0511
Am 0,0077 0,0019 0,0032 0,0235 0,0236 0,0010 0,0631 0,0507
Stdx 3,7e-6  2.7e-6  3,2e-6 1,6e-5 3,2e-5 6,7e-7  3,8e-5 7,9e-5
E 0,0200 0,0524 0,6026 0,0760 0,1657 0,0279 0,0297  0,0228
Eyv 0,0501 0,0694 0,6028 0,0944 0,1733 0,0456 0,0505 0,0395
En, 0,0051 0,0364 0,6024 0,0594 0,1597 0,0162 0,0157  0,0089
Stdg  0,0071 0,0056  7,0e-5 0,0060 0,0023 0,0050 0,0057  0,0040

kn 7 21 7 8 7 10 10 12
km 7 19 7 8 7 7 8 7
Itar 5 41 5 7 6 10 10 14
It 4 36 5 6 5 4 6 4

Tabela 4.9: Resultados obtidos ap6s 500 execugoes e 1% de erro relativo.

temos as mesmas caracteristicas, ou seja, o desvio padrao no parametro de
regularizacao continua pequeno (da ordem de 10~%, 107°). As dimensoes
dos espagos projetados diminuiram praticamente para todos os problemas:
a mais notoria reducdo foi para o problema heat, que de 19-21 (min-max)
foi para 15-16 (min-max).

fozxgood heat wing shaw baart  deriv2 gravity  phillips

) 0,095 0,0049 0,0083 0,0595 0,0617 0,0025 0,1585 0,1275
A 0,0195 0,0049 0,0083 0,0596 0,0618 0,0025 0,1587  0,1278
Am 0,0194 0,0049 0,0082 0,0593 0,0614 0,0025 0,1579  0,1271
Stdy  1,8e-5 1,0e5 20e5 6,05 7,25 186 124 1,led
E 0,0310 0,1045 0,6035 0,1294 0,2098 0,0310 0,0434  0,0238
Ey 00503 0,1217 0,6040 0,1475 0,2229 0,0503  0,0594  0,0400
Ep 0,0162 0,0848 0,6031 0,1110 0,1924 0,0170 0,0299  0,0101
Stdg  0,0045 0,0061 0,0002 0,0058 0,0046 0,0056 0,0051  0,0032

kn 7 16 7 7 7 7 9 11
km 7 15 7 7 7 7 7 7
Itas 6 33 7 5 7 5 8 12
Itm 5 29 6 5 6 4 4 4

Tabela 4.10: Resultados obtidos apds 500 execugoes e 2,5% de erro relativo.

Finalmente a tdltima tabela com resultados para o caso de dados com
5% de erro relativo pode ser conferida na tabela 4.11 a seguir.
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foxgood heat wing shaw baart  deriw2 gravity  phillips
A 0,0396 0,0105 0,0191 0,1203 0,1273 0,0051 0,3187  0,2562
AM 0,0397 0,0106 0,0193 0,1207 0,1282 0,0051 0,3194  0,2569
Am 0,0394 0,0104 0,0188 0,1198 0,1264 0,0050 0,3172  0,2551
Stdx 5,6e-5  3,2e-5 T4de-5 19e-4 29e-4 5,le-6  3,5e-4 3,0e-4
E 0,0530 0,1875 0,6179 0,1569 0,2843 0,0430 0,0538  0,0268
Eyv 0,0670 0,2087 0,6217 0,1699 0,2970 0,0634 0,0696  0,0427
En 0,0395 0,1696 0,6148 0,1448 0,2661 0,0254 0,0413 0,0136
Stde 0,0045 0,0060 0,0011 0,0039 0,0049 0,0059 0,0042  0,0032
ks 7 13 7 7 7 7 8 10
km, 7 12 7 7 7 7 7 7
Ttar 6 30 11 6 7 5 7 11
Itm 6 25 10 5 [§ 5 4 4

Tabela 4.11: Resultados obtidos ap6s 500 execugdes e 5% de erro relativo.

Novamente, o que ja era esperado neste ponto, o desvio padrao foi pe-
queno e para alguns problemas a dimensao k do espago projetado teve novas
reducoes.

De modo a comparar a performance de LANC-FP com outras técnicas,
faremos uma avaliagdo com alguns dos problemas teste descritos utilizando
erros de 1% e dimensao n = 1024 de modo que possamos calcular a SVD das
matrizes para cada problema e aplicar a curva-L, a GCV e a discrepancia.

Nas tabelas 4.12,4.13 e 4.14 temos os resultados obtidos com apenas
uma execugao para os problemas foxgood, heat e shaw e para o principio
da discrepancia usamos a norma do erro e exata de modo que fosse possivel
obter o melhor resultado do método.

foxgood ‘ Curva-L GCV FP DP Lanc-FP
hy 0,0052  0,0056  0,0077  0,0091 _ 0,0077
[EN|P 18,4793 18,4781 18,4702 18,4652 18,4702
ER (%) 1,2828 1,3304 1,7277 1,9487 1,7277
Iter - - - - 4

Tabela 4.12: Comparacao entre Curva-L, GCV, FP, DP e Lanc-FP para o
problema fozxgood.

Desta comparagdo podemos concluir que além do algoritmo LANC-FP
obter resultados praticamente idénticos aos do algoritmo de ponto-fixo orig-
inal, os problemas projetados usaram subespagos de dimensao considerav-
elmente menores.
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heat ‘ Curva-L GCV FP DP Lanc-FP
A 0,3214 0,0017 0,0019 0,0027 0,0019
|zx]|2 2,2057 7,8197 7,8114 7,7745 7,8114
ER (%) | 83,5903 7,1848 7,2056 17,8547 7,2059
Iter - - - - 17

Tabela 4.13: Comparagao entre Curva-L, GCV, FP, DP e LANC-FP para
o problema heat.

shaw ‘ Curva-L GCV FP DP Lanc-FP
A 0,0179 0,0092 0,0236 0,0189 0,0236

[|zx]]2 31,7462 31,8778 31,6743 31,7330 31,6743
ER (%) 5,6865 4,1362 7,0446 5,9081 7,0447

Iter - - - - 7

Tabela 4.14: Comparagao entre Curva-L, GCV, FP, DP e LANC-FP para
o problema shaw.



Capitulo 5

Reconstrucao e Super
Resolucao de Imagens

Este capitulo descreve a performance de varios métodos de regularizagao
quando aplicados a problemas de reconstrucao de imagens.

5.1 Reconstrucao de Imagem

Nesta se¢ao abordamos um problema discreto mal-posto proveniente da dis-
cretizagao de uma equacao integral de primeria espécie em duas dimensoes

11
/ / K(s,t;x,y) f(z,y)dedy = g(s,t), 0<s,t<1. (5.1.1)
0o Jo

Na area de reconstrucao de imagens, a funcao K é chamada de point spread
function (PSF), f é uma imagem continua (a “imagem exata’), e g ¢ a
imagem embagada (blurred image) continua. A determinagio de estimativas
de f a partir de uma imagem embagada e contaminada por ruidos g =
g + e, é connhecida como o problema de “deblurring”, que aqui chamamos
de problema de reconstrugao [37, 60].

Na pratica, trabalha-se com imagens digitais, que informalmente fa-
lando, provém de amostragens de imagens continuas, e sao portanto ar-
mazenadas em matrizes. Assim, se o problema (5.1.1) é discretizado usando
alguma regra de quadratura, obtem-se um sistema de equagoes lineares

Af =g, (5.1.2)

com
f =vec(F), g=vec(G). (5.1.3)
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Aqui o simbolo vec(V) denota o vetor em IR™*™*! obtido concatenando

as colunas da matriz V € IR™*", e F e G sao as matrizes que contém as
amostras de f e g respectivamente.

Quando a PSF ¢ do tipo K (s, t; x,y) = K (s, x)K2(t,y) (conhecido como
o caso em que a PSF é separével), o problema discretizado torna-se

A FAT = G, (5.1.4)

com A; € RP*™ F e R™™", Ay € R™", e G € RP*". Usando em (5.1.4)
a propriedade do produto de Kronecker de matrizes [36]

vec(A;FAT) = (43 ® Aj)vec(F),
conclui-se que a matriz do sistema de equagoes lineares (5.1.2) é da forma
A= (A2 ® Ay).

Na pratica, imagens digitais sao obtidas através de algum dispositivo
eletronico tais como cAmeras ou sensores, e sao compostas por elementos
chamados de pizels, cada pixel representando uma variavel do vetor de in-
cognitas em (5.1.2). Imagens pequenas normalmente tém aproximadamente
2562 = 65.536 pixels, mas outras podem facilmente chegar a 5 ou 10 mil-
hoes de pixels. Existem diversos fatores que podem fazer com que a imagem
fique embagada. O efeito blur pode ser, entre outros, devido & limitacao em
se representar as cores num sistema computacional ou devido a uma ma
qualidade das lentes que podem desfocar a imagem. Um exemplo do efeito
blur sobre uma imagem pode ser visto na figura 4.6 no capitulo precedente.

Para entender melhor o efeito blur, vamos supor que temos uma imagem
totalmente preta exceto por um ponto (pixel) no centro que é branco. No
instante em que tirarmos uma foto deste tinico ponto o processo de embagar
a foto causara um espalhamento do ponto na sua vizinhanca, como ilustrado
na figura 5.1. O tipo de espalhamento depende da PSF. Assim, um modelo
matematico que produza o efeito blur deve ser introduzido ou estimado.

Figura 5.1: Esquerda: um tnico ponto de luz, chamado de point source.
Direita: o ponto de luz espalhado.
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Em algumas situagoes a PSF pode ser obtida explicitamente por uma
expressao matematica. Por exemplo, os elementos da PSF P, p;;, para o
out-of-focus blur (imagem fora de foco) é usualmente definido por

1 , .
pij = { 2 PRI -DE < (5.1.5)

0 caso contrario,

em que (k,1) é o centro da PSF P e r o raio do embagamento.

A PSF para um embagamento causado por turbuléncia atmosférica pode
ser descrito como uma func¢do Gaussiana bidimensional [37, 56] e os elemen-
tos da PSF sao dados por

1l i—k 1" 5?2 p? ik
p”’—e’q’(%[j—z} {;ﬁ 52 i~ ) (L6

em que os pardmetros sj, s e p determinam a largura e a orientagao da
PSF, que é centrada no elemento (k,l). Para outras PSF’s, ver [36] e as
referéncias contidas nele.

Turbulencia atmosferica (TA) out-of-focus (OOF)
Imagem com TA Imagem com OOF Imagem original

o

Figura 5.2: Da esquerda para a direita. Parte superior: PSF para tur-
buléncia atmosférica e out-of-focus. Parte inferior: Imagem embacada com
turbuléncia atmosférica, imagem fora-de-foco e imagem original.

Diferentes PSF’s produzem diferentes matrizes e efeitos na imagem orig-
inal como podemos conferir na figura 5.2 em que temos a PSF de tamanho
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256 x 256 para a turbuléncia atmosférica com centro no ponto (128,128),
s1 =25, s =15 e p = 13 e a PSF para out-of-focus utilizando r = 16. Para
detalhes da modelagem e outras informagoes do efeito blur, ver [36, 49].

A performance dos algoritmos descritos nos capitulos precedentes sera
agora ilustrada na resolucao do problema de reconstrucao de imagens.

5.1.1 Astronomia

Neste caso usamos uma PSF e uma imagem conhecida como satellite, am-
bas da toolbox RestoreTools [15]. A imagem exata vem em tons de cinza,
e tem 256 x 256 pixels, o que significa que temos um problema com 65.536
varidveis. Para este problema usamos Lanc-FP e HyBR, com W-GCV
(Weighted-GCV) [15] como critério de parada conforme descrito em [15].
Apresentamos resultados correspondentes a 50 execugoes onde o vetor de
“dados” em (5.1.2) é contaminado por ruidos com erros relativos de 1%,
5% e 0,1% respectivamente. A imagem original e uma imagem embagada e
contaminada por ruido branco sao apresentadas na figura 5.3.

Original Ruido

Figura 5.3: Solugao exata e vetor de dados b perturbado.

Nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, o subindice p e o simbolo L significam que
foi utilizado precondicionador e reortogonalizacao no processo de bidiag-
onaliza¢ao. Os simbolos restantes sao os mesmos descritos na tabela 4.8
exceto que Ity significa o nimero méaximo (resp. minimo) de avaliacoes
da funcao ¢ (\) ja que neste teste escolhemos p = 2.

Os resultados obtidos quando o erro relativo nos dados ¢ de 1% séo de-
scritos na tabela 5.1. Observagoes relevantes dos resultados sao que o uso
de um precondicionador tem um impacto na convergéncia dos algoritmos
reduzindo a dimensao do espago projetado (de 166 para menos de 13 no caso
de LANC-FP, o que significa uma redugao de mais de 92%), e que LANC-FP
mostra uma vez mais uma certa robusteza no calculo do parametro de reg-
ularizag@o, no sentido do parametro nao diferir muito uma vez estabelecido
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Lanc-FP,  Lanc-FP, Lanc-FP- Lanc-FP HyBR, HyBR
Py 0,0053 0,0053 0,0055 0,0056  0,0188 0,0311
Am 0,0054 0,0054 0,0055 0,0056 0,0204  0,0312
Am 0,0052 0,0052 0,0055 0,0056 0,0172  0,0310
Stda 5,2e-5 5,1e-5 3,6e-6 6,5e-6 7,9e-4 6,4e-5
E 0,2984 0,2984 0,2941 0,2963 0,2984  0,3975
En 0,3023 0,3023 0,2952 0,2972 0,3023  0,3981
Em 0,2957 0,2957 0,2923 0,2947  0,2957  0,3968
Stde 0,0015 0,0015 0,0006 0,0006 0,0015  0,0003
kar 13 13 113 166 11 45
km 10 10 110 150 8 45
Tt 5 3 6 6 - -
It 5 3 6 6 - -

Tabela 5.1: Resultados obtidos com lado direito com 1% de erro relativo.

o nivel de ruido nos dados (ver o campo do desvio padrao), independente

da utilizagao de precondicionador ou de reortogonalizagao.

Comparando

os resultados obtidos nos campos referentes aos erros relativos nas solugoes,
pode-se concluir que LANC-FP é competitivo uma vez que os erros relativos
de ambos os algortimos ficaram proximos dos 30%. Os resultados de uma
execucao sao ilustrados na figura 5.4.

Vejamos o que acontece quando o nivel de ruido é elevado para 5%. A
grande surpresa neste caso foi que o algoritmo HyBR, sem a utilizagao de
precondicionador, apresentou um erro relativo médio £ de 48% enquanto
que os demais nao ultrapassaram a casa dos 40%.

Lanc-FP,  Lanc-FP, Lanc-FP- Lanc-FP HyBR, HyBR
A 0,0277 0,0277 0,0322 0,0322  0,0549 0,0873
At 0,0280 0,0280 0,0323 0,0323  0,0557  0,1553
A 0,0273 0,0273 0,0321 0,0321  0,0532  0,0177
Stda 1,7e-4 1,7e-4 2,4e-5 2,4e-5 58e-4  0,0684
E 0,3773 0,3773 0,3995 0,4002  0,3772  0,4864
Em 0,3822 0,3822 0,4015 0,4022  0,3820 0,6113
En 0,3739 0,3739 0,3976 0,3984  0,3738  0,3554
Stdg  0,0018 0,0018 0,0008 0,0008  0,0018  0,1262
kn 5 5 45 56 3 234
km 5 5 45 56 3 8
Ttar 5 3 6 6 - -
Ttom 5 3 6 6 - -

Tabela 5.2: Resultados obtidos com lado direito com 5% de erro relativo.
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HyBR

L-FP*

L-FP

Figura 5.4: Solucoes obtidas pelos métodos HyBR e Lanc-FP com e sem
precondicionador e/ou reortogonalizagao.
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Finalmente, os resultados para o caso em que o nivel de ruido é baixo
(erros da ordem de 0,1%) vém na tabela 5.3. Nenhuma surpresa: LANC-FP
apresenta resultados similares aos descritos anteriormente.

Lanc-FP, Lanc-FP, Lanc-FP* Lanc-FP HyBR, HyBR

A 0,0002 0,0026 0,0007 0,0012 0,0103 0,0048
Am 0,0002 0,0042 0,0007 0,0013 0,0158 0,0049
Am 0,0001 0,0012 0,0007 0,0012 0,0062 0,0047
Stdx 2,834e-3 6,784e-2 8,082e-5 2,207e-3  2,219e-1  2,851e-3

E 0,2820 0,2823 0,3095 0,2999 0,2822 0,2957
Eyv 0,2905 0,2911 0,3096 0,3020 0,2911 0,2959
En 0,2779 0,2777 0,3094 0,2996 0,2778 0,2948
ka 54 90 81 103 90 128
km 42 66 81 96 56 123
Itar 3 3 3 3 - -
Itm 3 3 3 3 - -

Tabela 5.3: Resultados obtidos com lado direito com 0,1% de erro relativo.

Imagem original

Efeito out—of-focus blur Efeito motion blur

Figura 5.5: Imagem original (acima). Imagens com out-of-focus blur (es-
querda) e motion blur (direita).
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5.1.2 Paisagem

Independentemente do tipo da imagem, podemos ter varios tipos de em-
bagamento. Como um exemplo, na figura 5.5 podemos conferir uma foto
original e duas fotos embagadas, uma com o motion blur (embagamento
causado pelo movimento da camera) e outra com o out-of-focus blur (em-
bagamento causado pelo fato da imagem estar fora de foco).

Imagem original.

Imagem com ruido de 0,1% Reconstrucao. Erro relativo: 2.0332%

(b) ()
Figura 5.6: (a): Ilha de Santa Catarina, Imagem original. (b): Ilha de Santa
Catarina com motion blur e ruido de 0,1% . (c): Imagem reconstruida.

Nesta secao apresentamos a tentativa de remover o efeito blur em dois
tipos de paisagem, um da ilha de Santa Catarina - Florianopolis - e outro
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de uma foto colorida da praia da Armagao (Florianopolis).

Ilha de Santa Catarina

Para simular um efeito blur usamos a rotina mblur [35] com dimensdo
n = 200, o que gera um sistema de 40.000 variaveis, e o ruido é gerado
pela rotina WhiteNoise da toolbox RestoreTools com 0,1% de intensidade.
Os resultados de usar Lanc-FP sao mostrados na figura 5.6, na qual apare-
cem a imagem original, a imagem embagada e contaminada por ruido, e a
imagem recuperada. O erro relativo na solugéo foi de 2,03%, o parametro
de regularizacdo encontrado foi A = 4,1665 x 10~* e foram necessérias 40
iteragoes para o algoritmo parar.

Imagem Original

Imagem fora de foco Imagem reconstruida

(b) (c)
Figura 5.7: (a): Praia da Armagao, Imagem original. (b): Praia da Armacao
com efeito out-of-focus blur e ruido de 0,1%. (c): Imagem reconstruida
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Praia da Armacgao

Uma imagem colorida é tratada como sendo uma imagem em trés camadas
pelo Matlab. Novamente para simular uma imagem levemente fora de foco
usamos a rotina oblur com dimensao n = 256 o que gera um sistema com
65.536 variaveis. Para problemas com fotos coloridas existem basicamente
duas abordagens [36]. Uma é separar o problema em trés, sendo um para
cada camada, e a outra é formar um sistema com uma dimensao trés vezes
maior. Mais detalhes podem ser encontrados em [36].

Neste exemplo escolhemos tratar a imagem colorida, usando o sistema de
cores RGB, resolvendo trés sistemas de 65.536 variaveis. O ruido foi gerado
como no exemplo anterior mas com intensidade de 0,1%. Os resultados de
algoritmo Lanc-FP sao ilustrados na Figura 5.7. O erro relativo na solugao
foi de 5,47% e o tempo de execucao foi de 2,95 segundos num PC Athlon
64X2, 1.8GHz e 1GB de memoria RAM. Os parametros de regularizacao
encontrados (um para cada canal de cor) foram

Ar =0,0022, e =0,0021 e \g = 0,0020

e os trés subproblemas precisaram de 17 iteragoes para atingir o critério de
parada.

5.1.3 Ressonancia magnética

Em medicina existe uma grande variedade de problemas envolvendo ima-
gens como tomografias e ressonancias magnéticas, ultrasom, raio-X e muitas
outras. No Matlab existe uma sequéncia de 27 imagens que representam
um cérebro humano que no conjunto podem ser usadas para formar o de-
senho tridimensional do cranio. Outros detalhes podem ser encontrados no
site [43]. Cada uma das imagens representa uma fatia do cérebro, ver figura
5.8.

Neste exemplo testamos o algoritmos Lanc-FP e HyBR usando erro rel-
ativo nos dados de 1%. Na Tabela 5.4 mostramos os erros obtidos em cada
uma das fatias. Um aspecto interessante do experimento é que Lanc-FP
obteve resultados melhores em todos os problemas associados a cada uma
das 27 fatias.

Resultados correspondentes a fatia 15 sd@o mostrados na Figura 5.9.
Comparando as imagens e os erros (ver tabela 5.4) constatamos que
Lanc-FP obteve um resultado ligeiramente melhor do que o encontrado por
HyBR.
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Fatias horizontais

Figura 5.8: 27 fatias horizontais para o problema de ressonancia magnética.

Fatia Lanc-FP HyBR || Fatia Lanc-FP HyBR
0,2024 0,2132 15 0,2026 0,2180
0,1989 0,2079 16 0,1985 0,2117
0,2164 0,2245 17 0,1885 0,2044
0,2098 0,2224 18 0,1786 0,1930
0,1975 0,2106 19 0,1881 0,2023
0,1827 0,1949 20 0,1834 0,1985
0,1824 0,1963 21 0,1796 0,1970
0,1832 0,1976 22 0,1536 0,1706
0,1872 0,2033 23 0,1270 0,1437
0,1847 0,1982 24 0,1137 0,1269
0,1970 0,2104 25 0,1121 0,1251
0,1975 0,2106 26 0,1151 0,1241
0,1998 0,2153 27 0,1128 0,1167
14 0,1950 0,2113

Tabela 5.4: Erros relativos em cada fatia obtidos com Lanc-FP e HyBR.

— = =
TR B ©o-To otk W
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Imagem embacada Original

P e N

HyBR Lanc-FP

Figura 5.9: Fatia namero 15 (dentre 27 disponiveis). Imagem original e
duas solugoes obtidas.

5.2 Super resolucao de imagens

A resolugao de uma imagem digital é representada por dois parametros:
a resolucao espacial, que especifica o nimero de pixels, e a resolucdo da
intensidade ou quantiza¢ao, que especifica o nimero de niveis possiveis para
representar a intensidade em determinado pixel. Imagens de alta resolugao
(HR - high resolution) sao de fundamental importancia em vérias aplicagoes.
Por exemplo, o diagnoéstico por imagem pode detectar doengas ainda em
estagios iniciais, ou em astronomia, imagens HR podem revelar estrelas e
galaxias nunca antes vistas. Basicamente, o objetivo das chamadas técnicas
de super resolugao é melhorar a resolugao de imagens capturadas através
de algum dispositivo de aquisicao. Para tanto, assume-se que as imagens
capturadas, chamadas imagens de baixa resolu¢do (LR - low resolution),
sao altamente correlacionadas: pequenas diferencas de informacao presente
em cada imagem capturada proporciona uma nova informagao que permite
a recuperacao de detalhes da imagem HR. Um exemplo de uma imagen HR
e duas LR pode ser visto na figure 5.10.

Para descrever o problema abordado aqui, seja f uma imagem HR de
tamanho M = M; x My cuja representacao usando a operacao “vec” é f =
[f1,---, fm)T, sendo M o ntimero de pixels, e seja gx = [gk.1, Gk.2, - - - Ge.N]
k= 1,2,...,p, a k-ésima imagem LR de tamanho N = N; x Nj, com

i
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Imagem original Imagem LR Imagem LR

-

Figura 5.10: Imagem HR e duas imagens LR.

My = Ny x Ly, My = Ny X Ls, sendo Ly e Ly os fatores de subamostragem
nas diregoes horizontal and vertical, respectivamente, do modelo que rela-
ciona imagens HR e LR. Se assumimos que o processo de aquisigao das
imagens gy envolve embagamento (blurring), movimento, subamostragem
e ruido aditivo, um modelo linear que relaciona a imagem HR f com as
imagens LR g pode ser escrito como [53]

gr = Cif + ¢, (5.2.7)

com Cj, € RNM ¢ ¢, denotando um vetor de ruidos. O problema de super
resolugao consiste na determinacao de estimativas da imagem f a partir da
sequéncia de images gj.

Devido ao fato dos sistemas em (5.2.7) serem subdeterminados, podemos
encontrar infinitas solugoes f e assim o problema de super resolugao é mal
posto. Para contornar esta dificuldade, dentre varios métodos disponiveis
na literatura, um deles é o método de regularizagao de Tikhonov, que neste
contexto pode ser formulado como

fy = arg mfin g — Cf||5 + \?||Rf||3 (5.2.8)

sendo
g=1lgl...g]", c=[c]...clT",

e R uma versao discreta de algum operador diferencial nas dire¢oes hori-
zontal e vertical, respectivamente. E uma vez mais o desafio é determinar
um parametro de regularizagao apropriado.

Como ilustragao, abordamos o problema de estimar a imagem HR de
tamanho 18 x 24 pixels mostrada na fig. 5.10 a partir da sequéncia of 5
imagens LR com fatores de subamostragem L; = Lo = 2. Assim, C €
R740%432 ¢ R € R®?2%432 Neste caso, a matriz R foi escolhida como um
operador diferencial de primeira ordem. As imagens LR foram formadas
contaminando as imagens degradadas por ruido branco aditivo ¢ de modo
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que a razao ruido sinal SNR = 15dB; duas imagens LR sao mostradas na
Fig.5.10.

Neste problema verificamos que posto(C) = 390 (considerando uma pre-
cisdo de aproxidamente 16 casas decimais) e posto(R) = 341. Também,
como R é sobredeterminada, primeiro computamos uma fatoragao QR de
R, R = QR, e entao substituimos em (5.2.8) ||Rf||z por ||Lf]|2 onde L &
o bloco superior de R de tamanho 341 x 342. Como nos exemplos anteri-
ores, o problema foi resolvido 500 vezes a fim de comparar a performance
do método de ponto-fixo (FP) com outros da literatura, tal como aquele
proposto por Belge et. al. [7], denotado por BFP. Os resultados sao apre-
sentados na tabela 5.5.

FP BFP  curva-. GCV
Ef | 0.0617 0.1471  0.0615  0.0622
Eoax | 0.0748  0.2975  0.0751  0.0911
Stdg | 0.0034 0.0670 0.0035  0.0045
A 0.3318 1.7753  0.1968  0.1944
Lnax 26 386 — -
Inin 19 21 - -

Tabela 5.5: Resultados numéricos para o problema de super resolugao.

A curva-L da ultima execucao é mostrada na esquerda da Fig. 5.11; ja
na direita, aparecem os erros relativos das solucoes calculadas nas primeiras
200 execugoes. As imagens estimadas por FP, BFP e curva-L da ultima
execucao aparecem na segunda linha na Fig. 5.12. A imagem produzida
por GCV ¢é muito parecida com aquelas produzidas por FP e curva-L e
por isso ela nao é mostrada. Por outro lado, percebe-se que as imagens
obtidas por FP e curva-L sao muito mais precisas que aquelas obtidas por
BFP, e isso pode ser também visto a partir dos erros relativos médios na
tabela 5.5. Tabela 5.5 mostra também que o ntimero de iteragoes usadas
por BFP neste problema é significativamente maior daquele usado por FP
e que BFP estima solugoes que podem variar muito de uma execugao para
outra (veja o grande valor do desvio padrao e os erros relativos na Fig. 5.11).
Neste problema a escolha p = 1 nao funcionou em aproximadamente 5%
dos casos.
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03
—FP
BFP
0.25
—-—-— L-curve

0.2

0.1

0.05" - :
10° 0 50 100 150 200

Figura 5.11: Esquerda: curva-L. Direita: erros relativos das primeiras 200

execucgoes.
Imagem original Imagem LR Imagem LR
Imagem estimada (FP) Imagem estimada (BFP) Imagem estimada (L-curve)

Figura 5.12: Imagem HR, duas imagens LR, e imagens estimadas por FP,
BFP e curva-L.
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5.3 Exercicios

1. Counsidere a equagao integral

1 1
/ / K(s,t,y) f(o,y)dedy = gls,t), 0< s,t< 1.
0 0

Anélogo ao caso unidimensional, combine regras de quadratura e o
método de colocagao para discretizar a equagao acima, descrevendo
os elementos a; ; da matriz A e as componentes dos vetores f e g no
problema discretizado (5.1.2).

2. Assuma que o “kernel” da equacao integral do exercicio anterior é da
forma K (s, t;x,y) = Ki(s,2)Ks(t,y), e que no problema discretizado
correspondente,

A FAL = G,

ambas as matrizes A; e Ay sdo m X m e inversiveis. Assuma tam-
bém que devido a incertezas nos aparelhos de medi¢ao, a imagem
“dados” ¢ da forma G = Geyxata + B, onde Geyata = A1Fexata Al .
Se F = AT'GA; T, demonstre que

HF - chata”F
||Fexata”F

IEl
IGllF’

< [ Asll2[lAT Izl A2]l2[1AZ |2

onde ||()||F denota a norma Frobenius da matriz (-).

3. Prove que
o vec(A1XAT) = (A ® Ap)vec(X),
° (A1 [09] AQ)T = Ag X A’{, (A1 X Ag)il = A2_1 [ Al_l,
o ('T1V1) @ (UaXaVy) = (U @ Us) (21 @ 2) (Vi @ V)T
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