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Introducao

Sao varios os problemas que podem, em geral, ser modelados por uma
equacio diferencial®, porém vamos mencionar apenas dois, a saber: o estudo
do movimento unidimensional de uma mola que, pode ser modelado a partir
de uma equacao diferencial ordinaria e de convenientes condicGes; e o pro-
blema que, pode ser modelado, por exemplo, por uma equacao diferencial
parcial associado a difusao.

O estudo das equagoes diferenciais pode ser abordado de varias maneiras
dentre as quais, apenas para mencionar, o método especifico do tipo séries
para uma equacao diferencial ordinéria e, no caso de uma equacao diferencial
parcial, separacao de variaveis. Devemos também mencionar a metodologia
das transformadas integrais; objetivo principal deste trabalho. Ressalte-se
que esta metodologia nao distingue uma equacao diferencial ordinaria de
uma equacao diferencial parcial.

A metodologia das transformadas integrais,? em principio, converte o
problema de partida num outro, as vezes chamado de problema transfor-
mado, aparentemente mais simples de ser abordado. Resolve-se, quando
possivel, o problema transformado e recupera-se a solucao do problema de
partida através da respectiva transformada inversa.

Dividimos este trabalho em quatro capitulos e dois apéndices. No primei-
ro capitulo, apresentamos as equagoes diferenciais parciais, em particular,
discutimos a reducao & forma candnica e a classificacdo quanto ao tipo, en-
quanto que no segundo capitulo introduzimos o conceito de transformada in-
tegral, particularmente, as transformadas de Laplace, de Fourier, de Mellin
e de Hankel. No terceiro capitulo sdo apresentados o teorema dos residuos
e o lema de Jordan, ferramentas que desempenham papel fundamental no
célculo da transformada inversa, dentre outras aplicagoes, como vamos ver,
no célculo de uma integral real via funcoes analiticas. O quarto capitulo é
dedicado as aplicacoes propriamente ditas, envolvendo tanto uma equacao

INeste trabalho, o termo equacdo diferencial refere-se unicamente ao caso em que a
equacao, seja ela ordinaria ou parcial, é linear. Nao é discutido o caso de uma equagao
diferencial ordinaria ou de uma equagdo diferencial parcial, ambas ndo-lineares, uma
vez que uma metodologia geral, neste caso, é muito particular no sentido de que cada
problema deve ser abordado como sendo Unico, quase sempre.

2Aqui, discutimos apenas as transformadas de Laplace, de Fourier, de Mellin e de
Hankel, todas elas lineares.
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diferencial ordinaria quanto uma equacao diferencial parcial, em particular,
a chamada justaposicao de transformadas.

Visto que muitos problemas envolvem a funcdo delta de Dirac e/ou a
funcdo de Heaviside, introduzimos as respectivas defini¢bes e algumas de
suas propriedades no Apéndice A, enquanto que, no Apéndice B, sdo apre-
sentadas a funcao gama e as fungoes de Bessel, bem como algumas de suas
propriedades. Convém ressaltar que nas aplicagoes tomamos o cuidado de
elencar problemas envolvendo apenas a funcao de Bessel, associada a uma
simetria cilindrica, como tnica funcdo especial. Por questoes de tempo
e espaco, nao abordamos problemas envolvendo simetria esférica de onde
emerge, naturalmente, as importantes fun¢des de Legendre.

Enfim, as referéncias que aparecem com o simbolo * & sua frente, nao
foram citadas explicitamente no texto. Foram ali colocadas por se tratarem
de livros que contém o topico Fquacdes Diferenciais e se constituem numa
fonte a mais para uma eventual consulta.

Gostariamos de externar nossos sinceros agradecimentos aos membros
do Comité Cientifico do XXXI Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional por terem acreditado na proposta inicial do minicurso e
ao parecerista pelas valiosas observacoes que muito contribuiram para a
melhoria do presente texto. Obrigado.

Os autores.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais
Parciais

Em carater de revisdo, vamos introduzir o conceito de equacdo diferen-
cial parcial, linear e de segunda ordem envolvendo apenas duas variaveis
independentes. A generalizagdo para um maior nimero de varidveis inde-
pendentes nao é dificil e pode ser encontrada em [14]. A maior aten¢io
as equagoes diferenciais parciais, lineares, de segunda ordem com duas var-
idveis independentes se justifica pelo fato delas emergirem de uma gama
bastante grande de problemas, em particular, problemas envolvendo pro-
cessos ondulatoérios, associados & chamada equacdo da onda (equagio de
onda) e difusivos, associados & chamada equacéo do calor (equacao de di-
fusdo), dentre outros.

Um fato muito importante a respeito de uma equacao diferencial parcial
é que o método de solucao depende geralmente do tipo de equacao, segundo
uma classificagao que veremos adiante. Portanto uma classificacio, quanto
ao tipo, se faz tutil e necesséria.

Em relacao as equagoes diferenciais parciais de segunda ordem com duas
variaveis independentes, vamos dedicar o préximo capitulo para discutirmos
como obter a solucdo, satisfazendo as chamadas condicdes de contorno, asso-
ciadas & geometria do problema e as condic8es iniciais através da metodolo-
gia das transformadas integrais. Discutimos o método das caracteristicas
no caso de duas varidveis independentes, explicitamente.

Convém ressaltar que vamos usar a notacao para a derivada parcial de
u, em relagdo & x tanto na forma % quanto na forma u,, por conveniéncia.



2 Equacoes Diferenciais Parciais

1.1 Meétodo das Caracteristicas

O chamado método das caracteristicas' consiste em mudar convenientemente
as coordenadas (z,y) para as coordenadas caracteristicas (ou somente carac-
teristicas) (£,7) de modo que a equagao diferencial parcial é levada numa
equagdo diferencial ordinaria. Resolve-se a equacdo nas variaveis (£,7) e
volta-se para as coordenadas (z,y) de modo a obter a solucao da equagio
diferencial parcial.

1.1.1 Equagoes com Duas Variaveis Independentes

Nesta secdo vamos discutir as equacoes diferenciais parciais de segunda or-
dem lineares, com uma variével dependente e duas varidveis independentes.

Chama-se equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem, com duas
varidveis independentes, a toda equacao da forma

0%u 0%u 0%u Ju Ju
A—+B C D E— + Fu=GaG, 1.1.1
922+ aa«a+a2+a+ay+“ (1.1.1)
onde os coeficientes A, ..., G sdo funcbes das variaveis independentes x e y,

e u = u(x,y) é a varidvel dependente. Vamos supor desde o inicio que tanto
u(z,y) quanto os coeficientes presentes na equagido (1.1.1) sdo continua-
mente diferenciaveis e que os coeficientes A, B e C nao sao simultaneamente
nulos.

A classificacdo de uma equacao diferencial parcial baseia-se na possibil-
idade de reduzi-la & chamada forma canénica, em um ponto de seu dominio,
através de uma transformacao de coordenadas. Essa clagsificacdo é analoga
a classificacdo de uma quédrica. Partindo da forma geral mostrada na
equacao (1.1.1), dizemos que uma equagdo ¢ hiperbdlica, parabdlica ou elip-
tica em um certo ponto P(xo, o) de seu dominio se o discriminante

A = B?(x0,10) — 4A(z0, Y0)C (w0, yo) (1.1.2)

for respectivamente positivo, zero ou negativo nesse ponto. Se isto é ver-
dadeiro para todos os pontos de um dominio dizemos que a equacao é
hiperbélica, parabélica ou eliptica no dominio considerado. Quando o dis-
criminante muda de sinal dizemos que a equacgao é do tipo misto.

No caso de duas varidveis independentes é sempre possivel encontrar
uma transformacao de coordenadas que deixa a equacdo invariante, isto &,
que conserva a forma da equagio, desde que o Jacobiano da transformacdo
seja diferente de zero. Vamos verificar este fato.

1O método das caracteristicas pode ser aplicado em ambos os tipos de equacdes linea-
res e nao-lineares.
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Consideremos entdo, para duas varidveis independentes, uma transfor-
macao de coordenadas geral dada por

§=¢&(xy) e n=n(ry) (1.1.3)

onde devemos supor que & e n sao pelo menos duas vezes continuamente
diferenciiveis e que o Jacobiano

J = gxny - gynx

é diferente de zero no dominio considerado, de modo que = e y podem
ser obtidos univocamente das equacbes para ¢ e 1. Entao, introduzindo
as transformagbes mostradas nas equagoes (1.1.3) na equacdo diferencial
original obtemos a nova equacao?

0%u %u  ~0%u ou ou
AGgs +Bagge + O + DGg + B+ Fu=G, (1.1.4)

onde os novos coeficientes sdo dados por

- a(2% € 9¢ %€
AA(%) +Bax8y+c<8>’
L ogon . (06on  0Edn
B=2Ay o +B<81‘8y y 83:)
on dn On
o A(%)486M+C( ),

. d%¢ 0%¢ 0%¢ /3 o

D=A—+1B — + D=+ FEF—=:
02 T Pazay T o2 TP T o,
2 2

p—aln g On o o pon,

Ox? Oxdy Oy? ox oy’
F=F e G=0G.

O fato notavel que permite esse esquema de classificacio é que A = |J|?A

onde A =B — 4AC, como pode ser verificado explicitamente.

A classificagdo da equagdo depende somente dos coeficientes A, B e C'
no ponto (z,y); por isso, reescrevemos as equacoes (1.1.1) e (1.1.4), respec-
tivamente, como

?Note que ela tem a mesma forma da equagio original, pois continua sendo uma
equagio diferencial parcial, linear e de segunda ordem.
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0%u 2u 0%u
(&4
- 62u 82 - 0%u _

onde H e H sio, respectivamente, funcdes de z, y, u, Ou/dx, Ou/dy e &, 1,
u, Ou/0E, Ou/om.

1.1.2 A Forma Canoénica

Suponhamos que as func¢des A, B e C nédo sdo nulas.Vamos procurar as
novas varidveis £ e n de modo que os coeficientes A e C' sejam nulos. Para

isto devemos ter
or\? or o1 or\?
(8:c> + 8x3y+0<8y) 0, (1.1.5)

onde 7 representa ora £, ora 7. A equacao anterior pode ainda ser reescrita
na seguinte forma:

A(Ge) o (5my) ro=o

Ao longo de uma curva 7 = constante no plano (z,y) temos

dr = Z—Tda: + ?dy =0,
de onde obtemos
or/dx _ dy
or/oy —  da’

com a qual nossa equacao para 7 toma a forma

dy dy B
A () - n (L) c-0

As raizes desta equacdo algébrica de segundo grau, com A = B2 —4AC, sdo

Zi 1(B+\F) (1.1.6)
dy_ L p_Va. (1.1.7)

dr 24
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As duas equagoes diferenciais ordinarias lineares e de primeira ordem,
equagdes (1.1.6) e (1.1.7), sdo chamadas equacdes caracteristicas e as respec-
tivas integrais sao chamadas curvas ou integrais caracteristicas. Visto que
tais equagoes diferenciais ordinérias, sao de primeira ordem, elas admitem,
cada uma delas, uma constante de integracao.

Enfim, note-se que se os coeficientes A, B e C sdo constantes as equacoes
caracteristicas levam a duas familias de retas, e a equagdo é do mesmo tipo
em todos os pontos de seu dominio, uma vez que A também serd constante.

1.1.3 Equacgao do Tipo Hiperboélico

Se A > 0 temos duas familias distintas de curvas caracteristicas e a equagao
diferencial original se reduz a

u _ ou ou
oEom ToETon )’
onde H; = H/B, com B # 0. Esta ¢ a chamada primeira forma canénica

da equacdo hiperbdlica. Ao introduzirmos um segundo par de varidveis
independentes

(e

a=E+7
f=E&—mn
obtemos a segunda forma canénica
u *u ou Ou
— ——=H —, = ).
D2 5ﬁ2 Q(Oé,ﬁ,lh 8&’35)

Um exemplo deste tipo de equacao é a chamada equacao de propagacao
das ondas, que serd discutida no Capitulo 4.

1.1.4 Equacgao do Tipo Parabdlico

Se o discriminante A = 0 as equag6es caracteristicas (1.1.6) e (1.1.7) sdo
idénticas. Neste caso s6 existe uma familia de curvas caracteristicas, de onde
obtemos somente uma curva integral & = constante (ou n = constante).
Logo, a forma canoénica para a equagdo do tipo parabolico é dada por

o
On?

ou Ou

:HB (§7T’au78£7an> para C#O

ou
0% < ou Ou

= H u. — 22
2 3 5»77,&, 85787’]

oe > para A #0,
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dependendo da escolha £ = constante ou 1 = constante, respectivamente.
Os fenémenos de difusao sao os mais representativos de tais equagoes parabo-
licas e serdo discutidos no Capitulo 4.

1.1.5 Equacao do Tipo Eliptico

Neste caso A < 0, e as curvas caracteristicas ndo sdo reais. Entretanto, se os
coeficientes A, B e C séo fun¢des analiticas podemos considerar a equacio

dy 2 dy _
(B () o

para os complexos x e y. Desde que £ e 7 sao complexos conjugados, vamos
introduzir as varidveis reais

1 1
a=5E+n) e f= (),
de modo que a equacao diferencial tome a forma

2 2
@'F@:HO (aaﬂau

ou Ou
5t T o ) : (1.1.8)

) 870[’ %
chamada forma canonica da equagdo eliptica. A equacdo de Laplace [1749

— Pierre Simon Marquis de Laplace — 1827] constitui um exemplo de equagao
eliptica, e também ser4 discutida no Capitulo 4.

1.2 Problemas Resolvidos

Aqui, vamos apresentar alguns problemas envolvendo as chamadas equacoes
da Fisica-Matemaética, dentre elas, as equacoes de Laplace, de Onda e do
Calor, as quais serdo formalmente discutidas no Capitulo 4, imediatamente
apos a apresentacdo da metodologia das transformadas integrais, Capitulo
2, e o teorema dos residuos, Capitulo 3.

Exemplo 1.1 — Equacao de Laplace

A chamada equacéo de Laplace bidimensional, em coordenadas cartesianas,
é dada por

0? 0?
ﬁu(x, y) + T?ﬁu(x,y) = Vu(z,y) = Au(z,y) = 0. (1.2.9)



Problemas Resolvidos 7

Introduza as coordenadas polares no plano
x = rcost e y = rsend (1.2.10)
comr > 0e0 < 6 < 27 a fim de escrever a equacdo de Laplace nas
coordenadas r e 0. Classifique a equagao resultante.
Solugao. O Jacobiano da transformacao é dado por

Ox/0r 0x/00
oy/or 0Oy/00

que ¢é diferente de zero. Entdo, invertendo, podemos escrever

cos —rsend
senf  rcost

J =

r=@2+yHY? e H= arctan .
T

Calculando as derivadas primeiras, obtemos

9 _or9 0009 09 199
ox  dwor  0zoo < or v 00
e OO0 D0 1,0
oy Oyor 0Oy 20 or 09’
Entao, calculando as derivadas segundas temos
0? 5, 02 1 22 g 2 2
ol cos HW + Sse 95 — ;sen@cosHaTae—i-
2
+ —gsen Hw + —senHCOSG%
e
0? o, 02 1 5,0 2 2
TYF = sen Gﬁ + —cos 9@ + ;sen@cos@arao—i—
+ ico 29872 — sen@cos@2
* o0 T 2 20"
Adicionando as duas ultimas expressoes e simplificando obtemos
0? 10 1 02
ﬁ“(ﬁ 0) + ;gu(ra 0) + ﬁ@“(ﬁe) =0

que é a equacao de Laplace escrita em coordenadas polares no plano.

A fim de classificarmos a equacao acima quanto ao tipo, basta calcular
o seguinte discriminante, isto €,

A=o2—1-i2=—i2<0
r r

que é sempre negativo, ou seja, a equacao é do tipo eliptico. Isso era esper-
ado pois a equacao de Laplace em coordenadas cartesianas estd na forma
canénica e vemos claramente, comparando-a com a equacao (1.1.8), que é
eliptica O
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Exemplo 1.2 — Equagao do Tipo Misto

Considere a seguinte equacdo diferencial:

0%u 0%u

s +da®— =0 1.2.11

o2 T gz =0 ( )
com x # 0. Pede-se: (i) Classificar a equagdo. (ii) Obter as equagles
caracteristicas. (iii) Determinar a forma canonica.

Solugao. (i) Identificando os termos desta equagdo com aqueles usados na
equacdo (1.1.1) temos A =1, B=0e C = 422, logo

A=B?—4AC = —4-1-42% = —162° < 0,

isto €, a equacao é do tipo eliptico.
(ii) Para obter a equacdo caracteristica usamos (cf. as equagoes (1.1.6)
e (1.1.7))

dy B+ VA
de 24
de onde se segue que

dy _
dx

(iii) Integrando as equagbes acima encontramos

dy
24 —= = —2izx.
T e e T

y—iz’=c1 e y+iz®=cy,

onde ¢ e co sdo constantes. Introduzimos (isto é, definimos) as novas var-
iaveis £ e n dadas por

y—iz? =¢
y+ir?=n

de onde obtemos, para as varidveis a e (3,
1
@ = S+ =y (1.2.12)

1
g = Z(f—n):—xQ. (1.2.13)

Podemos agora calcular explicitamente os operadores de derivada parcial
em relacdo a estas novas variaveis. Para as derivadas primeiras temos
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0 Jda 0 op 0 0 0
_ 5o 05

9r ~ Oroa 0zod - Fap - WV Pap

9 Oad 00 0

dy " dyoa  dyop  da’
e para as derivadas segundas
0? 0 0 0? 0
— =4y/-PB=|V-0=)|=-40-— —2—
o2 ~ VP35 ( ﬁf)ﬁ) am " o5
0? 0?
oy’ Do

Substituindo estas expressdes na equagao (1.2.11) obtemos

0%u ou 0%y
4B — —2— — 48— = 0.
ﬂ852 op ﬁaoﬂ 0
Logo
9?u  O%u 1 Ou

— =
oa?  0B? 26083
que é a forma canoénica buscada, isto é, nao contém o termo de derivada

mista e os coeficientes das derivadas de ordem dois sdo constantes e de
mesmo sinal. Note que 8 # 0 uma vez que = # 0 O

Exemplo 1.3 — Equacao com Coeficientes Constantes
Considere a seguinte equacao diferencial parcial
2 2 2 o) o) 1

0
= 9~ il il _ _ =
35 t(e.) 55 o u(e,y) + 25 u(ey) + guley) + gouley) =

Pede-se: (i) Classifique a equagdo quanto ao tipo e (ii) Reduza a equacéo a
forma candnica.

Solugao. (i) A fim de classificar a equacdo basta calcularmos o discrimi-
nante a ela associada, isto é,

A=52-4.3.2=25-24=1>0

de onde concluimos que é do tipo hiperbdlico.
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(ii) Para reduzir & forma canonica, devemos primeiramente obter as
equacgoes caracteristicas, ou seja

dy 5+V1
de 2.3

Integrando-as temos as respectivas curvas caracteristicas

2
y=x+c e y:§x+(:2

de onde introduzimos as coordenadas caracteristicas, isto &,

2
E=y—v € =y gL

Enfim, calculando as derivadas, substituindo-se na equacao diferencial e
rearranjando obtemos

82

0
@U(fﬂ?) - 377“(&77) =1

que ¢ a primeira forma canénica de uma equacao hiperbélica (Ver Ex.3, a
seguir).

1.3 Exercicios Propostos

1. Classifique as equagdes diferenciais parciais quanto ao tipo

0%u 0%u 0%u %u  O%u
207U 207U gu  ou gy
(2) @ O0x? xyaxay ty Oy? “ (b) Ox? + Oy
0%u 0%u 0%y Ou 0%u ou
2 — =0 (d) @+5——u:2

(c) dx  “oxdy 37/2—’_81' oy
2. Para as equagoes do Ex.1 obtenha: (a) coordenadas caracteristicas;
(b) Reduza-as a forma canonica.

3. A equacdo de onda (tipo hiperbélico) admite duas formas canénicas,
uma envolvendo s6 a derivada de ordem dois mista e a outra sem o
termo de derivada mista. (a) obtenha a outra forma canonica para a
equacao diferencial

Pu  *u

Pro v
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com u = u(z,y). (b) Obtenha a solugao geral® da equacao de onda,
isto é, considerando y = ¢t com t a coordenada temporal e ¢ a veloci-
dade de propagacgao, suposta constante. Interprete o resultado.

4. Classifique, quanto ao tipo, a chamada equacdo de Tricomi [1897 —
Francesco Giacomo Tricomi — 1978],

0? 02
@U(%y) + xa—fu(:r,y) =0.

5. Verifique que a funcao Gaussiana
(2,6) = ——exp(—a?/41)
u(z,t) = ——exp(—2x
VAt P

satisfaz, para t # 0, a chamada equaco do calor unidimensional®

0 0?
au(x,t) = @u(x,t).
6. Verifique que uma onda senoidal, u(xz,t) = sen (z + ct), satisfaz a
chamada equacao de onda unidimensional
1 02 0?

com c uma constante positiva.

7. Utilize 0 método das caracteristicas para resolver a seguinte equagao
diferencial parcial
2 02 10
@U(l‘y y) + yaiygu(x7y) + 5@”(% y)=0

na regiao em que ela é do tipo hiperbdlico.

8. Sejam (x,y,z) as coordenadas cartesianas. Escreva a equagio de
Laplace tridimensional
2 82 82
x,Y, Z) + aiyzu(zm Y, Z) + @U(i& Y, Z) =0
nas coordenadas esféricas (r,0, ¢), definidas por x = rsenf cos ¢, y =
rsenfseng e z=rcosf,comr >0, 0<0<mel<¢p<2m.

Au(z,y,z) = @u(

3Nem sempre é facil (e util) obter a solucdo geral de uma equacgao diferencial parcial.
Entretanto, se a forma canoénica for simples, podemos quase sempre obter tal solugao
geral.

4Esta nomenclatura é relacionada com a chamada variavel espacial, no caso x.
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9. Analogo ao Ex.8 para as coordenadas cilindricas, (r, 0, z), relacionadas
com as coordenadas cartesianas, através das expressoes x = rcos#f,
y=rsenfez=z,comr>00<0<2re—00<2z<o00.

1.3
1

NS ov e

.1 Respostas e/ou Sugestoes
. (a) Parabolica; (b) Eliptica; (c) Hiperbolica; (d) Parabdlica.
0%u ou
.2 —
(a) E=zyen=yn g Xy, =
(b) J4 se encontra na forma candnica
- YEN=oTTY 5.0 ~ 160 16 o€
(d) J4 se encontra na forma candnica
@ 2% = 0 (b) ule) = f(@-+ct) + gla — cf). Uma ond
a@fani ; u(z,y) = flr +c g(x — ct). Uma onda se

propagando para a direita e outra a partir da direita.

x < 0 Hiperbélico; x = 0 Parabolico; x > 0 Eliptico.
Basta efetuar as derivadas.

Basta efetuar as derivadas.

u(z,y) = fx+2y/=y) + g(x — 2\/—y) onde f e g sdo fun¢des contin-

uamente diferenciaveis.

02 290 1 02 cotf 9 1 9?

—_—— — — —_— — 0 =
or2 * r Or + r2 002 + r2 90 * r2 sen?6 O¢2 u(r,6,¢) =0
2 10 1 92 2
ﬁu(r,& z) + ;Eu(r,e, z) + 71—2—892u(r,¢97 z) + —aZQu(r7 0,z)=0



Capitulo 2

Transformadas Integrais

No capitulo precedente introduzimos o conceito de equacéo diferencial par-
cial, linear de segunda ordem, particularizando para o caso em que temos
duas varidveis independentes, porém nao apresentamos um método especi-
fico de resolucao, tarefa esta que serd agora apresentada e discutida. Exis-
tem varios métodos para se abordar uma equacgao diferencial parcial, dentre
eles o classico método de separacao de variaveis.

Aqui, vamos apresentar a chamada metodologia das transformadas in-
tegrais, em particular, discutimos as transformadas de Laplace, Fourier,
Mellin e Hankel. Convém ressaltar que esta metodologia é aplicavel quando
temos um problema envolvendo uma equacgdo diferencial ordinaria ou par-
cial, como vamos ver no Capitulo 4.

Apobs a introdugdo do conceito de transformada integral, discutimos as
transformadas de Laplace, Fourier [1768 — Jean Baptiste Joseph Fourier —
1830], Mellin [1854 — Robert Hjalmar Mellin — 1933] e Hankel [1839 — Hermann
Hankel — 1873], mencionando algumas de suas propriedades. O problema
da inversdo da transformada, em geral, envolve o plano complexo e a teoria
das funcGes analiticas, em particular, o chamado teorema dos residuos, tema
este que serd abordado no Capitulo 3.

O objetivo principal deste capitulo é utilizar a metodologia das transfor-
madas como ferramenta para procurar solucbes de uma equacao diferencial
ordinaria ou uma equacao diferencial parcial, no particular caso de ambas
lineares com coeficientes constantes, e condiges iniciais e/ou condigdes de
contorno.

Em linhas gerais a chamada metodologia das transformadas integrais,
também conhecido como método operacional, converte o problema de par-
tida num outro problema, aparentemente mais simples, chamado auxiliar.

13
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Resolve-se o problema auxiliar e a partir da transformada inversa recupera-
se a solucdo do problema de partida. E conveniente ressaltar que o cal-
culo da transformada inversa requer, em geral, o conhecimento das funcoes
analiticas, em particular o uso do teorema dos residuos que sera abordado
no Capitulo 3.

O capitulo esta disposto em quatro secoes, relativamente as transfor-
madas de Laplace, de Fourier, de Mellin e de Hankel, respectivamente, onde,
além das respectivas definicdes apresentamos algumas de suas propriedades.

2.1 Nocoes Basicas

Vamos, em linhas gerais, introduzir o conceito de transformada integral
para, nas proximas secoes, particularizar para as transformadas de Laplace,
de Fourier, de Mellin e de Hankel, isto é, as transformadas que serdo usadas
na resolucdo de equacdes diferenciais parciais.

Seja f(x) uma funcdo definida no intervalo, I, tal que a < x < b.

Definimos a transformada integral!, denotada por J[f(z)] = F(£), da fungao
f(zx), através da seguinte integral

b
If ()] = F(€) = / G(al¢) f(x) da

onde G(z|€) é uma funcao de duas variaveis x e £, chamada nicleo da trans-
formada. A func¢do transformada F(£) recebe o nome de fun¢do imagem
associada a funcéo objeto, f(x), e £ é a varidvel transformada.

Uma particular transformada integral requer o conhecimento do nicleo
da transformada e do intervalo além, é claro, das condicoes que devem
satisfazer a fun¢do objeto de modo que a integral que define a transformada
exista.

Neste trabalho, vamos discutir apenas as transformadas de Laplace, de
Fourier, de Mellin e de Hankel, conforme a tabela a seguir:

H Nome \ Intervalo \ Nicleo \ Parametro H
Laplace | 0 <z <oo | exp(—sz) Re(s) >0
Fourier | —oo <z < oo | exp(tkz) | —o0 < k < 00
Mellin 0<z<oo P~ 1 Re(p) >0
Hankel 0<z<oo r Jy (kr) 0<k<oo

n=0,1,2,...

Tabela 1 — Transformadas integrais.

INas aplicagdes vamos, também, discutir as transformadas integrais finitas, em par-
ticular, as transformadas de Hankel.
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2.2 Transformada de Laplace

Nesta secao, discutimos a transformada de Laplace, talvez a mais simples de
ser manipulada, associada & resolucao de uma equacao diferencial ordinéria.
Em geral, este tipo de transformada é 1til na resolucdo de um problema
envolvendo condigoes iniciais, isto é, por exemplo, quando conhecemos o
valor da fun¢éo e de sua derivada primeira (em geral parte temporal) no
instante inicial, ¢ = 0.

2.2.1 Definicao

Dada uma fun¢éo f(t), definida no intervalo semi-infinito [0, c0), a sua trans-
formada de Laplace, denotada por F'(s) = £[f(t)], € dada pela integral

Fo) =2l = [ et

sempre que a integral exista. Nesse caso G(t|s) = e™*! é o niicleo da trans-
formada. As vezes a funcio f(t) é chamada de funcio objeto e a funcgio F(s)
é conhecida como fun¢do imagem.

A existéncia desta integral é garantida para uma classe de fun¢oes ditas
admissiveis, as quais satisfazem aos critérios: (a) sdo continuas por partes
no intervalo [0, 00) e (b) existem duas constantes positivas M e « tais que,
para todo ¢ no intervalo [0, 00), vale a desiguladade

|f(t) < Me®, para 0<t< oco.

E costume, também, chamar f(t) satisfazendo a condicio (b) de funcdo de
ordem exponencial a [7].

2.2.2 Propriedades

Vamos apresentar apenas as propriedades que serao necessirias para a reso-
lucao das equacgoes diferenciais propriamente ditas. Também nesta secao,
como exemplo do calculo explicito da transformada de Laplace, vamos cal-
cular a transformada de Laplace das funcoes degrau deslocado e das funcoes
trigonométricas seno e co-seno.

Linearidade

Sejam f(t) e g(t) duas fun¢oes de ordens exponenciais a e 8 no intervalo
[0,00), respectivamente. Sejam A e B duas constantes. As combinagoes

lineares
h(t) = Af(t) £ Bg(t)



16 Transformadas Integrais

sdo também admissiveis de ordem exponencial maior ou igual a vy = max {«, 5}
e valem as relagoes

Llh(t)] = L[Af(#) £ Bg(t)] = AL[f(#)] £ BL[g(t)].

Deslocamento de f(t)

Se a transformada de Laplace da fungao f(t) é F'(s), entdo, para qualquer
nimero positivo a, a transformada de Laplace da fun¢io deslocada de f(t),

fa(t) = [t = a)uo(t — a)

é dada por
Lfa®)] = e *F(s)

sendo ug a func¢ao degrau deslocada definida por

0, para t<a,
ua(t)UO(ta){ 1, para t>a.

Deslocamento de F(s)

Se a transformada de Laplace da funcdo f(t) é F(s), entfo, para qualquer
3, a transformada de Laplace de e’ f(t) é dada por

Ll f(t)] = Fs - B).

Escala

Se a transformada de Laplace da fungio f(t) é F(s), entdo, a transformada
de Laplace de f(ct), com ¢ uma constante positiva, ¢ dada por

elren) = r (2).

Cc C

Exemplo 2.1

Calcular a transformada de Laplace da funcao degrau unitario e da funcao
degrau unitario deslocada.
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Solugao. Devemos calcular a integral

Llup(t)] = / ug(t) e tdt = / 1-e *dt = !
0 Jo S

para Re(s) > 0. Por outro lado, utilizando a propriedade do deslocamento
de f(t) podemos escrever para a transformada de Laplace da fungdo degrau
deslocada

—as

e

£fua(t)] = Lluo(t — o)) = ¢ Lluo(t)] =

com Re(s) >0 O

Exemplo 2.2

Calcular a transformada de Laplace para a fun¢io f(t) = sent.

Solugao. Devemos calcular a integral
o
Llsent] = / sente *'dt
0

que, através de duas integracoes por partes fornece

1

S[Sen t] = m

Vamos, no entanto, obter o mesmo resultado utilizando a expressao

b i
sentf%(e e ")

e as propriedades de linearidade e deslocamento, isto &,

Llsent] = 2% (L™ - £le™™)

_ % (Lle"uo(t)] — £le™ " uo(1)])

1 1 1y 1
T2 \s—i s+i) 241

Deste resultado e da propriedade de escala, podemos escrever

a

S[Sen at] = m

(2.2.1)
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coma >0 O
Com 0 mesmo raciocinio podemos obter
s
Llecosat]| = —— 2.2.2
fcosat] = —— (2.2
com a > 0.
Exemplo 2.3

Calcular a transformada de Laplace da funcdo f(t) =t.

Solugao. Devemos calcular a integral

£[t] :/ te Stdt
0

que, novamente, através de uma integracao por partes, fornece £[t] = 1/s2.
Vamos obter 0 mesmo resultado simulando uma derivada no parametro s,

isto é,
d [ d (e "\~ d (1 1
t]=—— ot = —— =——(-)==
ol ds J, ¢ ds (—s >0 ds <s> s2

Procedendo indutivamente mostra-se que, para n =0, 1,2, ... temos,

n!
Sn+1 :

g[t"] = (2.2.3)

Para aplicacoes da transformada de Laplace em resolucao de equaces
diferenciais de primeira e segunda ordens (aquelas que nos interessam) é
importante conhecer a transformada de Laplace das derivadas primeira e
segunda. E possivel estender este resultado para a ordem n da derivada [7].

Derivadas de f(t)

Se a funcao f(t) e sua derivada f’(t) sdo admissiveis no intervalo [0, 00),
vale

Ll )

sL[f ()] — f(0)
= sF(s)— f(0). (2.2.4)
Com as devidas condigdes impostas para a derivada segunda f”/(¢) temos
LW = s*LIf(H)] —sf(0) — f(0)
= $%F(s) — sf(0) — f(0). (2.2.5)
A partir destas expressoes ja podemos inferir sua importancia para a

resolucao de um problema de valor inicial, afinal emergem naturalmente o
valor da funcéo e de sua derivada em ¢ = 0.
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Derivada de F(s)

Se F(s) é a transformada de Laplace de f(t) temos
F'(s) = =Lt f(t)] (2.2.6)

sendo F’(s) a derivada em relagdo ao parametro s.

2.3 O Problema da Inversao

Como ja mencionamos, a metodologia das transformadas integrais trans-
forma o problema de partida num outro auxiliar, em geral, mais simples
de ser abordado. Resolve-se este problema auxiliar (ou transformado) e,
através da inversao da transformada, recupera-se a solu¢ao do problema de
partida.

A inversdo, como também ja mencionamos, faz uso da analise complexa,
em particular do teorema dos residuos, que serd abordado no Capitulo 3.
Inicialmente abordaremos a inversdo da transformada usando apenas ma-
nipulacoes algébricas e os exemplos anteriores.

Exemplo 2.4

Denotando a transformada de Laplace inversa por £ 1[F(s)] = f(¢), calcule

a inversa de
4

PO = ey

Solugao. Comegamos por escrever a fragao, utilizando fracoes parciais, na

forma
4 A B C

G-12(6+1) s—1 (=12 s+1

onde A, B e C sdo constantes que devem ser determinadas. Reduzindo ao
mesmo denominador podemos escrever, ja simplificando

4=A(s>-1)+B(s+1)+C(s—1)?
que nos leva ao seguinte sistema de equacoes algébricas
A+C = 0

B-2C = 0
—-A+B+C 4
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com solucdo dada por A= —1, B=2¢ C =1, de onde podemos escrever

1 2 1
Fls) = _s—1+(3—1)2+5+1'

Da linearidade da transformada de Laplace obtemos

flty = —g Lil] +287 [(5_11)2} re L i 1]

= —e'+2-t-et+et=(2t—1)e' +e!

onde utilizamos explicitamente os resultados, a saber:

1 1
Ft] — -1 — oFt
Lle™] ] = £ [s:ﬁ: J e
1 1
t_ -1 ot
Llte'] = Go1e = £ [(s — 1)2} te
ambos tabelados O

2.3.1 Convolucgao

Um pergunta cabe aqui: A transformada de Laplace de um produto de
fungoes é igual ao produto das transformadas? Isto s6 é verdade se o pro-
duto é o chamado produto de convolucdo. Esta também é uma maneira
conveniente para calcularmos a inversa a partir de resultados conhecidos,
COMO vamos Ver a seguir.

Definicao

Sejam f(t) e g(t) duas funcoes de ordens exponenciais a e [3, respectiva-
mente, no intervalo [0, 00). Definimos o produto de convolucao, ou apenas
convolucao, de f(t) e g(t), denotado por f g, como a funcdo h(t) dada por

h(t) = (f % g)(t) = / f(t = r)g(r)dr.

A ordem exponencial da convolugio é, no minimo, igual a v = max {«, 5}.
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Transformada de Laplace da Convolugao

A transformada de Laplace, H(s), da convolucao, h(t), é dada pelo produto
das transformadas de Laplace F'(s) e G(s) das fungbes originais f(¢) e g(t),
respectivamente, isto é,

H(s) = £[(f » 9) ()] = L[f(D)]€]g(t)] = F(s)G(5)-

Note que este resultado é uma outra maneira de recuperarmos a funcao
original, bastando que conhegamos a transformada inversa das fungoes F'(s)

e G(s).

Exemplo 2.5

Determine a transformada de Laplace inversa

0- it

Solugao. A partir da equagao (2.2.1), com a = 1 temos

fy=2¢7" [

2y J =sent.

Utilizando o produto de convolugao podemos escrever

- 1 _ 1 1
10 = ) = e

-1 -1
£ 32—&—1}*2‘ [524—1
¢

= / [sen T][sen (t — 7)]dT = sent — tcost
0

que é o resultado desejado O

2.3.2 Aplicagoes

Aqui, nas aplicacbes, como ja mencionamos, vamos discutir através de exem-
? ? ?
plos situacoes onde a transformada de Laplace é muito conveniente.
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Exemplo 2.6

Resolva o seguinte problema de valor inicial,
d
Salt) +az(t) = f0),
z(0) = =xzo, t>0,

onde a é uma constante, através da transformada de Laplace.

Solugdo. Sejam z(t) e f(t) funcdes admissiveis. Vamos tomar a transfor-
mada de Laplace da equagio, multiplicando os dois membros por exp(—st)
e integrando de zero até infinito, temos

oo d o0 o0
/ —x(t) e *dt + / ax(t)e stdt = / f(t)e stdt.
o dt 0 0
Usando a propriedade dada pela equagio (2.2.4) podemos escrever
sX(s) —x(0) +aX(s) = F(s)

onde introduzimos a notacao
X(s) = / s(t)etdt e F(s) = / F(t)e="dt.
0 0

Utilizando a condigao inicial e resolvendo para X (s) temos?

F(s)—i—xO.

X(s) = s+a

O problema se resume, agora, em determinar a transformada de Laplace
inversa. Utilizando o resultado

Lle " = ! <:)£_1{ ! }:e_“t

s+a sS+a

podemos escrever

X (s)] = 2(t) = £7! {ﬁ] + wge .

2Note que & uma equagdo algébrica de primeiro grau, com solucdo imediata. Sem
davida esta equag@o é muito mais simples que a equacdo de partida, uma equacao dife-
rencial ordinaria de primeira ordem.
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Ora, visto que sabemos qual é a transformada inversa de F(s), podemos
utilizar a convolugao para escrever

z(t) = L7 F(s)]x £t L mn a} +age!
t
= / ft —7)e “dr + zge
O
= / f(r) e =T dr 4+ xge
0
que é a solucao do problema de valor inicial O
Exemplo 2.7

Resolver a equagao diferencial ordinaria

d? d
Tae(t) +a—a(t) +b(t) = f(t)

com a e b constantes e f(¢) uma funcao conhecida.

Solugao. Note que é uma equacao diferencial ordinaria do oscilador har-
moénico amortecido e forgado ou do circuito RLC com uma forga eletromotriz
aplicada.

Multiplicando os dois membros da equacdo diferencial por exp(—st),
integrando de zero até infinito e definindo

X(s) = /OOO w(t)e™tdt e  F(s)= /OOO F) e tdt

obtemos, usando as propriedades dadas pelas equacgoes (2.2.4) e (2.2.5), a
seguinte equagao algébrica

s X (s) — sz0) — 2/(0) + a[s X (s) — (0)] + bX (s) = F(s)
com solucao dada por

F(s) 4+ (a+ s)x(0) + 2'(0) .

X =
(s) s2+as+b

Dado f(t) obtemos, através da transformada de Laplace, F(s). Os valores de
x(0) e 2/(0) também sao conhecidos, condigdes iniciais. De modo a recuperar
a solugao do problema de partida basta procedermos com a inversao da
transformada.
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A fim de explicitar os calculos, vamos considerar dois casos particulares:

a) f(t) =3,a=4eb=3, bem como as condig¢bes iniciais 2(0) = 0 = 2/(0),
isto é, devemos calcular a transformada inversa da funcao

3/s 3

X(s) = (s+1)(s+3) - s(s+1)(s+3)

Utilizando fracoes parciais podemos escrever

3 A B C A(s®2 +4s+3) + B(s2 +3s) + C(s® + s)

7_|_ =
s(s+1)(s+3) s s—|—1+s—|—3 s(s+1)(s+3)
de onde segue-se o sistema de equagoes algébricas

A+B+C = 0
4A+3B+C = 0
34 = 3

com solugdo A =1, B=-3/2e C =1/2, logo

1 3/2 1/2
X(s)=—-— .
(5) S s+1+s+3

Utilizando a linearidade da transformada, podemos escrever

=i ]t e o]

de onde segue-se, utilizando a equagio (2.2.3) e a propriedade do desloca-

mento

3 1
z(t)=1- ieft + ief‘%

que é a solucao do problema de valor inicial.
b) Consideremos, agora, os parametros a = 0 e b = 1, bem como f(t) = t.

De modo a utilizarmos a técnica da transformada de Laplace, admitamos
as condi¢des iniciais, 2(0) = 1, deslocamento inicial e 2’(0) = 0, velocidade
inicial é nula (repouso).

Multiplicando a equagao diferencial por exp(—st), integrando de zero
até infinito, temos

s2F(s) — sz(0) — 2/(0) + F(s) = le
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onde .
F(s) = / z(t) e Sdt.
0
Impondo as condigoes iniciais e resolvendo a equacgao algébrica obtemos
1 1+s°
(1+s)F(s) == +s= s

52 52

ou ainda, utilizando fracoes parciais, na seguinte forma

1 S 1
Fls)=—4+—————5——.
() s2 + s2+1 s2+1
Agora devemos proceder com a inversdo. Utilizando a propriedade de lin-
earidade podemos escrever

2(t) = £ F(s)) = £ ng} +g! LQ‘i J gl L?i J .

A partir das relagoes conhecidas, equagdes (2.2.1) e (2.2.2) podemos escre-
ver?
x(t) =t+ cost —sent

que é a solucao do problema inicial.
Vamos obter este mesmo resultado, utilizando o produto de convolucao.
Escrevendo F(s) na forma

F(s) =
e procedendo com a inversao podemos escrever

_ a-1 S -1 i 1
e[ ][]

Utilizando o produto de convolugao obtemos

1 1
— . -1 -1
z(t) = cost+ £ [32} * £ [52 _’_J

s n 1
s2+1  s2(s?+1)

= cost+txsent

t
= cost+/ Tsen(t — 7)dr
0

¢

= cost—i—/(t—T)seanT
0

= cost+t—sent

que é exatamente o resultado anteriormente obtido O

3Note que estas transformadas de Laplace que sio conhecidas sio aquelas tabeladas.
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Exemplo 2.8 — Equagao com Coeficientes Variaveis

Ao utilizarmos a metodologia da transformada de Laplace para resolver um
problema, de valor inicial com coeficientes varidveis ndo obtemos uma simples
equacao algébrica. A fim de resolvermos explicitamente um problema de
valor inicial, vamos considerar a equacdo diferencial ordinaria

d2

d
yrerd QR

dt:c(t) —z(t)=0
satisfazendo as condig¢Oes iniciais £(0) =0 e 2/(0) = 1.

Solugao. Multiplicando a equacao diferencial por exp(—st) e integrando
de zero até infinito temos

o0 d2 oo d o0
—x(t) e tdt t—ax(t) e stdt — t)e stdt = 0.
/O o alt)e +/U Lalt)e /O 2(t)e 0

Usando as propriedades dadas pelas equagoes (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6) e
simulando uma derivada na segunda integral podemos escrever

s*F(s) — sz(0) — 2/(0) — dis /000 %x(t) e *'dt — F(s) =0

onde

F(s) = /0Oo z(t) e *'dt.

Utilizando as condigoes iniciais e integrando por partes obtemos

2F(s)—1 - d%[sF(s)} ~ F(s) = 0

ou ainda, na seguinte forma

siF(s) +(2-s%)F(s) = —1
ds
que é uma equacao diferencial ordinéria, linear, de primeira ordem, nao-
homogeénea e coeficientes variaveis (Capitulo 1).
Primeiramente* vamos resolver a respectiva equacdo diferencial homo-
génea,

S%FH(S) +(2—5*)Fg(s)=0

1Visto que a equacio é uma equacio de primeira ordem e linear, poderiamos utilizar
o fator integrante.
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que é uma equacao separavel, ou seja,

dFH 52 -2
— = —ds
FH S
cuja integracdo fornece
c s2/2
Fy(s) = e /

onde C' é uma constante.
Vamos agora procurar resolver a equacao nao-homogénea escrevendo

F(s) = @ /2

onde v(s) é uma funcgdo a ser determinada. Exigindo que a equacao dife-
rencial seja satisfeita temos

v'(s) = —s e /2

com solucio dada por v(s) = e* /2 + D e com isso

1 D 2
ERSL

F(s) =

onde D é uma outra constante. Como estamos interessados em apenas uma
solugdo (solugao do problema de valor inicial) podemos tomar® D = 0 de

onde segue-se
1
—1 _
e H -

que é a solucao do problema de valor inicial O

Note que, como haviamos mencionado, em sendo a equacao diferencial
ordinaria com coeficientes variaveis, apos a transformada de Laplace, ndo
obtivemos uma simples equagdo algébrica e sim uma outra equacgao diferen-
cial, neste caso, uma equacao diferencial ordinéria, linear, nao-homogénea,
com coeficientes variaveis porém de primeira ordem, isto é, uma ordem a
menos, aparentemente mais simples de ser resolvida. Basta, entao, integrar
esta equacao de primeira ordem e tomar apenas uma solucdo particular da
equacao diferencial ndo-homogeénea.

8
—~
~
~
I
9
—
!
—~
»
=
I

5A maneira de se determinar a constante D requer o uso das variaveis complexas [8].
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2.4 Transformada de Fourier

Existem algumas diferentes defini¢bes da transformada de Fourier depen-
dendo, geralmente, da area (matemaética, fisica, engenharias, etc) em que
estd sendo utilizada, e essas definicoes envolvem algumas convencoes que
sao eventualmente uteis dependendo do contexto envolvido. As diferencas
envolvem o fator multiplicativo 27 ou /27 e o sinal (em 44) no nicleo da
transformada. A seguir apresentaremos a defini¢do com a qual estamos mais
habituados.

2.4.1 Definicao

Seja f(x) uma funcao continua, suave por partes e absolutamente integréavel
no intervalo —oo < x < oco. Definimos a transformada de Fourier de f(z),
denotada por F (k) = §[f(x)], através da integral

F(k) = §1/(2)] = %27 / " f@) et de

sempre que a integral exista. Recuperamos a funcéo f(z) através da trans-
formada de Fourier inversa, denotada por

fla) =5 P = o= [ Fo)e e ar

sempre que a integral exista.

2.4.2 Propriedades

Em analogia a transformada de Laplace, apresentamos apenas as propriedades
que nos serao uteis para a continuagao deste trabalho.

Linearidade

Se §[f(x)] e Flg(x)] sdo as transformadas de Fourier, respectivamente, das
fungdes f(z) e g(x), entdo

Slerf(x) 4 cag(x)] = 1 §[f (w)] + c2 Flg(z)],

para quaisquer constantes c; e cs.
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Deslocamento
Se a transformada de Fourier da fungdo f(z) é F[f(x)] entdo
3lf (@ — )] = ™3 f ()]

para ¢ > 0.

Exemplo 2.9

Calcule a transformada de Fourier da funcdo delta de Dirac, §(x).

Solugao. Utilizando a defini¢do da transformada de Fourier e o resultado
do Apéndice A, podemos escrever

Sl = = [ pe)etds

_ 1 /“JrE heikT gy — 2he oika sen ke
V2T Ja—e V2T ke

Calculamos a transformada de Fourier da fungao delta como o limite da
transformada da funcdo p.(x), logo

§o@—a)] = lmFp()]

i etk genke  etke

e—0 /21 ke V2T

que, no caso em que a = 0, fornece §[0(z)] = =.

2.4.3 Derivadas de f(z)

Seja f(x) uma fungdo continua e suave por partes em (—o0,00), com f(z)
indo a zero quando |z| — oo. Se f(z) e f'(z) sdo absolutamente integraveis,
entao

SLf ()] = —ik §Lf (2))-
Se as primeiras (n—1) derivadas de f(z) sdo continuas e a n-ésima derivada
é continua por partes, o resultado anterior se estende, ou seja,

L (@)] = (—ik)" 31f (2)-

Ressaltamos que, em analogia as séries de Fourier em senos e co-senos,
existem, também, as transformadas de Fourier em senos e em co-senos, res-
pectivamente, para fungoes pares e impares, amplamente utilizadas quando
a regifo de interesse é semi-infinita.
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2.4.4 Convolugao

Se F(k) e G(k) sdo as transformadas de Fourier das func¢ées f(z) e g(x), re-
spectivamente, entdo a transformada de Fourier do produto de convolucao®

f@)wgle) = [ f€gta - €)a

é igual ao produto das transformadas correspondentes, isto é,

SLf () x g(x)] = F (k)G (k).

2.4.5 Aplicagoes

Em analogia as aplicacoes envolvendo a transformada de Laplace, aqui,
como ja mencionamos, vamos discutir, através de exemplos, situacoes onde
a transformada de Fourier é conveniente.

Exemplo 2.10 — Movimento Harménico Simples

Considere a equagio diferencial ordinaria

d? d

@f(x) + k()%f(x) + Wi f(x) = o()

onde ko e wi sdo constantes positivas, para = > 0. Suponha que k3 < 4w3.
Tome a transformada de Fourier de ambos os lados desta equacao e denote
as transformadas de Fourier de f(x) e ¢(x), respectivamente, por F(k) e
®(k). Resolva a equagao algébrica para F (k).

Solugao. Multiplicando ambos os membros da equacao diferencial or-
dinaria por exp(ikz) e utilizando as expressoes envolvendo as derivadas
primeira e segunda podemos escrever

(k* 4 ikko — w?) f(k) = —®(k)

de onde segue-se
D(k)

Flk)= -t
(k) k2 ikko — w2

6Uma interpretagio fisica para a convolugio pode ser encontrada em [11], pagina 46.
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Exemplo 2.11 — Funcao de Green

Utilizando o resultado do Exemplo 2.10, obtenha explicitamente a funcao
G(z), um tipo de fungdo de Green [1793 — George Green — 1841], onde

f@%=[%w@ﬂ%m—®%

em termos de uma integral, ou seja mostre que

exp(k‘ox/Q) /OC ik dk
2 oo ¢ B2 — k2

G(z) =

onde 3? = w3 — k2/4 > 0.

Solugao. Neste caso, consideremos ¢(x) = d(x) de onde segue-se que
®(k) =1 logo, devemos calcular a integral
1 oS} _eikw
G(r)=— ——dk.
(@) =5, /_OO k2 + ikko — wg

Introduzindo a mudanca de variavel
ikg
k—k——
T

podemos escrever

G(x)

_ eallon/d [~ o
- 2 B2 — k2

— 00

onde 3? = w? — k2 /4 que é o resultado desejado.

Exemplo 2.12 — Transformada de Fourier Tridimensional

A transformada de Fourier pode ser generalizada para mais de uma dimen-
sao. Por exemplo, no espaco tridimensional temos

SU7@) = 0l = [ do f@)e e

onde - denota o produto escalar, cuja transformada inversa é dada por

N 3 I
SAW%HEﬂ@Z/};iW®n“Q



32 Transformadas Integrais

Note que, neste caso, consideramos o sinal negativo e sem o fator 27 na
transformada direta enquanto que o sinal positivo e o fator 2w na respectiva
transformada inversa.

Como um exemplo especifico, encontre a transformada de Fourier da
funcao de onda para o estado 2p do elétron do atomo de hidrogénio

U(F) = —m e /200

\/ 32ﬂ'a8

onde ag é o raio da primeira 6rbita de Bohr [1885 — Niels Henrik David Bohr
- 1962] e z & uma coordenada cartesiana.

Solugao. Seja J(E) a transformada de Fourier de ¥(Z). Introduzindo as
coordenadas esféricas (r, 6, ¢) podemos escrever

2w M OO
J= / / / 00 dr 1 sen 0—<230_g-r/2an-ikr coso
0 0 0

\/ 327ra8 ¢

onde temos k - & = kr cos @, isto é, escolhemos k na dire¢ao de z.
Integrando na varidvel ¢ e introduzindo a mudanca de variavel cos = x
obtemos

271_ oo 1
J= 7/ drr® ef‘”/ e Pdr
V/32mad Jo -1
onde definimos « = 1/2ag e § = ikr. Efetuando as integracdes e voltando
nas varidveis iniciais temos

J_ 32k \/327ra8

i (14 4a2k?)3

2.5 Transformada de Mellin

A transformada de Mellin é 1til na resolucdo de problemas de valor na
fronteira bem como para somar séries infinitas. Aqui, em analogia as trans-
formadas de Laplace e de Fourier vamos nos concentrar apenas na resolucao
de equagobes diferenciais cuja solucao satisfaz certas condigoes. A maneira
canénica de se introduzir a transformada de Mellin e sua inversa é através
da transformada de Fourier complexa e a respectiva inversa, isto é, a partir
de uma conveniente mudanca de variavel na expressao para a transformada
de Fourier [24].
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2.5.1 Definicao

Sejam f(z) uma funcdo de variavel real definida no intervalo 0 < z < coep
um numero complexo, a variavel transformada. Definimos a transformada
de Mellin a partir da integral

Mf ()] = F(p) = / T () da

ct+100
M [F(p)] = f(a) 1/ +PF(p) dp

c—100

com ¢ > 0.

2.5.2 Propriedades

Aqui, também, em analogia as outras transformadas integrais, vamos apre-
sentar algumas poucas propriedades relativas & transformada de Mellin.

Linearidade

Sendo M[f(x)] e M[g(x)] as transformadas de Mellin, respectivamente, das
fungoes f(z) e g(x) temos

Merf (@) + c29(x)] = c1M[f (2)] + c2Mg ()]

com ¢ e ¢ constantes arbitrarias.

Escala

Sejam M[f(x)] = F(p) a transformada de Mellin da funcdo f(z) e a > 0
entao

M(f(az)] = a”"F(p).

Deslocamento

Sejam M|[f(x)] = F(p) a transformada de Mellin da fungdo f(x) e a > 0
entao

Ma® f(2)] = F(p + a).
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2.5.3 Derivadas de f(z)

Seja f(™(z) a derivada de ordem n da funcdo f(x). A transformada de
Mellin de f(")(z) é dada por (integracdo por partes)

Oodn

— f(z) 2P da = [

0 dxm

oo o] dn—l

f@)art] -1

0 o dxn—l

an— 1

)
g flx) 2P =dz

e considerando f(z) de tal modo que o termo entre colchetes va a zero
obtemos
F(p) = ~(p-1)F" V(p-1)

que aplicada n — 1 vezes fornece

I'(p)
L(p—mn)

que é a expressao que relaciona a transformada de Mellin da derivada de
ordem n com a transformada de Mellin da prépria funcao.

Por outro lado, admitindo que «? f(z) vai a zero quando z — 0 e z — 0
podemos mostrar que

FM(p) = (=1)" F(p—n)

T'(p+n)

F(p). (2.5.7)

Exemplo 2.13

Mostre que 2
m [(j) f(w)] =P F ()

Solugao. Utilizando a propriedade de linearidade da transformada e a
relagdo (2.5.7) podemos escrever

m Kmdi) f<x>] = e o) s ()] = 2D () - HE D F ),

A partir da relagdo I'(z + 1) = 2T'(2) e simplificando, obtemos
d\2
2
@ — p2F
m dea:) f(x)l P E(p)

que é o resultado desejado O
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2.5.4 Convolugao
Sejam M[f (x)] = F(p) e Mg(z)]
e

pectivamente, das fungoes f(x)
f(x) x g(x) através da integral

= G(p) as transformadas de Mellin, res-
g(x). Definimos o produto de convolugio

o= [ ros(5) €

cuja transformada de Mellin fornece

Mf(z) x g(x)] = F(p)G(p)-

Exemplo 2.14 — Identidade de Parseval

Mostre a chamada identidade de Parseval [1755 — Marc-Antoine Parseval des
Chénes — 1836]

1 c+ioo
/ fa F(p)G(1 - p)dp

27” c—100

onde F(p) e G(p) sdo as transformadas de Mellin, respectivamente, das
fungoes f(z) e g(x).

Solugao. Da defini¢ao da transformada de Mellin e da sua respectiva trans-
formada inversa, podemos escrever

Mf(2)g(2)] = Awﬂ’vummmI

1 oo c+100
= — a:pflg(x)dx/ 2 °F(s)ds

2m oo
Lo et st

= 5 - F(s)ds/o aP g(x)dx
1 petico

= — F(s)G(p — s)ds.

2mi c—100

No caso em que p = 1 segue-se o resultado desejado O
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2.5.5 Aplicagao
Resolva a equagao diferencial parcial (Capitulo 1)

2 0%u  Oou D
' — tr— + =

ox? ox 87;270

com u = u(z,y), 0 <z < 00, 0 < y < 1, satisfazendo as condigdes de
contorno: u(z,0) =0 e

1, 0<z<1
u(x,l):{ 0, z>1.

Solugao. Definindo a transformada de Mellin da fungdo u(z,y) em relagio
& variavel x -
F(p,y) = / e u(a, y)da
0
e usando o resultado do Exemplo 2.13, obtemos

I'(p+2) I'(p+1) 02 B
TG) WF(JD,?J)+72F(P7Z/)—O

Ay
bem como, simplificando, através das propriedades da fungao gama (Apeéndice
B), podemos escrever a equacgao diferencial parcial

(—1)? F(p,y) + (-1)

2

@F(pv y) +p*F(p,y) =0

para 0 < y < 1, cuja solucio satisfaz as condigdes F(p,0) = 0e F(p,1) =

1/p.
Resolvendo a equago diferencial parcial (resolvida como ordinéria) temos

F(p,y) = Asenpy + B cospy

com A = A(p) e B = B(p). Impondo as condigdes e simplificando obtemos

_ lsenpy
~ p senp

F(p,y)

com 0 < Rep < 1.
A fim de determinarmos u(z,y), solugdo do problema de partida, deve-
mos calcular a transformada de Mellin inversa, isto é, a seguinte integral

(@) 1 /C”C’o P senpy |
u(x,y) = =— —_—
W= o e—ico P SEDP P
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cujo integrando tem polos simples nos pontos p = km com k = 1,2,....
Visto serem polos simples, basta calcularmos a soma dos residuos (Capitulo
3) logo

i (—1)* sen kry

1 e 1
u(x,y) = TQO Z Residuos = = p =

k=1 k=1

2.6 Transformada de Hankel

A transformada de Hankel é bastante util como ferramenta para resolver
equagdes diferenciais parciais em coordenadas cilindricas no caso de simetria
axial. A maneira usual de se introduzir a chamada transformada de Hankel é
a partir da transformada de Fourier bidimensional e sua inversa. Visto que
esta transformada integral, diferentemente das trés outras, anteriormente
apresentadas, tem no nicleo uma fungéo de Bessel [1784 — Friedrich Wilhelm
Bessel — 1846], é conveniente uma rapida introdugdo desta importante funcdo
especial, em particular, associada & geometrias cilindricas, coisa que é feita
no Apéndice B. Ressalte-se, também, que o uso da transformada de Hankel,
junto com a transformada de Laplace, desempenha um papel importante na
resolucao da equacgao de onda em coordenadas cilindricas.

2.6.1 Definicao

Seja f(r) uma fungio real de variavel real. Definimos a transformada de
Hankel de f(r) através da seguinte integral

L7 = Fa0) = | " Jukr) £(r) dr

0

onde J,(kr) é uma funcio de Bessel de ordem n sendo k a varidvel trans-
formada. A respectiva transformada de Hankel inversa é dada por

9, F (k)]

f(r)= /Ooo k J,(kr) Fy, (k) dk.

Convém ressaltar que tais integrais existem para uma ampla classe de funcoes
que, em geral, emergem em vérias aplicacoes advindas da Fisica [26].
Exemplo 2.15

Utilizando a transformada de Fourier bidimensional, obtenha as expressoes
envolvendo as transformadas de Hankel, direta e inversa.
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Solugao. O par de transformadas de Fourier bidimensional, direta e in-
versa, com parametros das transformadas ki e ks é dado por

1 o0 o0 -
Sl )] = Flke) = o= [ [ exploil ) f(ay) de dy
onde 7= (z,y) e k = (ki1 k2), cuja inversa é tal que
1 (o) (o) .
S Pk k)] = o) = %/ / expli(F - 7] F(ky, ka) diey dis.

Introduzindo-se as coordenadas polares no plano, isto é,

T =r1cosf ki1 =kcos¢
y=rsend ko = ksen ¢

segue-se para o produto escalar k-7 = kr cos(f — ¢), logo podemos escrever

oo 2m
F(k,¢) = %/0 rdr/o exp|—ikr cos(0 — ¢)] f(r,0) db.

Considerando a seguinte mudanca de variaveis § — ¢ = a — 7/2 e admitindo
que a funcédo f(r, 0) possa ser escrita como um produto do tipo exp(ind) f(r),
podemos escrever a expressao anterior na forma

o) 2m+¢o
F(k,¢) = % /0 rf(r) dr/ exp|—ingg + i(na — krsen )] do

onde ¢9 = 5 — ¢. Utilizando a representacao integral para a funcao de
Bessel de ordem n (Apéndice B)

1 27m+¢o
In(kr) = o /(25 expli(na — krsen o)) do
0

a integral toma a forma

F(k¢) = exp(—indo) / Tk £(r) dr

—  exp(—ingo) Fy(k)

onde F, (k) é a transformada de Hankel de f(r). Convenientemente, a fase
¢o pode ser considerada igual a zero. Um procedimento analogo permite
obter a respectiva transformada de Hankel inversa O
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2.6.2 Propriedades

Em analogia as outras transformadas integrais, apresentamos apenas as
propriedades que nos serao tteis no decorrer das aplicagoes.

Linearidade

Se H,[f(r)] e Hnlg(r)] sao as transformadas de Hankel das fungoes f(r) e
g(r), respectivamente, entao

Onla f(r) +bg(r)] = aHnlf(r)] + 0 Hnlg(r)]

com a e b constantes quaisquer.

Escala

Se 9,[f(r)] é a transformada de Hankel da funcdo f(r) entdo

sl = 5 (£

a

com a > 0.

Derivadas

Se H,[f(r)] é a transformada de Hankel da func¢éo f(r) entao
k
S )] = 5 (0 =D Fara(k) = (n+ 1) Far(R)]

com a ordem n > 1 e considerando que 7 f(r) vai a zero tanto para r — 0
quanto para r — 00.
Note que no caso em que n = 1 segue-se

Mlf'(r)] = —k Fo(k).

Em analogia a derivada de ordem um, podemos obter uma expressao
para a transformada de Hankel da derivada de ordem dois, isto é,

oul" 0 = 5 [(257) Bacath) —2 (5=3) 5t + (27 ) Fosal)

n—1 n+1

que, em termos da transformada de Hankel da derivada de ordem um, pode
ser escrita na forma

k
Hnlf" ()] = 5 A = D9 [f/()] = (0 + DD [f(r)]}-
No particular caso em que n = 1, a expressao anterior toma a forma

111" (r)] = =k$Holf'(r)].
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Exemplo 2.16 — Parte Radial do Laplaciano

Visto ser de grande importancia, em particular, na resolucao de problemas
envolvendo o Laplaciano escrito em coordenadas polares no plano e cilin-
dricas, calcular a transformada de Hankel deste Laplaciano.

Solugao. Sendo A a parte radial do Laplaciano escrita em coordenadas
polares no plano, podemos mostrar a relacao

o (5 ”) 0] = -1 E 0

r2

que, no caso particular n = 0, fornece
" 1 ! 2
80 | 10+ 11/0)] = Kol

enquanto que no caso n = 1, fornece

811100+ 110) = 0] = KR,

Estes resultados sao bastante significativos quando temos problemas envol-
vendo uma equacao diferencial parcial contendo o Laplaciano escrito em
coordenadas polares no plano e coordenadas cilindricas O

2.6.3 Aplicacao
(Difusdo com Simetria Axial) Obtenha a solu¢do da equagdo de difuséo

10 0? 10
ﬁau(r, t) = ﬁU(T, t) + ;EU(’ﬂ t)

para 0 < r < oo et > 0, sendo a constante de difusividade €2 uma constante
real e positiva, impondo a condicao

u(r,0) = f(r) = 5-3(r)

™

isto é, uma fonte de calor concentrada num circulo de raio € tal que tenhamos

lim 27r/ rf(r)dr=1.
0

e—0
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Solugao. Aplicando a transformada de Hankel de ordem zero na varidvel
radial, obtemos o seguinte problema de primeira ordem, isto é, uma equacao
diferencial de primeira ordem e uma condicao inicial,

%Fo(k,t) + Qk*Fy(k,t) =0

satisfazendo Fy(k,0) = F(k), sendo k a variavel transformada.
A solucao deste problema de primeira ordem é dado por

Fo(k,t) = F(k) exp(—QE?*t).

Utilizando a transformada de Hankel inversa podemos escrever

u(rt) = /OookF(k:)Jo(k:r)e‘katdk

/Oook {/Ooxjo(k’l’) f(z) dx} e*”kztjo(kr) dke

0

ou ainda, na seguinte forma

u(r,t) = /000 x f(x)dz /000 k Jo(kx) Jo(kr) e g

/OOC 2 f(z) dz Az, 1)

onde A(z,t) é uma integral tabelada dada por [15]

1 r2 4+ g2 rT
Al ) = 500 <_4Qt ) 1o (507)

sendo Ip(y) uma funcgdo de Bessel modificada de ordem zero (Apéndice B).
Voltando & expressao que recupera a solucdo da equacao diferencial

temos
1 o0 r2 4+ 2?2 rT
u(r,t) = ﬁ/o x f(x)exp <_4Qt ) Iy (ﬂ) dx

que, em nosso particular caso envolvendo a funcao delta, é possivel ser

integrado logo
(r,t) = 1 r?
YOI P T )

que é o resultado desejado O
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2.7 Exercicios Propostos

1.

2.

Calcule £[e™!].

Mostre o seguinte teorema: Se f'(t) é uma funcéo continua em [0, c0)
e

tlim e ' f(t) =0

entdo L£[f'(t)] existe para Re(s) > 0 se, e somente se, £[f(¢)] existe
para Re(s) >0e

LI ()] = s&[f ()] - £(0).

Utilizando a transformada de Laplace, resolva o problema de valor
inicial de primeira ordem, isto é, a equacao diferencial ordinaria

¥ —x=1-t
com z = x(t) e satisfazendo a condi¢do z(0) = 1.
Resolva a equacao diferencial ordinaria
" +x=1t+cost
de modo que a solu¢ao satisfaca as condigoes z(0) = 0 = z/(0).

Seja x o produto de convolucdo, mostre que fxg = g« f, onde
t
fro= [ rrigtt - ryar.
0

Utilize o produto de convolugao para calcular a transformada de Laplace

inversa de )

F(s)= ———
(s) s2(s2+1)
isto &, f(t) = L7F(s)].
Resolva o problema de valor inicial, utilizando a metodologia da trans-
formada de Laplace, constituido pela equacgao diferencial ordinéria

2

ﬁx(t) + 4z (t) = 4t

e satisfazendo as condig¢des iniciais z(0) = 0 e 2/(0) = 1.
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8.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Utilize a metodologia da transformada de Laplace para obter uma
solucao da equacao diferencial ordinaria com coeficientes variaveis

2

tj?x(t) +2(t — 1)%33(75) + (t—2)z(t) = 0.

Analogo ao anterior para a equagdo diferencial ordinaria

td—z (t)—Qi t)+tz(t)=0
a2 at”’ =0

satisfazendo a condigio x(0) = 1.

Resolva a equacdo 2" +x = u(t—1), com x = x(t) sendo u(t) a fun¢ao
degrau, satisfazendo as condi¢oes z(0) = 0 = 2/(0).

Encontre a transformada de Fourier da funcdo f(x) = exp(—|z|).

Sendo a,b € RT, calcule a transformada de Fourier da funcdo Gaus-
siana g(z) = aexp(—bx?).

(Identidade de Parseval) Use o teorema da convolu¢iao para mostrar
que
e} e}
/ f(z)g(—z)dx = / F(k)G(k)dk
onde F (k) e G(k) sao as transformadas de Fourier das funcgoes f(x) e
g(z), respectivamente.

(Funcdo de Green) Considere a equacgao diferencial ordinaria

d? 2
TG (@l) — KG(xle) = d(z — €)

para —0o < ¥ < oo onde ¢ é um parametro real e k2 > 0. Utilize
a transformada de Fourier para expressar G(z|{) na forma de uma
integral.

(Teorema Integral de Fourier) Se f(z) é uma funcdo suave por partes
em todo intervalo finito da reta real e absolutamente integravel em
(—o00,00) entdo [7]

U+ £ =2 [T [ s costvta - las fae.

Considere uma funcao f(x) definida em 0 < z < co. Seja f(z) para
ser estendida como uma funcio impar em (—o0,00) satisfazendo as
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16.

17.

18.

19.

20.

Transformadas Integrais

condicoes do teorema integral de Fourier. Se nos pontos de con-
tinuidade da fungao f(z) temos

Fs(k) = \/2/000 f(x)sen kx dx
fx) = \/Z/OOO Fs(k)sen kx dk,

isto €, a transformada de Fourier em senos e a respectiva inversa, res-
pectivamente.

entao

Analogo ao anterior para o par de transformada de Fourier em co-senos

e a sua inversa,
2 oo
Fo(k) =4/ f/ f(z) coskx dx
T Jo

fl@) = \/Z/OOO Feo (k) coska dk,

Calcule a transformada de Mellin da funcao

f(z) = a* exp(—)

entao

respectivamente.

com k > 0.

Mostre que
1 T

m =I'(pIl1-p =
[T =TWr-p)
Sendo M[f(r,0)] = F(r,0), mostre que a transformada de Mellin
do Laplaciano, em coordenadas polares no plano, aplicado & funcao
f(r,0), isto &, M[Af(r,0)] & igual a

senmp’

2

MAf (1, 6)] = [ i

o+ =22 Fo—20)

Mostre o seguinte teorema: Uma condicdo necessaria para que a
equacgao integral

1 (@) = / " f (o) K () da
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21.

22.

23.

24.

tenha uma soluc@o na forma

fla)= [ " 11f(a)] H(ox) da

é que as transformadas de Mellin M[K (x)] = K(p) e M[H (z)] = H(p)
satisfacam & equacao funcional

K(p)H(1 —p) = 1.

A partir do anterior, discuta o caso em que H = K, isto é, uma condicio
necessaria para que a fun¢do K (azx) seja um niicleo de Fourier é que a
transformada de Mellin M[K (z)] = K(p) satisfaca a equagdo funcional

K(p)K(1—p)=1.

1
Calcule a transformada de Hankel para a funcio f(r) = —, isto &,
r

obtenha a igualdade

Sendo 6(r) a funcdo delta de Dirac, mostre que

NEE.

(Identidade de Parseval) Se F'(k) = $H,[f(r)] e G(k) = 9H,[g9(r)] sdo

as transformadas de Hankel das funcgbes f(r) e g(r), respectivamente,
mostre que

/Oorf(r)g(r) dr = /.OO k F(k)G(k) dk.
0 0

2.7.1 Respostas e/ou Sugestoes

1.

2

Lle™t] = si1

Integrar por partes usando a hipdtese tlim e Stf(t) =0
— 00

z(t) =t +e

t
. xz(t)=t—sent + §sent

Efetue uma mudanca de variavel do tipot —7=¢
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.

© »®» 2@
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f(t) =t —sent

(t) = t.

2(t) = 2(0)e~* com (0) uma constante.
z(t) = cost + tsent.

w(t) = [1 — cos(t — 1)Ju(t — 1).

s = 2 s

3lg(z)] = J%exp(—wsz).

Direto da definicao da transformada de Fourier do produto de con-
volucao.

Utilize a definicao e a formula para a derivada segunda.

Utilizar o teorema integral de Fourier e a paridade da funcao.
Utilizar o teorema integral de Fourier e a paridade da funcao.
Direto da defini¢ao.

Efetue a mudanca de variavel z = £/(1 — &).

Utilize a definicdo da transformada de Mellin e a relacdo (2.5.7).
Ver [24] pagina 7.

Ver [24] pagina 3.

oo
Utilize a relagdo / Jo(z) dz = 1.
0

Direto da definicdo.

Direto da definicao.



Capitulo 3

Residuos

Convém ressaltar que este topico, em particular o teorema dos residuos, faz
parte de uma importante area da Matemética, a Analise Complexa. Devido
a sua importancia, no sentido de ser um tépico bastante extenso, vamos nos
concentrar apenas na ferramenta que serd de fundamental importancia no
calculo da transformada inversa. Como pré-requisito o estudante deve ter
nocoes basicas do que se entende por uma funcio analitica e, em particular,
o teorema integral de Cauchy [1789 — Augustin Louis Cauchy — 1857] [8§].

No Capitulo 1, apresentamos, em carater de revisao, as equacoes diferen-
ciais parciais. No Capitulo 2, introduzimos uma metodologia para discutir-
mos a resolugdo destas equagoes, isto é, transformamos a equacao diferencial
em uma outra equacao, eventualmente algébrica, a chamada equacao auxi-
liar. Resolvemos a equacao auxiliar e recuperamos a solucao da equacao de
partida através do calculo da respectiva transformada inversa. Esse calculo
da transformada inversa sera discutido aqui.

Como ja mencionamos, neste capitulo, vamos apresentar o teorema dos
residuos, ferramenta de fundamental importancia, por exemplo, no calculo
de integrais reais via func¢bes analiticas, utilizando-se um caminho apro-
priado no plano complexo, associadas ao calculo das transformadas inversas.

As chamadas séries de Laurent [1813 — Pierre Aphonse Laurent — 1854] nos
possibilitam descrever e classificar as possiveis singularidades que podem
estar associadas a uma funcao analitica, em particular, o coeficiente by,
coeficiente associado ao termo (2 — z9) "1, em tal expansido desempenha um
papel importante. Este termo ¢ conhecido pelo nome de residuo.

Apresentaremos duas expressoes para o calculo do residuo no caso em
que temos poélos simples. No caso em que temos um poélo de ordem Fk,
demonstramos uma férmula geral para o cilculo dos residuos.

47
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Enfim, apresentamos e discutimos o teorema dos residuos e, finalizando
o capitulo, demonstramos o chamado lema de Jordan [1838 — Camille Marie
Ennemond Jordan — 1922] que desempenha, também, papel fundamental no
calculo de integrais reais, quando estas sao obtidas como parte de uma
integral por caminhos de uma funcio apropriada de variavel complexa, em
particular no calculo da transformada inversa.

3.1 Residuos e Pdlos

Comecemos por explicar o que se entende por residuo e como pode ser
utilizado para calcular integrais do tipo

%Cf(z)dz

onde C' & um caminho orientado e simples. Sabemos que se f(z) é uma
fun¢do analitica no interior de uma regido cuja fronteira é C, tal integral é
zero, pelo teorema integral de Cauchy.

Se f(z) tem uma singularidade no ponto z = zy que se encontra na
regido interior de uma regido cuja fronteira é C' mas, por outro lado, é
analitica sobre C' e nos demais pontos tais que z # zg, entao ela possui um
desenvolvimento em série de Laurent do tipo

o U S ! ba
f(Z)*gak(z 20)" + +(z—zo)2+

zZ— 20

que converge para todos os pontos proximos de z = zp, exceto o préprio 2o,
ou seja, em algum dominio da forma 0 < |z — zp| < R.

C

Figura 3.1: Regiao descrita no texto.

O coeficiente by, coeficiente da primeira poténcia negativa na série de
Laurent, é dado pela formula integral

1
b = i C(Z/ — )M (e
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com k =1, isto é
1 !/
:—74 dz'.
211 Cf(Z) “

Mas, desde que podemos obter as séries de Laurent por diversos métodos,
sem utilizar a férmula integral para os coeficientes, podemos encontrar by
por um destes métodos e entao utilizar a féormula para b; a fim de calcular
a integral, ou seja

by

j{ f(z)dz =2mib,
c

onde a integracao é efetuada no sentido anti-horério, em torno de um ca-
minho simples e fechado C' de modo que z = 2y estd no interior de C. O
coeficiente by ¢ chamado residuo de f(z) em z = zg e sera denotado como

b1 = Res f(z).

Z=Z0

Para estarmos devidamente equipados para solucionar este tipo de inte-
gral, devemos responder & seguinte questao: Para obtermos o residuo, que é
um simples coeficiente em uma dada série de Laurent, é necessério que co-
nhecamos toda a série, ou existe alguma maneira mais simples? A resposta
a esta pergunta é: Quando as singularidades sdo polos, existe um modo
bastante simples, caso contrario devemos expandir a funcdo numa série de
Laurent explicitamente e obter o coeficiente b .

Se os coeficientes by, da série de Laurent forem tais que by = 0 para k =
N+1,N+2,... dizemos que 2y ¢ um pélo de ordem N. Vamos considerar
primeiramente o caso de um pélo de ordem um, também denominado pdlo
simples. Seja f(z) uma func¢do que tem um polo simples em z = zy. Entéo,
a série de Laurent correspondente é dada por

by
zZ— 20

f(z) = +ag+a1(z—20) +az(z — 2)* + - -

em 0 < |z — 29| < R. Multiplicando ambos os lados da expressio anterior
por z — 2o temos

(z—20)f(2) =b1+ (2 — 20) [ap + a1(z — z0) + .. ]

Tomando o limite para z — zp, note que a série é uniformemente con-
vergente, o segundo membro tende para b;, ou seja, o residuo, isto é,

Res f(z) = by = lim (2 — 20) f(2).

Z=Zz0 zZ—20
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Uma outra maneira, que muitas vezes é mais conveniente, para a obtencao
do residuo, no caso de um poélo simples, consiste em investigarmos o com-
portamento do seguinte quociente

com p(z) e q(z) analiticas, onde supomos que p(zp) # 0 e ¢(z) tem um zero
simples em z = zp, de modo que f(z) tem polo simples em z = zy. Pela
defini¢do de um zero simples, ¢(z) admite uma série de Taylor [1685 — Brook
Taylor — 1731] da forma

(2 — 20)?

o ¢ (70) + -

q(2) = (2 = 20)¢'(20) +

Agora, substituimos esta expressio em f = p/q e obtemos

~

Res f(z) = lim (z— zo)zi =

Z=Zz0 zZ—20 q(Z)

. (2= 20)p(2)
z2—20 (z _ Zo) q/(z()) + (Z—QZD)q//(ZO) R

Temos que, no lado direito desta expressdo, o fator (z — zg) € cancelado
e o limite resulta em p(20)/¢'(20), de onde obtemos uma segunda expressao
para o residuo no caso de um pélo simples, a saber

Res f(2) = Res 22) — P(20)

Hes 254 T d(o)

Consideremos agora o residuo em um polo de ordem k. Seja f(z) uma
funcao analitica que tem um pélo de ordem k& > 1 no ponto z = zy. Entao,
pela definigdo de tal poélo, a série de Laurent de f(z) convergindo proximo
a z = 2, exceto em z = zg, é dada por

b br—1 ba by

f(Z):i + W+.”+(z—20)2+2—20+

+ ap+ai(z—20) +az(z—2)%+---
onde by, # 0. Multiplicando-se ambos os membros por (z — z9)* obtemos

(z—20)Ff(2) = bp+bp_1(z—20) 4 - +ba(z — 20) 2+
+ bi(z—20)*" P+ ao(z — 20)* +ai(z — 20)F Tt + -



Residuos e Pélos 51

de onde vemos que o residuo, by, de f(z) em z = 2 € agora o coeficiente da
poténcia (z — z9)*~! na série de Taylor da funcao

9(2) = (= — 20)" f(2)

com centro em z = zg. Pelo teorema da expansao de Taylor, o coeficiente

b1 é dado por
1

(1)

Assim, se f(z) tem um polo de ordem k em z = 2, o residuo é dado por

by =

! g(kil)(zo)'

k—1
ey 1) = gy i, { s (6 050001

isto é, uma expressao que fornece o residuo através do célculo da derivada.

Exemplo 3.1

Calcule a seguinte integral

%C (z+4)(z— 1)2dz

onde C' é um caminho fechado tomado no sentido anti-horéario, tal que z = 1
encontra-se na regido interior a C' e z = —4 na regido exterior a C', conforme
Figura 3.1.

—4

)
NP

Figura 3.2: Contorno para a integral do Exemplo 3.1.

Solugao. A funcio

z
1C) = e
tem poélos em z = —4, simples e em z = 1, pélo duplo, também chamado de

poélo de ordem dois.
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Devido ao contorno dado, apenas o pélo em z = 1 vai contribuir para
a integral, visto que z = —4 est4 fora do contorno. Como mostrado acima,
basta que calculemos o residuo em z = 1 e multipliquemos por 27m¢ para
termos o valor da integral, ou seja

' zdz .
fc f(z)dz = ?{C [CEIEEIE = 27i ljzeiqf(z)

Como o pélo & de ordem dois vamos tomar, como caso particular da ex-
pressao que nos fornece o residuo, k = 2, isto &,

Res f(z) = lim {jz [(z - zo>2f(z)]}

z=2z0 z—20

e, para o nosso especifico caso temos

e v R Pl e el

= lim 4 z = lim 4 14
Tt \dz \z+4) T (z+4)2] 25

logo, podemos escrever para a integral de partida

% zdz _@
c(z+4)(z—-1)2 25’

que é o resultado da integral que desejavamos O

3.2 Teorema dos Residuos

Nesta secao, vamos apresentar o resultado de maior importancia deste capi-
tulo, o teorema dos residuos, ferramenta fundamental para o céalculo das
transformadas inversas.

Teorema 1. Seja f(z) uma fungao analitica na regido interna ao contornot
do caminho fechado e simples C' bem como sobre C, exceto para um nimero
finito de pontos singulares z1, 29, - - - 2, dentro de C. Entao
k
% f(z)dz = 2mi Z Res f(z)
c

z=z;
=177

com a integral sendo tomada no sentido anti-horério no caminho C.

1Para um ponto sobre o contorno, ver [8].
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Demonstra¢io. Supomos que cada um dos pontos singulares z; esteja cir-
cundado por uma circunferéncia C; com raio r; < 1, de maneira que cada
uma das circunferéncias C; e C sejam disjuntas, como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3: Contorno para a integral do Teorema 1.

Entao, f(z) é analitica num dominio multiplamente conexo cuja fronteira
é a unido das curvas C1, Co, ..., C; e C, mostradas na Figura 3.3. Do
teorema da integral de Cauchy temos

j{ f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz+ -+ f(z)dz=0
c ol Co Cy,

com a integral ao longo de C' tomada no sentido anti-horério e as outras
integrais tomadas no sentido horario. Invertendo-se o sentido de integracao
ao longo das circunferéncias C1, Co, - - - C}, obtemos, da expressio anterior

[ R CE SEOL N SN (O PR YOS
C Cq Co Ch

de onde, agora, todas as integrais sao tomadas no sentido anti-horario. Uti-
lizando o resultado da secao anterior

7{ f(2)dz = 2mi Res f(z)
o S
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obtemos, finalmente

k
% f(z)dz = 2mi Z Res f(z)
c = z=z;

e o teorema estd provado. [

Exemplo 3.2

Considere a elipse de equacdo é 922 + y? = 9. Calcule a seguinte integral

% (zj - 16 tz e”/2> dz
Jo -

sendo C' conforme a Figura 3.2, a seguir.

Figura 3.4: Contorno para a integral do Exemplo 3.2.

Solugao. O integrando tem polos simples em z = +2i e z = £2 e uma
singularidade essencial em z = 0. Destes pontos singulares apenas z; = 21,
29 = —2i e z = 0 encontram-se dentro do contorno C. Para os pontos 21 e
2o vamos calcular os respectivos residuos:

Res z €™ [z €™ 1
o\ —16)  \ 428 ) _,. " 16

R ze™ \  [(ze™F 1
=oi\Ao16) a8 ) _, T 16
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Para determinarmos o residuo em z = 0, expandimos o segundo termo
do integrando numa série de Laurent, isto é,

3 ’/T2

2z

™ s

2
Ze”/zz<1+ﬂ—++ + .-

T w*“')””

de onde o residuo é dado por b; = 72/2. Logo, utilizando o teorema dos
residuos temos

z e’ 1 1 w2 1
" dr=omi(—— - —+ ) = (x? == )il
ﬁ<z4—16+ze >Z 7”( 16 16+2) ”(” 4)’

3.3 Lema de Jordan

Vamos agora apresentar o lema de Jordan que, junto com o teorema dos
residuos, fornecem as ferramentas necessarias para o célculo de algumas
integrais reais, calculadas através das funcoes analiticas, em particular, no
calculo de algumas transformadas inversas.

Lema 3.1. (Jordan) Seja Cr uma semicircunferéncia de raio R no semi-
plano superior e centrada na origem. Seja f(z) uma fun¢do que tende uni-
formemente a zero quando |z| — 00 e 0 < argz < 7. Seja « um nimero
real ndo negativo, entGo

lim Ig = Rlim e'** f(2)dz = 0.

R—oo — JCgr
Demonstra¢ao. Para z € C'g podemos escrever

z=Re", dz=iRe" do

iaz = ia (Rcosf + iRsen ) = iR cos§ — auRsen 6.

Assim, tomando o médulo de I, podemos escrever
Inl = |fo, € f(2)d2] < Jp 1€ |1 (2)] a2
— foﬂ }eiaRcos 07aRseIl0| ’f(RezG)| RdO

= [y e ofSenl R f(Re')| df.
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Por hipétese, |f(Re™)| < e(R) é independente de 6, onde ¢(R) é um
pardmetro positivo arbitrario que tende a zero quando R — oco. Entao

|Ir| < Re(R) /ﬂ e ofSeN0 g9 — IR e(R) /W/Qeaﬂsenﬁ do.
0 0

Ainda mais, para 6 no intervalo 0 < 6 < 7/2 temos que

senf > % —  -oRsend o LY
T

logo

me(R)

(67

/2
In| < 2Re(R)/ o= 20 gp — (1—eoR)
0

que implica em lim I = 0.
j R—o0
E de se notar que o lema de Jordan se aplica para a = 0 visto que
(1 — efaR) — 0

quando a — 0. Enfim, se a < 0 o lema ainda é valido se a semicircunferéncia
Cr for tomada no semiplano inferior e f(z) vai uniformemente a zero para
m < arg(z) < 2m. O

Exemplo 3.3
Sendo C' um contorno orientado no sentido anti-horério, como na Figura

3.5. Mostre que a integral sobre a semicircunferéncia vai a zero, isto é

22 dz
——— — 0 R .
/CR EEEET) — para — 00

Solugao. Neste caso a = 0 uma vez que nao temos exponenciais no inte-
grando. Assim, podemos escrever

R2 e2i9 R3
(R? €20 +1)(R? 20 19) = |R2 €20 +1]|R% €20 49

R\f(Rei9)|:R‘

Lembrando que

|R% €29 41| V/(R2e2 +1)(R2e~20 +1) = \/R* + 2R%cosf + 1

> VR -2R2+1=R>-1

e, analogamente para .
|R2 e219 +9| 2 R2 _ 9
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oV

Figura 3.5: Contorno para a integral do Exemplo 3.3.

temos que
i0 R —
R|f(Re")| < (7= 1) (2 = 9) = ¢(R).

Entéo, para R — oo temos R|f(Re")| — 0 logo podemos escrever

/ 22dz 0
N
on (P H1D(E2+9) T

que é o resultado desejado O

3.4 Aplicacoes

Nesta secao apresentamos como calcular algumas integrais de fungoes de
varidvel real, integrando-se certas funcdes analiticas em caminhos conve-
nientes no plano complexo. Em cada um de nossos exemplos, deixamos
claro a razao da escolha de uma dada funcédo analitica e do respectivo con-
torno de integracao.

Exemplo 3.4 — Singularidade Removivel

Resolva a integral
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o0 R R iz
/ Sen dr = lim / Sen dr =Im lim / e—d:c
0 €T R — 0o Je €T R — oo Je €

e —0 e —0

Solugao. Notemos que o integrando tem uma singularidade removivel em
x = 0. Vamos, entao, considerar a seguinte integral

] 1z
(§
/ —dz,
oo R

uma vez que a parte imaginaria desta integral é

oo
sen z
2 dz,
0 z

que é, a menos do fator 2, exatamente a integral desejada. Ora, como, agora,
temos uma integral de —oo a +00 é conveniente tormarmos um contorno C,
composto de duas semicircunferéncias C7 e Csy centradas na origem e com
raios, respectivamente, iguais a € e R e dois segmentos de reta, conforme a
Figura 3.6 e dai consideramos os limites para ¢ — 0 e R — oco. Notamos
que o calculo da integral real poderia ser obtido com a escolha da funcao
complexa e”*/z e com um contorno diferindo daquele indicado na Figura
3.6, pelo fato de as semicircunferéncias C; e Cs encontrarem-se no semi-
plano complexo Im z < 0. Podemos verificar que, ainda neste caso, obtém-se
o mesmo resultado para a integral real que no caso anterior.

Entao, de posse da funcao e do contorno convenientemente escolhidos ve-
mos que nenhuma singularidade encontra-se dentro do contorno. Portanto,
o teorema dos residuos fornece

j[e—dz:O,
c <

onde a integragao é feita no sentido anti-horério. Entdo, podemos escrever,
percorrendo o contorno no sentido positivo,

—e€ ev’,m eiz R ei.’x e?’,z
—dx + —dz + —dx + —dz=0.
-R c ? e X Ccy ?

Nota-se que a primeira e a terceira integrais tém a parte imaginaria nula
ou seja z = x 4+ 10 = x. Calculemos, separadamente, as integrais sobre C e
Cycome—0e R— oo.




Aplicagées 59

sY

Figura 3.6: Contorno para a integral do Exemplo 3.4.

. e'? :
Para a integral / —dz vamos escrever z na forma polar, ou seja, tomar
c1 <
z=-¢€e? com 0 <@ < 7. Logo, temos dz = €ie'? df, de onde

i 0 .iee'® . _i0
(Sl e“® ere
/ —dz:/ Tdev
Cl < s €

e tomando o limite para ¢ — 0 temos
etz 0
lim —dz = z/ df = —im.
e—0 Cl z T
Analogamente para a integral sobre Cs, ou seja, para z = Re' de onde
dz = Rie df logo
eiz ™ eiRow )
/ —dz = / Rt Rie' do =
Cy % 0

™ ™
— Z/ ezR(cos 0+iSen o) do = Z/ giftcos 0—Rsen o de.
0 0

Para tal integral, partimos da desigualdade, advinda do lema de Jordan,
isto é,

T /2
< Re(R) / e TSER0 Jg — 2R ¢(R) / e~ ftSERO g
0 0
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que vai para zero nos limites de R — oo e €(R) — 0, logo

0 N ) o qiw
/ —dm—m—i—/ —dxz = 0.
—0 X 0 X

Lembrando da relacao 2isen x = €'* —e™** temos

> senx
dr =,
o T

e uma vez que o integrando é uma funcao par e os limites de integragao sao
simétricos temos, finalmente,

que é o resultado desejado.

Exemplo 3.5 — P6lo Simples e Ponto de Ramificacao
oo a—1
/ v dx
o l+=x

Solugao. Vamos considerar a seguinte integral

a—1
%Z dz
Jol+z

cujo integrando tem um polo simples em z = —1 e um ponto de ramifi-
cacdo em z = 0. Aqui, vamos escolher um contorno que exclua o ponto
de ramificacao e deixe dentro do contorno C' somente o pélo simples. O
contorno C' é composto de duas circunferéncias concéntricas C7 e Cy com
raios, respectivamente, € e R e dois segmentos de reta, L; e Ls, como na
Figura 3.7.

Entao, pelo teorema dos residuos podemos escrever

P ya—1 .
% dz = 27i Resl < ) = 27TZ'(—1)0‘71 — 97 em’(a—l) '
c Z==

Resolva a integral

com(0<a<l.

1+2 142

Percorrendo o contorno fechado, no sentido anti-horario, temos

a—1 R _a-—1 a—1
% i dzz/ x dx—i—/ i dz+
cz+1 e 142 c, 2+ 1
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Figura 3.7: Contorno para a integral do Exemplo 3.5.

€ 2mi\a—1 a—1
+/ Malx +/ Sz =2mie(@D)

A segunda integral, pelo lema de Jordan, vai a zero quando R — co. A
integral sobre C é calculada escrevendo-se

2z =¢ee'? com 0<6<2r7

a—1 0 0ya—1_; o6
/ z dz:/ (e el i
c, 1+2 on 14 ee

para € — 0. Finalmente, tomando-se os limites ¢ — 0 e R — co temos

o0 La—l ] 0 ol )
[ e [ e
o 14+=x o 1+

logo

ou ainda

oo L a—1
[1 f e%i(a*l)] / 1x+ do = 2mi (@) |
0 X

Multiplicando-se ambos os membros da expressio anterior por e 7 (@—1)

temos
a—1

oo
[este-) _ ginta-)] / Y de = 2mi
o 142
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e, usando a relacdo envolvendo o seno e a exponencial obtemos

/mxa_ld B -7
o 14z x_sen[w(a—l)]'

Finalmente, expandindo o seno da soma podemos escrever

< gt 7r
dr =
o l+=x sen o

que constitui o resultado desejado.?

Exemplo 3.6 — Oscilador Harmonico Amortecido

Consideramos um oscilador harménico amortecido sobre o qual age uma
for¢a externa g(t). O movimento de tal oscilador é governado pela equagao
diferencial ordinaria?

d2

Ex(t) _ 2aix(t) +wiz(t) = f(t),

dzx

comz: R DI — R, onde f(t) = g(t)/meg: R DI — R, sendo m a
massa, 2a > 0 o coeficiente de amortecimento e wg a freqiiéncia. Utilize a
metodologia da transformada de Fourier para determinar a solugio x(t).

Solugao. Admitamos que f(t) possui uma transformada de Fourier; entdo

)= o= / 0; F(w)e ™" du,
onde

Flw) = \/12?/_00 F(t) et dt.

Esperamos que a solu¢do x(t) possua também uma transformada de
Fourier, de modo que possamos escrever

2(t) = \/% L Aw)e e,
onde

Alw) = ¢127T/_00 (t) et dt.

2Este resultado pode ser colocado na forma de um produto de fungdes gama [6].
3Uma equacio aniloga é obtida quando do estudo do circuito RLC. Ver refs. [4, 9].
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Transformando a equacdo diferencial, utilizando as propriedades das
derivadas, obtemos para A(w) uma equagdo algébrica
—w? A(w) — 2awiA(w) + wi A(w) = F(w)
que resolvida para A(w) fornece

F(w)
(wd — w?) — 2awi’

Alw) =

Ora, conhecida a fun¢do A(w), a solugdo do problema sera obtida pela
transformada de Fourier inversa, ou seja

1 [ Fw)ei!
2(t) = Vor /_OO (wd — w?) — Qawidw'

Esta integral, na maioria dos casos, pode ser calculada utilizando o teo-
rema dos residuos. Para tanto é necessario que conhecamos os zeros do
denominador, uma vez que eles dardo origem aos p6los do integrando.

Com a > 0 os polos estdo no semiplano inferior, localizados nos seguintes
pontos:

wie=tVwi—a?—ai se  wy>«
wie = (—ax+/a? —wd)i se wy < o
W] = wy = —ai se wo = Q.

Basta, portanto, calcular os residuos nos polos simples (dois primeiros
casos) e polo de segunda ordem (terceiro caso).

Para fazermos uso do teorema dos residuos especificamente, vamos con-
siderar um exemplo onde supomos f(z) dada na seguinte forma

fo se [t <7

f(t):{O se [t| > 7

onde fy é uma constante e que wy > «, isto é, o caso do chamado oscilador
fracamente amortecido.
A transformada de Fourier de f(t) é dada por

fo T e 2 sen wt
F(W):E e/tdt:f[) ; w

de onde temos para a solugdo z(t), a expressao

fo /‘Oo sen wr e~ Wt

T J oo w(w —wi)(w —wa)

z(t) = dw
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sendo wy = 8 — @i e wy = —ff — i com 3 = /w3 — a?.

As tunicas singularidades do integrando sdo aquelas em que w = wy e
w = wy. Para escolhermos um contorno conveniente, vamos verificar se a
integral é limitada. Para tal escrevemos

1 . _

senwr = — ("7 —e”™Y)
2

e, é claro que se t > 7, a funcao

SENWT it

w

é limitada no semiplano inferior e o contorno pode ser fechado por baixo,

como mostra a Figura 3.8.

Almw

Rew

Figura 3.8: Contorno para a integral do Exemplo 3.6.

Utilizando o teorema dos residuos, temos

2(t) = fo  [senwnT e iwit _senwsT ek b
T w1 (wy — wa) wa (w1 — wa)

que, fazendo uso das relacoes

1
senf = —

. . 1 . .
0 —1i0 0 —1i0
e _e 50 = —(e e

22,( ) e cos 2( + )

pode ser escrito em termos de fungbes reais.
Para t < —7 o contorno pode ser fechado por cima e a integral é zero
visto que, antes da acdo de uma forca externa o oscilador harmoénico esta
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em estado de repouso. Finalmente, vamos estudar o caso em que [t| < 7. E
conveniente separar a integral de z(t) em duas partes a partir da expansao
do seno em termos das exponenciais, isto é: A parte contendo exp[—iw(t+7)]
pode ser calculada utilizando-se um contorno fechado por baixo e a parte
contendo exp[—iw(t — 7)] por um contorno fechado por cima. Note-se que
cada integrando terd um poélo em w = 0. Para tal, considere os caminhos
de integracdo como na Figura 3.9.4

AImw Amw
P - T~ ~
4 AN
4 \
4 \
4 \
/ \
! \
o o
\ I Rew Rew
\ o o , o o
\ w1 @) w1 w2
\ /
N /
N Ve
~ _ -

Figura 3.9: Contornos para a integral da Se¢ao 3.4.

Logo, podemos escrever a seguinte expressao:

—iw(t—7) —iw(t+T)
m(t):—ﬁ,/ ¢ dw—i—ﬁ_/ ¢ dw.
271 Jo, w(w —wi)(w —wz) 271 Jo, w(w —wi)(w — wz)

Utilizando o teorema dos residuos temos

fO e—twi(t—T) e—twa2 (t+7)

x(t) =

- —Jo + fo
wiwsz wl(wl *w2) w2(w1 *w2)

que, também, pode ser escrito em termos de funcoes reais.

40 resultado ndo se altera se evitarmos o p6lo por cima.
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3.5 Exercicios

1. Encontre os residuos nos pontos singulares das seguintes funcoes:

sen 3z z—3 22 +52—6
(a) 24 (b) m (C) (Z ¥ 1)2(2’ — 2)3

(d) (1—e*)™? (e) cosecz (f) tghz.

2. Encontre os residuos somente nos pontos singulares que se encontram
no interior da circunferéncia |z| = 2 para:

z 1 33—z

(2) 1422 (b) 1—24 (c) 23 + 322
—22—-222+38 1 1

d) — _ f

(@) 23 =522+ 4z (€) z(z —3) ® 1+ 23

3. Sendo C uma circunferéncia centrada na origem e de raio unitario,
orientada no sentido anti-horario, calcule as seguintes integrais:

(a) %;tgzdz (b) fc ﬁdz

cos z 22 +1
d d d
(c) fgSz—‘—Qiz (@) ﬁzQ—sz
d tgh®(z +1/2
(e) f z (f) 7{ wd,{,
cl—e* c ©%senz
4. Integre a funcao
5+ 3z
ao longo dos seguintes caminhos, orientados no sentido anti-horério:
(2) [z+1]=4, (b) 9x*+y* =9.

5. Calcule as integrais, onde C é um contorno simples e fechado, orien-
tado no sentido anti-horério tal que todas as singularidades se encon-
tram na regido interior a C.

dz zetz
_— b —d
(2) fg4z2—1 (b) fcz‘ﬂ—lz
senh z zcoshmz
d d ——d
(c) ji?z—kz’z (d) fiz4—13z2+362

senh z P
(e) j{}mdz () %Cz—&—ldz
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6. Calcule as integrais, onde C' é uma circunferéncia centrada na origem
e de raio 0,9, orientada no sentido anti-horario.

dz
(a) %C A 9.3 (b) ]{Ctgﬂz dz
(z —2)° ]{ zcoshrz
(c) j{722+5z+6dz (@) Cz3+5z2—|—62dz
dz e?
f d
() j{; (z+3)(z+2)(z+1/2) () 7{C~cos7rz i
7. Calcule a integral
/ dz
cl+z4

onde C é a circunferéncia de equacdo z? + y?> = 2z, orientada no
sentido positivo.

8. Utilize o lema de Jordan para mostrar que as integrais

vao a zero para R — co. Aqui Cr é uma semi-circunferéncia de raio
R, centrada na origem e no semi-plano superior, orientada no sentido
anti-horario.

9. Calcule as integrais indicadas utilizando um contorno adequado para
cada uma delas

*  dz *  dz *  dx
b
W [ = 0 [ © [
[e%s) [e%s) 27
Ccos X sen T do
d ——d ——d f —_—
(d) /_001—|—a:2x () /_Oox(1+a:2)x ®) /0 25 — 24cos 6

> S/ _ * dx
(&) /_m1+x4dm () /0 5 — dsend () /0 vzl +z)?

10. Calcule a transformada de Fourier da funcao

1
f(l’):m

com p>0e g >0.
sen x

11. Calcule a transformada de Laplace da funcéo f(z) =
x

1
12. Calcule a transformada de Laplace inversa £71 | ————|.
(1+ s2)2
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3.6 Respostas e/ou Sugestoes

1.

10.

11.

12.

a) Ponto singular z = 0 com residuo —9/2. b) Ponto singular z = —1
e residuo —4. ¢) Pontos singulares z = —1 e z = 2 com residuos 7/27
e —7/27, respectivamente. d) Em z = 0 o residuo é —1. e) Pontos
singulares zg = £km com k = 0,1,2,. .., com residuo 1 se £2km e —1 se

+(2k+1)7. f) Pontos singulares zo = £(k+1/2)micom k=0,1,2,...
e residuo 1se (2k +1/2)mie —1se —(2k +1/2)7 1.

. a) Em z = 44, residuo é 1/2. b) Em z = %1, residuo &, respectiva-

mente, F1/4. Em z = £i temos Fi/4. ¢) z =0 é pblo de ordem dois
com residuo —2/3. d) Em z =0 oresiduoé 2eem z=1¢ 5. ¢) Em
z=0oresiduo é —1/3. f) Os polos sdoem z = —1 e z = 1/2+4/3/2
com residuo 1/3 e —%(1 +4v/3), respectivamente.

a) Zero. b) Zero. c¢) Para z = —2i/3 temos (2im/3) cosh(2/3).
d) Para z = 0 temos —mi. e) Para z = 0 temos —2mi. ) Para 2 =0
temos 2mitgh?(1/2).

. a) Zero. b) 5mi/2.

a) Zero. b) —2misen(v/2/2)senh(v/2/2). ¢) wsen(1/2). d) 22%(— cosh 27+
cosh 3m). e) 8mwisen(1/4). f) —2mi.

a) —mi/4. b) —4i. c) Zero. d) Zero. e) —8mi/15. ) Z(1+e).

Tin/2/2.

Direto do lema de Jordan.

(a) 7/2; (b) 2/3v/3; (¢) w/V2; (d) 7/e; () w(e—1)/2e; (£) 27/7T; (g)
Zero; (h) 27/3; (i) 37/8.

V2T iwf wpf
——exp| ——— | sen | —
I6) P 20 2u
arctan s.
sent

t
——= t+ ——.
2cos + 5



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo vamos apresentar as aplicagoes propriamente ditas. Por con-
veniéncia e por ter um niimero de paginas restrito, discutimos apenas poucas
aplicacoes, em particular, aquelas que envolvem, quando muito, um ponto
de ramificacao e, quando absolutamente necessario, também, uma funcao
de Bessel.

Devemos observar que, como jé afirmamos, cada uma das transformadas
tem uma particularidade. Dessa forma, a escolha da transformada a ser uti-
lizada na busca da solucao do problema é um aspecto fundamental dessa
metodologia. Aqui, apresentamos as aplicagdes ja com esta observagdo lev-
ada em conta, isto é, a conveniente transformada para discutir a respectiva
aplicagao.

Sao muitas as aplicagdes onde a metodologia das transformadas inte-
grais junto com as funcoes analiticas, tem um papel importante dos quais
podemos citar: calculo de integrais reais; resolucao de equagoes diferenciais,
ordinérias ou parciais; resolucio de equagoes integrais e integrodiferenciais;
célculo de somas infinitas, bem como equacoes diferenciais fracionarias, den-
tre outras.

Aqui, também, vamos separar as aplicacoes em secoes, isto €, comecamos
com as transformadas de Laplace; de Fourier; de Mellin e de Hankel para,
ao final do capitulo, apresentarmos a justaposicao das transformadas a fim
de resolver problemas com duas e trés variaveis independentes.

4.1 Transformada de Laplace

Nesta secao discutimos o uso da transformada de Laplace para discutir uma
equacao integrodiferencial e uma equacao diferencial parcial.

69
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4.1.1 Equagao Integrodiferencial

Resolver a seguinte equacio integrodiferencial®

t
f@®) :sent+2/ f(&)sen (t — &) dE (4.1.1)
0
satisfazendo a condigdo f(0) = 0, utilizando a transformada de Laplace.

Solugao. Multiplicando a equagéo (4.1.1) pelo nicleo da transformada de
Laplace, usando integracao por partes e utilizando o teorema de convolucao
podemos escrever

1

=17 +28[f'(t)]L[sent]

(oo}

onde F(s) = / f(t)e stdt.

0
Fazendo uso da expressao que fornece a transformada de Laplace da
derivada primeira bem como impondo a condi¢do f(0) = 0 obtemos uma
equacao algébrica, cuja solucao é dada por

1

F(s) = m

A fim de recuperar a solugdo da equagdo (4.1.1), devemos obter a transfor-
mada inversa, isto é, devemos calcular a seguinte integral no plano complexo

1 est
0= 35 ), ot

T 2mi

onde I' & o contorno de Bromwich [1875 — Thomas John lanson Bromwich —
1929].

O integrando desta integral apresenta um polo duplo em s = 1 logo,
utilizando o teorema do residuos, temos

10 = g {01005

de onde segue-se, finalmente, f(t) = te'.

LChama-se equacdo integrodiferencial visto que a derivada da funcio incoégnita aparece
também sob o sinal de integracao.
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4.1.2 Equacgao Diferencial Parcial

Utilizar a transformada de Laplace na varidvel temporal, t, de modo a re-
solver a seguinte equacao diferencial parcial

2

awoi

x,t) = —sent, t>0 (4.1.2)

cuja solucdo deve satisfazer a condicdo inicial u(z,0) = x e a condicao de
contorno u(0,t) = 0.

o0

Solugao. Seja F(x,s) = / u(z,t) e*'dt. Multiplicando a equacdo (4.1.2)

0
pelo ntucleo de Laplace e integrando na varidvel ¢ de zero até oo, obtemos

o [0 e
— —u(x,t) e *tdt = — te stdt.
33:/0 atu(w, e /0 sente

Utilizando a expressdo envolvendo a transformada de Laplace da derivada
primeira e, no segundo membro, integracdo por partes, podemos escrever

1

9 [sF(z,s) —u(z,0)] = el

Ox
A partir da condigdo inicial e efetuando a derivada em relagdo & varidvel x
temos
1 52

0
el S A
5 (@,5) 241 s2+1

ox
isto &, a seguinte equacdo diferencial (pode ser integrada como sendo uma
equacdo diferencial ordinaria)

S

0]

ox

cuja integracdo fornece a seguinte solugio geral

s
F =——+4A
(@,9) s24+1 +
onde A = A(s) é uma “constante"de integracio.
Visto que a transformada de Laplace da condicdo de contorno fornece
F(0,s) =0, implica que A = 0, logo

sz
5241

F(z,s) =
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A fim de recuperar a solu¢ao u(x,t) devemos proceder com a inverséo, isto
é, calcular a seguinte integral

1 ST
t) = std
u(, ) 27ri/1~52+le 5

onde I' & o contorno de Bromwich. Temos apenas pélos simples em s = ¢
logo, utilizando o teorema dos residuos, obtemos

1
u(z,t) = %277'2' g [Residuos em s = +i]
lim [(s — ) sxest + ol |(s+4) sxest
= lim |(s—1 im |(s+i)———
s—i s2+1 s——i s2+1

. ST . ST
= lim e | + lim et
s—i \ S+1 s——i \ 8 —1

de onde podemos escrever, finalmente, u(z,t) = x cost .

4.2 Transformada de Fourier

Nesta secao discutiremos o uso da transformada de Fourier na solucao de
uma equagao diferencial parcial e no calculo de uma integral cujo integrando
contém pontos de ramificagao.

4.2.1 Equagao Diferencial Parcial

Utilizar a transformada de Fourier para encontrar a solu¢do fundamental
(fungdo de Green) da equacao de Helmholtz [1821 — Hermann Ludwig Ferdi-
nand von Helmholtz — 1894] bidimensional;

—AG(z,y) + a’G(x,y) = 6(x)d(y)  —oo <,y < oo

onde A ¢é o operador de Laplace bidimensional e o € um parametro positivo.
Discutir o caso oo = 0.

1 e .
Solugao. Seja G(k1,y) = \/?/ G(x,y)e”*%dzx a transformada de
T J—-—

Fourier, na variavel z, da funcdo G(z,y). Multiplicando a equacao diferen-
cial parcial pelo nicleo da transformada de Fourier, utilizando a propriedade
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da transformada de Fourier da derivada segunda e rearranjando, podemos
escrever a seguinte equacao

2

o 1
= 2 Olk1s9) + a*Glk1,y) = —=0(y).

V2r

De maneira inteiramente anéloga, introduzimos a transformada de Fourier
na variavel y o que nos conduz & seguinte equacao algébrica,
1

E2G(k1, ko) + k3G (k1, ko) + o2G(ky, ko) = 5

k%G(klyy)

cuja solucao é
1 1
Gk, k) = ———
(k1, k2) 21 k2 + o2
onde k? = k? + k3, k1 e ko sdo os respectivos parametros das transformadas
de Fourier.
Devemos agora proceder com a inversao, isto é, calcular a seguinte inte-
gral dupla (duas transformadas de Fourier inversas)

1 [ [ exp(ikiz + ikay)
g(fay)zmlm[w 21 a2 dky dks .

E conveniente introduzir as coordenadas polares, a saber,

T =r1cosf ki = pcos¢
y=rsenf ko = psen ¢
que fornece
k2—|—()42 — kf+k§—|—oz2:p2—|—a2
kix +koy = rpcos(¢p—0)

de onde segue-se a expressao para a funcao de Green

L [* pdp
=52 ), Pra

27
/ explirpcos(¢ — 0)] do.
0
A integral na variavel ¢ é tabelada [15], isto &,
2m
/ explirpcos(¢p — 0)] dep = 2w Jy(rp)
0

onde Jo(rp) € a funcdo de Bessel de ordem zero, de onde podemos escrever

L™ pJo(rp)
G(r,0) = ﬂ/0 Ly (4.2.3)
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que, em termos das varidveis x e y, pode ser escrita como

1 [ 21 42
G(z,y) = / pJo(pyv/ 2 +y )dp'

o p% + a?
Esta expressao é conhecida como uma representagao integral para a chama-

da funcao de Green associada & equacao de Helmholtz bidimensional a qual
permite obter a solugdo da respectiva equacgao diferencial nao-homogénea

(A - O‘Q)u(xvy) = —f(a?,y)
através de

we)= [ [ Gwign) s dean

Passemos ao caso o = 0. Este caso deve ser tratado separadamente visto
que a integral para G(z,y) nio estd definida. O procedimento é como se
segue: diferenciamos, em relagdo a r, a equacao (4.2.3)

9 1= pPdy(rp)
5000 = 5 [ Ay

2m P2+ a?
que fornece, para o = 0,
1
—gorﬁ JO rp)dp = ———
cuja integragao nos leva a expressao
Go(r,0) L 1
r,0)=——Inr
(UA) o1
que, em termos das varidveis x e y pode ser escrita como
Go(z,y) = - L In(z” + )
’ 4 '

Esta é a chamada funcio de Green associada & equagdo de Poisson [1781
— Siméon Denis Poisson — 1840] bidimensional Au(x,y) = —f(z,y) cuja
solucao é dada por

MMF[WK%WMMMM%M
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4.2.2 Integral com Pontos de Ramificacao

No estudo da propagacido do som na ionosfera, conforme proposto em [1§]
encontramos o calculo da seguinte transformada de Fourier inversa

£t = — /Oo_“ exp[-w? +wv/w? — 1+ iwt]% (4.2.4)

27 —o0—1€

com 0 < € <1 e w é o parametro da transformada. O contorno de inte-
gragdo, cuja justificativa apresentamos a seguir, é conforme a Figura (4.1):

Amw

05 C’1

C, Cy t>0

/- S
\K/ \_//Rew
-1

+1

Y

Cs t<0

Figura 4.1: Contorno C w = z + iy com z,y € R.

Antes de utilizarmos o teorema dos residuos para calcular a integral va-
mos, por conveniéncia e simplicidade, usar o seguinte argumento: derivando
os dois membros da equagio (4.2.4), em relagdo a varidvel ¢, obtemos

d 1 o0 —1€
(t) =+ / exp[—w? + wVw? — 1 + iwt]dw . (4.2.5)

a B 27 —0o0—1€

Note que, enquanto a equacao (4.2.4) apresenta trés pontos singulares, a
equacao (4.2.5) apresenta apenas dois deles, isto é, w = 0 ndo é mais um
ponto singular.

Introduzindo o contorno C, como na Figura (4.1), tal que C = Cy +
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Csy + C3 + C4 + C5, podemos escrever, através dos teorema do residuos

1
% (t) = %/ exp[—w? + wVw? — 1 +iwt]dw (4.2.6)
c

visto que a funcao é analitica no interior do contorno C.

Considerando a raiz quadrada positiva, as integrais sobre C; e C5, pelo
lema de Jordan, vAo a zero, enquanto que as integrais sobre Cy e Cy se
cancelam, restando apenas a integral sobre Cj.

A fim de calcular a integral sobre C'3, podemos escrever, separando em
quatro trechos, para a direita da origem, acima da linha de corte,

20

w=uze = w—1l=(1-2)e" e wt+l=(1+z)e”

de onde segue-se, para o termo envolvendo a raiz quadrada,

\/w2—1: \/1—:526”/2

com 0 < z < 1. Analogamente, para o lado esquerdo

w=mze™ = w—1l=0Q+2z)e"™ e w+l=(1-2)e”
de onde segue-se, para o termo envolvendo a raiz quadrada,
\/w2 —-1= \/1—x2e”/2.

Por outro lado, abaixo da linha de corte, ainda com 0 < x < 1, temos

w = xe’™ = w—1l=(1-z)e"™ e w+1=(1+z)e*™

logo,

Vw? —1=1/1—z22e%"/2
enquanto que a esquerda do ponto w = 0,
i

w=uxe' = w—1l=(1-2)e" e w+1=(1+2)e™

de onde segue-se,

\/w2—1: \/1—x2e3”/2.

Percorrendo o circuito (apenas com a integral que contribui e tomando os
raios das circunferéncias, respectivamente, menores indo a zero e da maior
indo ao infinito), obtemos

d 1
a0+ [ exploa? +iny/T= 22 + it
0
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1 0
+/ exp[—2?—izy/1 — m2+imt]dx+/ exp[—x?+izy/1 — 2 +izt]dr = 0.
—1 —1

Separando a segunda integral na expressao anterior, efetuando uma conve-
niente mudanca de varidvel nesta e da dltima integral, podemos, rearran-
jando, escrever a seguinte expressao

d 1
2n—f(t) + / e {exp(ix\/ 1 — a2 +ixt) — exp(—izy/'1 — 22 + izt)+

+ exp(izy/1 — 22 —ixt) — exp(—ixzy/1 — 22 — wct)} dx = 0.

Fazendo uso das relagoes envolvendo as fungoes trigonométricas e a funcao
exponencial

1 iz —iz _i iz _ gz
coszzi(e +e ) e senz-QZ_(e e )

e rearranjando, podemos escrever

2 (' e
%f(t) + f/ e”* sen(zv1—x2)senztdr =0,
T™Jo

cuja integracdo fornece

2 1 e .
f(t):—/ e’ sen(x\/l—xQ)cosxti—r—Fﬁ,
0

™

onde (8 é uma constante de integracdo que é determinada a partir do co-
nhecimento de f(0), por exemplo. Note que x = 0 é uma singularidade
removivel.

4.3 Transformada de Mellin

Nessa secao discutiremos o uso da transformada de Mellin dentro do calculo
de uma soma infinita e na solugao de uma equacao diferencial parcial com
coeficientes variaveis.

4.3.1 Calculo de Uma Soma Infinita

Antes de calcularmos uma especifica soma, utilizando a transformada de
Mellin, vamos mostrar o seguinte teorema:
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Teorema 2. Seja f(x) uma fun¢io que possui transformada de Mellin F(p),
ou seja,

Mf(2)] = F / f () e d.

Entao

c+ioo
Zf 55 | F@X@a

—100

onde ((p) é a chamada funcgao zeta de Riemann?.

Demonstra¢ao. A partir da definicdo da transformada de Mellin inversa
podemos escrever

ct+ioo
flk) = = / F(p)k~"dp

211 —i0o

cuja soma sobre todos os valores de k permite escrever

&) oo 1 c+ioco » 1 c+ioo
> fk =Z%/p F(p)kVdp = 5— F

k=1 k=1 c—1i00

i k_p] d
k=1

de onde segue-se

o0 1 ct+ioco
S0 =g [ oK@,
k=1
que é o resultado desejado. O

A partir deste resultado, vamos mostrar que

isenk_w—l
k=1 k

isto é, utilizar a transformada de Mellin como ferramenta para calcular uma
especifica soma infinita.

nk
k )

L . . se
Primeiramente, vamos calcular a transformada de Mellin da funcao

ou seja, calcular a seguinte integral

sen k sen k mp
= = P=lgr — _D(p— L
sm[ ’ } F(p) /0 A — kP dk=-T'(p 1)COS(2).

2A fungdo zeta de Riemann [1826 — Bernard Riemann — 1866], denotada por ((p), &
definida através da seguinte série [28] ((p) = Y po; k~P para todo ntimero complexo p
tal que Re(p) > 1. Note que no caso em que p = 2, recuperamos o cléssico resultado
obtido por Euler [1707 — Leonhard Euler — 1783], isto é, ¢(2) = 72/2.
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Substituindo este resultado na expressdo do teorema anterior, obtemos

c+ioco

— sen k
S e [ T 0w eos () do

k=1 c—1i00

Utilizando a relagao funcional envolvendo a funcéo zeta de Riemann [28]

(2m)"¢(1 = p) = 20 (p)C(p) cos ()

bem como a relagao envolvendo a fun¢do gama (Apéndice B) I'(z + 1) =
2I'(z) obtemos

oo ]ﬂ ct+100 1 _
ZSGZ _ L/C (27T)p<( 1p)dp.

— AT8 o ioo p—

O integrando desta integral apresenta dois pontos singulares, ambos poélos
simples, nos pontos p = 0 e p = 1. Utilizando o teorema dos residuos
podemos escrever

=~ sen k 1
Z senlk _ ——2mi [Res(p = 0) + Res(p = 1)].
— k 4mi

O residuo em p = 0 é igual a um enquanto que em p = 1 é igual a —m,
devido ao fato que ¢(0) = —1/2 [28].
Enfim, podemos escrever

que é o resultado desejado.

4.3.2 Equacgao Diferencial com Coeficientes Variaveis

Utilizar a transformada de Mellin para resolver a equagao de Laplace escrita
em coordenadas polares no semi-plano superior, isto é,

0%u  10u 1 0%u

— +—-——+—=—==0, 0 0<86
3r2+r8r+7'2302 , <r < oo, <O0<m

com u = u(r, 0), cuja solucio satisfaz as condigbes de contorno

u(r,0) = f(r) = u(r, )
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sendo f(r) uma fun¢io admissivel segundo a defini¢do da transformada de
Mellin.

Solugao. Multiplicando a equagao diferencial parcial pelo niicleo da trans-
formada de Mellin e integrando na variavel r, de zero até infinito, temos

i 9%u e ou i 0%y
-1,2 -1 —1
/0 rP= 52 dr +/O rP r—ar dr —1—/0 rP 202 dr =0.

Utilizando a propriedade da transformada de Mellin da derivada e rear-
ranjando, obtemos a seguinte equacdo diferencial ordinaria

2

502 L (2,0) +p*F(p,0) =0

onde
F(p,@)z/ P~ u(r, ) dr
0

é a transformada de Mellin da fungéo u(r,0). A solugdo geral da equagio
diferencial ordinaria é

F(p,0) = Asenpf + B cospf

com A = A(p) e B = B(p) independentes de 6. A fim de determinar estas
constantes, primeiramente devemos calcular a transformada de Mellin das
condigoes, isto &,

F(p,0) = / rpflu(r, 0)dr = / rpflu(r, m)dr = F(p,7) =
0 0

= /Oorp_lf(r)dr = F(p).
0

Ent&o, impondo estas condicoes obtemos A e B dadas por

senp/2

A(p) = F(p) cos 7p/2

de onde segue-se para a solucao da equacao diferencial na varidvel 6,

= FT cos[p(6 — 7/2)].
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A fim de obter a solucao do problema de partida, devemos proceder a in-
versao, isto é,

1 ct+100

u(r, 6) r~PF(p,0)dp

2mi c—100

c+ioco
= i/ r_piF(p) cos[p(f0 — 7/2)]

270 J oo cosmp/2

que é o resultado desejado.

4.4 Transformada de Hankel

Aqui, devido a sua freqiiéncia em problemas envolvendo as fungoes de Bessel
modificadas, vamos calcular a transformada de Laplace inversa da funcao de
Bessel modificada de segunda espécie e de ordem zero. Em seguida resolve-
mos um problema, através da transformada de Hankel, para o Laplaciano
em coordenadas cilindricas.

4.4.1 Funcoes de Bessel Modificadas

A equagdo de Bessel modificada de ordem p é

2

d d
27 il _ 2 2 —
x dIQy(:v) ta—y(z) — (@ +p Jy(x) =0,

com solucao geral dada por
y(x) = Al (2) + BK)(x)

onde A e B sio constantes arbitrarias. A funcao I,,(z), conforme Apéndice
B, é a funcao de Bessel modificada de primeira espécie e de ordem pu, en-
quanto que K,(x) é a chamada funcdo de Bessel modificada de segunda
espécie e de ordem p.

Admitamos que um especifico problema, envolvendo uma simetria ci-
lindrica, nos conduza a uma equacao diferencial, para a transformada de
Laplace da solugao do problema, satisfeita por uma funcao de Bessel modi-

ficada,
F(s) = Ko(rvs? — a?)

onde r > 0, a > 0, s é o parAmetro da transformada de Laplace e Ko(t) ¢ a
funcdo de Bessel modificada de segunda espécie e de ordem zero.
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Utilize a transformada de Laplace inversa de F(s) a fim de obter a
solugao z(t) do problema especifico,

A fim de resolver este problema, vamos utilizar a seguinte representacao
integral para a funcao de Bessel modificada de segunda espécie e de ordem
zero [15]

*  cosrx

——dx
0 VaZ4u?
com r > 0 e |arg(p)] < 7/2. Da expressao que recupera a solugdo do
problema (transformada inversa) podemos escrever

1 y+ioco
x(t) = / Ko(rv/s? — a?)eds
8!

210 )y _ioo

Ko(rp) =

onde v deixa todos os pontos singulares do integrando & sua esquerda. Sub-
stituindo a representacdo integral para a fun¢io de Bessel modificada de
segunda espécie e de ordem zero, temos

1 yHico  poo CcosSTT
o(t) = — / ——_¢fldsdx
210 Jy—ico Jo VX% —a? + 52

oo 1 y+ico st
e
= / COSTT < — ———ds, dx.
0 2mi y—ico V z? —a? + s?

Utilizando a expressao envolvendo a transformada de Laplace da funcao de
Bessel de ordem zero na ordem inversa, isto ¢, (Apéndice B)

1 1
’/82+02 ‘/52+C2

podemos escrever para o termo entre chaves, uma funcao de Bessel de ordem
Z€ro,

S Jo(ct)] = = g {

] = Jo(ct)

x(t) = / cosrz Jo(tvz? — a?) dx
0
que é, também, uma integral tabelada [15] logo

/ _ cosh(avt? —r?) .

onde O(t — r) é a fungdo de Heaviside [1850 — Oliver Heaviside — 1925].
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4.4.2 Equacgao Diferencial em Coordenadas Cilindricas

Sejam (r, z) coordenadas cilindricas. Utilize a transformada de Hankel para
obter a soluc¢do da equacgao diferencial parcial ndo-homogeénea [1]

o 2 10 1 1

@u(r, z) + ﬁu(r, z) + ;Eu(r, z) — T—QU(T7 2) = —=f(2)d(r)

para 0 <7 < o0 e z > 0, satisfazendo as condigoes de contorno

TILH;O o [u(r,z)] — 0, Zlingo u(r,z) — 0,
[u(0,2z)] < oo 2u(r z) =0
) ) az ) ZZO - *

Solugao. Nao é dificil perceber que podemos, (por exemplo, separagio de
varidveis na equagdo diferencial parcial homogénea) conduzir o problema a
uma equacao de Bessel de ordem um e dai considerar a seguinte transfor-
mada de Hankel, Secao 2.7.1

N[u(r, 2)] = Fi(k,2) = /000 u(r, z) Jy (kr)rdr

onde k é o parametro da transformada.
Multiplicando a equagédo diferencial parcial por r Jy (kr), rearranjando e
integrando na variavel r, de zero até infinito, temos

/OOO {iiﬂ [riu(r, z)} - rlzu(n z)} rJy(kr)dr =

[e%s) 2 oo q

== [ et nendr = [ @8 k) dr.

Utilizando o resultado do Exemplo 2.18, podemos escrever para o primeiro
membro da expressao anterior

0? *4(r)
~_F — k2R =— — .
ALk, 2) Ky (k,2) = —f(2) /O ) 1) dr
Por outro lado, para o segundo membro, usando a expansao em série de
Frobenius [1849 — Ferdinand Georg Frobenius — 1917] para a fungio de Bessel
(Apéndice B), podemos escrever
Ji(kr) i (kr/2)%  (kr/2)*

krj2 112! 213!
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Entao, reescrevendo, apenas o segundo membro da equagdo diferencial or-
dinaria na variavel z, temos

k [ 6(r) I kr/2)? kr/2)4
5/0 kr/QJl(kr)drzﬁ/o o) [1_ : 1!/2! +! 2!/3! _} dr

que, a partir da propriedade de filtragem (Apéndice A), fornece

2 o0
%Fl(k,z)—kQFl(k,z) = —];f(z)/o (r)dr,

ou ainda, a seguinte equacdo diferencial ndo-homogénea

0 k
@Fl(k,z) — k*Fy(k,2) = *§f(z)

cuja solugao deve satisfazer as seguintes condi¢bes de contorno

zlggo Fi(k,z) =0 e %Fl(lﬂ,z) . =0.

A solugao geral da respectiva equagdo diferencial homogénea é
Fy(k,z) = Ae** + Be™**

com A = A(k) e B = B(k), enquanto que uma soluco particular da equagao
diferencial ndo-homogénea, procurada, por exemplo, através do método de
variacao de parametros, ¢ dada por

Ful ) = {1 [Terep@aeh 4o {] [eroae).

Entao, utilizando as condicdes de contorno podemos escrever para a solugao
da equagao nao-homogénea

Ak =3 { [T HOe e 0aes [T e et [ roete-ouc).

Devemos, agora, proceder com a inversao, isto é, calcular a integral
o0
u(r, z) = / Fi(k, 2) k Jy(kr) dk.
0

A fim de calcular esta integral, fagamos uso da seguinte relacao

/OO {/Ee—“Z%)f(g) dg} Jy(kr) kdk =
0 0
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/Oe £(6) {/O“’ ek 7 () kdk} d¢ = /OZ o g)é(i)rz]:a/z at

de onde segue-se

o [ f(&) F(8)
W@4A{W%WMWW%WHWJ%

que é o resultado desejado.

4.5 Justaposicao de Transformadas

Vamos agora resolver duas equagoes diferenciais parciais através da justapo-
sicdo de transformadas.

4.5.1 Transformadas de Laplace e Fourier

Utilize a justaposicdo de transformadas integrais, transformada de Laplace
na variavel temporal e transformada de Fourier na varidvel espacial, de
modo a calcular a chamada funcdo de Green do espaco livre (condigGes
iniciais homogeéneas), solucdo da seguinte equagdo diferencial parcial [19]

0’G  9%*g

—+ — =d(x — &)t — 4.5.7

ot 0= 3= ©)o(t—7) (45.7)
para —oco < x < 00,t > 0,7 > 0e G = G(z, 1|, 7), satisfazendo as condigGes
de contorno

lim |G(z,t|€,7)| < o0, T>0
|aj‘~>00

e iniciais G(x,0[&,7) = 0 = Gy(=,0[§, 7) —o0o <z < 00.

[e.9]

Solugao. Seja G(z, s|E, ) = / G(x,t|¢, 7) e~ 5t dt atransformada de Laplace

0
dafuncao G(z, |, 7). Multiplicando a equacao (4.5.7) pelo nucleo de Laplace,
integrando de zero até infinito e usando a propriedade da transformada de
Laplace das derivadas, podemos escrever

S2G(Z‘, S|£aT) - 5Q(m,0|§,7‘) - gt(x70‘§77)+

+% {sG(z, 5§, 7) — G(x,0[¢,7)} + G(x, 5[¢,7) = €777 0(z = §).

Utilizando as condigoes iniciais e rearranjando obtemos a seguinte equacao
diferencial ordinaria

S%G(x, s|&,7) + (s +1)G(, 8¢, 7) = e ¥ (x — &).
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A fim de resolver esta equacdo diferencial (pode ser pensada como or-
dinaria), introduzimos a transformada de Fourier da funcao G(z,s|¢, 7),
definda pela integral

g(k, slg, T) / G(z,s|¢,7) e da.

Entao, multiplicando a equacdo diferencial pelo nicleo de Fourier, inte-
grando na varidvel x de —oo até oo e utilizando a propriedade da transfor-
mada de Fourier da derivada (aqui usamos explicitamente as condigdes de
contornos) obtemos a seguinte equagao algébrica

iks g(k,s|€,7) + (s + 1)g(k,s|¢, 1) = e *Te ¢

cuja solucao é dada por
efsrefikﬁ
k,s =
g( Y |£)7—) st+32+1

Devemos, agora, proceder com a inversdo. Comegamos pela transformada
de Fourier, isto é, calcular a seguinte integral

1 [e’e) e—STe—ik£ ik
Gz, sl6,m) = %/_ st ric O

e
B 27715/ k4 (s2+1)/is

Utilizando o teorema dos residuos com um conveniente contorno fechado no
semi-plano superior, com x — £ > 0, podemos escrever

Slasler) = Tep {10 - = sl + @ -Ol} O -9 458)

onde O(z — &) é a funcdo de Heaviside (Apéndice A).

Enfim, de modo a recuperar a solugido do problema de partida (calculo
da funcéo de Green livre) calcular a transformada de Laplace inversa, isto
e,

Gz, t|g,7) = /G z, s¢,7) e ds.
Substituindo a equacdo (4.5.8) na expressao acima obtemos
1 ds 1
—(z=8)/s
= Or—¢€)g! {es]
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para Re[t —7 — (z —§)] > 0. Utilizando o par de transformadas envolvendo
a funcao de Bessel de ordem zero [20]

thlava) = Lo (-5) = o [Lew (-2)] = v

podemos escrever

G(a,tle,7) = Jo[2v/x — &Vt =7 — (z — )] O(z ~ ) Ot — 7 — (2 — )]

que é o resultado desejado.

4.5.2 Transformadas de Laplace e Hankel

Utilize a justaposi¢do de transformadas integrais, transformada de Laplace
na varidvel temporal e transformada de Hankel® na varigvel radial, de modo
a calcular a funcao de Green associada & seguinte equacao diferencial parcial
[23]
0?G 190G 9*G 289
a2 Trar o o
com 0 <r <oo,t>0eG=G(rt), satisfazendo as condi¢bes de contorno

= —2rm8(r)8(t) (4.5.9)

|G(0,t)] < oo e lim G(r,t) — 0

T— 00

e as condigoes iniciais G(r,0) = 0 = G(r,0).

Solugao. Multiplicando a equacao diferencial parcial pelo niicleo de Laplace,
integrando de zero até infinito e usando as condiges iniciais obtemos a
equacao diferencial

9°G 100G
52 + o S G —2sG wo(r)

com G =G(r,s) = / e G (r, t) dt.

0
Agora, multiplicando esta equacao diferencial pelo nucleo da transfor-
mada de Hankel e usando as condicbes de contorno, podemos escrever uma
equagao algébrica cuja solucao é dada por

k9= e

3Sempre que a simetria é axial, é conveniente utilizar a transformada de Hankel em
lugar da transformada de Fourier.
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o0

onde G(k, s) = / G(r, s) Jo(kr)r dr é a transformada de Hankel da func¢ao

0
G(r,s) e Jo(kr) é uma funcdo de Bessel de ordem zero.
A fim de calcular a transformada de Hankel inversa, fazemos uso do

resultado [15]
<k Jo(kr)

Jo k'2 + 52 -1
com Re(vs?2 —1) > 0, sendo Ko(rz) uma fungio de Bessel modificada de
segunda espécie de ordem zero.

Enfim, utilizando um conveniente contorno de Bromwich [2] para in-
verter a transformada de Laplace obtemos

_;cosh(V2 —r2)

t2—7’2

Ko(rv/s?2—1) =

G(r,t)=¢e Ot —r)
que é asolucao do problema.

E conveniente notar que, em analogia & aplicacdo 4.5.1, deveriamos ter
escrito formalmente G(r,¢|0,0) no lugar de G(r,t) o que foi feito para sim-
plificar a notacao.



Apéndice A
Delta de Dirac e Heaviside

Neste apéndice vamos introduzir o conceito de funcao delta de Dirac, a
partir da chamada funcao impulso. Apresentamos, também, a importante
propriedade de filtragem bem como a relagdo com a fun¢io de Heaviside.

A.1 ‘Funcao’ Delta de Dirac

O conceito de funcao impulso emerge naturalmente em problemas onde a
intensidade da forga atuante é muito grande e o intervalo de tempo de
atuacdo desta forca é muito pequeno. Como exemplos, podemos citar, uma
martelada e o ligar-desligar de um interruptor, dentre outros.

Definimos a fungio impulso, denotada por p(t), através de

(t) = h se a—e<t<a-te
PU=Y 0 se t<a-—e,t>a-+te

onde h é grande e positivo, a > 0 e € ¢ uma constante positiva e pequena.
Vamos calcular a transformada de Laplace da fun¢ao impulso:

o5} a-+e€ 2h
Llp(t)] = / e *'p(t)dt = / he s'dt = ~— e~ ** senh se.
0 a s

—€

Escolhendo a normalizagdo 2eh = 1 temos para a integral de p(t), isto €, o

chamado impulso,
oo a-+te 1
I(e) = t)dt = —dt =1.
=] i[5

— 00 —€

Assim, no limite € — 0, esta funcao satisfaz as expressoes

&9
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lirr(l)pe(t) =0, se t#a e lim I(e) =1

e—0

Deste resultado, introduzimos a chamada ‘fun¢ao’™ delta de Dirac [1902
— Paul Adrian Maurice Dirac — 1984], denotada por d(t), como sendo uma
‘funcao’ tal que

(t—a)=0,t#a, e /Ooé(t—a)dtzl.

Definimos a transformada de Laplace de 6(t) como o limite da transformada
de Laplace da funcao impulso, isto &,

) . _g4esenhse
Lt —a)l = 251(1)2[ ()] = lg%e — ¢

No caso particular em que ¢ = 0 obtemos £[0(¢)] = 1 igualdade que motiva
a normalizacdo imposta anteriormente.
A funcéo delta de Dirac goza da importante propriedade

[ " (@) 8z — a)dz = f(a)

denominada propriedade de filtragem.

A.2 ‘Funcao’ de Heaviside
Definimos a fungao de Heaviside (fun¢ao degrau unitério) como?

@(m)zuo(x—a)z{é iig

Esta fungio® esté relacionada com a fungao delta de Dirac através de

d(z—a)= %Q(x —a).

L Escrevemos a palavra funcio entre aspas visto que esta ndo é uma fungio no sentido
que conhecemos e sim uma distribuicdo o que foge ao escopo destas notas [5].

2Alguns autores definem a fungio de Heaviside de modo que, para = = a tenhamos
O(z—a) = 1/2 enquanto outros admitem o sinal de igualdade tanto para zero (desligado)
quanto para um (ligado).

3 Aqui, também, o termo fun¢io deve ser entendido como sendo uma fun¢io generali-
zada, isto é, uma distribui¢do tema este que foge do escopo do presente trabalho [5].



Apéndice B
Funcoes Gama e de Bessel

Neste apéndice vamos introduzir duas fun¢des que emergiram naturalmente
no texto, em particular no Capitulo 2, onde discutimos as transformadas
de Hankel. A func¢fo gama, no sentido de uma generalizacio do fatorial e a
funcao de Bessel, associada a problemas envolvendo uma simetria cilindrica.

B.1 Funcao Gama

Vamos introduzir o conceito de fun¢io gama, denotada por I'(z) que, em
geral, pode ser vista como uma funcido complexa de varidvel complexa
porém, aqui, vamos defini-la somente como uma fun¢do de argumento real.

Vamos adotar a definicao conforme proposta por Euler, isto é, através
de uma integral impropria, a também chamada funcao de Euler de segunda
espécie.

Definicao

Seja x € R. Definimos a funcao gama de x (argumento z) através da integral
improépria

oo
I'(z) = / e "l dt
0
com z diferente de um inteiro negativo ou nulo.

91
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Propriedade

A partir da definicdo podemos escrever
[(x+1) :/ e T dt
0

que, com uma integracdo por partes, fornece
Iz +1) =al(x).

No caso particular em que z = n € N* e utilizando integracao por partes,
temos
I'n+1) =n!

0 que nos permite assegurar que a funcao gama é uma possivel generalizacao
do conceito de fatorial.

—10+

—20)

Figura B.1: Grafico da Fungao Gama.

Valores Especiais

Casos particulares, isto é, valores especiais do argumento x sdo, por exemplo,

r()=0=1 e TI(1/2) =7
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B.2 Funcoes de Bessel

Nesta secdo introduzimos o conceito de funcdo de Bessel, através de sua
representacao em série de poténcias e apresentamos algumas de suas pro-
priedades.

As fungoes de Bessel e as fungoes de Bessel modificadas (fungoes de
Bessel com argumento imaginario puro) sdo solugbes regulares na origem
das equacoes de Bessel e Bessel modificada, respectivamente. Tais funcoes
sao importantes em problemas envolvendo uma simetria cilindrica.

Definicao

Seja x € R e pu € C. Definimos a fungdo de Bessel de primeira espécie e de
ordem g ou somente, fun¢do de Bessel de ordem p, denotada por, J,(z), a
partir da série de Frobenius

N (w/2)r 2"
Ju(l’) = g(*l)km~

Em analogia as func¢oes de Bessel podemos introduzir as fungoes de Bessel
modificadas de primeira espécie e de ordem f, denotadas por I,,(x), a partir
da relacao

I,(z) = e ™H/2 ], (ix).

Para nossos propdsitos, apenas mencionamos as seguintes propriedades
envolvendo as fungoes de Bessel:

Relagoes de Recorréncia

Cut(@) + Cona(2) = C,(0)
Chu1(z) = Cpya(z) = 20 (x)

onde, nestas duas rela¢oes, C,(x) denota J,(x) ou I,(z).

Simetria

comn € N.
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Casos Particulares

9\ /2 9\ /2
Jijp(x) = () sen x, J_1p2(x) = () cos ,

T T
9\ /2 9\ /2
Iijp(x) = (m> senh x, I_1)(x) = (m) cosh z.

Integral de Bessel

2 ™
In(z) = i/ e mleiwSeNO g — l/ cos(nf — xsen 0)do
0 0

2T s

comn € N.

O Par de Transformadas de Laplace de Jy(x)

£[Jo(br)] = /0 " e g (ba)dar = ﬁ o gt [1} — Jo(be)

com Re(a) > 0.

Jo()

Ji(z)

Jo()

Figura B.2: Fungoes de Bessel de Primeira Espécie Jo(z), Ji(z) e Jo(x).
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