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Introdução
São vários os problemas que podem, em geral, ser modelados por uma
equação diferencial1, porém vamos mencionar apenas dois, a saber: o estudo
do movimento unidimensional de uma mola que, pode ser modelado a partir
de uma equação diferencial ordinária e de convenientes condições; e o pro-
blema que, pode ser modelado, por exemplo, por uma equação diferencial
parcial associado à difusão.

O estudo das equações diferenciais pode ser abordado de várias maneiras
dentre as quais, apenas para mencionar, o método especí�co do tipo séries
para uma equação diferencial ordinária e, no caso de uma equação diferencial
parcial, separação de variáveis. Devemos também mencionar a metodologia
das transformadas integrais; objetivo principal deste trabalho. Ressalte-se
que esta metodologia não distingue uma equação diferencial ordinária de
uma equação diferencial parcial.

A metodologia das transformadas integrais,2 em princípio, converte o
problema de partida num outro, às vezes chamado de problema transfor-
mado, aparentemente mais simples de ser abordado. Resolve-se, quando
possível, o problema transformado e recupera-se a solução do problema de
partida através da respectiva transformada inversa.

Dividimos este trabalho em quatro capítulos e dois apêndices. No primei-
ro capítulo, apresentamos as equações diferenciais parciais, em particular,
discutimos a redução à forma canônica e a classi�cação quanto ao tipo, en-
quanto que no segundo capítulo introduzimos o conceito de transformada in-
tegral, particularmente, as transformadas de Laplace, de Fourier, de Mellin
e de Hankel. No terceiro capítulo são apresentados o teorema dos resíduos
e o lema de Jordan, ferramentas que desempenham papel fundamental no
cálculo da transformada inversa, dentre outras aplicações, como vamos ver,
no cálculo de uma integral real via funções analíticas. O quarto capítulo é
dedicado às aplicações propriamente ditas, envolvendo tanto uma equação

1Neste trabalho, o termo equação diferencial refere-se unicamente ao caso em que a
equação, seja ela ordinária ou parcial, é linear. Não é discutido o caso de uma equação
diferencial ordinária ou de uma equação diferencial parcial, ambas não-lineares, uma
vez que uma metodologia geral, neste caso, é muito particular no sentido de que cada
problema deve ser abordado como sendo único, quase sempre.

2Aqui, discutimos apenas as transformadas de Laplace, de Fourier, de Mellin e de
Hankel, todas elas lineares.
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diferencial ordinária quanto uma equação diferencial parcial, em particular,
a chamada justaposição de transformadas.

Visto que muitos problemas envolvem a função delta de Dirac e/ou a
função de Heaviside, introduzimos as respectivas de�nições e algumas de
suas propriedades no Apêndice A, enquanto que, no Apêndice B, são apre-
sentadas a função gama e as funções de Bessel, bem como algumas de suas
propriedades. Convém ressaltar que nas aplicações tomamos o cuidado de
elencar problemas envolvendo apenas a função de Bessel, associada a uma
simetria cilíndrica, como única função especial. Por questões de tempo
e espaço, não abordamos problemas envolvendo simetria esférica de onde
emerge, naturalmente, as importantes funções de Legendre.

En�m, as referências que aparecem com o símbolo ? à sua frente, não
foram citadas explicitamente no texto. Foram ali colocadas por se tratarem
de livros que contêm o tópico Equações Diferenciais e se constituem numa
fonte a mais para uma eventual consulta.

Gostaríamos de externar nossos sinceros agradecimentos aos membros
do Comitê Cientí�co do XXXI Congresso Nacional de Matemática Aplicada
e Computacional por terem acreditado na proposta inicial do minicurso e
ao parecerista pelas valiosas observações que muito contribuiram para a
melhoria do presente texto. Obrigado.

Os autores.



Capítulo 1

Equações Diferenciais
Parciais

Em caráter de revisão, vamos introduzir o conceito de equação diferen-
cial parcial, linear e de segunda ordem envolvendo apenas duas variáveis
independentes. A generalização para um maior número de variáveis inde-
pendentes não é difícil e pode ser encontrada em [14]. A maior atenção
às equações diferenciais parciais, lineares, de segunda ordem com duas var-
iáveis independentes se justi�ca pelo fato delas emergirem de uma gama
bastante grande de problemas, em particular, problemas envolvendo pro-
cessos ondulatórios, associados à chamada equação da onda (equação de
onda) e difusivos, associados à chamada equação do calor (equação de di-
fusão), dentre outros.

Um fato muito importante a respeito de uma equação diferencial parcial
é que o método de solução depende geralmente do tipo de equação, segundo
uma classi�cação que veremos adiante. Portanto uma classi�cação, quanto
ao tipo, se faz útil e necessária.

Em relação às equações diferenciais parciais de segunda ordem com duas
variáveis independentes, vamos dedicar o próximo capítulo para discutirmos
como obter a solução, satisfazendo as chamadas condições de contorno, asso-
ciadas à geometria do problema e as condições iniciais através da metodolo-
gia das transformadas integrais. Discutimos o método das características
no caso de duas variáveis independentes, explicitamente.

Convém ressaltar que vamos usar a notação para a derivada parcial de
u, em relação à x tanto na forma ∂u

∂x quanto na forma ux, por conveniência.



2 Equações Diferenciais Parciais

1.1 Método das Características
O chamado método das características1 consiste em mudar convenientemente
as coordenadas (x, y) para as coordenadas características (ou somente carac-
terísticas) (ξ, η) de modo que a equação diferencial parcial é levada numa
equação diferencial ordinária. Resolve-se a equação nas variáveis (ξ, η) e
volta-se para as coordenadas (x, y) de modo a obter a solução da equação
diferencial parcial.

1.1.1 Equações com Duas Variáveis Independentes
Nesta seção vamos discutir as equações diferenciais parciais de segunda or-
dem lineares, com uma variável dependente e duas variáveis independentes.

Chama-se equação diferencial parcial linear de segunda ordem, com duas
variáveis independentes, a toda equação da forma

A
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G, (1.1.1)

onde os coe�cientes A, . . . , G são funções das variáveis independentes x e y,
e u = u(x, y) é a variável dependente. Vamos supor desde o início que tanto
u(x, y) quanto os coe�cientes presentes na equação (1.1.1) são continua-
mente diferenciáveis e que os coe�cientes A, B e C não são simultaneamente
nulos.

A classi�cação de uma equação diferencial parcial baseia-se na possibil-
idade de reduzi-la à chamada forma canônica, em um ponto de seu domínio,
através de uma transformação de coordenadas. Essa classi�cação é análoga
à classi�cação de uma quádrica. Partindo da forma geral mostrada na
equação (1.1.1), dizemos que uma equação é hiperbólica, parabólica ou elíp-
tica em um certo ponto P (x0, y0) de seu domínio se o discriminante

∆ ≡ B2(x0, y0)− 4A(x0, y0)C(x0, y0) (1.1.2)

for respectivamente positivo, zero ou negativo nesse ponto. Se isto é ver-
dadeiro para todos os pontos de um domínio dizemos que a equação é
hiperbólica, parabólica ou elíptica no domínio considerado. Quando o dis-
criminante muda de sinal dizemos que a equação é do tipo misto.

No caso de duas variáveis independentes é sempre possível encontrar
uma transformação de coordenadas que deixa a equação invariante, isto é,
que conserva a forma da equação, desde que o Jacobiano da transformação
seja diferente de zero. Vamos veri�car este fato.

1O método das características pode ser aplicado em ambos os tipos de equações linea-
res e não-lineares.



Método das Características 3

Consideremos então, para duas variáveis independentes, uma transfor-
mação de coordenadas geral dada por

ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y) (1.1.3)

onde devemos supor que ξ e η são pelo menos duas vezes continuamente
diferenciáveis e que o Jacobiano

J = ξxηy − ξyηx

é diferente de zero no domínio considerado, de modo que x e y podem
ser obtidos univocamente das equações para ξ e η. Então, introduzindo
as transformações mostradas nas equações (1.1.3) na equação diferencial
original obtemos a nova equação2

Ā
∂2u

∂ξ2
+ B̄

∂2u

∂ξ∂η
+ C̄

∂2u

∂η2
+ D̄

∂u

∂ξ
+ Ē

∂u

∂η
+ F̄ u = Ḡ, (1.1.4)

onde os novos coe�cientes são dados por

Ā = A

(
∂ξ

∂x

)2

+ B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

;

B̄ = 2A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ B

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ 2C

∂ξ

∂y

∂η

∂y
;

C̄ = A

(
∂η

∂x

)2

+ B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(
∂η

∂y

)2

;

D̄ = A
∂2ξ

∂x2
+ B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y
;

Ē = A
∂2η

∂x2
+ B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y
;

F̄ = F e Ḡ = G.

O fato notável que permite esse esquema de classi�cação é que ∆ = |J |2∆
onde ∆ = B

2 − 4AC, como pode ser veri�cado explicitamente.
A classi�cação da equação depende somente dos coe�cientes A, B e C

no ponto (x, y); por isso, reescrevemos as equações (1.1.1) e (1.1.4), respec-
tivamente, como

2Note que ela tem a mesma forma da equação original, pois continua sendo uma
equação diferencial parcial, linear e de segunda ordem.



4 Equações Diferenciais Parciais

A(x, y)
∂2u

∂x2
+ B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
= H

e
Ā(ξ, η)

∂2u

∂ξ2
+ B̄(ξ, η)

∂2u

∂ξ∂η
+ C̄(ξ, η)

∂2u

∂η2
= H̄,

onde H e H̄ são, respectivamente, funções de x, y, u, ∂u/∂x, ∂u/∂y e ξ, η,
u, ∂u/∂ξ, ∂u/∂η.

1.1.2 A Forma Canônica
Suponhamos que as funções A, B e C não são nulas.Vamos procurar as
novas variáveis ξ e η de modo que os coe�cientes Ā e C̄ sejam nulos. Para
isto devemos ter

A

(
∂τ

∂x

)2

+ B
∂τ

∂x

∂τ

∂y
+ C

(
∂τ

∂y

)2

= 0, (1.1.5)

onde τ representa ora ξ, ora η. A equação anterior pode ainda ser reescrita
na seguinte forma:

A

(
∂τ/∂x

∂τ/∂y

)2

+ B

(
∂τ/∂x

∂τ/∂y

)
+ C = 0.

Ao longo de uma curva τ = constante no plano (x, y) temos

dτ =
∂τ

∂x
dx +

∂τ

∂y
dy = 0,

de onde obtemos

∂τ/∂x

∂τ/∂y
= −dy

dx
,

com a qual nossa equação para τ toma a forma

A

(
dy

dx

)2

−B

(
dy

dx

)
+ C = 0.

As raízes desta equação algébrica de segundo grau, com ∆ = B2−4AC, são

dy

dx
=

1
2A

(B +
√

∆), (1.1.6)

dy

dx
=

1
2A

(B −
√

∆). (1.1.7)
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As duas equações diferenciais ordinárias lineares e de primeira ordem,
equações (1.1.6) e (1.1.7), são chamadas equações características e as respec-
tivas integrais são chamadas curvas ou integrais características. Visto que
tais equações diferenciais ordinárias, são de primeira ordem, elas admitem,
cada uma delas, uma constante de integração.

En�m, note-se que se os coe�cientes A, B e C são constantes as equações
características levam a duas famílias de retas, e a equação é do mesmo tipo
em todos os pontos de seu domínio, uma vez que ∆ também será constante.

1.1.3 Equação do Tipo Hiperbólico
Se ∆ > 0 temos duas famílias distintas de curvas características e a equação
diferencial original se reduz a

∂2u

∂ξ∂η
= H1

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
,

onde H1 = H̄/B̄, com B̄ 6= 0. Esta é a chamada primeira forma canônica
da equação hiperbólica. Ao introduzirmos um segundo par de variáveis
independentes

α = ξ + η
β = ξ − η

obtemos a segunda forma canônica

∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
= H2

(
α, β, u,

∂u

∂α
,
∂u

∂β

)
.

Um exemplo deste tipo de equação é a chamada equação de propagação
das ondas, que será discutida no Capítulo 4.

1.1.4 Equação do Tipo Parabólico
Se o discriminante ∆ = 0 as equações características (1.1.6) e (1.1.7) são
idênticas. Neste caso só existe uma família de curvas características, de onde
obtemos somente uma curva integral ξ = constante (ou η = constante).
Logo, a forma canônica para a equação do tipo parabólico é dada por

∂2u

∂η2
= H3

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
para C̄ 6= 0

ou
∂2u

∂ξ2
= H̄3

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
para Ā 6= 0,
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dependendo da escolha ξ = constante ou η = constante, respectivamente.
Os fenômenos de difusão são os mais representativos de tais equações parabó-
licas e serão discutidos no Capítulo 4.

1.1.5 Equação do Tipo Elíptico
Neste caso ∆ < 0, e as curvas características não são reais. Entretanto, se os
coe�cientes A, B e C são funções analíticas podemos considerar a equação

A

(
dy

dx

)2

−B

(
dy

dx

)
+ C = 0

para os complexos x e y. Desde que ξ e η são complexos conjugados, vamos
introduzir as variáveis reais

α =
1
2
(ξ + η) e β =

1
2i

(ξ − η),

de modo que a equação diferencial tome a forma

∂2u

∂α2
+

∂2u

∂β2
= H0

(
α, β, u,

∂u

∂α
,
∂u

∂β

)
, (1.1.8)

chamada forma canônica da equação elíptica. A equação de Laplace [1749
� Pierre Simon Marquis de Laplace � 1827] constitui um exemplo de equação
elíptica, e também será discutida no Capítulo 4.

1.2 Problemas Resolvidos
Aqui, vamos apresentar alguns problemas envolvendo as chamadas equações
da Física-Matemática, dentre elas, as equações de Laplace, de Onda e do
Calor, as quais serão formalmente discutidas no Capítulo 4, imediatamente
após a apresentação da metodologia das transformadas integrais, Capítulo
2, e o teorema dos resíduos, Capítulo 3.

Exemplo 1.1 � Equação de Laplace

A chamada equação de Laplace bidimensional, em coordenadas cartesianas,
é dada por

∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y) ≡ ∇2u(x, y) ≡ ∆u(x, y) = 0. (1.2.9)
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Introduza as coordenadas polares no plano
x = r cosθ e y = r senθ (1.2.10)

com r > 0 e 0 ≤ θ ≤ 2π a �m de escrever a equação de Laplace nas
coordenadas r e θ. Classi�que a equação resultante.

Solução. O Jacobiano da transformação é dado por

J =
∣∣∣∣

∂x/∂r ∂x/∂θ
∂y/∂r ∂y/∂θ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

cosθ −rsenθ
senθ rcosθ

∣∣∣∣ = r

que é diferente de zero. Então, invertendo, podemos escrever

r = (x2 + y2)1/2 e θ = arctan
y

x
.

Calculando as derivadas primeiras, obtemos
∂

∂x
=

∂r

∂x

∂

∂r
+

∂θ

∂x

∂

∂θ
= cosθ

∂

∂r
− 1

r
senθ

∂

∂θ
e

∂

∂y
=

∂r

∂y

∂

∂r
+

∂θ

∂y

∂

∂θ
= senθ

∂

∂r
+

1
r
cosθ

∂

∂θ
.

Então, calculando as derivadas segundas temos
∂2

∂x2
= cos2θ

∂2

∂r2
+

1
r
sen2θ

∂

∂r
− 2

r
senθcosθ

∂2

∂r∂θ
+

+
1
r2

sen2θ
∂2

∂θ2
+

2
r2

senθcosθ
∂

∂θ
e

∂2

∂y2
= sen2θ

∂2

∂r2
+

1
r
cos2θ

∂

∂r
+

2
r
senθcosθ

∂2

∂r∂θ
+

+
1
r2

cos2θ
∂2

∂θ2
− 2

r2
senθcosθ

∂

∂θ
.

Adicionando as duas últimas expressões e simpli�cando obtemos
∂2

∂r2
u(r, θ) +

1
r

∂

∂r
u(r, θ) +

1
r2

∂2

∂θ2
u(r, θ) = 0

que é a equação de Laplace escrita em coordenadas polares no plano.
A �m de classi�carmos a equação acima quanto ao tipo, basta calcular

o seguinte discriminante, isto é,

∆ = 02 − 1 · 4
r2

= − 4
r2

< 0

que é sempre negativo, ou seja, a equação é do tipo elíptico. Isso era esper-
ado pois a equação de Laplace em coordenadas cartesianas está na forma
canônica e vemos claramente, comparando-a com a equação (1.1.8), que é
elíptica ♦
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Exemplo 1.2 � Equação do Tipo Misto
Considere a seguinte equação diferencial:

∂2u

∂x2
+ 4x2 ∂2u

∂y2
= 0, (1.2.11)

com x 6= 0. Pede-se: (i) Classi�car a equação. (ii) Obter as equações
características. (iii) Determinar a forma canônica.

Solução. (i) Identi�cando os termos desta equação com aqueles usados na
equação (1.1.1) temos A = 1, B = 0 e C = 4x2, logo

∆ = B2 − 4AC = −4 · 1 · 4x2 = −16x2 < 0,

isto é, a equação é do tipo elíptico.
(ii) Para obter a equação característica usamos (cf. as equações (1.1.6)

e (1.1.7))

dy

dx
=

B ±√∆
2A

,

de onde se segue que

dy

dx
= 2ix e dy

dx
= −2ix.

(iii) Integrando as equações acima encontramos

y − ix2 = c1 e y + ix2 = c2,

onde c1 e c2 são constantes. Introduzimos (isto é, de�nimos) as novas var-
iáveis ξ e η dadas por

y − ix2 = ξ
y + ix2 = η

de onde obtemos, para as variáveis α e β,

α =
1
2
(ξ + η) = y, (1.2.12)

β =
1
2i

(ξ − η) = −x2. (1.2.13)

Podemos agora calcular explicitamente os operadores de derivada parcial
em relação a estas novas variáveis. Para as derivadas primeiras temos
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∂

∂x
=

∂α

∂x

∂

∂α
+

∂β

∂x

∂

∂β
= −2x

∂

∂β
= −2

√
−β

∂

∂β
,

∂

∂y
=

∂α

∂y

∂

∂α
+

∂β

∂y

∂

∂β
=

∂

∂α
,

e para as derivadas segundas

∂2

∂x2
= 4

√
−β

∂

∂β

(√
−β

∂

∂β

)
= −4β

∂2

∂β2
− 2

∂

∂β
,

∂2

∂y2
=

∂2

∂α2
.

Substituindo estas expressões na equação (1.2.11) obtemos

−4β
∂2u

∂β2
− 2

∂u

∂β
− 4β

∂2u

∂α2
= 0.

Logo

∂2u

∂α2
+

∂2u

∂β2
= − 1

2β

∂u

∂β
,

que é a forma canônica buscada, isto é, não contém o termo de derivada
mista e os coe�cientes das derivadas de ordem dois são constantes e de
mesmo sinal. Note que β 6= 0 uma vez que x 6= 0 ♦

Exemplo 1.3 � Equação com Coe�cientes Constantes
Considere a seguinte equação diferencial parcial

3
∂2

∂x2
u(x, y) + 5

∂2

∂x∂y
u(x, y) + 2

∂2

∂y2
u(x, y) +

∂

∂x
u(x, y) +

∂

∂y
u(x, y) = −1

3

Pede-se: (i) Classi�que a equação quanto ao tipo e (ii) Reduza a equação à
forma canônica.

Solução. (i) A �m de classi�car a equação basta calcularmos o discrimi-
nante a ela associada, isto é,

∆ = 52 − 4 · 3 · 2 = 25− 24 = 1 > 0

de onde concluímos que é do tipo hiperbólico.
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(ii) Para reduzir à forma canônica, devemos primeiramente obter as
equações características, ou seja

dy

dx
=

5±√1
2 · 3 .

Integrando-as temos as respectivas curvas características

y = x + c1 e y =
2
3
x + c2

de onde introduzimos as coordenadas características, isto é,

ξ = y − x e η = y − 2
3
x.

En�m, calculando as derivadas, substituindo-se na equação diferencial e
rearranjando obtemos

∂2

∂ξ∂η
u(ξ, η)− ∂

∂η
u(ξ, η) = 1

que é a primeira forma canônica de uma equação hiperbólica (Ver Ex.3, a
seguir).

1.3 Exercícios Propostos
1. Classi�que as equações diferenciais parciais quanto ao tipo

(a) x2 ∂2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2 ∂2u

∂y2
= u (b) ∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 1

(c) ∂2u

∂x2
− 2

∂2u

∂x∂y
− 3

∂2u

∂y2
+

∂u

∂x
= 0 (d) ∂2u

∂x2
+ 5

∂u

∂y
− u = 2

2. Para as equações do Ex.1 obtenha: (a) coordenadas características;
(b) Reduza-as à forma canônica.

3. A equação de onda (tipo hiperbólico) admite duas formas canônicas,
uma envolvendo só a derivada de ordem dois mista e a outra sem o
termo de derivada mista. (a) obtenha a outra forma canônica para a
equação diferencial

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0
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com u = u(x, y). (b) Obtenha a solução geral3 da equação de onda,
isto é, considerando y = ct com t a coordenada temporal e c a veloci-
dade de propagação, suposta constante. Interprete o resultado.

4. Classi�que, quanto ao tipo, a chamada equação de Tricomi [1897 �
Francesco Giacomo Tricomi � 1978],

∂2

∂x2
u(x, y) + x

∂2

∂y2
u(x, y) = 0.

5. Veri�que que a função Gaussiana

u(x, t) =
1√
4πt

exp(−x2/4t)

satisfaz, para t 6= 0, a chamada equação do calor unidimensional4

∂

∂t
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t).

6. Veri�que que uma onda senoidal, u(x, t) = sen (x + ct), satisfaz a
chamada equação de onda unidimensional

1
c2

∂2

∂t2
u(x, t)− ∂2

∂x2
u(x, t) = 0

com c uma constante positiva.

7. Utilize o método das características para resolver a seguinte equação
diferencial parcial

∂2

∂x2
u(x, y) + y

∂2

∂y2
u(x, y) +

1
2

∂

∂y
u(x, y) = 0

na região em que ela é do tipo hiperbólico.

8. Sejam (x, y, z) as coordenadas cartesianas. Escreva a equação de
Laplace tridimensional

∆u(x, y, z) ≡ ∂2

∂x2
u(x, y, z) +

∂2

∂y2
u(x, y, z) +

∂2

∂z2
u(x, y, z) = 0

nas coordenadas esféricas (r, θ, φ), de�nidas por x = r sen θ cosφ, y =
r sen θ senφ e z = r cos θ, com r > 0, 0 ≤ θ < π e 0 ≤ φ < 2π.

3Nem sempre é fácil (e útil) obter a solução geral de uma equação diferencial parcial.
Entretanto, se a forma canônica for simples, podemos quase sempre obter tal solução
geral.

4Esta nomenclatura é relacionada com a chamada variável espacial, no caso x.
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9. Análogo ao Ex.8 para as coordenadas cilíndricas, (r, θ, z), relacionadas
com as coordenadas cartesianas, através das expressões x = r cos θ,
y = r sen θ e z = z, com r > 0, 0 ≤ θ < 2π e −∞ < z < ∞.

1.3.1 Respostas e/ou Sugestões
1. (a) Parabólica; (b) Elíptica; (c) Hiperbólica; (d) Parabólica.

2.

(a) ξ = xy e η = y; η2 ∂2u

∂η2
− 2ξ

∂u

∂η
= u

(b) Já se encontra na forma canônica
(c) ξ = −x + y e η = 3x + y; ∂2u

∂η∂ξ
=

3
16

∂u

∂η
− 1

16
∂u

∂ξ
(d) Já se encontra na forma canônica

3. (a) ∂2u

∂ξ∂η
= 0; (b) u(x, y) = f(x + ct) + g(x − ct). Uma onda se

propagando para a direita e outra a partir da direita.

4. x < 0 Hiperbólico; x = 0 Parabólico; x > 0 Elíptico.

5. Basta efetuar as derivadas.

6. Basta efetuar as derivadas.

7. u(x, y) = f(x + 2
√−y) + g(x− 2

√−y) onde f e g são funções contin-
uamente diferenciáveis.

8.
[

∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂θ2
+

cot θ

r2

∂

∂θ
+

1
r2 sen2θ

∂2

∂φ2

]
u(r, θ, φ) = 0

9.

∂2

∂r2
u(r, θ, z) +

1
r

∂

∂r
u(r, θ, z) +

1
r2

∂2

∂θ2
u(r, θ, z) +

∂2

∂z2
u(r, θ, z) = 0



Capítulo 2

Transformadas Integrais

No capítulo precedente introduzimos o conceito de equação diferencial par-
cial, linear de segunda ordem, particularizando para o caso em que temos
duas variáveis independentes, porém não apresentamos um método especí-
�co de resolução, tarefa esta que será agora apresentada e discutida. Exis-
tem vários métodos para se abordar uma equação diferencial parcial, dentre
eles o clássico método de separação de variáveis.

Aqui, vamos apresentar a chamada metodologia das transformadas in-
tegrais, em particular, discutimos as transformadas de Laplace, Fourier,
Mellin e Hankel. Convém ressaltar que esta metodologia é aplicável quando
temos um problema envolvendo uma equação diferencial ordinária ou par-
cial, como vamos ver no Capítulo 4.

Após a introdução do conceito de transformada integral, discutimos as
transformadas de Laplace, Fourier [1768 � Jean Baptiste Joseph Fourier �
1830], Mellin [1854 � Robert Hjalmar Mellin � 1933] e Hankel [1839 � Hermann
Hankel � 1873], mencionando algumas de suas propriedades. O problema
da inversão da transformada, em geral, envolve o plano complexo e a teoria
das funções analíticas, em particular, o chamado teorema dos resíduos, tema
este que será abordado no Capítulo 3.

O objetivo principal deste capítulo é utilizar a metodologia das transfor-
madas como ferramenta para procurar soluções de uma equação diferencial
ordinária ou uma equação diferencial parcial, no particular caso de ambas
lineares com coe�cientes constantes, e condições iniciais e/ou condições de
contorno.

Em linhas gerais a chamada metodologia das transformadas integrais,
também conhecido como método operacional, converte o problema de par-
tida num outro problema, aparentemente mais simples, chamado auxiliar.

13
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Resolve-se o problema auxiliar e a partir da transformada inversa recupera-
se a solução do problema de partida. É conveniente ressaltar que o cál-
culo da transformada inversa requer, em geral, o conhecimento das funções
analíticas, em particular o uso do teorema dos resíduos que será abordado
no Capítulo 3.

O capítulo está disposto em quatro seções, relativamente às transfor-
madas de Laplace, de Fourier, de Mellin e de Hankel, respectivamente, onde,
além das respectivas de�nições apresentamos algumas de suas propriedades.

2.1 Noções Básicas
Vamos, em linhas gerais, introduzir o conceito de transformada integral
para, nas próximas seções, particularizar para as transformadas de Laplace,
de Fourier, de Mellin e de Hankel, isto é, as transformadas que serão usadas
na resolução de equações diferenciais parciais.

Seja f(x) uma função de�nida no intervalo, I, tal que a ≤ x ≤ b.
De�nimos a transformada integral1, denotada por I[f(x)] ≡ F (ξ), da função
f(x), através da seguinte integral

I[f(x)] ≡ F (ξ) =
∫ b

a

G(x|ξ) f(x) dx

onde G(x|ξ) é uma função de duas variáveis x e ξ, chamada núcleo da trans-
formada. A função transformada F (ξ) recebe o nome de função imagem
associada à função objeto, f(x), e ξ é a variável transformada.

Uma particular transformada integral requer o conhecimento do núcleo
da transformada e do intervalo além, é claro, das condições que devem
satisfazer a função objeto de modo que a integral que de�ne a transformada
exista.

Neste trabalho, vamos discutir apenas as transformadas de Laplace, de
Fourier, de Mellin e de Hankel, conforme a tabela a seguir:

Nome Intervalo Núcleo Parâmetro
Laplace 0 < x < ∞ exp(−sx) Re(s) > 0
Fourier −∞ < x < ∞ exp(ikx) −∞ < k < ∞
Mellin 0 < x < ∞ xp−1 Re(p) > 0
Hankel 0 < x < ∞ r Jn(kr) 0 < k < ∞

n = 0, 1, 2, . . .

Tabela 1 � Transformadas integrais.
1Nas aplicações vamos, também, discutir as transformadas integrais �nitas, em par-

ticular, as transformadas de Hankel.
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2.2 Transformada de Laplace
Nesta seção, discutimos a transformada de Laplace, talvez a mais simples de
ser manipulada, associada à resolução de uma equação diferencial ordinária.
Em geral, este tipo de transformada é útil na resolução de um problema
envolvendo condições iniciais, isto é, por exemplo, quando conhecemos o
valor da função e de sua derivada primeira (em geral parte temporal) no
instante inicial, t = 0.

2.2.1 De�nição
Dada uma função f(t), de�nida no intervalo semi-in�nito [0,∞), a sua trans-
formada de Laplace, denotada por F (s) = L[f(t)], é dada pela integral

F (s) ≡ L[f(t)] =
∫ ∞

0

e−stf(t) dt

sempre que a integral exista. Nesse caso G(t|s) = e−st é o núcleo da trans-
formada. Às vezes a função f(t) é chamada de função objeto e a função F (s)
é conhecida como função imagem.

A existência desta integral é garantida para uma classe de funções ditas
admissíveis, as quais satisfazem aos critérios: (a) são contínuas por partes
no intervalo [0,∞) e (b) existem duas constantes positivas M e α tais que,
para todo t no intervalo [0,∞), vale a desiguladade

|f(t)| < M eαt, para 0 ≤ t < ∞.

É costume, também, chamar f(t) satisfazendo a condição (b) de função de
ordem exponencial α [7].

2.2.2 Propriedades
Vamos apresentar apenas as propriedades que serão necessárias para a reso-
lução das equações diferenciais propriamente ditas. Também nesta seção,
como exemplo do cálculo explícito da transformada de Laplace, vamos cal-
cular a transformada de Laplace das funções degrau deslocado e das funções
trigonométricas seno e co-seno.

Linearidade
Sejam f(t) e g(t) duas funções de ordens exponenciais α e β no intervalo
[0,∞), respectivamente. Sejam A e B duas constantes. As combinações
lineares

h(t) = Af(t)±Bg(t)
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são também admissíveis de ordem exponencial maior ou igual a γ = max {α, β}
e valem as relações

L[h(t)] = L[Af(t)±Bg(t)] = AL[f(t)]±BL[g(t)].

Deslocamento de f(t)

Se a transformada de Laplace da função f(t) é F (s), então, para qualquer
número positivo a, a transformada de Laplace da função deslocada de f(t),

fa(t) ≡ f(t− a)u0(t− a)

é dada por
L[fa(t)] = e−asF (s)

sendo u0 a função degrau deslocada de�nida por

ua(t) ≡ u0(t− a) =
{

0, para t < a,
1, para t > a.

Deslocamento de F (s)

Se a transformada de Laplace da função f(t) é F (s), então, para qualquer
β, a transformada de Laplace de eβtf(t) é dada por

L[eβtf(t)] = F (s− β).

Escala
Se a transformada de Laplace da função f(t) é F (s), então, a transformada
de Laplace de f(ct), com c uma constante positiva, é dada por

L[f(ct)] =
1
c
F

(s

c

)
.

Exemplo 2.1
Calcular a transformada de Laplace da função degrau unitário e da função
degrau unitário deslocada.
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Solução. Devemos calcular a integral

L[u0(t)] =
∫ ∞

0

u0(t) e−stdt =
∫ ∞

0

1 · e−stdt =
1
s

para Re(s) > 0. Por outro lado, utilizando a propriedade do deslocamento
de f(t) podemos escrever para a transformada de Laplace da função degrau
deslocada

L[ua(t)] ≡ L[u0(t− a)] = e−asL[u0(t)] =
e−as

s

com Re(s) > 0 ♦

Exemplo 2.2
Calcular a transformada de Laplace para a função f(t) = sen t.

Solução. Devemos calcular a integral

L[sen t] =
∫ ∞

0

sen t e−stdt

que, através de duas integrações por partes fornece

L[sen t] =
1

s2 + 1
.

Vamos, no entanto, obter o mesmo resultado utilizando a expressão

sen t =
1
2i

(
eit − e−it

)

e as propriedades de linearidade e deslocamento, isto é,

L[sen t] =
1
2i

(
L[eit]− L[e−it]

)

=
1
2i

(
L[eitu0(t)]− L[e−itu0(t)]

)

=
1
2i

(
1

s− i
− 1

s + i

)
=

1
s2 + 1

.

Deste resultado e da propriedade de escala, podemos escrever

L[sen at] =
a

s2 + a2
(2.2.1)
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com a > 0 ♦
Com o mesmo raciocínio podemos obter

L[cos at] =
s

s2 + a2
(2.2.2)

com a > 0.

Exemplo 2.3
Calcular a transformada de Laplace da função f(t) = t.

Solução. Devemos calcular a integral

L[t] =
∫ ∞

0

t e−stdt

que, novamente, através de uma integração por partes, fornece L[t] = 1/s2.
Vamos obter o mesmo resultado simulando uma derivada no parâmetro s,
isto é,

L[t] = − d

ds

∫ ∞

0

e−stdt = − d

ds

(e−st

−s

)∞

0

= − d

ds

(
1
s

)
=

1
s2

.

Procedendo indutivamente mostra-se que, para n = 0, 1, 2, . . . temos,

L[tn] =
n!

sn+1
. (2.2.3)

Para aplicações da transformada de Laplace em resolução de equações
diferenciais de primeira e segunda ordens (aquelas que nos interessam) é
importante conhecer a transformada de Laplace das derivadas primeira e
segunda. É possível estender este resultado para a ordem n da derivada [7].

Derivadas de f(t)

Se a função f(t) e sua derivada f ′(t) são admissíveis no intervalo [0,∞),
vale

L[f ′(t)] = sL[f(t)]− f(0)
= sF (s)− f(0). (2.2.4)

Com as devidas condições impostas para a derivada segunda f ′′(t) temos
L[f ′′(t)] = s2L[f(t)]− sf(0)− f ′(0)

= s2F (s)− sf(0)− f ′(0). (2.2.5)
A partir destas expressões já podemos inferir sua importância para a

resolução de um problema de valor inicial, a�nal emergem naturalmente o
valor da função e de sua derivada em t = 0.
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Derivada de F (s)

Se F (s) é a transformada de Laplace de f(t) temos

F ′(s) = −L[t f(t)] (2.2.6)

sendo F ′(s) a derivada em relação ao parâmetro s.

2.3 O Problema da Inversão
Como já mencionamos, a metodologia das transformadas integrais trans-
forma o problema de partida num outro auxiliar, em geral, mais simples
de ser abordado. Resolve-se este problema auxiliar (ou transformado) e,
através da inversão da transformada, recupera-se a solução do problema de
partida.

A inversão, como também já mencionamos, faz uso da análise complexa,
em particular do teorema dos resíduos, que será abordado no Capítulo 3.
Inicialmente abordaremos a inversão da transformada usando apenas ma-
nipulações algébricas e os exemplos anteriores.

Exemplo 2.4
Denotando a transformada de Laplace inversa por L−1[F (s)] ≡ f(t), calcule
a inversa de

F (s) =
4

(s− 1)2(s + 1)
.

Solução. Começamos por escrever a fração, utilizando frações parciais, na
forma

4
(s− 1)2(s + 1)

=
A

s− 1
+

B

(s− 1)2
+

C

s + 1
,

onde A, B e C são constantes que devem ser determinadas. Reduzindo ao
mesmo denominador podemos escrever, já simpli�cando

4 = A(s2 − 1) + B(s + 1) + C(s− 1)2

que nos leva ao seguinte sistema de equações algébricas




A + C = 0
B − 2C = 0

−A + B + C = 4
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com solução dada por A = −1, B = 2 e C = 1, de onde podemos escrever

F (s) = − 1
s− 1

+
2

(s− 1)2
+

1
s + 1

.

Da linearidade da transformada de Laplace obtemos

f(t) = −L−1

[
1

s− 1

]
+ 2L−1

[
1

(s− 1)2

]
+ L−1

[
1

s + 1

]

= −et + 2 · t · et + e−t = (2t− 1)et + e−t

onde utilizamos explicitamente os resultados, a saber:

L[e∓t] =
1

s± 1
⇐⇒ L−1

[
1

s± 1

]
= e∓t

L[t et] =
1

(s− 1)2
⇐⇒ L−1

[
1

(s− 1)2

]
= t et

ambos tabelados ♦

2.3.1 Convolução
Um pergunta cabe aqui: A transformada de Laplace de um produto de
funções é igual ao produto das transformadas? Isto só é verdade se o pro-
duto é o chamado produto de convolução. Esta também é uma maneira
conveniente para calcularmos a inversa a partir de resultados conhecidos,
como vamos ver a seguir.

De�nição

Sejam f(t) e g(t) duas funções de ordens exponenciais α e β, respectiva-
mente, no intervalo [0,∞). De�nimos o produto de convolução, ou apenas
convolução, de f(t) e g(t), denotado por f ? g, como a função h(t) dada por

h(t) ≡ (f ? g)(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

A ordem exponencial da convolução é, no mínimo, igual a γ = max {α, β}.
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Transformada de Laplace da Convolução

A transformada de Laplace, H(s), da convolução, h(t), é dada pelo produto
das transformadas de Laplace F (s) e G(s) das funções originais f(t) e g(t),
respectivamente, isto é,

H(s) ≡ L[(f ? g)(t)] = L[f(t)]L[g(t)] = F (s)G(s).

Note que este resultado é uma outra maneira de recuperarmos a função
original, bastando que conheçamos a transformada inversa das funções F (s)
e G(s).

Exemplo 2.5

Determine a transformada de Laplace inversa

f(t) = L−1

[
1

(s2 + 1)2

]
.

Solução. A partir da equação (2.2.1), com a = 1 temos

f(t) = L−1

[
1

s2 + 1

]
= sen t.

Utilizando o produto de convolução podemos escrever

f(t) = L−1

[
1

(s2 + 1)2

]
= L−1

[
1

s2 + 1
1

s2 + 1

]

= L−1

[
1

s2 + 1

]
? L−1

[
1

s2 + 1

]

=
∫ t

0

[sen τ ][sen (t− τ)]dτ = sen t− t cos t

que é o resultado desejado ♦

2.3.2 Aplicações
Aqui, nas aplicações, como já mencionamos, vamos discutir através de exem-
plos situações onde a transformada de Laplace é muito conveniente.
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Exemplo 2.6
Resolva o seguinte problema de valor inicial,

{
d

dt
x(t) + ax(t) = f(t),

x(0) = x0, t > 0,

onde a é uma constante, através da transformada de Laplace.

Solução. Sejam x(t) e f(t) funções admissíveis. Vamos tomar a transfor-
mada de Laplace da equação, multiplicando os dois membros por exp(−st)
e integrando de zero até in�nito, temos

∫ ∞

0

d

dt
x(t) e−stdt +

∫ ∞

0

a x(t) e−stdt =
∫ ∞

0

f(t) e−stdt.

Usando a propriedade dada pela equação (2.2.4) podemos escrever

sX(s)− x(0) + aX(s) = F (s)

onde introduzimos a notação

X(s) =
∫ ∞

0

x(t) e−stdt e F (s) =
∫ ∞

0

f(t) e−stdt.

Utilizando a condição inicial e resolvendo para X(s) temos2

X(s) =
F (s) + x0

s + a
.

O problema se resume, agora, em determinar a transformada de Laplace
inversa. Utilizando o resultado

L[e−t] =
1

s + a
⇐⇒ L−1

[
1

s + a

]
= e−at

podemos escrever

L−1[X(s)] = x(t) = L−1

[
F (s)
s + a

]
+ x0 e−at.

2Note que é uma equação algébrica de primeiro grau, com solução imediata. Sem
dúvida esta equação é muito mais simples que a equação de partida, uma equação dife-
rencial ordinária de primeira ordem.
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Ora, visto que sabemos qual é a transformada inversa de F (s), podemos
utilizar a convolução para escrever

x(t) = L−1[F (s)] ? L−1

[
1

s + a

]
+ x0 ea−t

=
∫ t

0

f(t− τ) e−aτdτ + x0 e−at

=
∫ t

0

f(τ) e−a(t−τ)dτ + x0 e−at

que é a solução do problema de valor inicial ♦

Exemplo 2.7
Resolver a equação diferencial ordinária

d2

dt2
x(t) + a

d

dt
x(t) + b x(t) = f(t)

com a e b constantes e f(t) uma função conhecida.

Solução. Note que é uma equação diferencial ordinária do oscilador har-
mônico amortecido e forçado ou do circuito RLC com uma força eletromotriz
aplicada.

Multiplicando os dois membros da equação diferencial por exp(−st),
integrando de zero até in�nito e de�nindo

X(s) =
∫ ∞

0

x(t) e−stdt e F (s) =
∫ ∞

0

f(t) e−stdt

obtemos, usando as propriedades dadas pelas equações (2.2.4) e (2.2.5), a
seguinte equação algébrica

s2X(s)− sx(0)− x′(0) + a[sX(s)− x(0)] + bX(s) = F (s)

com solução dada por

X(s) =
F (s) + (a + s)x(0) + x′(0)

s2 + as + b
.

Dado f(t) obtemos, através da transformada de Laplace, F (s). Os valores de
x(0) e x′(0) também são conhecidos, condições iniciais. De modo a recuperar
a solução do problema de partida basta procedermos com a inversão da
transformada.
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A �m de explicitar os cálculos, vamos considerar dois casos particulares:

a) f(t) = 3, a = 4 e b = 3, bem como as condições iniciais x(0) = 0 = x′(0),
isto é, devemos calcular a transformada inversa da função

X(s) =
3/s

(s + 1)(s + 3)
=

3
s(s + 1)(s + 3)

.

Utilizando frações parciais podemos escrever

3
s(s + 1)(s + 3)

=
A

s
+

B

s + 1
+

C

s + 3
=

A(s2 + 4s + 3) + B(s2 + 3s) + C(s2 + s)
s(s + 1)(s + 3)

de onde segue-se o sistema de equações algébricas

A + B + C = 0
4A + 3B + C = 0

3A = 3

com solução A = 1, B = −3/2 e C = 1/2, logo

X(s) =
1
s
− 3/2

s + 1
+

1/2
s + 3

.

Utilizando a linearidade da transformada, podemos escrever

x(t) = L−1[X(s)] = L−1

[
1
s

]
− 3

2
L−1

[
1

s + 1

]
+

1
2
L−1

[
1

s + 3

]

de onde segue-se, utilizando a equação (2.2.3) e a propriedade do desloca-
mento

x(t) = 1− 3
2
e−t +

1
2
e−3t

que é a solução do problema de valor inicial.

b) Consideremos, agora, os parâmetros a = 0 e b = 1, bem como f(t) = t.

De modo a utilizarmos a técnica da transformada de Laplace, admitamos
as condições iniciais, x(0) = 1, deslocamento inicial e x′(0) = 0, velocidade
inicial é nula (repouso).

Multiplicando a equação diferencial por exp(−st), integrando de zero
até in�nito, temos

s2F (s)− sx(0)− x′(0) + F (s) =
1
s2
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onde
F (s) =

∫ ∞

0

x(t) e−stdt.

Impondo as condições iniciais e resolvendo a equação algébrica obtemos

(1 + s2)F (s) =
1
s2

+ s =
1 + s3

s2

ou ainda, utilizando frações parciais, na seguinte forma

F (s) =
1
s2

+
s

s2 + 1
− 1

s2 + 1
.

Agora devemos proceder com a inversão. Utilizando a propriedade de lin-
earidade podemos escrever

x(t) = L−1[F (s)] = L−1

[
1
s2

]
+ L−1

[
s

s2 + 1

]
− L−1

[
1

s2 + 1

]
.

A partir das relações conhecidas, equações (2.2.1) e (2.2.2) podemos escre-
ver3

x(t) = t + cos t− sen t

que é a solução do problema inicial.
Vamos obter este mesmo resultado, utilizando o produto de convolução.

Escrevendo F (s) na forma

F (s) =
s

s2 + 1
+

1
s2(s2 + 1)

e procedendo com a inversão podemos escrever

x(t) = L−1

[
s

s2 + 1

]
+ L−1

[
1
s2

1
s2 + 1

]
.

Utilizando o produto de convolução obtemos

x(t) = cos t + L−1

[
1
s2

]
? L−1

[
1

s2 + 1

]

= cos t + t ? sen t

= cos t +
∫ t

0

τ sen(t− τ) dτ

= cos t +
∫ t

0

(t− τ) sen τ dτ

= cos t + t− sen t

que é exatamente o resultado anteriormente obtido ♦
3Note que estas transformadas de Laplace que são conhecidas são aquelas tabeladas.
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Exemplo 2.8 � Equação com Coe�cientes Variáveis
Ao utilizarmos a metodologia da transformada de Laplace para resolver um
problema de valor inicial com coe�cientes variáveis não obtemos uma simples
equação algébrica. A �m de resolvermos explicitamente um problema de
valor inicial, vamos considerar a equação diferencial ordinária

d2

dt2
x(t) + t

d

dt
x(t)− x(t) = 0

satisfazendo as condições iniciais x(0) = 0 e x′(0) = 1.
Solução. Multiplicando a equação diferencial por exp(−st) e integrando
de zero até in�nito temos

∫ ∞

0

d2

dt2
x(t) e−stdt +

∫ ∞

0

t
d

dt
x(t) e−stdt−

∫ ∞

0

x(t) e−stdt = 0.

Usando as propriedades dadas pelas equações (2.2.4), (2.2.5) e (2.2.6) e
simulando uma derivada na segunda integral podemos escrever

s2F (s)− sx(0)− x′(0)− d

ds

∫ ∞

0

d

dt
x(t) e−stdt− F (s) = 0

onde
F (s) =

∫ ∞

0

x(t) e−stdt.

Utilizando as condições iniciais e integrando por partes obtemos

s2F (s)− 1− d

ds
[sF (s)]− F (s) = 0

ou ainda, na seguinte forma

s
d

ds
F (s) + (2− s2)F (s) = −1

que é uma equação diferencial ordinária, linear, de primeira ordem, não-
homogênea e coe�cientes variáveis (Capítulo 1).

Primeiramente4 vamos resolver a respectiva equação diferencial homo-
gênea,

s
d

ds
FH(s) + (2− s2)FH(s) = 0

4Visto que a equação é uma equação de primeira ordem e linear, poderíamos utilizar
o fator integrante.
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que é uma equação separável, ou seja,

dFH

FH
=

s2 − 2
s

ds

cuja integração fornece

FH(s) =
C

s2
es2/2

onde C é uma constante.
Vamos agora procurar resolver a equação não-homogênea escrevendo

F (s) =
v(s)
s2

es2/2

onde v(s) é uma função a ser determinada. Exigindo que a equação dife-
rencial seja satisfeita temos

v′(s) = −s e−s2/2

com solução dada por v(s) = e−s2/2 + D e com isso

F (s) =
1
s2

+
D

s2
es2/2

onde D é uma outra constante. Como estamos interessados em apenas uma
solução (solução do problema de valor inicial) podemos tomar5 D = 0 de
onde segue-se

x(t) = L−1[F (s)] = L−1

[
1
s2

]
= t

que é a solução do problema de valor inicial ♦
Note que, como havíamos mencionado, em sendo a equação diferencial

ordinária com coe�cientes variáveis, após a transformada de Laplace, não
obtivemos uma simples equação algébrica e sim uma outra equação diferen-
cial, neste caso, uma equação diferencial ordinária, linear, não-homogênea,
com coe�cientes variáveis porém de primeira ordem, isto é, uma ordem a
menos, aparentemente mais simples de ser resolvida. Basta, então, integrar
esta equação de primeira ordem e tomar apenas uma solução particular da
equação diferencial não-homogênea.

5A maneira de se determinar a constante D requer o uso das variáveis complexas [8].
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2.4 Transformada de Fourier
Existem algumas diferentes de�nições da transformada de Fourier depen-
dendo, geralmente, da área (matemática, física, engenharias, etc) em que
está sendo utilizada, e essas de�nições envolvem algumas convenções que
são eventualmente úteis dependendo do contexto envolvido. As diferenças
envolvem o fator multiplicativo 2π ou

√
2π e o sinal (em ±i) no núcleo da

transformada. A seguir apresentaremos a de�nição com a qual estamos mais
habituados.

2.4.1 De�nição
Seja f(x) uma função contínua, suave por partes e absolutamente integrável
no intervalo −∞ < x < ∞. De�nimos a transformada de Fourier de f(x),
denotada por F (k) ≡ F[f(x)], através da integral

F (k) ≡ F[f(x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x) eikx dx

sempre que a integral exista. Recuperamos a função f(x) através da trans-
formada de Fourier inversa, denotada por

f(x) ≡ F−1[F (k)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (k) e−ikx dk

sempre que a integral exista.

2.4.2 Propriedades
Em analogia à transformada de Laplace, apresentamos apenas as propriedades
que nos serão úteis para a continuação deste trabalho.

Linearidade

Se F[f(x)] e F[g(x)] são as transformadas de Fourier, respectivamente, das
funções f(x) e g(x), então

F[c1f(x) + c2g(x)] = c1 F[f(x)] + c2 F[g(x)],

para quaisquer constantes c1 e c2.
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Deslocamento
Se a transformada de Fourier da função f(x) é F[f(x)] então

F[f(x− c)] = eikcF[f(x)]

para c > 0.

Exemplo 2.9
Calcule a transformada de Fourier da função delta de Dirac, δ(x).

Solução. Utilizando a de�nição da transformada de Fourier e o resultado
do Apêndice A, podemos escrever

F[p(x)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
p(x) eikxdx

=
1√
2π

∫ a+ε

a−ε

h eikxdx =
2hε√
2π

eika sen kε

kε
.

Calculamos a transformada de Fourier da função delta como o limite da
transformada da função pε(x), logo

F[δ(x− a)] = lim
ε→0

F[pε(x)]

= lim
ε→0

eika

√
2π

sen kε

kε
=

eika

√
2π

que, no caso em que a = 0, fornece F[δ(x)] = 1√
2π

.

2.4.3 Derivadas de f(x)

Seja f(x) uma função contínua e suave por partes em (−∞,∞), com f(x)
indo a zero quando |x| → ∞. Se f(x) e f ′(x) são absolutamente integráveis,
então

F[f ′(x)] = −ik F[f(x)].

Se as primeiras (n−1) derivadas de f(x) são contínuas e a n-ésima derivada
é contínua por partes, o resultado anterior se estende, ou seja,

F[f (n)(x)] = (−ik)n F[f(x)].

Ressaltamos que, em analogia às séries de Fourier em senos e co-senos,
existem, também, as transformadas de Fourier em senos e em co-senos, res-
pectivamente, para funções pares e ímpares, amplamente utilizadas quando
a região de interesse é semi-in�nita.
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2.4.4 Convolução
Se F (k) e G(k) são as transformadas de Fourier das funções f(x) e g(x), re-
spectivamente, então a transformada de Fourier do produto de convolução6

f(x) ? g(x) =
∫ ∞

−∞
f(ξ)g(x− ξ)dξ

é igual ao produto das transformadas correspondentes, isto é,

F[f(x) ? g(x)] = F (k)G(k).

2.4.5 Aplicações
Em analogia às aplicações envolvendo a transformada de Laplace, aqui,
como já mencionamos, vamos discutir, através de exemplos, situações onde
a transformada de Fourier é conveniente.

Exemplo 2.10 � Movimento Harmônico Simples

Considere a equação diferencial ordinária

d2

dx2
f(x) + k0

d

dx
f(x) + ω2

0f(x) = ϕ(x)

onde k0 e ω2
0 são constantes positivas, para x > 0. Suponha que k2

0 < 4ω2
0 .

Tome a transformada de Fourier de ambos os lados desta equação e denote
as transformadas de Fourier de f(x) e ϕ(x), respectivamente, por F (k) e
Φ(k). Resolva a equação algébrica para F (k).

Solução. Multiplicando ambos os membros da equação diferencial or-
dinária por exp(ikx) e utilizando as expressões envolvendo as derivadas
primeira e segunda podemos escrever

(k2 + ikk0 − ω2)f(k) = −Φ(k)

de onde segue-se

F (k) = − Φ(k)
k2 + ikk0 − ω2

0

.

6Uma interpretação física para a convolução pode ser encontrada em [11], página 46.
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Exemplo 2.11 � Função de Green
Utilizando o resultado do Exemplo 2.10, obtenha explicitamente a função
G(x), um tipo de função de Green [1793 � George Green � 1841], onde

f(x) =
∫ ∞

−∞
ϕ(ξ)G(x− ξ)dξ

em termos de uma integral, ou seja mostre que

G(x) =
exp(k0x/2)

2π

∫ ∞

−∞
eikx dk

β2 − k2

onde β2 = ω2
0 − k2

0/4 > 0.

Solução. Neste caso, consideremos ϕ(x) = δ(x) de onde segue-se que
Φ(k) = 1 logo, devemos calcular a integral

G(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞

−eikx

k2 + ikk0 − ω2
0

dk.

Introduzindo a mudança de variável

k → k − ik0

2

podemos escrever

G(x) =
exp(k0x/2)

2π

∫ ∞

−∞
eikx dk

β2 − k2

onde β2 = ω2 − k2
0/4 que é o resultado desejado.

Exemplo 2.12 � Transformada de Fourier Tridimensional
A transformada de Fourier pode ser generalizada para mais de uma dimen-
são. Por exemplo, no espaço tridimensional temos

F[f(~x)] ≡ Ψ(~k) =
∫

d3x f(~x) e−i~k·~x

onde · denota o produto escalar, cuja transformada inversa é dada por

F−1[Ψ(~k)] ≡ f(~x) =
∫

d3k

(2π)3
Ψ(~k) ei~k·~x.
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Note que, neste caso, consideramos o sinal negativo e sem o fator 2π na
transformada direta enquanto que o sinal positivo e o fator 2π na respectiva
transformada inversa.

Como um exemplo especí�co, encontre a transformada de Fourier da
função de onda para o estado 2p do elétron do átomo de hidrogênio

Ψ(~x) =
z√

32πa5
0

e−r/2a0

onde a0 é o raio da primeira órbita de Bohr [1885 � Niels Henrik David Bohr
� 1962] e z é uma coordenada cartesiana.

Solução. Seja J(~k) a transformada de Fourier de Ψ(~x). Introduzindo as
coordenadas esféricas (r, θ, φ) podemos escrever

J =
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ ∞

0

dφ dθ dr r2 sen θ
r cos θ√
32πa5

0

e−r/2a0e−ikr cos θ

onde temos ~k · ~x = kr cos θ, isto é, escolhemos ~k na direção de z.
Integrando na variável φ e introduzindo a mudança de variável cos θ = x

obtemos

J =
2π√
32πa5

0

∫ ∞

0

dr r3 e−αr

∫ 1

−1

x e−βxdx

onde de�nimos α = 1/2a0 e β = ikr. Efetuando as integrações e voltando
nas variáveis iniciais temos

J =
32k

i

√
32πa5

0

(1 + 4a2
0k

2)3
.

2.5 Transformada de Mellin
A transformada de Mellin é útil na resolução de problemas de valor na
fronteira bem como para somar séries in�nitas. Aqui, em analogia às trans-
formadas de Laplace e de Fourier vamos nos concentrar apenas na resolução
de equações diferenciais cuja solução satisfaz certas condições. A maneira
canônica de se introduzir a transformada de Mellin e sua inversa é através
da transformada de Fourier complexa e a respectiva inversa, isto é, a partir
de uma conveniente mudança de variável na expressão para a transformada
de Fourier [24].
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2.5.1 De�nição
Sejam f(x) uma função de variável real de�nida no intervalo 0 < x < ∞ e p
um número complexo, a variável transformada. De�nimos a transformada
de Mellin a partir da integral

M[f(x)] ≡ F (p) =
∫ ∞

0

xp−1f(x) dx

e a respectiva inversa

M−1[F (p)] ≡ f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−pF (p) dp

com c > 0.

2.5.2 Propriedades
Aqui, também, em analogia as outras transformadas integrais, vamos apre-
sentar algumas poucas propriedades relativas à transformada de Mellin.

Linearidade

Sendo M[f(x)] e M[g(x)] as transformadas de Mellin, respectivamente, das
funções f(x) e g(x) temos

M[c1f(x) + c2g(x)] = c1M[f(x)] + c2M[g(x)]

com c1 e c2 constantes arbitrárias.

Escala

Sejam M[f(x)] = F (p) a transformada de Mellin da função f(x) e a > 0
então

M[f(ax)] = a−pF (p).

Deslocamento

Sejam M[f(x)] = F (p) a transformada de Mellin da função f(x) e a > 0
então

M[xa f(x)] = F (p + a).
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2.5.3 Derivadas de f(x)

Seja f (n)(x) a derivada de ordem n da função f(x). A transformada de
Mellin de f (n)(x) é dada por (integração por partes)
∫ ∞

0

dn

dxn
f(x)xp−1dx =

[
dn−1

dxn−1
f(x) xp−1

]∞

0

−(p−1)
∫ ∞

0

dn−1

dxn−1
f(x)xp−2dx

e considerando f(x) de tal modo que o termo entre colchetes vá a zero
obtemos

F (n)(p) = −(p− 1)F (n−1)(p− 1)

que aplicada n− 1 vezes fornece

F (n)(p) = (−1)n Γ(p)
Γ(p− n)

F (p− n)

que é a expressão que relaciona a transformada de Mellin da derivada de
ordem n com a transformada de Mellin da própria função.

Por outro lado, admitindo que xpf(x) vai a zero quando x → 0 e x →∞
podemos mostrar que

M[xnf (n)(x)] = (−1)n Γ(p + n)
Γ(p)

F (p). (2.5.7)

Exemplo 2.13
Mostre que

M

[(
x

d

dx

)2

f(x)

]
= p2F (p).

Solução. Utilizando a propriedade de linearidade da transformada e a
relação (2.5.7) podemos escrever

M

[(
x

d

dx

)2

f(x)

]
= M[x2f ′′(x)+xf ′(x)] =

Γ(p + 2)
Γ(p)

F (p)−Γ(p + 1)
Γ(p)

F (p).

A partir da relação Γ(z + 1) = zΓ(z) e simpli�cando, obtemos

M

[(
x

d

dx

)2

f(x)

]
= p2F (p)

que é o resultado desejado ♦
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2.5.4 Convolução
Sejam M[f(x)] = F (p) e M[g(x)] = G(p) as transformadas de Mellin, res-
pectivamente, das funções f(x) e g(x). De�nimos o produto de convolução
f(x) ? g(x) através da integral

f(x) ? g(x) =
∫ ∞

0

f(ξ)g
(

x

ξ

)
dξ

ξ

cuja transformada de Mellin fornece

M[f(x) ? g(x)] = F (p)G(p).

Exemplo 2.14 � Identidade de Parseval

Mostre a chamada identidade de Parseval [1755 � Marc-Antoine Parseval des
Chênes � 1836]

∫ ∞

0

f(x)g(x)dx =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)G(1− p)dp

onde F (p) e G(p) são as transformadas de Mellin, respectivamente, das
funções f(x) e g(x).

Solução. Da de�nição da transformada de Mellin e da sua respectiva trans-
formada inversa, podemos escrever

M[f(x)g(x)] =
∫ ∞

0

xp−1f(x)g(x)dx

=
1

2πi

∫ ∞

0

xp−1g(x)dx

∫ c+i∞

c−i∞
x−sF (s)ds

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)ds

∫ ∞

0

xp−s−1g(x)dx

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)G(p− s)ds.

No caso em que p = 1 segue-se o resultado desejado ♦
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2.5.5 Aplicação
Resolva a equação diferencial parcial (Capítulo 1)

x2 ∂2u

∂x2
+ x

∂u

∂x
+

∂2u

∂y2
= 0

com u = u(x, y), 0 ≤ x < ∞, 0 < y < 1, satisfazendo as condições de
contorno: u(x, 0) = 0 e

u(x, 1) =
{

1, 0 ≤ x < 1
0, x > 1 .

Solução. De�nindo a transformada de Mellin da função u(x, y) em relação
à variável x

F (p, y) =
∫ ∞

0

xp−1u(x, y)dx

e usando o resultado do Exemplo 2.13, obtemos

(−1)2
Γ(p + 2)

Γ(p)
F (p, y) + (−1)

Γ(p + 1)
Γ(p)

F (p, y) +
∂2

∂y2
F (p, y) = 0

bem como, simpli�cando, através das propriedades da função gama (Apêndice
B), podemos escrever a equação diferencial parcial

∂2

∂y2
F (p, y) + p2F (p, y) = 0

para 0 < y < 1, cuja solução satisfaz as condições F (p, 0) = 0 e F (p, 1) =
1/p.

Resolvendo a equação diferencial parcial (resolvida como ordinária) temos

F (p, y) = A sen py + B cos py

com A = A(p) e B = B(p). Impondo as condições e simpli�cando obtemos

F (p, y) =
1
p

sen py

sen p

com 0 < Re p < 1.
A �m de determinarmos u(x, y), solução do problema de partida, deve-

mos calcular a transformada de Mellin inversa, isto é, a seguinte integral

u(x, y) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

x−p

p

sen py

sen p
dp
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cujo integrando tem pólos simples nos pontos p = kπ com k = 1, 2, . . ..
Visto serem pólos simples, basta calcularmos a soma dos resíduos (Capítulo
3) logo

u(x, y) =
1

2πi
2πi

∞∑

k=1

Resíduos =
1
π

∞∑

k=1

(−1)k

k

sen kπy

xkπ
.

2.6 Transformada de Hankel
A transformada de Hankel é bastante útil como ferramenta para resolver
equações diferenciais parciais em coordenadas cilíndricas no caso de simetria
axial. A maneira usual de se introduzir a chamada transformada de Hankel é
a partir da transformada de Fourier bidimensional e sua inversa. Visto que
esta transformada integral, diferentemente das três outras, anteriormente
apresentadas, tem no núcleo uma função de Bessel [1784 � Friedrich Wilhelm
Bessel � 1846], é conveniente uma rápida introdução desta importante função
especial, em particular, associada à geometrias cilíndricas, coisa que é feita
no Apêndice B. Ressalte-se, também, que o uso da transformada de Hankel,
junto com a transformada de Laplace, desempenha um papel importante na
resolução da equação de onda em coordenadas cilíndricas.

2.6.1 De�nição
Seja f(r) uma função real de variável real. De�nimos a transformada de
Hankel de f(r) através da seguinte integral

Hn[f(r)] ≡ Fn(k) =
∫ ∞

0

r Jn(kr) f(r) dr

onde Jn(kr) é uma função de Bessel de ordem n sendo k a variável trans-
formada. A respectiva transformada de Hankel inversa é dada por

H−1
n [Fn(k)] ≡ f(r) =

∫ ∞

0

k Jn(kr)Fn(k) dk.

Convém ressaltar que tais integrais existem para uma ampla classe de funções
que, em geral, emergem em várias aplicações advindas da Física [26].

Exemplo 2.15
Utilizando a transformada de Fourier bidimensional, obtenha as expressões
envolvendo as transformadas de Hankel, direta e inversa.
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Solução. O par de transformadas de Fourier bidimensional, direta e in-
versa, com parâmetros das transformadas k1 e k2 é dado por

F[f(x, y)] ≡ F (k1, k2) =
1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp[−i(~k · ~r)] f(x, y) dx dy

onde ~r = (x, y) e ~k = (k1, k2), cuja inversa é tal que

F−1[F (k1, k2)] ≡ f(x, y) =
1
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
exp[i(~k · ~r)] F (k1, k2) dk1 dk2.

Introduzindo-se as coordenadas polares no plano, isto é,

x = r cos θ k1 = k cos φ
y = r sen θ k2 = k senφ

segue-se para o produto escalar ~k ·~r = kr cos(θ−φ), logo podemos escrever

F (k, φ) =
1
2π

∫ ∞

0

r dr

∫ 2π

0

exp[−ikr cos(θ − φ)] f(r, θ) dθ.

Considerando a seguinte mudança de variáveis θ−φ = α−π/2 e admitindo
que a função f(r, θ) possa ser escrita como um produto do tipo exp(inθ)f(r),
podemos escrever a expressão anterior na forma

F (k, φ) =
1
2π

∫ ∞

0

r f(r) dr

∫ 2π+φ0

φ0

exp[−inφ0 + i(nα− kr senα)] dα

onde φ0 = π
2 − φ. Utilizando a representação integral para a função de

Bessel de ordem n (Apêndice B)

Jn(kr) =
1
2π

∫ 2π+φ0

φ0

exp[i(nα− kr senα)] dα

a integral toma a forma

F (k, φ) = exp(−inφ0)
∫ ∞

0

r Jn(kr) f(r) dr

= exp(−inφ0)Fn(k)

onde Fn(k) é a transformada de Hankel de f(r). Convenientemente, a fase
φ0 pode ser considerada igual a zero. Um procedimento análogo permite
obter a respectiva transformada de Hankel inversa ♦



Transformada de Hankel 39

2.6.2 Propriedades
Em analogia as outras transformadas integrais, apresentamos apenas as
propriedades que nos serão úteis no decorrer das aplicações.

Linearidade
Se Hn[f(r)] e Hn[g(r)] são as transformadas de Hankel das funções f(r) e
g(r), respectivamente, então

Hn[a f(r) + b g(r)] = a Hn[f(r)] + b Hn[g(r)]

com a e b constantes quaisquer.

Escala
Se Hn[f(r)] é a transformada de Hankel da função f(r) então

Hn[f(ar)] =
1
a2

Fn

(
k

a

)

com a > 0.

Derivadas
Se Hn[f(r)] é a transformada de Hankel da função f(r) então

H[f ′(r)] =
k

2n
[(n− 1)Fn+1(k)− (n + 1)Fn−1(k)]

com a ordem n ≥ 1 e considerando que rf(r) vai a zero tanto para r → 0
quanto para r →∞.

Note que no caso em que n = 1 segue-se
H1[f ′(r)] = −k F0(k).

Em analogia a derivada de ordem um, podemos obter uma expressão
para a transformada de Hankel da derivada de ordem dois, isto é,

Hn[f ′′(r)] =
k2

4

[(
n + 1
n− 1

)
Fn−2(k)− 2

(
n2 − 3
n2 − 1

)
Fn(k) +

(
n− 1
n + 1

)
Fn+2(k)

]

que, em termos da transformada de Hankel da derivada de ordem um, pode
ser escrita na forma

Hn[f ′′(r)] =
k

2n
{(n− 1)Hn+1[f ′(r)]− (n + 1)Hn−1[f ′(r)]} .

No particular caso em que n = 1, a expressão anterior toma a forma
H1[f ′′(r)] = −kH0[f ′(r)].
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Exemplo 2.16 � Parte Radial do Laplaciano
Visto ser de grande importância, em particular, na resolução de problemas
envolvendo o Laplaciano escrito em coordenadas polares no plano e cilín-
dricas, calcular a transformada de Hankel deste Laplaciano.

Solução. Sendo ∆ a parte radial do Laplaciano escrita em coordenadas
polares no plano, podemos mostrar a relação

Hn

[(
∆− n2

r2

)
f(r)

]
= −k2Fn(k).

que, no caso particular n = 0, fornece

H0

[
f ′′(r) +

1
r
f ′(r)

]
= −k2F0(k)

enquanto que no caso n = 1, fornece

H1

[
f ′′(r) +

1
r
f ′(r)− 1

r2
f(r)

]
= −k2F1(k).

Estes resultados são bastante signi�cativos quando temos problemas envol-
vendo uma equação diferencial parcial contendo o Laplaciano escrito em
coordenadas polares no plano e coordenadas cilíndricas ♦

2.6.3 Aplicação
(Difusão com Simetria Axial) Obtenha a solução da equação de difusão

1
Ω

∂

∂t
u(r, t) =

∂2

∂r2
u(r, t) +

1
r

∂

∂r
u(r, t)

para 0 < r < ∞ e t > 0, sendo a constante de difusividade Ω uma constante
real e positiva, impondo a condição

u(r, 0) = f(r) ≡ r

2π
δ(r)

isto é, uma fonte de calor concentrada num círculo de raio ε tal que tenhamos

lim
ε→0

2π

∫ ε

0

r f(r) dr = 1.
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Solução. Aplicando a transformada de Hankel de ordem zero na variável
radial, obtemos o seguinte problema de primeira ordem, isto é, uma equação
diferencial de primeira ordem e uma condição inicial,

d

dt
F0(k, t) + Ωk2F0(k, t) = 0

satisfazendo F0(k, 0) = F (k), sendo k a variável transformada.
A solução deste problema de primeira ordem é dado por

F0(k, t) = F (k) exp(−Ωk2t).

Utilizando a transformada de Hankel inversa podemos escrever

u(r, t) =
∫ ∞

0

k F (k) J0(kr) e−Ωk2t dk

=
∫ ∞

0

k

[∫ ∞

0

xJ0(kx) f(x) dx

]
e−Ωk2tJ0(kr) dk

ou ainda, na seguinte forma

u(r, t) =
∫ ∞

0

x f(x) dx

∫ ∞

0

k J0(kx)J0(kr) e−Ωk2t dk

=
∫ ∞

0

x f(x) dx Λ(x, t)

onde Λ(x, t) é uma integral tabelada dada por [15]

Λ(x, t) =
1

2Ωt
exp

(
−r2 + x2

4Ωt

)
I0

( rx

2Ωt

)

sendo I0(y) uma função de Bessel modi�cada de ordem zero (Apêndice B).
Voltando à expressão que recupera a solução da equação diferencial

temos

u(r, t) =
1

2Ωt

∫ ∞

0

x f(x) exp
(
−r2 + x2

4Ωt

)
I0

( rx

2Ωt

)
dx

que, em nosso particular caso envolvendo a função delta, é possível ser
integrado logo

u(r, t) =
1

4πΩt
exp

(
− r2

4Ωt

)
,

que é o resultado desejado ♦
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2.7 Exercícios Propostos
1. Calcule L[e−t].

2. Mostre o seguinte teorema: Se f ′(t) é uma função contínua em [0,∞)
e

lim
t→∞

e−stf(t) = 0

então L[f ′(t)] existe para Re (s) > 0 se, e somente se, L[f(t)] existe
para Re (s) > 0 e

L[f ′(t)] = sL[f(t)]− f(0).

3. Utilizando a transformada de Laplace, resolva o problema de valor
inicial de primeira ordem, isto é, a equação diferencial ordinária

x′ − x = 1− t

com x = x(t) e satisfazendo a condição x(0) = 1.

4. Resolva a equação diferencial ordinária

x′′ + x = t + cos t

de modo que a solução satisfaça as condições x(0) = 0 = x′(0).

5. Seja ? o produto de convolução, mostre que f ? g = g ? f , onde

f ? g =
∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ.

6. Utilize o produto de convolução para calcular a transformada de Laplace
inversa de

F (s) =
1

s2(s2 + 1)

isto é, f(t) = L−1[F (s)].

7. Resolva o problema de valor inicial, utilizando a metodologia da trans-
formada de Laplace, constituído pela equação diferencial ordinária

d2

dt2
x(t) + 4x(t) = 4t

e satisfazendo as condições iniciais x(0) = 0 e x′(0) = 1.
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8. Utilize a metodologia da transformada de Laplace para obter uma
solução da equação diferencial ordinária com coe�cientes variáveis

t
d2

dt2
x(t) + 2(t− 1)

d

dt
x(t) + (t− 2)x(t) = 0.

9. Análogo ao anterior para a equação diferencial ordinária

t
d2

dt2
x(t)− 2

d

dt
x(t) + t x(t) = 0.

satisfazendo a condição x(0) = 1.

10. Resolva a equação x′′+x = u(t−1), com x = x(t) sendo u(t) a função
degrau, satisfazendo as condições x(0) = 0 = x′(0).

11. Encontre a transformada de Fourier da função f(x) = exp(−|x|).
12. Sendo a, b ∈ R+, calcule a transformada de Fourier da função Gaus-

siana g(x) = a exp(−bx2).

13. (Identidade de Parseval) Use o teorema da convolução para mostrar
que ∫ ∞

−∞
f(x) g(−x) dx =

∫ ∞

−∞
F (k)G(k)dk

onde F (k) e G(k) são as transformadas de Fourier das funções f(x) e
g(x), respectivamente.

14. (Função de Green) Considere a equação diferencial ordinária

d2

dx2
G(x|ξ)− k2

0G(x|ξ) = δ(x− ξ)

para −∞ < x < ∞ onde ξ é um parâmetro real e k2
0 > 0. Utilize

a transformada de Fourier para expressar G(x|ξ) na forma de uma
integral.

15. (Teorema Integral de Fourier) Se f(x) é uma função suave por partes
em todo intervalo �nito da reta real e absolutamente integrável em
(−∞,∞) então [7]

1
2
[f(x+) + f(x−)] =

1
π

∫ ∞

0

{∫ ∞

−∞
f(x) cos[k(x− ξ)]dx

}
dξ.

Considere uma função f(x) de�nida em 0 ≤ x < ∞. Seja f(x) para
ser estendida como uma função ímpar em (−∞,∞) satisfazendo as
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condições do teorema integral de Fourier. Se nos pontos de con-
tinuidade da função f(x) temos

FS(k) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(x) sen kx dx

então
f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

FS(k) sen kx dk,

isto é, a transformada de Fourier em senos e a respectiva inversa, res-
pectivamente.

16. Análogo ao anterior para o par de transformada de Fourier em co-senos
e a sua inversa,

FC(k) =

√
2
π

∫ ∞

0

f(x) cos kx dx

então
f(x) =

√
2
π

∫ ∞

0

FC(k) cos kx dk,

respectivamente.

17. Calcule a transformada de Mellin da função

f(x) = xk exp(−x)

com k > 0.

18. Mostre que
M[

1
1 + x

] = Γ(p)Γ(1− p) =
π

senπp
.

19. Sendo M[f(r, θ)] = F (r, θ), mostre que a transformada de Mellin
do Laplaciano, em coordenadas polares no plano, aplicado à função
f(r, θ), isto é, M[∆f(r, θ)] é igual a

M[∆f(r, θ)] =
[

d2

dθ2
+ (p− 2)2

]
F (p− 2, θ).

20. Mostre o seguinte teorema: Uma condição necessária para que a
equação integral

I[f(α)] =
∫ ∞

0

f(x)K(αx) dx
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tenha uma solução na forma

f(x) =
∫ ∞

0

I[f(α)] H(αx) dα

é que as transformadas de Mellin M[K(x)] = K(p) e M[H(x)] = H(p)
satisfaçam à equação funcional

K(p)H(1− p) = 1.

21. A partir do anterior, discuta o caso em que H = K, isto é, uma condição
necessária para que a função K(αx) seja um núcleo de Fourier é que a
transformada de Mellin M[K(x)] = K(p) satisfaça a equação funcional
K(p)K(1− p) = 1.

22. Calcule a transformada de Hankel para a função f(r) =
1
r
, isto é,

obtenha a igualdade
H

[
1
r

]
=

1
k

.

23. Sendo δ(r) a função delta de Dirac, mostre que

H

[
δ(r)
r

]
= 1.

24. (Identidade de Parseval) Se F (k) = Hn[f(r)] e G(k) = Hn[g(r)] são
as transformadas de Hankel das funções f(r) e g(r), respectivamente,
mostre que

∫ ∞

0

r f(r) g(r) dr =
∫ ∞

0

k F (k)G(k) dk.

2.7.1 Respostas e/ou Sugestões
1. L[e−t] = 1

s+1

2. Integrar por partes usando a hipótese lim
t→∞

e−stf(t) = 0

3. x(t) = t + et

4. x(t) = t− sen t +
t

2
sen t

5. Efetue uma mudança de variável do tipo t− τ = ξ
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6. f(t) = t− sen t.

7. x(t) = t.

8. x(t) = x(0) e−t com x(0) uma constante.

9. x(t) = cos t + t sen t.

10. x(t) = [1− cos(t− 1)]u(t− 1).

11. F[f(x)] =

√
2
π

1
1 + k2

.

12. F[g(x)] =
a√
2b

exp(−k2/4b).

13. Direto da de�nição da transformada de Fourier do produto de con-
volução.

14. Utilize a de�nição e a fórmula para a derivada segunda.

15. Utilizar o teorema integral de Fourier e a paridade da função.

16. Utilizar o teorema integral de Fourier e a paridade da função.

17. Direto da de�nição.

18. Efetue a mudança de variável x = ξ/(1− ξ).

19. Utilize a de�nição da transformada de Mellin e a relação (2.5.7).

20. Ver [24] página 7.

21. Ver [24] página 3.

22. Utilize a relação
∫ ∞

0

J0(x) dx = 1.

23. Direto da de�nição.

24. Direto da de�nição.



Capítulo 3

Resíduos

Convém ressaltar que este tópico, em particular o teorema dos resíduos, faz
parte de uma importante área da Matemática, a Análise Complexa. Devido
a sua importância, no sentido de ser um tópico bastante extenso, vamos nos
concentrar apenas na ferramenta que será de fundamental importância no
cálculo da transformada inversa. Como pré-requisito o estudante deve ter
noções básicas do que se entende por uma função analítica e, em particular,
o teorema integral de Cauchy [1789 � Augustin Louis Cauchy � 1857] [8].

No Capítulo 1, apresentamos, em caráter de revisão, as equações diferen-
ciais parciais. No Capítulo 2, introduzimos uma metodologia para discutir-
mos a resolução destas equações, isto é, transformamos a equação diferencial
em uma outra equação, eventualmente algébrica, a chamada equação auxi-
liar. Resolvemos a equação auxiliar e recuperamos a solução da equação de
partida através do cálculo da respectiva transformada inversa. Esse cálculo
da transformada inversa será discutido aqui.

Como já mencionamos, neste capítulo, vamos apresentar o teorema dos
resíduos, ferramenta de fundamental importância, por exemplo, no cálculo
de integrais reais via funções analíticas, utilizando-se um caminho apro-
priado no plano complexo, associadas ao cálculo das transformadas inversas.

As chamadas séries de Laurent [1813 � Pierre Aphonse Laurent � 1854] nos
possibilitam descrever e classi�car as possíveis singularidades que podem
estar associadas a uma função analítica, em particular, o coe�ciente b1,
coe�ciente associado ao termo (z− z0)−1, em tal expansão desempenha um
papel importante. Este termo é conhecido pelo nome de resíduo.

Apresentaremos duas expressões para o cálculo do resíduo no caso em
que temos pólos simples. No caso em que temos um pólo de ordem k,
demonstramos uma fórmula geral para o cálculo dos resíduos.

47
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En�m, apresentamos e discutimos o teorema dos resíduos e, �nalizando
o capítulo, demonstramos o chamado lema de Jordan [1838 � Camille Marie
Ennemond Jordan � 1922] que desempenha, também, papel fundamental no
cálculo de integrais reais, quando estas são obtidas como parte de uma
integral por caminhos de uma função apropriada de variável complexa, em
particular no cálculo da transformada inversa.

3.1 Resíduos e Pólos
Comecemos por explicar o que se entende por resíduo e como pode ser
utilizado para calcular integrais do tipo

∮

C

f(z)dz

onde C é um caminho orientado e simples. Sabemos que se f(z) é uma
função analítica no interior de uma região cuja fronteira é C, tal integral é
zero, pelo teorema integral de Cauchy.

Se f(z) tem uma singularidade no ponto z = z0 que se encontra na
região interior de uma região cuja fronteira é C mas, por outro lado, é
analítica sobre C e nos demais pontos tais que z 6= z0, então ela possui um
desenvolvimento em série de Laurent do tipo

f(z) =
∞∑

k=0

ak(z − z0)k +
b1

z − z0
+

b2

(z − z0)2
+ · · ·

que converge para todos os pontos próximos de z = z0, exceto o próprio z0,
ou seja, em algum domínio da forma 0 < |z − z0| < R.

Figura 3.1: Região descrita no texto.

O coe�ciente b1, coe�ciente da primeira potência negativa na série de
Laurent, é dado pela fórmula integral

bk =
1

2πi

∮

C

(z′ − z)k−1f(z′)dz′
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com k = 1, isto é

b1 =
1

2πi

∮

C

f(z′)dz′.

Mas, desde que podemos obter as séries de Laurent por diversos métodos,
sem utilizar a fórmula integral para os coe�cientes, podemos encontrar b1

por um destes métodos e então utilizar a fórmula para b1 a �m de calcular
a integral, ou seja ∮

C

f(z)dz = 2πi b1

onde a integração é efetuada no sentido anti-horário, em torno de um ca-
minho simples e fechado C de modo que z = z0 está no interior de C. O
coe�ciente b1 é chamado resíduo de f(z) em z = z0 e será denotado como

b1 = Res
z=z0

f(z).

Para estarmos devidamente equipados para solucionar este tipo de inte-
gral, devemos responder à seguinte questão: Para obtermos o resíduo, que é
um simples coe�ciente em uma dada série de Laurent, é necessário que co-
nheçamos toda a série, ou existe alguma maneira mais simples? A resposta
a esta pergunta é: Quando as singularidades são pólos, existe um modo
bastante simples, caso contrário devemos expandir a função numa série de
Laurent explicitamente e obter o coe�ciente b1.

Se os coe�cientes bk da série de Laurent forem tais que bk = 0 para k =
N + 1, N + 2, . . . dizemos que z0 é um pólo de ordem N . Vamos considerar
primeiramente o caso de um pólo de ordem um, também denominado pólo
simples. Seja f(z) uma função que tem um pólo simples em z = z0. Então,
a série de Laurent correspondente é dada por

f(z) =
b1

z − z0
+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + · · ·

em 0 < |z − z0| < R. Multiplicando ambos os lados da expressão anterior
por z − z0 temos

(z − z0)f(z) = b1 + (z − z0) [a0 + a1(z − z0) + . . .] .

Tomando o limite para z → z0, note que a série é uniformemente con-
vergente, o segundo membro tende para b1, ou seja, o resíduo, isto é,

Res
z=z0

f(z) ≡ b1 ≡ lim
z→z0

(z − z0)f(z).
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Uma outra maneira, que muitas vezes é mais conveniente, para a obtenção
do resíduo, no caso de um pólo simples, consiste em investigarmos o com-
portamento do seguinte quociente

f(z) =
p(z)
q(z)

com p(z) e q(z) analíticas, onde supomos que p(z0) 6= 0 e q(z) tem um zero
simples em z = z0, de modo que f(z) tem pólo simples em z = z0. Pela
de�nição de um zero simples, q(z) admite uma série de Taylor [1685 � Brook
Taylor � 1731] da forma

q(z) = (z − z0)q′(z0) +
(z − z0)2

2!
q′′(z0) + · · ·

Agora, substituímos esta expressão em f = p/q e obtemos

Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)
p(z)
q(z)

=

= lim
z→z0

(z − z0) p(z)

(z − z0)
[
q′(z0) + (z−z0)

2 q′′(z0) + · · ·
]

Temos que, no lado direito desta expressão, o fator (z − z0) é cancelado
e o limite resulta em p(z0)/q′(z0), de onde obtemos uma segunda expressão
para o resíduo no caso de um pólo simples, a saber

Res
z=z0

f(z) = Res
z=z0

p(z)
q(z)

=
p(z0)
q′(z0)

.

Consideremos agora o resíduo em um pólo de ordem k. Seja f(z) uma
função analítica que tem um pólo de ordem k > 1 no ponto z = z0. Então,
pela de�nição de tal pólo, a série de Laurent de f(z) convergindo próximo
a z = z0, exceto em z = z0, é dada por

f(z) =
bk

(z − z0)k
+

bk−1

(z − z0)k−1
+ · · ·+ b2

(z − z0)2
+

b1

z − z0
+

+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + · · ·

onde bk 6= 0. Multiplicando-se ambos os membros por (z − z0)k obtemos

(z − z0)kf(z) = bk + bk−1(z − z0) + · · ·+ b2(z − z0)k−2+
+ b1(z − z0)k−1 + a0(z − z0)k + a1(z − z0)k+1 + · · ·
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de onde vemos que o resíduo, b1, de f(z) em z = z0 é agora o coe�ciente da
potência (z − z0)k−1 na série de Taylor da função

g(z) = (z − z0)kf(z)

com centro em z = z0. Pelo teorema da expansão de Taylor, o coe�ciente
b1 é dado por

b1 =
1

(k − 1)!
g(k−1)(z0).

Assim, se f(z) tem um pólo de ordem k em z = z0, o resíduo é dado por

Res
z=z0

f(z) =
1

(k − 1)!
lim

z→z0

{
dk−1

dzk−1

[
(z − z0)kf(z)

]}

isto é, uma expressão que fornece o resíduo através do cálculo da derivada.

Exemplo 3.1
Calcule a seguinte integral

∮

C

z

(z + 4)(z − 1)2
dz

onde C é um caminho fechado tomado no sentido anti-horário, tal que z = 1
encontra-se na região interior a C e z = −4 na região exterior a C, conforme
Figura 3.1.

Figura 3.2: Contorno para a integral do Exemplo 3.1.

Solução. A função
f(z) =

z

(z + 4)(z − 1)2

tem pólos em z = −4, simples e em z = 1, pólo duplo, também chamado de
pólo de ordem dois.
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Devido ao contorno dado, apenas o pólo em z = 1 vai contribuir para
a integral, visto que z = −4 está fora do contorno. Como mostrado acima,
basta que calculemos o resíduo em z = 1 e multipliquemos por 2πi para
termos o valor da integral, ou seja

∮

C

f(z)dz =
∮

C

z dz

(z + 4)(z − 1)2
= 2πi Res

z=1
f(z).

Como o pólo é de ordem dois vamos tomar, como caso particular da ex-
pressão que nos fornece o resíduo, k = 2, isto é,

Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

{
d

dz

[
(z − z0)2f(z)

]}

e, para o nosso especí�co caso temos

Res
z=1

[
z

(z + 4)(z − 1)2

]
= lim

z→1

{
d

dz

[
(z − 1)2

z

(z + 4)(z − 1)2

]}
=

= lim
z→1

{
d

dz

(
z

z + 4

)}
= lim

z→1

{
4

(z + 4)2

}
=

4
25

logo, podemos escrever para a integral de partida
∮

C

z dz

(z + 4)(z − 1)2
=

8πi

25
,

que é o resultado da integral que desejávamos ♦

3.2 Teorema dos Resíduos
Nesta seção, vamos apresentar o resultado de maior importância deste capí-
tulo, o teorema dos resíduos, ferramenta fundamental para o cálculo das
transformadas inversas.
Teorema 1. Seja f(z) uma função analítica na região interna ao contorno1
do caminho fechado e simples C bem como sobre C, exceto para um número
�nito de pontos singulares z1, z2, · · · zk, dentro de C. Então

∮

C

f(z)dz = 2πi

k∑

j=1

Res
z=zj

f(z)

com a integral sendo tomada no sentido anti-horário no caminho C.
1Para um ponto sobre o contorno, ver [8].
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Demonstração. Supomos que cada um dos pontos singulares zj esteja cir-
cundado por uma circunferência Cj com raio rj ¿ 1, de maneira que cada
uma das circunferências Cj e C sejam disjuntas, como mostra a Figura 3.3.

z1

z2

z3

z4

C

C1

C2

C3

C4

Figura 3.3: Contorno para a integral do Teorema 1.

Então, f(z) é analítica num domínio multiplamente conexo cuja fronteira
é a união das curvas C1, C2, . . . , Ck e C, mostradas na Figura 3.3. Do
teorema da integral de Cauchy temos

∮

C

f(z)dz +
∮

C1

f(z)dz +
∮

C2

f(z)dz + · · ·+
∮

Ck

f(z)dz = 0

com a integral ao longo de C tomada no sentido anti-horário e as outras
integrais tomadas no sentido horário. Invertendo-se o sentido de integração
ao longo das circunferências C1, C2, · · ·Ck obtemos, da expressão anterior

∮

C

f(z)dz =
∮

C1

f(z)dz +
∮

C2

f(z)dz + · · ·+
∮

Ck

f(z)dz

de onde, agora, todas as integrais são tomadas no sentido anti-horário. Uti-
lizando o resultado da seção anterior

∮

Cj

f(z)dz = 2πi Res
z=zj

f(z)
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obtemos, �nalmente

∮

C

f(z)dz = 2πi

k∑

j=1

Res
z=zj

f(z)

e o teorema está provado.

Exemplo 3.2

Considere a elipse de equação é 9x2 + y2 = 9. Calcule a seguinte integral
∮

C

(
z eπz

z4 − 16
+ z eπ/z

)
dz

sendo C conforme a Figura 3.2, a seguir.

Figura 3.4: Contorno para a integral do Exemplo 3.2.

Solução. O integrando tem pólos simples em z = ±2i e z = ±2 e uma
singularidade essencial em z = 0. Destes pontos singulares apenas z1 = 2i,
z2 = −2i e z = 0 encontram-se dentro do contorno C. Para os pontos z1 e
z2 vamos calcular os respectivos resíduos:

Res
z=2i

(
z eπz

z4 − 16

)
=

(
z eπz

4z3

)

z=2i

= − 1
16

Res
z=−2i

(
z eπz

z4 − 16

)
=

(
z eπz

4z3

)

z=−2i

= − 1
16

.
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Para determinarmos o resíduo em z = 0, expandimos o segundo termo
do integrando numa série de Laurent, isto é,

z eπ/z = z

(
1 +

π

z
+

π2

2!z2
+

π3

3!z3
+ · · ·

)
= z + π +

π2

2z
+ · · ·

de onde o resíduo é dado por b1 = π2/2. Logo, utilizando o teorema dos
resíduos temos

∮

C

(
z eπz

z4 − 16
+ z eπ/z

)
dz = 2πi

(
− 1

16
− 1

16
+

π2

2

)
= π

(
π2 − 1

4

)
i.

3.3 Lema de Jordan
Vamos agora apresentar o lema de Jordan que, junto com o teorema dos
resíduos, fornecem as ferramentas necessárias para o cálculo de algumas
integrais reais, calculadas através das funções analíticas, em particular, no
cálculo de algumas transformadas inversas.

Lema 3.1. (Jordan) Seja CR uma semicircunferência de raio R no semi-
plano superior e centrada na origem. Seja f(z) uma função que tende uni-
formemente a zero quando |z| → ∞ e 0 < arg z < π. Seja α um número
real não negativo, então

lim
R→∞

IR ≡ lim
R→∞

∫

CR

eiαz f(z)dz = 0.

Demonstração. Para z ∈ CR podemos escrever

z = R eiθ, dz = iR eiθ dθ

e
iαz = iα (R cos θ + iRsen θ) = iαR cos θ − αRsen θ.

Assim, tomando o módulo de IR, podemos escrever

|IR| =
∣∣∣
∫

CR
eiαz f(z)dz

∣∣∣ ≤
∫

CR
| eiαz | |f(z)| |dz|

=
∫ π

0

∣∣eiαR cos θ−αRsen θ
∣∣ ∣∣f(R eiθ)

∣∣ R dθ

=
∫ π

0
e−αRsen θ R

∣∣f(R eiθ)
∣∣ dθ.
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Por hipótese,
∣∣f(R eiθ)

∣∣ < ε(R) é independente de θ, onde ε(R) é um
parâmetro positivo arbitrário que tende a zero quando R →∞. Então

|IR| < R ε(R)
∫ π

0

e−αRsen θ dθ = 2R ε(R)
∫ π/2

0

e−αRsen θ dθ.

Ainda mais, para θ no intervalo 0 ≤ θ ≤ π/2 temos que

sen θ ≥ 2θ

π
=⇒ e−αRsen θ ≤ e−

2αR
π θ

logo

|IR| < 2R ε(R)
∫ π/2

0

e−
2αR

π θ dθ =
πε(R)

α

(
1− e−αR

)

que implica em lim
R→∞

IR = 0.

É de se notar que o lema de Jordan se aplica para α = 0 visto que
(
1− e−αR

) → 0

quando α → 0. En�m, se α < 0 o lema ainda é válido se a semicircunferência
CR for tomada no semiplano inferior e f(z) vai uniformemente a zero para
π < arg(z) < 2π.

Exemplo 3.3
Sendo C um contorno orientado no sentido anti-horário, como na Figura
3.5. Mostre que a integral sobre a semicircunferência vai a zero, isto é

∫

CR

z2 dz

(z2 + 1)(z2 + 9)
→ 0 para R →∞.

Solução. Neste caso α = 0 uma vez que não temos exponenciais no inte-
grando. Assim, podemos escrever

R
∣∣f(R eiθ)

∣∣ = R

∣∣∣∣
R2 e2iθ

(R2 e2iθ +1)(R2 e2iθ +9)

∣∣∣∣ =
R3

|R2 e2iθ +1||R2 e2iθ +9| .

Lembrando que

|R2 e2iθ +1| =
√

(R2 e2iθ +1)(R2 e−2iθ +1) =
√

R4 + 2R2cosθ + 1
≥ √

R4 − 2R2 + 1 = R2 − 1

e, analogamente para
|R2 e2iθ +9| ≥ R2 − 9
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0

i

3i

−R +R

CR

y

x

Figura 3.5: Contorno para a integral do Exemplo 3.3.

temos que

R|f(R eiθ)| ≤ R3

(R2 − 1)(R2 − 9)
≡ ε(R).

Então, para R →∞ temos R|f(R eiθ)| → 0 logo podemos escrever
∫

CR

z2 dz

(z2 + 1)(z2 + 9)
→ 0,

que é o resultado desejado ♦

3.4 Aplicações
Nesta seção apresentamos como calcular algumas integrais de funções de
variável real, integrando-se certas funções analíticas em caminhos conve-
nientes no plano complexo. Em cada um de nossos exemplos, deixamos
claro a razão da escolha de uma dada função analítica e do respectivo con-
torno de integração.

Exemplo 3.4 � Singularidade Removível

Resolva a integral
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∫ ∞

0

senx

x
dx ≡ lim

R →∞
ε → 0

∫ R

ε

senx

x
dx = Im


 lim

R →∞
ε → 0

∫ R

ε

eix

x
dx


 .

Solução. Notemos que o integrando tem uma singularidade removível em
x = 0. Vamos, então, considerar a seguinte integral

∫ ∞

−∞

eiz

z
dz,

uma vez que a parte imaginária desta integral é

2
∫ ∞

0

sen z

z
dz,

que é, a menos do fator 2, exatamente a integral desejada. Ora, como, agora,
temos uma integral de −∞ a +∞ é conveniente tormarmos um contorno C,
composto de duas semicircunferências C1 e C2 centradas na origem e com
raios, respectivamente, iguais a ε e R e dois segmentos de reta, conforme a
Figura 3.6 e daí consideramos os limites para ε → 0 e R → ∞. Notamos
que o cálculo da integral real poderia ser obtido com a escolha da função
complexa e−iz/z e com um contorno diferindo daquele indicado na Figura
3.6, pelo fato de as semicircunferências C1 e C2 encontrarem-se no semi-
plano complexo Im z < 0. Podemos veri�car que, ainda neste caso, obtém-se
o mesmo resultado para a integral real que no caso anterior.

Então, de posse da função e do contorno convenientemente escolhidos ve-
mos que nenhuma singularidade encontra-se dentro do contorno. Portanto,
o teorema dos resíduos fornece

∮

C

eiz

z
dz = 0,

onde a integração é feita no sentido anti-horário. Então, podemos escrever,
percorrendo o contorno no sentido positivo,

∫ −ε

−R

eix

x
dx +

∫

C1

eiz

z
dz +

∫ R

ε

eix

x
dx +

∫

C2

eiz

z
dz = 0.

Nota-se que a primeira e a terceira integrais têm a parte imaginária nula
ou seja z = x + i0 ≡ x. Calculemos, separadamente, as integrais sobre C1 e
C2 com ε → 0 e R →∞.
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−R −ε +ε0 xR

y

C

C1

C2

Figura 3.6: Contorno para a integral do Exemplo 3.4.

Para a integral
∫

C1

eiz

z
dz vamos escrever z na forma polar, ou seja, tomar

z = ε eiθ com 0 < θ < π. Logo, temos dz = εi eiθ dθ, de onde
∫

C1

eiz

z
dz =

∫ 0

π

eiε eiθ

εi eiθ

ε eiθ
dθ,

e tomando o limite para ε → 0 temos

lim
ε→0

∫

C1

eiz

z
dz = i

∫ 0

π

dθ = −iπ.

Analogamente para a integral sobre C2, ou seja, para z = R eiθ de onde
dz = Ri eiθ dθ logo

∫

C2

eiz

z
dz =

∫ π

0

eiR eiθ

R eiθ
Ri eiθ dθ =

= i

∫ π

0

eiR(cos θ+isen θ) dθ = i

∫ π

0

eiR cos θ−Rsen θ dθ.

Para tal integral, partimos da desigualdade, advinda do lema de Jordan,
isto é,

∣∣∣∣
∫

C2

eiz

z
dz

∣∣∣∣ ≤ R ε(R)
∫ π

0

e−Rsen θ dθ = 2R ε(R)
∫ π/2

0

e−Rsen θ dθ
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que vai para zero nos limites de R →∞ e ε(R) → 0, logo
∫ 0

−∞

eix

x
dx− iπ +

∫ ∞

0

eix

x
dx = 0.

Lembrando da relação 2isenx = eix− e−ix temos
∫ ∞

−∞

senx

x
dx = π,

e uma vez que o integrando é uma função par e os limites de integração são
simétricos temos, �nalmente,

∫ ∞

0

senx

x
dx =

π

2
,

que é o resultado desejado.

Exemplo 3.5 � Pólo Simples e Ponto de Rami�cação
Resolva a integral

∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx

com 0 < α < 1.

Solução. Vamos considerar a seguinte integral
∮

C

zα−1

1 + z
dz

cujo integrando tem um pólo simples em z = −1 e um ponto de rami�-
cação em z = 0. Aqui, vamos escolher um contorno que exclua o ponto
de rami�cação e deixe dentro do contorno C somente o pólo simples. O
contorno C é composto de duas circunferências concêntricas C1 e C2 com
raios, respectivamente, ε e R e dois segmentos de reta, L1 e L2, como na
Figura 3.7.

Então, pelo teorema dos resíduos podemos escrever
∮

C

zα−1

1 + z
dz = 2πi Res

z=−1

(
zα−1

1 + z

)
= 2πi(−1)α−1 = 2πi eiπ(α−1) .

Percorrendo o contorno fechado, no sentido anti-horário, temos
∮

C

zα−1

z + 1
dz =

∫ R

ε

xα−1

1 + x
dx +

∫

C2

zα−1

z + 1
dz+
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R

L2
x

y

C2

0
C1

L1
ε

z = −1

Figura 3.7: Contorno para a integral do Exemplo 3.5.

+
∫ ε

R

(x e2πi)α−1

1 + x
dx +

∫

C1

zα−1

1 + z
dz = 2πi eiπ(α−1) .

A segunda integral, pelo lema de Jordan, vai a zero quando R →∞. A
integral sobre C1 é calculada escrevendo-se

z = ε eiθ com 0 < θ < 2π

logo ∫

C1

zα−1

1 + z
dz =

∫ 0

2π

(ε eiθ)α−1εi eiθ

1 + ε eiθ
dθ = 0

para ε → 0. Finalmente, tomando-se os limites ε → 0 e R →∞ temos
∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx + e2πi(α−1)

∫ 0

∞

xα−1

1 + x
dx = 2πi eiπ(α−1)

ou ainda [
1− e2πi(α−1)

] ∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx = 2πi eiπ(α−1) .

Multiplicando-se ambos os membros da expressão anterior por e−iπ(α−1)

temos [
e−iπ(α−1)− eiπ(α−1)

] ∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx = 2πi
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e, usando a relação envolvendo o seno e a exponencial obtemos
∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx =

−π

sen[π(α− 1)]
.

Finalmente, expandindo o seno da soma podemos escrever
∫ ∞

0

xα−1

1 + x
dx =

π

senπα

que constitui o resultado desejado.2

Exemplo 3.6 � Oscilador Harmônico Amortecido
Consideramos um oscilador harmônico amortecido sobre o qual age uma
força externa g(t). O movimento de tal oscilador é governado pela equação
diferencial ordinária3

d2

dx2
x(t)− 2α

d

dx
x(t) + ω2

0x(t) = f(t),

com x : R ⊃ I → R, onde f(t) = g(t)/m e g : R ⊃ I → R, sendo m a
massa, 2α > 0 o coe�ciente de amortecimento e ω0 a freqüência. Utilize a
metodologia da transformada de Fourier para determinar a solução x(t).
Solução. Admitamos que f(t) possui uma transformada de Fourier; então

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω) e−iωt dω,

onde
F (ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t) eiωt dt.

Esperamos que a solução x(t) possua também uma transformada de
Fourier, de modo que possamos escrever

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
A(ω) e−iωt dω,

onde
A(ω) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
x(t) eiωt dt.

2Este resultado pode ser colocado na forma de um produto de funções gama [6].
3Uma equação análoga é obtida quando do estudo do circuito RLC. Ver refs. [4, 9].
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Transformando a equação diferencial, utilizando as propriedades das
derivadas, obtemos para A(ω) uma equação algébrica

−ω2A(ω)− 2αωiA(ω) + ω2
0A(ω) = F (ω)

que resolvida para A(ω) fornece

A(ω) =
F (ω)

(ω2
0 − ω2)− 2αωi

.

Ora, conhecida a função A(ω), a solução do problema será obtida pela
transformada de Fourier inversa, ou seja

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

F (ω) e−iωt

(ω2
0 − ω2)− 2αωi

dω.

Esta integral, na maioria dos casos, pode ser calculada utilizando o teo-
rema dos resíduos. Para tanto é necessário que conheçamos os zeros do
denominador, uma vez que eles darão origem aos pólos do integrando.

Com α > 0 os pólos estão no semiplano inferior, localizados nos seguintes
pontos:

ω1,2 = ±
√

ω2
0 − α2 − αi se ω0 > α

ω1,2 = (−α±
√

α2 − ω2
0)i se ω0 < α

ω1 = ω2 = −αi se ω0 = α.

Basta, portanto, calcular os resíduos nos pólos simples (dois primeiros
casos) e pólo de segunda ordem (terceiro caso).

Para fazermos uso do teorema dos resíduos especi�camente, vamos con-
siderar um exemplo onde supomos f(x) dada na seguinte forma

f(t) =
{

f0 se |t| < τ
0 se |t| ≥ τ

onde f0 é uma constante e que ω0 > α, isto é, o caso do chamado oscilador
fracamente amortecido.

A transformada de Fourier de f(t) é dada por

F (ω) =
f0√
2π

∫ τ

−τ

eiωt dt = f0

√
2
π

senωτ

ω

de onde temos para a solução x(t), a expressão

x(t) = −f0

π

∫ ∞

−∞

senωτ e−iωt

ω(ω − ω1)(ω − ω2)
dω
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sendo ω1 = β − αi e ω2 = −β − αi com β =
√

ω2
0 − α2.

As únicas singularidades do integrando são aquelas em que ω = ω1 e
ω = ω2. Para escolhermos um contorno conveniente, vamos veri�car se a
integral é limitada. Para tal escrevemos

senωτ =
1
2i

(
eiωτ − e−iωt

)

e, é claro que se t > τ , a função
senωτ

ω
e−iωt

é limitada no semiplano inferior e o contorno pode ser fechado por baixo,
como mostra a Figura 3.8.

Imω

Re ω

ω1ω2

Figura 3.8: Contorno para a integral do Exemplo 3.6.

Utilizando o teorema dos resíduos, temos

x(t) = −f0

π
2πi

[ senω1τ e−iω1t

ω1(ω1 − ω2)
− senω2τ e−iω2t

ω2(ω1 − ω2)

]
t > τ

que, fazendo uso das relações

sen θ =
1
2i

(eiθ − e−iθ) e cos θ =
1
2
(eiθ + e−iθ)

pode ser escrito em termos de funções reais.
Para t < −τ o contorno pode ser fechado por cima e a integral é zero

visto que, antes da ação de uma força externa o oscilador harmônico está



Exercícios 65

em estado de repouso. Finalmente, vamos estudar o caso em que |t| < τ . É
conveniente separar a integral de x(t) em duas partes a partir da expansão
do seno em termos das exponenciais, isto é: A parte contendo exp[−iω(t+τ)]
pode ser calculada utilizando-se um contorno fechado por baixo e a parte
contendo exp[−iω(t − τ)] por um contorno fechado por cima. Note-se que
cada integrando terá um pólo em ω = 0. Para tal, considere os caminhos
de integração como na Figura 3.9.4

ω2ω1

Imω

Re ω

ω2ω1

Imω

Re ω

Figura 3.9: Contornos para a integral da Seção 3.4.

Logo, podemos escrever a seguinte expressão:

x(t) = − f0

2πi

∫

C1

e−iω(t−τ)

ω(ω − ω1)(ω − ω2)
dω +

f0

2πi

∫

C2

e−iω(t+τ)

ω(ω − ω1)(ω − ω2)
dω.

Utilizando o teorema dos resíduos temos

x(t) = − f0

ω1ω2
− f0

e−iω1(t−τ)

ω1(ω1 − ω2)
+ f0

e−iω2(t+τ)

ω2(ω1 − ω2)

que, também, pode ser escrito em termos de funções reais.

4O resultado não se altera se evitarmos o pólo por cima.
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3.5 Exercícios
1. Encontre os resíduos nos pontos singulares das seguintes funções:

(a)
sen 3z

z4
(b)

z − 3
z + 1

(c)
z2 + 5z − 6

(z + 1)2(z − 2)3

(d) (1− ez)−1 (e) cosec z (f) tgh z.

2. Encontre os resíduos somente nos pontos singulares que se encontram
no interior da circunferência |z| = 2 para:

(a)
z

1 + z2
(b)

1
1− z4

(c)
3− z

z3 + 3z2

(d)
−z2 − 22z + 8
z3 − 5z2 + 4z

(e)
1

z(z − 3)
(f)

1
1 + z3

3. Sendo C uma circunferência centrada na origem e de raio unitário,
orientada no sentido anti-horário, calcule as seguintes integrais:

(a)
∮

C

tg z dz (b)
∮

C

z

(z − 2)2
dz

(c)
∮

C

cos z

3z + 2i
dz (d)

∮

C

z2 + 1
z2 − 2z

dz

(e)
∮

C

dz

1− ez
(f)

∮

C

tgh2(z + 1/2)
ez sen z

dz

4. Integre a função
f(z) =

5 + 3z

−z3 + 4z

ao longo dos seguintes caminhos, orientados no sentido anti-horário:
(a) |z + 1| = 4, (b) 9x2 + y2 = 9.

5. Calcule as integrais, onde C é um contorno simples e fechado, orien-
tado no sentido anti-horário tal que todas as singularidades se encon-
tram na região interior a C.

(a)
∮

C

dz

4z2 − 1
(b)

∮

C

zeiz

z4 + 1
dz

(c)
∮

C

senh z

2z + i
dz (d)

∮

C

zcoshπz

z4 − 13z2 + 36
dz

(e)
∮

C

senh z

z(z − i/4)
dz (f)

∮

C

z

z + 1
dz
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6. Calcule as integrais, onde C é uma circunferência centrada na origem
e de raio 0,9, orientada no sentido anti-horário.

(a)
∮

C

dz

z4 − 2z3
(b)

∮

C

tgπz dz

(c)
∮

C

(z − 2)2

z2 + 5z + 6
dz (d)

∮

C

zcoshπz

z3 + 5z2 + 6z
dz

(e)
∮

C

dz

(z + 3)(z + 2)(z + 1/2)
(f)

∮

C

ez

cosπz
dz

7. Calcule a integral ∫

C

dz

1 + z4

onde C é a circunferência de equação x2 + y2 = 2x, orientada no
sentido positivo.

8. Utilize o lema de Jordan para mostrar que as integrais

(a)
∫

CR

dz
(z2 + 1)3

(b)
∫

CR

dz
z4 + 1

vão a zero para R → ∞. Aqui CR é uma semi-circunferência de raio
R, centrada na origem e no semi-plano superior, orientada no sentido
anti-horário.

9. Calcule as integrais indicadas utilizando um contorno adequado para
cada uma delas

(a)
∫ ∞

0

dx

1 + x2
(b)

∫ ∞

0

dx

1 + x3
(c)

∫ ∞

0

dx

1 + x4

(d)
∫ ∞

−∞

cos x

1 + x2
dx (e)

∫ ∞

−∞

senx

x(1 + x2)
dx (f)

∫ 2π

0

dθ

25− 24 cos θ

(g)
∫ ∞

−∞

x

1 + x4
dx (h)

∫ 2π

0

dθ

5− 4 sen θ
(i)

∫ ∞

0

dx√
x(1 + x)3

10. Calcule a transformada de Fourier da função

f(x) =
1

−µx2 + βx

com µ > 0 e β > 0.

11. Calcule a transformada de Laplace da função f(x) =
senx

x
.

12. Calcule a transformada de Laplace inversa L−1

[
1

(1 + s2)2

]
.
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3.6 Respostas e/ou Sugestões
1. a) Ponto singular z = 0 com resíduo −9/2. b) Ponto singular z = −1

e resíduo −4. c) Pontos singulares z = −1 e z = 2 com resíduos 7/27
e −7/27, respectivamente. d) Em z = 0 o resíduo é −1. e) Pontos
singulares z0 = ±kπ com k = 0, 1, 2, . . ., com resíduo 1 se ±2kπ e−1 se
±(2k+1)π. f) Pontos singulares z0 = ±(k+1/2)π i com k = 0, 1, 2, . . .
e resíduo 1 se (2k + 1/2)π i e −1 se −(2k + 1/2)π i.

2. a) Em z = ±i, resíduo é 1/2. b) Em z = ±1, resíduo é, respectiva-
mente, ∓1/4. Em z = ±i temos ∓i/4. c) z = 0 é pólo de ordem dois
com resíduo −2/3. d) Em z = 0 o resíduo é 2 e em z = 1 é 5. e) Em
z = 0 o resíduo é −1/3. f) Os pólos são em z = −1 e z = 1/2± i

√
3/2

com resíduo 1/3 e − 1
6 (1± i

√
3), respectivamente.

3. . a) Zero. b) Zero. c) Para z = −2i/3 temos (2iπ/3) cosh(2/3).
d) Para z = 0 temos −πi. e) Para z = 0 temos −2πi. f) Para z = 0
temos 2πitgh2(1/2).

4. a) Zero. b) 5πi/2.

5. a) Zero. b)−2πisen(
√

2/2)senh(
√

2/2). c) πsen(1/2). d) 2πi
5 (− cosh 2π+

cosh 3π). e) 8πisen(1/4). f) −2πi.

6. a) −πi/4. b) −4i. c) Zero. d) Zero. e) −8πi/15. f) −2i√e (1 + e).

7. πi
√

2/2.

8. Direto do lema de Jordan.

9. (a) π/2; (b) 2π/3
√

3; (c) π/
√

2; (d) π/e; (e) π(e− 1)/2e; (f) 2π/7; (g)
Zero; (h) 2π/3; (i) 3π/8.

10. −
√

2π

β
exp

(
− iωβ

2µ

)
sen

(
ωβ

2µ

)

11. arctan s.

12. − t

2
cos t +

sen t

2
.



Capítulo 4

Aplicações

Neste capítulo vamos apresentar as aplicações propriamente ditas. Por con-
veniência e por ter um número de páginas restrito, discutimos apenas poucas
aplicações, em particular, aquelas que envolvem, quando muito, um ponto
de rami�cação e, quando absolutamente necessário, também, uma função
de Bessel.

Devemos observar que, como já a�rmamos, cada uma das transformadas
tem uma particularidade. Dessa forma, a escolha da transformada a ser uti-
lizada na busca da solução do problema é um aspecto fundamental dessa
metodologia. Aqui, apresentamos as aplicações já com esta observação lev-
ada em conta, isto é, a conveniente transformada para discutir a respectiva
aplicação.

São muitas as aplicações onde a metodologia das transformadas inte-
grais junto com as funções analíticas, tem um papel importante dos quais
podemos citar: cálculo de integrais reais; resolução de equações diferenciais,
ordinárias ou parciais; resolução de equações integrais e integrodiferenciais;
cálculo de somas in�nitas, bem como equações diferenciais fracionárias, den-
tre outras.

Aqui, também, vamos separar as aplicações em seções, isto é, começamos
com as transformadas de Laplace; de Fourier; de Mellin e de Hankel para,
ao �nal do capítulo, apresentarmos a justaposição das transformadas a �m
de resolver problemas com duas e três variáveis independentes.

4.1 Transformada de Laplace
Nesta seção discutimos o uso da transformada de Laplace para discutir uma
equação integrodiferencial e uma equação diferencial parcial.

69



70 Aplicações

4.1.1 Equação Integrodiferencial
Resolver a seguinte equação integrodiferencial1

f(t) = sen t + 2
∫ t

0

f ′(ξ) sen (t− ξ) dξ (4.1.1)

satisfazendo a condição f(0) = 0, utilizando a transformada de Laplace.

Solução. Multiplicando a equação (4.1.1) pelo núcleo da transformada de
Laplace, usando integração por partes e utilizando o teorema de convolução
podemos escrever

F (s) =
1

1 + s2
+ 2L[f ′(t)]L[ sen t]

onde F (s) =
∫ ∞

0

f(t) e−stdt.
Fazendo uso da expressão que fornece a transformada de Laplace da

derivada primeira bem como impondo a condição f(0) = 0 obtemos uma
equação algébrica, cuja solução é dada por

F (s) =
1

(s− 1)2
.

A �m de recuperar a solução da equação (4.1.1), devemos obter a transfor-
mada inversa, isto é, devemos calcular a seguinte integral no plano complexo

f(t) =
1

2πi

∫

Γ

est

(s− 1)2
ds

onde Γ é o contorno de Bromwich [1875 � Thomas John Ianson Bromwich �
1929].

O integrando desta integral apresenta um pólo duplo em s = 1 logo,
utilizando o teorema do resíduos, temos

f(t) =
1

2πi
2πi lim

s→1

{
d

ds

[
(s− 1)2

est

(s− 1)2

]}

= lim
s→1

[
d

ds

(
est

)]
= lim

s→1

(
t est

)
,

de onde segue-se, �nalmente, f(t) = t et.
1Chama-se equação integrodiferencial visto que a derivada da função incógnita aparece

também sob o sinal de integração.
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4.1.2 Equação Diferencial Parcial
Utilizar a transformada de Laplace na variável temporal, t, de modo a re-
solver a seguinte equação diferencial parcial

∂2

∂x∂t
u(x, t) = − sen t , t > 0 (4.1.2)

cuja solução deve satisfazer a condição inicial u(x, 0) = x e a condição de
contorno u(0, t) = 0.

Solução. Seja F (x, s) =
∫ ∞

0

u(x, t) estdt. Multiplicando a equação (4.1.2)
pelo núcleo de Laplace e integrando na variável t de zero até ∞, obtemos

∂

∂x

∫ ∞

0

∂

∂t
u(x, t) e−stdt = −

∫ ∞

0

sen t e−stdt.

Utilizando a expressão envolvendo a transformada de Laplace da derivada
primeira e, no segundo membro, integração por partes, podemos escrever

∂

∂x
[sF (x, s)− u(x, 0)] = − 1

s2 + 1
·

A partir da condição inicial e efetuando a derivada em relação à variável x
temos

s
∂

∂x
F (x, s) = 1− 1

s2 + 1
=

s2

s2 + 1

isto é, a seguinte equação diferencial (pode ser integrada como sendo uma
equação diferencial ordinária)

∂

∂x
F (x, s) =

s

s2 + 1

cuja integração fornece a seguinte solução geral

F (x, s) =
sx

s2 + 1
+ A

onde A = A(s) é uma �constante"de integração.
Visto que a transformada de Laplace da condição de contorno fornece

F (0, s) = 0, implica que A = 0, logo

F (x, s) =
sx

s2 + 1
·



72 Aplicações

A �m de recuperar a solução u(x, t) devemos proceder com a inversão, isto
é, calcular a seguinte integral

u(x, t) =
1

2πi

∫

Γ

sx

s2 + 1
estds

onde Γ é o contorno de Bromwich. Temos apenas pólos simples em s = ±i
logo, utilizando o teorema dos resíduos, obtemos

u(x, t) =
1

2πi
2πi

∑
[Resíduos em s = ±i]

= lim
s→i

[
(s− i)

sx est

s2 + 1

]
+ lim

s→−i

[
(s + i)

sx est

s2 + 1

]

= lim
s→i

(
sx

s + i
est

)
+ lim

s→−i

(
sx

s− i
est

)

de onde podemos escrever, �nalmente, u(x, t) = x cos t .

4.2 Transformada de Fourier
Nesta seção discutiremos o uso da transformada de Fourier na solução de
uma equação diferencial parcial e no cálculo de uma integral cujo integrando
contém pontos de rami�cação.

4.2.1 Equação Diferencial Parcial
Utilizar a transformada de Fourier para encontrar a solução fundamental
(função de Green) da equação de Helmholtz [1821 � Hermann Ludwig Ferdi-
nand von Helmholtz � 1894] bidimensional;

−∆G(x, y) + α2G(x, y) = δ(x)δ(y) −∞ < x, y < ∞

onde ∆ é o operador de Laplace bidimensional e α é um parâmetro positivo.
Discutir o caso α = 0.

Solução. Seja G(k1, y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
G(x, y) e−ik1xdx a transformada de

Fourier, na variável x, da função G(x, y). Multiplicando a equação diferen-
cial parcial pelo núcleo da transformada de Fourier, utilizando a propriedade
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da transformada de Fourier da derivada segunda e rearranjando, podemos
escrever a seguinte equação

k2
1G(k1, y)− ∂2

∂y2
G(k1, y) + α2G(k1, y) =

1√
2π

δ(y).

De maneira inteiramente análoga, introduzimos a transformada de Fourier
na variável y o que nos conduz à seguinte equação algébrica,

k2
1G(k1, k2) + k2

2G(k1, k2) + α2G(k1, k2) =
1
2π

cuja solução é
G(k1, k2) =

1
2π

1
k2 + α2

onde k2 = k2
1 +k2

2, k1 e k2 são os respectivos parâmetros das transformadas
de Fourier.

Devemos agora proceder com a inversão, isto é, calcular a seguinte inte-
gral dupla (duas transformadas de Fourier inversas)

G(x, y) =
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

exp(ik1x + ik2y)
k2 + α2

dk1 dk2 .

É conveniente introduzir as coordenadas polares, a saber,

x = r cos θ k1 = ρ cosφ
y = r sen θ k2 = ρ senφ

que fornece
k2 + α2 = k2

1 + k2
2 + α2 = ρ2 + α2

k1x + k2y = rρ cos(φ− θ)

de onde segue-se a expressão para a função de Green

G(r, θ) =
1

4π2

∫ ∞

0

ρ dρ

ρ2 + α2

∫ 2π

0

exp[irρ cos(φ− θ)] dφ.

A integral na variável φ é tabelada [15], isto é,
∫ 2π

0

exp[irρ cos(φ− θ)] dφ = 2πJ0(rρ)

onde J0(rρ) é a função de Bessel de ordem zero, de onde podemos escrever

G(r, θ) =
1
2π

∫ ∞

0

ρJ0(rρ)
ρ2 + α2

dρ, (4.2.3)
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que, em termos das variáveis x e y, pode ser escrita como

G(x, y) =
1
2π

∫ ∞

0

ρJ0(ρ
√

x2 + y2)
ρ2 + α2

dρ.

Esta expressão é conhecida como uma representação integral para a chama-
da função de Green associada à equação de Helmholtz bidimensional a qual
permite obter a solução da respectiva equação diferencial não-homogênea

(∆− α2)u(x, y) = −f(x, y)

através de
u(x, y) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
G(x, y|ξ, η) f(ξ, η) dξ dη.

Passemos ao caso α = 0. Este caso deve ser tratado separadamente visto
que a integral para G(x, y) não está de�nida. O procedimento é como se
segue: diferenciamos, em relação a r, a equação (4.2.3)

∂

∂r
G(r, θ) =

1
2π

∫ ∞

0

ρ2J ′0(rρ)
ρ2 + α2

dρ

que fornece, para α = 0,

∂

∂r
G0(r, θ) =

1
2π

∫ ∞

0

J ′0(rρ) dρ = − 1
2πr

cuja integração nos leva à expressão

G0(r, θ) = − 1
2π

ln r

que, em termos das variáveis x e y pode ser escrita como

G0(x, y) = − 1
4π

ln(x2 + y2).

Esta é a chamada função de Green associada à equação de Poisson [1781
� Siméon Denis Poisson � 1840] bidimensional ∆u(x, y) = −f(x, y) cuja
solução é dada por

u(x, y) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
G0(x, y|ξ, η) f(ξ, η) dξ dη.
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4.2.2 Integral com Pontos de Rami�cação
No estudo da propagação do som na ionosfera, conforme proposto em [18]
encontramos o cálculo da seguinte transformada de Fourier inversa

f(t) =
1
2π

∫ ∞−iε

−∞−iε

exp[−ω2 + ω
√

ω2 − 1 + iωt]
dω

iω
(4.2.4)

com 0 < ε ≤ 1 e ω é o parâmetro da transformada. O contorno de inte-
gração, cuja justi�cativa apresentamos a seguir, é conforme a Figura (4.1):

Figura 4.1: Contorno C ω = x + iy com x, y ∈ R.

Antes de utilizarmos o teorema dos resíduos para calcular a integral va-
mos, por conveniência e simplicidade, usar o seguinte argumento: derivando
os dois membros da equação (4.2.4), em relação à variável t, obtemos

d

dt
f(t) =

1
2π

∫ ∞−iε

−∞−iε

exp[−ω2 + ω
√

ω2 − 1 + iωt]dω . (4.2.5)

Note que, enquanto a equação (4.2.4) apresenta três pontos singulares, a
equação (4.2.5) apresenta apenas dois deles, isto é, ω = 0 não é mais um
ponto singular.

Introduzindo o contorno C, como na Figura (4.1), tal que C = C1 +
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C2 + C3 + C4 + C5, podemos escrever, através dos teorema do resíduos

d

dt
f(t) =

1
2π

∫

C

exp[−ω2 + ω
√

ω2 − 1 + iωt]dω (4.2.6)

visto que a função é analítica no interior do contorno C.
Considerando a raiz quadrada positiva, as integrais sobre C1 e C5, pelo

lema de Jordan, vão a zero, enquanto que as integrais sobre C2 e C4 se
cancelam, restando apenas a integral sobre C3.

A �m de calcular a integral sobre C3, podemos escrever, separando em
quatro trechos, para a direita da origem, acima da linha de corte,

ω = x ei0 =⇒ ω − 1 = (1− x) eiπ e ω + 1 = (1 + x) ei0

de onde segue-se, para o termo envolvendo a raiz quadrada,
√

ω2 − 1 =
√

1− x2 eiπ/2

com 0 < x < 1. Analogamente, para o lado esquerdo

ω = x eiπ =⇒ ω − 1 = (1 + x) eiπ e ω + 1 = (1− x) ei0

de onde segue-se, para o termo envolvendo a raiz quadrada,
√

ω2 − 1 =
√

1− x2 eiπ/2.

Por outro lado, abaixo da linha de corte, ainda com 0 < x < 1, temos

ω = x e2πi =⇒ ω − 1 = (1− x) eiπ e ω + 1 = (1 + x) e2πi

logo, √
ω2 − 1 =

√
1− x2 e3iπ/2

enquanto que à esquerda do ponto ω = 0,

ω = x eiπ =⇒ ω − 1 = (1− x) eiπ e ω + 1 = (1 + x) e2πi

de onde segue-se, √
ω2 − 1 =

√
1− x2 e3iπ/2 .

Percorrendo o circuito (apenas com a integral que contribui e tomando os
raios das circunferências, respectivamente, menores indo a zero e da maior
indo ao in�nito), obtemos

2π
d

dt
f(t) +

∫ 1

0

exp[−x2 + ix
√

1− x2 + ixt]dx+
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+
∫ 1

−1

exp[−x2−ix
√

1− x2+ixt]dx+
∫ 0

−1

exp[−x2+ix
√

1− x2+ixt]dx = 0.

Separando a segunda integral na expressão anterior, efetuando uma conve-
niente mudança de variável nesta e da última integral, podemos, rearran-
jando, escrever a seguinte expressão

2π
d

dt
f(t) +

∫ 1

0

e−x2
[
exp(ix

√
1− x2 + ixt)− exp(−ix

√
1− x2 + ixt)+

+ exp(ix
√

1− x2 − ixt)− exp(−ix
√

1− x2 − ixt)
]

dx = 0.

Fazendo uso das relações envolvendo as funções trigonométricas e a função
exponencial

cos z =
1
2

(
eiz + e−iz

)
e sen z =

1
2i

(
eiz − e−iz

)

e rearranjando, podemos escrever

d

dt
f(t) +

2
π

∫ 1

0

e−x2 sen (x
√

1− x2) senxt dx = 0,

cuja integração fornece

f(t) =
2
π

∫ 1

0

e−x2 sen (x
√

1− x2) cos xt
dx

x
+ β,

onde β é uma constante de integração que é determinada a partir do co-
nhecimento de f(0), por exemplo. Note que x = 0 é uma singularidade
removível.

4.3 Transformada de Mellin
Nessa seção discutiremos o uso da transformada de Mellin dentro do cálculo
de uma soma in�nita e na solução de uma equação diferencial parcial com
coe�cientes variáveis.

4.3.1 Cálculo de Uma Soma In�nita
Antes de calcularmos uma especí�ca soma, utilizando a transformada de
Mellin, vamos mostrar o seguinte teorema:
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Teorema 2. Seja f(x) uma função que possui transformada de Mellin F (p),
ou seja,

M[f(x)] ≡ F (p) =
∫ ∞

0

f(x)xp−1dx.

Então ∞∑

k=1

f(k) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)ζ(p)dp

onde ζ(p) é a chamada função zeta de Riemann2.

Demonstração. A partir da de�nição da transformada de Mellin inversa
podemos escrever

f(k) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)k−pdp

cuja soma sobre todos os valores de k permite escrever
∞∑

k=1

f(k) =
∞∑

k=1

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)k−pdp =

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)

[ ∞∑

k=1

k−p

]
dp

de onde segue-se
∞∑

k=1

f(k) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)ζ(p)dp ,

que é o resultado desejado.

A partir deste resultado, vamos mostrar que
∞∑

k=1

sen k

k
=

π − 1
2

isto é, utilizar a transformada de Mellin como ferramenta para calcular uma
especí�ca soma in�nita.

Primeiramente, vamos calcular a transformada de Mellin da função sen k

k
,

ou seja, calcular a seguinte integral

M

[ sen k

k

]
= F (p) =

∫ ∞

0

sen k

k
kp−1dk = −Γ(p− 1) cos

(πp

2

)
.

2A função zeta de Riemann [1826 � Bernard Riemann � 1866], denotada por ζ(p), é
de�nida através da seguinte série [28] ζ(p) =

∑∞
k=1 k−p para todo número complexo p

tal que Re(p) > 1. Note que no caso em que p = 2, recuperamos o clássico resultado
obtido por Euler [1707 � Leonhard Euler � 1783], isto é, ζ(2) = π2/2.
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Substituindo este resultado na expressão do teorema anterior, obtemos
∞∑

k=1

sen k

k
= − 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Γ(p− 1)ζ(p) cos

(πp

2

)
dp.

Utilizando a relação funcional envolvendo a função zeta de Riemann [28]

(2π)pζ(1− p) = 2Γ(p)ζ(p) cos
(πp

2

)

bem como a relação envolvendo a função gama (Apêndice B) Γ(z + 1) =
zΓ(z) obtemos

∞∑

k=1

sen k

k
= − 1

4πi

∫ c+i∞

c−i∞
(2π)p ζ(1− p)

p− 1
dp.

O integrando desta integral apresenta dois pontos singulares, ambos pólos
simples, nos pontos p = 0 e p = 1. Utilizando o teorema dos resíduos
podemos escrever

∞∑

k=1

sen k

k
= − 1

4πi
2πi [Res(p = 0) + Res(p = 1)] .

O resíduo em p = 0 é igual a um enquanto que em p = 1 é igual a −π,
devido ao fato que ζ(0) = −1/2 [28].

En�m, podemos escrever
∞∑

k=1

sen k

k
=

π − 1
2

que é o resultado desejado.

4.3.2 Equação Diferencial com Coe�cientes Variáveis
Utilizar a transformada de Mellin para resolver a equação de Laplace escrita
em coordenadas polares no semi-plano superior, isto é,

∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

1
r2

∂2u

∂θ2
= 0, 0 < r < ∞, 0 < θ < π

com u = u(r, θ), cuja solução satisfaz as condições de contorno

u(r, 0) = f(r) = u(r, π)
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sendo f(r) uma função admissível segundo a de�nição da transformada de
Mellin.

Solução. Multiplicando a equação diferencial parcial pelo núcleo da trans-
formada de Mellin e integrando na variável r, de zero até in�nito, temos

∫ ∞

0

rp−1r2 ∂2u

∂r2
dr +

∫ ∞

0

rp−1r
∂u

∂r
dr +

∫ ∞

0

rp−1 ∂2u

∂θ2
dr = 0 .

Utilizando a propriedade da transformada de Mellin da derivada e rear-
ranjando, obtemos a seguinte equação diferencial ordinária

∂2

∂θ2
F (p, θ) + p2F (p, θ) = 0

onde
F (p, θ) =

∫ ∞

0

rp−1u(r, θ) dr

é a transformada de Mellin da função u(r, θ). A solução geral da equação
diferencial ordinária é

F (p, θ) = A sen pθ + B cos pθ

com A = A(p) e B = B(p) independentes de θ. A �m de determinar estas
constantes, primeiramente devemos calcular a transformada de Mellin das
condições, isto é,

F (p, 0) =
∫ ∞

0

rp−1u(r, 0)dr =
∫ ∞

0

rp−1u(r, π)dr = F (p, π) =

=
∫ ∞

0

rp−1f(r)dr = F (p).

Então, impondo estas condições obtemos A e B dadas por

A(p) = F (p)
senπp/2
cosπp/2

e B(p) = F (p)

de onde segue-se para a solução da equação diferencial na variável θ,

F (p, θ) =
F (p)

cos πp/2
cos[p(θ − π/2)].
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A �m de obter a solução do problema de partida, devemos proceder a in-
versão, isto é,

u(r, θ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
r−pF (p, θ) dp

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
r−p F (p)

cos πp/2
cos[p(θ − π/2)]

que é o resultado desejado.

4.4 Transformada de Hankel
Aqui, devido a sua freqüência em problemas envolvendo as funções de Bessel
modi�cadas, vamos calcular a transformada de Laplace inversa da função de
Bessel modi�cada de segunda espécie e de ordem zero. Em seguida resolve-
mos um problema, através da transformada de Hankel, para o Laplaciano
em coordenadas cilíndricas.

4.4.1 Funções de Bessel Modi�cadas
A equação de Bessel modi�cada de ordem µ é

x2 d2

dx2
y(x) + x

d

dx
y(x)− (x2 + µ2)y(x) = 0,

com solução geral dada por

y(x) = AIµ(x) + B Kµ(x)

onde A e B são constantes arbitrárias. A função Iµ(x), conforme Apêndice
B, é a função de Bessel modi�cada de primeira espécie e de ordem µ, en-
quanto que Kµ(x) é a chamada função de Bessel modi�cada de segunda
espécie e de ordem µ.

Admitamos que um especí�co problema, envolvendo uma simetria ci-
líndrica, nos conduza a uma equação diferencial, para a transformada de
Laplace da solução do problema, satisfeita por uma função de Bessel modi-
�cada,

F (s) = K0(r
√

s2 − a2)

onde r > 0, a > 0, s é o parâmetro da transformada de Laplace e K0(t) é a
função de Bessel modi�cada de segunda espécie e de ordem zero.
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Utilize a transformada de Laplace inversa de F (s) a �m de obter a
solução x(t) do problema especí�co,

x(t) = L−1[F (s)].

A �m de resolver este problema, vamos utilizar a seguinte representação
integral para a função de Bessel modi�cada de segunda espécie e de ordem
zero [15]

K0(rµ) =
∫ ∞

0

cos rx√
x2 + µ2

dx

com r > 0 e |arg(µ)| < π/2. Da expressão que recupera a solução do
problema (transformada inversa) podemos escrever

x(t) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
K0(r

√
s2 − a2) estds

onde γ deixa todos os pontos singulares do integrando à sua esquerda. Sub-
stituindo a representação integral para a função de Bessel modi�cada de
segunda espécie e de ordem zero, temos

x(t) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

∫ ∞

0

cos rx√
x2 − a2 + s2

estds dx

=
∫ ∞

0

cos rx

{
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

est

√
x2 − a2 + s2

ds

}
dx .

Utilizando a expressão envolvendo a transformada de Laplace da função de
Bessel de ordem zero na ordem inversa, isto é, (Apêndice B)

L[J0(ct)] =
1√

s2 + c2
⇐⇒ L−1

[
1√

s2 + c2

]
= J0(ct)

podemos escrever para o termo entre chaves, uma função de Bessel de ordem
zero,

x(t) =
∫ ∞

0

cos rx J0(t
√

x2 − a2) dx

que é, também, uma integral tabelada [15] logo

x(t) =
cosh(a

√
t2 − r2)√

t2 − r2
Θ(t− r)

onde Θ(t− r) é a função de Heaviside [1850 � Oliver Heaviside � 1925].
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4.4.2 Equação Diferencial em Coordenadas Cilíndricas
Sejam (r, z) coordenadas cilíndricas. Utilize a transformada de Hankel para
obter a solução da equação diferencial parcial não-homogênea [1]

∂2

∂z2
u(r, z) +

∂2

∂r2
u(r, z) +

1
r

∂

∂r
u(r, z)− 1

r2
u(r, z) = − 1

r2
f(z)δ(r)

para 0 < r < ∞ e z > 0, satisfazendo as condições de contorno

lim
r→∞

∂

∂r
[u(r, z)] → 0 , lim

z→∞
u(r, z) → 0 ,

|u(0, z)| < ∞ ,
∂

∂z
u(r, z)

∣∣∣∣
z=0

= 0.

Solução. Não é difícil perceber que podemos, (por exemplo, separação de
variáveis na equação diferencial parcial homogênea) conduzir o problema a
uma equação de Bessel de ordem um e daí considerar a seguinte transfor-
mada de Hankel, Seção 2.7.1

H1[u(r, z)] ≡ F1(k, z) =
∫ ∞

0

u(r, z) J1(kr) r dr

onde k é o parâmetro da transformada.
Multiplicando a equação diferencial parcial por r J1(kr), rearranjando e

integrando na variável r, de zero até in�nito, temos
∫ ∞

0

{
1
r

d

dr

[
r

d

dr
u(r, z)

]
− 1

r2
u(r, z)

}
r J1(kr) dr =

= −
∫ ∞

0

∂2

∂z2
u(r, z)r J1(kr) dr −

∫ ∞

0

1
r2

f(z)δ(r)r J1(kr) dr .

Utilizando o resultado do Exemplo 2.18, podemos escrever para o primeiro
membro da expressão anterior

∂2

∂z2
F1(k, z)− k2F1(k, z) = −f(z)

∫ ∞

0

δ(r)
r

J1(kr) dr .

Por outro lado, para o segundo membro, usando a expansão em série de
Frobenius [1849 � Ferdinand Georg Frobenius � 1917] para a função de Bessel
(Apêndice B), podemos escrever

J1(kr)
kr/2

= 1− (kr/2)2

1!2!
+

(kr/2)4

2!3!
− · · ·
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Então, reescrevendo, apenas o segundo membro da equação diferencial or-
dinária na variável z, temos

k

2

∫ ∞

0

δ(r)
kr/2

J1(kr) dr =
k

2

∫ ∞

0

δ(r)
[
1− (kr/2)2

1!2!
+

(kr/2)4

2!3!
− · · ·

]
dr

que, a partir da propriedade de �ltragem (Apêndice A), fornece

∂2

∂z2
F1(k, z)− k2F1(k, z) = −k

2
f(z)

∫ ∞

0

δ(r) dr ,

ou ainda, a seguinte equação diferencial não-homogênea

∂2

∂z2
F1(k, z)− k2F1(k, z) = −k

2
f(z)

cuja solução deve satisfazer as seguintes condições de contorno

lim
z→∞

F1(k, z) → 0 e ∂

∂z
F1(k, z)

∣∣∣∣
z=0

= 0.

A solução geral da respectiva equação diferencial homogênea é

FH(k, z) = A ekz + B e−kz

com A = A(k) e B = B(k), enquanto que uma solução particular da equação
diferencial não-homogênea, procurada, por exemplo, através do método de
variação de parâmetros, é dada por

FH(k, z) = ekz

{
−1

4

∫ z

e−kξf(ξ) dξ

}
+ e−kz

{
1
4

∫ z

ekξf(ξ) dξ

}
.

Então, utilizando as condições de contorno podemos escrever para a solução
da equação não-homogênea

F1(k, z) =
1
4

{∫ ∞

0

f(ξ) e−k(z+ξ)dξ +
∫ ∞

z

f(ξ) e−k(ξ−z)dξ +
∫ z

0

f(ξ) e−k(z−ξ)dξ

}
.

Devemos, agora, proceder com a inversão, isto é, calcular a integral

u(r, z) =
∫ ∞

0

F1(k, z) k J1(kr) dk.

A �m de calcular esta integral, façamos uso da seguinte relação
∫ ∞

0

{∫ `

0

e−k(z+ξ)f(ξ) dξ

}
J1(kr) k dk =
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∫ `

0

f(ξ)
{∫ ∞

0

e−k(z+ξ)J1(kr) k dk

}
dξ =

∫ `

0

r f(ξ)
[(z + ξ)2 + r2]3/2

dξ

de onde segue-se

u(r, z) =
r

4

∫ ∞

0

{
f(ξ)

[(z + ξ)2 + r2]3/2
+

f(ξ)
[(z − ξ)2 + r2]3/2

}
dξ

que é o resultado desejado.

4.5 Justaposição de Transformadas
Vamos agora resolver duas equações diferenciais parciais através da justapo-
sição de transformadas.

4.5.1 Transformadas de Laplace e Fourier
Utilize a justaposição de transformadas integrais, transformada de Laplace
na variável temporal e transformada de Fourier na variável espacial, de
modo a calcular a chamada função de Green do espaço livre (condições
iniciais homogêneas), solução da seguinte equação diferencial parcial [19]

∂2G
∂t2

+
∂2G
∂t∂x

+ G = δ(x− ξ)δ(t− τ) (4.5.7)

para −∞ < x < ∞, t > 0, τ > 0 e G ≡ G(x, t|ξ, τ), satisfazendo as condições
de contorno

lim
|x|→∞

|G(x, t|ξ, τ)| < ∞ , T > 0

e iniciais G(x, 0|ξ, τ) = 0 = Gt(x, 0|ξ, τ) −∞ < x < ∞.

Solução. Seja G(x, s|ξ, τ) =
∫ ∞

0

G(x, t|ξ, τ) e−stdt a transformada de Laplace
da função G(x, t|ξ, τ). Multiplicando a equação (4.5.7) pelo núcleo de Laplace,
integrando de zero até in�nito e usando a propriedade da transformada de
Laplace das derivadas, podemos escrever

s2G(x, s|ξ, τ)− sG(x, 0|ξ, τ)− Gt(x, 0|ξ, τ)+

+
∂

∂x
{sG(x, s|ξ, τ)− G(x, 0|ξ, τ)}+ G(x, s|ξ, τ) = e−sτδ(x− ξ).

Utilizando as condições iniciais e rearranjando obtemos a seguinte equação
diferencial ordinária

s
∂

∂x
G(x, s|ξ, τ) + (s2 + 1)G(x, s|ξ, τ) = e−sτδ(x− ξ).
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A �m de resolver esta equação diferencial (pode ser pensada como or-
dinária), introduzimos a transformada de Fourier da função G(x, s|ξ, τ),
de�nda pela integral

g(k, s|ξ, τ) =
∫ ∞

−∞
G(x, s|ξ, τ) e−ikxdx.

Então, multiplicando a equação diferencial pelo núcleo de Fourier, inte-
grando na variável x de −∞ até ∞ e utilizando a propriedade da transfor-
mada de Fourier da derivada (aqui usamos explicitamente as condições de
contornos) obtemos a seguinte equação algébrica

iks g(k, s|ξ, τ) + (s2 + 1)g(k, s|ξ, τ) = e−sτe−ikξ

cuja solução é dada por

g(k, s|ξ, τ) =
e−sτe−ikξ

iks + s2 + 1
·

Devemos, agora, proceder com a inversão. Começamos pela transformada
de Fourier, isto é, calcular a seguinte integral

G(x, s|ξ, τ) =
1
2π

∫ ∞

−∞

e−sτe−ikξ

iks + s2 + 1
eikxdk

=
e−sτ

2πis

∫ ∞

−∞

eik(x−ξ)

k + (s2 + 1)/is
dk.

Utilizando o teorema dos resíduos com um conveniente contorno fechado no
semi-plano superior, com x− ξ > 0, podemos escrever

G(x, s|ξ, τ) =
1
s
exp

{
−1

s
(x− ξ)− s[τ + (x− ξ)]

}
Θ(x− ξ) (4.5.8)

onde Θ(x− ξ) é a função de Heaviside (Apêndice A).
En�m, de modo a recuperar a solução do problema de partida (cálculo

da função de Green livre) calcular a transformada de Laplace inversa, isto
é,

G(x, t|ξ, τ) =
1

2πi

∫

Γ

G(x, s|ξ, τ) estds.

Substituindo a equação (4.5.8) na expressão acima obtemos

G(x, t|ξ, τ) = Θ(x− ξ)
1

2πi

∫

Γ

ds

s
exp

{
−1

s
(x− ξ) + s[t− τ − (x− ξ)]

}

= Θ(x− ξ)L−1

[e−(x−ξ)/s

s

]
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para Re[t−τ − (x−ξ)] > 0. Utilizando o par de transformadas envolvendo
a função de Bessel de ordem zero [20]

L[J0(a
√

x)] =
1
s
exp

(
−a2

4s

)
⇐⇒ L−1

[
1
s
exp

(
−a2

4s

)]
= J0(a

√
x)]

podemos escrever

G(x, t|ξ, τ) = J0[2
√

x− ξ
√

t− τ − (x− ξ)]Θ(x− ξ)Θ[t− τ − (x− ξ)]

que é o resultado desejado.

4.5.2 Transformadas de Laplace e Hankel
Utilize a justaposição de transformadas integrais, transformada de Laplace
na variável temporal e transformada de Hankel3 na variável radial, de modo
a calcular a função de Green associada à seguinte equação diferencial parcial
[23]

∂2G
∂r2

+
1
r

∂G
∂r

− ∂2G
∂t2

− 2
∂G
∂t

= −2πδ(r)δ(t) (4.5.9)

com 0 < r < ∞, t > 0 e G ≡ G(r, t), satisfazendo as condições de contorno

|G(0, t)| < ∞ e lim
r→∞

G(r, t) → 0

e as condições iniciais G(r, 0) = 0 = Gt(r, 0).

Solução. Multiplicando a equação diferencial parcial pelo núcleo de Laplace,
integrando de zero até in�nito e usando as condições iniciais obtemos a
equação diferencial

∂2G

∂r2
+

1
r

∂G

∂r
− s2G− 2sG = −2πδ(r)

com G ≡ G(r, s) =
∫ ∞

0

e−stG(r, t) dt.
Agora, multiplicando esta equação diferencial pelo núcleo da transfor-

mada de Hankel e usando as condições de contorno, podemos escrever uma
equação algébrica cuja solução é dada por

G(k, s) =
1

k2 + s(s + 2)

3Sempre que a simetria é axial, é conveniente utilizar a transformada de Hankel em
lugar da transformada de Fourier.
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onde G(k, s) =
∫ ∞

0

G(r, s) J0(kr) r dr é a transformada de Hankel da função
G(r, s) e J0(kr) é uma função de Bessel de ordem zero.

A �m de calcular a transformada de Hankel inversa, fazemos uso do
resultado [15]

K0(r
√

s2 − 1) =
∫ ∞

0

k J0(kr)
k2 + s2 − 1

dk

com Re(
√

s2 − 1) > 0, sendo K0(rx) uma função de Bessel modi�cada de
segunda espécie de ordem zero.

En�m, utilizando um conveniente contorno de Bromwich [2] para in-
verter a transformada de Laplace obtemos

G(r, t) = e−t cosh(
√

t2 − r2)√
t2 − r2

Θ(t− r)

que é asolução do problema.
É conveniente notar que, em analogia à aplicação 4.5.1, deveríamos ter

escrito formalmente G(r, t|0, 0) no lugar de G(r, t) o que foi feito para sim-
pli�car a notação.



Apêndice A

Delta de Dirac e Heaviside

Neste apêndice vamos introduzir o conceito de função delta de Dirac, a
partir da chamada função impulso. Apresentamos, também, a importante
propriedade de �ltragem bem como a relação com a função de Heaviside.

A.1 `Função' Delta de Dirac
O conceito de função impulso emerge naturalmente em problemas onde a
intensidade da força atuante é muito grande e o intervalo de tempo de
atuação desta força é muito pequeno. Como exemplos, podemos citar, uma
martelada e o ligar-desligar de um interruptor, dentre outros.

De�nimos a função impulso, denotada por p(t), através de

p(t) =
{

h se a− ε < t < a + ε
0 se t ≤ a− ε , t ≥ a + ε

onde h é grande e positivo, a > 0 e ε é uma constante positiva e pequena.
Vamos calcular a transformada de Laplace da função impulso:

L[p(t)] =
∫ ∞

0

e−stp(t)dt =
∫ a+ε

a−ε

h e−stdt =
2h

s
e−as senh sε.

Escolhendo a normalização 2εh = 1 temos para a integral de p(t), isto é, o
chamado impulso,

I(ε) ≡
∫ ∞

−∞
p(t)dt =

∫ a+ε

a−ε

1
2ε

dt = 1.

Assim, no limite ε → 0, esta função satisfaz as expressões
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lim
ε→0

pε(t) = 0, se t 6= a e lim
ε→0

I(ε) = 1

Deste resultado, introduzimos a chamada `função'1 delta de Dirac [1902
� Paul Adrian Maurice Dirac � 1984], denotada por δ(t), como sendo uma
`função' tal que

δ(t− a) = 0, t 6= a, e
∫ ∞

−∞
δ(t− a)dt = 1.

De�nimos a transformada de Laplace de δ(t) como o limite da transformada
de Laplace da função impulso, isto é,

L[δ(t− a)] = lim
ε→0

L[pε(t)] = lim
ε→0

e−as senh sε

sε
= e−as.

No caso particular em que a = 0 obtemos L[δ(t)] = 1 igualdade que motiva
a normalização imposta anteriormente.

A função delta de Dirac goza da importante propriedade
∫ ∞

−∞
f(x) δ(x− a) dx = f(a)

denominada propriedade de �ltragem.

A.2 `Função' de Heaviside
De�nimos a função de Heaviside (função degrau unitário) como2

Θ(x) ≡ u0(x− a) =
{

1 x > a
0 x < 0

Esta função3 está relacionada com a função delta de Dirac através de

δ(x− a) =
d

dx
Θ(x− a).

1Escrevemos a palavra função entre aspas visto que esta não é uma função no sentido
que conhecemos e sim uma distribuição o que foge ao escopo destas notas [5].

2Alguns autores de�nem a função de Heaviside de modo que, para x = a tenhamos
Θ(x−a) = 1/2 enquanto outros admitem o sinal de igualdade tanto para zero (desligado)
quanto para um (ligado).

3Aqui, também, o termo função deve ser entendido como sendo uma função generali-
zada, isto é, uma distribuição tema este que foge do escopo do presente trabalho [5].



Apêndice B

Funções Gama e de Bessel

Neste apêndice vamos introduzir duas funções que emergiram naturalmente
no texto, em particular no Capítulo 2, onde discutimos as transformadas
de Hankel. A função gama, no sentido de uma generalização do fatorial e a
função de Bessel, associada a problemas envolvendo uma simetria cilíndrica.

B.1 Função Gama
Vamos introduzir o conceito de função gama, denotada por Γ(x) que, em
geral, pode ser vista como uma função complexa de variável complexa
porém, aqui, vamos de�ni-la somente como uma função de argumento real.

Vamos adotar a de�nição conforme proposta por Euler, isto é, através
de uma integral imprópria, a também chamada função de Euler de segunda
espécie.

De�nição

Seja x ∈ R. De�nimos a função gama de x (argumento x) através da integral
imprópria

Γ(x) =
∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

com x diferente de um inteiro negativo ou nulo.
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Propriedade
A partir da de�nição podemos escrever

Γ(x + 1) =
∫ ∞

0

e−ttx dt

que, com uma integração por partes, fornece

Γ(x + 1) = xΓ(x).

No caso particular em que x = n ∈ N∗ e utilizando integração por partes,
temos

Γ(n + 1) = n!

o que nos permite assegurar que a função gama é uma possível generalização
do conceito de fatorial.

Figura B.1: Grá�co da Função Gama.

Valores Especiais
Casos particulares, isto é, valores especiais do argumento x são, por exemplo,

Γ(1) = 0! = 1 e Γ(1/2) =
√

π.
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B.2 Funções de Bessel
Nesta seção introduzimos o conceito de função de Bessel, através de sua
representação em série de potências e apresentamos algumas de suas pro-
priedades.

As funções de Bessel e as funções de Bessel modi�cadas (funções de
Bessel com argumento imaginário puro) são soluções regulares na origem
das equações de Bessel e Bessel modi�cada, respectivamente. Tais funções
são importantes em problemas envolvendo uma simetria cilíndrica.

De�nição
Seja x ∈ R e µ ∈ C. De�nimos a função de Bessel de primeira espécie e de
ordem µ ou somente, função de Bessel de ordem µ, denotada por, Jµ(x), a
partir da série de Frobenius

Jµ(x) =
∞∑

k=0

(−1)k (x/2)µ+2k

k!Γ(k + µ + 1)
.

Em analogia às funções de Bessel podemos introduzir as funções de Bessel
modi�cadas de primeira espécie e de ordem µ, denotadas por Iµ(x), a partir
da relação

Iµ(x) = e−iπµ/2Jµ(ix).

Para nossos propósitos, apenas mencionamos as seguintes propriedades
envolvendo as funções de Bessel:

Relações de Recorrência

Cµ−1(x) + Cµ+1(x) =
2µ

x
Cµ(x)

Cµ−1(x)− Cµ+1(x) = 2C ′µ(x)

onde, nestas duas relações, Cµ(x) denota Jµ(x) ou Iµ(x).

Simetria

J−n(x) = (−1)nJn(x) e I−n(x) = In(x)

com n ∈ N.



94 Funções Gama e de Bessel

Casos Particulares

J1/2(x) =
(

2
πx

)1/2

senx, J−1/2(x) =
(

2
πx

)1/2

cosx,

I1/2(x) =
(

2
πx

)1/2

senhx, I−1/2(x) =
(

2
πx

)1/2

cosh x.

Integral de Bessel

Jn(x) =
1
2π

∫ 2π

0

e−inθeix sen θdθ =
1
π

∫ π

0

cos(nθ − x sen θ)dθ

com n ∈ N.

O Par de Transformadas de Laplace de J0(x)

L[J0(bx)] ≡
∫ ∞

0

e−axJ0(bx)dx =
1√

a2 + b2
⇔ L−1

[
1√

a2 + b2

]
= J0(bx)

com Re(a) > 0.

Figura B.2: Funções de Bessel de Primeira Espécie J0(x), J1(x) e J2(x).



Bibliogra�a

[1] G. L. Agrawal and W. G. Gottenberg, Response of a Semi-In�nite
Elastic Solid to an Arbitrary Torque Along the Axis, PAGEOPH., 91,
34-39, (1971).
Calcula-se a resposta de um certo meio a um torque arbitrariamente
distribuído ao longo de um eixo de simetria. Um particular caso é dis-
cutido numericamente.

[2] R. Aleixo de Carvalho and E. Capelas de Oliveira, Green's Function for
the Lossy Wave Equation, Aceito para a publicação: Brazilian Journal
of Physics, (2008).
Neste trabalho é discutida a chamada fórmula de Basset, associada
a uma integral envolvendo a função de Bessel, bem como efetuado o
cálculo da função de Green, associada a uma equação de onda, através
da metodologia da justaposição de transformadas integrais.

[3] W. P. Angerer, Some Applications of the Mellin Transform to Branch-
ing Process, arXiv:[math.PR], 0706.2638v1, (2007).
É um artigo onde os autores introduzem a transformada de Mellin no
estudo de distribuições limitantes e mostram como derivar a clássica
transformada de Mellin de uma certa distribuição de probabilidade
estável a partir da sua transformada de Fourier.

[4] G. B. Arfken and H. J. Weber, Mathematical Methods for Physicists,
Fourth Edition, Academic Press, San Diego, (1995).
Este livro apresenta vários métodos matemáticos para a resolução de
equações diferenciais ordinárias e parciais, estam-se várias funções es-
peciais bem como as transformadas de Laplace e Fourier.

95



96 Bibliogra�a

[5] E. Butkov, Física Matemática, Guanabara Dois, Rio de Janeiro, (1968).
A partir de problemas advindos da Física, o autor apresenta um estudo
sistemático das funções de Bessel e Legendre, explorando as simetrias
cilíndrica e esférica, respectivamente. As transformadas de Fourier, em
particular, aquelas em seno e co-seno, têm uma série de aplicações
apresentadas e discutidas

[6] E. Capelas de Oliveira, Funções Especiais com Aplicações, Livraria da
Física, São Paulo, (2005).
Apresentamos um estudo sistemático das funções hipergeométricas e
hipergeométricas con�uentes e de seus casos particulares, dentre eles
as funções de Bessel e os polinômios de Legendre.

[7] E. Capelas de Oliveira e M. Tygel, Métodos Matemáticos para Engen-
haria, Textos Universitários, Sociedade Brasileira de Matemática, Rio
de Janeiro, (2005).
Apresentamos um estudo sistemático de resolver equações diferenci-
ais parciais, em particular, nas aplicações discutimos vários exemplos
onde a metodologia das transformadas integrais desempenha um papel
importante.

[8] E. Capelas de Oliveira e W. A. Rodrigues Jr., Funções Analíticas com
Aplicações, Livraria da Física, São Paulo, (2006).
Apresentamos um estudo sistemático envolvendo as funções analítica,
destacando o teorema dos resíduos no cálculo de integrais reais via
funções analíticas, bem como a inversão das transformadas de Laplace
e Fourier.

[9] E. Capelas de Oliveira e J. Emílio Maiorino, Introdução aos Métodos
de Matemática Aplicada, Editora da Unicamp, Campinas, (2003).
Estudam-se as equações diferenciais ordinárias através do método de
Frobenius, e as equações diferenciais parciais através do método de sep-
aração de variáveis bem como das transformadas de Laplace e Fourier.
As funções hipergeométricas e seus particulares casos são discutidos.

[10] R. E. Collins, Mathematical Methods for Physicists and Engineers, Sec-
ond Correction Edition, Dover Publications, Inc., Mineola, (1999).
O autor apresenta vários métodos matemáticos para resolver proble-
mas simples advindos da Física e da Engenharia. Problemas simples
envolvendo o cálculo das transformadas de Laplace direta e inversa são
discutidos.



Bibliogra�a 97

[11] L. Debnath and D. Bhatta, Integral Transform and Their Applications,
Second Edition, Chapman & Hall/CRC, Boca Raton, (2007).
Este recente livro apresenta a metodologia das transformadas integrais,
não apenas aquelas que aqui apresentamos, senão várias outras. Todos
os capítulos apresentam problemas resolvidos e propostos.

[12] D. G. Du�y, Transform Methods for Solving Partial Di�erential Equa-
tions, CRC Press, Boca Raton, (1991).
A metodolodia das transformadas integrais, em particular, Laplace,
Fourier, Mellin e Hankel, é utilizada para discutir equações diferenciais
parciais. São vários os problemas discutidos e resolvidos, além de vários
outros deixados para o leitor.

[13] EARTH661, Analytical Solutions in Hydrogeology, University of Wa-
terloo, Departament of Earth Sciences, (2008).
Uma recente escola onde são estudadas soluções analíticas de equações
diferenciais parciais, ordinárias e parciais, através da metodologia das
transformadas integrais, associadas aos problemas advindos da hidro-
geologia.

[14] P. R. Garabedian, Partial Di�erential Equation, AMS Chelsea Pub-
lishing, Rhode Island, (1998).
Esta é uma reedição do clássico livro da década de sessenta onde en-
contramos um tratamento rigoroso das equações diferenciais parciais,
bem como das equações integrais. O estudo das equações diferenciais
no domínio dos complexos conclui este belo livro.

[15] I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, Integral, Series and Products, Aca-
demic Press, New York, (1980).
Apesar de antiga, esta tabela tem muita popularidade visto ser de fácil
acesso.

[16] F. N. Kong, Hankel Transform Filters for Dipole Antenna Radiation
in a Conductive Medium, Geophys. Prospect., 55, 83-89, (2007).
É discutida a transformada de Hankel associada a uma particular apli-
cação, i.e., estuda-se a radiação de uma antena de dipolo em um meio
condutor, como a radiação de antena em aplicações eletromagnéticas
no fundo mar.

[17] ? H. Margenau and G. M. Murphy, The Mathematics of Physics and
Chemistry, Second Edition, D. Van Nostrand Company, Inc., New Jer-
sey, (1956).



98 Bibliogra�a

Apesar de antigo, é um excelente livro para o estudo de equações difer-
enciais, sejam elas ordinárias ou parciais. Um particular capítulo é ded-
icado ao estudo das coordenadas curvilíneas, com ênfase nos chamados
sistemas de Stäckel, isto é, nos sistemas de coordenadas onde a equação
de Helmholtz tridimensional é completamente separável.

[18] J. Menkes, The Propagation of Sound in the Ionosphere, J. Sound Vib.,
20, 311-319, (1972).
O autor apresenta um estudo envolvendo a propagação do som na Ionos-
fera, utilizando a metodologia da transformada de Fourier. O cálculo
da respectiva inversa faz uso do teorema dos resíduos cujo integrando
apresenta dois pontos de rami�cação.

[19] D. W. Moore, R. C. Kloosterziel and W. S. Kessler, Evolution of Mixed
Rossby Gravity Waves, J. Geophys. Res., 103, 5331-5346, (1998).
Discute-se o cálculo da função de Green bidimensional visando o estudo
da evolução de um certo tipo de ondas gravitacionais. Vários exemplos
analíticos são apresentados.

[20] A. P. Prudnikov, Y. A. Brychkov and O. I. Marichev, Direct Laplace
Transform, em Integral and Series, vol.4, Gordon and Breach Science
Publishers, New York, (1992).
Os autores, nesta tabela, apresentam uma série bastante grande de
cálculo envolvendo a transformada de Laplace. Algumas aplicações,
envolvendo as equações integrais, também são discutidas.

[21] ? E. Romão Martins e E. Capelas de Oliveira, Equações Diferenciais,
Método de Separação de Variáveis e os Sistemas de Stäckel, Coleção
Imecc, Textos Didáticos, Volume 4, Campinas, (2006).
O livro apresenta um estudo dos chamados sistemas de Stäckel. São
apresentados os onze sistemas de coordenadas em que a equação
de Helmholtz tridimensional é completamente separável. A chamada
R−separabilidade é apresentada unicamente no sentido de que existem
outras maneiras de se abordar a separabilidade. Para todos os onze sis-
temas são apresentadas as respectivas equações diferenciais ordinárias
advindas da separabilidade, bem como as suas respectivas soluções.

[22] G. Schroeter, The Application of the Hankel Transformation to Spher-
ically Symmetric Coverage Problems, J. Appl. Prob., 17, 1121-1126,
(1980).
Apesar de fugir de nosso escopo, este trabalho apresenta uma aplicação
da transformada de Hankel no estudo de probabilidades.



Bibliogra�a 99

[23] A. Sezginer and W. C. Chew, Closed form Expression of the Green's
Function for the Time-Domain Wave Equation for a Lossy Two-
dimensional Medium, IEEE Trans. Antennas Propagat., 32, 527-528,
(1984).
Utilizando a metodologia da justaposição das transformadas de Laplace
e Hankel, é discutido o problema do cálculo da função de Green para
uma equação diferencial parcial que apresenta duas variáveis indepen-
dentes.

[24] I. N. Sneddon, Fourier Transform, Dover Publications, Inc., New York,
(1995).
É uma reedição do clássico livro onde é apresentada a transformada de
Fourier bem como, a partir dela, são introduzidas as transformadas de
Laplace, Mellin e Hankel, dentre outras.

[25] V. K. Tuan and M. Saigo, Convolution of Hankel Transform and its
Application to an Integral Involving Bessel Functions of First Kind,
Int. J. Math. Math. Sci., 18, 545-549, (1995).
Utiliza-se o produto de convolução associado às transformadas de Han-
kel de modo a calcular outras integrais envolvendo a função de Bessel
de primeira espécie.

[26] G. N. Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Second
Edition, Cambridge University Press, Cambridge, (1966).
Apesar de antigo, este livro é um clássico da literatura sobre funções de
Bessel. Os vários tipos de funções de Bessel são apresentadas e discu-
tidas, em geral, na forma de teoremas e lemas. Além de várias tabelas
encontramos uma vasta bibliogra�a onde, nas aplicações, os diversos
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cobrem, quase que absolutamente, todos os tópicos da análise e vão
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[29] ? D. Zwillinger, Handbook of Di�erential Equations, Second Edition,
Academic Press, Inc., London, (1992).
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