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Prefacio

Estas sdo as notas de um curso oferecido durante o Congresso Nacional
de Matemaética Aplicada e Computacional, Belém do Para, de 8 a 11 de
setembro de 2008.

Vou comegar com uma afirmacao polémica. Matematica Computacional
nio é (nem pode ser) utilizar métodos computacionais para resolver um
modelo matematico.

Meu argumento é que esse procedimento pode satisfazer engenheiros ou
fisicos, mas nunca satisfaz a curiosidade de um matemético. Nao produz
teoremas. Passa ao largo de problemas matematicos interessantes.

Sao objetos susceptiveis de estudo matemético nao apenas o modelo,
mas ainda os algoritmos, a classe de todos os algoritmos resolvendo o mesmo
problema, e ainda classes de modelos semelhantes (dependendo por exemplo
de um ou mais parametros).

Isso difere do ponto de vista do engenheiro, para quem um algoritmo é
uma regra de bolo. Funciona ou ndo funciona, se nao funcionar, troca-se. Ja
para um matematico, algoritmos tém que ser provados corretos. Afirmacoes
sobre a velocidade do algoritmo, ou a complexidade de um problema, exigem
provas.

Quando o algoritmo nao funciona na pratica, ou quando funciona melhor
do que o previsto, isso precisa ser explicado. Essa explicagao vem geralmente
em forma de teoremas.

Provar teoremas sobre algoritmos (e algoritmos numéricos em partic-
ular) exige um ferramental matematico de ponta. Em alguns casos, esse
ferramental precisa ainda ser construido. Problemas de complexidade como
P # NP se transformaram em desafios para a comunidade mateméatica em
geral.

Matematicos gostam de problemas dificeis. Quanto mais conexdes com
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areas de pesquisa atuais, maior a garantia de que os resultados atuais serao
nao-triviais.

Nas duas primeiras aulas, ilustraremos algumas conexoes entre a analise
de algoritmos numéricos e topicos como geometria diferencial ou algébrica.

Nas duas aulas seguintes, mostraremos como mateméatica de boa quali-
dade tem o poder de voltar, influenciando a nossa vida cotidiana. Para isso,
vou mostrar quais sao os fundamentos mateméaticos da procura na Internet
e da compressao de imagens e de som.

O tnico pré-requisito para este curso é ter conhecimentos basicos de
Algebra Linear, no nivel de um curso de graduacdo. Alguns dos principais
conceitos e teoremas de Algebra Linear necessarios para a comprensio do
texto estdo resumidos no Apéndice.

Os exemplos numeéricos estao escritos em linguagem de programagao C,
ou na linguagem do aplicativo Octave. Este aplicativo é software livre, logo
todos os exemplos podem ser executados em um computador com GNU-
Linux bem configurado. Quem dispuser da versdo em PDF destas notas
pode utilizar o0 mouse para copiar e executar os exemplos numéricos.

Parte do material foi extraido do texto de Algebra Linear do autor,
em preparagao (mas disponivel eletronicamente), em www.labma.ufrj.br/
“gregorio.

Agradeco a um revisor anénimo e a Beatriz Malajovich por ajudarem a
depurar este texto.

A pesquisa do autor é apoiada pelo CNPq (Conselho Nacional de De-
senvolvimento Cientifico e Tecnologico) e pela FAPERJ (Fundacao Carlos
Chagas Filho de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro).



Aula 1

Condicionamento, e a
Variedade Discriminante

1.1 O que nao se ensina no curso de Algebra
Linear

Nos cursos de Algebra Linear, ensinamos a resolver sistemas de equacoes
afing, ou seja, sistemas da forma

Ax=b, (1.1.1)

onde A é uma matriz n X n, e b e x sdo vetores em R". Essa equacdo tem
solugdo x unica se e somente se det(A) # 0.

Nos bons cursos de Algebra Linear, ensina-se a resolver o sistema (1.1.1)
por eliminacao Gaussiana ou por fatoracao PLU. Isso s6 vale para sistemas
com matriz inversivel (e as outras situagbes sdo tratadas caso a caso).

Por exemplo, o sistema

00 1 by
01 0| x=|bo
01 1 b

admite uma reta de solucoes se e somente se bg = by + bs.

Gregorio Malajovich, Geometria de Algoritmos Numéricos. Notas em Matematica
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Teoricamente, o sistema,

e 0 1 bl
0 1 €| x=|bo (1.1.2)
0 1 1 bs

tem sempre solugdo para € # 0.
Vamos escolher b = [1,0,1]7 e resolver este tltimo sistema por elimi-
nacao: subtraindo a segunda linha da terceira, obtemos:

0 1 1
1 € x= |0
0 1—c¢ 1

oo™

Ou seja, 3 = 1/(1 —€), 23 = —exg e x1 = (1 —x3)/e = 1/(1 —€). No
limite,
lim x; = 1.

e—0

Esses sao resultados exatos e tedricos, obtidos simbolicamente. Ao re-
fazer o mesmo exemplo numericamente, fica evidente que a teoria nao de-
screve de maneira adequada a realidade de um computador digital.

Vamos utilizar diversos valores de e:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

void resolve(float epsilon)

{
float x[4] ;

x[3] 1.0 /(1.0-epsilon) ;
x[2] -epsilon * x[3] ;
x[1] = (1.0 - x[3]) / epsilon ;

printf("x = [% 15.12e % 15.12e % 15.12e]\n", x[1],x[2],x[3]) ;
}

Podemos agora olhar para os resultados:

main ()

{
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resolve(pow(2.0, -21)) ;
resolve(pow (2.0, -22)) ;
resolve(pow (2.0, -23)) ;
resolve(pow(2.0, -24)) ;
resolve(pow (2.0, -25)) ;
resolve(pow (2.0, -26)) ;
}

gregorio@momentum: ~/cnmac$ ./arredonda

x = [-1.000000000000e+00 -4.768373855768e-07 1.000000476837e+00]
x = [-1.000000000000e+00 -2.384186359450e-07 1.000000238419e+00]
x = [-1.000000000000e+00 -1.192093037616e-07 1.000000119209e+00]
x = [-2.000000000000e+00 -5.960465188082e-08 1.000000119209e+00]
x = [ 0.000000000000e+00 -2.980232238770e-08 1.000000000000e+00]
x = [ 0.000000000000e+00 -1.490116119385e-08 1.000000000000e+00]

Quando ¢ é suficientemente pequeno, o resultado obtido para x1 é zero !
Isso se deve & maneira como os niimeros reais sao representados. Computa-
dores trabalham com grandezas aproximadas, representadas como ntmeros
de ponto flutuante. O formato padrao em uso nos computadores modernos
(figuras 1.1 e 1.2) prevé 23 bits de mantissa.

O modelo de aritmética utilizado hoje em todos os computadores é o
padrdo IEEE754/854 [4, Cap. 2.3]. Este modelo constitui uma definicdo
axiomdtica rigorosa da aritmética digital, embora permita diferentes imple-
mentagoes. As regras ouw axiomas do padrdo permitem provar teoremas sobre
algoritmos numéricos.

Por outro lado, 1 = 0 esta longe da solu¢do do sistema (1.1.2). Para
entender as implicagoes de se utilizar aritmética IEEE, é preciso entender
ndo apenas o efeito do arredondamento no algoritmo, mas ainda o conceito
de condicionamento, que ¢é independente do algoritmo.

1.2 Arredondamento e condicionamento

Um estudo cuidadoso do algoritmo de eliminagdo Gaussiana sob a aritmética
de ponto flutuante [2, Se¢do 2.4.2] mostra que, se o computador produzir
uma “solucao” x para o problema Ax = b, entao x é a solucao exata para
um problema, aproximado,

(A+6A)x=b.
Além disso, prova-se que ||0A|r < 3ne||L||r||U||F, onde A = PLU é a
fatoracdo PLU de A e || - || denota a norma de Frobenius (Ver Apéndice,
secdo A.4).

Subtraindo a equagdo Ax = b, obtemos:
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Figura 1.1: Representagdo de numeros de ponto flutuante em precisdo sim-
ples (padrao IEEE 754). Numeros de ponto flutuante em precisao dupla sao
representados de maneira analoga com 52 bits de mantissa, 11 de expoente
e um de sinal.

Formato Precisao simples Precisao dupla IEEE-854
dupla estendida

Linguagem C float double long double

Bits de mantissa 23 52 64

Bits de expoente 8&+1 11+1 15+1

Menor representavel > 1 | 142723 142752 142764

Menor arredondado a 1: | 1+ 2724 142793 142765

Figura 1.2: Padrao IEEE 754. Dados tirados de /usr/include/ieee754.h
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Ax+Adx=0.

Ou seja,
ox = A" §Ax

e o erro relativo da solucao aproximada pode ser estimado por:

o] B Il
_ 70 <A Al p—m—— .
Isso implica:
™ . 16Als x|
——— < | AT ||2|| Al F R | el L
T oxf) = 147 el Al o R o

Seja ka = || Al|2]|[A7!||F. Nesse caso, obtemos:

[[ox]| [6A] F
< Ka .
[[x + ox|| 1Al

Em outras palavras: O processo numérico utilizado para computar X
produziu a solugcao exata de um problema aproximado. O erro relativo na
solugao x pode ser estimado pelo produto do erro relativo no problema, vezes
0 NUMETo K 4.

O ndmero k4 nao depende do algoritmo utilizado para resolver o sis-
tema de equagoes. Ele é um invariante que depende apenas dos coeficientes
do sistema. E chamado de nimero de condicionamento da matriz A, asso-
ciado ao problema de resolver Ax = b.

No exemplo numérico acima, k4 ~ v/2e 1.

1.3 O polinémio pérfido

O polinémio pérfido de grau d (também conhecido como polinémio de Poc-
hammer) é definido por:

palx) =(x—1)(x—=2)---(x—d) .
Por exemplo,

po(z) = 2'%— 552" +13202° — 18150z" + 1577732° — 9020552° +
+ 3416930z — 8409500z> + 127535762> — 10628640z" + 3628800.
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Uma maneira de se encontrar a raizes de polindmios de grau baixo é pro-
duzir a matriz companheira associada a eles. Se f(z) = 2% + f4_12%7 ! +
-+ 4+ fix + fo, entdo a matriz companheira de f é

o 1 0 - 0
Cy = . :
0 1

_fO _fl e _fd72 _fdfl

A matriz companheira foi construida de maneira que f fosse o seu
polinémio caracteristico (a menos do sinal):

det C; — X = (—1)f(N).

Assim, reduzimos o problema de resolver um polindmio de grau d a
outro problema, que é o de achar os autovalores de uma matriz d x d.
Existe excelente software numérico para achar autovalores. Vamos aplicar
essa idéia ao polindmio pérfido.

p=poly(1:10)
C=[ [zeros(9,1),eye(9)]; -p(11:-1:2)]
x=eig(C)

[ErY
o

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

H N WP ooy N 0O

A solucao parece correta. Mas conhecemos a solucao exata, e podemos
conferir:

x - [10:-1:1]"
ans =
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4.3965e-11
-2.1128e-10
4.4744e-10
-5.4329e-10
4.0626e-10
-1.8595e-10
4.9097e-11
-6.6769e-12
4.0634e-13
-1.5654e-14

Mais uma vez, a solucdo parece correta. O fato do Octave usar aritmética
de dupla precisdo deveria no entanto levantar suspeitas. O erro relativo de
cada operacdo aritmética em precisio dupla é de no maximo 27°3 ~ 10716,
Nao esta claro se o resultado é acurado. O mesmo acontece se utilizamos o
comando roots.

Vamos agora repetir o experimento, com grau 20.

p=poly(1:20) 13.0553
C=[ [zeros(19,1),eye(19)]; -p(21:-1:2)] 11.9753
x=eig(C) 11.0092
9.9975

X = 9.0005
7.9999

19.9994 7.0000
19.0056 6.0000
17.9769 5.0000
17.0524 4.0000
15.9092 3.0000
15.1021 2.0000
13.9168 1.0000

O seguinte experimento mostra que a dificuldade em se resolver polindémios
pérfidos nao é bug do software ou deficiéncia do algoritmo:

p=poly(1:10)

p(11)=p(11)*1.0001

C=[ [zeros(9,1),eye(9)]; -p(11:-1:2)]
x=eig(C)

X =

9.9990
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.0089
.9624
.0807
.8673
.1327
.9193
.0376
.9911
.0010

o= W woo NN O

Uma perturbacdo de 0.01% em um dos coeficientes provocou uma pertur-
bacdo de 2% nos valores das raizes.

Para explicar o ocorrido, introduzimos o ntimero de condicionamento
de Wilkinson para polinémios: se ¢ é um zero isolado de f, define-se o
condicionamento por

Al
GIR

Se z for uma soluc¢ao exata do polinémio f + d f, entdo podemos definir
implicitamente:

k£(C)

(f+t0f)(2(t) =0

com z(1) = z. Derivando em relagao a t,

Of)(=(8) + (f +0f)'(2(t) =0

e logo
1
1 Z((;))2
2@ < m”‘ﬁ”
Z(t)dcgf

Podemos concluir (com um pouco mais de trabalho) que o erro ||0z| é
no maximo da ordem de

)
nf(o'“f””\/deg max(L, ¢])%# .
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1.4 Teoria geral

Numeros de condicionamento foram estudados e definidos para os mais di-
versos problemas, como por exemplo problemas de autovalores, solugao de
sistemas de polinémios, minimos quadrados, etc... (Ver [1,2]).

A teoria geral de nimeros de condicionamento utiliza conceitos de ge-
ometria diferencial. Vamos introduzir abaixo alguns conceitos fundamentais
de Cadlculo em Variedades, essenciais para o bom entendimento do que segue.

Em primeiro lugar, uma funcdo diferencidvel é uma funcao derivavel,
com derivada continua. Se for uma fungio vetorial, exigimos que todas as
derivadas parciais em relacdo a todas as varidveis sejam diferenciaveis, e
representamos a derivada pela matriz das derivadas parciais.

Definigao 1.1. Seja
F: R —- R™
x — F(x)

uma fungao diferenciavel, com n > m. Um ponto critico de F é um x € R"
tal que DFy tenha posto < m, ou seja, que as colunas de DFyx nao sejam
independentes, ou ainda que a aplicacao linear DFy nao seja sobrejetora.
Um ponto reqular é um x € R™ que nao é critico. Definimos ainda um
valor critico de F' como um y € R™ que seja imagem por F' de um ponto
critico. Um y € R™ é dito valor regular se ele nao é imagem de nenhum
ponto critico.

Definigao 1.2. Uma subvariedade diferenciavel d-dimensional M implicita
em R" é um conjunto da forma F~1(0), onde

F: R — R7™
x — F(x)

é uma funcao diferenciavel, e 0 é valor regular de F.

Neste texto, uma variedade é sempre uma subvariedade diferenciavel d-
dimensional implicita de algum espaco linear. Por exemplo, o conjunto das
matrizes n x n de determinante zero é uma variedade.

Se M = F~!(0) ¢ uma variedade (no nosso sentido) e x um ponto de
M, definimos o espaco tangente a M em z como

T«M =ker DF .

Existe uma parametrizacdo de TxM em uma vizinhanca de x € M.
Dessa maneira, podemos (localmente) introduzir sistemas de coordenadas
em M. Se F: R" — R™, entdo Ty M tem dimensido n — m e dizemos que
M tem dimensao m — n.



18

Se M e N sao variedades e ® : M — N, entao definimos D®y : Ty —
Ty (x) como a melhor aproximagcao linear de ® (se existir). Dessa maneira,
podemos fazer calculo em variedades.

Uma definicao diferente de variedade é utilizada em geometria algébrica.
Um fechado de Zariski é o conjunto dos zeros de uma colecao de polinémios
(reais, complexos, etc...). Uma variedade algébrica é um fechado de Zariski,
que nao se escreve como uniao trivial de fechados de Zariski. A variedade
das matrizes A tais que det A = 0, por exemplo, é uma variedade algébrica.

Um problema numérico é definido por um espago (ou variedade !) F de
entrada (por exemplo, as matrizes n X n) e um espago X de solugoes (exem-
plo: autovalor A € C). Existe uma regra associando solugoes as entradas.
Essa regra ndo é nem pode ser uma fun¢do univoca, pois certos problemas
(por exemplo, o problema de autovalores) admitem varias solugdes.

No exemplo, um niimero complexo A é autovalor de A se e somente
se det(A — AI) = 0. Definimos portanto a seguinte variedade de F x C,
chamada de variedade de incidéncia (Figura 1.3):

V ={(A,\) € F x C:det(A— \) = 0} (1.4.3)

(A prova de que V é variedade é um exercicio). m : V — Fem:V — C
denotam as projegoes candnicas.
Dado (M,\) € V C F x X, podem acontecer duas situacoes:

e (A, )) é ponto critico da proje¢do m : V — F. Nesse caso, a entrada
A é chamada de mal-posta, ou degenerada. Por definicdo, o ntimero
de condicionamento p(A, ) em (A, A) é infinito.

e (A, )\) é ponto regular da projecio V — F. Nesse caso (Teorema da
Funcdo Implicita !) podemos estender A como fungao (mp o ) ')de A,
localmente, em uma certa vizinhanca de A. O ntimero de condiciona-
mento (A, \) em (A, \) é a norma da derivada da funcdo implicita
(mpomyt) em A.

Em geral, o numero de condicionamento é proporcional ¢ norma da
derivada da solugdo em fungdo da entrada, podendo ser infinito. Se for
grande, a entrada é dita “mal condicionada”. Se for infinita, ela é degenerada
ou “mal posta”. Se pudéssemos impunemente brincar com a precisao de
nossos computadores, o nimero de bits necessdrio para resolver um problema
com uma certa entrada seria proporcional ao logaritmo do condicionamento
desta.
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Figura 1.3: Formulagao geral.
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1.5 Os problemas mal postos

Os nimeros de condicionamento medem a dificuldade de resolver um prob-
lema para determinada entrada. A esse titulo, constituem a nog¢édo central
em andlise numérica, e numeros de condicionamento altos sao a principal
obstrugao para algoritmos numéricos.

Identificada a obstrucao, cumpre entendé-la, para depois tomar as dev-
idas providéncias (contornar? remover? explodir? conformar-se?).

Na maioria dos problemas numéricos estudados em dimensao finita, o
conjunto das entradas mal-postas tem estrutura de variedade algébrica.
Essa variedade nao é, em geral, diferenciavel. Por exemplo, no caso do
problema de resolver sistemas lineares, as entradas mal-postas sao precisa-
mente:

{A:det A=0} .

No caso de polindmios em uma varidvel, a classe das entradas mal postas
é a variedade dos polinémios com uma raiz miltipla. Em funcao dos coefi-
cientes, isso equivale a escrever:

[fo fi |
fi ; '
: fo (d—=1)fa1
det ) : foodfa T oo |70
fa : R :
R - (d=1)fa
L fa dfa |

A variedade das entradas mal postas é um objeto extremamente compli-
cado, mas tem sempre codimensdo > 1 (i.e. dimensdo N — 1 em um espago
de dimensao N).

Podemos deduzir que

e A probabilidade de uma entrada aleatoria ser mal posta é zero.

e A variedade das entradas mal postas ndo desconecta a variedade de
todas as entradas... desde que se trate de variedades complexas.

e Superficie e area de vizinhanga tubular podem ser estimadas.
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1.6 A decomposicao em valores singulares

Precisamos agora de alguns teoremas de Algebra Linear. O principal deles
é o teorema da decomposicao em valores singulares, e vamos deduzi-lo do
Teorema Espectral.

Teorema 1.3 (T. Espectral para matrizes simétricas). Seja S uma matriz
simétrica real n X n. Entao todos os autovalores de S sao reais, e S admite
uma base ortonormal de autovetores.

A prova foi deixada para os exercicios. Admitindo esse resultado, pode-
mos passar ao Teorema seguinte.

Seja A : R™ — R™ uma aplicagdo linear. Os espacos R™ e R™ sao
munidos do produto interno canonico.

Vamos mostrar que existe uma base ortonormal (vi,...,v,) de R", e
uma base ortonormal (ui,...,u,) de R™, tais que a matriz associada A
relativa a essas duas bases é diagonal.

Uma matriz ¥ de tamanho m x n é diagonal positiva se e somente se
para todo %, X;; > 0, e para 1 # j, X;; = 0.

Teorema 1.4. Seja A uma matriz real de tamanho m X n. Entdo existem
U € O(m), VeO(n) eX diagonal positiva de tamanho m X n, tais que

A=UxvVT .

Demonstragio: Para fixar as idéias, vamos assumir que m > n. (No caso
m < n, basta substituir A por AT).
A matriz AT A é real e simétrica. Pelo Teorema Espectral, ela admite

uma base ortonormal (vi,...,v,) de autovetores. Denotamos por \; os
autovalores de AT A. Para todo i =1,...,n, definimos

o; = [[Av|
e assumimos que a base v; esta ordenada de maneira que oy > g9 > -+ >

on. Seja r o posto de A, entdo o1,...,0, # 0 e para todo ¢ € {1,2,... ,r}_,
podemos definir
u; = J;lAVZ‘ .

Por construgao, [|u;]| = 1. (Note que isso implica que 02 = );). Como
para todo i # j, v;(ATA)v; = \;vI'v; = 0, teremos que (u;,u;) = 0 e os
u; formam um conjunto ortonormal.

Existe uma base (uy,..., 0, Wyy1,...,Ww,,) de R™. Aplicando Gram-
Schmidt a essa base, obtemos um base ortonormal (uy,...,u,,). Como
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todo vetor ortogonal & imagem de A pertence ao ntcleo de A7,

[0+ O 0 -+ O
0 oo 0 -~ 0
0 0 03
_ : T
A=U 0 0 - |4
0 0 0
L0 0 0

Os 0;’s s@o chamados de valores singulares de A, e os w;’s e v;’s de
vetores singulares.

Uma interpretacao geométrica é a seguinte. Assuma que A é de tamanho
m X n, com m > n e posto n). Seja

E={Ax:||x]| <1} .

O conjunto & é o elipsdide de centro zero, e semieixos o;u;.

1.7 Os problemas mal condicionados
Lembremos que o nimero de condicionamento de uma matriz A é dado por
ka = Al A7
Seja ¥ = {A :det A = 0} a variedade das entradas mal postas.

Teorema 1.5 (Eckart-Young).

1
KA = = o
AT A A A

onde d(X, A) = min s s5a)es [[0A[|p.

Prova: Vamos utilizar a decomposicao em valores singulares de A. Pelo
Teorema 1.4, toda matriz A se escreve como:

A=UXV
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onde U e V sao matrizes ortogonais, e 3 é uma matriz diagonal real nao-
negativa. Seja
o1
02

On

com oy > 09 > ---0, > 0. Entdo, podemos escrever explicitamente:

|Ap = /> o?
KA = Zof/an .

A menor perturbagdo que torna A singular é:

0
Sa=U vT
o

que tem norma o,. Logo, d(4,%)/||A|lr = on/||AllFr = 1/k4, q.ed.

Resultados anélogos foram descobertos para problemas como o problema
de autovalores, problema de minimos quadrados, solug¢ao de polinémios, de
sistemas de polinomios.

Esses resultados sugerem o seguinte paradigma: O niumero de condi-
cionamento pode ser interpretado como o inverso da distdncia a variedade
das entradas mal postas.

Como todo paradigma, deve ser tomado com um certo cuidado. No caso
de polinoémios e sistemas de polinémios, a igualdade é um pouco mais sutil:
o namero de condicionamento u(f, () é a inversa da distancia medida dentro
da “fibra” das entradas f com solugao em ¢ ([1, Cap.12]).

No caso do problema de autovalores nao-simétrico, a distancia é menor
ou igual a 1/v/¢2 —1 =~ 1/¢, onde ¢ é o numero de condicionamento (|2,
Teorema 4.6]).

No entanto, o paradigma acima permite atacar a perguntas como a
seguinte: qual € a probabilidade de uma matriz ter numero de condi¢do
menor do que um certo e+ ? Para isso precisamos definir uma medida de
probabilidade sobre as matrizes. Por exemplo, se as coordenadas sao var-
iaveis aleatorias Gaussianas, identicamente e independentemente distribui-
das, Alan Edelman mostrou [3, Cor. 7.1] que

. _ _ _ 2.2
lim Prob[k < e '] = e 2me 2 e |
n—oo
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Pelo Teorema de Eckart-Young, estamos calculando o volume (proba-
bilidade total) de uma vizinhanga tubular de raio € da variedade algébrica
det A = 0.

1.8 Exercicios

Ezercicio 1.1. Explique os resultados obtidos pelo programa da péagina 10

Ezercicio 1.2. Mostre que se S é uma matriz real simétrica, entdao seus
autovalores e autovetores sao reais.

Exercicio 1.3. Mostre que se u é autovalor de S, e se v | u, entdo Sv L u.
Ezercicio 1.4. Prove o Teorema Espectral.

Ezercicio 1.5. Mostre que a variedade algébrica {A : det(A4) = 0}, onde A
¢ uma matriz n X n e n > 2, nao é uma variedade diferencidvel implicita.

Exercicio 1.6. Mostre que toda matriz complexa quadrada A se escreve
como A = QRQ*, onde R é triangular superior e QQ* = I.

Ezercicio 1.7. Mostre que o conjunto V da equacéo (1.4.3) é uma variedade.

Ezercicio 1.8. Ache uma expressao para o numero de condicionamento do
problema de autovalores.
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Aula 2

A iteracao de Graffe,
Dandelin ou Lobachevskii

Na década de 1830, a Academia de Ciéncias de Berlim ofereceu um prémio
para o melhor método de se achar zeros de polinémios.

O agraciado foi Karl Heinrich Griffe (1799-1873) cujo trabalho (publi-
cado em 1837) propoe elevar as raizes ao quadrado, por meio da iteragdo
f(z) = £f(v/x)f(v/—x). Apds um pequeno niimero k de iteragoes, é pos-
sivel recuperar as raizes 2F-ésimas das raizes de f.

O método ja havia sido esbocado em 1826 por Germinal Pierre Dan-
delin (1794-1847) (Fig.2.1), matematico, engenheiro militar e futuro rev-

Gregorio Malajovich, Geometria de Algoritmos Numéricos. Notas em Matematica
Aplicada 37 (XXXI CNMAC), SBMAC, Sio Carlos, 2008.
Copyright © Gregorio Malajovich, 2008.
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Figura 2.1: Germinal Dandelin (1794-1847) e Nicolai Ivanovich Lobachevskii
(1792-1856).
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olucionario Belga. Esse método passou a ser conhecido no ocidente como
método de Dandelin-Griffe.

Foi descoberto independentemente por Nicolai Ivanovich Lobachevskii
(1792-1856) (Fig.2.1), hoje mais conhecido pela invengdo da geometria ndo
Euclidiana. O Tratado de Algebra de Lobachevskii foi entregue ao censor
em 1832, mas s6 foi publicado em 1834. Pesou contra ele o fato de estar
em Kazan, longe dos centros intelectuais da Europa. Nos textos Soviéticos,
falava-se do algoritmo de Lobachevskii.

Cada um deles apresentou contribuicdes importantes para o “método”,
que foi tornado mais rigoroso e eficiente ao longo de dois séculos.

Nesta aula, pretendo apresentar uma visao moderna da iteracdo de
Griéffe-Dandelin-Lobachevskii. Quero mostrar que apesar de quase bicen-
tenario, o algoritmo ilustra varios tipos de conexoes de problemas numéricos
com &reas correntes da matematica.

A principal referéncia para a versdo moderna do algoritmo é o artigo [3],
escrito em parceria com Jorge P. Zubelli. A referéncia historica é [1].

2.1 A iteracao
Seja

d
fla) =" fia! (2.1.1)
7=0

um polinémio de grau d, com coeficientes reais ou complexos. Para simpli-
ficar as contas, vamos assumir que fq =1 (f é monico).

Do Teorema Fundamental da Algebra, sabemos que f admite d raizes
complexas, contadas com multiplicidade. Sejam (i,...,(; essas raizes, e
assumimos que estao ordenadas de modo que

1G] < |G| < -+ < |Gl -
O polindmio f(x) também se escreve
fx) = (z =)z —C) - (= Ca) - (2.1.2)

Igualando (2.1.1) a (2.1.2), deduzimos que os coeficientes do polinémio
f sdo (a menos de um sinal) as fung¢Ges simétricas das raizes:

fi=ED)" g (G0 Ca) (2.1.3)



27

com

oo(Cs---5C) = 1
o1(Cly--5C) = G+G+-+
o2(C1y -+ -5 Ca) GG+ GG+ -+ Ca-1Ca

oa(Ci,---,Ca) = G- Ca

A iteragdo de Griffe leva o polinomio f(x) no polinomio (Gf)(z) =
(-1)4f(y/z)f(vV/—=). Dados os coeficientes de f(z), podemos calcular os
coeficientes de (G f)(z) pelo algoritmo da multiplicagdo ou convolugdo:

min(j,d—j)
(Gf); = S (VT ki
i=—min(j,d—j)
Essa conta pode ser feita de maneira extremamente rapida utilizando a

transformada rapida de Fourier.
Por outro lado,

Gf(z) = (Wo—GQ)W(@)+a)  Vz— )/ (@) + )
= (Vz-)- (V@) +¢)

Vamos agora iterar esse processo. Escrevemos

g(z) = GV f(z) = ((,GoGO'“OG,)(f)) () .

N vezes

Vamos denotar por g; os coeficientes de g(x) = GV f(z). Como

g(@) = (e = Ne -G ) (-3,

teremos:

ga = 1
N N N
a1 = — (¢ +G o+ )
N N N N N N
g2z = G G +G G ++GLG

N oN N
g = (DG G
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Vamos introduzir agora uma hipotese simplificadora: assumimos tem-
porariamente que

|Gl <[Gaf <+ <[Cal - (2.1.4)
Seja R = min C‘Cil- Entao R > 1. Temos agora:
ga = 1
2N
gi-1 = —Cq (1+64-1)
2N ol
ga—2z = Gg_16q (1+da—2)
— N oN N
o= (DTG G G (L)
N N N
o = (VGG G

onde os d; sdo pequenos (quando R é fixo e k é grande): uma estimativa
6bvia é
d
16,/ < 72" (;) :

Até a primeira metade do século XX, era usual representar os g; em papel
logaritmico (com a escala certa) e aproximar log ;|2 pelo coeficiente da
reta contendo (j, —log|g;|) e (j + 1, —loggj+1)- Esse grafico era conhecido
como diagrama de Newton (Fig 2.2).

Sobraram dois problemas:

1. Como lidar com raizes com o mesmo moédulo ? Por exemplo, fi(z) =
22— 22 +17

2. Como recuperar os argumentos ? Se fa(z) = 22 — 1, entdo G fi(z) =
G fa(z) = f2(x), e perdemos informagao !

A solugéo histoérica era iterar f(z + €) e f(z — €), obtendo assim |¢; — €
e |G +e.

2.2 Papel logaritmico, renormalizagao e Ge-
ometria Algébrica Tropical

Vimos que nao é natural assumir que as raizes de um polinémio tém médulo
diferente. De fato, existe uma probabilidade positiva de um polindmio real
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Gnuplot

Figura 2.2: Diagrama de Newton, polinémio complexo aleatério de grau 20,
apo6s 11 iteragoes.
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aleatorio ter raizes complexas conjugadas. Vamos portanto substituir a
hipotese (2.1.4) por uma hipdtese muito mais fraca:

Hipotese: Se duas raizes de f tém mesmo mddulo, é por uma das
sequintes razoes: elas sao iguais, ou f € real e as raizes sao conjugadas.

Nesse caso, dizemos que f é livre de circulos.

Essa é uma hipotese genérica e de probabilidade um. Se f nao for livre
de circulos, sempre podemos aplicar uma transformagao conforme aleatoéria
e obter (com probabilidade 1) um polinémio livre de circulos. De agora em
diante, assumimos que f é livre de circulos.

A cada etapa de iteracdo, representamos os coeficientes da N-ésima it-
erada g(z) = G” f(x) em coordenadas logaritmicas renormalizadas:

2N’r‘i (N)eJTIagN> )

gk = ¢€
Ou ainda:
r = 27V log gyl
OZ(N) = ar,
i = g9k

Isso era feito implicitamente no inicio do século XX, utilizando papel
logaritmico. A mudanca de escala era feita, mas nao escrita.

Se valesse a hipotese (2.1.4), teriamos o seguinte fato: embora a seqiién-
cia dos (GV f(x))nen seja divergente, a seqiiéncia dos (r™))yen converge
para um limite que nos fornece informagao relevante.

Esse ¢ um exemplo de renormalizagao, técnica utilizada em autématos
celulares e sistemas dinamicos. (Renormalizacio em fisica pode ser um

pouco diferente).
(V)

Por outro lado, a dinamica dos argumentos «, ' é tipicamente cadtica,
no limite algN) ~ 2a,(cN71) mod 27. E importante entender que esse fato
(N)

é trivial e absolutamente irrelevante. A informagao guardada nos o« ~ €
perdida, e aqui entender sistemas dinamicos cadticos nao ajuda em nada.

A convergéncia da seqiiéncia (r™))yen depende da hipotese (2.1.4). O
que acontece com polindmios livres de circulos é mais complicado. Esse
fenomeno foi descrito por Ostrowskii [4, 5], mas o fato de renormalizarmos
os (V) permite um entendimento melhor:

Seja #(N) a maior fungio convexa em [0,d] tal que #(N) (k) < T](CN),
k=0,...,d.

Se f é livre de circulos, entdo #(V) é convergente (Figura 2.3). A veloci-
dade de convergéncia pode ser estimada em funcio de R.
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Figura 2.3: Diagrama de Newton renormalizado, polindmio aleatério real
de grau 10.
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Até a invencao do computador digital, a iteracdo de Gréffe-Dandelin-
Lobachevskii e suas variantes eram o algoritmo escolhido para resolver
polinémios.

Isso mudou radicalmente com o advento do computador digital. Apds
as primeiras experiéncias numéricas, ficou claro que o ezpoente “estourava”
rapidamente (Fig 1.1).

Por exemplo, se comecamos com coeficientes da ordem de 2, em 10
iteracoes apenas teremos coeficientes da ordem de 22'°, que precisam de 210
bits em representacao inteira exata, e de em torno de 10 bits de expoente
em representacao mantissa-poténcia de dois. Hoje utilizamos em torno de
10 bits de expoente.

Como apareceram algoritmos mais simples de implementar (ou imple-
mentados por outras razoes), o algoritmo ficou esquecido.

Utilizando a idéia de renormaliza¢do, nao ocorre “estouro” do expoente,
e a cada passo podemos fazer contas renormalizadas da maneira seguinte:

Representacao usual: ‘ Renormalizagao de ordem IV:

x =2 ria (r, )
y =2 stio (s.6)
oy = (t.7) = (r.) [+] x(s.8)
Ty = €2 Ui (u,0) = (r,a) + (s, 5)
Onde (assumindo r > s:)
t = 27Nlog ‘EQNT+1'0¢ 4 2N s+iB

= 7r log ‘1 + 62N(S_T)+i(ﬂ_0‘)

Note que
et(B—a)

2N (=) hi(8—a) _ _
14+2N(r—s)+ 322N (r —5)2 4 -+

A soma renormalizada pode ser calculada de maneira estavel. Quando
2V >> |r — 5|, pode-se até aproximar (r, a) (s, ) pelo limite,

(r,a) Ser>s

(Tva)oo(S,ﬂ): (&ﬁ) Ses<r
(r,Indefinido) Se r =s

A primeira coordenada desse limite é conhecida hoje como soma tropical
de r e s.

Defini¢ao 2.1. O semianel tropical é o anel R U —oo munido das operagoes
de soma tropical v s = max(r, s) e produto tropical rs =7r+s.
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Existe também uma conexao com geometria simplética. Podemos rela-
cionar o sistema de coordenadas renormalizado (r, &) ao espago R x S mu-
nido da métrica induzida pelo pull-back da métrica de Fubini pela imersao
de Veronese

v: Rx St — P
. r4ioc ., dr+dia
b) . . .
(r,a) +— ¢ [1 cie cqe ]

onde ¢; sdo constantes reais positivas. O fecho de R x S* ¢ a variedade térica
associada aos polinémios a uma varidvel densos de grau d. O numero de
solucoes é proporcional ao volume dessa variedade. Esse fato se generaliza
a dimensdo qualquer (Mais informagbes em [2]).

2.3 Perturbacao ou Derivacao

Como mencionei acima, um dos métodos para se recuperar também o moé-
dulo das raizes era perturbativo: aplicar o algoritmo em f(z + €) e em
f(xz —¢). Em analise numeérica, esse tipo de algoritmos costumam ser uma
péssima idéia por conta dos arredondamentos.

E muito melhor utilizar calculo diferencial. Algoritmos numéricos podem
ser derivados.

Vamos considerar inicialmente uma curva de polinémios,

fla—e)=(@—C—¢-(x—Ci—e).
S6 iremos derivar o algoritmo uma vez e para € ~ 0. Por isso, escrevemos:

fla =€) = f(x) +ef(x) + O(?)

onde podemos calcular

f@)=—f'(z).
Agora podemos aproximar cada iteracdo por uma fung¢ido afim em e:
fl@) = Gf(x)=(-1)"f(x)f(~=)
f@) +ef@) = Gf@)+e ()Y@ f (=) + f@)f(-a))
A aplicacdo f+ef — Gf+eDG|ff é chamada em Calculo em Variedades
de aplicagao tangente.

Tterando a aplicagio tangente, obtemos uma “linha” de polinémios g(z)+
eg(x), de raizes

Zi+eZi=(G+e? +0(2) = (1+2Ve; ) + O(e?) .



34

Assim,
; N —1
7y =22,
e podemos recuperar .
7.
=2"N2L
G=2"F

(Ainda é necessério reescrever essa formula em termos de coordenadas
renormalizadas. Isso é feito no artigo [3]).

2.4 Conclusoes

Um dos principais objetivos desta aula era convencer a audiéncia de que al-
goritmos numéricos sao um objeto cujo estudo demanda ferramental matematico
classico:

1. Célculo Diferencial: algoritmos podem e devem ser diferenciados.
2. Geometria Diferencial: algoritmos existem naturalmente em variedades.

3. Geometria Simplética (dessa falei pouco).

Uma outra licdo importante: A Matemdtica do século XIX estd cheia de
resultados brilhantes, muitos dos quais fora de moda. Ao estudar problemas
computacionais, nunca se deve desprezar a sabedoria de quem era obrigado
a fazer as contas na mao.

2.5 Exercicios

Ezercicio 2.1. Defina uma variagao da iterada de Gréffe, que eleve ao cubo
cada solucao de um polinémio f.

Ezercicio 2.2. Mostre que com probabilidade um, todo polindémio é “livre
de circulos”.

Exercicio 2.3. Uma reta tropical de equacdo a r b s céo

conjunto de (R U —o0)? dos pontos (r, s) onde o maximo de a [ x |r, b[x]s
e ¢ é atingido pelo menos duas vezes. Caracterize todas as retas tropicais.

Ezercicio 2.4. Mostre que duas retas tropicais tém sempre pelo menos um
ponto de interseccao.

Ezercicio 2.5. Seja f(x,y) = Zle frx®yP um polindmio em duas var-
iaveis, fr # 0. Seja V o conjunto dos zeros de f em C2. A ameba A
associada a f & o conjunto A = {(—log |z|, —log|y|) : (z,y) € V'}. Mostre
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que lim 2% A esta contido na curva tropical dos {(r,s) € (R U —oc)? tais

que

é atingido pelo menos duas vezes.
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contrada em [3].
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Aula 3

A procura na Web

3.1 Introdugao a teoria dos grafos

Talvez uma das aplicacoes mais importantes e menos entendidas da Alge-
bra Linear sejam os algoritmos de de busca na internet. Os conceitos fun-
damentais sdo o Teorema Espectral (Teorema 1.3) e a decomposigdo SVD
(Teorema 1.4).

Definigcao 3.1. Um grafo simples é um par G = (V, £) onde V é um conjunto
finito (seus elementos sdo chamados de vértice e £ é um conjunto de pares
nao ordenados de vértices diferentes (chamados de arestas ).

Um caminho é uma lista finita de vértices, tais que cada dois vértices
consecutivos formam uma aresta. Também podemos representar um cam-
inho pela lista de arestas correspondentes. Um ciclo é um caminho onde o
ultimo vértice é idéntico ao primeiro vértice.

Exzemplo 3.2. A internet (Fig. 3.1) pode ser modelada por um conjunto
(gigantesco mas finito) de computadores (vértices), cada um conectado a
um namero pequeno de outros computadores. Cada ligacao é uma aresta.
Um modelo mais realista associaria também a cada aresta, a sua velocidade
ou largura de banda.

Ezxemplo 3.3. A malha rodoviaria nacional também pode ser descrita como
um conjunto de vértices (localidades), e as arestas correspondem as estradas
diretas entre essas localidades.

Gregorio Malajovich, Geometria de Algoritmos Numéricos. Notas em Matematica
Aplicada 37 (XXXI CNMAC), SBMAC, Sio Carlos, 2008.
Copyright © Gregorio Malajovich, 2008.
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Figura 3.1: Mapa parcial da internet. Imagem publicada por Matt Britt,
hitp.wikimidia.org, sob o titulo Internet map 1024.jpg. Copyright (©) Cre-
ative Commons Attribution 2.5 License.
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Ezemplo 3.4. Matematicos costumam escrever artigos em parceria. O grafo
de colaboracdo é o grafo cujos vértices correspondem a cada Matematico
com artigos publicados, e as arestas & existéncia de uma colaboragao pub-
licada entre eles. A distdncia de colabora¢do entre dois Matematicos é a
distancia entre eles no grafo, e pode ser calculada!. O nimero de Erdds
de um Matemaético é a distancia de colaboracao entre ele e Paul Erdos
(1913-1996), que foi aparentemente o mais colaborador e prolifico dentre os
grandes matematicos do século passado. O grau de um vértice é o ntimero
de arestas contendo esse vértice. No grafo de colaboragdo, Paul Erdds tem
grau 507.

Propriedades métricas e de conexidade de grafos sdo extremamente im-
portantes. Em uma rede de comunicagoes, é importante que existam multi-
plos caminhos entre dois pontos mas também é crucial que a distancia entre
dois pontos quaisquer seja pequena.

Isso é uma caracteristica importante de redes de comunicacoes ou de
redes sociais, conhecida como propriedade do “mundo pequeno”.

A internet tem essa propriedade (vocés podem listar o caminho en-
tre o seu computador e outro computador qualquer usando o comando
traceroute. Uma distancia de 30 é incomum. Entre Matematicos, a dis-
tancia de colaboragdo costuma ser bem menor (4 é razoével).

Uma maneira de estudar grafos ¢ introduzir a matriz de adjacéncia.

Definicao 3.5. A matriz de Adjacéncia Ag associada a um grafo simples
G = (V,€) ¢ a matriz de tamanho #V x #V definida por

1 Se{a,b}e€
0 Em todos os outros casos.

(Ag)as = {

3.2 A Equacao do Calor em grafos

Para se estudar as propriedades de conexidade de grafos do mundo real (em
geral com milhares ou milhoes de vértices, talvez bilhoes) é necessério recor-
rer a invariantes “estatisticos”. Por exemplo, é possivel estudar caminhos
aleatorios em grafos. Como veremos a seguir, isso estd relacionado com a
equacao do calor.

Seja G um grafo simples. A matriz Laplaciana associada a G é definida
por:

Ag = Ag — Dg

1Ver em: ams.impa.br
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onde a matriz Dg é diagonal, e (Dg)yy = >, Avw € 0 grau do vértice v
(ntmero de arestas incidentes). A transmissdo do calor entre dois compar-
timentos é proporcional & diferenca de temperatura. A equacao diferencial
do calor em uma barra de metal pode ser obtida discretizando o espaco e o

2
tempo e passando ao limite; 240 — 27u(r.)

. Em uma placa ou barra de
metal, a equacio é % = Ayu(x,t).
A equagdo do calor em grafos é

u(t) = AHu(t) .

Essa equacao modela um processo de difusao em grafos. Se H for conexo,
lim;_, o u(t) existe, e é constante entre vértices conectados por caminhos.
Quanto mais rapida (em geral) a convergéncia, mais bem-conexo é o grafo.

Podemos também considerar o analogo discreto:

u(t+1) =1+ eAnu(t) .

Note que para ¢ < 1/(max(Dg)y,), a matriz I + €Ay é uma matriz
de Markov! De fato é uma matriz duplamente estocéstica, e a distribuicao
estacionéria é u} = 1.

A matriz Ay é simétrica, e pode portanto ser diagonalizada. Seus auto-
valores sdo portanto ntmeros reais. Como I + €Ay € estocéstica, os auto-
valores de Ay sdo menores ou iguais a zero. Sendo H conexo, o autovalor
zero terd multiplicidade 1.

Definicao 3.6. O espectro de um grafo H éalista0 =X > Ay > -+ > Ayy
dos autovalores de Ay.

Pelo Teorema Espectral, a matriz Ay admite uma base ortonormal de
autovetores. Isso permite estimar a velocidade de convergéncia de u(t) por:

lu(t) = u*|| < e [|u(0)]| -

Quanto mais negativo for Ay, mais robusta e eficiente é uma rede de comu-
nicagoes.

3.3 As Leis de Kirchhoff

As Leis de Kirchhoff (Fig.3.2) permitem “resolver” circuitos elétricos com
resisténcias conectadas de maneira arbitraria. Para isso, precisamos repre-
sentar circuitos elétricos de alguma maneira. Poderiamos utilizar um grafo,
mas precisamos ainda de mais informacao:
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L+igi =0 u1+u2+\13+|14=0 n=iR

Figura 3.2: Leis de Kirchhoff e de Ohm.

1. Precisamos convencionar uma orientacao para cada aresta.
2. Além disso, precisamos conhecer cada uma das resisténcias.

Um grafo simples onde se especifica uma orientacao para cada aresta é
chamado de grafo orientado . Agora, o conjunto de arestas ¢ um subconjunto
ECVXV. onde, se (v,w) € &, (w,v) € E. Em particular, ndo existe aresta
da forma (v, v).

Defini¢cao 3.7. A matriz de Incidéncia Ig associada a G é a matriz de
tamanho #& x #V, onde

1 Seb=c
(IQ)(a,b),c = -1 Se c=a
0 Em todos os outros casos.

Seja G portanto o grafo orientado de uma malha elétrica, onde a cada
aresta (a,b) associamos uma resisténcia R(,;). Seja R € R#¢ x R € R#¢
a matriz diagonal das resisténcias, i € R#¢ o vetor da corrente em cada
aresta e q € R#Y o vetor de potencial elétrico.

Assumimos que o circuito estd em equilibrio.

Lei de Kirchhoff para a corrente: A corrente elétrica entrando em
um vértice € igual 4 corrente saindo.

Do ponto de vista matricial,

Iti=o0.

Lei de Kirchhoff para a voltagem A soma de diferencas de potencial
entre arestas correspondendo a um ciclo fechado € zero.

O vetor das diferengas de potencial é u = Igq € R#¢.

Os caminhos fechados pertencem todos ao ntcleo de IgT . O que a Se-
gunda Lei afirma é que u é ortogonal ao nicleo de Ig . Isso segue do Teorema
do Posto.

Agora aplicamos a Lei de Ohm: u = iR.
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No nosso caso, temos a igualdade matricial u = Ri. Podemos resolver o
circuito:

IER 'Igq=0.

A dimensdo do espago das solugbes é dimker Ig, que é o namero de
componentes conexos do grafo. Isso é razoavel se o nosso circuito esti no
equilibrio.

Agora suponhamos que prescrevemos entrada ou saida de corrente em
alguns dos vértices. Teremos agora:

IGR ' Igq =],

onde j corresponde ao intercaAmbio de corrente. A matriz [ g R~'Ig & simétrica
e pode ser assimilada a um Laplaciano. A Lei de Ohm diz que a derivada da

carga em um vértice é igual a soma das diferencas de potencial, ponderadas

pela condutancia (inversa da resisténcia). Nesse sentido, a equagdo acima

corresponde também a um processo de difusdo. A maneira correta de se

definir a matriz de adjacéncia para um circuito de resisténcias é como a

matriz das condutancias:

(Ag)usy = ws Se(a,b)ou (ba) €€
gJab = 0 Em todos os outros casos.

Nesse caso, definimos o grau de a como a soma das condutancias das
arestas incidindo em a. Recuperamos portanto que:

]gR_IIg = Ag —Dg = Ag .

3.4 Digrafos e o Google

Defini¢ao 3.8. Um digrafo simples ou directed simple graph) G é um par
(V,€) onde V é um conjunto finito (seus elementos sdo chamados de vértices
) e £ CVxV. Os elementos de € sdo chamados de arestas . Arestas de um
vértice nele mesmo sao permitidas.

Exemplo 3.9. A World Wide Web é modelada por um conjunto de pdginas
(associadas a um endereco hitp ou uniform ressource locator ) (vértices) e
um conjunto de ligacoes orientadas (links) entre os vértices.

Ezemplo 3.10. O cérebro humano é composto de mais de 100 bilhoes de
neuronios. Cada neurdnio ¢ uma célula com dois prolongamentos (4xil e
dendritico). Cada um desses prolongamentos se ramifica em possivelmente
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Figura 3.3: Dominio ficticio de Web.

milhares ou dezenas de milhares de extremidades. Potencial elétrico no
centro da célula (soma) é transmitido ao prolongamento 4xil. Isso afeta o
terminal dendritico de outros neuronios em contato (sinapse), transmitindo
assim a informagdo. A transmissdo é unidirecional. Neurdnios podem ser
ativadores ou inibidores. De qualquer maneira, podemos modelar o fluxo de
informacao por um digrafo, onde os neurdnios sdo os vértices e as sinapses
sao as arestas. Um neur6nio pode ter mil ou dez mil arestas.

O invariante natural de um digrafo é a matriz de transferéncia, versao
orientada da matriz de adjacéncia:

1 Se(b,a)eé&
0 Em todos os outros casos.

(Tg)ap = {

Essa matriz nao é simétrica.

Vamos supor que um programa rastejador (que vamos chamar de bot)
percorre um grafo orientado G = (V, &) escolhendo, a cada vértice, uma
aresta aleatéria. Para fixar as idéias, vamos considerar apenas o dominio
da Figura 3.3. O bot se desloca de maneira aleatoria, escolhendo arestas ao
acaso.

Quatro dominios disputam a atencao do bot, e todos tém uma bot trap
: uma vez que o bot entrou em uma pagina, ele nao consegue mais sair do
sub-dominio.

Se o bot chega em um vértice sem saida, ele pula para um vértice
aleatorio. Ainda, poderia ficar preso em um ciclo.
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Uma solucao possivel é a seguinte: a cada passo, o bot tem uma probabil-
idade ¢ de pular para uma pagina escolhida de maneira totalmente aleatoria.

Larry Page, Sergey Brin e coautores[3] , entdo estudantes em Stanford,
modelaram a relevancia de uma péagina como o tempo médio que um desses
bots ficaria nessa pagina. Obviamente é impossivel simular isso com um
trilhao de bots. Mas o algoritmo que Page desenvolveu, em conjunto com
Serguei Brin, permite estimar esse tempo de maneira conveniente.

Para isso, ele modelou o passeio aleatério do bot por um processo de
Mérkov. Dado um vetor de probabilidade p; (que mede a probabilidade do
bot se encontrar em cada pagina, no tempo t), pode-se escrever o vetor ps41
como pi41 = Mpy, onde:

M=—|:|[t ... 1]+0-8TD",

N é o numero de vértices e D é a matriz diagonal contendo o ntmero de
arestas saindo de cada vértice.

A Matriz M é uma matriz de Markov, e portanto (p;) converge para um
estado estacionario p*. O indice de relevincia da pagina v é p}.

Os algoritmos que Page e Brin utilizaram se mostraram muito mais
eficientes do que os disponiveis para a concorréncia (que funcionava como
as paginas amarelas, cobrando dos anunciantes). Google , o sistema de busca
deles, ganhou imediatamente o favor dos usuarios da internet.

Vamos digitar a matriz de transferéncia do dominio ficticio da Fig. 3.3:

T = zeros( 15, 15) ;

T(1, 2) =1; T(2, 4 =1; T(3, 4) =1; T(2, 3) =1; T( 1, 5) = 1;
T(5,1) =1; T(5, 6) =1; T( 6, 8) =1; T(8,7) =1; T( 6, 7) = 1;
T(5,7) =1; T(5, 9) =1; T(9, 5) =1; T(1, 9 =1; T(9, 1) = 1;
T( 9,10) = 1; T(10,11) = 1; T( 9,12) = 1; T( 1,12) = 1; T(15,12) = 1;
T(12,15) = 1; T(14,15) = 1; T(15,14) = 1; T(13,14) = 1; T(14,13) = 1;
T(12,13) = 1; T(13,12) = 1; T(12,14) = 1; T(14,12) = 1; T(15,13) = 1;
T(13,15) = 1;

T=T

Agora produzimos a matriz M, e iteramos.

delta = 0.15 ;
D = sum(T) ;

for j=1:15
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if (D(j) == 0) T(:,j) = ones(15,1) ;
end ;

end ;

D = sum(T) ;

M = delta * ones(15,1) * ones(1,15) / 15 + (
(1-delta) * T * diag(D."(-1))) ;

p = ones(15,1)/15 ;
for k=1:100
p=M=xp;
end ;
p’
eps = norm(p - Mxp)

Obtemos:

octave:58> p’
ans =

Columns 1 through 8:

0.033144 0.026101 0.030151 0.055779 0.033144 0.026101 0.062822 0.030151
Columns 9 through 15:

0.033144 0.026101 0.041244 0.158762 0.147785 0.147785 0.147785

octave:59> eps = norm(p - Mxp)
eps = 2.2153e-16

Note que Egoista.org foi quem apresentou os melhores indices de relevan-
cia ! O dominio Egoista.org montou uma fazenda de links , que aumenta o
ntmero de arestas apontando para cada uma das suas paginas.

Uma maneira de evitar essas manipulagoes é escolher a priori um ntimero
pequeno de paginas “confidveis” e s6 permitir o salto para essas paginas.
Outra é utilizar mais matematica.

O algoritmo atualmente utilizado pelo Google nao é publico. O autor
destas linhas esta convencido de que se trata de uma variante do algoritmos
abaixo.
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3.5 Busca na rede e a svd

A matriz de transferéncia T foi definida assim: T,, = 1 se existe uma
aresta orientada (u,v), sendo Ty, = 0. Jon M. Kleinberg [2] observou o
seguinte: (T7T),, ., conta o nimero de vezes que u; e uy apontam para
a mesma pagina. Isso mede quanto u; e ug concordam enquanto fontes de
referéncias.

Vamos supor que um engenho de busca atribui peso a, para a péagina u
enquanto fonte de referéncia. Quao bom é o vetor de pesos a? Do ponto
de vista da pagina u;, uma boa medida é (T Ta),,,. Uma medida de quao
consensual é o vetor a é a norma ||[T7Ta||. Kleinberg sugere utilizar o
autovetor principal de T7T, que maximiza |77 Ta||, como peso para as
paginas enquanto fonte de referéncia.

J& (TTT),,.,, conta o nimero de referéncias que apontam simultanea-
mente para vy e ve. Kleinberg também propoes utilizar o autovetor principal
b de TT? como peso para as paginas enquanto contetido. (Ver exercicio 3.3
para verificar que podemos escolher b de tal maneira que b, > 0).

Esse algoritmo pode ser interpretado em termos da decomposi¢ao em
valores singulares (Teorema 1.4). Os vetores a e b podem ser escolhidos
de tal maneira que |la|]| = ||b]]| = 1. Nesse caso, eles sd@o o vetor singular
principal & direita (resp. vetor singular principal & esquerda) de T, e sdo
relacionados por

0'1b =Ta

onde o1 = ||T||2 € o valor singular principal.

Os indices de Kleinberg sao manipuldveis. Uma pégina pode obter um
alto indice de relevancia enquanto fonte apontando para toda a internet.

Para evitar esse tipo de manipulacao, podemos substituir a matriz de
transferéncia 1" pela matriz estocéastica M.

Vamos voltar ao nosso exemplo. Uma maneira pouco eficiente de se
calcular os vetores singulares é:

octave:28> [u,sigma,v]=svd(M)
octave:29> p=u(:,1); g=v(:,1); p=p/sum(p); g=q/sum(q) ; [p,q]
ans =

0.040813 0.041361
0.027973 0.072657
0.050063 0.102729
0.137383 0.054022
0.036762 0.060426
0.032024 0.093969
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0.190207 0.054022
0.059120 0.139113
0.040813 0.041361
0.027973 0.051422
0.062892 0.054022
0.087595 0.055486
0.068793 0.059803
0.068793 0.059803
0.068793 0.059803

Note que a “fazenda de links” da Egoista.com perdeu a lideranca nas
buscas !

O algoritmo mais eficiente para se achar autovetores principais (ou ve-
tores singulares principais) é a iteragdo: Escolher p; ao acaso, depois iterar
Pir1 = (M ™ )Pi
N Ty T
[[(MTM)p;]|
A velocidade de convergéncia é estimada facilmente utilizando o fato de que
MT M é simétrica, e portanto (Teorema 1.3) admite uma base ortonormal

de autovetores.
Seja q o autovetor principal de M T M. Vamos escrever:

P; = Tiq + 1y,
com r; L q. Entao, a velocidade de convergéncia pode ser estimada por:

[ricall o Az 7l
Il+1 - )\1 xX;

onde A\; > Ay > ... sdo os autovalores de MM (e Aj = O’?).

A industria de engenhos de busca na internet é altamente competitiva,
e precisa se atualizar constantemente para combater Web spam , praticas
desonestas para obter (e vender) mais visibilidade. O combate ao Web
spam pode exigir intervencdo humana acoplada aos algoritmos [1] , ou re-
programacgao dos programas rastejadores que podem ser instruidos a nao
freqiientar certos dominios.

A maioria dos algoritmos sdo segredos industriais ou foram patentea-
dos 2.
Este capitulo foi escrito com base na informacao disponivel publica-

mente, mas omiti aspectos computacionais importantes.

2 Algoritmos sdo objetos matematicos e portanto nio sio patenteaveis. No entanto,
o departamento de patentes de alguns paises aceita objetos matematicos como parte de
um processo industrial.
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Figura 3.4: Ponte de resisténcias.

3.6 Conclusoes

Alguns problemas em grafos grandes podem ser modelados utilizando idéias
de processos de difusdo, que levam a uma matematica similar & da equacao
do calor. A partir desse momento, os modelos podem ser resolvidos uti-
lizando idéias de Algebra Linear.

Uma das idéias principais é utilizar, sempre que possivel, bases ortonor-
mais. No exemplo acima, s6 precisamos calcular um dos vetores da base
ortonormal (o autovetor principal).

Transformagoes ortogonais (ou seja, matrizes cujas colunas sdo ortonor-
mais) tém ndmero de condicionamento 1. Isso implica que mudangas de
coordenadas ortonormais sdo numericamente estaveis, e que os autovetores
de MTM, no nosso exemplo, ndo vdo ser muito afetados por mudancas
pequenas na matriz M ou por erros de arredondamento.

Trabalhar com matrizes grandes é dificil por outra razao, além de even-
tual instabilidade numérica: as matrizes nao entram na memoéria de um
tinico computador. E preciso Matrizes do tamanho da World Wide Web ex-
igem algoritmos distribuidos computacionalmente eficientes, que exploram
a estrutura do grafo.

3.7 Exercicios
Exercicio 3.1. A figura 3.4 mostra uma “ponte de resisténcias”. Assuma que

o valor de cada resisténcia é de 1€). Sabemos que passa uma corrente de 1A
entre os pontos a e b. Qual é a diferenca de tensao 7
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Ezercicio 3.2. O grafo perfeito Ky de ordem d é o grafo com d vértices,
conectados todos com todos. Quais sao os autovalores de Ag, ?

Exercicio 3.3. Seja T a matriz de transferéncia de um grafo orientado, e
assuma que de todo vértice sai ao menos uma aresta. Mostre que o au-
tovetor principal de TTT pode ser escolhido com coordenadas positivas.
Dica: mostre que o ortante positivo é mapeado nele mesmo pela iteracao
x— TTTx.

Ezercicio 3.4. Considere agora o grafo com d vértices 1 a d, onde j e j+ 1
estao conectados e d estd conectado a 1. Calcule numericamente os auto-
valores de seu Laplaciano.

Ezercicio 3.5. Considere a seguinte variante para o modelo de Kleinman:
substitua a matriz T, ndo pela matriz estocastica M mas pela matriz M
obtida normalizando as colunas da matriz estocéstica. Dessa maneira, in-
terprete a recorréncia p;.; = M7 Mp; como a versao discreta do processo
continuo

5iP(t) = (TN = Dp(t) .
Mostre que essa variante daria peso igual para cada uma das paginas.
Dica: interprete esse processo como a equagao do calor em um certo grafo.
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Aula 4

A compressao do som, o
mp4 e a televisao digital

4.1 Sinails sonoros

O som que ouvimos corresponde a variacoes de pressao nos nossos timpanos,
que sao capturadas e transformadas em um sinal nervoso no nosso ouvido
interno.

Podemos capturar um sinal sonoro com um microfone, e o sinal elétrico
analégico pode ser gravado, transmitido, reproduzido e retransformado em
sinal sonoro.

Hoje em dia preferimos armazenar som sob forma digital. Para isso,
o sinal elétrico produzido por um microfone pode ser digitalizado por um
conversor analogico-digital. O circuito de dudio dos computadores modernos
tem um conversor embutido.

Se o computador estiver rodando GNU-linux ou similar, existe um “dis-
positivo de dudio” /dev/dsp que funciona como um arquivo (pode ser lido
e escrito) e permite capturar o sinal do microfone. Mas vamos fazer o ex-
perimento no Octave:

f = record (1) ;
plot(£f) ;
playaudio(£f)

Gregorio Malajovich, Geometria de Algoritmos Numéricos. Notas em Matematica
Aplicada 37 (XXXI CNMAC), SBMAC, Sio Carlos, 2008.
Copyright © Gregorio Malajovich, 2008.
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Figura 4.1: Sinal sonoro (a) original, (b) transformada de Fourier, (c¢) trans-
formada de Fourier comprimida, (d) comprimido.

O primeiro comando captura o sinal do microfone durante 1 segundo, o
segundo mostra o grafico do sinal (Figura 4.1a) e o terceiro toca o sinal de
volta. O sinal foi armazenado em um vetor de R3%%0 (Sdo 8000 leituras do
sinal por segundo). O gréfico esta desenhado na figura 4.1a.

Para gravar misica em qualidade de CD, precisamos de 44,100 leituras
por segundo, vezes dois canais. Para armazenar uma hora de musica, pre-
cisarfamos armazenar um vetor de R318¥10°  Guardando dois bytes por
coordenada, precisaremos de aproximadamente 600 MB, que é o tamanho
dos atuais CDs.

Um método de compressdo possivel (utilizado em redes de telefonia)
é aplicar uma escala logaritmica & intensidade do sinal, e armazenar uti-
lizando menos bits (por exemplo, 8). Por exemplo, de 2 é um sinal sonoro,
a codificagdo de x pela chamada p — law ou u — law é definida por:

sinal(|x;]) |z
P oY bk AVAS N (8 _ M
YT M)\ P ey )

onde p = 255.
Esse método é (apenas) razoavel para comunicagoes telefonicas.
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4.2 A transformada de Fourier

Vamos denotar por L?([0,1]) o espago de todas as fungdes a valores com-
plexos, definidas para t € [0, 1], integraveis e com quadrado integravel. Se
temos um sinal (funcdo real) f definido no intervalo de tempo [0, 1], pode-
mos considerar ele como um elemento de L2([0,1]). O produto interno de
duas fungoes f e g em L%([0,1]) é

1
(fig) = /O f(t)g(t) dt.

Note que esse produto estd bem definido em L?([0, 1]).
A transformada de Fourier de f é definida por:

flo) = [ st a

para s € Z. Uma definicao equivalente é

Fls) = (tm et f(1)

A transformada de Fourier pode ser interpretada como uma aplicacao
linear de L?([0,1]) no espago [?(Z), que é o espago de todas as biseqiiéncias

(fs)sez a valores complexos com “norma Euclidiana” || f| = > oscz | fsl?
finita. Esse espaco admite o produto interno

<fs,gs> = Z A}gé :

SEZL

Prova-se ainda que vale a seguinte formula de reconstrugao:

f(t) _ ZeQﬂitsf(S) )
SEZL

2mits

Nesse sentido, diz-se que o conjunto das funcoes t — e é uma base

do espago L2([0,1]).

Observacdo 4.1. A definicio usual de combinacdo linear, nos textos de Al-
gebra, costuma ser a da combinagao linear finita. Em andlise de Fourier ou
processamento de sinais, assume-se que uma combinagao linear é qualquer
soma ou integral, com norma Euclidiana dos coeficientes (ou integral do
valor absoluto do médulo da fungdo-coeficiente) limitada.
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Note também que
' 1
||t s 627r1ts||2 _ / 1dt=1
0
e que, para 1 # So inteiros,
1
<t N eQTritsl ,t — 627rit52> _ / e?ﬂ'it(SQ—sl) dt = 0.
0

mits) ez € uma base ortonormal do espago L*([0,1]).

Assim, (t—e

Observagio 4.2. Uma maneira classica de resolver a equagdo do calor e a
~ , 2

equagao da onde é escrever o operador f(z) — % f(z) nessa base ortonor-
“

mal. Obtemos o operador
fs = _47T232fs .

Note que esse operador tem norma infinita, e que ele é infinitamente mal
condicionado. (Em geral, a derivagdo é mal condicionada e por isso algorit-
mos de diferenciagdo numeérica sdo sempre probleméticos).

Vamos utilizar a base de Fourier como primeira aproximacao para pro-
cessamento de sinais. O comando fft do Octave aproxima a transformada
de Fourier. Se temos um vetor f de R" ou C", o comando produz um vetor
f = F(f) de CV onde

F. VN - N
t o~ F=7F(f) onde f; = S50 fre 2N

A transformacdo F é conhecida como transformada de Fourier discreta , ou
DF'T.

Se o vetor f é discretizagdo de um sinal de duracao 7', a j-ésima coor-
denada de fj corresponde & freqiiéncia % (Ver exercicio 4.6).

O comando ifft calcula a transformada discreta inversa de Fourier F 1.
Podemos gerar a nota L4 a 440 Hz fazendo:

y=zeros (8000,1); % 1s corresponde a 8000 leituras.
v(440-1)=1e+6;
playaudio(real (ifft(y))) ;

(Compare com o sinal telefonico). Do ponto de vista matemaético, essa
transformada corresponde a uma projecao ortogonal do sinal original.

Agora vamos utilizar isso para “comprimir” o sinal de voz que haviamos
gravado. O ouvido humano consegue perceber freqiiéncias entre 20Hz e
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20kHz. Se gravamos uma mensagem de 1 segundo com 8000 leituras, entao
perdemos totalmente as freqiiéncias mais altas (Acima de 4kHz). Isso é
perceptivel na qualidade do sinal, mas nao prejudica a sua compreensao.
Vamos olhar para o espectro das freqiiéncias do sinal:

Ff = fft(£) ;
plot(abs(Ff)) ;

Vemos na figura 4.1b que o sinal parece concentrado em umas poucas
freqiiéncias.

As seguintes linhas mostram um processo rudimentar de compressao.
Vamos primeiro ordenar as coordenadas de f=rtf por valor absoluto de-
crescente. O indice I armazena a ordem das coordenadas. Vamos depois
medir quanto do sinal est4 concentrado nas 25% das freqiiéncias com maior
amplitude.

[ES,I]=sort(abs(Ff),’descend’);
plot (ES) ;
norm(ES(1:2000) ) /norm(ES)

ans = 0.95853

Vemos que, se zeramos as 75% das freqiiéncias restantes, perdemos
“menos de 5% do sinal”. Vamos fazer isso:

Ff(I(2001:8000))=zeros(6000,1);
plot(abs(Ff))

g=real (ifft(Ff));

plot(g)

playaudio (g)

(Veja a figura 4.1c-d). O sinal comprimido g é quase indistinguivel do
original f. Ao armazenar apenas um quarto das amplitudes, podemos obter
uma compressdo significativa. Ao executar o programa acima, vocés estao
ouvindo o efeito de uma projecdo ortogonal.

Aplicando esse procedimento a pequenos intervalos de sinais mais longos,
é possivel também equalizar, eliminar freqiiéncias indesejadas ou “remasteri-
zar’ gravacgoes antigas.

Uma maneira de “cortar” um sinal f(t) em pedagos de tamanho T é
substituir, para cada k, a funcdo f(t) por

Ser < Tk/2
(t)sen?(Z (1 — Tk/2)) SeTk/2 <7 <T(k/2+1)
Se T > T(k/2+1).

fe(T) =

O - O



96

Teremos entao f(t) = >, fr(t +Tk/2). Se depois aplicamos a Trans-
formada de Fourier Discreta em cada fx, obtemos a chamada transformada
de Fourier discreta de curto prazo ou STDFT.

Um procedimento de remasterizagao usual é calcular a STDFT e reti-
rar as freqiiéncias que aparecem em menor intensidade (exatamente como
fizemos no exemplo do sinal sonoro).

Outra transformada usual é a transformada do cosseno, que pode sub-
stituir a transformada discreta de Fourier (Ver exercicio 4.4). Para um sinal
de tamanho T, ela é definida por:

P _T71 mk 1
k=) ficos (T (t+2>> :

t=0

4.3 A base de Haar

A transformada de Fourier ndo é a tinica maneira razoavel de se representar
um sinal. Uma das grandes desvantagens da transformada de Fourier é
que ela representa “mal” transientes ou “picos” de um sinal. Isso quer dizer
que um transiente, transformado pela transformada de Fourier, nao pode
facilmente ser comprimido.

Mesmo quando se utiliza a transformada de Fourier de curto prazo, o
tamanho da “janela” é fixo, e transientes com duracao muito inferior a esse
tamanhos serdo mal representados. A transformada de Haar € uma maneira
razoavel de representar sinais com transientes.

A func¢ao de Haar é definida por:

H: R —- R

0 Sex <0

1 Se0<az<1/2
-1 Sel/2<z<1
0 Se x> 1.

x +— H(z)=

A base de Haar que utilizaremos para representar funcoes em L?([0, 1])
serd composta de dilagbes e translagoes de H. Definimos

Hypop(t) = 27™/2H(27™t — n)

onde —-meNen=0,...,2~™ — 1. O fator multiplicativo 2-"/2 garante
que o conjunto das H,,, seja ortonormal. Para geral o espago L*([0,1])
inteiro, definimos ainda Hyo(t) = 1. Mostra-se que os H,,, formam uma
base ortonormal de L?([0, 1]).
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Figura 4.2: Coclea e 6rgao de Corti. [4]

A transformada de Haar ou transformada de Wavelets de uma funcao
real f é definida por:

1
THaarf(m7n) = /0 Hm,n(t)f(t) dt.

No caso de uma mensagem discreta, é conveniente assumir que o nimero
de leituras é poténcia de dois. Por exemplo, se temos 8 leituras, a mensagem
é um vetor de R® e a base de Haar é dada pelas colunas da matriz

I AN
V2 R T
H3=§_4@022802£§8
4 4 2 2
o2 g L9 0 ¥ 9
A A
0 0 0 0

As matrizes H,, (ou matrizes de Haar assim construidas sdo ortogonais.

4.4 O ouvido humano e a transformada de Wavelets.

A coclea é o orgao responsavel pela audiggo humana. O sinal sonoro é
amplificado mecanicamente no timpano, e se propaga em meio liquido no
interior da coclea (Ver figura 4.2).
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Figura4.3: Acima: funcao de Haar e sua transformada de Fourier. Embaixo:
funcao chapéu Mexicano e detalhe da sua transformada de Fourier

O orgao de Corti, dentro da céclea, esta recoberto de células ciliares, que
fazem a transi¢do para o nervo auditivo. Ha dois tipos de células ciliares.

As curtas, ou estereocilios, ao se deslocar por forca do sinal sonoro,
abrem canais ionicos pelos quais estimulam (ou desestimulam) os terminais
do nervo auditivo. Por conta desse mecanismo, o sinal nervoso gerado por
cada estereocilio ¢ localizado no tempo.

As células ciliares longas ou quinecilios entram em ressonancia com o
sinal sonoro, amplificando-o. A freqiiéncia de vibragao dos quinecilios é
afetada por sinais nervosos. Assim, o ouvido “sintoniza’ as principais fre-
qiiéncias recebidas em determinado momento.

Cada secao da coclea corresponde a uma certa faixa de freqiiéncias.
Dessa forma, a céclea ja “decompde” o sinal em freqiiéncias, e os quinecilios
fazem a sintonia fina.

As bases de Wavelets tentam imitar o processo acima. A compressio
por transformada de Wavelets trunca exatamente a parte do sinal sonoro
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que ndés nao ouvimos.
Um exemplo de Wavelets é gerada pela fungdo do chapéu Mexicano,

2
P(x) = gﬂflﬂ(l — z2)efm2/2 .

(Ver figura 4.3). A base de Wavelets é gerada da mesma maneira do que
a base de Haar:

Vo (t) = 27/ 2p(27™t —n) .

Existe hoje uma quantidade absurda de bases de Wavelets disponiveis.
Em processamento de sinais, utiliza-se inclusive “pacotes” de Wavelets, que
sdo conjuntos geradores do espago das fungdes (os vetores da “base” nao
precisam ser linearmente independentes).

4.5 O padrao MP3 e os CODECs

O padrdo MP3 ou MPEG-1 Audio Layer 3 esti baseado em um modelo
psicoacustico. Vimos na se¢ao anterior que os quinecilios no 6rgao de Corti
“sintonizam” as principais freqiiéncias do sinal sonoro.

Se o ouvido esta sintonizado em uma certa gama de freqiiéncias (por ex-
emplo, as utilizadas em uma composigdo musical), sinais relativamente fra-
cos em freqiiéncias vizinhas ndo encontram ressonancia, pois os quinecilios
correspondentes estdo nas freqiiéncias principais. Por isso, deixamos de
perceber essa parte do sinal.

A compressao MP3 utiliza esse fato. O sinal é primeiro dividido em
pequenos intervalos de tempo, cada um correspondendo a 1152 leituras para
cada canal de audio.

A primeira etapa da codificacao é feita pelo chamado filtro de quadratura
polifase . O som em cada intervalo é dividido por freqiiéncias em 32 bandas.

Simultaneamente, o som sofre uma transformada de Fourier discreta e
¢ analisado pelo modelo psicoactstico. Esse modelo permite eliminar as
freqiiéncias ndo audiveis (escondidas por sinais de maior intensidade em
freqiiéncias na mesma banda) e realcar sinais que exigem maior resolugao
no dominio do tempo.

Mais uma transformada de Fourier (de fato, transformada do cosseno) é
aplicada a cada uma das 32 bandas, dividindo cada banda em 18 freqiién-
cias. Os parametros dessa ultima transformada sao fornecidos pelo modelo
psicoactstico.

Depois disso, o sinal é discretizado (ainda sob controle do modelo psi-
coacustico) e os valores discretos sdo comprimidos pelo codigo de Huffman
(Ver exercicios 4.7-4.9).
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Os detalhes da codificagao sao extremamente complicados, € nao sao
definidos pelo padrao MP3. O que o padrao define é a decodificacao.

Mais detalhes podem ser encontrados em [2]. Em particular, sugiro o
artigo de Rassol Raissi, The theory behind MP3, Dezembro de 2002.

Existe uma quantidade enorme de padroes de dudio e video disponiveis.
Como é impossivel escrever um programa capaz de ler todos os padroes
existentes, os codificadores/decodificadores (os codec infames) podem ser
distribuidos a parte. Por exemplo, MP3 e Vorbis sao padroes definidos por
codec.

O padrao MP3 é hoje um padrao industrial dominante. Tem a desvan-
tagem de ser protegido por patentes.

O padrao Vorbis tem a vantagem de ser software livre. O algoritmo é
aparentemente mais simples, e inclui uma transformada discreta do cosseno
e a codificacdo em separado do “piso” e do residuo. O piso é uma funcao
linear por partes que aproxima o espectro do sinal em um dado intervalo de
tempo. O residuo é a diferenca entre o espectro e o piso. Residuo e espectro
sao depois truncados e armazenados via codigo de Huffman (Ex. 4.7-4.9).

4.6 Compressao de imagem e de video

A compressdo de imagens e de videos é potencialmente muito mais compli-
cada do que a compressao de audio.

Por exemplo, a compressao no padrao JPEG segue 0s seguintes passos:
em primeiro lugar, as cores sao codificadas em um sistema conhecido como
YCbCr (usado por exemplo no padrao PAL-M de televisdo). O olho humano
é mais sensivel ao brilho Y do que a cor (representada por Cr e Cb). Assim,
a cor é truncada. A partir deste momento, cada sinal (Y, Cr e Cb) é tratado
separadamente.

Cada um dos canais Y, Cr e Cb é dividido em blocos de 8 x 8 pix-
eis. Cada bloco é entao objeto de uma transformada discreta do cosseno
bidimensional.

O resultado é uma descricao de cada bloco por 8 x 8 “bifreqiiéncias”.
Nossos olhos sao mais sensiveis as baixas do que as altas “freqiiéncias”. Por
isso, a precisao utilizada para as baixas freqiiéncias € muito maior do que a
das altas freqiiéncias, que sdo truncadas.

Depois disso, o sinal é discretizado e codificado com co6digo de Huffman.



61

4.7 A televisao digital.

O padrdo MP/ (alias MPEG-4 Parte 14) é na verdade um meta-padrao, com
varios codec de dudio e video disponiveis. Por exemplo, o H.26/ (também
conhecido como MPEG-4 Parte 10, ou ainda AVC) é o codec mais popular
para a compressao de video, e aparentemente serd o padrao de alta resolucao
utilizado pela TV digital Brasileira[1].

No padrao H.26/, cada quadro de video (imagem) ¢é dividida em blocos
(4 x 4, 8 x 8 ou 16 x 16 pixeis). O algoritmo basico de codificacdo é a
aplicagdo de uma transformada discreta do cosseno bidimensional (mesma
estratégia do que no JPEG), e os resultados sdo truncados.

Para se obter uma compressao significativamente melhor do que a do
JPEG, o padrao H.26/ permite codificar cada bloco nos modos intra e inter.

No modo intra, cada bloco comprimido é comparado com outros blocos
ja codificados. Apenas a diferenca precisa ser armazenada.

No modo inter, o bloco é armazenado como combinacao de blocos de
quadros ja armazenados. Um vetor de deslocamento pode ser utilizado
para comprimir objetos em movimento|[3].

4.8 Conclusoes

Asgsim, vemos que uma das pecas fundamentais em processamento de sinais
é a aplicacao de transformagoes ortogonais ao espaco de sinais. Transfor-
magoes ortogonais preservam o produto interno do espaco de sinais (¢ um
grupo de transformagoes que preserva a geometria desse espago). Elas néo
amplificam ruidos no sinal.

Existem algoritmos extremamente rapidos para calcular as transfor-
magOes mais usuais (fft e assemelhadas, e transformada de Wavelets) em
tempo real. Esses algoritmos funcionam como uma decomposicao da trans-
formada em transformadas mais simples.

Se escolhemos a base certa, podemos obter uma boa compressdo (ou uma
boa filtragem) do sinal por meio de uma projecao ortogonal (que também
nao amplifica ruidos).

Aqui descrevemos alguma pegas fundamentais. Mas a escolha da base
depende de uma boa modelagem do processo acustico ou visual, que é nao-
linear.

4.9 Exercicios

FEzxercicio 4.1. Escreva a matriz de F.
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.o L Py sl
Ezercicio 4.2. Mostre que mf é unitaria.

Exercicio 4.3. Mostre que F2? = —N1.

Ezercicio 4.4. Mostre que a transformada discreta do cosseno do sinal f é
proporcional & transformada discreta de Fourier do sinal

g=[0f10f0---fr 0 fr0---fo0 f1 0] .

Exercicio 4.5. Dado um sinal f de 2™ leituras, mostre que a sua transfor-
mada de Haar pode ser calculada em tempo O(n). Dica: em uma primeira
passagem, separe as “altas freqiiéncias” Tyaarf(—m, n) das “baixas freqiién-
cias”, representadas por um vetor de R2""'. Continue recursivamente.

Ezercicio 4.6. No topo da Figura 4.3, explique por qué aparecem freqiién-
cias acima de 500, e por que motivo essa transformada de Fourier parece
simétrica.

Exercicio 4.7. Uma arvore binaria é um grafo sem ciclos, com um vértice
privilegiado chamado de raiz, e tal que todo vértice tem grau 1 (e nesse caso
é chamado de folha) ou grau 3.

e Desenhe todas as arvores binarias com 4 folhas

e Seja p € R™ um vetor de probabilidade: p; > 0 e > p; = 0. Mostre
que existe uma arvore binéria contendo folhas numeradas 1 a n, e
tal que o comprimento do caminho entre a raiz e a i-ésima folha seja
menor ou igual do que —log, p;.

Ezercicio 4.8. Nas hipéteses do exercicio anterior, mostre como associar
a todo caminho de comprimento ¢ (saindo da raiz e chegando em uma
folha i) uma seqiiéncia binaria tnica s(¢) de (i) digitos, e com a seguinte
propriedade:

Se z é uma variavel aleatéria discreta assumindo o valor ¢ com proba-
bilidade p;, mostre que E(c(x)) < — p;log,p;- O ntmero da direita é
chamado de entropia do vetor de probabilidade p.

Ezercicio 4.9. Mostre como codificar um sinal discreto aleatorio x € {1, ...,
n}V como uma seqiiéncia binaria, tal que se p; = Prob[z = i], entdo o valor
esperado do tamanho da seqiiéncia codificada é menor ou igual do que a
entropia de p, vezes o comprimento N da mensagem original. (Assuma o
vetor p conhecido do codificador e do decodificador). O coédigo construido
acima é o cddigo de Huffman utilizado para compressao de mensagens
discretas.
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Apéndice A

Complementos de Algebra
Linear

Aqui listamos, por conveniéncia, alguns resultados importantes de Algebra
Linear, mencionados no corpo do texto. A prova desses resultados pode ser
achada em qualquer bom livro de Algebra Linear.

A.1 Bases e ortogonalidade

Seja F um subespacgo de R". Uma base de E' é uma lista ordenada de vetores
(uy,...,u,) tal que:

1. Qualquer vetor x de R™ se escreve como combinacdo linear:
X =2x1U] + ToU2 + - -+ + Tguyg
onde x1,...,x4 € R.
2. Qualquer combinacao linear
X = Tjuy + T2Uuz + - - + TqUq,

onde x1,...,24 € R, € um elemento de F.

Gregorio Malajovich, Geometria de Algoritmos Numéricos. Notas em Matematica
Aplicada 37 (XXXI CNMAC), SBMAC, Sio Carlos, 2008.
Copyright © Gregorio Malajovich, 2008.
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O ntimero d ndo depende da escolha da base (isto é um Teorema), e é
chamado de dimensao. Os nameros x1, ..., x4 sao chamados de coordenadas
de x.

A defini¢do de base para subespacos de C™ é a mesma, mas as coorde-
nadas (coeficientes da combinacdo linear) sdo nameros complexos. Dessa
maneira, C" tem dimenséo (complexa) n.

A base canodnica de R™ é (eq, ..., e,) onde
1 0 0
0 1 0
e = 0 , ey = 0 St e, =
: : 0
0 0 1
A base canonica de C", também denotada por (ey, ..., e,), é definida

da mesma maneira.
Se x é um vetor real ou complexo, entao denotamos por x; a sua k-ésima
coordenada na base canénica. Temos portanto, por definicdo: x = >, ziex.
O produto interno candnico em R™ é definido por:

n
(u,v) = Zuivi .
k=1

Ja o produto interno candnico em C" é:
n
<u,v> = E U;0; .
k=1

Em ambos casos, definimos |Ju|| = /{u,u) e dizemos que u e v séo
ortogonais se e somente se (u,v) = 0. Se E é um subespaco vetorial de R”
ou C", entdo E+ é o espaco de todos os vetores perpendiculares a todos os
vetores de E. Prova-se que (E+)*) = E.

A seguir, vamos utilizar a letra K para enunciar defini¢oes e resultados
que valem para K =R ou K = C:

Seja A : K* — K™ uma transformacio linear (que associamos a uma
matriz mxn). A adjunta de A é a inica transformacéo linear A* : K™ — K"
tal que, para todos x,y:

(Ax,y) = (x, A"y).

Quando K = R, A* ¢ associada a transposta AT de A. Quando K = C, A*
é associada & conjugada transposta A7 = AT de A.
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Definimos o nicleo e a imagem de A por

ker(A) ={xeK": Az =0} C "

im(4) ={4Ax:x e K"} C ™.

Teorema A.1 (do posto). Seja A : 1" — 1™ wuma transformagdo linear.
Entao

1.

ker(A) = im(A*)*,
2.

ker(A*) = im(A)4, e
3.

dimim(A) = dimim(A*) = n — dim(ker(A)) = m — dim(ker A*) .

O ndamero dimim(A) é chamado de posto de A.

A.2 Bases ortogonais, matrizes ortonormais

Uma base (uy,...,uy) de um subespaco E é dita ortonormal se e somente
se
1 Sei=yj
(wi, u;) = { 0 Seidj.
Uma matriz real @ é dita ortogonal quando as suas colunas formam uma
base ortonormal de im(Q). Isso é equivalente a:

QTQ=1

No caso de matrizes complexas, utilizamos uma palavra diferente (a
matriz é dita unitdria) para a mesma definigdo. Uma matriz complexa @Q é
unitaria se e somente se

Q Q=1

O produto de duas matrizes ortogonais n X n é uma matriz ortogonal
n X n. O conjunto das matrizes n X n, munido da operacao de produto
satisfaz aos axiomas de grupo (ver qualquer texto de édlgebra). Esse grupo
é denotado por O(n) (grupo ortogonal de ordem n).

O mesmo vale para matrizes unitarias n X n, e o grupo (denotado por
U(n) é chamado de grupo unitario de ordem n.
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Além da estrutura de grupo, O(n) e U(n) sdo variedades diferenciaveis.
Objetos combinando essas duas propriedades sao chamados de grupos de
Lie. Do ponto de vista geométrico, O(n) e U(n) sao as transformacoes
lineares que preservam angulos e distancias.

A.3 Obtendo bases ortonormais

Seja uy,...,uy base de £ C K". O processo de Gram-Schmidt permite
produzir uma base ortonormal de E a partir dos u;s.
No primeiro passo, fazemos v = ”‘J—i”

Indutivamente, fazemos

w; = u; — Z Vj<Vj,lli>

1< <i
e
V; = .
[[wll
Desse modo, w; é ortogonal a vi,...,v;_1, etc...

Na pratica numérica, o processo de Gram-Schmidt é substituido por um
algoritmos sofisticado, a fatora¢io QR.

A.4 Normas de matrizes

Definimos a norma de operador de uma matriz por:

[All2 = max || Az| .
lIx|/=1

Essa definicao depende da norma de vetores que foi utilizada. Neste
texto, é a norma canoénica. Em textos de andlise numérica, é conveniente
utilizar outras normas mais faceis de calcular.

Outra norma interessante é a norma de Frobenius :

[Allr = [ 1Ay
4,J
A relacao entre elas é:

[All2 < [ AllF < VnllA]l2.

Uma interpretagao, utilizando o Teorema 1.4 , é:

JAl: =01, [[Alr= /302
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Agora podemos explicar a popularidade das matrizes ortogonais em
andlise numeérica. Se A é uma matriz (real, complexa) n X n, e quere-
mos calcular Ax, mas conhecemos x com precisao relativa ¢, entdo vamos
conhecer Ax com precisao relativa

[All2]l[6

< [l Al A7z -
[ Az|

Se A € O(n), entdo teremos ||A|s = [|[A~!||2 = 1. Multiplicar por A é
benigno em relagao ao erro acumulado.

A.5 Matrizes de Markov

As matrizes de Mdrkov ou matrizes estocasticas modelam um sistema com
n estados, e probabilidades M;; de passar de um estado 7 a um estado j.

Defini¢ao A.2. Uma Matriz de Mdrkov ou Matriz Estocdstica é uma ma-
triz quadrada M de tamanho n x n, com M;; > 0 e, para toda coluna j,
>, M;; = 1. Ela é positiva se e somente se M;; > 0 para todos i e j.

Observaciao A.3. Em parte da literatura, matrizes de Markov sdo definidas
como matrizes com coordenadas nao-negativas e onde a soma das coorde-
nadas de cada linha é 1. Assim, estamos transpondo a defini¢do, para poder
trabalhar com um vetor coluna de probabilidades.

O principal resultado sobre matrizes de Markov garante (sob certas cir-
cunstancias) a existéncia de um estado estaciondrio, que representa a prob-
abilidade do sistema se encontrar em cada estado ap6s tempo infinito.

Teorema A.4 (Perron-Frobenius, caso Markoviano). Seja M wma matriz de
Mdrkov. Entao,

1. Se X\ € autovalor de M, entao [N\ <1
2. 1 é autovalor de M.
3. Todo autovalor A\ de M diferente de 1 verifica |\ < 1.

4. Eziste um autovetor a direita, associado ao autovalor 1, cujas coorde-
nadas sao todas nao-negativas.

5. Se M for positiva, entdo o espago dos auto-espagos com autovalor
associado 1 tem dimensao 1.
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A.6 Exercicios

Exercicio A.1. Mostre que um subespaco vetorial complexo de C™ de di-
mensao d pode ser interpretado como um subespago vetorial 2d-dimensional
real de R??, mas que a reciproca nio é verdadeira.

Ezxercicio A.2. Prove o Teorema de Perron-Frobenius

Referéncias
[1] Gilbert Strang, Introduction to Linear Algebra, Wellesley Cambridge Press,
2003,2005. 3rd edition.

[2] Gregorio Malajovich, Algebra Linear, 2007. Em preparacio. http://www.labma.ufrj.
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