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Capítulo 1Introdução1.1 Matemátia atuarialA Matemátia Atuarial é uma área apliada da matemátia que utiliza o-nheimentos de probabilidade, estatístia, otimização e eonomia na análisede problemas �naneiros em seguros, fundos de pensão e investimentos.O�ialmente, ela surgiu na Inglaterra no �nal da primeira metade doséulo XIX, embora existam asos de estudos atuariais om datas anteri-ores a essa. Por exemplo, no séulo XVII, na Inglaterra e na Holanda, aoroa vendia títulos públios que asseguravam ao seu omprador uma rendavitalíia. E para a oroa não ter prejuízo om esse negóio, foi neessáriodeterminar om a maior preisão a importânia em dinheiro que deveriaser obrada (o que hamamos de prêmios) para esses títulos. Esse trabalho�ou omo tarefa para os prinipais matemátios desses dois países.Hoje, no Brasil, estamos passando por uma fase onde essa área de ma-temátia apliada está em alta, devido aos diversos desa�os existentes nomerado de seguros e previdênia. Prinipalmente após o enorme resi-mento do merado de previdênia privada nos últimos anos devido ao �mda aposentadoria integral dos servidores públios e, agora em 2008, a que-bra do monopólio do merado de resseguros no nosso país (até então tarefafeita somente pelo IRB - Instituto de Resseguros do Brasil).Um pro�ssional que queira trabalhar em matemátia atuarial deve pos-suir uma formação muito multidisiplinar (que inlui matemátia, ompu-tação, eonomia e direto). Sua prinipal atividade é a riação de modelosmatemátios para efetuar álulos de probabilidades de eventos, avaliar ris-os, �xar valores de prêmios de seguro ou de indenizações, entre outrasatribuições. E para isso, a sua prinipal ferramenta de avaliação é a simu-13



14 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�Olação estoástia, que é o tema entral desse trabalho.1.2 MotivaçãoA área matemátia atuarial é dividida em duas grande subáreas: a mate-mátia atuarial ramo vida, que estuda os problemas ligados a seguros devida e previdênia, e a matemátia atuarial ramo não-vida, que estuda osproblemas ligados aos outros ramos de seguro, tais omo os de residênia,automóveis, et.Nesse texto trataremos basiamente de duas apliações de simulaçãoestoástia em problemas atuariais, um no ramo vida e outro no ramo não-vida. O primeiro deles é o da geração de enários de �uxo de aixa de umplano de previdênia privada de um indivíduo. O segundo é a geração deenários para o volume de dinheiro a ser pago numa arteira de seguros deautomóveis. Apresentam-se a seguir os prinipais aspetos sobre previdêniaprivada que motivam o presente trabalho e logo depois a motivação dageração de enários para avaliação do riso relativo ao montante de sinistrosa serem pagos.1.3 Previdênia privadaA previdênia soial, obrigatória e ofereida pelo Estado, tem omo obje-tivo garantir a subsistênia do indivíduo, ou seja, o mínimo de preservaçãode qualidade de vida de modo ondizente om a justiça soial. Já a previ-dênia privada, omplementar e faultativa, é utilizada para preservar umdeterminado padrão de vida.Os partiipantes dos fundos de previdênia privada têm seus direitosgarantidos pela legislação do setor. As empresas são reguladas pela Supe-rintendênia de Seguros Privados (SUSEP), órgão responsável pelo ontrolee �salização dos merados de seguro, previdênia privada aberta, apitali-zação e resseguro.A previdênia privada, que poderia ser lassi�ada omo um seguro derenda, pode ser aberta ou fehada.A previdênia privada fehada, também onheida omo fundos depensão, opera apenas dentro de uma empresa ou grupo de empresas domesmo empregador visando à prestação de benefíios omplementares esemelhantes aos da previdênia soial. Os planos são, em sua maioria,usteados pelas empresas e funionários e de ontribuição variável de aordoom os álulos atuariais e a polítia da empresa, podendo ser feito tambémindividualmente, por pessoa físia.



1.3 Previdênia privada 15Em todas as empresas que têm fundos de pensão, um dos prinipaistemas de disussão interna é a qualidade da gestão das arteiras, pois, seela não for e�iente, não será possível assegurar o valor das aposentadorias.A previdênia privada aberta é onstituída pelas instituições abertas epartiipação públia, visando a prestação de benefíios opionais, de ará-ter mais individual. As entidades abertas administram diversos fundos aomesmo tempo e qualquer pessoa pode partiipar de seus planos.Os planos de previdênia �tradiionais� garantem remuneração igual aoda aderneta de poupança, no mínimo. As ontribuições são mensais porum determinado número de anos, de aordo om a renda futura esperadae da idade previamente estabeleida. Os benefíios podem ser reebidosde diversas formas: vitalíio, por um determinado período de tempo (porexemplo, 20 anos) ou em forma de apital (todo o valor de uma só vez).No aso da previdênia omplementar aberta, os prinipais planos ofe-reidos pelas seguradoras são: o PGBL (Plano Gerador de Benefíio Livre)e o VGBL (Vida Gerador de Benefíio Livre). Ambos permitem o aúmulode reursos por um prazo determinado. Existem diversas modalidades defundos e planos e os rendimentos das apliações �naneiras são repassadosintegralmente para os lientes. O período de diferimento e o período debenefíio ompõem as duas fases destes planos. O primeiro oorre quandoas ontribuições estão sendo apliadas. Já o período de benefíio é de�-nido a partir do momento que o indivíduo esolhe para omeçar a reebero dinheiro aumulado.A prinipal diferença entre estes planos está na tributação. O planoVGBL é mais indiado a aut�nomos e pro�ssionais liberais. Não é dedutíveldo imposto de renda, a tributação oorre apenas sobre o ganho de apital nomomento do resgate. O VGBL é ideal para quem não pode se bene�iar dasvantagens �sais ofereidas pelos planos de previdênia, seja porque delarao Imposto de Renda pelo formulário simpli�ado ou porque já atingiu olimite máximo de ontribuição permitido para dedução �sal, i.e., 12% darenda bruta anual tributável. Já o plano PGBL é mais vantajoso para quemfaz a delaração do imposto de renda pelo formulário ompleto. Até 12% darenda bruta pode ser deduzida do álulo do imposto. A tributação destevalor, investido em PGBL, será paga no momento do resgate.Um aspeto fundamental para as seguradoras é a gestão dos ativos (on-tribuições reebidas de indivíduos) e dos passivos (benefíios pagos aos se-gurados) de um plano de previdênia é o de modelar o riso assoiado aonegóio. Isto é, predizer as taxas de juros dos rendimentos de sua ar-teira de investimentos e a vida futura dos indivíduos segurados por ela.E, na verdade, essas inertezas são parâmetros de entrada para qualquersistema de gestão de ativos e passivos de uma seguradora. Elas podem



16 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�Oser representadas pela geração de um grande número de enários (obtidospor simulação estoástia), os quais re�etem os omportamentos possíveisdesses parâmetros. Utilizando esses enários é que deisões no modelo degestão são tomadas.1.4 ObjetivosO prinipal objetivo desse livro é o de introduzir oneitos de matemátiaatuarial e simulação estoástia motivados por problemas atuariais e �nan-eiros. Para isso serão apresentados quatro problemas, onde para ada umdeles será disutida uma estratégia a ser usada na modelagem probabilís-tia; a solução omputaional será feita utilizando os reursos da plataformaR.1.5 Estrutura do textoEsse texto está organizado da seguinte forma:� O apítulo 2 introduz os oneitos básios de simulação estoástia eda plataforma R que serão utilizados, tais omo: geração de númerospseudo-aleatórios, geração de variáveis aleatórias disretas e ontínuase geração de vetores aleatórios normais multivariados.� O apítulo 3 desreve os prinípios de matemátia atuarial e estuda ageração de enários de vida de indivíduo que ontribui para um planode previdênia privada do tipo PGBL.� O apítulo 4 introduz um modelo de séries temporais para variáveis�naneiras a ser utilizado no apítulo seguinte.� O apítulo 5 introduz um simulador para geração de enários do valorde benefíio de um plano de previdênia PGBL para um indivíduoque ontribui mensalmente.� O apítulo 6 propõe um simulador estoástio para a geração de e-nários que estima a quantia de sinistros oorridos numa arteira deapólies de automóveis.� Finalmente, o apítulo 7 onlui o trabalho e apresenta diretrizes paraestudos futuros.



1.5 Estrutura do texto 17Os apítulos 3, 4 e 5 propõem problemas e soluções baseadas na dis-sertação de mestrado da aluna Carla Jardim Dias [4℄, orientada pelos pro-fessores Hélio C�rtes Vieira e Luiano Vereda, defendida no programa depós-graduação em matemátia na PUC-Rio.Nos endereços da Web http://www.sbma.org.br/notas.php, http://www.mat.pu-rio.br/~lopes e http://afrery.googlepages.om/ seenontram todas as implementações em R apresentadas nesse livro, assimomo texto suplementares e exeríios.



18 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O



Capítulo 2Variáveis Aleatórias e aPlataforma R
R é uma linguagem de programação de alto nível que oferee reursos paraa produção de grá�os de qualidade bem omo para a realização de álulosestatístios om boa preisão numéria.Dentre as virtudes de R não podemos deixar de menionar que ela obe-dee os padrões de software livre e que está disponível para uma boa varie-dade de plataformas de hardware e sistemas operaionais. Há uma grandeomunidade de desenvolvedores ontribuindo permanentemente para o de-senvolvimento de novas funionalidades, bem omo para a orreção doseventuais problemas que R apresenta. A omunidade R_STAT, disponível emhttp://br.groups.yahoo.om/group/R_STAT, é um exemplo disso parausuários de R no Brasil. O número de biblioteas de qualidade para asmais diversas apliações rese onstantemente aumentando, om isso, aapliabilidade deste sistema em diversas áreas.R pode ser obtido tanto ompilado quanto para ompilar pelo sítio Webhttp://www.r-projet.org.Na seção seguinte apresentaremos os elementos de probabilidade nees-sários para onstruir ténias de simulação estoástia. Embora R forneçafunções para a geração de oorrênias de variáveis aleatórias om diver-sas distribuições de interesse, onsideramos apropriado disutir as téniassubjaentes a essas rotinas. 19



20 CAPÍTULO 2. VARIÁVEIS ALEATÓRIAS E A PLATAFORMA R2.1 Transformações de variáveis aleatóriasA distribuição uniforme no intervalo unitário oupa um lugar de destaqueno universo da simulação estoástia. Ela é de�nida pela densidade
f(x) = 1(0,1)(x), (2.1.1)onde 1A é a função indiadora do onjunto A, isto é, 1A(x) = 1 se x 2 A,

0 aso ontrário. A probabilidade de qualquer evento dentro do intervalounitário depende apenas do omprimento do intervalo, isto é, Pr(a � X �
b) = 1/(b − a) para todos 0 < a < b < 1.A maioria dos sistemas omputaionais ofereem rotinas para a geraçãode eventos desta distribuição omo, por exemplo, a funçao rand da lingua-gem de programação C. Esse é o assunto da seção 2.2. Nesta seção veremosresultados que nos permitirão obter oorrênias de variáveis aleatórias dequalquer distribuição disreta, ontínua ou mista a partir de oorrênias devariáveis aleatórias uniformemente distribuídas no intervalo unitário. Ou-tras ténias, dentre as quais se destaam os métodos de rejeição e de om-posição, podem ser vistas nos textos [3, 16℄.Neste ponto é onveniente lembrar que onheer a distribuição de umavariável aleatória onsiste em ser apaz de alular a probabilidade de qual-quer evento dentro da lasse de eventos possíveis, suas uniões e interseções.A função de distribuição aumulada, de�nida por F(t) = Pr(X � t) paratodo t 2 R, é apaz de araterizar a distribuição de qualquer variávelaleatória X.As propriedades das funções de distribuição aumulada são as seguintes:1. São ontínuas à direita, isto é, se xn ↓ x então F(xn)→ F(x).2. Se x→ −∞ então F(x)→ 0, e se x→∞ então F(x)→ 1.3. Se x < y então F(x) � F(y).Reiproamente, toda função satisfazendo as três propriedades aima é fun-ção de distribuição aumulada, isto é, ela arateriza a distribuição de al-guma variável aleatória real.Caso exista uma função f : R → R+ para a qual F(t) =

∫t

−∞ f(x)dx,então dizemos que F arateriza a distribuição de uma variável aleatóriaontínua. Nesse aso, f reebe o nome de densidade de probabilidade, ousimplesmente de densidade, e também arateriza a distribuição da viariávelaleatória.Toda densidade de probabilidade possui duas propriedades:1. Ela é não negativa, e o onjunto {x 2 R : f(x) > 0} reebe o nome desuporte da densidade ou da distribuição, e



2.1 Transformações de variáveis aleatórias 212. a sua integral é unitária, isto é, ∫R f = 1.A função de distribuição aumulada de variáveis aleatórias ontínuas é es-tritamente resente no suporte e, portanto, inversível nesse onjunto.Uma informação muito importante que deorre do onheimento da dis-tribuição de uma variável aleatória é a dos seus momentos. O momento deordem k da variável aleatória X om distribuição araterizada pela densi-dade f é dado pela integralE(Xk) =

∫R xkf(x)dx,se ela existir. Caso se trate de uma variável aleatória disreta, a integral ésubstituída por uma soma. O primeiro momento reebe o nome de espe-rança ou média, e a diferença entre o segundo momento e o quadrado daesperança é hamado variânia, isto éVar(X) = E(X2) − (E(X))2.Caso o espaço amostral da variável aleatória seja �nito ou enumerável,dizemos se tratar de uma variável aleatória disreta. Nesse aso, bastaonheer a probabilidade de ada evento at�mio para araterizar a suadistribuição, isto é, a função (xi, pi = Pr(X = xi)) para todo xi eventoelementar. A função (xi, pi) reebe o nome de função de probabilidade, e épossível ver que a função de distribuição aumulada, neste aso, é onstantepor partes: F(t) =
∑

xi�t pi.Veremos a seguir dois asos importantes de ada tipo de variável alea-tória.A distribuição da variável aleatória X hama-se exponenial padrão sea sua densidade é f(t) = exp{−t}1R+
(t). Com isso, a sua função de distri-buição aumulada é F(t) = (1 − exp{−t})1R+

(t). A distribuição da variávelaleatória Y = λX, om X exponenial padrão e λ > 0 hama-se exponenialde média λ, e a sua densidade é
fY(t) =

1

λ
exp{−t/λ}1R+

(t). (2.1.2)A �gura 2.1 mostra a densidade e a função de distribuição aumulada destadistribuição, para λ = 1, restringindo o suporte ao intervalo [0, 3] para �nsde exibição.A distribuição da variável aleatória X é hamada normal padrão se a suadensidade é
f(t) =

1p
2π

exp{−1

2
t2
}

,
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(b) Função de distribuição aumuladaFigura 2.1: Densidade e função de distribuição aumulada da lei exponenialpadrãopara todo t 2 R. Não dispomos de uma forma explíita para a função dedistribuição aumulada da distribuição normal padrão, mas há uma relaçãoentre ela e uma importante função espeial hamada �função de erro�:
Φ(t) =

2p
π

∫t

0

exp{−x2} dx.É frequente enontrar a notação Φ(t) = erf(t), e vale que Φ(t) = 2F(
p

2t)−

1, om F a função de distribuição aumulada da lei normal padrão. A�gura 2.2 mostra a densidade e a função de distribuição aumulada destadistribuição, restringindo o suporte ao intervalo [−3, 3] para �ns de exibição.Se X segue uma distribuição normal padrão, então Y = σX + µ, om
µ 2 R e σ > 0 segue uma distribuição normal de média µ e desvio padrão
σ (ou, equivalentemente, variânia σ2). Neste aso, a densidade de Y é

fY(t) =
1p
2πσ

exp{− 1

2σ2
(t − µ)2

}
.Uma vez de�nida a distribuição normal de média µ e variânia σ2, esta-mos em ondições de de�nir uma outra lei de interesse para a modelagemde dados positivos: a distribuição log-normal. Se X segue uma lei de mé-dia µ e variânia σ2, então Y = eX segue uma distribuição log-normal deparâmetros µ e σ2. A densidade que arateriza esta distribuição é

fY(y) =
1

y
p

2πσ2
exp{−1

2

� log(y) − µ

σ

�2}
. (2.1.3)
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(b) Função de distribuição aumuladaFigura 2.2: Densidade e função de distribuição aumulada da lei normalpadrãoNote que µ e σ2 são apenas os parâmetros que indexam esta lei; não sãoa média e a variânia da distribuição. A média desta distribuição éE(Y) = exp{µ +
σ2

2

}
,enquanto a variânia é dada porVar(Y) = exp{2µ + σ2

}�exp{σ2
}

− 1
�
.A �gura 2.3(a) mostra a densidade da equação (2.1.3) para µ = 0 e

σ2 = 1.As distribuições vistas até agora (exponenial, normal e log-normal) pos-suem suporte in�nito, sendo a segunda toda a reta enquanto as outras duaspossuem suporte sobre os reais positivos. Veremos a seguir um importanteaso de distribuição om suporte limitado, a lei beta.A variável aleatória X : Ω→ (0, 1) possui distribuição beta om parâme-tros p, q > 0 se a sua densidade é
fX(x) =

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
xp−1(1 − x)q−11(0,1)(x). (2.1.4)A distribuiçao beta é muito �exível e onveniente para desrever fen�-menos de�nidos sobre um suporte limitado, tal omo veremos na seção 6.3.Dentre os asos partiulares desritos por esta lei podemos menionar a dis-tribuição uniforme, araterizada pela densidade dada na equação (2.1.1),obtida fazendo p = q = 1. A �gura 2.3(b) mostra quatro densidades
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(b) BetaFigura 2.3: Densidades long-normal e betabeta: (p, q) = (1, 3) em traço ontínuo, (p, q) = (2, 2) em pontilhado,
(p, q) = (3, 2) em ponto-e-traço e (p, q) = (3, 1) em traços urtos e longos.Uma das distribuições disretas mais simples é a lei de Bernoulli. Umavariável aleatória disreta segue a lei de Bernoulli om parâmetro p 2 [0, 1]se ela adota o valor 1 om probabilidade p ou o valor 0 om probabilidade
1 − p. Desta forma, a função de probabilidade que arateriza esta lei é
((0, 1 − p), (1, p)). A soma de n variáveis aleatórias independentes e identi-amente distribuídas, ada uma obedeendo uma distribuição de Bernoulliom parâmetro p segue uma lei Binomial om parâmetro (n, p). A funçãode probabilidade que arateriza esta distribuição é �k,

�
n
k

�
pk(1 − p)n−k

�para todo 0 � k � n.A distribuição de Poisson arateriza a ontagem do número de eventosque, isoladamente, são raros mas para os quais são feitas muitas observaçõesindependentes. Imaginemos, por exemplo, a situação de observar em umpequeno intervalo de tempo a hegada de um freguês em um bano, ou aoorrênia de um sinistro para uma empresa de seguros devido a um roubode arro; a probabilidade disso oorrer é pequena, mas quando a observaçãoé realizada ao longo de um intervalo maior ela se torna razoável. Nessasondições, e om algunas restrições adiionais que podem ser vistas em [6℄,podemos modelar o número de eventos om a variável aleatória X uja lei édada por Pr(X = k) =
λk

k!
e−λ, (2.1.5)para todo k 2 N0, onde λ > 0 é a média e o parâmetro que araterizaa distribuição. Tal omo de�nido aima, trata-se do proesso de Poissonhomogêneo; na seção 6.1 veremos uma forma mais geral deste importante



2.1 Transformações de variáveis aleatórias 25modelo.Temos, assim, sete exemplos de variáveis aleatórias que não obedeema distribuição uniforme: duas ontínuas (exponenial, normal, log-normale beta) e três disretas (Bernoulli, binomial e Poisson). Veremos a seguiromo transformar variáveis aleatórias uniformes em variáveis aleatórias queobedeem outra distribuição. O resultado que será apresentado a seguir éum dos pilares da simulação estoástia.Teorema 2.1 (Inversão � Caso Geral). Sejam F : R → [0, 1] a funçãode distribuição aumulada de uma variável aleatória e F− a sua inversageneralizada, dada por F−(t) = inf{x 2 R : t � F(x)}. Se U é umavariável aleatória que segue uma lei uniforme no intervalo (0, 1) então
F é a função de distribuição aumulada da variável aleatória resultanteda transformação V = F−(U).Lema 2.1 (Inversão � Caso Contínuo). Quando a variável aleatóriade interesse é ontínua vale que F−(t) = F−1(t) para todo t 2 R.A apliabilidade deste resultado geral restringe-se somente à disponibi-lidade de boas implementações de F−1 ou de F−. Casos importantes paraos quais não há formas explíitas simples são as distribuições normal, log-normal e beta.No aso da distribuição exponenial om parâmetro λ, a função de dis-tribuição aumulada é dada por F(t) = (1 − exp{−t/λ})1R+

(t), logo a in-versa é dada por F−1(t) = −λ log(1 − t). Com isso, a variável aleatória
Y = −λ log(1−X) segue uma distribuição exponenial om média λ quando
X segue uma lei uniforme em (0, 1).Já no aso gaussiano, omo não dispomos de uma forma explíita nempara a função de distribuição aumulada nem para sua inversa, devemoslançar mão de outra ténia ou de rotinas numérias.Para gerar oorrênias da distribuição de Bernoulli podemos usar o Te-orema 2.1 e fazer Y = 1(0,p)(U). Com isso, Y irá obedeer a lei desejadaom parâmetro p. As oorrênias de variáveis aleatórias binomiais podemser onstruídas omo a soma de eventos de variáveis aleatórias Bernoulliindependentes.A geração de oorrênias de variáveis aleatórias Poisson pode pareerinviável om este método pois, em prinípio, requereria o álulo de in�ni-tos valores de probabilidade. Esse problema pode ser ontornado fazendouso de um algoritmo iterativo que, dada a oorrênia da variável aleatóriauniforme X(ω) = x, alule o valor iniial p0 = Pr(Y = 0) = e−λ e façaa omparação om apenas o primeiro �degrau� da inversa generalizada dafunção de distribução aumulada. Se p0 � x então retorne 0, aso ontrárioalule p1 = Pr(Y = 1) = λe−λ e faça a omparação om p0 + p1, e assim



26 CAPÍTULO 2. VARIÁVEIS ALEATÓRIAS E A PLATAFORMA Rpor diante. Esse algoritmo se torna e�iente se os valores p0, p1, . . . sãoarmazenados entre hamadas à rotina de simulação.Uma onexão interessante entre as distribuições exponenial e de Poissondeorre do fato de onsiderar o tempo entre os eventos de um proesso dePoisson. A equação (2.1.5) desreve apenas o número de eventos que oorreem um intervalo de tempo padronizado. Resta modelar em quais instantesesses eventos oorrem e, para isso, podemos lançar mão de uma propriedadeadiional do proesso de Poisson: a falta de memória.Tal omo foi formulado, esse proesso possui a seguinte propriedade para
T , o tempo entre oorrênias suessivas:Pr(T > t + s | T > s) = Pr(T > t), (2.1.6)para todo s, t > 0. Em palavras, a equação (2.1.6) mostra que o fato de jáhaver esperado um tempo superior a s > 0 em nada in�ui quanto tempomais deveremos esperar até observar mais um evento. A distribuição quesatisfaz essa propriedade é a exponenial, araterizada pela densidade dadana equação (2.1.2).A propriedade de falta de memória é útil omo forma alternativa parageração de oorrênias de variáveis aleatórias om distribuição de Poisson,bem omo para a simulação de modelos mais gerais.Outra propriedade importante do proesso de Poisson é a falta de in-formação sobre a loalização exata dos eventos. Se sabemos que oorreramexatamente n hegadas no intervalo (t1, t2), om t1 < t2, então as suas lo-alizações seguem distribuições independentes e identiamente distribuídassegundo leis uniformes nesse intervalo.De volta à distribuição gaussiana, podemos, em prinípio, utilizar o se-guinte resultado disutido em [6℄: sejamU1, U2 variáveis aleatórias indepen-dentes e identiamente distribuídas segundo uma lei uniforme no intervalounitário. De�namos R =

p
−2 logU1 e Θ = π(2U2 − 1). As variáveis alea-tórias X, Y de�nidas por X = R osΘ e Y = R senΘ são independentes omdistribuição omum gaussiana padrão.A plataforma R oferee diversas rotinas para a geração de oorrêniasde variáveis aleatórias om estas e muitas outras distribuições. Dentre elaspodemos menionar runif, para oorrênias de uniformes, rbinom parabinomiais (e, omo aso partiular, de Bernoulli), rnorm para normais erpois para Poisson.Tal omo vimos nesta seção, a geração de oorrênias de variáveis aleató-rias uniformes é essenial para a obtenção de eventos de variáveis aleatóriasom outras distribuições. A seção seguinte disute esse problema.



2.2 Geradores de números pseudo-aleatórios 272.2 Geradores de números pseudo-aleatóriosA geração de números aleatórios é o aliere de qualquer sistema de simu-lação estoástia. Porém, nos omputadores digitais as onheidas funçõesque geram números aleatórios não são efetivamente aleatórias. Númerosrealmente aleatórios são gerados por um proesso físio. Para isso, sãoonstruídos dispositivos físios que analisam fen�menos mirosópios ouqüântios e através de um onversor digital onseguem gerar um númeroaleatório.Na prátia o que se usa em simulação estoástia são os geradores denúmeros pseudo-aleatórios. Esses geradores produzem uma seqüênia de-terminístia de números inteiros ou em ponto �utuante na preisão do om-putador, que imita uma seqüênia de variáveis aleatórias independentes euniformemente distribuídas entre 0 e 1.A essênia de uma seqüênia de números pseudo-aleatórios é a sua im-previsibilidade, no sentido de que ninguém é apaz de, ao vê-la, dizer qualé a regra determinístia que a produz e onseguir prever qual é o próximonúmero da seqüênia.O método mais onheido que gera uma seqüênia de números pseudo-aleatórios é o LCG (Linear Congruential Generator ).O LCG gera uma seqüênia {ui} de números reais entre 0 e 1. Para isso,ele usa a seguinte equação de reorrênia para gerar números inteiros entre
0 e m:

vi+1 = (a� vi + b) mod m, i � 0,onde a, b e m são inteiros e mod é a operação módulo, isto é, o resto dadivisão inteira. O termo v0 dessa reorrênia é hamado de semente dogerador e é um outro parâmetro de entrada para o método. A seqüênia
{ui}1�0 é obtida fazendo ui = vi/m.Uma desvantagem do método LCG é que, por essa fórmula de onstru-ção, ele gera uma seqüênia periódia. O ideal é fazer uma boa esolhados parâmetros de entrada a �m de que o período seja o maior possível. Operíodo do LCG é no máximo m, e na maioria dos asos é menor do queisso. Para se obter um período máximo deve-se fazer as esolhas para a, b,
m e v0 de aordo om os seguintes ritérios:1. a > 0, b > 0;2. m > max(a, b, v0);3. b e m devem ser primos entre si;4. a − 1 deve ser divisível por todos os fatores primos de m;



28 CAPÍTULO 2. VARIÁVEIS ALEATÓRIAS E A PLATAFORMA R5. a − 1 deve ser um múltiplo de 4 se m for um múltiplo de 4.Uma boa esolha, segundo Press et al. em [15℄, é a = 1664525, b =

1013904223, e m = 232.O método LCG é apaz de gerar boas seqüênias pseudo-aleatórias,mas é onheido que suas propriedades estão longe do ideal. Se for ne-essário um gerador melhor, sugere-se utilizar o Mersenne Twister (MT)proposto por Matsumoto e Nishimura em 1977 [11℄. Hoje, existem al-goritmos rápidos baseados no MT que tem período 219937 − 1. No en-dereço http://www.math.si.hiroshima-u.a.jp/~m-mat/MT/emt.htmlenontra-se uma exelente implementação para o gerador MT. Para maioresdetalhes em algoritmos de geração de números pseudo-aleatórios veja [15℄.Na plataforma R existem vários outros geradores que são muito e�ien-tes, não é o objetivo desse texto detalhá-los.2.3 A distribuição normal multivariadaUm dos modelos mais importantes na hora de desrever o omportamentode duas ou mais variáveis relaionadas entre si é o normal multivariado.Diremos que um vetor de variáveis aleatórias segue uma distribuiçãonormal multivariada se a sua densidade é dada por
f(x) =

1

(2π)m/2|Σ|1/2
exp{−

1

2
(x − µ) 0Σ−1(x − µ)

}
,onde x = (x1, . . . , xm) 0 é a observação em Rm, µ = (µ1, . . . , µm) 0 2 Rm éo vetor de médias e Σ é a matriz de ovariânia (que é de tamanho m�m epositiva de�nida, logo Σ−1 existe). O vetor de médias é o ponto de máximoda densidade, isto é, a sua moda.A matriz de ovariânia é da forma Σ = (σij) onde

σij = σji é a ovariânia entre as omponentes i e j,

σii = σ2
i > 0 é a variânia da omponente i.A ovariânia entre as omponentes i e j pode também ser esrita em termosda orrelação −1 < ρij < 1 omo σij = ρijσiσj. Dentre outras referênias,os textos [10, 13, 17℄ forneem detalhes desta importante distribuição.Um resultado importante desta distribuição que serve para gerar oor-rênias de variáveis aleatórias que seguem esta lei é o seguinte. Se X =

(X1, . . . , Xn) é um vetor formado por n variáveis aleatórias independentes eidentiamente distribuídas om distribuição normal padrão, µ 2 Rn é umvetor n-dimensional e A é uma matriz de dimensão n � n, então o vetor



2.4 Exemplos de uso do R 29de variáveis aleatórias Y = AX + µ segue uma lei normal multivariada demédia µ e matriz de ovariânia Σ = AA 0.A função mvnorm do R permite simular oorrênias desta lei multivariada.2.4 Exemplos de uso do RNesta seção veremos alguns exemplos de uso da plataforma R para a geraçãode oorrênias de variáveis aleatórias om as distribuições de�nidas nasseções 2.1 e 2.3. Código 2.1: Histograma de uniformes1 > x = runif(n=100, min=0, max =1)2 > hist(x, breaks=30, main ='Histograma  de Observaoes  Uniformes ', ylab ="Frequenia ")Na primeira linha do ódigo 2.1 atribuímos ao vetor x em (n=100) ob-servações de variáveis aleatórias independentes identiamente distribuídassegundo uma lei uniforme no intervalo (0, 1). O intervalo pode ser modi�-ado alterando os parâmetros min e max na hamada à função runif. Nasegunda linha deste ódigo geramos um histograma om breaks=30 inter-valos, e o exibimos om a legenda que é visível na Figura 2.4. Deixamospara o leitor urioso desobrir a enorme variedade de opções que podem serdadas para onstruir grá�os em R.
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Figura 2.4: Histograma de em observações uniformes



30 CAPÍTULO 2. VARIÁVEIS ALEATÓRIAS E A PLATAFORMA RO ódigo 2.2 mostra omo gerar em oorrênias de variáveis aleatóriasindependentes e identiamente distribuídas segundo uma lei exponenial detaxa λ = 2. A visualização do histograma desses dados, gerada pela segundalinha deste ódigo, mostra-se na Figura 2.5.Código 2.2: Histograma de exponeniais1 > x = rexp (n=100, rate =2)2 > hist(x, breaks=30, main ='Histograma  de Observaoes  Exponeniais ', ylab ='Frequenia ')
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Figura 2.5: Histograma de em observações exponeniaisPara ilustrar a simulação de oorrênias de variáveis aleatórias normaismultivariadas lançaremos mão de um dos exemplos de análise de imagensmostrado em [18℄. Nesse texto são analisados dados de diversas regiões deuma pintura, e a estimação dos parâmetros µ e Σ, supondo a distribuiçaogaussiana multivariada, para uma delas, a que orresponde a um ato, ébµato =

0� 0.281

0.420

0.252

1A , bΣato = 10−3

0� 2.001 1.938 1.783

1.938 3.001 1.247

1.783 1.247 2.610

1A .O ódigo 2.3 mostra uma sequênia de instruções para gerar e visualizarem oorrênias de variáveis aleatórias distribuídas segundo a lei gaussianamultivariada om os parâmetros bµato e bΣato.A linha 1 arrega o paote MASS, que fornee a função para gerar estetipo de oorrênias. A linha 2 atribui à variável mu o valor da média, e à



2.4 Exemplos de uso do R 31Código 2.3: Geração de gaussianas multivariadas1 > library (MASS )2 > mu = (0.281 , 0.420 , 0.252)3 > Sigma = matrix((2.001 , 1.938 , 1.783 , 1.938 , 3.001 ,1.247 , 1.783 , 1.247 , 2.610) , 3, 3)4 > y = mvrnorm (n=100, mu , Sigma)5 > pairs(y)variável Sigma a matriz de ovariânia de interesse. Note omo é estipuladaa estrutura de uma matriz de tamanho 3 � 3 aos dados. A linha 4 pro-duz a geração, enquanto a linha 5 mostra omo obter o grá�o exibido na�gura 2.6.
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var 3Figura 2.6: Grá�o de pares das oorrênias de normais multivariadasEmpregando reursos um pouo mais avançados do sistema R é possíveloloar os histogramas de ada omponente nas diagonais do diagrama depares. A �gura 2.7 mostra o resultado dessa modi�ação. O ódigo paraproduzir este grá�o, om pequenas alterações, é o que onsta na página deajuda da função pairs.
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Figura 2.7: Grá�o de pares e histogramas das oorrênias de gaussianasmultivariadas



Capítulo 3Cenários de vida de umindivíduoEsse apítulo tem omo objetivo introduzir os oneitos básios de atuáriapara elaborar um simulador estoástio que gere enários de vida de umindivíduo. Para isso, o apítulo omeça apresentando alguns onetios bá-sios e depois apresenta o problema que será disutido, sua modelagem e asolução utilizando a plataforma R.3.1 Coneitos básios de matemátia atuarialUm dos elementos básios dos seguros que lidam om a vida humana é atábua de mortalidade. Essa seção apresenta iniialmente um modelo pro-babilístio para a sobrevivênia de um indivíduo. Depois, introduz-se astábuas de mortalidade.3.1.1 Modelo probabilístio para sobrevivênia de umindivíduoConsidere um indivíduo om x anos e T seu tempo futuro de vida, denotadopor T(x). Portanto, a idade em que o indivíduo morre é x + T(x).O tempo futuro de vida T de um indivíduo é uma variável aleatória omuma função de distribuição
G(t) = Pr(T � t), t � 0.33



34 CAPÍTULO 3. CENÁRIOS DE VIDA DE UM INDIVÍDUOA funçãoG(t) representa a probabilidade que o indivíduomorrerá dentrode t anos, para qualquer valor de t. Assume-se que a função de distribuiçãode probabilidade de T , denotada por G, é onheida e é ontínua, e que Gpossui uma função de densidade g (g(t) = G 0(t)).Dentro desse ontexto, a probabilidade que um indivíduo na idade xmorra dentro de t anos, denotada por tqx, pode ser esrita da seguintemaneira:
tqx = G(t).Similarmente, a probabilidade de um indivíduo sobreviver por mais t anos,denotada por tpx é:

tpx = 1 − tqx.A probabilidade que um indivíduo om x anos sobreviva por mais s anose depois morra dentro de t anos é:
s|tqx = Pr(s < T < s + t) = G(s + t) − G(s) = s+tqx − sqx.A probabilidade ondiional de que um indivíduo om x anos sobrevivamais t anos depois de ter hegado a idade x + s é:

tpx+s = Pr(T > s + t | T > s) =
1 − G(s + t)

1 − G(s)
.Da mesma forma, pode-se dizer que a probabilidade de um indivíduo morrerdentro de t anos dado que ele atingiu a idade x + s é:

tqx+s = Pr(T � s + t | T > s) =
G(s + t) − G(s)

1 − G(s)
.O valor esperado do tempo restante de um indivíduo om idade x é E[T ],será denotado por Æ

ex, e sua de�nição é:Æ
ex = E[T ] =

∫∞

0

t g(t)dt.De agora em diante, se t = 1 o índie t é omitido nas notações apresen-tadas.De�ne-se agora a variável aleatória K que representa o número de anosompletos futuros vividos por um indivíduo om uma idade x. Assim, pode-se dizer quePr(K = k) = Pr(k � T < k + 1) = kpx qx+k, k = 0, 1, . . .



3.1 Coneitos básios de matemátia atuarial 35O valor esperado de K é hamado de valor esperado de trunamento dotempo de vida futura de um indivíduo om idade x, e é denotado por ex.Portanto,
ex = E[K] =

∞∑

k=1

kPr(K = k) =

∞∑

k=1

kkpx qx+k.Ou então,
ex =

∞∑

k=1

Pr(K � k) =

∞∑

k=1

kpx.Seja S uma fração do ano durante o qual o indivíduo om idade iniial
x morre, isto é,

T = K + S.A variável aleatória S tem distribuição ontínua entre 0 e 1. Como usu-almente é feito, nesse trabalho onsidera-se que a variável S é distribuídauniformemente entre 0 e 1. Será onsiderado também nesse trabalho, omotambém é de ostume na literatura, que as variáveis K e S são independen-tes.Assim, pode-se mostrar que:Æ
ex = ex +

1

2
,e que Var[T ] = Var[K] +

1

12
.Para inteiros positivos m, pode-se de�nir a variável aleatória

S(m) =
1

m
[mS + 1],que é obtida omo um arredondamento para o menor múltiplo de 1/mmaior que S. A função de probabilidade de S(m) está de�nida nos pontos

1
m

, 2
m

, . . . , 1. Observe que a independênia entre K e S implia na indepen-dênia entre K e S(m). Mais ainda, omo foi assumido que S é uniformeentre 0 e 1, então pode-se provar que S(m) tem uma distribuição disretauniforme.3.1.2 Tábuas de mortalidadePartindo-se de um número fehado de partiipantes, denominado �raiz�, emque o gênero pode ser levado em onsideração, a tábua de mortalidaderevela a quantidade de pessoas vivas anualmente em ada idade, ou seja,



36 CAPÍTULO 3. CENÁRIOS DE VIDA DE UM INDIVÍDUOtrata-se de uma tábua determinada pelas taxas anuais de mortalidade oude sobrevivênia.Existem vários tipos de tábuas atuariais, omo a AT-49, AT-83 e a AT-2000, onde AT quer dizer annuity table e o número refere-se ao ano em queas estatístias passadas omeçaram a valer. Tábuas mais modernas, omo aAT-2000, são adotadas em várias empresas no Brasil, prinipalmente paraplanos mais �exíveis omo o PGBL. Ela possui o tempo de vida médio maiselevado que as outras, reduzindo assim, o valor do benefíio a ser pago pelasempresas.Por exemplo, na AT-49 a expetativa de sobrevida para alguém om 60anos é de 18,5 anos, na AT-83 é de 22,6 e na AT-2000 é de 24,6. As tábuasmais modernas não devem ser vistas omo injustas ou bené�as apenas àsseguradoras. Re�etem as mudanças que a soiedade vem sofrendo, omo oaumento da expetativa de vida, melhores ondições sanitárias e avanços namediina. Nos Estados Unidos, por exemplo, a quantidade de pessoas en-tenárias passou de 4000 em 1940, para mais de 61000, em 1997. Em resumo,se uma empresa trabalhar om tábuas desatualizadas, ela orre o riso denão ter omo pagar no futuro a renda mensal vitalíia aos bene�iários.A onstrução dessas tábuas pode ser oriunda da experiênia das segura-doras ou se valer dos dados dos ensos demográ�os. Não existe ainda umatábua de mortalidade genuinamente brasileira. O prinipal motivo é queainda não deu tempo para onstruí-la, pois seria preiso observar a vida deum grupo de pessoas por um longo período de tempo.As tábuas, sob ondição universal, são ompostas de seis olunas:
x : oluna de idades, em anos;
lx : número de pessoas vivas na idade x do grupo em estudo, de umtotal iniial hipotétio de 100.000 novos nasimentos;
dx : número de pessoas do grupo que morrem entre as idades x e x+1;
qx : probabilidade anual de morte, ou seja, a razão entre o númerode pessoas do grupo que morrem numa idade w (dw) pelo número depessoas da idade de w (lw). Matematiamente, tem-se: qx = dx

lx
ou

qx = lx−lx+1

lx
;

px : probabilidade anual de sobrevivênia, obtida pela relação px =

1 − qx;
ex : expetativa de vida para um indivíduo om idade x.



3.2 Apresentação do problema 37Observe que a distribuição de K e outras variáveis podem ser aluladaspela tábua. Por exemplo,
kpx = pxpx+1px+2 . . . px+k−1, k = 1, 2, 3, . . .Para se obter a distribuição de T através da tábua deve-se usar umainterpolação. Um tipo de interpolação supõe que uqx é uma função linearem u, para u entre 0 e 1, e x é um número inteiro. Em outras palavras, issosigni�a que é assumida uma distribuição uniforme de sobrevida ao longodo ano.Apresenta-se nas tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 a tábua de mortalidade ame-riana masulina de 2004, disponível no endereço http://www.d.gov/nhs/produts/pubs/pubd/nvsr/51/51_03.htm.3.2 Apresentação do problemaUma das grandes inertezas que um gerente de ativos e passivos de umaseguradora no ramo vida deseja modelar é a sobrevivênia de um indiví-duo que possui uma apólie om ela. Assim, nesse trabalho, o primeiroproblema que será onsiderado nesse livro é o de gerar enários de umavariável aleatória M que representa o número de meses que um indivíduosobrevive a partir do momento em que ele fez um seguro de previdênia.Para simpli�ar o problema, assuma que esse indivíduo aderiu ao plano nodia de seu n-ésimo aniversário e que a probabilidade de sobrevivênia desseindivíduo obedee a lei de distribuição de�nida pela tábua de mortalidadeameriana masulina de 2004.3.3 ModelagemPara modelar a inerteza em relação à sobrevivênia do indivíduo utilizandoa tábua de mortalidade ameriana masulina de 2004, o simulador gera umavariável aleatória distribuída por uma Bernoulli(qx), onde qx é a probabi-lidade do indivíduo na idade x morrer entre o ano x e x + 1. Para isto égerado um número aleatório uniformemente distribuído entre [0, 1]. Se onúmero gerado for maior do que qx, então o indivíduo sobrevive e o pro-esso é repetido para o ano seguinte. Caso ontrário, se o número gerado formenor ou igual a qx, o indivíduo morre. Resta saber em qual mês oorre amorte. Para isto, o simulador gera um número aleatório disreto distribuídouniformemente entre 1 e 12 e o mês em questão orresponderá ao mês damorte do indivíduo.



38 CAPÍTULO 3. CENÁRIOS DE VIDA DE UM INDIVÍDUO3.4 Simulação usando o RO primeiro passo para implementar o simulador é o de arregar a tábua demortalidade no R. A maneira mais fáil é arregá-la no sistema através de umarquivo, que pode ser riado opiando a tábua linha por linha, separandoada valor por um únio espaço em brano. Coloamos também na primeiralinha do arquivo os seguintes arateres: �x l d p q�. Esse abeçalho indiaque a primeira oluna se refere à idade, a segunda ao número de pessoasvivas, a tereira ao número de pessoas que morreram no deorreer daqueleano, a quarta à probabilidade de sobreviver por mais um ano dada a idade�x� (ou seja, o valor de px), e, �nalmente, a quinta indiando a probabilidadede não sobreviver (qx).Para arregar a tabela no R existe uma função que lê de um arquivotexto (formato ASCII) os seus dados. Essa função hama-se read.table, eela retorna um tipo de dado, que no R é ahamado de �data frame�. Os ar-gumentos básios dessa função são o nome do arquivo, um �ag informandose existe uma linha de abeçalho (header ), o arater que representa o se-parador dos números da tabela, e o arater que india o ponto deimal (�.�ou �,�). No ódigo 3.1, a primeira linha lê a tabela do arquivo AT2004.txtarmazenando-a na variável AT2004M. A segunda linha desse ódigo mostrao omando para ver o onteúdo da tabela. Na tereira linha, o onteúdo daoluna "p"da tabela é arregado na variável p_x.Código 3.1: Carregando a tábua de mortalidade através da leitura de umarquivo1 > AT2004M ← read .table("./AT2004.txt",header=T,sep=" ",de=".")2 > AT2004M3 > p_x ← AT2004M$pAgora que as probabilidades px estão arregadas na memória do R, po-demos desenvolver o simulador omo uma função que retorna o número demeses que o indivíduo ainda viverá, dada a sua idade no momento de suaadesão ao plano. Esse simulador será implementado omo uma função ujonome é CenarioDeSobrevida e que possui os seguintes parâmetros:� IdadeIniial: idade iniial que o indivíduo entre no plano;� p_x: um vetor uja entrada de índie i orresponde a probabilidade
pi−1 de uma tábua de mortalidade.



3.5 Exeríio 39E a função retorna um enário para o número de meses que o indivíduosobrevive. Seu ódigo está na listagem 3.2.Código 3.2: Geração de enários de vida1 > CenarioDeSobrevida ← funtion (IdadeIniial ,p_x){2 + N ← 03 + Idade ← IdadeIniial4 + vivo ← TRUE5 + while(vivo ) {6 + u ← runif (1)7 + if (u < p_x[Idade -1℄) {8 + N ← N + 129 + Idade ← Idade + 110 + }11 + else {12 + u ← runif (1)13 + N ← N + as.integer (12*u) + 114 + vivo ← FALSE15 + }16 + }17 + N18 +} Para gerar um enário para um indivíduo que iniia o plano om 40 anosexeute o seguinte omando: CenarioDeSobrevida(40,p_x).3.5 Exeríio(1) Gere 1000 enários para os números de meses de sobrevida de um in-divíduo que iniia o plano om 40 anos, alule a média desse número demeses, ompare o resultado dessa média om o valor de e40 que se enon-tra na última oluna da tábua de mortalidade, e, �nalmente, visualize ohistograma desses enários.



40 CAPÍTULO 3. CENÁRIOS DE VIDA DE UM INDIVÍDUOx lx dx px qx ex0 100000 747 0.992526 0.007474 74.831 99253 51 0.999487 0.000513 74.402 99202 33 0.999672 0.000328 73.433 99169 24 0.999753 0.000247 72.464 99145 21 0.999795 0.000205 71.475 99124 18 0.999811 0.000189 70.496 99106 18 0.999818 0.000182 69.507 99088 17 0.999828 0.000172 68.528 99071 16 0.999847 0.000153 67.539 99055 12 0.999874 0.000126 66.5410 99043 10 0.999898 0.000102 65.5511 99033 11 0.999896 0.000104 64.5512 99022 15 0.999844 0.000156 63.5613 99007 27 0.999727 0.000273 62.5714 98980 43 0.999565 0.000435 61.5915 98937 61 0.999387 0.000613 60.6116 98876 77 0.999218 0.000782 59.6517 98799 92 0.999065 0.000935 58.7018 98707 105 0.998939 0.001061 57.7519 98602 115 0.998838 0.001162 56.8120 98487 124 0.998736 0.001264 55.8821 98363 134 0.998639 0.001361 54.9522 98229 140 0.998578 0.001422 54.0223 98089 141 0.998562 0.001438 53.1024 97948 139 0.998580 0.001420 52.1725 97809 136 0.998608 0.001392 51.2526 97673 134 0.998632 0.001368 50.3227 97539 131 0.998651 0.001349 49.3828 97408 131 0.998659 0.001341 48.4529 97277 131 0.998656 0.001344 47.5230 97146 131 0.998648 0.001352 46.5831 97015 133 0.998633 0.001367 45.6432 96882 136 0.998596 0.001404 44.7033 96746 142 0.998533 0.001467 43.7634 96604 150 0.998445 0.001555 42.8335 96454 160 0.998338 0.001662 41.8936 96294 172 0.998218 0.001782 40.9637 96122 184 0.998082 0.001918 40.0438 95938 198 0.997932 0.002068 39.1139 95740 214 0.997765 0.002235 38.19Tabela 3.1: Tábua de mortalidade ameriana masulina de 2004: idadesentre 0 e 39 anos



3.5 Exeríio 41x lx dx px qx ex40 95526 232 0.997580 0.002420 37.2841 95294 250 0.997371 0.002629 36.3642 95044 272 0.997137 0.002863 35.4643 94772 297 0.996873 0.003127 34.5644 94475 322 0.996582 0.003418 33.6745 94153 352 0.996268 0.003732 32.7846 93801 381 0.995933 0.004067 31.9047 93420 414 0.995576 0.004424 31.0348 93006 446 0.995195 0.004805 30.1749 92560 483 0.994792 0.005208 29.3150 92077 520 0.994343 0.005657 28.4651 91557 562 0.993866 0.006134 27.6252 90995 600 0.993405 0.006595 26.7953 90395 635 0.992973 0.007027 25.9654 89760 670 0.992543 0.007457 25.1455 89090 705 0.992079 0.007921 24.3356 88385 749 0.991533 0.008467 23.5257 87636 799 0.990879 0.009121 22.7158 86837 861 0.990088 0.009912 21.9259 85976 931 0.989173 0.010827 21.1360 85045 1008 0.988142 0.011858 20.3661 84037 1090 0.987034 0.012966 19.6062 82947 1171 0.985877 0.014123 18.8563 81776 1252 0.984688 0.015312 18.1164 80524 1334 0.983433 0.016567 17.3865 79190 1424 0.982024 0.017976 16.6766 77766 1521 0.980436 0.019564 15.9667 76245 1624 0.978709 0.021291 15.2768 74621 1728 0.976838 0.023162 14.5969 72893 1838 0.974783 0.025217 13.9370 71055 1957 0.972467 0.027533 13.2771 69098 2082 0.969869 0.030131 12.6472 67016 2210 0.967022 0.032978 12.0173 64806 2338 0.963914 0.036086 11.4174 62468 2468 0.960494 0.039506 10.8175 60000 2605 0.956585 0.043415 10.2476 57395 2743 0.952211 0.047789 9.6877 54652 2867 0.947536 0.052464 9.1478 51785 2973 0.942587 0.057413 8.6279 48812 3065 0.937211 0.062789 8.11Tabela 3.2: Tábua de mortalidade ameriana masulina de 2004: idadesentre 40 e 79 anos



42 CAPÍTULO 3. CENÁRIOS DE VIDA DE UM INDIVÍDUOx lx dx px qx ex80 45747 3149 0.931164 0.068836 7.6281 42598 3226 0.924276 0.075724 7.1582 39372 3286 0.916534 0.083466 6.7083 36086 3325 0.907856 0.092144 6.2684 32761 3335 0.898197 0.101803 5.8485 29426 3310 0.887532 0.112468 5.4586 26116 3242 0.875836 0.124164 5.0887 22874 3132 0.863083 0.136917 4.7388 19742 2976 0.849246 0.150754 4.4089 16766 2778 0.834296 0.165704 4.0990 13988 2543 0.818211 0.181789 3.8091 11445 2278 0.800981 0.199019 3.5492 9167 1993 0.782604 0.217396 3.2993 7174 1699 0.763094 0.236906 3.0694 5475 1410 0.742475 0.257525 2.8695 4065 1130 0.721969 0.278031 2.6896 2935 875 0.701889 0.298111 2.5297 2060 654 0.682568 0.317432 2.3898 1406 472 0.664345 0.335655 2.2599 934 329 0.647562 0.352438 2.13100 605 224 0.629940 0.370060 2.02101 381 148 0.611437 0.388563 1.91102 233 95 0.592009 0.407991 1.81103 138 59 0.571610 0.428390 1.71104 79 36 0.550190 0.449810 1.61105 43 20 0.527700 0.472300 1.52106 23 11 0.504085 0.495915 1.43107 12 6 0.479289 0.520711 1.35108 6 3 0.453253 0.546747 1.26109 3 2 0.425916 0.574084 1.19110 1 1 0.397212 0.602788 1.11111 0 0 0.367072 0.632928 1.04112 0 0 0.335426 0.664574 0.97113 0 0 0.302197 0.697803 0.91114 0 0 0.267307 0.732693 0.84115 0 0 0.230673 0.769327 0.78116 0 0 0.192206 0.807794 0.72117 0 0 0.151817 0.848183 0.67118 0 0 0.109408 0.890592 0.62119 0 0 0.064878 0.935122 0.57120 0 0 0.000000 1.000000 0.00Tabela 3.3: Tábua de mortalidade ameriana masulina de 2004: idadesentre 79 e 115 anos



Capítulo 4Geração de enários paravariáveis �naneirasO objetivo desse apítulo é o de apresentar um modelo eonométrio paraas variáveis �naneiras que servem de entrada para o modelo estoástiode �uxo de aixa que será apresentado no apítulo 5. Conheer os valoresfuturos desses parâmetros é fundamental e é a base dos modelos de gestãode ativos e passivos.Nesse modelo eonométrio são utilizadas variáveis eon�mias que semostraram adequadas para de�nir a omposição da arteira de ativos queformam um fundo de previdênia.Primeiramente, é feita uma pequena introdução à séries temporais. Empartiular, é introduzido o modelo multivariado auto-regressivo. Depois, asvariáveis a serem estudadas são apresentadas e analisadas sob o ponto devista estatístio. Em seguida, apresenta-se o problema de gerar enários dastrajetórias futuras do modelo VAR utilizando a plataforma R.4.1 Análise de séries temporaisA análise de séries temporais é uma área da Estatístia dediada ao estudode observações que apresentam dependênia no tempo. É muito omumenontrar estudos sobre esse assunto que envolvem a utilização de dadosaera da realidade eon�mia e �naneira.O enfoque de Box-Jenkins [1℄ para análise de séries temporais tem omoobjetivo prinipal a realização da previsão. Essa metodologia permite quevalores futuros de uma série sejam previstos tomando por base apenas seus43



44 CAPÍTULO 4. CENÁRIOS PARA VARIÁVEIS FINANCEIRASvalores presentes e passados. Usualmente, isso é feito explorando a orrela-ção temporal que existe entre o valores observados da série.A relação temporal onsiderada pelo enfoque de Box-Jenkins é represen-tada formalmente por um onjunto de proessos estoástios generiamentedenominados modelos ARIMA. Por envolverem apenas uma série de tempo,eles são lassi�ados omo modelos univariados.Os modelos ARIMA resultam da ombinação de três omponentes: Auto-Regressivo (AR), de Integração (I) e de médias móveis (MA, por ser a abre-viação de Moving Average).Na metodologia de Box-Jenkins, uma série de tempo pode onter as trêsomponentes ou apenas um subonjunto, resultando daí vários métodospara análise.4.2 Introdução ao modelo VARÉ de interesse desse trabalho estudar as trajetórias futuras de várias variá-veis ao mesmo tempo. A metodologia de Box-Jenkins é extensível tambémpara esse aso.O modelo de série temporal multivariado para as variáveis �naneirasa ser utilizado nesse apítulo é um modelo de vetores auto-regressivos(VAR-Vetor Auto-Regressive models), ele é baseado somente na ompo-nente auto-regressiva.Num modelo VAR, o vetor yt 2 Rn no instante t é desrito apenas porseus valores passados e pelo vetor de ruído brano ǫt 2 Rn. O modelo VARmais geral é o de ordem p, nele o vetor yt depende de yt−1,yt−2, . . . ,yt−pe do vetor de resíduos ǫt, que estão orrelaionados entre eles no instante
t mas não em momentos anteriores a t. A sua representação algébria é aseguinte:

yt = c +

p∑

k=1

Akyt−k + ǫt,onde c 2 Rn é o vetor de interepto, Ak 2 Rn�n, k = 0, 1, 2, . . . , p, sãoas matrizes dos oe�ientes do modelo e ǫt 2 Rn�n é o vetor aleatório dosresíduos, que obedee a lei da normal multivariada e que satisfaz E[ǫt] =

0 2 Rn, E[ǫtǫ
T
t ] = Σ 2 Rn�n.Os estimadores de Mínimos Quadrados Ordinários são os melhores esti-madores dado que os resíduos das diferentes equações não são orrelaiona-dos e que são independentes e igualmentes distribuídos ao longo do tempo.Na presença de orrelação entre os resíduos das equações, onheida omoorrelação ontemporânea, o melhor estimador é o método de regressão apa-rentemente não-relaionada (SUR - Seemly Unrelated Regression). Para



4.3 As variáveis �naneiras 45maiores detalhes dos métodos de estimação veja o livro de Judge et al. de1985 [7℄.4.3 As variáveis �naneirasNo modelo de gestão de passivos e passivos, os ativos devem ser investidostodos os meses tanto no período de diferimento quanto no período de bene-fíios. Para isso, foi onsiderada uma arteira onde o apital é apliado emrenda �xa, renda variável e em títulos públios. Foram utilizadas as seguin-tes variáveis �naneiras omo proxies (aproximações) para a rentabilidadedesses investimentos:CDI: Certi�ado de Depósito Inter�naneiro: aumulada no mês anuali-zada om periodiidade mensal para representar renda �xa;IBOVESPA: Índie de Luratividade da Bolsa de Valores de São Paulo:om variação e periodiidadesmensais para representar renda variável;IGP-M: Índie Geral de Preços / Merado: om variação e periodiidadesmensais para representar in�ação;SWAP 180: Derivativo �naneiro que tem por �nalidade promover a troa(simultaneamente) de ativos �naneiros entre os agentes eon�miosenvolvidos, por exemplo: Uma empresa possui um ativo �naneiroindexado a variação do dólar omerial e deseja troar a variaçãodeste ativo �naneiro (dólar omerial) por uma determinada taxapré-�xada sem se desfazer do ativo �naneiro, neste aso ela poderáatravés de um swap de taxas realizar tal operação: taxa anual, perio-diidade mensal, representa a rentabilidade de títulos om maturidadede seis meses.O período de análise está ompreendido desde Janeiro de 2000 até De-zembro de 2005. Portanto foram utilizados 72 dados mensais de ada série.As taxas CDI e Swap 180 foram onvertidas em dados mensais tanto paraos testes omo para a simulação.Estatístias das variáveis �naneiras esolhidas. Nas tabelas 4.2, 4.3e 4.4 são exibidas as séries das variáveis �naneiras utilizadas no trabalho.E na tabela 4.1, estão apresentadas as prinipais estatístias das quatrovariáveis �naneiras esolhidas.Ibovespa e IGP-M registram os maiores desvios padrões. Estes doisrendimentos também possuem os maiores valores máximos e os menores



46 CAPÍTULO 4. CENÁRIOS PARA VARIÁVEIS FINANCEIRASmínimos, sendo os únios que registram valores negativos em todo períodoestudado. Swap e CDI se araterizam por ter, aproximadamente, os mes-mos valores das estatístias, sendo Swap superior em todas, exeto no valormáximo, que é igual ao CDI. Em geral, a rentabilidade e o riso de títu-los longos é superior a rentabilidade e o riso de títulos urtos; este fatoestilizado é on�rmado na tabela abaixo.Estatístia CDI(%) Ibovespa(%) IGP-M(%) Swap(%)Média 1.435755 1.285417 0.885972 1.509065Mediana 1.394218 1.625000 0.715000 1.467933Valor máximo 2.075377 17.92000 5.190000 2.075377Valor mínimo 1.009570 -17.17000 -1.000000 1.033354Desvio padrão 0.215506 8.387782 1.022399 0.250056Tabela 4.1: Estatístias das séries de dados mensais de janeiro/2000 a de-zembro/20054.4 Apresentação do problemaQuando um indivíduo adere a um plano de prividênia, a seguradora investeo que ele ontribui a ada mês em renda variável ou em renda �xa. Oobjetivo agora é gerar enários para as tajetórias futuras dessas variáveis�naneiras itadas utilizando um modelo VAR.4.5 ModelagemO primeiro passo para se modelar essas trajetórias futuras é o de estimaro modelo VAR. Depois, na próxima seção, será disutida a forma de omogerar os enários.4.5.1 Estimativa do modelo VAR das variáveis �nan-eirasPara se estimar o modelo, o primeiro passo será de�nir quantas defasa-gens para trás serão onsideradas, ou seja, esolher o valor de p para omodelo VAR(p). Os ritérios de informação de Akaike e o de Shwarz [7℄têm omo objetivo esolher, segundo uma estatístia, qual é a defasagem pmais adequada. No aso em estudo, para os dados durante esse período deobservação, ambos indiaram que o modelo VAR(1) é o melhor.



4.5 Modelagem 47CDI(%) Ibovespa(%) IGP-M(%) Swap(%)
Jan/2000 1.44 -4.11 1.24 1.54
Fev/2000 1.44 7.81 0.35 1.49
Mar/2000 1.44 0.91 0.15 1.44
Abr/2000 1.28 -12.81 0.23 1.33
Mai/2000 1.42 -3.74 0.31 1.56
Jun/2000 1.39 11.84 0.85 1.44
Jul/2000 1.30 -1.63 1.57 1.36
Ago/2000 1.39 5.42 2.39 1.42
Set/2000 1.22 -8.17 1.16 1.24
Out/2000 1.28 -6.66 0.38 1.32
Nov/2000 1.22 -10.63 0.29 1.30
Dez/2000 1.19 14.84 0.63 1.24
Jan/2001 1.26 15.81 0.62 1.27
Fev/2001 1.01 -10.08 0.23 1.03
Mar/2001 1.25 -9.14 0.56 1.41
Abr/2001 1.18 3.32 1 1.48
Mai/2001 1.33 -1.8 0.86 1.69
Jun/2001 1.27 -0.61 0.98 1.52
Jul/2001 1.50 -5.53 1.48 1.96
Ago/2001 1.60 -6.65 1.38 1.96
Set/2001 1.32 -17.17 0.31 1.62
Out/2001 1.53 6.85 1.18 1.86
Nov/2001 1.39 13.79 1.1 1.50
Dez/2001 1.39 4.47 0.22 1.47Fonte BCB-DEPEC Bovespa FGV BM&FTabela 4.2: Séries �naneiras nos anos de 2000 e 2001Considere o modelo VAR(1) abaixo indexado pelo mês t:2664 CDI
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+
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48 CAPÍTULO 4. CENÁRIOS PARA VARIÁVEIS FINANCEIRASCDI(%) Ibovespa(%) IGP-M(%) Swap(%)
Jan/2002 1.53 -5.83 0.36 1.56
Fev/2002 1.25 10.31 0.06 1.25
Mar/2002 1.37 -5.55 0.09 1.34
Abr/2002 1.48 -1.28 0.56 1.50
Mai/2002 1.40 -1.71 0.83 1.45
Jun/2002 1.31 -13.39 1.54 1.59
Jul/2002 1.53 -12.36 1.95 1.96
Ago/2002 1.44 6.35 2.32 1.87
Set/2002 1.38 -16.95 2.4 1.74
Out/2002 1.64 17.92 3.87 2.08
Nov/2002 1.53 3.35 5.19 1.90
Dez/2002 1.73 7.23 3.75 2.07
Jan/2003 1.97 -2.9 2.33 2.05
Fev/2003 1.83 -6.04 2.28 1.99
Mar/2003 1.77 9.66 1.53 1.83
Abr/2003 1.87 11.38 0.92 1.80
Mai/2003 1.96 6.89 -0.26 1.83
Jun/2003 1.85 -3.35 -1 1.69
Jul/2003 2.08 4.62 -0.42 1.83
Ago/2003 1.76 11.81 0.38 1.60
Set/2003 1.67 5.51 1.18 1.50
Out/2003 1.63 12.32 0.38 1.50
Nov/2003 1.34 12.24 0.49 1.25
Dez/2003 1.37 10.17 0.61 1.28Fonte BCB-DEPEC Bovespa FGV BM&FTabela 4.3: Séries �naneiras nos anos de 2002 e 20032664 0.681981 −0.001377 0.009502 0.093059

14.35822 −0.033621 0.342870 −8.486075

−1.340442 −0.002985 0.718172 1.078787

−0.216747 −0.004738 0.016571 0.883706

37752664 CDI
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ǫIGPM

ǫSWAP

3775
t(4.5.1)A matriz de variânia e ovariânia dos resíduos do modelo estimado é:

Σ =

2664 1.99� 10−06 1.61� 10−05 2.01� 10−07 1.89� 10−06

1.61� 10−05 0.007178 6.07� 10−05 −1.55� 10−06

2.01� 10−07 6.07� 10−05 3.27� 10−05 1.69� 10−06

1.89� 10−06 −1.55� 10−06 1.69� 10−06 2.25� 10−06

3775Na tabela 4.5.1 são apresentados os resultados da estimação do VAR(1).



4.5 Modelagem 49CDI(%) Ibovespa(%) IGP-M(%) Swap(%)
Jan/2004 1.26 -1.73 0.88 1.21
Fev/2004 1.08 -0.44 0.69 1.05
Mar/2004 1.37 1.78 1.13 1.33
Abr/2004 1.17 -11.45 1.21 1.14
Mai/2004 1.22 -0.32 1.31 1.30
Jun/2004 1.22 8.21 1.38 1.31
Jul/2004 1.28 5.62 1.31 1.34
Ago/2004 1.29 2.09 1.22 1.38
Set/2004 1.24 1.94 0.69 1.33
Out/2004 1.21 -0.83 0.39 1.28
Nov/2004 1.25 9.01 0.82 1.32
Dez/2004 1.48 4.25 0.74 1.52
Jan/2005 1.38 -7.05 0.39 1.44
Fev/2005 1.22 15.56 0.3 1.26
Mar/2005 1.52 -5.43 0.85 1.55
Abr/2005 1.41 -6.64 0.86 1.43
Mai/2005 1.50 1.47 -0.22 1.50
Jun/2005 1.58 -0.62 -0.44 1.56
Jul/2005 1.51 3.96 -0.34 1.46
Ago/2005 1.65 7.69 -0.65 1.58
Set/2005 1.50 12.62 -0.53 1.43
Out/2005 1.40 -4.4 0.6 1.34
Nov/2005 1.38 5.71 0.4 1.29
Dez/2005 1.47 4.82 -0.01 1.38Fonte BCB-DEPEC Bovespa FGV BM&FTabela 4.4: Séries �naneiras nos anos de 2004 e 2005Os valores entre parênteses são os erros padrões das estimações dos oe�i-entes e os valores entre olhetes são as estatístias �t�.A in�uênia na primeira defasagem do CDI no valor orrente dessa sériejá era esperado, pois é onheida a inéria de seqüênias envolvendo taxade juros. A mesma propriedade também pode ser observada na série deSWAP, que depende negativamente do IBOVESPA. Isso pode ser expliadoobservando que em períodos de merado almo, o IBOVESPA tende a subire as taxas longas tendem a air ou no máximo permaneem onstantes (ouseja, há uma suave relação negativa entre essas duas séries). Como tambémhá inéria na in�ação, era de se esperar a in�uênia da primeira defasagemdo IGPM na sua observação orrente; adiionalmente, a relação negativaentre a primeira defasagem do CDI e o IGPM re�ete a in�uênia do juro



50 CAPÍTULO 4. CENÁRIOS PARA VARIÁVEIS FINANCEIRASsobre a atividade eon�mia, e desta sobre a in�ação (uma alta no juro gerauma queda na atividade eon�mia, que tende a inibir a alta nos preços).Variáveis Variáveis DependentesIndependentes CDI Ibovespa IGP-M SwapCDI(-1) 0.681981 14.35822 -1.340442 -0.216747(0.15762) (9.46424) (0.63842) (0.16741)[ 4.32666℄ [ 1.51710℄ [-2.09963℄ [-1.29472℄Ibovespa(-1) -0.001377 -0.033621 -0.002985 -0.004738(0.00215) (0.12920) (0.00872) (0.00229)[-0.64008℄ [-0.26022℄ [-0.34253℄ [-2.07317℄IGP-M(-1) 0.009502 0.342870 0.718172 0.016571(0.02291) (1.37587) (0.09281) (0.02434)[ 0.41468℄ [ 0.24920℄ [ 7.73805℄ [ 0.68091℄Swap(-1) 0.093059 -8.486075 1.078787 0.883706(0.15123) (9.08025) (0.61251) (0.16062)[ 0.61536℄ [-0.93456℄ [ 1.76124℄ [ 5.50198℄Tabela 4.5: Estimativas do modelo VAR.4.6 Simulação usando o RPara implementar o gerador de enários, primeiramente, é neessário iniiaras variáveis que de�nem o modelo VAR estabeleido na última seção, quesão: o vetor de interepto C a matriz A, a matriz de variânia e ovariâniados resíduos Sigma e o vetor Y_0 que orresponde ao vetor da ondiçãoiniial. Essa iniiação das variáveis se enontram no ódigo 4.1.Na listagem 4.2 enontra-se a função nextVAR1 que gera um enário parao próximo vetor das variáveis �naneiras ujos parâmetros são a matriz A,o vetor de interepto C, a matriz Sigma e a ondição iniial Y.Observe que para multipliar a matriz A pelo vetor Y utiliza-se o omando%*%. Ela usa a função mvnorm para gerar o vetor de resíduo que possuidistribuição normal multivariada om média zero e matriz de variânia eovariânia Sigma.A função rVAR gera enários para N meses do modelo VAR(1) om vetor



4.7 Exeríio 51Código 4.1: Iniiação das variáveis do modelo1 > C ←  (0.003067 , -0.070048 ,0.005284 ,0.004704)2 > dim(C) ← (4,1)3 >4 > A ← (0.681981 ,14.358220 , -1.340442 , -0.216747 ,5 -0.001377 , -0.033621 , -0.002985 , -0.004738 ,6 0.009502 , 0.342870 , 0.718172 , 0.016571 ,7 0.093059 , -8.486075 , 1.078787 , 0.883706)8 > dim(A) ← (4,4)9 >10 > Sigma ← (1.99*10^( -6) ,1.61*10^( -5) ,2.01*10^( -7) , 1.89 *10^( -6) ,11 1.61 *10^( -5) ,0.0071780000 ,6.07*10^( -5) ,-1.55 *10^( -6) ,12 2.01 *10^( -7) ,6.07*10^( -5) ,3.27*10^( -5) , 1.69 *10^( -6) ,13 1.89 *10^( -6) ,-1.55 *10^( -6) ,1.69*10^( -6) ,2.25*10^( -6) )14 > dim(Sigma) ← (4,4)15 >16 > Y ← (1.47 ,4.82 , -0.01 ,1.38)17 > dim(Y) ← (4,1)de interepto C, om a matriz A, matriz de variânia e ovariânia Sigma,e ondição iniial Y. Essa função enontra-se na listagem 4.3. Ela utiliza afunção nextVAR1 para gerar ada passo a partir do vetor do passo anteriore armazena todos os enários numa matriz Z de dimensão N � 4.Para exeutar a função rVAR a �m de gerar enários para 12 meses segui-dos a partir da ondição iniial Y_0 use o omando: rVAR(12,A,C,Sigma,Y_0).4.7 Exeríio(1) Gere 1000 enários para as variáveis �naneiras para 30 anos, paraada uma delas: tire a média desses enários e visualize num histograma oresultado dessa simulação.



52 CAPÍTULO 4. CENÁRIOS PARA VARIÁVEIS FINANCEIRAS
Código 4.2: Iniiação das variáveis do modelo1 >library (MASS )2 >3 >nextVAR1 ← funtion (A,C,Sigma ,Y) {4 + epsilon ← mvrnorm (1,(0,0,0,0) ,Sigma)5 + Z ← A%*% Y + C + epsilon6 + Z7 +}
Código 4.3: Iniiação das variáveis do modelo1 >rVAR ← funtion (N,A,C,Sigma ,Y) {2 + Z ← matrix(nrow = 4,nol = N,byrow=FALSE)3 + Y0 ← Y4 + for (j in 1:N) {5 + Y0 ← nextVAR1 (A,C,Sigma ,Y0)6 + for (i in 1:4) {7 + Z[i,j℄ ← Y0[i℄8 + }9 + }10 + Z11 +}



Capítulo 5Benefíios de um plano deaposentadoriaAs prinipais inertezas na modelagem de um plano de previdênia são aidade em que o segurado vai morrer e as inertezas referentes a eonomia.Nesse apítulo será feito o uso das funções desenvolvidas nos dois últimosapítulos para gerar enários para o valor do benefíio que o indivíduo iráreeber ao se aposentar. Iniialmente, será feita uma introdução aos onei-tos básios de matemátia �naneira. Depois será apresentado o problema,sua modelagem e a implementação de sua solução usando o R.5.1 Coneitos básios da matemátia �naneiraJuro é a remuneração do apital empregado. Quando apliamos um api-tal durante um período de tempo determinado, esperamos obter um ertorendimento. Após esse período, o apital prinipal investido se transfor-mará em um valor apitalizado, hamado de montante, que será o apitalprinipal aresido do rendimento obtido durante o período de apliação.A taxa de juros é a razão entre o rendimento e o apital prinipal.Uma taxa de juros é sempre assoiada a uma unidade básia de tempo,por exemplo, 6% ao ano. Deve também ser onheido o período de apli-ação, que pode ser por exemplo diário, mensal, anual, bi-anual et. Umataxa de juros é hamada Taxa efetivaefetiva se o período de apliação éidêntio à unidade básia de tempo, nesse aso o rendimento é reditado no�m da unidade básia de tempo.No regime de apitalização simples, os rendimentos de ada período53



54CAPÍTULO 5. BENEFÍCIOS DE UM PLANO DE APOSENTADORIAsão alulados sobre o apital prinipal. Portanto eles não inidem sobre osrendimentos aumulados. Esse regime só faz algum sentido em um ontextonão-in�aionário, que não é o aso de interesse desse trabalho.No regime de apitalização omposto, o rendimento gerado pela apli-ação será inorporado, passando a partiipar do álulo de rendimento dosperíodos de apliação que vêm a seguir.5.1.1 Taxa de juros efetivaSeja j uma taxa de juros efetiva anual. Para simpli�ar assuma que essataxa é onstante para todos os anos. Considere um fundo onde o apitalprinipal C0 é investido e que um apital adiional Ak é apliado no mesmofundo no �m de ada ano k, para k = 1, � � � , n. ℄ O balanço do fundo no�m do ano k, denotado por Ck, inluindo o pagamento adiional Ak é dadopor:
Ck = Ck−1 + jCk−1 + Ak, k = 1, � � � , n, (5.1.1)que pode ser reesrito na forma:

Ck − (1 + j)Ck−1 = Ak. (5.1.2)Ao multipliar essa equação por (1+j)n−k em ambos os lados e somar sobretodos os valores de k, obtém-se que:
Cn = (1 + j)nC0 +

n∑

k=1

(1 + j)n−kAk. (5.1.3)As potênias de (1+ j) são hamadas de fatores de aumulação. Portanto,o montante aumulado ou o valor futuro de um investimento om apitalprinipal C após h anos é (1 + j)hC.Desonto pode ser entendido omo a diferença entre o valor do resgatedo investimento e seu valor iniial. O fator de desonto é de�nido omo
v =

1

1 + j
.A equação 5.1.3 pode ser reesrita na forma:

vnCn = C0 +

n∑

k=1

vkAk. (5.1.4)Assim, o valor presente de um apital C devido a um investimento de kanos é vkC.



5.1 Coneitos básios da matemátia �naneira 55Segue uma outra forma de esrever a equação (5.1.1):
Ck − Ck−1 = jCk−1 + Ak.Se somarmos a equação aima sobre todos os k's, tem-se que:

Cn − C0 =

n∑

k=1

jCk−1 +

n∑

k=1

AkEm onlusão, o rendimento total do fundo é a soma total dos juros redi-tados om o total dos depósitos feitos durante o período.5.1.2 Taxa de juros nominalQuando o período de apliação não é idêntio à unidade básia de tempo,a taxa de juros é hamada de nominal. Por exemplo, onsidere uma taxaanual de 6% e um período de apliação de 3 meses. Nesse aso, o rendimentoreditado no �m de ada trimestre orrespondente a uma taxa de juros de6%/4 = 1,5%. Dessa forma, um apital iniial de 1 unidade monetária ren-deria no �m de 4 trimestres o orrespondente a (1.015)4 = 1.06136. Observeque a taxa de juros anual nominal de 6% quando onvertida trimestralmenteé equivalente a uma taxa anual efetiva de 6.136%.Considere uma taxa de juros anual j, de�ne-se j(m) omo a taxa de jurosnominal onvertida para um período de m vezes ao ano equivalente a j. Paradeterminar j(m) utiliza-se a seguinte equação:
(1 +

j(m)

m
)m = 1 + j.Expliitando j(m), tem-se que:

j(m) = m[(1 + j)1/m − 1]. (5.1.5)Pode-se interpretar j(m) quando m → ∞ omo uma taxa de juros on-tinuamente omposta. Seja
δ = lim

m→∞
j(m),que é denominada força dos juros equivalente a j. A equação (5.1.5) podeser reesrita na forma:

j(m) =
(1 + j)1/m − (1 + j)0

1/m
.



56CAPÍTULO 5. BENEFÍCIOS DE UM PLANO DE APOSENTADORIAConseqüentemente, pode-se dizer que δ é a derivada de (1 + j)x no ponto
x = 0. Assim,

δ = ln(1 + j)ou
eδ = 1 + j.Portanto, o fator de aumulação para um período de h anos, h 2 R, é

(1 + j)h = eδh e o fator de desonto para o mesmo período é vh = e−δh.5.1.3 Pagamentos anteipadosAté agora foi assumido que os rendimentos são reditados no �m do pe-ríodo de apliação. Mas algumas vezes é útil assumir que os rendimentossão reditados no iníio de ada período de apliação. Rendimentos re-ditados dessa forma são também onheidos omo desontos, e a taxa dejuros orrespondente é hamada de taxa de desonto ou taxa de jurosanteipada.Seja d uma taxa anual de desonto efetiva. Uma pessoa que investiruma quantidade C de apital prinipal vai ter reditado imediatamente aquantia dC, e o apital investido C vai ser retornado no �m do período.Investindo o rendimento dC nas mesmas ondições, o investidor vai ree-ber um rendimento adiional de d(dC) = d2C. Novamente, ao apliar aquantia d2C, o investidor reeberá d3C omo retorno de seu investimento.Repetindo esse proesso in�nitamente, o investidor vai reeber no �m deum ano a seguinte quantia
C + dC + d2C + d3C + � � � = 1

1 − d
Como retorno de seu investimento iniial C.A taxa de juros equivalente j para esse tipo de investimento é obtidapela equação

1

1 − d
= 1 + j,que é equivalente dizer que:

d =
j

1 + jou
j =

d

1 − d
.Seja d(m) a taxa de desonto nominal equivalente a d só que reditada

m vezes ao ano. O investidor, então, reebe no iníio de ada período deonversão d(m)

m
C e o seu apital prinipal C é retornado no �m do período.



5.1 Coneitos básios da matemátia �naneira 57Usando a igualdade
1

1 − d(m)

m

= 1 +
j(m)

m
= (1 + j)1/m,pode-se dizer que:

d(m) = m[1 − (1 + j)−1/m].Por um pequeno algebrismo, pode-se dizer também que:
d(m) =

j(m)

1 + j(m)

m

.Daí, pode-se tirar uma relação muito simples entre j(m) e d(m):
1

d(m)
=

1

m
+

1

j(m)
.Com essa relação, onlui-se que a diferença entre a taxa de desonto e ataxa de juros some quando elas são onsideradas ontínuas, pois:lim

m→∞
d(m) = lim

m→∞
j(m) = δ.5.1.4 PerpetuidadesEssa seção introduz ertos tipos de seqüênias de pagamentos perpétuos(perpetuidades) e alula seus valores presentes.Iniialmente, onsidere as perpetuidades de pagamentos anuais de umaunidade monetária. Se o primeiro pagamento oorre no tempo 0, a perpe-tuidade é hamada de perpetuidade anteipada e seu valor presente é dadopor �a∞e = 1 + v + v2 + � � � = 1

1 − v
=

1

d
.Se o primeiro pagamento oorre no �m do primeiro ano, a perpetuidade éhamada de perpetuidade posteipada e seu valor presente é dado por

a∞e = v + v2 + v3 + � � � = v

1 − v
=

1

j
.Considere agora que pagamentos de 1

m
unidades monetárias são feitas

m vezes ao ano. Se os pagamentos são feitos anteipadamente (primeiropagamento no tempo 0), então o valor presente desse tipo de perpetuidadesé: �a(m)

∞e =
1

m
+

1

m
v1/m +

1

m
v2/m + � � � = 1

m

1

1 − v1/m
=

1

d(m)
.



58CAPÍTULO 5. BENEFÍCIOS DE UM PLANO DE APOSENTADORIAPor sua vez, se o primeiro pagamento é feito no �m do período 1/m, entãoo valor presente da perpetuidade é:
a

(m)

∞e =
1

m
v1/m +

1

m
v2/m +

1

m
v3/m + � � � = 1

m

v1/m

1 − v1/m
=

1

j(m)
.5.1.5 AnuidadesUma anuidade é de�nida omo uma seqüênia de pagamentos durante umtempo limitado, que é denotado por n. Na prátia, as anuidades são maisusadas que as perpetuidades.O valor presente de uma anuidade om n pagamentos anuais de umaunidade monetária omeçando no instante 0 é:�ane = 1 + v + v2 + � � �+ vn−1.Pode-se representar a anuidade omo a diferença entre duas perpetuidades,uma iniiada no instante 0 e outra no instante n. Assim, tem-se que:�ane = �a∞e − vn �a∞e =

1

d
− vn 1

d
=

1 − vn

d
.De forma similar, pode-se obter a fórmula para o valor presente da anui-dade om o primeiro pagamento feito no �nal do primeiro ano da seguintemaneira:

ane =
1 − vn

j
.A fórmula para o valor presente de uma anuidade om m pagamentos par-iais de 1/m unidade monetária iniiada no tempo 0 é:�a(m)

ne =
1 − vn

d(m)
.E, por �m, a fórmula para o valor presente de uma anuidade om m paga-mentos pariais de 1/m unidade monetária iniiada no tempo 1 é:

a
(m)

ne =
1 − vn

j(m)
.Observe que o denominador varia dependendo da forma de pagamentoe da freqüênia que eles são feitos.O valor aumulado s das anuidades é também de interesse. As fórmulaspara ada um dos tipos aima são respetivamente:�sne =

(1 + j)n − 1

d
,
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sne =

(1 + j)n − 1

j
,�s(m)

ne =
(1 + j)n − 1

d(m)
,e

s
(m)

ne =
(1 + j)n − 1

j(m)
.No aso de previdênia e de seguros do ramo vida, sob o ponto de vistaatuarial, as ontas das anuidades devem levar em onsideração a proba-bilidade do indivíduo estar vivo para fazer o pagamento. A seguir serãointroduzidos oneitos básios atuariais para tal �m.5.1.6 Anuidades de vida inteiraUma anuidade de vida inteira onsiste numa série de pagamentos quesão feitos por um indivíduo om idade iniial x enquanto ele estiver vivo.Portanto, ela possui uma dependênia do tempo de sobrevida do indivíduo.Assim, o valor presente da anuidade deve ser onsiderado omo uma variávelaleatória. Essa variável será denotada por Y. Considere novamente que ospagamentos são de uma unidade monetária, e que são feitos nos tempos

0, 1, . . . , K. O valor presente desses pagamentos é, portanto:
Y = 1 + v + v2 + � � �+ vK = �ak+1e.A função de probabilidade de Y é dada por:

Pr(Y = �a(k+1)e) = Pr(K = k) = kpxqx+k.O valor esperado de Y é denotado por �ax. Pode-se esrever que:�ax = E[Y] =

∞∑

k=0

�ak+1ekpxqx+k.Por outro lado, o valor Y pode também ser reesrito na forma:
Y =

∞∑

k=0

vkI{K�k},onde I{K�k} é uma variável indiadora para o evento K � k. Conseqüente-mente, �ax = E[Y] =

∞∑

k=0

vk
kpx,
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1+i

é o fator de desonto para uma taxa i.O valor presente atuarial de uma anuidade de vida de uma unidademonetária por ano, pagável em prestações de 1/m no iníio de ada m-ésima parte de um ano enquanto um indivíduo om x anos sobrevive, édenotado por �a(m)
x : �a(m)

x =
1

m

∞∑

h=0

vh/m
h/mpx.A tradiional aproximação de �a(m)

x pode ser esrita na forma:�a(m)
x = �ax −

m − 1

2m
.Para m = 12, a anuidade de vida mensal é dada por :�a(12)

x = �ax −
11

24
. (5.1.6)Todas os demais tipos de anuidades de vida inteira são deduzidos dessamesma forma.Para maiores detalhes sobre a teoria atuarial do ramo vida veja o livrodo Gerber [5℄.5.2 Apresentação do problemaO objetivo desse apítulo é o de gerar enários para a variável aleatória Sque orresponde ao valor do saldo �nal da onta de um plano PGBL de umindivíduo, no mês de sua aposentadoria para poder álular o valor de seubenefíio. O modelo a ser trabalhado deve onsiderar omo hipóteses osseguintes fatos: O indivíduo possui um plano de ontribuição de�nida, quenão estabelee o benefíio no ato da ontratação, mas sim a ontribuiçãoque é onstante e igual a R$C, ou seja não é alterada durante o período dediferimento (que orresponde ao intervalo de meses do iníio do plano até omomento de sua aposentadoria). O benefíio só será onheido ao �nal davida laborativa do partiipante e é vitalíio. Os resgates e as portabilidades�am bloqueadas e os enargos não são atrelados ao plano. Durante operíodo de diferimento, os pagamentos são mensais e são realizados no �mde ada mês. É assumido que o partiipante iniia o plano no dia do seuaniversário, e que ele não morre no período de diferimento. A tábua demortalidade utilizada é a ameriana masulina de 2004, apresentada noapítulo 3 e o plano adota uma taxa de 5% ao ano para o desonto dado aobenefíio no momento da aposentadoria.



5.3 Modelagem 615.3 ModelagemModelos para o plano de previdênia de um indivíduo om as hipóteses feitasaima possuem dois períodos bem de�nidos, o de diferimento e o de benefí-ios, que orrespondem ao período do mês seguinte a sua aposentadoria atéa sua morte.Primeiramente será apresentado o simulador para o período de diferi-mento, om ele será possível gerar enários de quanto o segurado terá desaldo em sua onta. Tendo esse valor na mão pode-se apliar a fórmula queas seguradoras usam para alular o valor de benefíio.Suponha que o partiipante deposite na onta do seu plano uma quantia
C no �m de ada mês e que o montante existente na onta no iníio de adamês é investido de aordo om a seguinte arteira: 40% em renda �xa (RF),30% em renda variável (RV) e 30% em títulos (TIT). Isso representa umarestrição muito forte no modelo, mas que em trabalhos futuros será subs-tituída por um otimizador estoástio om múltiplos estágios para de�nira melhor arteira a longo prazo. Para maiores detalhes desse problema deotimização veja [2, 9, 14, 19℄.Portanto se existiam Mt unidades monetárias no iníio do mês t naonta do partiipante, no iníio do mês t + 1 a onta terá o saldo de:
Mt+1 = 0.4�Mt�(1+RFt)+0.3�Mt�(1+RVt)+0.3�Mt�(1+TITt)+C,(5.3.7)onde RFt, RVt e TITt orrespondem, respetivamente, aos juros do mês tdos ativos de renda �xa, renda variável e dos títulos. Essa fórmula reursivase mostra bem adequada porque esses juros variam om o tempo. Elessão estimados pelo modelo VAR das variáveis �naneiras apresentadas noapítulo 4.A taxa de juros RFt referente a renda �xa é representada pela variávelde erti�ados de depósitos inter�naneiro CDIt. Para a taxa da rendavariável RVt foi utilizada a variável índie do IBOVESPA, IBOt. Final-mente, para a taxa dos títulos TITt foi utilizado a taxa de SWAP de 180dias, SWAPt. Como todas essas taxas são nominais e o que importa para osegurado é o poder aquisitivo de seus benefíios em termos reais, todas asrentabilidades devem ser orrigidas pela in�ação, ou seja desontadas peloIGPM. A onversão da taxa nominal em taxa efetiva de ada uma delas éfeita através da seguinte fórmula:

Taxa_Efetivat =
1 + Taxa_Nominalt

1 + IGPMt

− 1.Os dados de entrada da primeira parte do simulador são:



62CAPÍTULO 5. BENEFÍCIOS DE UM PLANO DE APOSENTADORIA� A idade iniial, denotada por Idade_Inicial, do partiipante.� A idade em que o partiipante irá se aposentar, Idade_Aposentadoria.� O valor da ontribuição mensal C.O simulador do período de diferimento seguirá o seguinte algoritmo:Passo 1: M0 = 0; t = 0; Idade = Idade_Inicial.Passo 2: Estime o vetor � CDI IBO IGPM SWAP
�T
t
para o mês t usandoo modelo VAR desrito na equação (4.5.1).Passo 3: Calule Mt+1 usando a equação 5.3.7.Passo 4: t = t + 1.Passo 5: Se tmod12 = 0, então Idade = Idade + 1.Passo 6: Se Idade < Idade_Aposentadoria então volte ao Passo 2, senão

Mfinal = Mt; e termine.Assim, essa primeira parte do simulador alula um enário para o mon-tante �nal de um indivíduo, ujo valor é armazenado na variável Mfinal.Os benefíios são pagamentos onstantes que os partiipantes reebemem função da sua aposentadoria e de sua expetativa de vida futura. Oálulo do benefíio do primeiro ano, denotado por B1, é dado por
B1 =

Mfinal

12 �a(12)
x

, (5.3.8)onde �a(12)
x é a anuidade de vida mensal de um indivíduo om uma idade

x onsiderando a taxa de desonto de 5%, e sua fórmula é dada pela equa-ção (5.1.6). Para questão de eslareimentos, os benefíios, no tempo futurodepois da aposentadoria, são ajustados ao �nal de ada ano pela in�açãoaumulada no ano, sendo essa representada pela série IGPMt. Assim, obenefíio no ano a é dado por:
Ba = Ba−1

12∏

s=1

(1 + IGPM12(a−1)+s) (5.3.9)5.4 ExeríioComo esse problema é uma apliação dos apítulos anteriores, propomos oseguinte exeríio:



5.4 Exeríio 63(1) Faça um programa em R que gere um enário para o valor do benefíiode um indívíduo que entre no plano om 30 anos e ontribui mensalmenteom o valor de R$ 400,00 por mês seguindo as hipóteses itadas na desriçãodo problema.
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Capítulo 6Soma de SinistrosO objetivo desse apítulo é o de modelar a soma total dos sinistros, a se-rem pagos por uma seguradora, que oorreram num período �xo de tempopara um determinado onjunto de ontratos de seguro. Para esse problemadevem ser modeladas probabilistiamente dois tipos de variáveis aleatórias:uma que de�ne a quantidade de sinistro que oorreram num determinadoperíodo de tempo e outra que de�ne o valor de ada um deles. Sendo assim,iniiamos o apítulo om uma introdução a proessos de Poisson.6.1 Proessos de PoissonTal omo vimos anteriormente, a equação (2.1.5) modela o número de he-gadas em um intervalo de tempo unitário quando o fen�meno de interessepode ser desrito por um proesso de Poisson.Em algumas situações é de interesse generalizar esse proesso, fazendoom que a taxa de hegadas ou de oorrênias varie ao longo do tempo. Umaso evidente é o do número de hegadas de fregueses em um restaurante:será maior, tipiamente, nos horários próximos ao almoço e ao jantar. Noque segue de�niremos o proesso de Poisson não homogêneo om taxa deoorrênia λ : R+ → R+ determinístia.Um proesso de Poisson não homogêneo om taxa de oorrênia λ(t) éaraterizado pelas seguintes propriedades:1. A probabilidade de mais de uma oorrênia no intervalo de tempo
(t, t + dt) é in�nitesimal, igual a o(t).2. O número esperado de eventos no intervalo (t, t+dt) é E[N(t, t+dt)] =

λ(t)dt+o(dt) e, om isso, o número esperado de eventos no intervalo65



66 CAPÍTULO 6. SOMA DE SINISTROS
(0, t) é dado por E[N(0, t)] =

∫t

0
λ(u)du.3. Dado que houve n � 1 oorrênias no intervalo (0, t), os instantes emque aonteeram estão distribuídos de forma independente e idêntiasegundo a lei araterizada pela densidade λ(t)/

∫t

0
λ(u)du.6.2 Apresentação do problemaUm dos grande problemas das seguradoras é estimar o quanto ela vai gastarno futuro para pagar os sinistros que oorreram durante a vigênia dosontratos que ela possui em sua arteira. Esse valor pode ser represantadopelo o que é hamada de soma total de sinistros, denotada por S, que possui

N parelas de valores individuais X1, X2, . . . , XN. Assim
S = X1 + X2 + � � �+ XN, N = 0, 1, 2, . . . ,onde S = 0 quando N = 0.Em atuária, o modelo de riso oletivo possui essa representação om

Xi, i � 1, sendo onsiderados omo variáveis aleatórias independentes eidentiamente distriuídas, a não ser em asos espeiais. É geralmente assu-mido também que as variáveis Xis são independentes de N. A variável N éhamada de variável aleatória de número de sinistros, e sua distribuição égeralmente de distribuição de freqüênia de sinistros. Os valores de Xis sãohamados de sinistros individuais.O problema desse apítulo é gerar um enário para a variável S(T) querepresenta o valor da soma total de sinistros num período de T = 24 horasa serem pagos por uma seguradora de automóveis.6.3 ModelagemSuponha que essa seguradora desobriu que a taxa de aidentes de umerto grupo de motoristas assegurados num período de 24 horas aumentade meia noite ao meio dia e que então diminui até a próxima meia noite.Ela onseguiu modelar que os eventos dos sinistros obedeem a um proessode Poisson não-homogêneo onde a intensidade do proesso em função de té dado por
λ(t) = 1/6 − (12 − t)2/1152, (6.3.1)onde t é o número de horas depois de meia noite. A �gura 6.1 ilustra estataxa em função do tempo.Considere que os valores de ada sinistro são independentes e identia-mente distribuídos obedeendo uma distribuição exponenial om taxa 500.
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Figura 6.1: Taxa de sinistros em função do tempoE além disso, suponha que os valores desses sinistros são independentes dohorário que eles oorrem.6.4 Simulação usando o RVeremos a seguir omo simular eventos do proesso de Poisson não homo-gêneo om a taxa araterizada pela equação (6.3.1). Para tanto, será útilonferir que o número esperado de sinistros no período de um dia é dadopor ∫24

0

λ(t)dt = 3. (6.4.2)De posse dessa informação, obtenhamos a oorrênia de uma variávelaleatória om distribuição Poisson e taxa 3.Código 6.1: Geração de um proesso de Poisson não homogêneo1 > rpois(1, 3)2 [1℄ 5Usando a equação 6.4.2, sabemos que
fΛ(t) = 1/18 − (12 − t)2/3456, (6.4.3)é uma densidade de probabilidade e, portanto

FΛ(t) =






0 se t < 0,∫t

0
fΛ(x)dx = t

72
+ t2

288
− t3

10368
se 0 � t � 24,

1 se t > 1.

(6.4.4)



68 CAPÍTULO 6. SOMA DE SINISTROSA �gura 6.2 mostra esta função no intervalo (0, 24). Como ela é suave, asua inversão (numéria ou analítia) é imediata e, om isso, a simulação dasoorrênias dos instantes do proesso de Poisson não homogêneo om taxade oorrênia λ(t).
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Figura 6.2: Função de distribuição aumulada dos tempos de oorrênia doproesso de Poisson não homogêneoNo entanto, e voltando a ódigo 6.1, o nosso interesse reside em simular ototal de sinistros oorridos no dia. Já sabemos que houve ino oorrênias(linhas 1 e 2 do ódigo aima). Simulemos agora outras tantas oorrêniasda distribuição exponenial om média 500 e alulemos a soma.Código 6.2: Geração da soma de sinistros1 > sinistros ← rexp (n=5, rate =1/500)2 > sinistros3 [1℄ 1017.46970 131.37854 349.67077 1113.9658876.546054 > sum( sinistros )5 [1℄ 2689.031A linha 1 gera o vetor sinistros de tamanho ino, sendo ada entrada aoorrênia de uma variável aleatória om distribuição exponenial e média500. Esses valores são exibidos om o omando da linha 2. O total éalulado e exibido pelo omando da linha 4.



6.5 Exeríio 696.5 Exeríio(1) Modi�que o ódigo aima utilizando ao invés da exponenial om mé-dia 500, uma log-normal om os parâmetros µ = ln 500 e σ = ln 100.
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Capítulo 7ConlusãoNesse texto foram estudados modelos probabilístios simples om apliaçõesem atuária e �nanças. Eles foram apresentados na forma de problemas esuas implementações foram feitas utilizando o software R.O R é uma plataforma de desenvolvimento para apliações e análiseestatístias que é gratuita. Ela oferee muitos reursos e por isso ela deveser explorada. Só uma pequena amostra desse potenial foi exempli�adanesse texto.Sugestões de estudos futuros. Uma pessoa que deseja aprofundar osseus estudos em matemátia �naneira e atuarial deve omeçar obtendo umaboa base em probabilidade e estatístia, e para isso existem muitos bonslivros. Após essa base, é sugerido o livro do Gerber [5℄ para matemátiaatuarial ramo vida, que é adotado em vários ursos no mundo. Para seaprofundar mais em modelagem de risos é sugerido o livro do Klugman etal. [8℄; nele são desritos vários modelos probabilístios para a modelagemde seguros e resseguros. Por �m, reomendamos o livro do MNeil et al. [12℄para modelos de ánalise de risos mais so�stiados.Agradeimentos. Os autores Hélio C�rtes Vieira e Luiano Vereda gos-tariam de agradeer a FAPERJ (Projeto Pensa-Rio e Prioridade-Rio) peloapoio a realização desse trabalho. Hélio C�rtes Vieira gostaria de agradeerao CNPq pela bolsa de produtividade de pesquisa onedida, que auxiliatambém a exeução desse trabalho. O autor Alejandro C. Frery agradeeao CNPq pela bolsas de pós-doutorado sênior, durante uja vigênia foigestado este projeto, e pela bolsa de produtividade em pesquisa, que tam-bém olaborou. Um agradeimento muito espeial é para o Prof. Franiso71
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