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Prefacio

O emprego de Funcoes Simétricas em diversas dreas de pesquisa em
matematica pura e aplicada tem crescido nos ultimos anos. Encon-
tramos aplicacoes desta teoria, por exemplo, na enumeracao de per-
mutagoes, no estudo dos caracteres do grupo simétrico, na Teoria de
Pélya (enumeragao sob a acdo de grupos) e em fisica. No entanto,
ainda nao ha no Brasil um texto introdutério que trate do assunto.
Nosso objetivo ao escrever estas notas foi o de suprir esta lacuna.

Dividimos o presente trabalho em duas partes. Na primeira, apre-
sentamos um estudo da algebra das fungoes simétricas, o espaco ve-
torial, algumas de suas bases e matrizes de transicao entre estas. Na
segunda parte, mostramos algumas das muitas aplicagoes da teoria
vista anteriormente.

Sao apresentadas as funcgoes simétricas monomial, elementar, ho-
mogénea, soma de poténcias e de Schur. Cada conjunto de tais funcoes
forma, como veremos, uma base para o espaco vetorial das funcoes
simétricas sob o corpo dos racionais. Algumas das propriedades com-
binatorias sao exibidas na medida em que estas fungoes sao apresen-
tadas.

Como aplicacoes desta teoria apresentamos um estudo das partigoes
planas via funcoes simétricas, a enumeragao de certas permutagcoes e
a enumeracao sob a acao de grupos.

Campinas, outubro de 2011.
José Plinio de Oliveira Santos
Robson da Silva






Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo vamos apresentar algumas ferramentas que serao bas-
tante uteis ao longo do texto. Vamos definir, por exemplo, o que sao
anéis, grupos, particoes e diagramas de uma particao.

A primeira secao deste capitulo introdutério apresenta alguns
topicos referentes a Anéis e Grupos que sao empregados ao longo
do texto. O leitor ja familiarizado com estes conceitos pode passar
diretamente a Secao 1.2.

Na Secao 1.2, introduzimos o que é particao de um inteiro nao-
negativo, a particao conjugada e seu diagrama de Ferrers. As parti¢oes
serao empregadas ao longo do texto para facilitar a notagao de algumas
funcoes simétricas.

1.1 Conceitos basicos

Os conceitos aqui apresentados podem ser encontrados com mais de-
talhes nas referéncias [2] e [5].

Defini¢ao 1.1. Um anel (A, +,) é um conjunto A com pelo menos
dois elementos, munido de uma operagio denotada por + (chamada
adigdo) e de uma opera¢ao denotada por - (chamada multiplicagao)
que satisfazem as sequintes condicoes:
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1. A adicao € associativa, isto ¢€,
(x+y)+z=a+(y+=2),Vr,y,2 € A
2. Existe um elemento neutro com respeito a adicao, isto €,

40 € A tal que, Ve € A,0+x=xex+0=1x.

3. Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adi¢ao,
isto €,

Vee A,dz € A, tal que x + 2= z+x = 0.

4. A adi¢cao € comutativa, isto €,

r+y=y+zxVr,yc A
5. A multiplicacdo é associativa, isto €,

(x-y)-z=x-(y-2),Vx,y,z € A
6. Existe um elemento neutro com respeito a multiplicacao, isto é,
d1 € A tal que, Vx € A,1-x=2-1=x.

7. A multiplicacdo € comutativa, isto €,

r-y=y-x,Vr,y € A.
8. A adicao é distribuitiva relativamente a multiplicagao, isto €,

r-(y+z2)=z-y+a-2Vr,y z e A

Se todas as condig¢des sao satisfeitas com excegio de 7, (A, +,-) €
chamado anel nao-comutativo.

Verifiquemos que os elementos neutro e inverso (de cada elemento)
. . . o~ ~ ’ . ’ - .
com respeito a adicao sao unicos. De fato, se 0 e 0 sao dois elementos
neutros para a adicao, entao,

=0+0 =0



Conceitos basicos 11

e,se y ey dois inversos de z com respeito a adicdo, entao
y=y+0=y+(z+y)=@W+a)+y =0+y =y.

A unicidade do elemento neutro com respeito a multiplicacao pode
ser provada de forma similar.

Definigao 1.2. Dizemos que um anel (K,+,-) é corpo se para todo
xe K,x#0, existiry € K tal que x -y = 1.

Fornecemos a seguir alguns exemplos.
Exemplo 1.1.
1. (Q,+), (R,+) e (C,+) sao corpos (verifique).
2.5 f:R— R eg:R— R sdo duas funcgoes, definimos
f+g : R — R
r — f(x)+g(z)
frg R — R
x — f(z)g(x)
Entao, ({f : R — R}, +,-) € um anel (verifique).

3. Seja A um anel, entao

Alz] = {Zaixi ca; € An € N}
i=0

€ o anel de polinomios numa varidvel sobre A.

Definig¢ao 1.3. Sejam (A, +,) e (B, ®,®) dois anéis. Uma aplicagao
f:A— B é um homomorfismo se:

i) flety) =f(2)® f(y),Vr,y € A

i) flz-y)=f(x)O f(y),Ye,y € A

iii) f(La) = f(Lp).
Um homomorfismo € dito um isomorfismo se este for injetivo e sobre-
jetivo. Se, neste caso, tivermos A = B dizemos que f € um automor-
fismo.
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Passemos agora a definigao do conceito de grupo.
Definicao 1.4. Um conjunto G com uma operac¢ao

GxG — G
(a,b) —— a-b

€ um grupo se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. A operacao € associativa, isto é€,

a-(b-c)=(a-b)- c,Va,b,ceqG.

2. FExiste um elemento neutro, isto ¢€,

JdJee G tal quee-a=a-e=a,Va € G.

3. Todo elemento possui um inverso, isto €,

Vae G,Abe G tal quea-b=0>b-a=ce.

O grupo € abeliano (ou comutativo) se a-b="b-a,Ya,b € G.
A seguir apresentamos alguns exemplos sobre as defini¢oes dadas.
Exemplo 1.2. (Q,+), (R,+) e (C,+) sdo grupos (verifique).

Exemplo 1.3. S,, = {f : {1,2,....n} = {1,2,...,n} : f € uma bijecio}
¢ um grupo nao comutativo (verifique). Temos que o nimero de ele-
mentos em S, denotado por |S,|, € igual a n!.

Definicao 1.5. O grupo S,, do exemplo anterior é chamado Grupo
de Permutagéoes de {1,2,...,n}. Representamos um elemento w de
1 v n
iy,
i; € {1,2,...,n} € a imagem de j por w, w(j) = i;.

Sp por w = iy---1, ou por w = ), 0 que significa que

Exemplo 1.4. A permutacio w = 13245 € S5 nos diz que: w(l) =
Lw(2)=3w(3)=2w4) =4 ew5)=>5.
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Definicao 1.6. Uma permutacdao w € S,, € chamada de r-ciclo se exis-
tem elementos distintos ay,...,a, € {1,2,...,n} tais que w(a;) = as,
w(asg) = ag, ..., w(a,—1) = a,, w(a,) = ay e tais que w(j) = j, para todo
Jj € {1,2,...,n}\{a1,...,a.}; denotamos esse r-ciclo por (ay---a,).
Chamamos os 2-cilco de transposicoes.

Exemplo 1.5. (12345) é um 5-ciclo. Observe que esse mesmo ciclo
poderia ser representado de cinco maneiras diferentes por: (23451),
(34512), (45123), (45123), (12345).

A permutacao w = 42135 € um 3-ciclo que pode ser representado
por (143).

A permutagao w = 14325 € uma transposi¢ao denotada por (24).

A permutagao w = 34521 ndao € um r-ciclo para qualquer r (verifi-
que).

O elemento identidade de S,, pode ser representado por qualquer
1-ciclo.

Defini¢ao 1.7. Sejamw = (wy - - -w,) € S, um r-ciclo ev = (vy - - - vs)
€ S, um s-ciclo. Os ciclos w e v sao disjuntos se w; # v;, Vi, .

Exemplo 1.6. Os ciclos (14) e (25) sao disjuntos enquanto que 0s
ciclos (135) e (25) nao sdo, pois o elemento 5 é movido por ambos.

A seguir apresentamos dois importantes resultados. Omitimos as
demonstragoes, que podem ser encontradas na referéncia [2] ou [5].

Proposicao 1.1. Seja w € S,,w # id. Entdo, a permutacio w €
1gual a um produto de ciclos disjutos de comprimentos maiores do que
ou iquais a 2; essa fatoracao é unica a menos da ordem dos fatores.

Proposicao 1.2. Todo elemento de S, é um produto de transposicoes.

Exemplo 1.7. Considere o 5-ciclo (23451).  Logo, (23451) =
(21)(25)(24)(23). (verifique)

Definicao 1.8. Seja n > 2. Se w € S, tem decomposicao como
produto de ciclos disjuntos w = (a1 -+« aypy) -+ (ag1 -+~ Ggr,), cOmry <
- <1y, dizemos que (11, ...,1¢) € o tipo ciclico de w.

O exemplo a seguir, ilustra a defini¢ao anterior.
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Exemplo 1.8. As permutagoes w = (123)(45)(67) ev = (15)(36)(247)
tém o mesmo tipo ciclico (2,2,3).

Um conceito importante e bastante utilizado é o de acao de grupos
definido a seguir.

Definigao 1.9. A acdo (a esquerda) de um grupo G num conjunto
nao-vazio X € a aplicagio G x X — X que satisfaz

e g-(hz)=(g9-h)x,Yg,h € G eVre X.
e c-x=u,Vre X, sendo e o elemento neutro de G.

De maneira analoga define-se acao a direita. Verifica-se facilmente
que a agao de S,, no conjunto {1,...,n} é uma agao de grupos.

Defini¢ao 1.10. Seja (G, ) um grupo. Um subconjunto nao vazio H
de G € um subgrupo de G quando, com a operacao de G, o conjunto
H ¢ um grupo, ou seja, quando as condigoes abaixo sao satisfeitas:
i) hy-hs € HYNhy, hy € H.
Z’l) hl . (hg . hg) == (hl : hg) . hg,Vhl, hg, hg € H
iti) Jey € H tal que ey -h =h-eg = h,Yh € H.
iv) Para cada h € H, existe k € H tal que h-k =k -h = ey.

Definigao 1.11. A ordem de um grupo G € o numero de elementos
em G e € denotada por |G|.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A seguinte relacao ~
definida em G é uma relagao de equivaléncia

y ~x < Jh e H tal que y = zh.

Definicao 1.12. A classe lateral a esquerda de H em G que contém
x, denotada por xH, é o conjunto {y € G:y~ax} ={zh:he H}.

Se tivéssemos definido a relagao de equivaléncia por
y ~x < dh € H tal que y = hx,

obteriamos, entao, a classe lateral a direita de H em G que denotamos
por Hx = {hz : h € H}.



Defini¢ao 1.13. O indice de H em G, denotado por (G : H), € o
numero de classes laterais a esquerda distintas de H em G.

Nos exercicios ao final deste capitulo sao apresentas duas impor-
tantes propriedades das classes laterais.

O teorema abaixo, devido a Lagrange, estabelece um importante
resultado.

Teorema 1.1. Se G € um grupo finito e H é um subgrupo de GG, entdo
a ordem de H divide a ordem de G, isto €, |G| = |H|(G : H).

Defini¢ao 1.14. Sejam (F,-) e (G, x) dois grupos. Uma aplicagao
f+ F — G € um homomorfismo se

fla-b) = f(a) x f(b),Va,b e F.

1.2 Particoes de um inteiro nao-negativo

Definicao 1.15. Uma particao A de um inteiro nao-negativo n é uma
sequéncia de inteiros nao-negativos (Ai, ..., A\x) com Ay > ... > A\ e
Zle Ai = n. Vamos assumir que as sequéncias (Ai,...,\;) e
(A, .y Ak, 0,0, ...) Tepresentam uma mesma particio \. Denotaremos
por Par(n) o conjunto de todas as parti¢oes de n, com Par(0) =
{(0,0,...)}. Além disso, definimos o conjunto Par de todas as parti¢oes
por Par = U Par(n).

n>0

Para simplificar a notagao, utilizaremos a representacao (A; -« A\g),
ou simplesmente A;---\g, para a particao (A, ..., \;) de um inteiro
nao-negativo n.

Exemplo 1.9. Abaizo temos as particoes den =1,2 e 5.
Par(1) ={1}
Par(2) ={2,11}
Par(5) = {5,41,32,311,221,2111, 11111}

Se A € Par(n), denota-se A F n ou |A\| = n. Denotamos por {(\) o
comprimento (tamanho) de J, isto é, o nimero de \; nao-nulos em .
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Escrevemos m; = m;(A) = {5 : X =1 ara o numero de partes de
j

A iguais a ¢ e, assim, denotamos A = (1™12™2...pr™) para dizer que

exatamente m; partes de A\ sao iguais a 1.

Exemplo 1.10. Temos [(41) =2, m1(41) = 1,my(41) = 0, m3(41) =
0,m4(41) = 1. Assim, 41 = (11203%41).

O Diagrama de Ferrers de uma particao A = n é definido como o
conjunto de n pontos (4, j) € Z?*, alinhados da esquerda para a direita,
colocando-se em cada linha, e em ordem decrescente, um numero de
pontos igual a cada uma de suas partes.

Exemplo 1.11. O diagrama de Ferrers da particao 5441 do nimero
14 ¢é:

Figura 1.1: Diagrama da particao 5441 do ntimero 14

Usaremos quadrados no lugar dos pontos nos diagramas, essa es-
colha ficard evidente ao longo do texto. Chamaremos o diagrama
assim obtido de Diagrama de Young da Parti¢ao; sendo assim, para a
particao 5441 obtemos o seguinte diagrama:

|

Figura 1.2: Diagrama de Young da particao 5441

A particao conjugada A = (A}, \,, ...) de X é definida pela condicio
de que seu diagrama é o transposto do diagrama de A(!), isto é, o

Inotemos que a cada particio podemos associar um tnico diagrama e vice-versa.
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diagrama de A" é obtido pela reflexdo do diagrama de A em torno de
sua diagonal principal, como a transposta de matrizes. Ou, equiva-
lentemente, m;(X') = A\; — Aiz1. Notemos que A, = I(A) e \p = [(X).
E claro que A" = . Por exemplo, a particdo conjugada de (5441) é
(43331), pois seus respectivos diagramas sao:

Figura 1.3: Diagramas de (5441) e de sua conjugada (43331)

Duas relagoes de ordem parciais e uma relacao de ordem total no
conjunto das partigoes serao importantes na abordagem sobre funcoes
simétricas que desenvolvemos ao longo desse texto. Primeiramente
definimos a relacao de ordem parcial C.

Definicao 1.16. Para quaisquer p, N € Par dizemos que pn C X\ se
i < A, Vi

Se identificamos as partigoes com seus diagramas, esta relagao de
ordem parcial é simplesmente verificar se o diagrama de p esté contido
no diagrama de \.

Exemplo 1.12. Se p = (1,1) e A = (2), entdo u € A, pois ps =
1>0=X. Também N\ € p, pois \y =2 >1=py. Sep=(1,1) e
A= (2,1), entao p C X, basta observar os diagramas de pi e \.

O conjunto Par com a ordem parcial C é chamado Reticulado de
Young. A figura 1.4 a seguir mostra os primeiros seis niveis do Reti-
culado de Young.

Nossa segunda relagao de ordem parcial é definida apenas em Par(n)
para cada inteiro nao-negativo n e é chamada ordem de dominancia
ou ordem natural e é denotada por <.

Definicao 1.17. Se p, A\ € Par(n), definimos u < X\ se Z§=1 pi <

> =1 Aj, para cada i > 1.
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PZaN
N
/

Figura 1.4: Primeiros seis niveis do Reticulado de Young

Exemplo 1.13. Temos (111) < (21).

Essa relagao de ordem nao é total. De fato, (3111) e (222) nao sao
comparaveis.

Nossa terceira relacao é uma relacao de ordem total, também em
Par(n), é chamada ordem lexicogrdfica reversa e denotada >*.

Definigao 1.18. Dadas p, A € Par(n), definimos X\ >% 1 se u = X
ou se, para algum i, fig1 = A1, ..., fi—1 = XNi—1 € Aj > [i;.

Exemplo 1.14. Se n = 6, por exemplo, temos 6 > 51 >F 42 >F
411 >% 33 >R 321 > 3111 > 222 > 2211 >F 21111 >F 111111.

Na ordem de dominancia, as particoes 33 e 411 bem como 3111 e
222 nao sao comparaveis.

Lembremos que o posto de uma particaio A = (A1, Ag, ...) denotado
por posto(\) é definido como o maior inteiro ¢ para o qual \; > i.

Exemplo 1.15. posto(33) = 2, posto(411) = 1 e posto(3211) = 2.

Para finalizar esta se¢ao, vejamos como podemos construir uma
matriz (X),) indexada por partices por meio de um exemplo. Essa
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indexagao é obtida tomando-se uma ordenagao de Par(n) compativel
com a ordem de dominancia.

Para o caso n = 4: ordenamos Par(4) fazendo A\; = 1111, )\ =
211, 03 = 22,y = 31,5 = 4, pois 4 > 31 > 22 > 211 > 1111, entao
AN =40 =310 =22\, =211, \; =111l e

Xig Xz Xz Xonen X
Xotia  Xonigr Xore Xonion  Xownnu

(‘ ()\ ) -
y
‘<4,4 ‘<4,31 ‘<4722 ‘<4,211 ‘<471111

Exercicios

1.1. Mostrar que num grupo os elementos neutro e inverso sao Unicos.
1.2. Mostre que se (A,+,-) € um anel, entao (A,+) € um grupo.

1.3. Mostre que

(a) (G: H) =|{ classes laterais a direita de H em G }|,

(b) Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade,
wqual a cardinalidade de H.

1.4. Verifique que > é uma relagdao de ordem total em Par(n).
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Capitulo 2

Funcoes Simétricas

2.1 Introducao

Na Secao 2.2, estudamos a algebra das funcoes simétricas a partir da
idéia intuitiva de um polinomio simétrico em um numero finito de
variaveis e com coeficientes em Q. Vamos, também, justificar a razao
de escolher trabalhar com infinitas varidveis e, depois, apresentamos
nossa definicao de fungao simétrica.

Na Secao 2.3, apresentamos bases para o espago vetorial das fungoes
simétricas sobre Q. Ao final, em 2.3.7, temos uma tabela que mostra as
matrizes de transicao entre algumas destas bases, bem como algumas
propriedades das mesmas.

2.2 A Algebra das funcoes simétricas

Consideremos o anel Q[xy, ..., 2] dos polindmios em k varidveis e
coeficientes em Q. O grupo simétrico S;, age neste anel permutando as
variaveis. Um polinomio ¢é dito simétrico se é invariante sob esta acao,
ou seja, se ¢ invariante sob qualquer permutacao de suas k variaveis.
O anel dos polinomios simétricos em k variaveis é representado por
Ay = @D,50 Ak, onde A} é o conjunto dos polinémios simétricos ho-
mogéneos de grau n juntamente com o polindomio nulo. A palavra
homogéneo significa que cada monémio z3” - - x3* tem o mesmo grau
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ap+ -+ ap =n.

Se f,g € A} ea,be Q, claramente af 4+ bg € A}. Logo, A} é um
espaco vetorial sobre Q, bem como Ay.

Para cada o = (v, ..., ), sendo «; um inteiro nao-negativo, deno-
tamos por z* o monoémio 7" ---z*. Seja A € Par uma particao tal
que [(A) < k. O polindémio my(x, ..., xx) = Y, cuja soma ¢é feita
sobre todas as permutagoes « (das entradas) de A = (A, ..., \x), nem
todos \; # 0, é claramente simétrico.

Exemplo 2.1. Se A =41 e k = 2, entdo myy (1, 72) = il + xixd.
O exemplo a seguir ilustra como podemos expressar um polinémio
simétrico em funcao dos polinomios my.

Exemplo 2.2. Seja f(x1,x2,23) € A3 dado por f(x1,x9,23) = (1 +
1)1+ z122) (1 4+ z123) (1 + 22) (1 4+ 2o23) (1 + 23) = 1 + 21 + 22 +
T3 + 21179 + 27173 + 27973 + 173 + TITo + w3 + T 173 + TiX3 +
x2x§ + x%x% + x%x% + x%m% +4x1x903 + 31’%1‘21’3 + 3x1x§x3 + 3x1x2x§ +
T3T9T3 + T1T3T3 + T1T2x5 + 3xix3T3 + 3TTw0x3 + 3w 257E + TirdTs +

2.3 3 2 372 2. 3 2.3 2,.2,..2 3,22
TITHT3 + TITax5 + T 10505 + xixexs + vix57s + dairiws + 2xjr5ws +

203w3x? + 2x3wdad + iwdad + wdxdad + vixdad + 2ixdxy. Temos que
f(z1, w2, 03) = mo +my + 2may +may + Moz + M + 3man + man +

3Miga1 + M3o1 + M1y + 4oy + 2Mizpn + Masy + Mass. (verifique)
Proposigao 2.1. {m, : A € Par(n),l(\) < k} € uma base para A}.

Demonstragao: Seja f = ) c,z* € A} um polinémio simétrico ho-
mogéneo de grau n. Seja A a unica parti¢do de n associada a « (como
a = (ag,....,ax) é tal que ay + -+ + ap = n, podemos formar uma
particao de n colocando em ordem nao-crescente os «;). E claro que o
termo ¢z aparece no somatério Y, ¢,z® Como f é um polinémio
simétrico, cg = ¢, para qualquer permutacdo 5 de A = (A, ..., \g) e,
além disso, cyz” aparece em Y o Cax® para toda permutacao 3 de A.

Agora, agrupando os monomios cujos coeficientes sao ¢y, obtemos
f= ZcAm,\. Dai, {my : At n,l(\) <k} gera A}

AFn
Se {\ € Par(n) : l(A\) <k} ={A1,... N}, earmy, +---+amy, =0,

entao a; = --- = q; = 0, pois cada monomio a;x*, onde «; é uma
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permutagao de \;, aparece em apenas um termo da soma a;my, +- - -+
aymy, e, quando fazemos a igualdade polinomial aymy, +- - +am,, =
0, devemos ter a; = 0,Vi. Logo, {my : A € Par(n),l(\) < k} é
linearmente independente.

Portanto, {m, : A € Par(n),l(\) < k} é uma base para A}. u
Se k < n, o monomio z* nao estd definido para a particio A =
(1,1,...,1) de n. Podemos remover esta restrigdo tornando infinito o
nimero de varidveis, conforme detalhado abaixo.

Seja m > k e consideremos o homomorfismo p : Q[zy, ..., T, —

Q[z1, ..., xy) tal que

(1) = ry, se 1<i<k
PALi) = 0, se k+1<1<m

Restringindo p a A,, ganhamos o homomorfismo p,, 1 : A, — Ay,
cujo efeito na base {m,} é:

X)) :{ MA@y, - T) s UA) < K

P (mA(1; . 0, se () >k

Logo, pm.i € sobrejetivo. Restringindo p,, a A}, temos o homomor-
fismo pp @ AL, — AR, Vn > 0 e m > k, os quais sdo sempre
sobrejetivos e sao bijetivos se m > k > n. De fato, sendo f uma
combinagao linear dos my (w1, ..., zx), tal que pj, . (f) = 0 entao f =0,
pois pf, (ma(zy, ..., 7x)) = 0 se [(A) > k, o que nao é possivel porque
(A <n<k.

Seja A™ o espago de todas as sequéncias f = (fi)k>0, onde fp =
fr(x1,...,xx) é um polindmio simétrico homogéneo de grau n nas
variaveis ry, ..., Ty €

fn(x1, oy 28,0, ...,0) = fi(xq, ..., z1)

se m > k. Como Dok é um isomorfismo para m > k > n, entao a
projegao py : A™ — A}, definida por p}(f) = fi, ¢ um isomorfismo
para todo k > n (a idéia é fazer m — oo e identificar A" com A7)
e, portanto, A" tem uma base que consiste dos polinémios simétricos
my, YA F n, tais que pf(my) = my(zy,...,xx), para k > n. Logo,



24 Funcgoes Simétricas

A" é um espaco vetorial sobre Q cuja dimensao é p(n), o nimero de
particoes de n.

Seja A = @, A". Logo, A é um espaco vetorial sobre Q com base
{my : A € Par}. Para cada k > 0, pr = @p>0pf : A — Ay é um
homomorfismo sobrejetivo e p, é um isomorfismo se n < k. Assim, ao
invés de trabalharmos com k variaveis, o homomorfismo sobrejetor p
nos garante que podemos trabalhar com infinitas varidveis.(!)

De agora em diante trabalharemos com infinitas variaveis identifi-
cando A = (Ay, ..., A,) com (A, ..., A, 0,0,...).

Feitas estas consideragoes, finalizamos esta secao com as duas se-
guintes definicoes.

Defini¢ao 2.1. Seja = {x1,z5,...} um conjunto de varidveis e n €
N. Uma funcao simétrica homogénea de grau n sobre Q é uma série

de poténcias
flz) = Z Cal®
(0%

sendo: (a) a € {(a1,az,...) : o; € N,Za@- =n}(2); (b) ca €

=1
Q; (c¢) x representa o monomio x7' x5 -+ -; (d) f(Zw)s Tw@)s ) =
f(z1, 29, ...), para qualquer bije¢io w : N — N.

Exemplo 2.3. A funcao
flanm) = 3 attag=Soa+ Y aw,
acComp(2) k=1 j
€ claramente simétrica sequndo a defini¢cdo acima.
Definicao 2.2. A = @ A" € o espaco vetorial das fungoes simétricas
n=1

sobre Q, onde A™ € o espaco vetorial, sobre Q, de todas as funcoes
simétricas de grau n.

Le assim, funcdes simétricas em finitas varidveis tornam-se um caso particular do estudo que

apresentamos neste texto.
2este conjunto é chamado de conjunto das composicées de n e representado por Comp(n).



A partir dessas definicoes, o que antes chamavamos polinomios
simétricos recebem o nome de func¢oes simétricas (embora na verdade
sejam séries de poténcias), pois historicamente é essa a denominagao
que recebem.

2.3 Algumas bases para A

Nesta secao exibimos algumas bases para o espacgo vetorial A das
funcoes simétricas sobre o corpo Q e matrizes de transicao entre estas.
Iniciamos redefinindo a base de A da secao anterior, agora em infinitas
variaveis.

2.3.1 Funcao Simétrica Monomial

Defini¢ao 2.3. Seja A = (A, Ag,...) F n. A fun¢ao simétrica mono-
mial my(x) € A" € definida por

my(x) = Zxa

onde « percorre o conjunto de todas as pemutagoes o = (aq, g, ...)
das entradas de X = (A1, A, ...) e x® = x'wg? - .

Exemplo 2.4. Algumas funcoes simétricas monomiais sao

= 1
my = ZZ’Z
i
mo = Zl‘?
i
mi1 = Z%‘%J

i<j

A Proposi¢ao 2.1 da segdo anterior estabelece que {m, : A F
n,l(A\) < k} é uma base para A}. Agora, pelas consideragoes que fize-
mos sobre trabalhar com infinitas varidveis, temos que {m, : A - n}
é uma base para A" e dim(A™) = p(n) (o nimero de parti¢oes de n);
consequentemente, {my : A € Par} é uma base para A = @, -, A"
Esta é nossa primeira base para A. No que segue apresentamos outras.
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2.3.2 Funcao Simétrica Elementar

Definigao 2.4. Seja A = (A1, \a,...) € Par. A funcgdo simétrica
elementar ey € definida pelas formulas:

€y = 1

e, = E iy, m > 1
i1 <<

EN = EN €Nyt

Exemplo 2.5. Se A =(2,1,0,0,...) entao,

€21 = €261 = E T;T; E T = 3man + ma.

1<j k

As fungoes simétricas elementares possuem uma fungao geradora
bastante conhecida, a saber

E(t) = ent"=]J(1 +a:t).

n>0 i>1

Exemplo 2.6. [[_,(1+xt) = (1+x,t)(1+29t) (1 +23t) = 1+ a1t +
Tol + Tt + 21291% + 12512 + Toxst? + 11797583 = g + eqt + eqt? + est?.

O teorema a seguir estabelece que o Q-espago vetorial A é gerada
por {ey,es,...}. De fato, este conjunto é uma base para A.

Teorema 2.1. A = Qley, es,...] € e1,€q,... sao linearmente indepen-
dentes.

Demonstragdo: Como A = €P,., A", cada elemento de A pode ser
escrito como uma soma de fungoes simétricas homogéneas de diferentes
graus. Entao, para mostrar que A = Q[ey, e, ...], é suficiente provar
que qualquer funcao simétrica homogénea pode ser expressa como um
polinémio nas funcoes simétricas elementares com coeficientes em Q.

Seja f(x1,x2,...) € A™ uma fungao simétrica homogénea de grau
m. Utilizando a ordem lexicogréfica inversa no conjunto das parti¢oes

de m, dizemos que o monémio z*'24? ... é maior do que z}'z2 - se

existir s > 1 tal que ky =1y, ..., ks = s e kg1 > ls11. Seja xlflx§2 -+ 0
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maior monomio em f com coeficiente nao-nulo. Como f é simétrica,
essa funcao contém todos os monodmios obtidos de :ci“x’f .-+ pela per-

mutacao de kq, ko, ....

Consideremos agora o maior mondmio na funcao simétrica ef*ed? - - - |

d; > 0, com apenas uma quantidade finita de d; nao-nulos. Observe-
mos que se My e M, sao monomios ambos de grau n, M; > My e N é
um monomio de grau r, entao NM; > NM,. Logo, se Ny > N, entao
MiNy > MsN5. E claro que o maior monomio em e, é 1T - - T,.

Dai, segue que o maior mondmio em efe§? ... é g et gpdatdst

Assim, o maior monémio em et R2ekzTRs g ghighe 0 que 6 o

mesmo que em f. Entao, se a é o coeficiente de x’flxlgz <o em f, o0
maior monémio em f; = f — aef7"2eh2 ks .. ¢ menor do que aquele
de f. Podemos repetir esse processo com f;. Como existe um nimero
finito de composigoes de m (os possiveis aq,as, ..., com «a; € (NU
{0}), tais que > .2, o = m), entdo um numero finito de aplicagoes
desse processo produz uma representacao de f como um polinomio em
€1,€9,....

Verifiquemos que eq, eg, ... sao linearmente independentes. Supo-
nhamos que >, ad,d,-.€" €3> -+ = 0, onde a soma é feita sobre um
conjunto finito de sequéncias d = (dy,ds,...), d; € {0,1,2,...}, com
apenas uma quantidade finita de d; nao-nulos. Se esta relagao nao é
trivial, temos ag4,4,.. # 0 para algum d. Para qualquer d definimos
k = (ki, ks, ...) por k; = d; + diiq + --- Entdo, o grau de efed? ...

<7 . s (o) oo . . ~ :
nas variaveis z1,zs,... é m =y = k; =)~ id; e o maior monémio

di do k1 ko o / ’
deste grau que ocorre em ey'ey’ -+ & 2y wy" - Se d = (dy,d,,...)
ek, =d;+d_,+--- =k entao d; = d;. Logo, monomios distintos
efef ... nas varidveis ey, es, ... tém maiores monomios distintos nas

variaveis x; que ocorrem neles.
Escolhemos entre os d tais que ag,q4,.. 7 0 algum tal que m =

S, k; é maximal e o maior monomio 2§ x5? - -+ é maximal. Entdo,
expressando nossa relacao nos e; em termos de x;, temos o termo
xlflx’;? .-+ apenas uma vez e com coeficiente nao-nulo ag,q4,., 0 que

contraria a independéncia linear de x1,xo,... Portanto, eq,es,... sao
linearmente independentes. [ ]
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Dada o = (a1, qq,...) uma composi¢ao de n, isto é, «; > 0 e

00 . 3 (0%
> i ; = n, estamos interessados em encontrar o coeficiente de x
em ey, onde A\ - n. A proposicao seguinte nos da esse coeficiente.
Antes, no entanto, uma definicao.

Defini¢ao 2.5. Seja A = ((z,-j)iJ21 uma matriz com a;; € Z,Vi,].
Definimos r; = 3, aij e c; = 3, a;; e também as sequintes sequéncias

r(A) = (r,72,...)

c(A) = (¢1, ¢, ...).

Definimos também uma (0,1)-matriz como sendo uma matriz cujas
entradas sao 0 ou 1.

Proposigao 2.2. Sejam A n e a = (a1, g, ...),a; > 0, com Y 2,
=n. O coeficiente My, de x™ em ey, isto €, ey = Zmn My, m,, éigual
ao numero de (0,1)-matrizes A = (a;;);;>1 satisfazendo r(A) = X e

c(A) = a.

Demonstracao: Consideremos a matriz

r1 T2 I3
X = X1 T2 I3

Para se obter o monémio x® de ey, da primeira linha escolhemos \;
entradas, da segunda, \s, e assim por diante, de modo que o produto
das entradas escolhidas seja % = x7'x5? ---. Se trocarmos as entra-
das escolhidas por 1 e as demais por 0, obtemos uma matriz A com
r(A) = X = (A, Ag,...) e ¢(A) = (a1,a2,...). O nimero de possibili-
dades de escolher as entradas é M,,, que é a quantidade de vezes que
o monomio z¢ aparece em ey. Reciprocamente, qualquer tal matriz A
corresponde a um monomio x® de ey. [ ]

Para ilustrar a demonstragao anterior, vejamos alguns casos. Tome-
mosn =5,A=(1,1,1,1,1) ea = (4,1). Nesse caso, uma possiblidade
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para A é:

I

I
OO =
o=, OO OO
SO O D

Consideremos agora o caso n = 5, A = (2,2,1) e @ = (4,1). Nesse
caso, 1% = xiry, porém, escolhendo as entradas de X de acordo com
A = (2,2,1) nao vamos obter zzs, donde M2 1)(4,1) = 0.

A tabela 2.1 a seguir apresenta alguns M,,. Como e, é uma funcao
simétrica, basta considerarmos a como uma particao de n, pois se
x® = x{*z3? - -+ é um termo de ey, entao 7 também o é, onde v é a
particao de n obtida a partir de a colocando-se aq, as, ... em ordem
nao-crescente e, além disso, z“ e 7 devem ter o mesmo coeficiente

M.

€1
€11
€2
€111
€21
€3
€1111
€211
€22
€31
€4
€11111
€2111
€221
€311
€32
€41
€5

mi

ma + 2mi1

mii

mg + 3ma1 + 6mi11

ma1 + 3mi11

mi11

myg + 4m3z1 + 6maz + 12mo11 + 24ma11

m31 + 2ma2 + Smai11 + 12mi111

maz + 2mo11 + 6mii11

me11 + 4mi111

miiil

ms + 5ma1 + 10m32 + 20msz11 + 30ma21 + 60me111 + 120ma1111
maq1 + 3ma2 + Tma11 + 12ma21 + 27ma111 + 60ma1111
ma2 + 2ma11 + 5ma21 + 12m2111 + 30ma1111

ma311 + 2me21 + Tmai11 + 20mi1111

ma21 + 3ma111 + 10ma1111

ma111 + dmi1111

miiii1

Tabela 2.1: Alguns coeficientes M)y,

O coeficiente M), tem a seguinte interpretacao combinatéria. Te-
mos n bolas ao todo, com \; destas marcadas com 7 e também caixas
numeradas 1,2, 3, ... Entao M), é o nimero de possiblidades de se co-
locar as bolas nas caixas observando: (a) nenhuma caixa contém mais
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do que uma bola marcada com i e (b) a caixa i contém exatamente «;
bolas.

Estas simples interpretagoes combinatorias de M), sao exemplos
de como se pode aplicar funcoes simétricas na resolucao de problemas
em combinatoria. Ao longo do texto veremos outras aplicagoes. A
seguir apresentamos um corolario da Proposicao 2.2.

Corolario 2.1. Sejam A e pt=n. Entao My, = M,,, isto é, a matriz
(M,,) € simétrica.

Demonstragao: Seja A uma (0, 1)-matriz associada a M),. Entao,
r(A) = X e ¢(A) = p se, e somente se, A" satisfaz r(A") = p e
c(A") = X. Logo, o ntmero de (0,1)-matrizes associadas a M,, é
igual ao obtido a partir de M, donde M, = M,,. [

O resultado a seguir é uma formulagao equivalente a Proposigao
2.2 em termos de fungoes geradoras.

Proposicao 2.3. Temos

H(1+5Ezyg Z My, my(z)m,(y Z my(x)ex(y).

%, A\ pu€Par AePar

Demonstracao: E suficente considerar \ e (t particoes de um mesmo
inteiro nao-negativo, caso contrario M, = 0, pois se A= m e p b n,
com m # n, entdo como a caixa i deve conter exatamente y; bolas, o
total de bolas nestas caixas sera n, mas faltarao bolas quando m < n
e sobrarao bolas quando m > n.

Um monoémio #8252 - - -y y5% - .. = 2*y® que aparece em [T,;(1+
x;y;) é obtido pela escolha de uma (0, 1)-matriz A = (a;;) com ﬁmtas
entradas iguais a 1 satisfazendo

Qi __ (11] al] 042] a2]
LG = [ L yf sy -
J

Z'7j

ai1taiz+--  ai1+az1+-- a21+az2+--, aiz+az2+-- a, B

=T Y1 Lo Yo =Ty

Por exemplo: para obtermos o termo x1xs - - T Y192 - - - Yn, toma-
mMoS a1 = Ggg = *** = QApy, = 1 € a;; = 0 nos demais casos. Ja para
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obter z2wiws - T y1ysy3 - - Y podemos tomar a;; = ajp = A =
asp = azg = 1,a; = 1,4 <1 < n e a;; = 0 nos outros casos.
Mas, [T, (ziy;)® = 2"Wy“@  donde o coeficiente de z°y” no

produto [[(1 + x;y;) é o ntimero de (0, 1)-matrizes A que satisfazem
r(A) = a e c(A) = 3. Logo,

H(l + Iiyj) = Z M)\#mA(J?)m#(y) =

2, A\ pu€Par
= Z ma(x) Z Myumy(y) = Z ma(z)ex(y).
AePar uwePar AePar

Notemos que o Corolédrio 2.1 segue imediatamente da Proposicao
2.3: o produto [[(1 + x;y,) ¢ invariante quando trocamos z; por y;.

O teorema seguinte é conhecido como o Teorema Fundamental das
Funcoes Simétricas.

Teorema 2.2. Sejam A, p € Par(n). Entdo, My, = 0 a menos que
w <X\, enquanto que M,y =1 e o conjunto {ey : A\t n} é uma base
para A" (donde {ey) : A € Par} é uma base para A).

Demonstracao: Suponhamos que M), # 0, entao pela Proposicao 2.2,
existe uma (0, 1)-matriz A = (a;;) com r(A) = X e ¢(4) = p. Seja
A = (a;j) a matriz tal que r(A’) = X e com a;j = 1 apenas para
1<) <A\

Um exemplo para ilustrar A se A = 211 e u = 22, entdo uma
possibilidade para A é

110 1 10
1 00 1 00
A=1010 donde A'=|1 00
0 00 000

Voltemos a demonstracao. Para cada i, o numero de entradas iguais
. . . / ~ s a
a 1 nas primeiras 7 colunas de A nao é menor do que o numero de
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entradas iguais a 1 nas primeiras ¢ colunas de A. Logo, pela defini¢ao
de ordem de dominancia da Segao 1.2, temos c¢(A') > ¢(A) = p. Mas
¢(A") = X', donde X" > p como querfamos.

Pela construcao de A', temos que as entradas que recebem 1 situam-
se “a esquerda”, ou seja, em cada linha iniciam a partir da primeira
coluna e a soma das entradas da linha i tem que ser \;. Decorre disso
que hé somente uma possibilidade para A’, donde M W = 1.

Seja A', A2, ..., A uma ordenacio de Par(n), compativel com
a ordem de dominancia. Entdo, a matriz (M),) cujas linhas sa-

tisfazem a ordem A, A2, ... e as colunas a ordem A, X2, .... isto 6,
(M) = (Myi(piy )ij» € triangular superior com 1 em todas as entra-
das da diagonal principal.

Entao, (M),) é invertivel e, portanto, {e : A = n} é uma base para
A" pois {my : \F n} é uma base para A". [

Notemos que este teorema nos auxilia na construcao da tabela an-
terior com os coeficientes My, pois diminui a quantidade de contas.

Passamos agora a um outro conjunto de funcoes simétricas que,
como veremos, resulta numa outra base para A. Iniciamos com uma
definicao.

2.3.3 Funcao Simétrica (Homogénea) Completa

Definigao 2.6. As funcgoes simétricas homogéneas completas( ) hy,
A = (A1, g, ...) € Par, sao definidas pelas formulas

ho =1

h, = Z T T,,n > 1
1< <in

ha=hxhy, .

Exemplo 2.7. Se A = (2,1,0,0,...) entao,

ha1 = hohy = inxj Zxk = 3mq11 + 2ma1 + ma.

i<j k

3ou simplesmente, como preferem alguns autores, a exemplo da referéncia [6], funcdes

simétricas completas.



Algumas bases para A 33

Obersevemos que h,, é uma soma de monomios de mesmo grau n,
dai o termo homogéneo. As fungoes simétricas h)y sao, em certo sentido,
duais as funcoes simétricas elementares e,. Isso ficard evidente mais
adiante. A seguir temos o andlogo a Proposicao 2.2 para h,.

Proposicao 2.4. Sejam A\Fn e a = (ay,ay,...), a; € (NU{0}, oy >
0, com Y 2 a; = n. Entdo, o coeficiente Ny, de * em hy, ou seja,
by =32 0 Naumy, € igual ao mimero de (NU{0})-matrizes (matrizes
cujas entradas sao numeros inteiros nao-negativos) A = (a;;)ij>1 que
satisfazem r(A) = X e ¢(A) = a.

Demonstracao: Um termo z® de hy = hy hy, - -+ € obtido escolhendo
um monomio z{"x52... de cada hy, tal que [[,(z]"252...) = .

Um exemplo para ilustrar: n = 3, = (21) e @ = (12); neste
caso, ¥ = z173 e ha duas possibilidades de escolha, lembrando que
th = hghll (a) Tr1T9 €em hg € To em hl ou (b) l‘g em h2 € 1 em ]’Ll.
Logo, N21)(12) = 2. Voltemos a demonstracao.

Isso é o mesmo que escolher A = (a;;) como uma (N U {0})-matriz
satisfazendo r(A) = X e ¢(A) = «, analogamente a demonstragao da
Proposicao 2.2. [ ]

Exemplo 2.8. Um exemplo para clarificar o iltimo pardgrafo da de-
monstracao acima: n =3, = (21) e a = (12); aqui as possibilidades

. 11 0 2
para A sao ( 0 1 ) ou ( 10 ); donde Na1y12) = 2.

Assim como M,,, N, tem uma interpretacao combinatéria. Su-
ponhamos que temos n bolas no total, sendo \; destas marcadas com
i. Também dispomos de caixas numeradas 1,2,3,... Entao, N,, é o
nimero de possibilidades de se colocar as bolas nas caixas de modo
que a caixa i tenha exatamente y; bolas.(*)

No exemplo acima, n = 3, A = (21) e o = (12), temos duas caixas
e trés bolas (duas com nimero 2 e uma com nimero 1). Temos duas
possibilidades de configuracao: (a) uma bola 2 na caixa 1 e, na caixa

4Notemos que na interpretagio combinatéria de M An D@0 permitiamos repetigoes de bolas
com mesmo niimero numa caixa, restrigdo esta ausente na interpretacao de Ny,,.
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2, uma bola 1 e uma bola 2; (b) uma bola 1 na caixa 1 e duas bolas 2
na caixa 2.

hi = m

hi1 = 2mi1 + ma2

ha = mi1 +m2

hi11 = 6mi11 + 3ma1 + ms3

ha1 = 3mi11 + 2ma1 + m3

h3 = mi11 +m21 +m3

hi111 = 24mi111 + 12m211 + 6maz + 4m3z1 + ma

ha11 = 12mi111 + Tma211 + 4ma2 + 3ma1 + my

ha2 = 6mi111 +4mo11 + 3maz + 2m31 + my

h31 = 4mii11 + 3ma11 + 2maz + 2may + my

ha =  mi111 +m211 + M2z +m31 +my

hi1111 = 120mi1111 + 60ma111 + 30ma21 + 20ma11 + 10m3a + 5mar + ms
ha111 = 60mi1111 + 33ma111 + 18ma21 + 13m3z11 + Tma2 + 4my1 + ms
ha21 = 30mi1111 + 18ma2111 + 11maz1 + 8mgzi1 + Smaz + 3ma1 +ms
h311 = 20mi1111 + 13ma111 + 8ma21 + Tma11 + 4dma2 + 3ma1 + ms
h32 = 10mi1111 + Tm2111 + 5mao21 + 4mai1 + 3ms2 + 2ma1 + ms
ha1 = 5mii111 + 4ma111 + 3ma21 + 3msz11 + 2ma2 + 2mar + ms

hs = mai1111 + M2111 + M221 + m311 + M32 + my1 + ms

Tabela 2.2: Alguns coeficientes Ny,

Na demonstracao do Teorema 2.2 afirmamos que {ey : A - n} ¢ uma
base de A" partindo do fato de que a matriz (M),,,) é triangular superior
com 1 nas entradas da diagonal principal e, portanto, invertivel. O
conjunto {hy : A € n} é uma base de A", como veremos, mas o fato
de ser a matriz (Ny,)(°) invertivel ndo é uma propriedade de facil
verificagdo. No entanto, a independéncia linear de {h) : A - n} é uma
consequencia imediata do proximo teorema.

Antes de enunciar o teorema seguinte, é importante observar o que
segue. Como A = Qley, e, ...], analogamente aos operadores lineares
da algebra linear, um endomorfismo f : A — A é unicamente de-
terminado pelos seus valores f(e,),n > 1 e, inversamente, qualquer
escolha de f(e,) € A,n > 1, determina um endomorfismo. Definimos
o endomorfismo w : A — A por w(e,) = hy,n > 1. E claro que
w(ey) = hy, pois todo homomorfismo preserva a multiplicacao. (%)

Sessa matriz é construfda da mesma forma que (My,,).

SPoderfamos ter neste paridgrafo trabalhado diretamente com operadores lineares sobre o
espago vetorial A, consideram-se, no entanto, endomorfismos porque, em geral, ao invés de esco-
lher o anel Q, escolhe-se um anel qualquer R comutativo, com unidade que ndo necessariamente
é corpo e, nesse caso, teriamos o R-médulo A. O leitor ndo familiarizado com estes conceitos
pode pensar em w : A — A como um operador linear.
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Teorema 2.3. O endomorfismo w € uma involugdo, isto é, w? = id (o
endomorfismo identidade), ou, equivalentemente, w(h,) = e, (donde
w(hy) =ex,YAFn).

Demonstragao: Consideremos as séries de poténcias H (¢ E h,t"
n>0

e E(t) = Zent”. Desenvolvendo o produto H(l + z,t) obtemos
n>0 n>1

= Zent" = H(l + x,t) e, como (1 — x,t) Zmntz, entao

n>0 n>1 >0

[ =2ty =D hat" =

n>1 n>0
Dai, H(t)E(—t) = 1. Igualando os coeficientes de t" nesta igual-

n n

dade obtemos 0 = Z(—l)ieihn,i = Z(—l)"’ihien,i =

=0 i=0

(—1)”2(—1)ihien_i,Vn > 1. Inversamente, se Z(—l)iuihn_i =
i=0 1=0
0,VYn > 1, para certos u; € A, com ug = 1, entao u; = e;, pois

0 = Z(—l)z(uz — €i)hy—;. Agora, aplicando w a igualdade 0 =

1=0
n n n

Z(—l)iezhn i =(=1)") (=1)'hse,_; obtemos 0 = Z(—l)ihiw(hn_i)

=0 =0 =0
n

= (—1") Z(—l)iw(hi)hn_i e, portanto, w(h;) = e;. u
i=0
O fato de {h) : A F n} ser uma base de A™ é consequéncia do
teorema a seguir.

Corolario 2.2. O conjunto {hy : A\ b n} é uma base para A" (dai
{hy : X\ € Par} € uma base para A). Equivalentemente, hy, ho, ... sdo
linearmente independentes e geram A como Q-dlgebra, isto €, A =

Q[h1, ha, ...].

Demonstracao: O Teorema 2.3 mostrou que o endomorfismow : A —
A definido por w(e,) = h, e, portanto, w(ey) = hy, é invertivel, pois
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w™! = w. Logo, é um automorfismo de A e, como {e) : A\ = n} é uma
base de A", segue que {hy : A F n} é, também, uma base para A". =

Corolario 2.3. Seja N, como definido na Proposi¢ao 2.4. Entao,
N,x = Ny, ou seja, a matriz de mudanc¢a da base {my : A\ = n} para
{hy : A n} € simétrica.

Demonstracao: A demonstragao é andloga aquela do Coroléario 2.1. m

Antes de partir para o estudo de um outro conjunto de funcoes
simétricas, apresentamos um resultado que sera til mais adiante e
cuja demonstracao também omitimos por ser analoga aquela da Pro-
posicao 2.3.

Proposicao 2.5. Valem as igualdades:

H(l xzy] ZNAumA Zm)\ ,\ , )\,[L € Par.

4,J

2.3.4 Funcao Simétrica Soma de Poténcias

Definicao 2.7. As func¢oes simétricas soma de poténcias sao definidas
por:

po=1
:Zx?, n>1

Px = PaPrs s A= (A1, Mg, ...) € Par.

Exemplo 2.9. Se A = (2,1,0,0,...) entdo py = pop1 = »_ a7 Y _ ;.

Proposigao 2.6. Sejam A = (A, ..., \) F n, onde | = I(N\), e p\ =
> pin By, Sejam pt=n ek =1(n). Entio, Ry, € igual ao mimero
de partigoes ordenadas m = (By, ..., Bx) do conjunto [lI] = {1,2,...,1}
tais que p; = ZieB], i, 1 <<k
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Demonstragao: O coeficiente R, ¢ o nimero de z# = z{"25” - -+ em

P = (2}&) (Zxx)

Para obter o monomio x* na expressao deste produto, escolhemos um
termo xj;’ em cada fator ). 2 tal que [1; :L‘j‘]] = aM. Seja B, = {j :
i; = r}. Entao, (By, ..., By) ¢ um particao ordenada de [I] que satisfaz

1j = > iep, Ni- De fato, como []; :U;\j = gi'xh? -+, para obter z}"
tomamos os j tais que i; =l e yy =Y _; \;. Além disso, By, (B, =0
se m # n, pois se tivéssemos j € B,,()B,, entdo i; = m = n,
contradicao.

Portanto, By, ..., By é uma partigao ordenada de [l] e, inversamente,
qualquer tal particao nos da um termo de z*. [ ]

O corolario a seguir, andlogo ao Teorema 2.2, mostra que {py : A F
n} é uma base para A”.

Corolario 2.4. Ry, = 0 a menos que A\ < pu, enquanto Ry, =
[T, m:(N\)!, onde mi(A) = |{j : A\j = i}| e A = (1mM2m(...,

O conjunto {px : A = n} é uma base para A" (logo, {p) : A € Par} é
uma base para A). Equivalentemente, py,pa, ... sao linearmente inde-

pendentes e geram A como Q-dlgebra, isto €, A = Q[p1, p2, ...].

Demonstracao: Se Ry, # 0, pela proposicao anterior, existe parti¢ao
ordenada m = (B, ..., By) do conjunto [[| = [[(\)] que satisfaz p; =
Ziij Ai,1 < j < k. Dado 1 < r <[, sejam B,..., B;, blocos
distintos de 7 contendo ao menos um dos nimeros 1,2, ..., cada. De
py = Ziij)\i,l <j <k, temos py + -+ pi, > M+ + A\ Mas
e e > gy o 4 i, POIS T > s € iy > g > - -+, donde
[t > A, como queriamos.

Se A = p, cada bloco B; contém um tnico elemento {j}, ou sim-
plesmente, j. Entao, By, ..., B, () pode ser qualquer ordenagao de
L...,mi(A). Logo, Bu41s--s Bmi(3)+ms(n) Pode ser qualquer or-
denacao de my(A) + 1,...,mi1(X) + ma(A) e assim por diante. Isso
nos da um total de Ryy = my(\)!ma(N)!--- possibilidades para 7.




38 Funcgoes Simétricas

O fato de {p) : A F n} ser uma base para A" (A = Q[p1, pa, -..])
segue pelas mesmas razoes da demonstracao do Teorema 2.2. [ ]

Vamos investigar o efeito de aplicar a involugao w : A — A em p,.
Para tanto, uma abordagem por meio de fungao geradora é apresen-
tada.

Para uma particao A = (1™2"2...) F n, definimos

N = 1m1m1!2m2m2! et
Exemplo 2.10. 2442111 = 133|211'422' = 384.

Se w € Sy, seu tipo ciclico é a particao p = (p1,p2,...) = n tal
que os comprimentos dos ciclos de w em sua decomposicao em ciclos
disjuntos sao pi, pa, ... A seguir temos um lema que nos da o ntmero
de permutagoes w € S, do tipo p = (1"™2m2...).

Lema 2.1. O nidmero de permutagoes w € S, de tipo (¢y,...,¢,) €
wgual a
n!

1e1¢12¢e2¢,!. nene, !’

Demonstracao: Seja m € S,. Podemos obter a partir de 7 uma re-
presentacao em ciclos disjuntos tal que os primeiros ¢; ciclos tenham
comprimento 1, os ¢y ciclos seguintes tenham comprimento 2, e assim
por diante, colocando, da esquerda para a direita, parénteses nas en-
tradas de m de modo a obter ¢; ciclos de comprimento . Isso produz
a decomposicdo em ciclos disjuntos de uma permutacido = de tipo
(c1,...,¢n) € define uma aplicacdo @ : S,, — S5¢, onde S¢ é o con-
junto de todas o € S, de tipo ¢ = (¢4, ...,¢,). Dada o € S¢, existem
190¢112%2¢51...n¢,! possibilidades de escrever ¢ na notacao de ciclos
disjuntos tais que os comprimentos dos ciclos sao nao-decrescentes da
esquerda para a direita. De fato, ordenamos os ciclos de comprimento
7 em ¢;! maneiras e escolhemos o primeiro elemento de cada um destes
ciclos de ¢ maneiras. Estas escolhas sao todas independentes, o que
estabelece nossa afirmagao.

Logo, para cada o € S¢ temos |[®71(0)] = 1%¢112%2¢,!...n¢,! e,
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como |S,| = n!, o nimero de m € S,, do tipo (cy, ..., ¢,) é igual a

n!

1e1¢12¢e2¢,! . nene, )’

Pelo lema acima, se p = (1™2™2...), entao

n! n! _
{w € S, : p(w) = p}| = TR nlzt. (2.3.1)

O conjunto {v € S, : p(v) = p} é a classe de conjugacao K, que
contém w de tipo ciclico p. Para qualquer grupo finito G, a ordem
|K,| éigual a [G : C(w)], o indice do centralizador C'(w) em G. Assim,
temos estabelecido a proposicao seguinte.

Proposigcao 2.7. Seja A = n. Entdo z € igual ao numero de per-
mutagoes v € S, que comutam com um permutacdo wy de tipo ciclico

A

Para uma particao A = (1™12™2...) = n, observemos o que segue.
Se n é um inteiro impar, entao A tem uma quantidade impar de partes
impares, donde m; + ms3 + --- é impar. Entao:

(i) se may +my + - -+ for par, segue que [(\) = my +my+mz+---
é impar. Logo, n — [()\) é par.

(7i) se mg + my + - - - for impar, entao [(A\) = my + mg +mz + - -
é par, donde n — [(\) é impar.
Analogamente, se n é par, m; + ms + --- é par. Logo,

(11i) se may+my+-- - for par, segue que [(\) = my +mg+msz+---
é par e, entdao, n — () é par.

(iv) se my + my+ - -+ for impar, entdao [(\) = my + my +ms + - - -
¢ impar, donde n — [(\) é impar.

Logo, (—1)mz+mat = (—1)"~'N)_ Definimos

€y = (_1)m2+m4+-~~ _ (_1)n—l(/\)'

Assim, para w € Sy, €, ¢ +1 se w for uma permutacao par, isto
é, se w for o produto de um nimero par de transposigoes, e —1 caso
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contrario. Entao, a aplicacdo ¥ : S,, — {£1} tal que ¥(w) = €,() é
o homomorfismo “sinal”.

Feitas essas consideragoes, temos a proposi¢cao seguinte que ex-
pressa

H(l — :viyj)_l e H(l + z,;y;) em funcao de py(x) e pa(y).
4] ,J

Proposicao 2.8. Valem as igualdades

H(l - xiyj)71 = exp (Z %pn pn ) Z (2 3. 2)

i.j n>1 A

H(l + Jiiyj) = exp (Z %(_1)71 pn n ) ZZ/\ 6)\]7,\ ) (2 3. 3)
A

%, n>1
oo
1
= E 2" re-
—x
n=1

Demonstracao: Lembrando que a integracao de 7

sulta em log((1—z)7!) = i %x”, segue que log (H(l — xiyj)_1> =
n=1

S o1 = 3 bty = 4 () () -

i.j ij n>1 n>1 j

1
Z —pn(2)pn(y). Isso estabelece a primeira igualdade em (2.3.2). A
n
n>1
segunda igualdade decorre dos resultados que constam na Segao 5.1
da referéncia [8].
A demonstragao de (2.3.3) ¢ anéloga. u

Agora é imediata a verificagao do efeito de se aplicar w em p) e é
disso que trata a proposicao seguinte.
Proposicao 2.9. Seja A Fn. Entao,
WPx = EAPA-

Em outras palavras, py € um autovetor de w associado ao autovalor
(W
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Demonstracao: Vamos olhar para w agindo nas fungoes simétricas

nas variaveis y1, ¥o, ..., enquanto x, xs, ... serao consideradas escalares.
Entao

> zpa@)wpa(y) =w (Z % pal )PA(?J)) —w (H(l - xiyjrl)

y :
Zml/ 1/ :b Zm,, xr)e
H (1+ ziy;) =1 ZZA expa(z)pa(y),
,J

onde as igualdades decorrem de: (a) Proposigao 2.5; (b) Teorema 2.3;
(¢) Proposicao 2.3; (d) Proposicao 2.8.

Como {px(x) : A € Par} ¢ linearmente independente, os coefi-
cientes de p,(x) na primeira e na ultima somas sdo iguais, isto é,

w(pa(y)) = expa(y)- [ |

Notemos em particular que wp, = (—1)""'p,, ou wp, (1) = —p,(—x).
Além disso, restringindo w ao espago vetorial A" cuja dimensao é p(n),
como {px : A F n} é um conjunto linearmente independente, pela
proposigao acima, o polinémio caracteristico (normalizado para ser
monico) da transformacao linear w : A" — A" é dado por (x —
e (xz + 1)%™  onde a(n) e B(n) sdo, respectivamente, os niimeros
de particoes de n em um ntimero par e impar de partes pares.

Concluimos esta se¢ao apresentando um resultado que expressa h,,
e e, em termos de p,.

Proposicao 2.10. Temos

hn - Z Z)Tlp)\

AFn

§ : -1
€p = €>\Z>\ DPx-

AFn
Demonstra¢ao: Substituindo y = (¢,0,0,...) em

[T =iy ZZA pA(2)pA(y),

i’j
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e observando que

Zprtr_l _ Z Z x;‘"tr—l

r>1 i>1 r>1

Z;

1>1

= E ilog ( L )
i>1 dt 1— Izt

= ilog (H(l — x»t)_l)
dt ’

i>1

= Lrog(H (1)
— (0)/H (),

= exp (Zpt;>

r>1

I (s)
r>1

prtr m
7:“|;|1:mr0 Tme '

= Z 2y 'pat”,

AFn
n>1

segue que H(l — zit)t = Zz;lpk(m)t”, mas H(l — xt)7t

7 AFn 7
n>1

Z hyt®, conforme demonstracao do Teorema 2.3. Logo, h,, = Z z;l Dx-
k>0 AFn

Aplicando w em h,, temos e, = w(h,) = w(Z Z,\_IPA>
AFn

= Z 2y w(pa) = Z 2z ' eApa. L]

AFn AFn

donde
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2.3.5 Produto escalar e ortogonalidade

Nesta secao, introduzimos um produto escalar em A, ou seja, uma
forma bilinear A x A — @Q, que denotamos (,). Lembremos que se
{u;} e {v;} sdo bases de um espaco vetorial V', um produto escalar
em V fica completamente determinado pelos valores (u;, v;). Dizemos
que as bases {u;} e {v;} s@o duais (ou ortogonais) se (u;,v;) = d;; (0
delta de Kronecker).

Definimos um produto escalar em A exigindo que {m,} e {h,}
sejam bases duais, ou seja,

(mx, hy) = 6, VA, p € Par.

Essa escolha para a definicao do produto escalar ficara clara ao
longo desta secao nos resultados que apresentamos a seguir.

Proposicao 2.11. O produto escalar (,) : A x A — Q € simétrico.

Demonstragao: Pela bilinearidade, é suficiente provar que (f,g) =
(g, f) para bases {f} e {g} de A.

Tomemos {f} = {g} = {ha}, entdo (hy, h, <Z Nypmuy, h > =
N)\#:N#)\:<h#’h)\>' |

O lema seguinte é uma ferramenta importante para a verificagao
de ortogonalidade em certas classes de fungoes simétricas.

Lema 2.2. Sejam {uy} e {va} bases de A tais que uy, vy € A", VA F n.
Entao, {ux} e {v\} sdo bases duais se, e somente se,

Y w(@)oa(e) = [ —wiyy) ™!

i7j

Demonstracao: Sejam m) = ZC,\pup eh, = vavv. Entao, 9y, =
o v

<m)\7 Z C)xpnuv Up, UU>

pyU
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Para cada n > 0 fixo, pensamos em ¢ = ((y,) € 1 = (7)) COMO
matrizes indexadas por Par(n) e seja A a matriz dada por A,, =
(u,,vy). Entao, a igualdade anterior resulta em I = (An'. Logo,

{ur} e {v\} s@o bases duais <— A=1
— I=(n
— I={('7y
< 5pv = ZC)\pT])\U'

Pela Proposicao 2.5, temos

H(1 —ry) T = ZWA@)}M(Q) =

Z (Z C/\pup<x)> (Z 7])«)“1}(2/)) = <Z C)\pn)\v> 'LLP<£U>’UU (y)
Se H(l — zy;)” ZU)\ , entao Zux(x)w\(y) =
= Z <Z mev> u,(x)vy(y), donde d,, = Z Oyl €, entao, {uy}

e {v,\} sao bases duais de A.
Se {uy} e {vy} sdo bases duais, entdo 0,, = ZCApUAv- Logo,
A

H(l - Jh‘yj) Z (Z CA,J]M) Up Uv Z U)\ UA u
7,7 p,U
A proposicao seguinte estabelece que {p) : A € Par} é uma base

ortogonal de A.

Proposicao 2.12. Temos (px,p,) = 2x0x, (€, portanto, {px : A €
Par} € uma base ortogonal de A ).

Demonstracao: Pelo lema anterior e pela Proposicao 2.8, temos que

{pr} e {%} sao bases duais de A. Logo, (px,pu) = 2a0xu- [

“w
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Notemos que (py,pr) = zx # 1. Logo, a base {p,} nao é ortonor-
mal. A norma [[p|| = (px,pr) = /2 nao é, em geral, um nimero

. , Px
racional. Dai, ¢ —= 5 forma uma base ortonormal de Ag (o espago

DAl
vetorial das fungoes simétricas sobre R).

Na préxima secao veremos uma base de A que é ortonormal e, mais
do que isso, cada elemento desta base expresso como combinacao linear
dos elementos de {my : A € Par} tem coeficientes inteiros.

Para finalizar esta secao, temos um corolario da ultima proposicao
e mais uma proposicao.

Corolario 2.5. (f,f) > 0,Vf € A e (f,f) = 0 se, e somente se,
f=0.

Demonstracao: Escrevendo f = E C\Dx, €ntao
A

(f, 1) =) A
A

Como z, > 0, o resultado segue. ]

Proposicao 2.13. A involucio w : A —> A € uma isometria, isto ¢,

(wfwg) = (f9),Yf,ge X

Demonstracao: Como o produto escalar é bilinear, basta considerar
f = px e g = px. Entao, pela proposicao anterior, (py,px) = zadar =
zx e, pela Proposicao 2.9, (wpx,wpr) = (eaPr, €APA) = Exex (Dr,PA) =
EAE)\ZA(S)\/\ = 63\2)\ = Z), pOiS €\ = +1. |

A secao seguinte define a funcao simétrica chamada Funcdo de
Schur. Faremos duas abordagens dessas funcoes: uma combinatoéria e
outra classica.
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2.3.6 Funcao de Schur

A Funcao de Schur, denotada por s,, para uma particao A, nao tem
uma definicao tao simples quanto my, ey, hy ou p). Encontra-se s,
definida de muitas maneiras (equivalentes). Primeiramente apresen-
tamos s, em termos de m, (definicio combinatéria) e, depois, via
sua definicao classica, isto é, aquela que envolve o quociente de deter-
minantes. Mostramos também que esta tltima definicao implica na
primeira.

A seguir, apresentamos alguns fatos sobre Tabela de Young Semi-
Simples, pois estes sao os principais objetos combinatorios associados
as fungoes de Schur e serao bastante utilizadas ao longo deste texto.

Definicao 2.8. Seja A = n. Uma Tabela de Young Semi-Simples
(TYSS) de forma A € uma matriz T = (T};) de inteiros positivos de
forma X, isto €, 1 < i < I(A\) el < j < N\, cujas entradas em
cada linha sao mao-decrescentes e em cada coluna sao estritamente
crescentes. O comprimento de uma TYSS é seu niumero de entradas.

Exemplo 2.11. Uma TYSS de forma (6,5,3,3) é:
3 4 4
5 b

S Ot N
O O = =
No RN N

Denotamos sh(T') = A para indicar que 7' é uma TYSS de forma
A. Logo, o comprimento de T' é igual a |sh(T)|.

Podemos pensar numa TYSS de forma A como sendo um diagrama
de Young de A no qual os quadrados sao preenchidos com os inteiros
positivos.

Exemplo 2.12. A TYSS do exemplo acima resulta em

344‘
55

1
4
7
9

| o | =
O Ot | | =
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Dizemos que T tem tipo o = (a1, ag, ...), denotando o = tipo(T),
se T tem a; = a;(T') entradas (ou partes) iguais a i. Para cada TYSS

. T) ao(T
T de tipo a escrevemos z7 = 2" g52 ™ ...

Exemplo 2.13. A nossa TYSS acima tem tipo (3,1,1,4,4,1,1,0,2) e
T 3

i :$1$25E3ZE31’§$6I‘7$3.

Defini¢ao 2.9. Se \ e p sao particoes tais que p C X (ou seja,
i < N, Vi), definimos uma Tabela de Young Semi-Simples de forma
diagonal \/i (ou simplesmente forma diagonal A\/u) como um dia-
grama diagonal T = (T};) de inteiros positivos tais que 1 < 1 < ()
e ;i < j < A, que é nao-decrescente em cada linha e estritamente
crescente em cada coluna.

Exemplo 2.14. Uma TYSS de forma (6,5,3,3)/(3,1) é:

3 4 4
7T

o N
o O =~

2
3

O peso de uma TYSS ¢é a sequéncia m = (6,...,07), onde §' =
Ai — fhi-

Definimos um Diagrama de Young de forma A/u, u C A, retirando-
se do diagrama de A os quadrados referentes ao diagrama de p. Entao
uma TYSS de forma A/u pode ser vista como um Diagrama de Young
de forma A/p cujos quadrados sdo preenchidos com inteiros positi-
vos de modo que cada linha seja nao-decrescente e cada coluna seja
crescente.

Exemplo 2.15. No exemplo anterior, a TYSS de forma (6,5,3,3)/(3,1)
pode ser representada por:

344‘
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As definigoes de tipo(T) e 2T sao idénticas aquelas de uma TYSS
dadas anteriormente. A seguir temos a definicao de s/, e sy ( Funcao
de Schur).

Definigao 2.10. Sejam A\, pu € Par tais que p € A. A Funcgao
de Schur diagonal sy, = sx/u(x) de forma N/p nas varidveis r =
(1,22, ...) € a série de poténcias

sau(@) =)’

onde T percorre todos as TYSS de forma \/j. Se u =0, chamamos
sx(z) de Fungao de Schur de forma \.

Exemplo 2.16. As TYSS de forma (2,1) com maior entrada no
mdzimo 3 sao:

11 1 2 11 13 22 23 12 1 3
2 2 3 3 3 3 3 2

Entao, 821(1‘1, To, $3) = x%:vg + xlx% + I%Z)’Jg + xlxg + {E%l’g + x2x§ +
219wy = Moy (T, T2, T3) + 2my11(x1, T2, x3). Logo, como o maior
numero de varidveis distintas que aparece em Sg1 € 3, temos So; =
Mma1 + 2ma1.

A partir da definicao, nao sabemos se, em geral, s/, ¢ de fato uma
funcao simétrica. E disto que se ocupa o teorema seguinte.

Teorema 2.4. Sejam A\, € Par tais que i C . Entao, a Fungao de
Schur diagonal sy, € simétrica.

Demonstracao: E suficiente mostrar que sy, ¢ invariante sob a mu-
danca de x; por z;11. De fato, toda permutacao w é o produto de
transposigoes e usando a identidade (ij) = (4,7 + 1)(4,7 + 1)(j,7 + 1)
podemos escrever w como o produto de transposigoes do tipo (k, k+1).

Sejam |[A\/u] = n e a = (ag,ay,...) uma composicao de n, neste
Caso, Zfil a; = Nn. Seja a = (Oél,OéQ, vy O 1, QG Oy Oy 9, ) Se
Ty /ua € 0 conjunto de todas as TYSS de forma \/u e tipo o, entdo
procuremos uma bijecao ¢ : Iy .0 — Ly/pa-
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Seja T' € 1) /y,o- Consideremos as partes de T' iguais a ¢ ou 7 + 1.
Estas partes podem nao ocorrer em algumas colunas de 7', enquanto
outras colunas poderao conter ambas. Estas colunas vamos ignorar,
pois a troca de i por i + 1 nao altera a funcao neste caso. As demais
partes iguais a 7 ou 7+ 1 ocorrem sozinhas em cada coluna e consistem
de linhas com um certo niimero r de i’s seguido de s 7 + 1’s.

Por exemplo, em T pode aparecer:

1
1 ) o1, 1+ 1 i+1vi+1 1+1 i+1
r=2 s=4

i+1 i+1
Neste exemplo, r =2 e s = 4. Em cada tal linha trocamos os r 7’s
esi+ 1'spor si’seri+ 1’s para obter:

l

1 7 zzzz 1+1 24+1 241
Ss= r=2
1+1 2+1

Logo, o resultado desta troca, que denotamos ¢(7T'), esta em 7/, 4
e, portanto, ¢ estabelece a bijecao desejada.
[ |

Definicao 2.11. Se A - n e a é uma composicao de n, entio Kj,
denota o numero de TYSS de forma X\ e tipo . Ky, € chamado de
Numero de Kostka. Mais geralmente, definimos o Numero de Kostka
diagonal Ky, como o nimero de TYSS de forma diagonal \/v e
tipo a.

Exemplo 2.17. Temos Ky /1,(1,1) = 2, pois nos quadrados da primeira
e sequnda linhas podemos ter 1 ou 2 e Ky1/1,1,2) = 0 porque o diagrama

de 21/1 possui apenas 2 quadrados e, entao, nao comporta um 1 e dois
2.
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O numero K),, tem um papel importante na teoria das funcgoes
simétricas. C. Kostka foi quem primeiro considerou a expansao de sy
em termos de m,, e por isso K, recebe seu nome. Pela Defini¢ao 2.10,
temos

5y = E Kyax“,
o

soma feita sobre todas as composicoes a de n. Além disso, pela de-
finicao de m,,, segue que:

S\ = E K,\Hmﬂ (§

pukn

Shjv = Z K)\/v,,um,u-
ukn

Nao se conhece uma férmula para K, , ou K, em geral. Para cer-
tos A\, v e u, uma férmula pode ser dada. No préximo capitulo, vamos
dar uma férmula para Ky»). Agora, vamos considerar o significado
combinatério do nimero K(1n), também denotado por f A,

Por definicdo, f* é o nimero de maneiras de se inserir os inteiros
1,2,...,n na TYSS de forma A - n, cada nimero aparecendo sozinho,

tal que cada linha e coluna sao crescentes. O diagrama assim obtido
¢ chamada de Tabela de Young Simples (TYS).

Exemplo 2.18. As TYS de forma (3,2), para n =5, sdo:

3 125 134 135
3 4 2 5 2 4

W =
(G2 BN N}

1 2
4 5
entio f3?) =5.
A proposicao seguinte nos dd4 uma outra interpretacao combinatoria
de f.

Proposicao 2.14. Seja A\ € Par. Entdo, o nimero f* conta a quan-
tidade de sequéncias O = N\, A1, .., \" = X\ de particoes (identificadas
com seus respectivos diagramas) tais que X' € obtida de X'~ pela adi¢ao
de um quadrado no diagrama de N\~ !.
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Demonstracao: Inserimos ¢ no quadrado adicionado ao diagrama de
Ai=! para obter A’ e, assim, uma TYS de forma . [ ]

Para ilustrar esse resultado e sua demonstracao, vejamos o caso

A=(3,2):

) c1 c 2 Cc 3 cC 31 c 32
0 c 1 Cc 2 Cc 21 c 31 C 32
0 c1 Cc 2 C 21 Cc 22 C 32
0 c 1 c 11 c 21 Cc 31 C 32
0 c 1 c 11 Cc 21 C 22 C 32

Em alguns casos, quando trabalhamos com Funcgoes de Schur e
nimeros de Kostka K, é conveniente utilizar uma TYSS reversa de
forma diagonal A/p que é um diagrama de inteiros positivos de forma
A/ que é nao-crescente em cada linha e decrescente em cada coluna.
O tipo de uma TYSS reversa é definido exatamente como aquele de
uma TYSS regular.

Exemplo 2.19. O diagrama abaizo é uma TYSS reversa de forma
(6,5,3,3)/(3,1) e tipo (2,2,1,0,3,2,2,1).

6 5 5
2 2

7
6

=~ 00
— W ot

Definimos K A como o nimero de TYSS reversas de forma \/pu
e tipo a. A proposicao seguinte mostra que em alguns casos nao ha
diferenca em considerar TYSS ou TYSS reversa.

Proposicao 2.15. Sejam A\, pu € Par,pu C A, [N u| = n e o uma
composigao de n. Entao, Ky/ua = Ky /ua-

Demonstracao: Seja T uma TYSS reversa de forma \/p e tipo oo =
(o, aa,...). Seja k a maior parte (entrada) de 7. Consideremos a
transformacao Tj; k41— Ti;. Entao Ky /o = Kyjua, onde a =
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(o, g1, ..., 1,0, ...). De fato, como T tem tipo (v, ..., ag_1, %, 0, ...),
o inteiro j aparece a; vezes em T', donde o niimero de vezes que j apa-
rece em o(7T) é igual ao nimero de vezes que k + 1 — j aparece em T,
Pela demonstracao do Teorema 2.4, temos Ky/,.a = Kx/pa- [ ]

Vamos agora estabelecer, como consequéncia da proposicao a se-
guir, que {s) : A € Par} forma uma Q-base para A.

Proposigao 2.16. Suponhamos \,u € Par(n) tais que K, # 0.
Entao p < X (ordem de dominancia) e Ky, = 1.

Demonstracao: Como K, # 0, existe alguma TYSS T de forma A
e tipo p. Suponhamos que uma entrada 7;; = k apareca abaixo da
k-ésima linha (ou seja, i > k). Entao, 1 < Ty, <Tp; < --- <T;; =k
para i > k, o que é impossivel porque i = |{T1;, T3, ..., T;; }| < k, isto
é, 1 < k, o que seria uma contradi¢ao. Logo, 1,2,...,k aparecem nas
primeiras k linhas, donde gy + po + - + e < A1+ Ao+ -+ + Ag,
como querfamos. Além disso, se y = A, entao T;; = ,V(4,j). Logo,
K)\)\ =1. |

S1
S11
S2
S111
521
S3
S1111
S211
S22
$31
S4q
S$11111
52111
5221
$311
$32
S41
S5

mi

mi1

mi1 + ma

mii

2mi11 + ma1

mii1 + me21 + mg

miii

3mi111 + ma11

2mi111 + m211 + Moz

3mi111 + 2ma11 + ma2 + ma1

mii111 + m2i1 + ma2 + m31 + my

mi1111

4mi1111 + mai11

5mii111 + 2ma111 + me21

6mi1111 + 3ma111 + ma21 + m311

5mi1111 + 3m2111 + 2ma21 + m311 + m32
4dmi1111 + 3me2i11 + 2ma21 + 2ma11 + maz + ma
mi1111 + M2111 + Ma21 + m311 + m32 + Ma1 + ms

Tabela 2.3: Alguns ntimeros de Kostka Ky,

Corolario 2.6. {s) : A € Par(n)} é uma base para A" (consequente-
mente {s) : A\ € Par} é uma base para A).
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Demonstragao: Pela proposigao anterior, (K,) (que é a matriz que
expressa s)’s em termos de m,,’s) é uma matriz triangular inferior cu-
jas entradas na diagonal principal sao todas iguais a 1. Logo, (K),)
¢ invertivel. Portanto, {sy : A € Par(n)} é uma base para A", pois
{my : A € Par(n)} é uma base para A". u

A seguir, apresentamos a definicao cldssica da Funcao de Schur sy e
algumas consequéncias. Veremos, por exemplo, que a partir dessa de-
finicao pode-se obter a defini¢ao combinatéria de s/, j4 mencionada.

Sejam = = (x1,...,2,) um conjunto finito de varidveis e z® =

it -+ - 2% um monoémio e consideremos o polindémio a, dado por:

Ao = Ao (T1, 00y Ty) = Z e(w)w(z®),onde w(z®) =z - "™

’wESn

e €(w) = %1, dependendo do sinal da permutacao w (é 1 se w for
uma permutagdo par e —1 se for impar). Este polinémio satisfaz

w(a,) = €(w)a,,Vw € S,. Além disso, a, = 0 se o; = «; para
algum i # j. Logo, vamos assumir que a3 > ag > -+ > @, > 0
e vamos escrever &« = A + 0§, sendo A € Par tal que I(A\) < n e

d=(n-1,n-2,..,1,0). Entao:

Ao = Uxys = Z e(w)w(z ),

wGSn
que podemos escrever como
Pl pladn2
A+n—1 Ao+n—2 A
— et (N _ ] T2 ) R
aris = det(z; )i<ij<n = :
A+n—1 Ao+n—2 . A

Podemos mostrar por inducao, ou calculo, que z; — x;,1 < @ <

j < n, divide ay,s em Z[zy,...,x,] e, portanto, H (x; — xj) =
1<i<j<n

det(m?_j)lgiﬁjgn = as também divide ayys. Além disso, ay,s/as é
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simétrico. De fato, seja w € S, entao w = wy - - - wg, onde w; sao
transposigoes e quando aplicamos w; no determinante ay, s, trocamos
duas linhas e ganhamos um sinal negativo, mas w;(as) = —as, donde

w(ayys/as) = axrs/as € A,.

Definicao 2.12. A Funcao de Schur s, nas varidveis xq, ..., x, cor-
respondente a particio A, l(X\) < n, é dada por

S\ — CL)\_HS/CL(S.

Os polindémios ayys tais que X € Par e [(A\) < n, formam uma
base do espaco vetorial A,, dos polindomios anti-simétricos nas varidaveis
x1, ..., T, sobre Q. A multiplicacao por as é um isomorfismo de A,, para
A,. Segue que {s, : [(A) < n} forma uma Q-base para A,.

Verifiquemos o efeito de aumentar o niimero de variaveis. Se m > n,
entao an (1, ..., T, 0, ..., 0) = an (21, ..., 2,).(7) Logo, pmn(Sx(T1,s ooy Tn))
= sa(z1,...,7,).(]) Logo, para cada particio A, os polinomios
sx(r1,...,x,) com n — oo, definem um tnico elemento sy € A,
Dai, {s) : A € Par} forma uma base para A.

O corolario da proposicao a seguir expressa s, como polindomio em
e, e h.. Paral < k < n, seja e%k) a funcao simétrica elementar nas
variaveis
L1y ooy Th1, Tht 1, -, L € M a matriz n X n dada por

n—i

( ) ¢ 1<i,k<n

Proposicao 2.17. Sejam a = (i, ..., a,) € N* A, = (257) e Hy =
(haj—n+j) m X n matrizes. Entio, A, = H,M.

Demonstracio: Seja E®(t) = ey = H(l + xz;t).  Logo,
r=0 i#£k

HA)E® (—t) = (1 — zt) 7L

n
Extraindo o coeficiente de t“ obtemos th_nﬂ-(—l)"_j e® =
j=1

"identificamos a = (a1, ..., an) com (ai, ..., an, 0, ...,0)
8pm7n foi definido em 2.2
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xy'. Portanto, H,M = A,. [

Corolario 2.7. Valem as igualdades

sx = det(hy,—itj)i<ij<n,n > U(A) e

Sy = det(e/\;_i+j)1§i7j§m,m > l()\,).
Demonstracao: Pela proposigao anterior segue que a, = det(A,) =
det(H,)det(M),Ya € N*. Em particular, det(M) = as, pois det(Hs) =

1. Logo, a, = asdet(H,) ou, de maneira equivalente, a, =
as Z e(w)ha—wes), Vo € N". Tomando oo = A + 0 obtemos an/as =

wWESh
axts/as = sy = det(Ho) = det(hy,—ivj)1<ij<n-

Por um resultado devido a Aitken [1], temos det(hy,—;—i+j)1<ij<n =
det(ey i i)1<ij<m, onde [(A), l(u) < n e I(\),1(1) < m. Entdo,
tomando n = (Z), det(e)\;iz#j)lgingm = det(h)\i,i+j)1§i’jgn = S\ |

Como consequéncia deste corolario, obtemos w(sy) = s/, VA € Par
e ) = hy, donde s(1n) = wW(s3)) = w(hy) = €n.

Ja temos duas expansoes do produto H(l — z;y;) ", a saber:

[T —ziy)™ =D = 'pa@)naly) e
,J A
H(l - $iyj>—1 — Z h/\(:v)m,\(y) = Z hA(y)m/\(x).

A seguir temos uma terceira expansao, desta vez em termos de s,.
Proposicao 2.18. Temos

[T =zim)™ = D sa@)sa().

%, AePar
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Demonstracao: Sejam:c = (xl, ey ), Y = (Y1, ooy Yn) €0 = (n—1,n—

2, ... . Como H (1—my;)” Z hy(x Z ha (ad-

irj
mitindo A, = 0 se r < 0), onde o = (oq, Q, ...) com mtelro positivo

e a; < 00, entao, multiplicando por a = e(w)w(y’), temos
Z 7 3 ; p p sy Yy ),

wESy

n

as(y) H(l —zy;) = Z e(w)he (x)y @),

i7j w,o

Agora, multiplicando por as(z) e usando o fato as(x) Z e(w)hg—ws) ()
wWESy
= ag(x) (demonstracao do coroldrio anterior), obtemos

n

as(w)as(y) H(l — xiyj)*l = as(z) Z e(w)ha(x)yaﬂu(&)

= as(x) Y e(w)hgwpy(@)y” =Y as(w)y’
w,B B

onde [ percorre todas as n-uplas de inteiros positivos.
Como aw(g) = e(w)ag, podemos reescrever esta ultima soma como

Z y’ = ZZ% w(y") =Y ay(x) Y e(wyuly’) =

ol wESy
Zav Onde”Y*(’Ylj’YQ,-->’Yn)771>72>"‘>%20-

Logo, as(z)as(y) [ [(1—ziy;)~ Zay ZGA+5 )ars(y).
,J

Agora, como as # 0 e as(y) # 0, segue que

n

H(l —zy) ZS,\

,J
Fazendo n — oo temos o resultado:

H( Zyj Z 5)\

i7j
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Observagoes:

1. Na segao anterior, estabelecemos que duas bases {uy} e {vy} de A

sao duais (ortonormais) se ZUA(x)v,\(x) = H(l — z;y;)”". Entdo,
A ,J

pela proposicao que acabamos de demonstrar, (s, 3,) = Oy, OU S€ja,

{sx : A € Par} é uma base ortonormal para A.

2. Da demonstracao da Proposicao 2.9, sabemos que
w (H(l — xiyj)l) = H(l + z;y;). Entao, H(l + z,;y5)
i,J 2% 2%

w (Z SA(x)s,\(y)> = Zs,\(x)sx(y), onde w age apenas sobre y =
A )

(Y1, Y2, ).
O resultado a seguir é obtido tomando-se o coeficiente de z#y” em

ambos os lados de H(l —zy;) = Z sx(x)sa(y).
2] AePar
Corolario 2.8. Sejam p,v = n. Entao,
Z K)\MKAU = Npﬂu = <hp,7 hv> )
AFn
onde Ky, e Ky, denotam Niumeros de Kotska e N, € o nimero de
N-matrizes A tais que r(A) = p e ¢(A) = v.

A seguir apresentamos a definigao classica da Fungao de Schur dia-
gonal sy/,. Essa definigao é consequéncia natural de algo bem conhe-
cido em &lgebra linear: f € A é unicamente determinada pelo produto
escalar com sy, ou seja,

f= (f5) 8,
A

pois {s : A € Par} é uma base ortonormal de A.

Defini¢ao 2.13. Sejam A, p € Par. Definimos a fungao simétrica
SX\/u POT
<3/\/m Sv> = <=5‘,\, Su8v> ,Yv € Par.
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Sx/u € chamada de Fungdo de Schur Diagonal.

.~ . , . by ~ . .
Uma defini¢ao equivalente de sy, é a seguinte. Se c;,, sao inteiros
que satisfazem
_ A
SuSy = E S
A

entao definimos

_ A
Sx/p = ClpSv-

v

Os inteiros cﬁu sao chamados Coeficientes de Littlewood-Richardson.(?)

A proposicao a seguir generaliza o Corolario 2.7.

Proposicao 2.19. Valem as igualdades

Sx/u = det(ha,_p,—ivj)i<ij<n,n > 1(A), (%)

Sau = detley s iy i)i<ijem,m 2> I(\).

Demonstracao: Vamos mostrar a primeira igualdade, pois a segunda
se obtém da primeira analogamente ao que fizemos na demonstragao
do Corolario 2.7.

Sejam & = (r1,22,...) € y = (Y1, Y2, ...). Logo, se ¢}, = (sx,5u50),

= _ A _ A
entao s,s, = g ClvSAs SA/p = E CpvSuv €
A v

Yo svul@)say) = Y usu@)saly) = Y su(@)s,(y)su(y)

A v v

e, entao,

Z S/\/,u(x)s)\(y) = SM(?/) Z hv(x)mv(y)y

pois 3 hu(@)mu(y) = [[(1 — za) ™ = 3 sul@)s ().

i?j

9A referéncia [12] em seu apéndice traz uma abordagem mais profunda de cf‘w e da regra de
Littlewood-Richardson para determina-los.
10Esta igualdade é conhecida como a Identidade de Jacobi- Trudi
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Suponhamos agora y = (yi, ..., Ys). Entdo, restringimos as somas
acima as parti¢oes A e v tais que l()\) l(v) < n. Entao,

Z&\/,u(x)a)dré Zh a,quJ Z h y &;Hr&( )
A aeNn

Z he () Z ya+w(“+5) (sendo h,(x) = 0 se « possui algum «; < 0).

aeN? wEeS),
Extraindo o coeficiente de y*9, nesta tltima soma obtemos:

S\/p = Z e(w)h)\+5_w(,\+5) = det (hAi_‘u‘j_iJrj)lSi,an ,n Z l(/\)

Coroldrio 2.9. w(sy/u) = sy /-

Muito do que foi abordado até aqui pode ser obtido a partir do
Algoritmo RSK (que veremos no capitulo seguinte) a exemplo do que
¢ feito na Secdo 7.12 da referéncia [12]. Para finalizar esta Segao,
vamos mostrar que a definicao classica das Funcoes de Schur implica
na definicao combinatéria como haviamos prometido.

Sejam x = (x1,22,...),y = (y1,Y2,...) € 2 = (21, 22, ...) trés con-
juntos de varidveis independentes. Como s,s, = Zcfws,\ e Sy/y =

Z cfwsv, temos
Z Z Sx/u(@)sa(2)su(y) = Z Zci)vsv( )sa(2)su(y) =

=2 Z so(@)su(2)30(2)su(y) = 3 suW)sulz) 3 sul@)su(z) =
= H(l — yjzk)il H(l — l'iZk)il = Z SA(SL',?J)SA(Z)a

onde (z,y) = (x1,y1, T2, Y2, ...). Segue que

sa(my) =Y sau@)su(y) = chsu(y)su(z).

j JIRY
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De forma mais geral, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.20. Temos

Sa/ulT,y) = Z Sk/v(x)sv/u(y)y

v

onde a soma € feita sob todas as particoes v tais que X\ 2O v D L.

Demonstragao: Temos Zs)\/u(x Ysu(z) = sazy,z) =

ZS/\/U( su(y, 2 ZZS)\/U )8y, (y)s,(2). Logo, comparando

k%
o coeficiente de s,(z) na 1gua1dade, temos

Sz\/u z y ZS)\/U SU/,u, )

A férmula da proposicao anterior pode ser generalizada: sejam
W, 2™ n conjuntos de varidveis independentes e X,y particoes,

entao
SA/M( zM ZH S0 foli 1 ( ()) (2.34)

(v) =1

cuja soma é feita sob todas as sequéncias (v) = (0@ v® . ™) de
particoes tais que v = p,v™ = Xev® C oM C ... C o

A Proposicao 2.19 nos diz que sy/,(x) = 0 a menos que A\; > p;,
isto é, a menos que A DO pu, pois se A\, < pu,, para algum r, temos
N <A <pp Sppl <j<r<i<mnelN—p—i+tj<O0e
consequentemente, a matriz (hx,—,,—it;) tem um bloco (n —7r+1) xr
cujas entradas sao todas 0 e, portanto, seu determinante é nulo.

Vejamos no que resulta a igualdade (2.3.4) quando cada ) consiste
de uma tunica variavel x;. Pela discussao do paragrafo acima, para
uma Unica varidvel z, s)/,(z) = 0 a menos que o diagrama de \/p
seja uma linha horizontal e, neste caso, sy/,(v) = el Agsim, cada
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produto no somatério de (2.3.4) é um mondmio z'z3* - z%", onde

a; = [v@ /v~ e, portanto, temos sy, (21, ..., T,,) expresso como uma
soma de mondmios %, um monomio para cada TYSS T de forma A/pu.

Dai, obtemos
Z T
Sx/u = x,
T

como queriamos.

2.3.7 Matrizes de Transicao

Nesta secao, vamos obter as matrizes de transicao entre as bases m =
{my : X € Par}, e ={ex: X € Par}, h ={hy: X\ € Par} e
s = {sx : A € Par} a partir de duas matrizes que veremos a seguir,
a saber, a matriz de transicao entre as bases m e s e a matriz J que
descrevemos mais a frente.

As matrizes aqui sao indexadas nas linhas e colunas por particoes
de um inteiro nao-negativo n. Para tanto, vamos usar a ordem lexi-
cogréfica reversa no conjunto Par(n).

Exemplo 2.20. Para n = 4, Par(4) = {4,31,22,211,1111} e uma
matriz (My,) indexada por A\, i € Par(4), € da forma:

M Mungn Minige Mung: Mg
Moy Moo Maize Moz Monia

M4,1111 M47211 M4722 M4,31 M4,4
pois 4 > 31 >F 22 >R 211 >F 1111.

Lembremos que uma matriz (My,) € My (Z) indexada por
particoes de n ¢é dita triangular superior se M), = 0 a menos que
A <® i, e estritamente unitriangular se, além disso, My, = 1. Da
mesma forma, define-se matriz estritamente triangular inferior e estri-
tamente unitriangular inferior.

Seja U,, o conjunto das matrizes triangulares (superiores e inferio-
res) e U, o das estritamente unitriangulares (superiores e inferiores).
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Proposicao 2.21. U, ¢ UT; sao grupos com respeito a multiplicagao
matricial.

Demonstragao: Sejam M, N € U,. Entdao (MN)y, = >, Mx,Ny, é
Zero a menos que exista uma particao v tal que u > v > ), isto
é, a menos que pu > \. Pela mesma razao, (MN)y, = MyyNyy = 1.
Logo, M N € U,.

Seja M € U,. A igualdade Zu My,x,, = yx € equivalente a
ZM(M‘I)MyM = x,. Para um \ fixo, a primeira igualdade para .,
onde v > A, envolve apenas x, para v < u, logo, para u > A. Entao,
o mesmo ¢ valido para a segunda igualdade, donde (M~1),, = 0 a
menos que u < \. Dai, M~ € U,.

A demonstracdo para U, é analoga. ]

Vamos denotar por J a matriz transposi¢ao dada por

Jx\u:{ 1, se X =pu

0, caso contrario.

Exemplo 2.21. Se n = 3, entio Par(3) = {3,21,111},3 >% 21 >&
111 e

0 01
J=1010
100
Notemos que a matriz J é sempre simétrica, pois X = u se, e

!/
somente se, A = [ .

Proposigao 2.22. M € triangular superior (respectivamente unitri-
angular superior) se, e somente se, JMJ € triangular inferior (res-
pectivamente unitriangular inferior).

Demonstragao: Se N = JMJ, entao Ny, = M,/ ;. Como >R
se, e somente se, A > 1, entdao o resultado segue. [ ]
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Se u = {uy} e v = {v)} sdo bases de A", cada qual indexada por
parti¢oes de n, denotamos por M (u, v) a matriz (M,,,) dos coeficientes

de:
Uy = E My, vu;
o

Essa é uma matriz nao-singular com entradas inteiras.

Defini¢ao 2.14. M(u,v) € chamada de matriz de transi¢ao da base
u para a base v.

A seguir, temos quatro propriedades de M (u, v) que nos serao tuteis.
Sejam u = {uy}, v = {va} e w = {w,} bases de A™. Entao,

(a) M(u,v)M(v,w) = M(u,w);

(b) M(u,v) = M(v,u) .

Se u' = {uy} e v' = {v)} sdo bases duais a u e v, respectivamente,
entao:

(¢) M(u',v") = M(v,u) = M(u,v)*, onde * denota a transposta
inversa;

(d) M(wu,wv) = M(u,v),w: A — A é a involugao definida em
2.3.3.

As igualdades (a) e (b) e em (c) decorrem da &lgebra linear en-

quanto que (d) é uma consequéncia de: w (uy) = w (Zu M,\uvﬂ> =

Zu Myuw(vy).

Seja K = M(s,m). Consideremos as bases de A: m = {m,},
e={ex}, h={h,} e s ={s\}. Vamos mostrar que todas as matrizes
de transicao entre qualquer par destas bases é obtida a partir de J e
K.

Como (my, hy) = 0x, € (Sx, 5u) = Oy, m € h sdo duais e s é auto-
dual. Logo, M (s, h) = K*, pela parte (c¢) da observagao.

Em vista da propriedade (d) da observacao acima, temos

M(s,e) = M(w(s),w(e)) = M(w(s),h) = M(w(s),s)M(s,h) = JK",

pois em vista do Coroldrio 2.9 temos que J = M (w(s), s).
Observemos que > Jy,Jy, = 1 se, e somente se, N = p.
Utilizando (a) e (b) da observac¢ao obtemos as demais matrizes. A

tabela a seguir nos da as respectivas matrizes de transicao:
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e h m S
e I K'JK* | KI'JK | KtJ
h | K'JK* I K'K K?
m | K 1TJK* | K- IK* I KT
s JK* K* K I

Tabela 2.4: Matrizes de transicao

Lembremos que K = (K,) é uma matriz triangular superior, onde
K, ¢ o Numero de Kostka, conforme Defini¢ao 2.10. Assim, consi-
derando a tabela acima, finalizamos esta se¢ao com as seguintes ob-

servacoes:

1. M

(
2. M(
3. M(
4. M(h,m) é simétrica;
5. M(e, h
6. M(

2.3.8 A Regra de Murnaghan-Nakayama

Até agora, temos expressado as Funcoes de Schur em termos de m,
hy e eyx. Nesta secao, vamos considerar py. Comecamos com algumas

definigoes.

Definicao 2.15. Sejam A\, u € Par com p C A. Dizemos que o dia-
grama de Young de \/p € conexo se seu interior, visto como a unido
dos quadrados solidos que o constituem, for conezxo.

Exemplo 2.22. \/u = 21/1 ndo € conexo, pois seu diagrama é:

T
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Definicao 2.16. Uma faiza com fronteira é um diagrama de Young
conexo no qual nao aparecem quatro quadrados com um vértice em
comum.

Exemplo 2.23. \/u = 86554/5443 € uma faiza com fronteira, pois:

[

L]

Notemos que dados inteiros aq, ..., a, existe uma unica faixa com
fronteira A/p (a menos de transformagoes) com a; quadrados na linha
1, isto é, a; = \; — ;. Logo, o numero de faixas com fronteira de
tamanho n (a menos de transformacoes) é 2"~ ! que é o nimero de
composicoes de n. De fato: se k inteiros aparecem na composicao
de o, chamamos a uma k-composicao. Se a; + as + -+ + a; é uma
k-composi¢ao o de n definimos um subconjunto 6(a) de [n — 1] =
{1,2,...,n — 1} com k — 1 elementos por 0(«) = {a1,a; + asg, ..., a1 +
as+-+-+ag_1}. Isso nos dd uma bijecao entre todas as k-composigoes
de n e os subconjuntos de [n — 1] com k — 1 elementos. Logo, existem

n—1 s /
(kfl) k-composicoes de n. Dali,

comp =3 (171) = Z (")) ==

k=1

Dada uma faixa com fronteira B, chamamos o ntimero de linhas de
B menos 1 de altura de B e denotamos por alt(B).

De posse dessas defini¢oes e observacoes, temos um teorema que
relaciona faixas com fronteira e fungoes simétricas.

Teorema 2.5. Para qualquer pn € Par e r € N temos
SuDr = Z(—l)“lt(’\/“)s)\, (2.3.5)
A

onde A\ percorre o conjunto de todas as particoes A\ O p para as quais
A p € uma faiza com fronteira de tamanho .
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Demonstragao: Sejam n > (u) e d = (n—1,n —2,...,0) e considere-
mos todas as fung¢oes desta demonstragao nas variaveis 1, ..., x,. Na
igualdade a, = ao (1, ..., T,) = Z e(w)w(x®) coloquemos o = p1+ 6

wESn

n
e multiplicamos por p, = E ;. Obtemos com isso,
=1

Quyspr = Y e(whw(z")> a7
j=1

=D > (@)l =Y auisirm,, (2.3.6)

onde v; ¢ a sequéncia com 1 na j-ésima posicao e 0 nas demais.

Colocamos a sequéncia p + d + r7y; em ordem nao-crescente. Se a
sequéncia resultante tem dois termos iguais, entao estes termos con-
tribuirdo com 0 para a igualdade (2.3.6). Caso nao possua dois termos
iguais, existirao p < ¢ para os quais:

fp1+n—=p+1>pg+n—q+r>p+n-—p,

e neste caso, auysiry; = (—1)7Pay.s, onde A é a particao

A= (/1’17 “eey Mp—15 Hg +p—q+r, Hp + 17 ooy Hg—1 + 17Mq+17 EE) :un)
Tal partigao é exatamente aquela para a qual A/p é uma faixa com

fronteira B de tamanho r e alt(B) = ¢ — p. Logo,
auyspr = Y (=1)"MMay 5.
Agora, dividindo por as e fazendo n — oo obtemos (2.3.5). n

A seguir, temos dois exemplos de como adicionar faixas com fron-
teira a alguma particao dada.

Exemplo 2.24. Seja p = 63321. Uma faiza com fronteira de tamanho
3 pode ser adicionada a p das sequintes maneiras:

Logo, se3321P3 = S93321 + S66321 — S65421 — 563333 — 5633222 T S63321111-
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EIEIEY

Exemplo 2.25. Seja § = (n — 1,n — 2,...,0). Ezxistem apenas duas
faixas com fronteira de tamanho 2 que podem ser adicionadas a 0 e,
entao:

S§P2 = S(n+1,n—2,n-3,...,1) — S(n—-1,n-2,...,2,1,1,1)-

A seguir, temos uma definigdo que relacionando tabelas (TYSS) e
faixas com fronteira.

Definigao 2.17. Sejam a = (aq, ag, ...) uma composicdo den e A\, pu €
Par, i C A. Definimos uma TYSS faiza com fronteira de forma \/pu
(sendo |N/u| = n) e tipo a como o resultado da insercdo de inteiros
positivos no diagrama de \/p de modo que:

(a) cada linha e coluna é ndao-decrescente;

(b) o inteiro i aparece o; vezes;

(c) o conjunto dos quadrados ocupados por i forma uma faiza com
fronteira.

Exemplo 2.26. O diagrama abaizo é uma tabela faiza com fronteira
de forma 7555 e tipo (5,2,3,0,5,7).

6 6|

[SUR I N

:
‘
‘

W W= =
(G208 B0 I ORI
| ov ot =

ot
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Definimos também a altura da TYSS faixa com fronteira 7' como
alt(T) = alt(By) + - - - + alt(By),
onde By, ..., By sao as faixas com fronteira que aparecem em 7.

Exemplo 2.27. A tabela faiza com fronteira do exemplo anterior tem
at(T)=14+04+14+2+3=T.

Se, no Teorema 2.5, multiplicarmos s, por pa,, Pas; ---, €ntao vamos
obter o seguinte resultado.

Teorema 2.6. Temos

SuPa = Z XA/#(Q)SM
A

onde XM (o) = Z(—l)““(T), soma feita sobre todas as TYSS faiza

T
com fronteira de forma \/p e tipo c.

Agora, podemos expressar s/, em termos das funcoes simétricas

soma de poténcias. E disso que se ocupa o corolario abaixo cujo re-
sultado é conhecido como a Regra de Murnaghan-Nakayama.

Corolario 2.10. Temos

SX\/p = Z zEIXA/u(U)pv

Demonstragdo: Do Teorema 2.6, temos que X (v) = (s,py, $5) =
<pv,sk/u> e, pela Proposigao 2.12, (p,, pu) = 2u0y,. Logo, como

<Zz;1XA/u(7)pv>Pv> = Zz;lX’\/“(’y)(py,pQ _ X)\/M(U)

v
= <5A/#,pv>, o resultado segue. [ ]

A seguir temos um outro corolario do Teorema 2.6 obtido tomando
it = () no Teorema 2.5.
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Corolario 2.11. Temos:

Do = Z X (a)sy.

A

A proposicao seguinte nos mostra que as propriedades de ortogona-
lidade das bases {s\} e {p,} implicam em relagdes de ortogonalidade
para os coeficientes X*(1).

Proposicao 2.23. Para i e A fizos, temos:

(a) Y XN XN(0) = 240
(b)Y 2 XN (W)X (V) = by

Demonstracao:
(a) Pelo Coroldrio 2.11, p, = ZX)\(/L)S)\ e p, = Z.)CW(U)SW.
A v
Logo,

200 = (Dus Du) = <Z X’\ SA,ZX'Y(U)37> =
ZX’\ 1) X7 (V) (Sa, 84) ZX)‘
Ay

(b) Pelo Colorério 2.10, s\ = Zz LX(v)ps e s, = Zz’lX“

Logo,

B = o) = 2 EX0) (o) =

Zz 2z M u ) 2y O Zz_lX’\ (v).
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Finalizamos esta se¢do com uma consideracio sobre X*(v). Os
coeficientes X*(v) para A\, v - n tem uma interpretacao algébrica im-
portante. A Secdo 7.18 da referéncia [12] mostra que eles sdo os ca-
racteres irredutiveis do grupo simétrico S,,, ou seja, os caracteres irre-
dutiveis X* de S,, sdo indexados de uma maneira natural por particoes
A ne X v) é o valor de X* num elemento w € S,, de tipo ciclico
v.(1)

Assim, a Proposicao 2.23 estabelece as relagoes de ortogonalidade
satisfeitas pelos caracteres irredutiveis de .S,,.

Exercicios

2.1. Verifique que Ay € um espago vetorial sobre o corpo Q.
2.2. Demonstre o Coroldrio 2.3.

2.3. Mostre que pyy = m3 + moy.

2.4. Mostre que o coeficiente de x°y® em Z sx(z)saly) € igual ao

AePar
numero de pares de TYSS (P, Q) de mesma forma tais que tipo(P) =

a e tipo(Q) = f.

1as demonstragdes formais destas afirmagdes podem ser encontradas nas referéncias [10] e [12].



Capitulo 3

Funcoes Simétricas em
Combinatodria

3.1 Introducao

Neste capitulo, como sugere seu titulo, abordamos algumas das
aplicacoes de fungoes simétricas em combinatéria (enumerativa).

Na secao 3.2, apresentamos o algoritmo RSK que serd fundamental
em quase tudo o que sera feito nas demais se¢coes. Também nesta secao,
vamos reapresentar alguns resultados, ja estabelecidos no capitulo an-
terior, por meio do referido algoritmo.

Na Secao 3.3, abordamos as partigoes planas a partir do que fizemos
até o momento; enquanto que na Secao 3.4, estaremos interessados em
enumerar, via funcoes simétricas, certos tipos de permutacoes.

A dltima secao deste capitulo traz uma reformulagao de alguns
resultados bdsicos da, assim chamada, Teoria de Pélya (enumeracao
sob a agao de grupos) via fungoes simétricas.

3.2 O Algoritmo RSK

Nesta se¢ao, desenvolvemos apenas as propriedades mais importantes
do algoritmo RSK que nos permitam apresentar provas combinatori-
ais de alguns resultados fundamentais das Fungoes de Schur.
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A operagao basica do algoritmo RS K consiste em inserir um inteiro
positivo & numa linha de uma TYSS nao-diagonal (de forma A\, para
alguma A\ € Par) P = (P;;) da seguinte maneira: seja r o maior inteiro
tal que Py,—1 <k (se Pi; > k, tomamos r = 1). Se P}, nao existe, (ou
seja, se P tem r — 1 colunas), entdo simplesmente inserimos k ao final
de primeira linha. O algoritmo péara e a TYSS resultante é denotada
por P < k. Se P tem ao menos r colunas, P, existe, entao trocamos
Py, por k. O elemeto k' = P, deverd ser inserido na segunda linha
usando o mesmo procedimento. Continuamos até que um elemento
seja inserido ao final de uma linha (talvez o primeiro elemento de uma
nova linha). O resultado denotamos por P < k. O conjunto das
posicoes dos elementos inseridos é chamado caminho de inser¢ao e é
denotado por Z(P «+ k).

Exemplo 3.1. Seja

i)

I
CO O = DN —
O J = W =
S W N
O O W=~
D Ot
co Ot

O diagrama abaizo ¢ P < 4. Os elementos inseridos estao em
negrito. No nosso exemplo, Z(P < 4) = {(1,5),(2,4),(3,4), (4,3)}:
4 5 6
6

4
5 8
6

s

!

I
0 O = N
© A W
e O W N

O lema a seguir apresenta duas propriedades dos caminhos de in-
sercao que sao uteis na demonstracao de algumas propriedades do
algoritmo RSK.

Lema 3.1. Temos
(a) quando inserimos k em uma TYSS P, se (r,s),(r + 1,t) €
Z(P <+ k), entao t < s;
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) e

<

(b) sejam P uma TYSS e j < k. Se (r,s) € I(P <«
(r,t) € Z((P < j) < k), entao s < t. Além disso, |Z((P < j
R < [Z(P - j)I.

— .

Demonstracao: (a) Seja (r,s) € Z(P <+ k). Temos duas possibi-
lidades: P41 > P (pois P é estritamente crescente nas colunas)
ou nao existe a entrada (r + 1,s) de P. No primeiro caso, P,; nao
pode ser inserido na linha r + 1 a direita da coluna s sem violar o
fato de que as linhas de P < k sao nao-decrescentes, pois P, estaria
a direita de P,4;, na mesma linha. O segundo caso ¢ trivial: se
(r+1,t) e Z(P < k), entao t < s.

(b) Como uma TYSS tem suas linhas nao-decrescentes, entao k
deve ser inserido a direita de onde j foi inserido. Pode ocorrer de j
ser inserido ao final da primeira linha de P caso em que k também é
inserido ao final de P < j, donde |Z((P <« j) < k)| = |Z(P < j)|-
Além disso, o elemento que j tira do lugar na primeira linha deve
ser menor do que ou igual a aquele que k retira do lugar nesta linha.
Indutivamente, verifica-se que Z(P <« j) estd a esquerda de Z((P <«
j) < k), ou seja, se (r,s) € Z(P <« j) e (r,t) € Z((P « j) « k),
entao s < t.

A entrada de b de P <« j correspondente ao elemento de Z(P < j)
de maior coordenada nas linhas, é inserido ao final de sua linha. Pelo
que acabamos de provar, se Z((P < j) < k) tem um elemento ¢ que
corresponde a essa entrada nesta linha, entao ele esta a direita de b em
(P < j) « k. Entao, ¢ é inserido no final da linha, o que termina o

processo de inser¢ao. Dai, Z((P < j) < k) ndo tem elemento abaixo
dos elementos de Z(P < j). Logo, |Z((P < j) < k)| < |Z(P < j)|. m

Corolario 3.1. Se P é uma TYSS e k > 0, entao P < k € uma
TYSS.

Demonstracao: E claro que as linhas de P < k sao nao-decrescentes.
Um inteiro a pode tirar do lugar apenas um b tal que a < b. Pelo
lema anterior, b nao se move para a direita da coluna na qual estava
quando inserido na linha de baixo. Logo, b é inserido abaixo de um
inteiro estritamente menor do que b. Portanto, P <— k é uma TYSS.m
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Antes de enunciar o préximo resultado, vamos estabelecer algumas
definigoes.

Seja A = (a;;);j>1 uma matriz com a;; € N|{J{0} e tal que apenas
uma quantidade finita de suas entradas sao nao-nulas. Essa matriz A
é chamada uma (N U {0})-matriz de suporte finito. Podemos pensar
em A como uma (m X n)-matriz finita ou uma matriz infinita fazendo
a;;j =0 parat>mej>n.

Associamos com A uma matriz de duas linhas W,, denominada
permutacao generalizada, definida por:

W= Dt i i)
Jr J2 J3 0 Im
onde

(a) iy <ig < or <

(b) se i, =is er <s,entdo j, < Js;

(¢) para cada (i, 7), existem exatamente a;; inteiros nao-negativos
r para os quais (i, j.) = (i,7).

Exemplo 3.2.
1 0 2
1112 2 3 3
A= (1) % 8 correspondeaWA(l 3392 9 1 2).

Notemos que A determina uma tnica matriz W, e, inversamente,
cada tal matriz Wy corresponde a uma unica matriz A.

Associamos com A (ou Wy) um par de TYSS de mesma forma
da seguinte maneira. Seja W, a matriz permutacao generalizada
associada a A. Comecamos com (P(0),Q(0)) = (0,0). Set < m =

Z a;; e (P(t),Q(t)) estao definidas, fazemos

2,J

(@) Pt +1) = P(t) < ju;

(b) Q(t + 1) é obtida de Q(t) pela inser¢ao de i, (deixando todas
as partes de @Q(t) inalteradas) tal que P(t + 1) e Q(t + 1) tenham a
mesma forma.
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O processo acaba em (P(m),Q(m)) e definimos (P,Q) =

(P(m),Q(m))(!). Denotamos esta correspondéncia por A il (P,Q)
e a denominamos Algoritmo RSK.

Exemplo 3.3. Sejam A e W4 dadas pelo exemplo anterior. As TYSS
(P(1),Q(1)),....(P(7),Q(7)) = (P,Q) sao apresentadas na tabela a

Sequar.

(i [ P() [ Q)

1 1 1

2 e T 1

3 1 3 3 1 1 1

1 T 2 3 T 1 1
3 2

5 T 2 2 T 1 1
3 3 2 2

5 T 1 2 T 1 1
2 3 2 2
3 3

7 T 1 2 2 T 1 1 3
2 3 2 2
3 3

Tabela 3.1: Obtencao de (P(1),Q(1)),...,(P(7),Q(7)) = (P, Q)

O teorema a seguir estabelece o principal resultado sobre o algo-
ritmo RSK.

Teorema 3.1. O algoritmo RSK é uma bije¢io entre as (N U {0})-
matrizes A = (a;;);;>1 de suporte finito e o conjunto dos pares orde-
nados (P, Q) de TYSS de mesma forma. Nesta correspondéncia:

Jj ocorre em P exatamente Zaij vezes (3.2.1)
i

i ocorre em () exatamente Zaij vezes (3.2.2)
J

Demonstracao: Seja A B9 (P,Q). Pelo Corolario 3.1, P é uma
TYSS. Pela definicao do algoritmo RSK, P e () tém a mesma forma
e (3.2.1) e (3.2.2) valem. Entao, precisamos provar que (a) ) é uma

IPelo Corolério 3.1, P é uma TYSS e, como veremos na demonstracio a seguir, Q também o
é.
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TYSS e que (b) o algoritmo RSK é uma bijegao, isto é, dado (P, Q)
podemos recuperar A.

(a) Primeiramente notemos que como os elementos de () sao inse-
ridos em ordem nao-decrescente, segue que as linhas e colunas de @)
sao nao-decrescentes. Resta verificar que as colunas de () sao estri-
tamente crescentes, ou seja, dois elementos iguais da primeira linha
de W4 nao podem estar numa mesma coluna de ). Se i = igyq
na primeira linha de W4, sabemos que ji < jri1. Logo, pelo Lema
3.1 (b), o caminho de insergao de jry1 estd estritamente & direita do
caminho de j; e nunca estara abaixo do maior elemento do caminho
de insercao de j,. Assim, os maiores elementos de dois caminhos de
insercao distintos estao em colunas diferentes. Portanto, as colunas
de Q sao estritamente crescentes. (%)

(b) Sejam (P, Q) = (P(m),Q(m)) e Q,s a ocorréncia mais a direita
da maior entrada de @ (onde @,.s é um elemento da linha r e coluna s).
Como elementos iguais de () sao inseridos da esquerda para a direita,
temos Qrs = i, Q(m - ]') = Q(m)\Qrs (Q(m) sem o elemento Qrs)a
e que P,4 foi o tdltimo elemento de P a ser colocado no lugar apés a
inser¢ao de j,, em P(m — 1). Assim, podemos facilmente inverter o
processo de inser¢ao P(m — 1) < j,,. O elemento P, foi substituido
pelo elemento P,_;; mais a direita da linha » — 1 de P que é menor
do que F,;. Logo, removemos P,; de P, trocamos P,_;; com P, e
continuamos trocando o elemento mais a direita da linha r—2 de P que
¢ menor do que P,_;; com P,_;,; e assim por diante. Eventualmente
algum elemento j,, é removido da primeira linha de P.

Temos, com este processo, reencontrado (i,,, jm) € (P(m—1), Q(m—
1)) unicamente. Agora, iterando esse processo, podemos redescobrir
W 4. Logo, o algoritmo RSK é injetivo.

Para provar a sobrejetividade, precisamos mostrar que aplicando
o processo descrito acima a um par arbitrario (P,Q) de TYSS de
mesma forma, sempre resulta numa matriz W, vélida (permutagao
generalizada)

2Esta argumentacio estabelece uma importante propriedade do algoritmo RSK: elementos
iguais de @ sdo inseridos da esquerda para a direita.
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e (B i),
Juo m

E claro que i1 < 19 < --- < 4,,,. Resta mostrar que se 1 = 1511,
entao jr < jpr1. Sejam iy = Qs € ipr1 = Quy, donde r > u e s < v.
Quando iniciamos a aplicacao do processo descrito acima a P,,, este
ocupa o final da linha u. Logo, seu caminho de inser¢ao inverso passa
pela linha u estritamente a esquerda da coluna v. Assim, na linha
u o caminho de insercao inverso de P,¢ estd estritamente a esquerda
daquele de P,,. Indutivamente, argumentanto inversamente ao Lema
3.1 (b), mostra-se que todo o caminho de inser¢ao inverso de P, esta
estritamente a esquerda daquele de P,,. Em particular, antes de re-

mover .1, os dois elementos jx e jri1 aparecem na primeira linha
com ji a esquerda de jri1. Logo, jx < Jry1 como queriamos. [

Notemos que quando A é uma matriz permutagao, isto é, uma n X n
(0, 1)-matriz com exatamente uma entrada 1 em cada linha e coluna,
entao W, tem em sua primeira linha as entradas 1, 2, ..., n e na segunda
linha uma permutacao w dos nimeros 1,2, ..., n; permutacao esta que
identificamos com A. Logo, aplicando o algoritmo RSK em A obtemos
um par (P, Q) de TYS de mesma forma. Inversamente, se P e @) sao

TYS de mesma forma, entao a matriz A que satisfaz A BoK (P,Q) é
uma matriz permutacao.

Temos estabelecido, pois, que o algoritmo RSK é uma bijecao entre
o grupo simétrico S,, e {(P, Q) : P,Q sao TYS de mesma forma A - n}.

Em particular, temos
> () =nl

A-n

Dada a matriz W4, cujas linhas tém comprimento n, podemos obter
uma permutagao W, como segue. Trocamos a primeira linha 74, ..., 7,
de W4 por 1,2,...,n. Suponhamos que a segunda linha de W, tem
c; 1's, da esquerda para a direita. Entao trocamos os 1’s na segunda
linha, da esquerda para a direita, por 1,2,...,c1; os 2’s, da esquerda
para a direita, por ¢; + 1,¢1 + 2,...,¢1 + ¢ e assim por diante até a
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segunda linha tornar-se uma permutagao de 1,2, ...,n. Denotamos o
resultado por Wy.

Exemplo 3.4.

2
A = 0
1

w o
[Nl \]
w N
— W
N W
N W
N W
SN—

:’WA:<11
45 6 7 8 9
4.9 356 7)"

O Exercicio 1 ao final deste capitulo traz um resultado que serd
muito util.

1

0 1
1 1
3 0
2 3
1 2 8

:>VT/A:<

Lema 3.2. Sejam

iy ey - 1 eon
Wy = . . . eWy = d > d .
A (J1 Jooce Jn) 4 (]1 Jo o Jn)

Suponhamos que Wa BSK (P,Q). Seja (P, Q) o par de TYSS obtidas

de P e @ pela substituicao de k por iy, em Q) e ji por ji. em P. Entado,

W, 25 (PQ).

LN

Demonstragao: Suponhamos que j é inserido em algum estagio do
algoritmo RSK na posicao k& de uma linha. Se j foi substituido por
um nuimero maior j + €, menor do que qualquer elemento da linha
que ¢ maior do que j, entao j + € deve ter sido inserido também na
k-ésima posicao. Dal, temos que o processo de insercao dos elementos
91,2, ..., jn imita aquele de 71, Ja, ..., jn, 0 que conclui a demonstracao.m

Vamos reapresentar o resultado da Proposicao 2.18, mas como con-
sequéncia do algoritmo RSK. Esse resultado é conhecido como Iden-

tidade de Cauchy.

Proposicao 3.1. Temos

H(l —zy;) = Z sx(@)sa(y)- (3.2.3)

2, AePar
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Demonstracao: Escrevemos

[T =) =11 | D @)™ |- (3.2.4)

i’j 7‘7.7 (2] 20

Um termo z%y” nesta expressao é obtido escolhendo uma (NU{0})-
matriz A = (a;;) de suporte finito com r(A) = o e ¢(A) = . Logo, o
coeficiente de z%y” em (3.2.3) ¢ o nimero N,z de NU {0}-matrizes A
com r(A) = a e c¢(A) = L.

Por outro lado, o coeficiente de 2%y” em Z sx(x)sx(y) é o nimero

AePar
de pares (P,Q) de TYSS de mesma forma tais que tipo(P) = « e

tipo(Q) = B.

Portanto, como o algoritmo RSK estabelece uma bijecao entre as
matrizes A e os pares de tabelas (P, Q) (Teorema 3.1), o resultado
segue. u

Corolario 3.2. Temos
()" =Y frsa(y).
AFn

Demonstracao: Basta tomar o coeficiente de x1x5 - - -z, em ambos os
lados de (3.2.3). u

O préximo teorema apresenta a propriedade mais importante de si-
metria do algoritmo RSK. Antes, apresentamos um conjunto
parcialmente ordenado e dois lemas que serao de grande utilidade para
sua demonstragao.

_<u1 un)_(u) :
Dada W, = = , associada com A, onde os
U1 [N Un, v
u; e os v; sao distintos, definimos o conjunto parcialmente ordenado
I = I(A) = I(¥) como segue. Os elementos (vértices) de I sdo as

A a
colunas de (¥) (por conveniéncia denotaremos uma coluna p Por ab)

e definimos ab < cdem I se a < ce b <d.
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75
62 54 27 36
a1 13
Figura 3.1: O conjunto parcialmente ordenado I = {75,62, 54, 27,36, 41,13}

. (u 1234567 . ,
Exemplo 3.5. Seja <v) = (3 26 1 4 2 5). Entao, I €

representado por:

O lema a seguir ¢ uma consequéncia imediata da definigao de 1.

Lema 3.3. A aplicagio ¢ : I(A) — I(A") definida por p(ab) = ba €
um isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados, isto €, ¢ € uma
bijecao que preserva ordem.

Dado I = I(A), definimos I; como o conjunto dos elementos mi-
nimais de I, I como o conjunto dos elementos minimais de [ — I,
I3 como o conjunto dos elementos minimais de I — ([; U I5) e as-
sim por diante. No exemplo anterior, temos Iy = {13,41}, I, =
{27,36, 54,62}, I3 = {75}. Notemos que como I; ¢ uma anti-cadeia em
I, isto é, quaisquer dois elementos distintos de I; sao incomparaveis,
podemos identificar (discriminar) seus elementos por:

(uib Uil), (Uz’Q, Uz’2), ooy (Umi, Umi), (3-2-5)

onde n; = |I;|, de modo que

Uiy < U < -0 < Ujp,
Ui1>1)i2>"'>’0mi.

(3.2.6)

De posse desses conjuntos I; C I temos o lema a seguir.
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Lema 3.4. Sejam I, ..., 1; as anti-cadeias nao-vazias definidas acima
com a identificacao I; ={(u;1,vi1), (Wig, Via)s oy (Win,, Vin,) }, i=1, ..., d.
Seja A RSK (P,Q). Entao, a primeira linha de P € vip,Van, - - Vdn,
enquanto a primeira linha de Q) € ujiugy---uq. Além disso, se
(ug,vg) € 1I;, entdo vy € inserido na i-ésima coluna da primeira li-
nha de P(k — 1) no algoritmo RSK.

Demonstracao: A demonstracao é por inducao em n. O cason =1 ¢é
trivial. Suponhamos que o resultado vale para n — 1 e sejam

w\ [ ur uz - Uy
v v v e vy )7
u . Uy Uz - Up—1
v V2 -t Up—1 .

Seja (P(n—1),Q(n—1)) o par de TYSS obtidas apés a insercao de
V1, ..o, U1 € 5€ja I; = L;(%),1<i<e(sendoe=d—1oue=d),dada
por ('&/7;1,171'1), e (ﬂ/zmzaﬂzm,)y onde U < -+ < azml e Uy > -+ > ﬁzmz
Pela hipétese indutiva, a primeira linha de P(n—1) é 01,,, 02, * * * Ve, ,
enquanto a primeira linha de Q) é 1oy - - - Ue;. Agora, inserimos v,
em P(n —1). Se ¥, > vp, entdao I; U {(un,v,)} é uma anti-cadeia
de ](Z), POIS Uy, > Uip,. LOgo, (un,v,) € I; (Z‘) se 1 é¢ o menor indice
para o qual ¥,, > v,. Neste caso, v, ¢ inserido na i-ésima coluna
de P(n —1). Se nao existe um tal i, entdo (u,,v,) é o Unico ele-
mento da anti-cadeia I, (’;) de I (Z), POIS Ui, < Uy € Vi, < Vp, Vi
Neste caso, v, é inserido na d-ésima coluna de P(n — 1). Assim, se
(U, vy) € Iy, entao v, é inserido na k-ésima coluna de P(n — 1) como
queriamos mostrar. Inserimos uma nova i-ésima coluna exatamente
quando v,, = vg; €, neste caso, u,, = ug;, entao u, € inserido na i-ésima
coluna da primeira linha de Q(n — 1). u

N

A seguir temos o teorema que estabelece a propriedade simétrica
mais importante do algoritmo RSK.

Teorema 3.2. Seja A uma (NU{0})-matriz de suporte finito e supo-
nhamos que A RS (P,Q). Entdo, A* RS (@, P).
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Demonstragao: Se I;(¥) ¢ a anti-cadeia dada por (3.2.5) tal que (3.2.6)

é satisfeita, entao pelo Lema 3.3, [; (Z) é:

(Uim“ uzm)a ey (%‘2, Uz‘2); (Uu, uil)a
onde
Vim,; < =+ < Vo < U1
Ui = ** > U > Ujl-

Entao, pelo Lema 3.4, se A EEN (P',Q"), a primeira linha de P’ ¢
U11lUoy « * - Ugp € a primeira linha de Q/ € Vim,Vamy * * * Vdm,. LOgO, O
Lema 3.4, assegura que as primeiras linhas de P’ e Q" coincidem com
as primeiras linhas de @) e P, respectivamente.

Aplicando o algoritmo RSK a ”:), o elemento v;;,1 < j < my,
é deslocado para a segunda linha de P “antes”do elemento v,,, 1 <
s < m, se, e somente se, u;j11 < Upsy1. Denotemos por Pe Q,

respectivamente, P e () sem suas primeiras linhas. Logo,

a . Uiy - Ulm,y Uy -+ U2mg cee Ugy - Udmy

b Vi o VUimg—-1 V21 - V2img—1 Vd1 - Udmg-—1 °
RSK , 5 ~
— (P,Q),

u o U
onde v indica que colocamos as colunas de L, | e ordem

o
estritamente crescente pela ordem lexicogréfica.
. . . ~/ ~/ . / /7
Similarmente, sejam P e @, respectivamente, P e () com suas

. . : v
primeiras linhas removidas. Argumentando em , | como fizemos

para ( : ), obtemos

’
a L Vimi—-1 -+ Vi1 U2mo—-1 -+ V21  **+ VUdmyg—1 - Udl
/ =
b Ulmq T U2 U2my the U22 ot Udmy T Ud2 )
RSK 5/ A
— (P,Q).
a

Mas, ( b ) = ( 2, ) , donde por indugao em n (numero de li-
nhas) temos (P, Q") = (Q', P"). u
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A seguir apresentamos algumas consequéncias deste ultimo teo-
rema.

Corolario 3.3. Sejam A uma (N U {0})-matriz de suporte finito e

A 25 (P,Q). FEntdo, A ¢é simétrica (A = A') se, e somente se,

P=Q.

Demonstracao: Imediato, pois A RSK (@, P). [

Corolario 3.4. Sejam A = At, A RIK (P,P) e = (ay,q,...), sendo

a; € (NU{0}) e > .2, a; < 00. Entao, a aplicagao A — P estabelece
uma bije¢ao entre as (N U {0})-matrizes simétricas com r(A) = a e

as TYSS de tipo .

Demonstracao: Segue diretamente pelo Teorema 3.1 e pelo corolario
anterior. ]

Corolario 3.5. Temos

1
H(l - xl) H(l — xixj) N )\EXP%T SA(CC)‘

i i<j
Demonstracao: Notemos que o coeficiente de x* no lado esquerdo da

igualdade ¢é o nimero de (NU{0})-matrizes simétricas A com r(A) = a.
De fato, como

! = S agk 00 L Nai
H(l — ;) H(l — T;T;) l;Iaka:O i EG;O(IL‘Z:E]) ’

i i<j
para se obter z® neste produto escolhemos uma (N U {0})-matriz

oo o
simétrica A= (a;;) tal que xa:H Z xkk H Z (z;x;)", donde o

k arpr=0 1<j aijZO
coeficiente de ® no lado esquerdo da igualdade serd o nimero de tais
matrizes.
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Por outro lado, o coeficiente de z® em E sx(x) é o numero de

AePar
TYSS de tipo a. Logo, pelo coroldrio anterior, o resultado segue. m

Corolario 3.6. Temos

Zf’\ =H{w € S, : w* = 1}|. (o nimero de involugées de S,,)
An

- . 1 -+ n RSK
Demonstracao: Sejam w = y y €S, ew — (PQ),
Lo v,
onde P e () sao TYS de mesma forma A - n. A matriz permutacao
correspondente a w é simétrica se, e somente se, w? = 1 (olhar exer-
cicio 3.1). Agora, aplicando o Teorema 3.2, w? = 1 se, e somente se,

P = @ e o resultado segue. [ ]

Finalizamos esta secao apresentando o algoritmo RSK dual, repre-

sentado por A RIKS (P, @), que trabalha exatamente como o algoritmo
RSK, exceto por ser A uma (0, 1)-matriz de suporte finito e que um
elemento 7 desloca um elemento mais a esquerda que é maior do que
ou igual a ¢ e nao o elemento mais a esquerda que é maior do que
(como acontece no algoritmo RSK).

Exemplo 3.6. Seja

1 01

010
112 3 3 45
A:101:>WA:( )
00 1 1 3213 3 2

010

Entao, (P(1),Q(1)),.... (P(7),Q(7)), com (P,Q) = (P(7),Q(7)), ob-
tidos pelo algoritmo RSK* sdo:

O teorema a seguir tem demonstracao andloga a aquela do Teorema
3.1.
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[ P() | Q)

1 1

1 3 11
1 2 11
3 2

1 2 11
1 2

3 3

1 2 3 1 1 3
1 2

3 3

1 2 3 1 1 3
1 3 2 4
3 3

1 2 3 1 1 3
1 2 2 4
3 3

3 5

Tabela 3.2: Obtencao de (P(1),Q(1)),...,(P(7),Q(7))

Teorema 3.3. O algoritmo RSK* ¢é wuma bijecao entre as
(0, 1)-matrizes de suporte finito e os pares (P, Q) tais que P* (o trans-
posto de P) e Q sao TYSS com a mesma forma. Além disso, c(A) =

tipo(P) e r(A) = tipo(Q).

Do mesmo modo que obtivemos a Identidade de Cauchy (Pro-
posigao 3.1) a partir do Teorema 3.1, a proposicao seguinte estabelece
a Identidade de Cauchy dual como consequéncia do Teorema 3.3.

Proposicao 3.2. Temos

[T +zy) = D sa@)sy ().

,J A€Par

Na secao seguinte estaremos interessados no estudo das particoes
planas via fungoes simétricas.
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3.3 Particoes Planas e Funcoes Simétricas

Nesta se¢ao apresentamos algumas aplicacoes enumerativas das fungoes
simétricas. Iniciamos pela generalizacao do conceito de particoes de
um inteiro nao-negativo, conhecida como particoes planas.

Defini¢ao 3.1. Uma parti¢ao plana é uma matriz m = (m;;); j>1 de
inteiros nao-negativos tal que ™ tem suporte finito (apenas uma quan-
tidade finita de entradas sao ndao-nulas) e é ndao-crescente em cada

linha e cada coluna. Se E T;j = n, escrevemos || =n e chamamos
,J
7w de particao plana de n.

Exemplo 3.7. A sequir apresentamos exemplos de particoes planas,
onde omitimos as entradas iguais a 0.

n=20: 0
n=1: 1
n=2: 2 11 1
1
n=3 3 2 1 1 11 11 2 1
1 1 1
1

Uma particao A F n pode ser vista como uma matriz unidimen-
sional (A\; Ay ---) de inteiros ndo-negativos com suporte finito e
nao-crescente, isto €, Ay > Xy > - --

Segue, pois, que as parti¢coes planas generalizam para duas di-
mensoes as particoes ordinarias. Além disso, as parti¢coes planas tém
similaridades que saltam aos olhos com as Tabelas de Young Semi-
Simples, pois uma TYSS reversa é um tipo particular de particao
plana. Devido a essa similaridade é de se esperar que as funcoes
simétricas tenham um papel importante na enumeracao das particoes
planas.

Definicao 3.2. Uma entrada m;; > 0 de ™ é chamada de parte da
particao plana . A forma de m € a particao X = (A1, Ag, ...) tal que
i € igual ao nimero de partes nao-nulas na i-ésima linha de w (ou
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seja, min, > 0 e mia+1 = 0). Logo, m tem r linhas se r = [(\) e,
similarmente, T tem s colunas se s = I(\') = A;. Denotamos por
li(m) e la(m) os nimeros de linhas e colunas de w, respectivamente.

Definimos o trago de w de maneira usual: tr(m) = ZW“

Exemplo 3.8. A particao plana

3
I

S O

wW Ot Ot

DO Ot Ot

DN DN W
— DN
[y —

tem forma (8,6,4), 18 partes, 3 linhas, 8 colunas e trago 14.

Seja P(r, ¢) o conjunto de todas as partigoes planas com, no maximo,
7 linhas e, no méximo, ¢ colunas. Por exemplo, P(1, ¢) é o conjunto das
partigdes com comprimento menor do que ou igual a ce se m € P(1,¢),
entao tr(m) é a maior parte de 7.

De posse dessas consideragoes preliminares, apresentamos o pri-
meiro resultado importante desta secao cuja demonstracao faz uso do
algoritmo RSK.

Teorema 3.4. Sejam r,c € N. Entao,

Z qtr(w)z\ﬂ _ f[f[(l _ qgji—i—j—l)—l.

meP(r,c) i=1j=1

Demonstracao: Vamos, primeiramente, descrever como juntar duas
particoes A e p com partes distintas, mas com o mesmo nimero de
partes de modo a obter uma partigdo p = p(\, u). Tragamos o Dia-
grama de Ferrers de A\, mas com cada linha deslocada um espago para
a direita do inicio da linha anterior, chamamos este novo diagrama de
Diagrama de Ferrers Modificado de \.

Por exemplo, se A = (5, 3,2), o Diagrama de Ferrers Modificado de
A é:
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Obtemos também o Diagrama de Ferrers Modificado de p trans-
posto.
Por exemplo, se u = (6,3, 1), temos

Agora juntamos estes dois diagramas identificando suas diagonais
principais. Para A e p acima, por exemplo, temos

Definimos p(A, 1) como a partigdo cujo Diagrama de Ferrers é o
diagrama juntado. Do nosso exemplo,

p(532,631) = 544211.
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A aplicagao (A, p) — p(A, ) estabelece uma bijegao entre os pares
de partigoes (A, ) com k partes distintas e as partigdes p de posto k
(definido ao final da Se¢ao 2 do primeiro capitulo). Notemos que
ol = (Al + [l = 1(A).

Agora, vamos estender a bijecao acima aos pares (P, Q) de TYSS
reversas de mesma forma. Se A' denota a i-ésima coluna de P e i’ a
i-ésima coluna de @), entao, seja 7(P, () a matriz cuja i-ésima coluna
¢ p(N', ).

Por exemplo, se

4 4 2 1 5 3 2 2
P=311 e@@=4 2 1 ,
2 1
entao
4 4 2 1
4 2 21
T(P,Q)= 4 2
2
2

Assim, 7(P,(Q) é uma partigdo plana. Trocando cada linha de
7(P, Q) por sua conjugada, obtemos uma outra particio plana 7' (P, Q).
Por exemplo, com 7(P, () acima, obtemos

—_ = N
—_ = N

ﬂ'l(Pa Q) =

— o= N s
— = DN W W

Segue que a aplicacio (P, Q) — 7 (P, Q) é uma bijecio entre pares
(P,Q) de TYSS reversas de mesma forma e particoes planas 7 (P, Q)
obtidas por este procedimento. De fato, observemos que o processo
para se obter 7 (P, Q) é facilmente invertido para se obter P e Q.

Vamos denotar por diag(r') = (7}, Ty, ...) a diagonal principal de
7', max(P) a maior parte P;; da TYSS reversa P. Lembremos que
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sh(P) denota a forma de P, sh(P) = sh(Q) e

7| = [P| + Q| — |sh(P)], (3.3.7)

Seja A = (a;;) uma (N U {0})-matriz de suporte finito. Quere-
mos associar com A um, e somente um, par de TYSS reversas de
mesma forma. Fazemos isso com uma variacao do algoritmo RSK,
onde invertem-se as regras < e > na definicao da insercao na linha.
Ou, equivalentemente, se

u DEREY u
Wy=|( " "
/Ul DY /Un

é a matriz permutacao generalizada associada a A, entao aplicamos o
algoritmo RSK na matriz

_UTL ... _ul

_/ljn .. —vl
e, depois, trocamos o sinal para positivo de todas as entradas do par de
TYSS. Assim, obtemos um par (P, Q) de TYSS reversas satisfazendo

Pl =" ja (3.3.8)
i,J

Q| = Z ey

mam(szj: maz({j : a;; # 0})
maz(Q) = max({i : a;; # 0})

|[sh(P)| = [sh(Q)] = Zaz‘j-
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Segue das Equagoes (3.3.7) e (3.3.8) que se M,. é o conjunto de
todas as (N'U {0})-matrizes r X ¢, entao

Z qtr(ﬂ')xlﬂ" = Z q(Zi,j aij)x(zz',j(i‘f'j)aij_zz',j a,-]-)

weP(r,c) A=(a;j)EMyrc

_ f[ f[ Z qaijx(i+j—1)aij

i=1 j=1 \ a;;>0

_ HH(l — gzt

i=1j=1

Como caso particular deste teorema temos

1

S g - . ,
o) (1—qz)(1—qa?) - (1—qz°)

A seguir apresentamos duas consequéncias deste teorema. Seja
P(r) o conjunto de todas as parti¢coes planas com, no maximo, r li-
nhas. Se ¢ =1 e ¢ — 0o no teorema anterior, entao temos o seguinte
resultado sobre a enumeragao dos elementos de P(r).

Corolario 3.7. Seja r € N. Entao,

Z x\ﬂ _ H(l . xi)—min{i,'r}.

TeP(r) 1>1

Demonstracao: Pelo Teorema 3.4, temos

Z P L I lL[ H(l ity

TEP(r) i=15>1
=(1-2)7'a-2)"ta-a")" - a2

=(1- ;p)fllz(i _ :E2)72(]_ _ 123)*3 (1= I:“?ET(I _ wr+1)77‘(1 _ wr+2)—r .

_ H(l _ Ii)—nnn{i,r}.
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|

Seja P o conjunto de todas as partigoes planas e seja r — 0o no
corolario anterior. O corolario a seguir é de grande importancia na
teoria das particoes planas.

Corolario 3.8. Temos

E g = H(l — ')

TeEP i>1

O teorema a seguir é visto como uma variacao do Teorema 3.4 e sua

demonstracio faz uso do Teorema 3.2.(3) Dizemos que uma parti¢iao
plana o = (0;;) é simétrica se 0;; = 0;, Vi, j. Denotamos por S(r) o
conjunto de todas as particoes planas simétricas com, no maximo, r
linhas e, portanto, r colunas no maximo.

Teorema 3.5. Seja r € N. Entao,

r

Z th(g)C{I|a| _ H(l . qui—l)—l H (1 o q2l’2(i+j_1))_l.

ceS(r) i=1 1<i<j<r

Demonstracao: Seja 7r/(P, ()) a particao plana descrita na demonstra-
cdo do Teorema 3.4. Logo, 7 ¢é simétrica se, e somente se, P = Q.

Além disso, suponhamos que A RSK (P,Q), onde RSK' é o algoritmo
RSK “reverso” descrito na demonstracao do Teorema 3.4 (sendo P e
@ TYSS reversas). Temos que RSK " satisfaz o Teorema 3.2, isto é,

AR (P, P) se, e somente se, A = A'. Seja M o conjunto de todas

as (N U {0})-matrizes r x r simétricas. Logo, procedendo como na

demonstracao do Teorema 3.4, obtemos

Z qtv‘(<7>z\<7\ _ Z qzai_sz(ijl)aij
o€S5(r) A=(a;;)EM,.
:Z q((ZiZI aii)+2YX1<i<i<r aij))I<(Eq‘,21(2i*1>aii)+(2Elgiqgr(iﬂ'*l)aij))
A

Z qaiiw(2i—1)aii H Z q2aijz2(i+j—1)aij
1 \a;;=20 1<i<j<r \a;;=0

i—1y— iti—1)) 71
(17(”2 1) 1 H (17q2x2( +3j 1)) )
1<i<j<r

[

r
i

I
.:i

Il
A

i

3Para uma demonstragio alternativa sem o uso do Teorema 3.2, veja Segio 7.20 na referéncia
[12].
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Apresentamos a seguir alguns resultados que decorrem da restri¢ao
do tamanho da maior parte da partigdo plana m € P(r,c). Para
compreender melhor os significados das restricoes do niimero de linhas,
do nimero de colunas e da maior parte, vamos apresentar o diagrama
de uma particao plana, que deve generalizar a nocao de Diagrama de
Ferrers de uma particao.

Definigao 3.3. O diagrama D(w) de wma partigao plana m = (m;;) €
o subconjunto de N* definido por

D(m) = {(i,j,k) e N*: 1 < k < m;5}.

Exemplo 3.9. Se

— = QO

entao D(m) € dado por

Observemos que se w ¢ uma permutacao dos trés eixos coordenados,
entdo w transforma o diagrama D(7) de uma partigdo plana de n
no diagrama w(D(m)) de uma outra particdo plana de n. Assim,
temos que cada particao plana tem seis particoes planas associadas
(indexadas por elementos de S3), obtidas pelos diagramas decorrentes
de:

e deixar 7 inalterado;
e conjugar cada linha de 7;
e conjugar cada coluna de ;

e transpor T;
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e conjugar cada linha de 7 e depois transpor;
e conjugar cada coluna de 7 e depois transpor.

No que segue, vamos identificar 7 com seu diagrama D(7). Note-
mos que l1(m), lo(7) e mazx(m) permutam entre eles quando aplicamos
w em 7. Assim, por exemplo, temos que o nimero de partigoes planas
de n com, no méaximo, r linhas e, no maximo, ¢ colunas é igual ao
nimero de particoes planas de n com, no maximo, ¢ linhas e maior
parte, no maximo, r.

Sejam 7, ¢,t € N e definimos a caiza

B(r,e,t) ={(i,j,k) eN*:1<i<r1<j<c1<k<t}

Assim, uma partigao plana 7 satisfaz l1 () < r,lo(7) < cemax(m) <t
se, e somente se, o diagrama de 7 estd contido em B(r,c,t), D(7) C
B(r,c,t). Antes de prosseguir, fagamos mais algumas defini¢oes.

Dado um Diagrama de Young (Ferrers) A e um quadrado u =
(7,7) € A, definimos h(u) = \; + )\;» —1—j+ 1, ou seja, h(u) conta
o niumero de quadrados a direita ou abaixo de u em sua coluna e u
inclusive. Vamos escrever h(u) dentro do quadrado u.

Exemplo 3.10. A particio 4421 tem h(u) dado por

715132
61421
311

1

Definimos, também, c¢(u) de A em u = (4, j) por
clu) =7 —1i.
Exemplo 3.11. A = 4421, ¢(u) € dado por
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De posse dessas observagoes podemos apresentar o seguinte lema.
Lema 3.5. Sejam A = (A1, ..., \,) € Par e u; = \; + n — i. Entao,

H[Mz‘]!

i>1

[Tn(w) = — (3.3.9)

I+ ew) =11 [n[’f]i]! , (3.3.10)

onde [k] =1 - ¢* ¢ k]! = [1)[2] - [K] = (1 — q)(1 — ¢*) - - (1 — ¢*).

Demonstracao: Adicionamos n — ¢ quadrados a i-ésima linha do
diagrama de A, obtendo o diagrama de p. No quadrado (7, j) inse-
rimos o numero u; — j + 1. Logo, o conjunto dos nimeros inseri-
dos é U;-1{1,2, ...} = {{1,2,..., 111}, {1, 2, ..., o}, ...}, ou seja, os
expoentes no numerador de (3.3.9). Para cada 1 < i < j < n, escre-
vemos o numero j; — p; no quadrado (4, p; + 1).

Por exemplo, A = 4421, entao o diagrama de p (com p; — p; em
negrito) é:

7654321‘
6 43|21
321

1

Agora, removendo as colunas 1;+1 obtemos novamente o diagrama
de A com h(u) no quadrado u, o que demonstra (3.3.9).
A demonstragao de (3.3.10) ¢ feita de modo andlogo. |

Dado A F n, definimos

b(\) = Z(i — 1\ = Z (z) (3.3.11)
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Notemos que b(\) é a menor soma possivel das entradas de uma
TYSS (podendo ter 0 como parte) de forma A obtido unicamente co-
locando 7 — 1 em todos os quadrados da i-ésima linha de A\. Em
particular, para n > I(\), temos que sx(1,¢,42, ...,¢" ) = ¢*Mu(q),
sendo v(g) um polinémio em ¢ tal que v(0) = 1 e, se n < I(A),
sx(1,q,4%, ...,¢" 1) = 0. Com isso temos o seguinte teorema.

Teorema 3.6. Para quaisquer A\ € Par en € N, temos

e n+c
S)\<]-aQ7q27"'7 1 _q A)H

UEA

Demonstracao: Se n < () ambos os lados da igualdade sao nulos,
pois existe u = (7,,7) tal que n + ¢(u) =n+j—i =0 porque 1 < i <
[(A). Seja, pois, n > [(A). Como vimos na Se¢ao 2.3.6, sy(z1, ..., T,) =
(27"

axts/as, onde ays = det Tiop € a; = det(x} )ijl, donde

det (q(l 1)(>‘ +n— ]))
det (q(Z 1)(n— ]))

n—

W=l (3.3.12)

i,7=1

8)\(]—a q, qz) )

O denominador é igual a H (" — ¢U7Y). Seja
1<i<j<n

ay = det(xi")7 .

Entao, af = (—1)( )CL(s, pois a matriz (x ; 1) _, é obtida transpondo

(] J )irj=1 € depois invertendo a ordem das hnhas Logo, o numerador

em (3.3.12) é aj(g", ¢, ...,¢"), sendo p; = A\; +n — j. Assim,

NJ qlM My 1)

2 n—1\ _ 5 ._quj q
5)\(17(]7(] ) )_<_1)<2) H qz 1_q] 1 H (i—1) 1 q] Z).

1<i<j<n 1<z<j<n
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n

Pelo lema anterior, usando H [1—1] = H[n — ]!, temos

1<i<j<n i=1
¢t Tl = pg] T Tt s et
n—1y _ i<j i>1 ey n—+clu
5)\<17Q7q27"'7q 1) - ; . . =4 H—
e N RN (7 wr (M)
i<j i>1
[ ]
Apresentamos a seguir algumas consequéncias deste teorema.
Corolario 3.9. Para qualquer X € Par temos
b(N)
q
3/\(17 q, q27 ) = ..,
[ 1w
UEA
Demonstracao: Basta tomar n — 0o no teorema anterior, pois H(l —
UEN
¢""™)) vai para 1 (por (3.3.10)). ]

Corolario 3.10. Para quaisquer A € Par en € N temos

sx(1") = H LC(U)

UEN h<u>

Demonstracao: Fazendo ¢ = 1 no teorema anterior e usando o fato
1-q¢"=(01-q(1+qg+ -+ ¢" 1) e cancelando o fator 1 — ¢ no
numerador e no denominador, o resultado segue. ]

O Teorema 3.6 estabelece uma funcao geradora para as parti¢oes
planas cujas colunas sao estritamente decrescentes. Na demonstracao
do préximo teorema veremos que, se A = (¢"), podemos associar uma
fungao geradora com partigdes planas de forma (c").
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Teorema 3.7. Sejam r,c,t fixos, com r < c. Entao,

g =

T CB(r,c,t)
I N ) N e i e e o MRl e a2 K e e S R e i R
B A2 [rlmfr + 17 fe]m e+ 17 - e+ — 1] ’

(3.3.13)

onde [i| =1 —¢'.

Demonstragao: Seja A = (¢"), retangular com r linhas e ¢ colunas.
Notemos que assumindo r < ¢ nao perdemos generalidade, pois po-
derfamos trocar A por \". Seja m = (m;;) uma parti¢do plana de forma
A cujas colunas sao estritamente decrescentes, possivelmente com en-
tradas iguais a 0. Definimos 7* = (7};) por 7; = m; — r +i. Com
isso, cada coluna estritamente decrescente de 7 torna-se uma coluna
nao-crescente de 7*.
Por exemplo:

6 6 4 4 4 3 4 4 2 2 21
T=4 33221 = 77=322110
221100 221100

Assim, 7* é uma particao plana satisfazendo
L(r) < 1 ba(n%) <
maz(m*) = max(m) —r + 1,

= frl = S i) = el — e Y — 1) = [ ~<(3).

ij=1 i=1

Inversamente, dada tal partigao plana 7, fazendo m;; = 7;; +r — 1,
podemos obter m. Logo, pelo Teorema 3.6,

Z q‘"l :qf(g)cs“r)(Lq,‘..7qt+T71):qb((cr))f(g)c H [t—‘r:bﬂ (3.3.14)
TCB(r,c,t) we(er) [ (u)]

Por (3.3.11), temos b((c")) = (5)c. Além disso, o conjunto for-
mado pelos h(u) de (¢) é {1,2%, 3%, ...r" (r+1)",....c", (c+1)" (c+
2)"2,...,c+r — 1} e o conjunto formado pelos c(u) é obtido do an-
terior pela subtracao de r. Substituindo os valores de c(u) e h(u) em
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(3.3.13) o resultado segue. n

Com este teorema finalizamos esta se¢d@o. A seguir, na proxima
secao, vamos aplicar as fungoes simétricas em enumeracao de per-
mutacoes.

3.4 Enumeracao de Permutacgoes via Funcoes
Simétricas

Nesta secao, aplicamos alguns resultados sobre fungoes simétricas para
enumerar determinados tipos de permutacoes.

Se w = wy---w, € 5, seja v = w;, ---w;, uma subsequéncia de
w, ou seja, 1 < iy < ip < --- < i < n. Dizemos que v é crescente se
w;, < w;, < --- < w;, e decrescente se w;, > Wy, > - > w;,. Vamos
denotar por msc(w) o comprimento (ou numero de termos) da maior
subsequéncia crescente de w e por 7;(w) o inteiro j mais a direita em
w tal que a maior subsequéncia crescente de w, cujo ultimo termo é
J, tem comprimento 1.

Exemplo 3.12. Se w = 725481963, entdio msc(w) = 4, ri(w) = 1,
ro(w) = 3, r3(w) =6 e ry(w) =9, sendo r;(w) indefinido para i > 4.
Em geral, 1 = ri(w) < ra(w) < -+ < Ppse(u) (W)

Proposicao 3.3. Sejam w € S,,,m = msc(w) e w LEEN (P, Q). Entao,
a primeira linha de P € igual a ri(w),ro(w), ..., rm(w).

Demonstracao: Uma subsequéncia crescente w;, , ..., w;, de w é equiva-
lente a uma cadeia (i1, w;,) < --- < (i, w;, ) no conjunto parcialmente
ordenado I(w) (definido antes do Lema 3.4). Entao, a anti-cadeia
I;(w) consiste dos pares (i,w;) para os quais a maior subsequéncia
crescente de w terminando em w; tem comprimento j.

O méximo valor de 7 para um tal par ¢, por definicao, w,_, e o valor

J

correspondente de w; ¢ vj,,. Logo, v, =1; (w) e a demonstragao se-
gue pelo Lema 3.4. [ ]
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O corolario a seguir, imediato da proposi¢ao anterior, estabelece
uma interpretacao combinatoria do comprimento da primeira linha de

P quando w ™5 (P, Q).

Corolario 3.11. Sejam w € S,,, w HEEN (P,Q) e sh(P) = sh(Q) = A.
Entao, \y = msc(w).

Corolario 3.12. Seja g,(n) o numero de permutag¢oes w € S, para

as quais msc(w) = p. Entao,

gp(n) = Z (f)?.

AFn
A1=p

Demonstracao: Existem (f*)? pares de TYS de forma \. Logo, o re-
sultado segue do corolario anterior. [ ]

Vamos procurar agora uma forma de enumerar as permutagoes nao
s6 com msc(w) = p, mas, também, com exigéncia quanto ao compri-
mento da maior subsequéncia decrescente.

Se w € S, definimos a forma sh(w) de w como a forma do TYS

P (ou Q) quando w RSK (P, Q). A seguir, apresentamos um teorema
cuja demonstracao estd num dos apéndices da referéncia [12] e é longa,
razao pela qual nao a colocamos neste trabalho.

Teorema 3.8. Sejam w € S, e sh(w) = (A1, A2, ...). Entao, para todo
1> 1, A+ -+ N\ € igual ao comprimento da maior subsequéncia de
w que pode ser escrita como uma uniao de i subsequéncias crescentes.

Exemplo 3.13. Se w = 247951368, entao a subsequéncia 24791368 d
a uniao das subsequéncias crescentes 2479 e 1368. Logo, A1 + Ay > 8.
Como w nao pode ser escrita como uma uniao de duas subsequéncias
crescentes, entao \1 + Ay = 8.

Temos denotado por T' <— k a inser¢ao, nas linhas, de um inteiro k
numa TYSS 7. Assumindo que todas as entradas de T sao distintas
e diferentes de k, vamos denotar por £k — T a inser¢ao de k nas
colunas de T'. Esta insercao é definida exatamente como a insercao
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em linha trocando linha por coluna. Equivalentemente, se ! denota
transposicao, entao (kK — T) = (T* + k)*, igualdade que decorre da
andlise de casos do seguinte lema fundamental.

Lema 3.6. Se i # j, entao

JoT+—i)=(G—T)«1.
Ou seja, insercao em linha e em coluna comutam.
Lema 3.7. Sejam

Ji’(il,iz, vy ln) = ((ip <= dg) —i3) <= -+ <1y
P(iy,ig,.cyin) =11 =+ = (in—o = (ln_1 = 1n)).
Entao, R
P(iy,i9, .y in) = P(i1, i, ..., ip).

Demonstracao: A prova é por inducao em n. O resultado é claro para

n = 1, pois P(i1) = P(i1) = i;. Seja n > 2 e suponhamos que o
resultado vale para Vm < n. Temos

Pty oins1) = Plit, coeyin) 4 ins1
= Pliy, ..,in) < ins
= [iy = Plig, ...,in)] < ins1 (definicio de P)
=iy — [P(ig, ...,in) < ins1] (lema anterior)
=1 — [P(227 ,Zn) — in—i—l]

=141 — P(i2, .oy in, int1) (definicao de <)
= Z} — P(ig, ...,’én,in+1)
= P(i1, ey lny ipng1)- (definicao de —)

De posse desse lema, apresentamos o teorema a seguir que estabe-
lece um nova propriedade de simetria do algoritmo RSK.

Teorema 3.9. Sejam w = wyws - w, € S,,w RSK (P,Q) ew" =
Wy« + - Wowy. Suponhamos que w" kN (P*,Q*). Entio, P* = P'. Em

particular, sh(w) = sh(w") .(*)

4a descrigdo de Q* é mais complexa e é apresentada no apéndice da referéncia [12]. Para os
propésitos deste trabalho, ndo necessitamos de Q* e, por isso, vamos omiti-lo.
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Demonstracao: Usando a notagao do lema anterior, temos que
P(wy,...,w,) = P e P(wy,...,w,)" = P*. Pelo lema anterior, P* = P".
[

Como uma subsequéncia decrescente de w torna-se uma
subsequéncia crescente (na ordem inversa) de w” e vice-versa, o re-
sultado a seguir é uma consequéncia imediata dos Teoremas 3.9 e
3.10.

Teorema 3.10. Sejam w € S, e sh(w) = \. Entdo, para todo i > 1,
A+ -+ X, €idgual ao comprimento da maior subsequéncia de w que
pode ser escrita como uma uniao de i subsequéncias decrescentes. Em
particular, N} € o comprimento da maior subsequéncia decrescente de
w.

Estamos agora em condicoes de estabelecer a segunda conexao entre
as fungoes simétricas e a enumeracao de permutacoes. Este resultado
esta no corolario a seguir que é uma consequéncia imediata do teorema
anterior e da Proposigao 3.3. Escrevemos msd(w) para o comprimento
da maior subsequéncia decrescente de w.

Corolario 3.13. Seja g,,(n) o nimero de permutagoes w € S, tais
que msc(w) = p e msd(w) = q. Entao,

Ipa(n) = Z (fA)Q-

M—n,
A1=p,A;=¢q

Finalizamos esta se¢ao com dois exemplos.

Exemplo 3.14. Se w € Sy,41, entdo msc(w) > p ou msd(w) > g,
pois nenhuma particao A - pq + 1 satisfaz Ay < p e )\'1 < q (se assim
o fosse, |\| <pq+1). Logo, g,,(pqg+1)=0.

Exemplo 3.15. Sejam p,q > n. Entao, existem eratamente p(n)
particoes X\ - (p+ g +n — 1) tais que \y = p e X} = ¢, quais sejam,
A= (p, 14+, 14+ pg, ... L+ pig—1), onde p = n, ou seja, A = (p, 1+ ).

Entao
gnq(p +q+n— 1) = Z(f(p,lJru))Z.
ukn



Fungées Simétricas e a Enumeracao Sob a Ac¢do de Grupos 103

3.5 Funcoes Simétricas e a Enumeracao Sob a Acao
de Grupos

A teoria de enumeragao sob a agao de grupos (ou Teoria de Pélya) é um
topico importante em combinatoria enumerativa, que normalmente é
apresentada sem fazer uso das funcoes simétricas. Nesta se¢ao, no
entanto, vamos abordar esta teoria a partir do que vimos até agora.
Lembremos que a Teoria de Pdlya apdia-se numa funcao geradora
Za(z) dos tipos ciclicos dos elementos de um subgrupo G de Sg (o
grupo simétrico de todas as permutagoes de um conjunto finito R).

Definigao 3.4. Seja K um subgrupo do grupo simétrico Sg. Defini-
mos o indicador ciclico argumentado Zx de K como sendo a func¢ao

stmétrica B
ZK = Z Po(w)>
weK
onde p(w) denota o tipo ciclico de w. O indicador ciclico Zx de K €

difinido por

weK

Notemos que Zx (ou Zx) é uma funcio geradora para os elementos
de K de acordo com seu tipo ciclico. Além disso, se n = |R|, entao
Zy e ZK sao homogéneas de grau n, ou seja, Zg, ZK e A"

Na exposicao tradicional da Teoria de Pélya, a funcao simétrica
soma de poténcias p; é substituida por uma variavel ¢;. Isto representa
apenas uma mudanca de ponto de vista, pois as p;’s sao algebricamente
independentes (Corolario 2.4).

Vejamos agora dois exemplos para ilustrar a defini¢ao anterior.

Exemplo 3.16. Sejam R o conjunto de vértices de um quadrado e G o
grupo de todas as transformacoes espaciais do quadrado agindo em R.
O elemento identidade tem indicador ciclico pi. As rotagées de 90° ou
270° tém indicador ciclico py. A rotacdao de 180° tem indicador ciclico
p3. As duas reflexoes diagonais tém indicador ciclico p3py. Logo,

1
—(p} + 2ps + 3p% + 2p%py).

ZGz8(



104 Funcgoes Simétricas em Combinatoria

Se considerarmos G' como o grupo das simetrias rotacionais planas
do quadrado, teriamos

1
Za = Z(pil + 2ps + p3).
Exemplo 3.17. Seja G o grupo Sgr de todas as permutagoes do con-
junto de n elementos R, entao G = S,,. Seja A\ = n. Lembremos
(igualdade (2.3.1)) que nlzy' é o mimero de permutagées w € S, de
tipo ciclico A. Logo, pela Proposi¢ao 2.10, Zg = h,.

Sejam X = {c1, ¢, ...} um conjunto de cores, S um conjunto ndao-
vazio e X° o conjunto de todas as fungoes f : S — X. Pensamos em
f como uma coloracdao do conjunto S, com o elemento s € S recebendo

a cor f(s) € X. O peso xf de f € X° € definido por

of = [,

i>1

Exemplo 3.18. Sejam X = {preta,branca} e S o conjunto dos
vértices de um quadrado, S = {a,b,c,d}. Tomemos f : S — X tal
que f(a) = f(b) = preta e f(c) = f(d) = branca. Logo, v/ = x2x32.

Assim, x/ é um mondémio de grau n = |S| nas varidveis zy, zs, ...,
que, para cada i, diz quantos elementos de S sao coloridos com c;.

Existe uma acdo natural de G = Sg em X°: sew € G, f € X% e
s € S, entao

(w- f)(s) = f(w-s).

Denotamos por X /G o conjunto das érbitas desta acdo, ou seja,
os elementos de X° /G sdo as classes de equivaléncia com respeito a
relacao ~ : f ~ g se existe w € G tal que ¢ = w - f. Notemos que
se f ~ g, entdo o/ = 29. Assim, se F € X¥/G, definimos 27 como
2/, para qualquer f € F. As classes de equivaléncia F sao chamadas
padroes. O inventdrio padrdo de G é a funcao geradora

Falx)= > o

FeXS/G
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Assim, o coeficiente de um monémio z® em Fg(x) é o nimero de
6rbitas F € X°/G de peso x®. Como os elementos de X sdo tratados
igualmente, (sao cores), segue que Fg(z) é uma fungao simétrica; mais
ainda Fg(x) € A™.

Exemplo 3.19. Sejam S o conjunto dos vértices de um quadrado e
G o grupo de suas simetrias espaciais, como no exemplo 3.17. Duas
coloracoes dos vértices sao equivalentes se existir uma simetria do
quadrado levando uma colora¢do na outra. Seja A\ F 4. O coeficiente
de my em Fg € o numero de coloragoes nao-equivalentes dos vértices

usando N\; i’s, i € {1,2,3,4}. Utilizando a notagdo Z Z para um

quadrado cujos vértices tem cores a,b,c e d, apresentamos abairo re-
presentantes de cada uma destas coloragdoes nao-equivalentes (usando
as cores 1,2,3,4):

1 1 2 2
1 1 1 1

N
w N
N
N W

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
1 2 2 2 2 2 3 3 3 4
Entao, Fg = my + m3y + 2ma + 2ma1n + 3maii-

Se G fosse o grupo de simetrias rotacionais do quadrado, teriamos,

além daquelas acima, as sequintes coloragoes nao-equivalentes:

11 13 14 14
32 24 23 32

e F'g = my +ma1 + 2mag + 3marr + 6mas-

Exemplo 3.20. Sejam G o grupo Sg de todas as permutacgoes do
conjunto R de n elementos, como no exemplo 3.18. Para simplificar
vamos assumir R = [n|, donde Sk = S,. Duas coloragies f,g € X%
sdo equivalentes se, e somente se, {|f~(c)|:c€ X} ={|lg7 (c)|: c€
X}. Logo, o coeficiente de qualquer monéomio x® de grau n em Fg, €

wqual a 1, donde
an = Zm)\ = hn

Até aqui, temos definido duas fungoes simétricas Zg e F associa-
das com o grupo de permutacoes GG. O indicador de ciclo Zg é difi-
nido em termos das funcoes simétricas soma de poténcias, enquanto a
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funcao simétrica inventario padrao Fg é definida em termos das funcos
simétricas monomiais my.

O lema a seguir, chamado Lema de Burnside, é um resultado sim-
ples porém fundamental. Ele vai permitir demonstrar o resultado mais
importante desta secao, qual seja, Zg = Fg.

Lema 3.8. Sejam Y um conjunto finito e G um subgrupo de Sy . Para
cada w € G seja

Fiz(w)={y €Y :w(y) =y},

onde |Fiz(w)| € o numero de ciclos de tamanho 1 na permutagdo w.
Seja Y /G o conjunto das orbitas de G. Entao,

Y/G| = @l Z | Fia(w

weG

Demonstracao: Para y € Y, seja G, = {w € G : w(y) = y}, o
estabilizador de y. Entao

|G|Z|Fm |G|ZZI

weG weG yYeY
w(y)=y

|G|ZZl

yey weG
w(y)=y

Z|G|

yEY

Seja Gy = {w(y) : w € G} a érbita de G contendo y. Como duas
orbitas sao disjuntas ou coincidem, o conjunto formado pelos elemen-
tos w(y), w € G, contém cada elemento da érbita Gy o mesmo niimero
de vezes, qual seja, |G|/|Gy| vezes. Logo, y ocorre |G|/|Gy| vezes entre
os elementos w(y), donde

|Gl

m - |Gy|~

1 | 1« [G] 1
Assim, — Fix = —
@ 2 1Pl = 15 2 16,1 = 2 g

weG
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Para uma 6rbita fixa O € Y/G, temos G, = O se, e somente se,

y € O. Logo, o termo aparece |O| vezes na ultima soma acima.

1
O]

Portanto, esta soma nos da o numero de érbitas |Y/G|. n

Finalizamos esta se¢ao com o resultado prometido anteriormente.

Teorema 3.11. Seja R um conjunto finito. Para qualquer subgrupo
G de Sg temos que Zg = Fg.

Demonstracao: Sejam a = (g, aq,...) € Comp(n) e C, o conjunto
de todas as coloracdes f € X com a cor ¢; sendo usada o; vezes. O
conjunto C, ¢ invariante sob a acio de G em X*. Denotamos por w,
a acao de w em C,. Vamos aplicar o lema anterior para encontrar o
ntimero de érbitas. Para isso, precisamos encontrar |Fiz(wg )|

Para que f € Fiz(w,), f deve “colorit” R de modo que: (a) em
qualquer ciclo de w, todos os elementos ganham a mesma cor; (b) a
cor ¢; aparece «; vezes. Logo,

Fir(we)| =[] [T 9" = 2oy, ()

onde m;(w) é o nimero de ciclos de w de comprimento j. Entao,

Pp(w) (T) = Z |Fiz(wy)|z®.

«

Agora, somamos sobre todas as w € G e dividimos por |G|. O lado
esquerdo torna-se Zg, enquanto o lado direito, pelo Lema de Burside

(lema anterior), torna-se Fg. n
Exercicios
, 1 ... ,
3.1. Seja w = ( v JL ) € S,. Mostre que a matriz A tal que
Lo,

W4 =w € simétrica se, e somente se, w? = id.

5 7 .
°lembremos que [z%] é o coeficiente de z® em f.
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