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Prefacio

A programacio matematica em dois niveis é um problema bastante dificil, tanto do
ponto de vista tedrico como pratico. Situagdes que envolvem rela¢oes hierarquicas
entre dois niveis de decisao sao frequentes em planejamento econdémico, desenho de
estruturas em engenharia mecénica, problemas de transportes e podem ser muitas
vezes modeladas através de programagao mateméatica em dois niveis. O objetivo
deste curso é introduzir o problema, discutir as suas dificuldades, analisar uma
estratégia de resolucao proposta pelos autores e sua aplicacao a problemas de oti-
mizagao do desenho de estruturas mecanicas.

Campinas, 05 de maio de 2007.

Ana Friedlander
Suzana Lima de Campos Castro
Eduardo Alberto Fancello






Capitulo 1

Introducao

1.1 Definicao do problema
O problema de otimizagao que estudaremos é:

Minimizar F(x,y)

z € X, onde
y é solucao de
Minimizar f(z,y) (1.1.1)
s.a Y
yey
s.a h(z,y)=0
y=>0

X C IR" e Y C IR™ sao conjuntos convexos e fechados, F, f sao fungoes de
R"™™ — R eh: R"™ — IRP. O problema de otimizacao parametrizado por x
que define as restrigoes em y é denominado problema do segundo nivel (PSN). Na
definigdo da regido viavel do problema (1.1.1) reside a principal diferenga com os
problemas classicos de otimizagao. Em geral, nao é possivel expressar esta regiao
através de um conjunto finito de equagdes e/ou inequagoes.

Definimos para cada x € X, D(z) = {y € R™ | y > 0 e h(z,y) = 0}, portanto
D(z) é a regiao viavel do problema do segundo nivel parametrizado por z. O
conjunto de solugoes globais do problema do segundo nivel parametrizado por x,
denotado por M (x), verifica

M(z) ={y € D(z) | f(z,y) < f(z,2) V z € D(x)},

e a regido de viabilidade do problema (1.1.1), chamada regido induzida (RI) é

RI={(z,y) |z € X ey € M(x)}.
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O problema que segue é chamado problema de primeiro nivel

Minimizar F(z,y)
Ty

sa (z,y) € RI
Escrito desta forma o problema (1.1.1) aparenta ser um problema padrao de
otimizagdo. A diferenca reside em que geralmente, RI ndo admite a representagao
através de um conjunto de equagdes e/ou inequagdes para a qual os algoritmos de
programacao nao linear estdao desenhados. Na proxima secao ilustramos este fato.

1.2 Exemplos de problemas em dois niveis

Consideremos o seguinte problema descrito em Vicente [41]:

Exemplo 1.1.

Minimizar x — 2y

z,y
—z+3y—4<0
y=argmin z+vy (1.2.2)
s.a Y - 0
T—Y=
s.a {—x—yg 0

Para (1.2.2), o conjunto viavel e o conjunto de solugoes do segundo nivel sdo

D(z)={y € R |y > |z]},

M(z) ={y € Ry = ||},

e a regido induzida de (1.2.2) é

RI={(z,y) e R*| —2x+3y—4<0,y€M(z)} =

{(z,y) e R?|y=—=z, -1 <2 <0}U{(z,y) e R*|y=2, 0<z <2}

Na figura 1.2 esta a regiao viavel do segundo nivel e na Figura 1.2 estao repre-
sentadas as restrigdes, o conjunto viavel e a regido induzida do problema (1.2.2).

Podemos observar que o problema (1.2.2) possui um minimizador local em (2, 2)
e um minimizador global em (—1,1).
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15F

Figura 1.1: Regiao viavel do problema do segundo nivel em (1.2.2)

251

0.5

’ / Curva de nivel de F(x.y)

Figura 1.2: Geometria do problema (1.2.2)
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Tanto no primeiro como no segundo nivel s6 temos fungoes lineares e a regiao
induzida nao é convexa.

O seguinte problema é descrito em Shimizu et al. [36]:

Exemplo 1.2.

Minimizar (x —5)% + (2y + 1)?

T,y
x>0
Y= argmyin (y—1)% — 1.5y
i y> 0 (1.2.3)
a —3r+y< -3
’ z+y< 7

xz— 0.5y < 4

Para (1.2.3), o conjunto viavel é o conjunto de solugdes do segundo nivel sao:

_ 16
y—3x—37selgx§§

Sx)=¢ 0<y<7—=x ,seggxgél

20 —8<y<T7—z,s¢e 4<z<5H

Neste caso, a regido induzida de (1.2.3) é:

RI ={(z,y) € R*|y € M(x)} =

16
{(z,y) e R*|y=32z—-3,1<z< =} U

9
3 16 24
Ny=14+"z, —<z<=—
{wy) e Rly=1+72, T <es >} U
24

Na Figura 1.2 estao representadas as restrigoes, o conjunto vidvel e a regiao
induzida do problema (1.2.3).
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Curva de nivel
de F(x,y)

Figura 1.3: Geometria do problema (1.2.3)

O problema (1.2.3) possui um minimizador local em (5,2) e um minimizador
global em (1,0).
De novo notamos que a regiao induzida nao é convexa.

O seguinte problema de trés variaveis est4 no livro de Bard [3]:

Exemplo 1.3.

Minimizar $(z — 2)*+ $(z2 — £)% 4+ 2 (y — 1)?

Ty 5 2 5
0 S Z1, T2 S 1
. 1.2.4
5.3 y = argmin 1yt 4y — 11y + 220y (124)

s.a 0<y<1.

A regido induzida para este problema é a uniao dos seguintes conjuntos:

{(z1,22,y) € R® |21 <1, 22 >0, =21 + 232 <0, y = 1},
{(z1,22,y) ER® | —x1 +220+y =1, 0<y <1},
{(z1,22,9) ER? |21 >0, 23 <1, —x1 + 229 > 1, y =0}

O minimizador global é (%, %, 1).

Analisemos agora o seguinte problema descrito em Dempe [18]:
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Exemplo 1.4.

Minimizar —ys — 1021 — 1022

z,y
0 S T1, T2 S 1
Y= argmyin —Y1%1 — Y222
- | y> 0 (1.2.5)
y1+y2 <3
> “-nnty2< 1
y1—y2 < 1

A regiao induzida é a uniao dos seguintes conjuntos

{(@1,20,y1,92) ER* |0 <o <31 <1, y1 =2, yo = 1},

{($1a$27y17y2) € B4 | 0 S 1 < T2 S ]-7 = ]-7 Y2 = 2}7
{(z1,29,91,92) € R* | (y1,2) = A2, 1)+(1-2)(1,2), 0< A< 1, 0< 2y = 29 < 1},

{(z1,2,91,92) € R* | (y1,42) € M(0,0), 21 =0, 22 = 0}.
M (0,0) coincide neste caso com a regiao viavel do problema do nivel inferior.

Os exemplos ilustram bem as dificuldades que aparecem quando as restrigoes de
um problema de otimizagao consistem em outro problema de otimizagao. A regiao
de viabilidade do problema do primeiro nivel nao pode em geral ser descrita pela
intersecao de um conjunto finito de equagoes ou inequagoes. Nos exemplos podemos
ver que RI é uma unido de conjuntos representaveis daquela forma. Por exemplo,
se F, f, h s@o fungoes lineares e X é poliedral, a regidao RI é em geral linear por
partes. Resolver esse problema equivale a resolver véarios problemas de programacgao
linear e quase sempre havera véarios minimizadores locais.

1.3 Exercicio

1. Analise o problema:

Minimizar x — 2y
T,y

x> -3
y= argmym r+y (1.3.6)
s.a t—y< 0
s.a —z—y< 0

y <2
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Otimizacao paramétrica

2.1 Idéias basicas e exemplos

O problema de otimizagdo do segundo nivel (PSN) esta parametrizado pela variavel
x do primeiro nivel. E importante analisar como variam as solucdes de PSN quando
z varia. Vamos analisar o caso em que para cada x € X exista um tnico minimizador
global y* de PSN, ou seja, podemos escrever y* = y(z).

Exemplo 2.1.
Dado z € R,

Minir%izar fl@,y) = (i —x)? + (y2 + 1)
ye
S.a Y22 Y.

Y2 2 —Y1.
A solucao analitica deste problema é

(1+2)/2,-1+2)/2), sex< -1
y(z) = ¢ (0,0), se —1<z<1
(=1)/2,(x=1)/2),  sex>1.

A funcdo y(x) é linear por partes, continua e diferenciavel salvo em = = £1. Para
estes valores de z, a solugao de PSN nao é regular, os gradientes das restrigoes
ativas na solucgao sao linearmente dependentes.

Exemplo 2.2.

Dados x > 0ea > 0,

Minimizar f(z,y) = %yQ - Ty
y
s.a y>a.
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A solugéo analitica deste problema é

(z) = Tz sex<a
Y= a sex>a

Esta funcao é continua, linear por partes e diferenciavel para todo =z # a.
Quando y(z) = a, a unica restricdo do problema esta ativa e a solugdo é regu-
lar para todo & > 0. As condigoes de otimalidade do problema sao

y—x—XA =0
Yy 2a
A >0
(y—a)h =0.

Para x = a temos que y = a e A = 0. Ou seja, nao se verifica a complementaridade
estrita.

Exemplo 2.3.

Minimizar f(z,y) = 3(z? — y?)? + y*
y

onde
y—-=0 sey>0
y-=-y sey<0.

O minimo global de f(z,y) é 0. Este valor é assumido se 2 — 32 =0e y* =0,
ou seja, se y— = 0 e y > 0. Portanto, a solugao do problema parametrizado por
x & dada por y(z) = |z|, que é ndo diferencidvel no ponto (0,0). Neste caso como
nao ha restri¢es, nem a regularidade nem a complementaridade estrita falham. A
nao diferenciabilidade ocorre porque a derivada de segunda ordem em relagao a y
da funcao objetivo é nula.

Estes exemplos mostram que a fungdo y(z) em geral ndo é diferenciavel.

A regularidade de y(z) para qualquer z € X implica a existéncia e unicidade de
vetores pu(x) € IRP e y(x) € IR™ tais que

Vyf(@,y(@)) + 3251 Vyhi(z, y)p;(x) = v(z) =0
h(z, y(z)) =0
Y(@)Ty(z) =0
y(@) 20
~(z) > 0.

A condigéo suficiente de segunda ordem se verifica em y(z) se

V2 L(x,y(x), uw(x),v(x))z > 0 para todo z # 0 tal que
Vyh(z, y(2))7z = 0
z; > 0sey;(x) =0
z; = 0se ~v;(x) > 0.
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A complementaridade estrita se verifica se
yi(x) =0 = ~;(z) > 0.

Definimos para cada « € X o Lagrangiano do problema do segundo nivel asso-
ciado como

p m

L(z,y(z), p(@), y(2) = flz,y(@) + D pi(@)hs,y(z) =Y vil@)yi(e)

j=1 i=1

A seguir enunciamos o teorema basico de sensibilidade de Fiacco cuja demons-
tracdo esta em [23].

Teorema 2.1. Seja (x,y(x)) um par tal que y(x) € uma solu¢io de PSN(xz). Se
as fungoes que definem PSN(x) sao duas vezes continuamente diferencidveis em y
em uma vizinhanga de (z,y(x)), os vetores Vh;(z,y(x)) para todos os indices j,
e os vetores e; (1 na i-ésima componente, 0 nas outras) para i tal que y;(x) = 0,
sao linearmente independentes (regularidade), as condigoes suficientes de sequnda
ordem para ter um minimizador local se verificam em y(x) com os multiplicadores
de Lagrange associados v(x) e p(x) e v(x) > 0 se y;(x) = 0 (complementaridade
estrita), entao

1. y(x) é um minimizador local isolado do problema PSN(x) e os multiplicadores
de Lagrange associados v(x) e u(x) sao unicos,

2. existe uma vizinhang¢a V de x onde é possivel definir uma unica func¢do con-
tinuamente diferencidvel w(s) = (y(s), u(s),y(s)), tal que y(s) satisfaz a
condi¢ao suficiente de sequnda ordem para um minimizador local isolado do
problema PSN(s) com multiplicadores associados v(s) e u(s), e que verifica

w(z) = (y(x), p(x), v()),

3. O conjunto de restrigoes ativas em y(s) é o mesmo para todo s € V, portanto
y(s) € regular para todo s € V. Mais ainda, v(s) + y(s) > 0 para todo s € V.

2.2 Condicoes de otimalidade

Os exemplos dados na segao anterior mostram que sem as hipoteses do teorema
nao é possivel assegurar a diferenciabilidade de y(z). Estas hipoteses restringem o
conjunto de fungoes para as quais é facil obter condi¢oes de otimalidade do problema
de otimizacdo em dois niveis. No caso em que a fungao y(x) é diferenciavel podemos
reduzir o problema ao seguinte problema de um nivel:

Minimizar F(z,y(z))
s,ax e X
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Se X ={x € R"|l; <z <wu; Vi} as condicoes de otimalidade deste problema
sao
0 sel; <x; <uy
Fro(z,y(x) + Fy(z,y(2)y' (z) =4 >0 sex; =1
<0 sex;=uwu;

Portanto, para testar a otimalidade precisamos conhecer y(x) e y'(x). Para obter
y(x) é preciso resolver o problema do segundo nivel PSN(x). Para obter y'(z),
precisamos calcular os multiplicadores y(x) e u(x) e resolver o sistema nao linear

onde
VLf}y (h1)y - (hy), I,
(h), 0 - 0 0
T(z) = : : : 0 ,
(hp)'y 0 0 0
diag(~y) 0 0 diag(y)
y' ()
s@ = | W
v (@)
‘ viz,
—(h1)},
Na@=|
—(hyp)
0

Todas as fungdes na matriz e nos vetores estao avaliadas em x ou (z, y(z)). Idéias
de algoritmos baseados neste resultado se encontram em [23]. Quando a fungéo y(z)
nao é diferenciavel, encontrar condi¢oes de otimalidade é complicado. A maioria dos
resultados publicados relaxam a complementaridade estrita e a regularidade, mas
impoem condigoes mais fortes de segunda ordem. Em lugar da regularidade se pede
que as solucoes do segundo nivel verifiquem alguma qualificagdo das restrigoes, mais
fraca que a regularidade, que assegure que essas solugoes satisfagam as condigoes de
Karush- Kuhn- Tucker (KKT). Verificar as condigdes de otimalidade do problema de
dois niveis envolve o calculo de derivadas direccionais ou gradientes generalizados e
outros conceitos relacionados com otimizagao nao diferenciavel. O leitor interessado
pode encontrar material sobre o caso nao diferenciavel nos livros [3, 18, 36].



Capitulo 3

Algoritmo de restauracao
inexata

3.1 Introducao

O Algoritmo de Restauracio Inexata foi proposto por Martinez em [29]. E um
método de programacao nao linear que trata a viabilidade e a otimalidade em fases
distintas, a cada iteracao. O termo restauracao é devido a importéancia da fase de
melhoria da viabilidade.

A melhoria na viabilidade e na otimalidade é controlada por funcées de mé-
rito e assumindo hipo6teses adequadas, é possivel garantir a convergéncia global do
Algoritmo de Restauragao Inexata.

Uma das vantagens desta técnica, é a liberdade na escolha dos métodos de
realizagao das fases, permitindo que as caracteristicas e as propriedades de cada pro-
blema sejam exploradas. Além disso, durante o processo, os subproblemas podem
ser resolvidos inexatamente.

3.2 O Algoritmo

Na descricao do algoritmo sera considerado o seguinte problema de programagao
nao linear:

Minimizar f(x)
zeQ (3.2.1)
s.a Clx) =0

onde ) é convexo e fechado, f : R" — R, C' : R" — IR™ sao tais que Vf(x) e
C'(z) existem e sao continuas.

Usaremos as notagoes |v|, ||v]l, ||v]lec para uma norma arbitraria, a norma
euclideana e a norma supremo de um vetor v, respectivamente.
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A medida da viabilidade de um ponto x € 2, é dada pelo valor de |C(x)|.
Como medida de otimalidade, utiliza-se a norma do gradiente projetado no espago
tangente as restrigoes, ||d¥, (2)|.

Cada iteracdao do algoritmo consiste em calcular uma nova aproximacao z*+1,
a partir de =%, através de duas fases principais. Na primeira, que é a Fase da
Restauracdo, o objetivo é calcular um ponto y* € Q mais viavel que z*.

Na segunda fase, a da Otimizacdo, busca-se, a partir de ¥, um ponto z* que
melhore o valor da funcdo Lagrangeana no espaco formado pela interseccao do
espaco tangente as restrigbes com uma regiao de confianga.

Usamos a funcao de mérito:
OL(z,A) + (1 = 0)|C(xz, A)|

que combina valores relacionados & viabilidade e a otimalidade, para decidir se o
ponto z* é aceito ou rejeitado como a nova aproximacao z**1.

Dados 2° € €, uma aproximacao inicial para a solucdo do problema e os para-
metros n > 0, r € (0,1), 3> 0, M >0, 0_1 € (0,1), dpnin > 0, A € R™ e wy, tal
que ZZO:O wy, < 00, 08 passos para obter ¥t a partir de 2* estdo descritos a seguir:

Algoritmo 3.2: Restauracao Inexata

Passo 1.

Definir
eznzn = mm{l, 9]9_17 ceey 9_1},
eéarge — min{l,egbi” + wk}’>

_ plarge
‘gk,—l = ek

Passo 2: Fase da Restauragao.

Calcular y* € Q tal que

IC(y°)| < rlC(")] (3.2.2)

ly* — 2" < BlC(2")] (3.2.3)

Passo 3: Célculo da diregao tangente de Cauchy.

Calcular

k
dtan

= Pk [yk - HVL(ykaAk)] - yka

onde Py (z) é a projecdo ortogonal de z em Il e
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I, = {z € QIC'(¥*)(z — y*) = 0}

¢ uma aproximacao linear do conjunto vidvel que passa por * (denominado Espaco
Tangente Aproximado).

Se y* = ¥ (ou seja C(z*) = C(y*)) e dF,,, = 0, terminar a execugio do algo-
ritmo e retornar z* como a solugdo.

Sendo, fazer i = 0, escolher dx g > dpmin € continuar.

Passo 4: Fase da Minimizagao no Espago Tangente Aproximado.

Se d¥,, = 0, definir 2% = y*. Sendo, calcular 2% € II}, tal que
LM \F) < L(y*, \F) (3.2.4)
e .
129" — ¥ < Ok (3.2.5)

onde L(z,\) = f(x) + C(z)T\ ¢ a fun¢io Lagrangeana e dy; ¢ o raio da regido de
confianca.

Passo 5: Atualiza¢do dos multiplicadores.

Se dF

K n = 0 definir, \FT1 = )k,
ki ||)\k:,’b

Senao, calcular A, € IR™ tal que ||\ .l < M.

Passo 6: Célculo da reducao Prevista.

Definir, para todo 6 € [0, 1],

Predy,:(0) = 6 [L(xk,Ak) — (M, AR) — (C(yF), A —m}

» Matual (3.2.6)
+(1=0) [|[CEM)] = |CE")]

Calcular 6y, ;, 0 maximo dos elementos 6 € [0, 6k ;_1] que verifica

Predy;(0) > 1/2 [|C(z%)| — |C(y*)]]

Definir
Predy,; = Predy, ;(0).,;)

Passo 7: Comparagao da reducgao real e da prevista.

Calcular

Aredy,; = O ; [L(ask,)\k) — LR AR Y (1—0k0) [[C(™)] = |C(M)]] (3.2.7)

» Catual
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Se Aredy; > 0.1Predy, ; definir

ghtl = ki
k+1 _ ki

A - )\atual’

Or = O i,

0 = 0k,i, Ared, = Aredy, ;, Pred, = Predy,; e terminar a iteracao k.
Sendo, escolher dx ;41 € [0.1dx 4,0.90 4], fazer i =i + 1 e voltar para o Passo 4.

Fim

A condicdo (3.2.2) garante que a reducio da viabilidade no ponto restaurado y*
seja proporcional & inviabilidade de *. Na pratica, esta condicdo permite terminar
o Passo 2 em um ponto invidvel, diminuindo muito o esfor¢o computacional nas
iteracoes iniciais.

A condigdo (3.2.3) exige que o ponto restaurado y* seja suficientemente proximo
de z*, impondo que ele pertenca a uma bola centrada em z* e cujo raio depende
do grau de inviabilidade de z*. Na pratica, esta condicdo forca a aceitacdo de um
ponto que é viavel e evita que durante o processo, o algoritmo retorne a um ponto
ja explorado e cicle.

As condigoes (3.2.4)-(3.2.5) do Algoritmo 3.2 no passo de minimizagao, garan-
tem o decréscimo da funcao Lagrangeana, no espago formado pela intersecgao da
linearizagao das restrigoes com uma regiao de confianga centrada no ponto restau-
rado y*. O decréscimo, denotado pelo simbolo <, est4 relacionado ao decréscimo
obtido pelo ponto de Cauchy. Ver [31, 29].

As fungoes Ared em (3.2.7) e Pred em (3.2.6), reducao real e redugéo prevista
respectivamente, servem para decidir a aceitacdo do ponto obtido na fase da otimi-
zacdo como a nova aproximacao zF+1. Quando o ponto nio é aceito, o algoritmo
retorna ao passo 4, conservando o mesmo ponto restaurado.

No Algoritmo de Restauracao Inexata, os métodos para realizar a Fase da Res-
tauragao (passo 2 do Algoritmo 3.2) e da Minimizagao (passo 4 do Algoritmo 3.2)
podem ser livremente escolhidos permitindo explorar as caracteristicas de cada pro-
blema. A eficiéncia e o desempenho do Algoritmo de Restauragdo Inexata também
dependem desta escolha. Em Martinez [30] e Martinez & Pilotta [31], sdo apresen-
tadas propostas de algoritmos gerais para a realizacao de cada uma.

Na fase da minimizacdo, é sugerido representar as condigoes (3.2.4)-(3.2.5) atra-
vés do seguinte problema de otimizagao:

Minimizar L(z, \)

’ { 2 eI, (3.2.8)

s.a
12 = y*lloo < 0k

onde I, = {z € QIC'(y*)(z — y*) = 0} e L(z,A) = f(z) + C(z)TA.
As restrigoes de (3.2.8) s@o lineares e ha bons algoritmos proprios para este caso.

Em Martinez & Pilotta [31] sdo apresentados resultados numeéricos que compro-
vam um bom desempenho do algoritmo.
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3.3 Resultados de convergéncia

Para garantir que o Algoritmo 3.2 esteja bem definido, e provar a sua convergéncia
global, se assumem as seguintes hipoteses sobre o problema (3.2.1):

(H1) § é convexo e compacto.

(H2) Existe Ly > 0 tal que, para todo z,y, € Q,

C(x) = C'(y)] < Lallx —yl|

(H3) Existe Ly > 0 tal que, para todo z,y € €,
IVf(z) =Vl < Lz -y

O resultado de convergéncia para o Algoritmo 3.2 é o seguinte:

Teorema 3.1. Supomos que o problema (3.2.1) satisfaz as hipdteses (H1)-(HS3). Se
a fase da restauragao (Passo 2) é completada com sucesso em cada iteragao, entao,
a seqiiéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 3.2 verifica que :

(i) A seqiiéncia {|C(x*)|} converge a 0.
(ii) Todo ponto limite de {x*} € vidvel.

(iii) Se x* é um ponto limite de {x*} e limpex, 2% = x*, entdo

lim y* = z*
keKy

onde y* € o ponto obtido na fase da restauragio, na iteragdo k.
(iv) Eziste um conjunto infinito Ko C {0,1,2,...} tal que

lim d* =0.
keKso tan

(v) Existe um conjunto infinito K3 C {0,1,2,...} e x* € Q tal que

lim ¥ = lim y* = z*,
keK3 keKs
C(z*) =0,

lim df, = 0.
keKs
Além disso, se x* € um ponto regqular, ele satisfaz as condigoes KKT de otima-
lidade do problema (3.2.1).
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A demonstragao do teorema 3.1 pode ser vista em [29]. Ele garante que, indepen-
dentemente de condigOes sobre as restri¢oes, existe uma subseqiiéncia da seqiiéncia
gerada pelo Algoritmo 3.2, convergente a um ponto viével e tais que a subseqiiéncia
associada de vetores {d¥,, } converge a zero.

A otimalidade dos pontos limite esta relacionada as diregdes df,,,, que sdo dire-
¢oes de descida no espago de minimizagao.

Como descrito em [32], pode-se mostrar que estes pontos limite satisfazem a
condicdo AGP de otimalidade, proposta por Martinez & Svaiter [33]|, que é uma
condicao satisfeita por minimizadores locais de problemas de programacao nao li-
near, independentemente de hipoteses de regularidade.

Para o problema (3.2.1), o vetor AGP g(x), avaliado em = € IR", é definido por:

g(x) = Plx = Vf(z)) —x
onde P(z) é a projecdo de z no espago tangente aproximado da regido viavel de
(3.2.1).
Um ponto z* satisfaz a condicio AGP se existe uma seqiiéncia {z*} que con-
verge a z* e tal que {g(z*)} converge a 0.



Capitulo 4

Restauracao inexata para
problemas em dois niveis

4.1 Introducao

Os problemas de otimizagdo em dois niveis se caracterizam pelo fato de que um
subconjunto de suas varidveis deve resolver um problema de otimizacao parametri-
zado por outras varidveis, chamado problema do segundo nivel. Esta estrutura é
importante para a modelagem de diversas situacoes praticas envolvendo hierarquias
de decisao, como em mecéanica estrutural ou economia.

Resolver problemas de otimizagao em dois niveis é dificil, tanto do ponto de
vista tedrico como préatico. Alguns autores reformulam o problema do segundo nivel
substituindo-o pelas suas condi¢oes de otimalidade e aplicam algoritmos padrao de
programacdo nao linear. Outros resolvem localmente a fungado implicita y(z) e
utilizam técnicas de otimizagao nao diferenciavel.

A aplicacao da técnica de restauragao inexata na resolucao de problemas em dois
niveis foi proposta em [12, 13]. Este enfoque permite tratar diretamente o problema
do segundo nivel, sem reformulagao, através de técnicas de otimizagao diferenciavel.

O Algoritmo de Restauragao Inexata para resolucao de problemas em dois niveis
é uma adaptagao do Algoritmo 3.2, que visa explorar o fato de que um problema
de otimizacao faz parte da descrigao da regiao viavel.

4.2 O Algoritmo

Para facilitar a exposigao, a partir de agora consideramos o seguinte problema de
programacao matematica em dois niveis:
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Minimizar F(z,y)
@y

y = argmin f(z,y) (4.2.1)
s.a { h(z,y)= 0

s.a y> 0

onde x € R™, y € R™, F,f : R™t™ — R, h : R™™" — IRP e tais que
VF(z,y), Vf(z,y) e h'(x,y) existem e sdo continuas.

O problema do segundo nivel em 4.2.1, denotado por PSN(z), é:

Minimizar f(z,y)
y

— 4.2.2
s.a h‘(xv y) =0 ( )
y= 0
cujas condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sao

Vyf(@,y) +Vyh(z,y)p—v =0
h(z,y) =0

vivi =0 (i=1,...,ny) (4.2.3)
y =20
v 20,

onde i € IRP e v € IR™ sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes
h(z,y) = 0 e y > 0, respectivamente, e h (z,y) representa a matriz jacobiana de
h(z,y) em relagao a y.

Através das condicoes 4.2.3, define-se a funcio C : IR"=+2nv+P — [R2ny+P;

Vyf(z,y) + Vyh(z,y)u —v

h(z,y)
Clz,y, p1,y) = hm (4.2.4)
YnyIny
Definimos o seguinte conjunto:
Q = {(z,y, p,7) € R TP} (4.2.5)

Para medir a viabilidade de um ponto (z,y,u,vy) € €, é utilizado o valor de
|C(z,y, t,7)], com C definida em (4.2.4). Para definir uma aproximagao linear a re-
gido induzida usamos a variedade linear definida por C’((z*, y*, u*, v*)) ((x, y, 1, 7y)—
(%, y*, ¥, 4*)) = 0, e como medida de otimalidade, a norma do gradiente proje-
tado do Lagrangeano na intersecao desta variedade com uma regiao de confianga

centrada em (2 y* u¥ ~*). Ou seja, ||dE,,, (2, y, i1, 7)]|-
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O vetor (y, u,7) define as variaveis do segundo nivel e z é a variavel do primeiro
nivel. Os passos do algoritmo sdo semelhantes aos do Algoritmo 3.2, apresentado no
capitulo 3. Cada iteragdo, consiste em calcular uma nova aproximacao (z**1,y#+1,
kL AR Ca partir de (2, y¥, pF,7*), em duas etapas Na primeira, que é a Fase
da Restauragao, o objetivo é calcular um ponto (z*,y® uf,v%) € Q mais viavel
que (¥, y*, u*, v*), através da resolucdo do problema do segundo nivel PSN (z*).
O problema do segundo nivel ndo é reformulado. Através de algum método de
otimizagao adequado ao problema, achamos uma aproximagao da solucao deste.
Emseguida obtemos aproximagoes dos multiplicadores de Lagrange correspondentes.
Aceitamos estas aproximagoes se |C(x 7yR pf AR < r|C(x,y, 1, 7))

Na fase de Otimizagao, a partir de (z 7yR pf %), usando um algoritmo ade-

quado, achamos um ponto (2% y*? 1/%? ~*) que melhora o valor da funcio La-
grangeana na aproximagao linear do conjunto de viabilidade do problema do pri-
meiro nivel.

Dados (z°,9°), uma aproximacio inicial para a solu¢do do problema 4.2.1 e
(u°,~°) aproximagoes dos multiplicadores de Lagrange associados ao PSN(2? e os
parametros n > 0, r € (0,1), M >0, 0_1 € (0,1), Smin > 0, \0 € R*wHP 4, tal
que ZZOZO wy, < 00, 0s passos de uma iteracao para problemas em dois niveis, estao
descritos a seguir:

Algoritmo 4.2: Restauracao Inexata para Problemas em Dois Niveis

Passo 1

Definir
o = min{l,0_1,...,0—1},
05;"96 = min{1, 07" + wy},

l
91@,—1 — okarge

Passo 2: Fase da Restauracao.

Achar y* resolvendo inexatamente o problema do segundo nivel parametrizado

por zF:

Minimizar f(z*,y)
y
) h(z*,y) = 0 (4.2.6)
° y= 0

Estimar (uft,7®), as aproximagdes dos multiplicadores de Lagrange associados
R

ay'.
Aceitamos uma solucio inexata (yt, uft,y%) de (4.2.6) se y# >0 e

C(a*, ", uB ") < r|C@, v, b 4P
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Passo 3: Dire¢ao Tangente de Cauchy.

Calcular
i = Pr [(@*, 4" 17 ™) =V L(*, g™, 1™ ] = (@, 9", n 4"
onde Py(x,y,u,y) é a projecao ortogonal de (z,y, p,y) em Iy, com

I = {(2,y, 1,7) € Q| C' (2", 4", 1) (2,9, 1, v) — (25,97, 0 47)) = 0}

L(z,y, 1,7, A) = F(z,y) + Cla,y, 7).

Se (z*,y, ,uR,fyR) (zk y* uk ~+*) e d¥, = 0, terminar a execugdo do algo-
ritmo e retornar ( Y ) como a solugdo. Sendo, fazer ¢ = 0, escolher 0y ¢ > min €
continuar.

Passo 4: Fase da Minimizacao no Espaco Tangente Aproximado.

Se df,,, = 0 definir (y™°, "0, 4*0) = (y, uf, 7).

Sendo, calcular (z%? y*¢ ki k1) € T, resolvendo inexatamente o seguinte
problema de otimizagao com restri¢oes lineares:

Minimizar L(z,y, i, v, A\F)
(2,9, 1, 7) € Wy (2F, 9", uF A7)
s.a AR >0
H(xaya,uv’)/) ( 7yR /’[’Ra’yR)Hoo S 614:

(4.2.7)

Passo 5: Atualizacao dos Multiplicadores.

Se d® =0 definir \¥;! = \k.

tan atual —

Sendo, calcular )\afwl € R2"v*P tal que ||\

| < M.

atual

Passo 6: Célculo da Reducgao Prevista.

Definir, para todo 6 € [0, 1],
Predy ;(0) = 6 [L(xk,yk,uk,vk,)\k)—
L(ahi ks kst ki ARy Ok y R,y 7), A )\/ﬂ
+(1 = 0) [|C(a*,y*, 1 AF) = [O@*, g™, uf A7)
Calcular 6y, ;, 0 maximo dos elementos 6 € [0, 05 ;_1] que verifica
Predy,i(8) > 1/2[|C (2", y*, 1", 7")| = |C@*, 4™, 1™ 7))

Definir
Predy, ; = Predy ;(0k,;)
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Passo 7: Comparagao da Redugao Real e da Prevista.

Calcular

Aredk,i = ek,i [L(Ik7ykuufka’yk7)\k) - L(xkyivyk’iuu‘k,a’ykﬂ; Ak,i )]

» Matual

+(1 = Or4) [|C($k,yk7uk7’¥k)| - |C(xk7i7yk7i7:uk’i77k7i)"]

Se Aredy; > 0.1Predy,; definir
PR — gk

YL — ki

kL — ke
k1 _ ,.yllz,z.

Ak+1 = Aa;flual’

Or = O i,

Ok = Okis

Aredy, = Aredy, ;, Pred,, = Predy, ;
e terminar a iteracao k.

Sendo, escolher d ;41 € [0.1dx4,0.90 4], fazer i =i + 1 e voltar para o Passo 4.

Fim

4.2.1 Fase da restauracao

A fase da restauragao, realizada pelo Passo 2 do Algortimo 4.2, tem como objetivo
a obtencao de um ponto que seja mais viavel em relagao ao da iteragao anterior.

Este ponto, (y%,u®, ), é obtido na resolucio, inexata, do problema de oti-
mizagdo do segundo nivel (4.2.1), parametrizado por z¥. O ponto y** é a solucdo,
enquanto que (uf*, ) sdo estimativas para os multiplicadores de Lagrange associ-
ados.

Neste caso, resolver inexatamente o problema significa utilizar como critério de
parada, a desigualde:

1C(z,9, 4, 7)| < r|C(2,y, 1y )] (4.2.8)

onde a fungao C esta definida em (4.2.4) e é utilizada como a medida de viabilidade.

Assumindo que o problema do segundo nivel satisfaz uma qualificacado das res-
trigoes, o sistema KKT se anula em uma solugdo de (4.2.2), ou seja, em um ponto
viavel de (4.2.1).

4.2.2 Estimadores dos multiplicadores de Lagrange

Os vetores p e vy sdo estimativas para os multiplicadores de Lagrange associados ao
par (z,y).
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E importante obter boas estimativa para estes multiplicadores, pois deles de-
pendem tanto o critério de parada na fase da restauragao, quanto a definicao do
espaco viavel na fase da minimizagao, e portanto a eficiéncia do algoritmo. Muitos
algoritmos de otimizagao fornecem estimadores dos multiplicadores de Lagrange a
cada iteragao. Quando este nao for o caso, é necessario incorporar uma rotina para
este fim, durante a resolucao do problema do segundo nivel.

4.2.3 Fase da minimizagao

A fase da minimizagao, realizada pelo Passo 4 do Algoritmo 4.2, consiste em deter-
minar um ponto que diminua o valor da funcao Lagrangeana no espago definido pela
intersecgao da linearizagao das restrigdes com uma regiao de confianca centrada no
ponto restaurado.

O problema de minimizagao no Passo 4 do Algoritmo 4.2 nédo precisa ser resolvido
exatamente. Basta pedir que a funcao objetivo decrega suficientemente.

O conjunto vidvel na minimizagao esta definido através de C’, o jacobiano da
funcao C' associada as restricoes KKT do problema do segundo nivel, e depende,
portanto, das derivadas de segunda ordem das fungoes envolvidas no problema do
segundo nivel. Portanto, devemos assumir que estas existem e sao continuas.

Da forma que o algoritmo esté apresentado, ele estd sempre bem definido, se
o problema do segundo nivel tem solugao. Entao a possibilidade de utilizé-lo para
resolver problemas de dois niveis, em principio, nao possui nenhum impedimento.
Foram resolvidos muitos problemas da literatura com sucesso, confirmando a ro-
bustez do método.

Se, em todas as iteragoes, na fase da restauragdo, a norma da distancia entre o
ponto inicial, desta fase, e o restaurado esta limitada por uma constante fixa vezes
a norma da viabilidade do ponto inicial

Iy, 1,41 = (F, 1" 9 < BIC (2", v, 1 +F))

pode-se provar um teorema de convergéncia global.
Esta condicao depende do comportamento do algoritmo e, portanto, é interes-
sante encontrar hipoteses sobre o problema que garantam este comportamento.

4.3 Resultados de convergéncia

As seguintes hipoteses sobre o problema (4.2.1) garantem que, para todo k
ly™, 14" = (F 6k A < BICE" Y, u AR

(H1) A regiao de viabilidade é uma caixa limitada.

(H2) O problema PSN(zx) tem solugdo tnica y(z) para cada valor de x € X.

(H3) Para todo par (z,y(z)) com = € X e y(x) a solucdo de PSN(z), temos que
(z,y(x)) é regular, no sentido de que o conjunto formado pelos gradientes das
restrigdes ativas em (z,y(x)) é linearmente independente.
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(H4) Para todo (z,y(z), p(x),v(x)):
Y Vi@, y(x), p(x), y(x)y > 0

para todo y € IR"v, com y # 0, e onde I(x, y, 11, y) = f(x,y) + h(z,y)" .
(H5) Para todo y(z), solugdo de PSN(z), temos

yi(x) =0 = ~;(z) >0

Yi(z) = 0= yi(z) >0
para todo i =1,...,n,. (Complementaridade estrita).

(H6) Existem Ly > 0e Lo > 0 tais que, para todo (x1,y1, t1,71) € Q, (2, Y2, t2,v2) €
Q, temos

|\VF(z1,y1) — VF(z2,92)|| < Li||(z1,y1) — (z2,y2)|

e

|Cl(x17y17;u1771> - C/($2»y27ﬂ27’)’2)| S LQH(xlayla,ula/yl> - (xZuy27/1427’72)H

Assumindo as hipoteses (H1)-(H6), prova-se o teorema 4.1.

Teorema 4.1. O Algoritmo 4.2 estda bem definido e a seqiiéncia gerada pelo Algo-
ritmo 4.2, {(z*,y*, u¥, v}, verifica que:

(i) {C(z*,y*, u* +*)} converge a 0.

(ii) Todo ponto limite x* de {(x*,y*, u*,~v*¥)} € vidvel, no sentido de que é a
solugdo de PSN(x*).

(iii) Se (x*,y*, p*,v*) € um ponto limite de {(x*,y*, u¥,v*)} e
Jim (@ g%, 190 = @yt )
entao
Jim (@, g iy V) = (27597157
onde (x%,y%,u’ﬁ,'yf{) € o ponto obtido na fase da restauragao.
(iv) Eziste um conjunto infinito Ko C {0,1,2,...} tal que

lim df_ =0
kEKs tan
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(v) Eziste um conjunto infinito K3 C {0,1,2,...} e (z*,y*, u*,v*) € Q tal que

li k _k k k - 1 k k k k _ x % * *
kér[ga(x YT 1) kg}?3(xR7yR7ﬂR77R) (™, y", 1", "),

C(z*,y*,u*, ") =0,

: k
klérl)%a diom = 0.

O resultado de convergéncia para Algoritmo 4.2 esta baseado no Teorema 3.1 de
Martinez [29], que sob hipoteses adequadas, garante que a seqiiéncia gerada possui
uma subseqiiéncia convergente a pontos viaveis e que satisfazem uma condi¢ao de
otimalidade, desde que a fase da restauragao possa ser completada com sucesso em
todas as iteragoes.

4.4 Consideragoes

Para garantir que o problema em dois niveis (4.2.1) tenha solugdo e provar os re-
sultados de convergéncia é necessario assumir algumas hipoteses. Algumas destas
sao usuais quando tratamos de algoritmos para resolver problemas de programa-
¢ao nao linear. Para o problema em dois niveis hipoteses mais fortes sao usadas
para garantir resultados de convergéncia. Nos trabalhos de Dempe (18], [19], [20])
encontram-se este assunto é discutido em profundidade. Os comentarios a seguir se
baseiam nos resultados apresentados nestas referéncias. A formulacao de condigoes
de otimalidade para problemas em dois niveis sao, em geral, deduzidas a partir de
uma reformulagao do problema original como um problema padrao de programagao
matematica nao diferenciavel. Neste enfoque as condi¢oes necessarias de primeira
ordem obtidas se baseiam no conceito de estabilidade forte das solugbes otimas do
problema do segundo nivel. Isto equivale & existéncia de vizinhancas V de z e U de
y onde para cada s € V ha um tnico y € U, portanto é possivel expressar y = y(s)
e tal que cada s € V' é uma solugao isolada do problema PNS(s).

Se acrescentamos a hipotese de que o problema do segundo nivel seja convexo
para cada x fixo, é possivel expressar o problema em dois niveis como um problema
que, localmente, é de apenas um nivel e obter condigoes de otimalidade, sempre
que seja possivel calcular uma derivada direcional. Para isto, assume-se que as
restrigoes do problema verificam a qualificacdo das restrigoes conhecida como de
Mangasarian-Fromowitz e outra que pede o posto constante da matriz associada as
restricoes ativas. Estas hipoteses substituim as hipoteses de regularidade pedidas
no nosso trabalho. Sao mais fracas que a regularidade e permitem considerar o caso
em que a fungdo y(z) ndo é diferenciavel.

Um caso particular consiste em substituir o problema do segundo nivel pelas
condicoes KKT. Esta reformulagao pode ser tratada com algoritmos tanto dife-
renciaveis como nao diferenciaveis. Foram utilizados com sucesso algoritmos de
programacao quadratica seqiliencial (SQP).[24]. A desvantagem desta reformulacao
é que ela s6 é equivalente ao problema original se o segundo nivel é um problema
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convexo. Os algoritmos SQP sao incapazes de evitar a convergéncia a pontos nao
viaveis.

Para obter condigoes necessérias de otimalidade, além da convexidade do pro-
blema do segundo nivel, é preciso pedir condi¢oes de regularidade mais fortes que
as de Mangasarian-Fromowitz e posto constante, mencionadas anteriormente. O
desenvolvimento de algoritmos de descida para os problemas em dois niveis intro-
duz a necessidade de caracterizar os pontos estacionarios. Para os problemas nao
diferenciaveis utilizam-se os pontos estacionarios de Clarke e de Boulligand de modo
que, os algoritmos propostos convergem a pontos estacionarios nestes sentidos. Es-
sencialmente, é preciso que o problema do segundo nivel tenha solucao localmente
unica e que esta solugao verifique a condicao suficiente de minimizador local, o que
é similar ao nosso pedido de hessiano definido positivo.

Nao entraremos em muito detalhe nesta analise ja que o tema é muito complexo
e as técnicas utilizadas sao completamente diferentes da nossa.

O campo de pesquisa nesta area esta aberto tanto do ponto de vista tedrico como
pratico. HA muitos resultados teéricos que nao sugerem algoritmos implementéveis
e métodos com experimentos promissorios que nao estao bem fundamentados teo-
ricamente.

4.5 Exercicios

1. Considere o problema de programagdo matematica em dois niveis sem res-
tricdo no primeiro nivel e com restricoes de igualdade no segundo nivel da
forma:

Minimizar F(z,y)
@y

{ y =argmin f(z,y) (4.5.9)
s.a y
sa h(z,y)=0

onde z € R", y € R™, F,f: R*"™ — R h: R" "™ — IRP e tais que
VF(z,y), Vf(z,y) e h'(z,y) existem e sdo continuas.

(a) Decreva a fungao C(x,y, u) associada as restrigoes KKT do segundo nivel
de (4.5.9), como em (4.2.4)

(b) Mostre que, assumindo as hipéteses (H1)-(H6) C; ,(z,y(x), u(x)) € ndo
singular.

2. Estude o caso do problema de programagao matemética em Dois Niveis sem
restricao no primeiro nivel e com restri¢oes lineares de igualdade no segundo
nivel da forma:
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Minimizar F(x,y)
.y

y = argmin f(z,y) (4.5.10)

onde z € R", y € R, F, f : R"™™ — R, tais que VF(z,y)e Vf(z,y)
existem e sdo continuas e A € IRP*("=+7) ¢ uma matriz com p > n,,.



Capitulo 5

Aplicacoes em Engenharia
Mecanica

5.1 Introducao

A Otimizagdo Estrutural é a area da Engenharia Mecinica em que se analisam
e projetam sistemas capazes de suportar a acdo de forgas externas, enquanto seu
desempenho e/ou custo sdo otimizados. A teoria e a modelagem matemaética nesta
area sao bastante complexas, envolvendo problemas de otimizagao hierarquica em
dois niveis, onde o segundo nivel é um problema de equilibrio.

Na abordagem tradicional em Engenharia Mecéanica, as incognitas do problema
sao as variaveis de projeto, enquanto que os deslocamentos, que sao variaveis do se-
gundo nivel, dependem das varidveis de projeto, implicitamente através da equagao
de equilibrio.

A maioria dos métodos utilizados calculam, a cada iteragdo do processo de oti-
mizagao, uma solugao do problema de equilibrio e aplicam o método adjunto para
a analise de sensibilidade.

A proposta de utilizar o Algoritmo 4.2 na resolugdo de problemas em otimizacao
estrutural, apresentada em [12, 13|, tem as vantagens de considerar as variaveis de
projeto e os deslocamentos como variaveis independentes, e de permitir a resolugao
inexata dos problemas de equilibrio durante o processo de otimizagao.

Aplicamos esta técnica na resolugao de exemplos de duas classes de problemas.
No problema de Otimizagao de Forma com contato sem fricgao, em um sistema de
uma barra, sujeita a forgas externas que se deforma ao entrar em contato com uma
superficie rigida e no problema de Otimizagao Topologica em um sistema de treligas
sujeito a forgas externas e contato sem friccao.
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5.2 O problema de contato

O problema de contato consiste em achar o equilibrio um sistema mecénico formado
por um corpo B sujeito a forgas externas, que se deforma ao entrar em contato com
uma superficie S. Considerando S rigida, o equilibrio do sistema pode ser modelado
através da formulagdo conhecida como Problema de Signorini. Ver [27].

Supoe-se que o corpo B esta definido por uma regido aberta Q C IR? e limitado
pelo contorno I' =T'p NT'r NI, continuo e Lipschitz. Em I'p, B esta fixo, existem
cargas de superficie ¢ que atuam sobre I'r e forgas do corpo b que atuam sobre o
dominio {2, conforme a Figura 5.1.

Superficie rigida

Figura 5.1: Sistema mecanico do problema de contato

A parte do dominio I'¢ corresponde a superficie do corpo que podera entrar em
contato com a superficie rigida .S, ou seja, a regiao de contato esta contida em I'c.

Para a formulacao matemaética, considera-se que as superficies de contato sao
planas e que as normais a ambas as superficies sao praticamente colineares. O equi-
librio do sistema é descrito através da formulagdo forte do Problema de Signorini:

—divo(Vu) =b em )

u=20 em I'p

oc(Vun=t em I'p

o (Vu) =0 em I'c (5.2.1)
on(Vu) <0 em I'c

(un - g) < 0 enm I‘C

on(Vu)(u, —g) =0 emI'¢

onde a funcao u : 2 — IR corresponde ao deslocamento do corpo B a partir da
posigdo inicial até a posigao de equilibrio, div(.) denota o operador de divergéncia,
o(Vu) é o tensor de tensdes de Cauchy, escrito em termos do gradiente de u. o,
e 0y sao as tensoes superficiais, normal e tangencial, respectivamente. wu, denota a
projecao do deslocamento u e g denota a projecao da folga inicial normal n, sobre
a direcao normal as superficies de contato.

A primeira equagao em (5.2.1) descreve o equilibrio do corpo enquanto que a
segunda e a terceira sdo as condi¢bes de contorno. As trés ultimas expressoes cor-
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respondem respectivamente & condicao de nao penetragao entre os corpos e de com-
plementaridade, expressando que as tensoes sao nao nulas quando nao ha contato
efetivo.

O problema (5.2.1) também pode ser descrito atraves da formulagao fraca, ou va-
riacional, que é vantajosa devido & extensa fundamentacao teodrica e computacional,
ja desenvolvida. Ver [1, 38].

Assumindo hipoteses adequadas sobre o dominio, a formulagao variacional para
(5.2.1) é obtida multiplicando a primeira equagao de (5.2.1) por um deslocamento
v admissivel e integrando, até obter:

/Qdiv (V) (v — 1)dQ = /Qb(v — u)d9

para todo v € K, onde

K={veV]v,—g>0emI¢c e v=0emI'p}

e V denota o espago das fungoes suficientemente suaves que correspondem aos des-
locamentos admissiveis para o corpo B.

Aplicando o Teorema de Green na expressao acima, obtém-se a formulagao va-
riacional para o problema de contato:

/QO’(VU)V(U —u)d) > /Qb(v —u)dQ + /FT t(v —u)dlr (5.2.2)

para todo v € K.
Definimos a forma bilinear a : K x K — R,

a(u,v):/QJ(Vu)Vde

e a forma linear f: K — R,

f(v)z/bde—i—/ tvdl'p,
Q I'r

entdo a equacao (5.2.2) pode ser reescrita como
a(u,v —u) > f(v—u) (5.2.3)

a(u,u) — f(u) < alu,v) — f(v) (5.2.4)
para todo v € K.

O problema de contato é reformulado como segue:

Minimizar F(v)

s.a veK (5.2.5)
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onde F(v) = a(v,v) — f(v) é denominada funcdo energia de deformacio e K =

{veV]v,—g>0emT'c e v=0em I'p} é o conjunto das restrigoes.

A existéncia e unicidade de solugao para (5.2.5), assim como a equivaléncia com
o problema depende de condigoes de regularidade sobre a forma bilinear a. Os
detalhes teoricos sobre o problema podem ser vistos em [27].

5.3 Discretizacao do problema de contato através
do método dos Elementos Finitos

O problema (5.2.5) é um problema de otimizagdo em dimenséo infinita, ja que esta
formulado através de equacdes diferenciais. Para ser tratado numericamente, ele
precisa ser discretizado.

Os métodos para discretizagao mais utilizados estao baseados em técnicas de
aproximagao numeérica, dentre os quais destacam-se Diferengas Finitas, Rayleigh-
Ritz, Galerkin, Residuos Ponderados e o0 Método dos Elementos Finitos. Ver [1, 38].

O Método dos Elementos Finitos surgiu na teoria de elasticidade, para tra-
tar problemas como (5.2.5). Ele divide o dominio de integragao continuo, em um
nimero finito de regioes, denominadas elementos finitos, transformando o meio con-
tinuo € em discreto ", como na Figura 5.2.

Figura 5.2: Rede de elementos finitos

Com o dominio discretizado, ao invés de buscar func¢oes admissiveis sobre todo
o contorno, o Método dos Elementos Finitos considera as funcoes admissiveis em
cada elemento finito i, definindo um funcional discretizado F*, de modo que

Fh = Zn: Fl".
i=1

O funcional F* & definido sobre uma fungao aproximadora v", que ¢ a combina-
¢ao linear finita de fungdes lineares ou quadraticas, denominada fungoes de forma,
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de modo que
m
h
ot =3 a5,
j=1

onde a; sao os parametros nodais, m ¢ o niimeros de nés que determinam o elemento
i e ¢; as fungoes de forma.
Assim, o funcional F" é expresso por:

F(ay) = ZFi}L(aj)

e temos que
n n

§F"(aj) = ZéFih(aj) = ZZ aFéa(jJ)

i=1 i=1 i=1
Os resultados tedricos e a analise de erro para o método dos elementos finitos
podem ser vistos em [38].

Utilizando o Método dos Elementos Finitos na discretizacao do problema de
contato (5.2.5) obtemos:

Minimizar F"(v")

s.a v e Kh (5.3.6)

onde

PH) = YD RR),

hoh) = 2l (oh P — vhzl (Vo TuhdQ —
Fr@h) = Lar (ol oh) - ph) /Q?wwm/

2 Qr

m

h _ §

v = aj¢j,
j=1

Kh={"eVh|vh—g>0em T e v =0em Th}

e QF corresponde ao elemento finito 4.

bohdQP + / todlh.,

3

O conjunto K" também pode ser descrito através de um conjunto de equacdes
e inequacoes lineares do tipo:
h 0
Uy
Dul d,

onde d € R™, D € R™*™ e m < n, sendo m é o numero de nés de I"Cﬂ, n é o nimero
de variaveis do problema , L é o conjunto de nés que pertencem & discretizagao da
supeficie I'p e | € L.

O problema (5.3.6) é um problema de otimizacdo em dimensao finita nas va-
riaveis a;, cuja dimensao depende do nimero de elementos da malha de elementos
finitos e do ntimero de funcoes de forma ¢;.

IA
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5.4 Otimizacao de Forma em problemas de contato
sem friccao

O problema de Otimizacao de Forma é um problema em Engenharia Mecanica que
consiste em determinar o formato do dominio de um corpo, de modo a otimizar uma
funcao custo, associada a rigidez, quando sujeito a forgas externas e possivelmente
contato.

Neste caso, as varidveis de projeto sao os pardmetros da curva do dominio do
corpo, e os deslocamentos, ou varidveis do segundo nivel, sao a solugao do Problema
de Signorini discretizado (5.3.6). A fungao objetivo descreve a distribuigao de tensao
na superficie de contato, que pode ser dada, por exemplo, pela energia potencial
total do sistema. Ver [22, 26].

Considerando y € © C IRP o vetor de variaveis de projeto, o problema de
Otimizagao de Forma consiste em determinar o formato do corpo para o qual, no
equilibrio, a distribuigao de tensao na superficie do contato seja constante:

Minimizar F"(y,v"
X O e?) (5.4.7)
s.a X €0

onde O é o conjunto dos pardmetros admissiveis, associado & preservagao de volume
e regularidade do contorno, e v" ¢ solucdio do problema de contato:

Minimizar F(x, ")
v

5.4.8
s.a o e Kh ( )
onde
Fh(vah) = ZFih(vah)
i=1
e

Fh(oh) = Bah(h,ot) - f(uh)

= 1 Jo iy O(VOM)TURAQ = o) AL — [, todT

As demais notagoes sao as mesmas de (5.3.6).

O problema (5.4.7)-(5.4.8) pode ser associado a um problema de programagao
matematica em dois niveis relacionando as varidveis do primeiro nivel com as va-
riaveis de projeto y, as variaveis do segundo nivel com os deslocamentos v" e as
funcoes objetivo do primeiro e do segundo nivel com a energia potencial total F".
As restricoes sobre as variaveis sao dadas pelos conjuntos © e K.

O problema de Otimizac¢ao de Forma pode ser escrito como o problema em dois

niveis:
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Minimizar F(x,v")
x,o"
X €0
5.4.9
sa o = argmin F"(y,0") (5:49)

sa vhe KM

5.4.1 Exemplos

Consideremos uma barra em estado plano de tensdo, que estad fixa em uma das
extremidades e sujeita a cargas verticais. Supomos a existéncia de uma superficie
rigida localizada a uma distancia d da barra, como na figura 5.3.

A barra esta discretizada em 30 elementos finitos quadrilaterais, constituindo 44
nos e um total de 88 varidveis, que sao os deslocamentos horizontal u, e vertical u,
em cada né.

Viga modelo

cargas

bbb b

7 44

A

Superficie rigida
Figura 5.3: Barra modelo para o problema de otimizagao de forma

Utilizando fungoes de forma do tipo linear para aproximar o funcional em cada
elemento como em [1], a derivada do funcional discretizado pode ser calculada ana-
liticamente e as integragoes determinadas numericamente através do Método da
Quadratura Gaussiana.

A mudanga de forma do corpo esta descrita através da inclinagao da superficie
de contato (extremidade inferior da barra), que é dada pela posigdo dos vértices
inferiores da barra (0,x) e (L,—x), onde x € [a,b] é a variavel de projeto e L é
o comprimento da barra, como mostra a Figura 5.4. Com esta parametrizacao do
dominio, garante-se a preservagao do volume da barra.

O problema de contato, ou do segundo nivel em (5.4.9), esta parametrizado pela
variavel de projeto x, o que significa que cada problema de equilibrio est4 definido
sobre um dominio diferente (Q2()). Na pratica, cada um dos problemas do segundo
nivel estd associado a uma discretizagao do dominio.

O problema (5.4.9) apresenta uma dificuldade no que diz respeito a expressao das
funcdes objetivo, pois elas dependem do tensor das tensdes o(Vu") determinados
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Figura 5.4: Parametrizacao da superficie de contato

pelas propriedades do material que constitui a barra.
Trés diferentes tipos de materiais serao considerados, neste trabalho. Para cada
material esta associado um problema de Otimizacdo de Forma (5.4.9).

Exemplo 5.1. Barra constituida por material linearmente elastico

Um material é denominado linearmente elastico se satisfaz a lei de Hooke, ou
seja, se a relagdo entre a tensdo e a deformacédo é linear. A lei de Hooke pode ser
escrita como:

o(Vu) = EVu

onde F é o tensor de elasticidade de Hooke. Este tensor satisfaz diversas proprie-
dades dentre as quais destacamos a simetria. Ver [27].

Substituindo esta expressdo na forma bilinear a(v, v) definida em (5.4.9), a fun-
gao energia de deformacgao F(x,u) torna-se uma fun¢ao quadratica e estritamente
convexa, em relacao aos deslocamentos u.

O problema de Otimizacao de Forma para um corpo linearmente eléstico pode
ser escrito como:

Min)i(r}r&izar 2uT A(x)u — L(x)u

) (5.4.10)
s.a u = argmin  uT A(x)u — L(x)u

sa wuek

onde K é o conjunto dos deslocamentos admissiveis descrito por equagoes e inequa-
goes lineares, A(x) é uma matriz simétrica e definida positiva, denominada matriz
de rigidez, e L(x) ¢é o vetor das forgas.

Os elementos da matriz de rigidez A(x) sdo determinados através das integrais
decorrentes da forma bilinear a(v,v) definida na segdo anterior, e por isso ela de-
pende da variavel y. As formulas fechadas para determinar os elementos da matriz
de rigidez e do vetor das forgas podem ser vistos em [1].
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Na resolugao do problema (5.4.10), foram utilizados os dados para a barra dados
[27]:
e Comprimento da barra: 50 cm
e Altura da barra : 5 cm
e Modulo de Young do material: 2.1 x 10* kN/cm?
e Coeficiente de Poisson: 0.29

Para a distancia da superficie rigida, o valor da forga externa e a restrigao sobre
a variavel de projeto, foram utilizados:

e Distancia da superficie rigida: d = 0.5 cm
e Forga constante aplicada: —7.2 kN/cm?
e Variavel de projeto: x €e © ={x € R| — 0.5 < x < 0.5}

A configuracdo da barra e a respectiva configuracao de equilibrio, solu¢ao do
problema de contato, estao na Figura 5.5.

0 10 20 X 30 40 50 60

Figura 5.5: Configuracao inicial e de equilibrio da barra linearmente elastica (F' = —55.25)

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10) e
o software MINOS [34] na resolu¢do dos subproblemas das fases de minimizagao e
otimizacao.
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O resultado obtido como inclinagao 6tima corresponde ao limite superior da
variavel de projeto. A Figura 5.6 representa a configuracido 6tima da barra e a
respectiva configuragao de equilibrio.

8
6

y
ab
[ ﬂ
0
2

0 10 20 30 40 50 60

Figura 5.6: Configuragao 6tima e de equilibrio da barra linearmente elastica (F' = —55.25)

Na Tabela 5.1 estao os deslocamentos dos nés da superficie de contato, na con-
figuragao 6tima. A primeira coluna representa o nimero do nd, de acordo com a
Figura 5.3 e o par u,,u, representa os deslocamentos nas direcoes x e y respecti-
vamente.

Na Tabela 5.2 e na Figura 5.8 estao os valores das tensoes nos nos da superficie
de contato, nas configuracdes inicial (¢°) e 6tima (o).

Exemplo 5.2. Barra constituida por material elasto plastico

Um material é do tipo elasto plastico se a relagao entre tensao é linear somente
para valores de tensao abaixo de um valor critico.

Neste caso, a fungao de energia de deformagao é uma funcao nao quadratica em
relagao aos deslocamentos u.

O problema de Otimizagao de Forma (5.4.9) para corpos do tipo elasto plasti-
cos, pode ser obtida através da formulagdo proposta por Haslinger et al. [26] que
considera como funcdo de energia de deformacao:

F(u) = % /Q (kefl (u) + i (22(u) e T 1)) Q) — Lo (u) (5.4.11)
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1 0.00 0.00

5] —3.28x1072 | —4.19 x 1072

9| =518 x 1072 | —1.30 x 10~
13 | =5.92x 1072 | —2.45 x 107!
17 | =5.83 x 1072 | —3.69 x 107!
21 | —=5.25 x 1072 | —4.89 x 10!
25 | —4.53 x 1072 | —6.00 x 10!
29 | —4.04 x 1072 | —=7.00 x 10~
33 | =3.79 x 1072 | —8.00 x 10!
37 | —3.58 x 1072 | —9.00 x 10!
41 | —3.35 x 1072 —1.00

Tabela 5.1: Deslocamentos no equilibrio da configuragio 6tima da barra linearmente

elastica

Tabela 5.2: Tensao na superficie de contato da barra linearmente elastica

’ No6 ‘ oV o* ‘
1 0.00 0.00
5 0.00 | 0.00
9 0.00 | 0.00

13 0.00 | 0.00
17 | 0.00 | 0.00
21 0.00 | 0.00
25 0.00 | 0.00
29 0.00 | 0.00
33 0.00 | 0.00
37 | 10.52 | 28.79
41 | 60.54 | 38.54
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Tensoes na superficie de contato (caso linear)

T T
—6— Configuracéo inicial
—¥— Configuracéo 6tima

60~ b

70

50 q

40 g

20 q

0r B

10 15 20 25 30 35 40 45
N6

Figura 5.7: Tensoes na superficie de contato da barra linearmente elastica

onde k é a constante do material,
2
EQ(u) = —gsii(u)ejj(u) + 2622j(u),
sij(u) = 8ui/8xj

e Lg(u) é dado pelo vetor das forgas como no caso de elastico.

O problema de Otimizacao de Forma pode ser escrito como:

Minimizar F(x,u)
X;u
X €0

4.12
s.a u=argmin F(x,u) (5 )

sa uek

onde K ¢ o conjunto dos deslocamentos admissiveis, F'(x, u) esta descrita em (5.4.11)
e x € a variavel de projeto.

Na resolugdo do problema (5.4.12), foram utilizados os dados para a barra e
para a forga externa aplicada dados em [26]:

e Comprimento da barra: 4 cm

e Altura da barra: 1 cm
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e Constante do material: k = 0.83333
e Forga aplicada :

(0,—0.0009(z; — 1)) kN/em?, se 2o =1 e z1 €]1,4]
(0,0), caso contrario

Utilizamos,

e Distancia da superficie rigida: d = 0.1 cm

e Variavel de projeto: x € ®© ={x € R| —0.1 < x <0.1}

A configuragdo da barra e a respectiva configuracao de equilibrio, solu¢ao do
problema de contato, estao na Figura 5.8.

25
ok

15 i
1

0.5

y

o

-0.5 -

1 I I I I I I |

Figura 5.8: Configuragao inicial e de equilibrio da barra de material elasto plastico (F =
—4.45 x 1071)

A avaliacao da funcdo objetivo exige o calculo de uma integral sobre o dominio
de cada elemento finito, o que foi feito através do método de aproximacao numérica
da Quadratura Gaussiana. Ver [17].

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10) e
o software MINOS [34] na resolu¢do dos subproblemas das fases de minimizagao e
otimizacao.
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O resultado obtido como inclinagao 6tima corresponde ao limite superior da
variavel de projeto.

A Figura 5.9 representa a configuragio 6tima da barra e a respectiva configuracao
de equilibrio.

o
o
o
o
2
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Figura 5.9: Configuragao 6tima e de equilibrio da barra de material elasto plastico (F =
—5.57 x 107 1)

Na Tabela 5.3 estao os deslocamentos dos nés da superficie de contato, para a
configuracdo de equilibrio. A primeira coluna representa o namero do no, de acordo
com a Figura 5.3 e o par ug,,u, representa os deslocamentos nas direcoes = e y
respectivamente.

Na Tabela 5.4.1 e na Figura 5.10 estao os valores das tensoes nos nos da superficie
de contato, nas configuragoes inicial (¢°) e 6tima (o).

Exemplo 5.3. Barra constituida por borracha

Em materiais do tipo da borracha a relagao entre tensao e deformacao é nao li-
near e é preciso acresecentar ao modelo a equacao cinematica da incompressibilidade
do material.

Portanto, na formulagao do problema (5.4.9) para corpos de borracha, a fungao
objetivo, que é caracterizada pela energia de deformacgao, é uma fungao nao linear
em relagao as variaveis. Uma restricao nao linear, que esta associada ao material, é
adicionada na descri¢ao do conjunto viavel.

A formulacao da energia de deformagdo, proposta por Kikuchi [27], é descrita
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’ No6 \ Uy Uy

1 0.00 0.00
5] —1.02x 1072 | —2.00 x 1072
9| —3.21 x1072 | —4.00 x 10~2
13 | =5.99 x 1072 | —6.00 x 102
17 | —8.96 x 1072 | —8.00 x 102
21 | —=1.20x 1071 | —1.00 x 10!
25 | —1.51 x 107! | —1.20 x 10!
20 | —1.82x 107! | —1.40 x 101
33 | =214 x 1071 | —1.60 x 10~
37 | =248 x 1071 | —=1.80 x 10~
41 | —2.82 x 107! | —2.00 x 10~*

Tabela 5.3: Deslocamentos no equilibrio da barra de material elasto platico

’ No6 ‘ a0 o* ‘
1 0.00 0.00
5 0.00 4.60 x 1074
9 0.00 2.66 x 1073
9 0.00 6.11 x 1073
17 0.00 1.10 x 102
21 | 2.74 x 1073 | 1.68 x 1072
25 | 1.95 x 1072 | 2.32 x 10~2
29 | 3.13x 1072 | 2.99 x 1072
33 | 4.16 x 1072 | 3.61 x 102
37 | 5.05 x 1072 | 3.72 x 1072
41 [ 271 x 1072 | 9.99 x 1073

Tabela 5.4: Tensao na superficie de contato da barra contituida por material elasto-

“pléstico
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Tensoes na superficie de contato (caso elasto—plastico)
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Figura 5.10: Tensoes na superficie de contato da barra constituida por material elasto-
plastico

em termos do tensor direito de deformagao de Cauchy-Green e seus principais in-
variantes, dada por:

Flu) = /Q (er(I — 3) + eo(IT — 3)) dQ — Loy (u) (5.4.13)

onde ¢; e ¢y s@o constantes que dependem do material, Lo (u) é dado pelo vetor das
forcas, como no caso linearmente elastico,

I=tr (C)
Lo 2
IT= (1"~ 1 (C%)
II] =det C
onde
Cry =061y 4 dirui g + 85 5u 1 + i 1y, 7
e

Uj,5 = auz/ax]
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O problema de Otimizacao de Forma para corpos de borracha pode ser escrito
como o seguinte problema em dois niveis:

Minimizar F(x, u)

xX,u
X €0
u=argmin F(x,v) (5.4.14)
s.a v
ue K
Sl =1

onde K é o conjunto dos deslocamentos admissiveis, F'(x, u) esta descrito em (5.4.13)
e x € variavel de parametriza¢ao do dominio 2.

Na resolucéo do problema (5.4.14), para a barra foram utilizados os dados de
[27]:

e Comprimento da barra: 10 cm

e Altura da barra : 0.3 cm

e Constantes do material: ¢; = 80 e co = 20 psi
Utilizamos,

e Distancia da superficie rigida: d = 0.1 cm

e Forga constante aplicada: —20 kN /cm?

e Variavel de projeto: x € © ={x € R| —0.3 < x <0.3}

A configuracdo inicial da barra e a correpondente configuracdo de equilibrio,
estao na Figura 5.11.

A avaliagao da fungao objetivo se faz como no caso anterior.

A discretizagao da restrigao de incompressibilidade do material (dada pela equa-
gao IIT = 1) foi determinada no ponto central de cada elemeto finito, afim de evitar
travamento numeérico.

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10)e
o software MINOS [34] na resoluc¢ao dos subproblemas das fases de minimizacao e
otimizagao.

O resultado obtido como inclinacao 6tima obtida corresponde ao limite superior
da variavel de projeto.

A Figura 5.12 representa as configuragoes 6tima da barra e de equilibrio.

Na Tabela 5.5 estao os deslocamentos dos nos da superficie de contato, para a
configuracao de equilibrio. A primeira coluna representa o ntimero do né, de acordo
com a Figura 5.3 e o par ug,u, representa os deslocamentos nas direcoes = e y
respectivamente.

Na Tabela 5.6 e na Figura 5.13 estao os valores das tensoes nos nés da superficie
de contato, nas configuracdes inicial (¢°) e 6tima (o).
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’ No \ Uy Uy

1 0.00 0.00
51 —1.94x 1072 | —6.00 x 1072
9] -239%x1072 | —1.20 x 107!
13 | =751 x 107! | —1.80 x 107!
17 | 7.05x1073 | —2.40 x 107!
21 | 214 x1072 | =3.00 x 10~
25 | 3.54x1072 | —=3.60 x 10~
20 | 5.01x1072 | —4.20 x 101
33 | 6.52x107%2 | —4.80 x 10!
37 | 7.36x107% | —5.40 x 107!
41 | 950 x 1072 | —6.00 x 10~!

Tabela 5.5: Deslocamentos no equilibrio da barra de borracha

Tabela 5.6: Tensdo na superficie de contato da viga de borracha

’ No \ oV \ o* ‘
1 0.00 0.00
5 0.00 | 0.00
9 0.00 | 0.00

13 0.00 | 0.00
17 | 5.41 2.98
21 | 17.32 | 17.11
25 | 12.00 | 12.52
29 9.39 9.57
33 8.66 8.62
37 | 12.29 | 11.82
41 9.02 9.72
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Figura 5.11: Configuragao inicial e de equilibrio da barra de borracha (F = —27.08)

5.5 Otimizagao Topolégica em problemas de con-
tato

O problema de Otimizagao Topologica consiste em determinar o volume e/ou a
distribuicao de material de um corpo, de modo a otimizar uma funcao custo, quando
sujeito a forgas externas e possivelmente contato.

O problema de otimizagao topologica pode ser descrito como em [7]:

MiniIIL‘nizar W(A,U(A))

_ (5.5.15)
s.a g=V -V <0

onde A é a varidvel de projeto, W(A,U) e V sdo a energia de deformacdo e o
volume do sistema, respectivamente. V' é o volume maximo admitido e U é o vetor
dos deslocamentos que resolve o problema de equilibrio:

Mini{gnizar W(A,U) - FU

(5.5.16)
s.a UeK

onde K é o conjunto de deslocamentos admissiveis para o problema de contato.

As variaveis do segundo nivel sdo os deslocamentos U, obtidos na resolugao do
problema de equilibrio. A formulagao em dois niveis é :
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Figura 5.12: Configuragao 6tima e de equilibrio da barra de borracha (F = —33.47)

Minimizar W (A,U)
AU

g=V-V<0
sa U:argénin W(A,U) - FU

s.a UeK

(5.5.17)

5.5.1 Um sistema de trelicas

Um exemplo de problema de Otimizagao Topoldgica é o sistema de treliga composto
por nove barras, cada uma com comprimento [; e espessura A; (i = 1,...,9), sujeito
a cargas externas P1 e P6, conforme a figura 5.14.

Assumimos que os delocamentos nos nés 1 e 2 sdo apenas verticais e que exis-
tem trés superficies rigidas localizadas a distancias sp1, sps2, sps dos nos 3, 5 e 6
respectivamente.

O problema de otimizagao estrutural da trelica pode ser formulado como o se-
guinte problema em dois niveis:

Mingnl}izar W(A,U)
’ V(A) -V <0
s a u=argmin W,(A,U) - PTU
U
s.a UcKk

(5.5.18)
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Tensoes na superficie de contato (caso borracha)
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Figura 5.13: Tensoes na superficie de contato da viga de borracha

onde U € IR' ¢ o vetor dos deslocamentos, V é o volume total das barras, V é o
volume maximo permitido e K = {U € IR'?|ug > sp1, u10 > sp2 and uis < sp3}
é o conjunto de deslocamentos admissiveis e P é o vetor das cargas.

Consideramos como fungao objetivo W(A,U) = Z?:l w;, a energia de deforma-
¢ao em materiais linearmente eléasticos.

Estudamos quatro situagoes diferentes do problema, variando os pontos de apli-
cagao e os valores das cargas e as posigoes das superficies rigidas.

Em todos os casos utilizamos os seguintes dados para as barras:

e Espessura maxima de cada barra: 4; = 4mm (i = 1,..9);

e [, = 200mm para barras horizontais (i = 2,4,6,8) e verticais (i = 1,5,9) e
; = 200v/2mm para barras diagonais (i = 3,7);

e £ =2x10° N/mm?;

e Volume total maximo V = 25% do volume completo, com todas as barras
assumindo sua espessura maxima.

e Distancia maxima dos obstaculos = 2 mm, (considerando que a base da treliga
coincide com o eixo z, sp1 < 0,sp2 < 0 e sp3 > 0).

Exemplo 5.4. Maximizacao da rigidez de um sistema de treliga
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Fa
I
Figura 5.14: Configuragao do sistema de treliga com nove barras
’ Iteragao \ Energia de deformagao
Inicial (0) 0.00
Final (20) 6.39
Tabela 5.7: Fungao objetivo do primeiro nivel - exemplo 5.4
Consideramos que ha apenas a carga vertical P1 = —100N aplicada sobre a

treliga no n6 1. As superficies rigidas estdo distantes sp; = Omm, sps = Omm e
sps = Omm dos noés 3, 4 e 5 respectivamente.

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10) e
o software MINOS [34] na resolucao dos subproblemas das fases de minimizacao e
otimizagao.

A estrutura otima obtida é apresentada na figura 5.15. As barras em preto
correspondem as barras que se mantém na estrutura final. As barras tracejadas sao
as originais nas posigoes iniciais. Observamos que o volume méximo ¢é atingido.

Na tabela 5.7 estao os valores da energia de deformacao nas configuragoes inicial
e O0tima da trelica. As espessuras das barras na configuragao 6tima estao apresen-
tadas na tabela 5.8 e os deslocamentos dos nos estao na tabela 5.9.

Exemplo 5.5. Maximizagao da rigidez de um sistema de treliga

Consideramos que ha apenas a carga vertical P1 = —100N aplicada no no 1
da trelica e que as superficies rigidas estao distantes sp; = —lmm, sps = Omm e
sp3 = Omm dos nos 3, 4 e 5 respectivamente.

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10) e
o software MINOS [34] na resolucao dos subproblemas das fases de minimizacao e
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Figura 5.15: Configuragao 6tima e equilibrio - exemplo 5.4

otimizagao.

A estrutura 6tima obtida é apresentada na figura 5.16 (esquerda). As barras
em preto correspondem as barras que se mantém na estrutura final. As barras
tracejadas sdo as originais nas posigoes iniciais. Observamos que o volume méaximo
é atingido.

Na tabela 5.10 estao os valores da energia de deformagao nas configuragoes
inicial e 6tima da trelica. As espessuras das barras na configuragdo 6tima estao
apresentadas na tabela 5.11 e os deslocamentos dos nés estao na tabela 5.12.

Exemplo 5.6. Maximizagao da rigidez de um sistema de treliga

Barra ¢ A;

0.00
1.22 x10~7
4.00
3.50
3.50
0.00
1.57 x10~7
9.89 x10~8
0.00

—_

© 00 O UL W N

Tabela 5.8: Espessuras das barras - exemplo 5.4
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’ Node \ Uy = Ui—1 \ Uy = Uo;
1 0.00 -1.28 x107!
2 0.00 -1.71 x10~!
3 -6.44 x1073 0.00
4 -2.86 x1072 | -2.86 x1072
5 -9.24 x1073 | 1.54 x1073
6 -2.06 x10~2 0.00

Tabela 5.9: Deslocamentos nos nés - exemplo 5.4

’ Tteragao \ Energia de deformacao

Inicial (0)
Final (8)

0.000
39.50

Tabela 5.10: Fungao objetivo do primeiro nivel - exemplo 5.5

Tabela 5.11: Espessuras das barras - exemplo 5.5

’ Barra ¢ \

A

1

© 00~ O Tk Wi

0.00
1.27
1.79
2.53
1.27
0.00
1.79
1.27
1.27

’ Node ‘ Uyp = U251 ‘ Uy = U2;
1 0.00 -7.90 x107 1T
2 0.00 -7.81 x10!
3 7.9 x1072 | -4.74 x10~*
4 -7.9 x1072 | -5.53 x10~!
5 8.98 x1072 0.00
6 -1.58 <107t | -7.90 x10~2

Tabela 5.12: Deslocamentos nos nos - exemplo 5.5
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Figura 5.16: Configuragio 6tima e equilibrio - exemplo 5.5

‘ Tteracao ‘ Energia de deformacao ‘
Inicial (0) 0.000
Final (18) 32.00

Tabela 5.13: Fun¢ao Objetivo do primeiro nivel - exemplo 5.6

Consideramos que ha apenas a carga P1 = +100N aplicada no n6 1 e que as
superficies rigidas estao distantes sp; = —1,sps = 0,sp3 = 1 dos noés 3, 4 e 5
respectivamente.

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10) e
o software MINOS [34] na resoluc¢do dos subproblemas das fases de minimizagao e
otimizacao.

A estrutura 6tima obtida é apresentada na figura 5.17. As barras em preto
correspondem as barras que se mantém na estrutura final. As barras tracejadas sao
as originais nas posigoes iniciais. Observamos que o volume maximo ¢é atingido.

Na tabela 5.13 estao os valores da energia de deformagao nas configuragoes
inicial e 6tima da trelica. As espessuras das barras na configuracao 6tima estao
apresentadas na tabela 77 e os deslocamentos dos noés estao na tabela 5.15.

Exemplo 5.7. Maximizacao da rigidez de um sistema de treliga

Consideramos que hé cargas P1 = +100N e P6 = —100N, aplicadas no nés 1 e 6
respectivamente, e que as superficies rigidas estao distantes sp; = Omm, spy; = Omm
e sps = Omm dos noés 3, 4 e 5, respectivamente.
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Figura 5.17: Configuragao 6tima e equilibrio - exemplo 5.6

Utilizamos o Algoritmo 4.2 para resolver o problema em dois niveis (5.4.10) e
o software MINOS [34] na resoluc¢do dos subproblemas das fases de minimizagao e
otimizacao.

A estrutura otima obtida é apresentada na figura 5.18. As barras em preto
correspondem as barras que se mantém na estrutura final. As barras tracejadas séo
as originais nas posigoes iniciais. Observamos que o volume maximo é atingido.

Na tabela 5.16 estao os valores da energia de deformagao nas configuragoes
inicial e 6tima da trelica. As espessuras das barras na configuragdo 6tima estao
apresentadas na tabela 5.17 e os deslocamentos dos nés estao na tabela 5.18.
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’ Barrra ¢ \ A; ‘
1 0.00
1.41
1.99
2.81
1.41
0.00
1.99
1.41
0.00

© 00 ~J O Tk Wi

Tabela 5.14: Espessuras das barras - exemplo 5.6

’ Node \ Uy = Ui—1 \ Uy = Uy ‘

1 0.00 1.64
2 0.00 1.64
3 -7.12 x1072 1.36
4 7.12 x1072 1.43
5 -7.00 x10~2 1.00
6 1.42 x10~! 1.00

Tabela 5.15: Deslocamentos dos nos - exemplo 5.6

’ Iteragao \ Energia de deformagao
Inicial (0) 0.00
Final (11) 14.24

Tabela 5.16: Fungao Objetivo do primeiro nivel - exemplo 5.7

Barrrai‘ A; ‘

1 0.00
0.00
3.06
4.00
2.16
0.00
0.00
2.16
0.00

© 00~ O Ui W N

Tabela 5.17: Espessuras das barras - exemplo 5.6
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Figura 5.18: Configuracio 6tima e equilibrio - exemplo 5.7

’ Node ‘ Uy = U2i—1 ‘ Uy = U2 ‘
1 0.00 -1.88x107 1
2 0.00 -2.07x107 1
3 -9.62 x10~2 0.00
4 -4.99 x1072 | -4.62 x10~2
5 -1.97 x1072 | 1.54 x1073
6 -9.62 x102 0.00

Tabela 5.18: Deslocamentos dos nos - exemplo 5.6
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