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Prefacio

A presenca de incerteza é uma constante na vida moderna. Entretanto, isto nao sig-
nifica que devemos nos desesperar ou tentar eliminar completamente as incertezas.
Isto poderia resultar em gastos excessivos ou em situagoes pouco praticas. Por ou-
tro lado, as incertezas nao podem ser ignoradas exceto, possivelmente, em sistemas
pequenos e muito simples. Este tltimo nao é o caso em sistemas complexos como os
biolégicos e sociais. Também nao é o caso em mercados financeiros. A modelagem
de sistemas complexos e com caracteristicas estocasticas vem sendo utilizada cada
vez mais nas ciéncias sociais e biologicas, permitindo descrever situagoes onde a
incerteza € a tnica certeza.

Nos ultimos anos, através do estudo de técnicas de probabilidade e estatistica,
grandes progressos teoricos e praticos vém sendo feitos na anéalise de investimentos
e na protecao contra eventos catastroficos. Tais estudos nao se atém somente ao
ambito de aplicacbes financeiras mas sdo potencialmente relevantes, por exemplo,
a pequenas cooperativas de agricultores que precisam planejar seus insumos para
as proximas safras, ou para um grupo que decide gerir seu proprio seguro saiide ou
seu fundo de pensao. O estudo de modelos estocésticos estd também cada vez mais
comum para a gestao de seguros e outros processos que envolvem risco.

O tema de modelagem matemética em finangas é fascinante e possui aspectos
interdisciplinares que relacionam algumas das principais contribuigoes cientificas do
século XX. Dentre elas, citamos como exemplo:

e A metodologia de Arrow-Debreu descrita na Segao 2.2 que esté associada ao
prémio Nobel em Economia de Kenneth Arrow (1972) e o de Gerard Debreu
(1983).

e A teoria de precificagdo por principios de ndo-arbitragem e de cobertura de
carteiras tratada no Capitulo 2 e que leva a equagdo de Black-Scholes do
Capitulo 5. Esta ultima contribuicdo esta associada ao prémio Nobel de 1997
para Robert Merton e Myron Scholes também na area de Economia.

e A formula de Feynman-Kac que é o assunto do Capitulo 4. Aqui novamente,
temos uma referéncia ao célebre matematico aplicado Marc Kac em conexao
com o fisico Richard P. Feynman ganhador do prémio Nobel de Fisica de 1965.

O presente texto tem por objetivo apresentar de forma sucinta e elementar alguns
aspectos da area de modelagem mateméatica em finangas. Mais especificamente no
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aprecamento de derivativos. Nossa exposicao se caracteriza por evitar ao maximo
o uso de conceitos avancados de anélise e calculo estocastico. A énfase segue a
méxima atribuida a Marc Kac

Be wise, discretise!

Sendo assim, o texto se concentra em quase sua totalidade em modelos em tempo
discreto. Dentro deste espirito, o Capitulo 4 sobre a férmula de Feynman-Kac é com-
pletamente original e até quanto sabemos neste nivel elementar nao possui similar
em outros textos na area de finangas. A despeito do contexto de tempo discreto e
do carater elementar da exposigao, os resultados estao diretamente conectados com
aplicagbes e permitem, através dos chamados métodos de Monte Carlo a implemen-
tagdo numeérica em problemas préticos. A apresentacdo tem um carater informal,
porém tentamos ao maximo fornecer referéncias a textos mais avangados.

Rio de Janeiro, 30 de abril de 2007.

Max O. de Souza
Jorge P. Zubelli



Capitulo 1

Introducao

This conjoining of intrinsic intellec-
tual interest with extrinsic application s
central to the research in modern finance.
— R. Merton. Nobel Lecture

Nos ultimos anos, uma verdadeira revolugao conceitual teve lugar e levou a uti-
lizacao de um ferramental matematico cada vez mais sofisticado nas diversas areas
associadas a mercados de capitais e seguros. Isto se deve em parte ao crescimento
do chamado mercado de derivativos, ou seja de instrumentos financeiros cujo valor
deriva de outros instrumentos mais fundamentais como agoes, bonds, ou commodi-
ties. Um exemplo de um derivativo é uma opgao, ou seja um contrato que dé ao
possuidor o direito, mas nao a obrigacao, de negociar no futuro um ativo a um certo
prego pré-estabelecido. O uso de tais instrumentos, chamados de derivativos, em
mercados financeiros modernos se tornou tao importante, que o seu volume cresceu
para ser comparavel com os chamados mercados primérios. Uma das razoes prin-
cipais para isto é que opgoes sao usadas amplamente como uma forma de protecao
contra as flutuagoes dos valores de pregos de produtos e bens.

Um dos problemas centrais em mercados de derivativos é o de aprecamento:
Como determinar o prego justo, hoje, de um contrato financeiro sobre um ativo
cujo o comportamento futuro € imprevisivel e sujeito a flutuacgoes aleatorias? Este
problema envolve técnicas matematicas bastante sofisticadas tais como anélise es-
tocastica, equagoes diferenciais parciais, e otimizagao. O prémio Nobel de 1997 em
Economia foi outorgado a Robert C. Merton e Myron S. Scholes pelo seu trabalho,
em colaboracgao, com Fisher Black, no desenvolvimento do modelo de Black-Scholes
de precificacao de opgoes. Black, que havia falecido em 1995, teria sido, indubité-
velmente, também agraciado com o prémio caso ainda estivesse vivo.

Intimamente ligada a questao de aprecamento estd a questao de protegao e
cobertura de riscos. O vendedor do contrato deve ser capaz de se proteger em relagao
as flutuagoes do mercado para que, de fato, possa cumprir com a sua obrigacao.
Isto esté ligado ao conceito de hedging ou cobertura de riscos que toma um papel
essencial no enfoque proposto por Black, Merton e Scholes.

11
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Algumas perguntas naturais que surgem quando falamos de opgdes e contratos
derivativos sao:

e Por qué? O uso de contratos derivativos do lado do comprador esté associado
a protecao ou redugao de exposi¢ao ao risco. Como exemplo, uma firma pode
ter que comprar parte de seus insumos em uma moeda estrangeira, digamos
0 euro, e com isso assumir uma divida nesta moeda em um momento futuro.
Com o objetivo de se proteger ela pode decidir entrar em um contrato futuro no
qual tenha o direito de adquirir uma certa quantidade de euros por uma taxa
de cambio pré-fixada. Do ponto de vista do vendedor destes contratos, eles
podem ser usados com o objetivo de alavancar seus lucros (e conseqiientemente
exp0d-lo a um risco), ou no caso de uma institui¢ao financeira com uma grande
carteira, contrabalancar outros contratos de seu portfélio.

e Quando? Contratos derivativos devem ser usados sempre que existe risco ou
incerteza sobre os possiveis fluxos de caixa. Em um certo sentido, contratos
de seguro podem ser pensados como derivativos. Investimentos em renda fixa
também.

e Quem? Muitos investidores, mesmo sem saber, s@o possuidores ou afetados
por tais contratos. Além de grandes investidores institucionais podemos citar
possuidores de titulos de renda fixa, possuidores de seguros, fundos de pensao,
empresas que trabalham com exportagao e importacgao.

Vamos exemplificar os contratos mais simples:

Opcao de compra européia (call): Um contrato que da ao possuidor o
direito, mas nao a obrigacao, de comprar uma unidade de um ativo subjacente no
instante futuro T por um prego (strike) K. O chamado payoff F deste contrato é

| Sr—K seSr>K,
F(Sr) _{ 0 se St < K.

Opcdo de venda européia (put): Da o direito ao possuidor de vender uma
unidade de um ativo subjacente no instante futuro T’ por um prego (strike) K. Seu
payoff é

[ K-Xr ifXr<K,
F(XT)_{ 0 if X7 > K.

No texto que se segue, vamos atacar o problema fundamental de determinar o
prego justo V(¢,.5) em um instante ¢ < T do contrato dado que o ativo subjacente
neste instante t vale S = S;. Um dos aspectos fascinantes é que, de acordo com a
modelagem desenvolvida por Black, Merton e Scholes dentro de hipoteses bastante
simplificadoras, V(t, S) satisfaz a equacao de Black-Scholes:

WV 1 5,00V oV
o T2 et <SV)
S) =

V(T, F(S)
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onde r é a taxa de juros prevalente no mercado e o é a volatilidade do ativo subja-
cente S;.

Dentre as hipoteses simplificadoras mencionadas est4 que o nosso mercado é
completo e que consiste somente de um ativo sem risco (um investimento bancério
seguro a uma taxa constante ) e um ativo com risco S que satisfaz um movimento
Browniano exponencial de volatilidade constante o

No caso de uma opgao de compra, a solucao da equagao de Black-Scholes toma
a forma

CB8(S,t; K, T,r,0) = XN(dy) — Ke " T"YN(d_) (1.0.1)

onde N ¢ a distribuigao normal cumulativa

_ log(Xem TV /K) LoVT—t
N ovT —t 2 '

Um grafico ilustrativo se encontra na Figura 1.1.

dy

(1.0.2)

Value of a Cal

Figura 1.1: Grafico do prego de uma opgao de compra (call) europeia.

1.1 Modelagem Basica de Dados Financeiros

Nosso principal foco nestas notas é a modelagem do prego de derivativos. Nao
poderiamos, porém, deixar de mencionar algumas palavras sobre a modelagem dos
ativos subjacentes que servem de base para tais derivativos, como por exemplo as
acoes ou indices sobre cestas de agoes.

Na parte superior da Figura 1.2, mostramos o grafico do indice IBOVESPA
em um periodo recente. Na parte inferior da Figura 1.2 mostramos o grafico da
simulagao numérica usando o modelo binomial para um indice ficticio. O programa
utilizado para gerar a simulacdo se encontra no Apéndice B. Este exercicio nos
mostra que pelo menos ao nivel visual e qualitativo o comportamento estatistico do
mercado e da simulacao se assemelham.
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27000 T T T T T T T

IIbovespaI

26500 —

26000 —

25500 —

25000 - b,

24500 - N

24000 - B

23500 1 1 1 1 1 1 1 1 1

27000 T T T T T T

T T
Modelo Binomial

26000 - b,

25000 - b,

24000 - b,

23000 - b,

22000 - 1

21000 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 1.2: Figura superior: Valores do indice IBOVESPA. Figura inferior: Simu-
lacao numérica de um indice ficticio seguindo o modelo binomial
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A analise e modelagem estatistica de séries temporais em finangas ¢ um assunto
vem sendo estudado intensamente. Novamente aqui, como varios outros topicos
destas notas, esta ligado a contribui¢coes importantissimas como o prémio Nobel
de 2003 em Economia outorgado a R. F. Engle. Entretanto, nosso objetivo nestas
notas nao é o de seguir nesta diregao. Nos limitamos a deixar registrado que do
ponto de vista estatistico, um grande ntimero de modelos para o comportamento
dos ativos vem sendo proposto. Dentre estes modelos, podemos citar:

e Processos estocasticos auto-similares.
e Movimento Browniano fracionéario.

e Processos de Lévy.

e Processos auto-regressivos.

Uma excelente introducao e amplas referéncias podem ser encontradas no texto
[VOI].

1.2 Plano para o Texto

Nosso foco nestas notas notas sera o de utilizar processos Markovianos em tempo dis-
creto. Em tultima analise, apds a passagem ao limite dos modelos aqui considerados,
obtemos processos difusivos baseados no movimento Browniano. A metodologia ini-
cial de apregamento seguiréd o enfoque de auséncia de oportunidades de arbitragem,
cobertura de portfolios e medida neutra ao risco. Estas idéias serao brevemente
exemplificadas na Seg¢do 1.3 e posteriormente em mais detalhe no Capitulo 2.

O Capitulo 3 implementaré as idéias de aprecamento por nao arbitragem no
contexto do importantissimo modelo binomial, que na literatura de financas esté
associado ao modelo de Cox, Ross e Rubinstein [CO-RO-RU]J.

No Capitulo 4, desenvolveremos a féormula de Feynman-Kac em um contexto
discreto e usaremos esta férmula para interpretar o resultado do apregamento em
termos de solugoes de certas equagoes de diferencgas.

Finalmente, no Capitulo 5 efetuaremos a passagem ao limite continuo, o que
nos permitira explicar a equagao de Black-Scholes mencionada acima e a férmula
de aprecamento.

No Apéncice A, que consideramos um acessério fundamental para a leitura do
texto, apresentamos um revisao dos principais conceitos de probabilidade e processos
estocasticos que utilizamos no restante do texto.

Por brevidade, neste texto nao nos dedicaremos & analise e modelagem estatistica
de dados. Este assunto, apesar de sua extrema importancia, foge ao escopo destas
notas. Do ponto de vista de pesquisa recente, bem como de aplicagoes em financas
e atuaria recomendamos os textos e atas dos eventos [KO-MO, FE-SC-KO]. Para
aplicagdo na area de andlise de risco e alocagio de carteiras recomendamos [MEU]J.
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1.3 Arbitragem e o Mundo Neutro ao Risco

Nesta segao introdutoéria, apresentaremos alguns exemplos ilustrativos com o ob-
jetivo de motivar a idéia de aprecamento neutro ao risco e principios de nao-
arbitragem.

Arbitragem pode ser entendida intuitivamente como a possibilidade de fazer
dinheiro do nada, sem risco.

Exemplo 1.1. Considere uma roleta que paga 2:1 quando sai vermelho, e nada
quando sai preto e cujas probabilidades sao

Vermelho 70%
Preto 30%

Se jogarmos muitas vezes, esperamos receber, em média,
2x0.74+0x0.3=R$1,40

por real apostado.
Um negociante local oferece um bilhete que vale

e R$100,00, se sair vermelho na roleta
e R30,00, se sair preto.

O bilhete € vendido a R$60,00. Vocé compra ou vocé vende?

Usando o raciocinio acima, temos um valor esperado de R$70,00 para o bilhete.
Portanto, o bilhete parece estar barato e vale a pena comprd-lo. Entretanto, consi-
dere as seguintes estratégias que o megociante pode adotar ao vender um bilhete:

1. Ele guarda os R360,00.

e Se sair preto, ele fica com R$60,00 de lucro.

e Se sair vermelho, ele tem um prejuizo de R$40,00.
2. Ele aposta os R$60,00 na roleta.

e Se sair preto, ele perde tudo, mas também nao tem que pagar nada.
e Se sair vermelho, ele recebe R$120,00, paga R$100,00 e lucra R$20,00.
3. Ele aposta R$ 50,00 na roleta.
e Se sair preto, ele perde os R$50,00, nao precisa pagar nada e fica com
um lucro de R$10,00.
e Se sair vermelho, ele recebe R$100,00, com os quais paga o prometido

pelo bilhete e lucra R$10,00.

A simples estratégia 2, jd garante que ele ndao terd prejuizo e ainda poderd ter
lucro. A estratégia 3, entretanto, ainda € mais eficiente. Independente do resultado
da roleta, ele lucra R$10,00.
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Nesse caso, se quiséssemos precificar o bilhete através do valor esperado dele,
deveriamos ter usado probabilidades iguais a 1/2 para os dois possiveis resultados.
Esse percepcao, nos leva a definicado de uma medida de probabilidade neutra ao
risco, que nos permite precificar corretamente o ativo em questdo. E interessante
notar que essas probabilidades ndo estdo associadas as probabilidades freqiiénciais,
0 que nao é nada intuitivo em principio.

Exemplo 1.2. Considere uma moeda cujas probabilidades sao

{ Cara %
1

Coroa

Suponha também que vocé receba R$0,50 quando sai coroa e R$2,00 quando sai cara
para cada real apostado. Em média, esperamos acumular um valor de

1 1 3 13
5 X3 T2x =5 =162

Quanto vale um bilhete que retorna R$12,00 se der cara e nada se der coroa, numa
cidade com empréstimo sem juros?

Almocgo de graga Se cobrarmos R$9,00 como seria o esperado podemos proceder
da sequinte forma:

e Apostamos R$6,00 na moeda.
e Se der cara, recebemos R$12,00, pagamos o valor do bilhete e lucramos R$3,00.
e Se der coroa recebemos R$3,00 e lucramos R$6,00.

Nesse caso o preco justo seria R$4,00!!

Hedging Considere a sequinte estratégia, ao vender um bilheter por R$4,00:
e Tomamos R$4,00 emprestado.
e Apostamos na moeda R$8,00.

e Se der cara: ganhamos R$16,00 pagamos R$12,00 ao comprador do bilhete e
usamos os R$4,00 restantes para quitar o empréstimo.

e Se der coroa: ganhamos R$4,00 e quitamos o empréstimo.

Mais Hedging Se o bilhete fosse vendido por R$3,00 em wvez, poderiamos mos
aproveitar da situacao usando a sequinte estratégia:

e Tomamos R$7,00 de um terceiro, nos comprometendo a pagar o retorno de
uma aposta desse valor na moeda.

e Compramos o bilhete do vendedor por R$3,00.
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e FEsperamos o resultado da moeda.

e Se der cara: ganhamos R$12,00, juntamos mais R$2,00 e pagamos o terceiro;
lucramos R$2,00.

e Se der coroa: ficamos com R$4,00, pagamos R$3,50 ao terceiro e embolsamos

R$0,50.

Mas... Algumas objecoes podem aparecer:
e [sso deve ser uma conseqiiéncia de se ter a possibilidade de ganho nulo;
o Empréstimos sem juros nem mos contos de fada;

e Tomar dinheiro com um terceiro e aplicar no ativo com risco nao parece algo
factivel.

FEntretanto:

e De fato nao! Se o bilhete pagasse R$3,00 no caso de coroa e R$12,00 se for
cara o prego justo é R$6,00 e nio R39,75 como poderia parecer a primeira
vista! Note que o bilhete estd na mesma propor¢do da moeda agora!

e Juros nao mudam a conclusao, embora mudem os valores.
e Ficar vendido é uma operagiao comum no mercado.

No exemplo acima, a probabilidade neutra ao risco é 1/3 para cara e 2/3 para
coroa. Assim, nos dois casos mencionados no exemplo, temos:

1 2
3 x R$12,00 + 3 x R$0,00 = R$4,00
1 2
3 x R$12,00 + 3 x R$3,00 = R$6,00
Note que um bilhete que paga R reais, no caso da moeda dar cara, custa menos que

um bilhete que para R reais no caso da moeda dar coroa. Nesse sentido, o bilhete
pode ser interpretado com uma espécie de seguro que cobra mais no caso adverso.



Capitulo 2

Aprecamento Via
Nao-Arbitragem

For a successful technology, reality
must take precedence over public relations,
for Nature cannot be fooled.

— R. P. Feynman

2.1 Arbitragem

A nocao de arbitragem é extremamente importante na moderna teoria de finangas
e é o alicerce da teoria de precificagdo de opgoes, cujo desenvolvimento inicial é
devido a [BL-SC, MER].

A idéia de arbitragem pode ser explicada através de uma piada bastante comum,
em véarias versoes, nos circulos académico-financeiros: um professor de finangas
matematicas estd caminhando com um colega de outra area, que encontra uma
nota de R$100,00 no chao e est4 pronto a pegé-la, quando o professor retruca: Nao
tente fazer isso! E absolutamente impossivel que exista uma nota de R$100,00 no
chao. De fato, se fosse o caso, alguma outra pessoa ja a teria encontrado.

Para fins dessa discussao introdutoria, vamos usar a seguinte definicao:

Definigao 2.1. Uma arbitragem é uma posi¢ao no mercado satisfazendo:
1. custo inicial zero;
2. impossibilidade de prejuizo no futuro;
3. probabilidade nao-nula de lucro no futuro.

Se no dia a dia, a idéia de encontrar uma nota de R$100,00 na esquina nos parece
esdriixula, no mercado financeiro isso é ainda mais verdade. No exemplo abaixo,
adaptado de [AV-LA], mostramos como isso pode ser explorado:

19
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Exemplo: Suponha que o preco da onga de ouro seja R$800,00 e que o prego
de um contrato a termo, com vencimento em trés meses de uma onga de ouro seja
R$780,00. Suponha também que o juros de conveniéncia! no periodo de trés meses
seja, anualizado, de 10%. Finalmente, suponha que haja empréstimos a uma taxa
trimestral de juros que, anualizada, seja de 4%.

Nesse caso podemos realizar uma arbitragem da seguinte maneira: ficamos ven-
didos em uma onca de ouro; aplicamos o dinheiro por trés meses e entramos num
contrato a termo também por trés meses. O custo dessa operagao é

R$800,00 x 2.5% = R$20,00 juros de conveniéncia
R$800,00 x 1.0% = R$8,00 juros
custo = R$12,00.

Ao final do trés meses, teremos entao R$ 788,00 na conta. Comprando o ouro no
contrato a termo e devolvendo a barra ficamos com R$ 788,00 - R$ 780,00=R$ 8,00
de lucro. Esse exemplo estd ignorando taxas e supondo que juros do banco e no
ativo sejam pagos ou cobrados ao fim do periodo.

Note que um arbitrador? poderia fazer isso numa escala tdo grande quanto pos-
sivel. Neste caso, o mercado nao pode estar em equilibrio. Naturalmente, num
mercado eficiente, a agao dos arbitradores levaria a um ajuste nos juros de conve-
niéncia e no prego a termo do ouro de maneira a tornar a arbitragem inexistente.
Isso nos leva ao seguinte:

Principio Basico: Em um mercado eficiente, nao ha
oportunidades permanentes de arbitragem.

2.2 Modelo de Arrow-Debreu

Vamos considerar uma economia com N ativos si, ss, ..., Sy € M possiveis estados.
Um investidor toma uma posi¢ao inicial e, ap6s um periodo, um estado é escolhido
e a posicao do investidor é liquidada.

O modelo fica totalmente especificado, a partir de

p={,...,pn) €ER e D = (d;;),

onde p é o vetor de precos—com p; sendo o preco dos ativo s;—e onde D é a
matriz de fluxos de caixa. No modelo de Arrow-Debreu, estamos supondo que D é
conhecida por todos, mas que o estado final da economia nao é conhecido a priori.

1Pode ser pensado como um aluguel a ser pago pelo direito de dispor do bem durante esse
periodo.

2Como notado em [DE-SC], essas sido pessoas com dois telefones na mao e trés telas de com-
putadores na sua frente.
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Definigao 2.2. Um portfdlio de ativos € um vetor
0= (61,...,0n0)", €RY,

onde 0; > 0 significa que o investidor estd comprado no ativo e 0; < 0 significa que
o tnvestidor estd vendido no ativo.

Notagao: No que se segue, se x,y € R”, diremos que
X>y se z; >y, t=1,...,n.

Escreveremos x > 0 significando que z; > 0, i = 1,...,n. A mesma notagao vale
para >. Usaremos a notacdo usual de produto interno entre vetores 6 e v em RY,

a saber:
N
0-v= Z 0:7i-
i=1

Além disso, sera util calcularmos o produto interno entre um vetor e colunas de
uma matriz, por exemplo:

N
0 - D.’j = Z@D” .
i=1

No modelo de Arrow-Debreu, estar vendido num ativo significa tomar empres-
tado uma certa quantidade deste ativo e vendé-lo a prego presente.

Definicao 2.3. Um porifdlio de arbitragem € um portfolio 0 satisfazendo uma das
duas condigoes abairo:

1.
9-p=0, 0'D>0 ecparaalgum j, 6-D.;>0.

0-p<0 e 60'D>0.

No primeiro caso, o portfélio ndo tem custo inicial, nao oferece risco de prejuizo
e ainda oferece um possibilidade real de lucro. No segundo caso, o portfolio da lucro
imediato, sem risco de prejuizo no futuro.

Teorema 2.1. Ezxiste um vetor de numeros positivos m, tal que
p = D, (2.2.1)

se, e somente se, nao exristem portfélios de arbitragem.

Demonstragao:
Supondo que vale (2.2.1), observe que temos

0-p=6-(Dr)=(0-D)-m>0.
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Note que nas duas alternativas de arbitragem, temos que ter #* - D < 0. Mas, neste
caso, como 7 > 0, temos que ter 6 - p > 0. Logo, nao podemos ter a segunda
alternativa.

Por outro lado, se adicionalmente 6 - D. ; > 0 para algum j, entao temos que ter
0 -p > 0, o que exclui a primeira alternativa.

Para provar a volta, sejam

At = {x S Rf“

M+1
x>0e Zm:l}

i=1

L={(=0-p,0-Dj,....0-D.r), 6cRY},

Observe que L é um sub-espago vetorial e que auséncia de portfolios de arbitragem
é equivalente a

LN AT =0.
No que se segue, vamos necessitar do seguinte teorema de separagao:

Teorema 2.2 (Teorema da Separacio de Minkowski). Sejam Cy,Cy C R¥ convezos
e disjuntos, com C1 fechado e Cy compacto. Entao, existe um vetor nao-nulo o =
(a1,...,ax)t € R¥, e dois mimeros by e by distintos, tais que,

k k
Ve e C4 ,VyGCQ, Zajxj§b1<b2§2ajyj.
J=1 j=1

Note que podemos interpretar o vetor a como o vetor normal a um hiperplano
que separa os dois conjuntos, conforme mostra a Figura 2.2
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Figura 2.1: Tlustracao geométrica do teorema de Minkwoski.

Como L é um sub-espaco vetorial, portanto fechado, e AT ¢ compacto, podemos
invocar o Teorema da Separagao de Minkowski e definir

M

H=SxeRM™" 1N vz, =00, v=(10,....,7m)"
=0

Note que separagao implica
y-x>v-z, X€EA;, z€lL.

Como L é um sub-espago vetorial, concluimos que para z fixo temos que ter
y-x>cy-z, z€L e ceR.

Portanto,
v-z=0, VzelL.

Assim, L. C H.
Por outro lado, se denotarmos o i-ésimo vetor canénico do R™*1! por e;, temos
que e; € AT. Logo,

O0<~v-e=7, ©=0,....,.M+1.
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Donde,
M
VOERYN, —y0-p+» 760 -D;=0
j=1
e, portanto, temos
M
—op+ Y D=0
j=1
M "
-$(2)>
=1 \7o

Vamos escrever m; = 7y;/70; 0s pregos do estado.
Podemos entao definir o
J
M

7T]' = .
k=1Tk

Seja
M
1+R)' =) m.
k=1
Vamos ver que R representa a taxa de juros da economia.

Ativo sem risco

Suponha que exista um ativo que garanta o pagamento de R$ 1,00, qualquer que seja
o estado. O vetor de fluxos de caixa de um ativo assim seria (1,...,1)*. Suponhamos
que vale (2.2.1). Se denotarmos o prego do ativo sem risco por pg,, temos entao que

M
Psr = Zﬂ-k - (]- +R)_1
k=1

Portanto, R pode ser associado & taxa de juros sem risco vigente na economia em
questao.
Rescrevendo (2.2.1), temos

1 1
i = 0 Dijmj = —/7E(Ds),
b 1+R; %5 = 7 DY

onde E é o valor esperado com respeito & medida de probabilidade dada por P [{j}] =
;.

Podemos enunciar o resultado acima da seguinte forma:
Corolario 2.1. Suponha que o mercado nao admita portfélios de arbitragem e que
exista empréstimo sem risco a taxa R. Entdo existe wma medida de probabilidade
no conjunto de estados tal que o valor justo do ativo é o valor esperado dos seus
fluzos de caira descontado pela taxa R.
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Terminologia: A medida mencionada no corolario acima é geralmente conhecida
como Medida Neutra ao Risco ou Medida Martingal.

Nota: A probabilidade neutra ao risco nao esté associada a probabilidade freqiién-
cial observada na economia.
Mais ainda, podemos escrever

M
> #; <D”' 1) =R.
=1 pi

Ou seja, sob a probabilidade neutra ao risco, o retorno esperado de qualquer ativo
é R.

Precos de estado

Vamos incluir os seguintes ativos na economia

R$1,00 se a economia estiver no estado k

Sk com fluxo de caixa { R$0,00 caso contrario

Considere um portfolio formado por
0 =(0,Di1,...,Dipn)t,0 € RV,
Esse portfolio tem fluxo de caixa
(Di1y .-y Ding).

Assim, 6 tem o mesmo retorno do ativo .S; e isso justifica chamar 7; do prego
associado ao estado j.

2.3 Replicagao

Definigao 2.4. Dizemos que um portfélio (01, ...,0k)t de ativos S, ..., Sk replica
o ativo S, se o fluxo de caixa do portfdlio e do ativo S sao os mesmos, qualquer que
seja o estado da economia.

Proposicao 2.1 (Lei do Preco Unico). Em um mercado sem oportunidade de ar-
bitragem, se um ativo admite um portfolio replicador, entdao o preco justo do ativo
€ 0 mesmo do seu portfdlio replicador.

Demonstragao: Sejam

k
pP=(S5,....5k)" e Q=)_0,5;
j=1
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o vetor de precos dessa economia e o valor do portfélio replicador, respectivamente.
Se P < S, entdo construimos o seguinte portfélio n € RE+!

=S e np=—0;, i=1,...,K.

Como P < S, temos que
n-m<O0,

i.e, temos um lucro imediato. Como os fluxos de caixa do portfdlio e do ativo sao
os mesmos nao hé possiblidade de prejuizo, qualquer que seja o estado selecionado
pela economia no futuro. Temos, portanto, um portfélio de arbitragem.

Se P > S, basta construirmos o portfélio —n e chegamos ao mesmo resultado.
Assim, P = §S. [ |

No que se segue, veremos algumas aplicacoes da Lei do Preco Unico.

2.4 Precificacao de Derivativos por Nao-Arbitragem

Definicao 2.5. Um contrato a termo é um documento que obriga o seu possuidor
a comprar uma unidade do ativo S por um preco K —dito o strike.

Proposicao 2.2 (Valor de um contrato a termo). Num modelo sem arbitragem, o
preco @ de um contrato a termo com strike K, cujo o preco spot do ativo subjacente
é P, € dado por "
@=P-q +R

Demonstracao: Pela lei do prego tinico, basta mostrar que as duas posi¢oes tém
o mesmo fluxo de caixa. De fato, se tivermos um contrato a termo, ao final do
periodo, teremos uma unidade do ativo e teremos desembolsado K. Por outro lado,
tomando um empréstimo de K/(1 + R) e comprando o ativo agora teremos, ao
final do periodo, que desembolsar K para pagar o empréstimo e possuiremos uma
unidade do ativo. [ |

Preco a termo O prego a termo de um ativo é dado por F = (1 + R)P. A
motivagao por tras dessa defini¢ao é que, se tomarmos K = F, teremos @ = 0. Em
outras palavras, um contrato a termo cujo o strike é o prego a termo tem custo
zero. Esse fato é importante para uma modalidade de derivativo conhecida como

Contrato Futuro que, infelizmente nao trataremos aqui.

Definigao 2.6. Uma opgao de compra (Call) do tipo européia sobre o ativo S €
um documento que dd o direito, mas nao a obrigacdo, ao seu detentor de comprar
uma unidade do ativo S pelo preco K —dito o strike—no tempo T, que é o tempo
de expiracdo da op¢ao.
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Defini¢ao 2.7. Uma opgao de venda (Put) do tipo européia sobre o ativo S é um
documento que dd o direito, mas nao a obrigacdo, ao seu detentor de vender uma

unidade do ativo S pelo pregco K—dito o strike—no tempo T, que é o tempo de
expiracao da opcao.

Paridade Put-Call

Proposig¢ao 2.3 (Paridade Put-Call). Numa economia sem arbitragem, seja S o
prego de um ativo e R a tazxa livre de risco. Se P e C' denotam o preco de uma
op¢cao de venda e de uma opgao de compra, respectivamente, deve valer a sequinte
rela¢do:

K

P=C- - 2.4.2
C S+1+R ( )

Demonstracao: Se ao final do periodo, tivermos S < K, entao o detentor da opgao
de venda ira exercé-la e terd um fluxo positivo de K e fica com menos uma unidade
do ativo, com um balango de K — S. O detentor do portfélio, nao exerce a opgao
de compra, fica com menos uma unidade do ativo e tem K depositado no banco,
com um balango K — S.

Por outro lado, se S > K, o detentor da opcao de venda nao a exerceré ficando
com um fluxo zero. O detentor do portfélio, terd K no banco, com o qual exerce
a opgao e fecha a sua posicao vendida no ativo também ficando com um fluxo zero. B

Produtos sintéticos: A paridade dada por (2.4.2) nos permite montar uma op¢ao
de compra sintética em termos de uma Call, do ativo e de um depésito remunerado.
Por outro lado, ela também nos permite montar uma opgao de compra sintética,
ficando vendido numa opg¢ao de venda, vendido no ativo e comprado num deposito
bancério. Ela também nos permite montar o ativo sinteticamente: ficamos com-
prados numa opg¢ao de compra e num depoésito bancério e vendidos numa opgao de
compra. Finalmente, replicamos um depédsito bancario, ficando comprados numa
opcao de venda e vendidos numa opg¢ao de compra e no ativo.

Escrevendo (2.4.2) como

observamos que o lado esquerdo é o prego de um contrato a termo que, portanto,
podemos replicar com uma posicao comprada numa Call e vendida numa Put.

Na Figura 2.2, vemos uma replicagao de um contrato a termo através dos graficos
do valor de vencimento de uma posi¢ao comprada em opcoes de compra e vendida
em opgoes de venda.
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K
B s

(a) Call (b) Put (vendida)

K
s

(c¢) Contrato a Termo

Figura 2.2: Replicacao de um contrato a termo por uma posi¢ao comprada em Calls
e vendida em Puts.

2.5 Modelo Binomial

Vamos considerar uma economia com dois ativos e dois possiveis estados, i.e, N =
M = 2 no modelo de Arrow-Debreu.

Vamos supor que haja empréstimo a uma taxa R, i.e, um ativo sem risco. O
ativo de risco tem prego P e fluxos de caixa PU no estado I e PD no estado II, com
D < U. Graficamente isto esta descrito na Figura 2.3.
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PU

PD

Figura 2.3: Arvore binomial na medida neutra ao risco.

Vamos supor que vale nao-arbitragem para essa economia. Nesse caso, temos
que ter

. 1
C1+R
T + 79 = 1.

{#1PU + 7y PD}

Que pode ser rescrito como
T +7me=1
mU+mPD=1+R

cuja solugao é

. 1+R-D U-(1+R)
T = [ .
U-D U-D
Note que temos solugoes positivas se, e somente se,
D<14+R<U.
Essa condigao esta diretamente relacionada com nao-arbitragem. De fato, se

1+R2>U,

uma posicao vendida no ativo de risco com uma contrapartida comprada num de-
posito remunerado garante um fluxo caixa nao-negativo, com possibilidade de um
fluxo positivo. Por outro lado, se

1+ R<D,

uma posigao comprada no ativo e um empréstimo correspondente, também garante
fluxos nao negativos, como possibilidade de fluxo positivo. Nos dois casos, temos
uma arbitragem.
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Pagamento contigenciado ao estado

Considere um ativo que tem fluxo de caixa Dy no estado I e D5 no estado II. Temos
entao que o prego justo desse ativo seria

1
T 14+R

{1 D1 + 72Dy}
Exemplo Considere uma Call no ativo de risco com PD < K < PU. Nesse caso
os possiveis fluxos de caixa sao
Di;=PU—-K e Dy=0.
Portanto, o valor justo desta call, V.., é dado por

1 1+R-D
1+4R U-D

Vean = (PU - K)

Hedging e replicagao

Considere um portfélio 8 = (61, 62)t, com #; unidades do ativo de risco a um prego
P e 05 unidades em deposito remunerado—a um prego de 1/(1 + R).
O valor do portfélio vai ser entao

0, PU + 65 = Dy, no estado I;
01PD + 0y = Do, no estado II.

Resolvendo para 67 e 65, temos

0. — Dy — Do P _UDy;— DD,
'“pv-pPp ¢ T U-D
Logo, o valo do portfélio sera
02
V=6P
TR
i.e.
— L (51D + 70Dy}
“1+R i1 T T2 l2yg.

Moral Em alguns mercados, temos uma probabilidade neutra ao risco se, e so-
mente se, podemos construir portfélios replicadores. Nesse caso, podemos precificar
ativos através da Lei do Preco Unico. No que se segue, vamos estudar um pouco
mais sobre esses mercados.
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2.6 Mercados Completos e Incompletos

Definicao 2.8. Um mercado com N ativos e M estados € dito completo se, para
todo vetor de fluzo de caiza (D1,...,Dp)t, existe um portfélio 6 = (61,...,0Nn)",
cujo fluro de caiza no estado j € Dj.

Em outras palavras,

0'D=E! EecRM
tem sempre solugao. Este sera o caso quando

posto (Dt) = M.

Teorema 2.3. Suponha uma economia sem arbitragem. O mercado é completo se,
e somente se, existe um dnico vetor de precos de estado satisfazendo (2.2.1).

Demonstracao: Suponha que o mercado é completo. Entao, temos
posto(D') = M = nul(D) = 0.
Portanto D é injetora e, assim, a equagao Dm = p tem, no maximo, uma tnica
solugao.
Por outro lado, suponha que o mercado nao seja completo. Nesse caso,

posto(D") < M = posto(D) < M

Isso quer dizer, que existe v € RM satisfazendo Dv = 0. Mas entdo, se 7 é um
vetor de preco de estados, temos que

D(m + pv) = p.

Como 7 tem entradas positivas, tomando p suficientemente pequeno temos que
7+ pv tem entradas positivas. Assim, os precos de estado nao sao dnicos. [ |

O Modelo Trinomial

Considere uma economia com dois ativos, N = e trés possiveis estados M = 3, com
fluxos de caixas PU, PM e PD, D < M < U e empréstimo sem risco a taxa R.
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PU
m
T

P PM
3

PD

Figura 2.4: Arvore binomial na medida neutra ao risco.

Temos entao
T+ +7m3=1
Umi + M7y + D = 1.
Mais uma vez, temos solucoes positivas apenas se

D<1+R<U.

As solugoes positivas sdo segmentos de reta com extremos

R 1+R-—D R . 1+R-D
M= g_p o B0 e Moy
e
M—-(1+R 1+R-D
i w00 g D iz
ou

o 1+R-M , U-(1+R)

T oM 0 T T U-M
Nesse caso, o valor de um pagamento contigenciado que paga D; no estado i é dado
por:

72=0 (M <1+R).

1
1+R
Para valores fixos de D;, temos que V' é uma fungao linear das probabilidades neutras

{71 D1 + 712Dy + 713 D3}

ao risco e escreveremos V = V (f1, 72, 73). Sejam P; = (7%, 7, 4%),i =0,1,2 ¢ I;
o segmento de reta que liga os pontos Py e P; ¢ = 1,2. Temos entao o seguinte
resultado:
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Proposigao 2.4. Se V =V(P), como definido acima, temos que:

g?;; V(P) = max{V(Py),V(P;)},

onde j=1,se M >1+R ej=2 se M <1+ R.

Demonstracao: Se M > 1+ R, entao V esté definida no intervalo I; que é um
segmento de reta limitado e, portanto, compacto. Logo o maximo é atingido. Seja
d = (D1, D, D3) e defina

V(t) =t(P; — Py) +Pg-d.

Se 0 méximo for interior, em t = to € (0,1) digamos, entdo V’(ty) = 0. Nesse caso
temos

(Plfpo)d:()

Mas, nesse caso, f/(t) = Py - D e o maximo também ¢é atingido nos extremos. O
caso M < 1+ R é analogo. [ |

Exemplo 2.1. Considere uma opgao de compra (call) com strike K satisfazendo
PM < K < PU. Nesse caso, os fluxos de caiza sao: PU — K no estado I, e zero
nos estados II e III.

Assim, se M > 1+ R, temos que

Vo = —1 (I+R)(U-D)

1 v+ HERED(PU - K)
D, _
1% 0

Por outro lado, se M <1+ R, temos em vez:

_ (1+R)(U-D)
Veall T+ & V- LER-M - (pry _ )

1 vt HEEED S (PU - K)
D,
(1+R)(U-M)

Interpretagao Financeira

Podemos interpretar esses limites nos precos dos ativos em termos de aversao ao
risco: um comprador vai sempre oferecer V'~ (preco de compra) para ndo estar
correndo risco. Por outro lado, para nao incorrer em riscos, um vendedor vai estar
sempre pedindo VT (preco de venda). No caso de uma negociagao por V, com
V= <V < VT, existe risco tanto para o comprador quanto para o vendedor.
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2.7 Exercicios

1.

Suponha que haja uma eleicao presidencial, com candidatos de dois partidos
politicos, A e B. Historicamente, houve um ntmero igual de presidentes de
cada partido. Por outro lado, um corretor de apostas esta pagando 2:7 no
candidato do partido A e 3:4 no candidato do partido B.

(a) Calcule as probabilidades neutras ao risco do ponto de vista do corretor.

(b) Compare o céalculo anterior com as probabilidades fregiienciais. Inter-
prete o resultado.

(¢) Suponha que vocé conhece alguém que esté disposto a pagar 1:2 no can-
didato B. Mostre que esta situacao é passivel de arbitragem.

. Considere um pafs, onde o governo decretou uma banda cambial, i.e., a taxa

de cambio entre a moeda local XY Z e o dolar flutua na faixa
U$0.95 < XY Z < U$1.05,

por pelo menos um ano. Suponha também que o governo tenha letras de
cambio que pagam 30% ao ano e que a taxa do Banco Central Americano seja
6% ao ano. Mostre que esta é uma situacao passivel de arbitragem.

. Numa rodada de apostas considerando pré-candidatos, suponha que um cor-

retor esteja pagando Lula 6:7, Alckmin 1:6, Heloisa Helena 1:50. Calcule as
probabilidades neutras ao risco da vitéria de cada candidato. Que hipoteses
s80 necessarias para justificar a sua conta?

. Supondo uma economia sem arbitragem, para que valores do strike K, uma

opg¢ao de compra vale o mesmo que uma opgao de venda? Mostre que esse
valor independe do modelo de precificagao, desde que nao haja possibilidade
de arbitragem.

(a) Mostre que o conjunto de todas as medidas de probabilidade num con-

junto de M elementos pode ser representado como um conjunto convexo
P do RM,

(b) Seja s um titulo negociavel definido pelo seu prego e seus fluxos de caixa.
Mostre que o conjunto de medidas neutras ao risco associado a esse titulo
pode ser descrito como a intersecdo de P com um hiperplano em R,

(¢) Generalize o resultado anterior para o caso de N titulos negociaveis.

. Aplique o resultado anterior, para analisar o modelo trinomial na seguinte

situagao: S = 100.00, U = 1.10, M = 1.0, D = 0.80 e uma opc¢ao de compra
com strike de K = 105.00, que tem um prémio C' = 3.80. Mostre que se, em
vez, C = 1.00 existe uma oportunidade de arbitragem.



Capitulo 3

Modelo Binomial

The unreasonable effectiveness of
mathematics in the natural sciences.
— E. Wigner [WIG]

Neste capitulo, vamos estudar em mais detalhe o modelo binomial multiperiodos
desenvolvido inicialmente por [CO-RO-RU]. Embora seja um dos modelos mais
simples para a dindmica dos precos, este modelo ja é suficientemente rico para
permitir obtermos, inclusive, a célebre féormula de Black-Scholes quando passamos
ao limite continuo.

3.1 O Modelo Basico

Como no capitulo anterior, temos uma economia com dois ativos e dois estados
Entretanto, temos agora N + 1 datas de negdcio. Nosso espago amostral para cada
periodo continua sendo

Q={U, D}.

satisfazendo
P{U} =p e P{D}| =g
com p+q=1.
Vamos denotar por S, o preco do ativo de risco em ¢t = ¢,,. A dindmica de pregos
do ativo é dada por
SnJrl :Hn+1snu OSTLSN—].,

onde

H U, com probabilidade p,
"1 D, com probabilidade g,

A dinamica dos pregos do ativo de risco pode ser representada pela arvore da figura
3.1.
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Figura 3.1: Arvore binomial de quatro periodos

A questao que se poe, neste caso, é a construgao de uma medida de probabilidade
nos caminhos na arvore ilustrada na Figura 3.1, que nos possibilite escrever o preco
de um pagamento contigenciado como o valor esperado do payoff descontando a
valor presente. Entretanto, ja vimos que as probabilidade freqiiénciais nao sao
relevantes para uma precificacao correta do ativo. Vamos supor que existe uma
medida neutra ao risco e que, nessa medida, em cada periodo o valor correto do
ativo é o valor esperado do fluxo de caixa no préximo periodo. Mais precisamente

Hipotese Martingal Existe uma medida de probabilidade para H,, tal que

1

Sp=
1+ R

E[Sn+1 |Sn]a
que pode ser escrita como

1
1= {UPy +DPp}. Py+Pp=1.

1+
A unica solugéo do sistema acima é dada por
_1+R-D _U-(1+R)

Logo temos o seguinte resultado

Proposigao 3.1. Dado parametros U, D e R, satisfazendo D < 1+ R < U, ezxiste
uma unica medida de probabilidade neutra ao risco para H, e, conseqiientemente,
para a 0s espaco de caminhos de preco do ativo de risco.
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3.2 Precificacao de Pagamentos Contigenciados

3.2.1 Precificacao via Recursao

Suponha um payoff F'(S), cujo vencimento ocorre em t = ¢y.

Vamos denotar por S7 o preco do ativo no tempo t = t,,, que teve j choques de
preco dados por U. Vamos escrever também V;J = V(S7), onde V,,(S,) denota o
preco do contrato no tempo t = t,, com o ativo custando S,. Sob a medida neutra
ao risco, temos entao:

, 1 ‘

J_ E _qi

. 1 . ,
V= =& +R{PUV73+1 +PpVil .}

Temos que ter também a condigao terminal, i.e,
Vi = F(S%).

Para resolver a recursao acima em forma fechada, escrevemos

) 1 N—n )
i = (1rg) BRGNS =)
1 N—-n N )
= o D PlSv = SKISh = SIIF(SK).
k=0

Vamos precisar do seguinte resultado

Lema 3.1.
. N —-n . o .
P[SN:SJIillSn:S%]: (k])P(I; Jpg R
Demonstracao: Um caminho até Sjl’i, comecando em SJ pode ser pensando com
uma palavra de N — n letras com k — j letras U e N —n — k 4 j letras S. Se a
probabilidade de termos uma letra U for Py e de termos uma letra D for Pp, entao

a probabilidade de termos uma certa palavra com N —n letras, das quais k£ — j sao
Ué PE7 PN " Logo

P [Sy =SS, = 8] = Ok PP " 7FH,

onde C]li,]n denota o ntimero de caminhos comegando em SJ e terminando em S%
ou, equivalentemente, o numero de palavras e N — n letras com k — j letras U e
N —n—k+ jletras S.

Por outro lado, temos N — n lugares vazios onde podemos colocar k — j letras
U e as restantes terdo quer ser preenchidas com S. Mas, combinatoria basica nos

diz que
k,j N —n
= (5°5)
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Isto conclui a demonstragao. [ |
Portanto,

Vj _ L N Ni+j N —n Pk—jPN—n—k-‘er(Sk )
" \1+R & \k—j) v 7P N)-
Se n=j =0, temos
N N
1 N
0 _ k pN—k k
W= (rim) X () o
Registramos este importante resultado na proposicao abaixo

Proposicao 3.2. O preco de uma opgao com payoff F(S), vencimento em T = N
unidades de tempo a partir do instante atual € dado por

Vo = <1+1R>NE (F(S)[S0] .

O valor esperado proposigao 3.2 é definido pela probabilidade de se estar na
folha k no tempo N. No caso de uma arvore com Py = Pp = 1/2 a distribuigao de
probabilidade pode ser vista na Figura 3.2.1.

0.09 T T T T

0.08 | - |
007 | | E
0.06 [ E
005 |- |
0.04 | E
003 | |
002 | |

0.01 -

0 L 1

Figura 3.2: Gréfico de P [Sy = U7 DN=7|5; = S].

3.2.2 Precificacao via Hedging
Considere um portfolio ¢ = (AJ, Bi)t. O valor do portfélio serd

VI =AJSI + BI.
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Dependendo do estado, teremos
A 4+ BI(1+R) =V

Al +BI(1+R)=V/,,

Resolvendo para AJ e BJ, obtemos

i _ Vrfjrrll Vrfﬂ o J_ 1 ngﬂ JH SJ Vr{Jrl
n 1 1 n 1
R 1+ R Szil - Si+1
Portanto
j+1 j
Vi — 1 Si(1+R)— S, 1yl S — Sﬂ(1+R)le
"I R | S - Siﬂ " S =S, T
1
:1+ﬂ&w“+&Wf]

Levando em conta que V3, = F(S%), temos a mesma recursao anterior.
Temos entao a seguinte estratégia:

1. No tempo t = t,, montamos um portfolio 6 = (Al BJ)t.
2. A partir dai
j+1
Aj _ ij-&-l ij+1

B qi+l J
Sk+1 Sk+1

, n<k<N.

3. Claramente teremos ‘ ‘ o
Bl =v/ - Algl.
3.3 Precificacao das Opcoes Baunilha

Embora a férmula de precificagao derivada acima seja valida para qualquer payoff,
o seu calculo no caso de uma Call ou de uma Put tem interesse especifico além de,
historicamente, terem sido as primeiras férmulas de precificacado obtidas.

3.3.1 Calls

Neste caso, temos
F(Sy) = max(Sy — K,0)

Escrevendo SJ = S, temos que

N
k pN—k k
C(S,K;N) = 1+RNZ< )PUPD max(S% — K,0)

1+R i ( >PUPN F(Sy — K).
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Como Sk = SU*DY=k, temos que
k
|
S(lU)) DV > K = k> —5DY)

Assim, se escrevermos

ko = Mn(K/SD"™)/ In(U/ D],
onde [z] denota o menor inteiro maior ou igual a z, observamos que (1 + R)V =
(1+ R)*(1+ R)N~*, obtemos

o = o5 (2) () ()

k>ko

N
N : : U+ D
(1+R) k>ko K
Sejam
U D
P - P
Qu=17gfv ¢ Qo=977M

podemos entao escrever

N N
C(S,K:N) =8 3 (]If ) Q™ ~ gy 2

(ka) PEPYF. (3.3.0)
k>ko k>ko

Observe que Qu + @p=1, Aplicando a formula de precificagdo dada por (3.3.1),
temos o seguinte graficos normalizados

0.8 T T T T T

0.7 - 1lano -
06 A
05 | L 4
04| . A
03| L J
02|

0.1 r

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 3.3: Precos de opgoes de compras com maturidades de 1 més, 6 meses e um
ano, comparados com o payoff.
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3.3.2 Construgao do Portfélio Replicador

Vamos agora construir explicitamente o portfélio equivalente, que um emissor de
uma Call deve montar para se proteger de um eventual pagamento.

Vamos denotar por E7 o valor de um portfélio, por unidade do ativo, no tempo
t=1t,eS,=.5). Temos entao que

. 1 - .
Bl =g |PuEL + PoEL|
satisfazendo as seguintes condig¢oes
EL, =54, Sy >K e Ey=0 Sy <K.
Analogamente, se BJ denota o valor no ativo sem risco que devemos ter no portfolio
no tempo t = t,, com o ativo S,, = 57, temos entdo que:
, 1 1 )
By = 1TR |:PUB7J’L+1 +PpB; 4|,
satisfazendo 4 ' , '
By =-K, Sy>K e By=0 S, <K.

Assim observamos que o portfolio replicador é basicamente:

e Ficar comprado no ativo de risco

e Ficar vendido em dinheiro—ou seja, contrair uma divida.
Note também que

e A — 1, quando S > K;

e A — 0, quando S < K;

Isso reflete um fato natural, quando o ativo se valoriza muito, o dnico jeito de se
proteger contra uma obrigacao de fornecer uma certa quantidade é ficando comprado
neste ativo. Por outro lado, quando um ativo se desvaloriza muito, investe-se num
deposito remunerado sem risco.

3.3.3 Puts

No caso da Put, podemos usar a paridade Put-Call para IV periodos, i.e,

P=C — -
C S+(1—|—R)N’
Como N N
N _ N _
S (V) rery =X (3 ebes =
k=0 k=0

Obtemos que

K Rk s k<ho /o
N k pN—k k ANk
P(S7K7N)—WZ (k>PUPD _SZ (k>QUQD
k=0 k=0
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3.4 Andalise de Média e Variancia

3.4.1 Estatistica dos Pregcos do Modelo

Seja
T
dt ==, R=¢"%—1~rdt
N
Seja Y o processo de crescimento dado por

Sn
Y_il (50>

Para o ativo sem risco temos Y =

r
N
Y:lln (14+ R)N Sy
T So

_ l In erth

=7

Por outro lado, no caso do ativo de risco temos

0(3)=2n () - S

ol 1
Z = 5 (ImUPy +1n DPp}.

Vamos escrever

’ﬂ \

Quanto & varidncia, temos por conta da independéncia dos H,,’s que:

Var [Y (Z Var [In(H, ) = %Var [In(Hy)].

Portanto,

Var [Y] =

Tdt

2
1
{hl UPU+1D DPD—[IHUPU+1DDPD] —m [ln (g>:| PUPD-}

Fazendo T = 1 na expressao acima, nos da uma quantidade que é conhecida como
a volatilidade do ativo de risco:

1 AN
0'2 dt |:1D<D):| PUPD.

A volatilidade mede, como o proprio nome sugere, o grau de incerteza associada ao
valor do ativo de risco. Note que, se 02 = 0, entdo U = D = 1 + R e o ativo de
risco é equivalente, financeiramente, ao ativo sem risco.

Nesse contexto, um investidor que aplique no ativo de risco espera ter um ganho
médio v , que pode variar dentro de um intervalo de incerteza proporcional a o.



3.4.2 Calibragem e Modelagem

Uma questao natural se poe:

Sera possivel escolher os pardmetros do modelo binomial
para que este seja capaz de mimetizar o comportamento
estatistico dos precos observados no mercado?

A resposta a essa pergunta vem com um grao de um sal:
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do modelo.

Se acreditarmos que o comportamento estatistico dos precos seja de fato
bem aproximado por esse modelo, entao devemos ter, certamente, uma
concordancia entre a média e o desvio padrao observados no mercado e os

No que se segue, vamos descrever como calibrar o modelo a partir da média e
variancia dos precos observados no mercado. Seja

U=U'e",

Nesse caso, temos

D = D'edt.

U/PU—I—D/PD:l

Vamos escrever

U _ ooV
D .
Obtemos entao o seguinte sistema:
Py+Pp=1
PyPp = 57
Cujas solugoes sao
1 o2 1 o2
Pp==|1t4/1——=| e Pp==|1F4/1——
2 p? ] 2 p?
Lembrando que
1-D U -1
v=g—p ¢ v=g—p
obtemos que
epVdt e—pVdt
U’ e D

 Ppe—rVdt 4 PepVdt
Portanto, temos

ep\/ dt+rdt
U

= Ppe oVl 4 PyenVal

" PperVat 4 puesVa’

e—p\/ dt+rdt

D =
Poe VAt 4 Propvar

(3.4.3)
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Vamos calcular .
v=E[Y] = T {mUPy +InDPp}

Substituindo os valores de U e D, obtemos:
1
v=2 {rdt + (Py — Pp)pVdi — In [PDe*PVdf + PUep‘/dt] }
14 1 pidt 3/2
= Py—Pp)— ——In |1+ (Py— P, dt+ — + O(dt
o (P = Po) L = in [ (P = P+ E 4 0(a)
PP
=7+ (Py — Pp)*> — T+ O(dt'/?)

2
2
Py—Pp=+/1-Z,
0

o2
v=r- o + O(dt*/?). (3.4.4)

Como

obtemos

Note que o ganho esperado, para dt < 1 depende apenas da taxa de juros e da
volatilidade do ativo de risco e nao da percepgao subjetiva de crescimento do ativo
dada por p. Esse é um dos pontos cruciais da teoria aqui desenvolvida.
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3.5 Exercicios

1. Suponha uma taxa de juros de 8% a.a. e uma volatilidade anual de 15% para
um certo ativo.

(a) Construa um arvore binomial com 5, 15 e 45 periodos para precificar
uma opc¢ao de compra européia com vencimento em seis meses e strike
de 10% acima do valor do ativo no mercado.

(b) Calcule os deltas correspondentes e compare com a formula de Black-
Scholes do Capitulo 1.

(¢) Quantos periodos vocé acha que serdo necessarios par obter um erro
menor do que 1% com respeito ao prego de Black-Scholes do Capitulo 1.

2. Um companhia de petréleo emite cupons de débito dependendo do preco do
6leo cru. Ela emite uma nota de dois anos, que paga cupons semestralmente
e um pagamento final de $§ 100.000,00. Os cupons sao calculados da seguinte
forma. Seja C' o prego do petroleo cru no momento em questao. Entao:

$4.000, 00 C <18
Pagamento do cupom ¢ $(4.000,00 + (C' — 18)400,00) 18 < (C <23
$6.000, 00 C > 23.

(a) Mostre que a nota pode ser decomposta numa série de bonus descontados
e de opgoes sobre o preco do dleo cru.

(b) Suponha que a taxa de juros é 8% e que a volatilidade do 6leo cru é de
5%. Calcule o prego dessa nota usando a férmula de Black-Scholes.

3. Usando a formula de Black-Scholes encontre uma féormula para o strike de
uma opg¢ao européia de compra, para um dado delta, supondo que a taxa de
juros e a volatilidade sao sabidas. Calcule o strike e o preco das opcoes com
o =0.14, r = 6% e para A = 0.20,0.25, 0.50, 0.55, 0.75, 0.80.

4. Uma call spread é uma posi¢ao consistindo de uma call vendida e de uma
comprada com diferentes strikes. Considere um call spread com strikes $90
(comprada) e $110 (vendida).

(a) Calcule e trace graficos do prego do spread, sabendo r = 0.05 e que a
volatilidade pode ser de 10%, 20%, 30% ou 40%.

(b) Se o prego do ativo base & $100, como muda o prego do spread se a
volatilidade muda?

(¢) Que conclusoes e/ou conjecturas vocé pode tirar da relagao entre o valor
do spread e volatilidade?

5. Suponha que o S&P500 tem um valor atual de 200 e que o dividendo esperado
das agoes que correspondentes seja de 4%. Letras do Tesouro Americano estao
sendo langadas por 6 meses a 6%. Qual o valor, sob o modelo binomial, de
um contrato futuro de seis meses sobre o S&P5007
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6. Suponha que um certo ativo S é o ativo base de um contrato futuro. Vocé sabe

que: o ativo S esta sendo negociado por R$80,00; S paga dividendos anuais
de R$8,00 em dois pagamentos semestrais de R$4,00 e o préximo pagamento
serd em exatamente 6 meses; vocé pode tomar empréstimos a uma taxa 6%
ao semestre.

a) Qual o preco futuro do ativo dado pelo modelo binomial?

(a)
(b)
(c)
(d) Suponha agora que os dividendos sejam pagam trimestralmente e que

vocé possa reinvistir o que receber no préximo trimestre com juros de
1% ao trimestre. Qual o valor do futuro agora?

O que voceé faria se o preco futuro fosse de R$83,007

O que voceé faria se o prego futuro fosse de R$76,007?

. Considere uma opgao de compra que vence em 12 meses, sobre um ativo que

paga dividendos a cada seis meses e que o contrato foi fechando no primeiro
dia logo ap6s o pagamento de um cupom de dividendos. Sabendo que:

e a volatilidade anual é de 15%;
e a taxa de juros anual ¢ de 6%;

e 0 ativo paga 10% de dividendo em cada cupom.

Precifique essa opcao usando uma arvore binomial recombinante.

. Vocé encontra notas com contas de precificagdo de um instrumento, expirando

em um ano, usando o modelo binomial com os seguintes parametrosU = 2,
D =1/2, R=3/4e N =100. Quais os valores de ¢ e p estdo sendo usados
nessas contas? Essa determinagao é tnica?



Capitulo 4

A Foérmula de Feynman-Kac

Thirty-one years ago [1949], Dick
Feynman told me about his “sum over
histories” version of quantum mechanics.
“The electron does anything it likes,” he
said.  “It just goes in any direction at
any speed, forward or backward in time,
however it likes, and then you add up
the amplitudes and it gives you the wave-
function.” I said to him, “You’re crazy.”
But he wasn’t. F. J. Dyson.

Neste capitulo apresentamos uma versao discreta da célebre formula de Feynman-
Kac que tem uma vasta aplicagao em finangas quantitativas, bem como em outras
areas que vao desde a fisica & biologia. No contexto de finangas quantitativas,
além de sua importancia tedrica, ela tem grande relevancia pela possibilidade de
implementag¢do numérica usando os chamados métodos de Monte Carlo.

As origens da férmula de Feynman-Kac remontam ao trabalho de doutorado de
R. P. Feynman, que obteve uma relacao heuristica entre a equacao de Schroedinger
e a teoria de integragdo em espagos de fungoes de N. Wiener. Estas idéias foram
desenvolvidas e ampliadas por M. Kac nos anos 40 e 50 [KAC]|. Para mais detalhes
e bibliografia veja [DM].

A idéia principal consiste em explorar uma conexao entre processos estocasticos
e solugbes de certas equagoes diferenciais (ou de diferengas, como faremos aqui). A
solucao das dltimas consiste de valores esperados que levam em conta a contribuigao
de todos os estados do sistema, ou seja, a soma sobre todos as historias.

4.1 A Foérmula Reversa de Kolmogorov

Nosso ponto de partida é a férmula reversa de Kolmogorov que relaciona as solugoes
de uma equacao de evolugao com valores esperados.

47
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Vamos considerar um processo estocastico Markoviano X = {Xj}g=1,2,... con-
forme definimos no Apéndice A em tempo discreto. Por simplicidade vamos assumir
que este processo toma, no maximo, uma quantidade enumeravel de valores em um
conjunto £ = {ay,as, - }.

Definimos cada elemento da matriz de transigdo de Markov pli, j] como a pro-
babilidade de transi¢ao do estado X = a; para o estado X = a; ap6és uma unidade
de tempo. Sendo assim, ap6s uma unidade de tempo a nossa esperanga condicional
de f(X) com X uma variavel aleatéria inicialmente no estado X = a; é dada por

E[f (Xg41)| Xk = a;] = Z f(ai)pli, j] -

No que se segue, vamos também supor que a matriz de transi¢ao acima nao se altera
com o tempo, ou seja que 0 processo ¢ um processo homogéneo no tempo.

Exemplo 4.1. Consideremos o modelo binomial, proposto por Cox-Ross-Rubinstein
(CRR), no qual o ativo com risco tem o seuw movimento em uma drvore como
descrito no Capitulo 8. Neste modelo, para cada n = 0,1,---, o ativo S, toma
valores em um conjunto da forma {UID"7J|j = 0,---n} ou equivalentemente os
inteiros entre 0 e n. A matriz de transicao estd definida no conjunto de pares (j,n)
com 0 < j<mn, comn=0,1,---. As probabilidades de transi¢do sdo dadas por
pl(7,n)|(j+1,n+1)] = Py epl(4,n)|(j,n)] = Pp para 0 < j <n, e é zero em todos
08 outros casos.

Note que a matriz de transicdo tem a propriedade que p[i,j] > 0 e que para
qualquer j vale que
> pligl=1.
i

Vamos definir agora um operador que vai ter um papel fundamental.!

Definigao 4.1. Para f : £ — R limitada ? colocamos

Afa;) = (Z f(a»p[z‘,j]) - (@) (11.1)

Exemplo 4.2. Consideremos um processo de passeio aleatério simétrico na reta,
ou seja com igual probabilidade de irmos para a direita ou para a esquerda por uma
varia¢io de Ax. Neste caso, o nosso conjunto € = (Ax)Z e a matriz de transi¢ao
é caracterizada pela propriedade que pli,i+ 1) = p[i — 1,i1] = 1/2 para todo i € Z e
vale zero em todos os outros elementos. Sendo assim

B (X)X = 5] = 3 (F(a511) + flag 1)

1O operador A é o analogo discreto do gerador infinitesimal do semi-grupo do processo de
difusao.

2Podemos definir A para situacdes mais gerais. Observamos que a definicdo de A faz sentido
também quando f é positiva.
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O operador A toma a forma

Af(a) = 3 (Flag1) + fla) — 2f(a,)

Note que A corresponde a discretizagio por diferencas finitas do operador d*/dz?.

Nosso proximo resultado nos diz que, ao passarmos de um tempo k ao tempo k+1
em um processo estocastico Markoviano, os valores esperados podem ser calculados
através da aplicacdo de nossa matriz de transicio aos estados intermediarios. 3

Lema 4.1. Sejam {Xj}r=0,1,.. um processo estocdstico Markoviano e f : € — R
uma fungao limitada. Se definirmos g(z) = E[f(X)|Xo = z] entdo

E[g(X1)[Xo = 2] = E[f(Xg+1)[Xo = 2] .

Demonstra¢io: A identidade pode ser justificada intuitivamente pelo fato que um
processo estocastico Markoviano nao possui memoria. Mais rigorosamente, escre-
vemos

E[g(X1)[Xo = 2] = E[g(Y1)[Yo = 2] ,

onde {Yj}k=01,.. € um processo com as mesmas probabilidades de transicdo que
{Xk}k:(),l,m- Porém,

Elg(Y1)|Yo = o] = E[E[f(Xy)|Xo = Y1]|Yo = 2] = E[E[f (Yi41)Y1][Yo = 2]

onde a substituicdo do processo X pelo processo Y foi feita pois eles possuem
as mesmas probabilidades de transicao. Agora, usamos a propriedade descrita na
Equacao (A.2.3) do Apéndice A para obtermos

EE[f(Yer1)[Y1][Yo = 2] = E[f (Yiy1)|Yo = 2] = E[f (Xg11)|Xo = 2] .

|
Estamos agora prontos para resolver a equacdo de evolugao
Uk+1 — Uk :Auk ) k:0717
4.1.2
{ Up = f ) ( )

para f uma funcao definida no nosso conjunto &£.

Obs.: Na equagao (4.1.2), buscamos uma fungdo u : N x £ — R.

A solucao seré dada pela formula reversa de Kolmogorov, ou seja pelo seguinte
teorema:

Teorema 4.1. A solugao da equagao (4.1.2) para uma fungao [ limitada é dada
por
’U,k(l') :E[f(Xk)|X0 :LL'] 5 k:0,1,27~-- . (413)

3Para os leitores familiares com fisica quantica isto pode ser interpretado como um anéalogo da
equacao de Lipmann-Schwinger.



Demonstragao: Usaremos indugao em k. Evidentemente que a afirmagao vale para
k = 0 e qualquer funcdo f limitada pois neste caso ug(z) = f(x). Suponhamos

agora que vale paral = 0,1,--- , k e vamos demonstrar a validade quando [ = k+1.
Seja g(z) = E[f(Xk+1)|Xo = z] para z € £. Calculemos a quantidade

Ag(z) = Elg(X1)[Xo = 2] — E[f(Xp41)|Xo = 2] (4.1.4)

= E[f(Xk42)|Xo = 2] = E[f(Xi41)| X0 = 2] (4.1.5)

= Ug+2 — Uk41 - (416)

A igualdade na equagao (4.1.4) é justificada pela defini¢do do operador A e de g.
A passagem na equagao (4.1.5) utilizou o Lema 4.1.

Portanto, por (4.1.4-4.1.6), segue-se que ugyo = ug+1 + Augr1, completando a
indugao. [ ]

Exemplo 4.3. (Continuac¢io do Exemplo 4.2). Para o caso do passeio aleatdrio
nos inteiros, a equagao (4.1.2) toma a forma

{ UZ+1—UZ:%(U;‘¢H+U?1_2“2) 1€L, k=01, (4.1.7)

up = f(iAx) i €Z .
Esta equacao corresponde a discretizacao da equagao do calor pelo método de di-

ferencas finitas. Mais especificamente, se considerarmos que o tempo € dado por
t = kAt = (1/2)k(Ax)?, e aplicarmos o método de diferencas & equagdo

ou 10%u

-z 0,)=f. 4.1.8

e w(0,)=1] (118)
obtemos (4.1.7).

Para finalizarmos esta segao, observamos que a solugao da equacao do ca-
lor (4.1.8) é dada por

0o —(1_9)2
exp ——;
u(t,x) = —=d
(o) = [ 1™y
que podemos interpretar como o valor esperado
u(t,z) = E[f(Wy)[Wo = 2] ,

onde W; é o movimento Browniano partindo do ponto Wy = x.

4.2 A Foérmula de Feynman-Kac

A exposicao da versdo discreta da formula de Feynman-Kac que apresentaremos
aqui, até quanto sabemos, é original.
Condideremos a recursao dada por
{ (14 R(z))vks1(z) —vp(z) = Avg(z), z € €, k=0,1,---,

vo f (4.2.9)
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Teorema 4.2. A solugdo da recursao (4.2.9) para f limitada € dada por
_ —1
vp(z) = E[(I ) (1 + R(X)))  f(Xi)|Xo = 1] . (4.2.10)

Demonstracao: Novamente por indugao em k. Vamos denotar por wy, o lado direito
da equacdo (4.2.10). A afirmagdo para k = 0 é evidente desde que convencionemos
que um produtoério da forma Hl_zlosl tem valor 1. Seja g = wy,

(A+ Dg(z) = E[g(v)|Y = 2] (4.2.11)
= EE[(I=) (1+ R(X) ™ £(X0)|Xo = Yi][Y = 1] (42.12)
(1+ R(@)E[(1 + R(Yp)) " E[(I (1 + R(X0) ™ F(Xi)| Xo = V1]|Yo = 2]
(1+ R(@)E[(1 + R(Y0)) BT, (1 + R(Y)) ™ f(Yip1)[Y1]|Yo = a]
= (14 R(@)EE[(I,(1+ RYV) " f(Va)Mi][Yo =] (4.2.13)
= (1+ R(z))wps1 () (4.2.14)

onde (4.2.11) é justificado pela definigdo do operador A e (4.2.12) pela defini¢ao
de g = wy. A passagem seguinte (ndo numerada) estd justificada pelo fato que
Yy = e que (1+ R(z))(1+ R(Yp))~! = 1, enquanto que a passagem para (4.2.13)
se justifica porque Yy é o(Y7)-mensuravel. Finalmente, a passagem para (4.2.14)
se baseia no mesmo argumento que levou ao Lema 4.1. Portanto, wy definido pelo
lado direito de (4.2.10 ) satisfaz a recursdo (4.2.9). [

Propriedade 4.1. A férmula de Feynman-Kac dada pela equagao (4.2.10) tem
a importante interpretacao que, para resolvermos uma equagdo da forma (4.2.9),
devemos tomar o valor esperado sob todos os possiveis estados, levando em conta o
percurso do sistema entre 0 e k.

Obs. A formula de Feynman-Kac em sua vers@ao em tempo continuo toma a

seguinte forma R
t

u(t,r) = Ele™ o VX4 £(x))| Xy = a] |

e nos da, sob determinadas hipdteses, a solugao do problema de Cauchy

d
%u = Au — V(%)U 5 U(O, ) = f ’

onde

A_EZ(UJT)“782 —i—Zb- 0
N 2 * 8xi8xj P Zaxi

(2]
é o operador de difusdo associado ao processo estocastico
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th y Xo = .

Convidamos o leitor a explorar estes aspectos mais avangados da teoria em [QKS].



4.3 Aplicagao a Precificagcao de Opcoes

Um exemplo de muito interesse para nés é o caso da precificagao de opgdes. Neste
caso, seguiremos o modelo do Capitulo 3, ja lembrado no Exemplo 4.1. Vimos
naquele capitulo que o prego V,J de uma opgao com payoff F' assumindo que o ativo
vale hoje S? & dado por

1 N N—n
Vie — ) piIPS TR (S,
n (1_’_R)N7n ; (k_]> U D (N)
Tal prego pode ser interpretado como
Vo =E[(14+R)" N F(Sx)|S,] . (4.3.15)

Recordamos este importante resultado na forma da seguinte proposicao:

Proposigao 4.1. O prego de uma opgao do tipo européia com payoff F = F(S) e
vencimento em t = N unidades de tempo dado que temos um preco S, no instante
t =n é dado pela equagao (4.3.15).

Em aplicacoes, com a finalidade de compararmos os precos, € interessante usar-
mos o tempo até o vencimento. Isto significa que consideramos como variavel tem-
poral o valor K = N — n de unidades de tempo até que o contrato expire e com
Ur = VN_g. Segue-se entao, como corolario do resultado acima, o seguinte:

Corolario 4.1. O prego Uy, de uma opgao com payoff F = F(S) em um intante k
unidades de tempo antes do vencimento e para um valor do ativo subjacente S = Sy
€ dado por

Ui(So) = E[(1 + R) ™" F(Sk)|So] - (4.3.16)

Na Segao 3.2.1 obtivemos a recursao que definia o preco da opgao a saber

. 1 - .
Vi = m{PuVrfil +PpVi}-

Em termos do tempo ao vencimento ficamos com a recursao

Voe B (4.3.17)

{ (1+ R)Vi41(S) = E[V&(S1)|So = 5]
A formula de Feynman-Kac nos diz que a solugao da recurséo (4.3.17) é precisamente
dada pela equagao (4.3.16) e que, de fato, isto é uma consequencia de uma teoria
mais geral que permitiria até que o valor de R variasse com S. Permitiria também
que a arvore binomial fosse substituida por um processo de arvore mais complexo
(como por exemplo trinomial). A teoria desenvolvida acima pode ser usada para
obtermos a férmula de precificagao de Black-Scholes quando o intervalo de tempo
entre dois periodos consecutivos de tempo k e k + 1 vai a zero. Neste contexto,
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a taxa de juros deve ser considerada como juros continuos e os ativos passam a
descrever um movimento Browniano exponencial com drift:
dSt = Strdt + O'Stth :

O leitor neste momento é convidado a fazer a passagem ao limite na equagao de
evolugao e obter a equacao de Black-Scholes para a evolugao do preco da opgao.
Este sera o tépico do proximo capitulo.
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Capitulo 5

Black & Scholes

In addition, business schools and
economics departments have competition
from new research and courses in mathe-
matics departments and engineering scho-
ols in the mathematics of derivative pri-
cing and alternative stochastic processes,

M. Scholes. Nobel Lecture

A formula de apregamento de Black-Scholes levou a uma verdadeira revolugao
devido ao fato de que, através de um modelo relativamente simples, é possivel obter
um prego que pode ser considerado justo para opgoes de compra e venda do tipo
européia. Pela sua simplicidade, estas férmulas foram rapidamente implementadas
em calculadoras que se difundiram no mercado. Isto levou a popularizagao do uso de
derivativos a tal ponto que, atualmente, o mercado de derivativos supera em muito
o mercado primério. Mas nao somente isto! A forca e a simplicidade da modelagem
matemdtica levou a um método bastante geral e poderoso para a precificagao de um
grande ntumero de outras opgoes e derivativos.

O reconhecimento do impacto da teoria desenvolvida por Fischer Black, Robert
Merton e Myron Scholes levou o prémio Nobel de Economia para Merton e Scholes!

Neste capitulo, desenvolveremos de forma heuristica a férmula e a equacao de
Black & Scholes efetuando a passagem ao limite continuo. Este caminho, apesar
de ser distinto do caminho desenvolvido pelo trabalho seminal de Black e Scholes
[BL-SC], permite reduzir ao minimo os pré-requisitos de calculo estocéastico e anélise
sem que entretanto sejam perdidos os conceitos fundamentais de nao-arbitragem e
replicacao de carteiras para apregamento.

1F. Black ja havia falecido.
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5.1 A Aproximagao Lognormal

Vamos iniciar estudando o modelo de Cox-Ross-Rubinstein do Capitulo 3, quando
dt — 0. Isto significa que o niimero de passos N entre o tempo inicial e o vencimento
vai para infinito. Lembrando que o valor esperado do processo de ganho é

N
v=E(Y) = % Z E(In(H,)) = %{ln UPy +InDPp}.
n=1

entao, quando dt — 0, temos

) o

lim v=r— —

dt—0 2

e, de qualquer maneira, temos

2

) o
lim Var (V) = —.

dt—0 T

A lei dos grande ntimeros nos garante que, quando dt — 0, i.e, quando N — oo, 0
processo Y deve convergir—num sentido apropriado—para uma variavel aleatoria
com distribui¢cao normal. Como a média foi ajustada, em primeira ordem, e a
variancia do processo Y é fixa, devemos ter, neste limite, uma variavel aleatoria
com distribui¢do normal, com média v e variancia o2.

Em outras palavras
2

o
Y=—"—Z4+r— —,
VT 2
onde Z é N(0,1).
Portanto, segue da definicao de Y, que o preco St satisfaz

Sp = Se?VTZ+(r=o*/2)T (5.1.1)

A expresséo (5.1.1) é denominada a aproximagao log-normal para o modelo binomial
e corresponde a aproximacao obtida, no limite quando dt — 0.

Considere um pagamento contigenciado com valor no vencimento dado por
F(Sn).

O valor desse contrato em t =0 é

V =e "TE[F(SN)].

Sob hipoéteses bastante razoaveis, como por exemplo crescimento linear de F', o
Teorema do Limite Central nos garante que quando N — co temos

1 o0 2 2
1 _ T ( CoVT+H(r—o /2)T) —¢2/2
4tV = \/ﬂ/_wl > cw
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5.2 A Formula de Black-Scholes

No caso de uma op¢ao de compra (call), temos

C(S,K;T)

1 o0 2 2
—rT CoVT+(r—o2/2)T } —¢2/2
e max { Se ,0pe d

V21 J oo { ¢

—rT 1 > CoVTH+(r—o?/2)T —¢%/2
e — Se e d¢

V2 J_q,

1 o0
7K67TTE 6742/2 dC,
—dy

1 S a2\ VT
*dQ—O_ TIH(K)+(7’2> 7

Denotando a densidade de probabilidade da normal de média zero e varidncia um

onde

por
1 z 2
N(z) = — e ¢ /2d,
0= o= [ e Cra
temos que
C(S,K;T) = SN(dy) — e "' KN(dy),
onde

1 SerT o
diog=—=1 + —/T.
1,2 a\/fn( K) 2\/>

No caso de uma opgao de compra podemos usar a paridade put-call e o fato de
N(—z) =1— N(z) para obtermos

P(S,K;T) = Ke "' N(—dy) — SN(—d).

Na Figura 5.1 apresentamos o grafico do prego de opgoes do tipo call e put
europeia como funcao do tempo ao vencimento e do valor do ativo subjacente.

Figura 5.1: Grafico do pre¢o de uma op¢ao de compra (call) europeia (esquerda) e
venda (put) europeia (direita).



5.3 A Equacgao de Black-Scholes

Nosso objetivo agora é obter a equagao de precificacao de Black-Scholes[BL-SC]
como limite continuo do modelo CRR. Ela é uma equagao diferencial parcial do tipo
parabolico para o prego V (¢,.5) em um instante ¢ < 7' dado que o ativo subjacente
tem um valor S; = S e toma a forma do seguinte problema de valor final:

2Q2
atv+%6gv+r(583V—V):O, 0<S<oo, t<T,

V(T,S) = F(S).

(5.3.2)

No trabalho original de Black-Scholes [BL-SC]| esta equagao foi deduzida para
um modelo de mercado em tempo continuo na qual a dindmica do ativo com risco
toma a forma

dS; = rSydt + oS, dW P, (5.3.3)
i = 5.

com relagdo & medida neutra ao risco. Aqui WtQ é célebre movimento Browniano
[OKS].

Nosso objetivo agora é obter a equagao 5.3.2 como limite continuo da equacgao
de evolugao para o prego da opgao em tempo discreto. Para isto, retornamos a
equagao (4.3.17) do Capitulo 4:

{ (1+ R)Vis1(S) = E[Vi(S1)|So = S] = PpVi(SD) + Py Vi(SU) (5.3.4)

Vo=F.

Tomaremos aqui 7 = T'—t o tempo ao vencimento e escreveremos, como de costume,
7 = ndt. Definiremos a taxa de juros instantanea r por 1 4+ R = exp(rdt).

Vamos supor que existe uma funcao V = V(7,S), suficientemente suave, que é
aproximada pelo prego V,, dado pelo modelo binomial do Capitulo 3 com parametros

U=1/D = exp(cVdt) .
Isto leva a Py e Pp como no Capitulo 3 com a seguinte expansao

1(1_0\/E>+r d

t
Py =—
U 5 5 + O(dt)

2

5 5 oy +0O(dt) .

PU—1<1+0\@>+“@

Usando a expansao de Taylor da fungao V' e denotando, por simplicidade, Vi (S) =
V (kdt, S) obtemos

Vi (SU) = Vi (S) + (S0sVi(8))(U — 1) + %(S%gvk(s))((] — 124
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bem como uma expressao semelhante para Vi (SD). Agora, calculamos o lado direito
da equacio (5.3.4) usando que U —1 = ov/dt +--- e D —1 = —g+/dt + --- para
obtermos

PUVk(SU) +PDVk(DU) = (5.3.5)
1
Vi(S) + 5 (20202 Vi) dt + rS9sVidt + O(dt?/?) . (5.3.6)

O lado esquerdo da equagao 5.3.4 nos da, por outro lado, que
(14 R)Vir1(S) = (1 4+ rdt + O(dt?)) (Vi (S) + 0-Vi(S)dt + O(dt?)) . (5.3.7)

Substituindo as equagoes (5.3.5) e (5.3.7) na recursao (5.3.4) obtemos
0, Vi, = %S%Q%Vk +7(S0sVi — Vi) + O(dt)) . (5.3.8)
Tomando o limite, quando d¢ — 0, obtemos a equagao de evolugao
0,V = %ﬁs“'a{év +7(S0sV —V) ,

com condigao inicial V (0, S) = F(S).

Em aplicagoes em finangas quantitativas é costume trabalharmos com o tempo
t e portanto, ao trocarmos a variavel para ¢ = T — 7, obtemos o problema de valor
final dado em (5.3.2)

O leitor atento observara que, se partirmos para a solu¢ao da equagao (5.3.2) pelo
método de diferengas finitas, obteremos a equagao (5.3.8). O raciocinio empregado
aqui nos permite dizer que o erro de truncamento local ¢ de ordem dt3/2. Portanto,
quando integrada numericamente entre 0 e 7', o erro global sera O(dt'/?). Isto
nos mostra que o modelo binomial, a despeito de sua simplicidade, pode ser usado
para a solu¢do numérica da equagao de Black-Scholes. Além disso, a interpretagao
em termos da formula de Feynman-Kac nos permite justificar o uso de simulagoes
numéricas através dos chamados métodos de Monte Carlo. O leitor interessado
em se aprofundar neste tema podera consultar o Capitulo 4 do livro [KO-KO] que
apresenta uma excelente descricao do uso de arvores binomiais e trinomiais para o
apregamento de opgoes, tanto do ponto de vista tedrico quanto numérico. Outra
excelente referéncia é o texto [AV-LA| que serviu de inspiragdo a diversas partes
deste texto.

5.4 Conclusoes

Uma pergunta natural, por parte de quem chegou até aqui nestas notas, seria: E
agora por onde prosseguir em nivel de pesquisa’? Mencionaremos algumas éareas
diretamente relacionadas com os nossos interesses.

A equagdo de Black-Scholes é um equagdo diferencial parcial parabdlica que
relaciona o preco de derivativos ao preco atual das agoes subjacentes em termos de
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parametros de mercado, sendo dentre esses o mais importante e de dificil obtengao
a volatilidade. O problema de obter a volatilidade de forma estavel, que é conhecido
como o problema de calibragdo do modelo, é bastante dificil e pertence ao dominio
dos chamados Problemas Inversos. Um assunto que vem atraindo o interesse de
varios matemaéticos de renome e que tomou uma vida propria. Para uma introdugao
a teoria de Problemas Inversos referimos o leitor ao texto [BA-LE| e para uma
introdugao dentro do contexto de finangas o leitor deve consultar o texto [ZUB| e
suas referéncias.

Dentro do contexto de entender o processo de volatilidade, e de grande impacto
em aplicagoes, encontramos a linha de pesquisa relacionada com modelos de volati-
lidade estocastica. Neste caso, a dindmica que descreve o prego dos ativos segue um
processo estocastico. Isto leva a dificuldades adicionais na precificacao e vem sendo
assunto de intensa pesquisa. Em particular, ao longo das linhas da pesquisa de
Fouque, Papanicoulaou e Sircar|[FO-PA-SI| que utilizou ferramentas de expansoes
assintoticas para obter métodos de calibragem e aprecamento. O leitor interessado
pode consultar também os trabalhos [SO-ZU3, SO-ZU2, SO-ZU1] e referéncias ali
citadas.

Outra area fundamental em Financas é a administracao e a otimizagao de car-
teiras. Tais carteiras podem se apresentar em diversas formas, desde uma carteira
de titulos e obrigagbes até instrumentos mais complexos envolvendo derivativos. A
administracao de carteiras envolve o uso de técnicas de otimizagao estocastica, pro-
cessos estocésticos e de probabilidades. Nesta area cada vez mais se faz presente
a necessidade de quantificar e administrar risco. Uma excelente introducao a esta
area pode ser encontrada no texto [MEU]. A quantificagdo de risco, que tradicional-
mente usa o conceito por vezes inadequado de value at risk, clama por ferramentas
mais precisas e eficientes. As técnicas matemaéticas necessarias para o estudo dos
problemas complexos de administracao de risco ainda estao em sua infancia.
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5.5 Exercicios

1. O Vega, que é a derivada do pre¢o com respeito a volatilidade, mede a sensi-
bilidade do preco de uma opgao & variacao de volatilidade.

(a) Calcule o Vega para uma opcao de compra européia
(b) O que acontece no vencimento? Qual a interpretagao desse fato?

(¢) Qual a relacdo entre o Vega e variagdo da volatilidade implicada em
relagao ao prego da mesma?

2. Suponha que vocé leia num noticiario econémico estrangeiro, que um certo
titulo negociado spot a $100 tenha opgoes de compra e venda para trés meses
com strike $100. Os pregos dessas opgoes sao, respectivamente, $5 e $4. Su-
pondo que tal mercado seja bem modelado por Black-Scholes, qual a taxa de
juros vigente nesse pais?

3. A volatilidade implicada (implied volatility) é o valor da volatilidade que deve
ser usado na féormula de Black-Scholes para se obter o prego que esté sendo
observado no mercado.

(a) Suponha que f é suave e que f'(z) > 0. Considere a seqiiéncia

flzn) —y

I )
n

Essa seqiiéncia é dita o Método de Newton. Mostre que, se a seqiiéncia
converge para T, entao f(r) = y.

(b) Use o método de Newton para calcular a volatilidade implicada de uma
opgao de compra sobre o S&P 500, digamos, com strike de 600, que estéa

sendo negociada a $10. A taxa de juros é de 6% e o valor do indice é
590.

4. Considere um opg¢ao de compra sobre um ativo de risco num mercado bem
modelado por Black-Scholes.

(a) Suponha que vocé seja o detentor de uma opc¢ao de compra e esteja
vendido em A unidades do ativo de risco.

i. Trace o grafico de ganhos e perdas (P/L) desse portfélio em relagao
ao prego do ativo num instante t = tg.

ii. Supondo que essa posicao seja mantida, o que acontece com o grafico
de P/L em ¢ + 0t7

iii. Interprete o resultado acima em termos do I' e do © da opc¢ao.

(b) Responda as mesmas perguntas, mas supondo que agora vocé estd ven-
dido numa opc¢ao de compra e comprado A unidades do ativo de risco.
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5. Suponha que vocé esteja vendido numa opgao de compra sobre um determi-
nado ativo, com strike $455 e vencimento em dez dias. Suponha também que o
preco spot do ativo seja $449 e que a opgao de compra esteja sendo negociada
a $1. Sabendo que a taxa de juros é de 7% ao ano, responda:

(a) Indique como calcular a volatilidade implicada da opgao. Assuma que
essa ¢ a volatilidade que deve ser usada nos calculos a seguir.

(b) Calcule o delta da opcao.

(¢) Calcule o gama da opgao.

(d) Construa uma posicdo de hedge para a opgao, supondo que o mercado é
liquido.

(e) Suponha que vocé mantenha a posi¢ao do item anterior por 5 dias. Nessa
data, o ativo estava sendo negociado a $454. Supondo que a opgao
pode ser comprada/vendida pelo valor de Black-Scholes, estime os ga-
nhos/perdas da sua estratégia.

6. Suponha que vocé tenha o seguinte portfolio de opgoes todas sobre um mesmo
ativo de risco:

e 5 calls com strike 100 expirando em 60 dias;
e -3 puts com strike 90 expirando em 90 dias;

e -4 puts com strike 85 expirando em 120 dias.

(a) Qual o Delta combinado do portfélio, supondo que, num certo instante,
S =100, 0 = 0.16 e r = 0.07.

(b) Construa um portfélio replicador para o portfélio nesse caso.

7. Uma opcao de compra digital paga no seu vencimento

1, S>K
F(S)_{ 0, S<K

Usando a aproximamgcao lognormal, calcule o preco justo dessa opgao.



Apéndice A

Conceitos Basicos de
Probabilidade e Processos
Estocasticos

A teoria de probabilidade e processos estocésticos tem um papel fundamental na
ciéncia moderna. FEla é usada para a construgao de modelos em biologia, econo-
mia, fisica e finangas. Nesta se¢ao faremos um apanhado de conceitos béasicos de
probabilidade e de processos estocasticos que serao usados no restante do texto.
Seguiremos diversos textos, em particular [FER, SHR, FRI|. Para maiores detalhes
veja também [BRE2, BRE1, JAM, FEL].

A.1 Definicoes Basicas

Um espac¢o amostral ¢ um conjunto que identificamos com os possiveis resultados de
experimentos ou estados de um sistema. Neste conjunto, que denotaremos por €2,
consideramos uma familia F de subconjuntos de 2 e uma medida de probabilidade
P: F — [0, 1] satisfazendo as condig¢ées abaixo.

Definicao A.1. A familia de subconjuntos F C 2% é uma o-dlgebra se

1. DeF

2. F ¢ fechada por complementos, i.e., F€ F = (Q\F) e F.

3. F é fechada por unides enumerdveis, i.e., {F;}32, C F = U2, € F.
O par (2, F) com F uma o-algebra é dito um espago mensurdvel.

Definicao A.2. Uma medida de probabilidade em um espago mensurdvel (2, F) é
uma fungdo P : F — [0,1] satisfazendo as propriedades:
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1. P(0) = 0.

2. P é o-aditiva, ou seja, se {F;}2, é uma familia de sub-conjuntos mutuamente

disjuntos entao
P <U> =S "P(F) .
i=1

i=1

A tripla (2, F,P) é dita um espago de probabilidade.

Um exemplo fundamental no contexto de finangas é o conjunto Q = {U, D}".
Neste caso podemos identificar o resultado U como um acréscimo e D com um
decréscimo no valor de um ativo.

Os elementos de ) correspondem a possiveis trajetérias do nosso mercado, ou

seja a seqiiéncias de movimentos (21, za,--- ,zn) com x; € {U, D}.
{UUU}
{vu}
U
v} {UUD}
{UD}
0
{UDD}
{D}
{DD}
{DDD}

Figura A.1: Trajetorias aleatorias e o espago 2

Seja (2, F) um espago mensuravel. Uma variavel aleatoria é uma funcao X :
) — R com a propriedade que a imagem inversa de sub-intervalos de R esta na
o-algebra F. Em outras palavras, se chamarmos de B(R) a o-algebra gerada pelos
sub-intervalos de R (ou seja a menor o-algebra que contém este conjunto) temos
que a fungao X é mensuravel de (2, F) em (R, B(R)). O conjunto B(R) é conhecido
como Borelianos da reta.

Obs.: A interpretacao do conjunto  é a de eventos elementares (ou estados
elementares) em nosso espaco de probabilidade, enquanto que a o-algebra F corres-
ponde a uma familia de possiveis configuracoes de eventos que é fechado por unioces
contaveis e por complementos. Portanto por intersegoes contéveis. Nos conjuntos
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F € F a nossa medida de probabilidade P(F') faz sentido, e portanto podemos ter
uma informacao, mesmo que parcial ou seja no sentido de uma probabilidade, sobre
tal conjunto. Quanto maior a o-dlgebra F, mais informagao temos sobre Q. Os
casos limites sdo as o-algebras {0, Q} e 2. No caso de {0, Q} nio temos quase
nenhuma informacio sobre €, exceto a 6bvia. No caso de 29, todo e qualquer
subconjunto de € esta associado a uma probabilidade.

Exemplo A.1. Consideremos os conjuntos A := {U,D}, Q = {U, D} = AN ¢

tomemos k € {0,1,--- ,N}. Definamos a o-dlgebra
Froi=24 % x 245 {0, A} x --- x {0, A}
~———
kvezes (N —k)vezes

Neste caso, temos informagoes sobre a trajetéria do ativo até o k-ésimo passo e
apds este passo nao sabemos nada, exceto o dbvio, sobre a trajetoria dos ativos.

Obs. Quanto maior a o-algebra, mais variaveis aleatorias existem no conjunto.
No exemplo acima, as o-algebras Fj satisfazem

FoCFiCFn=29.

Definigao A.3. Uma v.a. Y : Q — R € dita simples quando ela toma um nimero
finito de valores distintos.

Definicdo A.4. Dada uma familia A C 2% definimos como a o-dlgebra gerada
por A como a menor o-dlgebra que contém A. Denotamos por o(A) tal o-dlgebra.
ParaY : Q — R, definimos a o-dlgebra gerada por'Y como a o-dlgebra gerada pelas
imagens inversas de Borelianos de R. Denotamos por o(Y') tal o-dlgebra.

A.2 Valor Esperado e Esperanca Condicional

Nesta sub-secao discutiremos os importantes conceitos de valor esperado e esperancga
condicional . Inicialmente nao assumiremos familiaridade do leitor com a teoria de
medida integragao, porém ao final da se¢ao apresentaremos as defini¢oes para os
leitores familiares com esta teoria. Uma excelente referéncia para o assunto é o livro
texto [BAR].

Consideremos um espago de probabilidade (2, F,P). Suponhamos, inicialmente,
que nosso espago amostral €2 é finito. Neste caso, F também é finito e podemos
decompo-lo em sub-conjuntos Sy, - , .5, disjuntos entre si tais que US; = ). Po-
demos também assumir que cada um destes conjuntos S; nao contém nenhum outro
conjunto da o-algebra F, exceto vazio. Sendo assim, uma variavel aleatéria X em
(Q, F,P) tem de ser necessariamente constante em cada um destes conjuntos S;,
i=1,-+,Sny.

O valor esperado de uma varidvel aleatéria X, é entao definido como

E[X] = iXiP(Si) : (A.2.1)
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onde X; € R é o valor de X no conjunto S;.
A waridncia de X é definida como

Var[X] =E[(X - )] ,

onde 1 = E[X].

Uma interpretagao fundamental por tras do conceito de valor esperado de uma
variavel aleatoria é a de uma boa estimativa para o valor da quantidade X. Ja a
variancias, Var[X] nos indica o quanto os valores de X estao espalhados ou afastados
do valor esperado E[X].

Do ponto de vista de observagoes de um fendémeno aleatorio, o valor esperado
corresponde ao calculo da média dos valores observados associados a distribuigao
de X. Isto é justificado pela Lei dos Grandes Numeros:

Teorema A.l. Sejam X1, Xs,--- wvaridveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas com médias e varidncias finitas. Entao, temos que

X1+ Xo+---+ X,
n

lim IP’[ E[X]'>e}20.
n—oo

Para os leitores familiares com teoria da medida, é facil ver que a definigao acima
coincide com a defini¢ao “oficial"

E[X] := /Q XdP

para X uma v.a. integravel. Quando X é uma varidvel aleatoria simples, entao esta
definigdo coincide com a dada pela Equacao (A.2.1).

Lembramos agora o conceito de probabilidade condicional, ou seja, a probabili-
dade do evento A dado o evento B. Ela é definida como

P(A|B) = W ,

desde que o evento B tenha probabilidade nao nula. Isto nos permite considerar
o conjunto B como um espago de probabilidade com a probabilidade definida para
conjuntos da forma AN B com A € F por

~ P

= 55 -

Neste caso faz sentido calcularmos o valor esperado de variaveis aleatorias X
restritas a B com respeito a medida de probabilidade P. Em termos da medida P

temos o valor esperado
~ 1
E[X]:= 7/ XdP .
P(B) Jp

Vamos agora considerar a questdo: Qual seria a definigdo para E[X|Y]? Uma
maneira de interpretar esta questao é a seguinte: Se o acaso seleciona um ponto
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w € Q e tudo que sabemos é Y(w) o que podemos dizer sobre o valor esperado
X? Observemos que neste contexto E[X|Y] deve também ser pensado como uma
variavel aleatoria, ou seja uma fung¢do do ponto w € €.

Vamos considerar inicialmente a situacao na qual o a v.a. Y é simples, ou seja,

toma valores
ap em A

Y = . . )

a, em A,

com Ay, -, Ay, disjuntos, Q =U2,A; e ay,- - ,a, distintos.
Nesta caso o valor esperado E[X|Y] deve ser

EWWWQ—JE[&WP

se Y = a;, ou seja, se w € A;.
Obs A variavel aleatéria E[X|Y] s6 depende da conjuntos A;’s. Portanto, ela é
mensuravel em relagdo a o-algebra o(Y) C F. Logo temos que se A € o(Y") entdo

/ XdP = / E[X|Y]dP . (A.2.2)
A A
Para os leitores familiares com teoria da medida, observamos que em geral po-

demos definir:

Defini¢ao A.5. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e U uma o-sub-dlgebra
de F. Se X : Q — R ¢ uma v.a. em (0, F,P) integrdvel (i.e., [, |X|dP < o)
definimos E(X|U) como uma v.a. que satisfaz

1. E[X|U] é mensurdvel em relagdo a o-dlgebra U.
2. [, XdP = [, E[XU|dP para qualquer A € U).

A existéncia e unicidade da v.a E[X|U] é conseqiiéncia do Teorema de Radon-
Nikodym [BARJ.

Listamos agora um conjunto de propriedades importantes sobre a esperanga
condicional.

Propriedade A.1. Sejam X,Y : Q — R varidveis aleatorias t.q. E[|Y|+|Y]] < oo.
Entao,

1. Para a e b reais temos E[aX + bY |U] = aE[X|U] + bE[Y |U].
2. Sel € uma o-sub-dlgebra de V entdo vale

E[E[X|V] U] =E[U] . (A.2.3)
3. Se X € U-mensurdvel, entdo

E[X|[U] = X .
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4. Se X ¢ independente ! de U, entdo E[X|U] = E[X] .

A equagdo (A.2.3) tem um papel importantissimo na teoria de probabilidades.
Ela nos diz que quando temos o-algebras U C V o célculo do valor esperado pode
ser feito tomando médias com relagao aos conjuntos da c-algebra mais fina. Ou
seja E[X|U] pode ser calculado primeiro arrumando as médias nos conjuntos onde
a v.a. E[X|V] é mensuravel e depois tomando a média em relacdo a U.

A.3 Processos Estocasticos e Cadeias de Markov

Um processo estocdstico é uma familia de variaveis aleatérias em um espago de pro-
babilidade (2, F,P) indexada por um conjunto ordenado, tipicamente um conjunto
de inteiros ou um intervalo real. Mais precisamente, seja Z um conjunto ordenado
e Xjirez um conjunto de varidveis aleatérias. De maneira coloquial nos referiremos
a X como um processo estocéstico. Interpretaremos, para cada w €  fixo, a apli-
cagdo k — X (w) como possiveis trajetorias de um sistema fisico ou financeiro. Por
outro lado, para cada k fixo devemos pensar em X como uma variavel aleatoria.

Vamos considerar nestas notas o caso em que o nosso conjunto de indices Z é
{1,2,--- , N} ou N. Intuitivamente, uma cadeia de Markov é um processo estocas-
tico definido em espaco de probabilidade (2, F,P) para o qual o comportamento das
variaveis aleatorias Xy1, Xg42, -+ s6 depende do valor de Xj e nao dos valores
anteriores & Xj. Ou seja, o processo ndo possui memoria sobre o que aconteceu
antes do instante k. Antes de prosseguir, vamos construir alguns exemplos e nao-
exemplos. Uma maneira de contruir um grande niimero de exemplos é considerarmos
uma seqiiéncia {Y,}, .y de varidveis aleatorias independentes e considerarmos uma
fungao f: N xR xR — R com f(k,-,) mensuravel. Entéo, se definirmos

Xk :f(k,Xk;,]_,Yk> 5 k= 1727"' )

teremos que a distribuic@o da variavel aleatoria X (e de todas as varidveis X; com
J > k) s6 depende do valor de Xj_1. Um exemplo de um processo estocéstico néo
Markoviano seria tomarmos X = X1 + --- Xp_1.

Definicao A.6. O processo estocdstico { Xy }ker € dito Markoviano se
P[Xpi1 € Apr1]Xo € Ao, X1 € Ay, -+, X € Ap] = P[Xpy1 € Apya| Xy € Ay

Um processo Markoviano é o analogo probabilistico de um processo determi-
nistico definido por uma relagdo de recursdo da forma zy; = f(k,x;) em con-
traponto com um processo com memoria definido por uma recorréncia da forma
Tpy1 = f(k, g, 21).

Exemplo A.2. Consideremos uma seqiiéncia de v.a. independentes {Y,}, oy €

k . . ,
definamos Xy, = ijle, Entao, {Xi}ren € um processo Markoviano. Como
conseqiiéncia temos a propriedade que

Elf (Xk+1)|Xk] = G(Xk) |
1No sentido que para todo A € o(X) e B € U temos que P(A N B) = P(A)P(B).
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com G uma func¢do que sd depende de f e da func¢ao densidade de probabilidade de
Yit1.

A.4 Martingais

Vimos nas segoes anteriores que associado ao conceito de uma o-algebra esté a ideia
de informacao que podemos obter de nosso espaco de probabilidade com base em
v.a. mensuraveis em relacado a esta o-algebra. Quando consideramos um processo
estocéstico {Xj}rez em um espago de probabilidade (£, F,P) temos uma familia

de o-algebras, a saber: Gy := o(X1,---,Xk) que é a menor o-algebra que torna
Xq,--+, X mensuravel. Neste sentido, Gy carrega consigo a estrutura de informagao
fornecida pelas v.a. (X1, -+, Xg).

Uma familia {Hj }rez de o-algebras é chamada de um filtro quando Hy C H;
para [ subsequente a k. A familia {Gy }rer € um exemplo de um filtro.

Dizemos que um filtro {Hj }rez € adaptado a um processo estocastico { Xy }rez
quando X} é Hp-mensuravel para todo k.

Um dos modelos fundamentais na teoria de financas é o de processos estocasticos
que, na média, nao levam a ganhos ou perdas com base na informacdo que temos
acumulada até o presente momento. Em outras palavras, quando consideramos o
valor esperado futuro condicionado a informacao que temos até o presente, obtemos
o valor presente do processo. Isto leva a defini¢ao de um martingal:

Definicao A.7. Um par (X, {Hi}rez) consistindo de um processo estocdstico Xy,
e de um filtro {Hy }rez adaptado a este processo € dito um martingal se

1. Para todo k € T temos que E|X| < oo.

2.
E[Xk|He] =X, ,Vs<k. (A.4.4)

Um exemplo de martingal é o processo Y, = Y i<k X onde os X}, sao indepen-
dentes, integraveis e de média 0.
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Apéndice B

Programa para Simulacao de
Séries Historicas

Neste apéndice apresentamos um pequeno codigo em C para produzir simulagoes
numéricas seguindo o modelo binomial. O programa faz uso da GNU Scientific
Library que é uma excelente biblioteca numérica de uso gratuito. O leitor pode
encontrar mais detalhes visitando o sitio www.gnu.org/software/gsl/. Este foi o
programa que utilizamos para gerar a parte sintética da Figura 1.2. Os valores
utilizados dos parametros foram calibrados com base nos dados reais.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <gsl/gsl_math.h>
#include <gsl/gsl_rng.h>

#define SIGMA 0.1
#define RHO SIGMA
#define NU 0.0263547
#define N 19460
#define SO 23546.8

double sqr(double);

int main(){

FILE* out;
int 1i;
double x;

double U,D,PU,PD,dt,sdt,aux;
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double S=S0;
gsl_rng * rg;
double r;

r=NU+0.5*sqr (SIGMA) ;
PU=0.5*(1+sqrt (1-sqr (SIGMA/RHO))) ;
PD=0.5%(1-sqrt(1-sqr (SIGMA/RHO))) ;
dt=1.0/N;

sdt=sqrt(dt);

aux=PD*exp (-RHO*sdt) +PUxexp (RHO*sdt) ;
U=exp (RHO*sdt+r*dt) /aux;

D=exp (-RHO*sdt+r*dt) /aux;

gsl_rng_env_setup();
rg = gsl_rng_alloc(gsl_rng_taus);
gsl_rng_set(rg,time(NULL)) ;
out=fopen("precos.dat","w");
fprintf (out,"%g %g\n",0.0,S);
for(i=1;i<N;i++){
x=gsl_rng_uniform(rg);
S=(x<=PU?S*U:S*D) ;
fprintf (out,"%g %g\n", (double)i/N,S);
}

}
double sqr(double x){

return x*Xx;

}
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