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Prefacio

O inicio da SBMAC esta bastante ligado & Modelagem e & Anélise Convexa. Vérias
das Escolas do LCC, depois LNCC, foram dedicadas a esses temas. Um delas,
intitulada VI Escola de Mateméatica Aplicada (Analise de Sistemas Fisicos), foi
organizadas em 1985 e tratava dos dois temas, mas para problemas muito mais
simples. O objetivo dessas Notas é retomar o assunto, mas dessa vez em maior
profundidade, de forma a motivar o estudo dos dois temas e, também fornecer um
livro de referéncia para os pesquisadores onde os principais resultados possam ser
encontrados.

Um curso de Anéalise Convexa estuda subconjuntos convexos de um espago veto-
rial, fungoes convexas reais definidas em conjuntos convexos, problemas de méximo,
ou méaximo-minimo, envolvendo essas fungbes. Cursos mais avancados estudam
também desigualdades variacionais e semi-variacionais, operadores monétonos, que
sao intimamente associados & Anélise Convexa.

Como associar Modelagem com Analise Convexa?

Possivelmente o primeiro problema de modelagem em que se fez uso de convexi-
dade foi o problema mecénico de caracterizar as posigoes de equilibrio de um corpo
rigido apoiado em um plano horizontal e sujeito a gravidade. Essas posicoes de equi-
librio sao caracterizadas pela condigoes de que para uma posigao ser de equilibrio,
qualquer linha vertical passando pelo centro de massa do corpo deve interseptar o
envelope convexo dos pontos de suporte do corpo. Esse antigo problema trata de
uma condi¢ao unilateral e ainda tem interesse, especialmente suas generalizagoes &
dindmica.

Outro assunto de importancia em Analise Convexa é o conceito de Dualidade.
Esse conceito apareceu pela primeira vez em Mecanica e é a esséncia do método das
poténcias virtuais, ou trabalhos virtuais. As dualidades for¢a—velocidade (ou forga—
deslocamento) e tensao—deformagao ainda sdo uma excelente forma de se entender
o significado do conceito de Dualidade. Uma maneira de entender o processo é
pensar que uma equacdo Au = f em um espacgo funcional é substituida por uma
equagdo escalar [Au|(w) = f(w) em que [Au|(w) é um funcional linear associado ao
operador Au e similarmente para f. Essa forma de interpretar, que em Matematica
¢ denominada de formulagio fraca de Au = f, é equivalente em dimensao finita (isto
é, Au = f <= wTAu = w” f,Yw € R"), mas ndo em dimensdo infinita (nesse
caso a caracterizagao dos funcionais lineares nao é tao simples, exceto em espagos
de Hilbert), e se constitue em uma ferramenta poderosa para provar existéncia de

iii



solugao para problemas complicados de Mecénica.

O conceito de subdiferencial também é muito usado em Mecanica para introduzir
comportamento constitutivo multi—valorado, por exemplo.

Vale a pena ressaltar também um outro tipo de formulagdo bem mais recente,
que é a formulagao variacional de um problema de equagao de derivadas parciais, e
que foi comentada pela primeira vez por Euler no século 18. Ele estudava problemas
relacionados a minimizagao de uma fungao definida em um conjunto de curvas e
verificou que uma condicao necessaria para existéncia de uma solugao era que a
curva minimizante satisfizesse uma equagao diferencial. Nessa pesquisa inovadora o
meétodo usado nao ficava claro, o que permitiu que Lagrange introduzisse um método
analitico mostrando como derivar a equacao que deveria ser satisfeita. A equagao
diferencial é hoje chamada de equacao de Euler-Lagrange do problema. De uma
forma mais precisa, usando uma notagao moderna, o problema é assim descrito:

Seja V' um espago de fungoes, J : V — R uma func¢ao, u € V uma solugao de

J(u) = mingey J(w) (1)

entao u é solucao de

J'(u) = 0. (2)

(2) é a equagao de Euler-Lagrange associada a (1).

Modernamente, o que se denomina de formulagao variacional de um problema
de equagodes diferenciais e o procedimento inverso. Se F'(w) = 0 é uma equagao
diferencial, procura-se um funcional J : V — R satisfazendo J' = F. Encontrado
um funcional com essa propriedade, F'(w) = 0 é agora a equagao de Euler-Lagrange
de um problema variacional.

Uma formulagao variacional é muito conveniente em Mecanica e por isso muito
usado. Em Estatica, por exemplo, um principio importante é o que caracteriza as
configuracoes de equilibrio estavel de um corpo como sendo as que minimizam um
funcional de energia.

A possibilidade de formular um problema de maneira diversas é muito conve-
niente e em Anélise Convexa elas sao muito usadas. Para entender alguns dos
desenvolvimentos feitos nesse curso, vale a pena comentar um pouco sobre a histo-
ria dessas idéias. Até meados do século 19 se pensava que, caso o funcional J tivesse
uma cota inferior, entdo a solucdo do problema de minimizacao estava assegurada.
Acreditava-se, portanto, que a existéncia de um infimo implicava na existéncia de
um minimo. Weierstrass mostrou que a existéncia de uma cota inferior nao assegu-
rava a existéncia de um minimo, ou seja, da solu¢ao do problema de minimizagao.
Isso pode ser visto examinando que o conjunto de nimeros positivos nao-nulos,
P, que é limitado inferiormente pelo zero, mas nao existe um minimo para P em
P. Apareceu entao o problema de procurar condigoes adicionais que garantissem
a existéncia de solugao. Surge entao a nogao de compacidade, que no Céalculo das
Variagoes levou ao "método direto", que geralmente é atribuido a Hilbert e Arzela.
A idéia do método é simples e seréd descrita a seguir. Suponhamos que seja dado um
funcional J com uma cota inferior. Procura-se minimiza-lo diretamente construindo
um seqiiéncia (wy,) tal que J(w,) — inf J. Uma pergunta essencial é se w,, é uma



seqiiéncia convergente, digamos para w e, em sendo convergente, se J(w) = inf J.
Hipoteses de compacidades para o dominio de J sao necessarias para responder
positivamente a primeira questao e de continuidade para J para responder positi-
vamente a segunda. Veremos que convexidade é uma das hipoteses fundamentais
para provar esses resultados.

Esse curso foi estruturado em torno de alguns problemas de Mecanica que sao
discutidos na primeira parte do curso, chamada de Motivag¢do. As dificuldades
no equacionamento e na aproximagao numérica sao discutidas. Na segunda parte,
chamada de FElementos Tedricos sao desenvolvidas, de forma sistematica, as ferra-
mentas necessarias para dar sentido matematico ao modelo, isto é, equacionamento
do problema, prova de existéncia de solugoes, caracterizagao dessas solugoes, e de-
senvolvimento de algoritmos para aproximacao. O problema mecénica discutido
nao é simples e so modernamente, através das técnicas de Anélise Convexa, é que
ele pode ser rigorosamente tratado. As ferramentas discutidas na segunda parte
do curso foram desenvolvidas de forma a servir de fonte de consulta ao iniciante
em Anélise Convexa. Achamos que faltava uma referéncia desse tipo em lingua
portuguesa.

Esperamos que esse livro venha motivar a difusdo das técnicas de Anélise Con-
vexa e aumentar o seu uso em Modelagem.
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Capitulo 1

Introducao

Existem trés maneiras bésicas de construir a Fisica e, sobretudo, a Mecinica. A
primeira consiste em escrever equagoes de equilibrio estatico ou dindmico, tais como,
por exemplo, a famosa lei de Newton F' = mua, isto é, forca = massa vezes acele-
ragao. A segunda consiste em escrever igualdades entre variagoes de energia, ou
seja, trabalhos ou poténcias virtuais. A terceira maneira, que é intimamente ligada
a segunda, consiste em exprimir mateméaticamente a energia do sistema estudado
e impor que sua variagao seja nula para todo campo de velocidades admissivel no
instante de tempo considerado, isto é, para todo movimento virtual compativel. Em
termos matemaéticos, a primeira maneira consiste em escrever equagoes diferenciais
ou equagoes diferenciais parciais descrevendo o estado (equilibrio ou 0 movimento)
do sistema; a segunda consiste em escrever equag¢odes variacionais, ou seja, formula-
gOes variacionais (ou fracas) destas mesmas equagdes; a terceira maneira nos leva a
escrever a variacdo de um funcional de energia, isto €, o diferencial de um funcional
de energia.

As duas tltimas formas sdo conhecidas como métodos variacionais. E interes-
sante notar que a idéia aparentemente alternativa que consiste em escrever a con-
servacao de quantidades fisicamente significativas (por exemplo, massa, quantidade
de movimento, energia) para toda parte do sistema é, em realidade uma variante
dos métodos variacionais.

O Calculo Cientifico moderno e sobretudo os populares elementos e volumes
finitos s@o baseados em métodos variacionais e parecem ser intrinsicamente ligados
a informatizacdo da Ciéncia. Na verdade, os métodos variacionais sdo ao mesmo
tempo os mais modernas e as mais antigas: como ocorre freqiientemente na Historia
das Ciéncias, novos autores revisitaram e atualizaram idéias classicas para atingir
horizontes ainda inexplorados: parafraseando Newton, podemos concluir da Historia
dos métodos variacionais que, para ver mais longe, o melhor é subir aos ombros de
gigantes.

Um dos grandes problemas cientificos -estudado pela humanidade durante pra-
ticamente dois milénios antes de ser completamente resolvido - foi o problema da



alavanca. Aristoteles ja propusera que o principio da alavanca poderia ser explicado
através da anélise dos "movimentos naturais"e "ndo naturais"do sistema e que o
equilibrio poderia ser explicado através da analise dos movimentos possiveis. De
maneira analoga, o célebre Heron de Alexandria - cujos principios fundadores ori-
entam o ensino da Mecéanica até hoje - formulou o principio de economia, que pode
ser interpretado em termos de variagoes de funcionais. Na Idade Média, o célebre
Jordanus Nemorarius, estudando o mesmo problema, introduziu uma nogao de li-
nearidade proxima da de trabalho virtual. Outros grandes nomes da Ciéncia, tais
como - entre outros -Torricelli, Fermat, Huyghens, Leibiniz, a familia Bernouilli,
Euler, Varignon, Maupertuis, Fourier, D’Alembert, Coulomb, Lagrange, Hamilton
marcaram o desenvolvimento dos métodos variacionais.

Podemos fincar dois grandes marcos na histéria dos métodos variacionais: o Cal-
culo Diferencial e Integral e o computador - ambos deram um impulso extremamente
forte & abordagem variacional, cuja atual popularidade dos métodos variacionais foi
grandemente ampliada pelos trabalhos do construtor de barragens Boris Galerkin,
o qual - apds sua famosa viagem pela Europa as vésperas da Primeira Guerra Mun-
dial - teve a inspiracao de construir as aproximagoes que recebem seu nome. Os
trabalhos de outro russo - Sobolev - deram um quadro matemético apropriado aos
trabalhos de Galerkin e foram retomados e aprofundados pela escola francesa criada
por Hadamard, Fréchet, Schwarz, Lions, Moreau.

No estudo dos sistemas fisicos e, mais recentemente, econémicos, uma classe
de problemas exige uma atengao particular: os problemas envolvendo vinculos (ou
restrigoes), para os quais cuidados particulares - ligados as forgas de vinculo - sao
exigidos. Neste campo, os métodos variacionais mostram toda sua poténcia e flexi-
bilidade, conduzindo a procedimentos sisteméticos e métodos numéricos variados e
adaptados aos objetivos do analista. Em tais situagoes, a teoria servindo de base
a abordagem variacional é a Anélise Convexa, que é o tema destas Notas. Neste
campo, um grande nimero de situagoes de grande interesse pratico leva a proble-
mas mateméticos ainda abertos e nao resolvidos - o que deve realgar o interesse de
pesquisadores pelo assunto.

Estas Notas tem por objetivo a apresentagao dos fundamentos da Anélise Con-
vexa e exemplificar a utilizagao dos resultados através de alguns exemplos. Notemos
que a Anélise Convexa trata de conjuntos convexos mas nao trata somente de fun-
¢oes convexas: fungoes nao convexas sao também estudadas neste texto.



Parte 1

Motivacao: exemplos de
aplicacoes






Capitulo 2

Meilos Curvilineos

Em certas situagoes - freqiientemente encontradas na pratica - os movimentos e es-
forgos ligados a solidos tridimensionais podem ser aproximados por campos analogos
associados a meios unidimensionais ou bidimensionais. Tal é o caso, por exemplo,
das teorias de cordas, barras, vigas, membranas, placas ou cascas.

Tais aproximacoes repousam geralmente sobre hipoteses de tipo geométrico. Por
exemplo, no caso de cordas, barras, vigas, observa-se que uma das dimensoes é muito
maior do que as outras e aproximam-se a descrigao geométrica do meio por uma
curva e os movimentos do sélido por deformagoes desta curva: resulta assim um
modelo descrito com apenas um pardmetro, uma estrutura unidimensional.

De maneira analoga, quando um das dimensoes é muito menor do que as outras
duas, aproxima-se a descrigao geométrica por uma superficie e os movimentos do
solido por deformacgoes desta superficie, resultando uma estrutura bidimensional.
Esse é o caso de membranas, placas e cascas.

As descrigoes aproximadas assim obtidas formam a importante classe dos meios
curvilineos, de grande relevincia em Engenharia. A aparente simplicidade geo-
métrica dos modelos gerados é, porém, altamente enganadora: os modelos podem
apresentar grandes dificuldades teodricas e préticas, muitas das quais se encontram
ainda nao resolvidas. O estudo de meios curvilineos freqiientemente aponta para
dificuldades fundamentais em Engenharia e Matematica, como veremos através de
alguns exemplos.

2.1 Meios Curvilineos Unidimensionais

Consideremos un soélido tridimensional de natureza "tubular", isto é, caracterizado
por uma curva e uma secao reta (Figura 2.1).



Para descrever um sélido deste tipo, é usual parametrizar a curva através de
uma variavel real o € (0, A). Por exemplo, podemos tomar @ = s, onde s é o
comprimento de arco associado ao arco de curva (neste caso, A = L, onde L é o
comprimento da curva): a descrigdo assim obtida é a descri¢do euleriana e s é a
varidvel de Fuler. Também podemos escolher @ = a, onde a é uma particula do
solido, modelado como sendo a curva, mas em uma configuragao natural (isto é, em
auséncia de qualquer forga exterior). Neste caso, A = ¢, onde ¢ é o comprimento
natural da curva, ou seja, seu comprimento na configuragdo natural): a descri¢ao
assim obtida é descricao lagrangeana e a é a varidvel de Lagrange.

A configuragao do soélido é:

Q={¢ecR’:fcz(a)+S(a):ac(0,A)} .

Supondo que a maior dimensao das segOes retas S (a) (por exemplo, o maior
didmetro ou lado de uma segao reta S («)) é pequena quando comparada com o
comprimento da curva, podemos aproximar a geometria do sélido como sendo a da
curva (z () : @ € (0, A)).

Seja o o tensor das tensoes no so6lido. Para utilizar a aproximagao acima de ma-
neira eficaz, devemos reduzir o a uma resultante T (o) e a um momento resultante
M («) aplicados no ponto z (), isto &,

T(a):/at ; M (a) = / E—z() Aot .
S(a) S(a)

Os esforcos internos no s6lido podem ser caraterizados por T e M. Quando
este é submetido a um carregamento externo que corresponde a uma densidade de
forgas ¢ (@) e de momentos m («), o equilibrio de uma parte elementar é dado por
(Figura 2.2)

T(a+da)— T(a)+ cla)da=10

M(a+da)-M(a)+m(a>da+<x(a+da)—x(a+dg‘>)AT(a+da)

R A P
arT

dM
— - T = A) . 2.1
da+c 0 e da—i—m—i—t/\ 0 para «€ (0, A) (2.1)

ou seja

Para completar estas equagoes, é necessario introduzir, por um lado, as condi-
¢oes de contorno e, por outro lado, uma lei de comportamento (por exemplo, uma
conexdo entre variagdes de geometria de z e os esforgos internos). Observe que
em modelos mecanicos estamos interessados em saber como variagoes de geometria
ocasionam forcas e momentos.



2.1.1 Fio idealmente flexivel

Um fio idealmente flexivel é um meio continuo unidimensional para o qual M = 0
e T =Tt onde T é a tensdo (por abuso de notagdo designamos o escalar e o
vetor pela mesma letra), e ¢ é a tangente a curva. Um tal modelo é freqlientemente
usado para descrever cordas delgadas, elasticos, barbantes ou fios de costura. Todos
estes meios apresentam uma caracteristica essencial: o comportamento unilateral.
Ou seja, nesses meios somente esforgos de tragao sdo possiveis e uma forga de
compressao induz uma modificagao de geometria que transforma a compressao em
tragao (Cf. Figura 2.3). Assim, T' > 0 em toda configuragao fisicamente realizéavel.

Adotando o ponto de vista de Lagrange, a configuracao do fio é dada por uma
aplicacdo z : [0,¢] — R3, associando a particula a € [0,] o vetor-posi¢ao z (a).
Temos entao

/
t:‘j| ;x':j—z. (2.2)
A equagdo (2.1) se reduz a
T'+c(a)=0 para a€]0, ¢ . (2.3)
Para um fio elastico, a lei de Hooke se escreve
T=Ke ¢ T>0, (2.4)
onde K > 0 ¢ o modulo de elasticidade e € é a deformagao:
e=|z"|-1 . (2.5)

As condigoes de contorno naturais para um fio sao a amarragem de uma extre-
midade e uma forca aplicada na outra:

z(0)=0 e T{)=F. (2.6)

As configuragoes de equilibrio do fio sdo as solucoes de

Problema 2.1.1. Sejam K > 0, ¢ > 0, ¢ e F dados. Determinar (z, T) satisfa-
zendo (2.2)-(2.6). &

Notemos que (2.4) combinada a (2.5) mostra que

zeVi={zeV:|a'|>1qs} ; V={z:00—R:2(000=0}.
(2.7)
Assim, as configuragbes admissiveis do fio sdo os elementos de V.



Curva : x = x{a)

Tangente unitaria : t= t{a)
Secdo reta : S=S{a)

(normal & t)

Figura 2.1: Estrutura tubular caracterizada por uma curva e uma segao reta

T(a+d o), M(a+d a)

ela), m(a)

a+da/2

Tla), Mla)

Figura 2.2: Equilibrio de um elemento do sélido tubular.

Uma forca de compressao provoca uma mudanca de
geometria que transforma a compressdo em tracdo

2

Figura 2.3: Comportamento unilateral : "> 0




A dificuldade essencial

O comportamento unilateral introduz uma dificuldade essencial. Para ilustra-la
consideremos a situagdo onde c¢(a) = —z (a) e F = 0. Neste caso, o problema
(2.1.1) ndo tem solugdo: com efeito, suponhamos que z é uma configuragdo de
equilibrio do fio: entdo z € V. Ora, por um lado,

T'=z= Tz=zz=|z|

e, por outro lado,

T
T.x/:Ks|a7'|:K5(1+5):T(1+K).

Assim,

T
(Tx) =T a+Ta' =|a |2+T<1+K> > |z |° para a€)0, /|
Logo,

I
/| z [° g/(T.x)’: T (¢).z (¢) — T (0).z (0) = 0.
0 0

Assim,
z=0 qs. sobre 0, {[= z'=0 em |0, ¢.

Mas entdo z ¢ V4. Assim, z € V. e z ¢ V,, o que é absurdo. Assim, para o
carregamento descrito, o fio ndo admite uma configuracao de equilibrio.

Apesar da nao existéncia de solugao, podemos abordar o problema sob um angulo
puramente numeérico: consideremos, por exemplo, / = 1 e K = 1. O fio pode ser
discretizado em N elementos de comprimento h = 1/N e podemos utilizar uma
aproximacao TN tal que TN) ¢ constante em cada subintervalo ((i — 1) h, ih),
i =1,..,N. Sejam a:i(N) = 2™ (ih), WM = (ac(N))/(ih), Ti(N) = TW) (ih).

Escolhendo como variavel principal UW) = (ui(N),i =1,...N ), podemos definir

X (U(N)) = (xi(N),i = 1,...,N>7 dado por
xi(N) = xi(ivl) + hui(N) , t=1,..,N; méN) =0

e T(V) (U(N)) = (Ti(N),i =1, ...,N) dado por

)
) _ N 1) Y - )
7/ _K<‘ ] ‘ 1) =L N =1 T =0
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Assim, a discretizacao das equagoes de equilibrio conduz a um sistema de equa-
¢Oes nao lineares:

R (U<N>) -0 ; R (U<N>) - (Rl- (U<N>) = 1,...,N> :
onde

Ry (UM)) = T}M—Ti(ﬁ)—g (= +220), i=20 N Ry (0) = TV,

Estas equagoes podem ser resolvidas numericamente por um método de relaxa-
Gao :
g p+1) — (V. p) 4R (U(N, p)) . U0 dado.

w > 0 é um coeficiente de relaxagao. A qualidade do resultado pode ser contro-
lada, por exemplo pelo parametro

1/2
o= () = (5 )

Na préatica, as iteragoes sdo terminadas quando p = pmax ou || 7 (p)|| < 6. Apli-
cando este método com w = 0.75; UM 0) = (e1,7=1,...,N), obtemos os resultados
abaixo (Tabela 1)

N D r(p) N p 7(p)
10 79 9.5F — 11 ) 10 250 3E — 17
100 742 1E — 10 ’ 100 2500 | 4FE — 17
1000 | 6575 1E —10 1000 | 25000 | 3E — 17

Tabela 1 - Resultados obtidos por relaxacio, com U™ 0 = (¢, i =1,...,N)

Estes resultados permanecem estéaveis para outros pontos de partida. Por exem-
plo, UM 0) = ((—1)Z e, 1 =1,..., N) leva aos resultados abaixo (Tabela 2)

N p r(p) N p (p)

10 | 69 | 1E—10 . 10 | 120 | 4E —17
100 | 555 | 1E — 10 : 100 | 1200 | 5E — 17
1000 | 3713 | 1E — 10 1000 | 12000 | 6E — 17

Tabela 2 - Resultados obtidos por relaxacao, com UV 0) = ((—1)i er,t=1,..., N)

Para um ponto de partida U®: 9) aleatorio, os resultados sdo muito parecidos
com os da Tabela 1. Vérios valores de w conduzem a resultados analogos, todos
muito proximos. Assim, apesar da inexisténcia de solu¢ao, observa-se uma excelente
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convergéncia numérica: pelo menos no plano numérico, nao estamos resolvendo o
mesmo problema.

Para explicar esta convergéncia, podemos aplicar os resultados demonstrados
no que segue: o campo de forgas externo c(a) = —z(a) e F = 0 deriva de um
potencial. Tomando

14
1
Ue)= [ 51 da
0

temos
—c €U (z),

onde 9U (z) é o subgradiente de U no ponto z. De forma analoga,
T € oW (z),

onde W é a energia potencial interna do sistema:

L
W(x):/§(|:c’|—1)2da
0

Assim, a equagdo de equilibrio se escreve
zeVy e 0€dW(z)+0U(x) .

Seja

(1&1+¢) -

N | =

£
Weta) = [ [001-1)"] da 5 ¢ —max{¢,0) =
0

Temos

Esta igualdade mostra que a equagao de equilibrio se escreve
zeVy e 0€IW*™ (z)+ 90U (z)

Sejam J = W 4+ U e J* = W** 4+ U. W** é convexa, W** (z) € R para
todo z, U é convexa, U (z) € R para todo z: decorre do Teorema 6.7.17 que
OJ** () = OW™* (x) + OU (x) para todo x. Assim, a equagdo de equilibrio se
escreve

zeVy e 0€dJ™(z)

e o Teorema 7.2.2 mostra que

reVy e z= argm&n]**.
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Este problema nao admite solugao. Porém o problema relaxado
T = argminJ**
1%
possue uma solugao tinica 7 = 0. Ora, a seqiiéncia { =, }, .y dada por

‘ l,se ac€ A
(j=0,...n) ,1A(a)—{ 0,se a¢ A

s I

= (D' e a@ ;4=
i=1

verifica z,, € Vi exy, — T =0¢ J (z,) = J** (2,) — J** (T) quando n — +o0.
Resulta que
Ora,

min J = min J** = min J**
7 vy v

Assim, toda seqiiéncia minimizante { z, }, .y C V4 tal que J(z,) — 1‘1/1in
+

J verifica J (x,) = J** (z,) — min J**. Assim, toda seqiiéncia minimizante
%

associada & minimizagdo de J em V. é também uma seqiiéncia minimizante de
um problema diferente, associado & minimizacao de J** sobre V. Ora, este pro-
blema tem por solugao tnica T = 0, de modo que x, — T = 0, o que explica a
convergéncia observada.

Contato unilateral

A analise de fios perfeitamente flexiveis apresenta dificuldades suplementares quando
consideramos a presenga de um obstaculo. Por exemplo, consideremos o obstéaculo
definido pela equagao ¥ (§) = 0 e a regiao admissivel ¢ (£) > 0: as configuragoes do
fio estao restritas ao lado positivo do obstéaculo:

zeVynC ;3 C={z:[0,—R:¢(z(a)>0 q.s. } . (2.8)

A parte do fio D (z) que esta em contato com o obstaculo ¢ uma das incognitas
do problema: em geral, para determinéa-la é preciso conhecer a solucao. Temos

D@)={ac0,q:¢(z(@)=0"}. (2.9)

A presenga do obstaculo introduz um vinculo no sentido da Mecénica Classica,
ao qual estad associada uma reac¢do, ou forca de vinculo, r, que também é uma das
incégnitas do problema.
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O caso sem atrito Quando o contato ocorre sem atrito, o carregamento externo
compreende uma forca de reacao r ligada ao obstaculo:

c=co+r. (2.10)

A reacado do obstaculo é ortogonal & sua propria superficie, cuja equacdo é
¥ (€) = 0. Assim, temos:
r=Rn, (2.11)

onde n é a normal unitaria voltada para o interior da regiao admissivel. Supondo
que V1 #£ 0 sobre o obstéaculo, temos

Vy

n= T (2.12)

A reagao é dirigida para o interior da regiao admissivel e é nula quando nao ha
contato:

R(a)>0 e R(a)=0 se ¥(z(a)) >0 (2.13)

Neste caso, 7 € um vetor normal & C' (defini¢do 5.6.11) e o vinculo é ideal, isto
é, o trabalho da forga de reacao r é nulo para todo movimento virtual compativel
com o vinculo - ou seja, para todo dz pertencente ao cone tangente TC (C,z). r
nao somente pertence ao cone normal NC (C,z) - o qual é formado pelas forgas
que realizam um trabalho ndo positivo (isto é, negativo ou nulo) nos movimentos
virtuais compativeis (ou seja, pelos elementos cujo produto escalar é ndo positivo
para todo elemento de TC (C,z) ) - mas também ¢é ortogonal & TC (C,z). Um
vinculo ideal nao dissipa energia.

Para determinar o equilibrio do fio em presenca de um obstaculo, devemos re-
solver o problema seguinte:

Problema 2.1.2. Sejam K > 0, ¢ > 0, ¢y e F dados. Determinar (z, T, r, D (x) )
satisfazendo (2.2)-(2.6) e (2.8)-(2.13). A

A principal dificuldade no estudo de problemas de contato unilateral reside na
multiplicidade de valores de D (z) e R (logo, de 7). Por exemplo, consideremos a
situacao onde o obstaculo é um cilindro:

VO =8+ (&H+20)°—a® (0<a<l).

Caso o fio seja suficientemente longo, podemos construir vérias solugoes (Cf.
Figura 2.6 ) conduzindo a valores de T, D (z) e R distintos.
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: Tg=F
p— [a-r ]

admissivel e /
x(0)=0

WERLE

regitio wé=0:

admissivel equagio do
obstaculo

Particulas de Dix) v <0:

interior do
obstdculo

Figura 2.4: Contato unilateral entre o fio e o obstaculo

R=0 quando

r=Rn, R=0 - "
. 1 nao ha contato

n=Vy/| V|

Figura 2.5: Reacao do obstaculo
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A multiplicidade de solugoes e, em particular, a dos valores de D (z) e R esta
intimamente ligada a convexidade: suponhamos que nosso carregamento externo cg
deriva de um potencial convexo e continuo Uy, isto é,

—cop €Uy (z) ; Uy convexo e continuo .

Suponhamos que a regiao admissivel também seja convexa. Neste caso, por um
lado, C' é um convexo fechado de V' e, por outro lado, a reagao r do obstaculo esta
associada ao subgradiente (Cf. definicdo 6.7.8) da fungao indicatriz ¥ de C (Cf.
definicdo 7.0.19): como vimos acima, r é um elemento do cone normal a C' em z
NC (C,z) (Cf. definigdo 5.6.11 ) e, como C é convexo (Cf. Lema 7.1.3 ),

—r € 0¥c¢ (z)
Assim, o carregamento externo verifica (Cf. Teorema 6.7.17):
—cedU(r) ; U=Uy+Y¢

O potencial U é convexo e fracamente semicontinuo inferiormente (definigdo
6.3.5 € Teorema 6.3.19). Ora, como ja vimos, o Teorema 7.2.2 mostra que

reVy e x:argm‘;nJ** ; JTT=W"4+U

Neste caso, o problema relaxado

T = argminJ ™"
v

admite uma solucdo a qual estdo associados um campo de tensdes T € OW** (T),
uma reacao 7 € —0¥¢ (T), um carregamento ¢g € Uy (T) e uma zona de contato
D (7). Usando a convexidade do problema, é possivel mostrar que

T eoW (z) ; — (T +7¢) €dU(r),

ou seja, que o campo de tensdes associado a x ¢ T e que o carregamento externo
total associado a © é T + ¢p. Assim, obtemos um resultado parcial de unicidade
dos esforgos internos e externos. Em certas situagoes particulares, como a de um
obstéculo plano e forcas de gravidade, estas igualdades levam & unicidade da zona
de contato.

O problema de pequenas perturbagoes ou pequenos deslocamentos Uma
situagao freqiientemente encontrada na pratica é aquela em que uma configuragao
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inicial 7y é dada e busca-se um conjunto de configuragoes z;, 2, ..., Ty tais que
z; = x;—1 + u;, paral < i < N. Por exemplo, tal é o caso quando um problema
de evolugdo em um intervalo de tempo [0, t;max] € discretizado utilizando um passo
At = tpmax/N. Além disto, a pratica dos problemas de contato unilateral conduz
-por razoes numeéricas - ao uso de esquemas de discretizagao explicitos com passos
de tempo extremamente pequenos (isto ¢, valores de N extremamente grandes), de
forma que os deslocamentos u; sao muito pequenos.

Neste caso, a situagao é - para cada indice ¢ - a seguinte: dispomos de uma
configuracao de referéncia zp para a qual a zona de contato D (zr) é conhecida e
desejamos calcular um "pequeno"campo de deslocamentos u tal que a solugao seja
z = zr + u. Em tal caso, é natural utilizar a informacao disponivel na configuragao
zr para determinar o deslocamento u conduzindo a nova configuragao x: resulta
a aproximacao dita de "pequenas perturbagoes" ou "pequenos deslocamentos", em
que u é suposto infinitesimal. Esta aproximacao repousa sobre as seguintes:

a) Aproximagdo da zona de contato: a zona de contato é aproximada pela zona de
contato na configuracao de referéncia, isto é

D (z) =~ D (zp) . (2.14)

De maneira coerente com esta aproximacao, temos

(@) = ¥ @r(@)

b) Aproximagdo do conjunto admissivel: seja zg (a) ¢ D (zgr). Entdo ¢ (zg (a)) >
0. Temos entao

¥ (2 (a)) = (zr(a) + u(a)) = ¢ (zr(a)) + VY (25 (a) ula) .
~——

>0 infinitesimal

Assim, para todo u (a) infinitesimal,
¥ (z(a)) =0.
Seja zg (a) € D (zg). Entao ¢ (zg (a)) = 0. Temos entao
¥ (z(a)) =9 (2r (a) + u(a)) = ¥ (zr(a)) + Vi (zr(a)).u(a)
=0
de modo que

Assim, para todo u (a) infinitesimal,

Y (z(a)) >0«< ng(a).u(a) >0 ; ngr(a)
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Resulta que

Cr{z=2zr+u:ung>0sobre D (zg) } (2.16)

c) Aprozimacgdo da reagdo do obstdculo: de forma coerente com a aproximacao do
conjunto admissivel,

r~ Rng, R>0 sobre D(zgr) ; r= 0 sobreo restodo fio. (2.17)

d) Aprozimagao do carregamento externo nao ligado ao obsticulo: de maneira
coerente com a hipotese de um deslocamento infinitesimal,

o (z) = co(zr)+ Deo (2r) (u)
—_—— ——
finito infinitesimal

onde u — Dcg (zg) (u) é uma aplicagao linear. Logo,

co () = ¢o (zr) - (2.18)

Assim, o problema de "pequenas perturbagoes"do equilibrio do fio é seguinte:

Problema 2.1.3. Sejam K >0, £ > 0, zg, ¢y e F' dados. Determinar (z, T, 1)
satisfazendo (2.2)-(2.6), (2.10), (2.14)-(2.18). &

Esta formulacao elimina as dificuldades ligadas a nao convexidade da regiao
admissivel e do potencial externo Uy : C é aproximado por um convexo fechado e
Uy é aproximado pelo trabalho de uma for¢a constante (i. e., um funcional linear
e continuo). Neste caso, a unicidade do carregamento externo global implica a
unicidade da reagao do obstaculo r. Para a implementagdo numérica, a fungao
indicatriz deve ser aproximada por uma fungao continua, através de um dos métodos
apresentados na secao 7.2.1.

O caso com atrito Quando o contato ocorre com atrito, a reagao do obstaculo
nao é ortogonal a sua superficie :

r=Rn+¢ ;9on=20 . (2.19)
¢ é o esforco de atrito, tangente ao obstaculo e cujo valor é limitado:
¢ <A . (2.20)
A fungdo A é definida pelo coeficiente de atrito pu > 0 e pela reagdo normal:

A=puR. (2.21)
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A presenca de atrito introduz uma nova incognita e dificuldades adicionais: ¢
nao é tinico, mesmo para situacgoes convexas. Por exemplo, consideremos a situagao
onde o obstéculo é um plano horizontal passando pela origem (isto é, 1 (§) = &2) e o
carregamento externo ¢ dado pela gravidade ¢g = —pges e F' = Feq, F > 0 (Figura
2.7), onde p é a densidade linear do fio (unidade de massa/unidade de comprimento)
e g é a aceleragao de gravidade.

Nesta situagao, C' e o potencial Uy sdo convexos, a parte normal R da reagdo do
obstéculo e a zona de contato D () sdo tnicas: R = pg e D (z) = (0,£). Apesar
disto, o fio admite uma infinidade de configuracoes de equilibrio, correspondendo a
valores arbitrarios de ¢ tais que | ¢ | < ppg. Em particular, podemos construir uma
familia de solugdes para a tensao linear tal que T (a) = (F — ¢f) + ¢a, ¢ = ey,
| & | < upg.

O problema de "pequenas perturbagoes" com atrito A dificuldade acima
faz com que a aproximacao de pequenas perturbacoes seja freqiientemente utilizada
para a resolucao de problemas envolvendo atrito. Neste caso, além das aproximagoes
introduzidas acima, utiliza-se

e) Aproxzimagao do atrito: de maneira coerente com as aproximagoes (2.14) e
(2.16), aproxima-se o valor méaximo possivel do atrito por

A= AR = ‘LLRR 5 (222)
onde Ag é o valor maximo possivel do atrito na configuracao de referéncia zr

e Rp é a parte normal da reacao do obstaculo nessa mesma configuragao.

Além disto, o atrito age de maneira a impedir o movimento. Supde-se que
oposigao do atrito ao deslocamento é maxima, ou seja, que s6 hd movimento
quando o atrito ndao o pode impedir. Decorre desta idéia a chamada lei de
Coulomb, definida pelas equagoes:

|| < A= upr=0 ; |¢|=A= 3T A>0tal que upr =—-Xp |,
(2.23)
onde ur é o deslocamento tangencial (lembremos que, por hipGtese, n ~ ng):

ur = u— (u.ng)ng . (2.24)

Neste caso, temos

¢

N TONE j(u)z/mm,

0



v

,

Figura 2.6: Solugoes multiplas

7 Z Z

Figura 2.7: Multiplicidade de solugoes num caso convexo
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de forma que o problema pode ser tratado pela inclusao do potencial exterior su-
plementar j: U = Uy + j + Y¢. Como ja observamos anteriormente, dentro da
aproximagao em "pequenas perturbagoes", Uy é afim e C' é convexo. Como j é
convexo e fracamente continuo, resulta U é convexo e fracamente semicontinuo in-
feriormente, de modo que o esquema de resolucao precedente se aplica. No plano
numérico, j é usualmente aproximado por um funcional diferenciavel no sentido de
Gateaux (definigao 6.7.2) através do procedimento de regularizacao (segao 7.2.1 )
antes da aplicagdo de um dos procedimentos de aproximagcao (segao 7.2.1 ).

2.1.2 O problema da elastica”: flambagem de uma viga inex-
tensivel.

Consideremos um meio curvilineo ocupando a configuracao de um segmento hori-
zontal e submetido a forgas horizontais F' e —F', com F > 0 (Figura 2.8)

Figura 2.8: O problema da "eléastica"

Supondo a viga inextensivel e tratando o problema de maneira bidimensional, o
vetor tangente é representado por

t= 1z’ = (cos (), sin(0)),

z(a) = (/Oa cos (0 (s)) ds, /Oa sin (0 (s)) ds> .

O deslocamento é

de modo que

u(a) =z (a) = (a, 0) = (21 (a) - a, 2, (a))

Em auséncia de todo carregamento além do contato com o obstaculo e das forcas
aplicadas as extremidades, o potencial associado as forgas externas é

L 4
U (6) = —Fuy (0) + Fuy (¢) :F/O uy (s) ds:F/O (cos (6 (s)) — 1) ds
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e a energia de deformagao elastica é

EI (% .
W:7/0 (0" (s)]" ds .

Assim, podemos determinar configuragoes de equilibrio estdveis através do Prin-
cipio do Minimo de Energia:

9*:argmvinJ ; J=WH+U;V={0:[0,{]] — R} .

De maneira mais geral, temos, calculando a diferencial de Gateaux de J em 6,

(DJ (6 EI/ 0'a — F / sin (0) o .

F
L -
0go, para A EI>O
0" +Asin(0) =0 ; 0 (0)=6()=0.

Notemos que estas condigoes implicam que

Seja

Se A < A1, entao a unica solugao é § = 0. Para A > \,, existem n solugoes 6,,,
1 < m < n, ndo nulas e dadas por

ko sin () = sin <9;n> ;

w/2

fr—Qm/\/l_k2Sln2 ™ ;

Vo 1= Rsin? (o) 3 o (0) =

NN

Temos

/2 + mm
J (0,) = 2k2 v/ FEI / cos@e)dy
/2 \/ 1 — k2, sin? (p)
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Assim, J (0,,) < J(0) e 8 = 0 (solugdo em forma de segmento de reta) nao é
estavel quando A > Ap, pois nao corresponde a um minimo de energia: a solugao
estavel é 0. Quando F cresce de 0 a A1 FI, a viga tende a passar da solugdo 6§ =0
a solucao # = 6, : ocorre a flambagem da viga.

E interessante notar que a presenca de um obstaculo plano nio altera este re-
sultado (Figura 2.9)

Neste caso, as configuragoes admissiveis verificam

/ sin (0 (s))ds > 0 para a € [0,/],
0
de modo que os valores admissiveis de # sdo os elementos de
C= { 6:[0,(] —R: / sin (6 (s))ds > 0 paraa € [O,E]}
0

Como 6, € C, a solugao estavel continua correspondendo a 61, quando A > A;.
2.2 Um Modelo Simples para a Fusao/Solidificagao

Num modelo simplificado, podemos considerar que um material se encontra em fase
solida quando sua temperatura 6 é inferior a temperatura critica de mudanga de
fase 6. e se encontra em fase liquida quando sua temperatura ultrapassa este mesmo
valor. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 6, = 0: em caso contrario,
basta tomar 6 = 6 — 6, e a mudanca de fase ocorre quando 6 = 6, = 0.

Seja 2 C R? a regido ocupada pelo material: a cada instante do tempo t > 0,
o campo de temperaturas do material é 6 (x, t), associando ao ponto x € Q a
temperatura nesse mesmo ponto no instante ¢. Assim, para todo t > 0, a fase
liquida ocupa a regiao

Qrt)={zeQ:0(xt)>0},
enquanto que a fase so6lida ocupa a regiao

Qs(t)={zeQ:0(x ) <0} .

F -F

7777/

Figura 2.9: Flambagem em presenca de um obstaculo



23

A regiao
YSt)y={zeQ:0(x,t)=0}
é a frente de mudancga de fase e separa a parte liquida da parte solida. No que segue,
supomos que X (t) é uma superficie, mas esta hipotese limitativa pode ser eliminada
e a formulagao final é valida mesmo quando X (¢) tem um volume estritamente

positivo.
Supondo que o material é homogéneo em cada fase, 0 verifica
0 0
%71€LA9:]" emQL(t) ) %71€5A9:f emQS(t) y

onde kg > 0 e kr, > 0 sao constantes caracteristicas de cada uma das fases. A estas
equagoes, devemos adicionar a condigao de Stefan:

kLVO.n —ksVO.n = —Av.n sobre X (t) ,

onde v é a velocidade da frente de mudanca de fase e n é a normal unitaria a
3 (t) , dirigida para o interior da fase liquida. A > 0 é um coeficiente ligado ao
calor latente do material. As condi¢oes de contorno e a condigao inicial envolvem
geralmente o valor do campo de temperatura na fronteira:

0 =06y sobre 02 ; 60(z,0)=060; em
Sejam w e (§ tais que

w=ksl, sef <0 ; w=kg0, sef >0 ;

ﬁ(a)zi—)\, sea<0 ;0(0)=[-\ 0] ; ﬂ(a)zki7 sea>0

ks L
e temos
aﬂa(;ﬂ) —Aw=0 em
w=wy sobre 90 ; w(z,0)=wy; em

Notemos que 8~ é univoco, de forma que,

%—Aﬂ’l(u):O em Q; uef(w);
w=wy sobre 90 ; w(z,0)=wp em O

Esta equacao de evolugao pode ser estudada através dos resultados expostos na
secdo 8.4: sejam V = L? () e H = H~1(Q). H ¢ munido do produto escalar

(u, v)y = (Vu, Vo), ; —Au=u e —Av=v em Q ;u=70v =0 sobre 0f) .

Com estas definigoes, A (u) = AB~! (u) é um operador maximal monétono, uni-
voco, hemicontinuo e limitado sobre V', de modo que podemos aplicar os resultados
da segao 8.4.
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Capitulo 3

Elementos de Teoria dos
Conjuntos

“Precisamos do Axioma da Escolha para nossas meias, mas ndo para nossos sapatos”

— Bertrand Russel

A Analise Convexa repousa sobre a Teoria dos Conjuntos e, em particular, sobre
o Axioma da Fscolha. Relembramos aqui os elementos essenciais necessarios ao
estabelecimento dos fundamentos da Analise Convexa.

A Teoria dos Conjuntos é o elemento fundamental da Matemética e é até hoje
objeto de controvérsia. Seus primeiros desenvolvimentos forma realizados por Georg
Cantor e conduziram & Teoria Ingénua dos Conjuntos, sintetizada por exemplo em
[Halmos 2001]. O adjetivo ingénua ndo indica imprecisdo, mas simplesmente uma
abordagem de tipo semi-axiomético utilizando conceitos intuitivos, sem excesso de
formalismo. Nesta teoria, o ponto de partida é a nogao de elemento: as colegoes
de elementos formam os conjuntos. Esta abordagem facilita a compreenséo e a
utilizagao operacional dos conjuntos, o que explica seu sucesso.

O inconveniente da Teoria Ingénua é de nao impor restrigoes claras as operagoes
podendo ser efetuadas sobre conjuntos, nem & escolha dos elementos: a nao impo-
si¢ao conduz a antinomias tais como o paradoro de Russell (o conjunto de todos os
conjuntos). Para eliminar tais inconsisténcias, Ernst Zermelo desenvolveu a Teoria
Axiomdtica dos Conjuntos, baseada em um conjunto de axiomas caracterizando os
conjuntos.

Em sua versdo inicial, Zermelo formulou oito axiomas fundamentais (extenséo,
conjunto vazio, pares, reuniao, infinito, fundacao, partes de um conjunto, escolha).
A maioria destes axiomas é utilizada de maneira implicita pela Teoria Ingénua.
Adolf Fraenkel e Thoralf Skolem introduziram um axioma suplementar (substitui-
¢a0). A teoria resultante dos nove axiomas é conhecida como Teoria ZFC(Zermelo-
Fraenkel-Choice).

O destaque dado ao Azioma da Escolha é facilmente explicavel: por um lado,
este axioma conduz a dificuldades, tais como o paradozo de Banach-Tarski (nao
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mesurabilidade de uma bola de R?); mas, por outro lado, ele serve para justifica
a maioria dos fundamentos da Anélise. Por exemplo, ele justifica alguns dos ra-
ciocinios mais freqiientes em Anaélise, tais como definir um elemento a partir de
uma familia de objetos, escolhendo uma parte do elemento em cada membro da
familia considerada. Assim, o Azioma da Escolha é freqiientemente indispenséavel a
prova de resultados fundamentais e sobre ele repousam, por exemplo, a existéncia
de de bases em espagos vetoriais, o método diagonal, o método de indugao finita e
a manipulacao de valores pontuais em seqiiéncias de fungoes.

Podemos encontrar na literatura desenvolvimentos recusando o Azioma da FEs-
colha, por exemplo baseados exclusivamente nos outros oito axiomas (Teoria ZF')
ou nos sete outros iniciais de Zermelo (teoria 7). Existem também teorias baseadas
em formas enfraquecidas, tais como o Axioma da Escolha Dependente. Note-se po-
rém que nenhuma destas teorias contém resultados classicos, tais como o Teorema
de Stone-Weierstrass (|Good et al, 1998]).

O desenvolvimento destes elementos esta além do escopo deste texto, de forma
que limitaremos o texto aos elementos necessarios a4 nossa teoria.

3.1 Nocoes e Operacoes Elementares sobre os Con-
juntos

Utilizaremos no texto que segue varias nogoes e operagoes elementares sobre os
conjuntos, em geral bem conhecidas. Lembramos aqui as definigbes essenciais a
fim de fixar a notagao utilizada.Como ja observamos, nosso objetivo nao é o es-
tudo detalhado da teoria dos conjuntos e nos contentamos dos elementos essenciais
necessarios aos desenvolvimentos que seguem.

A primeira nocao primitiva - logo, nao definida - sobre os conjuntos é a nogao
de pertinéncia: um conjunto é formado de elementos. Escrevemos = € A para dizer
que z é um elemento do conjunto A. Diremos também de A contém .

Em geral, um conjunto é definido através das propriedades de seus elementos:
dada uma sentenga S, define-se A como sendo formado pelos elementos para os
quais S é satisfeita e utiliza-se a notagao

A={z:S} ou A={z|S}.

Esta maneira de proceder - aparentemente intuitiva - é na verdade um dos
axiomas fundamentais da teoria dos conjuntos (Azioma da Especificagao).

Dois conjuntos sao iguais se e somente se sao formados pelos mesmos elementos:
A = B seesomente se v € A <= 1z € B. Esta idéia - também aparentemente
intutiva - ¢ ainda um dos axiomas fundamentais da teoria dos conjuntos (Azioma
da Ezxtensao).
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Outra nogao basica é a de inclusio: diremos que A C B, isto é, que o conjunto A
é um subconjunto de B ou que A esta contido em B, se e somente se todo elemento
de A é também um elemento de B: * € A = x € B. Diremos também que
B contém A. A inclusdo é reflexiva (A C A), transitiva (A C Be B C C =
A C () e antisimétrica (A C Be B C A = A = B). Por vezes, definiremos
um subconjunto A de um conjunto B utilizando uma especificagdo dada por uma
sentenca S. Neste caso, escreveremos A={x€B:S} ou A={ze€B|S}.

Utilizaremos o simbolo @ para indicar o - tinico - conjunto sem elementos. A
existéncia e a unicidade de @ resultam dos axiomas acima (especifica¢do e extensao)
e da nogao de igualdade.

A primeira operagao bésica sobre conjuntos é a de reunido: dados dois conjuntos
A e B, definimos um conjunto AU B - a reuniao de A e B - formado pelos elementos
de AeB:z€ AUB <= (z € Aoux € B). Esta operagio simples e intuitiva é
também um dos axiomas fundamentais da teoria dos conjuntos (azioma da uniao).

A segunda operagao bésica sobre conjuntos é a de intersec¢do: dados dois con-
juntos A e B, definimos um conjunto A N B - a intersecgdo de A e B - formado
pelos elementos comuns de Ae B: x € ANB <= (x € Aex € B).

Utilizaremos com relativa freqiiéncia a operagoes de diferenca:
A-B={a:a€A b¢ B} .
Quando B C A, diremos que A — B é o complemento de B com relagdo a A.

Também utilizaremos freqiientemente a operagao de soma

A+B={a+b:ac A be B}

Deve-se notar que a operagdo — (diferenca) néo é a inversa da operagao
+(soma) : a primeira seleciona os elementos de A que ndo sdo comuns a B, en-
quanto que esta tltima forma um conjunto utilizando as somas de elementos de A
e B.

Para simplificar a notagao, escreveremos u + A em lugar de { u} + A4

ut+A={u+a:acA}.

Se S é um conjunto, utilizaremos a notac¢ao P(S) para o conjunto das partes
de S,istoé, P(S)={ A| ACS } (Azioma da Poténcia).

Utilizaremos também as formulas de Morgan: para toda familia { A, }, . C

S— N Ay= U (S—A,)) e S— U Ay= N _(S—A,).
w € Q Q

w € w € Q
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3.2 Axioma da Escolha

O Axioma da Escolha pode ser formulado da forma seguinte:

Axioma 3.2.1 (Escolha). O produto cartesiano de uma famdlia nao-vazia de con-
juntos nao-vazios é nao-vazio, isto €, se F = { Sx}, ¢ o € uma familia nao-vazia
(A # @) de conjuntos nao-vazios ( Sy # @, ¥V XA € A), entao existe uma familia
{safreca tal quesy €Sy, VAeA B

Esta forma do axioma pode ser interpretada da maneira seguinte: a escolha
simultdnea de um elemento pertencente a cada conjunto da familia é sempre pos-
stvel.

Uma das conseqiiéncias mais importantes do Axioma da Escolha é a seguinte:

Proposigao 3.2.2. Seja S um conjunto nao-vazio. Entao existe uma fungao de
escolha que associa a cada subconjunto nao-vazio de S um de seus elementos, isto
é, se F € o conjunto das partes nao-vazias de S # & ( F =P(S)—{ @ }), entao
existe uma fungao de escolha f:F — S, tal que f(A)e A,VAeF Il

Prova. Basta aplicar o Axioma da Escolha a familia G = { A}, . » : toma-se

como conjunto de indices A = F e como indexador a aplicagdo identidade Sy = A.
Dado que S # @, temos F # @ e G={ Sa}, c r ={ Atac r = F # . Resulta
do Axioma da Escolha a existéncia de { sa}, o » tal que s4 € Sq, V A € F, ou
seja, { sa}4 ¢ 5 tal que s4 € A,V A€ F. Define-se entdo f( A) =54. ®

Existem na literatura numerosos resultados equivalentes ao Axioma da Escolha
(Cf., por exemplo, [Rubin e Rubin 1985]). Entre estes resultados, destacamos o
Lema de Zorn. Antes de enunciar e provar o Lema de Zorn, precisaremos de algumas
defini¢goes e notagdes. A primeira destas definigoes fundamentais é a de conjunto
parcialmente ordenado:

Definigao 3.2.3 (conjunto parcialmente ordenado). Seja S um conjunto. Diremos
que < é uma relagio de ordem parcial sobre S ou que (S, <) € parcialmente
ordenado se e somente se as propriedades sequintes forem satisfeitas:

Reflexividade: YV a € S :a < a.

Transitividade: ¥ {a,b,c} CS:a<b eb<c=a<c.

Anti-simetria: ¥ {a,b} CS:a<b e b<a=a=b N
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Seja S um conjunto. Podemos sempre definir uma ordem parcial sobre P(S)
usando a relagao de inclusao:

Proposigao 3.2.4. Seja S um conjunto. Entao ( P(S), C) é parcialmente orde-
nado. W

Prova. A relagao de inclusao satisfaz as propriedades de reflexividade, transitivi-
dade e anti-simetria:

ACA; AcB e BCcC — AcC ;; AcBe BCA— A=B.

Numa relacao de ordem parcial, dois elementos arbitrarios podem nao ser com-
paréaveis, isto é, podemos nao ter nem a < b nem b < a. Por exemplo, se S =
{1,2,3},A={1},eB={2 }naosao comparaveis em ( P(S), C): ndo temos
nem A C B nem B C A. Pode-se entretanto considerar subconjuntos de elementos
comparaveis: tais subconjuntos sao chamados cadeias:

Definigao 3.2.5 (cadeia). Seja (S, <) parcialmente ordenado e C C S. ( C, <)é
uma cadeia se e somente se todos os elementos de C' forem compardveis através da
relagdo < :

V(a,b)eCxC : a<b ou b<a. N

Por exemplo, se S ={1,2,3},C={o, {1},{1,2} }éuma cadeia.
Utilizaremos mais abaixo a propriedade seguinte:

Proposigao 3.2.6. Toda subcadeia € uma cadeia, isto €, ( C, <) é uma cadeia
e BCC = (B, <) ¢é uma cadeia.l

Prova. Seja (a,b) € B x B. Dado que B C C, temos( a, b ) € C x C. Como
(C, <) é uma cadeia, a <b ou b<a. ®m

Quando S é uma cadeia, isto é, todos os elementos de S sao comparéveis, dizemos
que o conjunto é totalmente ordenado:

Definigao 3.2.7 (conjunto totalmente ordenado). Seja ( S, <) parcialmente or-
denado. Diremos que < ¢é uma rela¢ao de ordem total sobre S ou que (S, <) €
totalmente ordenado se e somente se dois elementos arbitrdrios de S sao compard-

veis através da relagdo < :

V(a,b)eSxS : a<b ou b<a N
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Notemos que a defini¢do de uma cadeia implica que ( C, <) é bem ordenado.
Utilisaremos em seguida a nogao de elemento maximal e de elemento minimal :

Definigao 3.2.8 (elemento maximal, minimal de uma parte de S). Seja ( S, <)
parcialmente ordenado e A C S. Diremos que M € o elemento mazimal de A
se e somente se : M € A eVae A: M <a = a= M. De maneira
andloga, diremos que m € o elemento minimal de A se e somente se: m € A e
VacA:a<m = a=m. 1

A nocgao de elemento maximal € diferente daquelas de majorante, ou cota
superior, supremo, € mdzrimo. Similarmente, a nocao de elemento minimal ¢ dife-
rente daquelas de minorante, ou cota inferior, infimo, e minimo. Estas defini¢oes
também nos serao uteis:

Definicao 3.2.9 (majorante, minorante de uma parte de S). Seja ( S, <) parcial-
mente ordenado e A C S. Diremos que M é um majorante de A se e somente se :
Va€ A :a< M. De maneira andloga, diremos que m € um minorante de A se e
somente seVace A : m<a. N

O maior dos minorantes € o nfimo e o menor dos majorantes é o supremo :

Definigao 3.2.10 (infimo, supremo de uma parte de S). Seja ( S, <) parcialmente
ordenado e A C S. Diremos que M ¢é o supremo de A se e somente se M ¢é um
majorante de A e todo majorante M’ de A wverifica M < M’, isto é:

VacA :a<M ; VYVacA :a<M=M<M.

De maneira andloga, diremos m € o infimo de A se e somente se m € um
minorante de A e todo minorante m' de A wverifica m! < m, isto é:

VacA : m<a ; VaceA: m<a=m'<m. R

O supremo e do infimo sao unicos, quando existem. Por exemplo, se mi e mgy
sa0 dois supremos de S, temos m; < mg e mo < my, de modo que a reflexividade
da relagao de ordem parcial implica my = mo.

Definigao 3.2.11 (méximo, minimo de uma parte de S). Seja ( S, <) parcialmente
ordenado e A C S. Diremos que M é o mdzrimo de A se e somente se : M € A
eVaéeA:a< M. De maneira andloga, diremos que m € o minimo de A se e
somente se : mE€A e VacA:-m<a. N
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Quando existem, o maximo e o minimo sdo dnicos. Por exemplo, se my e mo
sao dois méximos de S, temos m; < mg e mo < mq, de modo que a reflexividade
da relacao de ordem parcial implica mi = ms.

Nao se deve confundir um elemento maximal nem com um majorante, nem um
supremo, nem um maximo. Um elemento maximal ¢ um elemento de A que nao
admite nenhum majorante em A, mas nao é obrigatoriamente um majorante de
A. Por exemplo,se A={ {1},{2} },{1}e{2} sdo elementos maximais de
(A, C) mas ndo sdo majorantes de A. Analogamente, um elemento minimal de
A é um elemento de A que nao admite nenhum minorante em A, mas nao precisa
ser um minorante de A: um elemento minimal n&o deve ser confundido nem com
um minorante, nem um infimo, nem um minimo. Todas estas nogoes coincidem
quando ( C, <) é uma cadeia:

Proposicao 3.2.12. Se M ¢é o mdzimo de ( C, <), entdo M ¢é o inico elemento
maximal de ( C, <). Reciprocamente, se M é um elemento mazimal de ( C, <) e
(C, <) éuma cadeia entao M € o mdzimo de ( C, <).

Sem € o minimo de ( C, <), entdo m é o unico elemento minimal de ( C, <).
Reciprocamente, se m € um elemento minimal de ( C, <) e ( C, <) éuma cadeia
entdo m € o minimo de ( C, <). N

Prova. Daremos a prova somente para o méaximo (a prova para o minimo é
inteiramente analoga).

Seja M o maximo de ( C, <). Consideremos a € C tal que M < a e mostremos
que a = M: como M é o maximo, temos também a < M, de modo que M < a e
a < M. Assim a = M. Logo, M & um elemento maximal.

Para a unicidade, consideremos outro elemento maximal N e mostremos N = M:
como M é o maximo, temos N < M. Como N é maximal, esta desigualdade implica
em N =M.

Seja (€, <) uma cadeia e M um elemento maximal de ( C, <). Temos M € C
por definigdo. Mostremos quea < M,Va € C. Seja B={a € C | a < M}. Basta
mostrar que C' — B = @: suponhamos C' — B # &. Entdo 3 a € C tal que a ¢ B
. Como C é uma cadeia, a e M sao comparaveis: a < M ou M < a.Sea < M,
temos a € B, o que contradiz a ¢ B. Suponhamos M < a: M é maximal, de modo
que M <a = M=a = a< M. Assim, a € B, o que contradiz a ¢ B. Logo
C—-—B=g,demodoquea<M,VacC. n

Temos também:

Proposic¢ao 3.2.13. Seja ( C, <) wma cadeia finita nao-vazia. Entdo ( C, <)
tem um mdximo e um minimo. M
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Prova. Daremos a prova somente para o méaximo (a prova para o minimo é
inteiramente analoga). Seja f : P(C) — C uma funcdo escolha sobre C. Seja X
o subconjunto de C' formado pelas cadeias que tém um maximo. X # &, pois C
¢ ndo-vazia e c€ C = {c} € X. Além disto, se B € X e ¢ € C, entdo
BuU{c} € X: com efeito, seja M (B) o méaximo de B. Como B C C, temos
M (B) € C. Como C é uma cadeia, M (B) e ¢ sao comparaveis. Se M (B) < ¢
entdo Vo € BU{c}: o < ¢ de modo que c = M (BU{ c}) é o maximo de
BU{ c}. Se c< M(B), de maneira analoga, M (B) =M (BU{ ¢ }).

Definimos g : X — X como
gB)=BU{f(C—-B)}, se C—B#@ ; g(B)=B, se C—B=g.

Nosso objetivo é mostrar que existe B € X tal que ¢ (B) = B: em tal caso,
C—-B=g,demodoque C C BCC(C = C = B e (C tem um méaximo.
Seja n=#( C ) €N, o ntimero de elementos de C. Temos

VBeX : #(B)< #(g(B))<n

Notando que, por um lado, { f( C — B )} contém um e um s6 elemento e que, por
outro lado, { f ( C — B )} N B = &, temos

B#g(B) <= #(g(B) )=#(B)+1.

Seja Cp = @ € X e, para todo i € N, C;j11 = g(C;) € X. Como C é nao-vazia,
n>0e g(Cy) # Cop, de modo que # ( Cy ) =1.

Seja A = { #( C; )}, ¢ n- Mostremos que 3 k € N tal que g (Cy) = Cr. Com
efeito, temos

#(g(C))<n = #(Ciy1)<n, VieN = n+1¢A.
Suponhamos ¢ (C;) # C;, Vi € N : entao
#(Co)=0 e VIieN : #(Ci1)=#(g(C) )=#(C;)+1.

Assim, A é um conjunto sucessor e, portanto, N C A = n+ 1 € A. Logo,
n+leAen+1¢A, oqueéabsurdo. m

N.B. 3.2.14. E possivel demonstrar esta proposi¢cao utilizando uma fungio h : C' —
N dada por h(c;) =i, ondec; = f(C—C; ). Seg(C;) # Ci, Vi €N, entao h €
sobrejetiva, de modo que C nao € finito.l
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3.3 O Lema de Zorn

O Lema de Zorn estabelece uma relagao entre a existéncia de majorantes para as
cadeias de S e a existéncia de um elemento maximal para S.

Lema 3.3.1 ( Zorn). Seja ( S, <) parcialmente ordenado tal que toda cadeia de
(S, <) possua um majorante em S. Entdao S tem um elemento mazimal. B

A demonstragao do Lema de Zorn utiliza o seguinte resultado auxiliar
Lema 3.3.2. Seja S um conjunto e F = { Sx}, ¢ o C P(S) uma familia nao-vazia
tal que:
(i) AeF eBCA = BeF;

(ii) Se C € uma cadeia de ( F, C) entao ALEJ CA cF.

Entao ( F, C) tem um elemento mazimal. M

prova do lema auxiliar.
1) Seja U : F — P(S) dada por
U(C)={seS|CU {s}eF }
Temos C C U ( C). Além disto,
U(C)-C=g < (C éum elemento maximal de ( F, C). (3.1)
Com efeito,
a) Seja C' um elemento maximal de F. Entao VD € F: C C D =
C = D . Suponhamos U (C)—C # @. Entao existe s € S tal que
D=CU{s}eFe s¢(C. Mas entdo C C D € F, de modo que a

maximalidade de C' mostra que C' = D. Assim C U { s } C C, de modo
que s € C, o que contradiz s ¢ C.

b) Suponhamos U ( C' )—C = @. Seja D € F tal que C C D . Suponhamos
que 3s € Dtalque s ¢ C. Como C U{ s} C DeD eF,ahipotese (i)
mostra que C U{ s } € F, demodoque s U(C ). ComoU(C)—
C =g, temos s € C, o que contradiz s ¢ C.
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2) Seja f: P(S) — S uma fungao escolha sobre S. Definimos g : F — F como:

Cu{f(U(C)=C)}, seU(C)-C#2
g(C’):{ C,seU(C)=C

A equivaléncia da Eq. (3.1) mostra que

g(C)=C < C éum elemento maximal de (C, C). (3.2)

3) Definimos uma torre 7 de elementos de F da maneira seguinte: 7 C F é uma
torre se e somente se 7 satisfaz as trés condigoes seguintes :

oeT;CeT = g(C)eT;C cadeia em (7, C) = ALEJCAET.

F & uma torre, de modo que o conjunto das torres é ndo vazio. Além disto,

To= N 7T éuma torre:
T torre

a) 7o C F,pois 7 C F,V T torre de F
b) €7,V 7T torre de F = & € Tp;

c) CeTy = Ce€T,YT torre de F = ¢g(C)eT,¥T torre de
F = g(C) ey

d) C cadeia em (7p, C) = C cadeila em (7, C), V7 torre de
F = ALEJCAE’LVT torre de F — ALEJCAE'Z).

4) Seja
Wo={C €7y | Cécomparavel com todos os elementos de 7y } ,
isto &,
Wo={CeTy|CCAou ACC,VAe Ty, }.
Wp € uma cadeia de ( Ty, C), de modo que

M= o GUWOC €T (3.3)
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5) Mostremos que W, é uma torre. Temos Wy C F e & € Wy. Seja C € Wy e
mostremos que g ( C') € Wy. Consideremos

V({C)={BeTy |B cC ou g(C)CB}.

VY (C) é uma torre:

a) @€V (C) (pois @ C C);

b) BeV(C) = g(B)eV(C). Com efeito, dado que B V(C) C Ty e
7o é uma torre, temos g ( B ) € 7p. Além disto, BC C ou ¢g(C ) C B.
Suponhamos B C C.

(i) Seja. B #C = g(B) c C. Com efeito, como C & compa-

(ii)

ravel com todos os elementos de 7y, g( B ) e C sdo comparaveis:
g(B)CcCoulC Cg(B). Seg(B)CC,entaog(B) €
V(C). Suponhamos C C g(B). Entao B C C C g(B) =
BU{f(U(B)—B) }. Temos entdo C — B C g(B)—- B =
{f(U(B)=B) }. Como B # C, C— B contém pelo menos
um elemento.Ora, { f( U ( B ) — B ) } contém exatamente um ele-
mento: temos entdo C — B ={ f(U(B)—B) }, de modo que
g(B)=C. Assim,g(B)CcCeg(B)eV(C).

Seja B=C = g¢g(
e C €71y, temos g(C
g(B)eVv().

B) =g(C). Dado que 7y é uma torre
) € Tp. Como g(C ) C g(C ), temos

Suponhamos g (C') C B,entdao g( C ) Cg( B ),demodoqueg( B ) €
V(C).
¢) Se C éuma cadeiaem ( V(C), C) entéoALeJ CA e V(C): como V (C) C Ty
e 7y ¢ uma torre, C é uma cadeia em ( 7y, C) e AU CA € 7p. Além
€

disto, A € V(C),VA e C,demodoque ACC ou g(C)CA VA
€ C. Sed AECtalqueg(C’)CA,temosg(C’)CALGJCA,oque

implica ALEJ CA € V(C). No caso contrario, A C C, V A € C, de modo

que ALé CA C C, o que também implica Até cA eV (C).

Temosentao V(C)CTo=_N 7T CV(C),demodoqueV (C)=Ty. Assim,

torre

Bely = BeV(C) = BcCC ou g(C)CB.

Como C' C ¢g( C), temos

BeTly = B Cg(C) oug(C)CB

e g( C) é comparavel com todos os elementos deZy : g( C') € W.
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5) Seja C uma cadeia de elementos de Wy. Como Wy C Ty e Ty é uma torre, C é
uma cadeia em ( 7y, C) e AUCA € 7y. Seja C € 7y. Temos A € Wy, V
€

AeC,demodoque AC CouC C A Sed AeC tal que C C A, temos
CC AU CA, o que implica AU CA € Wy. No caso contrario, A C C,V A € C,
€ €
de modo que U A C C, o que também implica U A € W.
AecC AecC

6) Assim, W, é uma torre. Temos entdo Wy C Ty = tﬂ T C Wy, de modo que
Wo =Ty e (Cf. Eq. (3.3))

M= U C €1,
ceTp
Como M € 7y e 7y é uma torre, temos g( M ) € Ty = g( M) C

CUTC' = M. Assim, g(M) Cc M. Dado que M C g( M ), obtemos
€ 7o

g( M )= M eaEq. (3.2) mostra que M é um elemento maximal de F.

prova do Lema de Zorn. Definimos a aplicagdo H : S — P(S) como
H(s)={a€eS |a<s}.
Temos H(s) # @,V s € S : arelagdo de reflexividade mostra que s € H(s).

1) Consideremos a familia H = { H(s) | s € S }: dado que S # @, existe pelo
menos um s € S, de modo que existe também pelo menos um H(s) €H e,
por conseguinte, H # @. Além disto, H C P(S), de modo que ( H, C) é
parcialmente ordenado.

A construcdo de H mostra que: V A € H: Js4 € S tal que A = H (s4).
Assim, H define uma bije¢do entre S e H: por um lado, H : S — H é
sobrejetiva, pois H (S) = H por construgao; por outro lado H é injetiva: se
H(s,) = H(s,) entao H(s,) C H(s,) e H(s,) C H(s;), de modo que s; < s2
e s9 <8 — S1 = S9.

Podemos entdo definir H~' : H — S. Para A C H, temos H ' (A) =
{ses |s:H*1(A),A€A}.

2) Basta demonstrar que (H, C) tem um elemento maximal. Com efeito, a
ordem parcial definida sobre H pela inclusdo é equivalente a ordem parcial <
sobre S, isto &, (S, <)e (H, C) verificam

51 < 89 <= H(s;) C H(sy).

Assim,
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C' éuma cadeia de (S, <) <= H(C) é uma cadeia de (H, C) .

Além disto, M é um majorante de ( C, <) <= H(M) é um majorante de
(H(C), ©):

MeSes<M,Vse(C < H(M)eHeB=H(s)C HM),VBeH(C).

De maneira andloga, M é um elemento maximal de ( S, <) <= H(M) é um
elemento maximal de ( H, C):

MeSes<M,VseS < HM)cHeB=H(s)CHM),VBecH.

3) Mostremos que toda cadeia de ( H, C) tem um majorante. Seja F o conjunto
das cadeias de ( 'H, C):

F={C eP(H)| (C, C) é totalmente ordenado} .

Mostremos que todos elementos de F tém um majorante em ( H, C). Seja
C € F: o resultado é imediatose C = @ : @ C A, VA€ H. SejaC # T e
C = H'(C). Consideremos dois elementos s4 € C e sg € C. A= H(sa)
e B = H(sp) verificam A € C e B € C. Como C ¢é uma cadeia, A e B
sdo comparaveis: A C B ou B C A. Temos entdo H (s4) C H(sp) ou
H (sg) C H(sa), de modo que s4 < sg ou sp < s4. Logo, s4 e sg sdo
comparaveis. Assim, todos os elementos de C' sdo comparaveis e C' é uma
cadeia de (S, <). As hipoteses do lema mostram que C' tem um majorante:
3 Mg € S tal que s < Mg,V s € C. Entao H (s) C H(Mg), VseC, de
modo que C = H (C) C H(M¢) € H. Logo, H (M¢) é um majorante de C
em (H, C).

4) Temos:

aF#o,pois{H(s) ;e F,VseS.
b) Ae F e BCA = B e F, pois toda subcadeia é uma cadeia.

c) Se € é uma cadeia de ( F, C) entdo AU C.A € F. Notemos que € é um
€

subconjunto de ( P(F), C), isto é, cada elemento de € & uma cadeia
de (H, C). Assim, AU cA ¢ um subconjunto de ( H, C), formado por
€

uma reuniao de cadeias. Sejam U € AU Q‘A e Ve AU C.,4. Entao: 3
€ €
Uecl eVel taisquelU eld e V €V. Como € é uma cadeia,
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U eV sao comparaveis: Y C V ou V C U. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que V CU: temos U € Ue V € U. Como € C P(F),
temos U € F, de modo que (U, C) é totalmente ordenado U e V sdo
comparaveis. Resulta que todos os elementos de ALeJ ¢A sao comparaveis:

( U A, S) é totalmente ordenado e, por conseguinte, U A € F.
Ace Ace

5) O Lema 3.3.2 mostra que F tem um elemento maximal Cp.x. Temos entdo:

A€eF e Chnax CA = Chax = A.

Como Cpax ¢ uma cadeia de (H, C), Cmax tem um majorante M € H,
M €S . Temos entdo A C M,V A € Cpax.

Crax € formado de elementos de H: A € Cax < Ja € S tal que A = H(a)
e H(a) € Chax- Analogamente, M € H, de modo que 3 M € S tal que
M=H(M).

Seja U = N e% A.Como AC M,V A € Chpayx, temos U C M. Assim,

H(a)C H(M),V a€ S tal que H(a) € Cnax- Logo, a < M para todo a € S
tal que H(a) € Crax-

Seja s € S tal que M < s. Mostremos que s < M: temos a < M < s,V
a €S tal que H(a) € Cpax, de modo que H (a) C H(s),Va e S tal que
H(a) € Cax. Assim, todos os elementos de Cyyax s80 comparaveis com H (s),
de modo que A = Crpax U{ H(s)} é uma cadeia de ( H, C). Entdao A € F
e Cmax C A, de modo que a maximalidade de Cp.x implica que Chax = A.
Temos entao H(s) € Cpax, de modo que H (s) C H (M) e s < M.

Assim, M €S e VseS : M <s = s= M. Logo, M é um elemento
maximal de S.



Capitulo 4

Espacos de Hilbert sobre R

A teoria que segue pode ser construida dentro do quadro geral de um espaco
topoldgico, isto é de um conjunto V onde existe uma familia de subconjuntos
A={ A} ea CP (V) tal que

e Jc A VeA,

e A, A VweEN = LEJQAWGA

e A, e A 1<i<n = Nn A, A
1<i<mn

Nao adotaremos aqui uma tal generalidade: lembremos que a familia A acima
descrita é a familia dos abertos de V', utilizada essencialmente para definir a nocao
de wvizinhanga e, por conseguinte, a nocao de convergéncia. A Anélise introduz
outras maneiras de definir estes elementos: por exemplo, através da nogao de espaco
métrico, isto é, um conjunto munido de uma distdncia; de espago normado, isto é,
um conjunto munido de uma norma ; ou de espago pré-hilbertiano, isto é, um
conjunto munido de um produto escalar. Este tltimo caso apresenta a vantagem de
permitir analogias geométricas, o que facilita a compreensao do leitor nao-iniciado.
Em coeréncia com nosso objetivo pedagogico, apresentaremos a teoria dentro do
quadro mais restrito fornecido por um espaco de Hilbert, que nada mais é que um
espaco pré-hilbertiano completo (Cf. abaixo).

Nao recordaremos aqui as nogoes de Anéalise Real, que supomos conhecida (Cf.
por exemplo, [Rudin 1974]). Lembremos sucintamente que o conjunto dos ntumeros
reais R é totalmente ordenado; que todo subconjunto de R limitado inferiormente
tem um infimo e, analogamente, todo subconjunto de R limitado superiormente tem

41
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um supremo. Recordemos também a propriedade seguinte de supremos e infimos
de um subconjunto nao-vazio A C R:

m=infAc=m<a,VacAdeVe>0:Tale) e Atalquem <a(e) <m+e;

M=suwpA<—=a<M,VacAeVe>0:Ta(e) e Atal que M —e < a(e) < M.

Podemos, assim, caracterizar supremos e infimos utilizando segiiéncias:
m=infA<=m<a,VacA e I {a,},.yCAtalquea, — memR ;

M=sipA<=a<M,VacA e e I {ay}, nCAtalquea, — memR.

Suporemos conhecido também que R é completo, isto €, que toda seqiiéncia de
Cauchy de elementos de R converge.

Tampouco relembraremos aqui a no¢ao de espago vetorial sobre R, que supomos
conhecida (Cf. por exemplo, [Lang 1971]). Lembremos sucintamente que um tal
espago vetorial real V' é munido de duas operagoes: por uma lado, uma operagao
interna de adigao associando ao par u € V ewv € V um elemento u +v € V e,
por outro lado, uma operacao externa de multiplicagao por um escalar, associando
aopar A € Re v € V um elemento Au € V. As duas operagdes sao associativas,
comutativas, distributivas e tém elementos neutros (0 € V para a adigdo, 1 € R
para a multiplica¢ao por escalar); em termos de adi¢do, todo v € V' tem um oposto
—v €V tal que v+ (—v) = 0.

Tampouco relembraremos aqui as nogoes bésicas ligadas aos espagos vetoriais,
que também supomos conhecidas. Lembremos de maneira extremamente sucinta
que W C V é um subespago vetorial se e somente se W # & e W é estavel com
relagdo as operagoes de adigdo e multiplicagdo por um escalar (isto é, para todos
w; €W, wy € W, AR : hwy +ws € W).

Em tudo o que segue, V' designa um espago vetorial sobre R.

4.1 Produto Escalar e Norma

Em um espago pré-hilbertiano, a nocao fundamental é a de produto escalar.

Definigao 4.1.1 (produto escalar sobre V). Diremos que ( o, @ ):V xV =R
€ um produto escalar sobre V se e somente se, para todosu € V, v eV, w eV,
AeR:

u,v) = (v,u); (u, Av+w) (u,v)+(u, w) ;
u,u) > 0 ; (u,u)=0 = u=0 [
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Definigao 4.1.2. Sejam u e v dois elementos de V. Diremos que u e v $do
ortogonais se, e somente se, (u, v )=0. A
Temos
Proposigao 4.1.3. As propriedades sequintes sao equivalentes:
(i) u ev sao ortogonais
(i) (u+v,u+v)=(u,u)+(v,v)
(i) (v—v,u—v)=(u,u)+(v,v)
(iv) (u+Xdv,u+ I )>(uw,u),VIeR 1R

Prova. (i) = (i%) : Temos

(utv,utv)=(u,u)+(v,v)+2(u,v)=(uvu)+(v,v).

(ii) = (4i%) : Temos

2(u,v):(u+v,u+v)f(u,u)f(v,v):O,
de modo que
(vu—v,u—v)=(u,u)+(v,v)=2(u,v)=(u,u)+(v,v).

(#i1) = (iv) : Temos

2(u,v)=(u,u)+(v,v)—(u—v,u—v)=0,
de modo que (u, v ) =0. Assim, para todo A € R :

(u+ v, u+ ) = (u,u)+M(v,v)+2X(u, v)
(u,u)+ 2 (v,v)>(u,u).

(iv) = (i) : Seja

fA)=a N +bA+¢, a=(v,v), b=2(u,v), c=(u,u) .
Temos f (A) > f(0) para todo A € R, de modo que
2(u,v)=f'(0)=0

etemos (u,v)=0. m
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Proposicao 4.1.4. Seja ( o, o ) um produto escalar sobre V. Entao, para todos

ueV,veV:

a)| (u,v) |<y/ (uw,u) / (v,v) (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

b)) (u+v,ut+v)+ (ufv,ufv):2( (u,u)+(v,v) ) (regra do para-
lelogramo)

)y (utv,ut+v) </ (u,u) ++/ (v, v (desigualdade de Min-
kowski)

d)‘\/(u,u) f\/(v,v) ’g\/(ufv,ufv) [ ]

Prova. Seja f(A\) = (u+ Av, u+ Av ). Temos
fA)=a N +bA+c¢, a=(v,v), b=2(u,v), c=(u,u) .

a) Como f(A\) >0,V X eR,

<o > 4] (uov) <4 < )(s0)
= | (w,v)|< YV (v, v) .
b) Temos
(ut+v,utv)+(u—v,u—v) = f(1)+f(-1)=2(a®+b%)

= 2((wu)+(v,v)).
¢) A desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que b < | b | < 2y/ a v/ ¢ . Assim,

(u+v,u+v):f(1):a+b+c§a+2ﬁ\/?+c=(\/7—1—\/?)2,
de modo que v/ (u+v,u+v) <+/ (w,u) ++/ (v,v)

d) Seja w = v — u. Temos, por um lado

V (uu) =V (vt (-w) vt (-w) <V (v,0) +v (w,w)

de modo que

vV (wu) =V (vv) <4/ ( ;

e, por outro lado,

Vi(vv) =V (vtuwtu) </ (ww) +v (uu),

de modo que

Vo] -V o) <V
(w,u) —+/ (v,0v) ‘S\/ u—v,u—v). ]

Assim,

Recordemos a nogao de norma:
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Defini¢ao 4.1.5 (norma sobre V). Diremos que || o|| : V— R € uma norma sobre
V' se e somente se, para todosu eV, veV, XeR :

[ Aull =AM ull s Tutol < ull+l ol [Tul 205 [[u|=0 = u=01
Em um espaco pré-hilbertiano, a norma natural deriva do produto escalar:

Proposicao 4.1.6. Seja ( o, o ) um produto escalar sobre V. Entao || u| =

(u, w) € uma norma sobre V.Além disto, para todosu €V, v eV
a)| (u,v) | <||ulll|l vl (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

b) || utol + | u—v|> =2 ( |l + || v]? ) (regra do paralelogramo)

ol ul =1l | <fu-vm

Prova. Temos
I Xull =+ (Au, ) =/ A2 (u,u) = A ull;

lul] >0; |u|=0 = (uw,u)=0 = u=0;

lutoll=v (utv,utv) < (wu) +v (v,0) =[ull+] ol ,

de modo que || o] é uma norma sobre V. As desigualdades provém da proposicao
414. =

4.2 Bases e Dimensao

As aplicagbes consideradas tratam de espagos de dimensdo infinita. Vamos definir
este conceito de maneira precisa através da nocao de base do espago vetorial, que
é intrinsicamente ligada a nogao de dimensdo finita. Uma base é um conjunto
linearmente independente e gerador:

Definigao 4.2.1. Seja S C V' um subconjunto nao-vazio de V. Uma combinagdo
linear de elementos de S € uma soma finita de miltiplos dos elementos de S, isto
é

n
a)‘zg ax; ; G ER ex; €S parai=1, ..., n. N
i=1
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Definigao 4.2.2. Seja § C V um subconjunto nao-vazio de V. Diremos que S
€ linearmente independente se e somente se a unica combinagdo linear nula de
elementos de S € formada por coeficientes nulos, isto é,

n
Zamzo ; G ER ex; €S parai=1, .. n—=a;=0,i=1, ..., n. &
1=1

Defini¢ao 4.2.3. Seja S C V' um subconjunto ndo-vazio de V. O subespago [ S ]
gerado por S € o conjunto das combinacoes lineares de elementos de S, isto é,

[S]z{x:Zaixi o eR ex; €8S parai=1, .., n}.l
i=1

Temos

Proposicao 4.2.4. [ S ] é um subespaco vetorial. B

Prova. [S] é néo-vazio, pois 0 € [S] : S é néo-vazio, logo existe z € S. O

elemento tomar 0 =0z € [ S ]. Se

x:ZaiIie[S], yzZﬁiyiE[S]
i=1 i=1

e A € R entao

n

/\x+y=Z(/\Oéi)xi+Zﬁz‘yz‘ c[S],

=1 i=1

0 que completa a prova. m

Definicao 4.2.5. Seja S C V um subconjunto nao-vazio de V. Diremos que S €
gerador se e somente se [S]|=V. A

Definicao 4.2.6. Seja S C V um subconjunto nao-vazio de V. Diremos que S é
uma base se e somente se S € gerador e linearmente independente. M

Temos
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Teorema 4.2.7. Todo espago vetorial que tenha um elemento diferente de 0 tem
uma base. W

Prova. Seja £ C P (V) o conjunto das partes linearmente independentes de V.
Como existe z € V talque 2 #0, S ={ = } € £, de modo que £ # @&. Além disto,
( L, C ) é parcialmente ordenado.

Seja C = { Lx }, ¢ » uma cadeia de £. Entdo § = R gAL)\ é um majorante de

C em L: com efeito,

L) C S, paratodo A € A ;

n
S é linearmente independente: seja y = > a;x; € S tal que y = 0. Para

1=1
todo i = 1, ..., n, existe um A\; € A tal que z; € Ly,. O conjunto L =
{ Ly, ..., Ly, } C £ & uma subcadeia finita, logo trata-se de uma cadeia. Da
proposicao 3.2.13, L tem um méximo C' € L. temos entao Ly, C C para
todo i =1, ..., n, de modo que z; € C para todo i = 1, ..., n. Temos entao

x € C. Como C € L C L, C & linearmente independente, de modo que
y=0=—=a; =0,7=1, ..., n.

Assim, o Lema de Zorn mostra que £ tem um elemento maximal M.

M tem pelo menos um elemento diferente de 0, pois S = { z } € £, de modo
que {z } C M.

Como M € L, M é linearmente independente. Suponhamos que [ M | # V.
Entéo existe v € V tal que v ¢ [ M ]. Seja N = MU{ v }. Sejaz € M e
u=z4+Pv=0. Se § # 0 entao

UZ*%ZE[M],

de modo que v € [M ] ewv ¢ [ M ], o que é absurdo. Logo, f = 0, o que
implica que z = 0. Assim,

n
Zaixi +pPv=0; BeR , q;eRex; € Cparat=1,...,n,
i=1

——
=z €[ M]

n
o que implica Y a;z; =0e 8 =0.

i=1
Como C é linearmente independente, temos

n

Zaixi—i—ﬂv:O ; PER | ay €R ex; €C parai=1,...,n,

i=1
o que implica o; = 0,72 =1, ..., ne 8 =0, de modo que N ¢é linearmente
independente. Assim, N € £. Como M é maximal, temos N C M, de modo
que v € M. Mas, entdo ,v € [ M |, o que contradiz v ¢ [ M ].
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e Resulta que [ M ] =V, de modo que V é uma base.

Temos também o resultado classico seguintes:

Teorema 4.2.8 (base incompleta). Seja V' um espaco vetorial que tenha um ele-
mento diferente de 0 e S C V um subconjunto linearmente indepente e nao-vazio.
Entao existe B tal que B € uma base de'V e S C B. I

prova do teorema da base incompleta:. A prova é inteiramente andloga a prova
do Teorema 4.2.7: basta considerar £ C P (V') como sendo o conjunto das partes
linearmente independentes de V' e que contém S, isto ¢, L={ ACV:SCA}.
L # &, pois S € L. Além disto, ( £, C ) é parcialmente ordenado (mesma de-
monstra¢do que no Teorema 4.2.7). Decorre do Lema de Zorn que £ tem um
elemento maximal M. Dado que M € L, M é linearmente independente e S C M.
Se existe v € V tal que v ¢ [ M |, podemos considerar N = M U{ v }: N é line-
armente independente (mesma demonstragdo que no Teorema 4.2.7) e S C N, de
forma que N € £. Como M é maximal, temos N C M, o que contradiz v ¢ [ M ].
]

Definicao 4.2.9. Seja B C V uma base de V. Se B € finito e tem exatamente
n elementos distintos, entao diremos que V € de dimensdo finita n e escreveremos
dimV = n < oco. No caso contrdrio, diremos que V € de dimensao infinita e
escreveremos dimV = oco. B

Proposigao 4.2.10. Seja V' um espago vetorial que tenha um elemento diferente
de 0 tal que dimV = n < oco. Seja S = { 1, ..., T} um conjunto linearmente
independente de exatamente n elementos de V. Entao S é uma base de V.. B

Prova. Decorre do teorema da base incompleta (Teorema 4.2.8) que existe uma
base B tal que S C B. Suponhamos B # S. Entéo existe b € B tal que b ¢ S.
Como dimV = n < co, B tem exatamente n elementos distintos, de forma que b
coincide com um dos n elementos distintos { z1, ..., x, }, isto €, b € S. Assim, b € S
eb¢ S, oqueéabsurdo. Logo, B=Se S é umabasede V. m

Definigao 4.2.11. Seja B C V uma base de V. Diremos que B é ortonormal se e
somente se

Vu,veB:|lul[=]v[=1¢ (u,v)=0seu#v.0
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Proposigao 4.2.12. Seja V' um espago vetorial que tenha um elemento diferente
de 0 tal que dimV =n < co. Seja S = { x1, ..., xpn} um conjunto ortonormal de

exatamente n elementos de V. Entao S € uma base de V. B

Prova. Segundo a proposi¢ao 4.2.10, basta mostrar que S é linearmente indepen-

dente. Como
(Jij, Ij) =1 e (xi, xj) = O, se 1 7é j,

temos, para 1 < 57 <n,

n n
g X, Tj | = E o (T3, T;) = aj,
i=1 i=1

de forma que
n
Zai$i=0:>()éj:0,i=1, ey, N
i=1

e temos o resultado enunciado . =

Corolario 4.2.13. Seja V tal que dimV =n < co. Sejam S = { xq, ..

base de V e E ={ ey, ..., e,} dada por

Yi

e, == ——
T

onde :
i—1
Y1 =T1 ; yi:xi—Z(mi, ej )e; para2<i<mn .

Jj=1

Lema 4.2.14. Entao E € uma base ortonormal de V.1

. Tn} uma

Prova. Segundo a proposicao 4.2.12, basta mostrar que E é ortonormal, isto é,

que, por um lado,
le|l=1,i=1, .., n

e, por outro lado,

1< j,p<n ej#p=(epe;)=0.
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Suponhamos que y; = 0. Entao podemos considerar o« = 1e o; =0, ¢ > 1.
Como S é linearmente independente, temos

n
Zaﬂ:i:yle = q;=0,2=1, ..., n=a; =0,
i=1
de forma que 0 = a; = 1, o que é absurdo. Logo, y; # 0.
De maneira analoga, suponhamos que existe 7 > 1 tal que y; = 0. Entao podemos
considerar a; = — (i, e; ), paraj <i;a, =lecqo; =0,5 > i Como S é
linearmente independente, temos

n
Zajxj:yi:() = a;=0,i=1, .., n= a; =0,
j=1

de forma que 0 = a; = 1, o que é absurdo. Assim, y; # 0 para 1 < i < n.
Temos entao

g eeey

Yi || Yi || .
' i |l i ll

Mostremos que, para i > 2
H:1< jp<iej#p=(epe )=0.
Com efeito,
(y2, 1) = (@2, e1) = (2, e1) ] er |?=0,
T
de forma que

1
(e2,e1)= (y2,€1)=0

Rz

e Hy é verificada. Seja
C={i:2<i<n e H; nao é verificada }

Suponhamos C' # @: entdo (C, <) é uma cadeia finita ndo-vazia e, logo, tem
um minimo k € C tal que k < j para todo j € C (Cf. proposi¢ao 3.2.13). Como
H, é verificada, temos k& > 2, de modo quei =k —1>1. Como i < k, i ¢ C, de
forma que H; é verificada. Assim,

1< jip<k ej#p=(ep ¢ )=0, (4.1)

de modo que, para j < k,

(yrses )= (are; )= > (wnep)(eep) = (ape;)—(p, ;) =0

p=1
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1

:m(yk,el):(). (4.2)

(ex, € )
Ora, (4.1) e (4.2) mostram que
1< jip<k ej#p=(epe;)=0,
isto &, que Hy, é verificada. Assim, k ¢ C e k € C, o que é absurdo. Logo, C = & e
H; ¢é verificada para 2 < i < n.

Assim,
1< jp<n ej#p= (epe;)=0

e F é ortonormal. m

Corolario 4.2.15. SedimV =n < oo entao V tem uma base ortonormal. W

Prova. E uma conseqiiéncia imediata do Corolario 4.2.13. m

4.3 Conjuntos Abertos e Fechados

A nogao de norma induz uma topologia, através das defini¢ées seguintes

Definicao 4.3.1 (bola). A bola de centro x e raio r € o conjunto

Br(a)={yecV [[y-z|<r} W

Definigao 4.3.2 (aberto). Seja A CV um conjunto. Diremos que A é aberto se e
somente se
VeeA:3e>0 talque B.(z)C A R

Proposigao 4.3.3. As defini¢oes acima induzem uma topologia sobre V :
a) @ € aberto, V' € aberto,
b) A reuniao de uma familia qualquer de abertos é um aberto.
¢) A intersecgdo de uma familia finita de abertos é um aberto. M
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Prova. a) V é aberto, pois B. () C V para todo z € V e e > 0. & é aberto: se
A C V nao ¢ aberto, entdo existe v € AtalqueVe >0 : B.(z)N(V —A) # 2.
Logo, se @ nao é aberto, entao 3 x € &, o que é absurdo.

b) Seja { Au }, c o € P(V )uma familia tal que A, é aberto, ¥ w € Q. Seja
re U o A, . Entao existe a € Q) tal que z € A,. Como A, é aberto, 3 >0 tal
€

que B: (x) C A, ngQAw.

c) Seja { A }y < ; <, C P(V )uma familia tal que A4; é aberto, 1 < i < n.

Seja x € ) <O< A;. Como A; é aberto, 3 &; > 0 tal que B, (z) C A;. Seja

n
E={¢;: 1<i<n}. FE éformadodenimeros reais: F é uma cadeia finita. Assim,

a proposicao 3.2.13 mostra que E possui um minimo.
Sejae =min{ ;: 1 <i<n}. Temos B. ( z) C B, (x) C A; , 1 <i < n. Logo,

B.(z)c n_ A;e N A;éaberto. m
1<i<n 1<i<n

IN

Definicao 4.3.4 (interior). Seja S C V wm conjunto. Definimos int( S ), o inte-
rior de S, como o maior aberto contido em S':

int(S)=U{A:A € P(S) eAaberto}; N

Notemos que, V.S CV :int (S ) éum aberto e int( S ) CS. Temos

Lema 4.3.5. Sejam z € V, r > 0. Entao
int( By () )={yeV ||ly-=l<r}

Por conseguinte, Bs ( x) C int ( B, ( x) ) para todo s tal que r > s> 0. W

Prova. Seja A={yeV |||ly—z|<r}. Sejaa e Aectal que 0 < ¢ <
r—| a—z|. Entao

[z=a|<e = |z-zl=]z-al+a-z]|<et|a-z|<r
de modo que B, (a) C A e A é aberto. Temos entdo A C int( B, ( z) ).

Seja b € int( B,.(x) ). Seb=x, entdo b € A. Suponhamos b # x. Entao
existe B C B, ( z), B aberto tal que b € B. Como B ¢ aberto, existe ¢ > 0 tal que
B.(b) C BC By (x). Assim,

b—=x
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Ora,
(b—x) (b—=x)
z—x=0b-z)+e—"=(|b—z|+e) —,
| b— | b—z
de modo que
lz—2z||<r = ||b—z||+e<r = ||[b—z|<r—e<r

e temos b € A. Assim, int( B, (z) ) C A.
As duas inclusdes mostram que int ( B, ( z) ) = A. Para s tal que r > s > 0,
temos Bs(xz)C{yeV || y—=z| <r}, oquecompleta a prova. m

Proposicao 4.3.6. int(S)={xeS:3e>0 talque B.(z)cS}. W

Prova. Temos int (S )C{xe€S:3e>0 tal que B.(x) C S }. Com efeito, se
x €int (S ), entdo existe um aberto A C S tal que x € A. Como A é aberto, 3
>0 talque B.(xz) C ACS.

Temos { x€S:3e>0 talque B (x) CS } Cint(S): sede>0 tal que
B.(x) ¢ S. Logo, x € int(B:(x)) C S. Assim, existe um aberto A =
int(Be(z) )CStalquex € Aetemosz €int(S). m

Corolario 4.3.7. S é aberto se e somente seint( S )=.S. A

Prova. Temos int (S ) C S. Por outro lado, como S é aberto,
Se{A: A e P(S) eAaberto},
de modo que S Cint(S). m

Definicao 4.3.8 (fechado). Seja A C V um conjunto. Diremos que A é fechado se
e somente se V. — A € aberto. B

Existem conjuntos fechados:

Lema 4.3.9. B, ( z) € fechado. R

Prova. Temos
V—-B.(z)={yeV | |ly—z]|>r}

SejayeV —B,(z)ectalque 0 <e < | y—z| —r. Entdo
ly—zll<e = r+e<lly—al<ly—zl+lz-zl<e+]z—-zf,

de modo que || z — x| > r. Assim, B, (y) CV — B, (x) eV — B, () é aberto. m

Temos também:
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Proposicao 4.3.10. a) @ € fechado, V ¢é fechado,
b) A intersecgao de uma familia qualquer de fechados é um fechado.

¢) A reuniao de uma familia finita de fechados é um fechado. B

Prova. a) V é aberto, de modo que V — V = & é fechado. Analogamente, & é
aberto, de modo que V — @ =V é fechado.

b) Seja { F,, },, c o C P (V )uma familia tal que F,, ¢ fechado, Vw € Q. Entao
A, =V— F, éaberto, Vw € Q. Logo A = LGJQ A, é aberto. Ora, as férmulas

w

de Morgan mostram que , V— N F,= U (V—-F,)= U _A,. Logo, V—
w € Q w€E N w € N

N F, é aberto.
w€E N

¢) Seja { Fi }; < ; <, € P(V )uma familia tal que F; é fechado, 1 < i < n.

Entao A; = V— F; é aberto, 1 < 7 < n. Assim, L A; é aberto. Ora, as
STsn
formulas de Morgan mostram que , V— U  F,= N (V-F)= N
1<i<n 1<i<n 1<i<n
A;. Logo, V— U F; é aberto. m
1<i<n

Definigao 4.3.11 (aderéncia). Seja S C V um conjunto. Definimos S, a aderéncia
de S, como o menor fechado contendo S':

S=n{A:S e P(A) eA fechado} H

Proposicao 4.3.12. Seja S C V um conjunto. Entio S € fechado. Além disto, S

€ fechado se e somente se S =S5. l

Prova. S éa intersecgao de uma familia de fechados, de modo que a proposicao
4.3.10 mostra que S é fechado. Se S = S, entdo S é fechado, pois S é fechado.

Reciprocamente, se S é fechado entdo podemos tomar A = S, de modo que S =
N{A:S € P(A) e A fechado} CS. m

Proposicao 4.3.13. TC S eT C S para todo T C S. B

Prova. Seja A um fechado contendo S. Entao T'C S C A, de modo que A é um
fechado contendo T'. Resulta que T'C N{ A: S € P( A) e A fechado} = S.
Como S & fechado, temos T=N{ A: T € P(A) e A fechado} CS. m
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Proposicao 4.3.14. S={2€V :Ve>0, B.(z)NS #2}. A

Prova. Seja A={ze€V:Ve>0, Bo.(z)NS #2 }.

Mostremos que A C S: suponhamos que 32 € Atalquex ¢ S. Entdoz € V-5,
o qual é aberto. Assim, 3¢ >0talque B.(z) CV —-S = B.(2)nNS = @.
Como S C S, temos B: () NS = @, de modo que x ¢ A. Assim, x € Aex ¢ A,
o que é absurdo.

Mostremos que S C A: basta mostrar que A é fechado. Como A C Se S é o
menor fechado contendo A, isto implica S C A. Assim, basta mostrar que, para
todox € V—A, existe § > 0tal que Bs (x) CV —A,istoé,Vye Bs(z): 3n>0
tal que B, (y)NS =@. Ora,sex € V—AentaoIe >0 tal que B. (z)NS = @.
Seja ¢ tal que 0 < 0 < &/2 en tal que 0 < n < /2. Entao

ly—zl<n = llz—z<lz-yl+ly—2l<d+n<e/2+e/2=¢,
de modo que
ly—=z2[<n = 2€B.(2) = 2€V-S = B,(y)ns =a.

Assim Ac SeSC A demodoque S=A. =

Proposicao 4.3.15. Se S é um subespaco vetorial de V', entio S é um subespaco
vetorial de V. B

Prova. Sejam z € S, y € S, A € R. Mostremos que z = = + Ay € S: basta
mostrar que Ve >0, B. (2)NS # 3. Sejad=¢/(1+|A|)>0: comoxeSe
y €S, temos Bs (z2)NS #@e Bs(y)NS # @. Logo, existem z5 € Bs ()N S
eys € Bs(y)NS. Como S é um subespaco vetorial, zs = x5 + Ays € S. Assim,
por um lado,

lzs—=2l = I (zs—2)+A(ys—y )l
lzs—z [+ Alys—y < (1+[A])n=¢;

IN

e, por outro lado, zs € S. Assim, B. (2)NS # 2. m

Utilizaremos a nocao seguinte:

Definicao 4.3.16 Lsubconjunto denso). Seja S C V. Diremos que S é denso em
V se e somente se S =V. Assim, S € denso em V se e somente se

VeeV:Ve>0:B.(x)NnS#o A
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Assim, é denso em V se e somente se
VeeV:Ve>0:3s. €8S tal que s. € B-(x) ,

ou seja
VeeV:Ve>0:3s.€8 talque || s —z || <e.

Também utilizaremos a nocgao seguinte:

Definigao 4.3.17. Seja S C V um conjunto nao-vazio. Diremos que S € compacto
se e somente se toda familia de abertos contendo S admite uma subfamilia finita
que também contém S, isto €, para toda familia de abertos { Ax }, o, CP(V)

Scl A=3{ . am}cAtdqueSc ] A, 1
A€EA 1 =1

Temos:

Teorema 4.3.18. Seja S C V um conjunto ndao- vazio e compacto. Entdo S €
fechado e limitado. R

Prova. Mostremos que S é limitado: seja
A =B (0)={yeV | [yl <k}.
Temos V = |J Ag, de modo que S C |J Aj. Assim, existe uma subfa-

keN k€N

milia finita { k1,....,k, } C N tal que S C U Ay,. Como { ki,....,k, } &€ uma
i=1
cadeia finita, ela temum méaximo r = max { ki, ..., k, } (proposi¢ao 3.2.13). Assim,
U Ak, = A,, de modo que S C A, = B, (0) e S é limitado.

=1
Seja v € V tal que v ¢ S. Para s € V, definimos

1
r@)=tls—l .
Dado que 7 (s) =0 <= s=wv ¢ S, temos r (s) > 0 para todo s € S. Seja

As={yeV |ly—sll<r(s)} .

Além disto, S C |J As, de forma que existe uma subfamilia finita { s1,...,s, } C
ses

n
S tal que S ¢ |J As;. Como { r(s1),....,7(sp) } € uma cadeia finita, ela tem

=1
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um minimo r = min{ r (s1),...,7 (s,) } (proposigao 3.2.13). Consideremos y € S.

n
Temos y € |J As,, de modo que existe i tal que 1 <i<neyée€ A, Ora,

=1

[v—si|l=llv-y+y—sil<lv-yl+]y—sl,
—— N——
= 4r(s;) < r(si)

de forma que
dr(si) <llv—yl+r(si)=lv—yl=3r(s)>r

ey ¢ B, (v). Logo, B, (v) CV —S: resulta que V — S é aberto e, por conseguinte,
que S é fechado. m

N.B. 4.3.19. A reciproca deste teorema € vadlida somente se V. é um espaco de
dimensao finita. B

Algumas das propriedades tteis dos compactos sdo as seguintes:

Lema 4.3.20. Sejam S C V um conjunto compacto nao- vazio e A C S tal que A
€ fechado e nao-vazio. Entao A é compacto.l

Prova. Seja { A\ }, c 4 € P(V) uma familia de abertos tal que A C |J Ax.
AEA
Como V' — A ¢é aberto, { A\ }, o, U(S—A) é uma familia de abertos contendo
S. Como S & compacto, existe uma subfamilia finita 7 C{ Ay }, c , U (S — A)
que também contém S. Seja G = F— (S — A): G éfinitae G C { Ay }, c - Além
disto, AC |J B, o que prova o resultado enunciado. ®
Beg

Lema 4.3.21. Sejam S C V um conjunto compacto nao vazio e { Fx }, ea C

S uma familia de fechados tal que () F\x = @. FEntdo existe uma subfamilia
A€EA

finita que também € de intersecgdo vazia, isto é, existe { A\1,..,A\n } C A tal que

n
n F)\iZQ. |
=1

Prova. Seja Ay, = S — F). Temos, das formulas de Morgan, |J Ay = S —
AEA
( Fx =S5, deformaque { Ay }, o 5 ¢ uma familia de abertos contendo S. Assim,
AEA

existe uma subfamilia finita { Ay,.., A\, } CAtalque S= |J Ax,=S— [ F\,-
i=1 i=1

Logo, (| FA\,=9. m
i=1
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Teorema 4.3.22. Seja S C V' um conjunto nao vazio. S € compacto se e somente

se toda familia de fechados { Fx }, c , C S tal que toda subfamilia finita é de
n

interseccao nao-vazia (i. e., (| F, # 9,V { A1,..,A\n } T A ) € de intersec¢ao

i =1

nao-vazia (i. e., (| Fx#o). 1
AEA

Prova. ( = ): Seja { F }, ¢ » C S familia de fechados tal que toda subfamilia
finita é de intersec¢do ndo vazia. Suponhamos [\ F)\ = &: decorre do Lema 4.3.21
AEA

n
que existe { A\1,..., A\, } CA talque [\ F), = &. Ora, trata-se de uma subfamilia
i=1

n n n
finita, de forma que (| F), # @. Assim, [ F\, =D e (| F\, # &, 0 que é
i=1 i=1 i=1
absurdo.

(<=): Seja { Ax }, ¢ A € P(V) uma familia de abertos tal que S C J Ax.
AeEA
Suponhamos que nenhuma subfamilia finita 7 C { Ay }, c , contém S :

V{M . tCA:Tzes - | Ay

i=1
Neste caso, F), = S — A) define uma familia de fechados tal que toda subfamilia

n
finita ¢ de intersecc@o néo vazia (pois x € [\ Fh,). Logo, () Fx # &, de modo

i=1 AeA
que
Jzes - (J A
AEA
Assim, S ¢ |J AxeSC |J A, oqueéabsurdo. m

AEA AEA

Corolario 4.3.23. Sejam S C V um conjunto compacto nao-vazio e { Fi }, o n C
S uma familia de fechados tal que

VkeN:Fyy1 CFp e F, #+ 9.

Entio (| Fr#o. 1
keN

Prova. Notemos inicialmente que F), C Fj se p > k (pois F, C F,_1 C ... C F}).
Seja { ki,...,k, } C N : trata-se de uma cadeia finita e, portanto, tem um maximo

r = max{ ki,...,k, } (proposi¢ao 3.2.13). Temos () Fy, = F, (pois F,. C Fy,).
k=1

Assim, toda subfamilia finita é de intersec¢ao ndo-vazia (pois F,. # &) e o resultado
decorre do Teorema 4.3.22. m
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4.4 Funcionais Lineares

As aplicagoes transformando elementos de V' em niimeros reais desempenham um
papel essencial na teoria da Analise Convexa. Tais aplicagoes sao chamadas funci-
onais e representam, por exemplo, uma energia ou um trabalho. Nao desenvolve-
remos aqui toda a teoria de tais fungoes, mas somente recordaremos os elementos
essenciais.

Definicao 4.4.1 (funcional). Um funcional é uma aplicagio J : V — R. B

Definicao 4.4.2 (continuidade). Seja J : V. — R um funcional. Diremos que J
€ continuo se e somente se

VeeV:Ve>0:36(x,e) >0 tal quey € Bs(xz) = | J(z)—J(y)|<ec. N

Assim, J : V — R é continuo se e somente se
VeeV:¥Ve>0:36(z,e) >0 talque ||z —y|| <d(z,e) = | J(z) — J (v)| <e.

Esta definicao nao é de uma grande utilidade pratica. Em geral, utilizam-se
critérios de continuidade para verificar se uma aplicacao é continua. Por exemplo

Proposigao 4.4.3. Seja J : V. — R um funcional Lipschitziano, isto €, tal que
existe uma constante K € R, independente de x e vy, tal que

| J(2) =TI <K[z—yl,VeeV, yeV.

FEntao J é continuo. B

Prova. Basta tomar d (z,e) =¢/K. ®m

Proposigao 4.4.4. Seja J : V — R um funcional. Entdo as afirmagoes sequintes
sao equivalentes:

(i) J € continuo
(i) a pré-imagem de todo aberto é aberta.
(iii) a pré-imagem de todo fechado é fechada

(iv) J(S) c J(S) para todo SC V. W
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Prova. ((i) = (ii)): Seja A C R aberto e z € J~!(A). Entao J(z) = a € A.
Como A é aberto, existe € > 0 tal que

la—s|<e=se A
Como J é continua, existe d (z,e) > 0 tal que
l[z—yl<é(@e) =la-J(y)l<e= J(y €A
Assim,
2=yl <d(z,e) =yeJ ' (4)

e J71(A) & aberto.
((i1) = (4i1)): Seja A C R fechado. Entédo R — A é aberto e, por conseguinte,
J7 1 (R — A) é aberto. Ora,

reV-J ' (~A)<=a2d¢J N (-A)=J@x)¢-A < J@)ecA
— xcJ (),
de modo que V — J~ 1 (=A) = J~1(A). Assim, J~! (A) é o complementar de um
aberto, logo, J~! (A) é fechado. L
((4ii) = (iv)): Notemos inicialmente que J (S) C J (S) e que S C J~1(J (S)),
de modo que S C J~1(J(S)) c J! (J(S)) Como J (S) é fechado, J~* (m)

¢é também fechado e temos S C J~! (J (S)), pois S é o menor fechado contendo S.

Mas entao S est4 contido na pré-imagem de J (), de modo que J (S) C J (9).
((iv) = (7)): Sejam = € V, a = J (z), ¢ > 0. O conjunto de ntmeros reais

Al)={seR | |s—a|<e}

é aberto, de modo que R — A (¢) é fechado. Temos entao

J(TTR=A()) cTTTR-AE) =R-A[) =R-A(e).
Assim, J-1(R—A(e)) C J A(g)), de modo que J~1 (R — A(¢)) é fe-
chado. Resulta que V — J~ (R A( ) = J- ( (€)) é aberto. Como = €
J 71 (A(e)), existe 6 (z,e) > 0 tal que By, (2) C J~! (A(e)), isto é:
lz—yll<d(z,e) =y (Ae) = la-J(@yl<e=la-J(yl|<e

e J é continuo. m

Um dos casos particulares mais uteis é o dos funcionais lineares. Lembremos que

Definigao 4.4.5. Seja ¢ : V — R um funcional. ¢ € linear se e somente se

Llaz+y)=cl(z)+L(y) , VzeV, yeV,aceR. R
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Para todo funcional ¢ linear, temos £(0) = £(040) = £(0) + £(0), de modo
que £(0) = 0. Esta propriedade é freqiientemente utilizada. Por exemplo, para o
resultado seguinte:

Teorema 4.4.6. Seja £ : V — R um funcional linear. Entao { é continuo se e
somente se
IMeRtal que | L(z) | < M| z||,VzeV. R

Prova. (=) Como ¢ é continuo:
Ve>0:360(e)>0 talque || z—0|| <d(e) = | £(x)—£(0) | <e¢,
isto é,
Ve>0:36() >0 talque || s|| <d(e) =] ¥¢(s)| <e. (4.3)
Suponhamos que

VMeR:3az(M)eV talque | £(x(M)) | > M| = (M)]. (4.4)
Como ¢ (0) = 0, temos x (M) # 0, de modo que || = (M)| > 0. Assim,

__z(M)
0D = e ]
verifica ) (o (M
lunl =57 e e(n) =l (45)
Ora, para todo M > ﬁ, temos IM < 4 (e), de modo que || u (M)|| < d(e) ea

Eq. (4.3) (combinada a Eq. (4.5) ) implica que
1<|l(u(M))| <e.

Resulta que 1 < € para todo € > 0, o que é absurdo. Assim, a Eq. (4.4) implica
uma contradicao e temos o resultado enunciado.
(=) Como / & linear, temos

[ t(z)—L(y) |=1lx—y) [SM|z—yl|,V2zeV, yeV
e o resultado segue da proposicao 4.4.3. =

Este teorema sugere a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.4.7. O dual topoldgico de V é
V'={{4:V — R : £ € linear e continuo.}
A norma de um elemento de V' é

[l =sup{ [£(u) [ Jul<1}. ®
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Notemos que esta defini¢ao nos fornece de fato uma norma: Temos:
o [[£][=0

e Se || £ =0entdo £(u) =0,V utal que || u || < 1. Ora, para todo = # 0,
u=uza/| x| verifica || u || = 1, de modo que

t(@) == [€(u)=0.

Como £ (0) =0, temos ¢(x) =0,V z € V, de modo que £ = 0.

| <
+

e M| =sup{ [ M) |: [[ul <1} =[A|sup{ [£(u) |: [[u] <1} =
RILEA!

o [ Li+ Lo || =sup{ |1 (u)+ i(u) | : || ull <1} Comol by (u)+ £ (u)
|| 41 || + || ¢2 || para todo w tal que || w || < 1, temos || €1+ &o || < || 41 ||
[ £2 .

Temos

Corolario 4.4.8. Seja £ : V. — R um funcional linear. Entio £ € V' se e
somente se || £ || < oo (i. e, || £ ] € R) . Neste caso, | £(x) | < || €| | = ||, para
todox cV. R

Prova. Para a equivaléncia, basta constatar que || £ || < oo se e somente se 3
MeRtalque | l(x) |[<M|z|,YVzeV.

(=) :Se| ¢]| < oo, consideramos M = || ¢ ||. Para todo x # 0, u = z/|| ||
verifica || u || = 1, de modo que | £ (u) | < M. Assim, para todo = # 0:

W(SC)_'4<“7> ‘_|£(u) | <SM=|l(z) |<M]| z|.

Il Il =l

Para z = 0, temos £ (0) = 0, de modo que | £(z) | < M| z||, Vz € V.
(«<=):Se|l(z) | <M| z|,YzeVentdo]| {(u) | <M,Vutalque| u || <1
Logo
sup{ | £(w) | Jul <1} <M= ] <M<

Se || £ || < oo a prova dada para (=) mostra que | £(x) | < [ £ ||| =], V
zxeV. m

Podemos caracterizar a norma de um funcional linear de varias maneiras:

Proposigao 4.4.9. Temos

@ Il =suwp{f(u) : [ul<1}
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(i) [ €] =sup{l(u) : [ ul=1}

(i) I ¢l =sup{l £Cu) | < [l u =1}
(iv) ||e|=sup{ o .-u¢o}
) |6||—sup{”§j)”:u¢o}-

Prova. (i) : Seja My = sup{ ¢(u) : || u | <1}. Como ¢(u) < |£(u) |, temos

M; < || £]. Por outro lado, seja v tal que || v | < 1. Como ¢ é linear, temos
L(—v) = — £(v). Assim, | £(v) | = max{ £(—v), £(v)} < M;y. Logo || ¢ | < M.
Assim, My < || €]l e || £ || < My, de modo que || £ || = M.

(ii) : Seja My = sup{ £(u) : || u | = 1}. E imediato que M, < M;, de modo
que My < || £]|. Por outro lado, seja v tal que || v || < 1. Se v = 0 entéo ¢ (v) =

0 < Ms;. Sev #0 entdo u = HU—H verifica || u || = 1, de modo que
v

14
v) :z( ! ) <My = ((v) <Myl v | < M.
[ v o
Assim, £ (v) < My para todo v tal que || v || < 1. Logo || £ ] < Ms e temos
ainda || ¢ || = Mo.

(iii) : Seja Mz = sup{ |£(u) | : || u | =1}. E imediato que M3z < || £ |.
Como £ (u) < | € (u) |, temos My < M3, de modo que || £ || < M3 e temos ainda
€]} = Ms.

14 3

(iv) : Seja My = sup{ | I (u)| | Cu £ O}. E imediato que M3 < My, de modo
u

que || £ || < My. Por outro lado, | £(u) | < | £ ||| u |, para todo u € V' (Corolario

4.4.8), de modo que My < || £ ||. Assim temos || £ || = My.

(v) : Seja My = sup{ i(U) DU O}. Como £ (u) < | € (u) |, temos My < My,
u

de onde M5 < || £ ||. Por outro lado, seja v tal que v # 0. Como £ ¢é linear, temos

L(—v) = — £(v). Assim, dado que || —v || =] —wv ||, temos
O] _ o L0 O}y,
o I =oll" vl

Logo || ¢ || < M5, de forma que || £ || = Ms. m
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Corolario 4.4.10. Sejau €V el :V — R dada por £(x) = (u, x ) . Entdo ¢
eViel|ll=u]. m

Prova. /¢ é linear, pois

llarty)=(u, ar+y)=a(u, z)+(u, y)=L(z)+L(y)

paratodosz €V, yeV,aeR.
Seja. K = || u||. A desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que, para todo
rzeV,

[ e(z) =] (u ) | <Kz
e £ é continuo. Assim, £ € V’. Além disto, esta desigualdade mostra que
¢
|€||:sup{ |”(;)| : J;;éO}SK.

Ora, do Corolario 4.4.8,
K2 =(u, u)=Lw) <[ L) [< | ull=K]¢],

de forma que K < || £ ||. Assim ||/ ||=K =||u|. m

4.5 Seqiiéncias

Definicao 4.5.1. Uma seqiéncia de elementos de V é uma aplicagio x : N — V.
|

Utilizaremos a notagdo =, para x(n) : { @, }, oy C V & a imagem ¢é da
aplicacao e serd também utilizado para designar a seqiiéncia.

Definicao 4.5.2 (convergéncia forte). Seja { #, }, oy C V . Diremos que x,
converge para x € V se e somente se | x, — x| — 0 quando n — +o0, isto €,

Ve>0:3 n(e) talquen>n(e) = || zn—z|| <e. N

Utilizaremos a notacao z,, — x ou lim z,, =z para indicar que x,, converge
fortemente para x e diremos que x € o limite forte da seqiiéncia. Quando necessario,
indicaremos o espago, a norma ou o produto escalar dizendo que a convergéncia
ocorre "em V", "segundo a norma || e||"ou "segundo o produto escalar ( o, e )".
Temos
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Proposicao 4.5.3. Selim x,, =z entdolim|| x,|| = || z|| elim( x,, 2 ) = (x, 2 )
para todo z € V. Além disto, a seqiéncia € limitada, isto é, existe M € R tal que
| zn|| < M,V neN. Enfim, se limy, =y entdolim( xp, yp )=(z,y ). B

Prova. Temos

| @all = Fll | <1} 20 — 2] — 0,
de modo que lim || z,,|| = || «||. Temos também (desigualdade de Cauchy-Schwarz):
| (s 2) = (a,2) [ =] (@n—w, 2) [ <[ za—a|] 2] — 0,

de modo que lim ( z,, 2 ) = (z, 2 ).
Seja € > 0 dado. Entdo existe n (¢) tal que

nzn(e) = || zall =l 2+ 20 2l < | 2] + | 2n -2l < || 2] + e
Por outro lado, o conjunto de nimeros reais { || z,| : n <n(e)} é uma cadeia

finita e tem um elemento maximal (Cf. proposigao 3.2.13). Assim, existe um ntimero
real M tal que

n<n(e) = | x| < M.

Para M = max { My, | z| +¢}, temos || z,|| < M,V neN.
Enfim, se lim y,, = y entdo, por um lado, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

| (20 =2 Yn—y) | <=2 yo =yl — 0
e, por outro lado, lim ( z,, — z, y) = lim ( y, — y, ) = 0, de modo que
| (iﬂn,yn)*(l’,y) |:| (znf:r,ynfy)+(:L',ynfy)Jr(:cn—:c,y) |4)0

Definicao 4.5.4. Diremos que { yr };, ¢y € uma subseqiiéncia de { x,, }, o y se
e somente se existir uma bije¢cio n : N — N tal que n € estritamente crescente

(n(k+1) >n(k)) € Yk = Tn(k)- |

Utilizaremos freqiientemente a propriedade seguinte:

Lema 4.5.5. Temos k > ko <= n(k) > n (ko). Além disto, n = n(k) — +o0
quando k — +oo0. A
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Prova. Se k > ko entdo n(k) > n(kg), pois n é estritamente crescente. Se
n (k) > n (ko) e k < ko entdo - utilizando novamente que n ¢é estritamente crescente
-n(k) > n (ko) > n(k), o que é absurdo. Assim, k > ko <= n (k) > n (ko).

Seja N € N. Como n : N — N é uma bijecao, entao existe kg € N tal que
n (ko) = N. Como n : N — N ¢é estritamente crescente, temos

0 que prova o resultado enunciado. m

O limite de uma seqiiéncia é tnico e todas suas subseqiiéncias convergem para
esse limite:

Proposigao 4.5.6. Seja{ x,, }, c y CV tal quex,, converge para x € V. Entao,
por um lado, se { Yk = Tn(k) € uma subseqiiéncia entao yr, — x em V e,
por outro lado, x € unico.l

}kEN

Prova. Mostremos a unicidade: seja z tal que || z, — z|| — 0 quando n — +o0.
Entao

lz=2l=l2z—antan—2] <|z—anll +] 20 - 2[| =0,

de modo que || © — z|| = 0 e as propriedades da norma mostram que z = z. Seja
Yk = Tn(k) }k ¢ - Como z, converge para z €V,

Ve>0:3 m(e) talquem>m(e) = ||z —zf <e.

Logo, n (k) > m(e) = | yr — x| < e. Como n é bijetiva, existe k (&) tal que
n (k(g)) = m(g). Como n é estritamente crescente,

k>k(e) = nk)> m(e) = ||ypv—z|| <e
etemos yp, xem V. m

A reciproca parcial deste resultado é bastante util:

Proposigao 4.5.7. Seja { x }, c y CV tal que toda subseqiiéncia converge para
um mesmo elemento x € V, isto €, se { Yk = Tn(k) }k cN entao yrp — x em V.
Entaoxz,, — z em V. R

Prova. Seja € > 0. Suponhamos que:

VkeN:3In(k)>k tal que H Tngy — || > €.
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Entéao { yr = Zn) |, ¢y € uma subseqiiéncia de { @, } de modo que, por

hipétese, ypy — z em V e

n €N

():kEn}roo Hl’n(k)—IHZE —e<0.

Assim, 0 < e < 0, o que é absurdo. Logo,
Jk(e)eN: n>k(e) = | azn—2z|<Le

e temos o resultado enunciado. =

Proposicao 4.5.8. Seja { x, }, c y C R? uma subsegiiéncia limitada tal que o
limite de toda subseqiiéncia convergente é um mesmo elemento x € RP. FEntao,
z, — em RP. B

Prova. Seja € > 0. Suponhamos que:
VkeN:3In(k)>k tal que || xn(k)fo >e.

Entao, {z, é uma subseqiiéncia de {z,, } de modo que {z, ) }k .

)}k eN n €N’
é limitada. Assim, existe uma subseqiiéncia convergente { Ym = Tn(k(m))
por hipoétese, y,, » x em V e

m €N’

0= lim |[@ypm) —2|| > =¢e<0.

m — +oo

Assim, 0 < e < 0, o que é absurdo. Logo,
Jk(e)eN: n>k(e) = |zpn—2x|<ce

e temos o resultado enunciado. m

No que segue, manipularemos também familias das seguintes formas { s }5.
ou { 5 }y.5cs, . Para e — 0+. Neste caso,

x5 — x se, e somentese, Ve>0:30(c) talque0< I <d(e) = || zs—z]| <e.

Também consideraremos familias da forma { yx }, - , . para X\ — +o00. Neste

caso,

min

yr —y seesomentese Ve >0:3A(e) talque A> A(e) = || yn —y|| <e.

Por extensao, diremos que tais familias também sao seqiiéncias. Temos
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Teorema 4.5.9. x5 — x se e somente se T(k) — X em V' quando k — +o0, para
toda seqiiéncia de nimeros reais { 6 (k) }, ¢y tal que 6 (k) — 0+. De maneira

andloga, y» — y se e somente se Yy — y em V quando k — +o0, para toda
seqiiéncia de mimeros reais { X (k) }, oy tal que X (k) — +oo. W
Prova. ( = ): Para todo € > 0, existe k (¢) tal que k > k(e) = (k) <d(e) e
A(k) > A(e). Assim,

kzk(e) = | zsoy —all e e [l —vl<e.

( <= ): Suponhamos que existe ¢ > 0 tal que

Vn>0:3a() talqued<a(n) <n e || xa(n)—x||>5.

Seja ¢ (k) = a(1/k). Entao 0 (k) — 0+, de forma que x5y — = em V' quando
k — +00. Assim,
I oy =2l = [ 2500y — 2| — 0

e temos € < 0, de forma que 0 < ¢ < 0, o que é absurdo. De maneira analoga, se
existe € > 0 tal que

Vn>0:3a(n) talque a(n) >n e H ya(n)—yH>€.

Seja A (k) = a(k). Entao A (k) — 400, de forma que y\) — y em V quando
k — +o00. Assim,
Il yaen =yl = 9a) =9 —0

e temos novamente 0 < € < 0, o que é absurdo. =

4.5.1 Séries

Uma extensao da defini¢do de seqiiéncia leva a definigdo de série:

+ oo
Definicao 4.5.10. A série . xp € uma segiéncia particular: consideramos a
k=0
n
soma parcial s, = Y Tp e a seqiiéncia associada { s, }, o C V. Diremos que

k=0
+ oo
Z T converge para T € V se e somente se Sn — T em V. |
k=0

+ oo
Utilizaremos a notagdo © = Y zj para indicar a convergéncia da série. Um

=0
resultado 1til é o teorema da seqiiéncia de restos:
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Proposigao 4.5.11 (restos). As afirmagoes sequintes sio equivalentes:

+ oo
a) A série >, xy € convergente

k=0
n+p
b) Vn>0:r,,= > xr converge em V quando p — +oo.
k=mn
+ oo
c) r,= Y, Ty converge para todo n € N.
k=mn

d) r, =0 emV quandon — +oo. N

+ oo
Prova. (a) = b)) : Suponhamos a série convergente e sejam = = Y xj,
k=0
n
sp = Y, . Como a série é convergente, temos s,, — = em V quando n — +00.
k=0

Como { sn4p }, ¢y € uma subseqiiéncia de { s, }, ¢y, temos sp4p — @ quando
p — 400. Ora, 7y = Spyp — Sn—1, de modo que 7, , — = — s,—1 em V quando
p — +00.
(b) = ¢) ) : é imediato (definigdo de convergéncia).
&)
(¢) = d)) : sejar, = +Z xy, convergente para todo n € N. Notemos

k=mn

inicialmente que, pour m > nep>m —n,
Sp4p = Sn—1 +Tn,p = Sm—-1 "'_71m7 n+4+p—m,
de modo que, passando ao limite para p — 400 :
Spn—1+7Tn = Sm—-1+Tm .

Assim, z = s,,_1 + 1, é independente de n. Como sy, = Sp—1 + Ty p, temos
Sn+p — = em V quando p — +o0., o que implica s,, — & em V quando n — 4o00.
Temos r, — 0 em V, pois { s,_1 }, ¢y ¢ uma subseqiiéncia de { s, } de
modo que || || = || $n—1 —z|| — 0.

(d) = a) ) : Basta repetir a prova de ¢) = d): temos s, — z em V
quando n — 4+00. W

n € N?

4.5.2 Seqiiéncias e conjuntos densos

Outra propriedade tutil ligada as seqiiéncias é a seguinte:

Proposicao 4.5.12. S = { zeV:3{x,},cnCS tal quex, —x em V},

isto €, S € o conjunto formado pelos limites das seqiiéncias convergentes de elemen-
tos de S. B
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Prova. Da proposigao 4.3.14, temos S = {z €V :Ve >0, B.(2)NS #2 }.
SejaA={zeV:3{a,},nCV tal que z, —» 2 emV}.

Mostremos que A C S: se z € A entéo existe { z,, }, ey CV talquez, — =
emV. Sejae > 0: 3 n(e) talquen > n(e) = ||z, —z| < &, de modo que
{z,}CB.(2)NS #2 = z€8S.

Mostremos que S C A: seja & € S. Entéo, para todon > 0, By, (x)NS # @,
de modo que existe z,, € S tal que || z, — | < 1/n — 0: a seqiiéncia { z,, }
C S satisfaz z,, —» x emV e x € A.

Assim Ac SeSC A, demodoque S=A. =

n €N

Corolario 4.5.13. Seja S C V um conjunto. Entao S € fechado se e somente se
S = { veV:3 {2, },cnCS tal quer, —x emV}, isto €, S contém todos
os limites das seqiiéncias convergentes de elementos de S. B

Prova. Resulta da proposicao 4.3.13. m

Corolario 4.5.14. Seja S C V. S € denso em V' se e somente se

VeeV:3{x,},cnCS talquer, —xzemV . R

Prova. Resulta da proposigao 4.5.12 e da defini¢ao 4.3.16. m

Temos também:

Teorema 4.5.15 (Bolzano-Weierstrass). Seja S C V' um conjunto nao-vazio. S é
compacto se e somente se toda seqiiéncia { x, }, oy C S tem uma subsegiiéncia
convergente para um elemento de S. B

Prova. ( = ): Como S é compacto, S é também fechado (Teorema 4.3.18) e
temos S = S (proposicao 4.3.12).

Seja Xy ={xn },,», C 5. Temos X, C S (proposigao 4.3.13). Assim, X
C S. Como X; C X}, (proposicio 4.3.13), temos também Xj # @. Assim, decorre

do corolario 4.3.23 que [\ Xj # @.
keN

Seja s € [\ Xi. Entdo, para todo k > 0, existe uma seqiiéncia de elementos
kEeN
de X} que converge para s. Decorre que:

Ve>0:3 zyuy € Xk tal que || Tn(k,p) — SH <

=
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Consideremos a seqiiéncia de nimeros naturais definida por n (1) = n(1,1); n(p+1) =
n(n(p)+1,p+1) parap > 1. Entdo n(p+1) > n(p) +1 > n(p), de forma que

é uma subseqiiéncia de { z,, } Além disto,

xn(P)}peN n €N

| =

po b= | g o <2 <

1

p

Assim, para todo € > 0, existe p (g) tal que
p2k= |z —sf <e

e Tp(p) — s quando p — +o0, de onde o resultado enunciado.

(<= ): Seja { Ax }, ¢ o C S uma familia de abertos tal que S C |J Aa.
AEA
Notemos inicialmente que existe € > 0 tal que

VaeeS:3IN(z)eAtal que B. (z) C Ay

Com efeito, suponhamos o contrario: entao, para todo n > 0, existe x,, € S tal
que By, (2n) —Ax # @,V XA € A. Temos { z,, },, c y C S, de modo que existe uma
subseqiiéncia { Zn) },  y tal que z,) — s € S quando k — +o0. Assim,
para todo € > 0, existe k (¢) tal que

k2 k(@) = || 2 — sl <

Ora,s € SC |J A,, de modo que existe A tal que s € Ay. Como Ay é aberto,

AEA
1
existe n > 0 tal que B, (s) C Ax. Sejam ¢ = L p tal que < 7. para todo
4 n(p) ~ 4
2 € Bi/n(p) (Tn(p)):
1 n_n
Iz =sh <l z=zugll+ | 2o = sl < S+ 3= 5 <n-

Logo, Bi/ny) (#a() C By (5) € Ay, de forma que By (2a() — Ax = 2, 0
que é absurdo.
Por outro lado, para todo § > 0, existe um conjunto finito X (6) = { z1, ..., xn} C
S tal que S C |J Bs(z;). Com efeito, suponhamos o contrario: existe é > 0 tal
i=1

n
que, para todo conjunto finito { z1, ..., x,} C S: S— | Bs(z;) # . Neste caso,
i=1
podemos construir uma seqiiéncia da forma seguinte: tomamos zg € S qualquer.

n
Dados { zg, 1, ..., n} C S, tomamos x,+1 € S — |J Bs(z;). Temos
i=1

| Tnt1 — x|l > 6,1 <i<n. (4.6)
Ora { z, }, cny C 5, de modo que existe uma subseqiiéncia { T (k) }k cN tal

que Z k) — s € S quando k — +o00. Assim, existe k (0) > 0 tal que

ka(§):>|| xn(;g)—s||<f.
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Logo,
5
| @niey = @nen || < || @ny = sl + | 2ngesny = sl < 5 - (4.7)

Como n(k+1) > n(k), (4.6) e (4.7) implicam que § < ¢/2, de onde § <
0. Assim, 0 < § <0, o que é absurdo.

Seja X (¢) = {x1, .., xn} C S : temos S C |J B:(z;). Ora, existe \; =
=1

A(x;) € A tal que B. (z;) C Ay, de modo que S C |J A,,. Assim, S é compacto
i=1
(Cf. defini¢ao 4.3.17). =

4.5.3 Seqiiéncias e continuidade

Temos

Proposigao 4.5.16. Seja J : V. — R um funcional. Entdo J € continuo se e
somente se J (xz,) — J () em R para toda seqiiéncia tal que , — x em V. B

Prova. (=) Suponhamos J continuo e z, — z. Entdo, por um lado, para todo

e > 0, existe 0 (¢) > 0 tal que
o=yl <8() = | J(2) = J ()| < =
Por outro lado, existe n (¢) = n (J (¢)) tal que
n>ne) = ||z, —z| <6(e).

Assim,
n>n(e) = | J(zn) —J(z)| <k,

de modo que J (z,) — J ().

(=) Suponhamos J nao-continuo: entdo existem z € V e € > 0 tais que para
todo n > 0, existe x,, verificando

|2 —aal < - e | T (@)~ T ()] > <
Assim, z,, — x, de modo que J (x,) — J (z) em R. Mas entao
0=lim| J(z) — J (zn)| > £ > 0,
0 que é uma contradi¢ao. m

Esta caracterizacao dos funcionais continuos é particularmente 1til no caso dos
funcionais lineares. Lembremos que o nucleo de um funcional linear é a pré-imagem
de zero:
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Defini¢ao 4.5.17 (nicleo de um funcional linear). Seja £ : V — R um funcional
linear. O nicleo de £ é o conjunto

N ={zcV :l(x)=0}=¢1({0}).m

Temos entao :

Proposigao 4.5.18. Seja £ : V — R um funcional linear. Entao £ € continuo se
e somente se N (£) € fechado . W

Prova. (=) Suponhamos ¢ continuo e { z,, }, .y C N ({) tal que z,, — = em

V. Entao, da proposicao 4.5.16:
{(z)=lim £(x,)=1lm 0=0= 2 € N({),

de modo que N (¢) é fechado.

( <= ) Suponhamos N (¢) fechado. Se ¢ ndo é continuo entao || ¢|| = +o0, de
modo que

sup { £(u) : [ ull =1} = +o0.

Assim, existe uma seqiiéncia { x,, },, oy C V' tal que

n e

| znll =1 e £(z,) > n>

Seja vy, = xp /L (). Temos

IFonll =

Em particular ¢ (v1) = 1. Seja w,, = vy — v, . Temos
C(wyp)= L) — L(vy)=1-1=0,
de modo que { w, }, ¢ y C N (). Por outro lado, v, — 0 em V = w, — v;.

Como N (¢) é fechado, temos v; € N (¢), de modo que ¢ (v1) = 0. Logo, £(v1) =1
e l(v1) =0, o que é absurdo. m
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4.5.4 Seqiiéncias de Cauchy

A definicao de seqiiéncia convergente é pouco operacional, pois exige que o limite x
seja conhecido.

Definicao 4.5.19 (seqiiéncia de Cauchy). Diremos que { z,, },, .y C V€ de
Cauchy se e somente se

Ve>0:3 n(e) talquem,n>n(e) = || &m—az,|| <e. R

Algumas das propriedades notaveis das seqiiéncias de Cauchy sao as seguintes:

Proposigao 4.5.20. Seja { x, }, o y CV wma seqiiéncia de Cauchy. Entao
(1) a seqiéncia € limitada, isto €, existe M € R tal que || z,|| < M,V n €N,
(i) im| z,]|=p€R

(iii) Se T : V — R € linear e continua entdo lim T ( z, ) = s(T) € R . Além
disto, se | s(T) | <u|| T |,VxeV.

(iv) lim( 2n, 2) = £( 2z ) € R para todo z € V. Além disto, a aplicagio € :
V — R € linear e Lipschitziana de coeficiente p, isto €, | £( z1 — 29 )| <
wll z1 — 22| para todos z1 € V, zo € V (logo, £ : V. — R € continua e

el <p).

(v) se{¥n },ecn CV € uma seqiiéncia de Cauchy entio im ( z,, y, ) =n € R

Prova. (i) e (ii) : A seqiiéncia { || 2] }, c y C R & de Cauchy, pois
Ve>0:3 n(e) talquemn>n(e) = || &y — x| <e,

de modo que
L zmll = T2l | < || @m — 2l <e.

Como R & completo, { || z,|| }, ¢y € convergente, de modo que, por uma lado,

existe 4 € R tal que lim || z,|| = p e, por outro lado, { || z,| }, ¢y ¢ limitada
(Cf. proposicao 4.5.3) e existe M € R tal que || z,|| < M,V neN.
(#t) : Seja s, = T (xn) € R. Seja K = || T ||. Como T é linear e continua, o

Teorema 4.4.8 mostra que K € R e

| T(z) [< K| z|,YzeV.
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Entao
[ sm— s |=[T(@m) =T (an) [=|T(2m—an) [ <K 2 -zl

Assim, { s, },, ¢ y C R & de Cauchy, pois, para todo € > 0, existe 7 (¢, K) > 0
tal que K1 (e, K) < ¢ e, para m,n > n(n (e, K)),

| $Sm— $n | < K| @m —xn|| < Kn(e,K) <e.

Como R é completo, { s, }, ¢y € convergente, de modo que existe s( 7)€ R
tal que lim T ( 2, ) =s( T ). Temos entao

[s(T) |=|ImT(z,) |=lm|T(z,) | <UmK || z,| = Kp.

(iv) : De maneira analoga, { ( #,, 2z ) }, c y C R & de Cauchy, pois, para todo
e > 0, existe 1 (g,2) > 0 tal que n(g,2) || z|| <e. Assim, para m,n > n(n (e, z)),

| (ms 2) = (@n, 2) [ =] (2m =20, 2) [ < 2m =zl 2] <& 2) || 2] <e

Como R & completo, { (n, z) }, cn € convergente, de modo que existe
¢(z)eR tal que im(z,,2) =¢(z). {:V — R & linear, pois, para to-
dosa€eR, 21 €V, 20€V,

(Zp,az1+ 20 ) =a(Tp, 21 )+ ( Tny 22 ),
de modo que
L(azy + 22) = lim (2, @z + 20) = alim (2, 21) + lim (z,, 22) = ol (21) + £(22) .
Além disto, para todos z1 € V, 29 € V,
| (221 —22) | <l 2alll] 21— 22,
de modo que, passando ao limite,
[ 0(z—2z)| <pl 21— 2.

Temos entao | £( z )| < | ||, de modo que || £ || < p
(v) : Como { yn }, ¢y CV & uma seqiiéncia de Cauchy, existe uma constante
N € R tal que ||yn|]| < N,V n € N. Assim,

|($m7 ym) - (l‘ny yn)| = |(xm — Tny Ym — yn) + (-rru Ym — yn) + (xm — T, yn)| ’
de modo que
(@, Ym) = (@0, Yo )| < @ = Zull |Ym = Ynll + M |ym — ynll + N ||z — 20| -

Seja ¢ > 0. Como as duas seqiiéncias sdo de Cauchy, existem n;(§) € N e
ny (0) € N tais que

monzn (0) = | en—al <6 3 mn>no(0) = |y —yall <.
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Temos entao, para n (6) = max { ny (§), na (0) }:
m,n>n0) = | (Zm, Ym ) — (Zny Un ) | <624+ (M + N )6.
Ora, para todo £ > 0, existe 0 (¢) > 0 tal que & (¢)°+ (M + N )4 (¢) < . Assim,
m,n2n(6(€) = | (Zm ym )= (o, yn ) | <&,

de modo que a seqiiéncia { ( Zn, yn ) }, ¢ v C R & de Cauchy. Como R & completo,
im( 2, yp )=n€ER. m

Temos

Proposigao 4.5.21. Toda seqiiéncia convergente é de Cauchy. B
Prova. Sejae > 0: 3 n(e) talquen >n(e) = || =z, — x| < &/2, de modo que

mn>ne) = || @m — Tl <|| @m —z||+ || 20 — 2] <e/2+¢/2=c¢.

A reciproca deste resultado é, em geral, falsa. Um exemplo de uma seqiiéncia de
Cauchy nao-convergente é simples de fornecer, basta usar um espaco nao-completo,
por exemplo o conjunto dos racionais.

4.5.5 Espacos completos

Definicao 4.5.22 (espago completo). Diremos que V' € completo se e somente se
toda seqiiéncia de Cauchy de elementos de V' converge, isto €,

{2Zn},enCV € de Cauchy = Fx €V ta quez, —x em V. B

Defini¢ao 4.5.23 (espago de Hilbert). Diremos que V' é um espago de Hilbert se
e somente se V. é um espago pré-hilbertiano completo. B

Um exemplo de espago completo é R™(Ct., por exemplo, [Rudin 1974]). Resulta
que
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Proposigao 4.5.24. Se dimV < oo entao V' é completo. B

Em dimensao infinita, a construgao de espacos completos é geralmente feita atra-
vés do procedimento chamado de completamento: considera-se um espago vetorial
V sobre R para o qual ( e, e ) ¢éum produto escalar e constroi-se um outro espago
vetorial V sobre R tal que

e V é munido de produto escalar (o, o )
e IV & completo

e existe um isomorfismo isométrico I entre V e uma parte de V'

(I(x),I(y) )y =(z,y)paratodoszelV eyeV

Em seguida, identifica-se  a I (x) e considera-se & como um elemento de V.
A construgao de V é feita da seguinte forma: nota-se V o conjunto das seqiiéncias
de Cauchy de elementos de V:

V={X={an},cnCV |Xéde Cauchy } .
Define-se sobre V a relagao :

X~Y < | zn —yn || — 0 quando n — +o0.

Temos
X ~ X, pois || &, — 2, || =0 — 0 quando n — 400 ;
X~Y—Y~X,
pois
lyn = @n | = [ %n = yn || — 0 quando n — +o0 ;
X~YeYnZ—X~7Z,
pois

H Tpn—2n | < || 20 —yn ||+|| Yn — Zn ||—>0quand0n_)+oo'

Logo, ~ é uma relacao de equivaléncia. A classe de um elemento de V é
[X]={YeV | X~Y}.

Define-se entao:
V={[X] : XeV}.

Temos
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[X] +[Y] =[X+Y] e A[X] =[XX] ,
de modo que V é um espago vetorial sobre R. Para todo s € V, a seqiiéncia
S={s5},enCV(istoé, s, =5 VneN)éumelementode Ve [S]|=[s]ecV.

Além disto, V' pode ser munido de um produto escalar derivado do produto escalar
sobre V.

Lema 4.5.25. (

[X],[Y])=lm(zy, yn ) € um produto escalar sobre V. Além
disto, temos || [ X ]

| =lim || 2, | =

Prova. Note-se que lim (x,, y, ) existe (Cf. proposi¢ao 4.5.20). Além disto, o

limite ¢ o mesmo para todos os elementos das classes consideradas: observemos
inicialmente que X e Y sao limitadas : || z,, || < M e || yn || < N (Cf. proposicao
4.5.20). SeX~ZeY ~ W entao

(xrn Yn )_(Zn7 W, ) = (l’n—Zn, Yn )+(2n7 Yn — Wn )7
de modo que

[(@n, Yn ) = (2ny wn )| = (@0 = 205 Yn )|+ [(20s Yn — wn )
e a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que

|(#n, Yn ) = (2ns o )| = N || 2 — 20 | + M || yn — wy | — 0.

Assim, lim (2, y, ) = lim (2, w, ).
( e, @ ) éum produto escalar, pois

(xn"i_)‘ynyzn):(xn;Zn)+)‘(ynyzn)a
de modo que
([X+AY ], [Z])=([X], [Z2])+A(C[Y], [Z]).
De maneira analoga,
(@n syn ) =(m a0 )= ([X], [Y])=([Y], [X]).
Temos também
([X],[X])>0pois (xpn, zn, ) >0,V eEN.
Como lim || z,, || = ¢ € R (proposigao 4.5.20), temos

. 2 . 2
lim [ 2, |7 = (lim || 2, )7,
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de modo que

([X], [X])=0 =lm|z, [[=0=[X]=[0].

Enfim,
IIX] 1P =C[X], [X])=lim| 2, |* = (tim ] 2, [})*,
de modo que || [X] || =lm| =, ||. =
Temos

Proposicao 4.5.26. Seja U ={ [X] : X €V eX € convergente }. Entio U é
um subespago vetorial denso de V. Além disto, existe um isomorfismo isométrico I
entreV eU e (I(x),I(y) )=(z,vy), para todosz €V, yecV. R

Prova. E imediato que U é um subespaco vetorial de V. Seja [Y] € V. Seja
£>0. Como Y €V, existe n(¢) € N tal que

m,n>nE) = || ym —ynl <e.

Seja s =ypeS={s}, oy CV (isto ¢, s, =5,V kecN). Séconvergente, de
modo que [ S ] € U. Além disto,

MY ]= [S]l[=lim]y, =5l <e.

e a proposicao 4.3.14 mostra que U é denso em V.
Seja v € V. Consideremos a aplicacdo I : V — U tal que I (s) = [ s ], (isto
& I(s)={sn},enCV,sn=s5 VneN). [Ié&linear, pois, para todos a € R,
seV, teV:
Tas+t)=[as+t]=a[s]+][t] .

Temos também
[ I(s) [|[=lim| s | =lm]| s,

de forma que I é uma isometria. Além disto, I é uma bijecdo: por um lado,
I)=It)=||I(s)—I(t) |=0=] s—t]=lim||s—t]|=0=s=t

e I é injetiva. Por outro lado, para todo [ X] € U, existe x = limz,, (pois X é
convergente) e

[I(z)=[X] [[=lm|z—=z, |=0= I(z)=[X]
e I é sobrejetiva. Enfim,
(I(x), I(y))=lm(zy)=(zy),

0 que completa a prova. m
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Teorema 4.5.27 (completamento). V' é completo e existe um isomorfismo isomé-
trico I entre V e um subespago vetorial de V' tal que ( I (z), I(y) )= (=x,y ), para
todoszeV,yeV.

Prova. Seja { [ Xy ] }, ¢ y C V uma seqiiéncia de Cauchy. Logo, para todo 1 > 0,
existe n1 (1) tal que
kpzki(n) = I[Xp]-[X] [ <n

A proposi¢ao acima mostra que, para todo k > 0, existe uma seqiiéncia conver-

1
gente Z €V talque ||[ Xy | — [Zx] || < T Temos entao

IZk )= [Zp ) 1 =2k ] = [Xe ]+ [ X | = [Xp ]+ [Xp | = [Zp ] ],
de modo que
IZr )= [Zp ] 1 <M Zk ] = [Xe ] I+ 1K ] = [Xp ] [+ I[Xp ] = [Zp ] |

€, para kvp Z kl (T’)a

Ze]= [Z,] < g+n+s .

Assim, { [Zx ] };, ¢y CV éde Cauchy: para todo € > 0, existe ks (¢) tal que
kip>ke(e) = [I[Ze] = [Zp] [ <e.

Temos Zy = { (2x), }
Seja Sp = { 21}, ¢y (isto &, (sx), = s, Vn € N). Temos

Como Zj, é convergente, existe zp = lim (z),,.

n € N’ n—+o00

i (), (s, = T (), — 2 =0,
de modo que [ Zy | = [Sg ]. Além disto, ||[ Sk ]— [Sp] || = |2k — 2pl|, de forma
que

kip>ke(e) = llzk— 2l = I Zr] = [Zp] | <e

e a seqiiéncia Z = { z }, o ¢ de Cauchy. Logo, Z € Ve [Z]c V. Além disto,

k2ka(e) =W Ze]= [Z] =[Sk ]~ [Z] I = lim flor = 2 [ <e.

Ora,
Xk = [Z]1 =X ]= [Ze] +[Ze ] [Z]]],

de modo que

Xk ] = [Z] 1< Xe]= [Ze] I+ 1[Ze]—- [2Z] |
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e
1
k2ke(e) = I[Xe] = [Z] )<, +e
Assim, para todo £ > 0,
Jim (%] - [Z] ] <e
Logo
Jim (%] - [Z] =0,

de modo que { [ Xy | }, oy € convergente.
O isomorfismo isométrico resulta da proposicao precedente. m

Podemos encontrar na literatura exemplos de completamentos usuais: por exem-
plo, o completamento de C° ( Q) para construir L2 ( §2 ), assim como varios com-
pletamentos de D ( Q ) levando aos espagos de Sobolev H® ( {2 ), ou ainda, o com-
pletamento de C§° ( ) para a construgao de H{ ().

4.5.6 Teorema de Baire

Um dos resultados importantes da Analise em dimensao infinita é o Teorema de
Baire:

Teorema 4.5.28 (Baire). Sejam V um espago de Hilbert e { Sy, }, oy CV uma
seqiiéncia de subconjuntos abertos e densos em V. Entao S = (] S, € denso em

n €N
V.l

Prova. Sejam u € V e € > 0. Definimos ¢y = €, £ = u. Vamos construir uma
seqiiéncia de bolas tal que

Vn21:0<5n§2% e B, (n) CSn—1NBe,_, (Tn-1) -

Como Sy é denso em V, existe um elemento x1 € Sp tal que || u — z71 || < e&/2.
Como Sy é aberto, existe n > 0 tal que B, (1) C Sp. Assim, tomando &, =
min { €/2, n}, temos

[y— 21 || Ser=y€S

e, para todo y € B¢, (x1),
ly—uwll<ly— wll+llu- 2| <e/2+¢/2=¢,

isto é,
9
0<€1S§ e le (Il)CSOQBE(Io) .
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Suponhamos agora que
€
0<e, < on © B., () CSn—1NB.,_, (xpn-1) .

Como S,,+1 € denso em V, existe um elemento z,+1 € S, tal que || z — z,, || <
en/2. Como S, é aberto, existe n > 0 tal que B, (zn41) C Sp,. Assim, tomando
€41 =min{ &,/2, n}, temos

[y = @nt1 || Senp1 =y €S,
e, para todo y € B., | (Tn41),
ly= 201y Tus |+ 12— s || 202+ 20/2 = 20,
isto &,

13 13
0<e, <2<

S on S on1 © Be, .\ (xpy1) C SN B, (xn) -

A seqiiéncia { z, }, c y C V ¢ de Cauchy, pois
€
m>n= Ty € B, (Tn) = || Tm — Tn | §2—n.
Como V é completo, existe z € V tal que x,, — = em V. Assim,
Vnp>0:3ng>0talquem >ng = | zm— z || <7n.

. €
Seja ny tal que o < 7. Temos

€
n>n = e <n=x€ B, (x,) CSp—1NB., , (xn_1)

e, por um lado, x € B, (x,) para todo n > n;y e, por outro lado - como B, (z,) C
Be, , (xn_1) -z € B, (x,) paratodon < ny: entdo z € B (z,) paratodon € N,
de modo z € S. Como, em particular, x € B, (1) C Sy N Be, (20), temos

lz—ul=lz—-w|<eo=e

Assim, para todo € > 0, existe z € S tal que || z — u || <&, de modo que u € S.
Como u é qualquer, temos V C Se Sédensoem V. m

Utilizaremos no que segue o corolario seguinte:

Coroléario 4.5.29. Sejam V um espago de Hilbert e { S, }, oy C V uma seqiiéncia

de subconjuntos fechados e de interior vazio. Entdo S = |J S, € de interior

n €N
vazio.l
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Prova. Basta notar que { W,, =V — S, }, .y C V é uma seqiiéncia de abertos
densos. Com efeito, W,, é aberto para todo n € N (pois S,, é fechado para todo n
€ N). Sejam = € V e ¢ > 0: mostremos que existe x,, € Wy, tal que || x — z,, || <e.
Suponhamos o contrario: ||z — y|| <e =y ¢ W, = y € S,. Neste caso
x € int( S, ), o que é absurdo, pois int ( S, ) = &. Assim, para todo € > 0, existe
xn, € W, tal que | z — x, || <&, de modo que x € W,,. Como z é qualquer, temos
VcW,e Wy,édensoem V. m

4.6 Projecao Ortogonal sobre um Subespago Veto-
rial

Um dos resultados mais importantes da Anélise Convexa é o teorema da projecdo
ortogonal, o qual pode ser enunciado sob a forma seguinte:

Teorema 4.6.1 (projecao sobre subespaco). Seja V' um espaco de Hilbert e S C V
um subespaco vetorial fechado. Se uw € V' entao existe um inico elemento Pu € S
tal que

|wu— Pu||=min{ ||u— s| :se€S}.

Pu € a projegao ortogonal de u sobre S. B

Prova. Ezisténcia: Como || u— s >0,V s€S, temos
min{ |u— s| :s€St=d>0.

Temos entao
min{ u—s|*: seS}de.

Assim, existe uma seqiiéncia { sy }, oy C S tal que

1
P< u—se|? §d2+E. (4.8)

Sejam © = u— S, e y = u— Sp,. A regra do paralelogramo mostra que

2 2 2 2
lo+yl®+ 1z =yl =2( 1ol + 1ol ),

2
tlsm=sall? =2 (= sa P +lu=sul? ),
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de modo que

2

||3m_3n||2:2 | w— 5n||2+||u_ S"H2 _2HU_<Sn—gsm>
< d+g <di+l
e
2
1 1 n+t Sm
I sm—sn||2<4<d2++ —Hu—<m> ) .
noom 2
Como S é um subespago, temos
50 € 5, smeS:wTsmeS: u—(s’ljg‘g’q@)sz. (4.9)
Assim,
2
Sn + Sm 2
— B U — < —d
|- (=5)] <
e

7_’_7
n m n m

1 1 1 1
3m_5n||2<4(d2+ —d2>=4<+>.

8

5 Temos entao
€

Sejae >0 eng(e) tal que n(g) >

1 1 8
m,n>n(e) = sm—sn||2<4<—|—)< <e?,
n o m

—n(e)

de modo que a seqiiéncia { s3 }, .y C S ¢ de Cauchy em V. Como V & um
espaco de Hilbert, existe um elemento Pu € S tal que sy — Pu em V. Ora,
{8k }hen CS eS8 éfechado, de modo que Pu € S. A desigualdade 4.8 mostra

que
|u— Pul=d=min{ [[u— s| :s€S} .
Unicidade: Seja Qu € S um elemento tal que || v — Qu || = d. Sejam = = u—
Pu ey =u— Qu. A regra do paralelogramo aplicada a + = u— Pu ey = u— Qu
mostra que

2

P
lQu-Pult=2{ Ju= Pulf+u= Qult —2f o= (P52

= g2 = g2

Como S é um subespago, temos

Pue S, QUGS:>PUJ2FQUES:>HU—(PUJ2FQU)HZCZ, (4.10)
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de modo que
2

< —d?

Pu+ Qu
|- ()

| Qu— Pul> <4(d*—d*) =0.

Assim, Qu = Pu, de modo que Pu é tinico. m

A expressao projecao ortogonal é justificada pela proposicao seguinte:

Proposigao 4.6.2. Seja V um espago de Hilbert e S C V' um subespaco vetorial.
Pu €V € a projecao ortogonal de u sobre S se e somente se

PueS ¢ u—Pul S,
15to €,

PueS e (u—Pu,v)=0,Vves. N

A equacdo acima é uma equacdo variacional: a solugao é caracterizada por dois
fatos - pertencer a um conjunto e satisfazer uma equacao para todo v pertencente
ao mesmo conjunto.

Prova. Sejam v € S e A € R. Consideremos

FO)=llu—(Put ro)| .

Temos
FON) =ar\? +2bX+ ¢,
onde
a=v|?®,b=(u—-Puv),c=|u—Pul’.
Além disto
I (\) = 2aX + 20 = f'(0) = 2b.
Logo,

f(0)=0 < (u— Pu,v)=0.

(=) : seja Pu a projegao ortogonal de u sobre S. Como S é um subespago
vetorial, Pu+ v € S,V A€R eV v e S. Assim

FO =u—PulP<f(\),¥AeReVvES.
Logo, o minimo de f é atingidoem A=0,Vv e S: f/(0)=0,Yv e S e

(u—Pu,v)=0,YveS.
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Do Teorema 4.6.1: Pu € S.
(<) :sejaPuesS e (u—Pu,v)=0,YveS Entdo f/(0)=0,Voves.
Assim, o minimo de f é atingido em A =0,V v € §. Assim

FO) =u=Pu|®><|u—(Putv) |*= f(1),YveS
Ora, para todo s € S, v = s — Pu € S, de modo que
|u—Pul?<|u—s|*VseS.

Assim, Pue Se||u— Pu||=min{ [[u— s| : s€S}. =

4.7 Teorema de Representacao de Riesz

Uma das conseqiiéncias mais utilizadas do teorema da projegao ortogonal é o teo-
rema de representacao de Riesz:

Teorema 4.7.1 (Riesz). Sejam V' um espago de Hilbert e £ € V', isto é,£: V — R
€ um funcional linear continuo. FEntao existe um unico elemento u € V tal que
0(z)=(u, z), Vo eV. Além disto, || £ || = || w]|. W

Prova. Se £ =0, o resultado é imediato (basta tomar u = 0). Seja ¢ # 0. Entao

existe v € V tal que £ (v) # 0. Da proposicao 4.5.18, N (¢) é fechado. Como N (¥)
é um subespago vetorial, o teorema da projegao (Teorema 4.6.1) e a caracterizagao
dada na proposigao 4.6.2 mostram que existe um tunico elemento Pv € N (¢) tal
que v — Pv L N (£). Seja w = v— Pv. Temos £ (w) # 0 e w # 0 : no caso contrério,
0=/¢(Pv) ={(v) # 0, o que é absurdo. Seja

w
B P
Temos ) )
£ (w £ (w
(u) ( )2 >0; (u,u)= ( )zzf(u)
| wll [ wll
e 0
w
VyeN(©): (uvy) ” HQ(,y) = 0
w v—Pv L N(¢)
Para todo z € V :
{(x) ()
= h = —_— h: — .
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Ora,

é(y)f(z%i%u) zf(x)fwé(u):8(50)78(50):0:>y€]\7(€),

l
de modo que (u, y) =0e
(u, ) = (u, y + h) = (u, h).

Além disto,

_(, @) \ _ L) _
(u, h) = (u, Mu) ) (u, u) = £(x),

de modo que
(u, ) =L (z),Yex eV .

Do Corolario 4.4.10, temos || £ || = || w ||. =

O teorema de representacao de Riesz estabelece uma correspondéncia biunivoca
entre os funcionais lineares continuos em V' e os elementos de V. Antes de estabe-
lecer as propriedades dessa correspondéncia, lembremos que Il : V — V' é continua
se e somente se

Definigao 4.7.2 (continuidade). Seja Il : V — V' uma aplica¢io. Diremos que 11
€ continua se e somente se

VeeV:¥Ve>0:30(z,e) >0 tal quey € Bs(x) =1I(y) € B (II(z) ). W

Assim, IT é continua se e somente se

VeeV:¥Ve>0:36(x,e) >0 talque ||z —y|| <d(z,e) = || I (z) —II(y)|| <e. W
Como para os funcionais, a propriedade de Lipschitz implica a continuidade:

Proposigao 4.7.3. Seja I1: V — V' uma aplica¢io Lipschitziana, isto €, tal que
existe uma constante K € R, independente de x e vy, tal que

[T (z) - <Kl z—yll,VeeV, yeV.

FEntao 11 é continua. A

Prova. Basta tomar § (z,e) =¢/K.

Podemos entao definir:
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Teorema 4.7.4 (isometria de Riesz). Seja I1: V — V' a aplicagao definida por
Duw)=¢ ; t:V—-R e VzeV:il(x)=(u z).
Entao I1 € uma bijecao linear continua. Além disto, Il € uma isometria. B
Prova. O teorema de representacao de Riezs (4.7.1) mostra que II é uma bijegao.

Mostremos que II é linear: sejam u, v € V, a € R, Loyt = I (au+v),
l, =1I(u), £, =1II(v). Temos, para todo z € V,

(aly + 0y) () = aly () + 4y () = a(u, ) + (v, ) = (cu+ v, ) = Loyto (T),
de modo que aly, + £, = Loqyto, isto &, I (au + v) = oIl (u) + I (v).

Mostremos que IT é uma isometria: sejam u, v € V. Como II é linear, IT (u) —
I (v) = II(u — v), de modo que o Teorema de Riesz (4.7.1) mostra que

[T (u) =1 (v) | = IT(u—2) [=[u—-0] .
A continuidade segue da proposi¢do 4.7.3. m

Este resultado mostra que é possivel duplicar a topologia de V em V7:

Proposigao 4.7.5. Seja V um espago de Hilbert. Para £,m € V', podemos definir:
(¢, m) = (1'[_1 (), mt (m)) .
FEntao:

(i) esta igualdade define um produto escalar sobre V.

(ii) A norma de V', definida em 4.4.7, é a norma associada a este produto escalar:

Iell=+v (46 .

(iii) { lk }, c y C V' converge para £ em V' se e somente se { 117 ({}) }k en C
V' converge para 171 (£) em V.

(iv) { l }p ey C V' € de Cauchy em V' se e somente se { TI™! (£y) }, enCV
€ de Cauchy em V.

(v) V' munido deste produto escalar é um espago de Hilbert.
(vi) S C V' € fechado se e somente se II71 (S) C V € fechado.

(vii) S C V' € aberto se e somente se 171 (S) C V ¢ aberto. M

Prova.
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1) prova de (i): II"' : V/ — V & uma bijecdo linear. Resulta que, para todo £, m,

te V' eacR, temos

(6,m~+at)y= 7" ), I (m+at)) = (I (), 7" (m) + oIl (¢)).

Assim,

(6, m+at)= ("), T (m) +a (T (), T ({) =, m)+a(lt).

Temos também

(€, m) = (1 (0), 71 (m)) = (I (m) , L1 (0)) = (m, £);
(¢, 0)= (I~ 1(0), T (0)) >0.
(0 0)=0« (II"" (), T () =0T (1) =0 <= (=0,

de modo que a igualdade define um produto escalar sobre V.

2) prova de (ii): O Teorema de Riesz (4.7.1) mostra que

el =1 [[=v @10, 11 0) =V (0

3) prova de( ) k —>€em V se e somente se || £ — ¢ || — 0 quando k — +o0.
)_H H_Hglc_fll demodoque

by —Lem V' =TI () - T (¢) em V.

4) prova de (iv): seja { £ }, oy C V' uma seqiiéncia de Cauchy. Temos,
[T () = T () [ =11 k= L ]

Assim,
n>ng= ||l —Vln | <e

se e somente se
n>nyg = H I (6,) =TTt (4,) H <eg,
de onde o resultado.
5) provade (v): seja { l }, o y C V' uma seqiiéncia de Cauchy. Entao (iv) mostra
que { -1 (4) }k cn C V éde Cauchy: como V' é completo, existe z € V/

tal que II7% (£) — z em V. Mas entdo II (z) € V' e, como I~ (IT (z)) = =,
(iii) mostra que £, — I (x).
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6) prova de (vi): para mostrar (=), consideremos S C V' fechado e { zx }, c y C
O-1(S) c V tal que z, — z. Sejam ¢, = Il (zx) e £ = I (x). Temos
{l }pecn ©S (por construgio) e £ — £ (de (iii)). Como S ¢é fechado,
¢ € S, de modo que z =171 (¢) € TI71 (S). Assim, 17! (S) & fechado.
Mostremosr (<=): sejam II"! (S) ¢ fechado e { £y };, oy C S tal que £, —
€. Entao { 7" (4) }, oy CTH(S) e T (€) — IT7* (). Como T ()
é fechado, II™* (¢) € II7! (S), de modo que £ =1II (TII* (S)) € S. Assim, S é
fechado.

7) prova de (vi): basta notar que II"1 (V' — §) =V — 17! (S). Com efeito,
g 1 (S)«=Tl(2)¢S<=T(zx)eV -85,
isto &
r eV - (S)«=azcll ' (V' -89).
Assim, 171 (V’ — 9) é fechado se e somente V — IT1-1 (S) é fechado. Resulta

de (vi) que V' — S & fechado se e somente se V — IT~! (S) é fechado, de onde
o resultado enunciado.

4.8 Topologia Fraca

O teorema de representacao de Riesz estabelece uma correspondéncia biunivoca
entre os funcionais lineares continuos em V e os elementos de V. Nesta secdo,
vamos explorar esta conexao para definir uma nova nogao de convergéncia, a qual
induzird uma nova topologia, isto é, os conjuntos abertos e fechados de V serao
outros. Na verdade, a nova topologia conterd menos fechados e mais seqiiéncia
convergentes.

Duplicar a topologia de V em V' & de pouca utilidade, pois nada ganharemos:
como indica a proposigao 4.7.5 acima, as seqiiéncias convergentes, as seqiiéncias de
Cauchy, os abertos e os fechados serao idénticos. Porém, para definir uma topologia
diferente, podemos utilizar uma propriedade dos elementos de V', conhecida pelo
nome de limitacao uniforme:

Teorema 4.8.1 (limitac@o uniforme). Seja V' um espago de Hilbert e seja
{tyeV':NeA}
uma familia ndo-vazia de elementos de V' tal que
VeeVisup{ | l(z) |[: €A} <+4oc0.

Entao,
sup{ || x| : A €A} <H4o0.
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O teorema da limitagao uniforme permite passar da convergéncia pontual &
convergéncia em norma:

Corolario 4.8.2. Seja V' um espago de Hilbert e seja { £, } c V' tal que ¢,

converge pontualmente para ¢ : V — R.

n €N

VeeV: by(x) —£L(x) emR.
Entao, por um lado,
sup{ || €, ||:neN} < +oo.
e, por outro lado, £ € V' I

prova do teorema 4.8.1. Seja
A, ={xz:|lb(x) |[<n,VIEA} .

A, & fechado para todo n € N: com efeito, seja { @1 }, c y C An tal que xp
—xem V. Como £y € V',

VAeA: |4y (x) |:klim | &) (x) | < n,

-+

de modo que = € A,. Por outro lado, |J A, =V. Com efeito, para todo z € V,
n €N

sup{| lr(z) |: A€A}<+oo = IneNtalque| ly(z) | <n, VIEA.

Resulta que
dn e N tal que int (4,) # @ .

Com efeito, se int (A,) = @ para todo n € N, entéo, do Corolario 4.5.29, |J A,
n €N
tem o interior vazio, de modo que int (V) = &. Ora V é aberto e V C V, de modo

que V Cint (V) = @. Logo V = &, o que é absurdo, pois 0 € V.
Sejam n € N tal que int (A,) # @ e x, € int (A,): entdo existe €, > 0 tal que

lz—z, || <e,=2z€A,=|li(x) |<n, VIEA.
Assim,

| ull <en=lr(zn+u)<n, VAEA.

lwll <epn=lx(u) =Ly (xy+u)—L(z,) <2n, VAEA,

de forma que
lz||<l=enx || <1=|Ll\(z) | <2n.
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1 2
|z ]| <1=> £ (x) = —L) (e0z) < —.

n En

Logo,
YAeA: || 6| <2n/en,

de onde o resultado enunciado. m
prova do Corolario 4.8.2. Como
VeeV: l,(z) —{(z) emR,

temos
VezeVisup{ | ly(z) |:n€N} <400

e o teorema da limitagao uniforme mostra que

M=sup{ ||ty ||:nEN} < +400.

Entao
VneNeaxzeV: |[{(x) | <M|z]|,
Assim,
VeeV: |4 | = lim |[£L,(x)| <M|=z]|.
n — +oo
Além disto,

lLlaz+y)= lim f,(az+y)=a lim £,(z)+ lim £¢,(y)=afl(x)+L(y),

n — + n — +oo n — —+oo

de modo que ¢ é linear. Logo, || £ || < MeleV'. m

O Corolario 4.8.2 sugere que podemos substituir a nogao de convergéncia em
norma pela nogao mais simples de convergéncia pontual. Definimos entao:

Definicao 4.8.3 (convergéncia fraca). Seja { z, },, c y C V . Diremos que x,
converge fracamente para x €V se e somente se

VyeV : (z,, y) = (z, y) quandon — +oco. N
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Utilizaremos a notagao x, — x para indicar que z,, converge fracamente para
z e diremos que x é o limite fraco da seqiiéncia. Quando necessario, indicaremos
0 espago, a norma ou o produto escalar dizendo que a convergéncia ocorre "em V",
ou "segundo o produto escalar ( o, o )".

A convergéncia fraca pode ser interpretada de duas maneiras: por um lado, ela
significa que II (z,,) converge pontualmente para II (z), isto &, II (z,,) (y) — I (z) (y)
para todo y € V; por outro lado, ela significa que ¢(x,) — ¢(z) para todo ¢ €
V'. Esta ultima propriedade ¢ utilizada para generalizar a convergéncia fraca a
estruturas diferentes dos espagos de Hilbert, caso que nao trataremos nessas Notas.

Temos

Proposicao 4.8.4. z, — = fracamente se e somente se L (x,) — L (x) para todo
Lev'l

Prova. Seja L € V'. O Teorema de Riesz mostra que existe v € V tal que
L(v) = (wu, v ) para todo v € V. Assim,
Tp 2= L(zy,)=(u,xy)— (u,z)=L(x) .

Reciprocamente, seja u € V. Entao L (v) = (u, v ) é um elemento de V' (Cf.
proposicao 4.4.10). Assim,

L(z,) — L(x) paratodo LeV' = (u, z, )=L(x,) = L(z)=(u,z) .

Proposigao 4.8.5. Se z, — = entdo a seqiéncia € limitada, isto é, existe M €
R tal que || zn|| < M,V n € N. Além disto, se y, — y fortemente entdo
lim ( Zp, yn ) = (z,y ). Enfim, x, — x fortemente se e somente se x, — x
fracamente e | x,, || — || z || em R. W

Prova. Seja ¢,, = II (z,). O Corolario 4.8.2 mostra que

M=sup{ || £p[[:n €N} < +o0.
Ora, || £, || = || #» ||, de modo que
M =sup{ ||z, [[:n €N} < +o0

e a seqiiéncia é limitada.
Temos
(xnayn):(xnvy)—’_(xna yn_y)
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Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

| (2ns yn =y ) [ < @l yn —yll < M| yn —yll =0,
de modo que
Hm ( zp, Y ) =lim( zp, vy )=(z,¥y).
Suponhamos z,, — x fortemente. Entao, para todo y € V,
| (zny)—(zy) [=] (zn—2,y) | <l @0 — 2l yll =0,
de modo que x,, — x fracamente. Além disto,
[ zall =l 2l 1S 1 20 = 2l =0,

de maneira que || z, | — || z || em R. Suponhamos agora que x,, — x fracamente
el zn || — || z || em R. Como

2 2 2
[ an —all” =l 2nll” = 2(zn, z )+ [ 2|,

temos
|2 —2|® = || 2> =2(2,2)+ ] 2> =0.
de onde o resultado enunciado. m

O limite fraco de uma seqiiéncia também é tnico e todas as subseqiiéncias con-
vergem para esse mesmo limite:

Proposicao 4.8.6. Seja { z, }, oy CV tal que x,, converge fracamente para
xz € V. Entao, por um lado, se { Yk = Tn(k) }k €N € uma subseqiéncia entao
yr — x em V e, por outro lado, x € unico.l

Prova. Mostremos a unicidade: seja z tal que x,, — 2z quando n — +o00. Entao

(2p—a,2—2)—(2—2 2—2) =] 2—a|>.
Ora,
(zp—z,z—x)=(2p,2—2)—(x,2—2)—0,
de modo que ||  — z|| = 0 e as propriedades da norma mostram que z = z. Seja

{ Yk = Tn(k) } ke N Consideremos z € V: como z, converge fracamente para
zeV,Ve>0:

Im(e) talque m>m() = |(z,—x, 2)| <e.
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Logo, n (k) > m(e) = [( yn —x, 2)] < e. Como n é bijetiva, existe k (¢) tal
que n (k(g)) = m(e). Como n ¢ estritamente crescente,
F2h() = n(b) 2 mle) = |(yo—w 2)| <e.

Resulta que ( yn, z) — ( x, 2) e, por conseguinte, y ~xem V. m

Identicamente ao caso dos limites fortes, temos

Proposicao 4.8.7. Seja { z, }, c y CV tal que toda subsegiiéncia converge fra-
camente para um mesmo elemento x € V, isto é, se { Yk = Tn(k) }k enN entao
yy —~x em V. Entaox, =~z em V. R

Prova. Seja z € V. Consideremos £ > 0 e suponhamos que:
VkeN:3In(k)>k tal que |(mn(k)—x, z)| >e.

de modo que, por

Entao { Yk = Tn(k) }k ¢ y ¢ uma subsegiiéncia de {20}, en

hipotese, yp — x em V e

O:kEn}roo |(zpy — @, 2)| > = £<0.

Assim, 0 < e < 0, o que é absurdo. Logo,
Jk(E)eN: n>k(e) = |(an—=n, 2)|<e

e temos o resultado enunciado. =

De maneira analoga & convergéncia forte, manipularemos também familias da
forma { x5 }5. ogou{xs }g 5.5 parad — 0+. Neste caso, 75 — = se e
somente se, para todo z € V:

Ve>0:36() talque 0<0 <6 (e) = |(zs —x, 2)| <e.

Também consideraremos familias da forma { yx }, <
caso, Yy — y se e somente se, para todo z € V:

para A — +o00. Neste

min

Ve>0:3A(e) talque A > A(e) = |(yn — x, 2)| <e.
Como no caso dfa convergéncia forte, diremos que tais familias também sao
seqiiéncias. Temos
Teorema 4.8.8. x5 — x se e somente se Ty — T em V quando k — 400, para

toda seqiiéncia de nimeros reais { 6 (k) }, oy tal que 0 (k) — 0+. De maneira

andloga, yx» — y se e somente se Yxx) — y em V quando k — +o0, para toda
seqiiéncia de mimeros reais { X (k) }, ¢y tal que A (k) — 4o0. B
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Prova. ( = ): Seja z € V. Para todo € > 0, existe k (¢) tal que k > k(¢) =
d(k)<d(e)eA(k)> A(e). Assim,
k>k(e) = ‘(x(;(k) -, z)‘ <e e ‘(yA(k) -z, z)’ <e.

(<= ): Seja z € V. Suponhamos que existe £ > 0 tal que

Vn>0:3a(m) talque 0 < a(n) <n e |(£L’a(n)—$, z)‘>5.

Seja 6 (k) = a(1/k). Entao d (k) — 0+, de forma que x5y — = em V' quando
k — +00. Assim,

|(zaqu/my — = 2)| = |(zsk) — 2, 2)| — 0

e temos ¢ < 0, de forma que 0 < £ < 0, o que é absurdo. De maneira analoga, se
existe € > 0 tal que

Vn>0:3a(n) talque a(n) >n e ’(ya(n)—y, z)’>£.

Seja A (k) = a(k). Entao X (k) — 400, de forma que y\p) — y em V quando
k — +o00. Assim,

| Yoty = 9> 2)| = | (¥rm) =9, 2)| — 0

e temos novamente 0 < € < 0, o que é absurdo. m

Uma propriedade ttil é dada na seguinte proposicao:

Proposicao 4.8.9. Seja S C V um subconjunto denso. Se { x, },, .y CV €
limitada e
YyesS: (xn,y) — (x,y) quando n — +oo

entao x, converge fracamente para © em V. A

Prova. Sejay € V. Seja k > 0. Como S é denso em V, entao existe y; € S tal que

1 <
|y — el < T Entao:

1
((2n =2,y —yw)l <l @n =2l y —yrll <+ (T 2all + 1 2]]) -

Como { #,, },, c y CV & limitada, existe M € R tal que| z,| < M para todo
n € N. Assim,

(M + || ).

el

I(2n — 2,y —uyr)| <
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Por outro lado, como y; € 5,
[( 2 — 2, yx)] — 0 quando n — +o0 ,

existe ng tal que

nzng = |( 0 —, yp)| <

T =

Ora,

(zn—z,9)] = [(za—2,y—yn) + (20 — 2, yn)|
S |(I7L_:Cay_yk)|+|( Tpn — T, yk)|a

de modo que

1
n2no == [(&n —2,y)l < - (M +| 2] +1).

Como k ¢é arbitrario, resulta que, para todo € > 0, existe ng tal que
n2n0:>|(9:n7x,y)|§s7

ou seja,
lim (z,—=z,y) =0,

n—-+4oo

0 que prova o resultado enunciado. m

Enfim, notemos que a convergéncia fraca implica a convergéncia forte quando
ela ocorre em um subespago de dimensao finita:

Proposigao 4.8.10. Seja W C V' um subespago de dimensdo finita. Se{ x, }, oy
C W é€ tal que x,, converge fracamente para x emV entao x, converge fortemente
para x emV. B

Prova. Como dimW = k < oo, podemos considerar uma base ortonormal £ =
{ e1, ..., ex} de W (corolario 4.2.15). Pondo
ni = (Tn, ) 3 =(zx, &),

temos
a,; — «; em R quando n — 400 .

s

Seja € > 0. Entao existe ng (i,&) > 0 tal que

e

Vk

n>mng(ie) = | an; —a; | <

Logo, para
ng (e) =max{ ng(i,e): 1 <i<k},
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temos .
n>ng(e) = Z (aps — )? < €2
i=1
Seja
k
T = Z ;€5 .
i=1
Temos

k
H Tn — j”2 = Z (an,i - O‘i)zv
i=1
de forma que
n>ngle) = |z, -7 <e

e x, converge fortemente para T em V. Decorre da proposi¢ao 4.8.5 que z,
converge fracamente para T em V e, por conseguinte, que T = x (proposic¢ao
4.8.6). Logo, x, converge fortemente para  em V. m

Podemos utilizar a convergéncia fraca para definir uma nova topologia, dita
topologia fraca, por oposicao a topologia definida precedentemente, que é chamada
de topologia forte. Assim, as definicbes dadas precedentemente correspondem a
bolas da topologia forte (defini¢do 4.3.1) levando a conjuntos fortemente abertos
(definigao 4.3.2) ou fortemente fechados (defini¢ao 4.3.8) e subconjuntos fortemente
densos (definigao 4.3.16); seqiiéncias fortemente convergentes (definicao 4.5.2) ou
fortemente de Cauchy (definigdo 4.5.19); fungoes fortemente continuas (definigao
4.4.2).

Para definir uma nova topologia, podemos, por exemplo, redefinir a nogao de
bola, o que implica uma redefinicao dos abertos de V', segundo a defini¢ao 4.3.2,
dos subconjuntos densos, segundo a definigao 4.3.16, e dos funcionais continuos,
segundo a defini¢ao 4.4.2). Uma segunda possibilidade consiste em utilizar a carac-
terizacao sequencial de fechados, funcionais continuos e subconjuntos densos: neste
caso, basta redefinir a no¢ao de convergéncia e utilizar o resultado 4.5.13 para re-
definir os fechados de V - o que redefine também os abertos de V', os quais sdo
os complementares dos fechados. Da mesma maneira, os subconjuntos densos sao
redefinidos utilizando o resultado 4.5.14 e os funcionais continuos sao redefinidos
utilizando 4.5.16. Utilizaremos este tltimo método com a convergéncia fraca para
definir a topologia fraca e construir conjuntos fracamente fechados, subconjuntos
fracamente densos, ou funcionais fracamente continuos:

Definicao 4.8.11 (fracamente fechado). Seja V' um espago de Hilbert e seja S C V.
Diremos que S € fracamente fechado, ou fechado para a topologia fraca de V, se e
somente se para toda seqiiéncia { x., }n en C S tal que x,, converge fracamente
para x €V temosz € S. R
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Definigao 4.8.12 (aderéncia fraca). Seja V' um espago de Hilbert e seja S C V. A
aderéncia fraca de S é S={zeV:3 {a, },cn CStal quex, — z}. W

Definigao 4.8.13 (fracamente denso). Seja V' um espago de Hilbert e seja S C V.
Diremos que S € fracamente denso ou denso para a topologia fraca de V' se e somente

a aderéncia fraca de S verifica S =V, isto é, para todo x € V, existe wma seqiiéncia
{2n },en CS tal que z, converge fracamente para x. B

Definigao 4.8.14 (fracamente continuo). Seja J : V — R um funcional. Entao
J € fracamente continuo se e somente para toda seqiiéncia { r, }, o y C S tal que

Ty converge fracamente para x € V temos J (x,) — J () em R. B

Como ja indicamos, a topologia associada a esta definicaotem mais seqiiéncias
convergentes (Cf. proposi¢ao 4.8.5), menos fechados e menos aplicagoes continuas:

Proposigao 4.8.15. Seja S C V fracamente fechado. Entao S € fortemente fe-
chado. Analogamente, seja J : V. — R um funcional fracamente continuo. Entdo
J € fortemente continuo. A

Prova. Seja { z, }, oy C S tal que z,, converge fortemente para = € V.
A proposicao 4.8.5 mostra que x,, converge fracamente para x. Assim, se S é
fracamente fechado, x € S, de modo que S é também fortemente fechado. De
maneira analoga, se J : V — R é fracamente continuo, entao J (z,) — J () em
R, de modo que J é fortemente continuo. m

Temos também:

Proposigao 4.8.16. Seja W C V um subespago de dimensao finita. Entao W €
fracamente fechado em V. R

Prova. E uma conseqiiéncia imediata da proposicao 4.8.10. m
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4.9 Espagos Separaveis

Uma das conseqiiéncias do teorema da projegao ortogonal é que, em certos espagos, é
possivel representar os elementos sob a forma de uma série. Lembremos inicialmente
que

Defini¢ao 4.9.1 (familia total enumeravel). Sejam V wm espago de Hilbert e
F ={vn},cn CV una familia enumerdvel. F ¢ uma familia total se e
somente se F' € linearmente independente e o conjunto das combinacoes lineares

P

finitas dos elementos de F é denso em V, isto €,

k
[F]_{’UGVI’U_ Zancpnk,ane]R,keN}

n =1

verifica [ F | =V. F ¢ uma base hilbertiana de V se e somente se, além disto, F
¢ ortonormal. W

Definicao 4.9.2 (espago separavel). Seja V' um espago de Hilbert. V ¢é separdvel
se e somente se V' tem uma familia total enumeravel. B

A nogao de base hilbertiana é uma generalizagao da nogao de base de um es-
pago vetorial (definigdo 4.2.6), onde os elementos sao representados por combinagoes
lineares finitas dos elementos da base: na base hilbertiana, os elementos sao repre-
sentados como limites de seqiiéncias de tais combinagoes lineares. Todo espago
vetorial tem uma base (Teorema 4.2.7). De maneira analoga, todo espago de Hil-
bert possue uma familia total ortonormal - eventualmente ndo-enumeravel - mas
nem todo espago vetorial tem uma base hilbertiana.

Num espago separavel, podemos considerar somente bases hilbertianas: basta
aplicar o procedimento de ortogonalizagao de Gram-Schmidt a uma familia total
enumeravel qualquer.

Teorema 4.9.3. Sejam V um espago de Hilbert separdvel e G = { ¢, }
uma familia total. Seja F' = { ¢, }, c y CV definida por

nGNCV

On = LI
S
n—1
Go=10 i Gn=1n— Y (Pn, )i, paran> 1.
i=0

FEntao F € uma base hilbertiana de V. B
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Mostremos inicialmente o seguinte lema:

Lema 4.9.4. Sejam V um espago de Hilbert separdvel e G = { ¢ }, c y CV uma
familia total. Seja F = { o, }, c y CV wma familia linearmente independente tal
que Y, € [ { @0, ..., ¢n }] para todo n € N. Entao F é uma famiia total. B

Prova. Basta notar que [ G ] C [ F' |: temos

n k k Nk
Py = Z Qi nP; = Z anwnk = Z Qp Zai,nkQDiGF
i=1 n=1 n=1 i=1
Assim
k
veEG=—=nv= Zand}nk:>v€F.
n=1
Logo V=[G|C[F]CcV,demodoque [F|=V. m

prova do teorema. Mostremos por indugao que, para todo n € N,

On FZ 0, €[ { wos s on } € (n, @j ) =0, paraj<n,

onde
0jn=0,sej#n;dj,=1sej=n.

1) Sejan =0.

a) Como a familia G é total, temos ¥y # 0, pois G é linearmente indepen-
dente. Assim, ¢g = 1pg # 0.
b) Além disto,

Yo

po=7———=>%o= %o [l vo €[ {0}l
Il ¥o |l
c) Enfim,
(5007800):(%77%2) =1=10g, -
| ¢o |l

Assim, a propriedade é valida para n = 1.
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2) Suponhamos agora

fi)n#oﬂ/fne[{@o, ey P }] € (Sonv (Pj):(sj,n para j <n

e mostremos

G170, Ynr1 €1 { @0, s Pnt1 }] € (Pnt1, @5 ) =0jnt1 paraj < n+l.

a) Temos ¢,41 # 0, pois

n

¢’ﬂ+1 :O<:>'(/}n+1 = Z (¢n+17 Pi )@Z € [ {%7 vy Un }]

i =0

Assim, se ¢, 41 = 0, entao 1,41 € uma combinacao linear de vy, ..., ¥, €
G nao é linearmente independente, o que é absurdo, pois G é total, logo
linearmente independente.

b) Temos

n
Yng1 = Ppy1 + Z Un, 901 ©i

de modo que
n
¢n+1 = || wn+1 || Pn+1 + Z ’(/}nv L)OZ @i S [ { @0, vy Pn+t1 }] .
Para j <n+1,

(¢n+1v@j ):(7/Jn+1v§% Z (Yns1, @i ) 2]7
1 =20

isto &,
( Ont1s 05 ) = (UYng1, ©5 ) = (Yny1, @5 ) = 0.

Logo, para j <n+1:

(¢ 1, Pj )
(1, 95 ) = 2 =0
| dnt1 |
Por outro lado,
(¢n 1 (bn 1 )
(Pnt1, Pny1 ) = el Pndl ] J; =1

| &nsa |l

e a propriedade é valida para o indice n + 1.
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Temos entao:

(i) F é uma familia ortonormal

k
(ii) F é uma familia linearmente independente: se . a;p,, = 0 entdo a ortonor-
i=1
malidade mostra que

k
aj< Zaigam,gonj>(O,cpnj)()paralgjgk.
i=1

(ii) ¥n €[ { @0, .-y pn }] para todo n € N.
Resulta do Lema 4.9.4 que F' é uma base hilbertiana. m

Temos também:

Teorema 4.9.5 (base hilbertiana incompleta). Sejam V' um espago de Hilbert se-
pardvel e A ={ &, ..., 0 } CV um conjunto finito ortonormal. Entdo existe uma

base hilbertiana F = { ¢, },, c n tal que o, =6, paran < k. B

Prova. Sejam Q = { w, }, ¢ y C V uma familia total e G = { ¢, } dada por

n €N
Y =0n ,5¢en<k ; VY,=wp,sen>k

Como Q C G, G é uma familia total. Aplicando o procedimento do Teorema
4.9.3, F = { ¢n }, ¢ y ¢ uma base hilbertiana. Além disto, ¢, = 6, paran < k. m

Corolario 4.9.6 (seqiiéncia crescente de subespagos). Sejam V' um espago de Hil-

bert separdvel e U = { 1g, ..., ¥ } C V um conjunto finito e linearmente inde-
pendente. Entao existe uma seqiéncia de subespagos vetoriais { V,, }, < ;. tal que
Vi=[7], V=V e, para todon > k:dim (V,)=n eV, C V4. K

n >k

Prova. Aplicando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt (Cf. Teorema
4.9.3), podemos construir um conjunto finito e ortonormal A = { dy, ..., §; } tal
que [ ¥ ] = [ A ]. Decorre do teorema da base hilbertiana incompleta (4.9.5) que
existe uma base hilbertiana F' = { ¢, }, < y tal que ¢, = 6, para n < k. Seja
V=1 {905 -, on } |. Temos dim (V) =n eV, C V11 para todo n € N. Além
disto, Ve =[A]=[¥ ]. Enfim, | V,=[F]=V. n

n >k

Num espago separavel, é possivel representar cada elemento por uma série, como
mostra o seguinte teorema:
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Teorema 4.9.7. Sejam V um espago de Hilbert separdvel e F' = { ¢, },, c yCV
uma base hilbertiana de V. Entao

(1) S=1[{ o, ---s pr }] € um subespago vetorial fechado

k
(i) para todo u € V, a projecio ortogonal de u sobre S é Pou= > (u, ¢n ) @n
n =20
—+oo
(iii) para todouw € V,u= > (u, on )en , isto € Pru — u fortemente em V
n =0

quando k — 400;

(i) [ u | = +z°°0\ Cu, pn ) [

n =

+o00 too
V) u= Y anpn = an=(u, ¢, ), vneN e||u||2: > a2 ;
n =20

n =20
. +OO
(vi) (u,v)= ZO(U;%)(%%);
n =
400 400
(vii) u= Y anpn €V se e somente se Y. a2 converge. B
n =20 n =20
Prova.
1) Seja S =1 { ¥o, .-y pr }|. Entao
k
vVES <= v= Zaigoi.
i=0
Como F' é ortonormal, temos
k k
2 2
a=(v,p) e olP=>ai=>" [ (v@)l". (4.11)
i=0 i=0
k
De maneira anéaloga, se w = Y, [;¢; , entdo, por um lado, 8; = (w, ¢, ) e,
i=0
por outro lado,
k k k

(v,w)= D @Bi(wie)=Y aBbi=» (u¢)(w ) (412)

i,J =0 i =0 i =
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2) Prova de (i): Seja { un }, ¢ y C S uma seqiiéncia tal que u,, — u em V. Como
u, € S, temos da Eq. (4.11):

k
Un = (tn, 95 ) i -
i =0

A proposicao 4.8.5 mostra que

(tn, i ) = (u, i) .

k
Seja Pyu = Y. (u, ¢; )p;. Temos
i=0
k
Pru—up, = Z[(u’%)—(um%) Jei s
i =0
de modo que, da Eq. (4.11),
k
| Pr = 2= Y[ (w00 ) = (tn, 05) 12— 0.
i=0

Assim
| Pow—u ||* =lim| Pou—up ||> =0

e temos u = Pyu € S, de modo que S é fechado.

k
3) Prova de (ii): Temos Pyu € S e, para todo v = > a9, , a Eq. (4.12) mostra
que =0
k
(u—Pyu,v )= Z (u—"Pgu, i ) (v, 9i ).
i=0
Ora,

(u—Pku,gaj):(u,goj)f(u,cpj):(),paralgjgk,

de modo que ( u — Pyu, v ) = 0. Assim, a proposigao 4.6.2 mostra que Pyu é
a projecao ortogonal de u sobre S.

4) Prova de (iii): como Pyu € S, temos
(u—Puu, Pou)=0= | Pyu||> = (u, Pyu),
de maneira que a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que

2
I Pru || = (u, Pruw ) < Peu [ ]
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Assim, notando que u = 0 = Pyu = 0, temos

2 2
I Beu | <l wll =[] Bew I” < [l u ™

Resulta que

k
VEEN: Y | (u,p) P<lull®
i=0

+o0 9
Logo, a série de nimeros reais ». | (u, @; ) | é convergente. Resulta que

i=0

- p 2
a série de restos R, = >, | (u, ¢; ) |” converge e que R, — 0 quando
i = k+1

k — 4+o0. Assim,

Ve>0:3ky>0tal que k> ko= Ry <e?.

Ora, paran >k :

n

| Pou—Peu |>= > | (u, i) | <Ry
i = k+1

Logo,
n>k>ky= || Pau— P |*<e? = || Pbu— P | <e,

de modo que { Pyu }, oy C V é de Cauchy. Como V é completo, existe
U eV tal que Pyu — U quando k — +o0.

Seja ¢; € F. Para todo k > i, temos ¢; € S, de modo que a proposicao 4.6.2
mostra que
Vk>i: (u— Pyu, p; )=0.

Assim, passando ao limite para k — 4oo, temos (u—U, ¢; ) = 0 (Cf.
proposicao 4.8.5). Como ¢ é arbitrario, resulta que

VieN: (u-U,¢ )=0=(u—-U,v)=0,Yve[F].

Seja v € V. Como [ F'] é denso em V, existe uma seqiiéncia { vx }; oy C
[ F] tal que vy, — v. Temos entao (Cf. proposigao 4.8.5):

VkeN : (u—U,v)=0= (u—-U,v)=0.

Como v ¢é arbitrario, temos

(u—U,v)=0VoveV .
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+oo
lu-Ull=0=u=U=3 (u )i
i=0
5) Prova de (iv): Da proposigao 4.5.3, temos || Pyu || — || U || = || u|| quando
k — 4o00. Assim,

“+oo
2 . 2 2
lul? = tim PP = 30 (uen) P

n =20

“+o0o
6) Provade (v): seu= Y. anpn, entdo
n =0

k
(ua SDZ)_ICETOO( Z AnPn, @z) =a; .
n =0
Assim, (iv) mostra que

+oo
2
Yoan=lul®.

n =20

7) Prova de (vi): Temos Pyu — uw e Py — v quando k — +oo. Assim, da

proposicao 4.5.3, temos

(u,v)= kEToo( Pyu, Py )

Utilizando (ii) e a Eq. (4.12), temos

k

(uﬂv):kETmZ(uv(Pn)(vvwn)7

n=20
0 que prova o resultado enunciado.

8) Prova de (vii): Mostremos (=) : se u € V, (v) mostra que

+oo
2
doan=llul®,

n=20

de modo que a série é convergente.
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+ oo
Mostremos (<=) :se a série », a7 converge, entdo a série de restos Ry =
i=o
+ oo
> a? também converge e Ry — 0 quando k — +o00. Assim,
i= k+1
Ve>0:3ky>0tal que k > ko= Ry <&2.
k
Seja ur, = Y, ajp;. Temos
i=0
n
2
|t = [P = > a2 <Ry .
i = kt1
Logo,

n>k>ko= || um—up > <= | tm—u | <e,

de modo que { uy };, ¢y C V' éde Cauchy. Como V & completo, existe u € V
tal que uy — u quando k — +oo. Assim,

+ oo

U = ZO&jQDjGV
j=0

e temos o resultado enunciado.

Um dos resultados interessantes sobre os espagos separaveis é o seguinte:

Teorema 4.9.8. Toda seqiiéncia limitada em um espago de Hilbert separdvel admite
uma subseqiiéncia fracamente convergente, isto €, se V. € um espago de Hilbert
separdvel e { up }, c y CV € uma seqiiéncia tal que || u, || < M para todo n €
N, entdo existem { Un, }, ¢y C{ Un }, cny € u €V tais que uy, — u em V.H

Corolario 4.9.9. Toda familia limitada em wm espago de Hilbert separdvel admite
uma subsegiiéncia fracamente convergente, isto €, se V. € um espaco de Hilbert
separdvel e { us }o o 5 o 5. € uma seqiéncia tal que || us || < M para todo ¢ tal
que 0 < & < Omax entao existem { Us(k) }k en C {us }o o5« Sy € W EV tais
que 6 (k) — 0+ e uspy — u em V quando k — +o00. De maneira andloga, se
{ux tys o, €uwmasegiénciatal que || uy [| < M para todo A tal que A > o entao
existem { U (k) }k enC {ux fasy, eu €V tais que A (k) — +00 e uypy — u em
V quando k — +oco. B
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prova do Teorema 4.9.8. Seja F' = { ¢, }, c y C V uma base hilbertiana de
V.

1) Vamos construir, por inducao uma subseqiiéncia tal que

VieN: (up, ;) — a; emR.

Para tanto, mostremos por indugao que, para todo ¢ € N,

3 { ik }keNC{“" bnent (Uik, 9; ) — a; em R para todo j <.

a) Consideremos ap, = (un, ¢o ). Temos, da desigualdade de Cauchy-
Schwarz,
| Ctns 00 ) [ <l un [l o || <M,

de modo que { agn }, ¢y C R é uma seqiiéncia de nimeros reais limi-
tada. Assim, ela admite uma subseqiiéncia convergente:

{@om, YpenClaom }, en talque (un,, wo )= aon, — ap em R.
Assim, definindo ug ; = uy, , temos
{ wok }keNC{u” nen:(uok, 9o) —ap emR
e a propriedade é valida para ¢ = 0.
b) Suponhamos a propriedade valida para o indice i:
3 { g }keNC{un boent (Uik, 9; ) — a; em R para todo j <i.

Consideremos aj+1,n, = ( Ui n, @i+1 ). Temos, da desigualdade de Cauchy-
Schwarz,
| ( iy Pit1 ) | < i ||| witr || < M,

de modo que { ®it1n }n en C R é uma seqiiéncia de nameros reais
limitada. Assim, ela admite uma subseqiiéncia convergente

{ Qit1,ny }k eN tal que ( Ui nys Pit+1 ) = Qit1,n;, — Qi1 em R
Definindo w; 41,k = Ui n,, temos

{ui-i-l,k }keNC{ui7k }keNC{u" }nEN

{wiv1k bpen CH Uik b ey = (Uit1,k, p; ) — a; em R para todo j <.

(Uit1,k> Pit1 ) = ((Uings Pit1 ) = Qigin, — 041 em R

Assim, a propriedade é vélida para o indice 7 + 1.
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¢) Resulta, por indugéo, que, para todo ¢ € N,

3 {uig }keNC{u" boen: (Uig, ;) — a; em R para todo j < i.

2) Seja Uy(p) = Up,p. Por construgao, { ) }k enC{unt, ey SejajeN:

P> J = Ungp) €{ ujuk }keN:(un(p)’soj)_)aj em R.

+ oo
3) Mostremos que v = Y. a;p; € V. Para tanto, basta mostrar que a série de
i=0
+ oo
nimeros reais Y, o é convergente (Cf. Teorema 4.9.7).(vii)).
i=o0

k
a) Seja Uy = Y. a;p;. Temos
i=0

k
2
(Upi)=0a; ; | U|P=> a2 .
7=0
Além disto,

k k
(tny Uk ) = > (tngyr 05 ) (U 05) = D 0 (tngys 05 )
j=20 ji=0

de modo que

(Un@py, Ux ) = || U I quando p — +oo .

b) Assim, existe pg (¢) > 0 tal que
p2po(e) = | (tne Un) = I U I | <e. (413)
Como
1O 1P =] 10 1P = (tineys Uk ) + (tns U ) |

temos

I Uk |17 < ‘ (Unpy U ) = I Up |I° ‘ | (tne), Ue) |+ (414)
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Por outro lado, { () |, ¢y € { tn },, ¢, de modo que

VpeN: | ung) || <M
e a desigualdade de Cauchy Schwarz mostra que

| (tnys Uk ) | < nge) [[11 Ukl < M| Uy |-

Assim, as desigualdades (4.13) e (4.14) mostram que

I U P < M| U || +e .
Como € > 0 é qualquer, temos

IO P <M U | = || Uk || <M.
+ oo

c) Logo, a série de niimeros reais ), o é convergente.
j=0

5) Do Teorema 4.9.7.(v), temos ( u, ¢; ) = a;, de modo que
(tn@pys 95 ) = (u, p; ) quando p — +oo .

Resulta que
VUE[F}:(un(p),v)H(u,v)

Como || Un(p) H < M para todo p € Ne [ F] é denso em V, a proposi¢ao
4.8.9 mostra que U, ) — u em V.

prova do Corolario 4.9.9. Basta considerar a seqiiéncia { v, }, . definida
por v, = ui/, (para a familia { us }y 5.5 ) ou v, = u, (para a familia
{ux }ys ag): { Vn }, e € limitada e, por conseguinte, admite uma subseqiiéncia
fracamente convergente. m
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Capitulo 5

Conjuntos Convexos

5.1 Hiperplanos

Certas classes de subconjuntos desempenham um papel essencial na teoria que va-
mos desenvolver. Uma delas é a classe dos hiperplanos.No que segue, V' é um espaco
de Hilbert de produto escalar ( e, e ) e norma | e||.

Definigao 5.1.1 (hiperplano). Seja H C V. H é um hiperplano se e somente se
eristem u € H e p € V tais que

W = H—u={w=h—u: he&H} éum subespago vetorial de V ;
V = WH+Rp={w+tap :weW, acR}, WAV . R

Assim, um hiperplano é uma transla¢iao de wm subespago vetorial (primeira con-
digao) de codimensao 1 (sequnda condigao). Temos também

Lema 5.1.2. Sejam H um hiperplano, w € H, ¢ € V tal que V = ( H —u) + Ry,
H—u#YV . Entio, o ¢ H, ¢ #0, ¢ ¢ H—u. Além disto, para todo v € V,
existe um unico par (h, ) € H xR tal quev=h—u+ap. A

Prova. Suponhamos ¢ € H : entdo H + Ry = H, de modo que ( H —u) + Ry =
H—ueV = H — u, o que contradiz a hipétese H —u # V.

Suponhamos ¢ € H —u. Analogamente, ( H — u) + Ry = H — u, de modo que
V = H — u, o que contradiz a hipotese H —u #£ V.

Suponhamos ¢ = 0. Neste caso, R = 0, de modo que V. = ( H —u) + Rp =
H — u, o que também contradiz a hipotese H —u # V.

113
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Como V = ( H—u) + Ry, a existéncia de (h, a) é imediata. Mostremos a
unicidade: sejam (h1, a1) e (ho, ag) dois pares tais que
hi —u+aip=v=hs —u+asp .
Entao hy —hy = (ag — 1) ¢ . Como W = H — u é um subespaco vetorial de V,
temos hy — ho = (hy —u) — (ha —u) € W. Se as # a1, entao

_ hi—ho

Qg — Qq

eW=H—-u,

o que é absurdo (pois ¢ ¢ H —u). Assim, ap = a3 = h; —ha =0, 0 que
estabelece a unicidade de (h, ). =

Os hiperplanos podem ser caracterizados através das aplicagoes lineares:

Proposicao 5.1.3. H é um hiperplano se e somente se existem 1n € R e uma
aplicagao linear L: V — R tais que

L#0 e H=L"'(n)={veV ta que L(v)=n} .

Além disto,Yue H: H—u=N(L). B

Prova. ( =) : Seja H um hiperplano. Entao V=W +Rp, W=H —-u#V. O
Lema 5.1.2 mostra que todo v € V' se decompde de maneira tnica sob a forma v =
h—u+ ap. Seja L: V — R a aplicacao definida por L (v) = L (h —u+ ap) = a.
Temos

L(Ahi—u4av))+(ha —u+avs)) = dag+ay=AL( h1 —u+ajvr)
+L(h2—’u+0£2'l)2) s

de modo que L ¢ linear. Como L (¢) =1, temos L#O0ev=h—u+ L (v) .
Temos W C N(L): se w € W, entdo existe h € H tal que w = h —u =
h—u+0x¢. Assim L (w) = 0. Reciprocamente, N(L) C W: seja w € V tal que
L (w) =0. Entao existe h € H talquew =h—u+L(w)p=h—ueW.
Seja n = L ( u). Temos

heH < h—ueW < L(h—u)=0 < L(h)=L(u)=mn,

(<=):Seja H tal que existem a € R e uma aplicacdo linear L: V — R tais
que
L#0, e H={veVtalque L(v)=n} .

Como L # 0, existe pelo menos um elemento vg € V tal que L (vg) = ag # 0.
Assim, W =N (L) #V.
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Seja ¢ = wvg/ap. Temos L(p) = 1 e, para todo v € V, L(v—L(v)p) =
L(v)—L(w)L(p)=0.Assim, VCW+Rp = V =W + Re.
Enfim, de maneira analoga aquela utilizada na prova da implicacao direta

heH < L(h)=L(u)=n < L(h—u)=0 < h—ueW.

Temos também

Proposigao 5.1.4. Sejan € R e H = L1 (n) um hiperplano. Entdo as condigoes
sequintes sao equivalentes

a) H € fechado;

b) A={veV tal que L (v) <n} satisfaz int ( A) # @
¢) B={veV tal que L(v)>n} satisfazint( B) # &
d) L:V — R é continua

e) N(L) € fechado. R

Prova. (a) = b)) : Temos A # @ : como H é um hiperplano, existe u € H
e, por outro lado, H #V: Jz €V talque 2 ¢ H,isto é, L( z ) # n. Seja a =
(1—-L(u))u—L(2)z= TemosL(a):n—(n2+[L(z)]2). Ora, L( 2)#1,
de modo que 72 + [L (2 )]> #0. Assim, L (a) <nea€ A.

Mostremos por absurdo que 3 ¢ > 0 tal que B; (a) C A: suponhamos que V
n>0: 3, ¢ Atal que | z, —a| <1/n. Como z, ¢ A, temos L (z,) > n, de
modo que L( x,) >n> L(a). Assim, 0<n—L(a)<L(x,)—L(a)e

n—~L(a)
L(z,)—L(a)

0, = = 0<0,<1.

Seja yn = Opxy + (1 —0,)a . Como L é linear, temos L(y, ) = L(a)+
On (L( 2y )—L(a))=mn,demodo quey, € H. Ora, || y, —al =0 || 2, —al| <
0./n < 1/n — 0. Resulta que y, — a e, por conseguinte, a € H = H (pois H é
fechado). Temos entdao a € H = n = L(a) < n, o que é absurdo. Logo, 3
e =1/n >0 tal que B (a) C A.

(b) = ¢) ): Como H & um hiperplano, existe u € H. Sejay = 2u—z. Temos
L(y)-n=2L(u)—-L(z)-n=n-L(x) Assim, L(y)>n <= L(z)<n,
istoé, r€ A < y€B.

Como int ( A) # @, existem a € A, € > 0, tais que B, (a) C A. Seja b = 2u — a:
como vimos acima, b € B. Mostremos que B (b) C B: sejay € B (b) e x = 2u—y.
Temos |z —al| = Qu—y)—2u—>) || = | y—0b] < e, de modo que = €
B, (a) C A. Assim, z € A, 0 que - como vimos acima - implica que y € B. Temos
entdo B (b) C B, de modo que b € int ( B).
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(¢) = d)): Como int( B) # @, existem b € B, € > 0, tais que B (b) C B.
Suponhamos || L || = +oo. Entdo existe uma seqiiéncia { =, },  y C V tal que
| znll <1/ne L( 2, )— +00. Seja by, = b — x,. Temos entdo || b, —b|| <1/n, de
modo que n > 1/e = b, € B.(b) C B. Logo, n > 1/e = L(b,)>n. Mas
entdo L(b)—L(xz, ) >n, de modo que L(b)—n > L(x,) — +oo. Assim,
L(b)—n> 400, 0 que é absurdo.

(d) = e)):Como L é continua, temos || L || < co. Seja { z, },,  y € N(L)
tal que z, — x em V. Entdo L ( x,, ) = 0 para todo n € N, de modo que

L) =IL(z)—= Lzl <L 2n—al—0
eL(z)=0 = z € N(L). Assim, N(L) é fechado.

(e) = a)): Como H é um hiperplano, existe u € H tal que H = v+ N(L).
Assim, H é fechado. m

A proposicao 5.1.4 implica o resultado seguinte:

Corolario 5.1.5. Sejan € R e H = L™ (n) C V um hiperplano. Entio temos a
alternativa sequinte: ou H € fechado ou H € denso em V. R

Prova. Suponhamos que H nao é denso. Entdo H # V, de modo que existe
x € V- H. Temos v ¢ H, de modo que L(z) # 1. Assim, L(x) < 1 ou
L( z) > n. Suponhamos, sem perda de generalidade que L( z) < 7. Seja A =
{veVtal que L(v)<n}. Mostremos que z € int ( A), de modo que int ( A) # @
e o resultado decorrerd da proposigao 5.1.4.

Como H ¢é fechado, V — H ¢ aberto, de modo que existe ¢ > 0 tal que B. (x) C

V — H. Basta mostrar que B. (z) C A4, isto é, que
YV y € B (2) : L(y) < a.

Com efeito, se y € B-(x) e L(y) > a, entdo L(y) > a > L( z), de modo
que L(y)— L(z)>a—L(z)>0e¢
a—L(x)

9:m — 0<6f<1.

Assim, a convexidade de B; (x) (proposicao 5.2.5) mostra que z = fy+(1 — ) x €
B (z). Ora,
L(2)=L(z)+0(L(y)-L(2)=a

de modo que z € H. Como z € B, (z), temos z € H N B, (z), o que é absurdo,
pois B: (z) CV —H = HNB.(r) = 3. Logo B. (z) C A e, por conseguinte,
reint(A). m

Outra caracterizacao bastante util dos hiperplanos é baseada na nogao de su-
bespago afim:
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Defini¢ao 5.1.6 (subespaco afim). Seja V' um espaco de Hilbert real. S C'V €
um subespaco afim se e somente se

VueS evelS :{u+{1-XNv:AeR}cS. i
Temos

Proposigao 5.1.7. H € um hiperplano se e somente se H é um subespago afim e
evistemu € H epeV taisque H—u#V eV =H—-u+Rp. R

Prova. (=) : A existéncia de u e ¢ decorre da definigdo de hiperplano.
Mostremos que H é um subespago afim: sejam hy e hy dois elementos de H e
A€ R Temos hy —u € W e hg —u € W. Como W é um subespago vetorial,
/\(hl 7U)+(17>\)(h27’u) :)\h1+(17)\)h27u€W. LOgO, )\h1+(17)\)h2 €
W +u = H e H é um subespago afim.

( <) : Basta mostrar que W = H — u é um subespago vetorial:

1) Temos 0 € W,poisu € H = u—u€H—-u=W.
2) Sejam w; € W e wy € W. Temos wy; = hy —u, wy = hs —u, onde h; € H e

hs € H. Como H é um subespago afim, 2hy + (1 —2)u = 2h; —u € H e, de
maneira andloga, 2hy —u € H. Assim

1 1
w1+w2+u:h1+h27u:5(2h17u)+§(2h27u)EH.

Assim, wy +wo = (w1 +we +u) —u €W =H — .

3) Sejam w € W e A € R. Temos w = h—u, onde h € H. Como H é um subespago
afim, Ah+(1 — A)u € H, demodo que Aw = [Ah+ (1 — N u]—u € H—u=W.

Notemos que um hiperplano H = L~!(n) separa o espaco vetorial em semi-
espagos:

Definicao 5.1.8. W C V € um semi-espago de V' se e somente se existem nn € R e
um funcional linear L : V — R tais que

W= {uweV |Lu>n} A
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Assim, para
H* = {ueV |Lwzn }

H ={uweV | -Lwz-nj}={ueV |[Lu<n},
temos H- UHT =V; H- N H™ = H. Temos

Teorema 5.1.9. Seja W = {ueV | L(u)>n } um semi-espago de V. Entao
sao equivalentes:

(i) LeV’
(ii) W € fechado.
(iii) S={weV | L(u)<n } é fechado.M

Prova.

1) (i) = (ii): basta utilizar que L (u,) — L (u) quando u, — u em V. Seja
{un }, c n CW tal que u, — u em V. Entao
L(u)= lim L(u,) > n,

n — 400 —
>

de modo que u € W.

2) (i) = (i): Seja A={ueV |L(u)<n }. Temos A=V —-W. Se A=0g
entao W =V e W é fechado. Suponhamos A # @. Como W é fechado, A
é aberto. Assim, int( A ) = A (Cf. Corolario 4.3.7). Logo int( A) A J eo
resultado decorre da proposicao 5.1.4.

3) (i) = (iii): basta utilizar novamente que L (u,) — L (u) quando u, — u em
V. Seja { uyn }, oy C S tal que u, — u em V. Entao
L(u)= lim L(u,) < 7,

n — +00 e —
<n

de modo que u € S.

4) (iii) = (i): Seja B={uweV |L(u)>n }. Temos B=V —-W. Se B=g
entdo S =V e S é fechado. Suponhamos B # @. Como S é fechado, B é
aberto. Assim, int( B ) = B (Cf. Corolario 4.3.7). Logo int( B) # @ ¢ o
resultado decorre da proposicao 5.1.4.

Temos também:
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Proposicao 5.1.10. Seja W = {uweV | L(u)>n } um semi-espago de V.
Entao W =V se e somente se L=0en<0. R
Prova. Se L =0 e n <0, entao

wueV=Lu=0>2n=ueW.

Assim, V. C W. Como W C V, temos W = V.
Suponhamos W = V. Seja u € V. Entao

VneN:nL(u)=L(nu)>n= L(u)>—-n.

3=

Tomando o limite para n — 400, temos L (u) > 0. De maneira analoga,

VnEN:fnL(u):L(—nu)277:>L(u)§,l,7'
n

Assim, tomando o limite para n — 400, temos L (u) < 0. Logo, L (u) = 0 para
todo u € V e temos L = 0. Assim, temos também 7 <0 =L (u). m

5.2 Conjuntos Convexos

Definigao 5.2.1 (segmento de u a v). Sejam V um espaco de Hilbert real, w € V,
v e V. O segmento fechado de u a v € o conjunto

[u, v] ={O6u+(1—-6)v :6€[0,1] } CV.
Definimos de maneira andloga os segmentos semi-fechados
[u,o [={Ou+(1—-0)v :0€[0,1[}, Juv]={Ou+(1-0)v :6€]0,1]}
e o segmento aberto | u,v[={O0u+(1—-0)v :0€[0,1[}. W

Defini¢ao 5.2.2 (conjunto convexo). Seja S C V um conjunto. Diremos que S €
convero se e somente Y u € S, ve€ S:[u, v] C S, istoé VYVues, veSs,
0el0,1] : bu+(1—-6vesS. N

Existem conjuntos convexos. Por exemplo,

Proposigao 5.2.3. Se S CV é um subespago afim entdo S € convexo. B

Prova. Basta notar que

VueS evelS :Ju, v)]C {du+(1-XNv :AeR}CS.
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Proposigao 5.2.4.  Seja H = L~ (n) um hiperplano separando o espaco vetorial
em dois semi-espagos :

H = {ueV |L@<n} ; B = {ueV |[L@zny }.

Entdo H, H- e HT sdo convexos. Além disto, L : V — R é continua se e somente
se H  H= e H' sdao fechados B

Prova. Convexidade: basta notar que L (fu+ (1 —0)v) = 0L (u) + (1 —6) L (v).
Por exemplo, sejam v € HT, v € H*, § € (0,1). temos entao:

L(9u+(1—9)v):9L(u)+(1—9)£@ >0+ (1—-60)n=mn,

——
>n >n

de modo que fu + (1 —60)v € HT. A prova é analoga para H e H™.
A dltima propriedade resulta do Teorema 5.1.9 e da proposi¢do 5.1.4. m

Proposigao 5.2.5. Sejaxz €V er > 0. Entio B, (x) CV € convexo. R

Prova. Sejam v € B, (z), u € B, (), 6 € [ 0,1]. Temos
bu+(1—-0Ov—z=0u—2)+(1-0)(v—21)
de modo que

[6u+(1—0)v—z||<O||u—a]|+Q-0)|v—zf| <Or+(1—-0)r=r

Proposigao 5.2.6. A intersecgio de conjuntos convexos é um conjunto convezo,
isto €, se { Ox }5 ¢ o CV € uma familia de conjuntos tal que Cy é convero, ¥ \ €
A entao C = \ ﬂAC’A € convexo. B

€

Prova.
Sejam ue C, ve C,0¢€[0,1]. Paratodo A € A: ue€ Cy, veCy. Como
C) é convexo, Ou+ (1 —0)v e Cx.Assim, Qu+(1—-0)veC. m

Proposigao 5.2.7. A reuniao de uma cadeia de conjuntos converos € um conjunto
convezo, isto €, se { O }y c x C P(V ) € uma cadeia de (P(V ), C) tal que

Cy € convexo, V A € A entao C = N UAC’,\ é convexo. l
€
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Prova.

Sejam uw e C, ve C,0€[0,1. Comou e C ewv e C, existem dois indices
a € Aef e taisque: u € Cy, v € Cg Como {Cy}y, ¢ uma cadeia,
Cy e Cg sao comparaveis: C, C Cg ou Cg C C,. Suponhamos, sem perda de
generalidade que C, C Cg. Entdao u € Cg e v € Cg. A convexidade de Cg mostra
que Ou+ (1—0)v € Cg. Como Cz C C, temos Ou+ (1—60)v € C. Logo C &
convexo. W

Proposigcao 5.2.8. A soma de dois conjuntos convexos € um conjunto convezo,
isto €, se ACV e BCYV sao convexos, entao C = A+ B CV € convexo. B

Prova.
Sejam uw e C, veC,0e[0,1]. Entao existem ag € A, a1 € A, by € B, by € B
tais que u = ag + by € v = a1 + by. Temos

Ou+ (1 —0)v = [fag + (1 — 0) ay] + [0bo + (1 — 6) by] .

Como A é convexo, a = fag + (1 — ) a; € A. Analogamente, a convexidade de B
mostra que b = 0bg + (1 — ) by € B. Por conseguinte, existem a € A e b € B tais
que Bu+ (1 —0)v=a+b, de modo que bu+ (1 —)ve A+ B. m

Proposicao 5.2.9. Se A é convezo entio A é convero. B

Prova.

Sejam u € A, v € A, 0 € [0,1], w(f) = Ou+ (1 —0)v. Entdo existem
{Un}tpen CA e{vn},cny CA tais que u, — uemV e v, — vemV. A
convexidade de A mostra que w, = Ou, + (1 —0)v, € A, V n € N. Além disto,
Temos

w(0) —w, =0 (u—wy)+ (1—0)(v—w,),

de modo que
[ w(0) —wnll <O u—wn|+(1—=0)| v—wnl —0.
—— —_———

— 0 — 0

Assim, existe { w,}, c y C A tal que w,, — w (#), de modo que w (/) € A. m

Proposicao 5.2.10. Seja C C V' um conjunto convero. Sejam u € int( C) e
veC. Entio[u, v[Cint( C ). Em consegiiéncia, int ( C ) é convexo. B

Prova. -
Sejam u € int ( C') e v € C. Consideremos w = 0u + (1 — ) v, avec 0 < 0 < 1.
Mostremos que w € int ( C ): devemos mostrar que existe > 0 tal que B,, (w) C C.
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Dado que u € int ( C'), existe € > 0 tal que B (u) C C. Sejam np =0c/2 >0 e

s€ B, (w).
Como v € C, existe uma seqiiéncia { ¢, },, - o C C tal que || ¢, —v[ — 0.
. . Oc _
Assim, existe ng tal que n > ng = | ¢, —v|| < 0-0) Entéo
s—(1-=0)¢, 1
D ) w0 el
0 0
de modo que
s—(1—-0)cy <1|| ”+1—6” ||<5+e .
—_—— —u —s—w|+——|v—c|| <=+ = =¢
0 -0 0 2 2
Assim,
—(1-9
Em conseqiiéncia, existe um elemento a € C tal que
—(1-0)c,
% ——

Mas entao

s=0a+(1—-0)c, €la, ¢ .

Como C é convexo, a € C e ¢, € C, temos [ a, ¢,] C C, de modo que s € C.
Logo, B, (w) C Cew € int( C ). Assim, | u,v] C int( C ).Como u € int( C ),
temos [u, v [ C int ( C ), o que completa a prova da primeira afirmagio.

Seveint(C ), temos[u, v[C int(C)eveint(C ),demodoque|v,u] C
int( C'). Logo, int ( C ) é convexo. W

Corolério 5.2.11. Seja C C V um conjunto convero tal que int ( C') # @. Entdo
C=int(C). 1

Prova. Temos int( C') C C C C, de modo que int ( C' ) C C. Mostremos que
Ccint(C):int(C) # @, de modo que existe v € int( C ). Sejav € C:
[u, v [Cint(C) (Cf proposicao 5.2.10). Sejam v (8) = O0u+ (1 —0)v ; Oy =

min{ 8 €[0,1]: v(#) € int( C ) }. Este conjunto é ndo-vazio, pois v (1) = u €
int (C). Se Omin > 0, entdo, para todo 6 tal que 0 < 0 < Opin, v (0) & int ( C).
Mas v (0) € [u, v [Cint( C ), de modo que v(f) ¢ int( C)ewv(d) € int(C ), o

1
que é absurdo. Assim, O, = 0. Seja v, =v | — ). Entdo { v, },, o o Cint(C)e
n

vy, — v, de modo que v € int ( C ). Assim C C int( C ), o que completa a prova.
|
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5.3 Envelopes Convexos

Definigao 5.3.1 (envelope convexo). Seja S C V' um conjunto. O envelope convexo
de S € o menor conjunto convero contendo S :

co(S)=n{A:S € P(A) eA convexo} N

Proposigao 5.3.2. Seja S CV um conjunto. Entdo
(i) co(S) é um convezo.
(ii) B C co(S) eco(B) C co(S) para todo BC S. B

Prova. co(S) é um convexo, pois a intersecgio de toda familia de convexos é um

convexo (Cf. proposi¢ao 5.2.6).

Seja B C S. Seja A um convexo contendo S. Temos entao B C S C A, de modo
que BCN{A:S € P(A) e A convexo} = co(S). Resulta que co(S) é um
convexo contendo B. Logo, co(B)=N{ A: B € P(A) e A convexo} C co(S).
]

O envelope convexo de um conjunto pode ser caracterizado utilizando as com-
binagoes lineares convexas finitas de seus elementos, isto é:

conU(S):{ ZAixi:xiESe)\iEO,lgign e Z)\izl}.

=1 =1

Temos :

Proposigao 5.3.3 (combinagoes convexas). Seja S C V um conjunto. Entdo co(S)
€ o conjunto das combinacoes converas finitas de elementos de S':

co(S) = conv (S) .1
A demonstragao utiliza o seguinte lema:

Lema 5.3.4. Seja S CV um conjunto. Entao

(1) conv (S) é um convezo.

(il) S C conv (S)
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(iii) S € convexo se e somente se

n n
S:{ Z)\ixi :meNen>1l;z;,€SeXN>0,1<i<n ; Z)‘izl}'

i=1 i=1
(iv) B C conv (S) e conv (B) C conv (S) para todo B C S. B

Prova.

1) Mostremos que conv (S) é um convexo: sejam z e y dois elementos de conv (S):

entdo existem x, ..., z, elementos de S e y1, ..., Ym, também elementos de S,
A1, ..., Ay Teais nao negativos e uy, ..., fy, também reais nao negativos tais
que
n m n m
x = E AiTi Y = E Willi E Ai=1, E pi = 1.
i=1 i=1 i=1 i=1

Entao, para 6 € (0,1):

K
br+(1—0)y=> vz,
i=1

onde k=m+mn e, paral <i<n,
Vi =0X>0,2zi=1x, €S ;
enquanto que, paran+ 1 <i <k,
Vi =0ui—n >0, 2, =y;—pn €.

Além disto,

k n m

Dw=0> N+(1-0)> m=0+1-0=1,

i=1 i=1 i=1
de modo que 0z + (1 — 0)y € conv (S) e conv (S) é convexo.

2) E imediato que S C conv (S): para x € S, basta tomar n =1, \y = 1, 71 = x
e temos x € conv (5).

3) E imediato que conv (S) = S implica S convexo, pois conv (S) é convexo. Mos-
tremos a reciproca: suponhamos S convexo. Como S C conv (.5), basta mos-
trar que conv (S) C S. Ora,

+ oo n n
conv (S) = U Cn , C'n,:{ Zx\iazi:xiESe)\izO,lgign ; Z)‘izl}’

n=1 =1 i =1
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de modo que basta mostrar que C,, C S para todon € N tal que n > 1. A
prova desta inclusdo é feita por indugdo finita: temos C7; = S C conv (S5).
Suponhamos C,, C S e mostremos C,, 11 C S: seja x € C,41. Entdo existem
Z1, ..., Tnt1 elementos de S e Aq, ..., A\,41 reais ndo negativos tais que

n+1 n+1

Z'ZZ)\il'ia ZN:L

=1 =1

Se A1 =1, entdo z = x,,4+1 € S. Suponhamos A,+1 # 1. Entdo A\,41 <1le
temos
Ai

S v

>0, Y pi=1,0=1-X1€(0,1).

71 =1

n
Assim, por um lado, > px; € C, C S (hipotese de indugao) e, por outro
i=1
lado, dado que S é convexo,

2=(1-0)> wzi+ 0z, €S.

=1

Logo, conv (S) C S, de modo que conv (S) = S.

4) Seja B C S. Como S C conv (S), é imediato que B C conv (S). Por outro lado,
toda combinagao convexar finita de elementos de B é também uma combina-
¢ao convexa finita de elementos de S, de modo que conv (B) C conv (.5).

prova da proposicao das combinagoes convexas.

conv (S) & convexo e S C conv (S), de modo que co (S) C conv (S).

Mostremos que conv (S) C co (S): como S C co (S), temos conv (S) C conv (co (5)).
Mas co (S) é convexo, de modo que conv (co (S)) = co(S). Logo, conv (S) C co(S).
|

E interessante notar que os envelopes convexos podem ser interpretados em

termos probabilisticos: seja A uma probabilidade discreta e finita sobre S tal que
n
A{x;}) =XN,i=1, .., n Entdotemos \; >0,i=1,...,n e > X\ =1
i=1
n
Além disto, a média associada a esta distribuicdo é F(X) = . Az;. Assim,
i=1

conv (S) pode ser interpretado como o conjunto formado pela médias de todas as
probabilidades discretas e finitas definidas sobre S.

Utilizaremos por vezes a extensao seguinte:
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Definig¢ao 5.3.5 (envelope convexo fechado). Seja S C V' um conjunto. O envelope
convezo fechado de S é o menor conjunto convezo fechado contendo S :

co(S)=n{A:S € P(A) eA convexo fechado} M

Proposicao 5.3.6. Seja S C V' um conjunto. Entao

(1) co(S) é um convexo fechado.

(ii) BCeo(S) eco(B) Cco(S) para todo BC S.

Prova. ¢o(S) é um convexo, pois a intersecgao de toda familia de convexos é um

convexo (Cf. proposigao 5.2.6) e a interseccao de toda familia de fechados é fechada
(Cf. proposicao 4.3.10).

Seja B C S. Seja A um convexo fechado contendo S. Temos entdo B C S C A,
de modo que B C N{A:S € P(A) e A convexo fechado} = ¢ (S). Resulta
que ¢o (S) é um convexo fechado contendo B.

Logo,co(B)=N{ A: B € P(A) e A convexo fechado} C @ (S). m

O envelope convexo fechado de um conjunto pode ser caracterizado utilizando o
envelope convexo (ou, o que é equivalente, o conjunto de suas combinagdes convexas
finitas):

Proposigao 5.3.7. Seja S C V um conjunto. Entdo o envelope convezo fechado
de S coincide com a aderéncia do envelope convexo de S: ¢o(S) =co(S). B

Prova. co(S) é um convexo fechado, pois co (S) é convexo (Cf. proposicao 5.2.9).
Temos S C co(S) C co(S), de modo que co (S) é um convexo fechado contendo S.
resulta que @0 (S) C co (S).

Por outro lado, como S C co(S), €6 (S) é um convexo contendo S. Temos entao
co (S) C @ (5), pois co (S) é o menor convexo contendo S. Assim, ¢o (S) é também
um fechado contendo co (S), de modo que co(S) C @ (S5), pois co(S) é o menor
fechado contendo co(S5). m

Usaremos por vezes os resultados seguintes:

Proposigao 5.3.8. Seja S C V um conjunto. S € convexo se e somente se S =
co(S). S € convexo fechado se e somente se S =co(S).M
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Prova. A primeira afirmagao resulta do Lema 5.3.4. A segunda afirmagao resulta
da proposi¢do precedente: se S é convexo, entdo S = co(S). Como S ¢é fechado,
S=S8=co(S)=1c0(5). A reciproca é imediata. ®

Proposigao 5.3.9. Seja S C V' um conjunto nao-vazio.
(i) se A Cco(S), entdo co(AUS) =co(S5).
(ii) se AC @ (9), entaoco(AUS)=7co(S). A

Prova. Temos co(S) C co(AUS), pois co(AUS) é um convexo que contém S.
Por outro lado, AU S C co(S), de modo que co(AUS) C co(co(S)) = co(S),
dado que co (S) é convexo (Cf. proposi¢ao precedente). Assim, co(S) C co(AUS)
e co(AUS) C co(S5), o que prova a primeira afirmacdo. A prova da segunda é
inteiramente analoga. m

5.4 Projecao Ortogonal sobre um Convexo

O teorema da projecao ortogonal se estende ao caso de um convexo fechado sob a
forma seguinte:

Teorema 5.4.1 (projegao sobre convexo). Seja V' um espaco de Hilbert e C C V
um conjunto convexo ndo-vazio e fechado. Sew € V entdo existe um unico elemento
Pue C tal que

lwu— Pu||=min{ |u— ¢c]| :ceC}.
Pu € a projecao ortogonal de u sobre C.

Prova. A prova ¢ idéntica a do Teorema 4.6.1 (projecao sobre um subespaco
vetorial): (4.9) continua valida, pois

s, €C, smeC:wTsmeC.
De maneira anéloga, (4.10) continua valida, pois
P
PucC, Quec— DUt ¢

2

No caso de um conjunto convexo, a ortogonalidade se exprime através de uma
imnequagao variacional:
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Proposigao 5.4.2. Seja V um espago de Hilbert e C C V um convexo fechado
nao-vazio. Pu €'V € a projegao ortogonal de u sobre C se e somente se

PueC e u—Pu L C,

1sto €,
PueC ¢ (u—Pu,v—Pu)<0,VveC. N

Prova. Sejam v € S e 0 € [0, 1]. Consideremos

FO) = u—Pu—!—H(Pu—U)H2 .

Temos
f(0) =ab*+ 200+ ¢,

onde
a=||Pu—v|®,b=(u—Pu, Pu—v) ,c=| u—Pul> .

Além disto
f(0) =2a6 + 2b = f' (0) = 2b.

Logo, por um lado,
1 (0)>0 < (u— Pu,v— Pu) <0
e, por outro lado,
f"(0)=2a>0= f'(0) > f'(0) sobre [0,1].

(=) : seja Pu a projegao ortogonal de u sobre C. Como C é convexo (1 — 0) Pu+
bveC,VOec|0,1]eVveC. Assim

fO) =|u—Pul*<f@®),v0ec[0,1] eVveC.
Logo,
MZO,VGE]O,I] eVvedC.
Tomando o limite para § — 0+, temos f'(0) > 0,Vv e Ce
(w—Pu,v—Pu)<0,VveC.

Do Teorema 5.4.1: Pu e C.
(<=):sejaPueC e (u—Pu,v—Pu) <0,VveC. Entao f/(0) >0,V
v € C. Assim,
1 (0) > f(0) > 0 sobre [0,1],
de modo que f é crescente sobre sobre [0, 1] : 0 minimo de f sobre [0, 1] é atingido
em =0,VwveC. Assim

FO =[lu=Pul*<|u-v|*= f(1),VveC
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Ora, para todo c € C, v = s — Pu € S, de modo que

lu—Pu|*<|u— s|* VseS.

No caso particular de um subespago afim, a inequacao variacional volta a ser
uma equagao:

Corolario 5.4.3. Seja V um espaco de Hilbert e S C V um subespago afim fechado.
Pu €V € a projecao ortogonal de u sobre C' se e somente se

PueS e u—Pul S,

1sto €,
PueS e (u—Pu,v—Pu)=0,YVveS N

Prova. Todo subespago afim é um convexo (Cf. proposigdo 5.2.3), de modo que
Pu €V é a projegao ortogonal de u sobre S se e somente se

PueC e (u—Pu,v—Pu)<0,VveS.

Ora, paratodov € S, \v+ (1= AN)Pue S, VA ER, de modo que PueV éa
projecao ortogonal de u sobre S se e somente se

PueS e (u—Pu, W+ (1—X)Pu—Pu)<0,Vvels VAeR,
isto é,
PueS e AM(u—Pu,v—Pu)<0,VveS VIXeER,
0 que é equivalente a
PueS e (u—Pu,v—Pu)=0,Vvebs.

| |
Temos também

Proposicao 5.4.4. Sejam u; € V,us € V e C C V um convezxo fechado nao-vazio.
Entao

|| Pul —PUQH S || (5% —u2|| . n
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Prova. Como Pu; € C e Pus e C:
(w1 — Puy, Pusg — Puy) <0 5 (uy— Pus, Puy — Pus) <0.
Logo
(uy — Puy, Pug — Puy) <0 ; ( Pug — ug, Pus — Puy) <0,

de modo que
(U17PU1+PU2*U2,PU27PU1)SO'

Assim
(Puz—Pul,PUQ—Pul) S(UQ_U:[, Puz—Pul) .

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz:
[Pug — Pua||* < [lug = ua | [|Puz — Puy|

e temos o resultado enunciado. m

Utilizaremos no que segue a nogao seguinte:

Definicao 5.4.5 (distancia a um convexo). Seja S um convezo ew € V. A distancia

dex alS é
dist(u, S)=inf{ |[u— s : Se€S}. 1

Temos:

Proposigao 5.4.6. Seja S um convexo fechado e u € V. Seja U a proje¢io orto-

gonal de u sobre S.
dist(u, S)=1[u—U|.1

Prova. E uma conseqiiéncia imediata do teorema da projecao sobre um convexo

(Teorema 5.4.1).

Proposigao 5.4.7. Sejam C C V e S C V dois conjuntos convexos fechados e

nao-vazios tais que C' € compacto. Entao existe x € C tal que
dist( xz, S)=inf{ dist(¢c, S) : ceC} . R

Prova. Seja ¢ € C. A proposicao 5.4.6 mostra que

dist(c,S)=1c— Ps(c) |,
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ot Ps (¢) é a projegao ortogonal de ¢ sobre S. Seja
d=inf{ dist(c, S): ceC}.

Logo, existe uma seqiiéncia { ¢, },, . y C C tal que
. 1

d< dist(c,, S) <d+ —.
n

Como C' & compacto, existe uma subseqiiéncia { ¢, }p ey C{cn b, en CC
tal que ¢, — « € C. Temos entao:

1
d < dist(cy,,S) <d+— —d,
N

de modo que dist( ¢y, S) — d. Ora,
| llz = Ps (@)l = | eny = Ps (cny) || | < &= cny + Ps (en,) — Ps (@),

de maneira que

| llz = Ps (@)l = | eny = Ps (cny) I | < lle = cnyll + 1Ps (eny) — Ps ()]l

Da proposigao 5.4.4:

I Ps () = Ps(ca) || <llz—cal -
Logo,
| llz = Ps ()l = | en,. = Ps (eny) || | <2z —cn ]l — 0

e temos
|z = P (@)]| = lim | e, — Ps(cn,) || =d.

Assim, dist (x, S) =inf{ dist(¢, S) : c€C}. m

Também utilizaremos o resultado seguinte:

Proposigao 5.4.8. Seja S C V um conjunto ndo-vazio e compacto. Seja u € V.
Entao existe Pu € S tal que
dist(u, S)=||lu— Pul]|=inf{ |lu—s| : s€S} .
Além disto, a aplicagdo v — dist (u, S) € continua.l

Prova. Seja
d=dist(u, S)=inf{ [[u—s| : s€S}.
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Logo, existe uma seqiiéncia { s, }, oy C S tal que

1
d< |lu=sn] <d+-—.
n

Como S é compacto, existe uma subseqiiéncia { s, }, cnClsntnencs
tal que s,y — Pu € S. Temos entao:

a< u-suoll Sdt o —d

de modo que |lu — sy k)| — d e temos |ju — Pu| = d.
Seja { un },, c y CV tal que u, — wem V. Seja

An = dist ((up, S) = ||un — Puy|| .

S ¢ limitado (Teorema 4.3.18) e { u,, }, oy ¢ limitada (proposicao 4.5.3), de
modo que { A, },, oy C R élimitada. Logo, existe ume subseqiiéncia { An(k) }k en C
{ A}, en tal que Apy — A € R, Como { Py gy }k en © S e S é compacto,
existe també uma subseqiiéncia { Py r(p)) }p en C { Py, }k en C S tal que
Py (i(p)) — Q € S. Temos entao uy(p)) — u (proposigao 6.3.16) e

[t ite)) = Pngiion || — llu = QI
Seja s € S. Temos
Y p €N [fungeipy) — Pngeon || < [[tnwey — |-
Tomando o limite para p — +o00 nesta desigualdade, vem
lu =@l < [lu—s]|.

Assim,
lu—Q| =inf{ ||lu—s| : s€S}=dist(u,S).

Como Ay (k(p)) = Hun(k(p)) — Puy(i(py)||» temos também X = [lu — Q|, de forma

que
A =dist(u, S).
Assim, a proposicao 4.5.8 mostra que

A — dist ((u, S)

e temos o resultado enunciado. m
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5.5 Teoremas de Separacao

Uma das nogoes mais importantes da analise é a de separagao, a qual conduz a um
dos resultados fundamentais associados ao nome de Banach: o Teorema de Hahn-
Banach, que é um dos resultados fundamentais ndao somente da Anélise Convexa,
mas também da Anélise em geral:

Definicao 5.5.1 (separacao). Sejam ACV ,BCV,H={v eV tal que L(v)=
um hiperplano. Diremos que

a) H separa fracamente A e B se e somente se: Va€ A, be B : L(a)<n<
L (b).

b) H separa propriamente A e B se e somente se: por um lado, H separa
fracamente A e B e, por outro lado, 3 x € AU B tal que x ¢ H (isto ¢,
AU B nao estd contida em H ).

c) H separa fortemente A e B se e somente se: Va€ A, be B : L(a)<n<
Lk). W

Esta definicao pode ser interpretada da maneira seguinte: na separagao fraca, o
hiperplano H divide o espago vetorial V' em dois semi-espacos

H ={ueV |[Lw<n} ; H = {ueV [Lu)=n},

tais que A C H~ e B C H*. Na separacao prépria, ha uma condicdo a mais: pelo
menos um dos conjuntos nao esta contido em H, isto é, AU B ¢ H. Enfim, a
separacao forte consiste em exigir ainda mais: a intersecgao entre H e cada um dos
conjuntos é vazia, istoé HNA=HNB=a.

Os dois teoremas fundamentais que recebem a designagao de Hahn-Banach sao
0s seguintes:

Teorema 5.5.2 (separacao propria). Seja C C V wum conjunto convexo tal que
it (C ) #@. Seja S CV um subespago afim tal que S # S e SNint( C ) = 2.
Entao existe um hiperplano fechado H C 'V que separa propriamente S e C.H

Teorema 5.5.3 (separagao forte). Sejam C C V e S C V dois conjuntos conve-
z0s fechados e nao-vazios tais que C' € compacto e C NS = &. Entao existe um
hiperplano fechado H C'V que separa fortemente C' e S.H

A demonstragao destes dois resultados repousa sobre o lema seguinte:

n}
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Lema 5.5.4 (da separacao). Sejam A CV e B C V dois conjuntos converos tais
que A+, int( B)#@, ANint( B ) = @. Entao existe um hiperplano fechado
que separa propriamente A e B.A

O Lema da separagdo é uma conseqiiéncia do Lema de Zorn (3.3.1), através do
resultado auxiliar seguinte:

Lema 5.5.5 (dois convexos). Sejam A CV e B CV dois conjuntos convezos tais
que AN B = &. Entdo existem dois conjuntos converos A C V, B C V tais que
ACA BCB, AuB=V, AnB=o. 1

Prova.
Seja

S={s=(C,D)CcVxV |AcCcC,BCcD,CND=g,C convexo, D convexo

S # @, pois s =(A,B)eS. Sejam s; = (Cy, D1) € 5, sa=(Cy, D2) €85.
Definimos
$1<8 «<— C1CcCye Dy CD>.

(S, <) é parcialmente ordenado. Notemos que s; = s5 <= C; = Cy e
Dy =D,y .

Seja C ={ sx = (Cx, D) }5ca C S uma cadeia de (S, < ). Mostremos
que C tem um majorante em S: seja s = ( C, D), onde

C = Uu C\, D = U Dy .
AEA AEA

1) s éum majorante de C: com efeito, VA€ A: Cy CCe Dy CD. AssimV X\ €
A:sy<s.

2) s € S. Com efeito:

a) A proposi¢ao 5.2.7 mostra que C' e D s&o convexos.
b) Como ACCy e BCDy,VA€A, temos ACC e BCD.

¢) Mostremos por absurdo que C N D = &: suponhamos que 3 v € C' N D.
Entao existem dois indices a« € A e 8 € A tais que: s, = ( Co, Do) € C,
sg = (Cg, Dg) €eC, ueCy ¢ ue€ Dg. Como C é uma cadeia, sq
e s3 sao comparaveis: s, < sg ou s3 < S,. Suponhamos, sem perda
de generalidade que s, < sg . Entao C, C Cg e Da C Dg , de modo
que ue Cg e ue Dge ue CgNDg. Assim, CgNDg # &. Mas
sg=(Cp, Dg) € C, de modo que CsNDg =@ eCsNDg+#, 0queé
absurdo.
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Assim, toda cadeia de (S, < ) possue um majorante em S e o Lema de
Zorn mostra que S tem um elemento maximal. Seja s =( A, B) um elemento
maximal de S. Entdo A C A, BC B, ANB =g, A convexo, B convexo.

Mostremos por absurdo que AUB = V: suponhamos que 3u € V, u ¢ AUB:
sejam Ay = co(AU{ u }), By =co( BU{ u }).

3) Temos A1 NB=9 ou ANB; =2.

a) Suponhamos o contrario: entdo, existem dois elementos z € V| y € V tais
que x€ A NB e ye AN B;. Assim
36, € [0,1] eac A talquebhu+(1—61)a=z€B;
36, € [0,1] ebeB talquebou+ (1 —62)b=y e A

b) Temos 0 < 6; < 1. Com efeito, suponhamos o contrario: entdo 61 = 0 ou
01 = 1. Mas, por um lado, ; =0 = x = a, de modo que z € A.
Como = € B, temos © € AN B, o que é absurdo, pois ANB = @&. Por
outro lado, 81 =1 — z = u. Como z € B, temos u € B, de modo que
u € AU DB, o que é absurdo, pois u ¢ AU B.

¢) De maneira anéloga, temos 0 < 0y <1: =0 = y=b — ANB#
J, 0 que é absurdo; 0, =1 — y=u = u € AUDB, o que é absurdo.

d) Temos entdo 67 — 0165 > 0, de modo que n = 61 + 03 — 6165 > 0. Sejam

0 0
N=01+0;— 0105 ; y=— ; A\=— .
n n

Temosn >0,0<vy<1l e0<A<1:

i) Suponhamos n < 0. Entéo 6; + 63 — 616, < 0. Como 6¢; > 0, esta
desigualdade implica que 05 — 6105 < 0. Dividindo esta desigualdade
por 65 > 0, obtemos 6; > 1, o que é absurdo. Logo n > 0.

if) v <0 = 75 <0 (pois 6; > 0), o que é absurdo. Logo v > 0.

iii) y>1 = 0; > 1. Temos entdo 61 > 01 + 05 — 6102, de modo que
02 (1 —61) <0 efy <0 (pois 8, < 1), o que é absurdo. Logo vy < 1.

iv) De maneira analoga, A >0 e A < 1.

e) Ora, temos

(1=, 1 (1-6),
v= 91I 01 “ v 92y D) ’
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de modo que

1 1-6\ 1 1-6,
91$+( o )b—azy +( 7, )a.

Multiplicando esta equagao por 6163/n > 0, temos

MM+ (1-Nb=vyy +(1—-7)a.

f) Comoz e B,beB, \€(0,1) e B é convexo, temos A\x + (1 — \) b € B.
De maneira andloga, y € A, a € A, v € (0,1) e A é convexo, temos
vy +(1—7)ac A Assim,z=Xz+(1—-Nb=yy +(1—7v)ac ANB,
de modo que ANB # &, o que é absurdo. Logo, A1 NB =@ ou
ANB; =@.

4) Suponhamos, sem perda de generalidade que A; N B = @. Seja s1 = (A, B).
Temos s; € S. Com efeito, A; é convexo (Cf. proposigao 5.3.2), B; é convexo,
AiNnB=g, Bc B, AcCc A C A;(Cf proposi¢ao 5.3.2). Além disto,
5 < s1. Como s = (A, B) é maximal, temos s = s; e, por conseguinte, A =
Aj. Assim, { u } Ceco( AU{ u }) C A (Cf. proposi¢ao 5.3.2), de modo que
ueA = ue AUB, o que é absurdo, pois u ¢ AU B.

Assim, AU B =V e a prova da proposigao esta completada.

A proposicao 5.5.5 (teorema dos dois convexos) nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 5.5.6 (do hiperplano de fronteira). Sejam A CV e B C V dois conjuntos
convexos nao-vazios tais que ANB =@ e AUB =V. Seja H= AN B, Entao
temos a alternativa sequinte: ou H € um hiperplano ou H =V . 1

Prova.
1) Como ANB=@ e AUB=V,temosV-A=BeV —-B=A.

2) Sejax € V tal que v ¢ A. Entdo z € int (B), isto &, 3 & > 0 tal que B. (z) C B.
Com efeito, suponhamos que: ¢ A eV e > 0, 3 2. € B:(z) tal que
r. ¢ B. Entao 2. € V — B = A. Seja a, = x1/,. Temos { an}, ¢y
1 _
CAel a,—z| <= — 0, de modo que a,, — x. Mas entdo = € A, o que
n

contradiz x ¢ A.



137

3) Temos int (A)NH = int (B)NH = @. Com efeito, suponhamos int (A)NB # @.
Entdo 3 a € int (A) tal que a € B. Como a € int (A), 3 & > 0 tal que B. (a)
C A. Por outro lado, a € B, de modo que existe uma seqiiencia { bnt,cnCB
tal que b, — a. Assim, para n suficientement grande, temos || b, —a| < e,
de modo que b, € B. (a) C A. Logo, b, € ANB = &, o que é absurdo. Supor
int (B) N A # @ leva a uma contradicdo analoga.

4) Sejamue Heve H, S={au+(1—a)v: o€ R}.Mostremos que S C H.
Suponhamos o contrario : 3« € S tal que = ¢ H.

a) A proposicao 5.2.6 mostra que H é convexo, pois A e B sdo convexos (Cf.
proposigio 5.2.9). Logo, [u, v ] C H.

b) Temos u # v. Com efeito, u=v = S={v} = z=v = z € H.
c) Como z€S,FacRtalquez=au+ (1—-—a)v. Paraaec[0,1],z¢€
[v,u]C H. Como x ¢ H, temos a ¢ [0, 1].
1
d) Suponhamos a < 0. Seja0:17€[0, 1]. Temos 0z + (1 —0)u = v,
-«
de modo que v € [ z, u ]. Como u # v, temos v € [z, u |.

Por outro lado, ¢ H, de modo que x ¢ A ou x ¢ B. Suponhamos
x ¢ A: entdo z € int (B). Ora,u € H = ANB, de modo que a proposicio
5.2.10 mostra que [ z, u [ C int (B). Temos entdo v € int (B), de modo
que v € int(B) N H, o que é absurdo. Se x ¢ B, entdo x € int (A)
e[z, u[ C int(A). Resulta entdo v € int(A) N H, o que também ¢
absurdo.

1
e) Suponhamos o > 1. Seja § = — € [0,1] . Temos fz + (1 -60)v =

a
u, de modo que u € [z, v]. Como u # v, temos u € [z, v [ De
maneira inteiramente analoga a precedente, temos u € int (A) N H ou
uw € int (B) N H, o que é absurdo.

5) Mostremos que H é nado-vazio: como A e B sdo ndo vazios, existem a € A,
be B. Como AN B = &, temos b # a e, em conseqiiéncia, || b — al| > 0. Seja

F,ab)=0a+(1—0)b, ©(a,b)=max{0c[0,1] | f(6,ab)cA }.
a) ©(a,b) =0 = a € H. Com efeito,
O(a,b)=0 = f(0,a,b) e B,V0€]0,]] = |a,b]CB
Seja e tal que 0 < & < || b—al|. Assim, para 0. =¢ / || b—al, b. =

f(0c,a,b) satisfaz b. € B e | b.—a| < e. Assim, a € B. Como
a € ACA temosace ANB=H .

b) De maneira analoga, © (a,b) =1 = b € H, pois

O(a,b)=0 = f(0,a,b)€ A, ¥Oe[0,1] = [a,b[C A.
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¢) Suponhamos 0 < © (a,b) < 1. Seja A = O (a,b). Temos w = f (A, a,b) €
H: com efeito, seja k > 0 un entier tal que z < min { A, 1 — A}. Temos
_ 1 1
A, poi >0:0<A——< = - A
we A, poisVn>0:0< A n—i—k'_)\’ Wy, f(/\ n+k,a,b)€

e || wy, —w| < P | v—u+z| — 0. De maneira andloga, w € B,
n

1 1
poisVn >0: OS)\erSl, znf(/\JrM,a,b) ¢ A =

zn €B e zn —w| < | v—u+z|] —0.

n+k
6) Suponhamos H # V. Como H é nao-vazio, existe u € H. Temos H —u # V:
no caso contrario, H = (H —u) +u=V +u =V, o que contradiz H # V.

7) Consideremos x € V' tal que ¢ H e mostremos que V. =H —u+ R (x —u):
basta mostrar que v € H —u+R (z — u), V v € V. Inicialmente, notemos que
2u —x ¢ H: caso contrario, para « = -1, a2u—2)+ (1 —a)u = u € H.
Além disto, como # ¢ H, temos * ¢ A ou z ¢ B. De maneira analoga,
2u—r¢ Aou2u—z¢ B.

a) Suponhamos = ¢ B: entdao x € int(A). Além disto, 2u — z ¢ A: se
2u—x ¢ B, entdo 2u—x € int (A), de modo que [z, 2u —x | Cint (A) e
1 1
3 (2u — x)+ <1 - 2) x =u € int (A), o que é absurdo, pois int (A)NH =

2. Logo, 2u—x ¢ A = 2u—=z €int(B). Temosv+u €V = AU B,

de modo que v+u € Aouv+u€ B.

i) Suponhamosv+u € A. Seja A = O (v + u,2u — z). Como acima, A =
0 = v+u € H, de modo que v € H —u, o qual é um subconjunto
de H—u+R(z—u). SeA>0,w=fA\v+u2u—x) € H, de
modo que

v=<i—1) (x—u)+§(w—u)

v:<i—1) (=) + 3 ()

e veH—u+R(z—u).

ii) Suponhamos v +u € B. Seja A = © (x,v + u). De maneira anédloga
a precedente, A\ =1 = v+u€ H ev € H—u, oqual é um
subconjunto de H —u+R (z —u). Se A< 1, w= f(\z,v+u) € H,
de modo que

v:(11>\—1> (u—:b)—f—%(w—u)

eveH—-—u+R(x—u).
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b) Suponhamos z ¢ A: de maneira analoga, x € int ( B ) e2u—=x € int ( A ).
Sev+ueAderd=0w+u,z)>0,w=f(\v+uz) € H e satisfaz

vz(l—/l\)(u—x)—ki(w—u)

Sev+ueBe A=0QR2u—z,v+u)>0,w=fN2u—z,v+u) €H

e satisfaz
1 1

v:(l_)\—l)(x—u)—kl_)\(w—u)

8) Assim, H#V — V =H —u+R(z —u), e o teorema decorre da proposicao
5.1.7.

Prova do Lema da separagao (5.5.4).
O Lema dos dois convexos (5.5.5) mostra que existem dois conjuntos convexos
ACV, BCVtaisque ACA int(B)CB, AUB=V, ANB=0.

1) Temosint( B )NA = @: seb € int ( B )NA entdo, por um lado, b € A, de modo
que existe uma seqiiéncia { a,}, oy tal que { an}, cy CAel an =0 —0
quando n — +o0o. Por outro lado, b € int ( B ), de modo que existe € > 0 tal
que B. (b) C B. Ora, existe ng(¢) > 0 tal que n > ng(e) = | an, — || <
/2, de modo que n > ng (¢) = a, € B,/ (b) Cint( B ) C B. Mas entdo
a, € ANB =g, o que é absurdo.

2) Temos também AN B # V: suponhamos o contrario, isto ¢, ANB = V.
Como int( B) = @, existe b € int( B ). Mas AN B = V, de modo que
be ANB = be A. Assim, beint( B )N.A= 2, o que é absurdo.

3) O teorema do hiperplano de fronteira (5.5.6) mostra que H = AN B é um
hiperplano. Da proposi¢ao 5.1.3, existe uma aplicagao linear /: V — R tal
que

(#£0 e H={veV talque £(v) =1} .

Como int( B)NA = @, temos int ( B) N H = &, de modo que existe b €
int( B )talque £(b)#mn. Sel(b) >, definimos L = ¢ en=+. Sendo,
definimos L = —f e n = —y. Em qualquer dos casos, L : V — R é linear,
L(b)y>neH={veV talque L(v)=n}.

4) Mostremos que L(z ) > n, V x € B. Suponhamos o contrario: 3 = € B
tal que L(z) < n. Entdo L(x) <n < L(b), de modo que 0 < n—
L(z)<L(b)—L(z).Assim

n—L(x)

GZL(b)—L(x)

— 0<f<1.
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Seja w9 = 0z + (1—0)b . Como L & linear, temos L(xy) = L(b) +
O0(L(b)—L(z))=n,demodo que zy € H.

Por outro lado, a proposigdo 5.2.6 mostra que | z,b] C int( B ). Ora, 0 <
0 <1 = a9 €]ux,b], de modo que z¢g € int( B ). Mas entdo zy €
int( B)NH =&, o que é absurdo.

5) Mostremos que L ( 2 ) <7, Va2 € A. Suponhamos o contrario: 3 2 € A tal que
L(xz)>mn. Seja

F0,2,0) =02+ (1—-0)b, O(x,b)=max{0e[0,1] | f(O,2,b)€B }.

Temos 0 < © (z,b) < 1: por um lado, © (x,b) =0 = b € B (argumento
analogo ao utilizado na prova do teorema do hiperplano de fronteira 5.5.6, §

5a) = beint( B)NH = g, o que é absurdo; por outro lado, © (z,b) =

1 = 2z € H (argumento anélogo ao utilizado na prova do teorema do
hiperplano de fronteira 5.5.6, § 5b) = n = L( « ) > n, o que é absurdo.

Sejay = f( ©(x,b),2,b). ComoL (O (z,b)x )=0(x,b)L(x)>0O(x,b)n,
temos L(y)=0O(z,0)L(2)+(1—-0©(x,b))L(b) >0 (z,0)n+(1 -0 (z,b))n =
7. Mas y € H (argumento anilogo ao utilizado na prova do teorema do hi-
perplano de fronteira 5.5.6, § 5¢). Logon = L (y ) > 1, o que é absurdo.

6) Assim, H separa fracamente A e B. Como L(b) > n, b¢ H, de modo que H
separa propriamente A e B.

7) Temos int( B) C {veV talque L(v)>n}, de modo que o Teorema 5.1.4
mostra que H é fechado.

Prova do teorema da separacao propria(5.5.2).
Basta aplicar o Lema da separagao (5.5.4) com A = S, B = C: A é convexo
(proposigao 5.2.3) e B é convexo, A# &, int( B ) # @, ANint(B)=92. m

Prova do teorema da separacao forte(5.5.3).

Este teorema também resulta do Lema da separagdo (5.5.4): a proposigao 5.4.7
mostra que existe z € C tal que © ¢ S e

0<d=dist(z, S)=inf{dist(¢,S): ceC} .

Seja ¢ tal que 0 < & < d/2. Consideremos

A=S+int(B.(0)) ; B=C+int(B./(0))

Temos
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1) int( A) # @. Com efeito, S C int( A) : seja 6 = ¢/2. Temos Bs (0) C
int ( B (0)), de modo que para todo s € S: s+Bs (s) C S+int ( B: (0)) C A.

2) int( B) # @. De maneira andloga, C C int ( A).

3) A & convexo: S é convexo e int ( B (0)) (proposigoes 5.2.5 e 5.2.6), de modo
que S +int ( B. (0)) é convexo (proposicao 5.2.8).

4) B é convexo: de maneira analoga, B é a soma dos convexos C e int ( B. (0)).

5) Anint( B) = @. Suponhamos o contrario. Entdo existe x € A tal que
x € int(B) C B. Assim, existem s € S, ¢ € C, yo € int( B:(0)), y1 €
int ( B: (0)) tais que z = s+yy ez =c+y;. Entdo

Is—cl=1yo—wll <l goll + [l 9l <2e<d.
Mas s € S e c € C, de modo que
| s=c|| >dist(ec, S)>d

e d > d, o que é absurdo.

6) Assim, A é convexo, B é convexo, A # &, int( B) # @, ANint(B) = @.
O Lema da separacdo mostra que existe um hiperplano fechado H = L~ (n)
que separa propriamente A e B.

7) Mostremos que L(s) <n,V s € S. Para todo s € S, L(s) <m, pois L(a) <
n<L(®),VaeA be B. Suponhamos s € S e L(s) =n. Como L # 0,
existe u € V tal que L (u) # 0. Temos || u|]| >0: v =0= L (u) =0. Seja

A [
nL(u) | L (u)
Entao
Lw) 1 L lul —a
L n) = = — 3 n — .
(@n) (w) >0 [l O 0

Assim, existe k > a/e > 0 tal que z,, € int ( B: (0)) e L ( x,) > 0. Mas entéo:
1
a=stap€Ad e L(a)=L(s)+L(aa)=n+_>n,

de modo que n < L ( a) <, o que é absurdo.
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8) De maneira analoga, L(s) > n, V ¢ € C: para todo ¢ € C, L(c) > n, pois
L(a)<n<L((®),YacA beB.SeceCelL(c)=mn,entao

1
b=c—zr€B e L(b)=L(c)—L(x,)=n——<n,
n

de modo que n < L( b) <, o que é absurdo.

Duas das conseqiiéncias do Teorema de Hahn-Banach sao as seguintes

Corolario 5.5.7. : Seja W C V um subespago vetorial. Entao

a) se W nao é denso em V, entao existe um hiperplano fechado H tal que
WCWCH.

b) W € denso em V' se e somente se toda aplicag¢ao linear continua L : V — R
que se anula em W € nula em V (isto 6, LEeV' e L=0em W = L=0). &

Prova. Notemos que W é nao-vazio, pois 0 € W.

a): Como W nao ¢é denso, temos W # V, de modo que existe x € V tal que
x ¢ W. Sejam S = W e C = { z}. Como W é um subespago vetorial, S é un
convexo fechado e C é um convexo compacto. Assim, o teorema da separacao forte
mostra que existe um hiperplano fechado H = L~ () tal que

Lw)<n<L(x), YV weWw.

Temos W C N (L): suponhamos w € W e L (w) # 0. Seja n > 0 tal que n > 1.
Como W é um subespago vetorial (proposigao 4.3.15),

wn:nﬁ eEW = n=L(w,) <n,
de modo que 1 > 7, o que é absurdo. Assim, W C H = N (L), que é um hiperplano.
Temos H fechado, de modo que H é fechado (proposi¢ao 5.1.4).

b) Suponhamos W denso em V. Seja L € V' tal que L (w) =0,V w € W. Para
todo v € V, existe uma seqiiéncia { w,}, .y C W tal que w, — v emV. Como L
é continua, temos L (w,) — L (v), de modo que L (v) =0 ( pois L (w,) =0, ¥ n).
Assim, L = 0.

Suponhamos que toda aplicac¢ao linear continue L : V' — R que se anula sobre W
é nula sobre V. Se W nao é denso em V, entdo W # V, de modo que existe z € V
tal que x ¢ W. De maneira analoga & utilizada na demonstragao da afirmacio de a),
o teorema da separagao forte mostra que existe um hiperplano fechado H = L~ ()
tal que

Lw)<n<L(z), YV weW.
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e temos W C H = N (L). Mas entao L(w) =0,V w € W, de modo que L =0 e
0 <n<0,o0que éabsurdo. m

Uma das conseqiiéncias mais importantes dos teoremas de separagao é a seguinte:

Teorema 5.5.8 (semi-espagos fechados). Seja S C V' um conjunto nao-vazio. En-
tao co (S) € a intersec¢ao de todos os semi-espagos fechados que contém S, isto é,
se

H= ﬂ{ W : W é um semi-espago fechado de V. e S C W},
entéo H=co(S). &

Prova.

1) Notemos inicialmente que sempre existe pelo menos um subespago fechado que
contém S: com efeito,se L=0en=0,entdio H- = {ueV | L(u)<n } =
V', de modo que S C H™.

2) H é fechado, pois trata-se da intersecgdo de uma familia de fechados (Cf. pro-
posigao 4.3.10). Além disto, H é convexo, pois trata-se da intersecgdo de uma
familia de convexos (Cf. proposigao 5.2.6), dado que cada semi-espago W é
convexo (proposigao 5.2.4). Assim, H é um convexo fechado contendo S.
Temos entdo ¢o (S) C H, pois ¢o (S) é o menor convexo fechado contendo S.

3) Mostremos que H C co(S): suponhamos que existe z € H tal que = ¢ co (S5).
Como { = } é um convexo compacto e ¢o (S) é um convexo fechado ndo vazio,
o teorema da separacao forte mostra a existéncia de um hiperplano fechado
que separa estritamente ¢o (S) e { © } : existem 7 € R e um funcional linear
continuo L : V — R tais que

Ly)<n<L(z),Vyeca(S).

Como S C co(S), temos L(y) < o, Vy € S. Resulta que S ¢ H- =
{ueV |L(u)<n }. ComoL:V — R é continuo, H~ ¢é fechado (propo-
si¢ao 5.2.4). Assim, H~ é um hiperplano fechado contendo S, de modo que
H C H™. Ora, x € H: temos entdo z € H—, de modo que L (z) < n. Mas
entdao n < L (x) <n, o que é absurdo.

Enfim, temos:
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Teorema 5.5.9. Seja S C V um convezo fechado nao-vazio. Entio S € fracamente
fechado. R

Este resultado, combinado & proposigao 4.8.15 mostra que um convezo é fechado
se e somente se ele € fracamente fechado.

Prova. Seja S C V um convexo fechado. Suponhamos que S nao é fracamente
fechado. Entao existe { x,, },, oy C C tal que 7, = z e x ¢ C. Seja C = { x}.
Como S é um convexo fechado e C' é um convexo compacto, o teorema da separacao
forte mostra que existe um hiperplano fechado H = L~ (n) tal que

L(s)<n<L(x), V s€Ss.

Assim,
L(zp,)<n<L(z), YV n e N

Da proposicao 4.8.4, temos L (z,,) — L (x), de modo que
L(z)<n<L(z),

o que é absurdo. m

5.6 Cones Convexos

Definicao 5.6.1. Seja K C V um conjunto nao-vazio. K € um cone se e somente
se: Ve e K, e R, A>0= Az € K. K é um cone convexo se e somente se K
€ um cone e K é um convexo. Analogamente, K é um cone fechado se e somente
se K € um cone e K € fechado. Enfim, K é um cone convexo fechado se e somente
se K é um cone convexo e K € um cone fechado. B

Proposicao 5.6.2. Seja K C V um cone. Entao K € um cone convexo se e

somente se: Ve e K, ye K:x+ye K. R

1 1
Prova. (=) : Como K é um convexo, temos, paraz € K ey € K : 53:4— 3V eK.

1 1
Por outro lado, K é um cone, de modo que 2 <2x + 2y> =x+y€eK.

(<) : Como K & um cone, temos, para § € (0,1),x e Keye K: 0z € K e
(1-0)ye K. Assim fz + (1 —0)y € K, assim K é um convexo. W

Definigao 5.6.3. Seja K C V um cone. O cone normal a K é
K'={peV | (p 2)<0, Vo€ K}.

O cone binormal e K* ={z eV | (p, ) <0, VpeK*}. R
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Proposigao 5.6.4. Seja K C V um cone. Entao K* é um cone convexo fechado.
|
Prova.

1) K* é um cone: com efeito, se A >0 e (p, x) <0, entdo

p— <
(Ap, ) = A _(p, ) <0,

20 <o

de modo que (p, ) < 0,V € K = (\p, ) <0,V 2 € K. Assim,
pe K* = \pe K*

2) K* é um convexo: com efeito, se 6 € (0,1), (p1, z) < 0e (p2, x) <0, entdo
(Opr+ (1 —=0)p2, z) = 0 _(p1, z) + (1 —0)(p2, ) <0,
~ N —— AN —
20 <o >0 <0

de modo que, para todo 8 € (0,1): (p1, ) <0e (p2, ) <0,V e K =
Opr+(1—0)ps, v) <0,V e K. Assim, p; € K*, pp € K*, 6 € (0,1)
= 0p; + (1 —0)p2 € K*.

3) K* ¢éfechado: seja { p,}, c y C K* tal que p, — pem V. Consideremos = € K.
Entao, por um lado, (p, ) = lim (p,, x) e, por outro lado, (p,, =) < 0, V
n € N, de modo que (p, ) < 0. Como x € K ¢ arbitrario, resulta que p € K*.
Assim K* é fechado.

4) K* é ndo-vazio, pois 0 € K*.

Corolario 5.6.5. Seja K CV um cone. Entdo

(i) K™ = (K*)",

(ii) K** € um cone convezo fechado,

(ili) K C K** e K C K**.

(iv) Se K ¢ um cone convero entio K = K**.

(v) K € um cone convexo fechado se e somente se K = K**. R

Prova.

1) A igualdade K** = (K*)" ¢ imediata, pois

(K*)' ={z€V | (p2)<0,Vpe K"}
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2) Resulta da proposigao precedente que K** é um cone convexo fechado néo-vazio.
3) E imediato que K C K** : se z € K, entdo, (p, ) <0,V p € K*.
4) Como K** ¢ fechado, temos K C K**(K & o menor fechado contendo K).

5) Suponhamos K convexo e K # K**. Entdo existe z € K** tal que ¢ K. Como
K é um convexo fechado (Cf. proposigao 5.2.9), ndo-vazio (pois K C K) e
{ & } é um convexo compacto, resulta do teorema da separagao forte a exis-
téncia de um hiperplano que separa estritamente os dois conjuntos: existem
a € R e um funcional linear continuo L : V' — R tais que

Ly)<a<L(z),VyckK

Temos L (y) < 0 para todo y € K: com efeito, K é um cone e K C K, de
modo que ny € K para todo n € N. Assim,

VneN:L(ny) <a= L(y) <a/n— 0, para n — +oo.

Temos também « > 0, pois, de maneira analoga, y/n € K para todo n € N.
Assim,

VneN:a>L(y/n)= a>L(y)/n— 0, para n — +o0.

Do teorema de representagao de Riesz (4.7.1), existe um elemento p € V' tal
que L (v) = (p, v), para todo v € V. Temos entdo ( p, y) < 0 para todo
y € K, de modo que p € K*. Assim, como = € K**, temos ( p, ) < 0. Logo,
L(z) =(p, ) <0. Resulta que o < L (z) <0, de modo que a > 0 e a < 0,
0 que é absurdo.

6) Enfim, K é um cone convexo fechado se e somente se K é um cone convexo e
K = K. Assim, K é um cone convexo fechado se e somente se K = K**.

Utilizaremos também as nogoes seguintes:

Definicao 5.6.6 (vetor tangente). Sejam S C V wum conjunto nao-vazio e x € S.
Seja h € V. Diremos que h é tangente a S no ponto x (ou simplesmente "em x")
se e somente se eristem duas seqiéncias { an }, cy CRe{x, }, oy C S tais
que

(i) an>0ea, —0emR,
(i) x,—ozemV,

Ty, — X

(iii) —hemV.R

Qn
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Defini¢ao 5.6.7 (cone tangente). Seja S C V' um conjunto nao-vazio e seja x € S.
O cone tangente a S em x € a reunido de todos os vetores tangentes a4 S em x.

TC(S,z)={ heV | hétangente a S emz }. W
Temos:

Proposigao 5.6.8. Seja S C V um conjunto nao vazio e seja x € S. O cone
tangente a S em x € um cone fechado.l

Prova.

1) TC (S,z) é ndo-vazio, pois 0 € TC (S, x) (tomar, por exemplo, x, = = e a, =

1/n).

2) Sejam h € TC(S,z) e A > 0. Sejam { a, }, cy CRe{w, }, oy C S as

seqiiéncias associadas a h. Tomando &y, = a, /A, Tp, = Ty, temos { an },, oy

- - - - Ty —
CRe{Zn},enCS, an=0ca,—0emR, 7 —zemVe—"—— —Ah

(79
em V, de modo que \h € TC (S, x).

3) Seja { hn }, ¢y C TCO(S,x) tal que h, — h em V. Entdo, para cada n € N,
existem duas seqiiéncias { anx }, cnCRe {Znk }y cn C S tais que ay

S

Tk — T
>0; 0k —0emR, 2z, >xem Ve L_)hn quando k — 4o0.
an,k
Assim, para n > 0, existe k(n) tal que
1 1 Tk — X 1
n n O‘n,k(n) n

Sejam Tp, = Tp p(n) € A = Qp j(n)- Lemos: a, >0 e

- 1
|an|§*7
n
de modo que a,, — 0 em R;
_ 1
Hmn—ffﬂﬁﬂ
n
de modo que z,, — z em V;
Ty — Ty — 2
‘ I ths e B Y=
Qn Qnp, n

Tp—
de modo que ——

fechado.

— hem V. Assim h € TC(S,z). Logo, TC(S,z) é
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Temos também

Proposigao 5.6.9. Seja S C V um conjunto convero ndo vazio e seja x € S.
Entao

A>0
15to €,
TC(S,z) =Ry (S—{z}) ; Ry (S —{z}) ={heVIh=XA(y—2),ye S, A>0}.

Assim, TC (S,z) é um cone convezxo fechado. B

Prova.

1) Notemos inicialmente que S —{ z } C T'C (S, x): com efeito, seja y € S. Consi-

deremos a,, = 1/n e 2, = (1 — ) r + a,y. Como S & convexo, { T, }, ¢y
Ty — T

C S. Além disto, a,, > 0eap, - 0emR; 2, wxemV ;
V.

— y—Tem
n

2) Como T'C (S,z) é um cone, resultaque R, ( S —{ z }) C TC (S,x). Mas TC (S, x)
é fechado, de modo que Ry ( S —{ z }) C TC (S, x).

3) Consideremos agora h € T'C (S,x). Sejam { o }, cy CRe{z, }, oy CS
as seqiliéncias associadas & h. Entao, para todon € N,

Ty — T 1
= — —z| eR(S—
a, a, Ln € +( {JJ}),
N~~~ cs
>0

demodoque h e Ry (S —{x}). Assim TC (S,z) CRL (S —{z}).

4) Logo, TC (S,z) =Ry (S —{ z }), que é convexo: com efeito,seu € Ry (S —{ z })
eveERL (S —{x}), entdo existem dois elementos y € S e z € S, assim como
dois reais A > 0 en >0, tais que u = A (y —x) e v = (2 — x). Logo,

A

utv=A+n)(0y+1—-0)z—z) ; Ozm

€(0,1) .

Ora, S é convexo, de modo que 0y + (1 — 0) z € S e, por conseguinte, u + v €
Ry (S—{x}). Resulta da proposi¢ao 5.6.2 que Ry ( S —{ 2 }) é um cone
convexo. Logo, Ry (S —{ « }) também ¢é convexo (Cf. proposi¢ao 5.2.9). O
resultado é completado pela proposicao 5.6.8.
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Por vezes é tutil utilizar a caracterizagao seguinte dos vetores tangentes:

Proposigao 5.6.10. Sejam S C V um conjunto nao-vazio e x € S. Seja h €
V. Entao h € tangente a S no ponto x se e somente se existem trés seqiiéncias
{an b, en CR {zn b, enCVe {hat},cn CV tais que

(i) apn>0ea, —0emR,
(i) z, -z emV,

Ty — X

(iii)

—0emV,
Qg

(iv) hp, = hemV,

(v) vneN:z, +a,h,eSH

. Tp — T ~ ~
Prova. (=) Basta considerar h, = —" e zp = x. Temos z,, — x em V,
Qn
Tp—T ~
=0—0emV,h, —hemV,VneN:z,+a,h, =2, €8.
o2

(<=) Basta considerar =,, = 2, + ayhy,. Temos { Z, }, .y C S e

Ty =xp+anhy, >z +0h=xemV ; In 7% _ zn_x+hn—>0+h:hemv.
anp anp

Definigao 5.6.11 (vetor normal). Seja S C V' um conjunto nao-vazio e seja x € S.
Seja p € V.. Diremos que p € normal a S no ponto x (ou simplesmente "em x") se
e somente se h é um elemento do cone normal a TC (S, x):

*
peTC(S,x)".
A reuniao de todos os vetores normais a S em x € o cone normal a S em x:

NC (S,z)=TC (S,z)". &

Temos:
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Proposigao 5.6.12. Seja S C V wm conjunto nao vazio e seja x € S. FEntdo
NC (S,z) é um cone convezo fechado e TC (S,xz) C NC (S,z)". Se, além disto, S
¢ convero, entido TC (S,x) = NC (S,z)" e NC (S,x)=(S—{z} )", isto ¢,

NC(S,z)={peV | (py—2)<0,VyeS }. N

Prova.

1) A proposigao 5.6.4 mostra que NC (S, x) é um cone convexo fechado. TC (S, z) C
NC (S,z)" resulta da proposi¢ao 5.6.5.

2) Se S é convexo, a proposi¢ao 5.6.9 mostra que T'C' (S,x) é um cone convexo
fechado e a proposi¢ao 5.6.5 mostra que TC (S,z) = NC (S, x)".

3) Seja p € NC (S,z). Entéo (p, h) < 0, para todo h € TC (S,z). Para h €
Ry (S—{=x}), temos

Alp,y—2z)<0,VyeS, A>0.

Utilizando esta desigualdade com A = 1, obtemos (p, y —z) <0,V y € 5, de
modo que

NC(S,z)c{peV | (py—2)<0,VyeS } .

4) Reciprocamente, seja p € V tal que (p, y — ) <0,V y € S. Temos entdo
AMp,y—2)<0,VyeS, A>0,

de modo que (p, h) <0,Vh e Ry (S —{x }). Ora, paratodo h € TC (S, ),
existe uma seqiiéncia { h, }, oy C Ry (S —{ 2 }) tal que h,, — h em V.
Como (p, hy) < 0 para todo n € N e (p, h,) — (p, h), temos (p, h) < 0.

Assim
{peV | (py—x)<0,VyesS }CNC(Sz) .

5) Asduas inclusoes mostram que NC (S,2) ={peV | (p,y—z)<0,Vye S }.



Capitulo 6

Funcionais em Espacos de
Hilbert

A nocao de funcional é central na Anélise Convexa e ja foi introduzida em 4.4,
onde estudamos as propriedades dos funcionais lineares e demonstramos um dos
resultados fundamentais - o teorema de representacdo de Riesz. Neste capitulo,
retomaremos o estudo dos funcionais, explorando as conexoes entre a teoria dos
conjuntos - sobretudo convexos - e os funcionais. A conexao essencial é obtida as-
sociando a cada funcional um conjunto particular: seu epigrafo. Veremos entao que
as propriedades do epigrafo definem as propriedades do funcional, o que sera obtido
usando os resultados do capitulo precedente. Lembremos que um funcional é uma
aplicacao transformando os elementos de V' em ntmeros reais. Como ja observamos,
tais funcionais representam uma energia ou um trabalho e desempenham um papel
essencial em nossa teoria.

Por comodidade - sugerida pela préatica - consideraremos também valores infini-
tos e utilizaremos as notagoes

R=RU{+00, — oo} ; R" = RU {+00}

e consideraremos doravante que um funcional é uma aplicacio J : V — R. Este
artificio permitird unificar o tratamento dos funcionais, considerando sempre que
p dominio é V .Para os funcionais definidos somente sobre uma parte de V', digamos
em S CVeld:S — R, podemos considerar sua extensao a todo espaco V' dada
por

Je(w)=J() , se ueS ; Jo(u)y=400, se ug¢gs . (6.1)

Uma tal extensao preserva todas as minoracoes de .J, assim como seus pontos e
valores de minimos locais sobre S. Veremos que ela traz também outras vantagens,
tais como a determinacao de multiplicadores de Lagrange ou de forgas em vinculos.
Quando necessario, retomaremos a restricao de J, a S através da nogao de dominio
efetivo, isto é, da parte de V onde J, toma valores finitos.
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A introdugdo de valores infinitos nos obriga a definir regras de operagao para
esses valores:

VezeR:z+ (+o0) = (+0)+x =400 ¢ =+ (—00) = (—00) +z = —00
VeeR:z—(+o0)=—(+0)+ax=—-00 € —(—00) = —(—00) + & = +0
Va>0:z (+o00)=(4+00).x =400 e z.(—00) = (—00).x = —00
Va<0:z (+00)=(+00).2x=—-00 e z.(—00) = (—00).x =400

0.(+00) =0.(—00) = (+00) .0 = (—00).0=10
(+00) . (+00) = 400 ; (=00) . (=00) = 400 ; (=00) . (+00) = (+00) . (—00) = —00
(+h00) + (+00) = +00 3 (=00) + (~00) = —o0
As expressoes (+00) — (+00), (—00) — (—0), (—00) + (+00), (+00) 4+ (—00) sdo
indeterminadas. Utilizaremos também as relagoes de ordem:

—c0o<+40 ; VeeR:z<4+0exr>—x.

6.1 Nogoes Fundamentais

No que segue, manipularemos subconjuntos de V' x R. Nao examinaremos aqui
todas as propriedades deste tltimo conjunto. Lembremos somente que, para a € R;
(u, \) e V. xRe (v,n) €V xR, definimos

(uy, \)+ (v, n) = (u+v, A\ +1n); a(u, A) = (au, ad) .

De maneira anéloga, se (u, v) é o produto escalar entre u e v, definido em V|

( (uv )‘)’ (v, 77) ):(uv v)+>\77
é o produto escalar sobre V xR. Se V' é um espaco de Hilbert, entao estas definigoes
tornam V x R um espago de Hilbert. Por exemplo, temos:

Lema 6.1.1. Seja V um espago de Hilbert. Entao L : V x R — R é um funcional
linear e continuo se e somente se existem p € V e a € R tais que L((v, n)) =
(p, v) +an para todo (v, n) €V xR. A

Prova. Basta aplicar o teorema de representacao de Riesz. m

Como observamos precedentemente, a conexao fundamental entre os funcionais
e os conjuntos é feita através da nogao de epigrafo:
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Definigdo 6.1.2 (epigrafo). Seja J : V. — R um funcional. O epigrafo de J € o
conjunto

epi(J)={ (u, ) eV xR | J(u)<Ax }. 1

Lembremos que

Definicao 6.1.3. Sejam J : V — R eI :V — R dois funcionais. Diremos que
I<J, isto é, que I € um minorante de J, se e somente se I (u) < J(u) para todo
uveV.

Uma das propriedades tuteis do epigrafo é a seguinte:

Lema 6.1.4. Sejam J:V — R eI:V — R dois funcionais. Entio I < J se e
somente se epi (J) Cepi(l). R

Prova. ( = ): suponhamos que epi(J) ¢ epi (I). Entao existe (u, ) € epi (J)
tal que (u, \) ¢ epi (I). Temos entdo

Jw) <X e A<I(u).

Como I (u) < J (u), temos A < I(u) < J (u) < A. Assim, A < A, o que é absurdo.
( <= ): suponhamos que existe u € V tal que J (u) < I (u). Entao existe A € R
tal que J(u) < A < I(u). Mas entdo (u, A) € epi(J). Como epi(J) C epi(l),
(u, A) € epi(I), de modo que I (u) < A. Mas entdo A < I(u) < Ae A <A, oqueé
absurdo. m

Uma outra propriedades ttil é a seguinte:

Lema 6.1.5. Seja J : V — R um funcional. Seja v € V. Entdo existe X € R tal
que (u, \) € epi (J) se e somente se J (u) < +oo. B

Prova. ( = ): suponhamos que existe A € R tal que (u, \) € epi(J). Entao
J(u) < X € R, de modo que J (u) < 400. ( <= ): suponhamos que J (u) < +o0.

Entao A € R tal que J (u) < A, o que implica (u, \) € epi(J). m

Utilizaremos também os resultados seguintes :

Lema 6.1.6. Seja J : V — R um funcional. Seja u € V. Entdo (u, \) € epi (J)
se e somente se (u, ) € epi (J) para todon > X. B
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Prova. ( = ): suponhamos (u, A) € epi(J) e n > A. Entao J(u) < A < 7,
de modo que (u, n) € epi(J). (<= ): (u,n) € epi(J) para todo n > A. Entao

1
(u, A+ ) € epi (J) para todo n > 0. Assim,
n

1
Vn>0: J(u)ﬁ)\+ﬁ

e, para n — +o00, temos J (u) < A\, de modo que (u, A) € epi (J). ®

Lema 6.1.7. Seja J:V — R um funcional. Entdo

epi(J)=@ = J=+00 ; epi(J])=VxRe=J=-cc . N

Prova. A primeira equivaléncia resulta do Lema 6.1.5. A segunda resulta de:
J(@)=—-c0<= J(@) <A\ VAER<= (z, \) €epi(J),VIER.

Assim, J(z) = —oo se e somente se {x} x R C epi(J), de onde o resultado
enunciado. m

Enfim, utilizaremos a seguinte caracterizagao dos epigrafos:

Lema 6.1.8. Seja S CV x R um conjunto. Entdo S = epi(J) se e somente se
YVueV : SNn({u} xR) e€{ {u} x[a, +0[:a e R}U{ @, {u} xR}.
Neste caso,

J (u) = 400 se e somente se SN ({u} xR) =g ;

J (u) = —oo se e somente se SN ({u} xR) ={u} xR ;
J(u) =a see somente se SN ({u} xR) ={u} x[a, +00f .M

Prova. ( = ): suponhamos que S = epi (J). Entdo
SN{u} xR)={ (u, A) |[AeReJ(u) <A }.
Se J (u) = +00, entdo ndo existe nenhum A € R tal que J (u) < A, de modo que
SN ({u} x R) = @. Reciprocamente, se SN ({u} x R) = &, entdo J (u) > A, para
todo A € R, de modo que J (u) = +00. Assim,

J(uw) =40 = SN{u} xR)=2 .
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Se J (u) = —oo, entao J (u) < A para todo A € R, de modo que SN ({u} x R) =
{u} x R. Reciprocamente, se SN ({u} x R) = {u} x R, entao J (u) < A, para todo
A € R, de modo que J (u) = —oco. Assim,

J(u)=-00 <= SN{u} xR)={u} xR .

Se J(u) =a € R, entdo J (u) < A<= a < A, de modo que SN ({u} xR) =
{u} x [a, + oo[. Reciprocamente, se SN ({u} x R) = {u} X [a, + oo[ ent@o, por um
lado, J (u) < a, e, por outro lado, n < a = (u, n) ¢ epi (J) = J (u) > n. Assim,
n < J(u) < a, para todo n < a. Tomando o limite n — a, resulta que J (u) = a.

Assim,
J(w)=a <= SN {u} xR) ={u} x[a, +o0f

( <= ): suponhamos que

VueV @ SN{u} xR) €{ {u} x[a, +o0[:aecR}U{ &, {u} xR}.
Neste caso, podemos definir J : V' — R como indicado no enunciado, isto &,
J(u) =400 se esomente se SN ({u} xR) =g ;

J(u) = —oo se e somente se SN ({u} xR)={u} xR ;
J (u) = a se e somente se SN ({u} x R) = {u} x [a, + o0

Seja (u, A) € S. Entao SN ({u} xR) # @. Se J (u) = —o0, entdo A > J (u) e
(u, A) € epi (J). Se J (u) =a € R, entdo SN ({u} x R) = {u} x [a, + oo[, de modo
que A € [a, +oof: assim, A > a = J (u) e (u, A) € epi (J). Logo, S C epi (J).

Seja (u, A\) € epi(J). Entdo A > J(u), de modo que J(u) < 400 e SN
({u} xR) # @. Se J(u) = —oo, entdo SN ({u} xR) = {u} xR e (u, A) €
SN{u} xR) C S. SeJ(u) =a € R,entao A > ae SN({u} x R) = {u}x[a, + oo,
de modo que (u, A) € SN ({u} x R) C S. Logo, epi (J) C S.

Assim, S Cepi(J) e epi (J) C S, de modo que epi (J) =S5. m

Também é possivel definir um funcional a partir de seu epigrafo:
Definigao 6.1.9 (S-funcional). Seja S CV x R um conjunto. Seja
Su)y={AeR:(u, \)eS}.

Para todo uw € V, S(u) € um_subconjunto de R, eventualmente vazio. O S-
funcional € o funcional Jg : V — R definido por

Js (u) =inf S(u) ,seS(u)#<g ; Jsu)=400,seSu)=90 .

Temos entao:
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Proposicao 6.1.10. Seja S C V x R um conjunto e Jg : V. — R o S-funcional.
Entao Jg € um funcional. Além disto

(i) S Cepi(Js).

(i) Js (u) < +o00 <= S(u) # @

(iii) epi(Js) ={(u, \) e VxR: S(u) # 2 e A >inf S(u) }.

(iv) Se S é convexo, entao Jg € convexo (Cf. definicao 6.2.1).

(v) SeI:V — R éum funcional tal que S C epi(I) entio I < Jg.

(vi) Se I:V — R é um funcional tal que S C epi(I) entdo epi(Js) C epi(I).

(vii) dom (Jg)={uweV: S(uw)#2} 1

Prova.

1) Js é evidentemente um funcional, pois toma valores em R.

2) Prova de (i): seja (u, A\) € S. Entao A € S (u), de modo que, por um lado,
S (u) # @ e, por outro lado, A > inf S (u) = Jg (u). Assim, (u, A) € epi(Js).

3) Prova de (ii): Suponhamos Jg (u) < +00. Se S (u) = @&, a definicio de Jg (u)
mostra que Jg (u) = +00. Temos entéo Jg (u) < 400 e Jg (u) = +00, 0 que é
absurdo.Assim, Jg (u) < o0 = S (u) # <.

Suponhamos S (u) # @. Entdo existe A € R tal que A € S(u). Logo, inf
S(u) < A, isto &, Jg (u) < A. Entao (u, \) € epi(Js) e Jg (u) < +oo (Cf.
Lema 6.1.5). Temos entdo S (u) # @ = Js (u) < +oo.

4) Prova de (iii): E imediato que
{(u, \) eV xR: S(u)#@e>inf S(u) } Cepi(Js).

Seja (u, A) € epi(Jg). Entdo Jg (u) < +0o(Cf. Lema 6.1.5) e (ii) mostra que
S (u) # @. Assim,

epi(Js) C{(u, \) e VxR: S(u)#2eA>inf S(u) }.
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5) Prova de (iv): sejam u, v € V ; M, N € R tais que Jg (u) < M e Jg (v) < N.
Entéo S(u) # @ e S(v) # @. Se A > M para todo A € S (u) entdo temos
Jg (u) > M, de modo que M > M, o que é absurdo. Logo, existe A € S (u) tal
que Js (u) < XA < M. De maneira analoga, existe A € S (v) tal que Jg (v) <
n < M. Assim, (u, A) € Se (v,n) €S. Como S é convexo:

VOe0,1): But+(1—0)v,0A+(1—0)n) €S .

Resulta que, por um lado, S (Qu + (1 — 0)v) # & (pois A+ (1 —0)n € R) e,
por outro lado,

Voe(0,1): Js(u+(1—-0)v) <N+ (1-0)n<OdM+(1-0)N,

de modo que Jg é convexo.

6) Prova de (v): sejam Jg é um funcional tal que S C epi(I). Seja u € V. Se
S (u) # @, entdo Jg (u) = +oo > I (u). Suponhamos agora que S (u) # &.
Entao

AeS(u)= (u, \) €S = (u, A) € epi(l) = I (u) <A\

Assim, I (u) € um minorante de S (u) e temos

I(u) <inf S (u) = Jg (u).

7) (vi) resulta do Lema 6.1.4.
8) (vii) resulta de (ii).
[

Os itens (v) e (vi) do teorema mostram que Jg é o maior funcional cujo epigrafo
contém S.

Outras nogoes importantes sao as seguintes:

Definicao 6.1.11 (dominio efetivo). Seja J : V — R um funcional. O dominio
efetivo de J € o conjunto

dom(J)={uweV |Ju)<+oo }. N

Notemos que dom (J) pode conter pontos onde J assuma o valor —oo.
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Definigdo 6.1.12 (funcional proprio). Seja J : V — R um funcional. J é proprio
se e somente se J nao assume o valor —oco e dom (J) # . M

Notemos que um funcional préprio nao assume o valor —oo. A classe dos funcio-
nais proprios apresenta um interesse particular: podemos interpretar um funcional

proprio como sendo a extensao a RY de um funcional definido sobre uma parte de
V, como J, acima definido (Eq. (6.1)). Temos

Lema 6.1.13. Seja J : V. — R um funcional. J € proprio se e somente se
dom (J) # @ e J (u) € R para todo v € dom (J). B

Prova. Basta notar que J nao assume o valor —co <= J (u) € R para todo
u€dom(J). m

6.2 Funcionais Convexos

A classe dos funcionais convexos desempenha um papel central em nossa teoria:

Definicao 6.2.1 (funcional convexo). Seja J : V — R um funcional. Diremos que
J € convezro se e somente se

Vu,veV ; M, NeR tais que J(u) < M e J(v) < N ;
0e(0,1) : JOu+(1—-0)v) <M+ (1—-6)N. R

Quando J toma somente valores finitos, utilizaremos também a defini¢ao se-
guinte:

Definicao 6.2.2 (funcional estritamente convexo). Seja J : V — R um funcional.
Diremos que J € estritamente convexo se e somente se

VYuveV ;0€(0,1) : JlOu+(1—-0)v)<0J(u)+(1—-0)J(v) . R
Temos:

Proposigao 6.2.3. Seja J : V. — R um funcional que nio assume o valor —oo
(por exemplo, um funcional proprio). Entao J é convexo se e somente se

VuveV;0€(0,1) : JOu+(1—-0)v)<0J(u)+(1-0)J(v). B
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Prova. Como J nao assume o valor —oo, J (u)€ RU {400} para todo u € V.

1) Suponhamos J convexo. Em todo ponto onde J (u) e J (v) sao finitos, podemos
tomar M = J (u) +1/ne N =J (v) + 1/n. Temos entao

Voe(0,1) : JOu+1—-0)v)<bJ(u)+(1-0)J(v)+1/n.
Passando ao limite para n — 400, resulta
vVoe(0,1) : JOu+(1—-0)v)<0J(u)+(1-6)J(v) .
Se J (u) ou J (v) é infinito, entao 6.J (u) + (1 — 6) J (v) = +0o0, de modo que
Ve (0,1) : JOu+(1—-0)v)<+4oo=0Ju)+(1-6)J(v) .
Assim,

VuveV;0e(0,1) : JOu+(1—-0)v)<0J(u)+(1—-06)J(v).

2) Suponhamos
Vu,veV;0e€(0,1) : JOu+(1—-0)v) <0J(u)+(1—-0)J(v).

Sejam u, v € V ; M, N € R tais que J(u) < M e J(v) < N e 6 € (0,1).
Entao

JOu+(1—-0)v) <O0J(u)+(1—-0)J(v) <OM+(1—-6)N.

Temos também :

Proposigao 6.2.4.

J— n
(i) Se J : V — R € convero préprio e u = > Au; € uma combinagdo convera
i=1

finita de elementos de V', entao J( > )\iui) < S0 T (w) -
i=1 i=1

(ii) Se J:V — R € convero préprio e a > 0 , entdo aJ é convexo proprio.

(iii) Toda soma finita de funcionais convexos proprios é convexo.
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(iv) Se{ Jn }, ¢ n € uma seqiiéncia de funcionais convexos tal que¥ u € V : Jp, (u)
— J (u) entao J € convezo.

(v) Se{ Jx }\ ¢ o € uma familia de funcionais convexos, entio J (u) = sup {Jy (u) :
A € A} é convezo.

(vi) Se J:V — R é convezo entdo dom (J) é convexo.
(vii) Se J:V — R € convero e nao € proprio, entio J = —oc sobre int (dom (J)).

(viii) Se J : V — R € convexo e existem uw € V e e > 0 tais que J (u) > —oco e
sup{ J (v) : v € B (u)} < 400 entdo

a) J € proprio;

b) int (dom (J)) # @;

¢) para todov € int (dom (J)) existe § > 0 tal quesup{ J (w) : w € Bs (v)} <
+00;

d) J é continuo em cada ponto de int (dom (J)). B

Prova.

(i) A prova é feita por indugao, de maneira analoga a do Lema 5.3.4 (indugéo finita):
a desigualdade é imediata para n = 1, pois neste caso A\; = 1 (lembremos que
n
temos Y, A; = 1 em toda combinagao convexa). Suponhamos a desigualdade
i=1
valida para toda combinagao convexa de n elementos de V' e consideremos uma
combinagao convexa de n + 1 elementos de V:

n+1 n+1

w= N, Y AN=1,%20(@G=1..,n+1).
i=1 =1

Se A\p41 =1, entao u = u,41 € a desigualdade é imediata.Suponhamos A\, 11 #
1. Entao A,41 < 1 e temos

Ai

:mZO, Z,ui:179:17)\n+1€(0,1).

=1

Hi

Assim, por um lado (hipotese de indugao),

i=1 i =1

e, por outro lado, dado que J é convexo,

J ((1 — 9) zn: HiU; + 9un+1) < (1 — (9) J <zn: ,inui) + 0J (un+1).
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Logo,
n+1 n+1
J (Z /\iui> < Z i (ug)
i=1 i=1

o que prova a desigualdade para toda combinagao convexa de de n + 1 ele-
mentos de V.

(ii) Seja u € V. Se u € dom (J) # @, entdo J (u) < +oo. Como J é proprio,
J(u) > —oo. Assim, J(u) € R e (aJ) (u) = aJ (u) € R. Logo dom (J) C
dom (o). Se u ¢ dom (J), entdo J (u) = +oo e (a) (u) = aJ (u) = +o0.
Assim,

(a])(u) eR,seuedom (J) ; (af)(u) =400, seu¢dom(J).

Logo a.J é proprio.

n
(iii) Sejam Jp, ..., J, n funcionais convexos proprios e J = Y. J;. Notemos
i=1
inicialmente que

VueV,lSiSn:Ji(u)>—oo:>J(u)=ZJi(u)>—oo.
i=1

Sejam u,v € V e 8 € (0,1). Entéo, para 1 <i <mn,
Ji(Qu+(1—=0)v) <0J;(w)+(1-06)J;(v) ,

de modo que

n

ZL(@H@—&)@SQZ Ji(u)+(1—a)z Ji (v)

i=1
isto é,
JOu+ (1-0)v) <0J (u)+ (1—0)J(v)
e o resultado segue da proposicao 6.2.3.
(iv) Sejam w,v € V ; 8 € (0,1); M, N € R tais que J(u) < M e J(v) < N.
Consideremos ¢ > 0 tal que J (u) < M —e < M e J(v) < N—e < N. Entao
dngeN:n>ng=J,(u) <M —-¢c e J,(v) <N —¢.
Assim
n>ng=J,Ou+(1—-0)v) <M+ (1-0)N —e.

Passando ao limite para n — +o00, vem

J(Ou+(1—0)v)<OM+(1—0)N —e<0M+(1—6)N.



162

(v) Sejam uw,v € V ; 6 € (0,1); M, N € R tais que J(u) < M e J(v) < N.
Consideremos € > 0 tal que J (u) <M —e <M e J(v) < N—e < N. Entéo

VAeA: h(u)<M—ec e Ja(v) <N —¢.

Assim
VAeA: Hh(u+(1—-0)v) <M+ (1-0)N —e.

Tomando o supremo para A € A:

JOu+(1—0)v)<OM+(1—0)N —e<6M+(1—0)N.

(vi) Sejam u,v € dom (J) ;6 € (0,1). Entao existem M, N € R tais que J (u) < M
e J(v) < N. Assim,

JOu+(1-0)v) <M+ (1-0)N < +oo,

de modo que fu+ (1 —0)v € dom (J).

(vii) Para que J ndo seja proprio, ele deve satisfazer uma das duas condigbes
seguintes: dom (J) = @ ou existe u € V tal que J (u) = —oo. O resultado
é imediato se dom (J) = @. Suponhamos que existe u € dom (J) tal que

J(u) = —oo. Seja v € int (dom (J)). Entao existe e > 0 tal que B (v) C
int (dom (J)). Ora, existe ng > 0 tal que

1
n>ng= —||v—u| <e.
n

1
Assim, para tg = —, wo = v + to (v — u) verifica
o
| wo—u || <e= wy € B (v) Cint(dom(J)).

to
1+
J (v). Como —n > J (v), a definigao de convexidade mostra que

Seja 0 = € (0,1). Entdo v = Ou+ (1 —0)wy. Sejam n € Ne M >

J)y=JOu+(1-0)v)< —On+(1—-6)M.
Fazendo n — +00, obtemos J (v) = —oo. Assim, J = —oo sobre int (dom (J)).

(viii.a) Suponhamos que J néo é proprio. Como u € dom (J), temos dom (J) # &.
Mas ent@o (vii) mostra que J (u) = —oo, o que é absurdo, pois J (u) > —oo.
Assim, J é proprio.
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(viii.b) Seja M =sup{ J (w) : w € B. (u)}. Temos
vE€ B:(u) = J () <M < +o0o=v €dom(J) .

Resulta que B (u) C dom (J) e u € int (dom (J)). Assim, int (dom (J)) # &.

(viii.c) Seja F'(v) = J(v+wu). Entdo F' : V — R é um funcional convexo e
dom (F) = dom (J) — { v }. Além disto, sup{ F'(w) :w € B-(0)} = M <
+00, de modo que B.(0) C dom(F) e 0 € int(dom(F)). Seja v €
int (dom (J)). Entdo © = v —u € int(dom (F)) e existe v > 0 tal que
B, (9) C int(dom (F')). O Lema 6.1.13 mostra que J (v) € R, de modo que
F (0) € R. Seja

n=min{ y,e}.

Existe ng > 0 tal que
1
n>ng= —||0||<n.
n

1
Assim, para tg = —, wo = (1 +to) 0 verifica
ng

| @ — 3 || <n ==y € B, (¥) Cint(dom (F)).

Sejam 6 = € (0,1), 6 =(1—-0)n <mn. Entao B;(0) C B, () C

1++1o
int (dom (J)). Além disto, para todo w € V', temos
w=0wy+ (1 —-0)s, s= (lf:;))
Ora,
fw=0|<d= |s]< =n<e
(1-0)

Assim, F'(s) < M e
lw—0]<d= F(w)=F@wy+ (1—-0)s) <OF (w)+ (1 —6)F (s),
de onde

|w—7| <6= F(w)<0F (@) +(1—0)M

sup{ F (w) : w € Bs (0)} < OF (o) + (1 — ) M < +o0 .

Resulta que wg + u € int (dom (J)) (pois wg € int (dom (F))) e

sup{ J(w):w € Bs (v)} <OJ (g +u)+ (1 —60) M < 400 .
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(viii.d) Basta mostrar que F' é continua em 0. Resulta que J é continua em u e, de
(viil.c), em todo v € int (dom (J)). Sejam v > 0 e 6 € (0,1) tal que 20M < v,
0 = 0e < e. Entéao, para todo w € V,

w
-0 = —
w S, S 7

Assim,
lwl<é= |sl<s=c=Fls)<M
Utilizando que w = (1 — 6) 0 4 0s, temos
[wl<d= F(w)<(1-0)F(0)+0F(s) <(1-0)F(0)+06M,
de modo que

|w| <= F(w)—F(0)<0(M—F(0))<20M < .

Por outro lado, seja

1

a=15€010 5 0=owt(d-a)(=s) ; | —sf=]sl<e

de maneira que

FO)<aF(w)+(1-a)F(s)<aF(w)+(1—a)M

F(o)_F(w)g(1_a)(F(o)_M)32<1_a)M:2$Mg29M.

Logo,
lwll<5= | F(w)~F(0) | <20M <v

e I' é continua em 0.

Enfim, existe uma relagao entre a convexidade do epigrafo e a do funcional:

Teorema 6.2.5. Seja J : V — R um funcional. Entio sio equivalentes:
(i) J é convezo
(ii) epi(J) € convexo.

(i) S={ (u, ) eV xR : J(u) <A} € convezro. R
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Prova.

1) Mostremos que (i) = (ii): Suponhamos J convexo. Sejam (u,\) € epi(J),
(v,p) € epi (J), 6 € (0,1). Temos entdo, para todo n > 0

Jw)<A<AMneJ W) <p<ptn= JOu+(1-0)v) < Or\+(1—0)pu+n.

Assim, (Qu+ (1 —0)v, OA+ (1 — ) u+n) € epi(J) para todo n > 0. Logo,
Ou+(1—=0)v, OA+ (1 —0) u) € epi (J)(Cf. Lema 6.1.6).

2) Mostremos que (ii) = (i): Suponhamos epi (J) convexo. Sejam u, v € V;
0 €(0,1); M, N € R tais que J (u) < M e J (v) < N. Entao existe ng > 0 tal

que
1 1

n>ng=Ju)<M-—<Me Jw)<N—-—<N.
n n

Assim,
1 . 1 .
n>ng = (u, Mn) cepi(J), (1}, Nn) cepi(J) .
Como epi (J) é convexo, temos

n>nyg = <9u+(1—9)v, OM + (1 —0)N —;) cepi(J) .

Logo
1
n2n0:>J(9u+(1—0)v)§9M—|—(1—9)N—g<9M+(1—9)N,
de modo que J é convexa.

3) Mostremos que (i) = (iii): Sejam (u, M) € S e (v, N) € S. A defini¢do 6.2.1
mostra que:

voe(0,1): JOu+(1—-0)v)<OM+ (1—-6)N.

Logo,
Voe0,1): u+(1—-0)v,0M+(1—-0)N)e S

e S é convexo.

4) Mostremos que (iil) = (i): sejam v, v € V ; M, N € R tais que J (u) < M e
J (v) < N. Entdo (u, M) € Se (v, N) € S. Como S é convexo,
(

Voe(0,1): But(l—0)v,0M+(1—0)N)eS,

isto é
voe(0,1): JOu+(1—-0)v) <M+ (1—-60)N

e J satisfaz a defini¢do 6.2.1.
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Utilizaremos também as nogoes seguintes:

Definigao 6.2.6. Seja J : V. — R um funcional. Diremos que J é concavo se e
somente se —J € convexo. B

6.3 Funcionais Semicontinuos

Outra classe fundamental é aquela dos funcionais semicontinuos.

Definigdo 6.3.1 (lim inf e lim sup). Seja J : V — R um funcional e seja u € V.
Para € > 0, consideramos

Bl(u)=B:(u) ~{u}={veV [0<[[v-ul<e}
e definimos
liminf J(u) =sup{ inf{ J(v):ve B (u)} :e>0},

limsup J(u) =inf{ sup{ J(v):v€ B (w)} :e>0}. M
Temos:

Proposigao 6.3.2. Sejam
Jing (€) = inf{ J():ve Bg (u)} 5 Jsup () = sup{ J():ve Bg (u)}
FEntao

liminf J(u) = liI(I)l+Jinf (e) , limsup J(u)= lir(rJlJszup (e) . 1
e— s

Prova. Basta notar que 0 < n < ¢ = Bg (u) € BY (u). Assim e — Ji () &
decrescente enquanto que € — Jgp (€) € crescente. Resulta que

liI(I)l+Jinf (e) =sup{ Jins(e) : >0} e li%lJszup (e) =inf{ Joup(e) : e>01} .
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Proposigao 6.3.3. Seja { un }, ¢ y wma seqiéncia tal que u, — u emV e u, # u,
V n € N. Entao,

liminf J(u) < lirn+ (inf{ J(ux) : k>n})
< limJr (sup{ J (ux) : k>n}) <limsup J(u) .

Se, além disto, J (u,) — M, entéo

liminf J(u) <M <limsup J(u) . B

Prova. Como u, — u em V, para todo € > 0, existe ng € N tal que
n>ng=0<||u,—ul<e.

Resulta que
n Z ng — Jinf (5) S J<un> S Jsup (E) . (62)

Assim,
n>ng = Jin(e) <inf{ J(ug) : k>n}<sup{ J(ur) : k>n} < Jgp(e),

de modo que,

Ve>0:Jnt(e) < lim+ (inf{ J(ug) : k>n})
< hm+ (sup{ J (ux) : k>n}) < Joup (¢).

Como € > 0 é arbitrario, temos
liminf J(u) < lim+ (inf{ J(ug) : k>n})

< lim+ (sup{ J (ug) : k>n}) <limsup J (u) .

Se J (un) — M, entdo podemos passar ao limite na Eq. (6.2), obtendo:
Ve>0:Jine(e) <M < Jgyp (€).
Como ¢ > 0 é arbitrario, temos

liminf J (u) < M <limsup J(u) .

Algumas propriedades uteis de liminf e do lim sup sdo dadas no lema abaixo:

Lema 6.3.4. (i) limsup J (u) = —liminf (—J (u)).
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(ii) Se o >0, entdo liminf aJ (u) = aliminf J (u).

(iii) Se @ >0, entdo limsup oJ (u) = alimsup J (u).

liminf J; (u).
1

(iv) liminf <i£jlji> () >

(2

[INgE

(INgE

limsup J; (u).
1

K2

) tmsup (5 7)<

(vi) para todo € > 0 : inf{

J() s lv-ul<e} = min{ J(u), Jin () } <
min{ J (u), liminf J(u)

v <

}.

(vii) para todoe > 0 :sup{ J(v) : |[v—ul <e} =max{ J(u), Jap (e) } >
max { J (u), limsup J(u) }.

(viii) liminf J (u) <limsup J (u) .

(ix) Sel(v) < J(v) paratodov € V entioliminf I (u) < liminf J (u) e limsup I (u) <
limsup J (u) para todouw eV . B

Prova.

(i) Temos
inf{ —J(v):veBl(u)}=—sup{ J(v):veB(u},

de modo que
inf { sup{ J(v):veB(u)} : >0}

=inf{ —inf{ —J(v):veEB(u)} :e>0}.

Ora,
inf{ —inf{ —J(v):veB(u)} : >0}

=—sup{ inf{ J(v):veB(u)} :e>0}.

Assim,
inf{ sup{ J(v):veBY(u)} : >0}

= —sup{ inf{ J(v):veB(w)} : >0},

de onde o resultado enunciado.
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(if) Como a > 0, temos inf { aJ (v) : v € B? (u)} = ainf { J (v) : v € B? (u)}, de
modo que

liminf J(u) =sup{ ainf{ J(v):v € B2 (u)} : >0}
Utilizando novamente que a > 0:

liminf J(u) = asup{ inf { J(v) :v e B (u)} : €>0} =aliminf J(u).

(iii) Temos liminf (—aJ (u)) = aliminf (—J (u)), de onde o resultado enunciado.

(iv) A prova é feita por indugdo finita: a desigualdade é imediata para n = 1.
Suponhamos entao a desigualdade vélida para n > 0 e mostremos a validade
para n + 1. Sejam

n+1 n
i=1 i=1

Temos
inf { I,, (v) + Jn41 (v) ;v € B (w)} > inf{ I, (v):v € B (u)}
+inf { Jo41 (v):v € B2 (u)}
de modo que
In+1,inf (5) Z In,inf (5) + Jn+1,inf (5) .

Passando ao limite para € — 0+ nesta expressao, obtemos:

liminf Ip,4q (u) > liminf I, () + liminf J, 44 (u) .

Ora, a hipotese de inducao mostra que

liminf I, (u) > Z liminf J; (u),

1 =1

de maneira que
n+1
liminf T4 (u) > Z liminf J; (u) .

=1
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(v) Temos

lim inf (— Z Ji> (u) > Z liminf (—J; (u)),

i=1
de onde o resultado enunciado.
(vi) Basta notar que B. (u) = B? (u) U{ u }. Assim,

inf{JW): |v—ul| <e}=min{ J(u), Jint(e) }.

Como ¢ — Jinr (€) é decrescente, temos Jins (€) < liminf J (u), de onde o
resultado enunciado.

(vii) De maneira anéloga,

sup{ J(v) = [v—ul <e}=max{J(u), Jup(e) }.
Como € — Jgyp (€) € crescente, obtemos o resultado enunciado.

(viii) Temos
Ve>0:inf{ J(v):veB(w)} <sup{ J(v):veBu},

de modo que
Ve >0: Jyur (6) < Jsup (5)

Tomando o limite para ¢ — 0+ nesta desigualdade, obtemos o resultado
enunciado.

(ix) Temos
Ve>0:inf{I(v):veBl(u)} <inf{ J(w):veB(u},

de modo que
Ve > 0: Iing (€) < Jing (€)

Assim, liminf I (u) < liminf J (u). De maneira analoga,
Ve>0:sup{I(v):veBl(u)} <sup{ J(v):veB(u)},

de modo que
Ve >0 Igyp (&) < Jsup (€)

e limsup I (u) < limsup J (u).
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Defini¢do 6.3.5 (funcional sci ou scs). Seja J : V. — R um funcional e sejam
ueV,ScCV.

(1) J € semicontinuo inferiormente no ponto u (abreviadamente, sci em u) se e
somente se J (u) < liminf J (u);

(ii) J € semicontinuo superiormente no ponto u (abreviadamente, scs em u) se e
somente se J (u) > limsup J (u);

(iii) J € semicontinuo inferiormente sobre S (abreviadamente, sci sobre S) se e
somente se J € semicontinuo inferiormente em todo ponto de S.

(iv) J é semicontinuo superiormente sobre S (abreviadamente, scs sobre S) se e
somente se J é semicontinuo superiormente em todo ponto de S.

[©N

(v) J € semicontinuo inferiormente (abreviadamente, sci ) se e somente se J
semicontinuo inferiormente sobre V.

(vi) J € semicontinuo superiormente (abreviadamente, scs ) se e somente se J é
semicontinuo superiormente sobre V.M

Temos

Proposigao 6.3.6. J ¢é continuo em u se e somente se J € ao mesmo tempo sci e

scs em u. A

Prova. Suponhamos J continua em u. Seja n > 0: existe § > 0 tal que
fv-ul|<d=][J(@W)—J(u) [<n.

Assim,
[v-ul<d= J(u)-—n<J(v) <J(u)+n.

Resulta que:
O<e<di=J(u)—n<Jint(e) < Joup () < J (u) +7n .
Assim, passando ao limite para ¢ — 0+ :
J(u) —n <liminf J(u) <limsup J(u) < J(u)+7n.
Como 1 > 0 é arbitrario, temos
J (u) <liminf J(u) <limsup J (u) < J (u) ,

de modo que J (u) = liminf J (u) = limsup J (u).



172

Suponhamos J ao mesmo tempo sci e scs em u. Entao
J(u) = EEI%I+Jjnf (e) = 82151+J5up (e) .
Seja n > 0. Da igualdade acima, existe §; > 0 tal que
O0<e<dr=|J (W) —Jnt(e) |<n = J(u) < Jint () + 7
e também existe 6o > 0 tal que
O0<e<do=|J(u) —Jsup(e) |<n = Joup(e) —n < J (u) .
Tomando § = min { d1, J }, temos
0<e<d= Joup (0) = < J(u) < Jins (0) + 7 .
Seja { un }, ¢ y C V tal que u, — u em V. Entao existe ng > 0 tal que
n>ng = || up —u || <0 = Jint (§) < J () < Jgup () .

Assim,
n>ng=J(up,) —n<J(w) <J(u,) +n,
isto &,
n>ng=|Ju)—J(up) | <n.

Assim, J (un) — J (u) e J é continua em u. m

Podemos caracterizar a semicontinuidade utilizando seqiiéncias:

Definigao 6.3.7 (lim inf e lim sup seqiienciais). Seja J : V. — R um funcional e
seja { un }, c y C V uma seqiéncia. Definimos

liminf J(u,)= lim (inf{ J(ug) : k>n}),

n — 400

limsup J (up) = lim+ (sup{ J(ug) : k>n}). B

oo

Observemos que { a, }, ¢y definida por a, = inf{ J(u) : k>n } é uma
seqiiéncia crescente de nimeros reais. Assim, seja { a, }, o y ¢ limitada e a, —
a € R, seja { ay, }n < n Dao ¢ limitada e temos a, — +o0c ou a, — —o0. De maneira
analoga, { b, }, c y definida por b, = sup{ J(ux) : k>n } & uma seqiiéncia
decrescente. Assim, seja { b, }, ¢y € limitada e b, — b € R, seja { b, }, oy nao
é limitada e temos b, — +00 ou b, — —oo. O resultado seguinte é bastante util:
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Proposicao 6.3.8. Seja J : V. — R um funcional e seja { uy, bnen CV uma
seqliéncia. Entao

J (uy) = m <= liminf J (u,,) = limsup J (u,,) = m.A

Prova. ( = ) : Seja € > 0. Entéao existe ng > 0 tal que
k>ngo=|J(up)—m|<e = m—ec< J(ux) <m+e.
Assim,
n>ng=m—c< inf{J(ug) : k>n} <sup{J(ug) : k>n}<m+e.
Passando ao limite para k — +o00, temos
Ve>0:m—e< liminfJ (u,) <limsupJ(u,) <m+e.

Fazendo ¢ — 04, obtemos o resultado enunciado.
(<= ) : Seja e > 0. Entao existe pyp > 0 tal que

n>pp=m-—c< inf{J(ug) : k>n}<m+e.
Também existe go > 0 tal que
n>qg=m—-—c< sup{ J(ux) : k>n}<m+e.
Assim, tomando ng = max { pg, ¢o }, temos
n>ng=m—e< inf{J(u) : k>n}<sup{J(ux) :k>n}<m+e.
Ora,
inf{ J(ug) : k=n} <J(un) <sup{ J(ux) : k=n},
de modo que temos também:
n>ng=m—c< J(up) <m+e
eJ(up) —m. m

Temos:

Proposicao 6.3.9. Seja J : V — R um funcional e seja uw € V. Entéo
(i) J € sci em u se e somente se
J (u) <liminf J (u,)

para toda seqiiéncia { w, } de elementos de V tal que u,, — u em V.

n € N
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(ii) J € scs em u se e somente se
J (uw) > limsup J (uy,)

para toda seqiiéncia { u, } de elementos de V' tal que u,, — u em V.1A

n € N

Prova.

(i) (=): Sejam { uy, }, . y C Vtalqueu, —uemVea, =inf{ J(ux) : k>n }.

Como J é sci, temos Jit (¢) — J (u) = liminf J (u) quando ¢ — 0+. Dado
que € — Jing (€) é decrescente, temos :

Ve>0: Jnt(e) < J(u) .

Assim
Ve>0:min{ J(u), Jint (€) } = Jint (8) .

Além disto, para todo € > 0, existe ng > 0 tal que
n>ng=||u,—u| <e.
Assim, decorre da proposic¢ao 6.3.4 que
n>ng = a, >min{ J(u), Jinr (g) } = Jinr (¢) .
Logo,

Ve>0: lm a, > Jipr(e) = Uminf J (uy,) > Jint () .

n — +oo
Passando ao limite para ¢ — 0+, obtemos o resultado enunciado.

(<=) : suponhamos que J nao é sci em u. Entao J (u) > liminf J (u). Logo,
J (u) > —oo e liminf J (u) < +o0o. Assim, existem M, N € R tais que lim inf
J(u)<MedJ(u)>N.

a) Mostremos que que liminf J(u) € R: como liminf J(u) < M, temos
liminf J (u) < +00. Resta mostrar que liminf J (u) > —oo. Suponha-
mos o contrario: liminf J(u) = —oo. Temos Jiys () — liminf J (u)
quando € — 0+. Dado que € — Ji,t () é decrescente, temos :

Ve >0: Jint (6) <liminf J(u) =—o0,
de modo que Jinf () = —oo para todo € > 0. Assim

inf { J (v):v € B2 (u)} = Jint () = —00
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e existe
VneN:Ju, € B?/n(u) tal que J (u,) < —n.
{un }, ¢y CV verifica
VneN:inf{ J(ug) : k>n}=—0c0o= liminf J (u,) = —oc0.
Por outro lado, u,, — u em V, de modo que
J (u) < liminf J(u,) = —oc0.

Assim, J (u) = —00, de modo que N € R e N < —o0, 0 que ¢é absurdo.
Logo, liminf J (u) > —oo, de modo que liminf J (u) € R.

b) Mostremos que J (u) € R: como J (u) > N, temos J (u) > —oo. Resta
mostrar que J (u) < +o00. Temos Jiy¢ (€) — liminf J (u) quando € — 0+.
Dado que € — Jint (€) é decrescente, temos :

Ve>0: Jpt(e) <liminf J (u) < M .

Seja n > 0. Como Jine(e) = inf{ J(v):ve B (u)}, existe u, €
B}, (u) tal que J (up) < M + 1. Assim, para todo e > 0, existe um
elemento u,, tal que

e J(up)<M+n .

S

0<|up—u| <
Temos entao u, — u em V, de modo que
J (u) <liminf J (u,) < M +n.
Assim, J (u) € R.

c) Como J (u) > liminf J (u), existe n > 0 tal que, para todon € N, n > 0:

J (w) > liminf J(uw) +n > liminf J(u) > Jins (1)

n
1 .
Como Jins (n) = 1nf{ J(v):ve B(l)/n (u)},
3 u, €BY, (u) el E +Q>J(u)>J- :
n 1/n inf n 2 n) Z Jinf n

Assim,
liminf J (u) > J (u,) —

(VRS
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e

> +inf{ J(ug) : k>n},

J (u) > liminf J(u)+n>J(un)+g>

N3

de modo que
0<| un—u||§% e J(w)> Dbt (J(u):k2n) .
Assim, a seqiiéncia { u, },  y C V verifica u, —uemV e
J(u)zg + lminf J (uy).

Assim

liminf J (up) > J (u) > g + liminf J (up). (6.3)

Como 7 > 0, esta desigualdade é impossivel a nao ser que
liminf J (uy) € {—o00,+00}.

Ora, por um lado, se o valor desse limite é —oo, a desigualdade (6.3)
implica que J (u) = —oo ¢ R; por outro lado, se o valor desse limite é
+00, a desigualdade (6.3) implica que J (u) = +o00 ¢ R. Nos dois casos,
J (u) ¢ R, o que é absurdo, pois J (u) € R.

(ii) (=): Sejam { uy },,  y C Vtalqueu, —uemVeb, =sup{ J(up) : k>n}.

Como J é scs, temos Jyyp (€) — J (u) = limsup J (u) quando € — 0+. Dado
que € — Jyup (€) € crescente, temos:

Ve>0:Jgyp(e) >J(u) .
Assim
Ve>0:max{ J(u), Joup (€) } = Jsup (€) -
Além disto, para todo € > 0, existe ng > 0 tal que
n>ng=lu,—ul<e.
Assim, decorre da proposic¢ao 6.3.4 que
n>ng = b, <max{ J(u), Jsup (€) } = Jsup (¢) .
Logo,

Ve>0: lim b, < Joup(e) = limsup J (u,) < Joup (€).

n — 4+oo
Passando ao limite para ¢ — 0+, obtemos o resultado enunciado.

(«<=): analogamente a (i), suponhamos que J ndo é scs em u. Entao J (u) <
limsup J (u). Logo, J (u) < 400 e limsup J (u) > —oo. Assim, existem M,
N € R tais que limsup J (u) > M e J (u) < N.
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a) Mostremos que que limsup J (u) € R: como limsup J (u) > M, temos
limsup J (u) > —oo. Resta mostrar que limsup J (u) < 4+o00. Suponha-
mos o contrario: limsup J (u) = +00. Temos Jgp (6) — limsup J (u)
quando € — 0+. Dado que € — Jgp (€) € crescente, temos :

Ve >0 i () > limsup J (u) = 400 |
de modo que Jyyp, (€) = 400 para todo € > 0. Assim

sup { J (v) :v € BY (u)} = Joup () = +00

VneN:Ju, EB?/n(u) tal que J (u,) > n.
Temos
VneN:sup{ J(ur) : k>n }=+oo = limsup J (uy) = +o0.
Por outro lado, u,, — u em V, de modo que
J (u) > limsup J (u,) = +o0.
Assim, J (u) = 400, de modo que N € R e N > +00, 0 que é absurdo.
Logo, limsup J (u) < +00, de modo que limsup J (u) € R.

b) Mostremos que J (u) € R: como J (u) < N, temos J (u) < +oo. Resta
mostrar que J (u) > —oo. Temos Jgup (€) — limsup J (u) quando ¢ —
0+. Dado que € — Jgp (€) € crescente, temos

Ve>0: Jgyp(e) > limsup J (u) > M .

Seja n > 0. Como Jyp (e) = sup{ J (v):v e Bl (u)}, existe u, €
B(l)/n (u) tal que J(u,) > M —n. Assim, para todo € > 0, existe um
elemento u,, tal que

1
O<|up—u||<= e J(up)>M-—1n .

3

Temos entao u, — u em V, de modo que
J(u) > limsup J(uy,)>M —n.
Assim, J (u) € R.
¢) Como J (u) < limsup J (u), , existe n > 0 tal que, para todon € N, n > 0:

1
J(u) <limsup J (u) —n < limsup J (u) < Joup (n>
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Como Jgup (i) = sup{ J(w):ve B?/n (u)},

1 1
3 Up € Blo/n (U‘) € Jsup <’I’L> - g < J(un) < JSUP ()

n

Assim,
limsup J (u) < J (u,) +

N3

limsup J (u) —n < J (u,) —

N3

)

de modo que

1
0<||unfu||§5 e J(u) < J(up)—

BN

e

J(u) <limsup J(u) —n < J(up) — 5 < —5 +sup{ J(ug) : k>n} ,

(VRS
N3

de modo que
0<|| un—qu% e J(uw) <~ 4inf{J(w) h=n}.
Assim, a seqiiéncia { u, }, c y C V verifica u, —uemV e
J(u) < —g + limsup J(uy).

Assim
limsup J (uy) < J (u) < —g + limsup J(uy,) . (6.4)

Como 71 > 0, esta desigualdade é impossivel a nao ser que
limsup J (uy,) € {—o00, +o0}.

Assim, se o valor desse limite é —oo, a desigualdade (6.4) implica que
J(u) = —oo ¢ R. Se o valor desse limite é +00, a desigualdade (6.4)
implica que J (u) = +o0o ¢ R. Nos dois casos, J (u) ¢ R, o que é absurdo,
pois J (u) € R.

Utilizaremos também as propriedades seguintes:

Proposicao 6.3.10. Seja { A, },, o v C R uma seqiiéncia tal que A, — X em R.
Entdo, para toda seqiiéncia { uy }, ¢ y de elementos de V' tal que up, — u em V:

limsup (An + J (uyn)) = AHlimsup J (uy,)

e liminf (A, + J (up)) = Aliminf J (uy)
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Prova. Seja ¢ > 0. Entao existe ng (¢) tal que
n>ng(e) = A+e> A, >A—¢ .
Assim,
n>ng(e) = Ate+J(up) > A+ J(un) > A=+ J(uy)

Logo, para n > ng (¢):

Ate+inf{ J(up) :k>n} > inf{Ag+J(ug) : k>n}
> A—e+inf{ J(ug) : k>n}
e
A+e+liminf J(u,) > lminf (A, +J (un))
> A—e+liminf J(uy,) .
Tomando o limite para ¢ — 0+, resulta
liminf (A, + J (up)) = XA+ liminf J (u,) .
De maneira analoga, para n > ng (¢):
Ate+sup{ J(ur) :k>2n} > sup{ p+J(ux) : k>n}
> A—e+4sup{ J(ug) : k>n}
e
A+e+limsup J (up) > limsup (An, +J (uy))
> A—c+limsup J (up) .

Tomando mais uma vez o limite para ¢ — 0+, vem
limsup (A, +J (up)) = A+ limsup J (uy,)
e temos o resultado enunciado. m
Proposicao 6.3.11. Seja { w, },, ¢ y C R uma seqiiéncia tal que pu, > 0 para todo

neN epu, — u>0emR. Entdo, para toda seqiéncia { u, } de elementos
de V tal que J (u,) > 0 para todon € N e u, > u em V:

n €N
limsup (pnd (uy)) = plimsup J(u,) e liminf (p,J (u,)) = pliminf J(u,) . W

Prova. Para todo ¢ tal que 0 < & < p, existe ng (¢) tal que

n>ngle) = p+e>u, >p—e>0 .
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Assim,
n>ng(e) = (p+e)J(un) > pnd (un) > (p—e)J (un)

Logo, para n > ng (¢):

(w+e)inf{ J(ug) : k>n} > inf{ wJ(ug) : k>n}
> (p—e)inf{ J(ur) : k>n}
e, tomando o limite para n — 400
(u+e)liminf J(u,) > lminf (unJ (un))
> (u—c¢)liminf J(u,) .

Tomando o limite para € — 0+, resulta
liminf (unJ (uy)) = pliminf J (u,) .
De maneira analoga, para n > ng (&):

(n+e)sup{ J(ux) : k>n} sup{ prJ (ug) : k>n}

(n—e)sup{ J(w) : k>n}

(p+e)limsup J (uy) > limsup (pnJ (un)) > (@ —¢)limsup J (uy) ,

de modo que temos também, para € — 0+,
limsup (tnJ (un)) = plimsup J (un) |

0 que prova o resultado enunciado. m
Proposicao 6.3.12. Seja { p, },, ¢ y C R uma seqiiéncia tal que i, > 0 para todo
ne€N eu, — 0 emR. Entao, para toda seqiéncia { u, }n e N de elementos de V
tal que tal que J (up,) > 0 para todon € N e up, — u em V:
(i) Seliminf (J (un)) € R entdo liminf (u,J (u,)) <0 elimsup (unJd (u,)) >0
(ii) Selimsup (J (u,)) € R entdo liminf (u,J (uy)) > 0 elimsup (pnJ (u,)) <O0.
(iii) Se liminf (J (uy)) € R elimsup (J (uy)) € R entdo limsup (pnJ (up)) =0

e liminf (pu,J (u,))=0. N
Prova. Para todo ¢ tal que 0 < € < p, existe ng (¢) tal que

n>ng(e) = €>pu, > —¢ .



181

Assim,
n>mng(e) = eJ(up) > pnd (un) > —eJ (uy)

Logo, para n > ng (¢):
einf{ J(ux) : k>n}>inf{ upJ (ux) : k>n}>einf{ —J(ug) : k>n},
isto &,
einf{ J(ux) : k>n}>inf{ ppJ (ux) : k>n} > —esup{ J (ux) : k>n},
Assim, tomando o limite para n — 400
eliminf J(u,) > liminf (pnJ (u,)) > —elimsup J (uy) - (6.5)
De maneira analoga, para n > ng (&):
esup{ J(ux) : k>n}>sup{ e (ux)  k>n}>esup{ —J(w) s k>n},
isto é,
esup{ J(ug) : k>n} >sup{ ppJ (ug) : k>n}>—cinf{ J(ux) : k>n},

e
elimsup J(u,) > limsup (pnJ (uy)) > —eliminf J (uy) . (6.6)

Os resultados enunciados sio obtidos para ¢ — 0+ em (6.5) e (6.6). ®

Proposicao 6.3.13. Se I (v) < J(v) para todo v € V entdo liminf T (u,) <
liminf J (u,) e limsupI (uy,) < limsup J (u,) para toda seqiéncia { u, } de
elementos de V' tal que up, > u em V. B

n € N

Prova. Temos

inf{ I(ug) : k>n}<inf{J(ug) : k>n} e
sup{ I (ux) : k>n}<sup{J(ux) : k>n}

e o resultado é obtido tomando o limite para n — 400 nestas desigualdades. =

O primeiro resultado enunciado no Lema 6.3.4 mostra que

Teorema 6.3.14. Seja J : V — R um funcional. Entio J € sci em u se e somente
se —J € scsemu. A

Prova. J (u) <liminf J (u) <= —J (u) > —liminf J (u) = limsup (—J (u)). =
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Corolario 6.3.15. Seja L : V — R linear entdo L ¢ sci se e somente se L ¢ scs.
|

Prova. Temos —L (—u) = L (u), de modo que
liminf L (u) = liminf (=L (—u)) = —limsup L (—u) .
Assim,
L (u) <liminf L (u) <= L(u) < —limsup L (—u) <= —L (u) > limsup L (—u)
de forma que a linearidade de L mostra que
L (u) <liminf L (u) <= L(—u) > limsup L (—u) .
Como u é arbitrario, temos o resultado enunciado. m

O Teorema 6.3.14 justifica que passemos a limitar nosso estudo aos funcionais
sci: estudar um funcional scs é equivalente a estudar o oposto de um funcional
sci. Além disto, como mostra o Lema 6.3.4, calcular o limsup de um funcional é
também equivalente a calcular o liminf de seu oposto. Assim, a partir de agora
consideraremos somente os funcionais sci.

Proposigao 6.3.16.

(i) SeJ:V =R ésciea>0, entio aJ € sci.
(ii) Toda soma finita de funcionais sci € sci.

(iii) Se { Jx }, ¢ a € uma familia de funcionais sci entdao
J(w)=sup{ Jy(u) : X € A}
€ sci.

(iv) Se J:V — R ¢ conveza sci entdo dom (J) é um convezo fechado. W

Prova.

(i) Basta utilizar o Lema 6.3.4: liminf aJ (u) = aliminf J (u), de modo que

J (v) <liminf J(u) = oJ (v) < liminf aJ (u).
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n n
(ii) Basta utilizar o Lema 6.3.4: lim inf ( > Ji> (w) > > liminf J; (u), de modo

i =1 i =1

que

Ji (u) <liminf J; (u), 1 <i<n—=— liminf< Ji> (u) > (Z Ji> (u).
i=1 i=1
(iii) Temos, VA € Aeu e V: Jy (u) < J(u), de modo que

VA€EA e>0:inf{ Jy(v):ve Bl (u)} <inf{ J(v):veB(u)} .

Assim,
VA€ A:liminf Jy (u) <liminf J(u) .

Por outro lado, Jy é sci para todo A € A, de modo que
VAeA: Jy(u) <liminf Jy (u) <liminf J(u) .
Temos entao
J(u)=sup{ Jr(u) : A € A} <liminf J(u)

e J é sci.

(iv) A proposigao 6.2.4 mostra que dom (J) é convexo. Seja u € dom (J).

Suponhamos J (u) = —oco. Se existe v € dom (J) tal que J (v) € R,

A relagao entre o epigrafo e a semicontinuidade inferior do funcional é dada por:

Teorema 6.3.17. Seja J : V — R um funcional. Entdo as afirmacoes sequintes
sao equivalentes:

(i) J € sci

(ii) para todo A€ R euw eV : J(u) > A= F € > 0 tal que J(v) > X para todo
v € Be (u).

(iii) AN ={weV :J(u)>\} éaberto para todo A € R.
(iv) SN ={ueV :J(u) <A} € fechado para todo A € R

(v) epi(J) € fechado.
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(vi) para todouw €V : J(u) <liminf J (u). B

Prova.

1) Mostremos inicialmente que (i) = (ii): suponhamos que existe A\ € Reu €V
para os quais J (u) > X e

Ve>0 : Ju. € B:(u) tal que J (us) < A .

Entao
Ve>0:Jinr(e) <A = liminf J(u) < A

Como J é sci, temos

A< J(u) <liminf J(u) < A
Assim, A < A, o que é absurdo.

2) Mostremos agora que (ii) = (i): suponhamos que existe v € V tal que J (u) >
liminf J (u). Temos entdo J (u) > —oo, pois no caso contrario, liminf .J (u) >
J (u).
Seja A < J (u). Entao existe ¢ > 0 tal que J (v) > X para todo v € B, (u).
Resulta que
Jinf () > X = liminf J(u) > A

Assim
VA< J(u): liminf J(u) > A

Suponhamos J (u) = 400, esta desigualdade mostra que
VneN:liminf J(u) >n= liminf J (u) = 400,

de modo que +00 > +00, 0 que é absurdo. Se J (u) € R,a desigualdade mostra
que

V n € N:liminf J(u)ZJ(u)—l:>liminf J(u) > J(u),
n
de modo que J (u) > J (u), o que é absurdo.

3) Mostremos que (ii) = (iii): se u € A () entao J (u) > X e existe £ > 0 tal que
J (v) > X para todo v € B, (u). Logo B: (u) C A(\) e A()\) é aberto

4) Mostremos que (iii) = (ii): Sejam A € R e u € V tais que J (u) > A. Entéo
u € A(X). Como A (N) é aberto, existe ¢ > 0 tal que B (u) C A()\): temos
entdo J (v) > X para todo v € B. (u).
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5) Mostremos que (iii) <= (iv): basta notar que S (A\) =V — A ()), de modo que
S () é fechado se e somente se A (\) é aberto.

6) Mostremos que (iv) = (v): Seja I (u,A) = J(u) — A\. Temos epi(J) =
{ (u, \) € VxR : I(u,A) <0 }. Ora, (iv) implica que J é sci (pois j& mos-
tramos que (i) <= (ii) <= (iii) = (iv)). Logo, I : V x R —R & sci: seja
{ (un, An)}, ¢ y uma seqiiéncia tal que u, —uem V e A, — A em R. Seja
n > 0: entao existe ng > 0 tal que

E>ng= | —A|<n=—-n—- A<= <n-X\.
Resulta que
E>ng= J(ug) —A—n.<J(ug) — Mg <J(up) —A+1n.

Assim,

n>ng=inf{ J(ux) : k>n}—-A—n <inf{ J(ug) —Ap: k>n}
e, dado que J é sci (Cf. proposic¢ao 6.3.9)

J(u) = A—n <liminf J(up) — A —n <liminf T (up, An) -

Ora, n > 0 é arbitrario, de modo que
I(u, A) =J(u) — X <lUminf I (upn, Ap)

e a proposi¢ao 6.3.9 mostra que I é sci. Logo, (iv) implica também que
{ (u, \) e VxR : I(u,A\) <0}, isto &, epi (J) é fechado.

7) Mostremos que (v) = (iv):
Sejam I (u,\) = J(u)—AeS(n) ={ (u, \) e VxR: I(uA)<n} Mos-
tremos que S (1) é fechado: seja { (un, An)}, ¢ y C S () uma seqiiéncia tal
que u, —uemV e A, — A em R. Entao

VneN:J(u,) — Ay <n=J(un) <A +17.

Assim, { (un, n+ M)}, ¢ v Cepi(J) verificau,, — uemV e n+X, — n+A
em R. Como epi (J) é fechado, (u, n+ ) € epi (J) e temos

Jw)<A+n=J@u)—A<n=(u, A) € S(n) .

Logo, S (n) é fechado para todo n € R, o que implica que T é sci (j4 mostramos
que (i) <= (ii) <= (iii) <= (iv)). Logo, J ¢é sci: seja { un},  y uma

seqiiéncia tal que u, — u em V. Consideremos a seqiiéncia { (un, An)}, ¢ n
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tal que A\, = A para todo n € N.Temos evidentemente A,, — A em R e, além
disto,
inf { T (up,\g) : k>n}=inf{J(ux) : k=>n}—X\,

de modo que
liminf I (up, A\p) =lminf J(u,) — X .

Como I é sci :
I (u,A) <liminf T (up, An)

de maneira que
J(u) = A <liminf J(u,)— A
J (u) <liminf J (uy,).

Assim, a proposic¢ao 6.3.9 mostra que J é sci.

8) E imediato que (i) == (vi). Mostremos que (vi) = (i). Para tanto, basta
mostrar que (vi) = (ii), pois ja estabelecemos que (i) <= (ii). Suponhamos
que existe A € R e u € V para os quais J (u) > A e

Ve>0 : Ju. € B (u) tal que J (ue) < X .

Entao
Ve>0:Jins(e) <A = liminf J(u) <A.

Como J (u) < liminf J (u), temos

A< J(u) <liminf J(u) <A\

Assim, A < A, o que é absurdo.

No que segue, utilizaremos o resultado seguinte:

Lema 6.3.18. Seja J : V — R um funcional convezo sci. Se existe u € V tal que
J (u) = —o0 entao J (v) = —o0, Vv € dom (J). B

Prova. Sejan € N. Entéo J (u) < —n. Sejav € dom (J), v #u. Se J(v) =a €R
entdo, para todo 6 € (0,1) e A > a, a convexidade de J mostra que :

J(Ou+ (1—0)v) < —0n+ (1—0)\.
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Tomando o limite para n — +o0, temos:
Voe(0,1): JOu+(1-0)v)=—oc0.
Seja ¢ > 0. Entao existe 6. € (0,1) tal que 0 < 6. || v —ul| < e. Assim, v, =
O-u+ (1 —0.)v € B2 (v) e temos Jiyg (£) = —0o. Resulta que lim inf J (v) = —oo0.

Como J & sci, temos J (v) = —co. ®

Enfim, temos:

Teorema 6.3.19. Seja J : V — R um funcional convero. Entio J é sci se e
somente se J € fracamente sci. B

Prova. Como J é convexo, epi (J) é convexo. Assim, decorre do Teorema 5.5.9 que

epi (J) é fechado se e somente se epi (J) é fracamente fechado. m

Corolario 6.3.20. Seja J : V — R um funcional convezo e fortemente continuo.
Entéao J € fracamente sci.l

Prova. Como J é convexo e fortemente continuo, epi (J) é convexo e fortemente

fechado (Cf. 6.3.17). Assim, J é fortemente sci e o Teorema 6.3.19 mostra que J é

fracamente sci. m

6.4 Funcionais Afins

Os funcionais afins desempenham um papel importante na Anéalise Convexa. Lem-
bremos que

Definicao 6.4.1. Seja J : V. — R um funcional. Diremos que J € afim se e
somente se

VuveV, NeR: JAu+1—-XNov)=AJ(u)+(1—-X)J(v).R

Entao
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Proposicao 6.4.2. Seja J : V — R um funcional afim. Entio —J € afim. Além
disto, J € simultaneamente convezo e concavo.
Prova. Sejam u, v € V ; A € R. Entao
—J(Au+1=Nv)==AJ(u) = (1=X)J(v)

e —J é afim.

Sejam u, v € V ; 6 € (0,1). Consideremos M, N € R tais que J(u) < M e
J (v) < N. Entéao

JOu+(1-0)v)=0J(u)+(1—-0)J(v) <M+ (1—-0)N
e J & convexo. Sejam agora M, N € R tais que —J (u) < M e —J (v) < N. Entao
—JOu+(1-0)v)=—-0J(u)—(1-60)J(v) <M+ (1-6)N

e -J é convexo. m

Temos

Proposigao 6.4.3. Seja J:V — R um funcional afim. Entdo existem L:V — R
linear e o € R tais que

VoeV: Jw)=L(w) +aol
Prova. Seja L (v) = J (v) — J (0). Entéo, para todo A € R,
JAuw)= JAu+1-XN0)=AJ(u)+(1—-X)J(0) = L(Av)=AL(v) . (6.7)
Por outro lado,
Ju+v)=J ( (2u) + % (211)) = %J(Qu) + %J(Qv) ,
de modo que
Lutv)= 3 (J(20)—J (0) + 3 (7 (20) = J ()
isto é, usando a igualdade (6.7),
L(u+v) = %L(2u)—|—%L(2v) =L(u)+L(u) .

Assim, L : V — R & linear. Pondo a = J (0) € R, temos J (v) = L (v) + « para
todoveV. m
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Corolario 6.4.4. Seja J : V — R um funcional. Entao J € afim e continuo se e

somente se existem p € V e a € R tais que

YoeV: Jw)=(p, v)+ ol

Prova. (=) A proposicio precedente mostra que J (v) = L (v)+a,com L: V — R
linear e & € R. Como J nao toma valores infinitos, temos a = J (0) € R. Como
J é continuo, L : V — R é continuo, de modo que L € V' e o resultado decorre do
Teorema de Riesz.

(<) Seja L : V — R dada por L(v) = (p, v). Como L € V' ea € R, J é
continuo. L : V — R é também linear, de modo que

Lu+(1=X)v)=AL(u)+ (1= \) L (v)

LOu+1-XNv)+a=A(L{u)+a)+ (1= (L) +a),

de onde o resultado enunciado. m

Uma das propriedades importantes destes funcionais é a seguinte:

Teorema 6.4.5. Seja J : V — R um funcional convexo sci proprio. Sejam x € V
ey € R tal que v < J (x). Entao existe um funcional afim continuo A :V — R tal
que A(z)=~veA<J. 1

Prova. Se epi(J) = &, entdo J = +oo (Cf. proposigao 6.1.7). Assim, para todo
peV,A:V — R dado por

A)=(p,v)+(v—(p, 2))

¢ um funcional afim continuo tal que A < J e A(z) =1.
Se epi (J) # @, entao existe (w, p) € epi(J). Temos p > J (w), de modo que
J (w) < 400. Como J & proprio, temos J (w) € R. Assim,

weD={veV:Jw eR}#£0.

Sejau € Ded < J(u). Entdo (u, d) ¢ epi(J). Mostremos que existe um
funcional afim continuo B, : V' — R tal que B, (u) =d e By, < J: epi(J) é um
convexo (Cf. Teorema 6.2.5) fechado (Cf. Teorema 6.3.17) ndo-vazio e { (u, 8) }
é um convexo compacto. Resulta do teorema da separacao forte que existe um
hiperplano fechado separando fortemente esses dois conjuntos. Assim, existem L :
VxR—=R e neRtais que

L((u,d)<n<L{(v,A), ¥V (v,A) €epi(J).
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O Lema 6.1.1 mostra que existem p € V e a € R tais que
(p, u) + ad <n < (p,v)+ar V (v, ) €epi(J). (6.8)

Tomando v = u e A > J (u), temos (u, A) € epi (J), de modo que a desigualdade
(6.9) mostra que

(p, u) +ad < (p, u) + XA = a(A—=406)>0.
Como A > J(u) > 4, temos « > 0. Seja entao

1

«

B, (v) (p,u—v)+6:(—Z,v>+<5+;(p,u)> .

Temos 1
Ley e 0+ —(p, w) €R,
Q e

de modo que By, : V — R é um funcional afim e continuo (Cf. proposigao 6.4.4) tal
que By, (u) = 4§. Além disto, a desigualdade (6.9) mostra que

(v, A) €epi(J) = B, (v) < \,= B, (v) < J(v) .

Para v ¢ D, temos J (v) = +o00 > B, (v). Assim, B, (v) < J (v), Vv € D, isto
é, B, < J.

Se x € D, basta tomar A = B,. Suponhamos que z ¢ D. Como D # &,
existe u € D. Consideremos § < J (u). Seja C = B,. Se C(z) > 7, tomamos
A(u) =C(u) — C(z) +~. Entao A (z) = v. Temos também A < C = B, < J.

Se C'(z) < v: como (x,~) ¢ epi(J), epi(J) é um convexo (Cf. Teorema
6.2.5) fechado (Cf. Teorema 6.3.17) nao vazio e { (x, 7) } é um convexo compacto,
uma nova aplicagao do teorema da separacao forte mostra que existe um hiperplano
fechado separando fortemente estes dois conjuntos. Assim, existem M : V xR — R
e p € R tais que

M ((z, 7)) <p<M((v,N), ¥V (v, A) € epi (J).
e o Lema 6.1.1 mostra que também neste caso existem g € V e § € R tais que

(@ 2)+ By <p<(gv)+BA V (v;A) €epi(J). (6.9)
Como (u, J (u)) € epi (J), temos, para todo A > J (u) :

p < (q,v)+ BA.

Resulta que § > 0 : se f < 0, o limite desta desigualdade para A\ — 400 mostra
que p = —o0, 0 que é absurdo, pois p € R.
Se 8 > 0, podemos tomar

A(v):%(p,w—v)ﬂtvz <—Z,v>+<v+;(p, U)> :



191

A Eq. (6.9) mostra que
(v, \) €epi(J) = A(v) < \,= A(v) < J(v) .

Para v ¢ D, temos J (v) = +00 > A (v). Assim, A (v) < J (v), Vv € D, isto &,
A< J.
Se 8 =0, aEq. (6.9) se escreve

(¢, 2) <p<(qv), ¥ (v, A) €epi(J]).
Assim, p — (¢, ) > 0 e podemos tomar

_1—-C@

AW =C+0(p-(ev) ; 0=_"— =3

>0

Temos entao A (z) = 7. Além disto, p — (¢, v) < 0 para todo (v, \) € epi (J),
de modo que

(v, AN) €epi(J) = A(v) <C((v) < J(w)= A(v) < J(v) .

Para v ¢ D, temos J (v) = 400 > A (v). Assim, A (v) < J (v), Vv € D, isto é,
A<J. m

6.5 Convexificacao e Regularizacao sci

Consideremos agora um funcional .J : V — R arbitrario. Podemos definir o S-
funcional associado ao conjunto S = co (epi (J)):

Definigdo 6.5.1 (convexificado). Seja J : V — R um funcional. O convexificado
co(J) de J € o S-funcional associado ao conjunto S = co(epi(J)), isto é, co(J) :
V — R € o funcional definido por

co(J)(u) =inf S(u) , seS(u) #@ ;
co(J)(u) =400, seSu)=2 ,Suw)={AeR:(u, \) €co(epi(J)) }.1

Notemos que co(J) pode ser interpretada em termos probabilisticos: seja
uma probabilidade discreta e finita sobre epi (J) tal que p({ (ui, ;) }) = pi,
i =1, .., n. Entdo temos pu; > 0,7 =1, ..., n e

K3

n n

E((U, N) = ( SO owiug, > ui)\i>. Assim, co (epi (J)) é o conjunto formado pela
i=1 i=1

médias de todas as probabilidades discretas e finitas definidas sobre epi (J). Se J

[INgE

u; = 1. Neste caso
1
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é propria, podemos considerar uma probabilidade discreta e finita sobre V' tal que
1 {ul H = ,uz, i =1, ..., n. Neste caso, as médias da forma E ((U, J(U))) =

< S piug, Z wid (u )) podem ser utilizadas para definir co (J) (u).

= =1
Também podemos definir o S-funcional associado ao conjunto S = epi (J):
Definigdo 6.5.2 (regularizado sci). Seja J:V — R um funcional. O regularizado

sci J de J € o S-funcional associado ao conjunto S = epi(J), isto é, J:V — R €
o funcional definido por

J(u)=inf S(u) ,seS(u)#9 ;

T (u) = +00 , se S (u) = @ ,S(u):{)\ER:(u, X) € epi (J) }.I

Enfim, podemos aplicar o mesmo procedimento ao conjunto S = ¢o (epi (J)):

Definigdo 6.5.3 (convexificado fechado). Seja J : V — R um funcional. O conve-
xificado fechado @0 (J) de J € o S-funcional associado ao conjunto S = ¢o (epi (J)),
isto é,co(J): V = R ¢ o funcional definido por

co(J)(u)=1inf S (u) , se S(u) #2 ;

co(J)(u) =400 ,seS(u)=2 ,Sw)={AeR:(u, A) €co(epi(J)) ;.1
Temos

Teorema 6.5.4. co(J):V — R ¢ um funcional. Além disto

(i) epi (J) C co(epi (J)) C epi (co (J)).

(ii) (u, \) € epi(co(J)) e A > co(J) (u) = (u, \) € co(epi (J)).
(iii) co(J) € convezo.

(iv) Se I:V — R é um funcional tal que co(epi(J)) C epi(I) entio, I < co(J) e
epi (co(J)) Cepi(I).

(v) SelI:V — R éum funcional convero tal que epi (J) C epi(I) entdo I < co(J)
e epi(co(J)) Cepi(I).

(vi) co(J) < J.



193
(vii) J € convexo se e somente se J = co(J).
(viii) ir‘}f J = ir‘}fco(J) .
(ix) dom(co(J))={ueV: Su#a},Suw)={AeR: (u, A) €co(epi(J)) }

Teorema 6.5.5. co(J):V — R é um funcional. Além disto

(i) epi(J) C epi(J) = epi (J).

(ii) J € sci.

(iii) Se I:V — R € um funcional tal que epi(J) C epi(I) entdo, I < J e epi(J)
C epi (I).

(iv) Sel:V — R éum funcional sci tal que epi (J) C epi(I) entao I < J eepi(J)
C epi(I).

(v) J < J.

(vi) J € sci se e somente se J = J.
(vii) inf J = infJ .
1% 1%
(viii) Para todow € V: J(u) =min{ J (u), liminf J (u) }.

(ix) dom (J) ={ueV: S(u)¢@},5(u):{AeR;(u, )\)eepz'(J)},l

Teorema 6.5.6. ¢o(J) : V — R é um funcional. Além disto
(3) epi (J) C 0 (epi (7)) = epi (ca (7).
(i) @o (J) € convexo sci.

(iii) Se I:V — R ¢ um funcional tal que co (epi (J)) C epi(I) entdo, por um lado,
I <26 (J) e, por outro lado, epi (¢o (J)) C epi(I).

(iv) Se I:V — R é um funcional convezo sci tal que epi(J) C epi(I) entio I <
co(J) eepi(co(J)) Cepi(l).

(v) @ (J)<co(J)<J e e(J)<J<J.
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(vi) J € convexo sci se e somente se J =¢o(J).
(vii) ir‘}f J = ir‘}fﬁ (J) .
(viii) d:m(%(J)) ={ueV: Sw#a},Su={reR:(u, \) €eco(epi(J)) }

prova do Teorema 6.5.4.

1) Da proposicao 6.1.10, temos que co (J) é um funcional.

2) Prova de (i): epi(J) C co(epi(J)) resulta da proposi¢ao 5.3.2. Da proposigao
6.1.10.(i), temos co (epi (J)) C epi (co (J)).

3) Prova de (ii): Seja (u, A) € epi(co(J)) tal que A > co (J) (u). Seja

S(u)={neR:(u,n) ccolepi(J)) }.

A defini¢ao do funcional convexificado mostra que, por um lado S (u) # &, e
por outro lado
A>inf S(u) .

Assim, existe n < A tal que n € S (u). Logo, (u, ) € co(epi(J)), de maneira
que existem uq, ..., u, elementos de V', 1y, ..., n, reais e a1, ..., a,, reais nao
negativos tais que

n n n
w=> ou,n=Y i, »_ ai=1, (u,n)€epi(J), paral<i<n.
1 =1 1 =1 1 =1

Seja e = A —n > 0. Temos n; + ¢ > n;, de modo que (u;, n; +¢) € epi(J),
para 1 < i <n (Cf. Lema 6.1.6). Logo, para 1 <i < n,

n

w=> oui A=Y ai(ni+e), » =1, (uni+e)€epi(J),

i=1 =1 =1

de modo que (u, A) € co(epi (J)).
4) (iii) e (iv) resultam da proposigao 6.1.10.
5) Prova de (v): como I ¢ convexo, epi(l) é convexo (Cf. Teorema 6.2.5). Assim
epi (J) C epi(I) = co (epi (J)) C epi(I),

pois co (epi (J)) é o menor convexo contendo epi(J) (Cf. definigdo 5.3.1).
Assim, podemos aplicar (iv), de onde o resultado.
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6) Prova de (vi) : de (i), temos epi (J) C epi(co(J)). O resultado segue do Lema
6.1.4.

7) Prova de (vii) : Suponhamos J convexo e seja u € V: (v) mostra que J (u) <
co (J) (u), enquanto que (vi) mostra que co (J) (u) < J (u). Logo co(J) (u) =
J (u) para todo u € V. A reciproca resulta de (iii).

8) Prova de (viii) : Seja m = i&lf J. Se m = 400, entdo J (v) = +oo para todo

v € V, de modo que epi(J) = @ e co(J) (v) = 400 para todo v € V, o que
implica o resultado.

Suponhamos agora que m < +oo. (vi) mostra que ir‘}fco (J) < m. Logo, basta

mostrar que ir‘}fco (J) > m.

Seja (u, A) € co(epi(J)): entdo existem uy, ..., u, elementos de V', Ay, ...; A,
reais e aq, ..., au, reais nao negativos tais que

n n n

u = Zaiui,)\: Zai)‘i’ Z%‘:l, (uiy N;) € epi (J), paral <i<n.
i=1 i=1 i=1

Temos entao

Ni>J(w)>m,paral <i<n=A>m

de modo que
(u, A) €co(epi (J)) = A>m

VueV:iinf Su)>m;Sw)={AeR: (u, \) €co(epi(J)) }.

Logo,
VueV:co(J)(u)>m = ir‘}fco(J) > m,

0 que prova o resultado enunciado.
9) (ix) resulta da proposi¢ao 6.1.10.
]

prova do Teorema 6.5.5.

1) Da proposicio 6.1.10, temos que J é um funcional.
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2) Prova de (i): A proposigao 4.3.13 mostra que epi (J) C epi (J).

Mostremos que epi (J) = epi (J). A proposi¢ao 6.1.10 mostra que epi(J) C

epi (J), de modo que basta mostrar que epi (J) C epi(J). Consideremos
(u, ) € epi (J). Entéo J (u) < +oo (Cf. Lema 6.1.5), de modo que

S(u):{AGR:(u,A)GepT(J)};ég

e existe uma seqiiéncia {(un, An) }, ¢y C epi(J) tal que v, — uwem V e

An — A em R. Como epi(J) é fechado (Cf. proposigao 4.3.12), (u, \) €
epi (J). Temos entao epi (J ) C epi(J), o que prova o resultado enunciado.

3) (ii) e (iii) resultam da proposi¢ao 6.1.10 e do Teorema 6.3.17.

4) Prova de (iv): como I é sci, epi(I) é fechado (Cf. Teorema 6.3.17). Assim

epi (J) C epi(l) = epi (J) Cepi(I),

pois epi (J) & o menor fechado contendo epi (J) (Cf. definigao 4.3.11). Assim,
epi (J) C epi(I) e podemos aplicar (iii), de onde o resultado.

5) Prova de (v): epi(J) C epi(J) = epi (J), de modo que o Lema 6.1.4 mostra o
resultado.

6) Prova de (vi) : Suponhamos J sci: entdo epi (J) é fechado (Cf. Teorema 6.3.17),
de modo que epi (J) = epi (J) (Cf. proposigao 4.3.12). Temos entao epi (j) C
epi (J), de modo que J (u) < J (u) para todo u € V (Cf. Lema 6.1.4). Ora, (v)
mostra que J (u) < J (u). Logo J (u) = J (u) para todo u € V. A reciproca
resulta de (ii).

7) Prova de (vii) : Sejam = i‘glf J. Se m = 400, entdo J (v) = 400 para todo

v €V, de modo que epi (J) = @ e J (v) = +oo para todo v € V, o que implica
o resultado.

Suponhamos m < +o0. (v) mostra que ir‘}fj < m. Logo, basta mostrar que
ir‘}fj > m. Seja {(Un, An) }, cn Cepi(J) tal que u, — uem Vel, — A

em R. Temos
VneN: A, >J(u,) >m.

Assim, passando ao limite paran — —+o00, resulta que A > m. Por conseguinte,

VueV:inf S(u)>m.

Logo,
VueV:J(u)>m = ir‘}ijTm

0 que prova o resultado enunciado.
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8) Prova de (viii): Temos J (u) < J (u), para todo u € V (Cf. (v)), de modo que,
para todo u € V,

Ve>0:inf{ J(v):veB(w)} < inf{ J(v):veBl(u)}
sup{ inf{ J(v):veBZ(w)} :e>0}<sup{ inf{J(w):veB(u)} :>0}.
Assim,
J (u) = liminf J (u) <liminf J (u).

e, utilizando (v) novamente,

J(u) <min{ J (u), liminf J(u) }

Seja m = min{ J (u), liminf J(u) }. Temos entdo J (u) < m.
Se m = —o0, a desigualdade J (u) < m implica J (u) = —oo = m.
Se m = +o0, entdo J (u) = +00, de modo que S (u) = @ e J (u) = +o00 = m.

Suponhamos m € R: entdo a desigualdade J (u) < m mostra que J (u) €
{—occ} UR. Se J(u) < m, entdo existe A € R tal que J(u) < A < m.
Logo, (u, A\) € epi (j) = epi(J), de maneira que existe uma seqiiéncia
{(un, An) }, ey Cepi(J) tal que u,, — uwem Ve A, — X em R. Assim,

VneN: (up, A\p) €epi (J) = A > J (up) -
Resulta da proposigao 6.3.4.(vi) que

VneN: A\, >m=—\>m.

Temos entdo A < m < X, o que é absurdo. Logo, J (u) > m e, como J (u) < m,
temos também neste caso J (u) = m.

9) (ix) resulta da proposigao 6.1.10.

]

prova do Teorema 6.5.6.

1) Da proposigao 6.1.10, temos que ¢o (J) é um funcional.

2) Prova de (i): A proposicao 5.3.6 mostra que epi (J) C co (epi (J)).
Mostremos que o (epi (J)) = epi (¢o (J)). Para u € V, seja

Sw)y={XeR:(u, \) €colepi(J)) }.
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Temos
(u, A) € e (epi (J)) N ({u} xR) < (u, A) € {u} x S(u).
Assim

co(J)(u) =400 <= S(u) =0 <=co(epi(J))N{u} xR)=2 . (6.10)

Suponhamos que @o(J) (u) = —oc0. Seja A € R :  como ¢o(J) (u) = inf
S (u) = —oo, existe n < A tal que n € S (u). Assim, existe uma seqiiéncia
{(un, Mn) }, e 5 C co(epi(J)) tal que u, — u em V en, — nem R. Seja
e > 0tal que n <n+¢e < A A convergéncia mostra que existe k > 0 tal que

lug—u||<e e |m—n|<Le.

Temos entao N, < 1+ ¢& < A. Por outro lado, (ug, nr) € co(epi(J)), de modo
que existem uy 1, ..., Uk,m elementos de V, np 1, ..., Mi,m T€AIS € Q) 1, ooy Qo
reais nao negativos tais que, para 1 <7 < m,

m m m
U= Y gk = Y Qiklik s D ik =1, (Uik, nik) € epi(J).

i=1 =1 i =1

Seja 6 = A —mn, > 0. Temos n; , + 3 > 1;, de modo que (u;k, Mk +9) €
epi (J), para 1 < i <m (Cf. Lema 6.1.6). Logo,

m m m
up = @it A=Y ikMik+0) , > aig=1,
=1

i=1 i=1
(Wi ks Mige +0) € epi(J), para 1l <i<m,
de modo que (ug, A) € co(epi(J)) C co(epi(J)). Temos entdo A € S (u):

como A é arbitrério, isto implica que S (u) = R. Assim,

co(J)(u) = -0 <= S(u)=R<=7co(epi(J))N({u} xR)=R. (6.11)

Suponhamos que ¢ (J) (u) = a € R. Entdo A € S (u) = X > a, de modo
que S (u) C [a, + ool.

Mostremos que [a, +oo[ C S (u) : seja A € [a, + oo].

Se A > a, entdo a igualdade @ (J) (u) = inf S (u) = a implica a existéncia de
17 < A tal que n € S (u). Como na situagdo precedente, existe uma seqiiéncia
{(un, Mn) },, e 5 C co(epi(J)) tal que u, — uem V en, —nem R e, para
e > 0 tal que n < n+¢e < A, existe um indice k tal que nx < n+e < A. Da
mesma maneira, (ug, A) € co(epi(J)) C co(epi(J)) e temos A € S (u).

Se A = a, entdo - dado que o (J) (u) = a - existe uma seqiiéncia { A, },, ¢ y C
S (u) tal que A\, — @ em R. Assim, (u, A\,) € o (epi (J)) para todo n € N.
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Seja {(un, An) }, ¢ n Onde uy, = u paratodon € N. Temos {(tn, ) }, ¢y C
co(epi(J)), up — uem Ve, — aemR. Como co (epi (J)) é fechado, resulta
que (u, a) € co(epi(J)) e, por conseguinte, a € S (u).

Assim,

@ (J) (1) = a <= S (u) = [a, + oo] <= @ (epi (J)))N({u} x R) = [a, + oo .
(6.12)

As equagdes (6.10), (6.11) e (6.12) mostram que ¢o (epi (J)) = epi (¢o (J)) (Ct.
Lema 6.1.8).

3) (ii) e (iii) resultam da proposigdo 6.1.10 e do Teorema 6.3.17. Por exemplo,
co (J) é sci pois epi (¢o (J)) = co (epi (J)) é fechado.

4) Prova de (iv): como I é convexo e sci, epi(I) é convexo (Cf. Teorema 6.2.5) e
fechado (Cf. Teorema 6.3.17). Assim

epi (J) C epi(I) = co (epi (J)) C epi(I),

pois ¢o (epi (J)) ¢ o menor convexo fechado contendo epi (J) (Cf. defini¢ao
5.3.5). Logo, podemos aplicar (iii), de onde o resultado.

5) Prova de (v): co(epi(J)) C o (epi(J)) = epi(ca(J)), de modo que o Teorema
6.5.4.(iv) mostra que ¢o(J) < co(J). Do mesmo teorema, (vi) mostra que
co(J) < J. Por outro lado, epi (J) C @0 (epi (J)) (Cf. proposicao 5.3.6), de

modo que ¢o (epi (J)) é um fechado contendo epi (J). Resulta que epi (J) C
co(epi(J)), pois epi(J) é o menor fechado contendo epi(J) (Cf. defini¢do
4.3.11). Assim, epi (J) C epi(co(J)), de modo que co(J) < J (Cf. Lema
6.1.4).

6) Prova de (vi) : Suponhamos J convexo e epi(J) fechado. Seja u € V : (iv)
<

mostra que J (u) < @ (J) (u), enquanto que (v) mostra que @o (J) (u) < J (u).
Logo ¢o (J) (u) = J (u) para todo u € V. A reciproca resulta de (ii).
7) Prova de (vii) : Seja m = iélf J. Se m = 400, entdo J (v) = 400 para todo

v € V, de modo que epi(J) = @ e co(J) (v) = 400 para todo v € V, o que
implica o resultado.

Suponhamos agora que m < +oo. (v) mostra que ir&f@ (J) < m. Logo,
basta mostrar que igf@((]) > m. Seja {(un, A\n) }, ¢y C co(epi(J)) tal que

u, —uem Ve, — Aem R. Temos (Cf. prova de (viii) no Teorema 6.5.4):

VneN: (up, \n) €co(epi(J)) = A\, >m .
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Assim, passando ao limite para n — +00, reulta que A > m. Por conseguinte,

VueV:inf S(u)>m.

Logo,
VueV:e(J)(u)>m = igf@((]) > m,

0 que prova o resultado enunciado.

8) (viii) resulta da proposigao 6.1.10.

6.6 Funcionais Conjugados

Consideremos um funcional J : V' — R arbitréario.

Definigao 6.6.1. Seja J : V. — R um funcional. O funcional conjugado (dual,
polar) de J é J*: V — R dado por

J*(p)=sup{ (p,z)—J(x):xzecV}.
O funcional biconjugado (bidual, bipolar) de J ¢ J** : V — R dado por J** =
(J*)* , isto €,

J*(x)=sup{ (p,z)-J" (p):pcV} . N
Temos:

Proposicao 6.6.2. Sejam J : V — R um funcional e I1 : V. — V' a isometria de
Riesz . Entao

J*(p)=sup{ U (p)(x)—J(z):z€V } ;
J*(z) =sup{ U (p)(x) —J(z):peV }=sup{ l(z)—J(z): L€V} . R

Prova. Como ( p, z ) =1 (p) (x), temos
J*(p) =sup{ IL(p) (x) = J () :w €V } ; J* (x) =sup{ I (p) (x) — J(x) :p eV } .

Além disto IT : V' — V’ é uma bijegdo, demodoque V! =TI (V) = { II(p) : pe V }.
Assim,
J* () =sup{l(x)—J(z): L€V}

e temos o resultado enunciado. m
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Proposicao 6.6.3. Seja J : V — R um funcional. Entao
(i) Se I:V — R um minorante de J, entio J* < I*;

(i) Se existe x € V tal que J (x) = —o0, entao J* = 400 ;
(iii) Se existe p € V tal que J* (p) = —o0, entdo J = +00 ;
(iv) J = 400 se e somente se J* = —o0.

(v) Se existe p € V tal que J* (p) > —oo, entdo J* (¢) > —oo para todo g € V e
existe v € V tal que J (x) < 4o00.

(vi) J* é convezo sci.
(vii) Se J (z) =inf{Jx(z) : A€ A }, entao J* (p) =sup{J{ (p) : A€ A }.
(viii) Se J (z) =sup{Jx(z): A€ A}, entdo J* (p) <inf{JS(p): A€ A }.

(ix) Se AeR el(z)=J(A\x) entdo I* (p) = J* (%)

(x) Se A>0el(x)=MN(x) entao I* (p) = AJ* (%) .
(xi) SeAeR el(x)=J(x)+ X entdo I* (p) = J* (p) — A
(xii) Se x € V wverifica J(x) € R ou J* (p) € R, entdo (p, z ) < J(x)+J*(p) ;
(xiii) ir‘}f J=-=J(0) .
xiv) '+ J =00, (I0N)(x)=inf{Iy)+J(z—y):yeV}. (I10J)
€ a inf-convolution entre I e J. B
Prova.
(i) Seja I um minorante de J. Entéao, para todop € V :
VieV i(pa)-J@z2(pr)-1),
de modo que

sup{ (p,z)—J(x):x €V }=sup{ (pa)-I(x):zeV}

VpeV :J(p)>TI"(p) .
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(ii) Temos, para todop e V :
(p7x)—J(.’L'):(p7{E)—(—OO):+OQ7
de modo que

sup{ (p,z)—J(x):z €V } =40

VpeV :J (p) =+

(iii) Temos
sup{ (p,z)—J(x):x€V }=-c0.

Assim,

VneN sup{ (p,z)—-J(@):2eV }<—-n.
Logo,

VneN :(pz)—J(x) <-nparatodoz €V,
isto é,

VneN :(p x)+n <J(x) para todo z € V.
Para n — 400, resulta J (z) = 400 para todo z € V.
(iv) Seja J = 4oco. Entdo, para todop € V :
VeeV :(p,x)—J(m):(p,x)—(—i—OO):—oo,
de modo que

sup{ (p,z)—J(@):x€V }=-c0.

VpeV :J (p)=—-.

Seja J* = —oo. Entdo J* (0) = —co e 0 resultado decorre de (iii).
(v) Se existe ¢ € V tal que J* (q) = —oo, (iii) mostra que J = 400 e (iv) mostra
que J* = —o0, de modo que J* (p) = —o0, 0 que é absurdo, pois J* (p) € R.
De maneira analoga, se J = +00, (iv) mostra que J* = —o0 e temos a mesma
contradicao.
(vi) Seja
L(z;p)=(p,z)—J(z). (6.13)
Entdo J, : V — R é convexo sci para todo z € V. Como
J*(p) = supL(x;p) , (6.14)
eV

o resultado decorre das proposigoes 6.2.4 e 6.3.16.
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(vii) Neste caso, a Eq. (6.13) se escreve

L(z;p)=(p, ) — infJy(2)

AEA

isto é,

Lz;p)=(p,z) + igg(*JA (z)) .
Logo,

L(z;p) = sup((p,z)—Jx(x)) .

AEA
Seja
Lip;AN)=(p,z)—Jx(z). (6.15)

Entao

Ji(p) = supL(x;p;A) e L(z;p) = supL(z;p;A) .
zeV AEA

Assim, a Eq. (6.14) se escreve

J*(p) = sup supL (z; p; A) = sup supL (z; p; A) = supJy (p) .
zeV AeA AEA z€V AEA

(viii) Neste caso, a Eq. (6.13) se escreve

L(z;p)=(p,x) — supJx(z)

AEA
isto é,
L(z;p)=(p ) — inf (=Jx(2)) .
Logo,

L(z;p) = mfL(z5p;A) .
Assim, a Eq. (6.14) se escreve

*(p) = inf L (z:p: \) .
J* (p) sup. fnf (z;p35 A)

Ora,
- . . < . .
VxeV ;g\L(x,p,/\) L(z;p; )N,

de modo que

sup inf L(z;p; A) < supL(z;p; A)
zeV AEA zEV

J* (p) sup AlrelgL(w,p,A) < jof sup (z3p3 ) jnf X (p)
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(ix) Neste caso,
I"(p)=sup{ (p,z)—-J(Az):2 €V } .

Assim, utilizando y = Az

IWm:mm{(ni)*J@%yéV},
isto é,

IWm:mm{(gw)*J@%yGV}:f<%-

(x) Neste caso,
I"(p)=sup{ (p,z)—-AJ(z):xeV }.

Assim, como A > 0

I*(p):)\sup{ (g,y)—J(y):er}:)\J*(g) .

(xi) Neste caso,
I"(p)=sup{ (p,z)—J(x)=A:xzeV }.

Assim, como A > 0

I"(p)=sup{ (py)—J(y):yeV}-A=J(p)—\.

(xii) Basta notar que

J*(p)=swp{ (py)-J (@) :yeV}>(pz)-J(z) .

Se J(z) € R ou J*(p) € R, entdo J*(p) + J(x) tem sentido e temos o
resultado enunciado.

(xiii) Temos
J0)=sup{-J(z):zeV }=—inf{J(z):2eV },

de onde o resultado enunciado.
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(xiv) Seja H = (I O J). Temos
H* (p)=sup{ (p,z)—inf{I(y)+J(x—y):yeV}:zeV},
de modo que
H*(p)=sup{ (p,z)— I(y)—J(x-y):yeV zeV},
isto ¢,
H*(p)= sup{ (py)— I+ (pz-y)-J@—y:yeV zeV},
ou seja
H*(p)= sup{ (p,y)— I +sup{ (pz—y)—J(x—y):zeV 3}, yeV}.
Ora,
sup{ (p,z—y)—J(@—y):xeV}=sup{ (pz)-J(2):z€V }=J(p),
de modo que

H*(p) = sup{ (p,y)— I(y)+J"(p),yeV}
= sup{ (p,y)— I(y),yeV }+J"(p) .

Assim, H* (p) =I* (p) + J* (p) .

Proposicao 6.6.4. Seja J : V — R um funcional. Entdo
(i) J*<J;
(ii) Seja A(J)={ A:V =R afim continua e A < J }. Entao

J(xz)=sup{ A(z) : Aec AN}, se A(N)#@ ; J"(x)=-0, se A(J)=02 .

(iif) J** € convezxo sci ;
(iv) J*=** = J*.

(v) Se I e J sio convexos sci e proprios entao (I + J)" = (I*0OJ*)"" A

Prova.
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(i) Temos
J*(p)=sup{ (p,x)—J(x): 2 €V }.

Assim,

VeeV :(pa)-J@)<J(p)= (pz)-J"(p) <J(2).

Logo,
VaeV : sup{ (p,z)-J"(p):peV }<J(2),

isto &, J** < J.

(ii) Notemos inicialmente que o Corolario 6.4.4 mostra que toda fungdo 4 : V — R
afim e continua é da forma A (v) = (p, v) + a,com p € V e o € R. Assim,

AJ)={A: VR :Alx)=(p, 2)+a,peV,aeR, e AL J}.
Seja
s(z)=sup{ A(x): Ac A(J)}, se A(J)# @ ; s(z)=—o0, se A(J)=0 .
a) Se J* = —oo: entdo J = 400 (Cf. proposi¢ao 6.6.3.(iv)). Assim
AJ)={A: V>R :Alx)={p, z)+a,peV,aeR } .
Entao, tomando p = 0, temos
VaeR:s(z) > a= s(z) = +oo.

Por outro lado, J** = (J*)" = +oo (Cf. proposigao 6.6.3.(iii)). Assim,
s(z) = J** (x) para todo z € V.

b) Se J* = +o0: neste caso, J** = (J*)" = —oo (Cf. proposigao 6.6.3.(iv)).
Além disto,

VpeVisup{ (p,z)—J(z):z eV }=+4c0.
Assim, para todo o € R, existe o, € V tal que
(P, Tap ) = J (Tap) > —a = (p, Tap )+ > J(Tap)

de modo que A (J) =@ e s(x) = J** (z) para todo z € V.

c) Se existe p € V tal que J* (p) € R. Neste caso, J* (p) > —oo para todo
p € V (Cf. proposigao 6.6.3.(v)). Resulta que

JF(@)=sup{ (p,x)—J (p):peV eJ" (p) <+o0 } .
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Ora, por um lado, para todo p € V tal que J*(p) < 400, A(y) =
(p,y)—J* (p) define um elemento de A (J), pois

VyeV:Jp)=(p,y)—J () .
Assim,
sup{ (p,z)—J"(p):peV eJ" (p) <+oo} <s(x),

e temos J** (z) < s(z). Por outro lado,se A € A(J) e A(z) = (p, z)+a,
entao

VeeV:p z)+a<J(x) = (p, z)—J(z) < -«

Assim,
J*(p) € —a

de modo que J* (p) < +o0 e
VeeV:i(p, x)+a<(p x)—J (p) <J"(x) .
Logo, s (z) < J** (z). Assim, s(z) = J** (z) para todo x € V também

neste caso.

(iii) Como J** = (J*)*, o resultado decorre da proposi¢ao 6.6.3.(vi).

(iv) Temos J*** = (J*)™, de modo que (i) mostra que J*** < J*. Por outro lado,
(i) implica também J*** > J* (Cf. proposicao 6.6.3.(i)). Logo, J*** = J*.

(v) Decorre da proposigao 6.6.3 que (I*0J*)" = I** + J** = I + J. Logo,
(I+J)" = (I*0J*)"™.

O resultado seguinte é extremamente ttil:

Teorema 6.6.5. Seja J : V — R um funcional. Entio J** = ¢o(J). Por conse-
guinte, J = J**se e somente se J € convexo sci.

Prova. Temos J** < J (Cf. 6.6.4).Como J** é convexo sci, resulta da proposicao
6.5.6 que J** <co(J).

Mostremos que epi (J**) C @o(epi(J)) = epi(co(J)) (Cf. proposigao 6.5.6).
Suponhamos que existe (x, A ) € epi (J**) tal que (z, A ) ¢ co(epi(J)). Entao
J* () < A< (J)(x).
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a) Seco(epi(J)) = @, entao
VueV:Su)={rAeR:(u, \) €colepi(J)) } =,
de modo que ¢o (J) = +o00. Além disto, epi (J) C co (epi (J)), de maneira que
VueV :Tw={AeR:(u, \) €epi(J) } =@

e, por conseguinte, J = +00. Temos entdo J** = +oo = ¢o(J). Mas entdo
epi (J**) =@ e (x, \) € epi(J*), o que é absurdo.

b) Assim, o (epi (J)) # @ e existe u € V tal que @ (J) (u) < +oo0. Suponhamos
que
BucV talqueco(J)(u) €ER.

Entao co (J) = —oo eco (epi (J)) = epi (co(J)) = VxR. Masentdo (x, A ) €
?T(Spi ((i])) Temos entao (z, A ) € co(epi(J)) e (x, X ) ¢ co(epi(J)), o que

c) Assim, existe u € V tal que @ (J)(u) € R. Resulta do Lema 6.3.18 que
o (J)(u) € R para todo u € dom(¢o(J)). Logo ¢o(J) é proprio. As-
sim, decorre do Teorema 6.4.5 que existe A : V — R, afim e continuo tal
que A(x) = XN e A <@ (J). Neste caso, a proposigao 6.6.4.(ii) mostra que
J** (x) > A(x) = A. Temos entdo A > J** () > A, o que é absurdo.

Por conseguinte, epi (J**) C epi (¢o(J)) e decorre do Lema 6.1.4 que ¢o (J) <
J**. Assim, ¢o (J) < J** e J** <@ (J), de maneira que J** = ¢o (J). Utilizando
a proposicao 6.5.6, temos que J = J**se e somente se J é convexo sci. m

6.7 Subdiferenciabilidade

A nogao classica de diferenciabilidade utilizada no Célculo das Variagoes em espagos
de Hilbert, que se aplica aos funcionais tomando somente valores reais, é a seguinte:

Definigao 6.7.1. Sejam J : V — R um funcional e

J (u+tv) = J (u)

AJ (u) (v,t) = "

A derivada direcional de J em u na diregao v é

DJ (u) (v) = tlglloAJ (w) (v,t) . W
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Definigao 6.7.2. Seja J : V — R um funcional. J € diferenciavel no sentido de
Gateaux no ponto u (ou simplesmente, em u) se e somente a derivada direcional
DJ (u) (v) existe para todow € V e a aplicagiao v — DJ (u) (v) verifica DJ (u) € V.

Neste caso, DJ (u) é o diferencial de Gateaux de J em u. A derivada de Ga-
teaux em u ¢ VJ (u) = A1 (DJ (u)), onde A : V — V' € a isometria de Riesz :
DJ (u) (v) = (VJ (u), v) para todo v € V.

Diremos que J € diferenciavel no sentido de Gateaux se e somente se J € dife-
rencidvel no sentido de Gdteauz todo pontou € V. R

A diferenciabilidade no sentido de Gateaux ndo implica a continuidade: Por
exemplo, seja .J : R> — R dada por

J(z) =1, se 95%—96220 ex#0 ; J(x)=0, sendo.
Temos DJ (0) = 0, mas J néo é continua nesse ponto.

Podemos calcular uma derivada de Gateaux utilizando derivadas usuais:

Lema 6.7.3. Seja J : V — R um funcional diferencidvel no sentido de Gateauzr no
ponto u. Entao DJ (u) (v) = f'(0), onde f(t) = J (u+tv) W

Prova. O resultado é imediato. m

Temos também

Lema 6.7.4. Seja J : V — R um funcional convero. Entao
(i) Yu,veV : t— AJ(u)(v,t) € crescente sobre RT.

(i) , lin(lH_AJ (u) (v, t) existe para todo u,v € V.
(iii) , liné AJ (u) (v,t) existe para todo u,v € V.

(lV) t 1—1>H(1J—AJ ('LL) (’U,t) =T t 1_1)H(1)+AJ (u) (wat)7 w=—v. B

Prova.
(i) Se J (u) = 4o0. Sejat > s> 0. Pondo 6§ = s/t € (0,1), temos
J(u+sv)=JO0u+tv)+(1—0)u) <O0J(u+tv)+(1—0)J(u) ,
de modo que

J (u+ sv) — J (u) < J(u+tv) — J (u)
s - t

= AJ (u) (v,s) < AJ (u) (v,t) .
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(ii) Seja
m = inf { AJ (u) (v,t) : ¢ > 0}.

Se m = —oo entao:

VMeR : 36>0tal que AJ (u) (v,0) < M.

Assim, de (i)

0<t<d= AJ(u)(v,t) <M = DJ (u) (v) < M.

Resulta que

VMeR : DJ(u)(v) <M= DJ(u)(v) = —cc.

Se m > —oo entao:
Ye>0 : 36>0tal quem <AJ(u)(v,0) <m+e.
Assim, de (i)
0<t<d=m<AJ(u)(v,t) <m+e=m<DJ(u)(v)<m+e.
Resulta que

Ve>0 :m<DJ(u)(v)<m+e= DJ(u)(v) =m.

(iii) e (iv) Sejam w = —v e s = —t. Entéo,
lim J(u—l—tv)—J(u):_ lim J(u+ sw) — J (u)
t— 0— t s — 0+ s

e o resultado segue de (ii).

Teorema 6.7.5. Seja J : V — R um funcional diferencidvel no sentido de Gateauz.
Entao

(1) J € convezo se e somente

Jw)>Jw) +(VJ(u),v—u), VuveV.

(i) J € estritamente convexo se e somente se

Jw)>Jw) +(VJ(u),v—u), Yu,veV, utv. B
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Prova.
1) prova de (i): Suponhamos J convexo. Entao

Ve (0, 1):J(utt(w—u)<(1—1t)J(u)+t] (v).

Assim,

Jw+tw—u))—J(u) < (1—t)J(u)+tJ (v) — J(u) =J () —J(u) .

t t

e, passando ao limite para t — 0, temos

(VJ(u),v—u)<J(w)—J(u) .

Mostremos a reciproca: seja ug = fu + (1 — 6) v. Entéo
J(u) = J(ug) + (VJ (ug) , u—up) e J(v) = J(ug) +(VJ (ug), v—ug) .
Como
VO (0, 1):0(VT (ug), u—ug) + (1—0)(VJ (ug), v~ ug) =0,

temos

YO e 0, 1): 00w+ (1—0)J(v) > J(up)

e J é convexo.

2) prova de (ii): Suponhamos J estritamente convexo. Seja u # v. Entéo

Vte 0, 1): Ju+t(v—u) <A —=1t)J(u)+tJ(v).

Assim,
A Chii Gl A Cel) O REZAC) R O Ny S
t t
e, do Lema 6.7.4.(i),
(VJ (u), v—u) < Juttlv-w)=J @ <J()=J(u) .

t
A prova da reciproca é anéloga a de (i): ug = 6u+ (1 — 0) v. Entao

J(u) > J(ug) + (VJ (ug), u—ug) e Jw) > J(ug)+ (VJ (ug), v—up) ,
de modo que

VOe(0,1):0J(u)+(1—0)J(v)> J(ug).
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Teorema 6.7.6. Seja J : V — R um funcional diferencidvel no sentido de Gateaux.
Entao

(1) J € convezo se e somente se

(VJ(u) = VJ @), u—v)>0, YuveV.

(ii) J € estritamente convezo se e somente se

(VJ(u) = VJ(w),u—v)>0, YVu,veV,u#v. &

Prova.

1) prova de (i): Se J é convexo, entao:

JW) > Jw)+(VJ (), v—u) e Ju) > Jw)+ (VJ (v), u—0) .

Fazendo a soma destas duas desigualdades, obtemos o resultado enunciado.

Mostremos a reciproca: sejam u,w € V, t € Re g(t) = J (u + tw). Temos

g(t+h)—g(t) J(u+tw+hw)—J(u+tw)
h = 5 th(VJ(u—i—tw),w),

de modo que ¢’ (t) = (VJ (u + tv), v). Assim,
(g () =g (5)(t—5)=(VJ(u+tw) —VJ(u+sw), (t—s)w)>0.
Resulta que
s<t=9'(s) <g'(s)

et — g (t) é crescente. Sejam s <tef e (0,1)etp=0t+(1—0)s
h(6) =g (te) =09 (t) = (1 =0)g(s).

Temos

to s

h(6) =63 (ts) — g (1))~ (1 — 0) (g (s) — g (t9)) = 0 / d' () da—(1 - 0) / J (a) da.

t to
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Ora, como t — ¢’ (t) é crescente,

to s

[ @dazg@)ta-0 : [ @dazg ) sto)

t to

de modo que
h(0) < 0g' (to) (to —t)—(1 —0) g’ (o) (s —to) = g’ (to) (to — 0t — (1 —0) 5) = 0.

Logo, g (tg) < bg(t) + (1 —0)g(s). Tomando w =v —u, t =1, s = 0, temos
9(0) =J(u), g(1) = J(v), g(te) = J (Qu+ (1 =0)v) e

J(Ou+(1—0)v) < 0J (u)+(1—0)J (v)

e J é convexa.

2) prova de (i): Se J ¢é estritamente convexo, entao:

J) > Jw)+(VJ (u),v—u) e J(u) > J(v)+(VJ (v), u—v) .
Fazendo a soma destas duas desigualdades, obtemos o resultado enunciado.
A reciproca é analoga a de (i): neste caso,

(6 (1) — & () (¢ — 8) = (V] (u+ tw) — V] (u+ sw), (t—s)w) >0
et — ¢ (t) é estritamente crescente. Resulta que

to s

/ g (@) da < g (tg) (to — 1) ; / g (@) da > g (to) (s — to) |

t to

de modo que h (8) <0e J(Bu+ (1 —0)v) <0J(u)+ (1 —0)J(v).

Um funcional arbitrario pode nao possuir uma derivada de Gateaux. Tal é o

caso, por exemplo, quando J assume valores infinitos ou é nao-diferenciavel. Neste
caso, utilizaremos as nogoes seguintes :

Definicao 6.7.7. Seja J : V — R um funcional. p € V é um subgradiente local
de J em u se e somente se existe € > 0 tal que

VovéeB:(u):J(w)>J(w)+ (p, v—u).

O conjunto dos subgradientes locais de J em u € o subdiferencial local de J em

Oocd (u) ={ p €V : p é subgradiente local de J em u} .M
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Assim, um subgradiente local define um minorante afim continuo local de J.
Quando este minorante afim continuo é global, isto é, a vizinhanga B, (v) pode ser
substituida por V, diremos que p € V é um subgradiente global de J em u ou
simplesmente um subgradiente de J em wu:

Definicao 6.7.8. Seja J : V — R um funcional. p € V é um subgradiente de J
em u se e somente se

VoeV:Jw)>J(u)+(p, v—u).
O conjunto dos subgradientes de J em u € o subdiferencial de J em wu:

0J (u) ={ p eV :p é subgradiente de J em u} .M

Temos:

Lema 6.7.9. Seja J:V — R um funcional.
(1) Se J(u) = —o0 entdo Opcd (u) = 0J (u) =V.

(ii) Se existe v € V tal que J (v) = —oo entdo 0J (u) = & em todo ponto onde
J (u) > —o0.

(iii) Se J (u) = 400 e existe v € V tal que J (v) < 400 entdo 0J (u) = &. Sendo
oJ (u) =V.

(iv) Se J(u) = +oo e existe € > 0 tal que ¥V v € Be(u) : J(v) = 400 entdo
Orocd (1) = V. Senao Ojpcd (u) = 2.

(v) 8J (u) C Broe (u).

(vi) p € 0J (u) se e somente se J (v) > J(u) + (p, v —u) para todo v € dom (J)
.

Prova. Se J (u) = —o0 entao J (u) + (p, v — u) = —oo para todo p € V, de modo
que J (v) > J (u) + (p, v —u) = —oo para todo p € V, o que prova (i).

De maneira analoga, se J(u) > —oo e J(v) = —oo entdo 9J (u) = &: se
p € 0J (u), temos —oo > J (u) + (p, v —u), de modo que J (u) = —oo, de onde
—00 > —00, 0 que é absurdo

Mostremos (iii): Seja J (u) = +o0o. Se existe v € V tal que J(v) < +o0 e
0J (u) # @, entdo existe p € 9J (u). Assim, J (u) + (p, v —u) = +oo para todo
v € V, de modo que J (v) > +oo para todo v € V e temos +o0o > 400, 0 que é
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absurdo. Se J = 400 e entdo J (u) + (p, v —u) = +oco paratodop e Vewv eV,
de modo que J (v) > J(u) + (p, v —u) = o0 para todop € Vewv € V, o que
mostra que 0J (u) = V.

(iv) é analogo a (iii): se existe ¢ > 0 tal que V v € B (u) : J(v) = +o0,
entdo J (u) + (p, v—u) = 400 para todo p € V e v € B (u), de modo que
J () > J(u)+ (p, v—u) = 400 para todo p € V e v € B (u), 0 que mostra
que 0J (u) = V. Sendo, Ve > 0, 3 v. € B (u) tal que J (ve) < +00. Suponhamos
Orocd (u) # @. Entéo existem p € Ojpcd (u) e € > 0 tal que J (v) > J (u)+(p, v —u)
para todo v € B, (u). Mas entao J (v) > 400 para todo v € B (u), de modo que
J (ve) > 400 e temos +0o > 400, 0 que é absurdo.

(v) é imediato, pois B (u) C V

Mostremos (vi): Se dom (J) = &, entdo J = +00 e decorre de (iii) que 0.J (u) =
V. Assim, a equivaléncia é verificada neste caso. Se dom (J) # &, (=) resulta de
dom (J) C V, enquanto que (<=) é obtida observando que, se v ¢ dom (J), entao
J (v) = 400 e a desigualdade J (v) > J (u) + (p, v — u) também é satisfeita neste
caso. W

Temos também:

Teorema 6.7.10. Seja J : V — R um funcional. Seja u € V tal que J (u) € R.
Entao p € 0J (u) se e somente se J (u) + J* (p) = (p, u).M

Prova. Temos J (u) + J* (p) = (p, u) se e somente se
(p, w)—J(u)=J"(p) =sup{ (p,v)—J(x):veEV},

isto &,
veV (p, u)_J(U>Z (p,v)—J(v),

ou seja
veV : (ppv—u)+J(u) < JW) .

Assim, J (u) + J* (p) = (p, u) se e somente se p € 9J (u). m

Uma conseqiiéncia deste teorema é a seguinte:

Coroléario 6.7.11. Seja J : V — R um funcional. Sejau € V tal que J (u) €ER e
0J (u) # . Entao J** (u) = J (u) € 0J** (u) = dJ (u).

Prova. Seja p € 0J (u). Temos

p€dJ(u) <= J(u)+J" (p) = (p, u) ,
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de modo que
J(u)=(p, u) = J (p) <sup{ (qu)—J" (p):qeV } =T (u).

Como J** (u) < J (u) (Cf. proposigdo 6.6.4), temos J (u) = J** (u).
Como J* = J*** (Cf. proposigao 6.6.4), temos

p€dJ(u) == J(u)+J"(p) = (p, u) <= J7 (W)+J"" (p) = (p, v) == p €I (u),

de modo que 8J** (u) =9J (u). m

Uma segunda conseqiiéncia é a seguinte

Corolério 6.7.12. Seja J : V — R um funcional convexo préprio sci. Seja u € V
tal que J (u) € R. Entdo p € 0J (u) se e somente se v € 0J* (p) .M

Prova. Neste caso, J =¢o (J) = J** (Cf. proposicao 6.5.6 e Teorema 6.6.5. Temos
p € 0J (u) se e somente se
p€dJ(u) <= J(u)+J"(p) = (, u) ,

isto &,
p€0J (u) = J" (p) +J" (u) = (u, p).

Ora, do Teorema 6.7.10 :
J(p)+ I (u) = (u, p) <= uedJ" (p).

Assim, p € 8J (u) se e somente se u € 3J* (p). ®

Veremos agora que para funcionais convexos todo subdiferencial local é global:

Teorema 6.7.13. Seja J : V — R um funcional convexo. Seja u € V tal que
J (u) € R. Entao sio equivalentes:

(i) peE 8locJ (u)

(il) VoeV:(p, v) < , E,H(IH_AJ (u) (v,t).

(iii) p € 0J (u) .M
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Prova. (i) =>(ii): Suponhamos p € 9,.J (u) e seja € > 0 tal que
VoeBe(u):J(w)>J )+ (p, v—u).

Seja v € V. Entao existe ng > 0 tal que

1
nzng= —| v <e
n

1
Seja 0 <t < —. Entdo u + tv € B. (u), de modo que
o

O<t§ni0:>J(u+tv)ZJ(u)+t(p, v) = AJ (u) (v,t) > (p, v)

e o resultado é obtido passando ao limite para ¢ — 0+ (o Lema 6.7.4 mostra

que o limite existe).

(ii) ==(iii): A reciproca resulta do Lema 6.7.4: t — AJ (u) (v,t) é crescente
sobre R, de modo que

VoeV ,t>0:AJ(u)(v,t) ztlirré+AJ(u) (v,t) > (p, v) .

Assim,
VoeV ,t>0:J(u+tv)>J(u)+t(p, v) .

Tomando t = 1,v = w — u, temos
VweV 1 J(w)>J )+ w—u) ,

de modo que p € 9J (u) C OjocJ (u).
(iii) =(i): resulta de 0J (u) C OjpcJ (u) (Lema 6.7.9). m

Corolario 6.7.14. Seja J : V. — R um funcional convezo. Entdo OipcJ (u) =
0J (u) em todo ponto onde OJjoc (u) = @ ou J (u) € R.M

Prova. O resultado é imediato se OjocJ (u) = &, pois (Cf. Lema 6.7.9)

OJ (1) C Ooed (u) = @ = 0J (u) = Ol (u) = @.

Suponhamos Jjecd (1) # @ e J (u) € R: seja p € Jjpcd (u). O Teorema 6.7.13
mostra que p € 9J (u), de modo que 0Jjoc (u) C 0J (u) C Oiocd (u) = 9J (u) =
Orocd (1) . m

Corolario 6.7.15. Seja J : V — R um funcional convexo. Seja u € V tal que
J(u) € R e a derivada de Gdteaux VJ (u) eziste. Entao Oiocd (u) = 0J (u) =
{VJ(u) }.1
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Prova. Neste caso, temos

. liné+AJ (u) (v, t) = (VJ (u), v).

O teorema mostra que p € OjpcJ (u) se e somente se
VoeV:(VJ(u),v)> (p,v),

isto é,
VoeV:(VJ(u)—p, v)>0.

Ora, esta desigualdade s6 é possivel se V.J (u) — p = 0 (basta tomar v = p —
VJ (u)). Assim, p € 9jocJ (u) se e somente se p = V.J (u). Como Jjped (1) = 0J (u)
(corolario 6.7.14), temos o resultado enunciado. =

Teorema 6.7.16. Seja J : V — R wm funcional convexo préprio. Se existe
u € dom (J) tal que J € continuo em u entio J é subdiferencidvel em todo ponto
w € int (dom (J)) .M

Prova. Como J é proprio, J ndo assume o valor —oo, de modo que J (u) € R. Seja
€ >0: como J é continuo em u, existe § > 0 tal que

lw—u||<d=]|J(w)—J(u) |<e= J(w)<J(u)+e.

Assim, sup{ J (w) : w € Bs (u)} < +0o0. Resulta da Proposi¢éo 6.2.4 que int (dom (J)) #
Feexiste d > 0tal quesup{ J (w) : w € Bs (v)} < 400 para todo v € int (dom (J)).
Além disto, J é continuo em cada ponto de int (dom (J)).

Sejav € int (dom (J)) e d > 0 tal que By (v) C int (dom (J)) e M = sup {J (w) :
w € Bs (v)} < 4+00. Entao,

w—u|<éd= J(w) <M.

Resulta que, para todo A > M e w € Bs (u), temos J (w) < M < Ae (w, A) €
epi (J). Logo, temos

{ @ w—v P+ A= (M+20) P <8} Cepi)

de forma que (v, M +2§) € int(epi(J)) # @. Assim, B = int(epi(J)) é um
convexo (Cf. Teorema 6.2.5 e proposi¢ao 5.2.10) de interior nado-vazio. Como
(v, J (v)) ¢ int (epi (J)), A={ (v, J (v))} & um convexo nado-vazio tal que ANB =
@. Decorre do Lema da separagao (Lema 5.5.4) que existe um hiperplano fechado
H = L~'(n) que separa propriamente A e B. Assim, existem p € V, a,n € R tais
que L ((w, A)) =(p, w)+are

V(w,N)eB : (p,w)+arx<n<(p,v)+al(v).
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Como (v, M + 20) € B, temos
(pyv)+a(M+2)<n<(p,v)+aJv)=a(M+20—J () <0,

de maneira que o < 0.
Suponhamos que & = 0. Como w = (1+d)v € Bs (v), temos J ((1+J)v) <
M<M+25e ((1+9d)v, M+ 20) € B, de modo que

(1+6)(p,v)<(p,v)=(p,v)<0.
De maneira analoga, ((1+d)v, M +26) € Be
(1=6)(p,v)<(p,v)=(p,v)=0.
Assim, ( p, v ) =0, de modo que
V (w,AN)eB : (p,w)<n<0.
Ora, existe n € N tal que
1 1 1
n||p||§6=>v+npeBg(v):>(v—i—np,M—i—Q(S)EB.
Assim,
1 2 1 2
Sl = (oot ) so=lplP 0= p=0,
Mas entdo L =0en =0 (pois 0 = (p, w) <n <0). Assim, H =V e, por
um lado, H nao é um hiperplano; por outro lado, AU B C H e H nao separa

propriamente A e B, o que é absurdo.
Logo, a <0 e

V (w, \)€B : (g,w)+/\2(§,v)+J(v),
de maneira que

V@mMeB:AZ(

oI

, U —w ) +J(v) .
Fazendo A — J (w), temos

Vwe@mU):J@Qg(—gﬂww>+J@f

Assim, o Lema 6.7.9 mostra que —g €odJ(v). m

Teorema 6.7.17. Sejam J : V — R eI :V — R dois funcional convexos préprios.
Seja K =1+ J. Entdo:
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(i) oI (u)+9J (u) C 0K (u)

(ii) Se existe & € dom (J) Ndom (I) tal que J € continuo em 4, entdo OI (u) +
0J (u) = 0K (u) para todo v € V.A

Prova. Sejam p € 01 (u) e ¢ € 9J (u). Temos
VoeV :IT(w)>I(u)+({p, v—u) e >J(u)+ (g v—u) .
Adicionando as duas desigualdades, temos
VoeV :K@w)>Ku+®m+q, v—u)

ep+q € Il (u). Assim, temos (i). Suponhamos que @ € dom (J) Ndom (I) e J é
continua em 4. Seja p € OK (u). Consideremos os funcionais i,7,k : V — R tais
que

jy=Jw+u)—J(w) —(p, v) ; i =Iwv+u)—Iw) ; k=i+j.

i e j sdo convexos proprios e dom (j) = dom (J) — { u } ; dom (i) =
{u};i(0)=35(0)=0;0¢€ 0k(0) (pois k (v) > k(0)) e j é continua em
Sejam

dm([)
A={ (v, ) eV xR:i(v)<-=A}; B=epi(j) .
Como i (0) =0e (0,0) € A # &. Como i é convexo,
(v, \), (wynNeA=i(v+(1-0)w)<hi(v)+(1—-0)i(w)<—-O0A—(1-0)n

para todo 6 € (0,1) e A & convexo. De maneira anéloga, j (0) = 0, temos (0,0) €
B # @. Como j é convexo, B é convexo.
Como j é continua em 7, existe § > 0 tal que

fw=v[[<d=]j(w)=j@) [<1=j(w)<j@)+1.

Resulta que, para todo A > j (9) +1 e w € B; (v), temos j (w) < j(0) +1 < A
e (w, \) € epi(j). Seja A= j (0) + 1+ 28. Temos

~ 12
{ (w,/\):||w—ﬁH2+‘)\—>\‘ §52}Cepi(J) ,

Assim, (v X) € int (B).
Temos AN B = @: se existe (v, A\) € AN B entdo, por um lado, i (v) < —X e,
por outro lado, existe € > 0 tal que

{wn:lv-—vlP+In-2P <} cB,
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de modo que (v, A —¢) € B e temos
J)<A—e<—-i(v)—e=k(v) <—-e<0=k(0).
Ora, 0 € 0k (0), de modo que
k(v) > k(0) + (0,v —0) = 0.

Assim, 0 > k (v) > 0, o que é absurdo.

Logo, A e B sdo convexos nao-vazios, int (B) # @ e ANB = @&. O Lema da
separagao (Lema 5.5.4) mostra que existe um hiperplano fechado H = L~ () que
separa propriamente A e B. Assim, existem ¢ € V, a,n € R tais que L ((w, A)) =
(g, w)+ade

V(wAN€ede (v,7)€B : (¢ w)+ar<n<(g v)+ay.
Como (0, 0) € AN B, temos
0<n<0=n=0.

Além disto, (0, 1) € B, de maneira que « > 0.
Suponhamos que o = 0. Entao

V(wANede (v,7)eB : (¢ w)<0<(q v).
Como existe n € N tal que

1 1 1
q||§(5:>—(]EBa(O)$<q,25)EB7
n n n

temos ) )
2 2
el = (o —2a ) 20— lg 0= g =0
n n
de forma que L = 0. Logo, H = V e, por um lado, H nao é um hiperplano; por

outro lado, AU B C H e H néo separa propriamente A e B, o que é absurdo.
Assim, a >0e

q q
(L <o< (<
V (w,A\)€Ae (v,7) €B : (a,w)+)\_0_<a,v>+'y‘ (6.16)
Seja u>0ewvedom(j): (v, j(v)+2u) € B e temos
q . . q
4 >0 — >( -2 .
(Zow)+i@+mz0 = jw=(-1v)

Assim,
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de modo que o Lema 6.7.9 mostra que

p— % € dJ (u) . (6.17)

Seja v € dom (i) : Tomando A = —i (v) em (6.16), temos

q . . q
(a, v)f (v)§0:>z(v)2(a, v).
Assim,
Vvedom(i):[(v—i—u)Z[(u)—i—(g, v) ,
o
isto é,
Vvedom(l):f(v)ZI(u)—i—(g, v—u),
a
e decorre do Lema 6.7.9 que
% € oI (u) (6.18)
De (6.17) e (6.18), temos
p € dJ (u)+0I (u) ,

de modo que 9K (u) C OI (u)+9J (u). Utilizando (i), temos o resultado enunciado.
[



Capitulo 7

Otimizacao

Nesta sec¢ao, estudaremos o problema seguinte:

Problema 7.0.18. Determinar u € V tal que u = arg m‘}n J, isto é, u € V tal que
YVweV:J(u)<J(w). R

Na literatura usual da otimizacao, esse problema é um problema de "otimizacao
sem restrigdbes", mas tal ndo é o ponto de vista da Analise Convexa. Podemos
considerar:

Definigao 7.0.19. Seja S C V. A fungdo indicatriz de S é ¥g : V — R, dada por

Ug(u)=0, seuesS ; ¥g(u)=4o00, seu¢gsS .

Assim,

inf Vg) = inf
11‘}(J—|— s) 1réJ,

de modo que o estudo do problema 7.0.18 engloba o problema da determinacao do
ponto de minimo sobre uma parte S C V. Estudaremos mais abaixo as propriedades
das funcoes indicatrizes.

Para simplificar as formulas que seguem, utilizaremos as notagoes

inf (J) = i‘}lf,]; inf (J,5) = iSan ; min (J) = n‘}inJ; min (J, S) = rgin] .

223
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7.1 Nocoes Fundamentais

Seqiiéncias minimizantes
No que segue, consideraremos seqiiéncias minimizantes, definidas por

Definicao 7.1.1. {u, }, .y C V € wma seqiiéncia minimizante do funcional
J:V — R se e somente se J (u,) — inf (J). B

Utilizaremos as propriedades seguintes:

Lema 7.1.2. Seja { u, },, c y CV uma seqiiéncia minimizante do funcional J :
V = R. Seja { un, Y cn C { Un }, ey uma subsegiéncia. Entio J (up,) —
inf (J) quando k — +o00, isto é, toda subseqiiéncia de uma seqiiéncia minimizante
é minimizante. W

Prova. Suponhamos que inf (J) = +oo. Entdo J = +o00. Assim, J (up,) = 400,
para todo k € N, de modo que J (uy, ) — +o0o =inf (J). Seja N € N.
Suponhamos que inf (J) = —co. Entao, para todo N € N, existe ny € N tal que

n>nyg = J(u,,) < —N.
Seja ko tal que uy(xy) > no. Entao
k>ko = n(k)>n(ko) >no = J(up,) <—N,
de modo que J (uy, ) — —oo = inf (J).

Suponhamos que inf (J) € R. Entéo, o resultado decorre da unicidade do limite
(Cf. proposicao 4.5.6). =

7.1.1 Funcgoes indicatrizes

Temos

Lema 7.1.3. Seja S CV e Vg a func¢do indicatriz de S. FEntdo
(i) dom (Tg) =S.

(ii) S =@ se e somente se epi (Vg) = 2.
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(iii) Se S # @, entao epi (¥s) =S xRt ={ (v, \) eV xR:veS e>0}.
(iv) Uy € conveza se e somente se S é convezo.

(v) ¥g € sci se e somente se S € fechado.

(vi) Uy € propria se e somente se S # .

(vii) co(¥s) = Weo(s) -

(viii) Vg = S

(ix) 0 (¥s) = Ugy(s) -

(x) U§ = Vsps) -

(xi) 0%g (u) = N (u,co(S)) = N (u,c0(S)) para todo u € S.
(xii) 0 € 0¥g (u) para todo u € S.

(xiii) 0¥g (u) ={ 0 } para todo u € int (S).

(xiv) Se S # @, entdo Vg (u) = & para todo u ¢ S. Sendo OVg (u) =V para
todou € V.

(xv) Se S# @ e J € continuo entio J + Vg =J + V.M

Prova.

(i) Basta notar que ¥g (u) < +00 <= u € S.

(ii) Temos
S=0 <<= Vg =100 <= epi (Vg) = 0.

(iii) Seja (v, A) € epi (¥g). Entao, do Lema 6.1.5, ¥5 (v) < +00. Assim, v € S e
A > Ug (v) =0, de modo que (v, A) € S x RT. Logo, epi (Vg) C S x RT.

Seja (v, A) € S x RT. Entao A > ¥g (v) = 0, de modo que (v, \) € epi (¥g).
Logo, S x R* C epi (¥g).

Assim epi (Ug) C SXxRT e SXRT C epi (¥g), de modo que SxRT = epi (Ug).
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(iv) Decorre do Teorema 6.2.5 que basta mostrar que epi(¥g) é convexo se e

somente se S é convexo.

Seja S convexo. Se S = & entdo epi(Vg) = F e epi (¥g) é convexo. Su-
ponhamos S # @. Entdo epi (¥g) = S x RT. Para (u, \) € S x RT e
(v,7) € S xR temosueS,veS, A>0en>0. Sejad € (0,1): como S
é convexo, Ou + (1 —0)v € S. Além disto, O\ + (1 — 0)n > 0, de modo que

O(u, \)+(1—0)(v,n)=Ou+(1—-0)v, IA+(1—-0)n) €S xRT

eepi (Ug) =S x RT ¢ convexo.

Seja epi (Ug) convexo. Se epi (Vg) = @ entdo S = & e S é convexo. Su-
ponhamos epi (Vg) # @. Entao epi (¥g) = S x RT. Sejam u € S, v € S,
6 € (0,1). Entao (u, 0) € S xRt e (v, 0) € S x RT, de modo que

0(u, 0)+ (1—-0)(v,0) = (Bu+(1—-0)v,0) €S xR .

Assim, u+ (1 —0)v € S e S é convexo.

(v) Decorre do Teorema 6.3.17 que basta mostrar que epi(¥g) é fechado se e

somente se S é fechado.

Seja S fechado. Se S = & entao epi (Vg) = & e epi (Vg) é fechado. Supo-
nhamos S # @. Entao epi (¥gs) = S x RT. Consideremos uma seqiiéncia
{ (un, An) },en €S xR tal que u, — uem Ve X, — X em R. Como
{Uun }, cny CS eS8 éfechado, temos u € S; como A, > 0 para todo n € N,
temos A > 0. Assim, (u, \) € S X RT e epi (¥g) =S x Rt é fechado.

Seja epi (Ug) fechado. Se epi (¥g) = & entdo S = & e S é fechado. Suponha-
mos epi (Vg) # @. Entdo epi (Vg) = S x RT. Seja { up }, oy C S tal que
up, — uem V. Seja A, = 0 para todon € N: { (un, \n) },, ey € S X R
verifica u, — uwem V e A, — 0 em R. Como epi(¥g) é fechado, temos
(u, 0) € S x RT, de modo que u € S e S é fechado.

(vi) Basta notar que ¥g nao assume o valor —co e dom (¥g) = S.

(vii) Notemos inicialmente que co (S x RT) = co (S) x RT : com efeito, se (u, \) €

co (S x RT) entao existem uq, ..., u, elementos de S; A, ..., A, elementos de
Rt e 6, ..., 0, também elementos de RT tais que

m

uzi&iui,)\:i:&)\i, > =1
=1

i=1 i=1

Assim, u € co(S) e A € RT, de forma que (u, \) € co(S) x R*. Temos entao
co (S xRT) C co(S) x RT.
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Reciprocamente, se u € co(S) e A € RT entdo entdao existem wug, ...
elementos de S e 0y, ..., 0, elementos de R tais que

y Un

m

i =1 =1

Tomando A = A € RT para i = 1, ..., n, temos também XA = > 6;)\;, de
i=1

modo que temos (u, A) € co(S x RT). Logo, temos também co (S) x RT C

co(S x RT).

Assim, co (epi (¥s5)) = co (S x RT) = co(S) x RT. Resulta que co (Vg) (u) =

+oo seu ¢ co(S) e, para u € co(S),

Su)={XeR:(u, \) € co(epi (¥s))} = RT = co(¥s) (u) =0 .
Temos entao
co(Pg)(u)=0, seucco(S) ; co(Vg)(u)=+oc0, seu¢co(S) ,

isto &, co (Vs) = Vo) -

(viii) Notemos inicialmente que S x Rt = S x RT : com efeito, se (u, \) € S x R+
entao existe { (un, An) }, c y €S X RT tal que u, = wem Ve A, — A em
R. Como { up },, ¢ y C S, temos u € S; como A, > 0 para todo n € N, temos
A > 0. Assim, (u, \) € S x RT e temos S x Rt C S x RY.
De maneira reciproca, se (u, A\) € SxR*, entdou € S e existe { up }, oy C S
tal que u, — u em V. Seja A\, = A para todon € N: { (un, An) },, ¢y C
S x R* verifica u,, — uem V e A\, — X em R. Assim, (u, \) € S x Rt, de
modo que temos também S x RT C S x R+.
Assim, epi (¥g) = S x RT = § x RT. Resulta que Wg (u) = 400 seu ¢ S
enquanto, para u € S,

S(U)z{AeR:(u,A)eepi(ms)}=R+=>@(u)=o.

Logo, o - o -
Ug(u)=0, seues ; Pg(u)=+4oc0, seu¢s ,

de onde ¥ g = Ve .

(ix) De (viii), temos co (S x RT) = co(S) x RT, de modo que co (S x Rt) =
co(S) x Rt = co(S) x RT. Resulta desta igualdade, combinada & proposigao
5.3.7, que €0 (S x RT) =0 (S) x RT. Logo, ¢o (¥g) (u) = +oo se u ¢ o (S)
enquanto, para u € ¢o (5)

(u

Su)={XeR:(u, ) €co(epi(¥s))} =RT = ¢ (¥s) (u) =0 .
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Assim
0 ((Ps)(u)=0, seucco(S) ; @ (Vg)(u)=400, seud¢co(s) ,

e o (Vs) = V(s -
(x) & uma conseqiiéncia imediata de (ix).

(xi) Seja u € S. Mostremos que N (u,co(S)) C 0¥g(u) : se p € N (u,co(S5))
entao (Cf. proposi¢ao 5.6.12)

(p,v—u)<0,Vveco(S).

Ora, S Cco(S) e Ug(v) =¥g (u) =0 para todo v € S, de modo que

YoeS:Ug(v)>¥g(u)+ (p,v—u).

Seja agora v ¢ S. Neste caso Ug (v) = 400, de modo que

VogsS:Ug(v)>Pg(u)+ (p,v—u).
Assim,
VoeV:Ug(v)>Tgs(u)+ (p,v—u) = p€ Vs (u).

Logo, N (u,co(S)) C 0¥g (u).

Mostremos que 0Ug (u) C N (u,co(S5)). Seja p € 0Vg (u). Seja v € co(S5) :
entdo existem vy, ..., v, elementos de S e 0y, ..., 6,, elementos de R tais que

n m
v:ZHivi,ZGizl.
=1 =1
Assim,

n

(p,v—u)= Zﬁi(p,vi—u) .

i=1
Como p € 9Ug (u), temos, para i =1, ..., n

Vs (vi) = ¥s (u) + (p, v;i —u) = (p, v; —u) <0,
de modo que (p, v — u) < 0. Resulta que (Cf. proposicao 5.6.12)

(p,v—u)<0,Vveco(S)=pe N (u,co(95)).

Assim, 0Ug (u) C N (u,co(S)) e N (u,co(S)) C 0¥g (u), de onde a primeira
parte do resultado enunciado.
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Por outro lado, N (u,co(S)) = N (u,c0(S)) : com efeito, como co(S) C
co(9),
(pyv—u)<0,YVvee(S) = (p,v—u)<0,Vveco(S),

de forma que N (u,¢0 (S)) C N (u,co(S)). De maneira reciproca, se p € co (S)
entao
(p,v—u)<0,Yveco(S) .

Seja v € ¢o(S): entdo existe uma seqiiéncia { v, }, ¢y C co(S) tal que
v, — v em V. Como v — (p, v — u) é continua, temos d

VneN:(pv,—u) <0= (p,v—u) <0,

de modo que p € N (u,c0 (S)). Assim, N (u,co(S)) C N (u,c0(S)) e temos o
resultado enunciado.

(xii) Basta constatar que, para todou € S, Ug (u) =0 < ¥g (v), para todov € V.
(xiii) De (xii), temos { 0 } C 9¥g (u). Suponhamos que existe p € 0¥ g (u) tal que
p#0. Entdo || p || > 0. Se u € int (S) entdo existe € > 0 tal que B. (u) C S.

Ora, existe n € N tal que

1 1 1
—lpll<e=u+-peB.(u)y=u+-pes.
n n n

Assim,
1 ) 1 1
Lo = 2e) = (pout tp—u) <0 = p ) =0
n n n

Logo, 0 < || p || =0, o que é absurdo e temos o resultado enunciado.

(xiv) Se S # &, entdo existe w € S = ¥g (w) = 0 € R. Assim, resultado decorre
do Lema 6.7.9.

(xv) U5 = ¥g < Vg, de forma que J+ Vg < J + ¥g. Além disto, como J &
continuo, J é sci (Cf. proposi¢ao 6.3.6). Ora, U5 = Vg & sci, de modo que
J+ Uz ésci (Cf. proposigao 6.3.16). Resulta que J+ W5 é um funcional sci
minorando J 4+ ¥g: temos entao J+ Vg < J 4 Vg (Cf. proposigao 6.5.5).
Assim, epi (J + Ug) = epi (J + Vg) C epi (J + Uyg).

Mostremos a reciproca: seja

(u, N) €epi(J+¥g) ={ (u, \) eV xR:ueSer>J(u) }.
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Entdo, existe uma seqiiéncia { u, }, ¢y C S tal que u, — u em V. Seja
An = J (up) + A —J (u). Como J é continuo,
A =A+J(up) —J (W) =X e \p=J(up) +A—=J(u) > J(uy),
—— — —_———
— 0 >0

de modo que { (un, An) }, ¢y Cepi(J +¥s) e (Un, A\n) — (u, A). Resulta
que (u, A) € epi (J + Ug) = epi (J + Us). Assim,epi (J + ¥g) Cepi (J + ¥g),
o que completa a prova.

O resultado seguinte é bastante tutil:

Teorema 7.1.4. Seja S uwm convexo nao-vazio. Seja J : V. — R um funcional
COnVeTo Proprio.

(1) Se existe u € S tal que J € continuo em G entao O (J + Ug) (u) = 0J (u) +
OVg (u) em todo ponto u € V.

(ii) Seint (S) # & entao 0 (J + ¥g) (u) = 0J (u)+9¥s (u) em todo pontou € V.A

Prova. Observemos que ¥g é convexa propria (Cf. Lema 7.1.3). Assim, (i) de-
corre do Teorema 6.7.17. (ii) também resulta deste teorema: se int (S) # @ entao
int (dom (Vg)) # & e Ug & continua sobre int (dom (Vg)) (Cf. proposigao 6.2.4.
Pode-se também observar que g = 0 sobre int (S) ). Assim, existe @ € S tal que
PUg é continuo em 4. m

Temos também:

Teorema 7.1.5. Sejam S C V ndo-vazio e J : V. — R um funcional. Se u € S
€ tal que J(u) € R e 8J (u) # @ entdo (J+Ug)™ (u) = J** (u) + ¥ (u) =
J(w)+¥g(u) .1

Prova. Temos J** < J e ¥§ < Ug, de modo que J** + ¥ < J + Wg. Decorre
da proposigdo 6.6.4 que J** 4+ U5 < (J+ ¥g)" < J+ ¥g. O Corolario 6.7.11
mostra que J** (u) = J (u). Por outro lado, S C @5 (S), de modo que ¥F* (u) =
Ues(s) (u) = 0= Vg (u). Assim, J** (u) + V§ (u) = J (u) + ¥Ys (u). Temos entao

J(u) +Ws (u) = (u) + U5 (u) < (J + W)™ (u) < J(u) + Vg (u),

de onde (J + Ug)™ (u) = J** (u) + V5 (u) = J (u) + ¥s (u). =
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7.1.2 Coercividade
Definicao 7.1.6. Seja J : V — R um funcional. Diremos que J € coercivo se e
somente se, para todo M € R, existe N € R tal que

ful]|>N=Ju>M .1

Podemos caracterizar os funcionais coercivos através do seguinte Lema:

Lema 7.1.7. Seja J : V — R um funcional. J é coercivo se e somente se, para
toda seqiiéncia { u, }, ¢y CV

| wp || = +00 = J (u,) — +co .M

Prova. Seja J coercivo. Consideremos M € R. Entao existe N € R tal que
fv||>N= J(@)>M.
Como || uy, || — +o0, existe ng tal que
n>ng= | u, || >N = J(u,) > M.

Assim, J (up) — +00 .
Suponhamos que || uy, || = +00 = J (u,,) — +00 . Se J néo é coercivo, entdo
existe M € R tal que, para todo n € N existe u,, € V tal que

| un || >n e J(up) < M.

Mas entéo || u, || — 400, de modo que J (u,) — +00 e M > +o00, 0 que é
absurdo, pois M € R. =

Temos, por exemplo,

Lema 7.1.8. Seja S CV e Vg a fungdo indicatriz de S. FEntdo Vg é coerciva se

e somente se S € limitado, isto é, se existe M € R tal que S C By (0). Neste caso,
J + g € coercivo para todo funcional proprio J : V — R. R

Prova. Seja WUg coerciva. Se S nao é limitado entao, para todo n € N, existe
up, € S tal que || u, || > n. A seqiiéncia { u, }, o verifica || u, || — +oo e
Ugs (un) =0 — 0. Ora, decorre da coercividade de Ug que ¥g (u,) — +00. Assim,
0 = 400, 0 que é absurdo.
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Seja S limitado: entao existe M € R tal que || v || < M para todo v € V. Seja
{Un }, cn CV tal que || u, || — +o00. Entéo existe ng tal que

n>ng=|up | >M+1>M=u, ¢S = Vs (u,) = +oc.

Assim, g é coerciva se e somente se S é limitado. Seja .J : V — R proprio. Entdo
J néo assume o valor —oo. Logo, parau ¢ S, temos (J + Ug) (u) = J (u)+¥s (u) =
+00. Assim, n > ng = (J + ¥g) (u,) = +00, de modo que J + ¥Ug é coerciva. m

Uma das propriedades importantes dos funcionais coercivos é a seguinte:

Lema 7.1.9. Seja J : V. — R um funcional coercivo. Seja { u, hen CV uma
seqiiéncia tal que { J (un) }, ¢ y C R € limitada superiormente. Entao { uy }, ¢ 5 C
V' ¢é limitada. Por conseguinte, se V ¢ separdvel, { un }, c y CV admite uma sub-
seqliéncia fracamente convergente. B

Prova. Como { J(u,) }, ¢y C R & limitada superiormente, existe M € R tal
que J (u,) < M para todo n € N. Se { u, }, cy C V nao é limitada, entdo,
para todo k € N, existe um indice n (k) € N tal que || U (k) || > k. Temos
entao H Un (k) H — +00 e decorre da coercividade de J que J (un(k)) — +00. Ora,
J (un(k)) < M para todo k € N, M > +o00, o que é absurdo, pois M € R.

A existéncia de uma subseqiiéncia fracamente convergente decorre do Teorema
498 m

Um critério pratico para determinar se um funcional é coercivo é dado pelo
resultado seguinte:

Lema 7.1.10. Seja J : V — R um funcional. Se existem M € R e uma fungdo
a:R— R tal que | lirg a(t)=4o00 e J(v)>a(]] v]) quando || v || > M, entdo

J € coercivo. B

Prova. Seja { u, }, ¢ y C V uma seqiiéncia tal que | u, || — +oco. Entéo existe
um indice ng € N tal que
nzng == un | 2 M= J(un) = a(]| un [|) = +o0

e o resultado decorre do Lema 7.1.7. m

Quando J nao é coercivo, podemos utilizar uma aproximacao de J:
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Teorema 7.1.11. Seja J : V — R um funcional. Seja { P: }, . , uma familia de
funcionais P. : V — R tais que P- (v) > 0 para todo v €V ee > 0;

VYoeV : P.(v) —>0+O;
E —

existe a : R x R — R tal que

VoeV : P.w)>a(|v]|,e) ; VB>0: lim J[a(t e)—Bt]=4oc0

t = +oo
Se existe p € V tal que J* (p) < +oo, entio J. : V — R dado por
Je (v) = J (v) + P: (v)
verifica
(i) J. € coercivo para todo € > 0.
(i) J. (v) = J (v) quando € — 0+.
(iii) J < J..

(iv) inf (J.) — inf (J) quando ¢ — 0+. A

Prova.
(i) Como J* (p) < +o0, existe v € R tal que v > J* (p). Assim,
sup{ (p,v) —J(W):veV }<y=J@W) >{pv)+vy,VveV.
Ora, a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que
@, 0) ==l pllvl
de modo que
VoeV:Jw)z-Blvi+~r; B=lrl.
Assim
VoeV:J(v)=J(w)+P(v,e)>a(lvl,e)=Bllvl+ 7.
Como

lim fa(t, ) =Bt+ 2] =7+ lm [a(t e) - Bt = +oo,

t — 400

decorre do Lema 7.1.10 que J. é coercivo.
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(ii) Por outro lado, lin%JrPE (v) =0, de forma que

lim T (0) = T )+ _lim P (o) = J (0

e temos (ii).
(iii) Além disto, P- (v) > 0, de modo que J. (v) > J (v) e temos (iii).

(iv) Sejam m. = inf (J;), m = inf (J). Como J < J., temos

m<m. —=m< lim m,. .
e — 0+

Ora, para todo n > 0, existe u,, € V tal que
m<J(uy) <m+n.
Ora,

< i < 1l = .
me < Je (uy) = . Er%+m€ <. 1_1)1r1(1)+J€ (un) = J (uy) <m+n
Assim,

Vnp>0:m< 1in(1)+m5<m+7],

£ —

de modo que m. — m quando £ — 0+ e temos (iv).

7.2 Resultados Fundamentais

Nosso primeiro resultado fundamental é o seguinte:

Lema 7.2.1. Seja J : V — R um funcional préprio. Entdo inf (J) < +oo. Se,

além disto, J € fracamente sci e coercivo, entao inf (J) =m e R. B

Prova. Como J é proprio, J ndo assume o valor —oco e existe o € V tal que
J(0) € R (Cf. definigdo 6.1.12). Se inf (J) = +o00, entdo J (¥) = +o0, 0 que é
absurdo, pois J (7) € R.

Suponhamos que, além de proprio, J é fracamente sci e coercivo. Se m = —oo
entdo, para todo n € N, existe um elemento u,, € V tal que J(u,) < —n. Entao
J(u,) < 0 para todo n € Ne { J(un) }, cy C R & limitada superiormente.
Resulta do Lema 7.1.9 que a seqiiéncia { u, }, oy C V ¢ limitada: por conseguinte,
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ela admite uma subseqiiéncia fracamente convergente (Cf. Teorema 4.9.8). Seja
{ Un (k) }k en © {un }, e n tal que uy ., wem V. Como J é proprio,

— +0o0

temos J (u) > —oo. Por outro lado,
inf { T (unry) : k=2 pp < J (n) < —p
de modo que lim inf J (un(k)) = —o0. Como J é fracamente sci, temos
J(u) <lim inf J (uy)) = —00 = J (u) = —o0.
Mas entao —oo = J (u) > —o0, 0 que é absurdo. Logo, m € R. m

Nosso segundo resultado fundamental é o seguinte:

Teorema 7.2.2. Seja J :V — R um funcional. Entio sio equivalentes:
(i) u € solugdo do problema 7.0.18

(il) 0 € dJ (u).

(iii) Eriste [:V — R tal que I < J, 0€ 91 (u) e I (u) = J (u).

(iv) 0€ 9T (u) e J** (u) = J (u).

(v) 0 €0 (@ () (u) e 75 (J) (u) = J (u).

(vi) 0€0J (u) e J(u) =J (u).

(vii) 0 € 9 (co(J)) (u) eco(J)(u)=J (u).N
Este teorema resulta dos seguintes lemas:

Lema 7.2.3. Seja J : V — R um funcional. Entdo u é solugdo do problema 7.0.18
se e somente se 0 € 9J (u). W

Prova. Temos
YoeV:J(w)>J(u)
se e somente se

VoeV:iJw) >J+0,v—u)=J(u) <= 0ecdJ(u),

de onde o resultado enunciado. m
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Lema 7.2.4. Seja J:V — R um funcional. Entao u € solugao do problema 7.0.18
se e somente se existe I :V — R tal que I < J,0€ 0l (u) eI (u)=J(u). R

Prova. ( = ) : Basta tomar I = J.

(<= ): Como 0 € II (u), o Lema 7.2.3 mostra que [ (u) = inf (I). Assim,
J(u) = I(u) = inf(I). Ora, I < J, de modo que inf (I) < inf(J). Assim,
J (u) <inf (J). Esta desigualdade implica que J (u) = inf (J), de onde o resultado
enunciado. m

prova do Teorema 7.2.2. : Oslemas 7.2.3 ¢ 7.2.4 mostram que (i) <= (ii) <=

(iii). As equivaléncias (i) < (iv), (i) < (v), (i) < (vi), (i) <= (vii) resultam
do Lema 7.2.4, tomando, respectivamente, I = J**(para (iv)), I = ¢o (J)(para (v)),

I = J(para (vi)), I = co(J)(para (vii)). Todos estes funcionais sdo minorantes de
J (Cf. proposigoes 6.6.4 para J**, 6.5.6 para ¢o (J), 6.5.5 para J, 6.5.4 para co (J)).
[

Quando inf (J) é finito, temos também:

Teorema 7.2.5. Seja J : V. — R um funcional tal que inf (J) = m € R. Seja
uw €V tal que J (u) € R. Entdo sdo equivalentes:

(i) u € solugio do problema 7.0.18 ;

(i) 0€ dJ (u);

(iii) 0J (u) # @ e existe I : V — R tal que J** <1< .J e0€ I (u).
(iv) 0€ 0 (u) e 9J (u) # @.

(v) 0€ (@ (J)) (u) edJ (u) £ 2.

(vi) 0 €07 (u) e dJ (u) £ 2.

(vii) 0 € 9 (co(J)) (u) e dJ (u) # 2. A

Este teorema resulta do Lema seguinte:

Lema 7.2.6. Seja J : V — R um funcional tal que inf (J) =m € R. Sejau € V tal
que J (u) € R. Entdo u € solugio do problema 7.0.18 se e somente se 0J (u) # @
e existe I : V — R tal que J** <I;0€ 09I (u) einf(l) =inf(J). B
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Prova. ( = ) : Basta tomar I = J e notar que 0 € 9J (u).

(<= ) : Como 0 € OI (u), decorre do Lema 7.2.3 que I (u) = inf (I). Assim,
I (u) = inf (J). Ora, J** < I, de modo que J** (u) < inf (J). Assim, J** (u) <
inf (J). Esta desigualdade implica que J** (u) = inf (J).

Por outro lado, J (u) € R e 8.J (u) # @: decorre do Corolario 6.7.11 que J (u) =
J* (u) e 0J (u) = 0 (J**) (u). Assim, temos J (u) = inf (J), de onde o resultado

enunciado. m

prova do Teorema 7.2.5. O Lema 7.2.3 mostra que (i) <= (ii).Tomando I = J,
temos (i) = (iii). Como inf (J**) = inf (J) (Cf. proposigao 6.6.4),

J* < T < J = inf (J*) < inf (I) < inf (J) = inf (I) = inf (J) .

Assim, o Lema 7.2.6 mostra que (iii) = (ii). As equivaléncias (i) <= (iv), (i)
< (v), (i) <= (vi), (i) <= (vii) resultam do Lema 7.2.6, tomando, respectiva-
mente, I = J**(para (iv)), I = ¢o(J)(para (v)), I = J(para (vi)), I = co(J)(para
(vii)). Todos estes funcionais sdo minorantes de J (Cf. proposi¢oes 6.6.4 para J**,
6.5.6 para co (.J), 6.5.5 para .J, 6.5.4 para co(.J)) e minorados por .J**(Cf. proposi-

¢a0 6.6.4). m

Temos o resultado classico seguinte:

Teorema 7.2.7. Sejam V um espago de Hilbert separdvel e J : V — R um funcional
proprio, fracamente sci e coercivo. Entdo o problema 7.0.18 admite uma solugdo.

Prova. Seja m = i‘}lf J. Como J é proprio, m € R (Cf. Lema 7.2.1). Assim, para

todo n > 0, existe um elemento u,, € V tal que m < J (u,) <m+ T Entéao,

n -+
passando ao limite para n — 4o00:

J (up) n ™
e { up }, ¢ y CV éuma seqiiéncia minimizante.
Além disto, J (u,) < m+1 para todo n € N, de modo que { J (u,) }, cy CR
¢ limitada superiormente. Decorre do Lema 7.1.9 que a seqiiéncia { u, }, c y C V
é limitada e, por conseguinte, do Teorema 4.9.8 que ela admite uma subseqiiéncia

fracamente convergente. Seja { Un, }j, ¢y C{ Un }, ¢y tal que u,, — wem
k — +o0

V. Esta subseqiiéncia também é minimizante e J (u,,) — m quando k — +0o0
(Cf. Lema 7.1.2). Temos entdo liminf J (u,,) = m (Cf. proposi¢ao 6.3.8). Dado
que J é fracamente sci, temos

J(u) <lim inf J(uy,)=m.

Assim, m < J(u) < m, de modo que J(u) = m e u é solugdo do problema
7.0.18. Logo, o problema o problema 7.0.18 admite uma solugao. m
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Corolario 7.2.8. Sejam V wm espago de Hilbert separdvel e J : V — R um fun-
cional convexo proprio sci coercivo. Entdo o problema 7.0.18 admite uma solugao.

Se, além disto, J € estritamente convexa, entdao a solucao de 7.0.18 € unica. B

Prova. Como J é convexo sci, o 6.3.19 mostra que J é fracamente sci. Assim,
resulta do Teorema 7.2.7 que existe v € V tal que J (u) =m = i&lf J.

Se J é estritamente convexa, u é a Unica solugao: seja v € V tal que J (v) =
1
Suponhamos u # v : consideremos w = —u + —v. Como w € V, temos J (w) >

Por outro lado, a convexidade estrita de J mostra que
1 1
J(w) < iJ(u) + §J(v) =m,

de forma que m < J (w) < m, o que é absurdo. ®

Corolario 7.2.9. Sejam V um espago de Hilbert separdvel e S C V, S # &, S
fracamente fechado e limitado. Seja J : V — R wm funcional préprio fracamente
sci. Entdo existe u € S tal que u = arg msin J (i. e, ue S ed(u)=1inf(J,5)).0

Prova. Como S é fracamente fechado, Vg é fracamente sci. Resulta que J + Vg é
fracamente sci. Como S é limitado, J + ¥g é coercivo. Assim, o resultado decorre
do Teorema 7.2.7. m

Quando J nao é coercivo, podemos utilizar o resultado seguinte

Teorema 7.2.10. Seja J : V — R um funcional convexo préprio sci. Para e > 0,
sejav eV e
€ 2
Je(v)=J(w)+ 5l v

FEntao:

(i) existe um tunico elemento u. € V tal que inf (J) < J. (ue) = inf (J.).

(ii) J: (ue) — inf (J) quando e — 0+ . W

Prova. Sejam
P)=ZlvI® 5 a(te) =3t

Temos P. (v) > 0 para todo v € Vee > 0; P.(v) s 0 para todo v € V;
E —
Po(v)za(llv],e);

V>0 : lim [a(t,e)—pBt]=4oc0.

t — 400
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Como J é proprio, existe u € V tal que J(u) € R. Além disto, A(J) =
{A:V >R afim continua e A < J } # @ (Cf. Teorema 6.4.5 ou - lembrando que
J = J**- Cf. Teorema 6.6.5). Assim, existem p € V e a € R tais que

VoeV:pv)+a<JWw) = (p,v)—J(v) <a= J" (p) <a.

Logo, J* (p) € R e os resultados enunciados decorrem do Teorema 7.1.11. m

Enfim, temos o resultado cléssico seguinte:

Teorema 7.2.11. Sejam J : V. — R um funcional sci e C C V um compacto.
Entao existe u € C tal que u = arg mcin J (i. e,ueC eJ(u)=inf(J,C)).N

Prova. Seja { u, }, c y C V uma seqiiéncia minimizante do funcional J : V' —
R. Entdo J(u,) — inf(J,C). Como C é compacto, existe uma subseqiiéncia
{ tn }k ¢ tal que u,y — u € C (Teorema 4.5.15). Temos J (Unry) —
inf (J, C) (proposigao 4.5.6), de forma que a semicontinuidade inferior de .J mostra
que

J(u) <lim inf J (up4) = inf (J,C).

Como u € C, temos também J (u) > inf (J,C), de onde o resultado. m

7.2.1 Aproximacao

Como ja observamos, o problema
ueS e J(u)=inf(J,S5)
é equivalente ao problema
ueV e J(u)+ Vg (u)=inf(J+Tg) ,

onde ¥Ug ¢é a funcdo indicatriz de S. A aproximagdo numérica deste problema é
geralmente realizada em trés etapas:

e Aproximacgio de Vg: a manipulagdo numérica do funcional ¥g é complexa
devido aos valores infinitos, de modo que utiliza-se uma aproximacao Vg ~
U, onde ¥, toma somente valores finitos e o é um parametro real, geralmente
destinado a tender ao infinito - a aproximacao é geralmente construida de
maneira que seu limite pontual seja Ug .

e Aproximagao em dimensao finita : quando V é um espago de dimensao infi-
nita, utiliza-se uma aproximagao : V = V,,, onde V,, é um espago vetorial de
dimensao finita - por exemplo, dim (V;,) = n. V,, pode resultar, por exemplo,
de aproximagoes de Ritz ou por elementos finitos. Neste caso, as incégnitas
sao os coeficientes da solugao numa base de V,, - por exemplo u ~ Z?:l U;Wy,
onde {wy,...,w,} é uma base de V,, e a incognita é U = (uq, ..., u,) € R™.
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e Utilizagao de um método de otimizagao numérica: o calculo numérico de U é
realizado através de um algoritmo de otimizagao numérica.

Nao apresentaremos aqui os métodos de aproximacgao em dimensao finita ou os
algoritmos de otimizagao numeérica, mas examinaremos trés maneiras classicas de
aproximagao da funcao indicatriz ¥g:

e 0s métodos de penalidade, que sao geralmente bem adaptados ao calculo de
U e menos indicados para o calculo das sensibilidades (isto é, das forcas nos
vinculos e da influéncia da restrigdes sobre a solugdo). A aproximagao por
penalidade conduz geralmente a utilizagao de métodos iterativos de descida
ou & resolucao iterativa das equagoes de equilibrio na otimizagao numérica.
Examinaremos tanto as penalidades externas (ou simplesmente penalidades)
- as quais levam a solugoes aproximadas que podem ser externas ao conjunto
admissivel S - quanto as penalidades internas (ou barreiras), as quais levam
a solucoes aproximadas pertencentes ao interior de S.

e 0s métodos de requlariza¢do podem ser considerados como uma extensao dos
métodos de penalizagao. Tais métodos podem ser facilmente extendidos a
funcionais diferentes de Ug e sao geralmente utilizados para aproximar funci-
onais irregulares por funcionais diferenciaveis no sentido de Gateaux. A apro-
ximagao por regularizacao é freqiientemente utilizada em combinacao com a
penalidade: por exemplo, quando J é irregular, podemos comegar por apro-
ximar J ~ J, - onde J, é diferenciavel - antes de utilizar a aproximagao por
penalidade.

e 0s métodos de dualidade, que sao geralmente bem adaptados ao céalculo das
sensibilidades e menos indicados para o calculo de U. A aproximagado por
dualidade conduz geralmente a utilizagdo de métodos iterativos duais (por
exemplo, Uzawa, Arrow-Hurwicz) na otimiza¢ao numérica.

Aproximacgao por Penalidade Externa

Definigao 7.2.12. Seja P : V — R um funcional. Diremos que P é um funcional
de penalidade externa (ou simplesmente de penalidade) para S se e somente se P
€ fracamente sci e

P(v)=0,sevesS ; P)>0,sevgsS .1

Temos
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Lema 7.2.13. Seja P um funcional de penalidade para S e ¥ (a; v) = aP (v).
Entao

(i) VveV:R>a— ¥ (a; v) €R € crescente;
(ii) Vve S:R3a — ¥ (a; v) € R € estritamente crescente ;
(iii) Yo e V: lini U (a; v) =Tg (v) ;

(iv) VoeV: sup U (a;v)=¥g(v). B

a > ag

Prova. Seja g (a) = aP (v).
(i) Temos ¢’ (a) =P (v) >0,V v €V, de modo que g é crescente.
(ii) Temos ¢’ (o) = P (v) >0,V v € S, de modo que g ¢ estritamente crescente.

(iii) Temos
0, sevesS
+ o0, sev ¢S

lim P (v) = {

a — +oo

de modo que linri aP (v) = ¥g (v).

(iv) Temos

sup aP (v) =

a>0

0, seves
+o0, sevgS

de modo que sup «P (v) = Ug (v).

a > ap

Teorema 7.2.14. Sejam S C V, S # @, S fracamente fechado; J:V — R tal
que J (v) € R para todo v € V e J é fracamente sci. Seja P um funcional de
penalidade para S. Consideremos L:V x R — R dado por

L(v;a)=J @)+ ¥ (a;v)=J(v)+aP(v) .
Se existe ag > 0 tal que V 3 v — L (v;a) € coercivo para todo o > «, entao

(i) FJuesS tal que u = arg melrg,](v)

(i) Va>ap: Juy €V tal que uy = arg mir‘l/ L(v;a) .
OIS

(iii) @ — L (uq; @) € crescente para o > ay.

(iv) { va to > 0o CV € limitada e admite uma subsegiiéncia fracamente conver-
gente.
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(v) Se { Ug(n) }n C{ualt, > ap VeTifica ug(y) — U quandon — +oo, entaouw € S
e J () =J(u), de modo que T = arg mir}s J(v) .
v e

(vi) . EH}FOOL (up; ) = J (u) .

(vil) sup L (uq;a) =J (u) .

a > ap

(viii) J (u) = iIelfV sup L (v;a)= sup inf L(v;a) .M

a > ap aZaovev

Prova.

(i) Temos, do Lema 7.2.13.(iv), L (v;ag) < J(v) + ¥g(v) para todo v € V, de
modo que J + Ug é coercivo. Além disto, Ug é fracamente sci (pois S é
fracamente fechado) e J é fracamente sci, de modo que J + ¥g é fracamente
sci. Assim, o resultado decorre do Teorema 7.2.7.

(i) V 5 v — L (v;«) é coercivo e fracamente sci (pois J e P sdo fracamente sci)
para o > g : o resultado decorre do Teorema 7.2.7.

(iii) O Lema 7.2.13 mostra que
ap<a<f= L(v;a)<L(vB), VveV.

Assim

<a< i ; < i ;
op<a<lf = vlgva (v;a) < Ulgva (v;8) ,

isto é,
ap <a<f = L(uasa) < L(ug;P) .
(iv) Temos

Va>ay: L(ug; o) < L(ug;a) < L(u;a)=J(u) eR.

Assim, { L (ua;a) }, >4, C R € limitada superiormente. Como v —
L (v; ag) € coercivo, o resultado decorre do Lema 7.1.9. Por outro lado, o Te-
orema 4.9.8 mostra que { uq }, > ao admite uma subseqiiéncia { U (k) }k €N
fracamente convergente: a (k) — 400 € uq k) — U quando k — +oo0.

(v) Temos

T (u) = J (waw)

T (ta(ry) + P (o) < J (1) = P (ua@m) < 0

Como P (ua(k)) >0ea(k)>ay >0, temos

J(u)—J (ua(k)) > 0= lim sup( J(w)—J (ua(k))) >0.
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Além disto, J é fracamente sci, de modo que I (v) = J (u)—J (v) é fracamente
scs e
lim sup ( J (u) = J (va@)) < J () —J (@).

1
Assim, lim sup ( J(u)—J (ua(k))) € R. Como . Enioo m =0, a proposi-
c¢ao 6.3.12 mostra que

lim sup

Logo,

J (u) — J (ua(k))
(k) =0,

0 <lim sup P (ua(k)) < lim sup

de modo que lim sup P (ua(k)) = 0. Por outro lado,
P(ua(k)) > 0= lim inf P(ua(k)) >0,
de modo que (Cf. proposi¢ao 6.3.4)
0 <lim inf P (ua(k)) <lim sup P (ua(k)) =0
e lim inf P (ua(n)) = 0. Como P é sci, temos

0<P(u) <lim inf P(uapy) =0=Pu)=0=1ue€Ss.
Assim,
Va>ay:J (ua(k)) <J (ua(k)) +aP (ua(k)) =L(ug;a) < L(u;a)=J(u),
de modo que a semicontinuidade inferior de J mostra que
J @) <lim inf J (ua@) < J(u).

Como @ € S e u = arg min J (v), temos também J (u) < J(@). Assim,

veES
J @) = J (u).
J (@) <lim inf J (ua) < J(u).

(vi) { L(ua;a) },> o, CR € crescente e limitada superiormente par J (u). As-
sim, hni L (ug; ) =m < J (u). Por outro lado,
L (Ua(k);oé (k‘)) >J (ua(k)) = lim inf L (ua(k);a(k)) > J @) =J(u) .

Decorre da proposigao 6.3.8 que

m =1lim inf L (ua@;a (k) > J(u) .

Assim, m < J (u) e m > J (u), de modo que m = J (u) .
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(vii) decorrede (vi): { L(ua;@) }, 5 o, CV @crescente e limitada superiormente
de modo que lim L (ug;a) = sup L (uq;a) .
o — 400 o> oo
(viii) Temos
sup inf L(v;a) = sup L (uq; ) = J (u)

azaovev a > ap

inf L (v; = inf v = inf =
nf Otstépao (v; @) vlgv(J(v) + Us (v)) o SJ (v) =J (u) ,

o que demonstra o resultado enunciado.

Quando V ¢ um espago de Sobolev ( por exemplo, V = [HP (Q)]",p>1)e S ¢
definido por igualdades e desigualdades algébricas:

S=8N8NS5NS,, (7.1)

onde
Si={veV:ip(w)<0,ppsur Vel <i<m};

(7

Sy={veV:y(v)=0pp. sur Vel <i<my}, (7

pi: Vo L7(Q) ¢V — L7(Q) (r>1,1<i<mi, 1<j<ma), (7.
S3={veV :K;(v)<0,K;: V>R, 1<i<ms}, (7

(7

2)
3)
4)
5)
Sy={veV:L{w)=0,1:V-R 1<i<my}, 6)

podemos construir um funcional de penalidade da forma seguinte:

Proposicao 7.2.15. Seja § limitado. Sejam K; e I; fracamente continuas para
1<i<mzel <j<my; @ ey fracamente continuas para 1 < i < mq e
1<j<ms;g:R—R continua tal que g (&) > 0 para todo &€ > 0, g(§) =0 para
todo E<0e|g(€) | <M+ Ms|€&1°; h:R— R continua tal que h(£) > 0 para
todo € #0, h(0)=0e| h(€) | <My+My | €|, MieRparal <i<4est<r.
Entao
P)=Q0)+ [ p(w)ds,
Q

onde

e =3 (o))t Y h(dw)) |

i=1 i=1

m4
Q)=> g(Ki(w) )+ > h(L{) ) ,

i=1 i=1
€ uma fungdo de penalidade para S. B
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Prova. Por construgao,
P(v)=0,sevesS ; P(v)>0,sev¢gs

Assim, basta mostrar que P é fracamente sci. Seja { v, }, ¢y C V tal que
v, — v fracamente em V: Como K; e I; sao fracamente continuas, temos, para
I<i<mg e 1<j<my,

Ki(vn) — Ki(v) e lj(vn) — I (v) .
Decorre da continuidade de g e h que
Q(vn) — Q(v) . (7.7)

Por outro lado, ¢; e ¢; fracamente continuas, de modo que, para 1 <i < my
e 1 <5< myg,

@i (vn) — i (v) e (vn) — ¢ (v) em L"(Q) .
Mostremos que
[ew)— [ e (78)
Seja W, = [L" ()] ™2 e
fn= (01 (Un) s @my (Un) 91 (Vn) oo Yy (Vn)) -
Temos
fo— f=(p1(V), s 0my (V)5 Y1 (V). Py, (V)  em W,

Assim, existe uma constante N, € R tal que || f, |ly, < N, para todo n € N.
Como {2 ¢é limitado, a desigualdade de Holder mostra que, para 0 < a < s :

I fa llyw, < mes (@ | fu . -

Assim, existem também duas constante N, N; € R tais que || fn [l < Ns e
| fn llw, < Ni. Temos entao

mi m2
| (vn) | <muMi+maMy+Ms Y | @i(vn) |© + My Y |@i(on) |"
=1 1=1

de modo que

1@ (0n) NIy < (miMy+maMs) mes () + My || fu llsy, +Mall fu I,

| @ (0n) llpigq) < (miMy +maMy) mes () + Ms (N,)* + My (N,)"
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Seja an = [, ¢ (vp). Temos

[ an [ <o (n) Lo

de modo que { an }, ¢y C R ¢ limitada e, portanto, admite uma subseqiiéncia
convergente. Seja { @) }k en C { an }, c  tal que a, () — a quando k& — +oo0.
Temos (Cf. proposigao 4.5.6).

fay — f em W, quando k — +oo0.

Por outro lado, existe uma subseqiiéncia { Frkim)) }m en © { 0 }k cN tal
que

Fasmy) — [ pp.sur Q= ¢ (Vyk(m))) — ¢ (v) pp. sur Q,

pois g e h s@o continuas. Logo, do teorema da convergéncia dominada (Cf. [Wilcox
& Myers 1994]),

/ng(vn(k(m))) —>/Q<p(v) em L' (),

de modo que ay,(k(m)) — o ¢ (v). Decorre da proposicao 4.5.6 que a = [, ¢ (v).
Assim, da proposigao 4.5.8, a,, — fQ p). m

Aproximacgao por Penalidade Interna

A aproximagao por penalidade externa gera pontos nao admissiveis, o que é tanto
uma vantagem quanto um inconveniente: por um lado, a implementagao numérica
envolvendo métodos iterativos nao necessita um ponto inicial admissivel; por outro
lado, o resultado final é geralmente um ponto nao admissivel. Em certas circuns-
tancias, pode ser essencial trabalhar somente com pontos admissiveis e dispor de
uma garantia de que o resultado final seja admissivel. Neste caso, podemos utilizar
os métodos de penalidade interna ou de barreira. Notemos que, em caso de imple-
mentagao numérica envolvendo métodos iterativos, tais métodos necessitam que o
ponto inicial seja admissivel.

Definigao 7.2.16. Seja S C V. Diremos que x € um ponto interno de S se e
somente se x € int (S ). A fronteira de S é front (S )=S5—int( S ) e diremos
que x© é um ponto de fronteira de S se e somente se x € front (S ). B

Assim, a fronteira de C é formada pelos elementos de S que nao pertencem a
seu interior. Os métodos de barreira utilizam a propriedade seguinte:
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Lema 7.2.17. Seja S CV wum conjunto nao-vazio e fechado tal que int (S )= S.
Entao todo x € front( S ) € limite de uma seqiiéncia de pontos internos de S, isto
€, existe uma seqiiéncia { r, }, oy Cint( S ) tal que x,, — . A

Prova. Basta notar que front(S)CS=int(S). m

Quando as condigoes deste Lema estao satisfeitas, podemos considerar:
Definigao 7.2.18. Seja P : V — R um funcional. Diremos que P é um funcional
de penalidade interna (ou de barreira) para S se e somente se
(1) P é€ fracamente sci sobre int ( S );

(ii) P(z)eRe P(x)>0,YVzeint(S);

(iii) Para toda seqiéncia { xy, }, c y C int( S ) tal que x, — x € front( S ) :
P (zy,) — +oo;

(iv) P(z) =+4oo, Vo ¢int(S ) M

Quando

S=5nN§8s,
podemos construir um funcional de barreira utilizando
- 1 o 1
PO=2 (R >+§1/Qg<soi<v> e
onde g : R — R é continua, ¢ (0) =0, g(s) > 0, se s < 0.

Temos

Lema 7.2.19. Seja P um funcional de barreira para S e U (e; v) = eP (v). Entdo
(i) VveS:]0, +o00[3e— ¥(e; v) €R € crescente;

(ii) VUGV:EEI%+\Il(g;v):\:[/int(s)(v);

(iii) Yo e V: ElI;f O\I/ (65v) = Vg 5y (v) . B

Prova. Seja g (¢) =P (v).

(i) Temos ¢’ (¢) = P (v) >0,V v €V, de modo que g é crescente.
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(ii) Temos

lim P (v) = {

0, seveint(S
e — 0+ (

+ 00, sev ¢ int

)

S)
de modo que . EH(IHEP (V) = Wine( 5y ().

(iii) Temos

inf eP (v) =

0, seveint(S
e>0 (

+ o0, sewv ¢ int

)
Sy
de modo que En;foep (V) = Wine( 5y ().

Teorema 7.2.20. Sejam S C V, S # &, S fracamente fechado, S = int( S );
JV — R tal que J(v) € R para todo v € V e J é fracamente sci. Seja P um
funcional de barreira para S. Consideremos L:V x R — R dado por

L(vie)=J )+ ¥ (a;v)=J () +eP(v) .
Se V 3v— J(v) € coercivo e fortemente continuo, entdo

(1) Jues tal que u = arg mirgJ(v).
v e

(il) Ve>0:3J u. €V tal que u. = arg mil%/ L (v;e) . Além disto, ue. € int (S ).
v e
(iii) & — L (uc;e) € crescente para e > 0.

(iv) {ue }, oo CV € limitada e admite uma subseqiiéncia fracamente conver-
gente.

(v) Se { ucy }n C{ ue }, » o verifica uey — U quando n — O+, entdow € S e

J (@) = J (u), de modo que uw = arg HIEII}S J(v) .

(vi) _ lim+L (uegse) = J (u) .

— 0
(vii) glngL (uese) = J (u) .
(viii) J (u) = inf infOL (v;e) = inf inf L (v;e) .M

veV > e>0wvevV

Prova.
Notemos inicialmente que

inf  J(v)= inf J(v) . (7.9)

v € int(S) veES
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En effet, soit
= inf  J(v). 7.10
m v E gnlt( S) (’U) ( )
Como int(S) C S, é imediato que m > infs J (v). Por outro lado, como
v e

int(S) =S5, todowv € S ¢élimite de uma seqiiéncia de elementos de int ( S ), isto
¢, existe { vp },, ¢y C int( S ) tal que v, — u quando n — +oo. Como J ¢é
fortemente continuo, J (v,) — J (v). Assim,

m<J(v,), VneN=m<J(v).

Como v € S é qualquer, resulta que

m < int;; J (v). (7.11)
(7.10) e (7.11) mostram (7.9).

(i) J é coercivo, de modo que J + Ug também é coercivo. Além disto, ¥g é
fracamente sci (pois S é fracamente fechado) e J é fracamente sci, de modo
que J + ¥g é fracamente sci. Assim, o resultado decorre do Teorema 7.2.7.

(ii) Temos L (v;e) > J (v), de modo que V' 3 v — L (v;€) é coercivo e fracamente
sci (pois J e P s@o fracamente sci) para € > 0 : o resultado decorre do
Teorema 7.2.7. Como int( S ) =5 # &, int(S) # &: sejaw € int (S ).
Temos L (ug;e) < L(w;e) € R, de modo que L (ug;e) € R. Assim, P (ue) €
R=u. €int(S).

(iii) O Lema 7.2.19 mostra que

0<a<f=Lwa)<L{wpP),YVoeV.

Assim

< inf L (v; < inf L (v;
l<a<f = vlgv (v;a) < vlgv (v;8)

isto &,
0<a<pf= L(ua;e) < L(ugf) .

(iv) Temos
Ve>0:J(us) =L (ue;0) < L(uc;e) ER .

Assim, { J(uz) },. o o CR & limitada superiormente. Como .J é coercivo, o
resultado decorre do Lema 7.1.9. Por outro lado, o Teorema 4.9.8 mostra que
{ ue }g - o admite uma subseqiiéncia { Ug (k) } keN fracamente convergente:
€ (k) — 0+ e u.(x) — U quando k — +o0.
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(v) Temos { u.( Cint(S),de modoqueuw €int(S)=2S.

) b eN
Seja w € int ( S). Temos

Como P (u(y) >0 e e (k) > 0, temos
J(w) = J (uery) = 0=>lim sup ( J (w) — J (veqy) +€ (k) P(w)) >0
Ora, J ¢é fracamente sci, de modo que I (v) = J (w) — J (v) é fracamente scs e
lim sup ( J (w) — J (ue))) < J (w) — J ().

Além disto, i 1in41_ e (k) = 0, de forma que ¢ (k) P (w) — 0. Temos entao
— 400

0 <limsup ( J (w) — J (uey) + € (k) P(w)) < J (w) — J (1),

de modo que J () < J(w) para todo w € int( S ). Decorre de (7.9) que

J (@) = J (u).
(vi) Seja w € int( S ). Temos L (uc;e) < L(w;e) = J (w) + eP (w) e, por conse-
guinte,
0 < € < 1= L(ugse) < L(wse) < L(ug;e) < L(w;l). (7.13)

Assim, { L (uc;€) }g ..o CR ¢ limitada. Ora, ¢ — L (uc;€) é também
crescente para € > 0 (Lema 7.2.19). Assim, L (u.;e) — m quando € — 0+.
Além disto (proposigao 4.5.6):

m=_ lin5+ L (us(k);e (k)) ,

Como { u(y }k ey Cint(S), temos
J(w) < J (ug(k)) <L (’U,E(k);zf(k)) .

Assim,
J(u) < lim L (u e (k) =m. (7.14)

e — 0+
Por outro lado, (7.13) mostra que

= 1 N < 1 . = .
m=_ EI%+L (ue;e) < _ 1—1>H(1)+L (w;e) = J (w)

Assim, m < J(w), YV w € int( S ) e decorre de (7.9) que m < J (u). Logo,
m < J(u) em>J(u), de onde m = J (u) .
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(vii) decorre de (vi): { L(uc;e) }.o o CV & crescente e limitada superiormente
de modo que lin(1)+L (uese) = infOL (ues€) .
e — £ >

(viii) Temos
inf inf L(v;e) = infOL (ug; ) = J (u)

e>0veV e >
e

vlgfv E1gf0L (vie) = vlgfv (J(0) + Wiy 5y (v) = ) e glltf( < )J (v) =J (u) ,

o que demonstra o resultado enunciado.

Aproximagao por Regularizagao

Podemos generalizar o procedimento definido pelas aproximagoes por penalidade
através da nocgao seguinte:

Definigao 7.2.21. Seja J : V — R um funcional. Diremos que Jo : V — R é
uma regularizagao inferior de J se e somente se

(1) Jo € sci e diferencidvel no sentido de Gateaur,

(i) paratodov € V : J, (v) < J(v), a« — Jy (v) écrescente e J (v) = lim J. (v) .1

a — 400

Teorema 7.2.22. Sejam S C V, S # &, S fracamente fechado, J:V — R tal
que J (v) € R para todo v € V e J é fracamente sci. Seja ¥, uma regularizacao
inferior de Ug. Consideremos L:V x R — R dado por

Lw;a)=J@)+ Y (a;v) ; T(a;0)=T,(0v) .
Se existe ag > 0 tal que V 3 v — L (v;a) € coercivo para todo o > g, entao

(1) Jue s tal que u = arg mirgJ(v),
v e

(i) Va>ap: Juy €V tal que uy = arg mir‘l/ L(v;a) .
OIS

(iii) @ — L (uq; @) € crescente para a > ay.

(iv) {ua }o 5 0y CV € limitada e admite uma subsegiiéncia fracamente conver-
gente.

(v) Se{ ua@ }n CH{ Ua }o > op verificaug,) — U quando n — +00, entdow € S
e J(u) = J(u), de modo que uw = arg mel% J(v) .
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(vi) lin}r L (up; ) = J (u) .

(vii) sup L (ug;a)=J(u) .

a > ap

(viii) J (u) = infv sup L(v;a)= sup inf L(v;a) .M
v e

a > a> a9 V€

Prova.

(i) Temos ¥, (v) < Ug (v), de forma que L (v; ap) < J (v)+Tgs (v) paratodov € V
e J + Wg é coercivo. Além disto, Ug é fracamente sci (pois S é fracamente
fechado) e J é fracamente sci, de modo que J + ¥g é fracamente sci. Assim,
o resultado decorre do Teorema 7.2.7.

(i) V 5 v — L (v;a) é coercivo e fracamente sci (pois J e ¥ sdo fracamente sci)
para o > g : o resultado decorre do Teorema 7.2.7.

(iii) Como o« — ¥, (v) & crescente,

o <a<f= L(v;a)<L(v;B), VveV.

Assim
ap<a<pf = inf L(v;a)
vevVv

IN

Jnf L (v;5) ,
isto &,
ag <a<f = L(us;a) < L(ug;f) .

(iv) Notando que L (u;a) < J (u) + ¥y ((u) = J (u), temos
Va>a: L(ug;ap) < L(ug;a) <L(wa)<J(u)eR.

Assim, { L(ua;@) }, 54, C R & limitada superiormente. Como v —
L (v;ap) € coercivo, o resultado decorre do Lema 7.1.9. Por outro lado, o
Teorema 4.9.8 mostra que { uq }, - o admite uma subseqiiéncia { U(n) }

n
fracamente convergente: wu,(,) — U quando 1 — +00.

(v) e (vi) { L(ua;@) },> o, CR écrescente e limitada superiormente par .J (u).
Assim, lim L (uq;a) =m < J(u).

o — +00

Seja B > 0. Como «(n) — +oo, existe n () > 0 tal que a(n) > § para
n > n(B). Temos entao

V0 >n(B): L(taw;B) < L(ugmy;aln) <J(u) eR . (7.15)

Como J é fracamente sci, esta desigualdade e a proposicao 6.3.8 implicam
que
L(w;0) <lim inf L (ua;0) <m < J(u). (7.16)
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Assim, por um lado,
Vg (u) <J(u)—J(u)

\I/S(ﬂ)zﬁlim Ug(u)= sup Ug(u)<J(u)—J(@eR.
= Foo B> ao

e temos u € S. Logo, U () =0 e temos
0<J(u)—J@) <0,
de modo que J (u) = J (u). Decorre desta igualdade e de (7.16) que

@)= lim L(@p) <m<J (),

de forma que m = J (u).

(vii) decorrede (vi): { L (ua;) }, > ,, CV @crescente e limitada superiormente

de modo que lim L (uq;a) = sup L (uq;q) .
o — 400 a > ap

(viii) Temos
sup inf L(v;a) = sup L (uq; ) = J (u)

aZaoUeV a > ap

inf sup L(v;a) = inf (J(v)+ ¥g(v)) inf J(v)=J(u) ,

veEV o> a veV veSs

o que demonstra o resultado enunciado.

N.B. 7.2.23. De maneira andloga, podemos definir uma regularizagao superior J,
de J:V — R tal que

(1) J. € sci e diferencidvel no sentido de Gateauz,

(ii) para todov € V : J. (v) > J (v), e — J. (v) € crescente e J (v) = lim(H_JE (v).

€

As regularizacoes superiores sao tuteis quando J nao € uma funcao indicatriz.
Com efeito, uma funcao indicatriz nao admite uma regularizacdo superior: se W,
é uma regularizagao superior de Ug entao, para v ¢ S, ¥, (v) > Vg (v) = +o0, de
modo que W, toma valores fora de R. N
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Aproximagao por Dualidade

Consideremos a situagio descrita pelas equagoes (7.1)-(7.6) com r = 2. Neste caso,
podemos considerar o espaco de Hilbert

H=[L*Q)]™ x [L*(Q)]™ xR™ x R™ (7.17)
a=(\ pu v, n)eEH
onde
Ax)= A1 (@), Ay (@) 5 p(x) = (1 (@) ooy oy, () -
Y= (Vs Yms) 5 M= (11,0 Mma)
Sejam
(V) =(p1(V),som, (v)) 5 Y (V) =@W1 (V). Yy (V) 5
K@) = (K1), .. Kn, ) ; IT®)=U1(0),.;lma(v)) .
Temos
R()=(¢(v), ¥(v), K(v), I(v))eH . (7.18)
Consideremos
U(v)=(a, R() )y , (7.19)
isto &,
U (a;v) =T (v; A, p) + U (v37,m) ,
T (v A p) = i ipi (v) dx + Z i (v) de
i= 1/ i= 19/
v;Y,M Z rYZ i U + Z 772[2 (’U)
Temos

Lema 7.2.24. Sejam S definido por (7.1)-(7.6) com r =2 e U, dado por (7.17)-
(7.19). Entao

(i) H>a — U (a;v) €R € linear e fracamente continua.
(i) veS <= T (a;v) <0, Va e A.

(iii) sup ¥ (a;v) = Tg (v).
a€ A

(iv) Se R : V. — H ¢€ fracamente continua entdo V> v — ¥ (a;v) € R €
fracamente continua e S € fracamente fechado. B
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Prova.
(i) ¢ imediato: @« — ¥ (a; v) ¢ linear e fracamente continua por construgao.

(ii) (= ): se v € S entéo, para todo a € A :

U/\,u Z//\z@z dx""Z//v‘zwz d$<0

i=1g >9 <0 i=1q
U (v;7,7) Z ) +Z77H <0,
1—1>0 <o =1

de modo que ¥ (o; v) <0, Vo € A.

( <= ): suponhamos ¥ («; v) < 0, Va € A. Suponhamos que existe 1 < ¢ <
my  tal que: ¢; (v) > 0 sobre w C Q e mes(w) > 0. Seja w' C w tal que

0 < mes (w') < +00. Tomando N (x) = ()\{ (), M (m)), onde

» Ymy
N=0,sei#j; N(z)=1sezew ,\N(z)=0sex¢u

Entao a = ()\j7 0, 0, 0) € A, de modo que ¥ («; v) < 0. Por outro lado,

U (o v) = //\14,0Z v)dx >0 .
~A——

=1 >0
Assim, 0 < ¥ (a; v) <0, 0 que é absurdo. Logo, ¢; (v) <0 g¢.s. sobre € para
1 <i<my.

De maneira analoga, suponhamos que existe 1 <1i < mg tal que: ¥; (v) # 0
sobre w C Q e mes (w) > 0. Seja w’' C w tal que 0 < mes (') < +o0.

Tomando i (z) = (u]l () ey iy, (x))7 onde
W =0, sei s pl(e) = sign (% (1), se v €W, il () = 0, 50 2 ¢ o
Entao o = (O7 W, 0, 0) € A, de modo que V¥ (a; v) < 0. Por outro lado,
U (a;v) = / wip; (v) dx>0.
——
=l pi(0) | >0

Assim, 0 < ¥ (a; v) <0, 0 que é absurdo. Logo, ¥; (v) < 0 g.s. sobre ) para
Se existe 1 < i < ms tal que K; (v) > 0, podemos tomar 7 = (7{, ...,'yfm)
tal que v/ =0,sei#j ; v/ =1. Entdo a = (0, 0, +, 0) € A, de modo
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que ¥ (a; v) < 0. Mas ¥ (a; v) = K; (v) > 0, de modo que 0 < ¥ (; v) <0,
o que é absurdo. Logo, K; (v) < 0 para 1 <i < ms.
Se existe 1 < i < my tal que I; (v) # 0, podemos tomar n' = (ni,...,n,,)
tal que 7 =0,sei # j ; ni =sign(l; (v)). Entdo o = (0, 0, 0, ni) €A,
de modo que ¥ (a;v) < 0. Mas ¥ (a;v) = | I; (v) | > 0, de modo que
0 < ¥ (a; v) <0, 0 que é absurdo. Logo, I; (v) = 0 para 1 <14 < my.
(iii) Seja v € S. Entao ¥ (a; v) <0, Yo € A, de modo que sup ¥ (a; v) < 0. Por
a € A
outro lado, 0 = (0, 0, 0, 0) € A, de modo que sup ¥ (a;v)> ¥ (0;v) =0.
a€ A

Assim, sup VU (a;v)=0=Tg(v).
ac A

Seja v ¢ S. Entdao 3 8 € A tal que ¥ (8; v) > 0. Assim, para todon € N :
U (nB; v) = n¥ (B; v), de forma que

sup ¥ (a; v) > n¥ (8; v) — 400 quando n — +0o0.
a€ A

Assim, sup ¥ (a; v) =400 = Ug (v).
a€ A

(iv) Seja{ v, }, ¢ y CV tal que v, — v fracamente em V. Entao R (v,) — R (v)
em H. Assim, ¥ (a; v,) — V¥ (a; v) em R. Se { v, }, oy C S entdo

VaeA: ¥ (a;v,) <0,VneN.

Assim,
VacA: U (v)<0=veSs

de modo que S é fracamente fechado.

No que segue, utilizaremos a defini¢ao seguinte:

Defini¢ao 7.2.25 (ponto de sela). Sejam U C V, BC H , M : U x B — R.
Diremos que (u; «) € um ponto de sela de M em U x B, se e somente se

M (u; ) <M (u; ) <M (v; a) , ¥V (v; 5)eUxB. R

Tomando

temos
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Teorema 7.2.26. Sejam R : V. — H fracamente continua ; S C V, S # O;
JV — R tal que J (v) €R para todov € V e J € fracamente sci. Consideremos
L:V x A— R dado por

L(v;a)=J @)+ ¥ (a; v).
Se existe & € A tal que V 5 v — L (v;&) € coerciva entdo

(i) Fue s tal que u = arg melnSJ(v)
v

. ~inf I (0
(i) J (u) ot SuepA (v; @)

(iii) Yo eV : a — L (v; ) € afim e fracamente continua.
(iv) Va€e A:v— L(v; @) € fracamente sci.

J = inf L(v;a) = inf L (v;a) .
(v) J(w) = inf sup L(via)= sup  inf L (v;e)

(vi) Se existe o € A tal que L (u; ) = ianL (v; @), entdo (u; &) € um ponto de
v e

sela de L sobre V x A. Neste caso, temos ¥ (a; u) =0. B

A demonstragao utiliza os lemas seguintes:

Lema 7.2.27. Temos

sup inf M (v;38) < inf sup M (v;() .
ﬂEB'UEU ( ) UEU,BGB ( )

Se (u; «) € um ponto de sela de M sobre U x B entdo

M (u; o) = inf sup M (v;8)= sup inf M (v;03). R
velUpgeB geBveEU

Lema 7.2.28. Sejam U C V, B C H dois convexos nao vazios, fechados e limita-
dos. Seja M : U x B — R tal que

VoeU: B — M(v; B) € concava e fracamente scs

VBeB:v— M(v; 8) € fracamente sci

Entao existe (u; a) € U x B tal que (u; «) é um ponto de sela de M sobre
UxB. 1



258

Lema 7.2.29. Para todo n € N tal que n > 0, sejam
Vi={veS:|v|y<n};Ad,={acA:|al;<n}.
Entao

(1) Vi, e A, sao convexos nao-vazios, limitados e fracamente fechados.

(i) Eziste (un; apn) € Vi, X Ay tal que (upn; an) € um ponto de sela de L sobre
V. x A,.

(iii) { un },, ¢ y CV € limitada e admite uma subseqiiéncia convergente.
(iv) { L(un; an) }, c y CR € limitada superiormente e lim sup L (un; o) € R
(v) Se { Un (k) }k en C { un }, ¢ n verifica uygy — u quando k — 400, entdo
uweS el =J(u), de modo que w = arg miI}g J (v). Além disto, lim sup
S

L (Un(k)J an(k)) =J ) ed(u)= vigfv sup L(v;a) = sup ianL (v; ).

a > «ap a > agV

(vi) lim sup L (up; ap) =J(u) . A

prova do Teorema 7.2.26 :.

(i) De (7.17), temos L (v;ap) < J(v) + ¥g(v) para todo v € V, de modo que
J 4+ ¥g é coercivo. Além disto, Ug é fracamente sci (pois S é fracamente
fechado: Cf. Lema 7.2.24 ) e J é fracamente sci, de modo que J + Ug &
fracamente sci. Assim, o resultado decorre do Teorema 7.2.7.

(ii) Temos

= inf g = inf L (v; .
J (u) vuelv(J(v)+ s(v)) vlrelviuepA (v; @)

(iii) ¢é imediato: @ — ¥ (a; v) € linear e fracamente continua ( Cf. Lema 7.2.24 ).

(iv) v — ¥ (o v) é fracamente continua ( Cf. Lema 7.2.24 ) e o resultado decorre
da proposigao 6.3.10.

(v) resulta do Lema 7.2.29.

(vi) Temos
L(u; o) =J(u)= sup L(w;0) ,
BeA

de modo que
L(u;B)<L(wa) ,VBEA.

Como

L (u; = inf L (v;
(u; @) vlgv (v;a)
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temos também
L(u;a)< L(v;a) ,YVveV,

de forma que (u; &) € um ponto de sela de L sobre V' x A.

Para todo ¢ > 0, ¥ (ca; u) = ¢V (a; u) # 0. Ora, tomando 3 = ca, temos
L(u;eca)<L(u;a) ,Ve>0,

de forma que
(c—=1D)¥(;u)>0,Ve>0.

Tomando sucessivamente ¢ = 1/2 e ¢ = 2 nesta desigualdade, temos
U(a;u)>0e¥(a;u) <0,
de forma que ¥ («; u) =0,
|

prova do Lema 7.2.27 :. Para todo (w; v) € U x B,
inf M (v; 7) < M (w; v) < sup M (v; )
veU B eB

de modo que, para todo w € U,

sup inf M (v; v) < sup M (w; )

~eBUvEU Be€B
e
sup inf M (v; < inf sup M (w; . 7.20
Sup faf, (v; 7) S, s (w; B) (7.20)
Seja (u; @) um ponto de sela de M sobre U x B. Temos
M (u; B) <M (u; o) <M (v; a) , V (v; B) €U xB
Tomando o supremo em 3, temos
sup M (u; B) <M (u; o) <M (v; ) , YVoeU.
BeB
Assim,
inf sup M (v; B) < sup M (u; B) <M (u; o) < inf M (v; «)
veEUpen BeB vevu
e

viIelfU BstelpBM (v; B) <M (u; @) < vingM (v; &) < Bsng UingM (v; B) .
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Combinando esta desigualdade e (7.20), temos

M (u; @)= inf sup M (v; B) = sup inf M (v; 3) ,
veUpgen BeBUvEU

de onde o resultado enunciado. m

prova do Lema 7.2.28 :. Seja § € B. Como U é fracamente fechado, nao-vazio
e limitado em V', o Corolario 7.2.9 mostra que existe u (§) € U tal que

u(f) = arg min M (v; 8) .

veU

Notemos que u () pode ndo ser unico. Seja f(8) = M (u(B); 8 ). Conside-
remos § € [0,1], v € B, upg = u (88 + (1 —0)~). Usando a concavidade de § —
M (v; 8), temos

f08+(1—0)v) =M (ug; 08+ (1 —0)7) = OM (ug; B) + (1 — 6) M (ug; 7) -
Como M (ug; B) > f(B) e M (ug; v) > f (7), temos
fOB+A—=0)7)>0f(B)+1—-0)f(v)

e f é concava. Por outro lado,

f(B) == sup (=M (v; B)).

veU

Como 8 — M (v; 8) é fracamente scs, 8 — —M (v; 3) é fracamente sci (Cf.
6.3.15 ). Assim, a proposi¢ao 6.3.16 mostra que 8 — —f (8) é fracamente sci. U

é fracamente fechado, nao-vazio e limitado em H: decorre do Corolario 7.2.9 que
existe a € B tal que

! =argﬁm€i%—f(ﬁ) = « =argﬁsgp3f B) .

Seja w = u (), fp = 06+ (1—0)a, ug = u(ag). Temos f(F) > f(f), de
modo que

M (@; a) > M (ug; Bp) = OM (up; B) + (1 —0) M (ug; ).

Ora,
M (@; «) = mir{lJM (v; a), (7.21)
v E
de forma que
YoeU: M (w; a) <M (v; a) . (7.22)

Em particular

M (@; o) > M (ug; Bo) > OM (ug; 8) + (1 — 0) M (u; o).
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Assim,
M (@ ) > M (ug: ). (7.23)

Temos { up }, C U, de modo que existe uma subseqiiéncia { Ug (k) }k cN tal que
6 (k) — 0+ e ug(x) — u fracamente em V' quando k — +o0o. Como U ¢é fracamente
fechado, u € U. Além disto, v — M (v; 3) é fracamente sci: a passagem ao limite
para k — 400 nesta desigualdade mostra que, para todo 3 € B,

M (u; 8) <lim inf M (Ue(k)§ ﬁ) <M (@ «a) . (7.24)

Por outro lado,
M (ug; Bo) < M (u; Ba) -

de modo que, para todo v € U,
0 (k) M (uory; B) + (1= 0 (k) M (ugry; @) < M (ugry: Boky) <M (v; Bogry) -

Ora, M (u(B); B) <M (ug(k); ﬁ), de forma que

0 (k)M (u(B); B8) + (1 — 0 (k) M (ugry; @) < M (ugry; Boky) < M (v; Bow) -

Passando ao limite para k — 400 e utilizando novamente que v — M (v; a) &
fracamente sci, assim como a semicontinuidade superior fraca de 8 — M (u; 3) e
a proposicao 6.3.11, temos, para todo v € U,

M (u; «) lim inf M (Ue(k); 59(k)) <lim inf M (v; ﬁg(k))

<
< lim sup M (v; ﬁg(k)) <M (v; @).

Assim, em particular, M (u; o) < M (u; o). Combinada com (7.22), esta desi-
gualdade mostra que M (u; o) = M (u; ). Assim, de (7.24):

VBeB:M(u; 8) <M (u; a) .

e, de (7.22):
VoeU:M(u, a) <M (v; a)

e (u; @) € um ponto de sela de M sobre U x B. m

prova do Lema 7.2.29 :.

(i) A, eV, sdo nao-vazios: 0 € A, e 0 € V,,. V,, é uma bola, de modo que V,, é
convexo (Cf. proposigdo 5.2.5) e A,, ¢ a intersecgdo de uma bola e do convexo
A (Lema 7.2.24), de modo que A4,, é convexo (Cf. proposi¢do 5.2.6). A, eV,
sao fechados, de modo que sdo também fracamente fechados (Teorema 5.5.9).

(i) decorre do Lema 7.2.28.
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(iii) e (iv) Como u € S,temos
U u)<TUg(u)=0,YVaecA.
Assim, para n > max{ || ul, || @ |y }, temos
L (un; @) < L (un; om) < L (u; an) < J (u)

Assim, por um lado, L (un; ap) < J (u), de modo que { L (un; o) }, c y CR
¢ limitada superiormente e limsup L (un; o) € R. Por outro lado, como
v — L(v; @) é coerciva, decorre do Lema 7.1.9 que { up },, oy C V ¢
limitada e admite uma subseqiiéncia fracamente convergente (Cf. Teorema
498).

(v) e (vi) Seja £ =limsup L (un; o). Seja { }k ¢y uma subseqiiéncia tal

que Uy(x) — u fracamente em V. { L (un(k); an(k)) é uma subseqiién-

keN
cia de ntmeros reais { L (un; o) } de modo que limsup L (un(k); an(k)) =

L.
Para todo a € H, existe p € N tal que a € A;,(x(p)), de modo que

n €Ny

L (un(ry; @) < L (tniys 0ngry) < L (w3 angy) < J (u) -
Assim, por um lado,
0 =limsup L (ty gy ngy) < J (u),
de forma que
liminf L (wyk); Qngey) <limsup L (Ungey; cney)) =25

e, por outro lado,

L (o) <lim inf L (uyp); ) <0< J(u)
Logo,
sup L (w; o) <4< J(u) = uweSsS
a €A
e

Para todo v € S, existe p € N tal que v € V;,((p)), de modo que
L (ungiy; @) < L (ungey; angey) < L (v5 anry) <7 (v) -

Assim,
L (u; a) <lim inf L (un(k); a) << J(v)
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J (@) = asgpAL (W, o) <L < J(v) .

Resulta que ©w = arg mins J (v) . Assim,
v e

J@) = inf sup L(v;a) . (7.25)
vEV o€ A

Além disto,
L (un(i(py); @) < L (Un(r(e))s Onhp) < L (T i) < J (@) -
de modo que
L(w; a) <lim inf L (uppke); o) <0< J (@) .
J@) = sup L(w; o) <L< J(q) .
a€ A
Logo, ¢ = J (u) = J (u).

Como (un(k); an(k)) é um ponto de sela sobre A, x B,, temos, para n >
max { | vlly, [ B llg }

L (wnky; B) < L (05 iy -
Assim

L (un(k); ﬁ) < Uigva (v; an(k)) < asgpA Uigva (v; @) .

Passando ao limite para k — +oo, temos

L(w; B) < sup inf L(v;a) .
ac AVEYV

Assim,

J(u)=J(@) = sup L(w B)< sup inf L(v;a) .
BeA acAvEV

Combinando esta desigualdade e (7.25), temos

J = inf s L (v; < s inf L (v;
(u) vnelvzuepA (v;a) < ablépA nf (v; @)

e o resultado decorre do Lema 7.2.27.
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Capitulo 8

Problemas Variacionais

8.1 Nocoes Fundamentais

Elementos proximais

A nocao de elemento proximal resulta do seguinte Lema:

Lema 8.1.1. Seja J : V — R um funcional convexo prdprio sci. Para e > 0, seja
veVe
€ 2
Lu()=J @)+ 5 v—ul? .

Entao

(i) existe um dnico elemento us. = proxy. (u) € V tal que inf (J) < I, (ue) =
inf (I 4,).

(ii) I., (ue) — inf (J) quando € — 0+.

1
(iii) ue = prozj. (u) se e somente se existe p. € 0J (ue) tal que ue = u — — p;.
€

(iv) ue = proxz . (u) se e somente se J (v) — J (ue) + (e (ue —u), v—1u.) >0,V
veV.

(V) Vu,ve V| proxye (v) —proxye(u) || <||v—wu .

. 1 1
(vi) u = u. + C Pe P =Pe + JUe € J (ue) + J* (pe) = (pe, ue) se e somente se

Ue = proxje (u) e pe =prozy.(p). B

265
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Prova. Sejam

€
Ps(v):§||v7u||2 ;a(t,&):é‘[at2+ﬂt+’7] ’
onde 1 )
a=g.B==llvlv=3llv]*.

Temos P; (v) > 0 para todo v €V ee>0; P.(v) Tor 0 para todo v € V;
£ —

V>0 : lim [a(t,e)—ft]=40c0.

t — 400

Por outro lado,
lo—wl*=w|*+]v|*=2(, w).
Assim, a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que
—(w,w)z—lv|wl,

de modo que
2 2
[v—wl["22aflw|”+8]wl+~

e P.(v) >a(|| v |, ). Por conseguinte, (i) e (ii) decorrem do Teorema 7.1.11.
Além disto, do Teorema 7.2.2:

ue = proxy. (u) <= 0 € 9I; (u.)

Como P. é convexo, proprio, continuo e dom (P:.) = V, decorre do Teorema
6.7.17 que OI. (u.) = 0J (uc) + OP: (u.). Além disto, a derivada de Gateaux de P:
existe: VP; (us) = € (ue — u), de forma que

e = proze (u) <= 0 € 0 (us) + = (us — ) |
isto é,
Ue = proxj. (u) <= I p. € dJ (ue) tal que pe +e(ue —u) =0
e temos (iii). Esta equivaléncia implica que u. = proz. (u) se e somente se
—& (ue —u) = pe € 0J (ue),
de forma que u. = prox . (u) se e somente se
VoeV:Jw)—J(u:) > —(e(ue—u), v—1uc)

e temos (iv).
Sejam ue = prox;. (u) e ve = prox . (v). Temos entéo

J () = J (ue) + (€ (ue —u), ve —ue) >0
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J (ue) — J (ve) + (e (v —v), ue —vz) > 0.
Adicionando estas duas desigualdades, temos
e (Ug — Ve, Ue — V) <& (u—v, us — ve),
de forma que

| we — ve ||2§(U_U7U€_Us)§”u_v [ e —ve ||

[ue —ve [[ < u—=wl],

de onde (v).
Por outro lado, o Lema 7.2.1 mostra que I (u.) = inf (I;) € R. Resulta do
Teorema 6.7.10 que

pe € 0J (ue) <= J* (pe) + J (ue) = (pe, ue) <= ue € J" (pe),

de forma que

1
Ue = prox e (u) <= 3 p. tal que J* (pe) + J (ue) = (Pe, Ue) € U =u — gpg

Seja

* 13
Iy(w)=1J (q)+§ll a—p|*.

De maneira anéloga, temos
* *k 1
Pe = prox s . (p) < 3 v: tal que J* (pe) + J* (ve) = (Pe, V) € Pe =D — gve .

Ora, J** = J (Cf. Teorema 6.6.5), de modo que

" 1
Pe = proxy- . (p) <= 3 v. tal que J* (pe) + J (ve) = (Pe, ve) € pe=p— gva .

Assim,

J* (ps) + i] (us) = (psa 'UE) ,
Ue = proxy. (u) e pe = proxy« . (p) < Pe =P = ZUes

Ue = U — —Pe,
€

e temos (vi). ®
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8.1.1 Operadores e Monotonia

De forma genérica, um operador é uma aplicacdo multivoca associando a um ele-
mento do espaco de Hilbert V um subconjunto de um outro espaco de Hilbert W.
Entretanto, uma tal generalidade nao é util para nossos objetivos: estamos prin-
cipalmente interessados nos operadores que podem ser interpretados em termos de
campo de forcas internas ou de trabalho associado a um campo de forcas. Formal-
mente, um operador de esfor¢o interno sobre V & uma aplicacio A : V — P(V),
onde P(V) é o conjunto das partes de V, enquanto que um operador de trabalho
virtual sobre V é uma aplicacdo A : V. — P(V'), onde V' é o dual topologico de
V e P(V') & o conjunto das partes de V’'. Entretanto, estas duas classes estao
relacionadas através da isometria de Riesz II, como mostra o seguinte teorema:

Teorema 8.1.2. A correspondéncia A — B =110 A (i. e., B(u) =1 (A (u)) para
todo uw € V) € uma bijecdo entre os operadores de esfor¢o interno e os operadores
de trabalho virtual. B

Prova. Seja A um operador de esfor¢o interno sobre V e B dado por B (u) =
T (A (uw)). Temos A(u) C V, de modo que B(u) =TI (A(u)) Co(V)=V' e Bé
um operador de trabalho virtual sobre V. Assim, a imagem da correspondéncia é
um subconjunto de Opgrap (V).

Seja T'um operador de trabalho virtual sobre V e A dado por A (u) = I~ (T (u)).
Temos T (u) = (A(u))eT(u) CV' = A(u) =" (T () cU Y V)=V e A
é um operador de esforco interno sobre V. Assim, a correspondéncia é sobrejetiva.

Sejam A e B dois operadores de esforgo interno sobre V e T (u) = II (4 (u)),
P (u) = II(B (u)). Suponhamos T (u) = P (u): entdo I~ (T (u)) = I (P (u)),
de modo que A (u) = I~ (TIT (A (u))) = I~ (I1(B (u))) = B (u). Assim, A (u) =
B (u) para todo u € V, de modo que A = B. Logo, a correspondéncia ¢ injetiva. m

Assim, limitaremos nosso estudo a somente uma das classes. Por razoes de con-
veniéncia, adotaremos o ponto de vista dos operadores de esfor¢o interno e utili-
zaremos a palavra operador para designar um operador de esforgo interno. Como
indica o Teorema acima, esta escolha permite também o estudo dos operadores de
trabalho virtual. Assim, utilizaremos no que segue, a defini¢ao seguinte:

Definicao 8.1.3. Seja V' um espaco de Hilbert. Um operador em V' € uma aplica¢do
A:V = P(V), onde P(V) é o conjunto das partes de V. B

E importante notar que um operador é, em geral, multivoco, isto é, A (u) & um
conjunto que pode conter varios elementos distintos (e mesmo infinitos elementos
distintos). Assim, é necessario manipular "p € A (u)"cada vez que desejarmos uti-
lizar um elemento de A (w): por exemplo, devemos escrever "( p, v), p € A(u)"e
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nao "(A(u), v)", expressdo sem sentido dado que A (u) é um conjunto. Tal cui-
dado é essencial quando, por exemplo, manipulamos a definicao de continuidade ou
semicontinuidade (Cf. section 8.1.1).

A confusao entre "p € A(u)" e "A(u)” é porém freqiientemente utilizada no
caso de operadores univocos, isto é, de operadores para os quais A (u) contém um
anico elemento, ou seja, A (u) = { p(u) }: neste caso, é usual confundir estes dois
elementos e escrever simplesmente "A (u)"em lugar de "p € A (u)". Por exemplo,
utiliza-se "(A (u), v)"em lugar de "( p, v), p € A (u)". No caso de operadores univo-
cos, nogoes como a de linearidade ( A (u + av) = A (u)+aA (v),Va € R, u,v € V)
ou de continuidade ( A (u,) — A (u) se u, — u ) s@o uma simples aplica¢do das
defini¢bes usuais. Em particular, quando A é linear e univoco, podemos definir o
adjunto A* de A. A* também é linear e univoco e verifica

Definigao 8.1.4. Sejam V um espago de Hilbert e A um operador em V tal que A
€ linear e univoco. Definimos o adjunto A* de A como:

VuveV:(Aw),v)=(u, A*(v) ) . 1

Monotonia

Entre os operadores, destacam-se duas classes particulares:

Definigao 8.1.5. Seja A um operador em V. Diremos que A é mondtono se e
somente se, para todo { (u1, p1), (uz, p2) } CV xV tal que p; € A(u;), i=1,2
temos:

(p1—p2, w1 —uz2)>0. W

Definigao 8.1.6. Seja A um operador em V. Diremos que A é ciclicamente mo-
noétono se e somente se, para toda familia finita { (u;, pi) }; < ; <, CV <V tal
quep; € A(w),i=1,..,n :

(p1, ur —u2) + (P2, uz —u3) + .. + ( Pn-1, Un—1 — Un) + ( Pn, Up —u1) >0 . A
Temos:

Lema 8.1.7. Seja A um operador em V. Se A € ciclicamente mondtono entdo A
€ mondtono. A
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Prova. Basta utilizar n = 2:

(p1, ur —u2) + (p2, ug —ur) = ( p1 — p2, ur — u2),

de onde o resultado enunciado. m

Um exemplo simples de operador ciclicamente monoétono é o operador identi-
dade: Id(u) = { u }.De maneira mais geral, temos também:

Lema 8.1.8. Seja J : V — R um funcional convexo proprio. Seja A (u) = 0J (u).

Entao A € ciclicamente mondtono. B

Prova. Seja { (ui, pi) }y <; <, CV xV tal que p; € A(u;),i=1,...,n. Consi-
deremos uy,4+1 = u;. Entao, para

J (wig1) > J (wi) + (piy i1 — i), 1 <i<n.

Assim,
J (uig1) = J (wi) > (pis uig1 —wi), 1 <i<n,
de modo que

n

Z J (i) — Z I (ui) 2 Z ( pis w1 — ug).

Como ;41 = uy, temos

n

Do J(wi) =Y T (w)
=1 %

)

n
Z (pis wivr —ui) = —[(p1, ur —uz) + (p2, ug —ug) + -
=1

+ ( Pn—1, Un—1 — Un) + ( Pns Up — ul)] )
de onde o resultado enunciado. m
Operadores semicontinuos e hemicontinuos

Mais propriedades notaveis dos operadores monoétonos estdo ligadas as definigoes
seguintes:
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Definigao 8.1.9. Sejam V um espago de Hilbert e A um operador em V. Diremos
que A é semicontinuo em u € V se e somente se para todo € > 0, existe  (¢,u) > 0
tal que

sup{[| p—qll:p€Au),qeA(), [u—v | <d(c,u)}<e.

Diremos que A € semicontinuo sobre C C 'V se e somente se A é semicontinuo
em todou € C. R

Definicao 8.1.10. Seja A uwm operador em V. Diremos que A € limitado se e
somente se

VM>0:K(AM)=sup{ ||p|l: pecA(w), ||w| <M} <+occ.l
Os operadores semicontinuos e limitados tém a propriedade seguinte:

Proposigao 8.1.11. Seja A um operador em V tal que A (v) # 0 para todov € V,
A € semicontinuo e limitado sobre V. Seja { un }, o y uma seqiiéncia de elementos
de V tal que u,, — u fortemente em V. Se A (u) € fracamente fechado, entao para
toda seqiiéncia { pn },, ¢ y tal que p, € A(u,) temos:

(1) { Pn }, c v € limitada

(i) Se { Pary }y c

n € uma subseqiéncia tal que pnk) — P fracamente em V,
entdo p € A(u).l

Prova. Como u, — u fortemente em V, existe M € R tal que || u, || < M para
todo n € N (proposigao 4.5.3). Assim, || p, || < K (A, M) para todo n € N e temos

o Mostremos (ii): Seja € > 0. Entao existe k (J (¢,u)) tal que
k>k(6(e,u) = || uny —u || <6(eu).
Assim, existe g, € A (u) tal que
k> k(6 (e,u) = || pagry —ax || <&
Temos entao, para todo v € V :
| (Pagey — a6 0)| < || Pagey —a [0 [ <ell v

de forma que
(pn(k) — 4k, v) — 0 quando k — +o00.
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Ora,
(pqu ) U) = (pfpn(k) ) U) + (pn(k) — 4k U) — 0,

—s 0 — 0
de forma que ¢ — p fracamente em V. Como A (u) é fracamente fechado e
{a }penCA(u), temospe A(u). m

A nogao de semicontinuidade é muito forte e usualmente prefere-se a nogao de
hemicontinuidade:

Definicao 8.1.12. Sejam A um operador em V e

hy(uv)= inf (p,v).
ha(wo)= inf (p.0)

Diremos que A € hemicontinuo inferiormente (hci) em w € V se e somente se
VoveV:iu— hy(u,v) € sci

Diremos que A € hci sobre C C V se e somente se A € hci em todo ponto u € C.

De maneira andloga, diremos que A € hemicontinuo em u se e somente se hy
é continua em u € C e que A € hemicontinuo sobre C C 'V se e somente se h, €
continua em todo pontou e C. R

Podemos substituir um supremo ao infimo nesta definigao :

Proposigao 8.1.13. Seja
ha(u,v) = sup (p,v) .
p € A(u)

Lema 8.1.14. Entao
(i) A € hci emu €V se e somente se u — ha (u,v) € scs, Vv e V.

(ii) A ¢ hemicontinuo em u € V se e somente se u — ha (u,v) é continua, ¥V
ve V.l

Prova. Temos

ha(u,—v) = inf —(p,v) = —ha (u,v) ,
p € A(u)

de modo que 7
u — hy (u,—v) sci <= u — hy (u,v) scs

u — hy (u,—v) scs <= u — ha (u,v) sci,

de onde o resultado enunciado. m

Todo operador semicontinuo é hci, como mostra o resultado seguinte:
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Proposigao 8.1.15. Seja A um operador semicontinuo sobre C C V. Entao A é
hci sobre C. 1

Prova. Sejam v € C e { uy }, .y C V tal que u,, — u fortemente em V.Para
todo € > 0, existe 0 (,u) > 0 tal que
[u-wl<d(cu)=lp-gqll<eVpeA(u),geA(w) .
Ora, existe n (0 (g, u)) tal que
n>n(0(cu) = u—u, || <d(cu).
Sejan >n(d(e,u)): paratodov € V,p € A(u), ¢ € A(uy) :
| p—a,vI<lp=—qllvii<elv]

de modo que
(p,v)—cllvl<(g,v)

e, por conseguinte,
hy (u,v) —ell v <(q, v).

Como g € A (u,) é qualquer, vem
by (u,v) —ell v || < by (un,v).

Logo
hy(u,v)—e| v <lm inf by (u,,v).

Como ¢ > 0 é qualquer, temos
hg(u,v) <lim inf hy (up,v)
e o resultado decorre da proposicao 6.3.9. m

Temos:

Teorema 8.1.16. Seja A um operador em V tal que A € univoco, mondtono,
limitado, hci sobre Ve A (v) # 0 para todo v € V. Entao

Vu,veV:tlian(A(u—ktv),v):(A(u),v).l

Corolario 8.1.17. Seja A um operador em V tal que A é univoco, mondtono,
limitado, hci sobre Ve A (v) # 0 para todo v € V. Seja { uy, },, c y C V tal que
U, — u fortemente em V. Entdao

A (up) = A(u) fracamente em V. R
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A prova do teorema utiliza o seguinte Lema:

Lema 8.1.18. Seja A um operador em V tal que A € mondtono, limitado, hci sobre
V. Sejam u, v € V e consideremos a seqiiéncia { u. }, - o dada por u. = u — €v.
Seja { p: }, < o tal que p. € A(uc) para todo € > 0. Entdo

(pe, v) — hy (u,v) quandoe — 0+ . A

Corolario 8.1.19. Seja A um operador em V tal que A é mondtono, limitado,
hei sobre V. Sejam u, v € V e consideremos a seqiiéncia { u: }. . o dada por
ue = u+ev. Seja { pe }, o o tal que p. € A(uc) para todo € > 0. Entdo

(pe, v) — ha (u,v) quandoec — 0+ . A

prova do Lema 8.1.18. Temos u. — u fortemente em V. Além disto,
e [ <[l wll 4+ vl
Como A é limitado,
Ipe [ < KA, [[ul+]v]).

Assim, existe uma subseqiiéncia { Ug (k) }k eN tal que { De(k) }k cN é fraca-
mente convergente: p.(z) — p quando k — +o00. Temos u.(y) — u (Cf. Teorema
4.5.9). Seja g € A(u) : como A é monoétono, temos

VkeN: (pe(k) =G, Ug(k) —u) >0
de forma que
VkeN: (pg(k)—q,v) <0.

Logo,
VkeN: (pe(k), v) <(q,v).

Resulta que
VkeN: (pegry, v) < hy (u,v)

e, passando ao limite,
(0, v) < hy (u,v). (8.1)
Por outro lado,
VkeN:hy (ua(k),v) < (pg(k), v) .

Como A é hci, temos

by (u,v) <lim i%f ha (ue(k),v) <(p,v). (8.2)
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Combinando (8.1) e (8.2), temos

(p> ’U) =hy (u7v> :

Assim, (pe(k), v) — ha (u,v). Como toda subseqiiéncia possue o mesmo limite,
resulta da proposicao 4.5.8 e do Teorema 4.5.9 que (pe, v) — h 4 (u,v) quando
e—=0+. m

prova do Corolario 8.1.19. Seja w = —v. Entao u. = u — ew. Decorre do Lema
8.1.18 que, para ¢ — 0+,

(pev w) - ﬁA (uv w)
isto &, B
- (p57 U) — EA (U, _U) = _hA (U,U) )

de onde o resultado. m

prova do Teorema 8.1.16. Como A (w) contém um e um s6 elemento,

ha(w,v) =hy (w,v) = (A(w),v)
Assim, decorre do Lema 8.1.18 que

lim (A(u+tv),v)=hy (u,v)=(Au),v)

t — 0—
e do Corolario 8.1.19 que

lim (A(u+tv),v)=ha(w,v)=(Au),v).

t — 0+

Assim, temos o resultado enunciado. m

prova do Corolario 8.1.17. A seqiiéncia { u, }, . ¢ limitada (proposicao
4.5.3). Assim, existe M > 0 tal que || u, || < M para todo n € N. Assim,
| Aun) || £ K(A,M) e { A(un) }, ¢y ¢ limitada. Decorre do Teorema 4.9.8

que existe uma subseqiiéncia { Un (k) } ke N tal que { A (un(k)) ¢é fracamente

convergente: A (un(k)) — pquando k — +o00. Temos, U, ) —}>ku€(gf. proposicao
4.5.6) e, para todo v € V, (Cf. proposigao 4.5.3):

(A (), upry —v) — (A(v), u—v),
e (Cf. proposigio 4.8.5)

(A (un@e)) s tngry =v) — (p, =),

de forma que

(A () = A(v), tnay = 0) — (p— A(v), u—1).
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Ora, A é monotono:
VkeN : (A (un(k)) —Av), Up(r) — v) > 0.

Logo,
(p—A(),u-v)20.

Assim, para todoveVee >0,
e(p—A(u+ev),v) <0,
de modo que, para todov € V e e > 0,
(p—A(u+ev),v) <O0.
Fazendo § — 0+ e utilizando o Teorema 8.1.16, temos
(p—A),v)<0,VoveV.
Tomando —v nesta desigualdade, resulta que
(p—A(u),v)=0,YveV.

Logo, p = A(u) e A (un(k)) — A (u). Decorre da proposigao 4.8.7 que A (uy,)
— A (u) fracamente em V. m

Operadores maximais monétonos

Seja V um espago de Hilbert separével munido do produto escalar (e, ), . Consi-
deremos o espago de Hilbert separavel V xV - o produto escalar entre X = (z1, x2)
eY = (y1, y2) ¢ (X, Y) = (21, y1)y + (22, ¥2)y-

Definigao 8.1.20. Seja A um operador sobre V.. O dominio de A € o conjunto

dom(A)={ueV: A(u)#2} . R

Definigao 8.1.21. Seja A um operador sobre V. O grafo de A € o conjunto

G(A) ={ (u1, u2) eV xV:u €dom(A), ug € A(up)} . B
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Definigao 8.1.22. Seja A um operador em V. Diremos que A € maximal mono6tono
se e somente se: A é mondtono e

T operador mondtono emV e G(A)CG(T) = A=T .

De maneira andloga, A € ciclicamente maximal monétono se e somente se: A
€ ciclicamente mondtono e

T operador ciclicamente mondtono emV e G(A)CG(T) = A=T 1

Notemos que o grafo de um operador mazximal mondtono nunca € vazio: com
efeito, se G(A) = &, entdo G (A) C G (T) para todo T (por exemplo, G (A) C
G (Id)). Além disto, o grafo de um operador mazimal mondtono é mazimal no
sentido do Lema de Zorn: nao existe nenhum grafo de operador monoétono que o
contenha a nao ser ele mesmo. Temos

Lema 8.1.23. Seja J : V. — R um funcional convexo proprio sci. Seja A(u) =

dJ (u). FEntao A é mazimal mondtono. B

Prova. Os lemas 8.1.8 e 8.1.7 mostram que A é mondtono. Seja T um operador
mondétono tal que G (4) C G (T). Seja (v, q) € G (T). Entao

VueV:(p—gq, u—v)>0 paratodop € dJ (u) .

Sejam
p1=proxy1 (V+x2) ; p2=proxyq(v+as) .

Decorre do Lema 8.1.1 que x1 + 22 = p1 + p2, p1 € 0J* (p2) € p2 € AJ (p1).
Como ps € 9J* (pl) temos

(p2—x2,p1 —x1) > 0.

Mas x1 + x5 = p1 + p2 = p1 — ¥1 = X2 — p2, de modo que esta desigualdade
mostra que

Nz —p P2 0= 21 =p1 = a2 = py => 12 € 3J (1) .
Assim, G (T) C G(A), de modo que G (T') = G (A). Logo, A ¢ maximal mono-

tono. m

Corolario 8.1.24. Seja J : V — R um funcional convexo proprio sci. Seja A (u) =

0J (u). Entao A € ciclicamente mazimal mondtono.l
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Prova. O Lema 8.1.8 mostra que A é ciclicamente mondtono.Seja 7' um operador
ciclicamente monoétono tal que G(A) C G(T). O Lema 8.1.7 mostra que A e T
sdo monodtonos. Resulta do Lema 8.1.23 que G (T') = G (A) e, por conseguinte, A é
ciclicamente maximal monétono. m

Enfim, todo operador monétono (resp. ciclicamente mondtono) pode ser exten-
dido a um operador maximal monétono (resp. ciclicamente maximal mondtono):

Teorema 8.1.25. Seja A um operador mondtono (resp. ciclicamente mondtono).
Entao existe A mazimal mondtono (resp. ciclicamente mazimal mondtono) tal que

G (A) cG(Z). m

Prova. Este resultado é uma conseqiiéncia do Lema de Zorn. Daremos a prova
somente para o caso mondotono, pois a prova é idéntica no caso ciclicamente mono-
tono.

Seja L CP(V xV) o conjunto das extensdes monotonas de A: L € L se e
somente se G(A) C L e

(yo—20,y1—21) >0, V X, YEL.

Como G (A) € L, temos L # @.Além disto, ( £, C ) é parcialmente ordenado.
Seja C = { Lx }, ¢ o uma cadeia de £. Entdo L = N UAL)\ é um majorante de
€

C em L: por um lado, L)y C L para todo A € A e, por outro lado, L € L : com
efeito, G (A) C L e, para todo X,Y € L, existem Lx € C, Ly € C taisque X € Lx
eY € Ly. Como C é uma cadeia, { Lx, Ly} é uma subcadeia finita e possue um
méximo Ly (proposicao 3.2.13). Assim, X € Ly; e Y € Ly de modo que

(yo— 22,91 —71) >0, V X,;Y€L.

Assim, o Lema de Zorn mostra que £ tem um elemento maximal M. Seja Ao
operador definido por

Aw)={peV:(up) eM}.

Temos G (;1) = M, de modo que G (4) C G (j) e A é monétono. Seja T um
operador mondtono tal que G (Z) C G(T). Entao G(A) C G(T), de modo que
G(T) € L. Ora, M é um elemento maximal de £ , de modo que M = G (ﬁ) C

G(T):>G(T):M:G(A) n

Temos
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Lema 8.1.26. Seja A um operador em V tal que A é mazimal mondtono. Entao,
para todo U € V XV :
sup {(uz2 —y2, y1 —w1)y Y € G(A)} >0.
Além disto,
sup{(u2 —y2, 1 —u1)y Y € G(A)}=0<=UecG(A). 1

Prova. Seja U € V x V tal que
sup {(ug —y2, th —u1), Y € G(A)} <0. (8.3)

Para estabelecer o resultado, basta mostrar que esta desigualdade implica que
U € G(A), o que implica também que

sup{(ug —y2, y1 —u1)y, Y € G(A)} =0,
de forma que, por um lado, nao existe nenhum elemento U tal que
sup {(u2 —y2, 11 —u1)y Y € G(A)} <0
e, por outro lado,
sup{(u2 —y2, y1 —u1)y Y € G(A)}=0=UecG(A).
A reciproca desta ultima afirmacao resulta da monotonia: se U € G (A4), entao

(ug —y2, 1 —ur)y = — (u2 —y2, u1 — 1)y, <0, VY € G(A)

0>sup{(ug —y2, u1 —y1)y Y € G(A)} > (u2 —u2, uy —uy), =0.
Seja U € V x V' satisfazendo (8.3). Entéo
inf{(u2 — Y2, U] — yl)V Y e G (A)} > 0,

de modo que
(ug —y2, ur —y1)y, >0, VY € G(A).

Seja T o operador tal que G (T') = G (A)U{ U }. A desigualdade acima mostra
que T' & mondtono e, por construcgdo, G (4) C G (T). Ora, A é maximal mondtono,
de forma que T'= A e, por conseguinte, U € G(A) m

Corolario 8.1.27. Seja A um operador em V tal que A é mondtono. Entio A é
maximal mondtono se e somente se

sup{(ug —y2, 11 —w1)y, Y € G(A)} >0, VUV xV

sup{(u2 —y2, 1 —u1)y Y € G(A)}=0<=UecG(A). 1
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Prova. A afirmagdo direta resulta do Lema 8.1.26. mostremos a reciproca: seja T’
um operador monétono tal que G (A) C G (T') e consideremos U € G (T'). Temos

sup {(u2 —y2, y1 —w)y Y € G(A)}>0.
Mas G (A) € G(T) e T ¢ monétono, de modo que
(us —ya, y1 —u1)y = — (u2 —y2, w1 — 1)y <0, VY € G(A)

e temos
sup {(uz —y2, ur — 1)y Y € G(A)} <0.

Assim,
sup {(u2 —y2, 1 —u1)y Y € G(A)} =0,

o que implica U € G (A). Logo, G (T) C G(A) e temos G(A) =G (T). =

Este corolario tem uma conseqiiéncia importante:

Teorema 8.1.28 (grafo fechado). Seja A um operador sobre V tal que A é mawi-
mal mondtono. Se { (zn, pn) }, c n C G (A) € uma seqiiéncia tal que r, —
fortemente em Ve p, — p fracamente em V, entao (z, p) € G(A4). &

Prova. Como A é mondétono, temos
(Pn — Y2, Y1 —Zn)y = — (Pn — Y2, Tn — 1)y <0, VY €G(A) .
Ora (Cf. proposigao 4.8.5),
(Pny Tn)y — (2, @)y 5 (Pns Y1)y — (s Y1)y 5 (Y20 Tn)y — (Y2, Tn)y
de modo que, passando ao limite, temos
(p—y2, y1— ), <0, VY €G(A) .

Assim,
sup{(p—y2, y1 — )y, Y € G(A)} <0

e, por conseguinte, decorre do Corolério 8.1.27 que
sup{(p—y2, ;1 —x)y, Y € G(A)} =0+ (z, p) € G(4)

e temos o resultado enunciado. m
Temos também
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Proposigao 8.1.29. Seja A um operador em V tal que A é mondtono. Sejam

by (U) = (u2, y1)y + (Y2, u1)y — (Y2, y1)y

La(U)=sup{ly (U) :Y € G(A)}.

Entao L4 € convexo e sci. Além disto, A é mazimal mondtono se e somente se,
para todo U € V X V :
La(U) = (uz, wa)y

La(U) = (u2, w1)y, <=UecG(A). N
Prova. /y é um funcional afim continuo, de modo que ¢y é sci. Decorre das
proposigoes 6.3.16 e 6.2.4 que L4 é convexo e sci. Além disto,
by (U) = (u2 — y2, y1 —u1)y + (u2, u1)y,
de modo que
La(U)=sup{(uz—y2, y1 —u1)y Y € G(A}+ (u2, w1)y -
Decorre do Corolario 8.1.27 que A é maximal monétono se e somente se

La(U)> (ug, wp)y , VUEV XV

LA(U):(UQ, ul)v <:>U€G(A),

de onde o resultado enunciado. m

Para U = (u1, uz) € V x V,seja R(U) = (uz, u1). Temos

Lema 8.1.30. Seja A um operador em V tal que A é mazimal mondtono. Se
R(P) € OL4 (X) entao
(p2 — 2, p1 — 1)y, <0 .
Além disto,

(p2 —x2, p1 —21)y, =0 = PeG(A) . R

Prova. Temos
(Pz — T2, P1 — $1)V = (pz, Pl)v + (5627 301)\/ - (Pz, 901)\/ - (152, Pl)v ,
de modo que

(p2 — w2, p1 — xl)v < La(X)+ (p2, Pl)v — (p2, xl)v — (2, Pl)v . (8.4)
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Seja U € G (A). Entao
La(U)=La(X) = (R(P),U = R(X)) = (p2, u1 — 1)y + (p1, uz — 22)y
Como Ly (U) = (u2, u1),, , temos
Lo (X) < (u2, u1)y — (p2, ur — 1)y — (p1, vz — 22)y -
Assim,
La(X) < (u2, ur)y + (p2, 1)y + (p1, 22)y — (2, u1)y — (1, u2)y, - (8.5)
Combinando (8.4) e (8.5), temos, para todo U € G (4),
(P2 — 22, p1 —21)y < (P2 —u2, p1 — u1)y -
Assim,
(p2 — w2, p1 — 1)y <inf{(p2 —y2, 1 — v1)y Y € G(A)},
ou seja

(p2 — 22, pr —21)y < —sup{(p2 —y2, 1 — P)y Y € G(A)}. (8.6)

Decorre do Corolario 8.1.27 que
(p2 — w2, p1 — 1)y < 0.

Se
(p2 — 2, p1 — 1)y, =0,

(8.6) mostra que

sup{(p2 —y2, 11— P1)y Y € G(A)} <0

e decorre do Corolario 8.1.27 que P € G(A). m

Teorema 8.1.31. Seja A um operador em V tal que A € mondtono. A € maximal
mondtono se e somente se G (A)+G (—Id) =V xV, isto é, A é maximal mondtono

se e somente se, para todo X € V x V, existem u € V e Y € G(A) tais que

r1=y1t+uexs=y—u. N

Prova. Suponhamos que G (4)+G (—Id) =V x V. Seja T um operador mondtono
tal que G (A) C G (T).Consideremos X € G (T). Entao

(1’2—22, .’El—Zl)VZO,VZGG(A) s
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Ora, existem u € Ve Y € G (A) tais que =1 =y; + u e 293 = ya2 — u, de modo
que
(Yo —u—20, Y1 +u—21), >0,V ZeG(A) .

Tomando Z =Y, vem
(—u, u)y > 0= || u|?<0<=u=0,

de modo que X =Y € G(A). Assim, G (T) C G(A) e A é maximal monotono.
Suponhamos que A é maximal mon6tono. Mostremos que 0 € G (4) + G (—1d).
Seja J : V x V — R dada por

JW) =S U P+ La ().

J é convexa, coerciva, propria, sci : decorre do Coroléario 7.2.8 que existe X €
V xV tal que J(X) = min(J). Assim, 0 € 9J (X) (Teorema 7.2.2). Como a
norma ¢ uma aplicacao continua e La (U) = (u2, uy),, paraU € G (A), o Teorema
6.7.17 mostra que
0J(X)=X+4+0L4s(X).

Assim, existe U € V xV tal que —U € L4 (U) e, por conseguinte, P = —R (U)
verifica R (P) = —U € 0L 4 (U): decorre do Lema 8.1.30 que
(pZ — U2, P1 _ul)v S 0 3

ou seja

(—u1 —ug, —ug—u1)y, <0 = | ug +uy H2 <0,
de formaqueug = —uy = U € G(—Id) = R(U) € G(—1d) = —P € G (—Id).
Por outro lado, temos também

upy = —u; = (p2 —uz, pr —u1)y, =0,

de modo que o Lema 8.1.30 mostra que P € G (A). Assim, 0 € G (4) + G (—Id).
SejaY € V x V : definindo M = G(A) =Y e A o operador definido por

Aw)y={peV:(up) ecM}.

Temos G (ﬁ) = M. Além disto, A é maximal mondétono, de forma que 0 €

G (Z) + G (—Id), de forma que Y € G (A) + G (—Id). Logo, G (A) + G (—Id) =
VxV. m

Corolario 8.1.32. A um operador em V tal que A é maximal mondtono. Entdao
A+ Id € sobrejetivo (Im(A+ Id) =V ), isto é, para todo v € V, existem u € V e
p € A(u) tais quep+u=v. B
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Prova. (0, v) € V x V. Decorre do Teorema 8.1.31 que existem X € G (A),
Y € G (—1d) tais que X +Y = (0, v). Logo

r14+y1 =0 ; 29+ ys = 0.

Sejam v = x1 e p = x2. Como X € G (A), temos p € A(u). Como Y € G (—Id),
temos yo = —y1. Assim,
Y2 = —Y1 =21 =14,

de modo que
v=xo+tys=z2+T1=p+u,

de onde a existéncia de um par (u, p) € G (4) tal que p+u = v. Seja (w, q) € G (A4)
tal que ¢ + w = v. Entao

p—q)+ (u—w)=v—v=0,
de modo que

2
0= (p—qgu—w), +@u—-—w,u—w)y>|uv-—wl .
—_———

> 0, pois A mondétono

Assim, u = w e, por conseguinte, p=v—u=v—w=g¢q. A

Teorema 8.1.33. Sejam A > 0 e A um operador em V tal que A é mazimal
mondtono. Entdo A+ M d é sobrejetivo (Im(A+ Ad) = V), isto é, para todo
veV, eristemu€eV epe A(u) tais que p+ Iu=v. B

Prova. Seja A, = %A.Temos X € G(A)) < (21, Ax2) € G(A). Assim, para
todos X, Y € G (Ax):

1
(Y2 —y1, 2 — 1)y Zx(y2—y17>\$2—/\9€1)v >0

e Ax ¢ monétono. Seja T um operador monétono tal que G (4y) C G (T»). Pondo
T = \T), temos:

YeG(4) = <y1, i\y2> EG(AN) CG(TH) =Y eG(T),

de modo que G (4) C G(T). Como A é maximal, temos G (A4) = G (T), de modo
que
X e G(T)\) — (Il, )\1‘2) S G(T) = G(A) — X € G(A)\) .
Assim, G (Th) C G(A)), de forma que G(Ax) = G(T») e Ay ¢ maximal
monotono.
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Sejam v € V e vy = XU. Decorre do coroléario 8.1.32 que existe um tinico par

ux, px) € G (Ay) tal que py +uy = vx. Ora, (ux, pa) € G (Ax) <= (ur, Apa) €
G (A). Assim, tomando u = uy e p = Apy, temos (u, p) € G (A) e

1 1
Xp—l—u:w\:xvzp—l—)\u:v,

de onde a existéncia de um par. Seja (w, ¢) € G (4) tal que ¢ + Aw = v. Entao
1
Wy =we qy= Xq verificam (wy, gx) € G (A)) e gx + wy = vx. Assim, a unicidade

de (uy, py) mostra que wy =uy e gy =px,ousejaw =uveqg=p. W

O Teorema de Ponto Fixo de Brower

Utilizaremos no que segue o resultado classico seguinte, demonstrado por Brower
(Cf. |Griffel 2002]):

Teorema 8.1.34 (ponto fixo). Seja V' um espago de Hilbert e C C V um compacto
convero ndo-vazio. Se f : C — V € uma aplicagdo continua tal que f(C) C C
entao existe ¢ € C tal que f (c) =c. B

Este resultado tem grandes aplicagdes préticas. Por exemplo, seja C° (U, W)
o conjunto das aplicagoes continuas de U em W:

C'(U W)={f:U—W : f é&continua } .

Assim, f € C° (U, W) se e somente se f : U — W verifica lim f (u,) = f (u)
para toda seqiiéncia { u, }, ¢y C U tal que lim u,, = u. O teorema do ponto fixo
implica que

Teorema 8.1.35. Sejam V e W dois espagos de Hilbert; C C V um compacto
nao-vazio, A C W um convexo nao-vazio, L : V x W — R tal que u — L (u; @)
é sci para todo « € A e « — L (u; a) é concava para todo u € C. Seja

m = 'uilelfC suepAL (v; @)
|
Lema 8.1.36. Entao
m= inf sup L(g(a); ).l

gECU A C)aca
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Corolario 8.1.37 (Ky-Fan). Seja V' um espago de Hilbert; C C V um compacto
nao-vazio, L : V. xV — R tal que v — L (u; v) € sci para todo v € C e
v — L (u; v) € concava para todo u € C. Entao existe u € C tal que

sup L(u;v) < sup L(v;v). R
v el vedl

O Teorema 8.1.35 resulta dos dois lemas seguintes:

Lema 8.1.38. Seja ¢ : U x W — R uma fungdo. Entao:

(i) VuelU: sup o(u, w)=  sup  @(u, f(u));
we W fecou, w)

i) v . inf = inf n

(i) Vwe W: if ¢(u, w) R S (9 (w), w)

Lema 8.1.39. Sejam V e W dois espagos de Hilbert; C C V um compacto nao-
vazio, A C W um convexo nao-vazio, L : V. x W — R tal que u — L (u; «) € sci
para todo a € A e « — L (u; a) é concava para todo u € C. Seja

m= inf sup L (v; «)

vel oA
Entao
m= sup inf L(v; f(v)) = inf sup L(v; f(v)) .1
feCU(C,A)UGC UeCfeCO(C,A)

prova do Lema 8.1.38. Seja u € U. Entdo, para toda f € C°(U, W) : f (u) €
W, de modo que

@ (u, f(u) < sup ¢(u,w).
weWw

Assim,

sup @ (u, f(u)) < sup p(u,w).
fecou, w) wew

Suponhamos que existe € > 0 tal que

sup @ (u, f(u))+e< sup p(u,w). (8.7)
fecou, w) we W

Entao existe w, € W tal que

&
sup ¢ (u,w) < ¢ (u,we) + =
weWw 2
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Como a fungdo f. : U — W dada por fe (u) = we, ¥V u € U é continua, temos

e (u,we) = ¢ (u, fe(u)) < sSup e (u, f(u)),

fecou, w)
de forma que
€
wp p(nw) < s ol f) s (53)
w e W fecou,w)

Combinando as desigualdades (8.7) ¢(8.8), resulta que € < 0: assim, 0 < € < 0,
o que é absurdo. Logo, temos (i).

A prova de (ii) é analoga: seja w € W. Entao, para toda g € C° (W, U) :
g (w) € U, de modo que

e (g(w), w)> Jnf (u, w)

€ lem()S
1 f > f .
CU(H, [T)SD (g (w) ) w) - [TSD (u7w)

Se existe € > 0 tal que

inf > inf .
8 U)so(g (w), w) 2 e+ inf ¢(u,w) (8.9)

entao existe u. € U tal que

e

inf > - —.
ulrel UL'O (u,w) > ¢ (ue, w) 9

Como a funcao g. : W — U dada por g. (w) = ue, V w € W é continua, temos

o) - 1> b Z i f b b
@ (ue, w) = ¢ (ge (W), w) 7 U)w(g(w) w)

de forma que
inf > inf — = 1
Jnf ¢ (u,w) 2 0 U)so(g (W), w) =3 (8.10)
Combinando as desigualdades (8.9) ¢(8.10), resulta que € < 0: assim, 0 < ¢ <0,
o que é absurdo. Logo, temos (ii). m

prova do Lema 8.1.39. Sejam f € C°(C, A) e v € C. Entao f (v) € A, de
modo que
L(v; f(v)) < sup L(v; @).
a€ A
Assim,

inf L (v; < inf L (v;

inf L(v; f(v))< inf sup (v; @),
de forma que

sup inf L(v; f(v)) < m. (8.11)
fGCO(C,A)'UGV
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Sejam v € C' e ¢ > 0. Entao existe a. (v) tal que

sup L (v; a) < L (v; a: (v)) + % (8.12)
a€e A

Como u — L (u; a. (v)) & sci:
L (v; ae (v)) <lim inf L (v; a. (v)),
de modo que existe r (v,e) tal que

W€ By () = L (v; 0z (v) < L (u; az (v)) + % (8.13)

Seja
Ay =int ( Bre (v) ) ={uweC:|u—v||<r(ve)}.

Entao { A, }, ¢ o ¢ uma familia de abertos talque C C |J A,. Como C' & com-

veCl
pacto, existe uma subfamilia finita que também contém C' existem { vq, ..., v} C
n
C tais que C C |J Ay,. Seja A; =C — A,,. Como A,,¢é aberto, A; é fechado, e,

i=1
portanto, A; é compacto (Lema 4.3.20). Seja

0; (v) = dist (v, A;).

Temos §; > 0. Sejav € A,,. Como A,, é aberto, existe ¢ > 0 tal que B, (v) C A,,.
Assim,
|v—s||>e VseA; =0 (v)>e>0.

Logo,
0i(v) =0<=veN = v¢gA,.

Seja c e C

n
Como C C |J A,,, existe j tal que c € A,,, de modo que
i=1

j=1
Assim,
d(c) >0, VeeC. (8.14)
Seja
e
fj (C) - (;(C)



289

Como 0; : C — R é continua para 1 < i < n (proposigio 5.4.8), (8.14) mostra
n

que f; é continua para 1 < j < n. Logo, f (v) = > fi (v)a: (v;) é continua.

=1

Ora, « — L (u; ) é concava, f; (v) >0e Y, f;(v) =1, de modo que
i=1

L(v; f(v)) 2 Z fi () L (v ae (vs))

e (8.13) implica que

Assim, de (8.12),
L(v; f(v)) > sup L(v;a)—c¢.
a€e A

Por conseguinte,
inf L(v; f(v))>m—e
veV

sup inf L(v; f(v)) > m—e.
fGCO(C,A)UGV

Como € é arbitrario, resulta que

sup inf L(v; f(v)) > m. (8.15)
fGCO(C,A)”EV

Combinando (8.11) e (8.15), temos

m= sup inf L (v; f(v)) .
feco(c A veV

Por outro lado, do Lema 8.1.38:

sup L (u, o) = sup  L(u, f(u)),
a€ A fecoc, A

de modo que
m = inf sup  L(u, f(u))
UEVfECO(C7A)

e temos o resultado enunciado. m
prova do Teorema 8.1.35. Seja ¢ (v) = sup L(v, a): ¢ é sci (proposi¢ao
A

a e
6.3.16) e o Teorema 7.2.11 mostra que existe u € C tal que

— inf — inf L(v:a).
o (u) n V@(v) Jof, swp (v; @)
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Consideremos
F={KcCA:K fini}.

Para 0 € A, temos { 8 } € F, de modo que

L(v; 8) < sup L(v; @)
a € K

sup inf sup L(v; @) < inf sup L(v;a) .

KeFveEC e K velCqaeca

Por outro lado, para todo K € F,

sup L (v; @) < sup L(v; o)
a e K a€ A

Assim,

inf sup L(v;a) < sup inf sup L(v;a).

vel qec A KeFvEC 4K
Combinando (8.16) e (8.18), temos

m= sup inf sup L(v;a).
KeFv€Cack

Sejam K ={ aq,...,an} €

S:{)\:()\l,,)\n)ERn)\zZO(lzl,,TL) e Z)\:
=1

Temos

sup L (v; a su ML (v;
ocepK ( ) ,\epslzl )

de modo que

inf sup L (v; « mf sup AL (v;
UEC@GK( )= C/\esz 0

Seja g € C° (A, C). Temos também

inf su ML (v; ;) < inf su N L e
EEEID SN ER R S (1 popmy I

1 i =1

de forma que

inf sup L(v;a) < inf sup M (v; \),
UGCQGK( ) Y€ESAxes )

A) = Z AilL (9 (Z %‘%‘) ; ai) .

onde

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)
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Ora, S é convexo e compacto (trata-se de um subconjunto fechado e limitado
de R™), v — M (7; A) é sci para todo A € S e A\ — M (v; A) é concava para todo
v € S. Assim, o Lema 8.1.39 mostra que

inf sup M (y; \) = sup inf M (v f (7)) -
Yy€Ses fecos, s)vES

Por outro lado, o Teorema do ponto fixo 8.1.34 mostra que existe 6 € S tal que
f(0) =0, de modo que

inf M (v; f (7)) < M(0;6) < sup M (A; A).
v ES xes

Assim,

inf sup M (y; A) < sup M (A A)
TE€SNes Xes

e (8.19) mostra que

inf sup L(v;a) < sup M (A N). (8.20)
vel ae K P

Ora, como o — L (u; ) é concava:

M\ A = i AL (g (i Ai“i) ; ai) <L <9 (i )\iai> ; i /\iai> )

i=1 i=1 i=1

de modo que

sup M (A A) < sup L(g(a); a)
AES a€ A

e (8.20) implica que

inf sup L(v;a)< sup L(g(a); ).
vel 4K a€ A

Por conseguinte,

sup inf sup L(v; ) < sup L(g(a); @)
KeFv€Cack a€A

e (8.18) mostra que

inf sup L(v;a) < sup L(g(a);a).
vel 4cA a € A
Assim,

<  inf L ca) . 8.21
ms gl s (9(a); @) (8:21)

Sejam v € C e g, : A — C dada por g, (o) = v,V a € A. g, é continua e
L(gy (a); @) = L (v; ). Ora,

inf L(gy(a);a)> inf L :
Jof, swp (90 (@) a)_gegg( Ao S (g(a); a)
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de modo que
> inf L ca). 8.22
m ozl s (9(a); @) (8:22)

Combinando (8.21) e (8.22), obtemos o resultado enunciado. m

prova do Corolario 8.1.37. Como a aplicagéo g : C — C dada por g (v) = v é
continua, temos

inf sup L(g(v);v)< sup L(v;v
gECO(QC)wepC (9(v);v) vepc ( )

Assim, decorre do Teorema 8.1.35 que

inf sup L(w;v) < sup L(v;v) (8.23)
welyeco veC

Seja

J(w) = sup L(w, v).
veC

J é sci (proposigao 6.3.16) e C' é compacto, de modo o Teorema 7.2.11 mostra
que que existe u € C' tal que

USLelch (u, v)=J(u) = wilelfCJ (w) = wirelfc 1&;,uech (w; v)

e o resultado decorre da desigualdade (8.23). m

8.2 Zeros de Operadores

Consideremos nesta segao o problema

Problema 8.2.1. Sejam A um operador em V e C C V ndo-vazio. Determinar
u€C tal que 0 € A(u).1

Este problema ¢ o da determinagao de um zero do operador A. Uma equacdo
variacional multivoca pode ser reformulada sob esta forma: por exemplo, se f € V
e A é um operador em V', a determinagdo de um elemento u € V' tal que

IpeA(u) talque (p—f,v)=0, YoeV (8.24)

é equivalente a equagdo p— f = 0, ou seja 0 € ﬁ(u) — f. Assim, (8.24) corresponde
aC=V,A(u)=A(u)— f. Certas inequagdes variacionais também podem ser
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formuladas sob esta forma: por exemplo, se C' é um convexo fechado, f € V e Aé
um operador em V', a determinagao de um elemento u € C' tal que

GpeA(u) talque (p—f,v—u)>0, YveC (8.25)

é equivalente a — (p — f) € NC (C, u). Assim, (8.25) corresponde a A (u) = A (u) —
f+NC(C,u).

Temos
Teorema 8.2.2. Sejam B um operador univoco em V, linear e continuo; C C V

convexo, compacto, nao-vazio; A um operador em V tal que, para todo v € V, A (v)
€ convezo, nao-vazio e fechado. Se

VoeC:AWw)NB(TC(C,v)) # @ (8.26)
entao

(i) o problema 8.2.1 admite uma solugao.

(i) para todo y € B(C), existe u(y) € C tal que y € B (u(y)) — A(u(y)) .M

Quando C =V, temos T'C (C,v) =V, de modo que a condicao (8.26) torna-se
YVoeC:A(w)NB((V) # @.
A demonstragao do teorema utiliza o Lema:
Lema 8.2.3. Sejam B um operador univoco sobre V', linear e continuo; C C 'V
convero, compacto, nao-vazio; A um operador em V tal que, para todov € V, A (v)

é convexo, nao-vazio e fechado. Se (8.26) € satisfeita, entao, para todos v € C,
p €V tal que B* ( p) € NC (C,v):
EA (Uap) = lnf (Qap) S 0.
q € A(v)

prova do Lema 8.2.3. Sejav € C. Como A (v) N B(TC (C,v)) # @, existe w €
A(v)N B(TC (C,v)). Assim, existe { wy, },, ¢ y C B(TC(C,v)) tal que w, — w
e wy = B(x,), v, € TC (C,v). Assim, para todop € V :

(wnap) = (B (xn) 7p) = (xna B* (p))
Logo, para p tal que B* ( p) € NC (C,v), temos (Cf. 5.6.11 e 5.6.3)

(wn,p) = (@, B* (p)) <0
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e, passando ao limite,

ha(v,p)= inf (g,p) < (w,p) = lim (wy,,p) <0
q € A(v) n

e temos o resultado enunciado. =

prova do Teorema 8.2.2. Suponhamos que o problema 8.2.1 ndo admite uma
solugdo, ou seja, que 0 ¢ A (u),Vu e C.

A (u) é um convexo fechado: o teorema da projegao ortogonal ( 5.4.1) mostra
que a projegao ortogonal de 0 sobre A (u) existe. Seja p (u) esta projegdo ortogonal:

pw)eAu) e [[p(u) [[=inf{ | ql:qeA()}.
Dado que 0 ¢ A (u), temos p (u) # 0. Além disto (proposi¢ao 5.4.2):
pu) € Au) e (p(u), ¢—p(u)) =0,V q€A(u),
de modo que
VaeA(): (g, pw)=|p) >0

Assim,

halwp()= it (0.p(w) >0 (8.27)

Seja
S(p)={ue€C:hy(up) >0}.
Como A é hci, hy éscie S(p) é aberto para todo p € V' (Teorema 6.3.17). Ora,

(8.27) mostra que u € S (p (u)), demodoque C C (J S (p). Assim, { S(p) },c v
pevVv
é uma familia de abertos que contém C'. Como C' é compacto, existe uma subfamilia

finita { p1, ..., pn } talque C C |J S (p;). Como na demonstragdo do Lema 8.1.39,

=1

definimos
5: (v) = dist (v, C — S (), 8 (c) = 2_: ICRNACEEE
e temos a
fi(u) >0, fi(u)>0<=ucS(p) e i fi(u) = 1.
Seja -

L(u) = 3 fi () (B () u—v).

u — @ (u,v) ésci, p — L (u,v) é concava, C' & convexo compacto nao-vazio:
decorre do Corolario 8.1.37 que existe u € C tal que

sup L (w;v) < sup L (v;v)=0,
veCl vedl



295

isto &,

sup (B* (), —v) <0 ﬁ=§:

vedl

Assim, B*(p) € NC (C,u) (Cf. proposi¢ao 5.6.12) e temos, do Lema 8.2.3,

hy (@,p) = inf (¢,p) <0. (8.28)
q € A(u)

Ora, como f; (&) > 0, temos, para todo ¢ € A(w) e 1 <i <n,
(q, fi (@) p:i) = fi (@) (q, pi) > fi (W) hy (@, pi) > 0.
Assim,

inf Z fi @) hy (@, pi) -

qEA( 71 =1

SejaA={i:1<i<i<ne f;(w) >0} ComoC C U S (pi), temos A # @,
=1
de modo que

f )h > 0.
P @D 2 2§ (Tha (@)
>0 >0
Logo,
hy(w,p)= inf (¢,p)>0. (8.29)
q € A(w)

Assim, de (8.28) e (8.29)
0< hA (Uvﬁ) S 07

o que é absurdo. Logo, o problema 8.2.1 admite uma solugao e temos (i).

Seja A (v) = A(v)+y— B (v). A condigio (8.26) mostra que existe { wy, }n e N
tal que B (w,) — A(v). Por outro lado, existe ¢ € C tal que y = B (c) (pois
y € B(c)). Assim, y—v € TC (C,v) (proposi¢ao 5.6.9) e w,, = wy,+c—v € TC (C,v)
(proposicao 5.6.2). Logo, B (w,) € B (TC (C,v)) e B(w,) — A (v). Resulta que
A()NB(TC (C,v)) # @ para todo v € C. Assim, (i) mostra que existe u (y) € C
tal que 0 € A (u(y)) = A(u(y)) +y — B (u(y)), isto & y € B(u(y)) — A(u(y)) e
temos (ii). m

Nosso segundo teorema fundamental é o seguinte:
Teorema 8.2.4. Sejam C C V convexo e compacto, A um operador sobre V tal

que A € semicontinuo e limitado sobre C; A(v) é um convezo fechado nao-vazio
para todo v € C. Entao existe u € C tal que 0 € A(u) + NC (C,u), isto €,

ueC edIpeA(u) talque (p,v—u)>0,Vvel .M
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A prova do teorema utiliza o Lema seguinte:
Lema 8.2.5. Sejam C C V nao-vazio, A uwm operador em V tal que A é semicon-
tinuo e limitado sobre C; A (v) é nao-vazio para todo v € V. Seja

L(u,v) =hy(u,u—v)= inf (p,u—v)
p € A(u)

Entao u — L (u,v) € sci sobre C e v — L (u,v) € concava.l
prova do Lema 8.2.5. Sejam u € C e {u, }, .y C V tal que u, — u
fortemente em V. Para todo € > 0, existe 0 (¢, u) > 0 tal que

[u-wl <d(cu)=llp-qll<eVpeA(u),ge A(w) .
Ora, existe n (0 (g,u)) tal que
n>n(d(cu) = ||u—u, | <d(c,u).
Sejan >n(d(e,u)) : paratodov € V,p € A(u), ¢ € A(uy) :
| (p—q, un—0)[<llp—qlun—v]<elu,—vl

de modo que
P, up—v)<(q, up—v)+el| u,—vl (8.30)

Por outro lado,
ltn = | < = |+ u—v | <6 (eu)+ ] u—wv ],
de modo que (8.30) implica que
(P, up—v)<(q, up—v)+el|lu—v|+ed(cu) . (8.31)
Como A é limitado sobre C, temos também
(P un =) <[ p [ un—ull <[ pld(e,u) < K(Aul)d(eu),

de modo que
(P, un —u) 2 =K (A |lul)) 6 (c,u) (8.32)

Como
(P, un—v) =@, un—u)+ (P, u—"0),
(8.32) implica que

P, u—v)=K(Aul)d(e,u) <(p, un—v) (8.33)

Seja
m(g,u,v) = K (A, |Jul]) 0 (e,u) +el|v—u | +¢eb(g,u).
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Combinando (8.31) e (8.33), temos
(pa u—v)—m(e,u,v) < (qa un_v)'

Logo,
hA (U, ’U,—U) _m(eauav) S (q , Up —U)

e, dado que ¢ é arbitrario,
hy(u, u—v)—m(e,u,v) < hy (Up, u, —v). (8.34)

Ora,
m (e,u,v) — 0 parae — 0+,

de modo que, passando ao limite em (8.33), temos
hy(u, u—o) <lim inf hy (un, u, —v)

e decorre da proposi¢ao 6.3.9 que u — L (u,v) é sci em u. Como u € C é qualquer,
temos o resultado enunciado.
Sejam v € C, w e C, 0 €0, 1], vg = 0w + (1 — §) v. Temos

u—vg=0(u—w)+(1-0)(u—0v),

de modo que
(p, u—wvg)=0(p, u—w)+(1—-0)(p, u—v).

Como
(b w—w) = hy (4, u—w) e (p, u—1v)>h(u, u—v) ,
temos
(P, u—wg) = Ohy (u, u—w)+(1—=0)hy (u, u—v),
de onde

hy(u, u—wvg) >60hy (u, u—w)+ (1 —0)hy (v, u—1).

Assim, v — L (u,v) é concava. m

prova do Teorema 8.2.4. Seja L (u,v) = hy (u, u—v). Decorre do Lema 8.2.5
que u — L (u,v) é sci sobre C' e que v — L (u,v) é concava. Como C' é convexo
e compacto, podemos aplicar o Corolario 8.1.37: existe u € C' tal que

sup L (u;v) < sup L (v;v)=0.
vedl vedl
Assim,

sup inf (p, u—v)= sup L(u;v)< 0
veCcp € A vEC
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isto &,

sup

vEC | pe A v €0 e Au)

— sup (p,v—u)]g():>inf sup  (p, v—u)> 0

Ora, C' e A(u) sao convexos fechados e limitados nao vazios, a aplicacdo M :
Cx A (u) — R dada por M (v,p) = (p,v — u) é tal que v — M (v, p) é fracamente
scie p — M (v,p) é concava e fracamente sci. Decorre do Lema 7.2.24 que M tem
um ponto de sela (7, p) sobre C' x A (u). Assim (Lema 7.2.24):

P, v—u)<(p, v—u), YveC.
Além disto (Lema 7.2.27)

(P, v—u)= inf sup (p, v—u)>0
“cheA(u)

de modo que
(P, v—u) >0, VveC.

e temos o resultado enunciado. m

8.3 Inequacoes Variacionais

Nesta segao, consideramos a inequagao variacional
Problema 8.3.1. Sejam A um operador em V, j : V. — R um funcional, f € V.
Determinar u € V' tal que
IdpeAu) talque (p—f,v—u)+jw)—ju)>0, YVoeV . N

A formulagao acima engloba um grande niimero de problemas. Por exemplo, a

equagao variacional:
dpeA(u) talque (p—f,v)=0, YveV
é equivalente ao problema 8.3.1 com j = 0. De maneira analoga, a inclusao
feA)+9j5(u)

é equivalente a
IpeA(u) talque f—p €097 (u)
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e, portanto, é também equivalente ao problema 8.3.1. Também a inequagao varia-
cional

ueC e dpeA(u) talque (p—f,v—u)+j(w)—ju) >0, YVvel

pode ser reduzida a esta forma através da introdugao da indicatriz V¢ de C' : pondo
joc = j+ ¥¢, obtemos a forma equivalente

ueV edpeA(u) talque (p—f,v—u)+jc W) —joc(u) >0, YVveV

Esta formulagao engloba também um grande ntimero de problemas de otimiza-
¢ao. Por exemplo, se J : V' — R é diferenciavel no sentido de Géteaux, j : V — R
é convexa, [ (v)=J(W)+jw)+(f,v)e

u = arg min [
entdo, para todo 6 € [0,1] :
I(ut0(—u) )=I(u)>0ejlutf—u)—j) <O0(j) —j))
de forma que
J(ut+0w—u) )=J(u)+0(fv—u)+0(j@w) —ju) )>0.
Assim,

J(u+0w—u) )=J(u)
0

+(fiv—u)+ jw)—j(u) =0
e, fazendo # — 0+, temos
(VJ(u)=fv=u)+j) —ju) 20, VveV.

Notemos, entretanto, que a formulagao do problema 8.3.1 é feita de forma que
o operador A pode nao derivar de um funcional.

O resultado fundamental é o seguinte:

Teorema 8.3.2. Seja V um espacgo de Hilbert separdvel e suponhamos que

(i) J € convezo e fortemente continuo (isto €, j (w,) — j (w) para toda seqiéncia
{wn }, cn CV tal que w, — w fortemente em V).

(ii) A é univoco, mondtono, limitado e hci;
(iii) v — (A () — f, v )+ j(v) € coerciva e existe v € V tal que j (0) € R.

Entao o problema 8.3.1 admite uma solugao. M
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A prova deste teorema utiliza os seguintes lemas:

Lema 8.3.3. Suponhamos j convexo sci e A univoco. Seja € > 0. u € solugdo do

1
problema 8.3.1 se e somente se u = prox; e <u +-(f—A) )) |
€

Prova. o resultado decorre diretamente do Lema 8.1.1.(iv). m
Lema 8.3.4. Suponhamos j convexo e A univoco, mondtono, limitado e hci. Entdo

u € solugao do problema 8.3.1 se e somente se

VoeV: (Aw)—f,v—u)+jw)—ju)>0 . N

Prova. ( = ) : Seja u solugdo do problema 8.3.1. Como A é mondtono,
(AW),v—u)>(A),v—u)
de forma que
(AW —fiv=—u)+j@) =i = (A —-fv—u)+j)—j) =0 .

(= ):Sejam €0, lJeup=(1—0)u+6v=u+0(v—u). Aconvexidade
de j mostra que
7 (ug) < (1 =0) 3 (u) + 65 (v) .

j (ug) = j (u) <O[j (v) =5 (u)] . (8.35)
Além disto,
(A(ug),vo—u)=(A(ug),0(v—u) )=0( A(up),v—u). (8.36)
Ora,

(A(ug) = f,v9—u)+j(ve) —j(u) 20,
de modo que (8.35) e (8.36) mostram que
O[( A(ug) = fov—u)+j(w)—j(u)] =0,
isto é,
(Aug) = fyv—u)+j@w) —j(u) =20, (8.37)
Ora, ug — u fortemente em V', de modo que o Teorema 8.1.16 mostra que
(A(ug),v—u)— (A(u),v—u) quando § — 0+ .

Assim, passando ao limite para § — 0+ em (8.37), resulta que u é solucao do
problema 8.3.1. m

prova do Teorema 8.3.2: . Seja e > 0.
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1 - Existe uma seqiiéncia crescente de subespagos { V,, },, ~ ; C Vtaisque |J V,, =
- n >k
V e, para todon > k : dim (V) =n, V,, C V41 e T € Vi: se T # 0, basta
aplicar o corolario 4.9.6 a { 7 }. No caso contrario, basta aplicar este mesmo
resultado a { w }, onde w é um elemento nao nulo qualquer.

2 - Sejam Byy ={veV,: [[v| <M} ejy@ =5 +%¥g, (v), onde ¥p,,
é a indicatriz de Bp;. Como Bjs é um convexo fechado, Up,, é convexa
e fracamente sci (Cf. Lema 7.1.3). Como j é convexo e continuo, j é
fracamente sci (Cf. Teorema 6.3.19). Assim, jas é convexo e fracamente sci
(Ctf. proposigdo 6.3.16). Decorre do Corolario 7.2.9 que, para todo v € V,
existe um tnico gps (v) tal que (notar que jp (v) = 400 quando v ¢ Byy) :

gum (v) = proz;,, (v + % (f — A(v))) € By.

Assim, gy (By) € By Seja { vk}, cy C By tal que vy — v em V.
Temos A (v,) — A (v) fracamente em V (corolario 8.1.17). Como a dimensao
de V,, é finita, A (v,) — A (v) fortemente em V (proposi¢ao 4.8.10). Assim,
g é continua (Cf. Lema 8.1.1.(iv) ) e Bys é compacto: decorre do teorema
do ponto fixo (8.1.34) que

Fup € By tal que ups = gar (ung) - (8.38)
3 - Temos (Lema 8.3.3)
(A(un) — f,v—un )+ (v) — jar (upg) >0, YoeV .
Como ¥ € V,,, temos, para M > || T ||
(Aun) = f, 0 —un )+ () = j(unr) 20 .
Assim, apr = ( A(un) — f, uns ) + j (upr) verifica
apy <j@—-(f,7) €R

e { an }ps ¢ y € limitada superiormente. Como v — (A (v) — f, v )+ j (v)
¢ coerciva, resulta que { ua },; ¢y C Vi € limitada. Decorre do Teorema
4.9.8 que existem U, € V e { upy) }k en C {un Fas ey tal que upry —
U,. Como { UM (k) }k en C V, e V,, é de dimensao finita: a proposigao
4.8.10 mostra que uy) — U, fortemente em V e U, € V,. Além disto,
A (upnr(ry) — A (Uy) fortemente em V' (Corolario 8.1.17 e proposigao 4.8.10).

4 - Seja J, (v) =j(v) + Py, (v), onde ¥y, é a indicatriz de V,,. Definindo

G 6) = prozs, « (v+ 2 (= A)) € Vi
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temos G, (upr(r)) — Gn (Uy) (novamente o Lema 8.1.1.(iv)). Ora, de (8.38),
VkeN: U (k) = G, (U«M(k)) .
Passando ao limite nesta igualdade, resulta U,, = G,, (U,). Assim,

U,€Vy e (AU —f,v=Up)+Jn(v)—Jn(U,) >0, YoeV.

5 - Como v € V,, esta desigualdade implica que
(AWUn) = f,7-Un )47 @) —3jUn) 20,
de forma que b, = ( A(Uy) — f, Uy ) + j (U,) verifica
bn <j@—=(f,7) €R

e { by }, ¢y ¢ limitada superiormente. Como v — (A (v) — f,v ) +j(v) é
coerciva, resulta que { Uy },, . y C V ¢é limitada. Decorre do Teorema 4.9.8
que existem u € V e { Un(k) }k en C {Un }, en tal que Uy gy — u.

6 - O Lema 8.3.4 mostra que
(AW) = f,o=Upmy ) +35 @) = (Unry) =0, YveVyy.

Sejam v € V, m >0 e P,v a projegao ortogonal de v sobre V,,: P,v € V1)
para n (k) > m, de forma que

(A(Ppv) = f, Ppv—Upnay ) + 5 (Puv) — j (Unqry) = 0. (8.39)
Como j é sci,
lim S%p{ j(PmU) 7]‘ (Un(k))} = j(PmU)fhm ngfj (Un(k)) < ] (va)fj (’U,),
de modo que (8.39) implica que

(A(Pyv)—f, Phv—u )+ 7 (Pnv) —j(u) >0. (8.40)

Quando m — +00, temos P,,v — v fortemente em V (Cf. 4.9.7) , de modo
que, por um lado, a continuidade de j mostra que j (P,v) — j(v) e, por
outro lado, o Corolario 8.1.17 mostra que A (P,v) — A (v) fracamente em
V. Assim, a passagem ao limite para m — +oo em (8.40) mostra que

(Aw)—fiv—u)+j(w)—j(u)>0.

Como v é arbitrario, decorre do Lema 8.3.4 que u é solugao do problema 8.3.1.
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8.4 Equacgoes de Evolucao

Nesta se¢ao, consideramos problemas envolvendo o tempo, cujo modelo é
Problema 8.4.1. Sejam T > 0, A um operador sobre V, f € L*(0,T;V), ug €
dom (A). Determinar u € L* (0,T; dom (A)) tal que
du
u(0)=wuy efe E—i—A(u) sobre (0, T). A

Nesta formulagao, o espacgo de Hilbert V' é substituido pelo espago de Hilbert
L?(0,T;V), cujo produto escalar e norma sao, respectivamente,

1/2

T T
o) = [ v@hy ds 5 foll=| [1o6) I} ds
0 0
Podemos interpretar L2 (0,7;V) como sendo

T
L?(0,T;V) = v:(O7T)—>V:/||U(s) I3 ds < oo
0

Além disto, é indispensével lembrar que, contrariamente as apresentagoes usuais,
este texto privilegia os operadores de esfor¢o interno - os operadores de trabalho
virtual sao reduzidos a operadores de esfor¢o interno através da isometria de Riesz.

O primeiro resultado classico é o seguinte:
Teorema 8.4.2 (Cauchy). Sejam T > 0 e A um operador sobre V tal que A é
univoco, dom (A) =V e A € Lipschitiziano, isto €, existe K > 0 tal que
Vu, veVi|Au)—Aw) |, <K|u—-vl] .

Entao o problema 8.4.1 tem uma solugao inica para todo ug € V. B
Este resultado decorre do teorema seguinte:

Teorema 8.4.3 (ponto fixo de Banach). Seja F : L? (0,T;V) — L? (0, T; V) uma
aplicagao tal que existe M independente de u e v verificando 0 < M <1 e
Vu veL20,T;V): | Fu)=F) [<Mu-v] .

Entdo existe um tinico u € L (0,T;V) tal que u=F (u). W
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Um outro resultado cléssico sobre problema 8.4.1 é o seguinte:

Teorema 8.4.4 (Hille-Yosida). Suponhamos que A é um operador linear, univoco

df d?
e mazximal mondtono; d—J;, ﬁ{ € L2(0,T;V); f(0),up, A (ug) € dom (A). Entdo o
problema 8.4.1 tem uma tnica solugiao. A

A demonstracao deste resultado utiliza a nogao e os resultados seguintes

Definigao 8.4.5. Seja A um operador sobre V. Para A > 0, o regularizado de
1 _
Yosida de A € o operador Ay = X(Id_b‘)’ onde Iy = (Id+ \A) LI éo

resolvente de A.R

Lema 8.4.6 (Yosida). Sejam A > 0; A um operador mondtono sobre V, I o
resolvente de A e Ay o regularizado de Yosida. Entdo, para todos u, v €'V :

(i) Ax e I\ sdo univocos.
(i) [ Ix(w) = I (@) ly < u=wvly
(iii) u = I\ (v) <= A\ (v) € A(u), de modo que Ax (v) € A(Ix (v)) = I (A (v))

(iv) ewiste p € A(v) tal que Ay (v) =1 (p). A

Corolario 8.4.7 (Yosida). Sejam A > 0; A um operador linear, univoco e mazimal
mondtono sobre V', I o resolvente de A e Ay o regularizado de Yosida. Entao,
dom (A) é denso em V e, para todov €V :

@) A lly <IFA@) lly 5
(i) In (v) — v em V, quando A — 0+;
(iii) Ay (v) — A(v) em V, quando A — 0+;

(iv) (Ax (v), v)y = Al Ax(v) Iy 20,

@) I Ax@) Iy <5 lvly - m
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Lema 8.4.8 (Gronwall continuo). Sejam o> 0, >0 ¢: [0, T| — R tal que

d
TSap B sobre (0.T) ; (0)=¢0 -

FEntao ,
@ (t) < poe™ + et /ﬁ(s) e~ *ds sobre (0, T)
0
t

o (t) < poe* + e [ B(s)ds sobre (0, T) . M

o

Para o caso nao linear, temos o teorema seguinte:

Teorema 8.4.9. Suponhamos que A € um operador mazximal mondtono, univoco,
limitado e tal que
[ Aw) —Aw) |y, <Clv=—w|g;

f e L?(0,T;V); ug € dom (A) e que existe um espaco de Hilbert H tal que V C
H C V' tal que a injegdo de

d
W= { ve L2(0,T;V) : dit’ eLQ(O,T;H)}

em L2 (0,T; H) é compacta. Entdo o problema 8.4.1 tem uma tinica solu¢io u € W.
|

A prova deste teorema utiliza o Lema seguinte

Lema 8.4.10 (Gronwall discreto). Seja { a,, } uma seqiiéncia de nimeros reais tal
que ant1 < (1+a)a, + 8, para todo n € N, com « > 0. Entao

ange"“ao—i—é(e”a—l), vneN R
!

prova do teorema do ponto fixo de Banach. Seja wy € L?(0,7;V). Seja
{ un },, ¢ v definida por u, 1 = F (uy, ). Temos

VneN: | uppr —up || <M || ug —ug || -
Com efeito, a desigualdade é imediata para n = 0. Por outro lado, e

| ttnre = s | = 1| F () = F () | < M tr = | -
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Admitindo a desigualdade para o valor n > 0, temos
| Unye = tngr | < MM™ || uy —ug || = M™ | uy — g |

e a desigualdade fica estabelecida por indugao finita.

Ora,
n+p—1
Untp — Un = Z (wiv1 — i) ,
i1=mn
de modo que
n+p—1 n+p—1
F iy —un < D Nwmr—wi [ <l w—uo || D> M,
i=n Pi=mn
ou seja
Mn _ Mn+p Mn
||Un+p_“nH§||U1_“OHWS||U1 -

Como M™ — 0 quando n — 400, para todo € > 0, existe ng (£) tal que

n

M
1-M

n>ng(e) = || Unap —un || < || w1 —uo | <e VpeN.

Assim, { up }, ¢y € de Cauchy. Como L?(0,T;V) é um espago de Hilbert,
existe u € L%(0,T;V) tal que u, — w em L?(0,T;V). Como F ¢ continuo
(anélogo & proposigao 4.4.3), F (u,) — F (u) em L? (0,T; V). Assim, passando ao
limite na igualdade u, 11 = F ( u, ), obtemos u = F (u).

Seja v € L%(0,T;V) tal que v = F (v). Entao:

fu—v]=]F(u-F@) [<M|u-v|]=[u-v]|[<0,
de modo que w é tnico. W

prova do teorema de Cauchy. Como A é univoco, o problema 8.4.1 é equivalente
a

t
—|—/ s)))ds; te0, T] . (8.41)
0
Seja F: L*(0,T;V) — L?(0,T;V) dada por

F () (t)=uO+/(f—A(v(8)))d8; telo, T .

(8.41) & equivalente a u = F (u), de forma que basta mostrar que F tem um
ponto fixo tinico. Temos

F(u) ) = F(v) (1) :/(A(v (s)) = A(u(s)))ds ,

0
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de modo que

| Fluy O=F@) (&) |, < /HA@@»—AW@»HVw
0
< K [fu(s)—v(s) | ds.
/ v

Assim, uma aplicagdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que
1/2

I Fl) ©-F@ @y <Ke2 (| [lue-o0 [} ds
0

e temos
I Fw) ()=F@) @ |y, <KTV|u—v||

Por conseguinte,
VuveLl20,T;V): | Fu)—F@) ||[<KT|u—v] .

Suponhamos inicialmente KT' < 1: o resultado decorre do teorema do ponto
1
fixo de Banach. Se KT > 1, seja 7 = ﬁ: temos K7 < 1, de modo que existe uma

tnica w tal que

t

u(t):uo—I—/(f—A(u(s)))ds; telo, 7]

0

Tomando w=wu(t+ 1), @ = u(7), deduzimos que esta solugao existe e é Gnica
sobre [0, 27]. Reiterando o procedimento (em geral, u = u (¢t +47) , up = u (i7) ),
obtemos o resultado enunciado. m

A prova deste teorema utiliza os seguintes resultados auxiliares:
prova do Lema de Yosida. (i) decorre do Corolario 8.1.32.
Sejam uy = I (v1) eus = I (v2) <= u1+Ap1 = vie ua+Aps = va, p1 € A (u1),

p2 € A (usz). Entéo

(v1 — w2, U1 — u2)y = (U1 — Uz, U1 — u2)y + A(P1 — P2, U1 — U2)y,

>0

de modo que

|y —us |3 = (v1 —v2, us —u2)y < || ur —uz Iy | o1 — vz |y
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e temos
| ur —u2 fly <l vr—wvally

de onde (ii).
Seja u =1y (v) <= u+ Ap =v, p € A(u) .Entdo,

u:I,\(v)<:)l(v—u):p€A(u),

A
ou seja .
u=1I,(v) = X(Ufb\(v)) € A(u) <= Ax(v) € A(u)
e temos (iii). Além disto,
AN@) =3 0= D)= 5 (et =) =p € Aw) = AL (@)

e temos (iv). ®

prova do Corolario de Yosida. Como A é linear, temos: A(0) ={ 0 }, o que
implica que, para todo U € G (A),

(ug, u1)y = (ug — 0, uy —0)y, >0,

Além disto, dom (A) ¢ um subespago vetorial: 0 € dom (A) e, se u,v € dom (A),
entdo A (u) # @ e A(v) # &, de modo que A (au+v) = ad(u)+ A(v) # T e
au+v € dom (A), para todo o € R.

Seja L um funcional linear continuo tal que L (v) = 0 para todo v € dom (A).
Decorre do teorema de representaciao de Riez que existe p € V tal que L (v) =
(p, v)y, para todo v € V. O Corolario 8.1.32 mostra que, para todo A > 0, existe
um tnico par (u1, ugz) € G (A) tal que p = ug + Aug. Assim,

0=L(ur) = (u1 + Aug, ur)y = || w1 ||%, + AMug, ur)y -
——
>0
de modo que
|| U1 ||%/SO:>U1:0:>U2:0

Assim, p = 0, de modo que L = 0 e decorre do Corolério 5.5.7 que dom (A) é
denso em V.
Mostremos (i) : (Id+ AA) (0) = 0, de forma que I (0) = 0. Logo, para todo
v € dom (A):
I @)y =1 @) =1 ) lly <l v lly

Assim,
[ Ax(@) lly =1 Ix(A@)) Iy <1 A(v) Iy

Como dom (A) é denso em V, esta desigualdade ¢ valida sobre V.
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Mostremos (ii): temos

1
| Ax@) =5 o= D) Iy -
de modo que
[v=Ix(v) [y, <AIAx() [y < AT A(v) [y, — 0 quando A — 0 +.

Mostremos (iii): temos Ay (v) = A (I (v)) = I\ (A (v)) — A (v) quando A —
0+.
Mostremos (iv) e (v): temos

(Ax (v), v)y = (Ax (v), v = Ix () + (Ax (v), I (0))y
ou seja

(Ax (v), v)y = A(Ax (v), Ax (v)y + (A(Ix (v), In () = A] A () 13

Assim, por um lado,
(Ax(v), v)y > Al Ax(v) [} >0

e, por outro lado, ,
AMAx (@) Iy < [T Ax@) Iy [T o lly

e temos o resultado enunciado. m

prova do Lema de Gronwall continuo. Temos

dy d
—at 7 < —at —at - —
e o= ae” Yo+ Pe 7

Assim, integrando esta desigualdade entre O e ¢,

(efoztw) S ﬂefat .

fmwwf%s/ﬁ@nﬂw&
0

de onde
t t

@ (t) < ey + et /ﬂ (s)e™*ds < e™pg + eat/b’ (s)ds
0 0

e temos o resultado enunciado. m

prova do teorema de Hille-Yosida. Seja A) o regularizado de Yosida de A.
Decorre do corolario de Yosida que Ay é Lipschtiziano. Resulta do teorema de
Cauchy que existe um tinico uy € L% (0,T;V) tal que

dU)\

ux (0) = ug eWJrA,\(u)\):f sobre (0, T').
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Temos

(d;?, m)v + (Ax (un) , un)y = (f, un)y

de modo que (Corolario de Yosida, (v)):

1d
S (un 1) + A0 Ax ) 12 <y W Dy < 5 1 F I+ 5 a1
ou seja
d 2 2 2
() +20 Ax () 15 < 1715+l . (842)
Assim, tomando ¢ (t) = || ux H%/, a=10=|Ff ||‘2/ , 0 Lema de Gronwall

continuo mostra que

2 2 2
s Iy < uo Iy e +€‘”/|I flly ds .

Resulta que { uy }, - ( ¢ limitada em L?(0,T;V)NL>®(0,T;V). Temos tam-
bém J
U
i (0= 1(0) = Ay (up)

de forma que

Por outro lado,

dU)\

2 O =1 FOlly + 11 Ax (uo) NIy < I £ (O)lly + [ A wo) Iy -

14
d du,\ du)\ _%
dt(dt)+A <dt)_dt’

de modo que, de forma anéloga,

du,\ A dun\ dux) _ fdu)\
2dt v AMoat )t ), Cdt )y,

t
d'LL)\ at at / df
H Te dt
0
d’LL)\

Resulta que { —= } é limitada em L2 (0,T; V)N L*> (0,T;V). Repetindo
A>0

e temos

H dU)\

dt
o raciocinio, temos

2U
T 0) = L)~ 4 (7 0) — Ax (o))
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de forma que

2'LL

|52 0 <] | 170 11 o) 1
2U
0| <] Fo| +1romneraw

Como

d d2’U,)\ dzuA d2f
¢ A =

dt(dt2>+ *(dﬁ) dt?
d2

uy
dt?

deduzimos de maneira inteiramente anéaloga que { } é limitada em
A>0

L?(0,T; V)N L>*(0,T;V). Como

2
dU)\ A)\ (dU)\> o df d u)

A)\(U)\):f —We

dt ) At dt?
temos
duy duy df d2u)\
A < —= Ay | —= < || =
I b <t +| 2] e | ()] <| %] | 5|
d?.l,)\ , ~ .
de modo que { Ax(ux) }ys o€ 9 Ax o também sdo limitadas em
A>0

L2 (0,T;V)NL>® (0,T; V). Assim, existe um ntimero real M > 0 tal que, para todo
A > 0.

dQ'LI,)\ d’LL)\
—_— < || == <M | ux lpeorivy <M 5
H di2 LoOTV) dt L 0.1V L>(0,T;V)
du,\
H Ay ( i ) < M ; | Ax (ux) ||L°°(O,T;V) <M .
L= (0,T;V)

Temos também
d
a(UA*Un)a U\ — Uy + (Ax (ur) — Ay (uy) 5 uA*un)v =0
1%

Ora, uy = My (un) + In (ur) e u, =14, (u,;) + I (uy), de modo que

(Ax (ur) — An (un) y UN — un)v = (Ax(ux) — An (un) s M (un) — 77An (un))v +
(Ax (un) — Ay (uy) , In (un) — I (uy))y, -

Mas,

(Ax (un) = Ay (ug) s Ix (un) — Iy (ug))y = (A (I (un)) — ALy (ug)) s Ix (un) — I (uy))y, >0,
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de forma que

(Ax (ux) = Ay (ug) , ux — up)y > (Ax (un) — Ay (uy) ; AMAx (ur) — 04, (uy))y,

|

= (= 1) < = (Ax () = Ay () s M (1) = 0y () - -

| =
Q

Assim,

1d )
s (lun—u, I}) <

Resulta que

N w

) (1 Ax ) 1+ 1 Ay () 1) - < 3O +m) M2

H U\ — Up HLOO(O,T;V) <6(A+n) M*T

e, por conseguinte, a seqiiéncia { uy }, - ¢ de Cauchy em L2 (0, T; V)NL>= (0, T; V).
De maneira inteiramente anéloga,

d (duy du, duy  duy, duy, du duy du
4 (dux _duy ) duy  duy Ay () g (G ) dun  dup )
<dt < dt  dt ) o a )\ "\dt ) dt - dt ), 0

de forma que
2 2 2
3 duy du
< —(A+n) ||| Ax (> + H A <")
V) 2 ( dt v T\dt ) |y

< 3+ M
d
e { i } ¢ de Cauchy em L?(0,T;V) N L* (0,T;V). Logo, existe u €
A>0
(

1d (‘ duy  du,

2dt \ || dt  at

dt
0,7;V)NL>®(0,T;V) tal que

uy — w em L?(0,T;V)NL>(0,T;V) (fortemente) ;

dun  du em L?(0,T;V)NL>®(0,T;V) (fortemente) .
dt dt
Assim,
Ax(uy) = f — % em L*(0,T;V)NL>®(0,T;V) (fortemente) .
Ora,

[ w—Ix(ur) [ly <llu—In(u) [y + [ I (w) = Ix(un) |y,

de modo que, do Lema de Yosida (ii):

[u=Ix(w) lly < lu=I(u) [ly +[[w=-urly
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Assim, combinando o Corolario de Yosida e a convergéncia uy — u, temos

I (uy) — wem L?(0,T;V)NL>®(0,T;V) (fortemente) .

Logo,
(ux, Ay (UA)) = (ux, A(Lx (un))) € G(A)
e (uy, Ax(uyn)) — ( u, f — ) Como G (A) é fechado, deduzimos que
d du
f-Z =AW = T+ A@W=f.

A unicidade de u resulta da monotonia: se w é outra solugao, temos

d
%(u—w)—l—A(u)—A(w):07 u(0) —w (0) =0,

de forma que

(jt(u—w),u—w)v—i-(A(u)—A(w),u—w)v—O ; u(0)—w(0)=0
= ) <0, u©)-w(©) [} =0

dt V)= Vo

|

Assim, u = w.

prova do Lema de Gronwall discreto. Mostremos por indugao que

n—1
Vnzl:ang(l—l—a)nao—&—ﬁz:(l—i—a)i (8.43)
i=0

A desigualdade é imediata para n = 1. Suponhamos que ela é valida para o
valor n > 1. Temos, da defini¢ao da seqiiéncia,

an+1§(l+a)an+ﬂ,

de modo que

n—1
ani1 < (14+a)|(1+a) ag+ 83 Z 1+a)|+8,
i=0
ou seja
an1 < (1+a)" Mag+8Y 1+a)™ +5.
i=0
Assim,

ani1 < (1 +a"+1a —l—ﬁz 1+a
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e a desigualdade é valida para o valor n + 1: o principio de inducao finita mostra
(8.43). Como

iy i ()" -1
iZ%ﬂ+a)_(1+@—1’

de modo que

., 1 "1
Yn>1: ang(l—l—a)Lao—i—ﬁ%

e o resultado decorre da desigualdade (1 + )" < (e%)" =¢e™*. m

prova do Teorema 8.4.9. Sejam N >0, h =T/N, t; =ih, fi = f (t;),

N-1

t—1; 0, t<t;

N g ) = U3

u' = E Ui + —— (Uip1 — Uy (1) 5 xi () = )
7;_O(Z h (1+1 l)>X1<) X’L() {1, tlStSt'L—"-l
ot U1 — Uy

h +A(ui+1/2) = fix12 » =0, .., N—1;

1 1
Uit1/2 = 3 (it +ui) 5 fiyr2 = 3 (fix1 + fi) -

Temos
h h )
Ui+1/2+§A (Uz'+1/2) = §fi+1/2+ui , =0, .., N—-1.

Decorre do Corolario 8.1.32 que existe uma tinica u, .1/ para todo i € {0,..., N — 1} .
Assim, existe uma tnica (ug, u1, ..., uy) e, por conseguinte, u” é determinada
de maneira tnica. Além disto,

<Ui+1h_Ui; Ui+1/2) + (A (Uz’+1/2) ) u¢+1/2)v = (fi+1/27 Ui+1/2)v )
v
de modo que

iy 1=l wi 5+ B (A (tiraye) = AO), wigrje)y =h (firrje — A0), tip1/2),,

>0

| wive H%/ < g H%/ + (|| fir1y2 Hv + 1 A©) [ly) ]| w12 HV ;

1
ou seja, definindo My = 3 (H fit1/2 Hv +1 A©) IIy).

2 2
luisr vy < [l [l + My ([ wia Iy + 1] i fly) -

Como, para todo a > 0,
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temos
hM;

2 2 2 2
i I < s 1+ 252 (s 1+ 1w 1 +2)

Consideremos N > T'M;. Entao hM; < 1, de modo que a desigualdade acima

mostra que
2 4+ hM; 2h My

2
H Ui+1 HV_2—hM1 || U ||V+2—hM1

Aplicando o Lema de Gronwall discreto com

2h M,

2
(ln=||un ||v ; azﬁ:m s

temos, dado que /a =1,

Ora,

27’th1 2nhM1
o<

oL —mhM, < 2TM
S oM, = 2-1 T
RM, < 1 nh < T

2T My H up ”%/ _|_62TM1

de modo que, tomando M =e — 1, temos

I [ly < Mo

e, por conseguinte,
Vieo, T): || uN (@) |}, < 2Ms .

Assim, { u” }N 5 o ¢ limitada em L2(0,T;V)NL*>®(0,T;V). Como A é limi-
tado, temos também (Cf. secao 8.1.1)

| A @Y ®) ||y < Ms = K (4,205

e{ A(uY) }y. ¢ limitada em L?(0,7;V) N L> (0, T;V) . Alem disto

du®
W:f H H M4*Hf||v+M37
uN
de modo que{ o } ¢ limitada em L2 (0, T; V). Logo, existe uma subseqjiién-
N

>0
d N (k)
cia{ (uN(k), L, A(uN(k))> } tal que
dt k>0

uN® oy em L2 (0,T;V)NL*®(0,T;V) (fracamente) ;

du¥®) - d
udt d—:: em L? (0,T;V) (fracamente) ;
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A (UN(k)) —p em L?(0,T;V)NL>®(0,T;V) (fracamente) .
Decorre das hipdteses do teorema que
uWNE s em L2 (0,T; H) (fortemente) .

Assim,

|4 () =0

<cfwo-ul, o
1744 H

de modo que A (uN®)) — A (u) em V' e, por conseguinte, p = A (u) e
A (uN(k)) — A(u) em L*(0,T;V)NL>(0,T;V) (fracamente) .

Além disto,

N (k)
H A (UN(k)) — A (Ui+1/2> H du

dt HH’

3
< cH Nk _y, H < ZCh
|2 Y Yit1/2 H ™ 2

de modo que, para fN*) definido de maneira analoga a u™¥ (%),

duN (k)
== FN®) g (uN(k)) I (fi+1/2 _ fN(k)) 4 (A (tip1/2) — A (uN(k)>)
— 0 em V/ — 0em V/
e temos, passando ao limite,
du
i f—Au) .

Como u(0) = wup, u é solugdo do problema 8.4.1. A unicicidade resulta da
monotonia: se w é uma solugao, entao

d (u—w)+Au)—A(w)=0; u(0)—w(0)=0 .

dt
Assim,
d
((u w),u—w) +(A(u) —A(w), u—w), =0
dt v
>0
e temos 14
s (lu=w ) <0, Ju©)-w©) [} =0,

de modo que u = w. ®m
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