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Prefacio

Nestas Notas de Matematica Aplicada, apresentamos um texto intro-
dutério a Teoria Espectral de Grafos acessivel a estudantes de final de
graduagao, iniciagao cientifica e mestrado. Como pré-requisito, admi-
timos conhecimentos basicos de Algebra Linear.

Pode-se dizer que a Teoria Espectral de Grafos busca utilizar os
métodos e técnicas da Algebra Linear para lidar com problemas do
escopo da Teoria Algébrica dos Grafos. De fato, esta iltima estuda
as propriedades algébricas de funcoes de representacao e operacoes
em grafos, conceitos e propriedades algébricas delas decorrentes tais
como morfismos, automorfismos e isomorfismos, grafos-linha, grafos
distancia-regular e regularidade forte, dentre outras. Junte-se a isto o
estudo das propriedades estruturais oriundas das matrizes que repre-
sentam grafos. Estas iltimas conduzem diretamente as propriedades
espectrais das matrizes de representacao, que constituem justamente
o objeto de investigagao da Teoria Espectral de Grafos.

Embora seu marco inicial seja um trabalho em Quimica Quantica
de Hiickel [51], de 1931, foi a partir da tese de doutorado de D. Cvet-
kovié¢ [23] em 1971, que a Teoria Espectral de Grafos teve um grande
desenvolvimento. Até meados de 1980, cerca de 700 trabalhos nesta
area foram publicados por matematicos e quimicos. Nos tltimos anos,
o numero de publicacoes sobre o assunto tem crescido surpreenden-
temente (ver [72]). Para conhecer os diversos aspectos desta linha
de pesquisa, seus desdobramentos e aplicagoes, além de intimeras re-
feréncias e varios problemas em aberto, recomendamos uma visita a
pagina http://www.sgt.pep.ufrj.br/.

Neste texto, apresentamos conceitos, métodos e técnicas da Teo-
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ria Espectral de Grafos e mostramos sua utilizagao na modelagem de
problemas de diversas areas do conhecimento. Para analisar proprie-
dades de grafos através de suas representagoes matriciais, estudamos
cinco matrizes e seus respectivos espectros. Comegamos com a matriz
de adjacéncia, a mais conhecida e investigada, com vasta bibliogra-
fia. Em seguida, apresentamos a matriz de incidéncia e sua relacao
com o grafo-linha. Depois estudamos a matriz Laplaciana e algu-
mas aplicagoes importantes. Finalmente, apresentamos as matrizes
distancia e Laplaciana sem sinal, que, recentemente, vem despertando
fortemente o interesse dos pesquisadores da area. O primeiro capitulo
traz elementos da Teoria de Grafos necessarios a leitura do trabalho.
Ao final de cada capitulo, encontram-se Notas Bibliograficas destina-
das a orientar os leitores interessados em prosseguir os estudos neste
vasto e proficuo campo de conhecimento.

Esta é uma versao atualizada das Notas de Matematica Aplicada
27, que serviram como texto de um minicurso ministrado no CNMAC-
2007. As maiores alteracoes podem ser percebidas na bibliografia,
revisada e atualizada, e nos textos ao final dos capitulos. Algumas
demonstracoes e exemplos tém agora uma apresentacao mais didatica
e a nogao de centralidade foi introduzida de forma mais detalhada;
as figuras foram refeitas e varios erros de digitacao, certamente nao
todos, foram corrigidos.

Esperamos com este texto, além de proporcionar uma visao geral
das técnicas e da abrangéncia da Teoria Espectral de Grafos, contribuir
para a divulgacao desta area tao interessante e promissora.

Rio de Janeiro, 03 de outubro de 2011.

Nair Maria Maia de Abreu
Renata Raposo Del-Vecchio
Cybele Tavares Maia Vinagre
Dragan Stevanovié¢



Capitulo 1

Conceitos basicos sobre
grafos

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos as nogoes basicas e a terminologia prépria
da Teoria de Grafos estritamente necessarias a compreensao do res-
tante do trabalho. Apresentamos também alguns parametros de grafos
e certas relacoes entre eles.

1.2 Conceitos basicos

Definigao 1.1. Um grafo ¢ uma estrutura G = G(V, E), constituida
por um conjunto finito e nao vazio V cujos elementos sao denominados
vértices, e um conjunto E de subconjuntos a dois elementos de V
denominados arestas. Indicamos por |V| e |E|, respectivamente, o
niumero de vértices e o numero de arestas de G. Se u,v € V e
e ={u,v} € E, dizemos que a aresta e incide em u e v. O grau de
um vértice v, denotado por d(v), € o nimero de arestas que incidem
em v. Veértices ligados por arestas sao ditos vértices adjacentes.
Quando V' é um conjunto unitdrio e E = 0 dizemos que G € o grafo
trivial.

No que se segue, consideramos apenas grafos sem arestas ligando
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um vértice a ele mesmo (lagos), sem arestas multiplas (mais de uma
aresta incidindo no mesmo par de vértices) e sem orientagao. Estes
grafos sao chamados grafos simples, mas nos referiremos a eles como
grafos.

Exemplo 1.1. No grafo G da Figura' 1.1, V = {v1,vs,v3,04,05} e
E ={ey,eq,e3,e4,e5,€6}, € portanto |[V| =5 e |[E| = 6. As arestas sao
€1 = {’Ul,UQ}, €y = {’UQ,Ug}, €3 = {’U47’U5}, €4 = {Ul,’U4}, €y = {Ul,U5}
e e = {va,v5}. Os vértices vy e vy sao adjacentes mas vy e V3 40
nao adjacentes. Os graus dos vértices sao: d(vy) = d(ve) = d(vs) = 3,

d(vs) =1 e d(vy) = 2.

Figura 1.1: Grafo G.

Definicao 1.2. Seja G = G(V, E) um grafo. Quando G' = G'(V', E’)
€ um grafo satisfazendo V' C V e E' C E escrevemos G' C G e
dizemos que G' € um subgrafo de G. Quando G' C G € tal que dois
vértices sao adjacentes em G’ se e somente se eles sao adjacentes em
G, dizemos que G' € um subgrafo induzido de G.

Apresentamos a seguir alguns tipos especiais de grafos que apare-
cerao ao longo deste trabalho.

e grafo regular de grau k ou k-regular: E um grafo em que
todos os vértices tém o mesmo grau k. A Figura 1.2 mostra um
grafo 4-regular.

10s grafos deste trabalho foram, em sua maioria, desenhados com o software yEd Graph
Editor [77].



Conceitos basicos 15

Figura 1.2: Um grafo 4-regular.

e grafo completo: Eo grafo no qual quaisquer dois vértices dis-
tintos sao adjacentes. Para cada n > 1, o grafo completo com
n vértices é (n — 1)-regular e denotado por K,. Na Figura 1.3,
vemos o grafo Kj.

Figura 1.3: Grafo Kjy.

e cadeias, caminhos e ciclos: Uma sequéncia finita vy, ve, .. .,
vy de vértices de um grafo G(V, E) é dita uma cadeia (walk) de
v a vg quando {v;,v;41} € E paral <i <k — 1. Dizemos que
V1, Ve, ...,V € uma cadeia fechada (respectivamente, cadeia
aberta) quando v; = vy (respectivamente, v; # v;). Um cami-
nho (path) é uma cadeia em que todos os vértices sao distintos.
Um caminho fechado é denominado ciclo. O comprimento
de um caminho ou de um ciclo é o nimero de arestas que
ocorrem em cada um. O caminho e o ciclo com n vértices sao
denotados, respectivamente, por P, e C,. Em particular, o ciclo
C5 é chamado triangulo. Ver Figura 1.4.

e grafo conexo: E um grafo no qual existe um caminho ligando
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A

Figura 1.4: Cs e Ps.

cada par de vértices. Em caso contrario, o grafo é denominado
desconerxo. Se GG é um grafo desconexo, dizemos que G' C G é
uma componente conexa de G quando G’ é um grafo conexo
e nao existe um grafo conexo H C G talque ' C He G' # H .

NN

1 2
Figura 1.5: G1 é um grafo conexo e G2 é desconexo com 3 componentes conexas.

e drvore: E um grafo conexo e sem ciclos. Um grafo desconexo e
sem ciclos ¢ chamado uma floresta (ver Figura 1.6).

0—0—~0—-20
Figura 1.6: Uma floresta com 3 drvores.

e grafo k-partido: E um grafo G = G(V, E) no qual existe uma
particao do conjunto de vértices V' em k subconjuntos nao vazios e
disjuntos dois a dois (isto é, V' = Y U. . .UY}, com Y;NY; = 0, para
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todo i # j), de modo que as arestas de G sejam da forma {p, ¢}
com p em Y; e ¢ em Y. Portanto, nao ha vértices adjacentes em
um mesmo subconjunto da particao. Quando k = 2, temos um
grafo bipartido e quando k = 3, temos um grafo tripartido.
Em particular, arvores sao grafos bipartidos.

Figura 1.7: O grafo K3 4.

e grafo bipartido completo: E um grafo G = GV UV, E)
bipartido tal que cada vértice de V; ¢é adjacente a todo vértice de
Va. Se |[Vi| =7 e |Va] = s, escrevemos G = K, 5. O grafo do tipo
K, é chamado estrela. O grafo K34 pode ser visto na Figura
1.7.

e grafo-linha: E o grafo ((G) obtido do grafo G tomando as
arestas de G como vértices de ¢(G) e ligando dois vértices em £(G)
quando as arestas correspondentes em G possuirem um vértice
comum. E fAcil ver que se G é um grafo regular de grau k entao
¢(G) é um grafo regular de grau 2k — 2. Na Figura 1.8, notar que
K4 é 3-regular e ((K,) é 4-regular.

Figura 1.8: K4 e seu grafo-linha ¢(Kj4).



e grafo complementar: Eo grafo G = G(VLE) obtido de G =
G(V, E) de tal forma que V =V e {v;,v;} € E quando {v;,v,} ¢
E (ver Figura 1.9).

Figura 1.9: Um grafo e seu complementar.

Operagoes entre grafos permitem obter grafos a partir de grafos
dados. Dentre as varias existentes, neste texto trabalharemos
com a seguinte:

e unido de grafos: Dados dois grafos G; = G1(V1, E1) e Gy =
Go(Va, Ey) com V1NV, = (), sua unido é o grafo G; UG5 que tem
conjunto de vértices V7 UV, e conjunto de arestas Fy U Ey. Para
qualquer grafo conexo G, escrevemos kG para indicar o grafo que
é a uniao de k copias de G. A Figura 1.10 mostra a uniao de 3
cépias de Ky, ou seja, 3K,.

Figura 1.10: 3Kj,.

1.3 Relacgoes entre alguns parametros de grafos

Definigao 1.3. Seja G = G(V, E) um grafo. O grau minimo de G é
o nimero § = min{d(v) : v € V}. O nimero A = max{d(v) :v € V}
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- 1
é chamado grauw mdzimo de G e d = Gl Zd(v) ¢ chamado grau

veV
médio de (.

As seguintes relacoes sao imediatas a partir das definigoes:

. _ 2B
0<d<A e d=—-.
14

Figura 1.11: Grafo G

Exemplo 1.2. No grafo G' da Figura 1.11, temos 6 = 1, A =3 e
d=2,4.

Definicao 1.4. Seja G um grafo conexo. Se x ey sao vértices de G,
chamamos distdncia de © a y e denotamos por d(x,y), ao minimo
dos comprimentos dos caminhos que ligam x a y. O mdximo das
distancias entre dois vértices quaisquer de G é chamado did@metro de
G e denotado por diam(G). Quando G é um grafo desconezo escreve-
mos diam(G) = oo .

Proposicao 1.1. O numero de vértices de um grafo G com diametro
D ¢é no mdzimo igual a 1+ AN+ NANA—=1)+AN(A =1 +.. .+ A(A -
1)P-t,

Demonstracao: Tomemos um vértice v; do grafo G. Este vértice esta
ligado no maximo a A outros vértices. Cada um destes vértices pode
estar ligado, no méximo, a A — 1 vértices (pois eles estao ligados
a v1), acrescentando entao no maximo, A(A — 1) vértices. Podemos




prosseguir sucessivamente deste modo por D —1 vezes, chegando assim
ao resultado desejado, qual seja,

VI <I+AFAAN-D+AA =12 +.. . + AL -1)P 1. n

Definicao 1.5. Quando G = G(V, E) tem diametro D e satisfaz
VI=1+A+ AL -1+ AL =12 +...+ AL -1)P7L

dizemos que G € um grafo de Moore.

Exemplo 1.3. O grafo da Figura 1.12 pode ser descrito como ((Ks)
e tem |V| =10, A = 3 e diametro D = 2. E um exemplo de grafo de
Moore conhecido como grafo de Petersen.

Figura 1.12: Grafo de Petersen.

Existem poucos grafos de Moore. Um problema importante de
grafos, conhecido como problema do grau-diametro, é o de encontrar
o grafo com grau maximo A, didmetro D e o maior nimero de vértices
possivel. J-C Bermond, C. Delorme e J. J. Quisquater apresentam em
[9] uma tabela com A variando de 3 a 16, e D variando de 2 a 10,
onde, em cada caso, exibem os grafos com o maior niimero de vértices.

1.4 Exercicios

1. Prove que a soma dos graus dos vértices de um grafo é duas vezes
o numero de suas arestas.

2. Mostre que em todo grafo o nimero de vértices de grau impar é
sempre par.
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11.

12.

13.

. Prove que o complementar de um grafo desconexo é conexo.

Paracadai, 1 <i<n,sejad; € N. Provequed, > dy, > --- > d,
¢ a sequéncia de graus de uma arvore se e somente se d, > 0 e

> di=2(n—1).

. Prove que todo grafo conexo tem diametro finito e determine o

diametro do grafo G da Figura 1.13.

Figura 1.13: Grafo G.

Construa o grafo-linha do grafo G dado na Figura 1.13.

. Mostre que se £(G) ¢é o grafo-linha de um grafo G entao ¢(G) nao

pode ter K3 como subgrafo induzido.

. Mostre que o grafo completo de ordem 5 sem uma aresta, Ky —

{e}, nao é grafo-linha de nenhum grafo.

. Construa todas as arvores com 8 vértices cujo diametro é 4.

10.

Mostre que um grafo é bipartido se e somente se todo ciclo indu-
zido tem comprimento par.

Seja G um grafo e G — {v} o grafo obtido de G pela retirada de
um de seus vértices. Se G — {v} = K} 3, determine G.

Qual é o nimero maximo de arestas de um grafo simples e conexo?
Determine o(s) grafo(s) que atende(m) a esta propriedade. Res-
ponda as mesmas questoes para o niimero minimo de arestas.

Desenhe uma representacao para cada grafo com 4 vértices. Ve-
rifique quantas delas representam grafos conexos. Quantas repre-
sentam grafos sem ciclos como seus subgrafos induzidos? Dentre
estas, quantas arvores ha?



’ . 2
14. Prove que se um grafo com m arestas e n vértices tem m > o
arestas entao ele nao é bipartido.

15. Os grafos 3-regulares sao conhecidos como grafos cibicos ou
3-cubos. Para n > 3, construa um grafo ctbico sem triangulos
e com 2n vértices.

1.5 Notas bibliograficas

Os primeiros livros em Teoria dos Grafos surgiram ao final dos anos 60
e inicio dos anos 70. Hoje a literatura é vasta e rica, com uma série de
bons titulos, o que torna mais facil a tarefa de uma boa indicagao, mas
quase impossivel a tarefa de apresentar a melhor lista de referéncias aos
leitores mais interessados. Recomendamos, entao, os livros de Bollobas
[14], Diestel [34] e Harary [49], ndo somente por serem de autores
consagrados, mas principalmente porque, através deles, estudantes de
graduagao, com alguma base em Matemaética, podem se iniciar nesta
ludica e fértil area de pesquisa. Dentre uma série de livros e titulos em
grafos que abordam estrutura de dados computacionais e descrevem
algoritmos e suas complexidades, recomendamos os bons textos em
portugués de Markenzon & Szwarcfiter [74] e Markenzon & Vernet
[58], para o primeiro caso, e o de Szwarcfiter [73], mais especifico para
algoritmos computacionais. Ha, também, uma tao vasta bibliografia
voltada para aplicagoes e modelos em grafos que ficaria dificil uma
indicagao. No entanto, gostariamos de citar o livro de Boaventura
Netto [13], cuja utilizagao se tornou tradicional nos cursos das escolas
brasileiras de Engenharia de Producao e afins.



Capitulo 2

Matriz de adjacéncia

2.1 Introducao

A matriz de adjacéncia é a matriz de zeros e uns que se constroi na-
turalmente a partir das relagoes de adjacéncia entre os vértices do
grafo. Comecamos o capitulo apresentando os conceitos preliminares
associados a esta matriz e algumas das técnicas utilizadas para dedu-
zir propriedades estruturais de grafos a partir dos coeficientes do seu
polinomio caracteristico e do seu espectro. Na primeira se¢ao apre-
sentamos ainda algumas relagoes entre os autovalores da matriz de
adjacéncia e os parametros de grafos introduzidos no Capitulo 1 e
fazemos uma breve introdugdao a nogao de centralidade. A segunda
secao traz alguns dos métodos utilizados na determinacao do espectro
de um grafo e uma subsecao que apresenta os grafos circulantes e seus
espectros. Na secao seguinte estudamos isomorfismo de grafos e con-
ceitos relacionados. Como aplicagao do estudo realizado no capitulo,
dedicamos a ultima se¢ao a energia de grafos, conceito que é definido
em funcgao dos autovalores da matriz de adjacéncia e que, surgido no
contexto da Quimica Organica, vem despertando cada vez mais o in-
teresse de matematicos estudiosos da Teoria Espectral de Grafos.
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2.2 Polinoémio caracteristico e espectro de um grafo

Definigao 2.1. Seja G = G(V, E) um grafo com n vértices. A matriz
de adjacéncia A(G) de G é a matriz quadrada de ordem n cujas
entradas sao

e — 1, se{v,v;} € E parav;, v; € V;
Y 0, mnos outros casos.

A(G@) é uma matriz real e simétrica, formada por uns e zeros. Todos
os seus autovalores sao reais. Como o trago de A(G) é zero entao seus
autovalores somam zero.

Definicao 2.2. O polinomio caracteristico da matriz de adjacéncia
A(G) de um grafo G, ou seja, det(A — A(G)), € denominado poli-
némio caracteristico de G e denotado por pg(\); A € dito um
autovalor do grafo G quando \ € uma raiz de pg(N\). Se A(G) pos-
sui s autovalores distintos Ay > ... > As com multiplicidades iguazis,
respectivamente, a m(A1),...,m(X\s), o espectro do grafo G, de-
notado spect(G), € definido como a matriz 2 X s, onde a primeira
linha é constituida pelos autovalores distintos de A(G) dispostos em
ordem decrescente e a sequnda, pelas suas respectivas multiplicidades
algébricas. Ou seja, escrevemos

A\ A

spect(G) = m\) o mA)

O maior autovalor de G € denominado indice de G e denotado por

ind(Q).

Exemplo 2.1. Seja G o grafo da Figura 2.1. Sua matriz de adjacéncia
€

AG) =

O = O
_ O = O =
O OO = O
—_—o o O -
O~ O
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Figura 2.1: Grafo G.

Seu polinomio caracteristico € pg(\) = A5 — 6A3 — 4\ + 3\ + 2 e seu
espectro €

2,6412 0,7237 —0,5892 -1 —1,7757

spect(G) = ] 1 1 1 1

Portanto ind(G) = 2,6412.

Devemos notar que a soma das entradas de cada linha da matriz
de adjacéncia de um grafo é igual ao grau do vértice correspondente.

A proposicao a seguir é um primeiro exemplo de como proprieda-
des estruturais de grafos sao descritas por propriedades algébricas de
matrizes associadas a eles.

Proposicao 2.1. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e seja
paN) = A"+ a N @\ P+ an A Fay,

o polinomio caracteristico de G. Entdo os coeficientes de pg(X) satis-
fazem:

(Z) a; = O,'
(i1) ag = —m;
(111) a3 = —2t, onde t € o nimero de triangulos no grafo.

Demonstracao: Da teoria de matrizes ([50]) temos que, para cada i,
1 <i<s,(—1)"a; = soma dos menores principais de A(G) com i linhas
e i colunas, onde um menor principal de A(G) com i linhas e
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1 colunas é o determinante de qualquer submatriz principal de
A(G), ou seja, de qualquer matriz obtida de A(G) pela retirada de
um subconjunto de n — ¢ linhas e do correspondente subconjunto de
colunas.

i) Como a diagonal de A(G) é formada por zeros entao todos os
seus menores principais com 1 linha e 1 coluna sao iguais a zero, de
onde segue que a; = 0.

ii) Qualquer menor principal de A(G) com 2 linhas e 2 colunas e
que tenha entradas nao-nulas é necessariamente da forma

0 1

1 0"
Como cada menor principal destes vale —1 e existe um deles para cada
par de vértices adjacentes temos que

(—=1)%*az = (=1).|E| = (-1)m.

Logo, as = —m, quando m é o numero de arestas de G.
iii) Existem 3 possibilidades para menores principais de A(G) com
3 linhas e 3 colunas nao todas nulas, a saber:

010 011 011
10 0, 1 0 0] e 1 01
000 1 00 1 10

Destes, o unico nao nulo é o ultimo, cujo valor é 2, e que corres-
ponde a tres vértices mutuamente adjacentes, ou seja, um triangulo.
Logo (—1)3a3 = 2 x t, onde t é o ntimero de triangulos de G. Assim,
az = —2t, como queriamos . [ ]

Proposigcao 2.2. O numero de cadeias de comprimento | ligando o
vértice v; ao vértice v; em um grafo G € dado pela entrada de ordem
i x j da matriz A', onde A = A(G) é a matriz de adjacéncia de G .

Demonstracao: (Porindugao em /) O resultado é verdadeiro paral =1
pois A' = A. Suponhamos o resultado verdadeiro para [ = L. Mas
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existem tantas cadeias de comprimento L + 1 ligando v; a v; quantas
sao as cadeias de comprimento L ligando v; a vértices vy, adjacentes a
vj. Assim, o nimero de tais cadeias ¢ dado por

n

D (A=) (AMa Ay, = (AMH);.

{vh,vj}EE h=1

Segue-se que o nimero de cadeias de comprimento L + 1 ligando v; a
v; é (A1), . O resultado segue por indugao. m

O resultado acima fornece uma relacao entre o nimero de cadeias
fechadas de um grafo e as somas de poténcias de seus autovalores,
como se vé no seguinte resultado.

Corolario 2.1. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e sejam
AL, ..., Ay 08 seus autovalores. Entao:

(i) se T; é o nimero total de cadeias fechadas de comprimento | em G
entio Ty = tr(A"). Portanto, Ty = ;_| Al. Em particular:

(i1) a soma dos quadrados dos autovalores é duas vezes o nimero de
arestas, ou seja, tr(A?) = 2m;

(i) se G é um grafo regular de grau k entio Y . N\ = kn, pois
kn = 2m;

(iv) a soma dos cubos dos autovalores € seis vezes o niumero t de
triangulos, ou seja, tr(A%) = 6t.

Figura 2.2: Grafos coespectrais com diferentes nimeros de ciclos.

Vemos entao que o espectro de um grafo determina o niimero de
seus vértices, de suas arestas e de seus triangulos. No entanto, este
fato nao pode ser generalizado, ou seja, nem sempre os ciclos de com-
primento 7 (r > 4) sao determinados em funcao de tr(A”). Os dois
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grafos da Figura 2.2 comprovam isto: embora tenham o mesmo po-
linomio caracteristico, a saber, p(\) = A5 — 4\3, o grafo da direita
tem um ciclo de comprimento 4 e o outro nao tem ciclos.

Como aplicacao do estudo realizado, vejamos uma situacao simples
onde se usa a Proposigao 2.2.

Exemplo 2.2. Consideremos o problema de construir um metré numa
grande cidade.

Sao escolhidos n locais estratégicos, digamos vy,...,v,, que devem
possuir estacoes de metro. FEstas estacoes, juntamente com as linhas
de metro definidas para fazerem as interligacoes entre elas, formam
uma malha ou rede. Esta rede pode ser representada por um grafo,
cujos vértices sao as estagoes e as arestas indicam as linhas de metro
que as interligam.

A questao que se coloca é: escolhendo-se duas estacoes quaisquer,
sempre existe um caminho na rede que as ligue? Para isto, € necessdrio
que o grafo seja conexo. Se A é a matriz de adjacéncia do grafo basta
entao que A+ A%+ ...+ A" ndo tenha nenhuma entrada nula. Por
exemplo, se n =10 e a matriz do grafo que representa a rede é

010000000 0]
1010000000
0101001000
0010100000
4_|0001T010010
0000100000
0010000100
0000001000
0000100001
00000000 T1 0]
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entdo A+ A2+ ...+ A% € a matriz

[ 31 119 &7 133 46 46 114 27 55 9 1
119 118 366 133 234 46 114 114 55 55
87 366 278 467 188 188 366 87 234 46
133 133 467 200 421 96 133 133 124 124
46 234 188 421 232 233 234 46 311 78
46 46 188 96 233 58 46 46 78 78 |’
114 114 366 133 234 46 118 119 55 55
27 114 87 133 46 46 119 31 55 9
55 55 234 124 311 78 55 55 108 109
9 55 46 124 78 78 55 9 109 30 |

que tem todas as entradas diferentes de zero, garantindo a conezidade
do grafo.

O Teorema 2.2 a seguir, conhecido como Teorema de entrelagamento
para matriz de adjacéncia, nos dd uma relagao entre os autovalores de
um grafo e os autovalores do subgrafo obtido pela retirada de um dos
seus vértices. A prova decorre do teorema geral de matrizes enunci-
ado a seguir, que pode ser encontrado em [50]. Escrevemos M, para
indicar o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n.

Teorema 2.1. Sejam A € M, uma matriz simétrica e B € M,,_;
uma submatriz principal de A. Entdo \j11(A) < \j(B) < \;j(A), para
todo j € {1,2,...,n—j}, onde os \;(A) sdo os autovalores de A e o0s
A;(B) sao os autovalores de B.

Teorema 2.2. Sejam G = G(V,E) ev; € V. Se G = G —{v;} entao
Ni+1(G) < N(G') < XN(G), para todo j € {1,2,...,n—1}.

Demonstracao: Basta notar que retirar o vértice v; do grafo G cor-
responde a retirar a i-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz de
adjacéncia de G. [ ]

Quando usamos grafos para modelar redes, uma questao relevante
é destacar os vértices mais importantes naquele contexto, isto é, os
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vértices mais influentes na rede. Esta influéncia ou importancia do
vértice depende do tipo de relacao modelada, representada pelas ares-
tas do grafo, e é avaliada por meio de medidas de centralidade. Dentre
as mais conhecidas estdo a centralidade de grau (degree centrality),
também chamada centralidade de informagao, [39], a centralidade de
intermediagao (betwenness centrality), [38], e a centralidade de pro-
ximidade (closeness centrality), [70]. Todas estas sdo medidas nao
espectrais.

Em 1987, Bonacich [15] propds uma medida de centralidade a partir
de um autovetor associado ao indice do grafo.

Antes de apresentar a definigao vamos relembrar alguns resultados
de Algebra Linear.

Definigao 2.3. O raio espectral de um grafo G, denotado por p(G),
¢ o niumero real nao negativo p(G) = max; |\;|, onde Ay,..., A\, sao os
autovalores de G.

Portanto, o raio espectral de um grafo é o raio do intervalo de centro
na origem que contém todos os autovalores de G.

Seja G um grafo conexo. O Teorema de Perron-Frobenius, cuja
prova pode ser encontrada em [50], garante que o raio espectral é o
indice do grafo, pois grafos conexos tém matrizes de adjacéncia irre-
dutiveis. E também que p(G) é positivo e tem multiplicidade algébrica
igual a 1. Portanto, a multiplicidade geométrica é também 1, isto é, o
espago gerado pelos autovetores associados ao indice é unidimensional.
O Teorema de Perron-Frobenius garante ainda que existe um autove-
tor associado ao indice com todas as coordenadas nao negativas. Isto
permite introduzir uma nova medida de centralidade de vértice de um
grafo.

Definicao 2.4. A centralidade de autovetor x; do vértice v; € a
i-ésima coordenada do autovetor unitdrio nao negativo x = [z ... z,]7
associado ao indice Ay do grafo, ou seja,

n

1
€Tr; = )\— E (lijl'j,
1

i=1

onde a;; sao as entradas da matriz de adjacéncia.
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Note-se que, como a multiplicidade do raio espectral é 1, qualquer
autovetor nao negativo fornece a mesma ordenacao para os vértices.

Exemplo 2.3. Considere o grafo da Figura 2.1. Como jd vimos no
Exemplo 2.1, o indice deste grafo é 2,6412. Um autovetor associado a
ele é x =[0,5370,0,4747, 0,1797, 0,4066, 0, 5370]. Embora os vértices
v1, Uy e vy tenham o mesmo grau (e portanto a mesma centralidade de
grau) os vértices vy e vs tém centralidade de autovetor maior do que
a do vértice vy.

Em muitas aplicacoes essa medida tem se mostrado mais adequada
que as outras medidas citadas anteriormente. Isto se deve ao fato de
a centralidade de autovetor de um vértice considerar, além do grau
do proprio vértice, também o grau de seus vizinhos, dos vizinhos dos
seus vizinhos, e assim por diante. Esta afirmacao é decorréncia do
Método da Poténcia (ver [67]) aplicado a matriz de adjacéncia A (o
método pode ser usado para esta matriz pois ela é diagonalizavel e \;
¢ o raio espectral). Verifica-se facilmente que a matriz A multiplicada
pelo vetor 1=[1...1]T fornece o vetor de graus dos vértices, que A?-1
fornece o vetor da soma dos graus dos vizinhos de cada vértice, e
assim por diante. O Método da Poténcia diz que a sequéncia (A™- 1),
converge para um autovetor associado a A\; quando n — oc.

A centralidade de autovetor é, portanto, a medida mais conveni-
ente quando se estuda propagacao de um fenémeno numa rede, como
por exemplo, no estudo de expansao de epidemias. Em [11] e [16] a
centralidade de autovetor é usada para estudar AIDS. Em [41], esta
centralidade é aplicada a uma rede de transportes.

As duas proximas proposicoes relacionam os autovalores de um
grafo e alguns dos parametros apresentados no primeiro capitulo.

Proposicao 2.3. Se G é um grafo conexo entdo o numero de auto-
valores distintos de A € no minimo diam(G) + 1.

Demonstracao: Sejam Ay, Ag,- -+, \; 0s autovalores distintos de G.
Como A é uma matriz simétrica e real, seu polindbmio minimo tem
grau t e portanto

(A= MI)(A—=NoI)--- (A= NI)=0.
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Logo A! é uma combinacao linear de I, A, A%,--- , A*"! . Suponhamos
t < diam(G) e tomemos u e v dois vértices de G tais que d(u,v) =t.
Entao (A%),, = 0 para todo i com 0 < i <t—1e (A, >0, o que é
uma contradi¢ao. Portanto ¢t > diam(G) + 1. u

Proposigao 2.4. Se G ¢ um grafo com maior autovalor Ay entdo
d< X\ <A.

Demonstracao: Seja G um grafo com n vértices. Sendo A a matriz de
adjacéncia de G e \; seu maior autovalor, o teorema de Raleigh-Ritz
[50] garante que

\ 2T Ax
=m .

! xjg( Tz

Seja1=[1,---,1]T. Entao temos que

LA = I () = Y d(w) =4

para M = (m;;) em M, define uma norma sobre M,. Notar que
N(A) = A. Se A é um autovalor de A, o Teorema de Perron-Frobenius
[50] afirma que [A| < Aj; além disso, existe no minimo um autovalor A
tal que |A| = A\;. Se Az = Ax para x # 0 e se |\| = A\q, consideremos
a matriz X de M, cujas colunas sao todas iguais ao autovetor x e
observemos que AX = AX. Entao

IAMIN(X) = N(AX) =N(AX) < N(A)N(X)
edal [\ =X\ < N(4) =A. n
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Na proxima proposi¢ao, vemos como técnicas de otimizacao sao
usadas para estabelecer um limite superior para o indice de um grafo.
Técnicas de otimizacao combinatoria sao usadas em softwares elabo-
rados para resolver problemas em grafos, como por exemplo, o Au-
tographix System. Este software, criado por Pierre Hansen e Gilles
Caporossi, tem por objetivo gerar conjecturas, fazer provas semiau-
tomaticas e analisar e descrever classes de grafos [18]. O problema de
encontrar um grafo com determinadas propriedades é transformado
em um problema de otimizagao com a func¢ao-objetivo envolvendo um
ou mais invariantes e, possivelmente, com algumas restrigoes.

Proposicao 2.5. Se G é um grafo com m arestas, n vértices e auto-
valores A\, ..., )\, entao

Alg,mm(l—%).

Demonstracao: Pelo Corolario 2.1 temos que Ay + Ao+ ...+ A, =0
e M+ AX+...+ 2 =2m. Sejam f, g e h fungdes de R" em R
definidas por f(x1,...,x,) =21, g(x1,...,2,) =21+ 22+... 42, €
h(zy,...,xn) =23+ 25+ ...+ 22

Consideremos o seguinte problema de maximizac¢ao com restricoes
de igualdade:

max f(z1,...,T,)

sujeito as restricoes

Definimos entao a Lagrangeana

L(zy,. .. 20, k1, ko) = 21—y (21420t . A2y —ko (22 +25+. . 422 —2m)



e, resolvendo por multiplicadores de Lagrange, obtemos:

OL

—=1—k — 2k =0; 2.2.1
B 1 211 ) ( )

OL . .
o —ky — 2kox; = 0, para todo i, 2 <i < n; (2.2.2)

€

T+ a9+ ... +x, =0; (2.2.3)
i+ a3+ ..+ 2 =2m. (2.2.4)

Temos que ky # 0, pois, caso contrario, k; seria simultaneamente
igual a 0 e 1. Dai, segue de (2.2.2) que, para cada i, 2 < i < n,

—k —k
z; = —. De (2.4), segue entdo que z; + (n — 1)(—1) = 0. Logo,
2]{Z2 2k2
—k
r1=—(n—1) (ﬁ) , e portanto,
k
2 = (n— 1)(2—1;) . (2.2.5)

Substituindo (2.2.5) em (2.2.4), obtemos

(g () = e -

2k
k
=n(n— 1>(2_k;) =2m
2
Segue dal que 2_k12 = n(nnj ok Voltando a (2.2.5), obtemos
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2.3 O espectro de certos tipos de grafos

A determinacao do espectro de um grafo com mais do que 4 vértices
pelo calculo direto das raizes de seu polinomio caracteristico € reali-
zada para grafos particulares com o auxilio de softwares de computacao
algébrica. Existem alguns softwares especificos para o trabalho com
grafos. Um deles é o NewGraph, construido pelo quarto coautor destas
Notas e disponivel em
http://www.sgt.pep.ufrj.br/index.php!.

Voltando ao espectro, a abordagem tedrica direta da questao é bas-
tante ardua e fornece as vezes resultados dificeis de serem manipu-
lados. Alternativamente, alguns teoremas determinam o espectro de
grafos obtidos a partir de outros por operacoes como o complementar,
a uniao, etc.. Outros resultados fornecem apenas informacoes sobre
alguns dos autovalores. E ha aqueles que fornecem diretamente o es-
pectro de certos tipos especiais de grafos por meio de algum artificio
de prova. No computo geral, sao conhecidos os espectros apenas de
algumas poucas classes de grafos.

Proposicao 2.6. Se o grafo G é a uniao de dois grafos G e G entao
pca(A) = pi, (N).pe,(N). Em particular, se Gy, Gs, ..., G, sdo as com-
ponentes conezas de um grafo G entao pa(\) = pa, (N)pa,(A) .. pa, (N).

Demonstracao: Se A; é a matriz de adjacéncia de G; (i = 1,2), entao
a matriz de adjacéncia A(G de G ¢ da forma

A O
O A |~

Pelo teorema de expansao de Laplace para determinantes [50], obte-
mos pa(A) = pa, (A).-pa, (N). u

No proximo resultado, merece destaque a técnica de utilizar um
especial autovetor para garantir que k é autovalor de qualquer grafo
k-regular.

1Ultimo acesso em 26 de setembro de 2011. Usado neste trabalho, este software calcula
diversos invariantes a partir do desenho do grafo.
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Proposicao 2.7. Seja G um grafo reqular de grau k. Entao:
(i) k € um autovalor de G
(i) G € um grafo conezo se e somente se a multiplicidade de k € 1;
(111) qualquer autovalor X de G satisfaz |\ < k.

Demonstragiao: (i) Seja 1 o vetor coluna [11...1]7. Como a soma
das entradas de cada linha da matriz de adjacéncia A = A(G) de G
é k, o grau de cada vértice, temos que A1 = k1, ou seja, k é um
autovalor de G .

(i) Seja z = [z122 ... x,])7 um autovetor associado ao autovalor k de
G (Ax = kx) e suponhamos que z; é uma entrada de x com valor
absoluto maximo. Temos que (Az); = > z;, onde o somatério é con-
siderado sobre os k vértices v; que sao adjacentes a v;. Logo Y x; =
kxz;. Dai temos que, para cada [ tal que v; é adjacente a v,

|+ (k= Dl =Yl <D | < fau] + (k= Dlay].

Isto nos fornece |z;| < |x| e, portanto, x; = z; para todos estes k
vértices. Como G é conexo, podemos prosseguir sucessivamente desta
maneira até mostrar que todas as entradas de x sao iguais. Entao x é
miultiplo de 1 e o autoespaco associado ao autovalor £ tem dimensao
1.

Suponhamos agora que k possua multiplicidade 1. Se G é desco-
nexo, tomemos G1, Go, ..., G,, as componentes conexas de G. Como
cada uma é um grafo conexo k-regular entao k é um autovalor de multi-
plicidade 1 para cada G;. Mas como pg(A) = pa,(A).pa,(A) - .. pa,, ()
(Proposicao 2.6), segue que k é um autovalor de G de multiplicidade
m, contrariando a hipdtese. Logo, G é conexo.

(iii) Seja y um vetor nao nulo de G associado a um autovalor A de G e
seja y; uma entrada de y com valor absoluto maximo. Como em (ii),
temos > y; = Ay, e |Al|ly;| = | D- il < Kly;|. Logo, |A| < k. n

De modo geral, nao conhecemos todo o espectro de um grafo k-
regular. Mas, dado que conhecemos seus autovalores, podemos deter-
minar os autovalores do seu grafo complementar.
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Proposicao 2.8. Seja G um grafo k-reqular com n vértices e auto-
valores k, Ao, As,..., A\n. Entdo os autovalores de G sion —k — 1,
—1—=Xg, =1=X3, ..., —1—=\,, respectivamente associados aos mesmos
autovetores de G.

Demonstracao: E fécil verificar que a matriz de adjacéncia A(G) de
G é dada por

AG) =J—1-AG),

onde J é a matriz quadrada de ordem n em que todas as entradas
sao iguais a 1. Seja {1,us,...,u,} uma base ortogonal de autovetores
de A(G) associados, respectivamente, aos autovalores k, g, ..., A,.
Como A(G).1 = k.1 entao

AG)1=(J —1—AG)1=(n—k—1).1,

e portanto, 1 é autovetor de G associado ao autovalor n —k —1. Além
disso, para cada 7, 2 < i < n,

A(G)u; = (J — T — A(G))us = —u; — Ay = (=1 — \g).uy,

de onde segue que u; é autovetor de G associado ao autovalor —1—\;.m

Exemplo 2.4. Se G € o grafo sem arestas com n vértices entdo
pa(A) = A" e, portanto,

spect(G) = [ ) } .

Exemplo 2.5. K,,, o grafo completo com n vértices, € o complementar
do grafo do Fxemplo anterior, que é O-reqular. Tem-se entao que

pr,(N) = (A —n+1A+1)" e

n—1 -1
spect(K,) = [ 1 n_1 }

Exemplo 2.6. Se G € o grafo formado pela uniao de s copias de Ko
entao G € 1-reqular e tem 2s vértices. Como vimos, pr,(A) = A\? — 1
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e, portanto, pela Proposicio 2.6, pa(A\) = (A2 —1)°. Logo

spect(G) = [ L-l } .

S S

e

AN A
.»4Q».

ST
N
Figura 2.3: O hiperoctaedro Hs.

O grafo complementar de G é chamado hiperoctaedro (ou cocktail
party graph) e denotado por Hg (ver Figura 2.3).
Pela Proposicao 2.8, temos que

— 2s—2 0 =2
spect(G) = 1 s s—1 |
Veremos no Exemplo 2.10, uma outra forma de calcular o espectro
deste grafo.

Exemplo 2.7. Seja G um grafo bipartido cujo conjunto de vértices é
particionado em dois subconjuntos disjuntos Vi e Va, com |Vi| = ki e
|Va| = ko. Se rotulamos primeiramente os vértices de Vi e sd depois
os de Vy, conseguimos que a matriz de adjacéncia tenha a forma
O B
A(G) = |: BT O :| )

onde B é uma matriz ky X ky. Afirmamos que A é autovalor de G se
e somente se —\ € autovalor de G. De fato, tomemos um autovetor
T = [T Ty YUk de A(G) associado ao autovalor X de G.
Vamos mostrar que —\ € também autovalor de G, exibindo um de seus
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autovetores associados, a saber, T = [x1 ... Tk, — Y1 ...

Realmente, como (A(Q)z)" = XzT entdo

Y1 1
Bl : BT | = [Az1 ... Az, Ayn

Yko Ty

Por outro lado,

— Yks

Y Z1
(A@#)" = |B| B" | : =
—Yks Ly
= [—)\33'1 cee )\i[}kl )\yl Ce )\y]@] =
= (=N [r1 ... Ty — Y1 - — k) = (V)T

2.3.1 Grafos circulantes e seus espectros

39

Os grafos circulantes formam uma subclasse da classe dos grafos re-
gulares. Para eles é possivel dar uma descricao completa do espectro.

Definicao 2.5. Consideremos n € N* e representemos o anel dos
inteiros moédulo n por Z, = {0,1,2,...,n—1}. Dados | € N* e inteiros
Ry < ky < ... <k e{l,2,...,|5]}, dizemos que um grafo G com
conjunto de vértices V.= {0,1,...,n — 1} € circulante quando os
vértices adjacentes a cada vértice i sao exatamente i + k. e i — k,
reduzidos modulo n, para r = 1,2,...,l. Neste caso, escrevemos G =

C’i(n,kl, Cey kl)

Figura 2.4: Ci(6,2), Ci(6,1,3), Ci(6,1,2) e Ci(6,2,3).
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Assim, por exemplo, para n = 5, (Ci(5,1) = Ci(5,2) = C5. Para
n = 6, Ci(6,1) = Cg e Ci(6,1,2,3) = K. Na Figura 2.4 ilustra-
mos os outros grafos circulantes com n = 6 vértices. De modo geral,
Ci(n,1) = C,, para todo inteiro n > 3 e Ci(n,1,2,...,[5]) = K,,
para cada n > 2.

Dado G = Cli(n, ky, ..., k) um grafo circulante, onde n, [, k1, ...,k
sao escolhidos como acima, temos que a matriz de adjacéncia A = [a;j]
de G satisfaz a; ; = ag ;—;, onde os indices pertencem a {0,1,2,...,n—
1} e sao reduzidos médulo n. De fato, o vértice 0 é adjacente ao vértice
j—i(modn) em G &< j—i = k.(mod n) ou j—i=—k,(mod n), para
algum k. dalista kq, ...,k < j =i+ k.(mod n) ou j = i—k.(mod n),
ou seja, o vértice ¢ é adjacente ao vértice j em G. A é o que se
chama uma matriz circulante. Portanto, a matriz de adjacéncia de
qualquer grafo circulante é determinada por sua primeira linha, sendo
cada linha ¢ a seguir, obtida da primeira pela permutagao ciclica de i
posicoes.

A teoria de matrizes circulantes afirma que: se [0,aq, a9, ..., Gy 1]
é a primeira linha de uma matriz circulante C' entao, considerando-
se o polinomio q(\) = a1\ + ax)®> + ... + a, 1 A"}, temos que os
autovalores de C' sao dados exatamente por g(w) = Z;;l a;w’, para
cada raiz n-ésima da unidade w, (ver [8], por exemplo).

Pelo que foi visto acima, a primeira linha da matriz de adjacéncia

de G = Ci(n;ky, ks, ..., k), que corresponde ao vértice 0, possui 1
nas posicoes ki, ko,..., kj,n —ki,n —ke,...,n — k; e 0 nas posicoes
restantes.

Dai, se fazemos w = e , os autovalores de GG podem ser escritos
como

N=>H{w*: 1<k<n—-1,k=k.,n—k parar=12,... 1}

onde j =0,1,...,n— 1.
Para j = 0, obtemos assim

l l
)\0 _ Zwo‘kr + ZWO.(nfkr) — 9.
r=1

r=1
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Fixemos, por um momento, j € N tal que 1 < 57 < n — 1. Temos

que
l

!
r=1 r=1
!
_§:2wm §:2%mm
= +
r=1
: mJ 2mj
= k,—= k; k,)—= k
Z (cos I tisen - >+Z (cos (n— ) —Hsen(n ) —— . )

r=1 r=1
! . o
cosk, —+cos n—Fk +i senk, —+sen n—Fk .
> i) i3 i)
Como valem as relagoes trigonométricas senk%’r = —sen(n — k:)%T

e cosk®® = cos(n — k)=, entdo

l

21y 2mj
Z (senkrﬂ + sen(n — kr)ﬂ> =0
n n

r=1

21y 2
Z (cosk —= + cos(n — W]) Z QCosk -

r=1

Concluimos que os autovalores do grafo G = Ci(n, ki, ks, ..., k)
sao da forma

! .
2
Aj = E 2008]@%‘7, para j=1,...,n— 1.

r=1

Exemplo 2.8. O ciclo C,.

Fizado um inteiro n > 2, a matriz de adjacéncia de C,, = Ci(n;1)
€ a matriz circulante, cuja primeira linha € [ 010 ... 01 }
Considerando entao o polinomio

q(z) =& +a"Y,
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temos que Ao = q(1) = 1+1 = 2 € autovalor de C,,, como era de se es-
perar (vide Proposi¢ao 2.7). Expressando as outras n-ésimas raizes da
unidade como poténcias de w = e*™/™, obtemos os outros autovalores
de C,, dados por

/\j — q(wj) — (,dj _|_wj(n_1)7

para cada j, 0 < 7 < n—1. Como vimos acima e usando somas de
cossenos, obtemos

Aj = cos(‘E) + cos
n

= 2cos<2‘;7r)cos(2j(n — 2)7T) =

2n
9 0 0
= 2cos(jm)cos <j7r — ﬂ) = 2(cos(j7r))2cos<ﬂ> = 2005(£>,
n n n

Gy

para cada j, 0 < j <n—1. Mas estes nimeros nao sao todos distin-
tos. Levando-se em conta as coincidéncias, a descricao completa do
espectro é:

spect(Cy) = [ % 2005(227r/n) 2003(n2— )m/n }  para n fmpar,
e
spect(C,) = { ? 2005(227r/n) ... 2cos(n 2— 2)m/n —12 } . para n par.

Exemplo 2.9. O grafo “Mdbius Ladder”.

Dado um inteiro h > 2, o grafo My = Ci(2h;1,h) é chamado
Moébius Ladder (literalmente, “escada de Mébius”). My, € um grafo
3-regular com 2h vértices.

A matriz de adjacéncia A(My) de My, € portanto a matriz circulante
de ordem 2h cuja primeira linha € dada por

01 0 ... 1 ... 01
~—~

entrada 1,h



Figura 2.5: M5 (Mébius Ladder com 10 vértices)

Considerando entio o polinomio q(x) = x + 2" + 2®"=1 | temos que
XM =¢q(l) =14+1+1 =3 ¢ autovalor de M. Além disso, se
expressamos as outras raizes 2h-ésimas da unidade como poténcias de
w = 2™/ s restantes autovalores de My, sdo dados por

Ap = q<wk) — Wb PR kD).

para cada k, 1 < k < 2h—1. Desenvolvendo a partir do resultado geral
obtido acima, temos, para cada k, 1 < k <2h—1,

A = cos(%—ﬂ) + cos(zkhﬂ> + COS(M> —

2h 2h 2h
= cos(%) + cos(km) + cos (2k7r - k%) =

= cos <]%T> + cos(km) + cos<l%> = 2003(%) + (=1)F.

Exemplo 2.10. O hiperoctaedro ou "cocktail party graph”(ver Exem-
plo 2.6).

O hiperoctaedro Hy é um grafo com 2s vértices no qual cada vértice
v; € adjacente a todos os outros, menos ao vrs. Ou seja, Hy é o grafo
complementar de Ci(2s;s), sendo portanto igual a Ci(2s;1,...,s —
1). Usando o mesmo raciocinio dos exemplos anteriores, obtemos o
espectro de Hg, jd calculado no Exemplo 2.6.
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2.4 Isomorfismo de Grafos

Definicao 2.6. G e Gy sdo ditos grafos isomorfos quando existe
uma correspondéncia biunivoca entre seus conjuntos de vértices de
modo que as adjacéncias sejam preservadas. Neste caso, a bijecao
¢ chamada um ) isomorfismo.

Exemplo 2.11. Os grafos da Figura 2.6 sao isomorfos, com a bijecdo
entre os conguntos de vértices dada por f(v;) =w;, i =1,...,8.

Figura 2.6: G e G2 sao grafos isomorfos.

Assim dois grafos G e G5 sao isomorfos quando podemos obter um
do outro através de uma permutacao das rotulacoes de seus vértices.
Isto significa que A(G;) e A(G2) sdo matrizes semelhantes, ou seja,
que existe uma matriz de permutagao P (que é uma matriz ortogonal)
tal que PTA(G,)P = A(G,). Isomorfismos permitem distinguir as
propriedades inerentes a estrutura prépria do grafo (os chamados in-
variantes de grafos) daquelas que dependem da sua representacao,
como o desenho e a rotulagao dos vértices.

Definicao 2.7. Gy e G5 sdo ditos grafos coespectrais quando tém
0s mesmos autovalores com as mesmas multiplicidades, isto €, quando
spect(Gy) = spect(Gs) .
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Se dois grafos sao isomorfos eles tém o mesmo espectro. A reciproca
dessa afirmacao nao é verdadeira em geral, como ilustra o exemplo a
seguir:

Figura 2.7: G1 e G2 sao grafos nao isomorfos e coespectrais.

Exemplo 2.12. Os grafos G1 e Gy da Figura 2.7 sao coespectrais com
ey (A) = D, (N) = A& — TAT — 4N — TA% 14X — 1.

Mas nao sao isomorfos, pois como vemos, Go tem um vértice de grau
5 e, em G, o grau mdximo € 3.

Definicao 2.8. Dizemos que um grafo G € caracterizado pelo seu
espectro quando os grafos coespectrais com G sao isomorfos a G .

O fato de existirem grafos coespectrais nao isomorfos significa que
algumas propriedades de grafos nao podem ser caracterizadas pelo
espectro. A conexidade e a existéncia de ciclos de comprimento 4,
por exemplo, sao propriedades que nao dependem do espectro dos
grafos, como vimos na Figura 2.2. O grau dos vértices ¢ também uma
propriedade nao caracterizada pelo espectro.

Proposigao 2.9. Um grafo G possui um unico autovalor se e somente
se G € totalmente desconexo, ou seja, é um grafo sem arestas.

Demonstragao: Seja A autovalor de G com multiplicidade k. Como o
traco da matriz de adjacéncia A(G) de G é zero entdao A é zero. Logo
o polinémio minimo de A(G) é h(zx) =z — A =z e dai,

0O 0 0 ... O
0O 0 0 .. O

AG =\
00 0 .. 0



Portanto, G possui k vértices isolados. [ ]

Corolario 2.2. Grafos sem arestas sao caracterizados pelo seu espec-
tro.

Proposicao 2.10. Se um grafo G tem exatamente dois autovalores
distintos Ay > g, com multiplicidades my e mqy respectivamente, entao
G € o grafo reqular de grau A\, formado por my copias de Ky, 1. Temos
ainda que Ay = —1 € mo = My A\;.

Demonstracao: Sejam A; > Ay os dois unicos autovalores de um grafo
G com n vértices. Entao a matriz de adjacéncia A = A(G) de G tem
polinémio minimo h(z) = (x — \)(x — A\y) e, portanto,

A% — (A + M)A+ Ml =0. (2.4.6)
Assim, para todo k, 1 < k < n, a3, = —M\A\y. Portanto, G é um
grafo regular de grau —A;\y. Pela Proposicao 2.7, —A1 Ay = A, logo
Ay = —1. Logo, G é um grafo regular de grau A\;. Novamente por

(2.4.6), temos que, para todos i,j, 1 <i,j <mn, afj = 0, e portanto
nenhum par de vértices ndao adjacentes de A(G) esta ligado por um
caminho de comprimento 2. Logo G ¢é a uniao de m; copias do grafo
completo com \; vértices. Segue que my = miA;. [

2.5 Energia de grafos

De acordo com a teoria quantica, propriedades de elétrons, atomos e
moléculas num estado estacionario, sao descritas por funcoes de ondas
envolvendo massa e energia potencial. Hiickel estudou os hidrocarbo-
netos insaturados, onde a estrutura da molécula pode ser representada
por um grafo, como mostra a Figura 2.8.

Os vértices do grafo correspondem aos atomos de carbono do hidro-
carboneto. Dois vértices sao adjacentes se, e somente se, existe uma
ligacao entre os atomos de carbono correspondentes. Pela teoria de
Hiickel [51] os autovalores do grafo correspondem aos niveis de energia
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dos elétrons . Desse modo, o problema de determinacao de energia de
cada orbital molecular ¢ reduzido ao da determinagao do espectro do
grafo correspondente. No estudo dos hidrocarbonetos conjugados in-
saturados os grafos sao sempre conexos, planares e com grau maximo
3 (os vértices correspondem a atomos de carbono com valéncia no
maximo 3); sd@o os chamados grafos moleculares. Apesar destas
restricoes, esta classe de grafos é bastante ampla, envolvendo muitos
problemas nao triviais de Teoria Espectral de Grafos.

Figura 2.8: Estrutura de um hidrocarboneto e sua representagdo por um grafo.

Nesta secao de aplicagao das propriedades da matriz de adjacéncia,
pretendemos estudar alguns tépicos sobre energia de grafos.

A energia total dos elétrons 7 é um dos mais conhecidos conceitos
relacionados as caracteristicas quimicas de uma molécula. As pes-
quisas sobre suas propriedades datam de 1940. Em 1978, I. Gutman
introduziu o conceito de energia de um grafo. Inicialmente definido
para os grafos moleculares, a abordagem matematica da questao vem
ganhando cada vez mais contribuigoes, como se pode ver comprovar
pelo survey [47] de 2005, e pelas referéncias ali contidas.

Definigcao 2.9. A energia de um grafo G com n vértices € o

numero
n

E(G) =Y\,

=1
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onde A1, ..., \, sao os autovalores de G.

Exemplo 2.13. Como consequéncia do Exemplo 2.5 tem-se que
E(K,) =2(n-1).

O célculo da energia de um grafo depende da determinacao do seu
espectro, o que, como ja vimos, nao ¢é tarefa facil. Desde o inicio do
estudo deste conceito, no entanto, estimativas foram feitas para se
determinar o “tamanho” desta grandeza, que resultaram no estabele-
cimento de limites superiores e inferiores para ela. Vamos em seguida
apresentar alguns dos limites conhecidos para este parametro.

2.5.1 Limites para a energia de um grafo

Um dos primeiros (1971) limites estabelecidos para a energia de um
grafo, e um dos mais conhecidos, foi determinado por McClelland [60]
em termos unicamente dos nimeros de vértices e de arestas do grafo.

Proposigao 2.11. Se G € um grafo com n vértices e m arestas entao
E(G) < V2mn. (2.5.7)

Demonstracao: Seja G um grafo com n vértices, m arestas e autovalo-
res Ai, ..., \,. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pelo Corolario
2.1(ii), temos

(B(G))* = (Xn: I\])? < En:Af. Xn: 1= ni/\f = 2nm.
=1 =1 i=1 =1

Logo E(G) < v2mn. u

A igualdade vale em (2.5.7) se e somente se os valores absolutos
de todos os autovalores do grafo GG sao iguais, ou seja, quando G é
formado por copias de K7 ou cépias de K.

No préximo teorema sao estabelecidos limites para E(G) que de-
pendem somente do nimero de arestas do grafo.
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Teorema 2.3 ([18]). Se G é um grafo com m arestas entdo
2v/m < E(G) < 2m.

E ainda, E(G) = 2y/m se e somente se G € um grafo bipartido com-
pleto mais uma quantidade arbitrdria de vértices isolados, e E(G) =
2m se e somente se G consiste de m arestas isoladas mais vértices
isolados.

Demonstracao: Seja G um grafo com m arestas e autovalores Ay, ..., A,.
Da Definicao 2.9 segue que

[BG)? =D INP+2> ANl

i=1 i<j

Ora, é possivel provar (Exercicio 1 deste Capitulo) que

Em vista disto,
ST =D AN =m. (2.5.8)
i<y i<j
Dai e do Corolario 2.1(ii), segue que
[E(G)]* > 4m,

ou seja,
E(G) > 2¢/m.

Da desigualdade (2.5.8), vemos que E(G) = 2y/m ocorre exatamente
quando o grafo G' tem exatamente um autovalor positivo e um auto-
valor negativo. Mostra-se que este é o caso exatamente quando uma
componente de G é um grafo bipartido completo e as outras compo-
nentes sao vértices isolados (ver [24]).

Consideremos agora que G nao tenha vértices isolados. Neste caso,

n < 2m e dai
V2mn < V4m? = 2m. (2.5.9)
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Levando em conta a desigualdade (2.5.7), obtemos
E(G) < 2m. (2.5.10)

Os autovalores de mKy sao +1 e —1, ambos com multiplicidade
m, e portanto, os valores absolutos de todos os autovalores sao iguais.
Logo, para G = mK, temos a igualdade em (2.5.7) e (2.5.9) e, por-
tanto, temos a igualdade também em (2.5.10). Claramente, a igual-
dade em (2.5.10) vale também no caso em que GG, além de m arestas
isoladas, possui uma quantidade arbitraria de vértices isolados. [ ]

A determinacao precisa da energia de um grafo depende da des-
cricado completa de seu espectro, tarefa que pelo que ja vimos pode
ser realizada apenas para classes muito particulares de grafos. Vamos
utilizar o nosso estudo sobre o espectro dos grafos circulantes para
apresentar uma estimativa para a energia de grafos formados a partir
de um grafo K, do qual se retira um ciclo hamiltoniano, isto é, um
ciclo que passa por todos os vértices. Denotemos tal grafo por K,, — H,
onde H é um ciclo hamiltoniano de K,. Se o conjunto de vértices de
K, éV ={0,1,...,n—1}, entdo cada vértice i de K,, — H é adjacente
a todo vértice de V' — {i}, exceto i + 1 e ¢ — 1 reduzidos médulo n.
Portanto, K,, — H é o grafo circulante Ci(n; 1).

O teorema a seguir, provado por Stevanovié¢ e Stankovié¢ em [71],
responde (negativamente) a uma conjectura anunciada em [5] afir-
mando que, a partir de um certo nimero de vértices, os grafos da
forma K, — H tém energia maior do que a energia do grafo K,. Gra-
fos com esta propriedade sao chamados hiperenergéticos.

Teorema 2.4. Existe ng € N* tal que para todon > ng, E(Ci(n,1)) >
2(n—1).

Demonstracao: Usando o estudo feito acima para os autovalores de
um grafo circulante e a Proposicao 2.8, concluimos que os autovalores
de Ci(n,1) = K, — H sdo ag = n — 3 e a; = —1 — 2cos®ZL para
j=1,...,n— 1. Logo,

n—1

E@i(n,1))=n—3+Y_

Jj=1

9
—1 —2608ﬂ
n
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Da teoria de integracao obtemos a igualdade

o n—1
27 27rj
— 1 — coszldr = limy, oo—— S| =1 — 2c0s
/0 | cosxldr = lim,_, n—ljz; cos—
Portanto,
_ E(Ci(n, 1)) , n—3 2T '
limy yoo—————" = liMy 00
= n—1 Mhinveo )| 7 27Tn 1
7j=1
1 2m
=1+ o /. | — 1 — 2cosx|dz.
T

Observemos que, para z € [0, 27r],

—1-2 |_{1+2003w secosxz—%
COSTI=\ —1 = 2cosz se cosz < —5
ou seja,
—1-2 |_{1—|—2005:z: se0<z<2r/3oudn/3 <z <2m
COSTI=\ —1 = 2cosz se 21/3 <z < 4m/3.
Entao,

2T
/ | — 1 — 2cosx|dx =
0

27 4 2m

= / ’ (14 2cosx)dx + /3 (—1 — 2cosx)dx +/ (14 2cosz)dz.
0 27 4

iy am
3

Efetuando os célculos, chegamos a

E(Ci(n. 1
i, ECin. 1)) _
n—1
1 [ 43 4
=14+ — \—1—2003x]dx:£+—%2.43599>2.
2 2T 3

Logo, existe ng € N* tal que E(Ci(n,1)) > 2(n— 1) para todo n > ny.
Calculos computacionais mostram que ng = 10 [71]. n
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Dados inteiros n, k1 < ky < ... < k < n/2 como antes, o grafo
complementar Ci(n, ky,..., k) de Ci(n,ki,..., k) tem conjunto de
vértices V. = {0,1,...,n — 1} em que cada vértice i estd ligado a

todo vértice de V' — {i} exceto i + k, e ¢ — k,, reduzidos médulo n;
ou seja, Ci(n, ki, ks, ..., k) é o grafo circulante C'i(n, {1,2,.. ., 5]} —
{k1,ka, ..., k}). Ainda em [71], Stevanovi¢ e Stankovi¢ generalizaram
o resultado anterior, estabelecendo o seguinte teorema:

Teorema 2.5. Sejam [,k < ky < ... < Kk € N*. Entao existe
no € N* tal que, para cada n > ngy, o grafo Ci(n,ky, ks, ... k) é
hiperenergético.

Demonstracao: Sejam [, kq,...,k como no enunciado. Pelo nosso
estudo sobre grafos circulantes e ainda pela Proposicao 2.8, temos que,
para cada n € N*, os autovalores de C'i(n, ki, ko, . . ., k;) sdo dados por
M=n—(n—-—(Mnm-=2)—-l=n—-1-2l¢

! .
2
Aj=—1~— g 2003/@% paraj=1,...,n—1.

r=1

Portanto, para cada n € N*,
n—1 l i
E(Ci(n, ki, ..., k)) = (n—1-21)+) (—1—2 20081@—‘7‘. (2.5.11)
n
7=1 r=1

Seguindo o raciocinio utilizado no resultado anterior, é suficiente pro-
var que

E(m(n7kl7 .- '7kl))
n—1

Lo > 2, (2.5.12)

Chamando ¢, .k, ao primeiro membro de (2.5.12) tem-se

1

n—1 l .
1 2
Chypody = 1+ limn—)oom E ‘ —1- E 2608/@%‘.
jzl r=1
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Como visto anteriormente,

n—1 l . 27 !
, 2 2mj
lzmn_mom; ‘ —1—;20031@,7‘ = /0 —1—220031{:@ dx.
(2.5.13)
De (2.5.11) e (2.5.13) chega-se entao a
1 21 l
Chyhy = 1+ 7 ; —-1- ; 2cosk,z|dx.
Mas dai, ¢, r > 2 se e somente se
2w l
/ —-1- Z 2cosk,x|dx > 2.
0 r=1
Para mostrar isso, seja f : [0,27] — R dada por f(z) = —1 —

Zi:12cos k.xr e consideremos as fungoes f* e f~ de [0,27] em R
definidas por

_ ) f(a), se f(x) = 0;
fr(@) _{ 0, se f(z) <0

—f(z), se f(x) <0.

Valem as relagoes |f| = fT+ f~ e f = fT — f7, sendo que fT e [~
sao funcoes continuas, pois f é continua. Podemos escrever entao:

@) :{ 0,  sef(z)>0;

[l = [Tore - 1)+ -

21 2 27
= (x)]d —f(2)]dx = +(z)]d .
/O 2f7(x)]dx + /0 [— f(z)]dz /0 [2f%(x)|dx + 27
Devemos mostrar que

_ +
max flz) = %}gﬁf (z) > 0,



pois dai segue que fOQW [fT(x)]dx > 0 e, portanto, fOQW |f(x)|dz > 27.
Considere para n > 4k;, o grafo G = Ci(n, ki,...,k). Seus autova-
lores sston —1—2l e —1 — 22:1 2005/{:7% para j = 1,2,...,n —
1. O segundo maior autovalor de G é igual a —1 — 2221 2coskr@
para algum j, € {1,2,...,n — 1}. Como visto anteriormente, no
grafo Ci(n, ky, ko, ..., k) o vértice u é adjacente a todos os vértices
de V — {u} exceto u + k.(mod n), r = 1,2,...,l. Entao, para cada
u € {0,1,...,n — 1}, entre os vértices u,u + kj,u + 2k; e u + 3k; de
G reduzidos médulo n, temos que {u,u + 2k}, {u,u + 3k} e {u +
ki, u 4+ 3k} sao pares de vértices adjacentes, enquanto {u,u + k;},
{u+k;, u+2k } e {u+2k;, u+3k; } sdo pares de vértices ndo-adjacentes.
Portanto, o subgrafo de G induzido pelos vértices u,u + k;, u + 2k;
e u + 3k; é isomorfo a P,, cujo segundo maior autovalor é igual a
#g ~ 0.618. Pelo Teorema de Entrelacamento para matriz de
adjacéncia (ver comentédrio apds o Exemplo 2.2), o segundo maior
autovalor de G' é, no minimo, igual ao segundo maior autovalor de
qualquer subgrafo induzido de G. Portanto,

l
277 -1 5
_1—22608kr 7;‘70 > —5\/_ > 0,
i=1

CcOo1mo queriamos. |

2.6 Exercicios

1. Seja G um grafo com n vértices, m arestas e autovalores A\, --- , \,.
n g
Mostre que D jc;_jc, Aidj = —m.
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2. Desenhe uma representacao do grafo cuja matriz de adjacéncia é

0 1 00 1 17
101001
010101
A= 001011
100101
1 1111 0]

Para este grafo, determine o polinomio caracteristico, o grau ma-
ximo, o grau minimo e o diametro. O célculo dos autovalores
desse grafo nao é trivial. Como é possivel afirmar que seu indice
estd compreendido entre 3,33 e 57

3. Os grafos ctibicos da Figura 2.9 ilustram a capa do classico livro
de teoria dos grafos [49]. Prove que eles sao dois a dois nao
isomorfos. Verifique, entre eles se ha algum par coespectral.

Figura 2.9: Grafos cibicos de ordem 10

4. Dentre os grafos da Figura 2.9, chame de H aquele que tem um
unico par de ciclos disjuntos de comprimento 4. Calcule quantos
ciclos de comprimento 5 tem H.

5. O grafo do canto inferior direito da Figura 2.9 é conhecido na lite-
ratura como o grafo de Petersen e é denotado por P. O grafo P é
muito utilizado como contraexemplo de grafos que nao satisfazem
certas propriedades. Para este grafo determine:
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(1) sua matriz de adjacéncia,
(71) seu indice, sem fazer nenhum célculo:

(1ii) os coeficientes ay e az do seu polindomio caracteristico, tam-
bém sem o uso do calculo do determinante.

. O grafo de Petersen tem um autovalor igual a 3 com multiplici-

dade algébrica igual a 1. Esta afirmacao é verdadeira? Prove que
a soma de seus autovalores ao quadrado ¢ igual a 30. Responda
estas questoes sem fazer nenhum calculo exaustivo.

Grafos com a mesma sequéncia de graus sempre tém polinomios
caracteristicos iguais? Justifique sua resposta.

Um grafo como o da Figura 2.10, constituido por um caminho P,
e uma clique K,_; com um tnico vértice em K,,_;N P, é conhecido
como pipa. Mostre que o nimero minimo de autovalores distintos
do grafo pipa é ¢t + 1.

Figura 2.10: Um grafo pipa.

. E possivel determinar grafos nao isomorfos para uma mesma

sequéncia de graus? Em caso negativo, justifique sua resposta.
Em caso positivo, apresente um par de grafos com a mesma
sequéncia de graus.

Mostre que grafos isomorformos tém matrizes de adjacéncia se-
melhantes.



11. Mostre que a matriz de adjacéncia do grafo complementar de um

grafo G de ordem n é A(G) = J — I, — A(G), onde J é a matriz
cujas entradas sao todas iguais a 1.

12. Determine a matriz de adjacéncia de P, sabendo-se que P é o
grafo de Petersen. Determine também os coeficientes as e as
de seu polinomio caracteristico, utilizando somente informagcoes
estruturais de P.

13. O cubo é o grafo da Figura 2.11. Prove que o cubo é bipartido.
Determine o espectro do cubo sem calcular o determinante.

Figura 2.11: O grafo cubo

14. Encontre um grafo que tenha indice estritamente maior que seu
grau minimo e estritamente menor que seu grau maximo.

15. Mostre que se H é um subgrafo de um grafo G entao ind(H) <
ind(G). Em geral, esta propriedade s6 é vélida para o indice de
G. Sendo assim, encontre um grafo G em que \o(H) > \o(G). No
entanto, se H é um subgrafo induzido de G tem-se que A\o(H) <
X2(G). Prove este fato.

16. Mostre que a propriedade acima se verifica no grafo cubo.

2.7 Notas bibliograficas

Este e os demais capitulos desta monografia abordam as principais
matrizes que representam grafos. Em particular, este capitulo é vol-
tado exclusivamente para a matriz de adjacéncia, mas nenhuma das
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referéncias seguintes sao voltadas exclusivamente para ela. Sendo as-
sim, serao indicag¢oes recorrentes nos proximos capitulos. O primeiro
livro em Teoria Espectral de Grafos deve-se a D.Cvetkovi¢, M.Doob
e H. Sachs [24], j& estd na terceira edigao, [25], e tem como enfoque
principal propriedades estruturais de grafos relacionados com a matriz
de adjacéncia. No entanto, para o estudante que deseja se iniciar na
area, esta nao deve ser a primeira escolha. Para estes, recomendamos
as seguintes e cldssicas referéncias: Biggs [12], Godsil & Royle [40] e
Beineke & Wilson, [10]. Recentemente, D. Cvetkovi¢, P. Rowlinson e
S. Simi¢ langaram o livro introdutério [32], que veio suprir uma lacuna
hé muito tempo existente. Em lingua portuguesa, embora ainda nao
haja disponivel um livro introdutério de Teoria Espectral de Grafos
publicado em larga escala, podemos recomendar o excelente texto de
Donadelli [36].



Capitulo 3

Matriz de incidéncia

3.1 Introducgao

A matriz de incidéncia de um grafo fornece uma descricao das relacoes
de incidéncia das arestas nos vértices do grafo. Tem grande im-
portancia tedrica como veremos no proximo capitulo, onde algumas
de suas propriedades serao utilizadas na demonstracao de resultados
sobre a matriz Laplaciana, ainda que isto nao apareca explicitamente
no enunciado. O mesmo pode ser observado com relagao a utilizacao
da matriz de incidéncia na obteng¢ao de propriedades do grafo-linha de
um grafo, como veremos ainda neste capitulo.

3.2 Matriz de incidéncia e grafo-linha de um grafo

Definicao 3.1. A matriz de incidéncia de um grafo G com n
vértices e m arestas, denotada por B(G), € a matriz de ordem n x m
cujas entradas sao:

b — 1, see; € uma aresta incidente no vértice v;;
” 0, caso contrdrio.



60 Matriz de incidéncia

Figura 3.1: Grafo G

Exemplo 3.1. Para o grafo G da figura 3.1, a matriz de incidéncia é

110000
011011
BG)=|101100
00000 1
000110

Lema 3.1. Sejam G um grafo com m arestas, B = B(G) sua matriz
de incidéncia, {(G) o seu grafo-linha e Ay a matriz de adjacéncia de
(@). Entio BTB = 2I,, + A,.

Demonstragao: Considere o;; = (BT B);;. Tem-se que «;; é o produto
interno da i-ésima linha de BT com a j-ésima coluna de B. Logo
a;; = 1 se as arestas ¢; e e; de G tém um vértice em comum e «;; = 0,
em caso contrario; além disso, a;; = 2, se ¢ = j.

Tomemos agora f;; = (Ag);;. Entdo f;; = 1, se as arestas e;
e e; de G incidem em um mesmo vértice: neste caso, se i # j,
(21, + Ay)i; = 1, sendo (21, + Ay);; = 2. Finalmente, se e; e ¢;
nao tém vértice comum em G entao f3;; = 0. Isto prova o lema. |

Proposicao 3.1. Se A € um autovalor do grafo-linha ¢(G) de um grafo
G entao A > —2.

Demonstragao: Como BT B = 2I + A, e BT B ¢ matriz semi-definida
positiva, se A é autovalor do grafo-linha entao existe vetor v nao nulo
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tal que

(BTB)v = (21 + Ap)v = 2v + \v = (2 + M.
Logo, 2 + A é autovalor de BT B e, portanto, 2 + X > 0. Isto implica
em \ > —2. ]

Apesar de restritiva, a condi¢ao da proposicao anterior nao é sufi-
ciente para caracterizar grafos-linha, isto é, existem grafos cujos au-
tovalores s@o todos maiores ou iguais a —2 e nao sao grafos-linha. A

caracterizacao dos grafos que tém menor autovalor igual a —2 foi
obtida em 1976 [17].

Lema 3.2. Sejam B = B(G) a matriz de incidéncia de um grafo G
com n vértices e D a matriz diagonal n X n cujas entradas correspon-
dem aos graus dos vértices de G . Entdo BBT = D + A, onde A é a
matriz de adjacéncia de G .

Demonstracao: Se ¢ = j, o produto da i-ésima linha de B pela j-
ésima, coluna de BT é o grau do vértice v; em G. Se i # j, a entrada
ij em BBT é1 0ou 0, conforme v; e v; sejam ou nao adjacentes em G . m

Lema 3.3. Sejam B = B(G) a matriz de incidéncia de um grafo G,
U(G) o seu grafo-linha e Ay a matriz de adjacéncia de ((G). Se existe
vetor v # 0 tal que Bv = 0 entdo —2 € autovalor de Ay .

Demonstracao: J4 vimos que BTB = 2I + A,. Seja v # 0 tal que
Bv = 0. Dai (B"B)v = BT(Bv) = B0 = 0. Logo (2I + A;)v =
2Iv + Apw = 2v 4+ Apw = 0, ou seja, Ayv = —2v. Como v # 0 temos
que —2 é autovalor de A, . [ ]

Lema 3.4. Sejam B = B(G) a matriz de incidéncia de um grafo
G que contém um ciclo de comprimento par. Entdo existe um vetor
v # 0 tal que Bv =0.

Demonstracao: Seja eq, es, ..., €9 um ciclo de comprimento 2k em G .
Tome o vetor v tal que v; = (—1)" para i,1 < i < 2k e v; = 0 para
1 > 2k . Verifica-se que Bv = 0. [ |
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Figura 3.2: Grafo H

Exemplo 3.2. Para o grafo H da figura 3.2, o vetor

v= [<_1)17 (_1>27 (_1)37 (_1)47 O]T

satisfaz
1 0 0 1 07 1 [0 7
11000 1 0
01100 0
P00 o | T o
00001 0 0
L0 0 0 0 1] L 0

Decorre imediatamente dos dois ultimos lemas que se G contém um
ciclo de comprimento par entdo —2 é autovalor de ¢(G). A reciproca
¢ também verdadeira [23]. Prova-se de modo semelhante que G tem
dois ciclos impares na mesma componente conexa se e somente se —2
¢ autovalor de G [24].

Proposicao 3.2. Se G ¢ um grafo k-reqular com n vértices e m arestas
entao Pycy(A) = (A +2)" " Po(A -k +2).

Demonstracao: Considere as matrizes

M, —B | I, B
U‘{o ]@]e V_{BTAM]’




onde B é a matriz de incidéncia do grafo G. Entao

A, — BBT 0 }e VU_[)Jn 0

vv = BT AL, ABT A, —BTB |-

Como det(UV) = det(VU) entdao A™det(A,,—BBT) = A\"det(A\],,, —
BTB). Logo,
puc)(A) = det(Al,, — Ay) = det((A +2)I,, — B'B) =
= (A+2)" " det((A4+2)I,— BBY) = (A+2)" " det(A4+2—k)I,—A) =
=A+2)""pe(A\—k+2).

|
Corolario 3.1. Se G ¢ grafo regular de grau k com
RN A
spect(G) = [ L omy e ms }
entao
| 2k=2 kK—=24XN - k=24 2
spect({(GQ)) = { 1 my o —_ |

Demonstragao: Segue imediatamente da proposicao anterior. ]

Exemplo 3.3. Seja G = K5. Como
spect(Ks) = -1 1 :

o Coroldrio 3.1 garante que

4 5

spect((Ks5)) = - (13 b2 } :

Como U(K35) € um grafo regular, pois K5 € regular, seque da Proposi¢do
2.8, que

spect(1(K)) = H b ‘52}.
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No Ezemplo 1.12, vimos que ((K5), complementar do grafo-linha de
K5, € conhecido como grafo de Petersen.

3.3 Exercicios

1. Desenhe um grafo desconexo com 9 vértices, grau maximo 3 e 2
componentes conexas. Para este grafo, determine as matrizes de
adjacéncia e de incidéncia.

2. Considere a matriz de incidéncia de um grafo G dada abaixo:
100110
110001
B=1o11010
001101

(a) Dé o grau maximo e o grau minimo do grafo.

(b) Desenhe o grafo G.

3. Mostre que se duas arvores tém grafos-linha isomorfos entao elas
sao isomorfas.

4. Diga se cada afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa, justificando
sua resposta.

(a) A soma das entradas de cada linha da matriz de incidéncia
de um grafo k—regular ¢ igual a k;

(b) A soma das entradas de cada coluna da matriz de incidéncia
de um grafo é constante;

(¢) Se a matriz de incidéncia de um grafo é n x m entao a matriz
de incidéncia de seu complementar é também n x m;

(d) O nimero de triangulos do grafo ¢(K}) é zero;
(e) O nimero de vértices isolados de um grafo corresponde ao
numero de linhas nulas na matriz de incidéncia.

5. Mostre que G é um grafo bipartido se e somente se D(G) + A(G)
e D(G) — A(G) sao semelhantes.



6. Seja G um grafo-linha tal que v e v sao vértices de G com o
mesmo conjunto de vértices adjacentes. Mostre que u = v.

7. Prove que um grafo conexo é isomorfo ao seu grafo-linha se e
somente se ele é um ciclo.

8. Se G ¢é o grafo da Figura 3.1 encontre v # 0 tal que Bv = 0.
Podemos dizer que —2 é autovalor de I(G)? Justifique.

3.4 Notas bibliograficas

Matriz de incidéncia de um grafo e o conceito de grafo-linha sao dois
tépicos abordados em Teoria Algébrica e Espectral dos Grafos. Por
isso, as indicagoes feitas aqui nao poderiam ser outras que nao aque-
las ja citadas nas Notas Bibliograficas do Capitulo 2. No entanto,
gostariamos de acrescentar uma referéncia interessante dedicada aos
grafos-linha e suas generalizacoes. Trata-se do livro recente de Cvet-
kovi¢, Rowlinson and Simié¢ [30] em que sdo tratados os autovalores
da matriz de adjacéncia de grafos-linha. Além desse, podemos des-
tacar entre os livros ja citados, aqueles em que o leitor podera en-
contrar os tépicos deste capitulo abordados com mais profundidade.
Em Harary [49] ha um capitulo inteiro dedicado aos grafos-linha e em
Godsil e Royle [40] hé, pelo menos, duas subsecoes sobre matrizes de
incidéncia.
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Capitulo 4

Matriz Laplaciana

4.1 Introducao

A matriz Laplaciana de um grafo e, em especial, seu maior e se-
gundo menor autovalores, desempenham papel relevante em diver-
sas aplicagoes. Neste capitulo, apresentamos o conhecido Teorema da
matriz-arvore, que, em sua versao espectral (Corolario 4.2), determina
o numero de arvores geradoras de um grafo em funcao dos autovalores
dessa matriz. Vemos ainda aplicacoes do estudo desses autovalores em
otimizagao combinatéria, em Quimica e em Biologia.

4.2 Conceitos e resultados preliminares
Definicao 4.1. Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices

de um grafo G (ou seja, a matriz D tal que D;; = d(v;)) e seja A a
matriz de adjacéncia de G . A matriz

L=D-A

¢ chamada matriz Laplaciana ou Laplaciano do grafo G. Quando
necessdrio, usaremos L(G) em lugar de L.

Exemplo 4.1. Para o grafo G da Figura 4.1, temos
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Figura 4.1: Grafo G

30000 01110
02000 100 10
D=]00100 e A=|1 00 0 O
00030 11001
00001 00010
Logo,

3 -1 -1 -1 0

-1 2 0 -1 0

L=|-1 0 1 0 0

-1 -1 0 3 -1

0O 0 0 -1 1

Definicao 4.2. O espectro do Laplaciano L de um grafo G, deno-
tado por ((G), é a matriz-linha cujos elementos sao todos os autovalo-

res de L ordenados de forma ndo crescente. Assim, se 7 > ... > lip
sao os autovalores de L entao
C(G) = (1 s s )

Exemplo 4.2. Para os grafos Gy e Gy da Figura 4.2, temos ((G1) =
(4,3,1,0) e ((Ga) = (4,3,2,1,0,0,0). Notar que o nimero de
componentes conexas de cada grafo coincide exatamente com a mul-
tiplicidade do 0, que ¢ autovalor Laplaciano de ambos. FEstes fatos
valem para todos os grafos, como mostramos na sequéncia.
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Figura 4.2: Grafos G1 e Ga.

A proxima definicao considera excepcionalmente que ao grafo G é
atribuida alguma orientacao.

Definicao 4.3. Considere que as arestas de um grafo G possuem uma
orientacao. A matriz [ de incidéncia com respeito a uma
orientacao ¢ aquela cujas entradas sao

+1, sew; € o vértice onde chega e; ;
Bij = —1, sewv; € o vértice de onde parte e; ;
0, mnos outros casos.

Nao € dificil provar que L = BAT. Seque dai que o Laplaciano L
€ uma matriz semidefinida positiva que tem, portanto, todos os seus
autovalores maiores ou 1guais a zero.

Lema 4.1. Seja G um grafo com n vértices e seja 5 a matriz de
incidéncia de G com respeito a uma orientacdo dada. Entao o posto
r(B) de 8 én—w, onde w € o nimero de componentes conexas de G .

Demonstracao: Sejam G,...,G, as componentes conexas do grafo
G, cada G; com n; vértices. Entao [ tem uma decomposicao em blocos
de modo que, para cada i, 1 < i < w, B é a matriz de incidéncia
(com respeito & orientagao fixada) da i-ésima componente conexa de
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G. Assim,
rsH 0 0 - 0
0o B®» o ... 0
=1 0 S : :
: 0 peb o0
L 0 -~ 0 0 B

Para cada 7, 1 < i < w, como a soma dos elementos de cada coluna
de A% é nula, o posto desta matriz é, no maximo, n; — 1, ou seja,
r(B%) < n; — 1. Para concluirmos que 7() = n — w, basta entdo
mostrar que r(8%) = n; — 1 para cada i, 1 < i < w. Para este
fim, fixado 4, mostremos que o posto de (8®)7, que coincide com o
posto de 4%, é exatamente n; — 1, mostrando que o niicleo N((3)T)
de (BT tem dimensdo 1. Basta entdo exibir uma base para este
subespaco, a saber, 1 = [1 1 ... 1]T. Ora, claramente, 173® = 0, ou
seja, 1 € N((B)T). S6 falta mostrar que 1 gera N((3)T).

Seja entdo € N((8®)T). Consideremos duas coordenadas x; e
xr quaisquer de z, relacionadas respectivamente aos vértices v; e vy
de G;. Como G; é conexo, existe um subconjunto {vj1,vj2,...,vj}
onde | = jl e k = jr, tais que existe uma aresta entre vj, € v;p41),
para cada p = 1,2,...,r — 1. Correspondendo a cada uma das r — 1
arestas {vj,, Vjpt1)}, existe uma coluna ¢, em S (ndo necessaria-
mente a p-ésima) cujas entradas de ordem jp e j(p+ 1) em ¢, valem
uma 1 e outra -1, sendo as outras iguais a zero. Como z73® = 0,
segue-se que z'¢, = 0, e dai, z;, = Tjp+1)- Mas isto vale para todo
p=1,2,...,7r—1. Logo, x; = xy, para cada [ e k. Logo x = a1, para
algum escalar « e assim, 1 gera N((5®)7), u

Proposigao 4.1. O posto r(L) da matriz Laplaciana L de um grafo
G com n vértices é n —w, onde w € o numero de componentes conexas

de GG .

Demonstracao: A afirmacao decorre diretamente do lema anterior.
De fato, o posto de L é igual ao posto da matriz de incidéncia § com
respeito a (qualquer) orientacao considerada sobre G, pois L = 337. m




Segue da proposicao anterior que 0 é o menor autovalor da matriz
Laplaciana de qualquer grafo. Este fato, no entanto, pode ser provado
diretamente, como é feito no item (i) da préxima proposicao.

Proposigao 4.2. Sejam py > po > ... > iy, 08 autovalores da matriz
Laplaciana L de um grafo G. Entao:

(i) pn, = 0 com autovetor associado 1= [1,1,...,1]%;
(1i) G € conexo se, e somente se, fi,—1 > 0;

(7i1) se G € regular de grau k entdo cada p; = k — Ay, onde \; €
autovalor da matriz de adjacéncia A de G.

Demonstracao: (i) Basta notar que a soma dos elementos de uma
linha qualquer de L ¢ zero, logo L.1 =0 = 0.1.

(ii) Pela proposicao anterior, G é conexo se, e somente se o posto de
L én—1, o0 que prova a afirmacao.

(iii) Segue direto da defini¢ao de L, observando que se G é regular de
grau k entao

E 0 0 0
D— 0 k£ 0 0
0 0 0 ... k

Para a matriz Laplaciana vale um resultado de entrelacamento,
conhecido como Teorema de entrelacamento para matriz Laplaciana,
andlogo ao Teorema 2.2. A prova é também decorréncia do Teorema
2.1.

Teorema 4.1. Seja G = G(V, E) grafo com n vértices e seja e € E.
Se G’ = G + {e} entio pj(G) < p;(G") < pj1(G), para todo j €
{1,2,...,n—1}.

Como Z(Mz(GI) — wi(G)) =2m+ 2 —2m =2, pelo menos uma
i=1
das desigualdades acima deve ser estrita.
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4.3 O teorema da matriz-arvore

A determinacao do numero de arvores geradoras de um grafo é um dos
problemas mais antigos e famosos da Teoria de Grafos e foi resolvido
por Kirchhoff, que em 1847, estudando circuitos elétricos, provou o re-
sultado que ficou conhecido como Teorema da matriz-drvore. Além da
importancia em contextos diversos como a representacao de moléculas
em Quimica e o desenho de redes, do ponto de vista da Matematica,
o estudo deste problema se constitui numa bela aplicagao de concei-
tos basicos de Algebra Linear, teoria de determinantes e de grafos. O
desenvolvimento que apresentamos a seguir pode ser encontrado em
[12].

T
%%%@%b
AP

ofpalrds

ool

Figura 4.3: K4 e suas 16 arvores geradoras.

Definicao 4.4. Uma drvore geradora de um grafo G é um subgrafo
que tem os mesmos vértices de G e € uma drvore.
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Claramente, grafos desconexos nao possuem arvores geradoras. Por
outro lado, todo grafo conexo tem pelo menos uma arvore geradora
(se o grafo nao é uma drvore, podemos remover uma aresta de cada
vez, de cada ciclo, até nao haver mais ciclos; o subgrafo obtido sera
uma arvore geradora do grafo inicial). Um grafo pode ter um niimero
elevado de arvores geradoras, dependendo de quantos vértices e ciclos
possua. Na Figura 4.3, vemos o grafo K, e suas 16 arvores geradoras.

O Teorema da matriz-arvore na sua versao original, afirma que o
nimero de arvores geradoras de um grafo é dado por qualquer cofator
de sua matriz Laplaciana. Apesar da abrangéncia do resultado, vere-
mos posteriormente que, dependendo do tipo de grafo, sua aplicacao
pode requerer calculos bastante elaborados.

Em toda esta secao, G ¢ um grafo conexo com n vértices vy, vg, ..., v,
e m arestas eq, e, ..., €,,, cuja matriz Laplaciana é L. Por 3, denota-
mos a matriz de incidéncia de G com respeito a uma orientac¢ao (como
se podera constatar, os resultados nao dependerao da orientacao esco-
lhida). Indicamos por J a matriz quadrada de ordem n cujas entradas
sao todas iguais a 1.

Lema 4.2. A matriz adjunta de L, denotada adj(L), € um maltiplo
de J.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.1, a matriz L tem posto igual a
n — 1, pois G é conexo. Além disso, o nucleo de L tem dimensao 1 e
é gerado por 1 = [1...1]%. Por outro lado, como

L.adj(L) = det(L).I =0.I =0

(onde 0 é a matriz nula de ordem n), entdo cada coluna de adj(L)
pertence ao nicleo de L, sendo assim um miiltiplo do vetor 17. Mas
L é matriz simétrica; logo adj(L) é simétrica e tem, portanto, todas
as entradas iguais. O resultado esta provado. [ ]

Lema 4.3. Qualquer submatriz quadrada de B tem determinante 0, 1
ou —1.

Demonstracao: Seja S uma submatriz quadrada de 3. Se cada coluna
de S tem duas entradas nao nulas entao estas entradas sao 1 e —1
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e, portanto, cada coluna tem soma igual a zero. Logo S é singular e
det(S) = 0. Suponhamos agora que pelo menos uma coluna de S tenha
exatamente uma entrada nao nula. Neste caso, expandimos o deter-
minante de S em termos desta coluna e obtemos det(S) = +det(S’),
onde S’ é matriz com uma linha e uma coluna menos do que S. Conti-
nuando este processo, chegamos a determinante nulo ou a uma entrada
nao nula de S e, portanto, o resultado esté provado. [ ]

Lema 4.4. Considere qualquer submatriz de 5 obtida tomando-se n—1
de suas colunas. Esta matriz de ordem n x (n — 1) corresponde a um
subgrafo H de G contendo todos os seus vértices. Entao, removida
qualquer linha da submatriz, a matriz resultante 3’ € quadrada de or-
dem n — 1 e tem |det(f')] = 1 ou 0, conforme o subgrafo H seja ou
nao uma drvore (se for drvore, H serd uma drvore geradora de G).

Demonstracao: Sem perda de generalidade, removamos a n-ésima li-
nha da submatriz. Pelo Lema 4.3, |det(5’)] = 1 ou 0. Suponhamos
inicialmente que o subgrafo H nao seja uma arvore. Com n vértices
e n — 1 arestas, H é necessariamente desconexo e, portanto, tem uma
componente que nao contém o vértice v,. Como as colunas de [’
correspondentes as arestas desta componente somam zero (pois cada
aresta liga dois vértices da mesma componente), as linhas de 5’ sao
linearmente dependentes e, portanto, det(s") = 0.

Suponhamos agora que H seja uma arvore. Entao podemos reno-
mear suas arestas e vértices (diferentes de v,) da seguinte maneira:
chamemos u; # v, a um vértice de grau 1 de H (qualquer arvore tem
pelo menos dois vértices de grau 1, [49]). Chamemos de y; a aresta
que incide em w;. Seja us # v, um vértice extremo de H — {uy}
e seja yo a aresta incidente em up. Continuando este processo, no-
tamos que cada aresta y; incide no vértice v; e em algum vértice v;
com j > i. Mas esta renomeacao dos vértices de H determina uma
nova matriz 8" que pode ser obtida de §’ por permutacao de suas
linhas. Dai |det(f’)| = |det(8")|. Além disso, 8” é uma matriz trian-
gular inferior cujas entradas na diagonal principal sao +1. Portanto,

[ det(8') |=| det(8") |= 1. .




O teorema da matriz-arvore 75

O Teorema da matriz-arvore afirma que o nimero de arvores gera-
doras de G ¢ igual a qualquer cofator de L. Mais precisamente:

Teorema 4.2 (Teorema da matriz-arvore).
adj(L) = 7(G).J ,
onde 7(G) indica o numero de drvores geradoras de G

Demonstracao: Pelo Lema 4.2, basta mostrar que qualquer cofator
de G é 7(G). Seja [y a matriz obtida de  pela retirada de sua
ultima linha. Retirando-se também a tultima linha e a ltima coluna
de L, observamos que a submatriz obtida é exatamente [p3f. As-
sim, det(DyD§) é o cofator do elemento l,,, de L. Expandindo este
determinante pela férmula de Binet-Cauchy [50], obtemos

det(BoBg) = _ det(By)det(By)),
U

onde o somatério é considerado sobre todos os subconjuntos U de
{1,...,n} com n — 1 elementos. Assim, fy denota a submatriz qua-
drada de 3y cujas colunas correspondem exatamente aos elementos em
U. Pelos Lemas 4.3 e 4.4, det(Py) # 0 se e somente se o subgrafo cujas
arestas estao em U e tem todos os vértices de G é uma arvore gera-
dora de G, quando entao det(fy) = 1 ou—1. Como det(fy) = det(5;)
temos que det(5oft) = 7(G). Dai, adj(L) = 7(G)J. n

Exemplo 4.3. Vamos calcular o nimero de drvores geradoras do ciclo
C,. O Laplaciano de C,, €

2 -1 0 ... 0 0 —1
—1 2 -1 ... 0 0 0
0 -1 2 ... 0 0 0
L(C,) = :
0 0 0 2 —1 0
0 0 0 -1 2 -1
—1 0 0 0 -1 2
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Para determinarmos 7(C,,), calculemos o cofator de ordem 1 x 1 do
seu Laplaciano. Temos que

2 -1 0 ... 0 0 07

-1 2 -1 ... 0 0 0
o -1 2 ... 0 0 0
Ap=(=1)%det| :+ & 0 1
o o o0 ... 2 -1 0
o o o0 ... -1 2 -1

| 0 0 0 ... 0 -1 2] (n_1)

Somemos agora as linhas 2, 3, ..., n— 1 a primeira linha, obtendo a

sequinte matriz, cujo determinante € igual ao da anterior:

1 0 o0 ... 0 0 1
-1 2 -1 ... 0 0 0
o -1 2 ... 0 0 O
o o o0 ... 2 -1 0
o o0 o0 ... -1 2 -1
o o0 o0 ... 0 -1 2

L 4 (n-1)

Somamos entao a primeira linha a sequnda e obtemos

10 0 ... 0 0 17
0 2 -1 0 0 1
0 -1 2 0 0 O
0o 0 0 2 -1 0
0o 0 0 -1 2 -1
0o 0 0 0 -1 2

L o d -
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Repetindo este processo n — 2 vezes chegamos a matriz

1 0 0 ... 00 1]
010 ... 00 2
001 ... 00 3
000 ... 1T0n-3
000 ... 01 n-4
000 ... 00 n

L - (n—1)

que € uma matriz triangular superior com determinante igual ao de
Ay e valendo n. Logo, 7(C,,) = n.

Exemplo 4.4. Vamos calcular o nimero de drvores geradoras do grafo
completo K,. FE fdcil verificar que o Laplaciano de K, é L(K,) =
nl — J, ou seja,

n—1 -1 -1 ... -1
-1 n-1 -1 ... -1
L= -1 -1 n-1 ... -1 ) (4.3.1)
-1 -1 -1 ... n-1

n

Calculando o cofator de ordem 1 x 1 de L obtemos:

n—-1 -1 ... -1
-1 n-1 ... -1
Ay = (—1)2det -1 -1 ... -1
-1 -1 n—11.,
1 1 1 1
-1 n-1 -1 -1
—det| -1 -1 n-1 ... ~—1 (4.3.2)
-1 -1 -1 n—1
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1 1 1 1
On O ... O
0O 00 ... n

(n—1)
A matriz em 4.3.2 foi obtida da anterior somando-se as linhas 2,
3, ..., n—1 a primeira linha. Jd a matriz em 4.3.3 foi obtida de
4.3.2 somando-se a primeira linha a todas as outras, chegando assim a

uma matriz triangular superior, cujo determinante € exatamente n™ 2.
Portanto, 7(K,) = n"2 (isto implica em adj(nl — J) =n""2J).

Os dois préximos resultados sao corolarios do Teorema da matriz-
arvore que serao utilizados na determinacao do nimero de arvores
geradoras de alguns tipos de grafos.

Corolario 4.1. O numero de darvores geradoras de G € dado por
7(G) = n"2det(J + L).

Demonstracao: E facil ver que nJ = J>eque JL = LJ = 0. A
seguinte sequéncia de igualdades, que usa a férmula final do Exemplo
4.4, prova entao o resultado:

(nl —J)(J+L)=nJ+nL—J*—JL=nL;
adj[(nd — J)(J + L)] = adj(nL);
adj(J + L)adj(nl — J) = adj(nL);

adj(J + L)n"2J = n""tadj(L);

adj(J + L)J = n7(G)J ;
(J+ L)adj(J + L)J = (J + L)nt(G)J ;

det(J + L)J = n7(G)J?;
det(J + L)J = n*7(G)J ;
7(G) = n"2det(J + L).
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O primeiro item do resultado a seguir fornece 7(G) em funcao dos
autovalores nao nulos da matriz Laplaciana de G.

Corolario 4.2. Se py,..., tn—1 S@o os autovalores nao nulos de L

entao e Hn—1
(@) = R,

n
Além disso, se G € um grafo k-reqular entao

T

s—1

(@) =n"" [Ttk =A™ =0 a(k),

r=1

onde p' denota a derivada do polinomio caracteristico pg da matriz
de adjacéncia A de G e, para cada i, 1 <i<s—1, \; € um autovalor
de A com multiplicidade m;.

Demonstracao: Como L e J comutam, é possivel mostrar que os au-
tovalores de J + L sao a soma dos correspondentes autovalores de
L e J. Os autovalores de J sao n, com multiplicidade 1, e 0 com
multiplicidade n—1. Logo, os autovalores de J+ L sao n, i1, ..., fbn_1-
Como o determinante é o produto dos autovalores, pelo Corolério 4.1
temos o resultado.

Agora, se G é um grafo k-regular, segue da Proposicao 4.2 que
cada autovalor A de A ¢ igual a k — u, onde p é um autovalor do
Laplaciano. A primeira igualdade segue agrupando-se os autovalores
de A de acordo com as suas multiplicidades. Além disso, derivando o
polinémio caracteristico de A que é dado por

pe(r) = (x—k)(z— )™ ...(x = \)"",

obtemos
pe(z) =(x =)™ ... (x = \)"™" + @,

onde ® é a soma de produtos contendo o termo (z—k). Logo, pg(k) =
(k= A)™ ... (k — \)™. Dai,

7(G) =n""[J(k = A)™ = n""p(k).
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Exemplo 4.5. Suponhamos que G seja k-regular. Determinaremos o
numero de drvores geradoras do grafo-linha de G. Do Corolario 4.2,
temos que

T(G)=n""pgk) e T(UG)) =m P e (2k - 2),

pois U(G) € (2k — 2)-regular. A partir da Proposi¢ao 3.2, obtemos
entao

P ey = (m=n)(A+2)" " pg(A+2—k)+(A+2)""p g (A+2 k).
Quando \ = 2k — 2 obtemos
() (2k —2) = (m —n)(2K)" " pa(k) + (2k)" "D o (k).

Entdo, p'yq)(2k —2) = (2k)""p'¢(k). Dai
T(UG)) = m™'P gy (2k—2) = m™ (2K)" " g (k) = m™ n(2k)" "7 (G).
Como 2m = nk, chegamos a

T(0(Q)) = m™ 1 2mk~ 12" (G) = 2L (@).
Para G = K4, por exemplo, 7({(G)) = 23.3.16 = 384.

Nos dois préximos exemplos, determinamos o niimero de arvores

geradoras de alguns grafos circulantes, usando os resultados da Secao
2.3.1.

Exemplo 4.6. Nimero de drvores geradoras do grafo M, (Mdbius
Ladder): Como My, é um grafo 3-regular, usando o espectro de M,
calculado no Exemplo 2.9, o Corolario 4.2 nos diz que o nimero de
suas drvores geradoras € dado por

M) = o7 H — 2003 — — (=D)")).

Exemplo 4.7. Numero de darvores geradoras do hiperoctaedro H.
Como Hg um grafo (2s — 2)-reqular, usando o espectro calculado no
Exemplo 2.10 e o Corolario 4.2, obtemos
1 1
Hs _ 96—9_ ZmZ:_2_2S2 8—1:225—2 _158—2.
r(H) = 5= [J@s=2- 0™ = o (25-27°(29) (s—1)'s

i=1
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Para o tultimo exemplo, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 4.5. L(G) + L(G) =nl — J.

Demonstracao:

LG+ L{G)=D—-A+D—-A=D+D—(A+A),

onde D (respectivamente, D) é a matriz diagonal dos graus de G
(respectivamente, G). Mas

kk 0 0 ... 0
0 ko 0 ... O
= . S . €
0 0 0 kn
n— (ki +1) 0 0 0
5 0 n— (l{fg—i— 1) 0 0
0 0 0 n— (k,+1)
Logo,
n—1 0 O 0
0 n—-120 0

Sabemos ainda que A + A é a matriz com diagonal principal igual a
zero e todas as outras entradas iguais a 1. Portanto, D4+D—(A+A) =
nl —J. n

Lema 4.6. Seja og(p) = det(pul — L) o polinémio caracteristico de L.
Entao

(1) Se G € desconezo, oc(1) € o produto dos polindmios caracteristicos
das suas componentes conexas;



(i1) Se G € k-reqular e pc(\) € o polindmio caracteristico de A entao
oc(pn) = (=1)"pa(k — p);

(iii) T(G) = n~205(n).

Demonstracao: (i) Decorre da definigao de polinomio caracteristico.
(ii) Neste caso, temos que L = kI — A. Logo

det(ul — L) = det(ul — (kI — A)) = det((p— k) + A) =

— (1) det((k — ul — A) = (=1)"pa(k — p).
(iii) Pelo Lema 4.5, temos que L + L = nI — J. Pelo Coroldrio 4.1,

7(G) = n"2det(J + L) = n *det(nl — L) = n 0z(n).

Exemplo 4.8. Numero de drvores geradoras do grafo multipartido
completo. Consideremos o grafo s-partido completo G = Kg, ay....as »
onde ay, as, ..., as € N coma;+as+...+as =n. Embora este grafo
ndo seja necessariamente reqular, seu complementar o é: G consiste
de s componentes conexas isomorfas a Ky, Kay, ..., K,,. Usando (ii)
do lema anterior, chegamos a

or, (1) = (=1)"pr, (@ — 1 — p)(=1)%(a — p*~ ' (—p)) =

=[(-1)(a—w)* " p=p(p—a)*

Consequentemente, aplicando (i) e (iii) do Lema 4.6, temos

7(G = Kayaz,.0,) =1 C0g(n) =077 H OKa, (n) =
i=1

= nn(n—a)™ .. nn—a)™ =

= 0 n—a) .. (n—ay)™ "

Em particular, para grafos bipartidos completos temos 7(K, ) = b*1a’~t.
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’ Grafo G H Conectividade algébrica a(G) ‘

Grafo completo a(K,)=n

Caminho a(Pp) =2(1 —cos I)

Ciclo a(Cp) =2(1 — cos %)

Grafo bipartido completo a(Kpq) = min{p, ¢}
Estrela K1 4, ¢ > 1 a(Ki14) =1
Cubo m-dimensional a(Cb,,) =2

Grafo de Petersen a(P)=2

Tabela 4.1: Alguns grafos para os quais a(G) é conhecido.

’ Operacoes H a(G) e a(Gy),i=1,2 ‘
Grafo complementar G of G a(G)=n—
G obtido removendo-se uma aresta de G a(G1) < a(G)
G obtido removendo-se k vértices de G a(G) < a(Gy)+k
G obtido adicionando-se uma aresta a G | a(G) < a(G1) < a(G) + 2
Unido de arestas G = G1 |J G2 a(G1) + a(G2) = a(G)
Produto cartesiano G = G; X Go a(G) = min{a(G1);a(G2)}

Tabela 4.2: Relagoes entre a(G) e a(G;), onde G; é resultado de alguma operagio em
G.

4.4 Conectividade algébrica

Definicao 4.5. O sequndo menor autovalor do Laplaciano de G, i1,
¢ chamado conectividade algébrica do grafo G e serd denotado de
agora em diante por a(G). O maior autovalor do Laplaciano de G,
11, € chamado indice do Laplaciano de G.

A conectividade algébrica desempenha um papel fundamental no
estudo de um grafo. Este autovalor estd associado a diferentes e im-
portantes invariantes de grafos, tais como niumero isoperimétrico e
diametro dentre outros. Foi comprovado recentemente que grafos com
conectividade algébrica grande (em comparagdo com o grau maximo)
tém propriedades importantes em varias aplicagoes [64]. As Tabelas
4.1 e 4.2 apresentam os valores da conectividade algébrica de alguns
grafos.

A proxima proposicao estabelece uma relagao entre a conectividade
algébrica de um grafo e o indice do Laplaciano do seu complementar.
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Proposigao 4.3. Se o espectro do Laplaciano de um grafo G é ((G) =
(1y -y fn1,0) entao o espectro de G €

C(a) = (n_,unflw'-an_,ul,()).

Demonstracao: Ja vimos que o vetor-coluna 1 é autovetor associado
ao autovalor 0 de L. Como L é uma matriz simétrica podemos tomar
Wy, W, ..., W,_1 autovetores associados a 1, o, . .. , ftn—1 respectiva-
mente, de modo que w; seja ortogonal a 1, para todo7, 1 < <n—1.
Assim, 1.w; = 0, para todo i, 1 < i < n — 1. Afirmamos que, para
todo i, 1 <1 <n-—1, w; é autovetor de G associado an — ;. De fato,

pelo Lema 4.5, L(G) = nl — J — L(G), onde J é a matriz quadrada
de entradas iguais a 1. Portanto, L(G)w; = (nl — J — L(G))w; =
nlw; — Jw; — L(G)w; = nw; — 0 — pyw; = (n — p;)w; , provando assim

o resultado. ]

Corolario 4.3. Seja ((G) = (1, -, fin—1 0) 0 espectro do Lapla-
ciano de um grafo G. Entao p; < n e py = n se e somente se G é
desconezo.

Demonstracao: Como a(G) = n — u1(G) e a(G) > 0 temos que

p1(G) < n. Além disso, G ¢ desconexo se e somente se a(G) = 0.
Portanto, G é desconexo se e somente se u1(G) = n. |

Exemplo 4.9. A estrela K, de n+ 1 vértices tem o indice do La-
placiano igual a n+ 1. Em particular, ((K16) = (7,1,1,1,1,1,0) e
((Ki16) = (6,6,6,6,6,0,0) -vide Figura 4.4.

Figura 4.4: A estrela K16 tem pu; = 7.
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E importante ressaltar que também é possivel exibir grafos coes-
pectrais nao isomorfos em relagao a matriz Laplaciana, como mostra
a Figura 4.5.

Figura 4.5: Grafos Laplacianos coespectrais nao isomorfos.

Veremos agora alguns limites superiores e inferiores para a co-
nectividade algébrica e o indice do Laplaciano, em funcao de outros
parametros de grafos. Vamos inicialmente definir outros tipos de co-
nectividade de um grafo.

Definicao 4.6. A conectividade de vértices de um grafo, deno-
tada por k(G), € o menor nimero de vértices que, ao serem retirados,
tornam o grafo desconexo.

Defini¢ao 4.7. A conectividade de arestas, denotada por k'(G),
€ 0 menor numero de arestas que, ao serem retiradas, tornam o grafo
desconexo.

A conectividade algébrica e as conectividades de vértices e de ares-

tas estao relacionadas de acordo com o resultado abaixo, provado por
Fiedler [37].

Proposicao 4.4. Se G nao € o grafo completo entio a(G) < k(G) <
K (GQ).

Como a conectividade de arestas é menor ou igual ao grau minimo
de um grafo, podemos reescrever a proposicao anterior como a(G) <

k(G) < K(G) < 8(G).

Exemplo 4.10. O grafo G da Figura 4.6 tem conectividade algébrica
a=0,3820ek=kK=0=1.
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Figura 4.6: Grafo G

Kirkland et al. [53] caracterizaram os grafos G para os quais a(G) =

k(G).
Proposicao 4.5. Para todo grafo G temos que a(G) < -"50(G).

Demonstracao: Temos que a(G) = min{v? Lv;v # 0,v L 1}. Con-

sideremos L = L — a(I — LJ). Verificamos que L1=0.SeyeR"
podemos escrever y = ¢;.1 + coz, onde z € {1}* e |z| = 1. Logo

ysz = A(zTLx —a) > 0. Isto é, L é semidefinida positiva, o que
implica i > 0, para todo i = 1,...,n e, portanto, l; — a(l — %) =
liy —a(™=1) > 0, para todo i = 1,...,n. Como §(G) = d;, para algum
1=1,...,n, ed; =1, a prova estd completa. [ ]

IN

Proposicao 4.6. Para todo grafo G temos que "5 A(G) < 11 (G)
2A(G).

Demonstragao: A Proposicdo 4.5 usada para G fornece a(G) < -226(G).
A primeira desigualdade segue dai, fazendo-se as substituicoes a(G) =
n— 1 (G) e §(G) =n—1—A(G). A outra desigualdade segue do
fato de que py = max; y;. Em particular, gy < maxi<i<, » p_y | lix |=
maxi<i<n 2dz = 2A.

A conectividade algébrica esta também relacionada com o diametro
do grafo através da desigualdade diam(G) > ﬁ [65]. Existem ainda
alguns limites superiores para o diametro, também em fungao da co-
nectividade algébrica.

Até 1990 supunha-se que, em qualquer colecao de arvores com o

mesmo numero de vértices, a conectividade algébrica decrescia con-



forme o diametro crescia. Grone e Merris [44] deram contraexemplos
para essa conjectura. Um deles é apresentado na Figura 4.7:

oot ooo odoooda

Figura 4.7: Contraexemplo de Grone e Merris

4.5 Autovalores e o problema do corte maximal

Defini¢ao 4.8. Seja G = G(V,E) um grafo simples valorado de
ordem n, onde V.= {1,2,...n} € o conjunto de vértices de G e
E ={{i,j}/i,j € V} o conjunto de arestas. Assim, a cada{i,j} € £
¢ atribuido um peso ¢;; € R. Um corte é um conjunto 0(S) =
{{i,j}/i € S,j ¢ S}, para algum S C V. O problema trata de achar
um corte em G tal que mazimize a sequinte funcao:

c0(9) = D

{i.j}€a(S)

O corte mazximal de G, denotado por mc(G) € o nimero definido
por

me(G) = max c(9(S)) = max Z ¢;j = max Z Cij-

Scv Scv scv 4
{i,5}€0(S) ieV,jevV-S

Se G € nao valorado, 0s pesos sao dados por

|1, sed{i,j} € E;
“% =N 0, se{ij}¢E.

Neste caso, o corte maximal de G é dado por

me(G) = maxc(9(5)) = max [ (5) | .

Exemplo 4.11. Para os grafos G e Gy da Figura 4.8, temos que
mec(Gp) =4 e me(Gy) = 6.
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Figura 4.8: G; e Ga.

No que se segue, considerando G um grafo valorado, L(G) é a
matriz Laplaciana valorada de G definida abaixo:

—Cijs se i # J;
l n
" E Cik, S€1=].
k=1

Lema 4.7. Seja G um grafo valorado e uy(G), o indice do Laplaciano
L(G). Entio me(G) < ul‘ S (nn— [51)

vertices.

, para todo subconjunto S de

e 'Ly = g cij(x; —

1,j€EE

. 2T La
Demonstracao: Temos que p; = max
T
z#£0 x'X

z;)*. Dado S C V, defina z por

- _{n—s, sei €S
’ —s, sei ¢S,

onde s =| S| . Como

Y ocjlwi—x)? = Y cylwi—x)P =0 Y c;=nc(0(S))
)

i,jeE i,j€d(S i,j€0(S)
a(s
e xTr =s(n—s)?+ (n—s)s* = s(n — s)n temos que p; > w
s(n—s
Isto prova o resultado. [ ]

Exemplo 4.12. Para o grafo G da Figura 4.9 tem-se mc(G) = 4 e
p1 = 4. Para S = {vy,v9}, tem-se entao que 4 < 4%.
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Figura 4.9: Grafo G

Teorema 4.3. Seja G um grafo valorado. Entio mc(G) < pY.

Demonstracao: E facil verificar que sao verdadeiras as seguintes equi-
valéncias:

2
(n—23)220®n2—43(n—3)ZO(:)s(n—s)§%.

Logo, pode-se concluir que

TL2

ne(9(5)) < ps(n = s) < =

Isto implica em ¢(9(S5)) < pu1 5. Portanto,

max ¢(9(5)) < u

1S

Exemplo 4.13. Para o grafo do exemplo anterior temos

7 n
rélca‘)/ic(ﬁ(S)) =4< 41 =ty

4.5.1 Corte maximal e autovalores em algumas classes de
grafos

Para algumas classes especiais de grafos, os limites superiores para o
corte maximal sao obtidos a partir do indice do Laplaciano:
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n2

e grafos completos: 1 (K,) =n e me(K,) =% =nf.

e grafos bipartidos r-regulares: 1, (G) = 2r e me(G) = 2ry.

No que se segue apresentaremos algumas classes de grafos nas quais
o limite superior obtido no Teorema 4.3 ¢ atingido.

Definicao 4.9. Consideremos grafos de ordem par. Diremos que um
grafo G € exato se mc(G) = 1}

Alguns exemplos de grafos exatos, com possiveis restri¢coes sobre a
paridade de alguns parametros, sao: grafos completos, grafos biparti-
dos r-regulares, I(Kyx41) € o complementar de (K, ).

Definicao 4.10. Um grafo € dito semirregular quando cada um dos
seus vértices estd a uma distancia igual a 2 do mesmo niumero de
vértices.

Note-se a analogia com a nogao de grafo regular, onde cada vértice
estd a uma distancia igual a 1 do mesmo nimero de vértices.

Proposicao 4.7. Seja G um grafo bipartido (r,s)-semirreqular onde
r e s sao pares. Entdao ((G) € exato.

Demonstracao: O conjunto de arestas E(G) pode ser decomposto em
dois subgrafos (r, s)-semirregulares que formam uma biparti¢ao étima
de ¢(G). u

Proposigao 4.8. Sejan < m, n par. Entio ((K,,,) € exato.

Demonstracao: Temos que (1 0(K,,,) = n(m — 1). O corte maximal
¢ obtido por ({{7,j}/i=1,...,5,7=1,...,m}). u

Proposicao 4.9. ((Kyy1) € exato.

Demonstracao: ¢(Kyx41) possui um fator 2r-regular, que é o corte
maximal no grafo-linha. |

Introduziremos a seguir o nimero ¢(G), definido para cada grafo
valorado GG, que, como mostraremos, é sempre um limite superior para
o corte maximal mc(G).
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Defini¢ao 4.11. ¢(G) = ming,,—g 17mar(L+U), onde U = diag(u)
¢ a matriz diagonal com entradas u; na diagonal € fiy,q. € 0 autovalor
mdzimo da matriz L +U. O minimo € tomado sobre todos os vetores
u € R", satisfazendo Y u; = 0. A cada vetor u tal que > u; > 0
chamamos um vetor corretor (a entrada u; estd associada ao vértice

Lema 4.8. Temos que mc(G) < infima(L + U), para todo vetor
corretor u.

Demonstracao: Dado S C V, defina x por

{ 1, sei€ S;
Tr; =

—1, sei ¢ S.

Entao,

v Lr = Z cij(zi — ;) =4 Z Cij-
{ij}eE i€8,j¢S
Mas, 27Uz = > ui(z;)? = d_u; > 0. Se S induz o corte maximal,
4me(G) = 2T Ly < 2T (L + U)x. Aplicando o principio de Rayleigh ao
vetor x, 4mc(G) < 27 (L + Uz < nftpmaz (L + U) n

Lema 4.9. A funcdao ¢ da Definicao 4.11 € tal que:

(1) Se cada c¢;; € multiplicado por algum real k positivo, ¢ € também
multiplicado por k (p é homogénea positiva);

(ii) Se G e G' possuem os mesmos vértices e funcoes pesos ¢ e ¢

satisfazendo c;; < ci; para todo par de vértices, entao o(G) <
©(G") (¢ € mondtona,).

Demonstragao: (i) Seja G’ o grafo com funcio peso ¢ tal que cj; =
]{/’Cij. Entao

2T Lox = kxl Loz

2" (Lo + kU)x = 2" Lgx + ko' Uz = ka' (Lg + U)z.
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Para todo x autovetor de Lg + U associado a fimer(Lg + U) temos

" (Lo +kU)x ka"(Lg+U)x

Ty Ty

= kﬂmax(LG =+ U)
Para todo x autovetor de Lo + kU, associado a fiyae (Lo + kU) temos

kxT(L U T(Ler + kU
& ( i_‘_ )$ = z ( GT+ )x = Mmax(LG’ + kU)
xr-x r-x

Logo
,umax(LG’ + kU) = k,umax(LG + U)

Dai,
o1 o1 o1
min Znumam(LG/+kU) = min Znumam(LG/—i—U) = kmin Zn,umax(LG—i—U).

ku

(ii) Para todo u e para todo vetor x, temos
.ITLGm = Zcij((l,’i — Ij)z S ZC;J(Il - (L’j)Q S ]}TLG/.I.

Isto acarreta
JIT(LGV - Lg)l’ Z 0.

Se x é autovetor de L + U,

" (Lg +U)x < 2" (L + U)x

T - T

= Uz (L) U).
. . fimaz (L + U)

T T

Se x é autovetor de Lg + U ,

2T (Lg + U)x

/
I'TSU S Mmaz(LG + U)

Hmax(LG + U) =

Observe que um limite superior trivial para mc(G) é a soma de
todos os pesos nao negativos das arestas.
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Teorema 4.4. Seja G um grafo valorado com funcdao peso c. Entao,

0(GQ) < Z Ce.

ce>0

Demonstragao: Seja c; = max(0, ¢;;), para todos pares de vértices e
seja G’ o grafo valorado correspondente. Como ¢(G) < ¢(G'), pode-
mos assumir que ¢ é nao negativo. Seja m = ) ¢;;, e considere o vetor
corretor definido por u; = 477" 2> ; ¢ij. Para todo z,

xT<L + U).T = Zcij(xi — ZUj)2 —+ ZU,ZE?

= cijai+a;)’ + Z(%ﬂ —2) )]
i j

4dm T 2 4dm T

=—Tr— Cijlx; +x;)” < —ua .

™ty S el b <

Se x é o autovetor associado ao maior autovalor fi,,., de L+U, xT(L—l—
U)z = pmaz(L+U)2"e < 22272, Dal, fnae(L+U) < 22 e o(G) < m.
[

0—0—>0

Figura 4.10: Grafo G

Exemplo 4.14. Considere o grafo G da Figura 4.10. Temos n = 3,
me(G) =2 e ui1(G) = 3. Pelo Teorema 4.3, obtemos o sequinte limite
superior para mc(G): me(G) < 33 =2,5.

Usando o vetor corretor construido na prova do Teorema 4.4, te-
mos: m = 2; uy = %; Uy = —%; Uz = % € tmae(L + U) = 2. Nesse

9
caso o limite superior coincide com me(G): %3 = 2.

Observe que a prova do Teorema 4.4 nos indica uma boa escolha
para o vetor corretor. Certamente uma escolha inadequada do vetor
corretor pode resultar num limite ruim.



Exemplo 4.15. Considere a estrela S,, = Ky ,-1 com o vetor corretor
nulo. Entao

1 1
Znumax(L +U) = Znul(L) = Zn ,

enquanto me(S,) =n — 1= p(S,).
Para Sy temos

1 1
—-4pq (L) = =16 = 4.
4 pa(L) 4

Se considerarmos uw = [—3,1,1, 1] teremos

1 1
Z4/,Lmaw([/ -+ U) = 143 =3= mc(5'4).

4.6 Aplicagoes

Nesta secao veremos algumas importantes aplicacoes da Teoria Es-
pectral de Grafos a Quimica e a Biologia. Usaremos a conectividade
algébrica e o indice do Laplaciano de grafos associados a moléculas e
analisaremos o tipo de informacao obtida através desses parametros,
em cada caso.

4.6.1 Carbonos quaternarios e grau maximo de vértices

Uma arvore com grau maximo menor ou igual a 4 é um grafo molecular
representando isomeros de alcanos (se n é o nimero de vértices o grafo
representa um isomero de C), Ho, o). Temos que A = 1 é satisfeito
apenas pelo etano e A = 2 é satisfeito apenas pelos isomeros de cadeia
linear (normal) de alcanos, ou seja, sem ramificagoes. Temos ainda
que A = 3 indica que a molécula possui apenas carbonos terciarios
e, finalmente, A = 4 indica a presenca de pelo menos um carbono
quaternario.

A partir da desigualdade abaixo [46], relacionando grau méximo e
maior autovalor do Laplaciano,

A+1l<py <A+14+2VA-1,

conhecendo 7 podemos detectar a presenca de carbono quaternario.
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m1 =3,8478 m1 =4,2332 m1 =4,3429

m1 =4,3429 m1 =4,3623 m1 =4,4383

m1 =4,4763 m1 =4,6412 m1 =4,6855
23338, Fooos

m1 =4,6935 m1 =4,8136 m1 =5,0979

% m, = 5,1249 % m, = 51732 % m, = 5,2361
% m, = 5,2819 % m, = 5,3234 % % m, = 5,6458

Figura 4.11: Isémeros do octano; aqui m1 é o maior autovalor do Laplaciano.

Na Figura 4.11, onde apresentamos as arvores quimicas dos isome-
ros do octano, observamos a presenga de carbonos quaternérios (cor-
respondendo a A = 4), nos casos em que p; > b.

4.6.2 RNA (ribonucleic acid) e conectividade algébrica

Este exemplo pode ser encontrado em [52]. O dobramento da molécula
de RN A mensageiro forma estruturas secundérias e terciarias. Por
exemplo, consideremos um RNA mensageiro de fita simples, cuja
sequéncia de bases nitrogenadas é dada por
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CGCUCUGUUUACCAGGUCAGGUCCGAA

AGGAAGCAGCCAAGGCAGAGCCCCC

Figura 4.12: Estrutura secundéria do RN A

A estrutura secundaria é dada na Figura 4.12 e corresponde ao
grafo da Figura 4.13.
Moléculas de RN A biologicamente correlacionadas tendem a ter

estruturas secundarias similares. Portanto, comparar grafos de RN A
pode ser 1util para identificar moléculas de RN A que sao estrutural-
mente, funcionalmente ou evolutivamente correlacionadas. O segundo
menor valor do Laplaciano (conectividade algébrica) é uma medida
de compacidade do grafo: conectividade algébrica grande indica um
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0—0—~0—0

Figura 4.13: Grafo correspondente & estrutura secunddria do RN A

grafo compactado, enquanto conectividade algébrica pequena indica
que o grafo é alongado.

As arvores da Figura 4.14 ilustram a relacao entre conectividade
algébrica e a estrutura do grafo. Em todas elas, a conectividade de
vértices e a conectividade de arestas sao iguais a 1; apenas a conec-
tividade algébrica varia, correspondendo as diversas topologias destas

arvores.
m. =0,1667 m. =0,2384 %

m, = 0,2774 m, = 0,3187

m, = 0,3820 m, = 0,3820
m, = 0,4525 m, = 1,0000

Figura 4.14: Arvores de ordem 8 com conectividades algébricas my crescentes.



4.6.3 Potencial de ionizacao

Em Quimica encontramos algumas aplicacoes da matriz Laplaciana
e seu espectro. Artigos recentes tém explorado a ligagao entre Teo-
ria Espectral de Grafos e propriedades quimicas. Em [46], Gutman,
Vidovi¢ e Stevanovi¢ afirmam que o maior autovalor do Laplaciano
de um grafo molecular é um parametro importante no estudo do es-
pectro fotoeletronico dos hidrocarbonetos saturados. O potencial de
ionizacao dos alcanos é expresso por a + (u; —2)5, 1 <i < n, onde
« e [ sdo constantes empiricas e (pg, ..., tn) € 0 espectro do Lapla-
ciano. Assim, o maior autovalor do Laplaciano representa o primeiro
potencial de ionizacao do respectivo alcano.

4.7 Exercicios

1. Determine o espectro do grafo e o espectro da matriz Laplaciana
do grafo G da Figura 4.15.

Figura 4.15: Grafo G.

2. Determine os espectros da matriz de adjacéncia e da matriz La-
placiana do grafo G da Figura 4.16. Em que classe especial de

grafos ele se encaixa?

Figura 4.16: Grafo G.
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10.

11.

. Um grafo é autocomplementar se ele é isomorfo ao seu com-

plementar. Mostre que ¢(K33) ¢ autocomplementar. Determine
os autovalores de K33 e de seu Laplaciano.

. Mostre que todo grafo G' com conectividade de vértices xk(G) = 2

contém um ciclo.

. Mostre que se T' é uma arvore com pelo menos 3 vértices entao

a(G) < 1. Mostre também que a igualdade é valida somente se a
arvore ¢ uma estrela, ou seja, um grafo isomorfo a K .

. Seja e uma aresta de um grafo G. Prove que a(G—{e}) = a(G)—-2

se e somente se G = K,,.

. Determine a conectividade algébrica de C5 e Ps. Qual delas é a

maior? Suponha que cada um desses grafos modele uma rede que
liga 5 computadores num pequeno laboratério universitario. Qual
das duas redes é menos vulneravel com relagao a interrupcao da
comunicagao entre os computadores?

. Considere um grafo G cuja sequéncia de graus é dada por d(G) =

(2, 3, 4, 4, 3, 2]. Desenhe um grafo com esta sequéncia de graus
e calcule a sua conectividade algébrica. Este grafo tem o ciclo
Cs como seu subgrafo? Dé a conectividade algébrica desse ciclo.
Qual dos grafos tem maior conectividade algébrica? Se ambos
modelassem uma rede, qual delas seria mais vulneravel?

. Seja B a matriz de incidéncia de um grafo G e para uma ori-

entacao qualquer de G, seja [ a matriz de incidéncia do grafo
orientado. Prove que G é bipartido se e somente se exitir uma
matriz diagonal M com entradas £1 tal que M = B.

Seja G o grafo cubo dado na Figura 2.11. Determine as matrizes
de incidéncia B e 3, essa iltima com respeito a uma orientacao
atribuida arbitrariamente. Como j& vimos, esse é um grafo bi-
partido, logo existe uma matriz diagonal M tal que M = B.
Determine M.

Seja o grafo G dado na Figura 4.15. Dé uma orientagao o; para
G e determine a matriz de incidéncia [3,, correspondente a essa



orientacao. Atribua uma outra orientagao o, para G e determine
: Tp _ AT .

Bo,- Verifique se 3, Bo, = 3;,30,. Serd este um resultado que vale

para qualquer grafo G? Para uma resposta afirmativa, prove o

resultado. Em caso contrario, apresente um contraexemplo.

12. Grafos com a mesma sequéncia de graus sempre tém polinomios
caracteristicos iguais e polinomios caracteristicos dos seus Lapla-
cianos também iguais? Justifique sua resposta.

4.8 Notas bibliograficas

Para este capitulo dedicado a matriz Laplaciana, cabe uma nota sobre
um livro bem conceituado entre pesquisadores que aplicam a técnica
espectral de grafos em Ciéncia da Computagao. A autora é F. Chung
[19], que introduz o conceito de Laplaciano normalizado de um grafo.
Muitos resultados, quando decorrentes da definicao de matriz Lapla-
ciana usual aqui estudada, sao validos somente para grafos regulares.
Segundo a autora, a vantagem de se adotar o conceito da matriz La-
placiana normalizada é que os resultados podem ser estendidos para
grafos em geral. No entanto, o livrco de Chung nao é recomendado
para estudantes que estejam se iniciando na area. Novamente, indi-
camos os livros de Teoria Algébrica e/ou Espectral de Grafos, citados
nas Notas Bibliograficas do Capitulo 2, com destaque para os livros
do Godsil & Royle [40] e Beineke & Wilson [10]. Ambos tém capitulos
especiais dedicados a matriz Laplaciana de um grafo.

Vale relatar aqui também, que mais de vinte anos apods ter introdu-
zido o conceito de energia de um grafo, I. Gutman, juntamente com B.
Zhou, estabeleceu em 2006, em [48], um conceito de energia em termos
dos autovalores da matriz Laplaciana. O novo conceito foi concebido
de modo a preservar certas propriedades analogas as do invariante ori-
ginal. De la para cd, a investigacao sobre as propriedades da energia
Laplaciana tem sido objeto de estudo de muitos pesquisadores. Para
maiores detalhes, além do artigo original, recomendamos [79], pela
lista de referéncias que contém.



Capitulo 5

Matriz distancia e matriz
Laplaciana sem sinal

5.1 Introducao

O estudo dos coeficientes e das raizes dos polinomios caracteristicos
das matrizes de adjacéncia e Laplaciana de um grafo tem recebido
muita atencao dos pesquisadores, como ja vimos nos capitulos es-
pecialmente dedicados a tais matrizes. No entanto, dado que estes
polinémios nao sao suficientes para fornecer invariantes de grafos ca-
pazes de caracteriza-los, nem mesmo nos casos mais simples como as
arvores, o estudo de outras matrizes relacionadas a um grafo merece
também a nossa atencao. Assim, vamos dedicar este capitulo as ma-
trizes distancia e Laplaciana sem sinal.

5.2 Matriz distancia

Sob a dtica espectral, os primeiros e interessantes invariantes de um
grafo oriundos da matriz distancia surgiram no estudo de arvores para
modelar problemas de comunicagao e transferéncia de dados, [42]. De
la para cd, alguns outros artigos foram publicados sobre este assunto,
com destaque para [21], [22], [61], [65] e, mais recentemente, para [6] e
[7]. Na literatura de Quimica, o maior autovalor da matriz distancia
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funciona como um descritor da estrutura de arvores e parece inferir
sobre a extensao de ramificacao e de pontos de ebulicao de alcanos,
quando estes sao modelados por arvores, [3] e [78]. Além disso, o
importante indice de Wiener, que veremos aqui, ¢ definido a partir da
matriz distancia de um grafo e hé inimeros artigos publicados nesta

direcio, [3], [4], [35], [54], [55], [62], [66], [68] e [78].

Defini¢ao 5.1. Seja G = G(V, E) um grafo conexo com n vértices.
Para cada par v; e v; € V, seja d;ij = d(v;,v;), a distancia do vértice
v; ao vértice v;. Consideremos que para todo v;, d(v;,v;) = di; = 0.
A matriz distdncia O(G) de G € a matriz quadrada de ordem n
em que as linhas e colunas sao indexadas pelos vértices de G e cuja
entrada correspondente a (v;,v;) € d;;.

Figura 5.1: Grafo G.

Exemplo 5.1. A matriz distancia O(G) do grafo G da Figura 5.1 é

0112 3
10112
oG =1101 2
2110 1
32210

O polinémio caracteristico da matriz distancia O(G) é
Poc)(0) = det(0(G) —01) e seus autovalores sao dados em ordem nao
crescente por 6; > 6y > --- > 6,,. Para o grafo da Figura 5.1, temos
B, = 6,2161, 6y = —0,4521, 05 = —1, 6 = —1,1971 e 65 = —3, 5669.
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Proposicao 5.1. Seja G um grafo conexo de ordem n e seja O(G) a

sua matriz distincia. Se ny(G) € o nimero de autovalores positivos

de O(G) e n_(G), o numero de autovalores negativos, entao ni(G) <

n—1len_(G)<n-—1.

Demonstracao: O(G) é uma matriz simétrica, portanto seus autovalo-

res #;, 1 < i < n, sao todos nimeros reais. Além disso, seu traco é zero.
n

Como este é a soma dos n autovalores da matriz, entao Zei = 0.
i=1

Assim o nimero maximo de autovalores positivos (respectivamente,

negativos) da matriz é n — 1. u

Em 1978, o polinomio caracteristico da matriz distancia pegq) ()
aparece pela primeira vez, num problema de comunicacao de dados
estudado por Grahan e Lovész, [42], que pode ser descrito da seguinte
maneira: deseja-se rotular cada vértice v de um grafo G com uma
N-upla F(v) = (f1(v), fo(v),-- -, fx(v)) de tal modo que cada f;(v) €
{0,1,%} e F “preserve as distancias” em G. Isto significa que para
dois vértices quaisquer u e v de GG, a distancia entre as N-uplas dada
por

d(F(u),F(v)) = |{Z S {172’ T 7N} : {fz(u)7fz(v)} = {07 1}}|

(5.2.1)
deve ser igual a distancia entre os pares de vértices do grafo, ou seja,
d(F(u), F(v)) = d(u,v). (5.2.2)

Por exemplo, sejam os vértices a, b e ¢ de um grafo G aos quais as-
sociamos, respectivamente, as seguintes duplas F(a) = (0,0), F(b) =
(0,1) e F(c) = (1,%). Se a, b e ¢ sao os vértices do triangulo K3 entao
as duplas a eles associadas preservam as suas respectivas distancias
em Kj. E facil mostrar que, para N suficientemente grande, é sempre
possivel encontrar um grafo conexo tal que as N-uplas atribuidas aos
vértices satisfazem a equacao (5.2.2). O problema dificil, e portanto
mais interessante, ¢ o de determinar o menor valor de N, minN =
N(G), para o qual existe uma atribui¢ao F' que verifica (5.2.2). Como
citado em [42], Grahan and Pollak provaram a seguinte proposi¢ao
que nos da um limitante superior para este niimero.



Proposicao 5.2. Seja G um grafo conexo de ordem n rotulado por
N(G)-uplas. Se ny(G) e n_(G) sdo, respectivamente, os nimeros de
autovalores positivos e negativos da matriz distancia O(G), entdo

N(G) > maz{ni(G),n_(G)}.

A matriz distancia nos fornece uma série de invariantes interessan-
tes. Um deles, muito utilizado em Quimica, é definido a seguir.

Definicao 5.2. O indice de Wiener W de um grafo conexo G € a
soma das distancias entre os pares nao ordenados dos vértices de GG,
o0 que corresponde a soma das entradas acima (ou abaizo) da diagonal
da matriz O(G). Mais formalmente,

W = E dij:
1<i<j<n

onde d;; € a distancia entre os pares nao ordenados dos vértices v;, v;
do grafo G.

Em (5.2.3), representamos o indice de Wiener de forma matricial,
onde 1 denota a matriz coluna n x 1 com todas as entradas iguais a 1:

17e1
W = 2@. (5.2.3)

Exemplo 5.2. O indice de Wiener para o grafo da Figura 5.1, cuja
matriz distancia é dada no Exemplo 5.1, € calculado como segue:

(1"0)1=[7 5 5 5 8]

—_ = = = =

Assim, (170)1 =30 e W = 15.
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5.3 Matriz distancia de uma arvore

Até hoje, muito pouco se sabe sobre o polinémio caracteristico da
matriz distancia de um grafo qualquer. No entanto, é surpreendente
que o determinante da matriz distancia de uma arvore nao dependa de
sua estrutura, mas somente de sua ordem, como afirma a Proposicao
5.3, cuja prova estd em [43].

Proposicao 5.3. Se T' é uma drvore com n > 2 vértices entao o
determinante de sua matriz distancia é det(O(T)) = (=1)""Y(n —
1)27-2,

Lema 5.1. Se T' € uma drvore com n vértices e 3 sua matriz de in-
cidéncia associada a uma orientacdo arbitrdria entio 108 = —21I,_;.

Demonstragao: Sejam f = [b;;] a matriz de incidéncia e © = [d;;] a
matriz distancia de T". Temos que b;sd;;b;: = 0, exceto quando 7 é um
vértice inicial da aresta e, que associa a entrada —1 na posicao (i, s)
e j é um vértice inicial da aresta e;, que também associa a entrada
—1 na posicao (j,t) da matriz 5. Assim, b;; = b;; = —1. Sejam entao
as arestas e; = {x,i} e ¢, = {z,7} da arvore T, onde = e z sdo os
vértices finais associados ao valor 1 em S. Assim, Zm.ev bisdijbje =
d;j—d;z—dyj+d,.. Temos os seguintes casos a considerar: (1) Se s = ¢,
as arestas es e e; sao iguais. Assim, d;; = d,, = 0 e d;, = djp = 1.
Logo, Zi,jeV bisdijbjy = —2. (2) Se s # t entdo i = j ou xz = 2.
No primeiro caso, d;j; = 0; dy. = 2 e dj, = dp; = 1. Isto implica
que Zi,jGV bisdijbjy = 0. O segundo caso ¢ andlogo. Falta-nos ainda
considerar os 4 vértices distintos 4, j,x e z na arvore T'. Neste caso,
ou = pertence ao unico caminho de i a z, passando por e; ou ¢ per-
tence ao caminho de x a z, passando também por e;. Como estes sao
casos semelhantes, vamos considerar apenas o primeiro deles que nos
levard as seguintes igualdades: d;; = d,; +1 e d;;, = d,, + 1. Dai,
Zi,jGV bisdijbjt = da:j +1-— d:):z +1-— dij =0. |

Corolario 5.1. Para qualquer drvore T, a matriz distancia O(T) €
invertivel e tal que ny (T)=1en_(T)=n—1.
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A prova do Corolario 5.1 é deixada como exercicio (veja Exercicio
3 da Secao 5.6).

O tnico autovalor positivo #; de O(7") ¢ um invariante muito uti-
lizado em aplicagoes de Quimica, pois ele serve para inferir sobre a
ramificacao e pontos de ebulicao dos alcanos, quando este é modelado
por uma arvore, [78].

Como vimos no Capitulo 3 e utilizamos ha pouco no Lema 5.1, para
um grafo nao orientado GG, B é sua matriz de incidéncia e, quando
atribuimos a G uma orientacao qualquer, consideramos a matriz de
incidéncia [ com respeito a esta orientacao. Além disso, vimos que
BT = L(G), quando L(G) é a matriz Laplaciana de G. Tomemos
K = BTB que também é de ordem m. No caso em que G é uma arvore
T, a préxima proposicao mostra que os n — 1 autovalores da matriz
—2K ! entrelagam-se com os n autovalores de ©(T).

Proposicao 5.4. Seja T uma drvore de ordemn. Se 6y > 0y > -+ >

0, sao os autovalores da matriz distancia O(T) e k1 > kg > -+ > Ky
sdo os autovalores de K(T) entdo 0 > =2 > @, > =2 > ... > =2 >

K1 K2 Kn—1
0,.

Demonstracao: Sabemos que [ é uma matriz de posto n—1 e como T'
é uma arvore, m =n — 1. Logo, # tem n — 1 colunas linearmente in-
dependentes. Noés vamos aplicar o procedimento de ortonormalizacao
de Gram-Schmidt sobre estas colunas, o que pode ser feito por uma
sequéncia finita de operacoes. Assim, existe uma matriz M de ordem
n — 1 cujas colunas formam um conjunto de vetores ortonormais. Sa-
bemos ainda que os vetores-coluna de [ e os de SM geram um mesmo
espago vetorial e que em cada coluna de 8 ha exatamente duas entra-
das nao nulas, uma 1 e outra, —1. Seja 1 a matriz coluna n x 1 com
todas as entradas iguais a 1. Sendo 1 ortogonal a toda coluna de f3,
temos que 1 serd ortogonal a toda coluna de SM. Em particular, a
matriz particionada U = (M | \/%7) ¢ também ortogonal. Fagamos

MTgTepM ML

UTo(G\U = oSy ool
N n

onde R = ©1 é o vetor-coluna resultante das somas das linhas de ©(T)
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e W = 121 § o indice de Wiener, dado pela equagao (5.2.3). Sabemos
que a rela(;ao de semelhanca entre matrizes preserva o espectro. Em
particular, preserva o espectro da matriz distancia ©(7"). Do Lema
5.1, a submatriz principal de UTO(T)U é —2MT M.

Recordemos, agora, que para K = AB73, a matriz M foi esco-
lhida de modo que as colunas de SM fossem ortonormais. Assim,
MTKM = MTL(T)Y'L(TYM = I,_, eentao M *K-Y (M)t =1,_,.
Ou seja K~1 = MM?. Isso nos leva a concluir que K~' e MM tém
também o mesmo espectro. Assim, ao aplicarmos o entrelacamento de
Cauchy, Teorema 2.1, chegaremos ao resultado desejado. ]

Corolario 5.2. Seja T uma drvore de ordem n. Se 67 > 92 2 >0,

s@o os autovalores da matriz distancia O(T) e py > pg > -+ > un 1,
0s autovalores positivos da matriz Laplaciana L(T), entao 0 > =2 >
O > 22> > =2 >0,

A prova do Corolario 5.2 decorre do Exercicio 6, da Se¢ao 5.6.

Figura 5.2: Arvore 7.

Exemplo 5.3. Seja T a drvore da Figura 5.2. Os autovalores da
matriz Laplaciana L(T) sdo 5,32340;3,41421; 2,35793; 1;1; 0, 58579;
0,31867;0. Os autovalores da matriz K = BT de ordem 7, sdo exzata-
mente os autovalores positivos de L(T). Ao tomarmos os autovalores
de ©(T), 16,0683; —0, 3869; —0,6625; —1,2355; —2; 2 —3,5063;

—6,2770, € aplzcarmos 0 Corolamo 5.2, obtemos 0 >3 32340 = —0, 37569
> —0,3869 > 3,4*1—42121 = —0,58578 > —0,6625 > 273;% = —0,8482
>—12355>——2=—2>—2>‘72=—2>—2205?;?79:

—3,41419 > —3,5063 > —6,2760 > —6,2770.

0,31867 31867
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Em geral, as entradas de ©(G) sdo muito maiores que as respectivas
entradas da matriz de adjacéncia A(G). Assim, os coeficientes de pg(a)
tendem a ser muito maiores que seus correpondentes em pg. Conse-
quentemente, poderiamos pensar que pe(g) tem mais chance de nos
levar a distinguir arvores nao isomorfas que o polinémio caracteristico
da matriz de adjacéncia. No entanto, aqui nossa intuicao falha, pois
tanto numa quanto na outra matriz, a medida que n cresce, cresce
também o ntmero de pares de arvores nao isomorfas e coespectrais a
elas relacionadas, [59]. Na Figura 5.3 estd o menor par de arvores co-
espectrais relativamente as respectivas matrizes de adjacéncia. Ambas
tém 8 vértices e sao nao isomorfas. Ja na Figura 5.4, estao as meno-
res arvores com os polinomios caracteristicos das respectivas matrizes
distancia iguais. Ambas sao nao isomorfas e tém 17 vértices. Este
ultimo exemplo ¢é devido a McKay, [59].

gasSioee

Figura 5.3: O menor par de drvores nao isomorfas com o mesmo espectro em relagao as
suas respectivas matrizes de adjacéncia

st podoid

Figura 5.4: O menor par de arvores nao isomorfas com o mesmo espectro em relagao as
suas respectivas matrizes distancia

Para terminar a secao, vamos enunciar a Proposi¢ao 5.5, que re-
laciona o indice de Wiener de uma arvore com os autovalores de sua
matriz Laplaciana. Embora sua demonstracao fuja ao escopo deste



texto (ela pode ser encontrada em [65]), o objetivo de inserirmos este
resultado aqui é para observarmos como os invariantes de um mesmo
grafo determinados por matrizes diferentes se relacionam de alguma
forma.

Proposigao 5.5. Sejam T uma drvore de ordemn e pu;, 1 <i <n, os

n—1
1
autovalores da matriz Laplaciana L(T). Temos que W (T) =n E —.
. 1}
i=1

5.4 Matriz Laplaciana sem sinal

A matriz Laplaciana sem sinal, via espectro e invariantes dele deri-
vados, embora nao seja suficiente para permitir a caracterizacao de
grafos, parece garantir a existéncia de um nimero muito maior de
grafos que podem ser caracterizados pelo seu espectro que a Laplaci-
ana, que por sua vez parece mostrar-se mais eficiente que a matriz de
adjacéncia no auxilio a realizagao desta tarefa, [31] e [80]. De acordo
com Cvetkovi¢ [31], simulagoes feitas por Dam e Hammers [33] con-
firmam tais suspeitas. Além disso, Zhu e Wilson [80] estenderam as
simulagdes de Dam e Hammers [33], confirmando que o espectro da
matriz Laplaciana sem sinal é mais eficaz no reconhecimentos de gra-
fos, se comparado ao espectro da matriz de adjacéncia e, até mesmo,
da Laplaciana, dentre outras matrizes por eles testadas, [2] e[31].

Definicao 5.3. A matriz Laplaciana sem sinal de um grafo G
€ dada por Q = D + A, onde D € a matriz diagonal cujas entradas
sao o0s graus dos seus vértices e A € a sua matriz de adjacéncia. O
polinédmio caracteristico da matriz Laplaciana sem sinal é
denotado por po(A) e seus autovalores sao denotados por ¢ > g >
ces > qp, Sendo g1 o indice de ().

De acordo com a definicao acima, se nos reportarmos ao Capitulo
3, veremos que a matriz Laplaciana sem sinal ja é nossa conhecida.
Do Lema 3.2, ela é exatamente a matriz BB”, onde B é a matriz de
incidéncia associada a um grafo nao orientado. Também vimos, no
Lema 3.1, que vale a seguinte equagao matricial para um grafo G com
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m arestas: BT B = 2I,, + A({(GQ)), onde I,,, é a matriz identidade de
ordem m e A({(G)) é a matriz de adjacéncia do grafo-linha de G.

O resultado a seguir mostra a relacao entre os polinémios carac-
teristicos da matriz de adjacéncia do grafo-linha e da matriz Laplaci-
ana sem sinal de um grafo.

Proposicao 5.6. Seja G um grafo com n vértices e m arestas, {(G)
o seu grafo-linha e QQ a sua matriz Laplaciana sem sinal. Temos que
Pucy(A) = (A +2)""po(A +2).

Demonstracao: Sejam A(G) a matriz de adjacéncia de G, B sua ma-
triz de incidéncia e D(G) a matriz diagonal dos graus de seus vértices.
A prova decorre das seguintes identidades BBT = A(G) + D(G) e
BTB = ((G) + 21I,,, oriundas dos Lemas 3.1 e 3.2. ]

Tal como ocorre com a matriz de adjacéncia, é possivel expressar
o nimero de arestas de um grafo em funcao de um dos coeficientes de
po(A), como nos diz a préxima proposicao.

Proposigao 5.7. O numero de arestas de um grafo G com n vértices
; —P1 P . _ A

€ igual a — onde p1 € o coeficiente de \"~' no polinémio carac-
teristico de Q).

Demonstracao: O traco da matriz Laplaciana sem sinal é a soma dos
graus dos vértices de GG, que por sua vez é 2m, onde m o nimero de
arestas de G. Pelo mesmo resultado de teoria de matrizes utilizado
na demonstracao de 2.1, este valor é também a soma das raizes do
polinémio caracteristico de ) e o valor —p; do coeficiente do termo

A"~ 1 deste polindomio. Assim, m = =L, =
; 2

A Proposigao 5.8 dd um limite superior e outro inferior para o indice
de Q(G) em funcao dos graus dos vértices de G.

Proposicao 5.8. Seja G um grafo com n vértices e m arestas, cuja
sequéncia de graus € dada por dy > dy > -+ > d,. Para todos v; e v,
vértices adjacentes em G, min{d; + d;} < ¢; < max{d; + d;}.

Demonstragao: O grafo-linha ¢(G) de G tem seu maximo autovalor
igual a ¢ — 2. Seja e;; uma aresta de G cujos vértices terminais sao v;
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e v;. Faca u ser o vértice de ¢(G) correpondente a aresta e;;. E l16gico
que o grau de u ¢ igual a d; + d; — 2. Entao, temos que

min{d; + d; — 2} < ¢ — 2 < max{d; + d; — 2}.

Dai e do Proposicao 5.6, temos o resultado. ]

Para todo grafo G, sabemos que a matriz Laplaciana L(G) é uma
matriz positiva semidefinida e singular. Consequentemente, u, = 0.
Além disso, se G é conexo entao u, 1 # 0 e este valor é conhecido
como conectividade algébrica do grafo. Embora @) seja também posi-
tiva semidefinida, ela nao é necessariamente singular. Isso s6 acontece
quando G ¢é um grafo bipartido, como podemos ver na proxima pro-
posicao. Diferentemente do restante destas Notas, as demonstracoes
de algumas das proposicoes desta secao dependem de resultados nao
provados aqui, mas que podem ser encontrados em [24] e[29].

Proposigao 5.9 ([31]). A matriz Laplaciana sem sinal de um grafo
G € singular se e somente se G € um grafo bipartido.

Demonstracao: Suponhamos que a matriz Laplaciana sem sinal () de
um grafo G seja singular, ou seja, que det(Q)) = 0. Logo, @) tem
um autovalor nulo e do Proposigao 5.6, o autovalor —2 em ¢(G) terd
no minimo multiplicidade m —n + 1, onde n é a ordem de G e m
¢ o numero de suas arestas. Do Teorema 2.2.4 [29], segue que G é
bipartido. No outro sentido, suponhamos que G nao é bipartido; no-
vamente do Teorema 2.2.4, [29], /(G) tem —2 como autovalor com
multiplicidade m — n. Assim, () nao podera ter autovalor nulo. Logo,

det(Q) # 0. u

Proposigao 5.10. Para grafos bipartidos, o espectro da matriz Lapla-
ciana sem sinal € igual ao espectro da Laplaciana, ou seja, para todo

Demonstracao: Como G é bipartido, seu conjunto de vértices pode
ser particionado em dois subconjuntos V; e V5 tais que se dois vértices
sao adjacentes entao eles estao em subconjuntos distintos. Seja U a
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matriz diagonal com u; =1, se v; € Vi e uy; = —1, se v; € V5. Temos
que U é invertivel com U~! = U. Sejam A, a matriz de adjacéncia, e
D a matriz diagonal dos graus dos vértices de G. Sendo D e U ambas
matrizes diagonais, elas comutam entre si. Além disso, é facil mostrar
que UAU! = —A. Usando todos estes fatos, podemos mostrar que
ULU™' = Q. Logo, L e Q sao matrizes semelhantes e, por isso, seus
polinomios caracteristicos sao iguais. Consequentemente, elas tém o
mesmo espectro. [ |

Para os grafos regulares, a Proposi¢ao 5.11, que pode ser encontrada
em [31], mostra que o espectro da matriz Laplaciana sem sinal pode
ser determinado tanto a partir do espectro da matriz de adjacéncia
de G' como da sua matriz Laplaciana. Isto é muito interessante, pois
com este resultado, toda a teoria ja desenvolvida para as matrizes
de adjacéncia e Laplaciana pode ser diretamente transferida para a
Laplaciana sem sinal, pelo menos para os grafos regulares.

Proposicao 5.11. Sejam G um grafo reqular de grau r, L sua matriz
Laplaciana e QQ sua matriz Laplaciana sem sinal. Temos que pg(\) =
po(A+7) eog(X) = (—=1)"po(2r—A+r), onde o(X) indica o polindmio
caracteristico de L.

Demonstracao: Para provar a primeira equacao é suficiente lembrar
que D =rle A= (Q—rl e, para provar a segunda, basta recordarmos
que L =2D —Q =2rl — Q. [ ]

Da Proposigao 5.10 e como o¢(A) = pg(A), ao aplicar a Proposigao
5.11, temos que, para grafos regulares bipartidos, o polinomio ca-
racteristico da matriz Laplaciana sem sinal é independente das duas
equacoes dadas no tltimo resultado. Ainda temos que os graus e o
nimero de componentes conexas de um grafo regular podem ser de-
terminados do polinomio caracteristico da matriz Laplaciana sem sinal
do grafo, conforme a Proposi¢ao 5.12, [29].

Proposicao 5.12. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Entdo
G € reqular se e somente se ng; = 4m e, neste caso, 0s graus de seus

Lo . . q1 p p S
vértices sao iguais a b e o numero de componentes ¢ a multiplicidade



de qi.

Demonstracao: Seja G um grafo r—regular. Do Teorema 3.22 em [24],
temos que r é o indice de G e do Teorema 3.23, também em [24], este
é um autovalor simples do grafo. Sendo G regular,

m= (5.4.4)

Da Proposicao 5.11, ¢ = 2r e este é um autovalor simples de (). Ao

substituirmos r = 4 na equagao 5.4.4, temos 4m = ng;. O nimero
de componentes decorre de que para um grafo regular conexo, ¢; ¢ um

autovalor simples de G. [ ]

5.5 Coespectralidade e aplicacoes

O espectro de um grafo é largamente utilizado em teoria dos grafos
para caracterizar suas propriedades estruturais. No entanto, o espec-
tro nao tem sido muito empregado quando se deseja associar e/ou
comparar dois desses grafos. Ha duas fortes razoes para isso. A pri-
meira é que, como ja vimos, dois ou mais grafos podem compartilhar
o mesmo espectro e a segunda, é que o espectro muda drasticamente
com uma pequena troca feita no grafo, por exemplo, insercao, troca
ou retirada de uma ou mais arestas e/ou de vértices. Embora esses
fatores sejam negativos, quando se pensa no emprego do espectro em
problemas relacionados a comparagao de grafos, nao é necessariamente
verdade que eles nao possam ser aplicados a tais problemas pois, como
sabemos, eles sao muito tteis nas areas de visao computacional e reco-
nhecimento de padroes, onde a utilizacao da representacao de grafos
pode induzir medidas de similaridades dos padroes a serem reconhe-
cidos. Em geral essas medidas sao definidas empiricamente. Por isso,
Zhu e Wilson procuram mostrar em seu artigo [80], como o ferramental
da Teoria Espectral de Grafos pode ser aplicado para determinar mais
formalmente tais medidas. Dado que ha diversas matrizes associadas
a grafos, dentre elas as de adjacéncia, Laplaciana e Laplaciana sem si-
nal, aqui estudadas, seria muito 1til uma analise comparativa entre as
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mesmas, para se tentar determinar quais produzem um ntmero menor
de pares de grafos coespectrais nao isomorfos. Isto é o que veremos a
Seguir.

Cospectral Graphs
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Figura 5.5: Indice de incerteza de grafos coespectrais até 11 vértices.

Definigao 5.4. Se dois grafos G e H sao nao isomorfos e coespectrais

com respeito a uma matriz M entdo eles formam um par coespectral

com respeito a M. Seja G, um conjunto finito de grafos de ordem

n, e G um subconjunto em que cada grafo tem um par coespectral em
(9

Gn— G com respeito a M. De acordo com [31], a razdo 16 é chamada

de incerteza coespectral de ordem n com respeito a M.

A incerteza coespectral de ordem n < 11 com respeito a matriz de
adjacéncia, denotada por r,, e com respeito a matriz Laplaciana sem
sinal, denotada por s,,, determinadas por Haemers e Spence e citadas
em [31], estdo na Tabela 5.1. A incerteza coespectral com respeito
a matriz Laplaciana, denotada por £, sera utilizada mais adiante na
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n 4 5 6 7 8 9 10 11

Tn 0 0.059 0.064 0.105 0.139 0.186 0.213 0.211

s, 0.182 0.118 0.103 0.098 0.097 0.069 0.053 0.038
Tabela 5.1: Incertezas coespectrais para A(G) e a Q(G), com G até 11 vértices
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Figura 5.6: Indice de incerteza associado & A(G), com G de até 21 vértices.

Tabela 5.2. De acordo com [80], esses pesquisadores investigaram a
coespectralidade de grafos de até 11 vértices. Segundo eles, a matriz
de adjacéncia parece a pior representacao, a matriz Laplaciana é su-
perior e a matriz Laplaciana sem sinal é melhor ainda, em termos de
nao produzir um grande numero de pares coespectrais de grafos. A
Laplaciana sem sinal contribui com um maéaximo de 3.8% desses pares,
para grafos de até 11 vértices, conforme a Figura 5.5 e a Tabela 5.1.
Isso parece uma taxa muito boa, se comparada com as taxas das ou-
tras matrizes e se considerado o nimero de vértices dos grafos (ainda

pequeno) nas simulagoes realizadas.
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Ainda de acordo com [80], Schwenk mostrou que para n suficien-
temente grande, “quase todas as arvores” sao coespectrais, ou seja, a
menos de um numero finito delas, as demais constituem pares nao iso-
morfos coespectrais. Isto nao é muito bom, na medida que desejamos
uma representacao de grafos com uma pequena percentagem de grafos
com tais propriedades. Foi entdao que Zhu e Wilson, [80], decidiram
estender as simulacoes feitas anteriormente pelos pesquisadores ja ci-
tados e investigaram a coespectralidade das arvores de até 21 vértices.
Veja as Figuras 5.6 € 5.7 e a Tabela 5.2.

Fraction of L-cospectral Trees
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Figura 5.7: Indice de incerteza associado & L(G) com G de até 21 vértices.

Como as arvores sao grafos bipartidos, segundo a Proposicao 5.10,
seus espectros em relacao as matrizes Laplaciana e Laplaciana sem
sinal coincidem. Assim, podemos constatar que, no caso das arvores,
a incerteza coespectral associada & matriz Laplaciana (e, portanto a
Laplaciana sem sinal) é muito menor (préximo a zero) que aquela cor-
respondente & matriz de adjacéncia (em torno de 22%). Embora isto



Coespectralidade e aplicacoes 117

n 8(7T) Tn by =3, A(T)&L(T)
8 23 0.087 0 0
9 47 0.213 0 0
10 106 0.075 0 0
11 235 0.255  0.0255 2
12 551 0.216  0.0109 2
13 1301 0.319 0.0138 2
14 3159 0.261  0.0095 10
15 7741 0.319  0.0062 2
16 19320  0.272  0.0035 14
17 48629  0.307  0.0045 40
18 123867 0.261  0.0019 38
19 317955 0.265 0.0014 64
20 823065 0.219  0.0008 148
21 2144505 0.213  0.0005 134

Tabela 5.2: indices coespectrais para A(T), L(T) e A(T)&L(T).

nao contrarie o resultado de Schwenk para as arvores, podemos espe-
rar que com relacao aos pares coespectrais de grafos nao isomorfos,
mesmo para as arvores, a matriz Laplaciana sem sinal é, sem duvida,
uma boa escolha para representacao dos grafos. A Tabela 5.2 discre-
tiza os resultados ilustrados nas Figuras 5.6 e 5.7, [80].

Naturalmente que os indices coespectrais r, e £,, nas 3* e 4% colu-
nas da Tabela 5.2, correspondem, respectivamente, as matrizes A(T),
L(T) (esta ultima, dado que 7' é uma arvore, ¢ igual a Q(T")). Dali,
podemos deduzir que a matriz Laplaciana é claramente superior a de
adjacéncia para as arvores das ordens consideradas. Além disso, a
sequéncia gerada por esses indices tende a decrescer, sugerindo que
eles podem ser despreziveis para arvores muito grandes. A tendéncia
da sequéncia gerada pelos indices da matriz de adjacéncia é menos
definida, mas parece decrescer depois de 15 vértices. Os resultados de
Zhu e Wilson, [80], parecem confirmar aqueles de Haemers e Spence.
A 1ltima coluna da Tabela 5.2 mostra o nimero de pares de arvores
que sao ao mesmo tempo coespectrais em relagao a A e a L e sendo,
cada valor considerado de n, muito pequeno. Como ¢é possivel que
as arvores (no caso geral, os grafos) de cada par ndo sejam correla-



cionados entre si, a combinagdo desses dois espectros (no caso das
arvores) e de trés ou mais espectros (no caso dos grafos) poderia ser
utilizada nos problemas de comparacao e/ou relacionamento de grafos
tao necessarios para o reconhecimento de padroes.

5.6 Exercicios

1. Construa um grafo conexo G e rotule seus vértices com triplas
da forma F(v) = (f1, f2, f3) onde f; € {0,1,—1,%} e tal que I’
“preserve as distancias” em G. E possivel encontrar um grafo
conexo em que os vértices fossem rotulados com duplas em vez
de triplas?

2. Seja o grafo G da Figura 5.8. Calcule ©(G), o indice de Wiener
de G e pe)-

O O O

Figura 5.8: Grafo G.

[©N

3. Prove que para qualquer &rvore T, sua matriz distancia ©(T")
invertivel e tal que o nimero de autovalores negativos de ©(7)
n — 1. Veja Corolario 5.1.

[©N

4. Os alcanos, também chamados parafinas, sao hidrocarbonetos
alifaticos saturados, de férmula geral C), Hs,15. Eles se apresen-
tam em cadeias lineares ou ramificadas. Os alcanos lineares sao
designados através de prefixos seguidos do sufixo ““ano”. Por
exemplo, na Figura 5.9, temos a representacao do alcano, 2,2, 4-
trimetilpentano, que é utilizado para definir um tipo de com-
bustivel, [76] e a arvore T' que representa este alcano. Determine
o indice de Wiener para T'.



Exercicios 119

C||-|3 C||-|3

CH;— C ——CH;——CH——CH,

CH,

Figura 5.9: Um alcano 2,2, 4-trimetilpentano e a drvore que o representa.

5. Dé uma orientagao qualquer para as arestas da arvore T' da Fi-
gura 5.9 e determine sua matriz de incidéncia 5. Vimos na Secao
5.2 que K(T) = 87O©. Mostre que K(T') = —21I,,_10(T). Atribua
a T uma outra orientacao e mostre que a equagao anterior inde-
pende da orientacao considerada, conforme visto no Capitulo 3.
Calcule os espectros da matriz distancia ©(7") e da matriz K (7T').
Verifique que os seus autovalores se entrelagam, conforme a pro-
posicao 5.4.

6. Prove que os autovalores positivos da matriz Laplaciana de T,
L(T) sao iguais aos de K(T').

7. Quantas arestas tem um grafo G de 50 vértices, sabendo-se que o
coeficiente do polinomio caracteristico de sua matriz Laplaciana
sem sinal ) é p; = —19507

8. Determine o indice ¢; da matriz Laplaciana sem sinal de um grafo
conexo 4-regular com 15 vértices. A partir de ¢, determine o
indice \; da matriz de adjacéncia A(G) e o indice uy da matriz
Laplaciana L(G).

9. Enumere todas as arvores nao isomorfas com n = 8 vértices.
Verifique se ha pares coespectrais em relacao a A(T') e em relagao
a L(T). Comprove que as taxas 1g e lg sao as dadas na Tabela
5.2.



10. Enumere todos os grafos conexos nao isomorfos com n = 5 vértices.
Verifique se hé pares coespectrais em relagao a A(G), em relagao
a L(T) e em relacao a Q(G). Comprove que as taxas 5, S5 € l5
sao as dadas na Tabela 5.1.

5.7 Notas bibliograficas

Esse capitulo aborda as matrizes de distancia e Laplaciana sem sinal,
que ao contrario das matrizes tratadas nos capitulos anteriores, sao
muito pouco (ou quase nada) abordadas nos livros de Teoria Algébrica
e/ou Espectral dos Grafos. No entanto, o interesse pelo seu estudo,
para descobrir como elas podem determinar propriedades estruturais
dos grafos, vem crescendo muito nos dias atuais. Isto se deve as
aplicagoes praticas em Quimica e Ciéncia da Computacao que, cada
vez mais, vem se utilizando de invariantes decorrentes dessas matri-
zes. Assim, as recomendagoes que fazemos se limitam a artigos. No
caso da matriz distancia, em Grahan & L. Lovasz podemos encon-
trar a caracterizacao do polinémio caracteristico para as arvores, que
surpreendentemente, independe de sua estrutura. Ha outros artigos
tedricos com esse enfoque: [6], [7], [21], [22] e [61] e muitos outros,
que nos levam ao uso de invariantes aplicados a Quimica. Indicamos
também [3], [46], [62] e [66]. Em reconhecimento de padroes e pro-
blemas de visao computacional, o uso da matriz distancia aparece em
[69].

Segundo Cvetkovi¢, Rowlinson & Simi¢ [31], tendo em vista as si-
mulagoes feitas em [33] e [80], o baixo indice de coespectralidade da
matriz Laplaciana sem sinal ¢ a principal motivacao para o seu recente
estudo. D.Cvetkovié¢ e Simi¢ véem desenvolvendo uma Teoria Espectral
de Grafos baseada nas propriedades desta matriz, [26], [27] e [28].
Temos ainda o texto de Zhu e Wilson [80], que motiva os pesquisadores
em visao computacional e reconhecimento de padroes a utilizarem todo
o vasto ferramental da Teoria Espectral dos Grafos, principalmente os
invariantes que poderao decorrer da matriz Laplaciana sem sinal.
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