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Prefacio

Estas notas sao a evolugao de ideias e conhecimentos agrupados atra-
vés do trabalho de orientagao de alunos de Iniciacao Cientifica e de
Pos-Graduagao da UFRGS e das oportunidades que tive de lecionar
as disciplinas Modelagem e Previsao de Ondas Ocednicas do Programa
de Pos-Graduacao em Geociéncias da UFRGS e Ondas Atmosféricas
e Ocednicas do Programa de Pos-Graduacao do INPE.

As notas sao divididas em quatro capitulos auténomos mas inter-
ligados em varios pontos. No capitulo 1, apresentamos as equagoes
governantes deterministicas para a propagacao de ondas aquaticas em
uma superficie livre sem influéncia do vento. Descrevemos a teoria
classica e a linearizacao baseada na hipdtese de ondas com amplitu-
des pequenas. No capitulo 2, a teoria linear é usada para examinar
o problema de difracao e radiacao de ondas por obstaculos flutuantes
ou submersos. Um apanhado sobre a interacao de ondas com obstacu-
los finos através de equagoes integrais hipersingulares é desenvolvido
e concluimos com breves relatos de aplicagoes & industria offshore.
Iniciamos o capitulo 3 estudando problemas lineares transientes com
aplicagao a descricao matematica da propagacao de tsunamis. Poste-
riormente abordamos alguns toépicos da teoria nao-linear de ondas em
agua, principalmente aqueles para aguas profundas. Aproximacoes
e teorias nao-lineares para ondas em aguas rasas nao sao tratadas.
Por fim, no capitulo 4, apresentamos a descri¢ao estatistica de ondas
ocednicas e o conceito de espectro de ondas. Uma deducao da equa-
¢ao do balanco baseado em principios variacionais é delineada para
concluirmos com o problema de previsao de ondas oceanicas.
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O material aqui contido pode ser apresentado parcialmente de va-
rias formas sem prejuizo para seu entendimento e continuidade. Pos-
siveis abordagens parciais das notas sao

° ’Capitulo 1 ‘ — ’ Capitulo 2‘

° ’Capitulo 1‘ — ’Seg()es 3.1a 3.3‘

. ’Capitulo 1‘ — ’Se(;ées 3.4 a 3.9‘

° ’Capitulo 1 ‘ — ’Capitulo 3‘

. ’Capitulo 1‘ — ’ Secoes 3.7 e 3.8‘ — ’Capitulo 4

Em relagao a versao impressa de 2006, algums erros de digitacao
foram corrigidos e adigoes pontuais foram feitas. Uma nova segao
sobre a equacao de declividade suave foi incluida no capitulo 2.

Porto Alegre, 24 de setembro de 2011.
Leandro Farina



Capitulo 1

Ondas em Agua

1.1 Equagoes Governantes do Fluido

Nosso objetivo é formular um problema de valor de contorno geral que
permitira deduzir caracteristicas béasicas acerca de ondas aquéaticas de
superficie. Nesta primeira aproximacao, nao sera considerada a for-
cante do vento. A principal forca restauradora é gravidade e a variacao
da densidade da agua no tempo e espacgo é bastante pequena em to-
das situagoes de interesse pratico. Assim, as equagoes de movimento
para um fluido incompressivel; a conservacao de massa (equagao da
continuidade)

V-u=0 (1.1.1)
a conservacao de momento (equagao Navier-Stokes),
0 P
(—+u-V>u: —V<—+gz> + vAu, (1.1.2)
ot p

sao aplicaveis. Aqui, u(x,t) = (u,v,w) é o vetor de velocidade, P(x,t)
denota a pressao, p densidade da agua, g, a aceleracao da gravidade.
v € a viscosidade cinematica e  é um ponto com coordenadas carte-
sianas (x,y, z) com o eixo-z verticalmente para cima.

Na agua, v ¢ da ordem de 0.01 cm?/s e o termo do Laplaciano
em (1.1.2) é insignificante exceto onde o gradiente de velocidade e
vorticidade sao muito grandes. Portanto, assumindo que o fluido é
nao viscoso, a equacao (1.1.2) se reduz a

(%+u~v>u=—v(§+gz), (1.1.3)
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conhecida como equagao de Euler.
Discutiremos agora a lei de conservagao de circulagao. Ela estabe-
lece que num fluido nao-viscoso, a circulagao I'¢, dada por

Fc(t)—fu dr +v dy +w dz,
c

é constante no tempo, para qualquer curva C consistindo das mesmas
particulas do fluido.

Assumir que esta constante é zero nao é restritivo do ponto de vista
de aplicagoes fisicas, uma vez que este caso ocorre em circunstancias
importantes, sempre que o fluido tenha estado em repouso ou tenha
tido velocidade constante num determinado instante.

Entao, assumimos que I'¢(t) = 0 para todas curvas fechadas C.
Esta condigao resulta em vérias simplificagoes matematicas que sao
de grande utilidade. Primeiramente, deve ser notado que do teorema
de Stokes, segue que o rotacional de u se anula globalmente, ou seja,

V X u=0. (1.1.4)

Portanto o escoamento é irrotacional. Como é bem conhecido, a equa-
cao (1.1.4) é equivalente ao fato que existe um potencial de velocidade
® tal que

u=Vo. (1.1.5)

Portanto, da equagao da continuidade (1.1.1) tem-se que o potencial
de velocidade satisfaz a equacgao de Laplace

02?d 9’0 9*d
=22 Tap o =" (1.1.6)

Adicionalmente, fazendo uso da indentidade vetorial

Ad

u?
u~Vu:V7—u><(V><u)

e da irrotacionalidade, a equagao de Euler simplifica a

9 1., P
Integrando (1.1.7) obtemos a chamada equagao de Bernoulli
0P

1 P
—— 4+ Z|VP|? = —— + At 1.1.
o VI gz ==+ A, (118)
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onde A(t) é uma funcao de ¢ mas nao das variaveis espaciais. Podemos
tomar A(t) = 0, sem perda de generalidade, expressando ® na forma
® + [ f(t)dt, sem afetar o campo de velocidades.

1.2 Condigoes de Fronteira

O dominio considerado é de um oceano ilimitado horizontalmente e
com uma fronteira superior, chamada de superficie livre, representando
a interface ar-dgua e a fronteira inferior, determinada pela batimetria.

A seguir, postularemos as condicoes de fronteira exatas a serem
empregadas para completamente definir um problema. Apos a linea-
rizacao das equagoes, poderemos obter solucoes que serao usadas para
deduzir, nas subsecoes 1.3.1, 1.3.2 e 1.3.3, diversas propriedades de
ondas de superficie assim como para representar a superficie oceé-
nica através de uma superposicao linear de componentes, obtendo-se
o conceito de espectro de amplitude, como veremos no capitulo 4.

1.2.1 Condigoes Cineméaticas
Seja
2 = na,y,) (1.2.9)

a equacao que define a elevagao da superficie livre. A condicao de
fronteira cinematica impoe que sua derivada material seja nula:

D
Dt
Fisicamente, esta condigao requer que a superficie (1.2.9) se mova com
o fluido, de modo a sempre conter as mesmas particulas dele. Assim,

(z = n(z,y,1)) = 0. (1.2.10)

%
ou
od  0On
&_E_(u.v)n_(), em z = n(x,y,t). (1.2.11)

A equagao (1.2.11) é a condi¢do cinemdtica da superficie livre.
Para fluidos nao-viscosos, o fundo também constitui uma fronteira
que move com o fluido. Denotando o fundo impermeével por

2z =H(z,y,t),
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temos que
%(Z—H(f,y,t))zo, emz="H
ou
od OH

que representa a condi¢do de fronteira de fundo.
Para fundos estacionérios, (1.2.12) se reduz a

0P
— —(u-V)H=0, emz=H, (1.2.13)
0z

ao passo que para um fundo horizontal fixo H = —h, a condigao de

fronteira nele é simplesmente

0P
0z
o que é fisicamente entendida, apenas de consideragoes elementares.

No caso de ondas em dguas profundas, a condicao de fundo pode
Ser expressa por

0, emz=—h, (1.2.14)

0P

5 0, z— —o09, (1.2.15)

1.2.2 Condigao Dinamica

A condig¢ao dindmica diz repeito a forgas. Sendo a tensao superficial
desprezivel para comprimentos de ondas de nosso interesse, requer-se
entdo que a pressao seja prescrita em z = n(z,y,t). Portanto, apli-
cando a equagao de Bernoulli (1.1.8) na superficie livre e observando
que a pressao imediatamente embaixo desta superficie deve ser igual
a pressao atmosférica P,, obtemos a condicao dindmica da superficie

livre P 90 1
— 2= — + |V =1. 1.2.16
p gn + oy + 2\V I emz=n ( )

1.2.3 Condicao Combinada

E possivel combinar as condi¢des (1.2.11) e (1.2.16) eliminando 7, e
obtendo uma tnica condicao de superficie livre. De fato, usando a
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indentidade vetorial

u.va_q)_lguﬁ

ot 20t

e as duas condicoes de superficie livre, temos

9

DP 9% 0% Ouf
Dt p oz Yoz ot

1
+§u~V\u|2:O em z = 1.

Se P, for constante, a condi¢cao acima torna-se

2P ® ul? 1
%7+gg—z+a|at| +§u~V\u|2:O emz =1). (1.2.17)

A equagao (1.2.17) expressa a condi¢ao de superficie livre combi-
nada e sua presenca em um problema equivale & imposi¢gao de ambas as
condigoes (1.2.11) e (1.2.16). Note nao apenas a existéncia de termos
nao-lineares em (1.2.17), como também o fato que 7 ¢ incognita.

O problema composto pela equacao de Laplace e as condigoes ci-
nematicas e dinadmica acima é denominado problema completamente
nao-linear. Devido & sua complexidade, a solucao tera que ser pro-
curada numericamente ou por meio de aproximacoes assintoticas e da
teoria da perturbagao. No capitulo 3, consideraremos aspectos da te-
oria nao-linear de ondas em agua. Contudo, linearizando e assumindo
movimentos periddicos no espago e no tempo é possivel obter solugoes
analiticas para o problema de ondas em agua. Isto seré feita na secao
seguinte.

1.3 Linearizacao e Solucao

Assumindo que a amplitude das ondas é pequena comparada com o
comprimento de onda e com a profundidade da agua, as condigoes
de superficie livre podem ser impostas em z = 0. Ademais, se a
velocidade do fluido é proporcional ao movimento das ondas, os termos
quadraticos em (1.2.17) podem ser desprezados tornando a condig¢ao
combinada da superficie livre,

*® 0P
W—i—g&—o emz = 0. (1.3.18)
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Analogamente, sem perda de generalidade, tomando P, = 0, obte-
mos da condi¢do dindmica (1.2.16) a seguinte relagdo direta entre a

derivada de ® e n:

100
n:—gaa—t em z = 0. (1.3.19)

Supondo que a agua tem profundidade constante no tempo e espaco,
ou seja, h = 0, o problema linearizado é entao definido pelas equa-
¢oes (1.1.6), (1.2.14) e (1.3.18) (ver figura 1.1). Estas equagoes e
condigoes de contorno encontradas ainda sao muitos complexas para
permitir uma solugao explicita. A fim de progredir, visando o nosso
objetivo de obter tal solucao, fazemos uma especializacao adicional
que é a suposicao de ondas com propagagao periddicas no tempo e no
espago. Isto caracteriza a hipotese de movimento hamonico simples.
Matematicamente, suponha uma solugao deste problema na seguinte

forma: ag ‘
® = I (2)Re{e' @ik, (1.3.20)
w

onde q = (z,y). A expressao (1.3.20) modela uma onda com ampli-
tude a = % onde H é sua altura, w = 2% é a frequéncia angular,
k = (ki,k2) é o vetor de onda, T', o periodo e A\ = 2% é o compri-
mento de onda, onde k£ = |k| é o nimero de onda. De fato, substi-
tuindo (1.3.20) na equagao de Laplace (1.1.6), obtemos uma equagao
diferencial ordinéria (EDO) em I':

)

I — kT = 0.
A solugao geral desta EDO é dada por
['(z) = Asenh(kz) + B cosh(kz),

onde A e B sao constantes arbitrarias. Para determina-las impomos a
condigao de fundo (1.2.14) e obtemos IV = 0 em z = —h, o que implica

A = —Btanh(kh).

Assim
['(z) = B(tanh(kh)senh(kz) + cosh(kz)).

Usando a identidade cosh(a+ ) = senha senh3+cosh « cosh /3, temos

() = B%w. (1.3.21)
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o) P
oz 9%, =0

z=0
_ 9%*d | 9*d | 9%°® _
A@—amg-i—ayz—i—azz =0
z=—h
92 _

0z

Figura 1.1: Problema linearizado

Diferenciando (1.3.20) com respeito a ¢, usando (1.3.19) em z = 0 e
tomando B = —1, obtemos

n=asen(wt—k-q). (1.3.22)

A expressao (1.3.22) para a superficie livre apresenta comportamento
periddico em q e t. A solugdao do problema linear é portanto dada
pelas equagoes (1.3.20) e (1.3.22), onde w e k sdo relacionados através
de uma determinada forma, como veremos na proxima segao.

No caso de aguas profundas, podemos tomar o limite h — oo
em (1.3.21) para obter

D — @ekZRe{ei(“t*’“’)}, (1.3.23)
w

Apesar de sua simplicidade e das simplificacoes feitas para obté-la,
este tipo de solugao serd de fundamental importancia na modelagem
de ondas no oceano, como veremos nas proximas segoes e capitulos
deste livro.

1.3.1 Velocidade de Fase, Dispersao e Refragao
Substituindo (1.3.20) em (1.3.18) e avaliando em z = 0, chegamos a

w? = gktanh(kh). (1.3.24)
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A equagao (1.3.24) é chamada relagdo de dispersao para ondas lineares
em profundidade finita. Esta equacgao é de extrema importancia na
teoria linear de ondas em agua, sintetizando e expressando a esséncia
desta teoria. Em particular, (1.3.24) expressa uma tnica rela¢ao entre
w, ke h (or T,L e h). Se duas dessas variaveis sdo conhecidas, a
terceira estard unicamente definida.

Por definicao, a velocidade de fase ou velocidade de propagacao C'
de uma onda é dada por

w A

C=-=7 (1.3.25)

Substituindo (1.3.24) em (1.3.25), temos
C= (k tanh(k:h)) . (1.3.26)

Analisando a expressao (1.3.26) podemos tirar importantes conclusoes.
Para valores dados de w e k, a onda se propagara mais rapidamente
em aguas profundas do que em aguas razas. Este fato explica porque
ondas normalmente chegam com suas cristas paralelas a praia: uma
onda em mar aberto com direcao obliqua a praia tendera a dobrar-se,
j& que sua parte mais distante da praia, e portanto sujeita a profundi-
dades maiores, sera mais rapida, emparelhando com a parte da onda
que estard em aguas mais rasas e portanto, mais lenta. Este processo
de mudanca de direcao de ondas chama-se refracao.

O fato de que a relagdo (1.3.24) é nao-linear, ou equivalentemente,
que C depende de w e k caracteriza ondas dispersivas. No caso de
ondas de 4gua, ondas longas ou com longos periodos se propagam mais
rapidamente que ondas curtas ou com periodos curtos (ver exercicio 5).
Assim, para um grupo de ondas se propagando longe da regiao onde
foram geradas, terao diferentes velocidades. As ondas mais longas
se propagarao mais rapidamente e precederao ondas progressivamente
mais curtas. Logo, o campo de ondas se dispersaria gradualmente.
Esta caracteristica seré considerada em uma escala global no capitulo 4
(figura 4.8), em frentes de marulhos (swell) apresentando ondas com
periodo maior a frente das ondas com periodos menores.

Tradicionalmente, na teoria de ondas aquaticas, classificacoes em
relacao a profundidade sao feitas. Tais classificacoes tém valor inesti-
méavel para a analise matematica de solugoes e propriedades de ondas
em aguas rasas ou profundas. As funcoes hiperbolicas que aparecem
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nas solugoes das secoes anteriores fornecem a principal simplificacao
nesta classificagao através de seus valores assintoticos para kh muito
grandes ou proximos de 0. A tabela 1.1 mostra esses valores. Assim,

kh — 0 | kh — o0
senhkh kh e /2
cosh kh 1 e /2
tanh kh kh 1

Tabela 1.1: Valores assintoticos das fungdes hiperbélicas da teoria de ondas lineares.

no limite de dguas profundas, a velocidade de fase se torna

C= (%)1/2, (1.3.27)
C = (gh)'/? (1.3.28)

no limite A — 0, ou de ondas longas. Note portanto que, em pequenas
profundidades, onde o comprimento de ondas é grande se comparado
com a profundidade (dai se falar no regime de ondas longas), as ondas
nao sao dispersivas. Para a relacao de dispersao, temos os limites

w? = gk, em aguas profundas, (1.3.29)

w = ky/gh, em aguas rasas. (1.3.30)

1.3.2 Trajetoria de Particulas e Pressao Interna

Vejamos agora como se da o deslocamento horizontal e vertical da
agua. Para isto, considere uma onda plana, ou seja, independente
de y. Pelas equagoes (1.3.20) e (1.1.5), temos que os movimentos
horizontal e vertical de uma particula na agua sao dados por

agk cosh[k(z + h)]

= o cosh(kRy Senlt —ka), (1.3.31)
agk senh[k(z + h)]

B - . 1.3.32

v w  cosh(kh) cos(wt — kx) (1.3.32)

Observe que no caso particular de aguas profundas, levando em conta
os comportamentos assintoticos das fungoes hiperbolicas dados em (1.1),
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temos
CLgk' kz
u = —e"sen(wt — kx), (1.3.33)
w
k
w = %ekzcos(wt—kx). (1.3.34)

O deslocamento horizontal e vertical da particula pode ser definido

por
§:/udt e n:/wdt. (1.3.35)

Substituindo a rela¢ao de dispersao (1.3.24) em (1.3.35) e reagrupando
termos, obtemos

i_z N Z_Z 1 (1.3.36)
onde
_ cosh[k(z+ h)]
= @ (1.3.37)
senh[k(z + h)]
g senh (k) (1.3.38)

De (1.3.36), podemos ver que as trajetorias das particulas de fluido
para ondas lineares sao elipses fechadas.

Substituindo a derivada de ®, dado por (1.3.20) na equacdo de
Bernoulli (1.1.8) linearizada, temos

P coshlk(z+h)] B
p —9 cosh(kh) 9

ou

L =Kpn—z (1.3.39)

Py
onde Kp é chamado fator de resposta da pressao interna. O valor de
Kp diminui com o aumento de |z| e portanto as variagdes da pressao
associadas ao efeito das ondas de superficie diminui com o distanci-
amento da supeficie livre. Para aguas profundas, Kp varia de 1 em
z=04a0.04d em z = —L/2. Conclui-se que a influéncia das ondas de
superficie é desprezivel para profundidades maiores que a metade do
comprimento de onda.
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1.3.3 Energia de Ondas

A energia de ondas pode ser expressa através das densidades das ener-
gias potencial e cinética,

1
E,=g2z ¢ E.= 5|V<1>|2. (1.3.40)

Integrando E,+ E. sobre o dominio inteiro da agua, obtém-se a energia
total. A energia F/ em uma coluna de &gua vertical, por unidade de
area da superficie livre é dada por

n 1 n
—h 0

1 1
= ,0/ (—|V<I>|2> dz + =pgn*. (1.3.41)
_n\2 2
Note que a energia potencial é medida na coluna vertical de agua de
0 a n pois o valor desta energia em z = —h, abaixo da posicao de
equilibrio z = 0, é uma constante nao relacionada ao movimento das

ondas.
Empregando a solugao linear plana para o caso particular de dguas
profundas, temos de acordo com (1.1.5), (1.3.33) e (1.3.34), que
k
Vo = %(ekzsen(wt — kx),0,e" cos(wt — k).
w
Substituindo esta expressdo em (1.3.41) e fazendo a integragao em z,
teremos . 5 5
pwW—a ok
E = —pgn* + ——e*M 1.3.42
P9I+ e ( )
para ondas de pequena amplitude, hipotese da teoria linear, n < 1 e
ek ~ 1. Assim,
1 pw?a?
E = ~pgn?
5 P9 + ik

Usando a solugao linear (1.3.22) e a relagao de dispersao (1.3.29),

1 1
E = 59 a® sen®(wt — k) + 17 a’.

Tomando a média em um perfodo!, denotada por uma barra superior,
temos
1 1 1

E=2pga®+pga’ = 5pga’ = pgn’. (1.3.43)

1veja exercicio 1.7
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Assim, as energias potencial e cinéticas sao iguais, como ocorre em
qualquer sistema dindmico para pequenas oscilacoes. Esta proprie-
dade é denominada equiparticao de energia. Para ondas em agua de
profunidade finita, (1.3.43) também é valida. Contudo, um calculo um
pouco mais longo é necessario, particularmente para fazer a integracao
em (1.3.41) e chegar em uma expressao equivalente a (1.3.42). Veja
exercicio 1.8.

Vemos que a energia de ondas lineares é proporcional ao quadrado
da amplitude. Este resultado sera utilizado mais tarde quando estu-
darmos a representacao espectral de ondas no capitulo 4.

1.4 Velocidade de Grupo

Na secao 1.3.1 discutimos sobre como a velocidade de propagacao de
uma onda varia com o comprimento de onda, usando a relacao de
dispersao (1.3.24). Se observarmos diversas ondas em uma superficie
aquatica notaremos um estado que esta continuamente em mudanca,
aparentemente sem correlagao entre as ondas. Contudo, as ondas em
agua apresentam a notavél caracteristica de formarem grupos. Um
tal grupo de ondas se comporta semelhantemente a uma tnica onda,
possuindo uma velocidade, um comprimento e uma certa frequéncia.

Para obtermos uma ideia intuitiva de como esta propriedade se da,
imagine que um objeto grande é atirado em uma superficie aquatica
originalmente calma, sem ondulagao. Ap6s uma complicada agitacao
inicial, esta perturbacao comeca a gerar padroes de ondas regulares:
ondas concéntricas com cristas se propagando em diregao oposta a per-
turbagao. Notamos também que as ondas mais longas ficam na parte
externa e as mais curtas proximas ao centro de propagagao, como era
de se esperar do fato que a velocidade aumenta com o comprimento
de onda. Agucando o nosso nivel de observacao e focando no desen-
volvimento das ondas de fora, poderemos notar que perdemos estas
ondas de vista, como uma ilusao de 6tica. Ou seja, na parte final
do movimento ondulatorio as ondas desaparecem. Ao mesmo tempo,
ondas jovens estao aparecendo no centro do circulo onde agora é um
local calmo, sem perturbacao.

Este fendmendo se torna mais compreensivel se notarmos que o
padrao das ondas se propaga em uma velocidade diferente das ondas,
individualmente. De fato esta velocidade de grupo, em dguas profundas
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é a metade da velocidade de fase das ondas. Assim, uma onda que
aumenta seu comprimento e se torna mais veloz nao poderia mais fazer
parte deste grupo, e se exclue dele. Como na situagao pensada existe
uma Unica fonte de geragao de ondas, estas ondas longas, de fora do
circulo, podem apenas desaparecer.

As ondas antigas ao sumirem nos poderia levar a pensar que a
energia gerada estd sendo destruida. Contudo, esta hipotese é logo
eliminada pelas ondas que surgem no centro do sistema. E portanto
natural conjecturar que a energia de ondas gerada pela perturbacao
se propaga na velocidade de grupo das ondas e nao na velocidade de
ondas individuais.

Uma situacao analoga e realistica ¢ dada por ondas oceanicas gera-
das por uma perturbacao atmosférica, ou seja, uma tempestade oca-
sionada por um ciclone. Os ventos intensos geram inicialmente um
padrao de ondas complexo e irregular. Por estarem sendo geradas
pelos ventos locais, denominamos este sistema de wind sea, em in-
glés, e suas ondas de vagas. As ondas que foram originadas por estes
ventos demoram a se dissipar e se propagam para longe, adiquirindo
um padrao bastante regular. Este sistema se torna maduro, evolui
dispersivamente e a energia gerada pela tempestade se propaga nas
velocidades dos grupos de ondas. Estas ondas antigas e com forma
suave e senoidal podem wviajar milhares de kilometros na auséncia de
vento; sao chamadas de swell ou de marulhos.

Para dar mais formalismo as consideragoes acima suponha duas
ondas planas (isto é, sem dependéncia na variavel y), solug¢des do pro-
blema de valor de contorno (1.1.6), (1.2.14) e (1.3.18), se propagando
simultaneamente. Como o problema é linear, esta soma é solugao do
mesmo problema. Expressando senos através da parte imaginaria de
exponenciais, a superficie livre teré a forma

n= Im{alei(“”t’k”) + azei(”2t’k2x)}, (1.4.44)

que pode ser reescrita como

n =Im { [1 + @ei@wtm)] alei(‘”tklx)} , (1.4.45)
aq

onde Aw = wy —wy; e Ak = ky — ky. Esta tdltima equag@ao pode
ser vista como uma onda cuja amplitude, o termo entre colchetes,
varia no espago e no tempo. Pode-se pensar em (1.4.45) como um
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delineamento das duas ondas. Este delineamento, ou grupo, pode ser
visualizado como uma onda.
Analogamente as propriedades da se¢ao 1.3, o grupo tem compri-

1}nento de onda % e periodo %. Ademais, a velocidade deste grupo
é

Aw

—. 1.4.46

A% ( )
No limite quando Aw — 0 e Ak — 0, temos

dw
= —. 1.4.4

Usando a defini¢ao de velocidade de grupo (1.4.47) e a relacdo de
dispersao (1.3.24), segue que a velocidade de grupo de um trem de
ondas lineares é

1 2kh
Cy=3 {1 + m} C. (1.4.48)

Logo, no limite,

- %C’, em aguas profundas,
g C, em Aguas razas.

Portanto, exceto no caso extremo de ondas em aguas rasas, as ondas
individuais num grupo se propagam mais rapido que o grupo.

Usando as propriedades assintoticas de func¢oes hiperbolicas, para
aguas profundas, temos que

o, =L

Exercicios

1.1 Deduza, passo a passo, a condi¢ao de contorno nao-linear (1.2.17).
1.2 Considere o potencial de velocidade
1\ /2
d = Aet* (—) cos(wt — kr), (1.4.49)
r

onde r = (22 +y?)'/? ¢ A ¢ uma constante. Assuma aguas profundas
e que a superficie livre tem dimensoes horizontais infinitas.
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(a) A equagao de Laplace é satisfeita em todo ponto do fluido ?

(b) Em quais diregoes, as ondas descritas pela equagao (1.4.49) se
propagam 7

(c) Como a amplitude de onda varia no espago 7

1.3 Escreva as condigoes cinematica e dinamica da superficie livre em
suas formas linearizadas.

1.4 Observe e identifique efeitos de dispersao de ondas em figuras
mostrando periodos (de pico ou médios) de ondas oceanicas em sites
de previsoes de ondas como http://www.cptec.inpe.br/ondas ou
http://polar.ncep.noaa.gov/waves.

1.5 Encontre uma férmula para a velocidade de fase de uma onda em
agua em fungao do comprimento de onda e da profundidade. Supondo
A =1, esboge graficos de C' variando h.

1.6 Que forma o movimento de uma particula de agua em ondas des-
creve quando h é muito grande 7

1.7 Mostre que para duas fungoes senoidais 17 = Re(ae™?) e 1y =
Re(be™?), vale My = %fOT mne dt = LRe(ab®) = LRe(a*b), onde ()*
denota conjugado complexo.

1.8 Obtenha a férmula da energia £ = %pg a? para ondas lineares
planas sem especificar a hipotese de aguas profundas. Sugestao: Faca
uso do Exercicio 1.7 e da féormula fokh cosh? € d¢ = i(senh%}h + 2kh).
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Capitulo 2
Difracao e Radiacao

Ondas podem sofrer mudancas de direcao em seu movimento, influen-
ciando assim no processo de como sua energia se propaga. Ondas em
agua podem ter sua propagac¢ao modificada em dire¢ao, por exemplo,
quando sofrem refragao por um campo de corrente ou por variagoes
na batimetria, como vimos na se¢ao 1.3.1. Ondas na superficie da
agua serao modificadas, espalhadas, refletidas ou radiadas quando na
presenca de regioes como ilhas, enseadas e portos, ou de um corpo
flutuante ou submerso com dimensoes comparaveis ao comprimento
da onda. A este fenémeno da-se o nome de difragao.

A teoria linear tem sido classicamente empregada e é bastante de-
senvolvida no tratamento da difracdo. Assim, postergamos ao capi-
tulo 3 a descricao de teorias nao-lineares de ondas e faremos neste
capitulo uso da linearidade para explorar o problema de difracao. Ao
mesmo tempo, fazemos isto em separado ao capitulo anterior, visto
que um instrumental matematico um tanto mais sofisticado é necessa-
rio para o tratamento e obtencao de solugoes de problemas envolvendo
difracao.

Inicialmente abordaremos a difracao e refragao devido a um fundo
suavamente variavel e deduziremos a equacao de declividade suave.
Nas secoes seguintes, obteremos uma representacao exata do poten-
cial de velocidade, dada em termos de uma integral, vilida para uma
forma relativamente arbitraria do obstaculo que causa a difracao. Jus-
tamente essa arbitrariedade faz com que o passo final na obtencao da
solugao explicita tenha que ser feito numericamente. Contudo, é claro
que em situagoes onde a geometria do obstaculo for simples o sufici-
ente, solucoes analiticas explicitas poderao ser obtidas.

31
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2.1 Difracao e Refracao Devido a um Fundo Sua-
vemente Variavel

Para um fundo constante fixo podemos escrever o potencial de veloci-
dade ¢ como .
1gn
= —— 2.1.1
o=-"2f 211)
onde f = %}fﬁhh) e w? = gktanhkh.
Da equacao de Laplace, temos que n(z,y) satisfaz a equagao de

Helmholtz bidimensional
Vn+k*n =0,

que descreve difracao.

Para fundos lentamente variaveis, pode-se imaginar que as equacgoes
acima continuam validas em certo sentido, para valores locais de k e
h. Esta foi a idéia usada por Berkhoff [3] para obter uma aproximacao
para a solucao do problema com um fundo de declividade suave. A
equagao obtida é formulada para n(z,y) e denomina-se equagdo de
declividade suave. Faremos a seguir uma deducao detalhada desta
equagao seguindo os argumentos de Smith e Sprinks [38] (Veja também
Mei [24]).

Usaremos a condigao cinemética para um fundo estacionario, mas
variavel, ou seja, a condi¢ao (1.2.13). Assim, as equagbes para ¢ po-
dem ser escritas como

0? 9 o0 0
o9 _ h<2<0, ==, =) (212
522 + V¢ 0, h<z<0, comV (83: 8y> ( )
0 w?
_Z 4 = =0 2.1.3
20 =0 =0 (213)
o¢
ER Vh-Vo¢, =z , ( )
onde f satisfaz o problema
Pf
of w?
- = = 2.1.
9: g 0, z=0, (2.1.6)
of = 0, z=-—h (2.1.7)

9z
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A idéia sera integrar sobre a profundidade, ou seja, considerar uma
média na varidvel z. Assim, considere a seguinte forma da férmula de
Green:

0 o 82 Y
[l (G ) o (G 0w o

Expandindo o lado esquerdo desta féormula, é facil ver que
0? 0? o 0 oY,
/ 77[]0 wl —’le 1/} |:¢o wl _¢1 w :| .
—h

Aplicando este resulado para ¢ e f, temos

2f 9% [ 9f 0
/ - @_[gb 82’] R (2.1.9)

De (2.1.2) e (2.1.5), teremos
0 0
[ wor vt = o3l - 15|
—h

—h 0z
of 09
(% - %)z

af .99
— == (211
Usando (2.1.4), obtemos

[ worsrvoas— (o3 - 1)

(gbaf + fVh- ng)

z=—h

e com (2.1.7),

0 0 0
/h(k2¢f + fV3¢)dz <¢—f —f ¢) —(fVh-Vo)._ .
- z=0

(2.1.11)
Pela definicao de f, pode-se calcular sua derivada explicitamente e

obter
of _ksenh k(z+ h)

0z cosh kh
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Logo
of

—k tanh kh 2.1.12
82 z=0 an ( )

2
= —w—, pela relacao de dispersao. (2.1.13)
g

Substituindo este resultado em (2.1.9), obtemos

2

" 2 0p
/h(k‘¢f—i—fv ¢)dz:< qb——f ) — (fVh V).
- 2=0

Usando o fato que f(0) =1 e (2.1.3), temos

0 W2 2
/h(k2¢f+fv2¢)dz = ( g g ) = (fVh-V¢).—p
- z=0
= —(fVh-V¢).__p. (2.1.14)

Note agora que de (2.1.1), diferenciando pela regra do produto, temos
o gradiente e o laplaciano de ¢, expressos como

Vo = _—ig(an +nVf)

_ g of
= <fV +778th)

of

oh

)
Vi = ( V2N +2—Vn-Vh+n 8h]; (Vh)* + 82 h)

Substituindo em (2.1.14) podemos escrever

0 .
(20
—h w
0*f

of af —1ig
272 9o, o5 9] o2, \ ~YW
+<fV17+2fahV77 Vh—l—nfahQ(Vh) —|—77fahv h) - dz

- (th - (—; (fW + "%W)DZ-A
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Como Zg ¢ comum aos dois lados da equagao, teremos

0 0 8 0
/hf2V2n+/h2fa—£Vn-Vh dz+(th-an)Z:_h+/ k2 f2n

~(155)  wwnr— [ arShonr - [ arShe
|

Usando agora a regra de Leibniz e a regra do produto, obtemos

2.1.15)

V- / andz+/ Ef?ndz

of ¢ of
_ (f%)z K n(Vh)? / fah2 dz—/_hnf%V%dz.
(2.1.16)

Usando agora a hipotese de declividade suave do fundo em termos
de 3+ = O(p) < 1e Z—; = O(1) < 1, os termos do lado direito
de (2.1.16) sao O(u?) e podem ser omitidos. Assim,

0 0
v-/ f2Vndz+/ E*f*ndz = 0. (2.1.17)
—h

As integrais na equagado acima podem ser expressas em termos de
fungoes elementares. Para ver isto, note que

0 0 hk(z 4 h)\?
2V dz = / DRATETHR d 2.1.1
/hf Vi dz _h ( cosh kh Vi dz ( 8)

Vi ° 2
= 2 cosh” (kz + kh)dz. (2.1.19)
cos n

Usando a identidade

kh
/ cosh? £ d¢ = (senh 2kh + 2kh)
0
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temos que

0 1 1
/ cosh? (kz + kh)dz = — (senh 2kh + 2kh) (—)

“h 4k k
senh 2kh 1 2kh
= (1 4+ —
2k 2 senh 2kh
2senh kh cosh kh 1 2kh
- 2%k 2 ( * senh Qkh)  (2.120)
onde a relagao senh 2kh = 2senh kh cosh kh foi usada. Logo,
Vn /0 9 1

_— h* (kz + kh)dz = bVn—, 2.1.21
cosh®’kh J_,, cosh” (k2 ) dz 779 ( )

onde b = ghtﬂh kh% (1 + Se;ﬁh%h) = CCy e C e C, sao as velocidades

de fase e de grupo, definidas em (1.3.26) e (1.4.48).
Note agora que

e — 7 2 e 4 k) d
/_h fn Z_(coshk:h)2/_hcos (kz + kh)dz

e por (2.1.20),

k*n ° 2 g 1
—_— h* (kz + kh)dz = - 2.1.22
(cosh k)2 /_hcos (kz+kh)dz =w ns ( )

senh 2xn c
celando o fator %, a equagao (2.1.17) pode ser escrita como

onde ¢ = § <1 + 2Kk ) = % Assim, por (2.1.21) e (2.1.22), can-

V- (bVn) + w?en = 0. (2.1.23)

A equagao (2.1.23) é conhecida como a equagao de declividade su-
ave. No caso particular de um fundo h constante, (2.1.23) se reduz
a equacao de Helmholtz. Para fundos varidveis mas pequenos sufici-
entementes tais que kh < 1, a equagao de declividade suave se reduz

a
2

V- (hVn) + %nzo.
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Na deducgao acima, se nao desprezarmos os termos do lado direto
de (2.1.16), obtemos uma equagio que inclui termos de O(Vh)? e
O(V?h). Explicitamente, teremos

b
V- §V77 + (we¢/g+7)n =0, (2.1.24)

onde

0

r= / fV2fdz+Vh- (fV[)oen
~h

A equagao (2.1.24) foi deduzida e denominada de equagdo de declivi-

dade suave modificada por Chamberlain e Porter [4].

2.2 O Problema de Difracao e Espalhamento por
Obstaculos

Considere o problema de ondas linearizado ((1.1.6), (1.3.18) e (1.2.14)),
mas agora com um obstaculo com superficie molhada denotada por
S. Este objeto pode estar flutuante, parcialmente submerso ou total-
mente submerso. Em qualquer caso, a sua superficie dita molhada é a
parte da sua superficie total que esta abaixo da agua, ou seja, a parte
com pontos (z,y, z), tais que z < 0. A unicidade da solugao para o
problema linear de ondas em agua na presenga de um corpo é uma
questao ainda aberta e objeto de varios artigos de pesquisa recentes.
Basicamente, se procura relaxar as condicoes sobre S para que haja
unicidade. Observamos apenas aqui que as condigoes de que S seja
limitado e que nenhuma reta vertical corte S em mais de um ponto
sao suficientes para garantir a unicidade do problema a ser descrito
em detalhes a seguir.

O movimento da agua serd descrito pelo potencial de velocidade
O (z,y, 2,t) que satisfaz a equagao de Laplace e as condigoes (1.3.18)
e (1.2.14). Assumiremos movimentos harménicos simples no tempo
com frequéncia w. Ou seja, escrevemos

®(z,y,2,t) = Re{g(w,y, 2)e""},

onde ¢ é chamado também de potencial ou de fun¢ao onda. Usaremos
a seguir fortemente a linearidade do problema, somando pontenciais
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que satisfazem as equacoes e condigoes de contorno lineares. Assim ¢
é fatorado como

O = Pinc + 9s. (2.2.25)

Aqui, Re{ @it} representa a onda incidente, satisfazendo (1.1.6),
(1.2.14) e (1.3.18). Sabemos, pelo capitulo anterior, que (1.3.20), com
I'(z) dada por (1.3.21), satisfaz todas estas condigbes e, portanto,
temos entao ja conhecida uma onda incidente para o problema de
difracao. O pontecial ¢ da conta das ondas causadas pela presenca do
obstaculo. Escrevemos ¢g = ¢esptdrad, com @, devido ao movimento
de espalhamento das ondas pelo obstéaculo e ¢,.4, a radiacao das ondas
causadas pelo movimento do obstaculo. Usando a linearidade do pro-
blema e, portanto, a combinacao linear dos potenciais, teremos que
¢esp ¢ independente dos movimentos do obstaculo. Consideraremos
assim que o corpo estd mantido fixo e portanto, ¢,..q = 0, para na
se¢ao 2.3 tratar o problema de radiacao separadamente. Com esta
hipotese, a condi¢ao contorno apropriada para S fixa é

o¢ _

o 0, em S. (2.2.26)

Ou seja,

a¢esp o _a¢znc
o = on em S, (2.2.27)

dita condi¢ao de contorno no obstdclo. Para ® satisfazer a condicao de
superficie livre, precisamos que ¢g também a satisfaca. Entao, para
cada valor de ¢, segue de (1.3.18) que

dos

E - >\¢S = O, em z = 0, (2228)

2
onde \ = w?

2.2.1 Condicao de Radiacao

Como S é limitado e ¢g existe por causa da presenca do obstaculo,
é razoavel que no infinito, este potencial se comporte como ondas
radiando para fora do corpo. Assim, fisicamente, notamos que as
especificagoes de nosso problema podem estar incompletas. Nao chega
a ser surpreendente portanto, percebemos que se adicionarmos uma
constante qualquer ao potencial ¢ teremos outras solugoes satisfazendo
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todas as condigoes de contorno acima, tornando o problema mal-posto.
Contudo, gostariamos de tratar um problema com uma tnica solugao.
Felizmente, adotando uma condicao adicional, conquistamos os ob-
jetivos de satisfazer os requerimentos fisicos e matematicos acima ex-
postos. Esta condigao, introduzida por Stoker [40], se traduz mate-
maticamente através da condicao de radiacao, escrita como

2
lim, o // ‘aaif - icqﬁs‘ ds = 0, (2.2.29)
Cp

onde ¢ é uma constante e C, denota o cilindro
x? +y? = p, —h <2<0.

A condic¢ao acima é uma forma fraca da conhecida condigao de radia-
¢ao de Sommerfeld, dada por

lim, 500 p1/2<aaips - ic¢5> —0. (2.2.30)

Observe também que se

0
05 —iegs = O(r ") (2:2.31)

ou
bs ~ e "/ \/p, quando p — 00, (2.2.32)
entdo a condigao (2.2.30) ¢é satisfeita.

Portanto, tanto (2.2.30) como (2.2.31) ou ainda (2.2.32) impli-
cam (2.2.29). Esquematicamente, temos a relagao: (2.2.32) = (2.2.31)
= (2.2.30) = (2.2.29). Desta forma, estas duas tltimas condigoes, in-
dividualmente, sao suficientes para garantir a condicao de radiagao.

2.2.2 Identidade de Green

O problema de difragao cuja solugao estamos procurando ¢ definido
por (1.1.6), (1.2.14), (2.2.27), (2.2.28) e (2.2.29).

Seja D o nosso dominio de interesse, ou seja, os pontos onde esta
a 4gua e limitado por C,. Denote por 9D o contorno deste dominio,
que pode ser decomposto como

dD =S +C,+F+B,
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onde F denota a superficie livre e B representa o fundo dado por
z=h.

Pela segunda identidade de Green, uma funcao ¢ duas vezes conti-
nuamente diferencidvel em D pode ser representada por

_ oG _ 99
/D (PAG — GA) dg = /6 i <¢ 5.~ G an) do, (2.2.33)

onde n é o vetor normal unitario e G é uma funcao quase sempre re-
gular em D. Ou seja, G pode ter singularidades em pontos isolados
de D e neste caso teremos que reinterpretar a integral do lado direito
de (2.2.33), caso esta nao esteja mais definida no sentido de Riem-
mann. Veremos que podemos optar por uma funcao G, chamada de
funcao de Green de superficie livre, que tera papel fundamental para o
tratamento da difracao de ondas lineares. Com esta fungao de Green
poderemos usar a formula (2.2.33) e obter a solugao para o problema
de difracao.

2.2.3 A Fungao de Green de Superficie Livre

Denotemos « = (z,y,2) e £ = (§,7n,(). A fungao de Green para ondas
em agua de profundidade h é uma funcao G(x, y, z; £, n, () regular para

—h <z <0, —h < (<0, x 7 &,
tal que
G — % ¢ regular emx = &, (2.2.34)
onde R = ||x — &|| e satisfazendo todas as condi¢oes do problema de

difragao, com excegao de (2.2.26).
John [17] mostrou que existe uma funcao satisfazendo as condigoes
impostas acima para G e apresentou sua forma explicita por

G=) G (2.2.35)
n=0

com

G, = 2miB,, cosh k,(z + h) cosh k,, (¢ + h)Hél)(k:nr), (2.2.36)
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onde Hél) ¢ a fungao de Hankel do primeiro tipo de ordem 0, r =

V=824 (y—n)p?,

]{?2 _)\2
Bn: . )
A+ hk2 — h\?

e k, sao as raizes da equagao
k,senh k,h = X cosh k,h. (2.2.37)

Note que (2.2.37) garante que G satisfaga a condi¢do de superficie
livre. Seja ko a raiz positiva real de (2.2.37) e ky, ko, ..., as raizes no
eixo positivo imaginario em ordem crescente de valor absoluto.

Para verificar que G de fato satisfaz a condigao de radiagao, con-
sideremos o comportamento assintotico da fungao de Hankel. Sabe-se
que quando r — o0,

HV(iz) = O(e*r /2, (2.2.38)
HY(z) = 6Z(QHFM)+0(:c*3/2) (2.2.39)
0 mx/2 . o

Como kyr, kar, . . . sdo da forma iz, entao quando r — oo, usando (2.2.38),

G = Go+ Z O(e lknlrp=1/2)
n=1
= Gy+ O(e hlrp=1/2y, pois |k, < |k, + 1],
= Go+O(r™?),

pois e~ r é limitado quando r — oo, para qualquer a > 0 . Segue,
de (2.2.39), que

27T?:BO ) B
= — 2 coshky(z + h)cosh ko(C + h)e!For=—7/4)
(m/2)kor olz+h) (¢ + 1)
+O(r3/?), r— 0. (2.2.40)

Diferenciar (2.2.40) nao altera a ordem de magnitude do erro, pois as

formulas (2.2.38, 2.2.39) podem ser usadas para as derivadas de Hél).

Assim, obtemos

oG _
5, — koG = O(r=3/?). (2.2.41)
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Observamos agora que (2.2.41) é valida uniformemente em z e ¢. Adi-
cionalmente, fazendo £ = n = 0 vemos que G satisfaz a condigao de
radiagao (2.2.29).

Pode-se mostrar (veja exercicio 2.4) que a fungao dada por (2.2.35)
é a unica funcao de Green de superficie livre.

Para o caso de dguas profundas (h — c0), uma forma especializada
da fungao de Green existe e é dada por

M_%_i PACRNY) Jo(kr) dp,

(2.2.42)

onde Jy é a funcao de Bessel do primeiro tipo e ordem zero. Esta
fungao satisfaz as mesmas condigoes que GG, com excegao de (1.2.14).
Em vez, temos

Goo(,y, 2:6,1,C) = [ + (2 — )] /? +/0

Go — 0, quando z — oo. (2.2.43)

Versoes da funcao de Green para problemas de difracao bidimensionais
também sao disponiveis.

2.2.4 Solucao

Podemos agora usar os resultados das duas tltimas se¢oes para escre-
ver uma forma mais enxuta da solucao do problema de difragao.

Ja vimos que a funcao de Green de superficie livre se comporta
como 1/R em & = &, que é a solugio fundamental da equagao de
Laplace. Como G — 1/R é regular, temos entdo que

AG = 6, (2.2.44)

onde ¢ é a distribuigao delta de Dirac. Substituindo (2.2.44) na se-
gunda identidade de Green (2.2.33) para ¢g, temos

1 oG J0os
= — —(x;§) — G(x; &) — dog. (2.2.45
os(@) = 1= [ (0505 @:8) - G0 32(©) ) dog. (2209
Como ¢g e G satisfazem a condigao de fundo (1.2.14) e de superficie
livre (2.2.28), as contribui¢oes em (2.2.45) das integrais sobre F e B se
anulam. Além disso, diferenciando em relagao aos argumentos x, y, 2,

vemos que nao apenas G mas %—f também satisfaz a condigao (2.2.41).

Logo a integral sobre o cilindro imaginéario C,, onde 2¢ = 24 tende
P on or’
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a zero quando p — oo. Logo

im - [ (0050 @0) - 60520 ) drg =0, 2240

p—oo 4T

Assim, na agua, como ¢g = lim, . ¢g, temos

ost@) = - [ (0505 @:6) - G520 ) dog. (2247

Diferenciando sob o simbolo da integral em (2.2.47), como G e %
satisfazem (2.2.41), vemos que ¢g satisfaz também a condigao de ra-
diacao.

A expressao (2.2.47) ¢ uma formula integral fornecendo a solugao
¢s para todos os pontos x da dgua. A integral nesta férmula é apenas
sobre os pontos da superficie molhada S do obstaculo. Como G e sua
derivada sao conhecidos e % = —% é dado, a tinica incégnita no

integrando é
os(€), para £ € S.

Portanto, se encontrarmos ¢ na superficie molhada do obstéaculo, usan-
do a formula (2.2.47) teremos

ps(x), para todo x € D,

que é a solugao procurada.

Fazendo  — p € S em (2.2.47), teriamos ¢g definida em S, em
ambos os lados desta formula, transformando-a assim em uma equa-
¢ao. De fato, este limite pode ser tomado com a cautela de observar
que o entao chamado potencial de camada dupla

)= 1 [ (050 @) ) dog

¢ descontinuo em x = . Precisamente, temos o salto:

lim () = p(p) ~ 305(p) (2.2.48)

T—p

Esta propriedade ¢ uma consequéncia do seguinte resultado classico
da teoria do potencial:
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Agora, a luz do resultado (2.2.48), de (2.2.47), obtemos

3050 = - [ (0015 6~ Gp O 52 0)) o (2209

Ou seja,

1 1 oG

59s(p) = f(p) + . 0s(p)5 (pi€)dog,  peS, (2:250)
onde

A expressao (2.2.50) é uma equagao integral de Fredholm do segundo
tipo para ¢g em S. A parte do mtegrando (p, ) é dita nucleo da
equacgao integral.

A solugao do problema de difragao, onde o obstaculo é mantido fixo,
é dada por (2.2.47), onde ¢5(&) é obtido resolvendo (2.2.50), que pode
ser feito por métodos numéricos. Daremos mais informagoes sobre tais
métodos na secao 2.7.

2.2.5 Frequéncias Irregulares

Na se¢ao anterior reformulamos o problema de difragao, dado por
equagoes diferenciais, em termos de uma formula e equacao integrais.
Podemos agora nos questionar se a equagao integral encontrada é uni-
camente solivel.

Em seu trabalho original, John [17] mostrou que existem valores de

A= %2 tais que

L ps(p) — —/¢S pi€)dog =0, pes,  (2251)

tem solucoes nao triviais. Isso implica que nao ha unicidade para
(2.2.50) para tais valores de A. Este valores sao ditos frequéncias
wrrequlares, nome este que destaca a relagao de A com a frequéncia w,
presente na condi¢ao de superficie livre (2.2.28) e o caréter irregular,
defeituoso do problema integral para estes valores singulares. Note
também que A é o numero de onda para o problema linear em aguas
profundas.
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Felizmente existem maneiras de modificar a equagao integral para
reconquistar a unicidade da solucao do problema de difracdo. Um
método consiste com modificar o dominio da integral em (2.2.50) en-
quanto outra opg¢ao envolve a modificagao do niicleo da equagao inte-
gral, mantendo o dominio.

Para especificar o primeiro método, seja Fg a intersecao de F com
o obstéaculo. O teorema a seguir, demonstrado por Kleinman [18], diz
que se resolvermos em vez da equagao integral (2.2.50), a equagao

oG
205 = 1)+ - [ oS medg, peSUF

AT
(2.2.52)
teremos unicidade para a solucao.

Teorema (Kleinman) Se ¢g € uma solug¢ao do problema de difragao
dado por (1.1.6), (1.2.14), (2.2.27), (2.2.28) e (2.2.29), entiao em S,
os(p) = ¥(p), para p € S, onde ¢ satisfaz a equagao integral (2.2.52)
e esta equacao tem, no mdximo, uma solucao.

2.2.6 Amplitude de Espalhamento

A amplitude de espalhamento representa as variagoes direcionais das
ondas que sao espalhadas pelo obstaculo e que se encontram longe
deste, no chamado far field. E natural portanto que comecemos nossa
andlise pela expressdo (2.2.40), que representa o comportamento as-
sintético de GG para r grande.

Usando as coordenadas polares

('Ta y) = TO(COS 07 sen@) (67 77) = pO(COS 2 sengo)

e aproximando r por

r= \/7’3 + pg — 2ropo cos(f — ) & 1o — pocos(d — ),
para 7o > po, obtemos de (2.2.40) que

27TiBO
(71'/2)]{?07‘0

% 6i(k’07’0—ﬂ'/4—ik0p0 COS(Q—(p)).

cosh ko(z + h) cosh ko(C + h)
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Substituindo em (2.2.47), obtemos

2 .
Gesp(x) =~ Boi\/;mcoshko(z+h)ez(koro_ﬁ/4)

X H (Cosh ko(zo 4 h)e~koro cos(oﬂp)) ’

onde H é o funcional de Kochin, definido por

_ Of  O¢esp
H(f(g)) - /S <¢esp% - an f) d0'€

Assim, a amplitude de espalhamento é definida como

D(0) = Byie ™*H (cosh ko(zg + h)eForocos0=¢)) (2.2.53)
e satisfaz

2

D(0) cosh k(2 + h) e quando 7y — 0.
7Tl€0T0

Pesp(T) ~

A expressao (2.2.53) nos diz, entre outras coisas, que conhecendo @,
apenas sobre o obstaculo, podemos calcular a amplitude de espalha-
mento.

Podemos definir também a se¢ao reta de espalhamento por

o(0) = D)

e a secao reta de espalhamento total por

Q= /027r 0(0) do.

Outros parametros de interesse em engenharia oceanica que podem
ser obtidos a partir de ¢.s, no obstaculo sao as forgas de excitacao
induzidas pelas ondas no obstaculo. Mencionaremos novamente estas
forcas, dando suas defini¢oes, na préxima secao.

2.3 O Problema de Radiagao

Suponha agora que o obstaculo se movimenta com seis graus de liber-
dade. Sejam &7, &5, &3 os deslocamentos de translagao do obstaculo ao
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longo dos eixos x, y e z e &4, &5, g 08 movimentos de rotacao do obstéa-
culo em torno dos mesmos eixos. Chamamos estes seis movimentos de
surge, sway, heave, roll, pitch e yaw, respectivamente. O movimento
de um ponto s, orginalmente em r9 = (, y, z) no obstaculo, assumido
rigido, pode ser escrito como

s = (§1,§2,€3) + w X 7o, (2354)

onde x denota produto vetorial e w = (&4, &5, &p)-
Assumindo estes movimentos como harmoénicos simples no tempo

com frequéncia w, definimos potenciais ¢;, 7 =1,2,...,6, tais que
6
braa = Y _&d;(x,y,2) (2.3.55)
j=1

represente o potencial de velocidades devido as velocidades
U;(t) = Re{(iw&;e™"}, j=1,2,...,6,

induzidas pelos seis movimentos do obstaculo. Seguem de (2.3.54)
e (2.3.55) entdo, as seguintes condigoes de contorno S:

0¢; . :

_875 = dwn;, j=1,23, (2.3.56)
0,

8@2 — iw(roxn)ys =456 (2.3.57)

onde n é o vetor normal unitario interno em S.

A fungdo Re{¢p;e™'} representa o potencial de velocidade devido
ao modo de movimento de obstéculo rigido j com amplitude 1. As
condigoes (2.3.56) em conjunto com a equagao de Laplace, a condi¢ao
de contorno de fundo (1.2.14), a condi¢ao de superficie livre (2.2.28) e
a condi¢do de radiagao (2.2.29) definem problemas de radia¢do. Suas
solugoes descrevem as ondas que se propagam devido aos movimen-
tos executados pelo obstaculo. Quantidades integradas dos potenciais
¢; fornecem forcas e momentos sobre o obstaculo, como veremos na
préoxima segao.

2.4 Forcas e Momentos

O conhecimento das forcas e momentos a que sao submetidos corpos
flutuantes e/ou submersos na presenca de ondas oceénicas é um t6-
pico de grande interesse, principalmente para engenheiros oceanicos
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e arquitetos navais. O tratamento matematico feito neste capitulo
nos coloca em posicao de agora avaliar e calcular os efeitos sofridos
por estes corpos. Uma hipotese fundamental que fizemos foi que a
superficie molhada do obstaculo é limitada, ou seja, nao se estende
indefinidamente em uma ou mais diregao. Portanto, aqui o obstéaculo
pode representar por exemplo um navio, uma plataforma de petroleo,
componentes de pontes, ou estruturas menos ortodoxas hoje existen-
tes, como aeroportos flutuantes, bases para lancamento de foguetes e
bases militares flutuantes.

Os resultados baseados em ondas planas progressivas, oriundas da
teoria linear nao sao desprovidos de interesse fisico. Contudo, pode-
se questionar a sua utilidade em situagoes onde o estado do mar é
extremamente irregular e pouco parecido com uma forma senoidal.
Contudo, como veremos no capitulo 4, a descricao de uma superficie
ocednica irregular pode ser feita somando solugoes do problema linear.

Os vetores for¢a F' e momento M atuando no obsticulo devido a
pressao P exercida pela dgua podem ser escritos como

F = //Pnda, (2.4.58)

M - / / P (ro x n) do. (2.4.59)
S

Da equagao de Bernoulli (1.1.8), e de (2.2.25), desprezando termos
nao-lineares, temos a seguinte féormula para a pressao:

0P
P = —p (gz + E)
= —pge—p Re {<¢znc + ¢esp + ¢7"ad) iweth} .

Portanto, de (2.4.58, 2.4.59) e (2.3.55), segue que os seis componentes
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dos vetores forca e momento podem ser escritos como

]l

— pReiwem// |: TO?:; n :| (¢inc+¢esp) dO'.
S

- . twt n
_ pRe;Zije é/[roxn}@da' (2.4.60)

As integrais em (2.4.60) representam as forgas e momentos lineares
atuando no obstaculo. A primeira integral do lado direito de (2.4.60)
é a componente hidrostatica enquando que a segunda integral é a forca
e momento de excitagdo induzidos pela onda incidente. A tultima in-
tegral fornece a carga hidrodinamica devida aos modos de movimento
do obstaculo e pode ser interpretada em termos da massa adicional e
amortecimento, a serem especificados a seguir.

Observe que as forcas e momentos podem ser calculadas uma vez
conhecidos os potenciais de velocidade apenas em S; nao hé necessi-
dade de conhecé-los no dominio da agua.

2.5 Massa Adicional e Amortecimento de Radia-
cao

Usando as condigoes de contorno (2.3.56) em (2.4.60), podemos escre-
ver a componente i da parte hidrodinamica de (F, M) como

6
F,=Re {Zgjeiwtfij} . i=1,2,...,6, (2.5.61)
7j=1

onde 5
fo==n [[ Srodo (2.5.62)
S

é uma func¢ao complexa representando a forca na direcao ¢ devido ao
modo de movimento com amplitude 1 na direcao j. Escrevendo esta
funcao como

fij = W Ay — iwBjj, (2.5.63)
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definimos a matrix de massa adicional e a matrix de amortecimento
de radiagao como A;; e B;;, respectivamente. Existe um total de 36
valores de massa adicional e 36 amortecimentos. Estes coeficientes sao
funcoes da frequéncia w, da forma e das seis velocidades U; do obstéa-
culo assim como da profundidade da &gua e do contorno do dominio.

Para trazer mais clareza as interpretagoes fisicas de A;; e B;;, note
que podemos também expressar a for¢a (2.5.61) como

: duU;
F,=— Z <Aijd_tﬂ + BijUj> : (2.5.64)
j=1
O termo A;; é conhecido como massa adicional visto que representa
. \ ~ dU; . .
a forga proporcional a aceleracao —* do modo de movimento j do
obstaculo ao passo que a parte de F; proporcional a velocidade do

mesmo modo favorece a nomenclatura de amortecimento para B;;.

2.6 Corpos Finos Submersos e Integrais Hipersin-
gulares

Poderiamos agora nos perguntar o que ocorreria com a formulagao
integral do problema de difragao se o obstaculo tiver uma espessura
muito pequena. Tao pequena que aproximé-lo por um corpo sem
volume seja apropriado. Considere ainda o obstaculo submerso. O
que aconteceria com o seu vetor normal, por exemplo 7

Veremos nesta secao que estas condi¢oes geométricas requerem mo-
dificagoes na formulacao integral desenvolvida acima. Contudo esta
situacao favorece o uso de uma estratégia matemaética bastante ele-
gante, por intermédio de integrais hipersingulares.

Considere um corpo rigido e fino com sua superficie S completa-
mente submersa abaixo da superficie livre em aguas profundas. Assu-
mimos que S é uma superficie suave, aberta com fronteira suave 05.
A formulagao diferencial do problema de difracao é quase idéntica com
uma distingao na condigao de fundo (1.2.14), agora substituida por

¢ — 0, quando z — co. (2.6.65)

Escrevamos a condi¢ao de contorno no obstaculo como

oo

5 =V (2.6.66)
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para uma funcao V prescrita. Desta forma, a formulagao tanto pode
representar o problema de difracao como de radiagao.

Usando a fungao de Green para aguas profundas, dada por (2.2.42),
podemos expressar o potencial de velocidades como

oG 9¢(¢)

o) = [ (0€)50.6) ~ G5 Jas. (2:6067)

Denotamos os dois lados do obstaculo por St e S~ e a integracao

em (2.6.67) é sobre ambos os lados deste corpo. Denotamos também
por 52 a derivada normal em um ponto em S* na dire¢io de S*
para a agua e pT £ sdo pontos correspondentes em S*. Além disso,
p(&F) = limmﬁgi ¢(x). Usando o fato que % é continua através de

n

S, temos

996 99(&))

on* on— '

de tal forma que

/SG(p, 5)% dSg = /SG(p, 6)(8255:) + a?;f_—)> dSg = 0.

Entao

wotw) = [ o9 s

B OG(p,&") _0G(p, &)
= [ e v T sy,

Como G é continua através de S,

irp(p) = /S (ole") — o6 ) 2P ED s,

/ 9 26®.L0) dSe, (2.6.68)
S

on*t

onde [¢p] = ¢(€1) — ¢(&7). Aplicando a condicio de contorno no

9¢(p) 1i/s[¢]f9G(p,£)

ont

dSe =V (p").
: §
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Obtemos uma expresséo anéloga se p— S™. Logo
47r 8np 0n€

Esta é uma equacao integro-diferencial a ser resolvida sujeita a condi-
¢ao de borda

ng =V(p), peSs. (2.6.69)

[¢] =0 em 95, (2.6.70)

pois [¢] é discontinua apenas através do obstaculo e nao na agua. Tro-
cando a ordem de integragdo com diferenciagdo normal em (2.6.69)
produz uma integral hipersingular. Tal procedimento ¢é legitimo con-
tanto que a integral resultante seja interpretada como uma integral de
parte-finita de Hadamard (ver se¢ao 2.6.1). Assim,

1 0?G(p, &)

que deve ser resolvida sujeita & condigao de borda (2.6.70). A cruz
indica que esta é uma integral hipersingular.

2.6.1 Parte Finita de Hadamard

Integrais hipersingulares fazem parte da classe das integrais de parte
finita (finite-part integrals), originalmente concebidas pelo matemético
francés Jacques Hadamard em seu trabalho de 1923 entitulado Lec-
tures on Cauchy’s Problem in Linear Partial Differential Equations,
recentemente republicado pela Dover Phoenix Editions [§].

Supondo que f’ é uma funcdo Holder-continua, f € C'?, a integral
unidimensional de parte finita é definida como

7{b % =1 {/ % et / <xf£t1>2 w20 } |

(2.6.72)
Uma relagao com o valor principal de Cauchy pode ser expresso como
b b
10y SO
— dt = — > ————dt. 2.6.73
dr J, ©—1 o (@—1)2 ( )

Integrais de parte finita para funcoes de duas variaveis, sobre super-
ficies suaves em R?® podem ser definidas de varias formas, todas equi-
valentes. Assuma que ) é uma regiao plana, limitada no plano-zy.
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Entao para f € CY® podemos definir a integral hipersingular em
(2.6.71) por

a0 im 2 !
?{]w@,n)ﬁ:g%gfgw@v”){%%a?( R2+<z—<>2)}d9’

onde d) = d¢ dn. Ou analogamente a (2.6.72), por

aQ d?  2mw(z,y)
fwten G =t { [ wien g -

onde €2, ¢ um pequeno disco de raio & centrado no ponto singular (z, y).

2.6.2 O Nncleo para Superficies Planas

A equagao integral hipersingular (2.6.71) ¢é aplicavel a superficies su-
aves S de qualquer forma. Contudo, simplificagoes consideraveis sao
obtidas se S é plana. Denote o nticleo de (2.6.71) por

0*G

- on,on,

Esta ¢ uma fungao explicita mas complicada. Decomponha G em suas
partes singular e regular como G' = G, + G,., onde

Go=[RP+ -0 e G, =G-0G,.

Sera de utilidade decompor H similarmente como H = H, + H,.
Seja n(p) = (n1,ne,n3) o vetor normal unitario em p € ST. Como
ST é plana, n(q) = n(p). Entao obtemos

G, 1 3
on,ong p—€EPF  |Ip—EP

onde p e & sao os vetores posicao de p e £, respectivamente. Mas como
p — & & um vetor no plano do obstaculo, segue que n - (p — &) =0e

H,=|p—¢&3 (2.6.75)

n (-, (2.6.74)

O resultado (2.6.75) vale para obstaculos planos com qualquer ori-
entacao. Pode-se calcular H, para tais obstéculos, mas o célculo é
bem mais simples quando o obstéculo é horizontal, como agora sera
assumido. Neste caso, |p — €| = R.
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G, pode ser escrita na forma

k+ A
Gr:][ TS L (bR k4 2mid Xy (AR),  (2.6.76)
0

onde a integral deve ser interpretada como um valor principal de Cau-
chy. Definimos coordenadas adimensionais X e Z por

X=AR e Z=-\z+0). (2.6.77)

Note que como z e { sao negativos, ambos X e Z sao nao-negativos.
Entao, uma simples mudanca de variaveis de integracao fornece

G, = A\F(X,Z) +2mid e 2 Jo(X), (2.6.78)
onde - .
F(X,Z) = ][ Z+ - e do(vX) dv. (2.6.79)
=

Note que a integral semi-infinita em (2.6.76), que é relacionada com a
principal tarefa de avaliar GG, é agora expressa como uma funcao F
das duas varidveis X e Z. Usando a transformada de Laplace, nao é
dificil mostrar que

F(X,Z) = (X?4+ 2572 —re ?(Hy(X) + Yo(X))

Z
- 2/ emI(X2 4 1%)712 (2.6.80)
0

onde Hy é a funcao de Struve e Yy é a funcao de Bessel do segundo
tipo de ordem 0.
Como o obstéaculo é horizontal, temos n(p) = n(q) = (0,0,1), logo

0*G, 0? 0?
H, = - (L 1+ 2 )a,.
022 ((%UQ * 8y2) G

Como Jy(kR) satisfaz a equagao de Helmoltz bidimensional, obtemos
H, = // KX ke+02 10 (R R) d.
Agora, como k? = A\? + (k — A\)(k + \), vemos que

H, = \*G, +/ (k2 4+ 2Xk + \?) eCF9) Jo (kR) dk.
0



Corpos Finos Submersos e Integrais Hipersingulares 55

Este resultado também pode ser obtido diferenciando (2.6.76) duas
vezes com respeito a z. A integral que sobrou pode ser calculada por

/ e h(kR) k= (R*4+Y?) ™2 Y >0,
0

derivando em relagao a Y. O resultado é

372 27 —1 1
(X2 + 22)5/2 + (X2 + 22)3/2 + (X2 + 22)1/2}‘
(2.6.81)
Em resumo, a equacgao integral hipersingular (2.6.71) pode ser es-
crita como

1
47 S

H, = /\QG,+A3{

o] {75+ Hn) | 8, =V, pes. o8
onde S é plana horizontal de qualquer forma e H, ¢ dada por (2.6.81).
A equagao (2.6.82) deve ser resolvida sujeita a condigao (2.6.70). Em-
bora uma integral hipersingular possa passar a ideia de dificil solucao,
este nao é o caso. Como veremos a seguir, podemos encontrar uma
maneira de avaliar esta integral analiticamente e construir um método
para aproximar a solucao da equacao integral hipersingular.

2.6.3 O Método de Expansao-Colocagao

Comentario sobre a teoria unidimensional

Em duas dimensoes, varios problemas de ondas envolvendo obstaculos
finos podem ser reduzidos a uma equacao da forma

1
7[_1 {rlt)z —I—H(:E,t)} v(t)dt = f(x) para —1 <z <1,
(2.6.83)
suplementada por duas condigoes de contorno, como, por exemplo,
v(—=1) = v(1) = 0. Aqui, v é a fungao incognita, f é dada e o nicleo
H é conhecido. Assumindo que f é suficientemente suave, a solugao
v val a zero como raiz quadrada no pontos extremos. Isto sugere que

eSCrevamos
v(x) = V1 —22u(z).

Assim, expandimos u usando um conjunto de polindmios ortogonais;
uma boa escolha é usar polinémios de Chebyshev do segundo tipo, U,,



56 Difragdo e Radiagao

definidos como

sin (n 4 1)0
sin 0

Un(cos ) = , n=0,1,2,....

Esta é uma boa escolha por causa da férmula

V1—1t2
7[ tU 2 = 1)U (). (2.6.84)
(z —
Assim, aproximamos u por
N
> aUn(x),
n=0

substituimos em (2.6.83) e avaliamos a integral hipersingular anali-
ticamente, usando (2.6.84). Para achar os (N + 1) coeficientes a,,
escolhemos (colocamos) (N + 1) pontos; boas escolhas, que garantem
convergéncia da aproximagao, sao os zeros de Ty 1 ou Uy, onde T},
¢ um polindmio de Chebyshev do primeiro tipo.

O método para integrais bidimensionais

Descreveremos agora um método para resolver a equacgao integral hi-
persingular (2.6.82) quando S for um disco horizontal circular. Sejam
(r,0, z) coordenadas cilindricas tais que x = rcosf e y = rsinf. Entao
o disco é dado por

S={(r0,z):0<r<a,—-n<60<mz=—d}. (2.6.85)

Esse obstaculo tem raio a e estd submerso a uma distancia d abaixo
da superficie livre; podemos tomar a = 1 sem perda de generalidade.

Consideraremos um procedimento de expansao-colocacao onde a
funcao incognita é expandida por séries de Fourier em 6, e os coefici-
entes de Fourier (que dependem de r) sao expandidos usando fungoes
de Legendre. Esta abordagem pode ser vista como uma generalizagao
do método unidimensional para resolver equagoes integrais hipersin-
gulares com polinémios de Chebyshev, descrito acima.

Se escrevemos £ = scosa, 1 = ssina e ( = —d, temos

R} =[r? 4 5% — 2rscos (0 — a)]?/2.
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Entao, podemos escrever (2.6.82) como

1

yym [(s, )] {L + H,(r,0;s,a;d, /\)} sdsda =V (r,0), (2.6.86)
T Js

R3
com (r,0) € S e sujeita a condi¢do
[¢] =0 emr=1. (2.6.87)

Note que a parte hipersingular, =3, nao depende da profundidade de
submersao (ou orientagao) do obstaculo. Além disso, todos os efeitos
de ondas estao incluidos em H,.

Para fins de simplicidade, assumimos que V' (r, ) é uma fungao par
de 6. Assim, a equacgao integral (2.6.86) implica que [¢(r,0)] ¢ uma
funcao par de 0. Expandiremos esta funcao usando as func¢oes base
B}, definidas por

By'(r,0) = P o1 (V1 —12) cosmd, k,m=0,1,...,

onde P" ¢ uma fungao associada de Legendre. A parte radial destas
fungoes base podem também ser expressadas em termos de polindmios
de Gegenbauer.

As fungoes {B}'} sao ortogonais sobre o disco unitario em relagao
ao peso (1 —r?)~1/2;

rdr df
V1—1r2

1

= 200mn ; P or1(p) Polvorii(p) dp

/S B (r, 0) B2 (r, 0)

. Um(gmn(skl m
Com 2k +3/2 k7

onde d;; ¢ o delta de Kronecker,

om — (2m + 2k +1)!
P @Qk+1)

om =m/2sem >0 e oy =m; no tltimo passo, usamos o fato de que o
integrando é uma funcao de p e as relagoes ortogonais para as fungoes
associadas de Legendre.
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A proxima formula, descoberta por Krenk (1979,1982) é essencial
para a construcao do método. Ele permite a avaliagao analitica da
integral hipersingular:

1 1 B (r,0)
47‘(’ R3 Bk (S O[) SdS dOé = Ck ﬁ (2688)

onde ,
O = =7 [P 0] jor.

A formula (2.6.88) pode ser interpretada como uma versao bidimensi-
onal de (2.6.84).

Para fazer uso de (2.6.88), expandimos [¢] em termos das fungoes
B}*. Abreviadamente, escreveremos

N N1 N2
~> al'Blti=> > ay By (2.6.89)
k,m

k=0 m=0

Substituindo (2.6.89) na equagao integral (2.6.86) e assim avaliando
as integrais hipersingulares usando (2.6.88), obtemos

N
Zak {C’k ﬁ + E/SB’“ (s,a)H,(r,0;s,a;d, \) sdsda}

k,m

=V(r,0), (r,0)eS. (2.6.90)

Resta agora saber como determinar os coeficientes aj".
Uma possivel abordagem é usar o Método de Galerkin: multipli-
car (2.6.90) por B'(r,0) e integrar sobre S para obter

o, ClrO} /
pe—_— B} (r,0)
aln+2l+3/2 Za’“ (r,

X / B (s, a)H,.(r,0; s, c;d, \) sdsdordrdf = / V B'dS.
S s
A principal desvantagem deste método é a integral quadrupla; é pos-
sivel avaliar algumas destas integrais analiticamente para certas confi-
guracoes mas para um método mais geral podemos usar o método de
colocagao no qual a avaliagao de (2.6.90) em (NV; + 1)(NV2 + 1) pontos
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no disco gera um sistema linear para os coeficientes aj', que pode ser
resolvido eficientemente de forma numeérica.

Na figura 2.6.3, a secao reta de espalhamento é mostrada para cinco
valores do niimero de onda adimensional ka, onde a é o raio do disco
e k = w?/g, o nimero de ondas para dguas profundas, para uma pro-
fundidade de submersao d = 0.1. E interessante notar a dependéncia
angular variavel quando a frequéncia aumenta e as areas definidas pe-
las curvas fechadas que fornecem a secao reta de espalhamento total,
descrita previamente.

Se S nao é um disco, ainda podemos usar a técnica acima descrita
fazendo uma transformacao conforme de S para o disco. Tal tipo de
transformacao preserva a estrutura da hipersingularidade, favorecendo
o uso da expansao acima e de (2.6.88).

2.7 Aplicacoes em Atividades Offshore

Atividades industriais, cientificas, comerciais e militares no mar, fora
da costa (ou offshore, em inglés) envolvem grandes estruturas flutuan-
tes ou submersas cuja seguranca e eficacia dependem de suas respostas
as ondas. Se o objeto esta fixo e apoiado no fundo do mar ou preso
por linhas de ancoramento este absorvera parte da energia das ondas
e espalhard as ondas difratadas. Se a estrutura é presa com graus
de liberdade, esta oscila e radia ondas. Como se d& a interagao das
ondas com estas estruturas offshore e o efeito causado nelas pode ser
examinado através da teoria de difragao desenvolvida neste capitulo.
H& anos a industria do petroleo desenvolve atividades de exploracao
de petroleo e gas em dguas profundas, sendo o Brasil um dos lideres
mundiais nesta tecnologia. Entre os varios tipos de plataformas, exis-
tem as fixas e extendendo-se até o fundo do mar. Estas estruturas sao
denominadas de Gravity Base Structures, GBS. Nao ha portanto for-
¢as como massa adicional e amortecimento de radiagao. Plataformas
situadas em profunidades superiores usam outro sistema para fixa-
las. Um exemplo é a plataforma de tensao (Tension Leg Platform,
TLP) que possui usualmente quatro colunas (pernas) flutuantes que
sao presas por cabos até o fundo do mar que elimina quase todo o seu
movimento vertical.

Plataformas flutuantes para lancamento de satélites sao uma outra
aplicagao offshore que requerem o conhecimento detalhado do com-
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portamento de estruturas flutuantes no mar.

Existe uma clase de estruturas no oceano que se destacam por suas
dimensoes nao usuais. Por vezes denominadas de estruturas flutuantes
muito grandes (Very Large Floating Structures, VLFS), podem assu-
mir assumir alguns kilémetros de comprimento e estao ainda em fase
de testes e modelagem. Um exemplo ja relativamente bem conhecido
deste tipo de estrutura sao as pontes flutuantes, em particular, em
paises como Noruega e Japao. Devido a escassez de espaco em gran-
des cidades, aeroportos flutuantes sao projetados com 5 kilémetros
de comprimento e testados com modelos reais de 1 kilometro. Bases
militares moveis (Mobile Offshore Base, MOB) com em torno de 2
kilometros de extensao sao projetadas para permitir diversas funcoes
militares no mar. Aeroportos flutantes e MOB’s localizados em aguas
com profundidade maior que 400 metros, estao livres de catastrofes
devido a terremotos e tsunamis.

Cidades flutuantes podem ser uma alternativa no futuro para a
demanda de espago em paises como o Japao onde varias cidades flu-
tuantes ja foram propostas por diferentes corporagoes.

Intimeras outras aplica¢oes mais comuns e rotineiras requerem hoje
a analise das forcas e momentos hidrostatico e hidrodindmico. Pa-
rametros como massa adicional e forcas de excitacao definidos nas
secoes 2.4 e 2.5 tém papéis importantes na anélise e design de es-
truturas offshore. A insuficiéncia deste tipo de tratamento cientifico-
tecnologico pode causar grandes danos e prejuizos, como o recente caso
da platarforma TLP Mars na passagem do Furacao Katrina nos EUA
(ver figuras 2.2 e 2.3). Métodos numéricos para resolver o problema
de difracao ou radiagao e obter forcas e momentos sobre um obstéaculo
sao o objeto de estudo a seguir.

2.7.1 Métodos Numéricos

Métodos para resolver a nossa reformulagao integral do problema de
difracao ou radiacao sao usualmente chamados métodos diretos de
equacao integral de contorno, que se caracterizam por terem quanti-
dades de interesse fisico, como ¢ and %, como incognitas.

Trés principais aspectos merecem mais atencao para aplicar o mé-
todo numérico: integracao de nucleos singulares, solucao dos corres-
pondentes sistemas lineares com matrizes densas e avaliacao eficiente
da fungao de Green.
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Embora o segundo e terceiro aspectos podem ser tratados como
independentes, poder existir um grande beneficio do ponto de vista
computacional quando relacionamos estas duas tarefas através de um
método do tipo Multipolo Rdpido. Tal método lida com avaliar um
produto matriz-vetor

Ax,

onde as entradas de A sdo essencialmente fungoes de Green. Expan-
soes multiplo destas func¢oes de Green combinadas com a estratégia
do algoritmo fornece um vetor y tal que

|Az —yl| <,

com um numero de operacoes proporcional & dimensao da matriz A,
para qualquer acuracia e previamente especificada.

A tarefa de avaliar uma fungao de Green de superficie livre nao
pode ser subestimada. Esta ¢ uma funcao intricada que tem que ser
avaliada varias vezes de acordo com a resolugao da discretizagao do
obstaculo.

Para aguas intermediérias, podemos usar a expansao em autofun-
¢oes (2.2.35), truncando-a conforme a precisao requerida.

Em relacao a profundidade infinita, vimos na secao 2.6.2 que a
funcao de Green de superficie livre para dguas profundas pode ser
expressa como

1
G=5+ AF(X,Y) + 2mide ™ Jo(X), (2.7.91)

onde

F(X,Z) = (X?2+ 272 —re 2 (Hy(X) + Yo(X))
—2 /Z (X2 A2 dt, (2.7.92)

em termos de novas variaveis X, Y e Z. As fungdes especiais Hy e Y
podem ser computadas aproximando-as por polinomios de Chebyshev.
Este procedimento produz uma forma bastante eficiente de avaliar es-
tas fungoes ja que polinémios de seis termos sao suficientes para dar
uma aproximagao acurada. A expressao (2.7.91) esté pronta para com-
putagoes numéricas e é valida para todo o dominio da agua. Contudo
pode-se ir além nas simplificacoes na forma para G estimando a in-
tegral em (2.7.92) por polindmios ortogonais em varios subdominios
separados.
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Uma outra alternativa, mais inexplorada porém promissora, para
avaliar a funcao de Green para aguas profundas é expressa-la em ter-
mos de uma expansao em autofungoes, analoga aquela usada para defi-
nir a funcao de Green para profundidades intermediarias em
(2.2.35). A expansao para produndidade infinita foi apresentada re-
centemente por Peter e Meylan [31].

Para discretizar S podemos empregar o Método de elemento de
contorno, ou método de painéis: aproxima-se S por elementos, ou
painéis, cuja uniao se aproxima da forma precisa de S. A incognita, o
potencial de velocidade ¢ é entao aproximado nos painéis, pondendo
ser constante em cada um dos painéis ou aproximado por fungoes base,
como polinémios ou outras fungdes. No entao chamado método de
ordem superior, ¢ é usualmente expresso por splines e S é representado
de forma ezata através de uma transformacao paramétrica.

Uma outra maneira simples de resolver equagoes integrais é utili-
zar diretamente a regra de integragao trapezoidal, conforme Press et.
al [36].

Para ilustrar o método de elemento de contorno, daremos na pro-
xima se¢ao os detalhes deste quando ¢ é constante em cada painel.

Método de elemento de contorno

O ponto de partida para a formulacao computacional é a equagao
(2.2.49). Escrevendo a condigao de contorno no obstaculo como

99 _
on

onde V' é prescrita, a equacao a ser resolvida se expressa como

V.

o) =5 [ (005 m ) - GmoV(©) dg. pes

- o on
(2.7.93)

Considere subregides, ou painéis {S;}4’, proximos a S e de maneira
a simular a forma do obstdculo. As coordenadas dos painéis {S;}’
determinam a discretizagao de S. Assim, teremos

0w =53 [ (PG, 9 Ve ) dog.  pes
o (2.7.94)
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Escolhendo pontos de colocacao {5]-}]1\7 , sobre cada painel S, e as-
sumindo que ¢ e V nao variam no interior de um painel, temos de

(2.7.94),

op) = 5> <¢<sj> | Gamerine-vee) [

j=1 Sj

G(p; €) dUg) ,

(2.7.95)
com p € S. Avaliando (2.7.95) nos pontos de colocagao, obtemos

N

Z (Aijo(€;) — B;V(E;)) (2.7.96)

Jj=1

1

2

¢(&:)

onde denotamos

oG
Aij = Sja—n(ﬁj;ﬁ)dsj, (2.7.97)

By - | Gle.gas,

J

Definindo os vetores QNﬁ eV em RN por

escrevemos (2.7.96) como a equagao matricial
2r] —A)¢=V, (2.7.98)

onde A = {A;;} e I é a matriz identidade.

Os elementos da matriz A podem ser calculados usando as expres-
soes (G dadas na secao 2.7.1 juntamente com uma regra de quadratura
para fazer a integragdo numérica de fungoes singulares. A solugao do
sistema linear (2.7.98) pode ser feita com os bons métodos disponiveis
para este tipo de calculo e uma aproximagao para o potencial é assim
obtida.

Parametros fisicos como for¢as e momentos sao obtidos conhecendo-
se ¢ através de uma integracao numeérica sobre S de um integrando
regular. Por exemplo, a massa adicional e o amortecimento de radiagao
sao obtidos calculando integrais do tipo

/Sng).
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Se o potencial em cada ponto p do dominio D da adgua é requerido,
este pode ser calculado pela expressao

n

ORE=DY <¢<sj> | Semerang-vee) [

j=1 i

G(p; &) dUg) ,
que é deduzida a partir da discretizacao de (2.2.47).

2.7.2 Forgas Hidrodinamicas em uma Plataforma Offshore

Plataformas do tipo spar sao usadas para perfuracao e para produ-
¢ao de petroleo. Tais plataformas sao apoiadas em um cilindro longo
parcialmente submerso e ancorado ao fundo do mar por uma série de
cabos e linhas. O grande cilindro serve para estabilizar a plataforma
na agua e absorver a forca de eventos extremos como furacoes. Sendo
umas das maiores plataformas em uso, usualmente possuem quilhas
helicoidais sobre o cilindro para evitar vibragoes induzidas por vorti-
ces.

Os resultados apresentados a seguir mostram a resposta de uma
plataforma spar a ondas incidentes e também as forcas de radiacgao
devido ao movimento da spar. Os problemas de difracao e de radia-
¢ao sao formulados como descrito nas se¢oes anteriores deste capitulo.
Profundidade infinita é assumida.

Para resolver a equagao integral governante (2.7.93) foi usado um
método de ordem superior onde a geometria da parte molhada da spar
é representada de forma exata através de uma transformacao

(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) = T(u,v), (2.7.99)

onde (z,y,z) ¢ um ponto em S e (u,v) parametros em um simples
dominio quadrado.

A solugao ¢ é representada por B-splines.

A geometria do que chamaremos de spar padrao é definida por um
cilindro com 36 m de diametro, 200 m de profundidade com trés qui-
lhas helicoidais anexadas ao seu casco. Uma quilha tem 3.7 m de
largura e sua espessura é de 0.025 m. As quilhas sdo uniformemente
rodadas por 2w, do topo até o fundo do cilindro, onde suas localiza-

4

¢oes fazem angulos de 0, %” e 5 radianos em relacdo ao eixo-z. (veja

figura 2.4). Como a espessura da quilha é pequena comparada com o
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raio do cilindro, o escoamento em torno das bordas das quilhas é des-
crito como um escoamento de quina (corner flow) com comportamento
local dado por

¢~ /2, (2.7.100)

onde r é a distancia do casco do cilindro a borda da quilha. Isto sugere
uma parametrizagao com a propriedade

r(u) ~ u?, (2.7.101)

onde u é a variavel paramétrica em (2.7.99).

O efeito de usar (2.7.101) pode ser visto na figura 2.5.

Coeficientes como massa adicional e amortecimento foram compu-
tados para um numero de ondas adimensional AR na banda de 0.01 a
2, onde R ¢ o raio do cilindro.

Nos resultados sao mostrados os coeficientes hidrodinamicos para
a spar padrao e sao comparados com os mesmos coeficientes de duas
outras geometrias associadas: a spar lisa, a spar sem as quilhas e a
spar com quilhas grossas, a spar com quilhas 100 vezes mais grossas
que a spar padrao. Os resultados numéricos sao confiados a terem um
erro relativo de 1%.

Nas figuras 2.6 e 2.7, o seguinte aspecto qualitativo é observado:
quando \ aumenta, a massa adicional dos trés tipos de spar diferem,
quase exclusivamente, por uma constante adicional, com esta constan-
te tendo um valor maior para o caso do heave.

Nas figuras 2.8 ¢ visto que existem picos, proximos a AR = 0.7 para
o amortecimento de surge.

Para ondas incidentes na direcao do eixo-z, é verificado pela si-
mulagao numérica que nao existe contribuicao do corpo do cilindro
nas forcas de excitacao de sway, roll e yaw. Entao os valores nao-
nulos destas forcas sao causados exclusivamente pelo efeito das quilhas.
Esta situacao traz dificuldades numéricas, particularmente para qui-
lhas com espessura pequena.

Por outro lado, a contribui¢ao do corpo principal do cilindro nas
forcas e momentos de excitagao de surge, heave e pitch é dominante e
a convergéncia numérica é facilmente atingida. Veja na figura 2.9, a
forca de excitacao de pitch.
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Figura 2.1: Secao reta de espalhamento. Os eixos vertical e horizontal sao os eixos
y e x, respectivamente e (0,0) indica o centro do disco.
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Figura 2.2: Plataforma TLP Mars

Figura 2.3: Plataforma TLP Mars apos a passagem do furacao Katrina em agosto de
2005. Esta plataforma foi projetada para suportar ondas de até 22 m e ventos de até 225
km/h simultaneamente. As condigdes geradas pelo Katrina superaram estas estimativas
de condig¢oes atmosféricas e oceanograficas extremas.
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Figura 2.4: Plataforma spar padrao. Nesta discretizagdo, uma parametriza¢ao levando
em conta as quinas nas bordas das quilhas e no fundo do cilindro é utilizada.

Figura 2.5: Discretizagio da quilha conforme (2.7.101)
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Figura 2.6: A massa adicional de surge como uma fungdo do namero de onda adimen-
sional. A linha s6lida representa resultados para a spar padrdo; a linha tracejada é para
a spar lisa e a linha formada por (-.) é para a spar de quilha grossa.
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Figura 2.7: A massa adicional de heave como uma fungdo do nimero de onda adimen-
sional. A linha s6lida representa resultados para a spar padrao; a linha tracejada é para
a spar lisa e a linha formada por (-.) é para a spar de quilha grossa.



70 Difragdo e Radiagao
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Figura 2.8: O amortecimento de surge como uma fungao do niimero de onda adimensi-
onal. A linha sélida representa resultados para a spar padrao; a linha tracejada é para a
spar lisa e a linha formada por (-.) é para a spar de quilha grossa.
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Figura 2.9: A forga de excitagao de pitch como uma fun¢do do nimero de onda adimen-
sional. A linha s6lida representa resultados para a spar padrao; a linha tracejada é para
a spar lisa e a linha formada por (-.) é para a spar de quilha grossa.
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Exercicios

2.1 Demonstre a seguinte relagao entre as condigoes de radiacao.
(2.2.32) = (2.2.31) = (2.2.30) = (2.2.29).

2.2 Mostre que G satisfaz a condigao de superficie livre (2.2.28)

2.3 Encontre uma expressao alternativa para (2.2.41) usando coorde-
nadas polares para x,y e &, 1.

2.4* O fluxo F¢ através de um cilindro vertical C' para uma fungao f
satisfazendo (1.1.6, 1.2.14, 2.2.28, 2.2.41) é dado por

wpa//| % ° +’f2| " //‘ _’kog‘ do.  (2.7.102)

Se g é regular (ndo possui singularidades) em qualquer ponto, F = 0.
(a) Mostre que se duas fungdes g; e go satisfazem as condigbes acima
mais (2.2.34), entao h = g; — g» é regular e satisfaz a condigao fraca

de radiacgao.
2
do = lim // lg)* do = 0.
p—00
Cp

(b) mostre que

(c) Use a segunda indentidade de Green com g e G, e a desigualdade
de Schwarz para mostrar que g = 0.

(d) Enuncie um teorema de unicidade para a fun¢do de Green de
superficie livre.

p—00

2.5 Deduza, passo a passo, a formula (2.6.74) para o nicleo da equagao
integral hipersingular (2.6.71).

2.6 Explique porque nao existe forga de excitagao de sway, roll e yaw
para uma spar sem quilhas sujeita a uma onda incidente na direcao
do eixo-z.
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Capitulo 3

Movimentos Transientes e
Nao-Linearidade

Usando a teoria linear e abandonando a hipétese de movimentos harmo-
nicos simples para a propagacao das ondas poderemos, neste capitulo,
encontrar solucoes transientes para o problema de ondas induzidas por
terremotos subaquaticos gerando ondas do tipo tsunami.

Posteriormente veremos como podemos tratar o problema nao-
linear usando a teoria da perturbacao para, nas tltimas secoes, apre-
sentar a formulagao Hamiltoniana e a teoria de Zakharov para ondas
em aguas profundas.

3.1 Ondas Transientes Lineares

Consideramos o problema de ondas em mar aberto sem obstaculos.
Assuma que as variagoes na superficie livre e no fundo independem
de y e o problema pode ser formulado no plano-zz. Permitindo agora
variagoes no leito do mar, denotado por z = —h + H(z,t), segue da
condigao de fundo (1.2.12) que

0o O0H 0P0H
9 "ot Tawor METhHH@H. (1D

Coerentemente com as hipdteses de linearizagao, assumimos que as

amplitudes de H e %—I; sao pequenas tais que termos quadraticos sao

despreziveis. Denotando L(z,t) = %L podemos escrever a condicdo

Bt

73
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de fundo como -
5 = L(z,t), emz= —h. (3.1.2)

O problema entao pode ser formulado para ®(x, z,t) como

..+, = 0, —h<z<0,
(I)tt + g(I)z = 0, Z = O,
¢, = L(z,t), z=—h.

Como a propagacao das ondas nao ¢ mais necessariamente peridédica
no tempo, precisamos de condicoes iniciais. Tais condi¢oes devem ser
impostas apenas na superficie livre, visto que as derivadas no tempo
sao exclusivamente presentes nesta regiao. Assumindo que a dgua esta
originalmente em repouso, adicionamos, ao problema, as condi¢oes

®(2,0,0) = 0,
CI’,:(:E,O,O) = 0.

Para resolver o problema acima usaremos a transformada de Fourier

em T:
00

f= / ek f(x,2,t) dr, (3.1.3)
que pode ser vista como uma soma infinita ponderada das ondas e=**
com nimero de ondas k.

As equagoes e condigoes do problema transformado sao

o, — k*d =0, (3.1.4)
by +gd, =0, 2=0, (3.1.5)
d,=L, z=-—h, (3.1.6)
®(k,0,0) =0, (3.1.7)
®,(k,0,0) = 0. (3.1.8)

A solugao geral de (3.1.4) ¢ da forma
® = A(k,t) senhkz + B(k,t) cosh kz, (3.1.9)
e as condigoes de contorno (3.1.5) e (3.1.6) implicam em

By +gA=0 (3.1.10)
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A + Btanh kh. (3.1.11)

B L
~ kcoshkh

Substituindo (3.1.11) em (3.1.10), vemos que B satisfaz a equagao
diferencial ordinaria

gL
cosh kh’

w = 4/ gk tanh kh. (3.1.13)

Como senh 0 = 0 e cosh 0 = 1, usando as condigoes iniciais (3.1.7, 3.1.8),
segue que

By + w’B = (3.1.12)

onde

B(k,0) = 0, (3.1.14)
By(k,0) = 0. (3.1.15)

A solugao de (3.1.12, 3.1.14, 3.1.15) pode ser encontrada usando o
método da funcao de Green. Desta forma, temos

¢
___ 9 3
B(k,t) = wcoshk:h/o G(t,7)L(k,T)dr, (3.1.16)

onde G(t,7) = sen w(t — 7).
A solugao do problema de ondas transiente é portanto obtida in-
vertendo a transformada de Fourier e pode ser escrita como

Ry L(k,t)
d = el | ———_ 4+ B h h
/ e [ <kcosh o + B(k,t) tan kh) senhkz

+ B(k, 1) cosh kz} dk, (3.1.17)
onde B ¢é dada por (3.1.16).
3.2 Tsunami Devido a Levantamento do Fundo
Oceanico

Tsunamis sao usualmente gerados por levatamento do fundo do oce-
ano devido a rupturas em bordas de grandes placas tectonicas. Tais



76 Movimentos Transientes e Nao-Linearidade

deslocamentos verticais, de até 10 metros, ocorrem durante alguns
segundos em areas de milhares de kilometros quadrados. Apesar de
algumas idealizagoes no modelo que descreveremos, caracteristicas im-
portantes de tsunamis frequentemente relatadas sao reproduzidas por
esta teoria.

Considere que antes do tempo inicial nao havia perturbacao na
superficie livre. Neste momento, um movimento instantaneo no chao
oceanico ¢ sentido. Como o fundo é denotado por z = —h + H(z, 1),
a situacao acima é representada por

H(z,07) =0 e H(z,0") =Ho(z)
e a condicao de fundo, expressa como
0P

5 = L(x,t) = Ho(x)d(t), (3.2.18)
onde ¢ é a delta de Dirac com a propriedade
O+
/’Lm:wmy (3.2.19)

Isto modela um deslocamento vertical instantaneo causando as eleva-
¢oes no fundo dadas por Hy(z).
De (3.2.18), temos

L=0 para t>0". (3.2.20)

Assim, para o modelo do tsunami, as equagoes (3.1.12) e (3.1.14) séo

trocadas por
By +w?B=0, t>0" (3.2.21)

B(k,07) = 0. (3.2.22)
Para especificar a condigao inicial sobre By, note que de (3.2.22) temos
o+

/(&+wmﬁ:&wmy

Por outro lado, de (3.1.12)
o+ o+ _gi

2 _
/_ (Btt+w B)dt—/_ Coshkjhdt,
_ —97‘20
cosh kh’

usando (3.2.19).



Tsunami Devido a Levantamento do Fundo Oceanico 77

Isso nos fornece a condicao

—97:[0
cosh kh’

A solugao do problema de valores iniciais (3.2.21,3.2.22,3.2.23) ¢ facil-
mente econtrada e escrita como

Bt(kv O+) =

(3.2.23)

97'20

B=——"2——
w cosh kh

sen wt. (3.2.24)

Assim de (3.1.9,3.2.20), temos
® = Btanh khsenhkz + B cosh kz

p———— (senh kz senh kh + cosh kz cosh kh)

h
e cosh k(z + h)

gHo cosh k(z + h)

= T wcoshkh senwt coshkh

Invertendo a transformada de Fourier, obtemos o seguinte potencial
de velocidade.

usando (3.2.24).

ikx

R gHo ot coshk(z + h)
2m _006 weoshkh o0 cosh kh

o = dk.

A elevagao da superficie livre é portanto, de (1.3.19), dada por

[ ()
2 J_ cosh kh

n coswt dk, (3.2.25)
cuja parte real carrega o significado fisico. Esta expressao representa
as formas e alturas das ondas do tsunami. E portanto oportuno anali-
sarmos com detalhes a estrutura e significado dos termos em (3.2.25).
O termo Ho(k) é dito o espectro do deslocamento do fundo e fornece
informagoes sobre a perturbacao no fundo, tais como sua amplitude
e distribui¢ao espacial. Vemos que os tsunamis regidos por (3.2.25)
sao dominados por nimeros de onda k onde Hg(k) é proximo de seus
valores maximos. O termo (cosh kh)~! pode ser visto como um filtro
para as ondas curtas. Isto pode ser inferido dados os comportamentos
assintoticos de

(coshkh)™! ~ 1, kh — 0,
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referente a ondas longas e

(cosh kh)™! ~ 0, kh — oo,
relacionado a ondas curtas. Por fim, o termo e*** coswt controla as
informagoes de propagacao das ondas, suas velocidades, espalhamento
direcional e a dispersao prevista por (3.1.13).
A seguir, usando analise assintotica, extrairemos informagoes de
(3.2.25) acerca do comportamento das cristas mais rapidas do tsunami
que atingiriam regioes litoraneas primeiro.

3.2.1 Analise das Ondas Lideres

A funcdo Ho(z) descreve o deslocamento vertical do fundo e pode
sempre ser decomposta como a soma de uma fungao par Hf(z) e ou-
tra impar H{ (). Pela linearidade do problema, as duas componentes
de Ho(z) podem ser tratadas separadamente e superpostas depois.
Concentremos agora na parte fmpar que é aquela com resultados fisi-
camente mais interessantes.
Seja F'(x) tal que
dF ,
e Hy(z). (3.2.26)
Logo M (k) = ikF (k). Como H (k) é impar, F(k) é real e par em k.
Assim, de (3.2.25), podemos escrever as ondas causadas pelo tsunami
como

Y

1o ek 1 .
— R ]{ZF /{3 - 1wt —iwt dk
= or oo © coshkh' (k) 2 (" 4 e
1 d 0o gikr 1 . .
- - F - wwt —iwt ) 29
2 dx Re /_OO cosh kh (F) 2 (57 + ™) dk (3:227)

As ondas mais rapidas e as primeiras a encontrarem uma praia corres-
pondem as ondas mais longas e portanto a k ~ 0, como visto no capi-
tulo 1. Tais ondas sao denominadas ondas lideres. Para ondas longas,
a velocidade de propagacio ¢ C = (gh)'/2, conforme (1.3.28). Para
valores pequenos do nimero de onda, a segunda integral em (3.2.27)
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é dominante. Para analisi-la, note que

00 ei(k:z wt) 5 0o
R F(k)dk ~ Re F(0 ikz=ct) qgp.
e/o cosh kh (k) e F( )/0 ‘

~ Re F(0) / " lilk(a-om ) b 2} g 3.9.98)
0

onde expandimos a fungao de fase kx — wt para k pequeno usando as
relagoes (1.3.28) e (1.3.25). Fazendo uma mudanga de variavéis (veja
exercicio 3.1), podemos escrever (3.2.28) como

o0 () () - o00).

onde Ai é a funcao de Airy, dada por
1 [e.9]
Ai(z) = —/ cos (za + a®/3).
0

™

Derivando em relacao a z, obtemos

= FQO) <(9h)12/2h2t> h %Ai ((W) N e Wl)mt))

F(0) 2 AN 2 13 1/2
-7 () A <<W> “”‘(9’””))’
(3.2.29)

onde

Al = iAi(z).
dz
Podemos agora tirar conclusoes fisicas sobre as ondas lideres, aquelas
que alcangariam uma praia primeiro. Por (3.2.29), vemos que a forma
das primeiras cristas do tsunami seriam definidas pela primeira deri-
vada da funcao de Airy com suas amplitudes atenuadas por um fator
de t72/3. Na figura 3.1 ¢ mostrada o grafico desta funcdo. As ondas
lideres do tsunami possuirao cristas e cavados na mesma sequéncia e
com intensidades proporcionais aquelas do grafico de Ai" dependendo

do sinal da constante F'(0). Para analisar este aspecto, observe que

F(O):/_ZF da:—/ / H (€ dgdg;——/ aH () do
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Refat(d)

Figura 3.1: Grafico de Ai’.

Assim, se na ruptura do fundo, o lado a direita abaixa e consequen-
temente (pois Hj(z) ¢ fmpar) o lado a esquera levanta, F'(0) > 0.
Neste caso, a frente de ondas se propagando para a direita é liderada
por uma depressao da superficie da agua e cristas subsequentes mais
altas. Como assinalado por Mei [24], isto reflete uma caracteristica
frequentemente relatada em ocasioes de tsunamis: recuada do mar
na praia antes da chegada do tsunami e que a primeira crista nao é a
maior delas. Se a situagao inversa acontece no deslocamento do fundo,
F(0) < 0 e as ondas a direita sao lideradas por elevagdes da super-
ficie o que também é uma caracteristica coerente com relatos, visto
que nem sempre o fenémeno do recuo do mar antes da ocorréncia do
tsunami é observado.

Finalizando esta subsecao, observamos que os resultados acima po-
dem também ser obtidos usando as equacoes linearizadas de Boussi-
nesq que modelam ondas longas e que em uma dimensao sao equiva-

lentes a o o 12 o
n n n
—=gh| —+ —— .
ot? (8.7:2 * 3 83:4)

3.3 Generalizagoes e Parametrizacoes de Modelos
de Tsunamis

Uma descri¢ao tridimensional da superficie oceanica em um ponto
g = (z,y) causada por um tsunami pode ser obtida como a seguinte
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generalizacao de (3.2.25).

= z(kq wt) (k)
n(g,t) = Re 4712/ / osh kB dk, (3.3.30)

com espectro de deslocamento do fundo

//H elewr(©) ge.

onde H prescreve a o deslocamento do fundo, k = |k,

w(k) = v/gk tanh kh

e T prescreve a distribuicao temporal da perturbacao do fundo.
Usando coordenadas polares (r,0) e (p, @), a descrigao de n acima
pode ser escrita alternativamente como

1 00 ke—zwt o )
0.t) = Re — kr)e'™H (k) | dk
n(r,0,t) = Re o7 |, coshkh (nz_:oan( r)e n( )) ,

(3.3.31)
= [[ 71 smpperero e ag
RQ

onde J, sao as fungoes de Bessel do primeiro tipo e de ordem n.

A forma acima pode ser simplificada para certos tipos de pertur-
bagoes do fundo. Por exemplo, se a perturbacao é radial e se 7 =0, a
forma do tsunami correpondente é dada por

onde

1 >k coswt
t) = — ———— Jo(kr)Hy(k) dk.
n(r;t) 27r/ cosh kh o(kr) Ho(k)

Usualmente, o tempo para o levantamento da falha é de alguns segun-
dos. Levando em consideragao que o periodo tipico de ondas de um
tsunami sao de centenas de segundos, os deslocamentos do fundo sao
praticamente instantaneos e a hipotese de 7 = 0 é uma boa aproxima-
¢ao.

Podemos agora nos perguntar de qual maneira a intensidade e ou-
tras caracteristicas de um terromoto subaquatico influencia as ondas
do tsunami. Dentre os varios parametros que podem caracterizar o
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processo sismico, podemos classificar trés aspectos deles: momento,
mecanismo e profundidade.

O momento ¢ um produto da rigidez da rocha u, area da falha
A e do deslocamento médio AH. A magnitude do terremoto é en-
tao avaliada usando o momento, através de formulas parametrizadas
empiricamente. O mecanismo M estipula a orientacao da falha do
terremoto e a direcao do deslocamento sobre ela através de vetores
normais a regiao com area A, que usualmente é idealizada como re-
tangulos planos. A profundidade d do terremoto determina a distancia
da falha ao fundo.

Atribuindo valores aos parametros do terremoto pode-se parametri-
zar também o tsunami. Estes parametros sao usados para determinar
o espectro de deslocamento H = H(k, 7, u, A, AH, M). O subsequente
emprego da formula (3.3.31) fornece assim uma simulagao da propaga-
¢ao e forma do tsunami. Ward [43] fornce detalhes de parametrizagoes
usualmente empregadas para tsunamis.

Tsunamis com caracteristicas distintas daqueles gerados por levan-
tamento do fundo ocednico podem ocorrer na natureza. Em particular,
tsunamis gerados por deslizamentos submarinos sao importantes. Tais
tsunamis podem ser descritos por (3.3.30) especializando H. Em par-
ticular, para representar um deslizamento com velocidade v na dire¢ao
x pode-se tomar 7 = x/v.

Tsunamis devido a deslizamentos podem ser mais severos que aque-
les gerados por um terremoto sem esta caracteristica. O vulcao de
Cumbre Vieja na ilha de La Palma do arquipélado das ilhas Canarias
possui uma fenda na direcao norte-sul devido a erupcgoes. Estudos
indicam que uma futura erupc¢ao deste vulcao pode gerar um colapso
do flanco leste da ilha de La Palma ocasionando um deslizamento de
15 a 500km® de rocha no mar. Simulacées do tsunami resultante fei-
tas por Ward e Day [44], usando as equagoes acima, mostraram que
com uma velocidade v = 100m/s ondas podem atravessar o Oceano
Atlantico e atingir o litoral entre o nordeste do Brasil até o Canada
com alturas entre 3-8 metros a 10-25 metros.

Outra classe de tsunamis de interesse sao causados por impactos de
cometas ou asterdiedes no oceano. Neste caso, modelos semelhantes
ao acima podem ser usados. A diferenca essencial é a auséncia do
fator (cosh kh)™! ja que tsunamis de impactos possuem comprimentos
de ondas menores.
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Por vezes, tsunamis sao detectados por sensoriamento remoto. Re-
centemente, foi possivel analisar com dados de satélites a passagem do
tsunami ocorrido em 26 de dezembro de 2004 no Oceano Indico (ver
Gower [7| e Bao et. al. [1]). Coincidentemente, este evento foi o mais
forte do género que ocorreu, deste o inicio de medi¢oes de ondas por
satélites com altimetro, nos anos 1970’s.

3.4 Ondas Fracamente Nao-Lineares de Stokes

Desde a secao 1.3 temos considerado ondas lineares, ou seja, temos
usado a hipotese que a elevagao da superficie livre e suas derivadas
sa80 pequenas em comparagao com os comprimentos de onda. A idéia
nesta secao é abandonar a hipétese acima e obter correcoes para a
solucao linear por meio da técnicas da perturbagao. Esta diferente
abordagem é por vezes denominada de teoria da amplitude finita, em
contraposicao a teoria linear ou de amplitude infinitesimal.

Consideremos o problema nao-linear de ondas, em aguas profundas,
deduzido no capitulo 1:

ACD:O, —OO<Z<77<$7?J715)7
@
aa_z - % —V®-Vn=0, emz=1n(z,yt), (3.4.32)
0d 1
g+ oo+ SIVO[F =0, emz=n(z,y1), (3.4.33)
O
i 0, Z — —00. (3.4.34)

Assuma que o potencial de velocidade ¢ e a elevagao da superficie
livre possuam as seguintes expansoes em séries de potencias.

@(l‘,y, Zat) = qu)j(aj,y,Z,t), (3435)

M

1

J

n(x,y,t) = en;(z,y,t), (3.4.36)

M

Il
o

J

onde € é um parametro pequeno e proporcional a amplitude média das
ondas.
Pela linearidade da equagao de Laplace segue que A®; =0, Vj.
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Note que nas condigdes (3.4.32,3.4.33), ®; e suas derivadas sdo
avaliadas para z = n(z,y,t). Por exemplo, ®; = ®o(z,y, no(z,y,t) +
em(x,y,t) + €na(z,y,t),t). Levando este detalhe em consideracio,
substituindo as expansoes de ® e 1 na condigao cinemética (3.4.32),
obtemos a seguinte hierarquia de condi¢oes cineméticas aproximadas.

oo o
il 0, (3.4.37)

0100 | 010m0  Om _ 0%
or dr Oy oy Ot 0z’
N

TR T il i T ey vat v )

o 82(1)1 % 82(131 % _ 82q)1
n Oxdy Ox  Oxdy Oy  Oydy )’
(3.4.39)

Para usar a condicao dinamica, primeiro note que sua expansao de
Taylor em torno de z =0 é

77:—l (a—q)%—lVCI)-V(I))
z=0

g\ ot 2
0 1 /00 1
+ 77& |:—§ (E + §V¢) . V(I)):| L +.... (3.4.40)

Usando as expansoes (3.4.35,3.4.36) em (3.4.40), obtemos

0,
gm+ o = 0, (3.4.42)
+ @ + 1 @ ’ + @ i + @ ’ + @ =0
92T T | Car By 82 Moo, =
(3.4.43)

As condigoes (3.4.39,3.4.39,...) e (3.4.42,3.4.43,. .. ), assim como (3.4.40),
devem ser satisfeitas em z = 0.
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Usando (3.4.41), as condigoes de superficie livre aproximadas cine-
maticas podem ser escritas como

87’]1 8<I>1 -
T 0, (3.4.44)
87’]2 8@2 - 8<I>1 67’]1 6(1)1 87]1 82(131
or ~ 0z 0r or oy oy 02021 (3.4.45)
o, 0%,
S = Fas, (3.4.46)
e as condigoes dinamicas, como
0P,
— = 4.4
gm+ 0, (3.4.47)
ST A AR AN R
T = 79 | o By 82 Motz
(3.4.48)
0,
gn + 5 Gp-1, (3.4.49)

onde F,_; e G,,_1 sao operadores aplicados as funcoes 7, e @y, para k <
n — 1. As condigoes acima devem ser satisfeitas em z = 0 e portanto
o procedimento de perturbacgao empregado gera uma aproximagao do
problema em torno da posicao de equilibrio da dgua.

Notamos, observando as estruturas das equacoes acima, que apos
resolver-se o problema de ordem 1, referente a €', pode-se substituir
esta solugao nas equagoes do problema de ordem 2, usando-as como
forgantes nas equagoes (3.4.45, 3.4.48). As solugoes de ordem superior
sao obtidas repetindo este processo. As condi¢oes de superficie livre
aproximadas somadas a equacao de Laplace, a condi¢oes iniciais e a
outras possiveis condigoes de contorno levam a solugoes tnicas Py e
n, para cada ordem €*. As solucdes obtidas truncando as expancoes
(3.4.35, 3.4.36) sao ditas fracamente nao-lineares.

O trabalho de Stokes [41] foi o primeiro a usar a idéia acima para ob-
ter solugoes explicitas nao-lineares. Tais solu¢oes, denominadas ondas
de Stokes sao o ponto de partida para o estudo de ondas nao-lineares
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dispersivas. Em particular, as solugoes de Stokes mostraram a pos-
sibilidade de ondas periddicas em sistemas nao-lineares e produzindo
relagoes de dispersao dependentes da amplitude da onda. Este tltimo
carater, embora simples, implica em importantes consequéncias para
a descricao de propagacao de ondas.

As ondas de Stokes assumem propagagao na diregao x e periodi-
cos em z e em t. Usando expansoes como (3.4.36) para a amplitude
e a velocidade de fase, pode-se obter as relacoes de dispersao para
as aproximacoes. Desta forma, pode-se interpretar esta solu¢ao nao-
linear como uma correcao para a solucao linear harmoénica simples
dada por (1.3.23) e (1.3.22).

A solugao, ou expansao, de Stokes, com termos de até ordem 3
explicitados é dada por

® = Cpersen(kr — wt),
1
n = —acos(kr —wt) + §ka2 cos 2(kx — wt) + gkza?’ cos 3(kx — wt)
+ O(a"), (3.4.50)

onde

B=a-— ngag + O(a*)

e a velocidade de fase C' é dada por

c? = %(1 + B2K%) + O(BY). (3.4.51)
Note que a aproximacao de primeira ordem de Stokes tem a velocidade
de fase linear (1.3.27):

A expressao (1.3.27) ¢ uma relacdo de dispersdo envolvendo a am-
plitude a, por vezes denominada dispersao de amplitude. Notamos
através desta relacao que ondas mais altas se propagam mais rapida-
mente que ondas baixas. Assim, com a teoria nao-linear incorporamos
na nossa descricao nao apenas ondas mais altas como também ondas
mais rapidas.
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Note que nao é necessario a convergéncia da expansao de Stokes
para termos boas aproximacoes para o problema. E suficiente a valida-
de assintdtica das condigoes do problema para ¢ — 0. A convergéncia
da expansao de Stokes implica na existéncia de ondas com amplitude
finita estaciondrias e periddicas. Levi-Civita [20] demonstrou esta con-
vergéncia para valores suficientemente pequenos de €, sem especificar
o raio de convergéncia.

O problema de existéncia de ondas estacionarias nao-lineares for-
mulado nos trabalhos de Stokes e Levi-Civita (ver Okamoto & Shoji
[29]) é objeto de pesquisa ainda hoje, onde teorias mateméaticas mais
sofisticadas sao empregadas. Tais teorias incluem a formulagao Ha-
miltoniana de ondas em agua vista na segao 3.6.

3.5 Equacao Nao-Linear de Schrodinger

A solugao linear (1.3.20) e a solugao fracamente nao-linear (3.4.50)
representam ondas periddicas, planas que sao exemplos simples de
um trem de ondas. Empregando um conceito mais amplo de trem
de ondas podemos permitir que a amplitude, frequéncia e nimero de
onda variem com o espaco e o tempo. Se estas variagoes sao lentas
em relagao ao trem de onda original, podemos identificar assim a onda
portadora e as modulacgoes ou variacoes dele. Em termos mais precisos,
escreveremos

w = wg + w’, k= k?() + l{?l, (3552)
onde wy e kg sdo constantes e w’ e k' sdo as perturbacgoes na frequéncia
e no numero de onda. Introduzimos também o envelope de ondas
complexo por '

Az, t) = a(z, t)e'**"0),
Embora as perturbacoes sejam pequenas em relacao as propriedades
wy € ko da onda portadora, a modulacao total, depois de um longo
tempo, nao é necessariamente pequena.

Note que de (3.4.51),

W= (gk)1/2(1 + k2a2)1/2 + O(kSGS).

1/2

Expandindo a raiz quadrada (1 + k?a?)!/? em série de taylor para ka

pequeno, obtemos

w(k) = (gk)2(1 + %k%ﬂ) +O(d). (3.5.53)
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Expandindo agora w(k) em torno de kg e mantendo termos de ordem 2,
obtemos para a frequéncia e niimero de onda pertubados a expressao

/ wo wo /2 1 2 2
— —k + Sk 4+ zwokja® = 0. 3.5.54
w e + Ay + Swokya ( )

Assim como uma transformada de Fourier coverte operadores dife-
renciais em operadores algébricos, em um sistema de ondas lineares
existe uma correspondéncia entre sua relacao de dispersao e a equagao
diferencial governante. Tal correpondéncia, que pode ser justificada
com rigor, se traduz em

. ‘ 0
—iw = =, ik

5 - o (3.5.55)

Esta correpondéncia é aplicdvel a sistemas fracamente nao-lineares
onde o termo nao-linear ndo depende de k', que é o caso de (3.5.54).
Assim, de (3.5.55), obtemos um operador diferencial correspondente
que aplicado ao envelope de ondas complexo fornece

2
i (% + ﬂ%) _ oA 1w0/~c§|A|2 =0. (3.5.56)

ot 2ky Ox 8kE Dz 2
Esta é a equacao nao-linear de Schrodinger, denotada por NLS e usa-
da em vérios campos da fisica-matematica. O argumento euristico
utilizado acima para a deducao desta equacao pode ser substituido
por uma variedade de métodos tais como miltipla escalas, formulacao
Lagrangiana ou o método espectral utilizado na deducao de Zakha-
rov [48].

Vérios estudos foram relizados sobre a duragao das ondas de Stokes,
ou equivalentemente sobre a estabilidade destas no tempo. Trabalhos
sobre este tema se somam e sao marcados pelo resultado cléssico e
original de Benjamin e Feir [2|, que demonstraram a existénica de
instabilidades em ondas de Stokes. A instabilidade de Benjamin-Feir,
também chamada de instabilidade de banda lateral, é causada quando
a frequéncia perturbada que tem duas componentes laterais a frequén-
cia da onda portadora, tem parte imaginaria. Isto causa uma quebra
do carater periodico das ondas de Stokes. Estes estudos podem envol-
ver equacoes governantes como a equacao nao-linear de Schrodinger.
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3.6 Formulacao Hamiltoniana para Ondas em Agua

Nesta secao abordaremos a teoria para uma reformulacao das equa-
¢oes do problema nao-linear de ondas. Usaremos conceitos do célculo
variacional.
Comegamos esta segdo com uma defini¢do: suponha que H(f,g)
¢ um funcional que depende suavemente das fungoes f = f(x,t) e
g = g(x,t). O sistema
of o0H 0Og oH

=" Z=___ 3.6.57
ot 0g ot of ( )
¢ denominado um sistema Hamiltoniano e H é o Hamiltoniano. O sim-
bolo % denota derivada funcional e as equagoes (3.6.57) sao chamadas
de equacoes de Hamilton. f e g sao ditas varidveis conjugadas.

Note que o Hamiltoniano é uma constante de movimento:

dH _OHOf | 0H g
dt ~ 5f ot ' bg ot
_GH6H SH [ §H
_ﬁ5+5( )_

As equacoes de Hamilton generalizam a terceira lei de Newton F' =
ma = mdv/dt para sistemas onde o momento nao é simplesmente
massa vezes velocidade. Muito é conhecido sobre (3.6.57) e intimeros
fenémenos fisicos sao descritos por estas equacoes, tendo elas sido es-
tudadas sob quase qualquer ponto de vista imaginavel. Sua notacao
compacta pode expressar naturalmente o conceito de integrabilidade
do sistema. Conceito este que indica se o sistema pode ser explicita-
mente resolvido para condi¢oes iniciais arbitrarias. Outro beneficio da
formulagao Hamiltoniana é que esta favorece o emprego simplificado
e padronizado da teoria de perturbacao.

Parece portanto muito desejavel exprimir o problema de ondas atra-
vés das equagoes de Hamilton. Frequentemente, o Hamiltoniano re-
presenta a energia do sistema. Assim, para o caso de ondas em agua,
as densidades para as energias potencial e cinética, dadas por (1.3.40),
sao ]

E,=g9z e E.= §|V<I>|2.

A energia total na agua entdao poderia fornecer o Hamiltoniano para
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ondas em agua. Ou seja,

U U
H:// (/ Epdz—l—/ Ecdz> dx dy,
A 0 —h
1 2 ! 2
=3 gn° + \V®|“dz | dxdy, (3.6.58)
—h
Q

onde o dominio horizontal  pode ser o R? ou um comprimento de
onda, dependendo se o problema for transiente, e neste caso assumindo
n,® — 0 quando z? + y?> — oo ou estacionario com 7 e ® periddicas
em x e y.

Em seu influente artigo Fstabilidade de ondas periddicas de ampli-
tude finita na superficie de um fluido profundo [48], Zakharov observou
que a elevacao da superficie 17 e a condigao de Dirichlet na superficie
livite U = ®(x,y,n,t) determinam completamente o movimento das
ondas e que 1 e ¥ sao varidveis conjugadas para uma formulagao Ha-
miltoniana para o problema nao-linear de ondas em agua. Precisa-
mente, temos que as equagoes

on O0H

5= 50 (3.6.59)
ov 0H

TR (3.6.60)

com H dado por (3.6.58), sdo equivalentes as condigdes de supeficie
livre (3.4.32) e (3.4.33).

Embora a deducao original é feita para dguas profundas, a extensao
para profundidades intermediarias é facilmente obtida.

O problema completamente nao-linear para ondas em agua pode
entdo ser formulado por (3.6.59, 3.6.60) e (1.1.6, 1.2.14).

A maior dificuldade técnica desta formulagao é expressar a integral
[T |V®[>dz como um funcional de n e ®. Pode-se contudo obter
aproximacoes assintoticas para este termo e para o Hamiltoniano em
regimes de interesse como o de ondas longas. De fato, através deste
tipo de procedimento, pode-se deduzir as equagoes de Boussinesq e a
equagao KdV.
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3.7 Formulacao Variacional

Nesta secao, continuaremos a usar conceitos do célculo variacional.
Para uma funcional

J(f) = / / L(fe, for f) dtde,

o principio variacional denotado por d.J = 0 requer que J(f), sobre
qualquer regiao R finita, seja estacionario. Equivalentemente, que J
seja minimizado. O sentido matematico preciso deste caracter estaci-
onario pode ser consultado em [45, segao 13.2] ou em um livro sobre
calculo variacional.

E bem conhecido que a equacio de Laplace, por exemplo, segue do

principio variacional
1 2
5 [ S5(VF)? dwdt =0,
Para ondas em agua, Luke [22]| (veja também [45]) mostrou que o

principio variacional
) / / Pdxdt =0,
R

onde P ¢ a pressao dada pela equacao de Bernoulli, fornece as equagoes
do problema de ondas em agua (1.1.6, 3.4.32, 3.4.33, 1.2.14). Ou seja,
o problema de ondas em agua completo decorre de

6//Lda:0dt — 0, (3.7.61)
X

onde

K 1
—h

Aqui ¢y = (x,y) e X é uma regiao arbitraria no espago (xg,t). O

operador L é denominado Lagrangiano do sistema.

O principio variaconal (3.7.61) também fornece as equagdes de Ha-
milton (3.6.59) e (3.6.60) conforme Miles [27].
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3.8 Conservacao de Energia

Uma forma de obter uma equagao para a variagao da energia de ondas
¢ utilizar o principo variacional médio. Basicamente, consideraremos
uma média do Lagrangiano sobre todas as fases a = k-xo—wt. Assim,

1 2

L- —/ Lda. (3.8.62)

2 Jo

Assumimos trens de onda dados por
d(a,2) = f: An cosh nkz sen na (3.8.63)

) — n Y
n(a) = acosa + Zan CoS na. (3.8.64)
n=2

Assumiremos que as expressoes acima sao expansoes do tipo Stokes,
ou seja, os coeficientes a,, e A, sdo O(a"). Com isso, os coeficientes
Ay, Ay e a; podem ser eliminados resovendo as equacoes variacionais

L4, =0, L4, =0, Lo =0.

Embora a execucao deste procedimento seja enfadonha, a expressao
obtida posterioremente para £ é compensadora:

ro1g w? [\ _LK?E? (9tanh’kh — 10 tanh” kh + 9
27 \ gktanhkh 2 pg 8tanh? kh
+ O(E?),

onde £ = %pga2 ¢ a densidade de energia para ondas lineares, con-
forme (1.3.43), e pode ser interpretado como o parametro da ampli-
tude, em vez de a.

Usando agora o principio variacional

5//£(w,k:,E) dxodt = 0,

temos para as variacoes em E e «,

Lp=0 c (3.8.65)

0 ok
Eﬁw -V Ek = O, E + Vwow = 0, (3866)
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respectivamente. A relagao (3.8.65) fornece a relagao de dispersao

w? 9tanh® kh — 10 tanh® kh + 9 k2E _,
T at : +O(B),
gk tanh kh 8tanh™ kh Py
em concordancia com (3.4.51). A primeira aproximagao fornece a
frequéncia da teoria linear wg = /gk tanh kh.

A equagdo (3.8.66) fornece a lei de conservagao de energia

OF | g. (CQE) +O(E?) =0, (3.8.67)

aw_() wo
onde C, ¢é a velocidade de grupo Vg, - w dada por
C,=—-Ly/Ls.

Em termos da a¢do da ondas, definida por N' = E /wy, temos a equacio
do balanco de agao

TN 4T (CN) =0, (3.8.68)

onde os termos nao-lineares foram omitidos.

3.9 Equacgao de Zakharov

A generalizacao da equacao nao-linear de Schrodinger para ondas tri-
dimensionais é trivial; possui o termo adicional de segunda ordem
ﬁ%‘%ﬁ. Trabalhos sobre instabilidades de ondas de Stokes em trés di-
mengcoes usando a NLS tridimensional indicaram que a regiao de ins-
tabilidade seria ilimitada e que a energia de ondas ¢é transferida para
fequéncias arbitrarias, que nao apenas aquelas dentro do intervalo de
varia¢ao usado para obter a NLS. Martin e Yuen [23] mostraram que
eventualmente solugoes saiam do dominio de validade da NLS.
Dadas as limitagoes da NLS para a descricao da evolucao de on-
das em agua em trés dimensoes, poderemos nos questionar quais hi-
poteses na deducao da NLS foram demasiadamente restritivas. Na
deducao da NLS por Zakharov, pode-se observar que é assumido que
a energia é confinada a uma banda estreita de frequéncias em torno
daquela da onda portadora. Portanto podemos empregar a equacgao
intermediaria na deducao proposta por Zakharov, antes das hipote-
ses de banda estreita serem feitas. Esta equacao intermediaria é uma
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equagao integro-diferencial, descreve fendomenos de instabilidade tridi-
mensionais e constitui uma ferramenta importante para o estudo de
ondas fracamente nao-lineares. A seguir daremos uma deducao da
equacao de Zakharov.

Como na segao 3.6, seja U (x, t) o potencial de velocidade na super-
ficie, ou seja,

U(x,t) = D(x,n(x,t),1).

Escreva as condigoes de superficie livre (3.4.32) e (3.4.33) em termos
de W, n e da velocidade vertical ®, como

m+ (V) - (Ven) — .[1+ (Van)?] =0,

1 1
U, +gn+ §(V:c‘l’)2 - §(I>z[1 + (Van)*] = 0.

Seguindo Yuen e Lake [47], usamos a transformada de Fourier do po-
tencial de velocidade:

1 oo
Bk, 2, 1) :2—/ Bz, 2, 1) exp(—ik - x)da.
T

—0o0

Para nao sobrecarregar a leitura a seguir, note que a tnica distingao,
em nossa notac¢ao, que fazemos entre uma fungao e sua transformada
de Fourier estd em seu argumento.

A equagao de Laplace requer que ®(k, z,t) seja da forma

O(k, z,t) = P(k,t) exp(|k|2). (3.9.69)

Invertendo (3.9.69) e avaliando o resultado na superficie livre fornece
a seguinte expressao para o potencial na superficie.

V(1) = %/m ke, £) exp(|kln(a, ) explik - @) k. (3.9.70)

Assumindo que |k|n pequeno, substituimos a série de Taylor até se-
gunda ordem exp(|k|n) =1 + |k|n + 1(|k|n)? em (3.9.70), obtendo

V(1) = % /_OO (k. 1) explik - ) dke
1 oo
+5- /_Oow(k,t) exp(ik - x)|k|n dk

+ % /_Oo Y(k,t) exp(ik - z)(|k|n)* dk.
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Usando a relacao

1 o0
wet) =5 [ (et expl-ik - 2)de.
mw ) _

[e.9]

fornece

U(x,t) / Y(k,t)exp(ik - x) dk

) U(k,t)exp(ik - x |k:]/ n(kq,t) exp(iky - x) dkq, dk

/ W(k,t)exp(ik - a:)—|k]2/ n(ky,t) exp(iky - ) dky

o0

X / n(ks,t) exp(iks - ) dks dk.

[e.9]

Trocando as ordens de integracao, obtemos

U(x,t) / Y(k,t)exp(ik - x) dk

//!k!w (k,t)n(ky,t) expli(k + k1) - ] dky dk

|k| 1/J k t klv ) (k27 )

x expli(k + k1 + k) - ] dky dks dk.

Em termos da delta de Dirac

i(k) = iﬁ /OO exp(—ik - x)dx,

—00

a transformada de Fourier de ¥ pode ser escrita como

wm>=¢w+—/memankklkmmw2

QWKU|W¢M (F2)n(ks)

X (S(k? — ’{31 — kz — k3) dkl dkz dkg + -, (3971)
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onde a dependéncia no tempo de W, ¢ e n esta implicita. Inver-
tendo (3.9.71) iterativamente, temos

u(k) = U(k) — 5 / / ea |0 (R )y (k)6 (K — Ky — Bey) by b

—00

1 [ff1
- (27?)2 ///Z|k1|(2|k1|_|k_k1|_|k_k2|_|k1—k2|—|k1—|—k3|)

X \Ij(kl)n(kz)ﬂ(kg,)é(k — kl — kz — k)3) dkl dkz dkg —+ e

Escrevendo as condigoes de contorno (3.4.32-3.4.33) em termos de
U(k) e n(k), teremos

(k) — [k|¥ (k)

1 [e e}
ton //(|k||k1| — k- k1)U (k1)n(k2)d(k — ki — k2) dky dky

1 o
+167r2 ///|k|‘kl|(2|k|+2|k1|—|k—k22|—|k—k3’—|k1—k2|_|k1_k3|>

X W(ky)n(k2)n(ks)d(k — ki — ky — k3) dky dka dks + - - = 0,
(3.9.72)

W (k) + gn(k)

- ﬁ //(|k||k1| — k- k1)U (k1)U (kg)3(k — ky — ks) dky dky

1

e [ 1l el 200001 | s Bl s

X W(k1>n(k2)77(k3)5(k’ — k1 — k2 — kg) dky dko dks + --- = 0.
(3.9.73)
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Definindo a amplitude compleza a(k) = a(k,t) por

ot = (1) "ty 11 () vk

as relagoes entre n(x,t) e ¥ com a(k,t) serao

1/2
n(x,t) = (20!)’3{:)) la(k,t) + a”(k,1)], (3.9.74)

1/2
U(k,t) = —i(2wg(k)) la(k, t) — a* (K, t)].

As equagoes (3.9.72) e (3.9.73) podem ser combinadas em uma so.
Usando uma ligeira generalizacao da notacao' empregada por Stiassnie
e Shemer|39], obtemos

a,(k) + iw(k)a(k) +i» // V) (K, key, ky)Can(a) dky dksy

4 o
+ZZ/// W (k. ky, kg, k3)Cs,(a) dky dko dks = 0, (3.9.75)
n=1 5
onde

Cia(c(k)) = (f[ c*(k:m)> (H c(k:m)> 5 (k: + i km — Y kzm> ,

m=1 m=n

e Zlm:n e an:n para [ < n sao definidos como 0 e 1, respectivamente.
Os coeficientes de interacao sao dados no apéndice. Assumimos agora
que o campo de ondas pode ser dividido em um componente variando
lentamente no tempo b e um pequeno, rapidamente variante compo-
nente b’ e que a maior parte da energia nas ondas esta contida em b.
Entao escrevemos

a(k,t) = [eb(k,T) + &V (k,t')] exp(—iw(k)t), (3.9.76)

onde ¢ é um parametro pequeno descrevendo a magnitude da nao-
linearidade. Substituindo esta forma de a em (3.9.75) e mantendo

1Em nossa notagio, o operador Cj,, depende da fungdo complexa c(k, t)
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termos de ordem O(€?) teremos
Zv ™) (k, key, kg ) Caon (b) expli Qont] dky dks,  (3.9.77)

onde €, = w+ Zm | Wi, — ern:n wm. Observando que os termos en-
volvendo b’ no lado direito de (3.9.77) ndo dependem de t', integrando
com respeito a t’ obtemos, na primeira ordem,

W (k, 1) //Zv (K kl,kz)Ogn(b)%zQz”] dky dks.

(3.9.78)
A constante de integracao correspondente a fase inicial é assumida
zero sem perda de generalidade. A ordem O(e?) temos

Z— = //%12 blb, +b2b )(50 1— QGXp[ (le) ]
[ / Vi, (B30 + baby")oos1 expli ()]

// Vb b*bQ + b*bl )50+1+2 exp[ (923) ]dkl dk)z

+ / / W 5.3b3babado 10— expli (Qao)t] dkey dka dkes, (3.9.79)

onde usamos a notacao na qual os argumentos k; sao substituidos
pelos indices i.

Os termos envolvendo W n = 1,3, 4, sdo abandonados baseado
no argumento que as oscilagoes no tempo correspondentes seriam mais
rapidas que o termo com W), e assim menores, quando integradas.

Substituindo a solugao para b’ de (3.9.78) em (3.9.79) e convertendo
a uma forma simétrica, chegamos na equacao de Zakharov:

= /// T0’172’3032 eXp[z' (Qgg)t] dkl dk2 dkg, (3980)
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onde Ty 193 ¢ dado em termos deV (™ e W™ no apéndice A.

Exercicios

3.1 Mostre que a integral

0 1/272
4 oS {k (z — (gh)l/Qt) + (M) /{:3} dk
2w Jo 6

é reduzida a s
a 2 .
3 () 45

o—(am)1/2¢)°
se a mudanca de varidveis 2% = 2((@()5,+)2h?tt) e k(z—(gh)'/?t) =

za ¢ empregada.

3.2 Deduza a condigdo de superficie aproximada (3.4.43). Faca o
mesmo, agora usando como ponto de partida a equagao (3.4.33) no

lugar de (3.4.40). Mostre que as condi¢oes aproximadas resultantes
929,
otoz -

diferem por 7,
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Capitulo 4

Ondas Irregulares no Oceano

No capitulo 1, assumindo que o movimento das ondas tem amplitude
pequena e que as condigoes de fronteira podem ser aplicadas na su-
perficie média z = 0 em vez de em z = 7, linearizamos o problema de
ondas em agua e obtemos solugoes expliticas. Com este procedimento
nos distanciamos da realidade fisica. Em varias aplicacoes é necessa-
rio recorrer a teorias nao-lineares ou de amplitude finita. Contudo,
apesar da sofisticacao da teoria de ondas de amplitude finita, nela as
ondas sao essencialmente de uma tnica frequéncia. Existe claramente
um periodo e comprimento e a soma de duas solugoes nao ¢ em geral
uma solugao.

Por outro lado, como duas solugoes do problema linear ¢ também
uma solugao, podemos compensar as restrigoes feitas na linearizacao
com a incorporacao ao modelo matematico de todas aquelas ondas
obtidas através de superposigoes de ondas senoidais.

De fato, é facil de observar que tipicamente ondas em oceanos pa-
recem desorganizadas e irregulares, sem uma direcao, amplitude ou
frequéncia definidas. A idéia central deste capitulo é ondas senoidais,
lineares para descrever a superficie oceanica através de espectro de
ondas, onde estao presentes diferentes frequéncias e diregoes.

4.1 Superposicao de Solugoes

Na secao 1.4 usamos a superposi¢cao, ou soma, de duas ondas para
facilitar a apresentacao do conceito de velocidade de grupo. O sim-
ples modelo de duas ondas senoidais combinadas pode descrever, por

101
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exemplo, interferéncia entre ondas, reflexao e até atenuagao de ondas
em uma praia, apenas variando as duas dire¢oes de incidéncia e am-
plitudes. Contudo, ainda é um modelo muito simples para representar
a irregularidade do estado do mar. Poderiamos entao ir além e somar
um numero arbitrario de componentes. O resultado seria uma descri-
¢ao ndo mais monocromatica (com uma tnica frequéncia) da superficie
livre. De fato, podemos formar um campo de ondas com N vetores de
onda k,, frequéncias w,, e amplitudes a,, na forma

N
n(x,t) = Z Re{a, e hna=wn)} (4.1.1)
n=1

com potenciais correpondentes na forma (1.3.20) ou (1.3.23). Escre-
vendo k,, = (k, cosb,, k,senf,), onde 0, indica a diregdo da compo-
nente de onda n, podemos escrever (4.1.1) como

N
n(x’ Y, t) — Z Re{ane—ikn(a:cos On~+y sen On)—i-iwnt}’ (412)

n=1

onde k,, depende de w,, através da relacao de dispersao.

Um poder de representacao ainda maior teremos se usarmos infini-
tos componentes de ondas. Assim, tomando o limite quando N — oo
em (4.1.1), obtemos

2 00
n(x,t) = Re/ / a(w, §)e~ k@) (@eostysend) it g, g9 (4.1.3)
o Jo

A expressao acima fornece uma descrigao da superficie oceénica e é
por vezes denominada de pacote de ondas. A integral acima sera con-
vergente no sentido de Riemann ou Lebesgue contanto que o espectro
de amplitude a(w,#) tenha quadrado integravel no dominio inteiro.

Neste momento observamos que ondas lineares superpostas, com
diferentes frequéncias e direcoes, podem formar uma superficie intri-
cada simulando a forma irregular da superfice ocednica. Esta ideia é
brilhantemente ilustrada na figura 4.1, por Pierson et. at. [34].

Uma reflexao sobre o modelo acima é agora proposta. Ao observar
atentamente uma superficie maritima, podemos perceber, em geral,
ondas se propagando em diferentes dire¢oes com comprimentos distin-
tos e entrever a agua se movimentando em dire¢oes concorrentes ao
mesmo tempo em um mesmo ponto! Isto é representado pelo espectro
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Figura 4.1: Superposi¢ao de ondas lineares formando uma superficie oceanica (de Pierson
et. al [34])

de amplitude acima. Uma situacao analoga seria enxergarmos duas
ou mais componentes no espectro de cores. Vocé poder ver o azul
contido na purpura ou ainda o amarelo no verde ? Outra analogia que
podemos pensar é um conjunto de notas musicais, cada uma com uma
frequéncia distinta, soadas ao mesmo tempo, formando um acorde.

4.2 Descricao Estatistica e o Espectro de Ondas

Consideremos agora o problema de descrever o estado do mar global-
mente em grandes bacias maritimas. Em vez de procurarmos uma
descricao deterministica, adotaremos o ponto de vista estatistico, ba-
seados na observacao de que as ondas na superficie oceanica sao quase
sempre aleatoérias e sua configuragao varia de maneira irregular no
espaco e tempo.

Uma medicao estatistica de interesse é a funcao de probabilidade
conjunta P(ny,mg,...,n,). P é definida com a propriedade de que
para qualquer dominio D no espago n-dimensional das elevagoes da
superficie livre n1,m2, . .., m, em pontos (x1,t1), (€2, t2), ..., (Xn, tn), &
probabilidade de que estas elevagoes estejam em D é dada por

Pr{(n,n2,...,m.) € D] :/ P(y1,92, - yn) dyr dya . .. dyn.
D
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Segue pela defini¢ao que

/ P(y17y27"'7yn) dyl :P(y2a7yn) (424)

o0

Convencionalmente, a funcao densidade de probabilidade sao norma-

lizadas, ou seja,
/ P(y)dy = 1.

—00

Definindo os momentos M; de P por

MJ:/ ¥ P(y) dy,

o valor esperado, que pode ser visto como uma média ponderada de
n, é dado por M;/M,. Ou seja,

77=/ yP(y)dy,

ja que My = 1. A covariancia da elevagao da superficie livre é

cov((x;, t;), (xi, t;)] = // vy P(yi, y;) dy; dy;

= (@, t)n(z;, t;) (4.2.5)
e a variancia var[(zx, )] é dada por
var[(z,t)] = cov[(x,t), (x,1)]. (4.2.6)

Portanto, usando (4.2.4), temos a seguinte relacao.

var|(, 1)) = cov|(a, ), (2, £)] = / T PPy dy = (e, 1) = M.

—0o0

(4.2.7)
Em circunstancias naturais, a variacao de cov é maior quando a dife-
renca (r,t) entre (x;,t;) e (x;,t;) é comparavel em magnitude com o
comprimento de onda e do periodo das maiores ondas. Assim, focare-
mos 0s casos em que cov|(x;, t;), (x;,1;)] = cov[(xo, to), (Lo +7,to+1)]
e por vezes, a dependéncia em xg e ty nao serd explicitada. A hipo-
tese de cov depender apenas do incremento r e da diferenca de tempo
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t, definem um campo de ondas homogéneo e quase estaciondrio. Um
campo estacionario seria aquele independente de ¢. Nao é necessario
uma condi¢ao tao severa. Assumiremos um campo de ondas homo-
géneo e quase estacionario. Além disso a funcao de probabilidade
conjunta é tal que média no nivel da superficie livre é zero, ou seja,
M, =0.

Casos particulares de (4.2.5) sao covariancia da elevagao instantd-
nea da superficie livre

cov[r] = cov[r,0] = n(xo, to)n(xo + 7, t0)

e a covariancia para um ponto fixo, em fun¢ao do tempo,

cov[t] = cov[0,t] = n(axo, to)n(xo, to + t).

O espectro de ondas é a transformada de Fourier da covariancia':

Flk, o) % /Q / / covlr, e gy, (4.2.8)

onde €2 é o dominio espacial horizontal versus o intervalo de tempo
considerado. A transformada inversa nos fornece

cov[r,t] = / / / F(k,0)e'™ = dkdo. (4.2.9)
Em particular,
F:// F(k, o) dkdo. (4.2.10)

A relacao acima é de grande importancia. Note que a média do qua-
drado de n pode ser usada para definir a energia média total de ondas,
de acordo com (1.3.43). Ou seja E = pgn?. Assim,

F = pg / / F(k, o) dkdo (4.2.11)

e portanto o espectro de ondas pode ser interpretado como a densi-
dade de energia por unidade de volume do espago niimero de onda-
frequéncia.

IEste resultado pode ser formalizado através do teorema de Wiener-Khintchine [28]
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Formas alternativas do espectro de ondas podem ser obtidas. Inte-
grando em o, o espectro de vetor de onda é dado por

F(k) :/ F(k, o) do. (4.2.12)

As componentes de ondas obedecem a uma relagao de dispersao.
Assim, o dominio de k = (kcosf,ksenf) e 0 = w estdo correlaci-
onados. Em &guas profundas, 02 = w? = gk. Como consequéncia
podemos expressar o vetor de onda em termos das dire¢oes de pro-
pagacao e das frequéncias dos componentes do espectro. Usando as

coordenadas polares (k,6) com k dk = (2w3/g?) dw, temos de (4.2.12),

27 00
F:/(/memme
0 0

27 0
= / / F(w,0)dwdo,
o Jo

2w
?

onde

F(w,0) = Z2F(k,0) (4.2.13)

¢ denominado espectro direcional sendo muito utilizado em modelagem
numérica de ondas, medi¢oes de campo e em previsoes de ondas. O
espectro da frequéncia é dado por

ﬂMZA%Hw®M~

Podemos definir os momentos do espectro de ondas por

mi:/ w'F(w) dw,
0

e vemos que mg = M.

Pode-se estabelecer uma relagao entre o espectro de ondas e o es-
pectro de amplitude definido na secao 4.1. Calculando a média do
quadrado de 7 diretamente por (4.1.3) teremos

F — %// e—ik(w)(z cos 0+ysend) +iwt da(w’ 6’)

X // e—tk(w’)(z cos 0'+ysend’ ) +iw't da*(w/,9/)7
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onde ()* denota complexo conjugado. Pode ser mostrado que as tnicas
contribuigdes para esta média ocorrem se (w, ) = (w',0') e obtemos

o 1 2T o0
0= 5 // da(w,0) da*(w',0") :/ / F(w, 8) dwds.
o Jo

Como consequéncia imediata segue que o espectro de ondas de um
campo de ondas estacionario e homogéneo é real e positivo.

4.3 Altura de Onda

Analisaremos nesta secao propriedades estatisticas da altura de onda
H. Esta varidvel randomica é definida como H = 2a. Precisamos
definir a funcao densidade de probabilidade f para a altura de ondas
indicando que a probabilidade de uma altura H entre H; e Hy ocorrer
é i,

Pr[H, < H < Hy| = f(s)ds.

H;
Assumindo que a energia de ondas estda altamente concentrada na
vizinhanga ou banda de uma certa frequéncia, ou seja, assumindo que
a ocorréncia da altura de ondas é uma processo de banda estreita,
tem-se que
2s

f(s) = - e 0 < s < oo, (4.3.14)
onde R é um parametro que pode ser relacionado com o espectro de
ondas por

R = 8my. (4.3.15)

Esta ¢é a distribui¢ao de probabilidade de Rayleigh e foi primeiramente
utilizada para a previsao de amplitude de ondas por Longuet-Higgins
[21]. Comparagoes de (4.3.14) com dados observacionais demonstram
a adequacidade desta funcao densidade de probabilidade. Para estados
de mar severos, onde o campo de ondas é muito mais irregular, a
hipotese de banda estreita se torna uma aproximagao menos acurada
e (4.3.14) pode ser corrigida, como veremos posteriormente.

4.3.1 Altura Significativa de Ondas

Determinar a altura de ondas em todos os pontos na superficie de um
oceano inteiro para cada instante de tempo é uma tarefa intratavel.
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Por outro lado, podemos utilizar médias das alturas das ondas para
vérias porgoes do oceano. A altura significativa de ondas é o conceito
mais comumente utilizado em medigoes in situ e remotas e em mo-
delagem matematica. Para defini-la, suponha que todas as alturas
medidas ou observadas sejam dividas em trés grupos; as menores, as
intermediarias e o terco das maiores. A altura significativa é a média
do terco das alturas mais altas. Contudo, nao frequentemente esta
definicao é usada para calculo. Podemos tornar esta quantidade mais
precisa e facilmente calculavel através do espectro de ondas.

Assumindo um espectro de banda estreita, as alturas de ondas po-
dem ser estimadas usando a distribui¢ao de probabilidade de Rayleigh,
como vimos acima. Seja s,/ 0 limite inferior do terco das alturas mais
altas. Assim a probabilidade de uma altura H exceder s,,; é 1/3.
Assim,

25 1
Pr[H > s, 5] :/S R IR s = 3
1/3
Integrando, obtemos
$1s = In3VR. (4.3.16)
Assim, a altura significativa de ondas é

. fsj3 sf(s)ds
S T

51/36—5?/3/R + V7R [1 ) <\/%81/3>]

, (4.3.17)

W=

onde ® é chamada de func¢ao distribuicao cumulativa normal padrao e

€ expressa por
L[ —t2/2
d(z) = — e dt
™ —00

()

onde erf é a fungao erro definida por

2 €T
erf(z) = ﬁ/o eV dt.
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Entao, de (4.3.15), (4.3.16) e (4.3.17), temos
Ho={Vin3+3v7 |1 -0 (V2n3) |} Ve ym,.  (43.8)

Aproximando o valor numérico acima, obtemos a seguinte defini¢ao
para altura significativa de ondas.

H, = 4\/mo. (4.3.19)

Ou seja, a altura significativa é quatro vezes a raiz quadrada da in-
tegral do espectro de ondas com a hipotese de um espectro de banda
estreita. Vale observar que os valores da altura significativa calculado
por modelos de previsao ou medido frequentemente estao de acordo
com valores estimados por observadores de onda. Isto fortalece a idéia
de H, ser uma média adequada, ou signicativa, no sentido comum
desta palavra.

O resultado acima pode ser generalizado para outras médias das
alturas de ondas. Por exemplo, a média do 1/n das alturas mais altas
pode ser calculada usando o mesmo procedimento. Obteremos

Hijn = {Vin + 07 [1 = o (V2Inn) [ } VB vimo.  (43.20)
Como
P(2)~1, z2>1,
para n grande, (4.3.20) pode ser aproximada por

Hyp = vlnn\/g\/mg =2V 2Inny/my.

Se a hipotese de banda estreita for abandonada, a altura signifi-
cativa pode ser calculada pelo mesmo procedimento. Contudo, uma
distribuicao de probabilidade mais geral do que a de Rayleigh deve
ser usada. Seguindo Ochi [28], a funcdo densidade de probabilidade
de uma altura maxima ¢ acima do nivel médio da superficie pode ser
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expressa por
A . _L( ¢ )2
f(C)—ler{mep( 20 \ e
¢

3

onde

€ =1/1—m3/momy.

O parametro € é denominado largura de banda e é uma medida da
area de frequéncia mais relevante do espectro de ondas. Um processo
de banda estreita é representado por ¢ = 0. E oportuno definir a

altura significativa €, calculada com (4.3.21) e denotada por Hﬁe), com

0 .
H§ ) = H,. Os valores de € observados no oceano variam entre 0.4 e
0.8. Calculando a altura significativa e com estes valores de € fornece

HY

3,68 < < 3,94

g

Assim, avaliar a altura significativa com a hipdtese de banda estreita
leva a uma superestimacao de aproximadamente 1,5 a 8 por cento.

4.4 A Sétima Onda

A probabilidade de uma onda ser mais alta do que altura significativa
é

[e's) 2 |0
Pr[H > Hy| = f(s)ds = —eBmo
H, Hs
HE
= 6_ 8mg
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Portanto como a probabilidade de uma onda exceder o valor da altura
significativa é um sétimo o que pode ser interpretado que existe uma
forte probabilidade de uma onda grande, maior que a média H, ocor-
rer a cada sete ondas. Isto vem ao encontro do famoso dizer que a
sétima onda é grande. Mesmo misicas como Love is the seventh wave,
de Sting, e os versos I'll wait for the ocean to rise up; And greet me
as it rose up before , I'll know the time de Seventh Wave de Devin
Townsend fazem referéncias e popularizam este dito.

E interessante notar que a menor largura de banda observada no
oceano, ou seja, € = 0.4, correpondendo a um campo de ondas re-
lativamente regular, livre de tempestades locais, fornece, como uma
aproximagao de primeira ordem, uma probabilidade de 0,1436 de uma
onda exceder a altura significativa. Esta probabilidade é ainda mais
proxima de % !

4.5 Outros Parametros Estatisticos

Além da altura significativa, podemos definir outros parametros esta-
tisticos de relevancia para descrever o estado do mar. Tais defini¢oes
usualmente usam o conceito de média estatistica, definida como a ra-
zao entre o momento de ordem um e o momento de ordem zero com
o dominio de integracao sendo o espago de amostra.

Assim, a altura média de ondas é

_ o 2 2
H:/ s(ESe_S /R> ds:\/T%\/E:\/Q?T\/mO.
0

Portanto, de (4.3.19), a razao entre a altura significativa e a altura
média é

A, 1 8/ 1,60

_ = — = = , s

H  \/2r
o que evidencia o quanto a altura significativa é um valor superior a
média de ondas.

A frequéncia e periodo médios sao
w=my/mg e T =271/w,

respectivamente.
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A frequéncia de pico e periodo de pico sao os valores para os quais
o espectro de ondas é maximo. Portanto,

wp € o valor de w tal que

T, =271 /w,.

As ondas tipo swell, ou marulho, como mencionamos na secao 1.4,
sao aquelas originadas por ventos distantes, normalmente devidos a
tempestades, ciclones, etc. Portanto, sao ondas antigas, que pelo efeito
da dispersao se tornam mais longas, rapidas e com forma mais suave.
Suas frequéncias sao mais baixas. Podemos calcular a altura significa-
tiva dos marulhos indentificando a parte do espectro que correspondem
a frequéncias baixas. Portanto,

stell = 4/ F(W) dw.
0

A frequéncia méaxima dos marulhos w.,., pode ser ajustada de acordo
com observacgoes da regiao e clima de ondas que se esta investigando.
No modelo de previsao de ondas SWAN, o valor default de w.,., é
27 0,1 Hz.

A direcao média de ondas é convencionalmente definida por

2T oo

_ senf F(w,0) dwdb

0 = arctan f027r fooo .
o Jo cost F(w,0)dwdd

O numero de onda médio é dado por

r_ foook_ﬁ’(w)dw
I3 F(w) dw

e o comprimento de onda médio, portanto, por A = 27 /k.
Podemos definir a declividade significativa de ondas por

S = H,/\

Assim como as quantitades acima, podemos definir outros parametros
estatisticos, geralmente por meio de momentos do espectro de ondas,
que sejam de relevancia a modelagem de ondas oceénicas.
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4.6 A Equacao do Balanco

Na secao 3.8, vimos uma equacao regendo a evolucao para densidade
de energia

_ 1
E= §pga2 (4.6.22)

por unidade de area da superficie livre. Podemos relacionar a densi-
dade discreta acima com a densidade continua de energia por unidade
de espago de vetor de onda, ou seja, o espectro de ondas. De (4.2.11)
e (4.2.12) e (4.6.22), temos

F(k)AK — %GQ

ou mais geralmente,

1 2
F(k)Ak = 5 > al

Analogamente ao caso discreto, podemos definir a densidade continua
de acao de ondas por

N(k) = F(k)/w. (4.6.23)

Considere agora a generalizacao do espectro de ondas para o caso
em que ha variagoes lentas no espago e no tempo. Uma primeira
aproximacao da densidade de energia é entao dada por

E(x,t) = pg/F(k,az,t) dk.

A equagao do balango de agao (3.8.68) escrita para o espectro de ondas
toma a forma, 2

0

—+V.-C,|N(k,z,t)=0.

ot
A esta equacao podem ser somados forcantes que influenciarao na
propagacao de ondas. Estas forcantes tomam a forma de termos fonte
como

(% V- cg) N(k,2,t) = Sin + S + Sas, (4.6.24)

2Este versdo da equagdo do balango foi deduzida por Willebrand [46]
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onde 5;, fornece a transferéncia de energia dos ventos para as ondas,
Sy representa a interagao nao-linear devido a grupos de quatro ondas
resonantes e Sgs traduz a dissipacao de energia devido a quebra de
ondas em alto mar. Os processos fisicos representados pelos termos
fonte podem ser altamente nao-lineares localmente. Contudo, se estes
mecanismos forem fracos na média no sentido de causarem apenas
mudangas moderadas no espectro, os termos fonte sao quase-lineares
no espectro de ondas, ou seja, S = vF, onde v pode depender nao-
linarmente de outros parametros que nao o espectro F.

A equacdo (4.6.24) pode também ser escrita para o espectro de
ondas e expressa concisamente como

DF

onde S é o termo fonte total.

Como veremos na secao 4.8, esta equacao é a base de modelos
de previsao de ondas oceanicas. Note que uma vez determinado o
espectro de ondas F(k,x,t) ou equivalentemente F(w,6,x,t), para-
metros que descrevem o estado do mar, como a altura significativa ou
os demais definidos na sec¢ao (4.5), podem ser facilmente obtidos por
integracao.

Outros termos fonte possam ser incluidos na modelagem como um
termo para as interacoes triplas nao-lineares em aguas rasas ou para
a difragao de ondas na zona marginal de gelo.

4.7 Termos Fonte

A seguir descreveremos resumidamente como podem ser expressos os
termos S, Sn; € Sgs.

4.7.1 Contribuicao Atmosférica

Esbogaremos a teoria de escoamento de cisalhamento desenvolvida
por Miles [25] para descrever a geracao de ondas pelo vento. O ar é
assumido nao viscoso e incompressivel e na auséncia de ondas pode
ser descrito como um escoamento de cisalhamento médio que varia
apenas com a altura acima da superficie aquatica. O perfil do vento
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na camada limite entre a atmosfera e o oceano pode ser descrito por
U
U(z) = ;ln(z/zo),

onde u, = (7)/2 ¢ a velocidade de friccdo, 7 sendo a tensdo de cisa-
lhamento na superficie; kK = 0,4 é a constante de von Kéarmén e z, é
o comprimento de rugosidade.

As perturbagoes no vento induzidas pelas ondas sao assumidas bi-
dimensionais, com componentes (u, 0, w).

A energia extraida do escoamento médio do vento por unidade de

volume é dada por

PaUW f;_lzf (4.7.26)

onde p, ¢ densidade do ar e a média uw ¢é a tensao induzida pelas
ondas ou a tensao de Reynolds que aparece em teoria de instabilidade
e é calculada como

2 < Ze, (4.7.27)

onde k é o nimero de onda e z. é a altura critica acima da superficie
da agua para a qual U = C, onde C' = w/k ¢é a velocidade fase da
onda na superficie. A camada de ar da superficie da agua até z. é
dita camada critica, onde ww é constante. Acima da altura critica, a
velocidade de propagacao da onda é maior que a do escoamento médio
do vento e nao ha transferéncia de energia para as ondas. Temos

uw = 0, Z >z (4.7.28)

A energia transferida do escoamento médio para as ondas por unidade
de area da superficie livre é, por (4.7.26) e (4.7.27), dada por

£ [ ()
)

U'(
— 0, /0 - (Zgﬁg) (zc)) a—gdz por (4.7.28)

- mpCU"(20) —
E0() Y

pois U(z.) = C e U(z.) = 0.

(4.7.29)
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A frequéncia angular é w = Ck e T, = 1/Ck é o tempo necessario
para mover um radiano da fase. Com isso, podemos definir a taxa de

crescimento de ondas
1 1dFE

TTCkE @
que representa o aumento em energia de ondas por radiano. Para
ondas senoidais, temos o
E = pgn?.

Para aguas profundas, g = w?/k, e portanto

p=""0 = g )2 (4.7.30)

De (4.7.29) e (4.7.30), obtemos

Este é o resultado classico de Miles para o crescimento de ondas devido
ao escoamento de cisalhamento. Vemos que o crescimento depende da
curvatura, presente pelo termo U”, e do gradiente U’ do perfil médio
do vento na altura critica. Posteriormente, Miles [26] generalizou este
resultado para incluir angulos arbitrarios # entre o vento e as ondas
com

7 =L Bun?,
onde
Us o
V= — COS
C
e B = B(S2, Ecosh) & o dito parametro de Miles. Aqui, 2 = uziz(;?e' e

20 = au?/g, onde a é o parametro de Charnock. Um valor constante
de o adequado para ondas antigas é 0,0144. Janssen [13| mostrou que
o parametro de Charnock nao é constante mas depende do estado do
mar através do espectro de ondas e da idade de ondas definida por
Z = =2, onde C), ¢ a velocidade de fase de pico do espectro. Note que
a medlda que Cp se eleva, Z aumenta e temos um estado do mar mais
maduro. Para ondas novas, um parametro de Charnock constante nao
fornece uma modelagem acurada. Medir o vento a uma altura de 10m
da superficie ¢ usual e denotamos a velocidade desta grandeza por
Uio. Experimentos mostram a transferéncia de energia do vento para
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. C .
o oceano se encerra quando a idade de onda expressa por 7 atinge
1,22. Um mar com esta idade é dito plenamente desenvolvido.
Em termos da altura critica adimensional y = kz., pode-se para-

metrizar o parametro de Miles como

5 bn

4
?uln L4, <1, (4.7.31)
onde f3,, é uma constante. Em termos do vento e das propriedades de
propagagao das ondas, u é dado por

onde Q,, = k%gzy/u?. O termo fonte
Sm = ’}/N,

onde N é o espectro de agao de ondas, é usado no modelo de previsao
de ondas WAM.

Outras descrigoes de S;, podem ser usadas, em particular usando
modelos nao-lineares e descrevendo rajadas de vento.

4.7.2 Interagcao Nao-Linear entre Ondas

Na aproximagao de primeira ordem, os componentes de ondas sao
independentes, no sentido de que podem ser superpostos livremente.
Incluindo corregoes a aproximacao linear, os componentes de onda do
espectro ficam vinculados e hé troca de energia entre eles através de
interacoes resonantes. Em &guas rasas, as interacoes mais relevantes
se dao entre certos conjuntos de trés ondas, denominadas interagoes
triades. A condicao de resonancia entre as ondas é

kl - kiz + k3,
w1 = Wy + ws.
Em aguas profundas as interagoes triades sao irrelevantes. Em contra-

partida, neste caso, conjuntos de quatro ondas satisfazendo a relacao
de resonancia ?

ki + ko = ks + ky, (4.7.32)
W1 + W = W3 + Wy. (4733)

30s primeiros trabalhos acerca das interacdes resonantes no-lineares onda-onda sao devidos
a Phillips [32],[33] e a Hasselmann [9]
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Figura 4.2: Diagrama, conhecido como figura do oito de Phillips, mostrando os vetores
de ondas satisfazendo a condigao de resonancia entre conjuntos de quatro ondas. (Komen
et. al [19])

trocam energia e contribuem decisivamente para a evolucao de um
campo de ondas. Estas sao as chamadas interacoes quadruplas. Cada
k; ¢ atado a w; pela relagao de dispersao. Possiveis solucoes da re-
lagao (4.7.32) podem ser ilustradas através da figura 4.2, conhecida
como a figura do oito de Phillips. Vemos que a condigao de resonan-
cia (4.7.32) esta presente na equagao de Zakharov (3.9.80) através do
termo 032.

As instabilidades de banda lateral, proprias de ondas de gravidade,
mencionadas na se¢ao 3.5 sao um caso especial do processo de intera-
¢ao quadrupla.

A descricao do processo de interagoes onda-onda resonantes foi pri-
meiramente apresentada por Hasselmann [9], usando a teoria da per-
turbagao. A transferéncia de energia no espectro de ondas devido a
interacoes quadruplas foi determinada através da taxa de variacao da
densidade da agao de ondas. Este resultado é cognato da equagao de
Zakharov que fornece a evolugao deterministica de ondas de gravidade
em aguas profundas. De fato, pode-se obter a derivada %—]X que é dire-
tamente relacionada a S,;, usando a equacao de Zakharov, conforme
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Yuen e Lake [47] ou Janssen [16]. A dedugdo é extensa mas a sua
esséncia pode ser explicada como segue.

Pela equagao (4.2.8), vemos que o espectro é dado em termos da
covariancia da superficie livre. Para um campo de ondas homogéneo e
estacionario, ¢ suficiente considerarmos a variancia (4.2.6). Por (4.2.7),
(3.9.74) e (3.9.76), a derivada da varidncia pode ser calculada pela
equacao de Zakharov e o resultado de Hasselmann reproduzido. As-
sim, a derivada da agao de ondas N; = N(ky) é descrita por

ON [
T = /// (T1.2,3.4)0 (R + ko — kg — ka) 0(wn +wn — w3 — wy)

X [N3N4<N1 + NQ) — N1N2<N3 + N4)] dk2dk3dk47 (4734)

onde o nucleo T' é dado no apéndice. Vemos entao que a densidade de
acao de ondas evolui no tempo devido as interagoes resonantes (4.7.32)
que sao selecionadas na integral sextupla acima através das deltas de
Dirac nelas presentes. Uma descrigao envolvendo também interagoes
nao-resonates foi proposta recentemente por Janssen ([15] e [16]). Inte-
ra¢oes nao resonantes ocorrem em uma escala de tempo muito pequena
e sao provavelmente nao relevantes para a evolugao em uma escala de
tempo maior, que é a mais importante para aplica¢oes praticas como
previsao de ondas operacional.

Calcular o termo fonte S,; diretamente pela expressao (4.7.34) exa-
ta ainda nao ¢é viavel para aplicacoes a previsao de ondas operacional
onde varias integracoes da equacao do balanco devem ser feitas diari-
amente. A expressao acima, além de possuir um nucleo complicado,
envolve uma integral de Boltzmann sextupla. Varias aproximacgoes
portanto, foram propostas para avaliar S,; numericamente. A abor-
dagem mais bem sucedida e provavelmente a ainda mais usada foi
proposta por Hasselmann et al. [11] e chama-se discrete interaction
approximation ou simplesmente DIA. Nesta aproximacao, um restrito
conjunto de combinagoes de ondas é considerado e contudo boa con-
cordancia com o calculo exato da transferéncia de energia é encon-
trado. Além disso, assim como no caso continuo, energia, momento e
acao sao conservados na DIA. A parametrizacao se baseia na seguinte
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configuragao para o conjunto de quatro ondas resonantes.

W1 = W2 = Wy (4735)
w3 =wo(l+A) =wy (4.7.36)
wi=wo(l—N) =w_, (4.7.37)

onde o parametro A = 0,25 é escolhido com base em comparagoes
com computacionais exatas. Note que o problema de interagao entre
quatro ondas é reduzido para trés: wg,w, e w_ com o parametro .
Da condigao de resonancia, os angulos 65 e 6, dos vetores de onda k e

k_ relativos a kg sao 63 = 11,5° e 0, = —33,6°. As taxas de variagao
das acoes de ondas correspondentes sao dadas pela equagao vetorial
0

—(No, Ny, N_) =cg P f3’[N;(Ny + N_) — 2NoN, N_] Ak (=2,1,1),

ot

(4.7.38)
onde fy = wp/27m e ¢ ¢ uma constante. O termo fonte S,; parame-
trizado é obtido somando (4.7.38) sobre todas as possibilidades de
vetores de onda.

Intimeras outras aproximagcoes e métodos tém sido propostos para
o calculo eficiente das interagdes nao-lineares. Polnikov e Farina [35]
promoveram o que foi chamado por Janssen [16] de um concurso de be-
leza, comparando diferentes aproximacoes de S,,; visando uma escolha
6tima. Como resultado, DIA desempenhou muito bem e uma versao
com baixo custo computacional, denominada Fast DIA, foi elaborada.

Antes de concluir esta se¢ao devemos enfatizar a grande importan-
cia do termo S,; para a evolucao de ondas regida pela equagao do
balango (4.6.24). Em particular, ondas oceanicas tendem a estabili-
zar a forma espectral apos um periodo de tempo relativamente curto,
independente da condigao inicial, conforme Farina [5]. Este fenémeno
chama-se estabilizacao do espectro e é ditado por S,,;.

Em estados de mar maduros onde a idade de onda ultrapassa o
valor daquele de um mar plenamente desenvolvido, mesmo sem a pre-
senca de swell, frequentemente este acréscimo de energia é dado pelas
interacoes nao-lineares entre ondas.

4.7.3 Dissipacao

Vimos que energia do vento ¢é transferida para as ondas e que intera-
¢oes entre quatro ondas contribuem para redestruibuir esta energia.
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Em aguas profundas, as ondas crescem, atingem uma certa altura e
quando se tornam instéveis, quebram. KEsta quebra, sem influéncia
do fundo oceénico, é denominada white cap e por vezes chamada de
carneirinho na lingua portuguesa.

Algumas teorias se desenvolveram para a descricao do white cap-
ping. Contudo devido a esporacidade deste processo fisico, que se da
apenas para ondas muito inclinadas, é dificil estabelecer um termo
fonte que descreva o processo com precisao e resultados parametriza-
dos e vélidos em média sao atualmente utilizados. Assumindo o pro-
cesso de dissipagao por white capping fraco na média, Hasselmann [10]
propos um termo quase-linear na acao de ondas N para Sg,. Desta
forma,

Sds = _’YdsNa

onde 74, ¢ um fator de amortecimento dependendo nao-linearmente
dos numeros de onda e frequéncia do espectro. O resultado parame-
trizado para o fator de amortecimendo do termo fonte de dissipacao

2

e ’YdS:Odsw<E2m0>m (k/E%—a(k:/E)Q_F...)’

onde Cys,a e m sao constantes que precisam ser determinadas. Esta
parametrizacao é empregada no modelo de ondas WAM.

Com a disponibilidade de mais observagoes de campo, é esperado
que mais conhecimento seja adiquirido para a modelagem deste termo.

4.8 Previsao de Ondas Oceanicas

Usando técnicas semelhantes as utilizadas na previsao do tempo, pode-
se fazer previsoes de ondas ocednicas. Objetivando bacias maritimas
grandes, a descricao estatistica é a mais apropriada. Portanto, um
modelo de ondas é um sistema composto pelas equagoes e relagoes
matematicas que culminam na equacgao do balanco. Usualmente, esta
equagao é escrita em termos do espectro da frequéncia-dire¢ao F'(f,0)
e deve ser resolvida numericamente. Ressalvamos que f pode ser es-
crito em termos da frequéncia angular como f = w/2.

Os primeiros passos para desenvolver um modelo numérico de pre-
visdo de ondas se basearam na equagao (4.6.25) e predataram a teoria
das interagoes quadruplas. Os entao-chamados modelos de primeira
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geragao consideravam apenas os mecanismos de geragao e dissipagao
por white-cap, tendo o termo de fonte total S™") na forma

SW = 5}, + S5,

Uma segunda geracao de modelos de ondas foi constituida com ter-
mos fonte de geragao por vento e dissipagao aprimorados baseados em
novos resultados de observacoes de campo. O espectro foi parame-
trizado por um ntmero pequeno de parametros e possuia uma forma
predeterminada e restrita. Um termo Sfj), calculado para este espec-
tro, foi introduzido na equagao governante. Porém tais restri¢oes na
forma do espectro e do termo descrevendo as interagoes nao-lineares
causariam limitagoes sérias para previsoes de estados de mar que nao
se adequavam aqueles modelados.

Nos anos 80, varios modelos de primeira e segunda geracao foram
operacionalizados em centros de previsao meteoroldgicos e oceanogra-
ficos. Por operacionalizar, entenda-se o modo como os softwares dos
modelos eram executados: sistematicamente, com um grau de auto-
macao e gerando previsoes diérias.

As solugoes para as limitagoes dos modelos em uso vieram em 1984
com a formacao de um grupo internacional de varios pesquisadores
chamado de grupo WAM (Wave Modelling) para discutir o desenvolvi-
mento de um grande projeto em conjunto. O objetivo era desenvolver
um modelo de terceira geracao sem as hipoteses restritivas presentes
em modelos de geragoes anteriores. Com esta colaboragao internacio-
nal resultou o modelo WAM que em particular possuia uma descri¢ao
aprimorada o termo S,; através da aproximacao DIA. Um tratado
sobre modelagem e previsao de ondas, incluindo desde os conceitos
fisicos-matematicos a detalhes do algoritmo usado no modelo WAM
foi escrito em 1994 na forma de um livro [19]. Uma varia¢do do mo-
delo WAM ganhou popularidade, com o seu codigo fonte livremente
disponivel no site da NOAA (National Oceanic and Atmospheric Orga-
nization) Este modelo, denominado WaveWatch foi desenvolvido por
Tolman e colaboradores [42], utilizando recursos adicionais da lingua-
gem FORTRANO90 e propondo uma maior flexibilidade de execugao.
As descrigoes dos processos fisicos no WaveWatch e no WAM sao coin-
cidentes. Para dguas rasas, o modelo SWAN usa a mesma filosofia dos
modelos WAM e WaveWatch e inclui processos relevantes a propaga-
¢ao de ondas em aguas rasas, tais como dissipacao devido ao fundo,
interagoes nao-lineares triades.
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Sejam D a regiao maritima de interesse e I = [to, t;] o intevalo de
tempo, com ¢y representando o prazo da previsao. A fronteiras mar-
terra e mar-gelo sao denotadas por D. O problema para previsao de
ondas oceanicas é

D
_F(f797mat) = Szn(Ua Fu t) + S?’Ll(F7 t) + SdS(F7 t)a

Dt
fe(0,00), 0€l0,2n], (z,t)eDxI, (4.839)
F(f,0,x,ty) = Fo(f,0,x) (4.8.40)
F(f,0,z,t) =0, x e 0D, (4.8.41)
P00 = P00 (L) 70 felfinoo,
(4.8.42)
U =U(x,t), prescrito, (4.8.43)

onde Fy(f, 0, x) é o espectro inicial e fi,; é a frequéncia de corte usada
para delimitar a parte de alta frequéncia do espectro com um parame-
tro exponencial p. Para resolver este problema e determinar o espectro
de ondas, precisa-se conhecer o espectro inicial em t; e o campo de
vento U para todo t em I.

4.8.1 Aspectos Computacionais

Tocaremos agora nos principais aspectos computacionais inerentes a
solugao do problema de previsao de ondas oceénicas (4.8.39 a 4.8.43).
Primeiramente, destacamos que o custo computacional para integrar
a equacao do balanco em dominios globais vérias vezes ao dia requer,
mesmo com os atuais recursos computacionais disponiveis, aproxima-
¢oes. A mais importante consequéncia disto é que os termos fonte
devem ser parametrizados a fim de diminuir o seu custo computacio-
nal. Em particular, o termo 5,,; é sem duvida o mais potencialmente
caro do ponto de vista computacional, visto sua definicao através da
integral de Boltzmann em (4.7.34). Aproximagoes empregadas em
modelos como o WAM e WaveWatch foram vistas na segoes 4.7.

Héa duas maneiras de se determinar o espectro inicial Fy em (4.8.40).
Se nenhuma informagao é conhecida sobre o estado do mar previa-
mente, pode-se utilizar uma forma paramétrica do espectro, como por
exemplo o espectro de JONSWAP [19]|. Outra forma é utilizar o espec-
tro de uma execucao prévia do modelo, feita com o prazo de previsao
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igual a tg. No primeiro caso, chamamos a execucao de uma rodada
fria do modelo enquanto que o segundo caso é denominado de rodada
quente. No contexto da dinamica de ondas oceénicas, conforme obser-
vado por Farina [5], a condicao inicial tem apenas influéncia para no
maximo no periodo em torno das 48 horas iniciais da integracao da
equacao do balanco.

A especificagao da topografia define a contorno da d4gua com a terra.
Além disso, ha uma fronteira dinamica, porém com variacao lenta no
tempo, referente as regidoes onde as camadas de gelo encontram os
oceanos, em altas latitudes. Estes contornos definem 0D e podem ser
obtidos por um banco de dados de topografias, por dados observacioais
ou por dados de saida de um modelo atmosférico.

O espectro é aproximado por valores constantes em um dominio
discretizado do espago f — 6. Os angulos € sao usualmente escolhidos
equidistantes. Ja a discretizagao em f é feita em uma escala logarit-
mica com a finalidade de modo a representar bem a parte de baixa
frequéncia do espectro. A escolha da frequéncia inicial f; depende da
regiao maritima para a qual pretende-se fazer a previsao. Por exem-
plo, no Mar Mediterraneo ou na Lagoa dos Patos onde a ocorréncia
de swell de baixa frequéncia é pequena, f, = 0.05 Hz é uma escolha
razoavel. Para oceanos inteiros, um f, tao pequeno quanto 0.031 Hz
pode ser utilizado. A discretizacao é feita até a frequéncia de corte
fng que é designada usualmente por

fht(t> = min{fma:}ca 25?}7

onde f,.. é a frequéncia maxima na discretizagao e 7 é a frequéncia
média para o instante t.

A banda [fo, frs) é chamada de parte prognostica do espectro. Os
valores maiores da frequéncia nao sao incluidos na discretizagao e di-
zem respeito a chamada parte diagnostica do espectro. Na banda
[fnf,00), denominada cauda espectral, é utilizada uma forma assinto-
tica do espectro conforme (4.8.42). O valor do expoente p e a propria
forma assintotica do espectro tem sido objeto de intimeros estudos
publicados.

Para viabilizar uma previsao de ondas oceanicas é essencial dispor
da previsao de ventos superficiais no mesmo periodo de tempo da pre-
visao. O campo de vento (4.8.43) deve ser fornecido por um modelo de
previsao do tempo. Assim, a execucao de um modelo de ondas é for-
temente relacionada com um modelo atmosférico. O modelo de ondas
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também pode fornecer informagoes de volta para o modelo atmosfé-
rico através do parametro de Charnock que descreve a camada limite,
como vimos na subsecao 4.7.1. Assim, ha uma interacao bidirecional
entre os modelos que pode se executada durante as integragoes das
equacgoes governantes dos dois modelos.

Para integrar a equagao do balango no tempo, pode-se empregar o
método de diferencas finitas. Observe que é necessario discretizagoes
de derivadas funcionais do tipo g—;.

Em uma integracao numeérica da equacao do balango, uma malha
computacional sobre o dominio espacial D deve ser escolhida e pode
apresentar espagamentos constantes entre as células quadradas da ma-
lha com dimensoes de uma fracao de grau. Para aumentar a resolucao
em regioes de interesse, como areas litoraneas, usualmente emprega-se
a chamada técnica de aninhamento em contraste com malhas adap-
tativas. O aninhamento consiste em uma subsequente integracao de
um modelo, que pode ser o mesmo, em uma area menor e com maior
resolucao espacial e usando valores do espectro da integracao prévia.
Este processo pode ser repetido vérias vezes gerando diversos graus
de aninhamento. Duas execuc¢oes aninhadas e subsequentes sao de-
nominadas grossa e fina respectivamente, em uma referéncia as ca-
racteristicas de suas resolugoes. O modelo SWAN pode ser aninhado
operacionalmente a modelos como WAM ou WaveWatch.

4.8.2 Dados de Saida de um Modelo de Ondas

A equagao do balago pode ser vista em termos das evolugoes de seus
termos fonte. A figura 4.3 mostra uma configuragao tipica destas
evolugoes e do espectro da frequéncia. O espectro de ondas em um
tnico ponto (x,t) do espago-tempo é usualmente representado usando
as variavés (f,#) como coordenadas polares. Um exemplo é o espectro
da figura 4.4 que mostra que a maior parte da energia de ondas, e
consequentemente as maiores ondas, sao aquelas com frequéncias 0.10
Hz e 0.25 Hz de sudoeste e com frequéncias em torno de 20 Hz de
noroeste. Uma vez obtido o espectro de ondas através da integragao
da equagao do balango, pode-se calcular as quantidades integradas
que sao obtidas como uma integral em termos do espectro, conforme
secao 4.5. Entre essas variaveis, destaca-se a altura significativa de
ondas e o periodo de pico.

Nas figuras 4.5,4.6 e 4.7 vemos os campos de altura significativa, pe-
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Figura 4.3: Estrutura tipica do balango entre os termos fonte. Na figura inferior S
denota a soma dos termos fonte e F, a densidade de energia, o espectro da frequéncia.
(de WMO [30])
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Figura 4.4: Representagao geométrica de um espectro de frequéncia-dire¢ao
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Figura 4.5: Altura significativa de ondas para 29/8/2005 (06:00 GMT), previstas pelo
modelo WaveWatch III seis horas antes.

riodo de pico e vento de superficie as 86 horas GMT do dia 29/8 /2005
na ocasiao em que o furacao Katrina entrava no continente. Estes
resultados foram obtidos de uma previsao de 8 horas do modelo Wa-
veWatch IIT operado na NOAA. A figura 4.8 mostra um campo de
periodo de pico tipico computado por uma previsao do modelo glo-
bal de ondas CPTEC/WAM. Nos oceanos Indico, Atlantico e Pacifico
podemos ver padroes de ondas longas com propagacao para Nordeste
encabecgadas pelas ondas de maior periodo de pico e portanto mais
longas. Essas ondas representam frentes de swells onde o efeito da
dispersao é evidente.

Aprimoramentos em varios aspectos na modelagem de ondas encon-
tram-se em progresso. Em particular, a inclusao de dados de ondogra-
fos e de satélites na execucao de modelos, processo este denominado
assimilacao de dados. A interacao bidirecional entre modelos de ondas
e outros tipos de modelos, notadamente os de previsao de tempo, é
outro topico de investigagao muito promissor, assim como a previsao
de ondas por ensemble que delinearemos a seguir.
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Figura 4.6: Periodo de pico para 29/8/2005 (06:00 GMT), previstas pelo modelo Wa-~
veWatch III seis horas antes.
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Figura 4.7: Ventos a 10 m de altura, medido em nos, para 29/8/2005 (06:00 GMT),
previstas pelo modelo WaveWatch III seis horas antes.
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CPTEC/INPE/MCT — MODELO de ONDAS WAM/T126
Previsao 2001100100+36h, valida para 02/10/2001, 12ZUTC
Periodo de Pico (s)

Figura 4.8: Periodo de pico para 2/10/2001 (12:00 GMT) previsto 36 horas antes pelo
modelo CPTEC/WAM.

4.8.3 Previsao de Ondas por Ensemble

A previsao numérica por ensemble é um método consolidado para me-
lhorar o desempenho de modelos fisico-matematicos de previsao de
clima e do tempo. Levando em consideracao que sempre existem erros
nas observagoes que sao utilizadas e providas a um modelo, a idéia de
uma tnica, deterministica previsao se torna questionavel. Por outro
lado, ao utilizar-se um conjunto (ou ensemble) de condigbes iniciais ou
até de modelos perturbados com erros ou parametros representando
as incertezas das medigoes, pode-se obter mais informagoes sobre o
comportamento das solugoes do modelo, geracao de possiveis even-
tos distintos e probabilidades associadas a eles fornecendo assim uma
maior confiabilidade da previsao final. Na modelagem de ondas ocea-
nicas, o topico ainda é recente e pouco foi pesquisado e documentado
sobre esta técnica. No Centre for Medium-Range Weather Forecasts
(ECMWF), previsoes de ondas por ensemble sdo operacionais e diarias
desde junho de 1998.

Estudos iniciais sobre os beneficios potenciais da previsao de ondas
por ensemble foram conduzidos por Hoffschildt et. al. [12] e Jans-
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sen [14] no ECMWF. Neste trabalho uma aplica¢do do método a oti-
mizacao de rotas de navios no Atlantico Norte foi descrita, onde apenas
os ventos sao perturbados.

Trabalhos adicionais, por Farina [5] apresentam um procedimento
formal para execucao de um sistema de previsao de ondas por ensemble
(SPOE) usando perturabagoes dos ventos de superficie e do espectro
de ondas.

Saetra e Bidlot [37] apresentam previsoes probabilisticas de ondas
usando o SPOE do ECMWEF. O campo de ventos é perturbado e o
estudo de uma tempestade ocorrida em 10-11 de novembro de 2001
no Mar da Noruega ¢é analisado utilizando as previsoes de ondas por
ensemble. Nesta tempestade, ondas de até 25 metros ocorreram e
embora o modelo nao possa prevé-las o SPOE forneceu uma probabi-
lidade de 50 % para ondas com alturas superiores a 8 m ocorrerem na
regiao em questao.

Recentemente, Farina et. al. [6] utilizaram uma linearizagdo do mo-
delo WAM para obter aproximagoes de membros do ensemble. Tais
aproximagoes permitem a execucao de um SPOE em uma fragao do
tempo necessario para sua execugao convencional. Os resultados su-
geriram as aproximagoes dos membros poderiam ser calculadas em
adicao aos membros convencionais do ensemble. Este procedimento
dobra o tamanho do ensemble com um pequeno custo computacional
e geraria informagoes ausentes no SPOE original.

Exercicios

4.1 Encontre a altura significativa H, para um campo de ondas cuja
energia média total ¢ 4900 kg/(ms?). Assuma que a densidade da dgua
¢ 1000 kg/m?.

4.2 Para o espectro

A —B/w4
w

calcule a altura significativa, a altura média, a frequéncia e periodos

meédios e o periodo de pico.



Apéndice A

Coeficientes de Interacao da
Equacao de Zakharov

Aqui nés damos os coeficientes de interagao presentes na segao 3.9. Os
coeficientes de segunda ordem sao:

VO (k, ky, ko) = =2V (—k, ky, ko) + V (ky, ko, k3)

VO (k, ky, ko) = =2V (—k, ky, ko) + V(—ky, —ks, k3)
—Vi(ky, ko, k) + V(—ka, —ky, k)

VO (k, ky, k) = =2V (—k, —ky, ka) + V(—ky, —ko, k3),

onde

w(k)w(ky) ks
2|k|[k1|w (k)

1 1/2
V(e Ko, k) = ( ) (- ks + (Kl [

Os coeficientes de terceira ordem sao;

WO (k, ky, kg, k) = —W(—k, ky, ko, k3) + W (ky, ko, —k, ks),
W@)(k,kl,kz,kg) —W(=k, —kq, ko, ks) — W (—k, ko, k1, k3)
(—k, ks, ko, —ky) — W(—kyq, ks, —k, ko)
(Ko, ky, —k, —kg) + W (ks, ko, —k, k1),
(—k, —kq, —ka, k3) + W(—k,—ky, ks, —k3)
(—k, ks, —ky, —ks) + W(—ky, ks, —k, k3)
(—k
(—

W (k, ky, kzz,k3>

%%%%%%

1 k37 _k7 _kz) - W(k37 _k].’ _k7 k2)7

W<4>(k,k1,k2,k3) k,—kq, —ko, —ks) + W(—k, —kq, —k, —k3),
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onde

W(k7 kl) k27 k3) -

1 wik)w(k)|kallks| \ '
6472 \ 2|k||k1|w(k2)w(ks)

X |k||k1|(2|k| + 2|k1| — |k + k2| — |k + k3|
+ |k1 + ka| — k1 + ks).

O coeficiente de interacao Tp1 23 = T'(k, k1, k2, k3) da equagao (3.9.80)
(§
VO (k, ka k — ka)V (kg — k, ks, ky)
w(ks — k1) — w(ks) + w(ky)

V) (k, kg — ko, ka)V® (kg — ky, ks, k1)
a w(ks — k1) — w(ks) + w(ky)

VO (k, ky + k1, k1)V (kg — ks, ko, ks)
a w(ky — k3) — w(ks) + w(ks)

V(K kg, ko — k)V® (ky — kg, ky, ks)
a w(ky — k3) — w(ky) + w(ks)

VO (k, ki, —k — k) VO (—ky — kg, ka, k3)

a w(ksy + ks3) + w(ks) + w(ks) '

T(ka kl? k27 k3) = -
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