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Prefacio

Um dos aspectos mais importantes na implementagao em computador de algoritmos
em grafos é a escolha de uma representacao adequada para os mesmos. A decisao
sobre como armazenar o grafo na memoria precede a implementagao propriamente
dita do algoritmo em uma linguagem de alto nivel, uma vez que, dependendo da
forma escolhida, as operacoes sobre o grafo terao implementagoes distintas. Con-
seqiilentemente, uma escolha bem feita pode representar substancial melhoria na
complexidade final do algoritmo, tanto do ponto de vista do espaco ocupado quanto
do tempo de execugao.

No entanto, os curriculos regulares dos cursos de matematica, computacao e en-
genharia, tanto de graduagao quanto de pés-graduacao, nem sempre contemplam,
com os devidos detalhes, a teoria algoritmica de grafos nas disciplinas que oferecem.
Por esta razao, julgamos de interesse a apresentacao de um texto sobre represen-
tagoes computacionais de grafos.

No Capitulo 1, sao introduzidos conceitos basicos em teoria de grafos, necessarios
ao entendimento do restante do texto. As representacoes tradicionais para grafos
arbitrarios sdo aqui revistas. Além delas, estudam-se representacoes mais compactas
para familias de grafos satisfazendo restrigoes.

No Capitulo 2, tratamos da codificagdo de Priifer para arvores, que permite
representa-las através de uma seqiiéncia de vértices. A importancia historica desta
representagao reside no fato de ela haver sido definida em 1918 de forma puramente
matematica, sem relagao alguma com propdésitos computacionais. O cédigo obtido é
utilizado na solugao de problemas sobre geragao e contagem para arvores irrestritas
e com restrigoes.

No Capitulo 3, para os grafos cordais, apresentamos a representagao por con-
juntos de adjacéncia restritos, baseada no conceito de esquema de eliminacao per-
feita, que é fundamental na caracterizacao da familia. Através desta representacao,
determinam-se eficientemente, para um grafo cordal, o tamanho da maior clique, o
nimero cromético, uma coloragao 6tima, um conjunto independente maximo e uma
cobertura minima por cliques.

No Capitulo 4, a familia dos grafos k-caminho, subfamilia dos cordais, é apre-
sentada e um codigo para a familia é determinado. Este coédigo é mais compacto
do que a representacao estudada no capitulo anterior.

Como pré-requisitos ao acompanhamento do presente texto, esperamos do leitor
certa familiaridade com estruturas de dados béasicas (listas em suas diversas moda-
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lidades). Todos os algoritmos sao apresentados em pseudo-codigo, de forma que
a implementacao em linguagens de programacao de alto nivel se dé com relativa
facilidade. Sao igualmente requeridos conhecimentos acerca das complexidades de
tempo e espaco de um algoritmo, expressas nas notagoes usuais O, 2 e ©. No que
concerne ao conhecimento matematico, a teoria basica de conjuntos e fungoes, bem
como nogoes de combinatoéria elementar sao suficientes.

Para finalizar, gostariamos de prestar nossos sinceros agradecimentos & SBMAC,
pelo espago concedido para divulgacao deste material, fruto de nossa experiéncia
como professores da area. Este trabalho recebeu o apoio do CNPq através da bolsa
301068,/2003-8 concedida ao primeiro autor.

Rio de Janeiro, 28 de junho de 2006.

Lilian Markenzon
Oswaldo Vernet



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sao introduzidos alguns conceitos basicos relativos a teoria de grafos
e estudadas as principais representagoes.

1.1 Conceitos Basicos

Um grafo nao orientado, ou simplesmente grafo, ¢ um par G = (V, E), onde V é um
conjunto de vértices e E é um conjunto de arestas; cada aresta é um subconjunto
de V com 1 ou 2 vértices. Dada uma aresta {v,w} € E, os vértices v e w sao
denominados extremidades da aresta; dizemos também que a aresta incide sobre os
vértices v e w. Uma aresta unitéaria, da forma {v}, ¢ denominada lago.

Os grafos que consideramos neste texto sdo finitos (possuem um namero finito de
vértices) e nao possuem lagos. Usaremos sempre as convengoes n = |V] e m = |E|.

Geometricamente podemos visualizar um grafo através de um conjunto de pontos
sobre uma superficie, representando os vértices; arestas correspondem a segmentos
de curvas interligando os pontos que representam suas extremidades.

Figura 1.1: Representagao geométrica do grafo G = (V, E)

Na Figura 1.1 vemos representado o grafo G = (V| E), onde o conjunto de
vértices V = {a,b,c,d,e, f,g,h} e o conjunto de arestas E = {{a,b}, {a,c}, {b,c},

{d.e}, {d, [}, {d, g}, {e, [} {e, 9} {f: 9}, {f, h}, {9, h}}-
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Dois vértices sao adjacentes ou vizinhos quando sao extremidades de uma aresta.
Os vizinhos de um determinado vértice v € V' integram o conjunto de adjacéncia

Adjg(v) ={w e V | {v,w} € E}.

A cardinalidade |Adjg (v)| € denominada grau de v, denotado por dg(v). O subscrito
G serd omitido sempre que o grafo estiver subentendido no contexto. No grafo da
Figura 1.1, o vértice f tem como vizinhos Adj(f) = {d,e,g,h} eseu graué d(f) = 4.

Um caminho em G = (V,E) é uma seqiiéncia constituida por k > 0 vértices
[v1,v9,...,v;] tal que: ou k =1 e o caminho é unitario ou k > 1 e {v;,v;11} € F,
para i = 1,...,k — 1. Em ambos os casos, o comprimento do caminho é k — 1.
Um caminho é dito simples se os vértices que o constituem sao todos distintos.
Um ciclo ¢ um caminho de comprimento maior ou igual a 3 em que o primeiro
e o ultimo vértices coincidem. Um ciclo simples é um caminho de comprimento
maior ou igual a 3 em que somente o primeiro e o ultimo vértices coincidem. Um
grafo que ndo possui ciclos é dito aciclico. Um caminho (ciclo) hamiltoniano é um
caminho (ciclo) simples que contém todos os vértices do grafo. No grafo da Figura
1.1: [f,h,g,d, f,e] € um caminho nao simples (o vértice f se repete) de comprimento
5, [f,h,g,d,e] é um caminho simples de comprimento 4 e [d, f, h, g, e, d] é um ciclo
simples de comprimento 5.

Um grafo G' = (V', E') & subgrafo de G = (V,FE) quando V' C V e E' C E.
Dado um subconjunto de vértices S C V', denominamos

G[S) = (S, {{z,y} € E|lzeSAnyeS})

o subgrafo de G induzido por S. Em outras palavras, G[S] é o subgrafo de G que
tem S como conjunto de vértices e possui todas as arestas de F com extremidades
pertencentes a S. Dizemos que S é uma cliqgue quando G[S] for um grafo completo,
isto é, possuir todas as arestas possiveis. Uma t-clique, ¢ > 1, é uma clique de
cardinalidade ¢. Na figura 1.1, o subgrafo induzido por S = {d, f,g,h} é

GIS] = ({d, f, g, h}.Ad, f},{d, 9}, {f, 9}, {9, h}),
que nao é completo. Ja S = {a,b,c} é uma 3-clique, pois induz um subgrafo
completo.
Um grafo é conexo quando existir pelo menos um caminho entre cada par de vér-
tices; do contrario, é dito desconexo. O grafo da Figura 1.1 é desconexo, possuindo
duas componentes conexas.

O Teorema 1.1 nos diz que o somatorio das cardinalidades dos conjuntos de
adjacéncia referentes a todos os vértices de um grafo é igual ao dobro do ntimero de
arestas.

Teorema 1.1. Para qualquer grafo G = (V, E), vale a igualdade:

> |Adj(v)| = 2m.

veV

Demonstragao: Basta ver que cada aresta contribui com 2 unidades para o so-
matorio dos graus. ]
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1.2 Familias de Grafos e o Problema do Reconheci-
mento

O conjunto de todos os grafos que satisfazem uma dada propriedade constitui uma
familia de grafos. Existem, na literatura, diversas familias que vém sendo, ao longo
do tempo, exaustivamente estudadas: os grafos planares (aqueles que podem ser
desenhados sobre uma superficie plana sem que as arestas se cruzem), os grafos
hamiltonianos (aqueles que possuem um ciclo simples contendo todos os seus vér-
tices), dentre outros.

Normalmente a definigao de uma familia consiste em mencionar a propriedade
satisfeita pelos grafos que a constituem, exatamente como fizemos nesses dois e-
xemplos. Em véarios casos, esta propriedade pode ser acrescida de novas condigoes,
originando propriedades mais especificas, que definem subfamilias. Tomemos, por
exemplo, a familia dos grafos conexos, que satisfazem a propriedade de haver pelo
menos um caminho entre qualquer par de vértices. Se acrescentarmos a essa pro-
priedade a condigao de o grafo nao possuir ciclos, definimos a familia das drvores,
uma subfamilia da familia dos grafos conexos constituida por grafos que, além de
conexos, sao aciclicos.

Quando uma nova familia de grafos é definida, um importante problema com-
putacional a ser resolvido é o do reconhecimento, que consiste em obter um algo-
ritmo para verificar se um grafo qualquer, dado como entrada, pertence a familia
em questao. A saida de um algoritmo de reconhecimento é, portanto, de natureza
booleana: sim ou nao.

Em alguns casos, verificar diretamente se o grafo dado satisfaz ou nao a pro-
priedade que define a familia conduz a algoritmos de reconhecimento ineficientes
ou mesmo impraticaveis de serem implementados. Isto ocorre, por exemplo, com
a familia dos grafos planares (aqueles que podem ser desenhados em uma superfi-
cie plana sem cruzamentos de arestas). Utilizar esta propriedade certamente nao
conduz a um algoritmo de reconhecimento. Devem, portanto, ser pesquisadas ca-
racterizagoes adicionais para a familia, demonstrando-se novas propriedades equi-
valentes aquela utilizada na definicao. No caso dos grafos planares, a primeira destas
caracterizagoes adicionais que surgiu foi o famoso Teorema de Kuratowski.

1.3 Esquemas de Representacao para Grafos

Vimos, na segao inicial deste capitulo, que um grafo é definido através de um par
de conjuntos: ao primeiro pertencem os vértices e ao segundo, as arestas. Por-
tanto, para explicitar um grafo segundo a definicao, devem ser mencionados n+ 2m
simbolos, correspondentes aos n vértices e as m arestas (pares de vértices).

Um esquema de representagao constitui-se de regras que conduzem a uma ma-
neira alternativa de individualizar grafos, na qual se evita a mengao explicita dos
conjuntos de vértices e arestas. O resultado obtido pela aplicagao de um esquema
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a um grafo é chamado representa¢do para o grafo. A partir dela, os conjuntos de
vértices e arestas que definem o grafo sendo representado devem poder ser deduzidos
sem ambigiiidades. Existem esquemas de representacao gerais, aplicaveis a grafos
arbitrarios (que nao satisfazem nenhuma propriedade em especial) e esquemas es-
pecificos para determinadas familias, que s6 podem ser utilizados com os grafos que
as integram.

Nesta segao, analisamos trés esquemas de representacao bastante conhecidos
para grafos arbitrarios. A discussao sobre esquemas especificos sera tema da Segao
1.4.

Esquema de Representa¢ao Geométrico

O esquema de representacao mais usual para grafos arbitrarios é o geométrico,
segundo o qual uma representagao para um grafo G = (V, ) é obtida pela aplicacao
das seguintes regras:

e escolha uma superficie sobre a qual o grafo seréd representado;

e escolha n pontos distintos sobre esta superficie, nomeando-os de acordo com
os vértices especificados em V;

e para cada aresta mencionada em FE, una os pontos correspondentes as suas
extremidades através de um segmento arbitrario de curva sobre a superficie
escolhida.

A representacgao de um grafo através do esquema geométrico é, portanto, um de-
senho, a partir do qual vértices e arestas podem ser visualizados e os relacionamentos
por eles expressos melhor compreendidos. Evidentemente, um mesmo grafo admite
inameras representacoes segundo este esquema.

A area de pesquisa denominada Tracado Automdtico de Grafos tem por objetivo
a concepcgao de algoritmos que produzem, para os grafos fornecidos como entrada,
representagoes geométricas que obedecem a critérios diversos, alguns puramente
geométricos, outros estéticos.

Esquema de Representac¢ao por Conjuntos de Adjacéncia

A representacao de um grafo G = (V, E) por conjuntos de adjacéncia consiste em
mencionar, para todo vértice v € V', o conjunto Adj(v), construindo um conjunto
de pares da forma {(v, Adj(v)) | v € V}. Vale observar que esta representagao é
tnica para um dado grafo.

Em uma representacao obtida por este esquema, devem ser mencionados, ao
todo,

S L +I[Adj ()] =n+ Y [Adj(v)| =n+2m

veV veV

sfmbolos, o que coincide exatamente com a quantidade mencionada na defini¢ao do
grafo.
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Esquema de Representagao por Matriz de Adjacéncia

E também possivel representar um grafo G' = (V, E) por uma matriz de adjacén-
cia, que é uma matriz simétrica 0-1 A, ., obtida da seguinte maneira:

e defina uma bije¢do w : {1,...,n} — V, o que corresponde a numerar seqiien-
cialmente os vértices a partir de 1;

e para 1 <i < j <n, defina

o a1 se{w(i),w(j)} € E;
A, ) = AU 7) —{ 0 s {oli) (i) & B

Em outras palavras, recebem o valor 1 as entradas da matriz para as quais existe
aresta entre o par de vértices correspondente; as demais recebem o valor 0. A repre-
sentacao obtida por este esquema exige a mencéao de n%-+n sfimbolos, correspondendo
as entradas da matriz e a fungao w.

Quando V = {1,...,n}, a bijecdo mais apropriada a considear é, evidentemente,
a funcao identidade. Neste caso, w nao precisa ser representada, sendo economizados
n simbolos.

1.4 Esquemas Especificos de Representacao

Para algumas familias particulares, é possivel conceber esquemas que conduzem a
representagoes mais compactas do que as obtidas através dos esquemas analisados
para grafos arbitrarios.

Consideremos, por exemplo, a subfamilia dos grafos conexos cujos vértices pos-
suem grau 2. Uma caracterizagdo equivalente seria dizer que os grafos integrantes
desta familia sdo ciclos simples desprovidos de arestas interiores (cordas). Logo,
grafos com n vértices pertencentes a esta familia possuem exatamente n arestas. O
esquema de representacao por conjuntos de vizinhos exige, portanto, a mencgao de
n + 2n = 3n elementos. Um esquema alternativo mais compacto para representar
tais grafos é utilizar uma seqiiéncia de n vértices, dispostos na mesma ordem em
que figuram no ciclo.

As representacoes oriundas dos quatro esquemas discutidos sao ilustradas a
seguir para um ciclo com 5 vértices a, b, ¢, d e e. Observe que a representagao
através de uma seqiiéncia de n vértices nao é tnica; o mesmo grafo poderia ser
representado por outras seqiiéncias, como [a, b, e, d, ¢| ou [c,d, e, b, a]. Tampouco as
representagoes geométrica ou por matriz de adjacéncia sao tnicas.

Definicao do grafo:

G = ({a,b,c,d, e}, {{a,c}, {c,d},{d, e}, {e,b},{b,a}})

Representacao Geométrica:
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Representagao por Conjuntos de Adjacéncia:

{(a,{b,c}), (b:{a, e}), (¢, {a, d}), (d, {c,e}), (e, {b,d})}

Representagao por Matriz de Adjacéncia:

a b c d e

al0 1 1 0 O

b1 0 0 0 1

w=[a,bcde A= cl1 001 0

d|o 0 1 0 1

el0 1 0 1 0

Representagao Especifica:
[a,c,d,e,b]

E fundamental que, a partir de uma dada representacio, a definicao original do
grafo possa ser restituida sem ambigiiidades. Consideremos, no exemplo anterior,
a representagao especifica através de uma seqiiéncia. A partir dela, a definicao
original do grafo pode ser obtida da seguinte maneira:

e o conjunto de vértices é composto por todos os elementos da seqiiéncia;

e o conjunto de arestas é constituido por n — 1 subconjuntos contendo elemen-
tos consecutivos da seqiiéncia e um subconjunto constituido pelo primeiro e
altimo elementos.

1.5 Armazenamento de Grafos em Memoria Prin-
cipal

A utilizagao computacional de grafos, quer como objeto principal a ser manipulado
por um algoritmo, quer como estrutura de dados auxiliar, exige o armazenamento
dos mesmos total ou parcial na memoéria principal do computador. Cabe ao im-
plementador escolher, dentre as representagoes possiveis para os grafos com que ele
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vai trabalhar, aquela que melhor se adequa as necessidades do algoritmo a ser im-
plementado. E evidente que a compacidade é um fator importante, principalmente
se o grafo a armazenar possui milhares de vértices ou reduzida densidade (relacao
m/n). Entretanto, dependendo das operagoes que o algoritmo necessite realizar
sobre o grafo, a economia de memoria pode ser sacrificada em prol de um melhor
desempenho para algumas dessas operagoes.

Como exemplo, citamos os algoritmos que precisam decidir, em determinados
pontos, se existe uma aresta interligando um dado par de vértices. Sendo o grafo
representado por conjuntos de adjacéncia, esta operagao serd traduzida por um
percurso sobre o conjunto de vizinhos de um dos vértices dados, & procura do outro
vértice. A mesma operagao traduz-se simplesmente na inspe¢ao de uma entrada da
matriz de adjacéncia, caso o grafo esteja assim armazenado. Embora a primeira re-
presentagao requeira menos memoéria, a segunda pode ser preferida se tal verificagao
ocorrer com significativa freqiiéncia durante a execucao do algoritmo.

As duas formas de armazenamento que estudaremos derivam diretamente dos
esquemas de representagao apresentados na se¢ao anterior.

Armazenamento por Listas de Adjacéncia

O armazenamento em memoria principal por listas de adjacéncia decorre do
esquema de representacao por conjuntos de adjacéncia. Consiste em uma estrutura
ortogonal em que os nos da lista principal (vertical) armazenam informagoes sobre
os vértices do grafo; de cada um deles emerge uma lista secundéria (horizontal),
que possui um no para cada vizinho. Na Figura 1.2 vemos uma ilustracao do
armazenamento por listas de adjacéncia do grafo da Figura 1.1.

Figura 1.2. Armazenamento do grafo da Figura 1.1 por listas de adjacéncia

Em uma implementagao real, é evidente que os nos das listas secundarias de-
vem conter nao os nomes dos vértices vizinhos, mas ponteiros para os nos da lista
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principal que os representam. A lista principal podera ser seqiiencial ou encadeada,
dependendo do tipo de problema a ser tratado: se o grafo sofre, por exemplo,
acréscimo de vértices ao longo do processamento, pode ser interessante optar pela
organizacao encadeada.

Se o grafo a ser armazenado possui n vértices e m arestas, havera exatamente
n nos na lista principal e 2m nos nas listas secundarias. O espago consumido é,
portanto, O(n + m).

Armazenamento por Matriz de Adjacéncia

O armazenamento por matriz de adjacéncia consiste em manter na memoria
principal a matriz simétrica 0-1 A, x, obtida através do esquema de representagao
ja estudado. Se V = {1,...,n} for o conjunto de vértices do grafo, ndo ¢ necessario
armazenar a correspondéncia entre os vértices e seus nimeros; do contrario, esta
informacao devera ser mantida em uma estrutura a parte.

A rigor, A deveria ser tratada como uma matriz de bits, ja que os valores possiveis
para suas entradas sao apenas 0 e 1. Entretanto, como a maioria das linguagens
de programacao de alto nivel nao suporta confortavelmente a definicao e o acesso a
variaveis de tamanho inferior a um byte, na pratica, A é implementada como uma
matriz de n? bytes.

Por se tratar de uma matriz simétrica cuja diagonal principal contém zeros

(pois estamos supondo que os grafos aqui tratados nao possuem lagos), é possivel

2
dispensar o armazenamento de M +n) olementos de A, mantendo em um vetor na

2
(n®

memoéria apenas os T_") elementos subdiagonais, como ilustra a Figura 1.3.

1l 0| x| x| x| x| x
2lla21| O | X | X | X | X
3llaszi|as2| O X X X
A
4||aq1|a42]a43| 0 | X | X
5((A51|A52|as53(as4f 0 | X
6||ae61|a62|a63|a64|a65| 0
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
B ’agl|a31|a32|a41|a42|a43|a51|a52|a53 asq 061|a62|a63|a64|a65‘

Figura 1.3. Armazenamento compacto da matriz de adjacéncia, quando n = 6

A idéia ¢ armazenar consecutivamente em um vetor B de posigoes as
porgoes subdiagonais das linhas de A. Dados os valoresdeie j,sendo1 < j < i <mn,

n?—n)
2
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relativos a um elemento de A, a posi¢do correspondente no vetor B é obtida pela

exXpressao:
i—1)(i—2
)
2
Reciprocamente, dado k, determinamos ¢ e j da seguinte maneira:

i:{3+\/8k—7J e j_p_ i=DiE=2)

+J.

2 2

A quantidade de memoria ocupada pela matriz de adjacéncia claramente independe
do ntimero de arestas do grafo, consumindo espago O(n?).

1.6 Leitura de um Grafo para a Memoria

Um problema freqiiente enfrentado por programadores que implementam algoritmos
em grafos é o da inicializagao das estruturas de armazenamento para um grafo com
informagoes oriundas de fonte externa, normalmente um arquivo ou de uma base

de dados.

O ideal é que a leitura do grafo, acompanhada da respectiva inicializagao das
estruturas que o armazenam, possa ser implementada em tempo O(n +m), propor-
cional ao tamanho do grafo. Quando se utilizam listas de adjacéncia, esta comple-
xidade pode ser facilmente garantida se toda inser¢do nas listas secundarias (ho-
rizontais) for realizada em tempo O(1), o que pode ser conseguido, por exemplo,
inserindo-se novos nos sempre no inicio destas listas.

Entretanto, quando a representagao escolhida é por matriz de adjacéncia, é
necessario inicializar as n? posicdes, atribuindo o valor 1 aquelas que correspondem
a vértices interligados e 0 as demais. Assim sendo, qualquer algoritmo que utilize
esta representagio possuird um passo inicial de complexidade ©(n?), acarretando
(n?) para a complexidade total, o que ¢ indesejavel quando se representam grafos
esparsos.

Um engenhoso raciocinio, proposto por Aho, Hopcroft e Ullman, permite evi-
tar a inicializagdo das posi¢oes que contém zeros. A idéia é trabalhar com uma
matriz simétrica M,,,, de inteiros (em vez de byles), juntamente com uma lista
seqilencial £, denominada lista de certificados, cujos elementos sao subconjuntos
de 2 vértices. A leitura do grafo, supondo V = {1,...,n}, é realizada através do
seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.1. Inicializa¢do da Matriz de Adjacéncia (Lista de Certificados)

p—0;

Para cada {i,j} € E faca
p—p+1
M(i, j) — M(5,7) — p;
L(p) —{i,g};
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Ao final da leitura, a lista £ armazenara as m arestas do grafo. Observe que as
posicoes de M correspondentes a arestas sao preenchidas com indices para a lista £;
as demais nao sao inicializadas, permanecendo com algum valor inteiro irrelevante.
O teste de existéncia da aresta {i, j} resume-se, portanto, a verificagao das seguintes
condigoes:

(1 < M, j) <m) A(LM(, ) = {i, j})-

Na primeira delas, é testado se M(i, j) armazena um indice valido para a lista L;
caso positivo, L(M(i,7)) é consultada, devendo conter o subconjunto {i,;j} para
que a referida aresta seja considerada existente.

A complexidade de tempo do Algoritmo 1.1 é claramente O(m), o que, depen-
dendo da densidade do grafo (relagdo entre o nimero de arestas e o nimero de
vértices), pode representar um ganho substancial em relagdo a inicializagdo inte-
gral da matriz de adjacéncias. Observe que a complexidade de espago permanece
O(n? + m) = O(n?).

1.7 Cobdigos

Se, ao utilizarmos um esquema, cada grafo da familia possuir uma tnica represen-
tagao, esta é denominada um cddigo. Neste caso, a correspondéncia entre grafos e
c6digos é biunivoca. O processo de obtengao do cddigo para um determinado grafo
da familia chama-se codificacao. A valida¢do de um codigo consiste em determinar
se a ele corresponde um grafo da familia, sem explicitamente exibir tal grafo. A
construgao explicita do grafo a partir de seu codigo chama-se decodificagao.

Dentre as possibilidades examinadas neste capitulo, apenas a representagao por
conjuntos de adjacéncia constitui um coédigo para grafos arbitrarios, que redunda
em uma representacao por n + 2m simbolos. Entretanto, para familias especificas,
é possivel determinar codigos mais compactos, como estudaremos nos capitulos que
se seguem.

1.8 Exercicios

1. Apresente, para o grafo da Figura 1.1, sua representacao por conjuntos de
adjacéncia e uma de suas possiveis representagoes por matriz de adjacéncia.

2. Esboce algoritmos para computar o grau de um dado vértice em um grafo
armazenado em memoria principal através de
(a) listas de adjacéncia;
(b) matriz de adjacéncia.
Qual das representagoes acarreta a melhor complexidade de tempo para o

célculo do grau de um vértice quando o grafo armazenado é sabidamente
esparso (quociente m/n baixo) ?
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3. No maximo, quantas representacoes por matriz de adjacéncia admite um grafo
G = (V,E) com |V| = n vértices 7 Essas representagoes sao necessariamente
distintas ? Exemplifique.

4. O grafo estrela com n—+1 vértices, n > 0, simbolizado por K, ,, tem a seguinte
definigao:

Kin={1,...,n+1}{{Li}|i=2,...,n+1}).

s

a) Obtenha uma representagao geométrica qualquer para K 4.

(a)

(b) Obtenha a representacao por conjuntos de adjacéncia para K 1n-

(¢) Que peculiaridade possui a matriz de adjacéncia que representa Ky, ?
)

(d) Mostre que o namero de vértices n constitui um codigo para K .

5. A defini¢ao de grafo estrela, dada no exercicio anterior, pressupoe que o con-
junto de vértices seja constituido pelos ntimeros 1,2,...,n + 1, sendo n > 0.
Podemos generaliza-la para um conjunto qualquer de vértices da seguinte
forma: Sejam V # () um conjunto qualquer e r ¢ V. O grafo estrela com
centro em r e borda V é assim definido:

Sry ={r}uV.{{r,v} [veV}).
(a) Estabeleca uma caracterizacao para S,y baseada apenas nos graus dos
vértices.
(b) Estabeleca um codigo para S,y e compare com o codigo sugerido no

altimo item do exercicio anterior.

Moral da histéria: na concep¢ao de codigos, definir os grafos da familia em
questao utilizando como vértices niimeros naturais consecutivos a partir de 1
dispensa a inclusao dos vértices no codigo, bastando mencionar a quantidade
deles.

6. Sejam V; e V5 conjuntos nao-vazios e disjuntos. O grafo bipartido completo
sobre V; e V5 possui a seguinte definigao:

KV1,V2 = (V1 U Vs, {{U,U/} | veVi ANw € Vé})
(a) Mostre que o grafo estrela S,y é um caso particular do grafo bipartido
completo Ky, v,.
(b) Determine, em fungao de |V;| e |V3|, o namero de arestas de Ky, v,.

(¢) Mostre que a seqiiéncia [V4, V2] é uma representacao para Ky, v,. Justi-
fique por que ela nao é um codigo.

(d) Estabeleca um codigo para Ky, y, em que seja mencionado o menor
nimero possivel de simbolos.
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10.

11.
12.

Introducao

Que vantagens existem em considerar V' = {1,...,n}, n > 0, na definigdo de
um grafo G = (V, E), com respeito ao armazenamento do mesmo em memoria
principal por

(a) listas de adjacéncia ?

(b) matriz de adjacéncia ?

. Um vértice de grau 0 em um grafo G = (V, E) é denominado vértice iso-

lado. Descreva as caracteristicas das representagoes por conjuntos e matriz de
adjacéncia de um grafo que possui tal tipo de vértice.

Que condigao deve satisfazer um grafo qualquer G = (V, E) para que a mengao
apenas do conjunto de arestas constitua uma representagao para G 7 Neste
caso, como o conjunto de vértices V' seria deduzido a partir de E 7

Considerando a representagao sugerida no exercicio anterior, esboce um algo-
ritmo para armazenar um grafo na forma de listas de adjacéncia, supondo que
o conjunto de arestas deva ser lido de um arquivo texto (um par de vértices
por linha).

Deduza as expressoes apresentadas ao final da Secao 1.5.

No armazenamento compacto sugerido para a matriz de adjacéncia na Segao
1.5, consideramos a porcao subdiagonal da matriz, dispondo seqiiencialmente
as linhas em um vetor. O mesmo principio poderia ser aplicado se consi-
derdssemos a porcao sobrediagonal, conforme ilustra a Figura 1.4.

1| 0 |ai2|a13|aisa|ais|aie
2| X | 0 |a23]|az4|a25]a26
3| X | X | O |asa|ass|ase
A
4| x | X | x| 0 |aas|a46
5 X | X | X | X |0 [ase
6l X | X [ x| x| x]|0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
B a12]|a13|a14|a1s|a16|a23|G24 |G25|026 |34|A35]|A36 |Aa5 | Qa6 |A56

Figura 1.4. Uma variante para o armazenamento compacto, quando n = 6

Deduza, para esta variante, a expressao que permite obter a posicao k no
vetor correspondente a um elemento a;; da matriz, sendo 1 < ¢ < j7 < n. Qual
a vantagem em utilizar o esquema anteriormente sugerido no texto ?
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1.9 Notas Bibliograficas

Neste capitulo, foram apresentados os conceitos basicos imprescindiveis & compreen-
sao do texto. Os livros de Diestel [11] e Gross e Yellen [14] abrangem, ampla e
sistematicamente, a teoria de grafos. Ja os livros de McHugh [21], Tarjan [32] e
Szwarcfiter [30] abordam, de maneira mais especifica, aspectos referentes a area de
algoritmos em grafos.

Conhecimentos basicos computacionais, principalmente em estruturas de dados
e complexidade de algoritmos, sao também de grande valia no estudo de represen-
tagoes de grafos. Para uma revisao, sugerimos o livro de Brassard e Bratley [5] e,
como texto em portugués, Szwarcfiter e Markenzon [31].

O engenhoso armazenamento utilizando a matriz de adjacéncia acompanhada
pela lista de certificados, mencionado na Segao 1.6, foi proposto no livro de Aho,
Hopcroft e Ullman [1], como exercicio 2.12 & pagina 71.

Fundamentos e algoritmos relativos a area de Tragado Automatico de Grafos
podem ser encontrados no excelente livro de Di Battista et al. [10].
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Capitulo 2

Codificacao de Arvores

Neste capitulo estudaremos o esquema de codificagao de arvores mais antigo e mais
conhecido: o codigo de Priifer. Este esquema data de 1918, e sua aplicagao imediata
foi a contagem dos elementos da familia. E interessante observar como o mesmo
conceito é utilizado atualmente também para armazenar arvores na memoria do
computador de maneira a possibilitar a resolucao eficiente de problemas algoritmi-
cos, como o de geracao aleatoria.

2.1 Consideragoes Iniciais

Uma drvore é um grafo conexo e aciclico. O Teorema 2.1, encontrado na literatura,
fornece quatro caracterizagoes adicionais para esta familia.

Teorema 2.1 ([30]). As cinco afirmativas sequintes sao equivalentes:

o O grafo T = (V,E) € uma drvore.

e T € conexo e |E| € minima.

e T € conexo e |E|=|V|—1.

e T ¢ aciclico e |[E| = |V| — 1.

e T ¢ aciclico e para todo v,w € V, a adigao de uma aresta {v,w} produz um
grafo contendo exatamente um ciclo.

Pelo Teorema 2.1, toda arvore com n vértices possui exatamente n — 1 arestas.
Em uma arvore com n > 2 vértices, todo vértice v tal que d(v) = 1 é chamado
folha e os demais, interiores. No caso especial em que n = 1 (arvore trivial) o Gnico

vértice é considerado uma folha, embora possua grau 0. E sempre possivel eleger
um vértice da arvore como raiz, tornando-a enraizada.

O armazenamento de arvores através de listas de adjacéncia sera assumido ao
longo deste capitulo durante a elaboracao de algoritmos. Neste caso particular,
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como m = n — 1, o tamanho da representacao ¢ O(n). Em se tratando de uma
arvore enraizada, é usual que o primeiro né da lista principal (vertical) corresponda
ao vértice raiz.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que todas as arvores aqui tratadas
possuem como conjunto de vértices V. ={1,...,n}, n > 2.

2.2 0O Codigo de Priifer

Seja T = (V, E) uma arvore e considere o esquema de representagdo dado pelo
seguinte processo iterativo:
e inicie com uma seqiliéncia S de vértices vazia;

e a cada passo, remova a menor folha da arvore, acrescentando o tinico vértice
a ela adjacente ao final de S.

e 0 processo encerra-se quando restarem somente duas folhas.
E imediato constatar que este esquema conduz a uma tUnica representacao para T,

armazenada em S, denominada cddigo de Priifer. Observe que, quandon =2, S é
a seqiiéncia vazia. O codigo nao estd definido para arvores triviais (n = 1).

Menor folha: 2 Menor folha: 4 Menor folha: 5
Adjacente: 4 Adjacente: 7 Adjacente: 1
S =[4] S=14,7] S=104,7,1]

Menor folha: 6 Menor folha: 1
Adjacente: 1 Adjacente: 3 Restam 2 folhas
S=1[4,7,1,1] S=1[4,7,1,1,3]

Figura 2.1. Um exemplo de codificagdo de Priifer

A Figura 2.1 mostra um exemplo passo a passo de como é obtido o codigo
[4,7,1,1, 3] para a arvore ilustrada.

Para que o esquema de Priifer se aplique a arvores enraizadas, basta estabelecer
que o vértice raiz nunca seja removido, ainda que se torne folha durante o processo.
O codigo de Priifer para arvores enraizadas é composto por n — 1 vértices, isto é,
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um a mais do que na codificagao das arvores sem raiz. FEste vértice adicional é a
raiz da arvore e ocupa a ultima posigao do codigo.

Sejam duas arvores T = (V,E) e T' = (V, E), sendo a primeira sem raiz e a
segunda enraizada no vértice n. O codigo de Priifer da primeira é um prefixo do
codigo de Priifer da segunda. Isso ocorre porque, nos dois casos, o vértice n nunca
é removido da arvore durante a codificagao. Para arvores enraizadas no vértice n,
este vértice nao é removido por ser raiz e, para arvores sem raiz, sempre existe uma
folha menor para ser removida. Por isso, para arvores sem raiz, diz-se que o codigo
de Priifer implicitamente assume o maior vértice como raiz. Por exemplo, a arvore
T = (V,E) (sem raiz) da Figura 2.1 tem codigo de Priifer [4,7,1,1,3] e a mesma
arvore enraizada no vértice 7 tem codigo de Priifer [4,7,1,1,3,7].

O Teorema 2.2 e o Corolario 2.1 relacionam a freqiiéncia de ocorréncia de um
determinado vértice no cédigo de Priifer para uma arvore com o grau deste vértice.

Teorema 2.2. Seja T = (V, E) uma drvore. Todo vértice v € V' ocorre exzatamente
dp(v) — 1 vezes no cddigo de Priifer de T.

Demonstracao: No processo de codificagao, toda vez que se remove uma folha,
adiciona-se ao codigo o (nico) vértice a ela adjacente. Como todos os vértices (ex-
ceto os dois tltimos que restam) sdo removidos, v serd inserido no codigo exatamente
dp(v) — 1 vezes. O

Corolario 2.1. Se um vértice nao aparece no codigo de Priifer de uma drvore, este
vértice € uma folha.

2.3 Algoritmos para Codificacao e Decodificacao

O primeiro problema a ser observado ao se tratar de codigos é o do desenvolvimento
de algoritmos eficientes capazes de obter o codigo correspondente a um determinado
objeto (codificagao) e, reciprocamente, reconstituir o objeto a partir de seu codigo
(decodificagao).

A seguir, apresentamos o algoritmo para obtencao do codigo de Priifer relativo
a uma arvore 7' = (V, E). O método de construgao ja foi descrito na Sec¢ao 2.2.
O codigo é armazenado na lista Cod, inicializada vazia. O conjunto Folhas é
inicializado com as folhas de T e destina-se a guardar os vértices que, ao longo do
processo, venham a tornar-se folhas. A cada passo, a menor folha v é selecionada;
por ser uma folha, s6 deve haver um vértice adjacente a ela. Seja u este vértice,
que é adicionado ao fim da lista Cod. A folha v é removida da arvore e o grau de
u € decrementado de uma unidade. Caso u tenha se tornado uma folha, deve ser
inserido em Folhas. O processo se repete até que o conjunto V' tenha apenas dois
elementos. Ao final do algoritmo, a lista Cod contém uma seqiiéncia com n — 2
vértices, que é o codigo de Priifer para arvore T' = (V, E).
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Algoritmo 2.1. Obtenc¢ao do Cddigo de Priifer

Entrada: Arvore T = (V, E), com V = {1,...,n},n > 2;
Saida: Lista C'od com o cédigo de Priifer;
Inicio

Cod — 0;

Folhas — {v € V | dr(v) =1};

Enquanto |V| > 2 faca

Encontre v, o menor elemento de Folhas; ........ ™)
Seja u o Gnico vértice adjacente a v;
Remova v e {v,u} de T ..ooooiiiiiiiiiiiiii (**)

Adicione u ao fim da lista C'od;
Se dr(u) =1 entdo
Folhas < Folhas U {u};
Fim.

O proximo algoritmo tem por objetivo a decodificagao, ou seja, construir a
arvore correspondente a um determinado cédigo de Priifer. Seja ¢ o tamanho da
seqiiéncia, armazenada em Cod. Como o cédigo de Priifer é composto por n — 2
vértices, conclui-se que n = t+2 e, portanto, V' = {1,2,...,t+2}. Como, no processo
de codificagao, as folhas da arvore nunca sao acrescentadas ao coédigo sendo gerado,
o conjunto Folhas deve ser inicializado com todos os elementos de V' que nao
pertencem a Cod. Inicia-se com o conjunto de arestas F vazio e constroi-se a arvore
pela adigao sucessiva de arestas {u, v}, determinadas da seguinte forma: Escolhe-se
v como o menor elemento do conjunto Folhas; v esta ligado ao primeiro elemento
de Cod, o vértice u. Removem-se a folha v e o vértice u; caso este ndo aparega mais
em Cod, isto indica que, para a seqiiéncia que sobrou, este vértice é uma folha. O
vértice u é entao inserido em Folhas. Apoés todos os vértices da lista C'od terem
sido analisados e removidos, insere-se a tltima aresta que é adjacente as duas folhas
ainda nao utilizadas.

Algoritmo 2.2. Obtencio da Arvore a partir do Cédigo de Priifer

Entrada: Lista C'od com o cédigo de Priifer;
Saida: Arvore T = (V, E);
Inicio
n«— |[Cod|+2; V «—{1,2,...,n}; E —{;
Folhas — {v eV |v ¢ Cod};
Enquanto Cod # () faca
Retire o primeiro elemento u da lista Cod;
Encontre v, o menor elemento de Folhas;
Folhas <+ Folhas — {v}; E — EU {{u,v}};
Se u ¢ Cod entdo
Folhas «+ Folhas U {u};
// Sobram 2 vértices em Folhas
E — EU{Folhas};
Fim.
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2.4 Implementacao e Complexidade dos Algoritmos

Vamos analisar, de inicio, alguns pontos acerca da implementacao do algoritmo de
codificagao, de modo a garantir sua linearidade.

Primeiramente, a selegdo do menor elemento do conjunto Folhas (assinalada
com (*) no Algoritmo 2.1) pode ser significativa na determinacao da complexidade
do algoritmo, pois pressupoe, a principio, uma ordenagao dos elementos do conjunto.
Para que esta seja evitada, utilizamos um vetor contendo os graus correntes dos
vértices. Assim, inicialmente, grauli] = |Adj(i)| para todo vértice i. A variavel v
armazena sempre a folha a ser removida. O vetor grau é percorrido sempre com
auxilio da variavel i, sendo v o préoximo vértice encontrado cujo grau seja 1. O
vértice u, tnico adjacente a v ainda nao removido, é determinado percorrendo-se
Adj(v) até encontrar um vértice que possua grau maior que 1. Se u < i, u é a
proxima folha a ser processada; do contrario, torna-se a buscar o proximo vértice
de grau 1, a partir da posicao seguinte a i.

O segundo ponto a ser discutido é a remocao do vértice selecionado v e da aresta
{v,u} (assinalada com (**) no Algoritmo 2.1). Para evitar que esta remogao seja
explicitamente realizada, o que implicaria o percurso de Adj(u), os graus de v e u
sao atualizados, refletindo a remogao.

Algoritmo 2.3. Implementacdo da Codificagdo

Entrada: Arvore T = (V, E), com V = {1,...,n}, n > 2,
representada por listas de adjacéncia Adj dos vértices.
Saida: Vetor C'od com a codificacdo de Priifer;

Inicio
Para i« 1,...,n faca
grauli] — |Adj(0)];
v <1« 0;

Para j < 1,...,n — 2 faca
Se v = 0 entédo

Repita v« i« i+ 1 até grauv] =1; ..... *)
Para w € Adj(v) faga ... (**)
Se grau[w] > 1 entdo u «— w;
Cod[j] < w;

graufv] < 0; graufu] — graufu] — 1;
Se grau[u] =1 and u < i entdo
v — u;
caso contrario
v« 0;
Fim.

Para concluir corretamente a linearidade do algoritmo, dois pontos devem ser
observados:

e A malha assinalada com (*) é executada sempre que seja necessério localizar a
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proxima folha. Observando que a variavel ¢ inicia o processamento com valor
0 e é sempre incrementada, concluimos que a malha seré executada menos de
n vezes;

e A malha assinalada com (**) é executada uma vez para cada folha v sendo
removida do grafo, realizando um percurso na lista de adjacéncia de v. Ao
total, havera menos do que ),y [Adj(v)| = 2n — 2 execugoes desta malha,
ja que nem todos os vértices tornam-se folhas.

A implementagao do algoritmo de decodificacao ¢ similar e esta baseada no fato
de que as folhas sao justamente os vértices que nao figuram no coédigo. O vetor freq
é utilizado para armazenar o nimero de vezes que cada vértice aparece no codigo.
Desta forma, pelo Corolario 2.1, as folhas sdo os vértices v que possuem freglv] =
0. A complexidade do algoritmo de decodificagao é também O(n), seguindo uma
analise similar aquela realizada para o algoritmo anterior.

Algoritmo 2.4. Implementac¢do da Decodifica¢ao

Entrada: Vetor C'od, com o cédigo de Priifer;
Saida: Arvore T = (V, E);
Inicio
n—|Codl+2;V—{1,....,n}; E —0;
Cod[n — 1] < n; // Arremata o cédigo com o maior vértice
Parav «— 1,...,n faca freq[v] < 0;
Para j — 1,...,n — 1 faga freq[Cod[j]] — freq|Cod[j]] + 1;
i — v« 0
Para j < 1,...,n — 1 faca
Se v = 0 entdo
Repita v «— i« i+ 1 até freg[v] = 0;
u — Codlj];
E — FEuU{{u,v}};
freafu] — freqlu] — 1;
Se freg[u] = 0 and u < i entdo
v — u;
caso contrario
v+ 0;
Fim.

2.5 Contagem e Geracao de Arvores

No restante deste capitulo, analisaremos algumas aplicacoes relacionadas a con-
tagem e geracao de arvores, utilizando o cédigo de Priifer como base. Estes proble-
mas serao abordados tanto para arvores irrestritas quanto para aquelas que satis-
fazem requisitos especificos, como possuirem um dado niimero de folhas.
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Nos algoritmos seguintes, asssumimos a disponibilidade de um gerador aleatorio
de ntimeros inteiros uniformemente distribuidos entre a e b, capaz de produzir cada
um dos niameros em tempo O(1).

Arvores Irrestritas

Denotemos por T'(n) a quantidade de arvores distintas com vértices pertencentes
ao conjunto {1,...,n}, n > 2. A conhecida expressao T'(n) = n"~2 & devida
a Cayley (1889), existindo na literatura varias demonstragoes para ela. A mais
simples parece ser a que utiliza o codigo de Priifer, conforme o Teorema 2.3.

Teorema 2.3. T(n) = n""2.

Demonstracao: Existe uma relagao biunivoca entre o conjunto de todas as arvores

cujos vértices sao os inteiros {1,...,n} e o conjunto de todas as tuplas constituidas
por n—2 desses inteiros. Como existem, ao todo, n™~?2 tuplas distintas desta espécie,
segue-se o resultado. ]

Pelo Teorema 2.3, para gerar o codigo de Priifer de uma arvore irrestrita com
n vértices, basta gerar uma seqiiéncia aleatoéria de n — 2 inteiros pertencentes ao
conjunto {1,...,n}.

Algoritmo 2.5. Geracio do Cédigo de Priifer de uma Arvore Qualquer

Entrada: n (nimero de vértices);
Saida: Vetor C'od com o cédigo de Priifer;
Inicio
Parai < 1,...,n — 2 faca
Cod[i] < random(1,n);
Fim.

Uma vez gerado o codigo de Priifer através do Algoritmo 2.5, podemos utilizar
o Algoritmo 2.4 de decodificacdo para obter a arvore correspondente. E imediato
constatar que este processo tem, em sua totalidade, complexidade O(n).

Arvores com Seqiiéncia de Graus Dada

A toda arvore T = (V, E), onde V = {1,...,n}, n > 2, podemos associar uma
seqiiéncia de inteiros em que cada elemento é o grau do vértice correspondente a
sua posigao: [d(1),...,d(n)]. Esta seqiiéncia ¢ denominada seqiéncia de graus da
arvore.

Para que uma seqiiéncia de n inteiros [di,...,d,] seja vélida como seqiiéncia
de graus, i.e., para que seja possivel construir uma arvore a ela correspondente, é
necesséario que d; > 1, parai=1,...,n, e

i=1
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E interessante observar que diferentes arvores com a mesma quantidade de vér-
tices podem ter a mesma seqiiéncia de graus; entretanto, terao codigos de Priifer
diferentes. A Figura 2.2 mostra quatro arvores distintas com 7 vértices e seqiiéncia
de graus [3,2,1,2,1,2,1].

o Ee

Figura 2.2. Quatro arvores com seqiiéncia de graus [3,2,1,2,1,2,1

No Teorema 2.4 é determinado o nimero de arvores distintas que correspondem
a uma dada seqiiéncia de graus.

Teorema 2.4. A quantidade de drvores comn > 2 vértices pertencentes ao conjunto

{1,...,n} e que possuem a seqiéncia de graus vdlida [dy, ...,d,] é

(n—2)!
(di — ... (dp — 1)V

Demonstra¢ao: Sendo a seqiiéncia valida, temos que

n

Z(di—l):idi—n:2n—2—n:n—2.

i=1 i=1

O numero total de arvores com a seqiiéncia de graus dada corresponde ao nimero
de maneiras de preencher as n — 2 posi¢oes do codigo com os n vértices, de modo
que cada vértice 7 seja repetido d; — 1 vezes. ]

O Algoritmo 2.6 implementa a geracao do codigo de Priifer de uma arvore com
n vértices, conhecida sua seqiiéncia de graus [dy,...,d,]. O processo resume-se a
atribuir cada vértice i a exatamente d; — 1 posigoes do codigo, aleatoriamente es-
colhidas.

A lista seqiiencial Disp é utilizada para evitar que a mesma posi¢ao de Cod seja
escolhida mais de uma vez. Disp contém, inicialmente, os indices 1,...,n — 2 das
posigoes disponiveis em Cod e a variavel f armazena o indice da posigao final desta
lista (f < n — 2, no inicio). A cada iteracdo, uma posi¢ao k de Disp é escolhida
aleatoriamente entre 1 e f e o indice nela armazenado determina a posi¢ao em Cod
que serd preenchida. Ao final de cada iteragao, Disp[k] é substituido por Disp[f] e
f & decrementada, indicando uma possibilidade a menos de escolha.
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Algoritmo 2.6. Geragio de Arvores com Segiiéncia de Graus Dada

Entrada: n (nimero de vértices),
[di,...,dn] (seqliéncia de graus valida);
Saida: Vetor C'od com o cédigo de Priifer;

Inicio
Disp—[1,...,n=2]; f —n—2;
Parai < 1,...,n faca

Repita d; — 1 vezes
k — random(1, f);
Cod|Displk]] < 1;
Displk] < Displf];
F<=r-1

Fim.

Sendo [dy, ..., d,] uma seqiiéncia valida, temos Y., (d;—1) = n—2 e os comandos
da malha interna serao executados exatamente n — 2 vezes. A complexidade total
é, portanto, O(n).

Arvores com Nimero de Folhas Pré-Fizado

Interessam-nos, agora, a contagem e geracao de arvores cujo numero de folhas é
conhecido a priori. O Teorema 2.5 trata da contagem destas arvores, utilizando os
nimeros de Stirling de sequnda espécie S(a,b), que fornecem o nimero de maneiras
distintas de particionar um conjunto de a elementos, a > 1, em exatamente b
subconjuntos, sendo 1 < b < a. Calculam-se os valores para S(a,b) através da
seguinte equagao de recorréncia:

S(a,b) = L, seb=1oub=a;
) bS(a—1,0)+S(a—1,b—1), sel<b<a.

A tabela seguinte ilustra a parti¢ao do conjunto {1, 2, 3,4}, com a = 4 elementos,
em b= 1,2,3 e 4 subconjuntos.

S(a,b) | Partigoes

1 {{1,2,3,4}}

T {{1h{2,3,4)} {{2}.{1,3,4}}

{{3},{1,2,4}} {{4},{1,2,3}}
{{1,2},{3,4}} {{1,3},{2,4}}
{{1,4},{2,3}}
316 P {{1h {25 {34} {11 {31,{2,4}}
{{1},{4},{2,31p {12}, {3}, {4}}
{1,3}, {2}, {43} {{1,4},{2},{3}}
4] 1 {1542}, {31 {4}}

DO —=| >
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Teorema 2.5. FExistem exatamente

n!

drvores distintas com vértices pertencentes ao conjunto {1,...,n}, n > 2, e q folhas,

2<qg<n-—1.

Demonstragao: Para uma arvore com n vértices e exatamente g folhas, o codigo de
Priifer possui exatamente n—gq vértices distintos, dentre os n—2 que o integram. Seja
[c1, ..., Cn—2] O codigo de Priifer de uma arvore contendo exatamente n — g vértices
distintos: ¢1,...,¢,_,. Para este cédigo, definem-se os conjuntos Pi,...,P,_, da
seguinte maneira: P; = {j | {; = ¢;}, para i = 1,...,n — ¢. Ou seja, pertencem
a P; os indices das posicoes ocupadas pelo vértice ¢; no codigo de Priifer. E facil
concluir que os conjuntos P; satisfazem as seguintes propriedades:

o P#( paral <i<n-—g;
e PLU...UP,_,={1,...,n—2}
e PN...NP,_,=0.

Em outras palavras, {Py,...,P,_1} & uma particao de {1,...,n — 2}.

Observando que cada codigo corresponde a uma particao diferente, existem, ao
todo, S(n —2,n — ¢q) (1) codigos possiveis para uma dada escolha de vértices que
aparecerao no codigo. Para escolher os ¢ vértices que serao folhas e os n—q interiores,
existem um total de Z—!! (2) possibilidades. De (1) e (2) prova-se o teorema. O

O processo de geracao do codigo de Priifer de uma arvore com n > 2 vértices e
q folhas, 2 < ¢ < n — 1, consiste em selecionar, dentre os n vértices, os n — g que
serao interiores (nao-folhas), atribuindo cada um deles pelo menos uma vez as n — 2
posicoes do codigo. A implementacido compreende dois passos:

e Dentre os n vértices, escolhem-se aleatoriamente n — ¢ distintos, que serao
os vértices interiores (nao-folhas) da arvore. Para evitar escolhas repetidas
do mesmo vértice, a lista seqiiencial Disp armazena aqueles ainda nao sele-
cionados. Esta lista ¢é inicializada com os n vértices disponiveis e a variavel f
armazena o indice da posi¢ao final desta lista (inicialmente, f < n). Em cada
uma das n — ¢ iteragoes, uma posicao k da lista Disp é escolhida aleatoria-
mente entre 1 e f e o vértice nela armazenado é acrescentado ao conjunto de
vértices interiores Int sendo construido. Ao final de cada iteragao, o vértice
da posicao k é removido da lista Disp, sendo substituido pelo da posigao f (o
altimo).

e Cada um dos n — g vértices interiores escolhidos no passo anterior é atribuido
a uma posi¢ao no codigo, garantindo que cada um deles figure pelo menos
uma vez. Asn—2 — (n — q) = g — 2 posigoes restantes, atribuem-se vértices
interiores escolhidos aleatoriamente. A lista Disp é utilizada de forma analoga
para evitar a repeticao na escolha de posicoes do codigo.
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A complexidade do Algoritmo 2.7 é visivelmente O(n).

Algoritmo 2.7. Gerag¢ao com Numero de Folhas Pré-Fizado

Entrada: n (nimero de vértices), ¢ (nimero de folhas);
Saida: Vetor C'od com o cédigo de Priifer;

Inicio
Disp — [1,...,n]; f—mn;
Parai < 1,...,n — q faca

k — random(1, f);
Intli] < Displk];
Displk] < Disp[f];
f—r—-1
Disp—[1,....,n—2]; f—n—2;
Parai < 1...,n— 2 faca
k — random(1, f);
Se i < n — g entdo
Cod|Displk]] < Intli];
caso contrario
Cod|Disp[k]] < Int[random(1,n — q)];
Displ[k] < Disp[f];
f—r-1

Fim.

2.6 Exercicios

1. Utilizando o Teorema 2.1, demonstre que o grafo estrela K ,, definido no
Exercicio 4 da Segao 1.8 é uma arvore.

2. Utilizando o esquema de Priifer, obtenha o cédigo correspondente a K ,,.

3. Examinando as seqiiéncias de graus possiveis para uma arvore com n > 2
vértices, demostre que ela possui, no minimo, 2 e, no méaximo, n — 1 folhas.

4. Uma arvore com n > 2 vértices é dita degenerada quando possui nimero
minimo de folhas. Que propriedade se pode deduzir para o codigo de Priifer
de uma arvore degenerada 7

5. Considere o Algoritmo 2.3, que implementa a obtencao do codigo de Priifer
referente a uma arvore armazenada em memoria por listas de adjacéncia.

(a) O que significam exatamente as igualdades grau[v] = 0 e graufv] = 1,
para um vértice v qualquer ?

(b) Refaga o algoritmo, considerando a arvore armazenada por matriz de
adjacéncia. Qual a complexidade de tempo desta nova versao ?
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(¢) Modifique o algoritmo de forma a produzir o codigo de Priifer para &r-
vores enraizadas, supondo que também seja fornecido como entrada o
vértice raiz da arvore. Ha alteracao na complexidade de tempo deste
novo algoritmo em relagao a complexidade do algoritmo original ?

. Vimos que qualquer seqiiéncia de m — 2 inteiros pertencentes ao conjunto

{1,...,n} é um codigo de Priifer valido, sendo possivel construir uma tunica
arvore nao-enraizada a ele correspondente. O mesmo se pode afirmar para
arvores enraizadas 7 Em outras palavras, qualquer seqiiéncia de n — 1 inteiros
pertencentes ao conjunto {1,...,n} é um codigo de Priifer valido para uma
arvore enraizada com n vértices 7

. Considere o Algoritmo 2.4, que implementa a construgao da arvore correspon-

dente a um codigo de Priifer dado como entrada, processo este que denomi-
namos decodificagao.

(a) O comando de atribuigao Cod[n — 1] < n tem por finalidade acrescen-
tar ao final do coédigo fornecido o nimero do maior vértice. Refaca o
algoritmo sem utilizar este artificio.

(b) Releia o comentario sobre codigo de Priifer para arvores enraizadas (final
da pégina 26 e inicio da pagina 27).

(¢) Modifique o algoritmo de forma que ele receba como entrada o codigo
de Priifer de uma arvore enraizada (portanto, uma seqiiéncia de n — 1
inteiros).

. Mostre que, em toda arvore T = (V, E), escolhidos dois vértices distintos

v,w € V quaisquer, existe um tnico caminho de v a w. (Dica: use redugao
ao absurdo).

. Considere o seguinte esquema de representagao para arvores T = (V| E):

e escolha um vértice s € V' qualquer;

e para cada um dos vértices v € V — {s}, seja vs(v) o vértice sucessor de
v 1o Unico (veja exercicio anterior) caminho existente de v a s.

e o conjunto {(v,vs(v)) | v € V —{s}}, cujos |V| — 1 elementos sdo pares
ordenados de vértices, é a representagao desejada.
Pede-se:
(a) Utilizando este esquema, obtenha a representagao para a arvore apresen-
tada na Figura 2.1, considerando s = 1.
(b) Idem, considerando s = 3.

(¢) Compare as representagoes obtidas nos dois itens anteriores. Que dife-
rencas existem entre elas 7
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(d) Mostre que o conjunto {(v,7vs(v)) | v € V — {s}} &, de fato, uma repre-
sentacao para T, explicitando como, a partir dele, os conjuntos V e E
da definicao podem ser restabelecidos sem ambigiiidades.

(e) Esboce um algoritmo linear em tempo e espago para determinar os graus
de todos os vértices da arvore a partir desta representacao.

10. Considere a representagao para arvores introduzida no exercicio anterior. Ob-
servando que, com excegao de s, cada vértice ocorre exatamente uma vez como
primeiro elemento de algum par na representacao, podemos esbocar o seguinte
algoritmo para obter o conjunto {(v,7vs(v)) | v € V — {s}}, dados s, V e E.
O atributo marca indica se o vértice ja apareceu como primeiro elemento de
algum par (exceto para o vértice s, que possui marca(s) = 1 desde o inicio do
algoritmo).

Entrada: uma arvore T'= (V, E) e um vértice s € V;
Saida: o conjunto P = {(v,vs(v)) |v eV — {s}};
Inicio
Para v € V — {s} faga marca(v) < 0;
marca(s) < 1;
P —0;
Enquanto E # () faga
Escolha {v,w} € E tal que marca(v) + marca(w) > 0;
Se marca(v) = 1 entao
P —PU{(w,v)}; marca(w) < 1;
caso contrario
P —PU{(v,w)}; marca(v) « 1;
E— E—{{v,w}};

Fim.

Suponha que:

e O conjunto F seja armazenado em memoéria através de uma lista circular
duplamente encadeada, cujos nés contém os vértices correspondentes a
cada aresta;

e O conjunto P seja armazenado em memoria através de uma lista sim-
plesmente encadeada de pares de vértices, na qual todo novo elemento é
inserido antes do primeiro.

Pede-se:

(a) Execute manualmente o algoritmo para a arvore da Figura 2.1, con-
siderando s = 1 e a seguinte disposicao das arestas do conjunto F na
lista circular:

{4,2},{3,7},{5,1},{1,6},{1, 3}, {4, 7}.
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(b) Repita o item anterior, mantendo s = 1 e dispondo as arestas na lista
circular na seguinte ordem:

{1,6},{1,5},{3,1},{3,7},{4,7},{4,2}.

(¢) Compare as execugoes realizadas nos dois itens anteriores. Em qual delas
o algoritmo apresenta desempenho superior em tempo 7

(d) Mostre que, durante a execugao do algoritmo, para todo {v,w} € E,
tem-se 0 < marca(v) + marca(w) < 1.

(e) Qual a complexidade de tempo do algoritmo se a arvore dada como
entrada for um grafo estrela de centro s e borda V —{s} ? (Veja defini¢ao
no Exercicio 5 da Secao 1.8).

(f) Que caracteristicas deve possuir a arvore fornecida como entrada para
que o algoritmo atinja o seu pior desempenho em tempo de execucao 7
Qual a complexidade nesta situagao 7

11. O esquema utilizado nos dois exercicios anteriores corresponde meramente ao
enraizamento da arvore no vértice s. Assim sendo, que interpretagdo podemos
dar ao vértice v4(v) em relacdo a v ?

12. E possivel conceber algoritmos mais eficientes do que o sugerido no Exerci-
cio 10 para obter a representacao em questao, utilizando percursos em ar-
vores (pré-ordem, pos-ordem, por niveis). Supondo a arvore armazenada em
memoria por de listas de adjacéncia, qualquer percurso iniciado no vértice
s & capaz de gerar o conjunto {(v,7vs(v)) | v € V — {s}}. Se vocé domina a
implementacgao destes percursos, esboce um algoritmo de complexidade linear.

2.7 Notas Bibliograficas

O artigo pioneiro de Priifer [27] sobre a codificagdo de arvores data de 1918. O
tratamento algoritmico do assunto é bem mais recente; somente em 2000, Chen e
Wang [7] propuseram um algoritmo linear de codificagao. Logo apos, Deo e Micike-
vicius [8] publicaram um survey sobre codigos tipo Priifer, classificando diversos
métodos de codificagao, como os de Neville; estes autores propoem também um
novo método em [9]. Caminiti et al. [6] abordaram o tema de maneira unificada,
apresentando algoritmos lineares para diversos esquemas, sendo Priifer um deles.
O Algoritmo 2.1 é caso particular do proposto por Markenzon et al. [19] para a
codificagao de k-arvores de Rényi. Os problemas de geracao e contagem de arvores,
irrestritas ou satisfazendo requisitos especificos, foram estudados por Moon [23].
Uma versao preliminar deste capitulo foi apresentada no VII Encontro Regional de
Matematica Aplicada e Computacional (ERMAC), em Vitoria, ES, 2005 [20].



Capitulo 3

Representacao de Grafos
Cordais

3.1 Conceitos Basicos

Grafos cordais constituem uma classe bastante estudada, uma vez que possuem uma,
estrutura peculiar, baseada em cliques maximais. Esta estrutura favorece a solugao
de muitos problemas algoritmicos, alguns dos quais serao vistos neste capitulo.
Justamente para a solu¢ao destes problemas, outras informagoes, além das habi-
tualmente fornecidas por conjuntos de adjacéncias, sdo necessarias. Para apresentar
alternativas, devemos primeiro conhecer alguns novos conceitos e propriedades desta
familia.

Sejam G = (V,E) um grafo, com n = |V|, e v € V um vértice qualquer de
G. Dizemos que v é simplicial quando Adj(v) é uma clique em G (i.e., o subgrafo
G[Adj(v)] de G induzido por Adj(v) é um grafo completo). No grafo da Figura 3.1,
por exemplo, os vértices ¢, h e i sao simpliciais.

Um esquema de eliminagao perfeita (EEP) de G é uma fungao bijetora
o:{l,...,n} =V

tal que o (i) é um vértice simplicial em G[{c(j) | i < j < n}],parai=1,...,n. Um
EEP pode ser melhor visualizado se percebermos que sua defini¢ao induz a dispor
os vértices em uma seqiiéncia

o(G) =[o(1),...,0(n)],

de maneira que todo vértice seja simplicial no subgrafo de G induzido por ele e
pelos que o seguem na seqiiéncia o. Assim, dada uma posigao ¢ na seqiiéncia, o (i)
denota o vértice que a ocupa e a inversa o ~!(v) corresponde & posicio ocupada pelo
vértice v.
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Pela defini¢ao, é facil determinar um FEP para um dado grafo. Inicia-se com
uma seqliéncia vazia de vértices, que contera um FEP ao final do processo. A cada
passo, um vértice simplicial é escolhido, acrescentado & seqiiéncia e excluido do grafo.
Para o grafo da Figura 3.1, um possivel EEP ¢é a seqiiéncia [i,a,h, g, f,b, e, c, d]:
o vértice i é simplicial em G[{i,a,h,...,c}], o vértice a é simplicial em G[{a,h,
g,...,c} e assim sucessivamente. A seqiiéncia [h,c,i, f,g,e,d,a,b] é outro EEP
para este grafo.

Observe, agora, o grafo da Figura 3.2. O vértice a é o tnico simplicial, sendo
entao o primeiro vértice de um EFEP; a partir deste ponto é impossivel prosseguir,
pois néo restam vértices simpliciais em G[V — {a}].

Figura 3.1: Um grafo cordal

Figura 3.2: Um grafo ndo cordal

Um grafo G = (V, E) é cordal quando todo ciclo simples de comprimento maior
ou igual a 4 possui uma corda (i.e. uma aresta ligando dois vértices nao consecutivos
do ciclo). O grafo da Figura 3.1 é cordal. O da Figura 3.2 nao o é; basta observar
que o ciclo [b, ¢, d, e, b], de comprimento 4, ndo tem corda.

A cordalidade equivale & existéncia de um FEP, conforme estabelecido no Teo-
rema 3.1.

Teorema 3.1 ([13]). Seja G um grafo. G € cordal se, e somente se, G tem um
esquema de eliminacao perfeita, que pode iniciar-se com qualquer vértice simplicial.
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Os algoritmos de reconhecimento de grafos cordais mais conhecidos e mais efi-
cientes baseiam-se no Teorema 3.1 e constam de dois passos. Primeiramente, um
percurso especial (por vizinhanga maxima ou em largura lexicografica, por exemplo)
determina uma seqiiéncia de vértices; em seguida, verifica-se se esta seqiiéncia é um
EFEP. Esses dois passos podem ser implementados em algoritmos de complexidade
linear em tempo e espago. Se o grafo fornecido como entrada for sabidamente cordal,
as seqiiéncias de vértices produzidas por estes percursos constituem esquemas de
eliminacao perfeita para ele. Sob esta 6tica, revisaremos, na Segao 3.3, o percurso
por vizinhanga maxima.

3.2 Esquema de Representacao

Em ultima anélise, um esquema de eliminagao perfeita dispoe os vértices de um
grafo cordal em uma seqiiéncia, garantindo que cada um deles esteja ligado a uma
clique formada por um subconjunto de seus sucessores. Esta estrutura sugere um
processo de construcao para grafos cordais, formalizado no Teorema 3.2.

Teorema 3.2. Seja G = (V, E) um grafo cordal, v ¢ V um novo vértice e Q C 'V
uma clique de G. O grafo G' = (VU {v}, EU{{v,z}|x € Q}) € também cordal.

Demonstracao: Basta observar que v ¢ um vértice simplicial de G’. Entao, se
[v1,v9,...,v,] € um FEP de G, [v,v1,v9,...,0,] € um EEP de G’ e, pelo Teorema
3.1, G’ é cordal. O

A partir do Teorema 3.2, é possivel conceber um processo indutivo de construcao
para grafos cordais: iniciando com um grafo trivial (composto por apenas um vér-
tice), acrescenta-se, a cada passo, um novo vértice ligado a uma clique do grafo
ja existente. Em relacao ao FEP, este novo vértice é acrescentado sempre como
prefixo. A Figura 3.3 ilustra esta construcao para o grafo da Figura 3.1, utilizando
o EEP [i,a,h,g, f,b,e,c,d].

Nao é dificil constatar que um FEP é insuficiente para representar um grafo
cordal, uma vez que, a partir dele, o conjunto de arestas nao pode ser restabelecido.
Para a reconstrucao do grafo é necessario o conhecimento das cliques as quais cada
vértice do FEP foi ligado durante o processo construtivo.

Sejam o grafo cordal G = (V| E), o0 um EFEP de G e v € V um vértice qualquer.
O conjunto

X,(v) ={z € Adj(v) | o7 (v) < o7 (z)}

é denominado conjunto de adjacéncia restrito de v.

Observe que, para todo vértice v € V, os elementos do conjunto X, (v) sdo exa-
tamente os elementos da clique & qual o vértice v é ligado no decorrer da construgao
segundo o FEP o.
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Figura 3.3: Construgao indutiva de um grafo cordal

Dado um FEP o, a representacao de um grafo cordal G = (V| E) por conjuntos
de adjacéncia restritos consiste em uma seqiiéncia de pares

Ro(G) =[(c(i), Xs(c(d) |i=1,...,n].
Vale observar que esta representacgao é unica para um dado grafo e um FEP.
Considerando o EEP [i,a,h, g, f,b,e,c,d], o grafo da Figura 3.1 tem a seguinte
representagao:

[ (da,d}), (a,{b.d,e}), (h{b; f,9}), (g:{b,e, f})
(fi{bse}), (b Ade}), (e {ed}), (e {d}), (d,0) 1.

Em uma representagao obtida por este esquema devem ser mencionados, ao

todo,
D+ [X ()] =n+m
veV
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simbolos. Pode-se notar que esta representacao é mais econdémica do que a repre-
sentagao por conjuntos de adjacéncia, vista na Segao 1.3, que demanda n + 2m
simbolos.

O armazenamento em memoéria desta representacao consiste em uma estrutura
ortogonal em que os nos da lista principal (vertical), obrigatoriamente seqliencial,
armazenam informagoes sobre os vértices do grafo; a ordem em que os vértices
aparecem nesta lista principal é a mesma do EFEP. De cada um dos nés da lista
vertical emerge uma lista secundaria (horizontal), que possui um no6 para cada
elemento do conjunto de adjacéncia restrito.

A Figura 3.4 mostra o armazenamento do grafo da Figura 3.1 na memoria, con-
siderando o EEP [i,a,h,g, f,b,e,c,d]. Note que a ultima lista horizontal é sempre
vazia.

—lchldh
—ldh

L

STl [=l=I=1=1-]

Figura 3.4. Armazenamento do grafo da Figura 3.1 por listas de adjacéncia restritas

Duas operagoes sao fundamentais em algoritmos que utilizam esta representacao:
a determinacdo de o (i) e a determinagdo de o~!(v). A primeira delas tem solucio
imediata (em O(1)) no armazenamento ora proposto. Para que a segunda operagao
seja também eficiente, é necessario utilizar uma estrutura de dados auxiliar que,
para cada vértice do grafo, indique sua posigao no FEP. Se o conjunto dos vértices
for V.={1,...,n}, n > 1, um vetor é suficiente para que a operac¢ao seja também
executada em O(1).

3.3 Obtendo a Representacao

Obter a representacao de um grafo cordal G = (V, E) por conjuntos de adjacéncia
restritos requer a determinagao de um FEP de G. Para tal, utilizaremos o algoritmo
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conhecido na literatura como percurso por vizinhanga mdxima.

Um percurso genérico sobre um grafo pode ser definido como um procedimento
sistematico de varredura, que consiste em visitar exatamente uma vez cada vértice
e aresta. O termo wvisitar deve ser aqui compreendido como a execugao de qualquer
acao sobre um elemento do grafo, exceto sua exclusao, possivelmente utilizando ou
mesmo alterando a informagao nele armazenada.

O percurso por vizinhan¢a mdxima é um caso particular do percurso genérico,
no qual, a cada passo, é escolhido como vértice a visitar qualquer um dentre os que
possuam o maior nimero de vizinhos ja visitados. O percurso encerra-se quando
todos os vértices houverem sido visitados.

Evidentemente, sobre um mesmo grafo, podem-se realizar diferentes percursos
por vizinhanca méxima, uma vez que, em alguns passos, pode haver mais de um
vértice com a mesma quantidade maxima de vizinhos ja visitados. Como produto
final do percurso, fica determinada uma seqiiéncia de vértices refletindo a ordem em
que eles foram visitados ao longo do processo.

No Algoritmo 3.1, este percurso é utilizado com o intuito de obter uma repre-
sentacao de um grafo cordal por conjuntos de adjacéncia restritos. O conjunto V'
armazena, a cada passo, os vértices ainda nao visitados. Para cada vértice v do
grafo, mantém-se 3 rotulos:

e visita(v) armazena o reverso da ordem em que v foi visitado, da seguinte
maneira: o primeiro vértice visitado recebe o valor n para para este rétulo, o
segundo, n — 1 e assim por diante;

e tam(v) armazena o nimero de vizinhos de v visitados até o momento;

e X,(v) é um conjunto que armazena os vizinhos de v que ja foram visitados
quando v é visitado.

Durante a visita a um vértice v, escolhido dentre aqueles que possuem o maior
valor de tam, a lista de adjacéncia de v é varrida e, para cada vértice w nela
encontrado, duas situagoes podem ocorrer:

e se w ainda nao foi visitado, w agora possui um vizinho a mais visitado (o
vértice v); logo, tam(w) é incrementado;

e se w ja foi visitado, w é acrescentado ao conjunto X, (v).

Sendo G cordal, pode-se demonstrar que, para todo vértice v sendo visitado, o
conjunto {v} U X, (v) corresponde a uma clique de G. Desta forma, o rétulo visita
armazenard, ao final do algoritmo, as posi¢oes dos vértices em um FEP e o rotulo
X, (v), o conjunto de adjacéncia restrito com respeito a este esquema.

Vamos acompanhar a execugao do percurso sobre o grafo da Figura 3.1.
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Algoritmo 3.1. Obtenc¢ao da Representagdo

Entrada: Um grafo cordal G = (V, E), armazenado por listas de adjacéncia
Adj(v), Vv € V;
Saida: R (G) = [(0(i), Xo(c(@)) |i=1,...,n];
Inicio
Para v € V faca
tam(v) «— visita(v) «— 0; X, (v) < 0;
i—n+1L V' «V, R[]
Enquanto V' # () faca
Escolha v € V' | tam(v) seja maximo;
ViV —{v};
Para w € Adj(v) faca
Se visita(w) = 0 entdo
tam(w) «— tam(w) + 1;
caso contrario
Xo(v) — Xo(v) U{w);
71— 17— 1;
visita(v) «— i; o(i) — v;
R — (v, X (0))] | R:
Fim.

De inicio, nenhum dos vértices foi ainda visitado e qualquer um deles pode ser
escolhido como aquele possuindo o maior nimero de vizinhos visitados.

Seja a o escolhido, que se torna wisitado. Os vértices pertencentes a Adj(a) =
{b,d,e,i} tém o rotulo tam incrementado. A situagao é apresentada a seguir.

visita(v)
tam(v)
Xo(v)

Os vértices b, d, e e i tém, agora, o maior valor de tam e qualquer um deles pode
ser escolhido. Seja i a nossa escolha. Os vértices adjacentes a i sao a e d; como a
ja foi visitado, tam(a) nao se modifica e a ¢ incluido em X, (7).

{deef7gth}7U [a’

I
b
0
1
0

=20 oo
= - Ol
= - oo
= O O
=20 Ol
=20 o>
= - O .

a
9
0
0

:{b767d767f7g7h} J:[l7a]'

via b ¢ d e f g h 1

visita(v) [9 0 0O 0O O 0 O O 8

tam(v) 010 2 1 0 0 0 1
Xo() |0 0 0 0 0 0 0 0 {a}

Neste momento, somente d pode ser escolhido. Adj(d) = {a,b,c,e,i}; tam(b),
tam(c) e tam(e) sao modificados; a e i sao incluidos em X, (d).
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V' ={b,c,e, f,g,h}, 0 =[d,i,a]
v ‘ a b ¢ d e f g h i
visita(v) | 9 0 0 7 0 0 0 0 8
tam(v) 0 2 1 2 2 0 0 0 1
Xo() |0 0 0 A{a,i} O 0 0 0 {a}

Agora, b ou e pode ser escolhidos; seja b. O resultado desta escolha é:

V= {C,€7f7g,h}, 0= [@d,i,a].

v ‘ a b c d e [ g h i

visita(v) | 9 6 0 7 0 0 0 0 8

tam(v) | 0 2 1 2 31 1 1 1
Xo(w) | 0 H{a,d} O {ayi} O 0 0 0 {a}

A proxima escolha é tinica: o vértice e. Escolhendo, em seguida, sucessivamente
os vértices ¢, f, g e h, tem-se:

V'=0,0=[h,g,f,cebdial
v ‘ a b c d e f g h i
visita(v) | 9 6 4 7 5 3 2 1 8
tam(v) 0 2 2 2 3 2 3 3 1
Xo(v) | 0 {a,d} {d e} {a,i} {a,b,d} {b,e} {be, [} {b,g, [} {a}

Neste exemplo, o EEP resultante é o = [h, g, f,c,e,b,d,i,a]. Observe que, ao
final do percurso, tam(v) = | X, (v)|, Vv € V.

E interessante observar que nem todo EFEP pode ser obtido através de um per-
curso por vizinhanga méaxima, como o EEP [i,a,h, g, f,b,e,c,d] para o grafo da
Figura 3.1. Seguindo o esquema em ordem reversa, iniciamos o percurso pelo vér-
tice d:

V' ={a,b,c,e, f,g,h,i}, o = [d].
v ‘ a b ¢ d e f g h i
visita(v) |0 0 0 9 0 0 0 0 O
tam(v) 11 1.0 1 0 0 0 1
Xoe(w) [0 0 0 0 0 0 0 0 0

Seguindo o esquema, a proxima escolha recai sobre o vértice c¢:

V' ={a,bye, f,g,h,i}, 0 = [c,d].
v|ia b ¢ d e f g h i
visita(v) |0 0 8 9 0 0 0 0 O
tam(v) 11 1 0 2 0 0 0 1
Xo(0) |0 O {df 0 O 0 0 0 0
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A tnica escolha possivel é a do vértice e, que coincide com o esquemas:

V' ={a,b, f,g,h,i}, o = [e, c,d].
v ‘ a b ¢ d e f g h i
visita(v) |0 0 8 9 7 0 0 0 O
tam(v) [2 2 1 0 2 1 1 0 1
Xo(w) |0 0 {d O {c,d} 0 O O 0

Agora, a ou b podem ser escolhidos; pelo EEP, a escolha é b:

V'=Aa, f,g9,h,i}, 0 = [b,e,c,d].
d e f

)10 9 7 0
tam(v) | 3 2 1 0 2 2
)| 0 0 {c,d} 0

=N Ol
== O
=S = O .

A tnica escolha possivel, neste ponto, é a do vértice a, que possui 3 vizinhos
ja visitados. O EEP, no entanto, indica-nos o vértice f, donde se conclui que este
EFEP nao é produto de um percurso por vizinhanga maxima.

3.4 Implementacao do Percurso

Para garantir a linearidade do algoritmo de percurso por vizinhanca méaxima, é
necessario agilizar a determinagao do vértice com maior valor do rotulo tam, o que
pode ser conseguido com o uso de uma estrutura de dados auxiliar.

O conjunto V'’ deve ser mantido em uma estrutura ortogonal, constituida por
uma lista “vertical” duplamente encadeada com no6 cabega, cujos elementos repre-
sentam valores distintos de tam, ordenados decrescentemente. De cada n6 da lista
vertical, emerge uma lista “horizontal” duplamente encadeada de vértices (com o
mesmo valor de tam), cujos elementos possuem ponteiros de retorno para os nos
da lista vertical. Apenas os nos correspondentes a valores de tam sendo utilizados
estao presentes na lista vertical. Ou seja, nao héa listas horizontais vazias.

No Algoritmo 3.1, a manipulagio desta estrutura da-se em trés momentos:

e Inicialmente, todos os vértices possuem valor 0 para o rétulo tam e devem
ocupar uma unica lista horizontal, correspondente a tam = 0. Este passo
inicial tem complexidade O(n).

e A sele¢ao do vértice em V' com tam maximo resume-se a remover o primeiro
no6 da lista horizontal que emerge do no6 seguinte ao cabega na lista vertical.
Este comando &, portanto, implementado em tempo O(1).

e O incremento de tam(w) consiste em remover w da lista horizontal correspon-
dente a tam(w) e inseri-lo na lista horizontal correspondente a tam(w) + 1,
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que se inicia no n6 imediatamente anterior da lista vertical. Se a lista hori-
zontal onde w se situava tornar-se vazia, o n6 correspondente da lista vertical
devera ser suprimido (o acesso a ele é provido pelo ponteiro de retorno a lista
vertical); analogamente, a inser¢do em uma lista horizontal pode acarretar
a criagao do no6 correspondente na lista vertical. Este comando é também
implementado em tempo O(1).

Desta maneira, o percurso por vizinhanga maxima pode ser implementado por
um algoritmo com complexidade de tempo O(n + m).

3.5 Parametros Notaveis em Grafos Cordais

As definicoes e os parametros que se seguem, relacionados em geral a grafos arbi-
trarios, sao particularmente importantes quando tratamos de grafos cordais.

Coloracao e Niumero Cromdtico
Uma coloragdo para um grafo G = (V, E) é uma fungao
T:V —=C,
onde C' é um conjunto de cores, de tal forma que,
V{v,w} € E, 7(v) # 7(w).

Trata-se, portanto, de atribuir cores aos vértices do grafo de forma que extremidades
de uma mesma aresta recebam cores distintas.

O parametro x(G), denominado nidmero cromdtico de G, é o menor nimero
possivel de cores para o qual existe uma coloracao para GG. Uma coloragao é dita
dtima quando utiliza exatamente x(G) cores.

Cliques Mazimais e Tamanho da Maior Clique

Uma clique mazximal de G é uma clique @ tal que nao exista outra clique Q' satis-
fazendo @ C Q. O parAmetro w(G) é a cardinalidade da clique maxima de G.

Conjunto Independente Mdzximo
Um conjunto independente de vértices € um subconjunto de V' tal que seus elementos

nao sao adjacentes dois a dois. O parametro a(G) é a cardinalidade do conjunto
independente méaximo de G.

Cobertura por Cliques
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Uma cobertura por cliques de G é um conjunto {Q1,...,Qx} de cliques de V tal
que

O parametro x(G) é o namero de cliques de uma cobertura minima.

A definigao de cobertura por cliques (em inglés clique cover) apresenta algumas
variacoes na literatura. Uma delas exige que as cliques @1, Qo, ..., Qi estabelecam
uma parti¢do do conjunto de vértices V. Quando o problema for tratado na Segao
3.7, veremos que a solugao para grafos cordais é praticamente a mesma.

A intersegao de uma clique com um conjunto independente de um grafo qualquer
G possui, no maximo, um vértice. Entao, para qualquer grafo G, a(G) < k(G). E
igualmente imediato concluir que w(G) < x(G).

G

Figura 3.5: Um grafo e seu complementar

Q

Um resultado bastante conhecido da literatura relaciona os valores destes quatro
pardmetros calculados para um grafo e seu complementar (recordgmos que, dado o
grafo G = (V, E), o grafo complementar de G é definido como G' = (V, E), onde

E={{z,y} |2,y eV A{zy} ¢ E}):

Teorema 3.3. Sejam G um grafo qualquer e G o seu complementar. Entéio
w(G) =a(G) e k(G)=x(G).

No grafo G da Figura 3.5, um conjunto independente maximo tem cardinalidade
3 (por exemplo, {f,a,c}). Uma cobertura por cliques minima possui quatro cliques
(por exemplo, {{g, f},{a,b},{c,d},{e}}). Entio a(G) = 3 < k(G) = 4. E facil ver
que a cardinalidade da clique méxima é 2; entretanto, so6 é possivel colorir este grafo
usando trés cores. Entdo, w(G) =2 < x(G) = 3. Observe o grafo G da Figura 3.5,

complementar de G. Entao, w(G) =3, x(G) =4, a(G) =2 e k(G) = 3.

A determinacgao de cada um destes parametros para grafos quaisquer é um pro-
blema NP-dificil: nao se conhecem algoritmos de complexidade polinomial capazes
de obté-los. Os problemas tornam-se mais simples quando tratamos de grafos cor-
dais. Primeiramente, é resultado conhecido na literatura que, para grafos cordais,
as expressoes a(G) < k(G) e w(G) < x(G) tornam-se igualdades.
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Teorema 3.4. Seja G um grafo cordal. Entao

Voltando entdo ao grafo cordal G da Figura 3.1, constatamos que x(G) =
w(G)=4eaG) =k(G) =3.
Nas se¢oes seguintes deste capitulo, analisaremos como esses parametros podem

ser obtidos para um grafo cordal a partir de sua representacao por conjuntos de
adjacéncia restritos.

3.6 Determinacao de Cliques Maximais

O primeiro problema estudado, que utiliza a representagao por conjunto de adjacén-
cia restritos em sua solugao, é o da obtencao do conjunto de cliques maximais de um
grafo G = (V, E), o que nos permitira deduzir o valor do tamanho da maior clique
w(G) e, conseqiientemente, do nimero croméatico x(G) = w(G). Veremos também
como determinar uma coloragao 6tima para G, utilizando exatamente x(G) cores.

Teorema 3.5. Sejam G = (V, E) um grafo cordal, Q uma clique mazimal qual-
quer de G e R,(G) = [(0(i), Xs(c(4)) | i = 1,...,n] uma representa¢ao de G por
conjuntos de adjacéncia restritos. Entao, existe v € Q tal que Q = {v} U X, (v).

Demonstracio: Tomemos v € Q tal que o~ !(v) = min{o~(w) | w € Q}. Todos
os vértices de @ — {v} sdo adjacentes a v, entdo Q — {v} C X,(v). Suponha que
exista © € X,(v) — Q. Sabe-se, pela definicao de FEP, que {v} U X,(v) é uma
clique; ora, esta clique conteria propriamente ), o que contraria a hipotese de
ser maximal. O

Por observacao do grafo da Figura 3.1 e seu EEP o = [i,a,h,q, f,b,e,c,d,
suas cliques maximais podem ser determinadas: {a,d,i}, {a,b,d,e}, {b,h,g, [},
{b,e,g, [} e {c,d,e}. Para os vértices i,a,h, g e e, a expressao {v} U X, (v) corres-
ponde a uma clique maximal; para os demais vértices do grafo, nao.

Considere a construgao indutiva apresentada na Sec¢ao 3.2. Nesta construcao,
os vértices sao acrescentados ao grafo cordal na ordem inversa & que aparecem no
EEP. Ao acrescentarmos um novo vértice (i), este é ligado a clique X, (o(i)) de
G{o(i+1),...,0(n)}], de forma que G[{o(i),...,0(n)}] é um grafo cordal com um
EEP [0(i),...,0(n)]. Pelo Teorema 3.5, a clique {o(i)} U X, (c(i)) ¢ maximal em
Gl{o(i),...,0(n)}], j& que o(i) é o vértice desta clique de menor posicdo no EEP.
Duas situacoes podem ocorrer:

e Se X,(0(i)) ¢ uma clique maximal em G[{c(i + 1),...,0(n)}], entdo ela se
transforma na clique maximal {0 (i)} U X, (c(4)) em G[{o(4),...,0(n)}];

e Se X,(o(i)) é subconjunto de uma clique maximal em G[{o(i+1),...,0(n)}],
X,(0(i)) e {o(i)} U X,(0o(i)) sao cliques maximais em G[{c(i),...,0(n)}].
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O Algoritmo 3.2 determina as cliques maximais @1, ..., Q; de um grafo cordal
G, representado por conjuntos de adjacéncia restritos. O EEP implicito na repre-
sentagao é percorrido em ordem reversa e, para cada vértice o (i), sdo executados os
seguintes passos:

e Passo 1: determinar o vértice v € X,(o()) de menor posigao no EEP,

e Passo 2: reconhecer se a clique X,(o(7)) ¢ maximal no grafo corrente. O
rotulo N (v) armazena o ntimero da primeira clique maximal @) obtida durante
0 processo a qual v pertence. Como () contém todas as subcliques possiveis
que possuem v como menor vértice, X,(o(7)) ¢ maximal se, e somente se,

[ Xo(0(@)] = 1Q-

Algoritmo 3.2. Determinacgao das cliques mazimais e de w(G)

Entrada: Um grafo cordal G = (V, E), representado por
Ro(G) =[(0(i), Xo(a(d)) | i =1,...,n];
Saida: As cliques maximais Q1, ..., Q:;
O tamanho w(G) da maior clique;

Inicio
t— 1 Q1 —{o(n)} N(o(n)) — 1, w(G) < 0;
Parai«+ n—1,...,1 faca
v — o(n);

Para w € X, (o(i)) faca
Se o ' (w) < 0~ *(v) entdo
v — w;
k «— N(v);
Se | X, (0(1))| < |Qk| entdo
k—t—t+1; % Nova clique maximal
Qr — {0 (1)} U Xo(0(2));
caso contrario
Qr — {o()} UQuw; % Expansdo de uma clique antiga
N(o(i)) <« k;
Se |Qk| > w(G) entdo w(G) «— |Qkl;
Fim.

Com o uso de listas encadeadas para armazenar as cliques maximais, é possivel
implementar cada uma das operacoes sobre conjuntos mencionadas no Algoritmo
3.2 em tempo O(1). Assim, a complexidade total de tempo ¢ O(m), considerando
que, para cada vértice do FEP, seu conjunto de adjacéncia restrito é percorrido.

Sendo G cordal, sabemos que w(G) = x(G) e um algoritmo para obter uma
coloragao 6tima pode ser concebido a partir dessas mesmas idéias. Novamente a
construcao indutiva é utilizada. Seja v o vértice adicionado; logo, os vértices de
X, (v) ja foram adicionados em passos anteriores; o vértice v recebe entdo uma cor
distinta das cores empregadas nestes vértices. Observe que, desta forma, o nimero
méaximo de cores empregadas é w(G), uma vez que o vértice v é simplicial no grafo
em construgao, e a cardinalidade da maior clique do mesmo é conhecida.
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Para tornar o algoritmo mais eficiente, uma estrutura auxiliar é empregada: o
vetor aux de dimensao w(G), que armazena a cada iteracao as cores ja empregadas
em X, (v). Para evitar a inicializagdo do vetor a cada passo, em vez de um valor
booleano, é utilizado o ntmero da iteragao corrente. A complexidade do Algoritmo
3.3 é também O(m) gracas a este vetor.

Aplicando-se o Algoritmo 3.3 ao exemplo da Figura 3.1, obtemos a seguinte
coloragao para seus vértices: Cor(a) = 4, Cor(b) = 2, Cor(c) = 2, Cor(d) = 1,
Cor(e) =3, Cor(f) =1, Cor(g) =4, Cor(h) =3 e Cor(i) = 2.

Algoritmo 3.3. Coloracdo Otima de um Grafo Cordal

Entrada: Um grafo cordal G = (V, E), representado por
Ro(G) =[(0(i), Xo(o(2)) |i=1,...,n];
w(G) = x(G);
Saida: Cor : V — {1,...,x(G)}, uma coloragio 6tima para G;
Inicio
Parai <« 1,...,w(G) faga
aux[i] < 0;
Para v € V faga
Cor(v) « 0;
Parai < n,...,1 faca
v o(i);
Para w € X, (v) faca
auz[Cor(w)] «— 1;
J=1
Enquanto Cor(v) = 0 faca
Se aux[j] # i entdo
Cor(v) < j;
caso contrario
je—J+1
Fim.

3.7 Conjunto Independente Maximo e Cobertura
por Cliques Minima

Nesta secao, dois importantes problemas sao resolvidos para grafos cordais: a de-
terminac¢ao de um conjunto independente méximo e de uma cobertura por cliques
minima.

Para tal, precisamos determinar uma nova seqiiéncia, y;, i = 1,...,t, baseada
na representagao do grafo por conjuntos de adjacéncia restritos. Seja y; = o(1); y;
¢ o primeiro vértice em o que segue y;_1 € que nao pertence a U;;ll{XU ()}

Teorema 3.6. Sejam G um grafo cordal e Ry (G) = [(0(i), Xo(o(i)) |i=1,...,n]
uma representacao de G por conjuntos de adjacéncia restritos. Entao, o conjunto
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{y1,y2,..., 9t} € um conjunto independente mdazimo de G e a cole¢io de conjuntos
Y ={yi}UX,(yi), parai=1,2,...t, forma uma cobertura por cliques de G, sendo
t =a(GQ) = k(G).

Demonstracao:  {y1,¥y2,...,y:} ¢ um conjunto independente, uma vez que se
{yj,yi} € E para j < i, entdo y; € X,(y;), o que contraria a definicdo da se-
qiiéncia. Logo,

a(G) > t.

Por outro lado, cada um dos conjuntos Y; = {y;} UX,(y;) é¢ uma clique e, juntos,
formam uma cobertura de G (pela definigdo da seqiiéncia). Assim

k(G) < t.
Como G ¢ cordal, sabe-se que a(G) = £(G). Entao
t<a(G)=k(G)<t. O

Em decorréncia deste resultado, chamaremos a seqiiéncia definida no inicio desta
secao de seqiiéncia independente.

O algoritmo para a determinacao do conjunto independente maximo baseia-
se em uma varredura da representacao por conjuntos de adjacéncia restritos: a
cada vértice v encontrado que pertencenca a seqiiéncia independente, marcam-se os
vértices de X, (v).

Algoritmo 3.4. Conjunto Independente Mdzximo

Entrada: Um grafo cordal G = (V, E), representado por
Ra(G) = [(0(0), Xo(0(0)) | i = L,...,m;
Saida: Ind, um conjunto independente maximo de vértices de G,
Inicio
Para v € V faca
marca(v) < false;
v—o(l);
Ind — {v};
Para w € X,(v) faca
marca(w) < true;
Para i < 2,...,n faca
v — o(i);
Se not marca(v) entdo
Ind — IndU{v};
Para w € X, (v) faca
marca(w) «— true;
Fim.

O Teorema 3.6 mostra como encontrar diretamente a cobertura por cliques mi-
nima a partir do conjunto Ind determinado pelo Algoritmo 3.4: para cada vértice
v € Ind, determinar o subconjunto {v} U X, (v).
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No grafo da Figura 3.1, encontramos o conjunto independente maximo {%, h, e}
e a cobertura minima {{i, a,d}, {h,b, f,g},{e, ¢, d}}. Note que alguns subconjuntos
se interceptam. A cobertura por cliques obtida é minima pois tem numero de
subconjuntos igual & cardinalidade do conjunto independente maximo. Entao, para
determinar uma cobertura por cliques que estabelega uma partigao do conjunto V,
basta evitar a utilizacao de um vértice mais de uma vez. O Algoritmo 3.5 mostra
esta alternativa.

Algoritmo 3.5. Cobertura por Cliques Minima (parti¢ao)

Entrada: Um grafo cordal G = (V, E), representado por
Ro(G) =[(0(i), Xo(o(2)) |i=1,...,n];
O conjunto independente maximo Ind associado;
Saida: Uma cobertura C1,...Cy ) por cliques de G;
Inicio
Para v € V faga
marca(v) < false;
1+ 0;
Para v € Ind faca
marca(v) — true;
t—1+1; C; — {v};
Para w € X, (v) faca
Se not marca(w) entédo
C; — C; U {UJ},
Fim.

3.8 Grafos Periplanares Maximais

Nesta secao, apresentaremos um interessante caso particular de grafos cordais: a
familia dos grafos periplanares maximais. Vamos mostrar como a representagao por
conjuntos de adjacéncia restritos permite-nos resolver, com facilidade, o problema
da obtencao do ciclo hamiltoniano de um grafo desta familia.

Um grafo é dito periplanar se ele é planar (i.e., admite uma representacao geo-
métrica sobre uma superficie plana sem cruzamento de arestas) e todos os seus
vértices podem situar-se em uma tnica face da representagao. Na Figura 3.6, vemos
um grafo planar (o grafo completo com quatro vértices) que nao é periplanar.

(4)

Figura 3.6: Um grafo planar que nao é periplanar
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Um grafo periplanar é mazimal quando a adigao de uma aresta entre dois vértices
nao adjacentes resulta em um grafo nao periplanar. Grafos periplanares maximais
(do inglés mazimal outerplanar graphs - mops) sao grafos cordais planares. Observe
que nem todo periplanar é cordal; tal afirmativa pode ser feita apenas para os
periplanares maximais. A Figura 3.7 mostra um grafo periplanar nao cordal, um

periplanar maximal e um periplanar cordal nao maximal.

Figura 3.7: Trés grafos periplanares: nao cordal, maximal e cordal ndo maximal

Pode-se demonstrar que todo mop possui um ciclo hamiltoniano (i.e., um ciclo
simples contendo todos os vértices do grafo). As arestas do mop que pertencem
ao ciclo hamiltoniano sao chamadas externas; as demais, internas. Em todo mop,
existem n arestas externas e n — 3 arestas internas, totalizando 2n — 3 arestas.

Um mop com n > 3 vértices pode ser indutivamente definido como se segue:

e Um grafo completo com 3 vértices é um mop.
e Se G =(V,E) éum mop, v ¢ V e {s,t} € E é uma aresta externa, entao
G' = (VU {v}, EU{{v, s} {0, 1}}) & um mop.

e Nada mais sao mops.

Um exemplo da construgao indutiva de um mop é apresentado na Figura 3.8.
Observe que todo veértice é ligado a uma clique de tamanho 2 (uma aresta externa);
ao ser adicionado, a aresta a qual ele é ligado torna-se interna e surgem duas novas
arestas externas, que passam a integrar o novo ciclo hamiltoniano.

Sendo um grafo cordal, um mop pode ser representado por conjuntos de adjacén-
cia restritos. Para o grafo da Figura 3.8 e 0o FEP [i, h, g, f,e,d, ¢, b, a], fornecido por
um percurso por vizinhanca méxima, a representagao é:

[ Gdegd), (BAf,9}), (g:{e.f}), (fi{e,e}),
(e.{b;c}), (d{a,c}), (c{a,b}), (b{a}),  (a,0) ]

Devido a particularidades estruturais dos mops, sua representacao por conjuntos de
adjacéncia restritos possui caracteristicas especiais, como nos revela o Teorema 3.7.

Teorema 3.7. Seja G = (V,E) um grafo cordal, representado por Ro(G) =
[(0(i), Xo(o(i)) | i =1,...,n]. G € periplanar mazimal se, e somente se,

o | X,(c(i)|=2,parai=1,...,n—2;
o X, (0(0)) # Xolo (), ¥irj <n—2,i # ],
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Figura 3.8: A construgdo de um mop

Observando o exemplo apresentado, podemos interpretar intuitivamente o que
nos diz o teorema. De inicio, para qualquer grafo cordal conexo tem-se | X, (o(n))| =
Oe|X,(c(n—1))| = 1. Ja sabemos ser possivel construir um grafo cordal de acordo
com a varredura de sua representagao por conjuntos de adjacéncia restritos em
ordem reversa. O primeiro item exige, portanto, que todo vértice novo, ao ser
adicionado, deve ser ligado a uma clique de tamanho dois (uma aresta). O segundo
item é também de facil compreensao. Pela definicao de mop, a construcao deve ser
iniciada a partir de uma clique de tamanho 3, formada, entao, pelos vértices o(n),
o(n—1) e o(n—2). Nas iteragoes seguintes, cada novo vértice deve ser ligado a uma
aresta exterior, que se torna interna apds o acréscimo do vértice. Dai conclui-se que
cada aresta pode ser utilizada para ligar um novo vértice por uma tnica vez; além
disso, as cliques X, (0 (7)), para i =1,...,n — 3, sdo exatamente as arestas internas
do ciclo hamiltoniano.

A representacao por conjuntos de adjacéncia restritos conduz a determinagao
do ciclo hamiltoniano de um mop, como é mostrado no Algoritmo 3.6. Na imple-
mentagao do algoritmo, Lista deve ser uma lista circular duplamente encadeada de
vértices. Além disso, deve ser possivel localizar um vértice nesta lista em O(1), o
que pode ser conseguido com o auxilio de um vetor de ponteiros, de cada vértice
para o n6 em Lista que lhe corresponde. Esta estrutura permite que as insergoes
na lista circular sejam feitas em O(1) e que a complexidade total do algoritmo seja

O(n).
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Algoritmo 3.6. Ciclo hamiltoniano em um mop

Entrada: Um mop G = (V, E), representado por
Ro(G) =[(0(i), Xo(o(2)) |i=1,...,n];
Saida: Lista, seqiiéncia hamiltoniana de vertices de G;

Inicio
Lista — [o(n),o(n —1),0(n —2)];
Parai« n—3,...,1 faca

Seja X, (o(1)) = {u, v};
Inserir o (%) entre u e v em Lista;
Fim.

Acompanhando passo a passo o algoritmo aplicado ao mop da Figura 3.8, podemos
observar a formagao do ciclo hamiltoniano. O ultimo vértice aparece repetido ape-
nas para enfatizar a circularidade da lista.

i | oli) X,(o(i) Lista

a, b, c,al
{a,c} a,b,c,d, al
{b7 C} a’ b’ e’ C’ d’ a]

{e, f}
{9, f}
{e, g}

A representacao por conjuntos de adjacéncia restritos e o ciclo hamiltoniano
de um mop podem ser utilizados como entrada para um outro algoritmo, capaz
de tragar o mop automaticamente, produzindo uma representagao geométrica sem
cruzamento de arestas e com todos os vértices ocupando uma tunica face. A idéia
é dispor o ciclo hamiltoniano sobre uma circunferéncia, tragando, em seguida, as
arestas internas. A Figura 3.9 mostra o tracado do mop construido na Figura 3.8.

=N W R Ot
SR N 0,

[
[
[a,b,e
{C7 e} {a7 b’ e? f’ C7 d7 a}
[
[

Figura 3.9: Tragado de um mop
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3.9 Exercicios

1. Demonstre que a familia das arvores é subconjunto proprio da familia dos
grafos cordais. Em outras palavras: toda arvore é um grafo cordal, mas nao
vale a reciproca.

2. Quem sao os vértices simpliciais de uma arvore ?

3. Sejam G = (V, E) um grafo cordal e R,(G) = [(0(i), Xo(c(2)) | i =1,...,n]
a representacao de G por conjuntos de adjacéncia restritos segundo um EEP
o qualquer. Mostre que >, | Xo(v)| = m.

4. Esboce um algoritmo com complexidade O(m) para obter a representac¢ao por
conjuntos de adjacéncia a partir da representacao por conjuntos de adjacéncia
restritos de um grafo cordal.

5. Sobre o Algoritmo 3.1:

(a) Que relagdo existe entre os rotulos visita e o 7
(b) O que significa a igualdade visita(w) =0 ?

(¢) Se a escolha de um vértice de V' com méximo valor de tam for imple-
mentada através de uma varredura exaustiva do conjunto V', qual sera
a complexidade de tempo total do algoritmo ?

(d) Refine o algoritmo de modo que a representaciao R,(G) obtida seja ar-
mazenada em memoria conforme a estrutura sugerida na Figura 3.4.

6. Detalhe a implementagao do Algoritmo 3.1 sugerida na Secao 3.4.

7. Demonstre ou forneca um contra-exemplo: o grafo complementar de uma
arvore € conexo.

8. Determine os parametros w(G), a(G), k(G) e x(G), sendo G
e K ,, o grafo estrela definido no Exercicio 4 da Secao 1.8.

e uma arvore degenerada com n vértices.

9. Uma k-drvore, sendo k > 0, pode ser indutivamente definida da seguinte
maneira:

e Um grafo completo com k vértices é uma k-arvore.

e Se G =(V,E) é uma k-arvore, Q@ C V é uma clique de G com cardinali-
dade k e v ¢ V, entao o grafo

G =W U{vh, EU{v,w} |we Q})

é uma k-arvore.

e Nada mais sao k-arvores.
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Pede-se:

(a) Represente geometricamente uma 2-arvore com 8 vértices que nao seja
um grafo periplanar maximal (veja Secao 3.8).

(b) Quantos vértices simpliciais, no minimo e no maximo, pode possuir uma
k-arvore com:

e cxatamente k vértices ?
e cxatamente k + 1 vértices 7
e n vértices, sendon >k + 17

(c¢) Determine, em funcdo de n e k, o nimero de arestas de uma k-arvore
com n vértices, sendo n > k.

(d) Inspirando-se na construgdo indutiva dos grafos cordais, estudada na
Secao 3.2, estabeleca para esta familia uma definicao indutiva, seme-
lhante a apresentada para k-arvores.

(e) Compare as duas defini¢oes indutivas (a de grafos cordais obtida no item
anterior e a de k-arvores apresentada no enunciado). Identifique a parti-
cularizagao ocorrida e conclua que a familia das k-arvores é subconjunto
proprio da familia dos grafos cordais.

(f) Que relacao se pode deduzir entre a familia das k-arvores e a familia das
arvores ?

(g) Identifique os grafos que s@o simultaneamente k-arvores e (k4 1)-arvores,
para um dado k& > 0 fixo.

(h) Que particularidade possui a representacao de uma k-arvore por conjun-
tos de adjacéncia restritos 7

(i) Quanto vale w(G), sendo G uma k-arvore ?

3.10 Notas Bibliograficas

A familia dos grafos cordais é uma das mais extensamente estudadas em Teoria de
Grafos, havendo vasta literatura disponivel a seu respeito. Referéncias essencias
sao o livro de Golumbic [13] e o artigo de Peyton e Blair [4]. Os algoritmos de
percurso mais utilizados no reconhecimento de grafos cordais sao o percurso em
largura lexicogréfica, proposto por Rose, Tarjan e Lueker [28], e o percurso por
vizinhanga méxima, proposto por Tarjan e Yannakakis [33]. Métodos alternativos
sao apresentados por Panda [24]. A solucao dos problemas tratados neste capitulo
para grafos cordais pode ser encontrada em [12]. Syslo [29], Beyer et al. [3] e
Mitchell [22] sao referéncias introdutorias sobre grafos periplanares maximais. Um
algoritmo eficiente de reconhecimento de um mop é encontrado em Markenzon e
Justel [15]. Na area de tracado automatico de mops, podemos citar Markenzon e
Paciornik [18], que trata do tragado equilatero de um mop.
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Capitulo 4

Codificacao de Grafos
k-Caminho

4.1 Conceitos Basicos

Na Secao 1.4, vimos que, para certas familias especificas de grafos, é possivel definir
esquemas particulares de representacao, que requerem a menc¢ao de menos simbolos
do que os esquemas habitualmente empregados para representar grafos arbitréarios
(i.e., conjuntos e matriz de adjacéncia).

Neste capitulo, estudaremos a familia dos grafos k-caminho, cuja disposi¢ao
particular das cliques maximais permite conceber uma representacao bastante eco-
nomica. Os grafos k-caminho sao uma generalizagao natural do conceito de caminho
simples, que corresponde ao caso k = 1.

A defini¢ao de caminho simples, mencionada na Se¢do 1.1, pode ser assim re-
escrita: um caminho simples de comprimento p > 0 é uma seqiiéncia alternada de
vértices e arestas, todos distintos:

[UO; {UO; U1}7 U1, {U17 U?}a V2,...,Up—1, {Up—lv ’Up}a Up]'
Por abuso de linguagem, podemos dizer que, em um caminho simples, alternam-se
cliques de cardinalidades 1 (vértices) e 2 (arestas).

Um grafo que consiste apenas de um caminho simples é denominado grafo ca-
minho. Em particular, P, = ({1,...,n},{{1,2},{2,3},...,{n — 1,n}}), n > 1.
Observe que um grafo caminho pode ser construido a partir de outro ja existente,
mediante a adi¢ao de um novo vértice a uma das extremidades.

Dado um inteiro k > 0, um k-caminho de comprimento p > 0 em um grafo
arbitrario G = (V, E) é uma seqiiéncia

[B(),Cl,Bl,CQ,BQ, . '7CP?BP]7
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onde:

e B, CV,0<i<p,sao k-cliques distintas de G,

e C; CV,1<1i<p,sdo (k+ 1)-cliques distintas de G;

e B;_1 C C;, B; C C; e nenhuma outra k-clique B;, 0 < j <p, j#i—1e
j # i, € um subconjunto de C;, 1 <7 < p.

Por esta definigao, fica claro que um caminho simples em um grafo G é exata-
mente um 1-caminho em G.

Figura 4.1: O grafo completo com quatro vértices

Considerando o grafo G da Figura 4.1, a seqiiéncia

[{1.2},{1,2,3},{2,3},{2, 3,4}, {3,4},{1,3,4},{1,4}]

¢ um 2-caminho em G. Entretanto

[{1,2},{1,2,3},{2,3},{2,3,4}, {3, 4}, {1,3,4}, {1,4},{1, 2,4}, {2, 4}]
nao é um 2-caminho, porque By = {2,4} C Oy = {2,3,4} e a terceira condigao é
violada.

Um grafo k-caminho pode ser indutivamente definido da seguinte maneira:

e Um grafo completo com k + 1 vertices é um grafo k-caminho.

e Se G = (V,E) é um grafo k-caminho, @ C V é uma k-clique de G contendo
ao menos um vértice simplicial e v ¢ V', entdo o grafo

G =VUu{vh, EU{{v,w} | we Q})

é um grafo k-caminho.

e Nada mais sao grafos k-caminho.

Sem perda de generalidade, assumiremos que os grafos k-caminho tratados neste
capitulo possuem como conjunto de vértices V = {1,2,...,n}, sendo n >k > 1.

E importante observar que um k-caminho maximal (i.e., aquele que nao é sub-
conjunto de nenhum outro k-caminho) em um grafo k-caminho contém obrigatori-
amente todos os vértices do mesmo. A Figura 4.2 mostra trés exemplos de grafos
2-caminho com sete vértices. No grafo G1, podemos destacar o 2-caminho maximal
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[{1,2}, {1,2,3}, {1,3}, {1,3,4}, {1,4}, {1,4,5}, {1,5}, {1,5,6}, {1,6}, {1,6,7},
{1, 7}]; para o mesmo grafo, podemos também exibir o 2-caminho maximal [{2, 3},
{172’3}7 {1’3}’ {1’374}’ {174}7 {17475}7 {175}7 {17576}7 {1’6}7 {1’6’ 7}’ {1’7}]'
E interessante notar que G, G5 e G sdo também grafos periplanares maximais
(mops), estudados na Secao 3.8.

Gy Go G3

Figura 4.2: Trés grafos 2-caminho

Pela defini¢ao, concluimos facilmente que grafos k-caminho sao grafos cordais,
visualizando ai seu processo indutivo de construcao, durante o qual as cliques as
quais os vértices sao ligados apresentam a restricao de possuirem pelo menos um
vértice simplicial. Esta restricao confere aos grafos desta familia caracteristicas
estruturais bastante particulares.

A primeira delas é o fato de que todo grafo k-caminho com n > k 4+ 1 vértices
possui exatamente dois vértices simpliciais. Logo, é sempre possivel obter, para tais
grafos, um FEP em que esses vértices ocupem as posigoes extremas: se iniciarmos
0 percurso por vizinhanga méxima em um dos vértices simpliciais, ele ocupara a
altima posigao no EEP e, como o primeiro vértice de um EFEP é obrigatoriamente
simplicial, o outro ocuparé a primeira. A seguir, apresentamos a representacao por
conjuntos de adjacéncia restritos dos grafos da Figura 4.2; o FEP considerado, nos
trés casos, obedece a este principio de construgao.

Ro(G) = [(2,{1,3}), (3, {1,4}), (4,{1,5}), (5,{1,6}), (1,{6,7}), (6,{7}), (7, 0)]
Ro(Ga) = [(1,{2,3}),(2,{3,4}), (3,{4,5}), (4,{5,6}), (5, {6, 7}), (6,{7}), (7, 0)]
Ro(Gs) = [(1,{2,3}),(2,{3,4}), (4,{3,5}), (3,{5,6}), (5,{6,7}), (6,{7}), (7, 0)]

Durante o processo indutivo de construgao, os k + 1 tultimos vértices do FEP
formam uma (k + 1)-clique. Uma vez formada esta clique, cada acréscimo subse-
qiiente unird um novo vértice a uma k-clique do grafo corrente, formando uma nova
clique maximal de cardinalidade k+1. O ntimero de arestas de um grafo k-caminho
é entao m = kn — @

Lema 4.1. Seja G = (V, E) um grafo k-caminho. Entao existem n — k cliques
mazximais de cardinalidade k+ 1 em G.
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Corolario 4.1. Nao existem cliques de cardinalidade maior do que k + 1 em um
grafo k-caminho.

Corolario 4.2. Os dois vértices simpliciais de um grafo k-caminho tém grau k.

Ainda durante o processo indutivo de constru¢ao de um grafo k-caminho, cada
novo vértice, ao ser inserido, é ligado a uma clique que possua pelo menos um vértice
simplicial. Como o primeiro vértice inserido é simplicial no grafo final, este novo
vértice é obrigatoriamente ligado ao vértice inserido imediatamente antes dele, isto
é, aquele que o segue no FEP.

Lema 4.2. Seja G = (V, E) um grafo k-caminho. Todos os k-caminhos mazximais
de G possuem a mesma subseqiiéncia de (k+1)-cliques [C1,Ca, ..., Ch_k], de modo
que os dois vértices simpliciais pertencem as cliques extremas C7 e Cp_.

E possivel determinar o nimero de k-caminhos maximais distintos em um grafo
k-caminho.

Lema 4.3. Seja G = (V,E) um grafo k-caminho. Entdio existem k* k-caminhos
mazimais em G.

Finalmente, o Teorema 4.1 fornece uma caracterizacao de grafos k-caminho, que
nos permite elaborar um algoritmo linear de reconhecimento para os membros da
familia.

Teorema 4.1. Sejam k > 0, G = (V, E) um grafo cordal com n > k + 1 vértices e
Ro(G) = [(0(i), Xs(c()) | i =1,...,n] uma representacio de G por conjuntos de
adjacéncia restritos. G € um grafo k-caminho se, e somente se,

) k, sel<i<n-—k )
s IXe@l={ Tk i <ien

o (G possui exatamente dois vértices simpliciais.

4.2 Esquema de Representacao

Seja G = (V, E) um grafo k-caminho. Uma vez que existem k? k-caminhos ma-
ximais contendo todas as n — k cliques de cardinalidade (k 4+ 1) de G, o grafo
nao pode ser univocamente representado por um destes k-caminhos. Entretanto,
dada a seqiiéncia [Cy, Cy, . . ., Cy,_k], € possivel construir o grafo correspondente sem
ambigtiidades. Note que a seqiiéncia reversa [C,—g, . . . , C2, C1] € uma representacao
equivalente para o mesmo grafo. Para que a duplicidade nao ocorra, fixamos que o
menor vértice simplicial deve pertencer a clique C; neste caso a seqiiéncia é tnica
e é chamada segiéncia fundamental, denotada SF(G).
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Lema 4.4. Sejam k > 0, G = (V, E) um grafo k-caminho e uma representa¢ao de
G por conjuntos de adjacéncia restritos Ry (G) = [(0(i), Xs(0(?)) | i =1,...,n] em
que o(1) € o menor vértice simplicial de G e o(n), o maior. Entao

Ci ={o(i)} U Xo(a(i)),
parai=1,...,n—k, sao as cliques mazximais da seqiéncia fundamental.

Demonstracao: Sabemos, pelo Lema 4.1, que existem n — k cliques maximais em
G. Para determinar as cliques maximais, devemos percorrer o FEP dado em ordem
inversa. Os tltimos k + 1 vértices pertencem a uma tnica clique, de cardinalidade
k + 1, que contém o vértice simplicial o(n). A cada iteragao, a partir da (k + 1)-
ésima, uma nova clique é determinada, uma vez que todos os conjuntos de adjacéncia
restritos tém igual cardinalidade. Cada uma destas cliques tem k vértices em comum
com outra ja encontrada; e mais, um dos vértices desta clique é aquele processado
na iteragao anterior, uma vez que, pela definicao de grafo k-caminho, o novo vértice
deve ser ligado a uma clique que possua um vértice simplicial. Este vértice esta-
belece, entao, uma nova clique maximal. ]

A determinagdo da seqiiéncia fundamental de um grafo k-caminho G com-
preende, portanto, dois passos:

e Determinar uma representacao de G por conjuntos de adjacéncia restritos tal
que seu primeiro vértice seja o simplicial de menor nimero de G e o ultimo,
o simplicial de maior ntimero.

— Encontrar os vértices simpliciais de GG, que sao os vértices de grau k.

— Executar um percurso por vizinhanca maxima, tendo como vértice inicial
o simplicial de maior niimero.

e Determinar, para 1 <i<n—k, C; = {c(i)} UX,(c(7)).

Por ser tunica, a seqiiéncia fundamental de um grafo k-caminho constitui um
codigo para este grafo (Segao 1.7). No entanto, é possivel obter um codigo que
necessite de uma quantidade ainda menor de simbolos para representar um grafo
k-caminho. As (k + 1)-cliques que compoem a seqiiéncia fundamental exibem uma
peculiar propriedade estrutural, provada no Lema 4.5, que suporta a definigao de
seqiiéncia reduzida.

Lema 4.5. Se SF(G) =[Cy,Cy,...,Ch_k] € a seqiéncia fundamental de um grafo
k-caminho com n > k + 1 vértices, entao os conjuntos C; — Cipq1 e Ciy1 — C;
1 <i<n—k, sao unitdrios.

Demonstragao: Porque |C;| = |Cip1| =k + 1, |C;NCiy1| =k e C; # Cita. O

Com base no Lema 4.5, apresentamos a seguinte defini¢ao:
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Sejam G = (V, E) um grafo k-caminho e SF(G) sua seqiiéncia fundamental.
Denominemos

Ci_Ci+1 :{EZ} eCz-H —Ci :{7"1'},]. <i<n-—k.
A seqliéncia
SR(G) = [(41,71), (b2, 72), .-+, (b1, "0k —1)]
é chamada seqiiéncia reduzida de G. Quando n =k + 1, SR(G) =[] é vazia.

A seqiiéncia reduzida SR(G) é constituida por n — k — 1 pares de vértices. Para
os grafos 2-caminho da Figura 4.2, tem-se:

SF(Gl) = [{17 2, 3}7 {17 3, 4}» {L 4, 5}; {L 9, 6}; {17 6, 7}]
SR(GI) = [(Qa 4 ) (37 5)7 (4a 6)7 (5? 7)]
S‘F(GQ) = [{17 27 3}7 {27 37 4}7 {Sa 47 5}5 {4a 55 6}3 {5a Ga 7}]
SR(G2) = [(17 4 ’ (2’ 5)7 (37 6)a (47 7)]
SF(Gs) =[{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{3,5,6},{5,6,7}]
SR(G3) = [(1a4 7(275)7(4a6)7(3?7)]

Gq G G3

Figura 4.3: Remocao sucessiva de vértices universais

A seqiiéncia reduzida de G; é SR(G1) = [(1,5),(3,6),(5,7),(6,8)]. Nota-se
que os vértices 2 e 4 de (G nao aparecem na seqiiéncia reduzida. Estes vértices
pertencem a todas as (k + 1)-cliques do grafo, tendo grau n — 1; sdo, por isso,
denominados universais. Removendo um deles, encontramos um grafo (k — 1)-
caminho, que possui a mesma seqiiéncia reduzida do grafo original. A Figura 4.3
ilustra esse processo.

Pelo fato de alguns vértices nao figurarem na seqiiéncia reduzida, para que ela
possa ser utilizada como um codigo para um grafo k-caminho, é necessario men-
cionar, além dos pares de vértices que a compoem, o niimero de vértices n, possibi-
litando a recontrugao do grafo sem ambigiiidades. Denominamos cddigo compacto

de G o par CC(G) = (n, SR(QG)).

Algumas consideragoes merecem destaque:
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e CC(G) é um codigo para o grafo k-caminho G, isto €, uma representagao tnica
de G.

e O tamanho do codigo CC(G) depende apenas do ntimero de vértices do grafo.
Isto significa que, quanto maior for o valor de k, mais compacto é o codigo.

Para os grafos da Figura 4.3, temos entao:
CC(Gl) - (8’ [(17 5)7 (37 6)a (5’ 7)7 (6a 8)])
CC(GQ) = (77 [(17 5>7 (3’ 6)’ (57 7)? (67 8)])

CC(Gs) = (6,[(1,5),(3,6), (5,7),(6,8)])

4.3 Algoritmos de Codificacao e Decodificagao

Como vimos na segao anterior, o coédigo compacto de um grafo k-caminho G =
(V,E) consta de um par CC(G) = (n,SR(G)). Nesta segao, serado apresentados
algoritmos eficientes para a obtengao do coédigo a partir do grafo dado e para a
recuperacao do grafo a partir do cédigo.

Consideremos, de inicio, a codificagdo de um grafo k-caminho. Sen=k+ 1, G
é um grafo completo e SR(G) = [ |. Do contréario, é preciso determinar a seqiiéncia
reduzida de G. Aplicando a propria definigdo de SR(G), encontramos:

{Zi}:Ci_Ci—&-l e {Ti}:CH_l—Ci, 1<i<n-—k.

O Lema 4.4 permite-nos determinar C;, 1 < ¢ < n—Fk, a partir da representagao por
conjuntos de adjacéncia restritos. O algoritmo proposto utiliza um vetor auxiliar
conjunto, de dimensao n, que armazena as diferencas entre conjuntos. Inicialmente
o algoritmo determina as cliques C1, ..., C_r e 0 vetor conjunto é inicializado
com zeros, exceto para os elementos do conjunto C, inicializados com o valor 1.
Sao executados n — k — 1 passos no algoritmo. No i-ésimo passo, o conjunto C;4q
é comparado ao conjunto C;: o vértice que pertence somente a C;11 é atribuido a
variavel r;; o que pertence somente a C; é atribuido a variavel ¢;. O par (¢;,r;) fica,
assim, bem determinado.

O Algoritmo 4.1 percorre as cliques maximais de G; sua complexidade é entao
O(m) = O(kn).

Uma propriedade da seqiiéncia reduzida diz respeito aos vértices simpliciais do
grafo G codificado. Quando n > k 4+ 1, G tem dois vértices simpliciais, e, pela
definigao de seqiiéncia fundamental, eles pertencem as cliques Cy e C),_;. Como
vértices simpliciais nao podem pertencer a mais de uma clique maximal, conclui-se
que estes correspondem, na seqiiéncia reduzida, o menor, a £1 ¢ 0 maior, a r,_jp_1,
respectivamente.
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O algoritmo de decodifica¢ao deve encontrar, a partir do codigo compacto CC(G),
a representagao de G por conjuntos de adjacéncia restritos. Primeiramente, a re-
lacao entre as representacoes por conjuntos de adjacéncia restritos e a seqiiéncia
reduzida precisa ser estabelecida.

Algoritmo 4.1. Determinag¢do do codigo compacto de um grafo k-caminho

Entrada: Um grafo k-caminho G = (V, E), representado por
Ro(G) =[(0(i), Xo(c(i)) |i=1,...,n];
Saida: CC(G) = (n,SR(G)), cédigo compacto de G;
Inicio
Parai < 1,...,n — k faca
Ci —{o(i)} U X, (a(d));
Para i< 1,...,n faca
conjunto[i] < 0;
SR(G) — (]
Para v € C4 faga
conjunto[v] < 1;
Parai«— 1,...,n—k — 1 faca
Para v € C;41 faga
Se conjunto[v] # i entdo
T — v;
conjunto[v] «— i+ 1;
Para v € C; faga
Se conjunto[v] # i + 1 entéo
b — v;
SR(G) — SR(G) || [(ti, 7))
CC(G) «— (n, SR(G));
Fim.

Lema 4.6. Seja G uma grafo k-caminho, R,(G) sua representagao por conjuntos
de adjacéncia restritos e SR(G) sua seqiéncia reduzida. Entao o(i) = {;, para
i=1,....n—k—1.

Demonstragao: Pelo Lema 4.4 sabe-se que Cy,—, = {o(n — k)} U X,(o(n — k)).
Pelo processo indutivo de construgao, o vértice o(n—k —1) é ligado a uma k-clique,
subclique de C,,_j. Pela definicdo de seqiiéncia reduzida, {€,—x—1} = Cp_r—1 —
Cp—k. Entéo, £, 1 = o(n —k —1). Como a seqiiéncia fundamental SF(G) é
unica, conclui-se a tese. O

Corolario 4.3. C,_, =V —{ly, 0o, ... lp_p_1}.

Juntamente com a definicao da seqiiéncia reduzida, este corolario permite-nos
determinar as cliques maximais de um grafo k-caminho. Conhecendo-se a (k + 1)-
clique C,,_k, as demais podem ser assim expressas:

Ci=Cip1 —{ri}U{{;} parat=1,...,n—k— 1.
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O algoritmo de decodificagao consta de duas etapas distintas. Na primeira, a
(k 4 1)-clique C,_ ¢é encontrada e as entradas correspondentes a estes vértices
na representagao sao processadas. Na segunda etapa, a cada passo, a (k + 1)-
clique maximal corrente C; é determinada. Como, em um grafo k-caminho, vale a
igualdade C; = {0(i)} U X, (0(7)), podemos estabelecer a entrada correspondente
da representacao. O vetor clique, de dimensao k + 1, armazena, a cada passo, os
elementos constituintes da clique Cj.

Algoritmo 4.2. Decodificagao de um grafo k-caminho

Entrada: Um grafo k-caminho G = (V, E), representado por
CC(G) = (n,SR(GA)), cédigo compacto de G;
Saida: R (G) = [(0(i), Xo(c(2)) |i=1,...,n];
Inicio
RU(G) - [(rn—k—h@)];
V/ — V- {El,f% .o .,ankfl} )
clique[l] — rp_k—1; i< 1;
Parav € V' — {r,_x_1} faca
Xo() —{w | w = clique[jl,j =1,...,i};
Ra(G) — [(v, Xa(0)] || Ra(G):
t—i+1; cliqueli] < v;
Parai«—n—k—1,...,1 faca
o(i) — by Xo(o(i)) <
Para j «— 1,...,k+ 1 faca
Se clique[j] = r; entdo
clique[j] < €;;
caso contrario
X, (0(i) — X, (0(i)) U {cliquelj]};
Ro(G) — [(a(i), Xo(a(i))] || Ro(G);

Fim.

A complexidade deste algoritmo é também O(kn).

4.4 Caminhos Hamiltonianos

Como foi visto na Se¢ao 1.1, um caminho hamiltoniano é um caminho simples que
contém todos os vértices do grafo. Encontrar estes caminhos é um importante
problema algoritmico; nesta se¢ao serd mostrado como o cédigo compacto pode
fornecer uma solugao quase imediata deste problema para os grafos k-caminho.

Teorema 4.2. Seja G = (V, E) um grafo k-caminho com n vértices e SR(G) =
[(61,71), ooy (bn—k—1,Tn—k—1)] sSua seqiiéncia reduzida. Entao G possui k! caminhos
hamiltonianos tendo a seqiéncia [l1,0s,... ly_k—1] como prefixo e Tp_—1 como
ultimo vértice.
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Demonstragao: Mostraremos, primeiramente, que a seqiiéncia [¢1, ... ¢, _—1] € um
caminho simples em G. Pelo Lema 4.6, ¢; = o(i), parai = 1,2,...,n—k—1. Entao,
61 #Eg 7é #gn—k—l-

Resta provar que {¢;,¢;11} € E. Sejan > k + 2; para n < k + 2, a afirmativa é
obvia. Pela definigao de seqiiéncia reduzida, sabe-se que:

e Cy; Ui ¢ Cigrs liyr € Cigrs
ri ¢ Ci; 1 € Cigr; liga ¢ Ciyo.

Sejam entao, sem perda de generalidade, C; = {¢;,v1,...,v} e Ciy1 = {r,
U1, ..., 0} Logo, ¢; s6 ndo é adjacente ao vértice r; em C;;1. Suponhamos, por
absurdo, que r; = ;1. Entao, como £; 1 ¢ Cita, C;NCiy1 = Cip1 NCiya, 0 que
contraria a defini¢ao de grafo k-caminho. Logo r; # £; 11 e existe a aresta {{;, £;11}.

Pelo Corolario 4.3, Cp—p, =V — {l1,...,ln_g—1}. O vértice r,_,_1 pertence a
esta clique; ele é o ultimo vértice dos caminhos hamiltonianos. Os outros k vértices
podem ser considerados em k! seqiiéncias. O vértice £,,__1 esté ligado a todos esses
vértices. Entdo os k! caminhos hamiltonianos sdo a simples concatenagao de dois
caminhos simples: um prefixo {¢1,...,¢,_k—1} e um sufixo contendo os vértices de
C)_k terminando em 7, _p_1. O]

Observe o grafo G5 da Figura 4.3. Seu codigo compacto é
CC(Gl) = (87 [(1’ 5)7 (3a 6)7 (57 7)7 (Ga 8)])

A seqiiéncia [1, 3,5, 6] constitui um caminho simples. A 4-clique Cs pode ser deter-
minada pelo corolario 4.3:

Cs =V —{1,3,5,6} = {2,4,7,8}.

O maior vértice simplicial é 8 e, portanto, o ultimo vértice dos caminhos hamiltoni-
anos a serem obtidos. Aplicando o Teorema 4.2 encontramos os seguintes caminhos
hamiltonianos em G3:

[1,3,5,6,2,4,7,8]
[1,3,5,6,2,7,4,8]
[1,3,5,6,4,2,7,8]
[1,3,5,6,4,7,2,8]
[1,3,5,6,7,2,4,8]
[1,3,5,6,7,4,2,38].

Assim, se o grafo k-caminho esté representado por seu codigo compacto, cada
um dos caminhos acima pode ser determinado em complexidade de O(n).
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4.5 Exercicios

1. Utilizando a defini¢ao indutiva, construa um grafo 3-caminho G com 8 vértices.
(a) Obtenha uma representagao geométrica para G na qual nao haja cruza-
mento de arestas.
) Assinale os vértices simpliciais s; e s3 de G.
) Destaque trés 3-caminhos maximais em G.
) Apresente a seqiiéncia fundamental de G.
) Apresente a seqliéncia reduzida de G.
2. Sejam G um grafo 4-caminho e CC(G) = (10,[(2,8), (5,7), (1,6),(7,9), (4, 10)])
seu codigo compacto.
(a) Observando apenas CC(G), diga quais sdo os vértices simpliciais de G.
(b) Observando apenas CC(G), diga quais sao os vértices universais de G.
(c) Determine as cliques maximais de G.

3. Defina indutivamente a subfamilia dos grafos k-caminho que possuem garan-
tidamente pelo menos um vértice universal.

4. Sejam G = (V, E) um grafo k-caminho, v € V e ¢(v) o namero de cliques
maximais as quais v pertence. Prove que d(v) = q(v) + k — 1.

4.6 Notas Bibliograficas

Beineke e Pippert [2] introduziram o conceito de k-caminhos, generalizando ca-
minhos simples. Em [16] e [17], Markenzon et al. definiram e caracterizaram grafos
k-caminho. O codigo compacto foi apresentado em Pereira et al.[25]; novas pro-
priedades da familia e aplicacoes do c6digo na resolugao de problemas sao mostradas
em [26].
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