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Prefacio

Este ¢ um curso de Analise e Processamento de Sinais. Trata-se de um curso
formativo, essencial para que se tenha uma compreensdo minima dos desenvolvi-
mentos tecnologicos modernos: radio, televisdo, telefonia, CD, radar, sistemas de
controle, sistemas de medida, etc. O curso comega com o conceito de sinal, que
serd exemplificado, mas nao definido. A descrigdo de um sinal, sua analise, é feita
decompondo-o numa base cujas componentes sao sinais elementares, exponenciais
complexas. As componentes do sinal na base de exponenciais descreve o espectro
do sinal, ou seja, sua composicao freqiiencial. A melhor maneira de iniciar-se no
estudo de sinais é vendo e ouvindo sinais e, paralelamente, vendo sua composi¢ao
freqiiencial. Estudaremos sinais de dois pontos de vista independentes, mas com-
plementares: continuo e discreto.

Ao lado da anélise de um sinal, temos o seu processamento, que é a transfor-
magao de um sinal em outro (diremos que essa transformacio é feita através de
um sistema). Estudaremos tipos especiais de sistemas chamados de filtros. Na
linguagem de Algebra Linear os filtros sao transformacdes lineares.

Devido a limitacoes de espaco, nao cobrimos nessas Notas a parte operacional
que seré feita com o MATLAB. Anélise e Processamento de Sinais é um assunto de
razoavel complexidade. Mesmo os calculos mais simples sao muito trabalhosos para
serem feitos manualmente. Sem uma ferramenta como o MATLAB a teoria perde
um pouco o sentido e, como cada um vera por si mesmo, a graga.

Ha varias aplicagoes de Analise e Processamento de Sinais em diversas areas,
tais como Engenharia Elétrica, Engenharia Mecénica, Processamento de Imagens,
Comunicagao, Computacao Gréfica e outras.

Discutiremos, a seguir, um pouco sobre aplica¢ées de Processamento de Sinais,
como uma forma de motivagao para o estudo dessas Notas.

A historia da comunicacao nasce quando o homem sente a necessidade de expres-
sar o seu pensamento a um semelhante. Isso pode ser feito de varias formas: pela
palavra, pela mimica, por desenhos, etc. Porém, quando os homens estao distantes,
a comunicagdo torna-se dificil ou mesmo impossivel. Solugoes técnicas desse prob-
lema surgiram com o invento da telegrafia, da comunicacao via radio, da telefonia,
e outros. Mais recentemente, da Internet.

Para discutirmos a comunicagao a distdncia de modo geral comegaremos dis-
cutindo um pouco as caracteristicas basicas de uma ligacao telefénica, bem con-
hecida nossa.
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Para entendermos essa comunicagao discutiremos os fatores que a influenciam:
0 som, a voz, o ouvido, a faixa de freqiiéncias utilizadas, a transformacao de energia
acustica em energia elétrica e vice-versa, a ligacao telefonica elementar, entre outros.

O som se produz por vibragoes mecénicas, de freqiiéncias perceptiveis pelo ou-
vido humano, num meio elastico. Cada som emitido pode ser pensado como com-
posto de vibragoes elementares de diversas freqiiéncias, multiplas de uma freqiiéncia
fundamental. Para o homem essa freqiiéncia fundamental é de 125 Hz e para a mul-
her é de 250 Hz.

A faixa de freqiiéncias audiveis pelo ouvido humano vai desde 20 Hz até 20000
Hz, e os limites variam (um pouco) de pessoa para pessoa.

Diversos estudos foram realizados para determinar qual a faixa de freqiiéncias
mais apropriada para as comunicacoes, sob os pontos de vista econdmico e de qual-
idade. Para fonia foram levados em conta os fatores caracteristicos da voz e do
ouvido humano: inteligibilidade e energia da voz. Dessa forma foi escolhida a faixa
de freqiiéncia entre 300 Hz e 3400 Hz para comunicacoes telefonicas. Para trans-
missao de musica, a faixa vai de 50 a 10000 Hz.

A energia actstica produzida pela voz é transformada em energia elétrica por
intermédio de um microfone. Para a transformacao da energia elétrica em energia
acustica geralmente utilizam-se capsulas magnéticas e dindmicas.

A ligagao telefonica elementar, entre duas pessoas, digamos A e B, consiste de
dois aparelhos telefénicos interligados por um par de fios em que a distancia entre
os aparelhos é pequena. Na realidade, a ligacao é um pouco mais complexa, pois o
interlocutor A deveria ter dois condutores ligando sua capsula transmissora com a
receptora de B, e vice-versa.

Porém, essa ligacao envolve somente a necessidade de comunicacao entre duas
pessoas. Se o interlocutor A deseja se comunicar com outras pessoas, o nimero de
condutores iria crescer muito. Como podemos perceber, a quantidade de condutores
para um numero grande de ligagoes, torna o sistema economicamente inviavel. Dessa
forma, para solucionar esse problema, os interlocutores, chamados assinantes, estao
ligados a um centro telefonico onde é executada a interligacao entre os assinantes
que desejam comunicar-se, operagao chamada de comutagao telefénica.

Agora que ja discutimos os conceitos basicos de comunicagao telefénica dese-
jamos saber como, através de um mesmo par de fios, vérias pessoas podem se
comunicar. A técnica a ser discutida é a multiplexacdo que pode ser tanto analog-
ica como digital e sera melhor discutida no ultimo capitulo, apds termos estudado
conceitos bésicos de sinais e relagao entre o dominio do tempo e da freqiiéncia.

Uma outra utilizagdo de Analise e Processamento de Sinais esta ligada a Vi-
bragoes Mecénicas. A analise de vibragbes em méquinas é caracterizada por um
nimero de areas distintas de aplicagoes. De modo geral, a analise de vibragoes em
maquinas visa um dos seguintes objetivos:
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pesquisa e desenvolvimento de méquinas, controle de produgao e de qualidade e
manutengao e monitoramento das maquinas em servigo.

A implementacao da Anélise de Vibragées em maquinas é feita através de
instrumentos de analise chamados de Analisadores Dindmicos de Sinais. As vi-
bragbes mecéanicas sao combinacoes de sinais causados por uma grande variedade
de fontes internas de vibragao, como por exemplo, desbalanceamento do rotor de
uma maquina rotativa, ou defeito em rolamentos, entre outros. Apds a conversao
do movimento mecénico em sinal elétrico, através de um dispositivo chamado de
transdutor, podemos estudar esse sinal, visando, por exemplo, os objetivos: trans-
formar a vibragao de forma a facilitar a interpretagao, prever possiveis falhas no
funcionamento da maquina e verificar se hé choque entre componentes da maquina.

O exemplo central do curso é o que trata da modelagem da voz. Digamos que
um dos objetivos de se construir um modelo mecénico do processo de producao de
voz seja usa-lo como uma ferramenta de diagnostico para tratamento de problemas
da fala. Suponhamos que alguém tenha um problema nas cordas vocais e que
gostariamos de através da analise da fala sermos capazes de diagnosticar o problema.
Se o trato vocal fosse 0 mesmo para todas as pessoas esse problema nao seria tao
dificil, porém ele varia com a pessoa. Cada pessoa tem as suas caracteristicas e
toda vez que se deseja fazer um diagnostico isso tem que ser levado em conta. Por
esse motivo é necessario construir modelos que descrevam essa realidade: a variagao
de parametros com individuos. Esses sdo os modelos aleatorios, e foi por isso que
o terceiro capitulo foi introduzido. Ele parece solto no curso, mas de fato é o mais
importante pois visa dar aos alunos uma dire¢ao de pesquisa. Decidimos coloca-
lo para alertar os estudantes que doravante esses modelos ocuparao o centro das
atencgoes. Para considerarmos teorias mais realistas é necessario levar em conta que
para cada caso observado ha pequenas variacoes de pardmetros e essas variagoes
podem ser muito importantes. A seguir descrevemos sucintamente os diferentes
capitulos do curso.

No primeiro capitulo, estudaremos sinais continuos no tempo. Trataremos da
série e da Transformada de Fourier e mostraremos alguns exemplos. Depois, dis-
cutiremos filtros analogicos e suas Fungbes Resposta em Freqiiéncia (FRF). No
segundo capitulo, tratamos de sinais digitais. Estudamos, nesse capitulo, a Trans-
formada de Fourier Discreta, a série Discreta de Fourier e a Transformada Discreta
de Fourier. Discutimos os problemas de vazamento (leakage) e mascaramento (alias-
ing) e também a utilizagdo de janelas temporais. No terceiro capitulo apresentamos
a teoria estatistica envolvida com anélise de sinais e, finalmente, no quarto capitulo
apresentaremos algumas aplicagoes.

Finalmente uma tultima observacao. Foi muito grande a vontade de fazer todo
o desenvolvimento usando espagos funcionais como em Leckar e Sampaio, 1999.
Porém como queriamos fazer um cursos sem muitos pré-requisitos e, também,
mostrar aspectos tecnologicos que nao sao descritos facilmente em contextos ab-
stratos, resolvemos usar um minimo de estrutura.
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O maior objetivo do curso é, portanto, motivar os alunos para estudarem o tema.
Se conseguirmos isso ficaremos muito felizes.

Rio de Janeiro, 03 de maio de 2006.

Rubens Sampaio
Edson Luiz Cataldo Ferreira
Alexandre de Souza Brandao
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Capitulo 1

Sinals Continuos no Tempo

1.1 Introducao

De modo geral, um sinal é uma grandeza fisica varidvel no tempo, tal como
tensao, corrente, aceleragdo de um ponto de um corpo, pressao num ponto do espago,
pH num ponto de uma solugao, cor num pixel de uma tela de TV,... e que contém
algum tipo de informagao, geralmente sobre o estado ou comportamento de um
sistema fisico. Os sinais sao representados matematicamente por uma funcao de
uma ou mais variaveis. Trataremos, aqui, apenas de fungoes de uma varidvel. A
variavel considerada pode ser continua ou discreta e chamaremos de sinais continuos
no tempo quando a variavel for definida para um intervalo continuo de tempo.
Muitas vezes é importante que analisemos o sinal nao no dominio do tempo, mas
no dominio da freqiiéncia. Estritamente falando, imaginemos uma fun¢ao temporal
como sendo composta de varias componentes de freqiiéncia. Conseqiientemente,
enquanto o sinal existe fisicamente no dominio do tempo, poderemos afirmar que
ele consiste dessas componentes no dominio da freqiiéncia. A analise dos sinais no
dominio da freqiiéncia sera feita por intermédio da analise de Fourier, baseada nas
séries e transformadas de Fourier.

Este capitulo é devotado a uma revisao da analise de Fourier e a estudar como
um sinal no dominio do tempo pode ser representado no dominio da freqiiéncia.

1.2 Analise de Fourier

1.2.1 Série de Fourier

Consideremos f : R — R uma fun¢do que satisfaz as seguintes condigbes:
(i) f é periddica de periodo T;

(ii) f & de classe C? por partes em (tg,tg + T).
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Em todo ponto de continuidade de f, podemos escrever:

Sp(t) = f(t) = % + i [ancos (T) + bpsen (2”;’5)] (1.1)

2 to+T
o=z [ s

to+T
anzﬁ/ " F(t)cos (T) dt e (1.2)

onde

T

) to+T 2 +
b, = T /to f(t)sen <7;T) dt.

Em um ponto de descontinuidade, o lado esquerdo de 1.1 é substituido por :

lim 1[f(t+5)~¢—f(t—a)]. (1.3)
e—ot 2

A série 1.1 com coeficientes dados por 1.2 é chamada de série de Fourier de
f na forma trigonométrica.

As condigoes (i) e (ii) sdo muitas vezes chamadas condigdes de Dirichlet e sao
suficientes (mas néo necessérias) para a convergéncia da série de Fourier.

Em notagao exponencial (ou complexa) a série de Fourier de f pode ser escrita
como

“+o0
Sp(t)y= > Fe™ (1.4)
onde
1 to+T omt
F, = T fe 77T dt. (1.5)
to
2
Fazendo w, = ° , temos
T
1 to+T )
Fo= / F(t)eimeot dy. (1.6)
to

Observamos que, conhecido f, os coeficientes de 1.4 podem ser calculados e,
reciprocamente, conhecidos os coeficientes { F}, }nez, f pode ser sintetizada por 1.4.
Dessa forma, f e {F,}ncz fornecem a mesma informacdo. Muda s6 o ponto de
vista: um temporal, outro freqiiencial.

Exemplo 1.1. Consideremos a func¢io f : R — R, periddica de periodo 2, dada por

f)=t,0<t<2. (1.7)

O grifico dessa fun¢do é mostrado na figura 1.1.
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SN

4 2 4 6 8 t
Figura 1.1: Gréfico da fungao periddica f.
Série de Fourier de f na forma trigonométrica
Calculo dos coeficientes
:—/f t)dt = /tdt:Q.
2nmt 2 2nm 2
—/ f(t)cos ( nr ) dt = / tcos <> / tcos(nmt)dt = 0.
0, T 0,
2nmt —2
= / f) ( nr )dt / tsen (n) / tsen(nmt)dt = —
0 T 0 nm

Assim,
—+o0

Se(t) =1+ Z ;—jsen(mrt).

n=1

Série de Fourier de f na forma exponencial

Calculo dos coeficientes

27z7rt ]. 2 . 1
:—/f :f/te’””rtdt:—j ,n#0
2 Jo nmw

‘ I 1 [?
F,== t)dt = = tdt = 1.
7| rwa=g [
Assim,
1, n=>0
F, = 1.
—j, n#0.
nmw
Temos,

+oo
1 .
S0 =1+ 3 e nzo

n=—oo

21
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Observe que escrevemos S¢(t) para representar a série de Fourier de f em t. Isto é
feito porque pode acontecer de Sy(t) # f(t). Seria necessario estudar a convergéncia
da série para verificar se S¢(t) = f(t) ou ndo. Este estudo de convergéncia é
essencial.

1.2.2 O espectro complexo de Fourier

A expansao em série de Fourier de uma funcao periodica é a decomposicao
da fungao em termos das suas componentes de varias freqiiéncias. Uma fungao
periodica de periodo T tem componentes de freqiiéncias dadas por nv, onde v = %
en € Z. Em termos das freqiiéncias angulares (ou pulsagoes), as componentes sao
dadas por nw, onde w, = 2% =2mven €.

Chamamos de espectro da fungao f o conjunto de todos os coeficientes de Fourier
F,,, n € Z. Se especificarmos f podemos encontrar seu espectro. Reciprocamente,
se o espectro for conhecido podemos encontrar a fungao f correspondente.

Portanto, podemos especificar f de duas formas: a representacao no dominio do
tempo, onde f é expressa como funcao do tempo, e a representacao no dominio da
freqiiéncia, onde o espectro é especificado.

Observamos que o espectro de uma fungao periddica ndo é uma curva continua,
mas existe apenas para valores discretos de w, multiplos de uma freqiiéncia basica
Wo = 2%( w = nwe,n € Z). Os coeficientes F),, por serem complexos, sdo descritos

por uma magnitude e uma fase (modulo e argumento).

Exemplo 1.2. Consideremos a fun¢io dada por 1.7. Temos que

1, n=20
F, = 1.

—j, n#0.

nmw

Assim,
0, n=20
1,n=0 T "
| F, |= 1 n£0 e /F, = 5 n positivo
[nm | T oon negativo
2’ '
2
Fazendo w = nwy = n% = nm, temos :
0, w=0
1, w=0 T ™
| Fy, |= 1 w A0 e LF,={ 3% positivo
|wl’ - ,w negativo.

Construimos os grdficos de | F, | e ZF,,, em termos da fregiiéncia w, apresentando-
0s na figura 1.2.
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4 /Fn/ A/ Fn
Tl 1; w2 vt e
| | |
| | | | |
* T I I T t 3n -2n -m I B
Bu-2n n |0 2n 3o : : : Om 2x 37 ...
| | |
¢ 4 b e

Figura 1.2: Amplitude e fase dos coeficientes da série de Fourier.

Exemplo 1.3. Consideremos, agora, a fun¢ao f: R — R, periddica de periodo T,
dada por:
1 _T < t < T
- J 2 =>t>73
) {O, 7 <t<T-3. (1.8)
Essa funcao € conhecida como porta periddica, de largura 7. Mostramos o seu
grdfico na figura 1.3.

4@

Figura 1.3: Funcao porta periddica.

Os coeficientes F,, da série de Fourier na forma exponencial sao dados por:

1 T—7/2 P 1 T/2 .
Fn, = — f(t)87J T dt — ?/ e*jﬂwotdt

T
T ;;éz(nwOT/Q) s (19)
B T[ nweT /2 ] » n#0

‘ 1 (T3 1 [z T

F, =7 /_; F@ydt = . dt = . (1.10)
Dessa forma,

% , n=20
Fo=19 7 [sen(nwot/2) (1.11)

T [ nwoT /2 } » n70.
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Definindo a fung¢ao Sa, conhecida como func¢do de amostragem, por

Sa:R—R
t—>{ iént7 :ég (1.12)
e fazendo w = 2%, temos
F, = %Sa (”;T) (1.13)
A fregiiéncia fundamental é w, = 2% Se w = nw, entao
F, = %Sa (“’27) . (1.14)

Mostramos o grifico de F,, em termos da freqiiéncia w na figura 1.4.

!

1% e

A Fn

!

L

b

\
I"' 3wy ?/T\?\

L 9w, \(J} .55-2600 Wy
\ /

>
(0]

g 2%4% La 90y . eith

' ’

Figura 1.4: Representacgao do espectro da fungao porta periddica.

Podemos observar que & medida que T aumenta, a freqiiéncia fundamental

27
y T

se torna menor e o espectro torna-se, entao, mais denso. Intuitivamente, somos
levados a pensar que quando T tende ao infinito temos, no dominio do tempo, um
tnico pulso retangular de largura 7 e no dominio da freqiiéncia um espectro continuo
com componentes em todas as freqiiéncias. Essa indugao pode ser matematizada
através de um processo de limite e de uma nog¢ao apropriada de convergéncia. A
criagao dessa nocao de convergéncia é recente: a teoria das distribuicoes.
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1.3 Transformada de Fourier

1.3.1 Introducgao

Quando o sinal com o qual estamos trabalhando for nao-periédico, ele pode ser
expresso como uma soma continua (integral) de sinais exponenciais. Em contraste
com sinais periodicos, que podem ser representados por uma soma discreta de sinais
exponenciais (série de Fourier - como ja visto). Vejamos uma motivagao para essa
afirmacao.

1.3.2 A Transformada de Fourier

Consideremos uma fungao f como mostra a figura 1.5 .

JOA

-~y

Figura 1.5: Grafico de uma funcao f.

Construimos uma nova funcao fr, peridédica com periodo T, de acordo com a
figura 1.6.

S A

'f’l

" 4

Figura 1.6: Construcao de uma funcao periédica a partir de uma funcao f dada.

Tornamos o periodo T' grande o suficiente para que nao haja superposicao entre
os pulsos da forma de f. Essa nova fungao fr é uma funcao periddica e pode ser
representada por uma série exponencial de Fourier.

Em uma topologia adequada, quando T" — oo, fr — f . Desse modo, a série de
Fourier que representa fr também representaré f.
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A série de Fourier de fr é dada por

+oo )
fT(t) = Z F, /ot (1'15)
onde w, = 2% e
1 [T/ ,
Fo=z / o Fr(t)eimeet . (1.16)

Fagamos nw, = wy,. Assim, F,, = F,(wy).
Consideremos T'F,,(w;,) = F(wy,), que é obviamente limitado (por construgao).
Temos,

+o0
1 )
fr(t) == > Flwp)elt. (1.17)
. 2m
Substituindo T = o em 1.17 temos
1 X .
fr(t) = by Z F(wy)e?“rtw,. (1.18)

Quando T — o0, w, — 0 e fr — f obtemos :

“+o0
ft)= %/_ F(w)el“dw (1.19)

e oo
Flw) = [ Ft)e=itdt. (1.20)

Observe que w, foi substituido por dw e o somatoério por uma integral.

O espectro de f seré continuo e representado pela funcao F'.

A equagao 1.20 é conhecida como transformada (direta) de Fourier de f e a
equagao 1.19 como transformada inversa de Fourier de F.

Simbolicamente, podemos escrever

F(w) = FIf (1) (L.21)

f(t) = FHF (W) (1.22)

Fazendo w = 27v em 1.19 e 1.20 chegamos a uma formulagao simétrica, o fator
271 nao aparece.

+oo
f(@) :/_ F(v)el ™t dy (1.23)
e ) . |
F(V)z/_ f(t)e 72™iqt, (1.24)
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1.3.3 Existéncia da transformada de Fourier
O espago L'(R)
O espaco L(R) ¢ o espago de todas as fungoes f : R — C tais que

/R Iflldt < o. (1.25)

O espago L*(R)

O espaco L?(R) é o espaco de todas as fungdes f : R — C, tais que

/ If|2dt < oo, (1.26)
R

Teorema 1.1. Se a funcdo f pertence ao espagco L*(R) entdo a transformada de f
existe.

Teorema 1.2. Se a funcio f pertence ao espaco L*(R) entdo a transformada F,
de f, existe e F € L*(R).

Exemplo 1.4. Consideremos a fungao G, (conhecida como fungao porta de largura
7) definida por

_J LS5
G-(t) —{ 0 |t|>z. (1.27)
AGt(t)
1
—
| |
|
| ! .
-7/2 7/2 t
Figura 1.7: fungao porta.
Calculando a transformada de Fourier dessa funcdao, temos:
T/2 ) wT
F(w) = F{G-(t)} :/ e 7Vt = %52) . w#0. (1.28)
—7/2 2

Para w =0, temos :
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T/2

FLG (1)} o= / dt = 7.

—7/2
Logo,
wT

f«;@}zm%(ig.
A figura 1.8 mostra a representagdo do espectro da fung¢do porta. Neste caso, F

€ uma funcao real.

flw)
A

AN AN ~

VoV

(S

Figura 1.8: Representacao do espectro da fungao porta.

Exemplo 1.5. Consideremos a func¢io f : R — R definida por
F(t) = e
Calculando sua transformada de Fourier, obtemos :

2
14 w?’

+oo
f{e*‘tl} = / e ltle=iwtgs —
Exemplo 1.6. Consideremos a func¢io f: R — R definida por
e7t, t>0
f(t)_{ 0, t <0.
A sua transformada de Fourier é dada por:

1
1+ jw’

+oo
fﬁ@n:/’ eIt —
0
Exemplo 1.7. Consideremos a fun¢do G, : R — R definida por

)L JwlsT/2
G*”—{o,w>7m.
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Desejamos calcular sua tranformada de Fourier inversa. Assim,

_ 1o 7 sen(iT)
F I{Gq—(u})}:%/ /2€j tde% tlz 5 t#O
—r 2

Para t =0, temos:

T/2 .
F UG (@)} imo= i/ o=,

2 —7/2 27
Assim,
-1 ~ Tsa(T
FHG (w)} = 27TSa ( 5 > .
Logo, a transformada de f(t) = Sa(F) € igual a G (w). Em particular,

F{Sa(t)} = 7G-(w).

1.4 Convolucao

1.4.1 Introducgao

Dadas duas funcées f; e fo formamos a integral

+oo
f@) = / f1(1) fa(t — T)dT. (1.29)

— 00

Essa integral define a convolugao das fungoes fi e f3. Simbolicamente, escreve-
mos

f=rfi*fa

1.4.2 Propriedades

Propriedade 1.1. Comutatividade
fix fa=fax f1. (1.30)
Propriedade 1.2. Distributividade

fix[fo+ fal = fix fa+ f1* fa. (1.31)

Propriedade 1.3. Associatividade

fux[fax f3] = [f1 % fo] x f5. (1.32)
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Teorema 1.3. Convolug¢do no tempo
Se fi(t) « Fi(w) e fa(t) < Fy(w) entdo

fifo o FI . (1.33)
Se fi(t) — Fi(v) e fo(t) < Fy(v) entdo
f1 % fo > FL . (1.34)

Teorema 1.4. Convolugao na freqiiéncia
Se fi(t) & Fi(w) e fa(t) < Fy(w) entdo

Jife < %[F&*Fz]- (1.35)

Se fi1(t) « Fi(v) e fo(t) — Fy(v) entdo

fifa & Fix By, (1.36)
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1.4.3 Propriedades da Transformada de Fourier

Algumas propriedades da transformada de Fourier estao apresentadas na tabela

1.1.
PROPRIEDADE FUNGAO TRANSFORMADA
f(t) F(w)
Simetria F(t) 2 f(—w)
Linearidade a1 f1(t) + f2(t) a1 Fy(w) + ag Fa(w)
Mudanga de escala f(at) ﬁF (%)
f(t)edwot F(w —wy)
Translagao em freqiiéncia f () cos(wot) %[F(w + wo) + F(w — wp)]
F(t)sen(wot) %[F(w +wp) — Fw — wp)]
Transla¢ao no tempo f(t —to) eI P (w)
Dualidade F(t) f(w)
Conjugacao f(@) F*(—w)
Diferencia¢ao no tempo Cclltif (Jw)"F(w)
7
Integragéo no tempo f(rydr jin(w)
Diferenciacao na freqiiéncia (—gt)" f(t) ;l;{
f(t) real F(w) = F*(—w)
f(t) real R{F(w)} =R{F"(-w)}
7(0) real W)} = 1 (—w))
Simetria f(t) real |F(w)| = |F(—w)]
f(t) real LF(w) = —ZF(—w)

f(t) real, par em ¢

F(w) real, par em w

f(t) real, impar em ¢

F(w) imaginaria, impar em w

Tabela 1.1: Propriedades da transformada de Fourier
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Apresentamos na tabela 1.2 algumas transformadas que envolvem o impulso
unitéario (Delta de Dirac) denotado por 4.

FUNCAO TRANSFORMADA

f() F(w)
A 2w A
ewot 276 (w — wp)

cos(wot) | [o(w —wp) + 0(w + wp)]
sen(wot) | Jm[d(w — wp) — d(w + wo)]

Tabela 1.2: Algumas tranformadas que envolvem o impulso unitério.

Para terminar o capitulo, apresentamos na tabela 1.3 as ordens de grandeza de
alguns sinais caracteristicos.

TTIPO DE SINAL BANDA EM Hz
corrente domeéstica 60
quartzo de relogio 10°
onda de radar 1010
vibracao de um atomo de Césio 10
ONDAS HERTZIANAS:
muito longas (telégrafo) 1,5 x 107 a 6 x 10*
longas (radio) 6 x 107 a 3 x 10°
meédias (radio) 3x10° a3 x 10°
curtas (radio) 3x10%a3x 107
meétricas (televisao) 3x 107 a3 x 108
centimétricas (radar) 3 x 10% a 101!
luz visivel 3,7x 10 a7,5x10™

Tabela 1.3: Ordens de grandeza de sinais.
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Sinais Discretos no Tempo

2.1 Seqiiéncias

Sinais discretos no tempo sao representados matematicamente como seqiiéncias
de nimeros, z, cujo n-ésimo termo é z[n|, e denotamos por z = {z[n|},n € Z. Em
geral, uma seqiiéncia deste tipo origina-se da amostragem de um sinal continuo. Se
o sinal continuo for z,(t) podemos dizer que x[n] = z,(nT), n € Z. T é chamado
de perfodo de amostragem e % é a freqiiéncia de amostragem. Usaremos, as vezes,

a notacao x[n] para nos referirmos, também, a seqiiéncia.

2.2 Operagoes com seqiiéncias e seqiiéncias basicas

2.2.1 Operagoes com seqiiéncias

O produto e a soma de duas seqiiéncias z[n] e y[n] sdo definidos termo a termo,
isto ¢, dos elementos que se correspondem. A multiplicagdo de uma seqiiéncia x[n]
por um nimero « é definida como a multiplica¢ao de cada elemento de z[n] por a.

2.2.2 Seqiiéncias basicas
Impulso unitario

A seqiiéncia impulso unitario é definida por

_J0,n#0
d[n] = { 1. n=o0. (2.1)
Qualquer seqiiéncia pode ser expressa, em termos do impulso unitario, por
+o0o
zn] = Z x[k)o[n — KJ. (2.2)

k=—o0
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Degrau Unitario

A seqiiéncia degrau unitario é definida por

wi-{§ 120 o

Podemos escrever

ou

Seqiiéncia Exponencial

Definimos a seqiiéncia exponencial por

z[n] = Aa™. (2.6)

onde A e « sao constantes.

Seqiiéncia Senoidal

Uma seqiiéncia senoidal tem a forma

z[n] = Acos(won + @) , (2.7)

onde A, w, e ¢ sao constantes.

Seqiiéncia Periédica

Uma seqiiéncia periodica é aquela tal que

x[n] = z[n 4+ N], para todos n e N € Z. (2.8)

Devemos observar que seqiiéncias senoidais e exponenciais nao sao necessaria-
mente periddicas.

Observamos, por exemplo, que a condig¢ao de periodicidade para um sinal senoidal
é obtida da seguinte forma :

Acos(won + @) = Acos(won + woN + ). (2.9)

Requerendo que,
woN =2k7 | k € Z. (2.10)

Analogamente, as seqiiéncias exponenciais complexas da forma Ce/“°™ serdo per-
i6dicas se e/@e("tN) = eiwon g5 56 é verdade se w,N = 2kw. Conseqiientemente,
exponenciais complexas e seqiiéncias senoidais nao sao necessariamente periddicas,
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dependendo do valor de w, . Por exemplo, para w, = ?jf, o menor valor de N que

satisfaz 2.10, com k inteiro, € N = 8 ( correspondendo a k = 3) . Para w, = 1,
nao existem valores inteiros de N ou k que satisfacam 2.10. Do que foi visto, para
sinais discretos, a interpretacao do que sejam altas e baixas freqiiéncias é distinta
do que foi visto quando tratamos de sinais senoidais e exponenciais complexas para
sinais continuos. Para um sinal senoidal continuo x(t) = Acos(Qt + ¢), & me-
dida que Q, cresce, z(t) oscila mais rapidamente. Para um sinal senoidal discreto
z[n] = Acos(won + ¢), & medida que w, varia de w, = 0 até w, = 7, z[n] oscila mais
rapido. Mas, & medida que w, varia de w, = 7 até w, = 27 as oscilagoes tornam-se
mais lentas. Dessa forma, valores de w, na vizinhanga de w, = 2kw, para k € Z,
sao ditas baixas freqiiéncias e valores de w, na vizinhanca de w, = (2k 4+ 1)7 para
k € Z sao ditas altas freqiiéncias.

2.3 Sistemas discretos no tempo

2.3.1 Introducao

Um sistema discreto no tempo é definido matematicamente por um operador
que transforma uma seqiiéncia de entrada numa seqiiéncia de saida.

Se x é a seqiiéncia de entrada, y a de saida, e T' o operador que representa o
sistema, temos

y=T{z}. (2.11)

Como exemplo consideremos o conhecido sistema ideal de atraso definido pela
equagao

yn] =zn—ngl,neZ (2.12)

onde ng é um inteiro fixo chamado de atraso do sistema.

2.3.2 Alguns tipos de sistemas
Sistemas sem memoria

Um sistema ¢ dito sem memoria se a saida y[n] depende somente da entrada z[n]
para o mesmo valor de n.

Sistemas Lineares

Se y1 e y2 sdo as respostas de um sistema quando x; e zo sdo as respectivas
entradas entao o sistema ¢é dito linear se e s6 se

T{alxl + agl‘g} = alT{xl} + agT{.’L‘g}. (2.13)
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Sistemas invariantes no tempo

Um sistema ¢é dito invariante no tempo se um deslocamento no tempo na seqiién-
cia de entrada causa um igual deslocamento no tempo na seqiiéncia de saida, isto
é, se para todo n, a seqiiéncia de entrada x1[n] = xz[n — n,] produz uma seqiiéncia
de saida y1[n] = y[n — n,|.

Estabilidade

Um sistema é dito estavel se e somente se toda seqiiéncia de entrada limitada
produz uma seqiiéncia de saida também limitada.
A entrada x ¢ limitada se existir um valor positivo finito M tal que

| z[n] |[< M paratodon. (2.14)

Estabilidade requer que para toda entrada limitada exista um valor positivo
finito N fixo tal que
| y[n] |< N paratodon. (2.15)

2.3.3 Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Uma classe importante de sistemas consiste daqueles que sao lineares e invari-
antes no tempo.

Considere que hi[n] é a resposta do sistema cuja entrada é d[n — kJ.

Consideremos, agora, a entrada z. Assim, a saida y serda dada por

+oo
y[n] :T{ Z x[k]é[n—kz]} (2.16)

k=—o0

Da condicao de linearidade, temos

+o0 foo
vin = S ok~ k) = 3 alklhiln) (.17)
k=—o00 k=—o00

A propriedade de invariancia no tempo implica que se h[n|(resposta ao impulso)
é a resposta para 0[n] entdo a resposta para d[n — k] é hln — k]. Assim,

+00 too
ylnl = > alklhln— k= Y x[n— klhln]. (2.18)
k=—o0 k=—oc0

Portanto, um sistema linear invariante no tempo (abreviado como LIT) é com-
pletamente caracterizado por sua resposta ao impulso.
A equacgao 2.18 é chamada de convolugao entre x e h e representamos na forma

y=xx*h. (2.19)
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2.3.4 Propriedades de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Como todos os sistemas lineares invariantes no tempo sao descritos pela oper-
acao de convolugao, as propriedades dessa classe de sistemas sao definidas pelas
propriedades da convolugao discreta no tempo.

Propriedade 2.1. Comutatividade
xxh=hxz. (2.20)

Propriedade 2.2. Distributividade

xx (hy + ha) =z xhy + 2 * ha. (2.21)

2.3.5 Equacoes lineares de diferenga de coeficientes constantes

Uma subclasse de sistemas lineares invariantes no tempo consiste de sistemas
nos quais a entrada e a saida satisfazem uma equagao de diferenca linear de n-ésima
ordem de coeficientes constantes da forma

N M
Z aryln — k] = Z biz[n —1]. (2.22)
k=0 =0

Como exemplo consideremos o sistema conhecido como acumulador, no qual a saida
no instante n é igual & soma da entrada no instante n e do valor da saida no instante
anterior n — 1.

x[nf '\+ .V;n]

F 3 b

airaso

yin-1j

Figura 2.1: Diagrama de bloco de uma equagao de diferenga recursiva representando
um acumulador.

A equagao de diferenca que representa esse sistema é dada por

yln] = yln — 1] + x[n]. (2.23)
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2.3.6 Representacao no dominio da freqiiéncia de sinais dis-
cretos no tempo

Seqiiéncias exponenciais complexas tém um lugar de destaque na representacao
de sinais discretos no tempo. Isto deve-se ao fato de que exponenciais complexas sédo
autofungoes de sistemas lineares invariantes no tempo. Esta propriedade permite
que sinais discretos possam ser representados em termos de exponenciais complexas.

Para demonstrar a propriedade de autofungao de exponenciais complexas para
sistemas discretos considere uma entrada z[n] = ¢/“™ ,n € Z. A saida correspon-
dente de um sistema linear invariante no tempo com resposta ao impulso h[n| é

+o0 too
y[n] = Z hlk]e?w (k) — giwn Z hlk]e <k | . (2.24)
k=—oc0 k=—o0
Definindo N
H(e™) = Y hlkle %" (2.25)
k=—o00

podemos escrever o
y[n] = H(e?“)el". (2.26)

Conseqiientemente, /“" é uma autofuncdo do sistema e o autovalor associado
é H(ed). A funcio w — H(e’*) é chamada de funcio resposta em freqiiéncia
(FRF) do sistema linear invariante no tempo. O conceito de fungao de resposta em
freqiiéncia é praticamente o mesmo seja o sistema continuo ou discreto no tempo.
Porém, para sistemas discretos lineares invariantes no tempo, a funcao resposta em
freqiiéncia é sempre uma funcéo periddica da freqiiéncia com periodo 27. De fato,

o0
H(ej(w+27r)) _ Z h[n]efj(uﬂr%r)n.
n=—o00
Mas, '
etizmm — 1 para n € Z.

Assim,

efj(w+27r)n _ efjwn . 67j27rn _ efjwn

Logo,

H(eI @)y = H(el¥).

De modo geral, 4 4
H(e?@H2m)y = [(ed%) 1 € 7

isto &, H(e*) & periodica com periodo 2.

Como H(e’*) é periodica com perfodo 27 , s6 precisamos especificar H (e/*)
num intervalo de comprimento 27. Normalmente especificamos H (e/“) no intervalo
—m < w < 7. Com relagao a esse intervalo, as baixas freqiiéncias sao as freqiiéncias
proximas de zero e as altas freqliéncias sao as freqiiéncias proximas de m ou —.
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Chamaremos os sistemas lineares invariantes no tempo de filtros.

Uma classe importante de sistemas lineares invariantes no tempo sao aqueles
cuja resposta em freqiiéncia vale 1 numa determinada faixa de freqiiéncias e zero
fora dessa faixa. Esses sdo os chamados filtros seletivos ideais.

Consideremos, como exemplo, a resposta em freqiiéncia de um filtro ideal passa-
baixa.

AlH(eI9)

Figura 2.2: Resposta em freqiiéncia do filtro ideal passa-baixa.

Devido & periodicidade da resposta em freqiiéncia, parece que o filtro funciona
como um filtro multifaixa. Porém, o filtro rejeita altas freqiiéncias e s6 permite a
passagem de baixas freqiiéncias. Como a resposta em freqiiéncia é completamente
especificada no intervalo —7 < w < 7, a amplitude da resposta em freqiiéncia do
filtro ideal passa-baixa é tipicamente mostrado somente nesse intervalo como indica
a figura 2.2.

As amplitudes das respostas em freqiiéncia para filtros ideais passa-alta e passa-
faixa sao mostrados na figura 2.3. Mostramos somente um periodo da resposta em
freqiiéncia.

|H(e 9| |H(e 9|
1 1

i i N

1 | ol

I I I | I |

I I I I ! I

I ! ! I ! I

1 1 > N N >
T O O @© T Op O [, Op @

Figura 2.3: Respostas em freqiiéncia para filtros ideais. (a)Filtro ideal passa-alta
(b)Filtro ideal passa-faixa.

2.3.7 Representacao de seqiiéncias pela transformada de Fourier
Discreta(TFD)

Definimos a transformada de Fourier discreta de uma seqiiéncia = por
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—+oo

X(e?¥) = Z x[n]e= 7" (2.27)

n=-—oo
e a transformada inversa de X (e?*) por
1 ™

:§ .

x[n] X (e79) el duw. (2.28)
Poderiamos, para a definicao, ter escolhido qualquer intervalo de comprimento 27.
De modo geral X (e/“) ¢ complexo e podemos escrevé-lo na forma

X (&%) =| X(e0%) | e/4X (™) (2.29)

onde | X(e%) | e ZX (e/*) sdo , respectivamente, a magnitude e a fase de X (e/%).

Observando as equagoes 2.25, 2.27 e 2.28 podemos ver que a resposta em fre-
qiiéncia de um sistema linear invariante no tempo é a transformada de Fourier
discreta da resposta ao impulso e a resposta ao impulso pode ser obtida calculando
a transformada inversa de Fourier da funcao resposta em freqiiéncia, isto &,

1 ™

:% -

h[n] H(e7*)e“" dw. (2.30)

Podemos observar que a equagao 2.27 é uma série de Fourier complexa para uma
fungao periodica de variavel continua e que 2.28 fornece os coeficientes da série.
Desejamos, agora, estudar a convergéncia da série

o0

Z x[n]e I

n=—oo
isto é, desejamos encontrar as condicoes para que
| X(e’¥) |< oo para todo w.

Uma condigao suficiente para a convergéncia é encontrada da seguinte forma :

| X(e) | =] ) alnje7*n]

“+o0

Y laln]|lemien |

n—=—oo

+oo

Z | z[n] |< oo.

n=—oo

IN

IN

Assim, se x[n] for absolutamente soméavel, entdo X (e/*) existe. Neste caso
podemos mostrar que a série converge para uma funcio continua em w.
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Como uma seqiiéncia estavel é, por definigao, absolutamente somavel, todas as
seqiiéncias estéveis possuem transformada de Fourier. E, também, qualquer sistema
estavel tera resposta em freqiiéncia finita e continua.

A somabilidade absoluta é uma condigao suficiente para a existéncia da trans-
formada de Fourier e também garante a convergéncia uniforme, isto é, se

—+oo
X(ejw) = Z J:[n]e_jw"
e
. M .
X (e?¥) = Z x[n]e” e
n=—M
entao
lim | X(e’¥) — Xp(e?) | dw = 0.

M —+o00 _r

Algumas seqiiéncias, porém, ndo sao absolutamente somaveis, mas sdo quadrado
somaveis, isto &,
+oo

Z | z[n] |*< oo.

n=—oo
Tais seqiiéncias podem ser representadas por uma transformada de Fourier disc-

reta se nos ‘relaxamos’ a condigao de convergéncia uniforme. Temos, assim, o caso
de convergéncia média-quadratica, isto é, se

+oo
X (&) = Z x[n]e v
e
Xp(e¥) = ) anlen
n=—M
entao
+Tr . .
Mlirgoo . | X(e7) — Xpr(e7%) |2 dw = 0.

Como exemplo calculemos a resposta ao impulso do filtro ideal passa-baixa cuja
resposta em freqiiéncia é

; 1, Jwl|<we
Jw\ __ 9 =
H(e )—{ 0 we<|w|<n (2.31)

com periodicidade 2.

Assim,
1o .
h[n]:g/ e]“"dwzw,n;&o.

—w, ™
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Para n = 0 temos

Definindo, Sa[n] = sen(n)7 temos
n

We

hin] = ?Sa(wcn).

Observamos que como h[n] é ndo nula para n < 0. Observamos também que h[n]
nao é absolutamente somavel. Isto ocorre pois H(e’*) é descontinua em w = we.
Como h[n] nao é absolutamente somavel,

+oo

Z &Sa(wcn)e_j“m
™

n=—oo

nao converge uniformemente para todos os valores de w.

15 v 15 e
1 1
0.5 0.5
0 4 - 0 i -
0o 0 5 o 0 5
15 M=7 15 M=1%
1 1
05 0.5
0 0
0o 0 R 0 5

Figura 2.4: Graficos de Hps(e?%).

Podemos dar uma nocgao intuitiva para este fato considerando

M
Hy(e99) = Z &Sa(wcn)e_j“".
n=—M

A fungdo Hps(e’?) é mostrada na figura 2.4 para vérios valores de M e w, =
m/2. Note que & medida que M aumenta, o comportamento oscilatério em w =
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PROPRIEDADE

DOMINIO DO TEMPO

DOMINIO DA FREQUENCIA

Linearidade

a1x1[n] + aswa(n]

ale(ej‘*’) + (IQXQ((;"]UJ)

Deslocamento no tempo

x[n — ngl « e I X (1)

i g[n] — X(ej(w—wd))

e na freqiiéncia

dX,
Diferenciacao na freqiiéncia | nz[n] jd—(ew)
w

Tabela 2.1: Propriedades da transformada de Fourier Discreta.

we (chamado de fenémeno de Gibbs) é mais acentuado. Podemos mostrar que
quando M — oo a amplitude méaxima das oscilagbes ndo converge a zero. A soma
infinita ndo converge uniformemente para H(e/“), porém h[n] é quadrado soméavel
e Hys(e’*) converge no sentido médio-quadratico para H(e*), isto é,

+oo ) )
lim | H(e?¥) — Hp(e7*) | dw = 0.

M—+oc0 — oo
Embora a diferenca entre A}im Hy(e’*) e H(e?*) nao parega importante, ela
—00

deve ser considerada na construcao de filtros.

2.3.8 Propriedades da transformada de Fourier discreta

Teorema 2.1. Teorema de Parseval

+oo +00 9
E= | P 1/ | X () [Pdw, (2.32)

:% .

A funcio | X (e/*) \2 ¢ chamada de espectro de densidade de energia e so é
definida para sinais de energia finita.

Teorema 2.2. Teorema da Convolugdo

Se
wn] < X(e/) , hin] < H(e*),
+o00
y[n] = Z z[k]h[n — k] = x[n] * h[n] < Y (/%)
k=—oc
entao
Y (ed¥) = X (eI H (eI%). (2.33)

Propriedade 2.3. Periodicidade
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A transformada de Fourier X (e%) é periddica em w, com periodo 27. Pois,

+o0o
X(ej(w+27r)) _ Z x[n]e—j(w—Q—Qﬂ')n

n=—oo

—+oo

Z x[n]e—jwn . e—j27rn

n=-—00
—+o0

= Z x[n]e—In

n—=—oo

= X(edv).

Dessa forma s6 precisamos especificar os valores de X (¢/“) em um perfodo.

Propriedade 2.4. Simetria
Para x[n] real, ‘ ‘
X(e™¥) = X" (&%)
onde * significa conjugado complexo.

Assim, para tracarmos os graficos representativos de X (e/*) s6 precisamos con-
siderar metade do dominio. Geralmente, escolhemos w € [0, 7].

Se z[n] for de duragao finita, entdo podemos fazer um programa para calcular
X (e7“) numericamente para qualquer freqiiéncia w. Vamos supor que x[n] tenha N
amostras entre n; < n < ny.

Desejamos calcular X (e/¥) para wy = ik, k=0,1,...,M que sao (M+1)
freqiiéncias igualmente espagadas entre [0, 7]. Dessa forma, podemos escrever

N
X(elok) =3 eI MIng(n)) | k=0,1,..., M.
=1

Quando z[n;] e X(e/“*) sao colocadas como vetores coluna = e X, respectiva-
mente. Temos,
X =Wz

onde W é uma matriz (M + 1) x N dada por
W = {e?t/Mkn ) <p<ny, k=0,1,...,M}.
Se escrevemos {k} e {n;} como vetores linha k e n, temos
W = [emp(—jlan)].
M

Dessa forma, temos
X7 = 27 [eap(— j%nTk)]. (2.34)
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Como exemplo, consideremos a seqiiéncia z[n] = (0.9) exp(j7/3))" , 0 < n <
10. Vamos calcular X (e/*) e investigar sua periodicidade. Para investigarmos a
periodicidade, vamos calcular e mostrar os graficos representativos de X (e/*) em
401 freqiiéncias no intervalo [—3m, 37]. Os graficos de magnitude, fase, parte real e
parte imaginaria de X (e/*) estdo mostrados na figura 2.5.

] 2
_ug' B . 1
& 4 ol
g
2 1
0
0 0 10 30 D 10
(a) )]
B 5
B fg
; :
= o
2, . E.
0
0 0 10 A0 0 10
e )

Figura 2.5: (a)Magnitude;(b)Fase;(c)Parte real;(d)Parte Imaginaria.

2.4 Amostragem de sinais continuos

2.4.1 Introducgao

Normalmente, o processamento de sinais continuos é implementado através de
um processo de amostragem do sinal, seguido do processamento do sinal discreto
obtido, isto é, sua transformacao em um outro sinal discreto, que depois é transfor-
mado num sinal continuo.

2.4.2 Amostragem periédica

O método usual de obtermos um sinal discreto a partir de um sinal continuo é
através da amostragem periodica (digamos de periodo T') do sinal continuo. Obte-
mos, assim, uma seqiiéncia de amostras x[n] a partir do sinal continuo z.(t) através
da relagao

z[n] = z.[nT], n € Z. (2.35)
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T é o periodo de amostragem e fs = % é a freqiiéncia de amostragem.

w0 ] P [Xm=aeT

Figura 2.6: Diagrama de bloco de representacao de um conversor ideal continuo-
discreto (C/D)

Nos referimos ao sistema que implementa a operagao dada pela equagao 2.35
como um conversor ideal continuo-discreto(C/D) e a representacao em diagrama de
blocos é dada na figura 2.6. Na pratica, a operagdo de amostragem é implementada
por um conversor analogico-digital (A/D) que sera estudado mais tarde.

A operagao de amostragem, geralmente, ndo é inversivel. Ou seja, dada a saida
z[n] ndo é possivel, de modo geral, reconstruir z.(t).

O diagrama de blocos da operagdo que representa a obtengdo de x[n] a partir
de z.(t) é dada na figura 2.7

uma seqiiéncia

|
| converte o trem de
i 1
X (t) 0 X, (t) impulsos para —m:x [nT]
|

Figura 2.7: Diagrama de blocos representando a operagao de amostragem.

O processo de amostragem ¢é feito em dois estagios. No primeiro estagio o sinal
z.(t) é multiplicado por uma seqiiéncia de impulsos s(t) e no segundo estagio a
seqiiéncia de impulsos obtida, z(t), é convertida para uma seqiiéncia x[n].

Esquematicamente temos a representagao na figura 2.8.
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Xe(t)

x4(0)
t
2T-T 0 T 2T
oy xn]
n
2-1012

Figura 2.8: Representacao esquematica da amostragem.

2.4.3 Representacao das amostras no dominio da freqiiéncia

Para obtermos a relagao no dominio da freqiiéncia entre a entrada e a saida de
um conversor C/D, vamos considerar a conversao de x.(t) para x4(t).
Seja s(t) uma seqiiéncia de impulsos periodicos. Assim,

s(t) = f 0(t —nT) (2.36)

n=—oo

onde 0 é o impulso unitéario.

Dalf,
—+oo
2o(t) = wo(t)s(t) = zo(t) Y O(t —nT) (2.37)
ou
+oo
xs(t) = Z x.(nT)5(t — nT). (2.38)
Desejamos obter a transformada de Fourier de z4(t). Podemos mostrar que
2’7 +o00o
Q) = — Q — kQs 2.
s(t) = (i) = k;OOé( k), (2:39)

2m .
onde Qg = T é a freqiiéncia de amostragem em rad/s.

Mas
X.(0) = 5-X.(39) * 5(). (2.40)
Logo
“+oo
X.G9) = 5 Y Xl k) (2.41)

k=—o00
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Observamos que X, (j2) consiste de copias repetidas da transformada de Fourier
de z.(t).
A figura 2.9 mostra o processo de amostragem no dominio da freqiiéncia.

8GQ)
2z
0 0 Q, 20, 0
®)
| A9
T
Qy Qy \ g:)s T Q
©) Q)
L 4XGD
T
T Q
Q€2
)

Figura 2.9: (a) Transformada de Fourier limitada com freq. max. Qy (b) Trem
de impulsos periodicos S(jw) (c) Grafico de Xg(jw) com Qg > 2Qn (d) Grafico de
Xs(4€2) com Qg < 2Qn

Observamos que quando
QS*QNZQN ou 952291\/ (242)

as réplicas de X.(jw) ndo se sobrepoem. Assim, z.(t) pode ser recuperado, a partir
de x4(t), usando um filtro ideal passa-baixa conveniente, com freqiiéncia de corte
Qc, Oy < Qe < Q5 — Qp.

A figura 2.10 mostra o esquema de recuperacao de x.(t).

Porém, se

Qg < 20N (2.43)

entdo as copias de X (j€2) se sobrepéem (observado na figura 2.9) e X.(j€) néo
é recuperavel por um filtro passa-baixa. A distor¢dao ocorrida no sinal de saida,
neste caso, denomina-se mascaramento (ou aliasing) pois um sinal é substituido por
outro. A discussdo acima é a base para um teorema conhecido como Teorema da
Amostragem .
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ls(t) = 5 8(t-nT)

T =@ 6o

(@

HG)

Figura 2.10: (a) Diagrama de blocos da recuperacao do sinal; (b),(c),(d) e (e) re-
construgao de x.(t).

2.4.4 Teorema da amostragem

Teorema 2.3. Um sinal limitado em faiza, i.e., que nao tem menhuma compo-

nente espectral acima da freqiéncia Qn rad/s, é determinado univocamente por

suas amostras , x[n] = zA{nT} ,n = 0,£1,... tomadas a intervalos uniformes
s

menores do que o sequndos. Isto €, o periodo de amostragem deve satisfazer

T < & A fregiiéncia de amostragem ) = 2% deve, entdo, satisfazer Q0 > 2Qp.
Chamamos o numero 2Qy de fregiiéncia de Nyquist.

Esse teorema é conhecido como Teorema da Amostragem Uniforme.
Discutiremos um pouco mais o Teorema da Amostragem e o problema de mascara-
mento.

Consideremos um sinal dado por
Ze(t) = cos(Qot).

A transformada de Fourier desse sinal é mostrada na figura 2.11.
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AXc(9)

4
|
|
|
|
-QO QO " Q

Figura 2.11: Transformada de Fourier de z.(t).

Fazemos a amostragem do sinal, obtendo:

+oo
zs(t) = Z x(nT)o(t — nT).

n=—oo

Primeiro, usamos uma freqiiéncia de amostragem €2, > 22, isto é, usamos T' <

& - A transformada de Fourier de x,(t) para esse caso ¢ mostrada na figura 2.12.

AXc (i)

R

AfF--—-—-»

Q540 Q509 Qs

Figura 2.12: Transformada de Fourier de x,(t), com T' < {-.

Agora, usamos uma freqiiéncia de amostragem €, < 22, isto &, usamos 7' > J-.
A transformada de Fourier de x4(t) para esse caso é mostrada na figura 2.13.

1 Xc(i€)

4 A
, ‘
: :
| ‘
| ‘
I I
Il L

i
|
I
i
L
(Q5 Q) - Qs Q) (Qs-Qp) s Q Qs+Q)
2

Figura 2.13: Transformada de Fourier de x,(t), com T' > -.

A figura 2.14 (a) mostra a transformada de Fourier apds a passagem pelo filtro
passa-baixa, para o caso em que §2, < €5/2, isto &, sem ocorréncia de mascaramento.
A freqiiéncia de corte do filtro é Q. = Q/2.
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AX () AXcQ)

R e

B

(Qs-Qy) Q-Qp  Q

v
(o)

Q

(a) (b)

Figura 2.14: (a) Sem ocorréncia de mascaramento.(b) Com ocorréncia de mascara-

mento.

A figura 2.14 (b) mostra a transformada de Fourier apds a passagem pelo filtro
passa-baixa, para o caso em que €, > /2, isto é, com ocorréncia de mascaramento.
A freqiiéncia de corte do filtro é a mesma do caso anterior.

Sem a presenga de mascaramento, a saida reconstruida z,(t) é

2, (t) = cos(Qot)
e com a presenca de mascaramento, a saida recontruida sera
2p(t) = cos(s — Qo).

Observamos que o sinal cos(£2,t) trocou de identidade (alias) e foi mascarado pelo
sinal de freqiiéncia mais baixa cos(Qs — ,)t.

Desejamos, agora, encontrar uma relagao entre X (¢/“), a transformada de Fourier
discreta de z[n] e as transformadas de Fourier X (j) e X (5) de z4(t) e x.(t),
respectivamente.

Sabemos que
“+o0

vs(t) = > 3o(nT)d(t — nT).

n=—oo

Aplicando a transformada de Fourier a essa equacao, temos

X () = Y xe(nT)e 7.
Como z[n] = x.(nT) e
X(e¥) = Z x[nle 7

temos, ‘ .
Xs(j) = X(e°) lomar= X ().
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Por outro lado, sabemos que

“+o0

. 1 . :
X,(jQ) = Tk;mXc(JQ — kjQ).
Assim,
X(T) = X () = = +f XG4 — 25, (2.44)
T T T

k=—o0

Observamos que X (e/) é uma versao de X.(jw), transladada e com uma mu-
dancga de escala tanto em amplitude como em freqiiéncia.
Para entendermos o que foi dito até aqui, consideremos o sinal

xc(t) _ 671000“'.

Usando a aproximagao e~> ~ 0, notamos que z.(t) pode ser aproximado por um
sinal de duracao finita no intervalo —0.005 < t < 0.005. Mostramos esse sinal na
figura 2.15 (a).

1 2
1.5
QD.:S T 1
e 1
5 =05
0 0
-5 0 5 -2000 0 2000
terpo (ms) fregiéncia (Hz)

(a) (L)

Figura 2.15: (a)Grafico de z.(t).(b)Grafico de X.(j2).

Desejamos analisar esse sinal no dominio da freqiiéncia.
Sua transformada de Fourier pode ser calculada da seguinte forma :

+oo
X:(5Q) :/ z(t)e I dt
_ elOOOtengtdt_‘_/ o~ 1000t ,—jO 71
—o00 0
0.002

Q \*
1 -
* (1000)
Usando também a aproximagao e > =~ 0,temos que X.(j)) ~ 0 para Q >
27(2000). O grafico de X (j€2) (nesse caso sera real), ¢ mostrado na figura 2.15 (b).
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Amostremos, entao, z.(t) com freqiiéncia de amostragem de Qs = 5000H z,
obtendo a seqiiéncia z1[n]. O grafico de x1[n] assim como o grafico de sua transfor-
mada de Fourier discreta X;(e/*) sdo mostrados na figura 2.16. Mostramos mais
de um periodo de X;(e’*). Com essa freqiiéncia de amostragem nao observamos a
presenga de mascaramento.

1

w1[n]

g 0 - t (tns)
10 T T

5 L 4

10 f ] 3 10

Figura 2.16: Graficos de z1[n] e de X; (/).

Amostramos, agora, z.(t) com freqiiéncia de amostragem Q; = 1000H z e obte-
mos xo[n]. Mostramos o grafico de zg[n] assim como de sua transformada X5 (e’*)
na figura 2.17.

#1[n]

Figura 2.17: Gréficos de z3[n] e de Xa(e?*).
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Observamos, assim, a presenga de mascaramento. Como era de se esperar pois
a freqiiéncia de 1000 Hz é menor que a freqiiéncia de Nyquist ( no nosso caso 4000
Hz).

2.4.5 Reconstrugao de um sinal limitado em faixa a partir de
suas amostras

Vimos que se as condigoes do teorema da amostragem sao satisfeitas e se a
seqiiéncia de impulsos (z5(t)) é filtrada por um filtro passa-baixa apropriado entao
a transformada de Fourier da saida do filtro sera idéntica a transformada de Fourier
do sinal original z.(t). Se uma seqiiéncia de amostras z[n] for conhecida, podemos
formar uma seqiiéncia de impulsos z(t) descrita matematicamente por

—+oo

z(t)= > z[n](t —nT) (2.45)

n—=—oo

onde T é o periodo de amostragem associado a x[n].
A representagido do processo de reconstrugao é mostrada na figura 2.18.

X[n] X,(t)
D/IC  |—»

Sistema ideal de reconstrucio

r—-—— """~~~/ "7/ 77 77—~ _i
I
I
x[n] | cm:"z\ert.e uma |y (t) filtro de | x{t)
—k sequencia para »| reconstrucio H——»
trem de impulsos ideal

Figura 2.18: Diagrama de blocos representativo da reconstrucao.

2.4.6 Processamento discreto de sinal continuo

Uma das aplicagoes de sistemas discretos é no processamento de sinais contin-
uos. Este processamento é realizado por um sistema cuja forma geral é dado na
figura 2.19.
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Xt X[n] Sistema Yinl
/D "| Discreto i DiC

t T

zr(t)

v

Figura 2.19: Processamento discreto de sinal continuo.

Nesse esquema consideramos o mesmo periodo de amostragem para os conver-
sores C/D e D/C, mas isso nao ¢ essencial.

Um sinal continuo z.(t) entra no conversor C/D gerando uma seqiiéncia z[n].
Essa seqiiéncia é a entrada para um sistema discreto cuja saida, apds a transfor-
magao imposta pelo sistema discreto é y[n]. A seqiiéncia y[n] é entdo convertida em
um sinal analégico y,(t).

Se o sistema discreto for linear e invariante no tempo, entao

Y (e?¥) = H(e?) X (e7¥) (2.46)
sendo H(e’“) a resposta em freqiiéncia do sistema, X (e’*) e Y (e/*) sdo as trans-

formadas de Fourier de z[n] e y[n].
Apos certos calculos podemos obter

Y, (jQ) = Hepp(jw)Xe(jQ) onde Q = % (2.47)

ejQ ™
Heff(jQ){g( ) Ig{;ﬁﬁ (2.48)

é a chamada resposta em freqiiéncia efetiva, isto é, o sistema total é equivalente
a um sistema linear invariante no tempo com resposta em freqtiéncia He s (j€2).
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2.5 Consideragoes praticas

2.5.1 Introducao

Na pratica sinais continuos nao sao limitados em faixa, filtros ideais nao sao
realizéveis e conversores ideais C/D e D/C néo existem. O diagrama de blocos da
figura 2.20 mostra um modelo mais realista para processamento digital de sinais
continuos (analdgicos).

x@® |Filtro Anti-|%,® |Amestra| %0 Xn] Sistema ¥in] Yoa®| Filtro de | 3.0
—p| Mascara- » e » A/D » . » D/A »| recons- —p
. Discreto N
mento Mantém trucio
H,,GQ) H,G9Q)

Figura 2.20: Modelo mais realista de processamento digital de sinal analdgico

2.5.2 Pré-filtragem para evitar mascaramento

Se a entrada nao for limitada em faixa ou se a freqiiéncia de Nyquist da en-
trada for muito alta, a pré-filtragem é freqiientemente usada. Isso pode ser obtido
pela filtragem, através de um filtro passa-baixa, do sinal continuo antes de entrar
no conversor C/D. O filtro passa-baixa que precede o conversor C/D ¢é chamado
de filtro anti-mascaramento. Idealmente, a resposta em freqiiéncia do filtro anti-
mascaramento deve ser

o [ 1, |QI<Q<a/T

Na pratica H,,(j€2) deve ser pequeno para | 2 |> 7.

2.5.3 Conversao analogica-digital

%) | Amostra X"(t)‘ Conversor *aln]
—>

e Mantém A/D

I I

Figura 2.21: Configuracao do conversor analogico-digital

Um conversor ideal C/D converte um sinal continuo num sinal discreto em
matematica real, isto é, cada amostra é conhecida com precisdo infinita. Na pratica
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isto nao é possivel e assim o sistema da figura 2.21 converte um sinal analégico
Z4(t) num sinal digital g[n] , isto é, uma seqiiéncia de precisao finita de amostras
quantizadas. Quantizagdo aparece sempre que se trabalha com matematica finita.

O conversor A /D é um dispositivo que converte amplitude de tensdo ou corrente
da sua entrada num codigo binério representativo do valor de amplitude quantizada
mais préoxima da amplitude de entrada. Sob o controle de um relégio externo, o
conversor A /D comega e completa uma conversao A/D a cada T segundos. Porém,
a conversao ndo é instantanea e por essa razao inclui-se o bloco com o titulo Amostra
e Mantém. Esse sistema, no caso ideal, tera como saida:

+oo

zo(t) = Y xnjhe(t —nT) (2.50)

n=—oo

onde z[n] = z,(nT) sdo as amostras de z,(t) e h,(t) é a resposta ao impulso do sistema,
isto é,
1, 0<t<T

ho(t) = { 0, caso contrario . (2.51)

Mantém |
hy(t)

Figura 2.22: Representacao de uma sistema amostra e mantém ideal.
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Especificamente a saida desse sistema é uma onda com a forma de escada onde os
valores de amostragem sao mantidos constantes durante o periodo de amostragem
de T segundos, conforme mostra a figura 2.23.

X, (0 x (t\ C

4T 3T 2T -T

Figura 2.23: Sinais tipicos de entrada e saida para o sistema amostra e mantém.

A representacao por diagrama de blocos, do conversor A/D, numa forma mais
completa é dada na figura 2.24

X0 x[n] yin] X(0)
—» /D p| Quantizador P| Codificador —p

1

Figura 2.24: Representagdo matematica do conversor A /D.

O quantizador é um sistema nao-linear cujo objetivo é transformar a seqiiéncia
de entrada z[n] num conjunto finito de valores prescritos. Representamos esta
operacao como

X[n] = Q(x[n]) (2.52)

e chamamos %[n| de amostra quantizada. Apds a quantizagio, os niveis serdo rotu-
lados por um cédigo que de modo geral é um coédigo binario ( 28+ niveis podem
ser codificados com um codigo binario de (B+1) bits ).

As amostras quantizadas X[n] sdo, em geral, diferentes das verdadeiras x[n]. A
diferenca entre elas é chamada de erro de quantizacgao, definida por

e[n] = x[n] — z[n)]. (2.53)

Geralmente e[n] néo é conhecido e um modelo estatistico deve ser usado.
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A representacio estatistica de erros de quantizagio é baseada nas seguintes con-
sideracoes :
(i) A seqiiéncia e[n] é uma seqiiéncia de amostras de um processo aleatorio esta-
ciondrio.
(#4) A seqiiéncia de erro e[n] nao é correlata com a seqiiéncia x[n] .
(7i7) As variaveis aleatorias do processo de erro ndo sao correlatas, isto ¢, o erro é
um processo de ruido branco.
(iv) A distribuigao de probabilidade do processo de erro é uniforme.

2.5.4 Conversao digital-analégica

O sistema que toma a seqiiéncia y[n] como entrada e produz y,(t) como saida
é chamado conversor ideal D/C. Um dispositivo fisicamente realizavel proximo do
conversor ideal D/C é um conversor digital-analogico (D/A) acompanhado por um
filtro passa-baixa.

Um conversor D/A toma uma seqliéncia de palavras codigo binarias y z[n] como
entrada e produz uma saida continua da forma

+00 too
ypa(t) = Y Yugpllhe(t —nT)= Y §lnlhe(t —nT) (2.54)

onde Y;,, é um parametro relacionado com o quantizador, §5[n] é a seqiiéncia
de palavras codigo, §[n] € a seqiiéncia quantizada representativa do sinal digital e
ho(t) € a resposta ao impulso de um sistema ‘Amostra e Segura ’. O diagrama de
blocos de um conversor D/A ¢ mostrado na figura 2.25.

l)\rB [n] | Multiplica 3\’ [n]| Converte ¥o A(t)
—p por ——p para |—p| Mantém |—p
Ym impulsos

Figura 2.25: Diagrama de blocos de um conversor D/A

Se usarmos o modelo de ruido aditivo para representar os efeitos de quantizagao
podemos escrever

+oo —+oo

ypa(t) = Y ylnlho(t —nT)+ Y en]ho(t —nT). (2.55)

n=—oo n=—oo
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Definindo o
yolt) = Y ylnlho(t — nT) (2.56)
e oo
eot) = Y eln]ho(t —nT) (2.57)
temos,
YDA (t) = yo(t) + eo(t)' (258)

A componente y,(t) esta relacionada com o sinal desejado y,(t) e o ruido e,(t)
depende da quantizagao.

Podemos mostrar, apos alguns calculos, que definindo um filtro com resposta
em freqiiéncia

Ol el T2 | Q< /T

H,(jQ) = { sen(QT/2) (2.59)

0, Q> /T

podemos obter a saida y,(t) se a entrada do filtro for y,(t).
Porém, a entrada do filtro é ypa(t) = yo(t) + eo(t) e a saida sera

9 (t) = Ya(t) + ea(t) (2.60)

onde e, (t) serd um ruido branco limitado em faixa.
De modo geral teremos

Y, (jQ) = H, () Ho(§Q) H(e7T) Hoq (jQ) X () (2.61)

onde Hoqo (jQ), H,(jQ) e H,(jQ) sdo as respostas em freqiiéncia do filtro anti-mascaramento,
‘amostra e segura’ e do filtro passa-baixa de reconstrucio, respectivamente. H(e/*T)
é a resposta em freqiiéncia do sistema discreto.
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2.6 Transformada Discreta de Fourier (TDF)

2.6.1 Introducao

Nos ja discutimos a representacao de seqiiéncias e sistemas lineares invariantes
no tempo em termos da transformada de Fourier. Para seqiiéncias de duragao
finita é possivel desenvolver uma representagao de Fourier alternativa, referida como
Transformada Discreta de Fourier (TDF). A TDF é uma seqiiéncia e nao uma
funcao de variavel continua e corresponde as amostras, igualmente espagadas em
freqiiéncia, da transformada de Fourier do sinal. A TDF tem um papel importante
na implementagao de algoritmos de processamento de sinais digitais.

2.6.2 A série discreta de Fourier

Considere uma seqiiéncia X[n] periédica de periodo N tal que X[n] =X[n + rN]
para qualquer inteiro r. Como no caso de sinais continuos, tal seqiiéncia pode ser
representada por uma soma de seqiiéncias exponenciais complexas harmonicamente
relacionadas. A representacao em série de Fourier de X[n] tem a forma

1 N-1 ~ )
xn] = & X [k]ed 3 /N)kn (2.62)
k=0
onde
~ N_l .
X[k] = ) [n]eICGm/Nkn, (2.63)
n=0

Note que X[k] é periédica de periodo N.
Normalmente definimos Wy = e 7@27/N) ¢ escrevemos 2.62 e 2.63 como

1 N-1 ~
xn] = > X[EWR*" (2.64)
k=0
¢ N—-1
X[k =) x[n]Wym. (2.65)
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Consideremos, como exemplo, que a seqiiéncia X[n] é dada pela figura 2.26.

012345678910 n

Figura 2.26: Seqiiéncia periddica com periodo N=10

Assim,
9
X[k = Y x[nje 0k =
n=0
4
= ik o—i(akn/10) SeUkT/2) (2.66)
~ sen(km/10)

O grafico da magnitude de X[k] é dado na figura 2.27.

5

0123456728910

Figura 2.27: Magnitude de X[k].

A seqiiéncia periddica na equagao 2.66 pode ser interpretada como amostras
igualmente espagadas da transformada de Fourier discreta de um periodo de X[n].
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Consideremos
[ xn), 0<n<N-1
ol = { 0,  caso contrario. (2.67)
Assim,
. N-1 . N-1 '
X(ed¥) = Z zn)e v = Z %[n]e 7w (2.68)
n=0 n—0

Comparando 2.63 com 2.68 observamos que

X[k] = X (') para w = 2kn /N (2.69)

que corresponde & transformada de Fourier discreta para N freqiiéncias igualmente
espagadas entre w = 0 e w = 27 com o espaco entre freqiiéncias de 27/N.
Vendo que a seqiiéncia dada pela figura 2.26 é periddica, tomemos apenas um

periodo. Assim,

2[n] = { L 0snsd (2.70)

0, 5<n<0.

A transformada de Fourier discreta de z[n] é

4
X(ejw) _ Ze—jwn _ e—jQw‘m. (2.71)
0

O grafico da magnitude de X (e/*) ¢ dado pela figura 2.28.

 [X(e)]

Figura 2.28: Magnitude de X (e/*).
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Unindo as figuras 2.27 e 2.28 num tnico grafico observamos o grafico da figura 2.29.

012345678910

Figura 2.29: Unido dos graficos de | X[k] | e | X (/%) |.

2.6.3 A transformada discreta de Fourier (TDF)

Observamos anteriormente que dada uma seqiiéncia periddica X[n], os coefi-
cientes da série discreta de Fourier de X[n] sdo as amostras da transformada de
Fourier discreta de um perfodo de x[n]. Dada uma seqiiéncia de comprimento finito
z[n] n6s podemos formar uma seqiiéncia periodica x[n] dada por

+o0 400
X[n] = z[n] * Z o(n+rN)= Z z[n+rN] (2.72)

que pode ser representada por uma série de Fourier. Alternativamente, dada a
seqiiéncia de coeficientes de Fourier X[k]|, podemos achar X[n] e usar a relacao

2[i] :{ %[n], 0<n<N-1 (2.73)

0, caso contrério

para obter x[n].
Podemos entao usar a série discreta de Fourier para representar seqiiéncias de
comprimento finito e chamamos de Transformada Discreta de Fourier (TDF).
Consideremos uma seqiiéncia z[n] de comprimento N (finito) tal que z[n] = 0
fora do intervalo 0 < n < N — 1. Associemos uma seqiiéncia periédica X[n] dada

por
—+oo

X[n] = Z x[n 4+ rN]. (2.74)

rT=—00

A seqiiéncia z[n] pode ser recuperada de X[n| por

2[n] = { X[n], 0<n<N-1 (2.75)

0, caso contrario.

Os coeficientes da série discreta de Fourier X[k] da seqiiéncia periodica X[n] é
uma seqiiéncia periodica de periodo N. Escolhemos uma seqiiéncia formada por
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elementos compreendidos em um periodo de X[k]. Esta seqiiéncia de duragao finita,
X[k], é referida como a transformada discreta de Fourier (TDF) de x[n]. Assim, se
z[n] é uma seqliéncia de comprimento finito e sua transformada discreta de Fourier
é X|[k] entao

N-1
X[k = anwi (2.76)
n=0
e
1 N—-1
wln] = & XKW k. (2.77)
k=0

Como exemplo, consideremos a seqiiéncia de duragao finita x[n] mostrada na
figura 2.30 (a), com N=10. Construimos a seqiiéncia periddica X[n] a partir de
z[n], mostrada na figura 2.30 (b). Os coeficientes da série discreta de Fourier sao
mostrados na figura 2.30 (c), assim como a magnitude da Transformada de Fourier
discreta, | X (e/*) | , de z[n]. Claramente, X[k] é uma seqiiéncia de amostras de
X (%) nas freqiiéncias wy = 2km/N. A TDF de 10 pontos de x[n] corresponde
a seqiiéncia de comprimento finito obtida ao extrairmos um periodo de X[k]. A
magnitude da TDF de 10 pontos de z[n] é mostrada na figura 2.30 (d).

L.,

0123456789

(a)

e e e o X[n]

®)
se X

* XIk|

[ X[k
9

Figura 2.30: Exemplo de TDF.
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2.6.4 Transformada rapida de Fourier

A TDF é a tunica transformada que é discreta no tempo e na freqiiéncia e é
definida para seqiiéncias de duragdo finita. Embora ela possa ser calculada nu-
mericamente, a implementagao direta da equacao 2.76 é ineficiente, especialmente
quando o comprimento N da seqiiéncia for grande. Varios algoritmos eficientes
foram desenvolvidos e esses algoritmos sao conhecidos coletivamente como transfor-
mada rdpida de Fourier (FFT).

Considere uma seqiiéncia de N pontos z[n]. Sua TDF de N pontos é dada pela
equagao 2.76 e reproduzida a seguir

N—-1
X[k =Y 2wy, 0<k<N -1 (2.78)
n=0

onde Wy = e 727/N_ Para obtermos uma amostra de X[k] nés precisamos de
N multiplicagoes complexas e (N — 1) adigbes complexas. Dai, para obtermos um
conjunto completo dos coeficientes da. TDF, nés precisamos de N2 multiplicacoes
complexas e N(N — 1) ~ N? adigoes complexas. Claramente, o nimero de célculos
para achar a TDF de uma seqiiéncia de N pontos depende quadraticamente de N,
que sera denotado por Cy = o(N?).

Para N grande, o(IN?) é inaceitavel na pratica. Geralmente, o tempo de proces-
samento para uma adi¢ao é muito menor que para uma multiplicagao. Por isso, a
partir de agora nos concentraremos apenas no numero de multiplicagoes complexas,
onde cada multiplicagao requer quatro multiplicagoes reais e duas adigoes reais.
A dependéncia quadratica pode ser reduzida se observarmos que muitos calculos

podems ser eliminados usando as propriedades de periodicidade W]’f," = W]lf,(nJrN) =

W](\;HNM e de simetria W]If,nHV/Q = —Wkn do fator {W§"}.

O MATLAB possui uma fungdo chamada fft para calcular a TDF de um vetor
z. A sintaxe é X = fft(xz,N) que calcula a TDF de N pontos. Se o comprimento
de x & menor que N, entdo x é completado com zeros. Se o argumento N é omitido
entao o comprimento da TDF é o comprimento de x. Se N for uma poténcia de
2 entao um algoritmo FFT de raio 2 é utilizado. Se N nao for uma poténcia de
2, entao N é decomposto em fatores primos e um algoritmo FFT de raio misto é
utilizado. Finalmente, se N for primo, entao a fungao fft calcula a TDF diretamente
pela formula. A TDF inversa é calculada usando a funcao ifft, que tem as mesmas
caracteristicas da fft.

Apresentamos, na figura 2.31, um resumo das relacoes entre o dominio do tempo
e da freqiiéncia através da transformada de Fourier, analogica e digital.

Mostramos na figura 2.32 um resumo mostrando a dualidade entre os diferentes
tipos de transformadas.
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Transformada de Fourier

F(w)= Tf(t) e’ dt
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Figura 2.31: Resumo das relagoes entre os dominios do tempo e da freqgiiéncia,

através das transformadas de Fourier.
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Figura 2.32: Dualidade entre os diferentes tipos de transformadas.

Exemplo 2.1. Consideremos o sinal continuo z. dado por

r(t)=1, 0<t<T.

Tomemos oito amostras desse sinal nesse intervalo, construindo a seqiiéncia
aln] = {1,1,1,1,1,1,1,1}.

Mostramos os grificos de z. e de | X.(5) | na figura 2.58 (a).

Na figura 2.33 (b) mostramos os grdficos de x[n| e da amplitude da FFT de z[n],
isto €, | X[k] |, para 0 < k < 7.
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Figura 2.33: Gréaficos de (a) z. e de X (jQ).(b)z[n] e de | X[k] |.
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Exemplo 2.2. Consideremos, agora, o sinal x. dado por :

o[l 0stsT
T =10, 7<t<15

Tomemos 16 amostras desse sinal, construindo a seqiiéncia
z[n] =1{1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0}.

Mostramos os grdficos de x. e de | X (j8) | na figura 2.34 (a). Na figura 2.34 (b)
mostramos os grdficos de x[n] e da amplitude da TDF de x[n], isto é, | X[k] | para
0<k<15.

Lo M s @m m
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#1947,0.39919
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Figura 2.34: Graficos de (a) x. e de X.(jQ) (b) de z[n] e de | X[k] |.

Observamos que | X[k] |, na figura 2.33 (b) nao representa significativamente
| Xc(§Q) |- Porém, na figura 2.34 a representagao é significativa. Esse problema
sera discutido mais adiante.

Lembramos que a TDF de uma seqiiéncia z[n| de N termos representa amostras
igualmente espagadas de X.(j{2) para w = %TW com 0 < k < N —1. Mostramos nas
figuras 2.33 e 2.34, os graficos da amplitude da TDF colocando no eixo horizontal
os valores de n.

Se desejassemos mostrar, no eixo horizontal, os valores da freqiiéncia €2, basta
que facamos uma mudanca de escala. Teriamos assim os graficos mostrados na

figura 2.35.

Exemplo 2.3. Consideremos o sinal continuo z. dado por

2(t) = sen(2nt) ,0 <t <1.

Desejamos obter 64 amostras, igualmente espagadas, desse sinal. Dessa forma,
formamos a seqiiéncia :

N
z[n] = 56n(27r6—4) para N =0,1,...,63.
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Figura 2.35: Graficos de | X[k] |.

Figura 2.36: Representagao grafica de uma seqiiéncia.

x[n]

Mostramos a representacao grifica dessa seqiiéncia na figura 2.36.

Calculamos a TDF dessa seqiiéncia, usando o MATLAB e mostramos o grdfico
de sua amplitude na figura 2.37.
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Figura 2.37: Magnitude da TDF de x[n].

O grafico mostrado na figura 2.37 é formado por amostras igualmente espacadas
de um periodo da transformada de Fourier Discreta, X (e/*), de z[n]. Devemos
interpreté-lo da seguinte forma : os termos da seqiiéncia correspondentes aos valores
de N entre 0 e 31 correspondem as amostras de X (e/*) entre 0 e 7 e para os valores
de N entre 32 e 63 correspondem as amostras de X (e/“) entre — e 0.
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Exemplo 2.4. Consideremos o sinal x. dado por
[ sen(2mt), 0<t<1
““){0, 1<t<?2

Tomemos 128 amostras desse sinal. Calculamos a TDF' e mostramos os grdficos
da segqiiéncia obtida em 2.38 (a) e da magnitude da TDF em 2.38 (b).

B i
o 10 sl 30 40 a0 2] 70

Figura 2.38: Gréficos: (a) z[n]; (b)| X[k] |.
Observamos diferengas entre os graficos das amplitudes da TDF , da mesma
forma que no exemplo 1.

Exemplo 2.5. Consideremos o sinal x. dado por

Lo0<t<l1
%“V‘{1,1<tgz

Tomemos 16 amostras desse sinal e calculemos a TDF. Mostramos os grificos
da seqiiéncia obtida assim como da magnitude da TDF na figura 2.39.

1

i?TTTWI

Figura 2.39: Graficos de z[n] e de | X[k] |.
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Desta vez nao observamos quase a totalidade das amostras, em | X[k] |, nulas
como nos casos anteriores e nao precisamos acrescentar zeros no final da seqiiéncia.

A aparéncia das TDFs obtidas nas figuras 2.33 e 2.37 é uma ilusao resultante
da amostragem espectral. A razao disto é que a transformada discreta de Fourier
é exatamente zero nas freqiiéncias que sao amostradas, exceto para alguns poucos
valores de k. Dessa forma, é recomendavel que acrescentemos zeros no final da
seqiiéncia de forma a obtermos uma amostragem mais refinada do espectro.

2.7 Andalise de sinais usando TDF

2.7.1 Introducao

Uma das aplicagoes de TDF é na anélise em freqiiéncia de sinais continuos.
Os passos basicos para a aplicagdo da TDF a sinais continuos sao indicados na
figura 2.40.

x(t) Filtro x(t) |Conversor| x[n] v[n] VIK]
—> Anti- » Continuo TDF [—»
mascaramento Discreto
Win]

Figura 2.40: Diagrama de blocos dos passos basicos para a aplicagao da TDF.

O filtro anti-mascaramento é usado para eliminar ou minimizar o mascaramento.
A necessidade da multiplicagdo de z[n] por uma seqiiéncia finita chamada w[n]
(também chamada de janela) é uma conseqiiéncia da necessidade da seqiiéncia ser
de comprimento finito para que possamos aplicar a TDF.

Nos desenvolvemos a transformada discreta de Fourier (TDF) como uma rep-
resentacao de sinais de comprimento finito. Discutimos, também, uma forma de
calcula-la numericamente usando os algoritmos chamados conjuntamente de TDF.
Para sinais de comprimento finito, a TDF consiste de amostras no dominio da
freqiiéncia igualmente espagadas da transformada de Fourier discreta (TFD) e as
implicacoes dessa amostragem devem ser claramente entendidas.

Comegamos com um sinal continuo z.(t) que apos a passagem pelo filtro anti-
mascaramento, se transforma no sinal 2(t). O sinal x(¢) é entao convertido em uma
seqiiéncia z[n]. No dominio da freqiiéncia, a conversao de z(t) para a seqiiéncia x[n]
é representada por réplicas periddicas da tranformada de Fourier de x(¢)(X (jQ)) e
normalizacao da freqiiéncia, isto &,

oy 1R w2k
X(e) = T Z Xc(]f*JT)-
k=—o0
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Lembramos que na pratica o filtro anti-mascaramento nao tem atenuagao infinita
na banda de passagem e assim alguma presenca de mascaramento pode ocorrer,
porém o erro cometido serda muito pequeno. Também, se z[n] for um sinal digital,
um erro de quantizagao pode ser introduzido .

A seqiiéncia x[n] é entdo multiplicada por uma seqiiéncia de comprimento finito
wn] (janela) pois a entrada da DFT deve ser de duragao finita. Se w[n] for constante
para todos os valores de n considerados, chamamos de janela retangular temporal.
Porém, existem outros tipos de janelas que serao discutidos mais tarde. A operacéo
final é a TDF da seqiiéncia v[n| e é dada por

N-1
V[k] = Zv[n]e—j@Tr/N)kn k=01, . N—1
n=0
V[k] corresponde a amostras igulamente espacadas da transformada de Fourier
discreta de v[n], isto é,

VIk] = V(e’) lo=2km/N -
Conhecemos a relagao w = Q7 e assim as freqiiéncias obtidas na TDF correspondem
as freqiiéncias €2 dadas por :
_ 2km
~ NT'

Muitos analisadores de espectro comerciais sdo baseados no que foi discutido
aqui. Porém, devemos estar cientes que muitos fatores afetam a interpretagao da
transformada de Fourier da entrada em termos da TDF de uma seqiiéncia formada
das amostras do sinal. Desejamos estudar posteriormente as conseqiiéncias da mul-
tiplicagdo da seqiiéncia por uma janela e das amostras no dominio da freqiiéncia
e para isso consideramos despreziveis os problemas de mascaramento e o erro de
quantizagao introduzido na conversao A/D.

k

2.7.2 Janelas - vazamento
Introdugao

Em muitas aplicagoes os sinais nao tém comprimento finito. Desejando analisar
apenas determinado intervalo de tempo, truncamos o sinal em um determinado
intervalo. Essa operacao equivale a multiplicar o sinal por uma janela retangular
temporal. Porém, essa multiplicagao pode levar a resultados indesejaveis que podem
ser observados no dominio da freqiiéncia. Observamos assim o fené6meno conhecido
como vazamento, ou leakage, que sera estudado adiante.

Considere o sinal senoidal dado por

f(t) = cos(wpt).
Sabemos que a transformada de Fourier desse sinal é dada por

F(w)= %[5(@0 —wp) + 0(w — wp)]
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ou seja, dois impulsos localizados em +wy e —wy.
Consideremos, agora, a multiplicagao de f(¢) por uma janela retangular temporal
dada por

1, -T<t<T
Mz (t) = { 0, caso contrario.

Obtemos, assim, uma nova fungao

g(t) = cos(wot)Ilr(t)

cuja transformada de Fourier é dada por

Glw) = sen(w — wp)T n sen(w + wo)T.

w — wo w + wo

G(w) esta representada na figura 2.41 .
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Figura 2.41: Grafico de G(w).

Devido a truncagem do sinal ocorreu um “espalhamento” para freqiiéncias difer-
entes de wy. O espalhamento é maior se T' for menor.
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2.7.3 Consequéncia da aplicacao de janelas

Consideremos um sinal continuo consistindo da soma de duas componentes
senoidais, isto é,

xc(t) = Apcos(Qot + 0,) + Aycos(t +61) , —oo <t < o0. (2.79)

Considerando amostragem ideal sem a presenca de mascaramento e nenhum erro
de quantizagao, obtemos o sinal discreto

x[n] = Apcos(won + 0,) + Arcos(win+61) , —oo < n < +oo. (2.80)
onde w, = N,T e w; = 0 T. Apods a aplicagao da janela w[n] em z[n] obtemos

vn] = Aswln]cos(won + 0,) + Ajw(n]cos(win + 601). (2.81)
A transformada de Fourier discreta de v[n] sera

; A, , A, .
V(el?) = 70€J90W(6J(w—wo)) + 7‘76—790]}[/(6](“)—“)0))

+%eﬂ"’1w(eﬂ'<w“)) + %ewlw(e]’(““”) : (2.82)

onde W (e/¥) é a transformada de Fourier discreta de w[n]. Assim, a transfor-
mada de Fourier discreta de v[n] consiste de réplicas da transformada de Fourier de
wln] com diferente escala de amplitude.

Exemplo 2.6. Consideremos o sinal dado por 2.79 e obtemos a seqiiéncia dada
por 2.80 com freqiéncia de amostragem de 1/T = 10kHz. Consideremos uma
janela retangular wn] de comprimento igual a 64. Consideremos, ainda, A, = 1,
A1 = 0.75 e por conveniéncia 0, = 01 = 0. Calculemos V(ej‘”) para varios valores de
Q, e Qq. Mostraremos apenas os grdficos relativos as magnitudes da transformada
de Fourier discreta.

Na figura 2.42 (a) mostramos o grdfico de | W (%) | e nas figuras 2.42 (b) , 2.43
(a),(b) e 2.44 mostramos o grdfico de | V(e’*) | para vdrios valores de Q, e Q1 ou
equivalentemente w, e w.

A equacao 2.82 mostra que se mao houver superposicdao entre as réplicas de
W(el) em w, e wy, haverd um pico de amplitude 32A, em w, e um pico de am-
plitude 32A; em wy, pois W (%) tem um pico de amplitude 64. Na figura 2.42 (b)
os dois picos estao, aproximadamente, em w, = 27/6 e w1 = 27/3 e as amplitudes
dos picos estao aproacimadamente na razGo ﬁ. Na figura 2.43 (a) hd superposi¢do
entre as réplicas de W(el*) em w, e wy. Observamos dois picos distintos, porém
a amplitude do espectro em w, € afetada pela amplitude do sinal senoidal na fre-
qliéncia wy e vice-versa. Esta interacao € chamada de vazamento: a componente em
uma freqiiéncia "waza” na vizinhanga de outra componente devido ao “espalhamento”
espectral introduzido pela janela. A figura 2.43 (b) mostra o caso onde o vazamento



76 Sinais Discretos no Tempo

€ maior. Observe como as amplitudes dos picos sao reduzidas. Na figura 2.44 a su-
perposicao entre as réplicas de W (e?*) € tao significante que nao sdo mais visiveis
dois picos mas apenas um. Em outras palavras, com esta janela as duas freqiiéncias
correspondentes nao sao diferenciadas no espectro.

Figura 2.42: (a)| W(e??) |.(b) | V(%) | para w, = (27)/6 e w1 = (27/3).

Figura 2.43: (a) | V(e/¥) | para w, = (27/14) e wy = (47/15).(b) | V(e%) | para
wo = (27/14) e wy = (27/12).
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Figura 2.44: | V(e/*) | para w, = (27/14) e wy = (47/25).

Resolucao reduzida e vazamento sao dois efeitos que ocorrem como resultado da
aplicacao de janelas ao sinal. A resolugao é influenciada pelo largura do lobo princi-
pal (distancia entre as duas primeiras freqiiéncias simétricas) de W (e/*), enquanto
o grau de vazamento depende do quociente entre a amplitude maxima do lobo prin-
cipal e a amplitude maxima do primeiro lobo secundério de W (e/*) . Chamaremos
esse valor de As. Geralmente este valor é dado em dB (decibel), isto &, calculamos
20log | As |- A largura do lobo principal depende do comprimento da janela (quanto
maior o comprimento da janela, menor a largura do lobo principal) e a amplitude
relativa do lobo principal e dos lobos secundarios depende do formato da janela
(quanto mais "bruscamente” a janela vai de um a zero ou de zero a um, maior o
valor de A;). Ha varias janelas conhecidas e elas estdo disponiveis no MATLAB
(toolbox "signal processing”). Sao elas: janela retangular, janela de Bartlett, janela
de Hanning, janela de Hamming, janela de Blackman e janela de Kaiser. Os nomes
foram dados em homenagem a seus autores. Discutiremos um pouco sobre cada
uma delas.

2.7.4 Tipos de janelas
Janela retangular

A janela retangular é definida por

1, 0<n<M-1
0, caso contrario

A largura do lobo principal para esta janela é igual a %. O valor de Ay é igual
a 13 dB. Para um comprimento dado, esta janela possui a menor largura de lobo
principal, mas o maior valor de A; comparando com as outras janela conhecidas.

Mostramos os graficos de w[n] e de | W(e’*) | (em dB), na figura 2.45, para
M=45.
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Figura 2.45: Janela retangular:M=45

Janela de Bartlett

Bartlett sugeriu uma janela que possui uma transi¢ao mais gradual do que a
janela retangular (transigao entre 1 e 0). Essa janela é definida por

e, 0<n< MR
wn] =4 2— 2, Yl<pn<M-1 (2.83)
0, caso contrario.

A largura do lobo principal neste caso é aproximadamente igual a % e o valor

de A, ¢ igual a 25 dB. Mostramos os gréficos de w[n] e de | W (e/*) |, na figura 2.46.

0 nnﬂ_ﬂzﬂﬂnﬂ ﬂﬂﬂfgﬂﬂnn

] 20 40 0

Figura 2.46: Janela de Bartlett: M=45.

Janela de Hanning

Esta janela é definida por

wln] = { 0.5[1 —cos(F)], 0<n<M—1 (2.84)

0, caso contrario.

Neste caso, o comprimento do lobo principal é aproximadamente igual a % e

Ag = 31dB. Mostramos os graficos de w[n] e de | W (e/*) | na figura 2.47.
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Figura 2.47: Janela de Hanning: M=45

Janela de Hamming

Esta janela é definida por

M—-1

0, caso contrario. (2.85)

{054—0Mkw(%”L 0<n<M-1
wln] =

Neste caso, o comprimento do lobo principal é aproximadamente igual a 8T

: M ©
As = 41dB. Mostramos os graficos de w[n] e de | W(e?*) | na figura 2.48.

]

Figura 2.48: Janela de Hamming: M=45.

Janela de Blackman

Esta janela é definida por

M—-1 1

0, caso contréario. (2.86)

42— 0. 2 . rn <n<M-1
wn] = { 0 0.5cos( ) +0.08cos(77%), 0<n<

Neste caso, o comprimento do lobo principal é aproximadamente igual a % e

Ag = 57dB. Mostramos os graficos de w[n] e de | W(e/*) | na figura 2.49.
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Figura 2.49: Janela de Blackman: M=45.

Janela de Kaiser

Esta janela é definida por

L[B(1—[(n—a)/a]?)'/?
win] = Lo 0sns<M (2.87)
0, caso contrario
onde o = % e I, representa a funcao de Bessel modificada de ordem zero de

primeiro tipo. A janela de Kaiser tem dois parametros: o comprimento (M+1) e
um parametro de forma (3). Mostramos na figura 2.50 os graficos de win| e de
| W(e/*) para o caso em que M = 45 e 3 = 5.658. Nesse caso, o comprimento do
lobo principal é igual a LM8 e A, =42dB.
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Figura 2.50: Janela de Kaiser: M=45; § = 5.658

Devemos ressaltar que cada uma dessas janelas tem uma determinada aplicacao.

Exemplo 2.7. Consideremos a seqiiéncia do exemplo anterior, tomando as fre-
qliéncia w, = 27/14 e w1 = 27 /8. Faremos uma compara¢io entre os grdficos de
| V(e9°) | utilizando as janelas retangular, de Blackman e de Hanning.

Utilizamos a seqiiéncia,

vn] = w[n]cos(?—zn) + w[n]().75cos(2gn)

para n entre 0 e 63.
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Mostramos na figura 2.51 (a) o grifico de | V(e/*) | utilizando a janela re-
tangular, na figura 2.51 (b), utilizando a janela de Hanning e na figura 2.51 (c),
utilizando a janela de Blackman.

janela retangular (M=54) jansla ds Hanning (M=64)
il

0 2

=

Figura 2.51: (a) Utilizacao da janela retangular; (b) Utilizagdo da janela de Han-
ning; (c) Utilizagao da janela de Blackman.

Observamos que o quociente entre os dois picos de amplitude deveria ser igual a
ﬁ = 1.333. Com a janela retangular obtivemos 1.3097 , com a janela de Hanning
obtivemos 1.3348 e com a janela de Blackman obtivemos 1.32211. Assim, as janelas
de Blackman e de Hanning reduziram o problema de vazamento, como era esperado.

Com janela de Hanning obtivemos o melhor resultado.
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Capitulo 3

Analise e Processamento de
sinals aleatorios

O estudo da analise e do processamento de sinais aleatérios requer a defini¢ao
prévia de alguns conceitos relacionados com a Estatistica. Pois sendo o sinal
aleatorio, a sua modelagem matematica é probabilistica e nao-deterministica como
no caso dos sinais com fungoes predeterminadas. Nas se¢Oes seguintes sera feita uma
breve revisao dos conceitos mencionados, em especial dos processos estocdsticos, que
sao modelos probabilisticos que descrevem sinais aleatoérios.

3.1 Processos Estocasticos

Considere um experimento aleatério especificado pelos resultados £ de algum
conjunto de amostras ou espaco amostral S, pelos eventos definidos em S e pelas
probabilidades desses eventos.

Suponha que para todo resultado £ € S, exista uma funcao X dada por X (¢,€)
para todo t pertencente a um intervalo I e £ € S.

Para ¢ fixo, X (t,£) é chamada de fungao amostra. Por outro lado, para cada t
fixo, X (t,£) é uma variavel aleatoria.

Dessa forma, criamos uma familia indexada de variaveis aleatérias {X (¢,€) , t €
I}.

Esta familia recebe o nome de Processo Estocastico (ou processo aleatorio).
Normalmente, denotamos o processo estocéstico por X (t), omitindo o argumento
£.

Um processo estocastico é dito discreto se o conjunto I dos indices for contavel.
Quando tratamos de processos estocasticos discretos usamos, normalmente, n para
denotar o indice e X,, para denotar o processo estocastico.

Se o conjunto I dos indices for continuo entao o processo estocéstico é dito
continuo.
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Processos estocésticos aparecem em sistemas de reconhecimento de fala, sistemas
de processamento de imagens, sistemas de filas, ruido térmico nos terminais de um
resistor e outros.

Exemplo 3.1. Seqiiéncia bindria aleatdria
Seja & um nimero selecionado ao acaso, do intervalo S =[0,1] e seja biba... a
expansdo bindria de €.

+oo
Assim, € = Zbﬂ_z , b; € {0,1}.
i=1
Defina o processo estocdstico X,, = X (n, &) por X, =b, , n=1,2,..., onde b,
€ 0 n-ésimo numero da erpansao bindria de £.

Exemplo 3.2. Sendides com amplitudes aleatorias
Seja & um nimero selecionado ao acaso do intervalo [—1,1]. Defina o processo
aleatorio X (t,€) por
X(t,€) =&sen(2nt) , t € R
As amostras desse processo sao sendides com amplitude &.

Exemplo 3.3. Sendides com fase aleatoria

Seja & um nuimero selecionado ao acaso do intervalo (—m,m) e seja Y (¢, &) =
cos(2mt+E&). As amostras do processo estocdsticoY sao versoes de cos2wt deslocadas
no tempo.

3.2 Especificagao de um processo estocastico

Sejam X7, X, ..., X variaveis aleatorias obtidas pela amostragem do processo
X(t, &) em ty,to,. .., t,. Assim,
Xy = X(tag)aXQ = X(tQaf)a s 7Xk: = X<tk>£)
Um processo estocastico é especificado pela colegao de fungoes de distribuigao
de probabilidade conjunta de k-ésima ordem,
Fx,x,. .x. (21,22, ..., 25) = P[X1 <21, X0 < 29,..., Xk < zy]

para todo k e para qualquer escolha dos instantes tq,to,. .., tk.
Se o processo estocastico for discreto, uma colecao de fungoes de massa de
probabilidade pode ser usada:

fxixs. . xp (@1, 22,...,x1) = P[Xh =21, X0 = x2,..., Xi, = xp]

Se o processo for continuo entdo uma colecao de fungoes densidade de probabil-
idade, f. d. p., pode ser usada:

fxi X0 x, (@1, 22, .., k)
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Exemplo 3.4. Considere & um ndmero selecionado do intervalo [0,1] e escreva

€= bi27, b €{0,1}

i=1

Defina o processo X (n,§) = X,, = by, sendo b, o n-ésimo nimero da expansao
bindria.
Determine:

(1) PIX(1,&) = 0]
Solugao:

X(1,€) =by. Logo, Plby =0] = P[0 < ¢ <1/2] =1/2.
(i) PIX(1,§) =0 e X(2,£) =1]
Pby=0eby=1]=P[1/4<E<1/2] = 1/4.

Exemplo 3.5. Seja & um nimero escolhido no intervalo [—1,1] e seja X(t) o
processo estocdstico definido por

X(t, &) =&cos(2mt) , teR
Ache a f. d. p. de Xo = X(t0,§).

Solugao:

Temos que Xo = X (to,&) = Ecos(2mty).

Como & € uniformemente distribuida em [—1,1], temos que Xo serd uniforme-
mente distribuida em [—cos(2mty), cos(2mtg)] com to sendo tal que cos2mty # 0.

Assim,

1

—— , —co82mty < x < cos2miy
- 2cos2mty
on (CC) =

0, caso contrdrio
Porém, se ty for tal que cos(2mty) = 0, entao fx,(t) = 0(¢).

Ao fixarmos um valor para o parametro ¢ de um processo estocéastico X (¢,&),
obtemos uma variavel aleatoria X com f. d. p. Fx(v) = P[X(t) <z]. Af d. p.
0
correspondente é fx ) (x) = = Fx @ ().

Ox
Para cada ¢ teremos uma variavel aleatoria X (¢) distinta.

Quando, para qualquer ¢, conhecemos fx)(x) ou Fx(x), dizemos que o
processo estocastico X (,&) esta especificado até a primeira ordem.

Um processo estocastico X (¢) fica especificado até a segunda ordem se, para
qualquer par de instantes (ti,t2), a f. d. p. fx()x(t)(%1,72) das varidveis
aleatorias X (t1) e X (t2) é conhecida.
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Um processo estocastico X (t) esta especificado até a ordem m, quando é con-
hecida a f. d. p. conjunta das m variaveis aleatorias X (¢1) para qualquer conjunto
de valores {t;,i=1,...,m}.

Em outras palavras, quando se conhece fx(¢,)x(ts)... X () (Z1, T2, - -, Trm)-

Dizemos que um processo estocastico esta especificado completamente se ele esta
especificado para todas as ordens.

3.3 Momentos

Os momentos (ou estatisticas) de um processo estocéstico sdo os momentos das
varidveis aleatorias definidas em quaisquer instantes do processo.

3.3.1 Meédia

+oo
mx() = EX(0) = [ afxq@)s

— 00

3.3.2 Autocorrelacao

Uma das caracteristicas mais importantes de um processo estocastico é, sem
duvida, sua fun¢ao autocorrelacao, que nos levara a conhecer a sua densidade es-
pectral. A composicao freqiiéncial de um processo depende da velocidade com que
a amplitude muda com o tempo. Isso pode ser medido pela correlagao entre as
amplitudes em t; e em t1 + 7.

Se as amplitudes de um processo X (¢) (das amostras de X (t)) sdo similares
nos instantes t1 e t; + 7; dizemos que as respectivas variaveis aleatorias tém forte
correlagdo. Por outro lado, se as amplitudes em ¢; e em t; + 7 forem diferentes,
dizemos que as respectivas variaveis aleatorias tém fraca correlacao.

E 0 momento conjunto das variaveis aleatorias X (¢1) e X (t2) definidas para todo
par (t1,t2); isto &,

+oo +oo
Rx (t1,t2) = E[X(t1)X(t2)] = / / TYSX (t1)X (t2) dTdy
sendo fx(t,)x(t,)(7,y) af. d. p. de segunda ordem de X (t).

3.3.3 Autocovariancia

A (fungdo) autocovariancia de um processo X (¢) ¢ o momento conjunto central
das variaveis aleatorias X (t1) e X (t2) para quaisquer (t1,t2); isto é,

Cx (ti,t2) = B[(X(t1) = mx (02))(X (2) = mx (£2))] , V(t1, 1)

Podemos mostrar que:
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(i) Cx(t1,t2) = Rx(t1,t2) — mx (t1)mx(t2)
(ii) 0% (t) = Rx (t, 1) — m%(t)

Observe que 0% (t) = Cx(t,t) e que E[(X—mx)(Y —my)] = E[XY]-E[X]E[Y].
O coeficiente de correlagdo de X(t) é definido como o coeficiente de correlagao
de X(tl) (§ X(tz):

Cx(t1,t
px(ti,ta) = x (b, to)

B VOx (t1,t1)y/Cx (t2, t2)

com | px(t1,t2) |[< 1.

Exemplo 3.6. Seja A uma varidvel aleatéria e seja X (t) = Acos(2wt) um processo
estocdstico.

(i) Determine a média de X (t), em funcao da média da varidvel aleatdria A.
Solugao:
mx (t) = E[X(t)] = E[Acos(2nt)] = cos(2nt)E[A].
(#i) Determine Rx (t1,t2).
Solugao:
Rx(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] = E[A?]cos(2nt;)cos(2mts).
Exemplo 3.7. Seja X(t) = cos(wt + ©) um processo estocdstico onde © é uma

varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo (—m, ).
Determine:

(i) A média de X (t)

Solugao:

mx = /+Oocos(wt +6)fe(0) = 0.

(i) A autocorrelagio de X (t)
Solugao:
Rx(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)] = E[cos(wt; + O)cos(wtz + O)]

= %E[cos(w(tl +t2) +20) + cos(w(ty — ta)] = %cos(w(tl —ta)).
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3.4 Processos estocasticos (estritamente) estacionarios

Seja X (t) um processo estocastico. Se, para qualquer inteiro n, a f. d. p.
conjunta de ordem n nao varia com um deslocamento no tempo; isto é,

IX )X () X (00) (1, T2, -+ Tn) = X (0 47)X (tatr)er X (tntr) (T15 T2,y - oo Tn) 5 VT

entao o processo estocastico ¢ dito estritamente estacionario até a ordem n.

Obs:
(i) A mesma defini¢ao vale se considerarmos a f. d. p. conjunta
(i) mx (t) = E[X(t)] = m
(it}) 0% ¢ = BI(X(t) — m)?] = o
(

iv) Um processo estocdstico é estacionario até a primeira ordem se, e so se,

fX(t)(CU) = fx(+n)(2) = Fx(z), vt,7

(v) Um processo estocéstico é estaciondrio até a segunda ordem se, e so se,

Ix )X (t2) (@1, 22) = fx(t147) X (tat7) (T1, T2) , VT

(vi) Se X (t) é estacionario até a n-ésima ordem entao também sera até a ordem
k, k <n.

(vil) A verificagdo de estacionaridade estrita é uma tarefa dificil, motivando a
verificagdo de formas mais fracas de estacionaridade.

3.5 Processos estocasticos estacionarios no sentido
amplo ou fracamente estacionarios

Definicao 3.1. Um processo estocdstico X (t) é dito estaciondrio no sentido amplo
se sua média for constante; isto €, mx(t) = m, Vt e se a sua autocorrelagio €
funcao, apenas, da diferenca entre dois instantes; isto €,

Rx(ti,t2) = Rx (1), T=t1 —ta, Vti,ts

Obs: Se um processo estocéstico é estritamente estacionario até a segunda ordem
entao ele é estacionério no sentido amplo. Porém, a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 3.8. Considere o processo estocdstico X (t) = Asen(wt+0) sendo © uma
varidvel aleatdria uniformemente distribuida em [0,2xn]. Verifique se este processo
€ estaciondrio no sentido amplo.



Estatisticas conjuntas de processos estocasticos 89

Solugao:
T 1
mx(t) = / Asen(wt +0)—df =0
0 2'/T
e
A2
Rx(tl,tg) =...= 7605[0&(151 — tg)}

3.5.1 Propriedades de estatisticas de processos estocasticos
estacionarios no sentido amplo

(i) Rx(7) = Rx(=7)

(if) Rx(0) = B[X?(t)]

(iii) Se X (t) = X(t +nT) , n € Z entdo Rx (1) = Rx (7 +nT)
(iv) | Rx(7) |< Rx(0) , V7

3.6 Estatisticas conjuntas de processos estocasticos

3.6.1 Especificagcao conjunta

Dois processos estocasticos, digamos X (t) e Y (t), estao conjuntamente especi-
ficados até a ordem m + n, quando é conhecida a f. d. p. conjunta das m + n
varidveis aleatorias {X (¢;),Y (¢;)} para quaisquer conjuntos de valores. Isto ¢é,

fX(tl)X(tz)...X(tm)Y(t’l)Y(t/z)‘..Y(t’n) (T1, 22, ooy Ty Y15 Y25 - -+ Yn)

para t0dos t1,ta, ... by, T, thy ... 0.

3.6.2 Momentos conjuntos

Correlagao cruzada

A fungdo correlacao cruzada de dois processos estocasticos X (t) e Y (t), rep-
resentada por Rxy (t1,%2), ¢ o momento conjunto das variaveis aleatorias X (¢1) e
Y (t2) definidas para quaiquer par (t1,t2); isto &,

—+oo +oo
Rxy(t1,t2) = E[X(t1) X (t2)] = / / TYFx ()X (0) (T, y)dxdy , Viy,to
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Covariancia cruzada

A fungdo covaridncia cruzada de dois processos estocésticos X (t) e Y (¢), rep-
resentada por Cxy (t1,%2), ¢ 0 momento conjunto central das variaveis aleatorias
X (t1) e Y(t2) definidas para qualquer par (t1,t2); isto é,

Cuxy (t1,t2) = B{[X (t1) — mx (0)][Y (t2) — my (t2)]

Podemos mostrar que Cxy (t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx (t1)my (t2).

3.6.3 Processos estocasticos conjuntamente estacionarios

Dois processos estocasticos X (t) e Y (¢) sao ditos conjuntamente estacionarios até
aordem k+¢se af. d. p. conjunta das k + ¢ variaveis aleatorias { X (t;), Y (¢}), i =
1,2,...,k;5=1,2,...,£} nao varia com um deslocamento no tempo; isto &,

FX (1) X ()Y (1)) Y (8)) = TX(t147) X (ty47)Y (8 7). (t)+7)

Dois processos estocésticos X (t) e Y (t) sdo ditos conjuntamente estacionarios no
sentido amplo quando cada um deles é estacionario no sentido amplo e Rxvy (t1,t2)
s6 depende da diferenca (1 — t2); isto é,

Rxy(t1,t2) = Rxy(t1 —t2) = Rxvy(T) , T=1t1 —t2

3.6.4 Propriedades da funcgao correlagao cruzada de dois proces-
sos estocasticos conjuntamente estacionarios

(i) Bxy (1) = Ryx(-7)
(i) R%y (1) < Rx(0)Ry(0)
(iii) 2 | Rxy (1) |< Rx(0) 4+ Ry (0)

3.6.5 Independéncia, nao-correlagao, e ortogonalidade

Dois processos estocasticos X (t) e Y (¢) sao estatisticamente independentes quando
para quaisquer m e n a f. d. p. conjunta de ordem m + n pode ser escrita como
o produto da f. d. p. de ordem m do processo X (t) pela f. d. p. de ordem n do
processo Y (t); isto é,

X)X )Y ()Y (#2) (T1s oo s Ty Y1y Yn) =
Ix ) x(tn) (@15 s Tm) fy @)y () (Y5 - -+ 5 Yn)

Dois processos estocasticos X (t) e Y'(¢), conjuntamente estacionarios no sentido
amplo séo ditos nao-correlatos quando Cxy (1) = 0.
ny(T) =0= ny(T) =mxmy.

Dois processos estocasticos X (t) e Y'(¢), conjuntamente estacionarios no sentido
amplo sao ortogonais quando Rxy (1) = 0.
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Exemplo 3.9. Sejam X (t) e Y (t) processos estocdsticos dados por X (t) = cos(wt+
0) e Y(t) = sen(wt + O), sendo © uma v.a. uniformemente distribuida o intervalo
[—7‘(, 7T}. Ache ny(tl, tQ).

Solugao:
Cxvy (t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx (t1)my (t2)

MGS, mx(tl) = my(lfg) =0.
S

E, Rxy(t1,t2) = —ssen(w(ty — t2)).
Logo,

1
ny(tl,tg) = —58677/(&}(751 — tg)).

1
2

Exemplo 3.10. Seja Y (t) = X(t) + N(t), onde X(t) € um sinal desejado e N(t)
um ruido.

Ache Rxy (t1,t2) supondo que X (t) e N(t) sdao processos estocdsticos indepen-
dentes.

Solugao:

Rxy(t1,t2) = E[X(11)Y (t2)] = E[X(t1) X (t2)] + E[X(t1)N(t2)] = Rx (t1,t2) +
mx(t1)mN(t2).

3.6.6 Processos Ergodicos

Vimos que a caracterizacao completa de um processo estocastico exige o con-
hecimento de todas as suas funcées amostra. Esta caracterizagdo permitiu a deter-
minagao de diversas estatisticas de processos como, por exemplo, sua média e sua
fungao autocorrelagao. Para alguns processos estocésticos, entretanto, estas estatis-
ticas podem ser determinadas a partir de apenas uma fungao amostra do processo.
Esses processos estocésticos sao determinados ergodicos.

Para processos ergodicos, os valores médios e os momentos podem ser determi-
nados através de médias temporais.

1 /T
Assim, E[X"(8)] = lim — / (X (O] dt
T—+002T J_p
onde X (t) é uma fungdo amostra tipica do processo.
A autocorrelagao sera dada por

Rx(r) = EIX()X(t + 7)) = lim — [ X()X(t+7)dt
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3.7 Processos estocasticos gaussianos

Um processo X (t) é um processo estocastico gaussiano se as amostras X; =
X(t1), Xo = X(t2), ..., X = X(tx) sdo variaveis aleatorias conjuntamente gaus-
sianas para todo k e todas as escolhas de tq,..., .

Assim, a f. d. p. tem a forma

Y (E—m) K @)

-
fxixa.x, (@1, 22, k) = G2 [ K 2
onde
mx(t1) Cx(tl,tg) Cx(tl,tg) Cx(tl,tk)
Tﬁ: mx(tg) e K = Cx(tz,tl) Cx(tg,tg) Cx(tg,tk)
mx (tx) Cx(tg,t1) Cx(te,t2) ... Cx(te tw)

Observamos que processos estocéasticos gaussianos tém a propriedade que suas
f. d. p.’s conjuntas sdo completamente especificadas pela média do processo mx (t)
e pela fungdo covariancia Cx (1, t2).

Se um processo gaussiano é estacionario no sentido amplo entao sua média é
constante e sua autocovariancia s6 depende da diferenga entre dois instante. Além
disso, ele sera também estritamente estacionério.

Exemplo 3.11. Seja X(t) um processo gaussiano com fun¢ao média e fun¢do au-
tocorrelagdo dadas por mx(t) = 1 e Rx(1 = t; — ty) = 27 1=%2l 1 1. Determine
P[l1< X(4) < 3].

Solugao:

X(4) = X4 € uma varidvel aleatoria gaussiana com E[X4] =1 e 0%, = E[X}] -
[E(X4)]>=Rx(0) —m%(4)=2—-1=1.

(X4

3
1 —1)?2
Assim, P[1 < Xa < 3 :/ ——e 2z dX,~0477.
[ 2 <3 = 4

3.8 Densidade espectral de poténcia

Seja X (t) um processo estocastico estacionario no sentido amplo, com média
my e funcdo autocorrelagdo Rx (7).
A densidade espectral de poténcia de X (¢) é definida por

+oo )
Sx(w)=F{Rx(7)} = [ Rx(r)e ™ 7"dr

1 [t

Também, Rx (1) = Py Sx (w)etdw.
T

— 00
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Obs: Podemos provar que para processos estocésticos reais, Rx (7) = Rx (—7).
A poténcia média de X (¢) é o seu segundo momento e é dada por

T Sx(w)

d
2 n

E[X2(1)] = Rx(0) = /

— 00

Temos,

Rx (1) = Cx(7) + m% = Sx(w) = F{Cx (1)} + m% - 2m6(w)

Observe que my é a componente “dc"de X ().

Para processos estocésticos conjuntamente estacionérios no sentido amplo, defin-
imos a densidade espectral cruzada por Sxy(w) = F{Rxy(7)}, onde Rxy (1) =
EX(t+ 7)Y ().

Exemplo 3.12. Sinal aleatério de telégrafo

“Considere um processo estocdstico X (t) que assume apenas os valores +1.
Suponha que X (0) = £1 com probabilidade % e suponha que X(t) trogue a po-
laridade com cada ocorréncia de um processo de Poisson a taxza o

Podemos provar que a autocorrelagao desse processo é dada por Rx (1) = %e*a“'.

Isto é, as amostras de X (t) se tornam menos correlatas & medida que a diferenga
de tempo entre elas aumenta.

Determine a densidade espectral de poténcia deste sinal.

Solugao:

1 2« «

Temos, Sx(w) = F{Rx(7)} = 202 +w? a2 +w?

Exemplo 3.13. Considere o processo estocdstico X (t) = acos(wot + ©), sendo ©
uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida em [0, 27].
Determine:

(1) Rx (1)

Solugao:
Rx(r) = EQ[X(t)X(t +7)] = Ela®cos(wot + O) cos(woz(t +7) 4+ 0)]
= %E[cos(Qwot + woT + 20) + cos(woT)] = %cos(wm‘)
(i) Sx (w)

Solugao:
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G,2

Sx(w) = 57 [0(w — wo) + d(w + wo)]
(iii) A poténcia média do sinal

Solugao:

2

E[X2%(t)] = Rx(0) = %

3.9 Resposta de sistemas lineares a sinais aleatoérios
Considere um sistema com sinal de entrada X (¢) e saida Y(¢) tal que Y (¢) =

TIX ()]
Suponhamos que 1" seja uma transformagao linear e invariante no tempo.

Obs: Se T é linear entao T[aX; + X3] = aT[X1] + BT[X2] e se T é invariante
no tempo entdo T[X(t —s)] =Y (¢t — s).

A resposta ao impulso deste sistema é definida por h(t) = T[6(t)] e a resposta a
uma entrada arbitraria X (¢) é dada por

—+o0 “+o0
Y(t) = h(t) « X(£) = / h(s)X (t — 5)ds — / h(t — )X (s)ds
A fungao resposta em freqiiéncia é dada por
+o0 )
H(w) = F{h(t)} = / h(t)e—tdt

Um sistema é dito causal se h(t) =0, t <O0.
Se a entrada do sistema linear invariante no tempo for um processo estocastico
X(t) entédo

+o0 Foo
Y(t) = / h(s)X(t — s)ds = / h(t — )X (s)ds.

—00 —00

A média de Y (¢) é dada por

+oo “+oo
EYt)]=E [/ h(s)X(t — s)ds] = / h($)E[X (t—s)]ds = my (t) = mx (t)*xh(t)

— 00 — 00

Devemos observar que se X (t) ¢ estacionario no sentido amplo my (¢t) = H(0)mx.

A funcao autocorrelacdo de Y (t) é dada por
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h<

E

(t1)Y (t2)] = E[Y ()Y (t + 7)]
+oo +oo
X(t— s)h(s)ds/ X(t+7—s)h(r)dr

B R —

oo/+ooh(s)h( VE[X(t — $)X(t+ 7 — r)]drds

— 00

+oo +oo
/ / r)Rx (T + s —r)dsdr

Considerando X (t) estacionéario no sentido amplo, Rx dependerd so6 de 7 e,
conseqiientemente, E[Y( )Y (t + 7)] dependera s6 de 7.
Como E[Y (t)] é constante, concluimos que Y (t) é estacionario no sentido amplo.

A densidade espectral de Y (¢) é dada por
+o0
Sy(w) = / Ry (r)e 7 dr

— /+OO/+OO/+OOh(S)h(T)RX (u)efjw(u78+r)d8drdu
_%?Ooo e T +oo +00

= /_ h(s)ejwsds/_ h(T‘)e_ijd’r/_ Rx (u)e—jwudu

— H (w)H(w)Sx (@) =| Hw) |* Sx(w)

Também,

Ryx(r) =E[Y{t+7)X({t)]=F [X(t) +OoX(t +7— r)h(r)dr}
+o0 - +o0
/ EX(#)X(t+7—r)|h(r)dr = /_ Rx(r —r)h(r)dr = Rx(7) * h(T)

E, Syx(w) )

Como Rxy(7) = Ryx(—7), temos:

Sxy(w) = Syx(w) = H'(w)Sx (w)
RESUMO:

i) Sx(w) = F{Rx(7)}

i) H(w) = F{h(t)}

iii) my () = mx () * h(t)

iv) Sy (w) =| H(w) |* Sx (w) = H*(w)H (w) Sx (w)
v) Sxy(w) = Sy x(w) = H*(w)Sx (w)

(
(
(
(
(
(Vi) Syx (w) = H(w)Sx (w)
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Exemplo 3.14. Encontre a densidade espectral da saida de um sistema linear in-
variante no tempo, com fungao resposta em fregiéncia H(w), cuja entrada é um

. . .. INVo
processo de ruido branco, com densidade espectral de poténcia -5

Solugao:
Temos, Sx (w) = % , Vw.
N
Assim, Sy (w) =| H(w) |2 70

Exemplo 3.15. Ache a fung¢ao resposta ao impulso de um filtro causal que pode ser
usado para gerar um processo aleatorio gaussiano com fun¢do autocorrelacio dada

por Ry (1) = ;—ae’a“'.

Solugao:
2 2
Temos, Ry (1) = g—ae*“w = Sy (w) = ﬁ
E,
1 2
Sy (w) =

- - g
(a+jw)(a —jw)
= h(t)=e" t>0.

Consideramos H(w) = -
o+ Jjw



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Multiplexacao

4.1.1 Conceito

Se um circuito utilizando um par de condutores permite que duas pessoas possam
estabelecer um didlogo sem problemas, podemos perceber que, se quatro assinantes
tirassem o telefone do gancho ao mesmo tempo, todos ouviriam a conversa dos
outros. Quanto maior o numero de assinantes, maior seria o problema. Assim,
ha a necessidade da utilizacao de uma técnica que possibilite a comunicacao, sem
interferéncia entre os circuitos, porém utilizando o mesmo meio de transmissdo. A
multiplexag@o é essa técnica. Ela utiliza circuitos a quatro fios com canais de ida
(dois fios) e canais de volta (dois fios). A figura 4.1 mostra esquematicamente a
ligacao utilizando a técnica de multiplexacao.

O meio de transmissao descrito pode ser um par de fios, o ar (radioenlace), fibra
otica, etc.

canal 14 canal 1B
—» le—
e—
canal 24 canal 2B
2 | ¢
=< —
Multiplexagdo meio de transmissdo  |Demultiplexagio
canal nA canal nB
i | —
< —
A B

Figura 4.1: Ligacgao telefénica através da multiplexacao.
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4.1.2 Tipos de multiplexacao

Atualmente sdo utilizados diversos tipos de multiplexagao, divididos em dois
grupos, de acordo com a técnica utilizada.

e Técnica digital : A multiplexacdo que utiliza esta técnica é a chamada multi-
plexacao por divisao de tempo.

e Técnica analdgica : A multiplexagdo que utiliza essa técnica é a chamada
multiplexacao por divisao em fregiiéncia

A escolha do meio de transmissao a ser utilizado num sistema multiplex é pri-
mordialmente baseado no ntimero de canais a serem transmitidos, porém a distancia
entre os pontos que desejam se comunicar, as dificuldades geograficas entre os mes-
mos, bem como a confiabilidade e qualidade desejadas para o sistema também irao
ditar qual o processo mais econémico a ser utilizado.

Os meios de transmissao basicamente nao alteram o equipamento multiplex,
sendo divididos em dois grupos, conforme a propagacao do sinal seja no espago ou
num meio fisico: sistemas de transmissdo via radio e sistemas de transmissao via
linha fisica.

A configuragao geral para a ligacao via radio é mostrada na figura 4.2.

Estagio de Estagio Estacdo Estacdo de
Multiplexacio Rddio Rddio Muttiplexacio
Canal 1 2P - ” Canal 1
T
Canal 2} B ) 5 é | Ganal 2
Trans- :§ g :‘F :§ —»| Trans-
wsio | | S § Sl 2 missdo
missao "g § é E
Canal N =& 3 | Ganal N
Canal 1
e : 5| s Ganal
CandZ_ HE ki 1k w
Ty A -S .
Recepcdo  — -§ g‘r § _§ | ]| Recepcio
¥V = [
Canal N El= 2= Canal N

Figura 4.2: Ligacao via radio.

O sinal que representa a informagao e que variard uma caracteristica de uma
onda, chamada de onda portadora, chama-sea onda moduladora. Ao processo de
variacdo de uma caracteristica da onda portadora de acordo com o sinal da infor-
macao, chamamos de modulacdo. A caracteristica que sofre variagao pode ser a
amplitude e chamamos de modula¢io em amplitude (AM), ou a caracteristica é a
freqliéncia e chamamos de modulag¢io em freqiiéncia (FM).

Embora o multiplex telefénico se destine primordialmente & transmissao de sinais
de voz, ele também é utilizado para o envio de informagoes sob outras formas de
sinais, tais como: sinais telegraficos, sinais de fax, sinais de dados, etc.
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Assim, o multiplex telefénico é empregado por quase todos os servicos de tele-
comunicagoes, onde tem a funcao de concentrador a fim de utilizar de maneira mais
racional um meio de transmissao de alta capacidade.

A figura 4.3 mostra um esquema de um sistema de telecomunicagoes onde vérios
servicos podem ser prestados.

Assinantes de
telefonia puiblica

Servigo movel
maritimo

Assinantes de
rede telegrifica

Circuitos alugados

Transmissdo de
Musica
de alta qualidade

Multiplex Telefénico
!
2
:

Transmissdio de
programas de TV

Assinantes da rede
de transmisséo de
dados

Figura 4.3: Servigos de telecomunicagoes.

Como a utilizacao primordial do multiplex é para comunicagoes telefonicas, o
canal utilizado neste sistema é chamado de canal multiplex telefénico ou canal de
v0z e o circuito serd chamado de circuito multiplex telefénico ou circuito de voz.

Ha varios tipos de canais disponiveis dependendo da aplicagao. Por exemplo um
canal de 6 Khz de faixa tem emprego em sistemas de pequena capacidade, onde o
baixo preco do equipamento é mais importante que o aproveitamento do meio para
transmissao de um maior nimero de canais.

4.1.3 Translacao de freqiiéncias

Chamamos de translagao (ou conversao de freqiiéncias) a transferéncia de sinais
que ocupam uma determinada faixa no espectro de freqiiéncias para uma outra
posicao deste espectro, de tal maneira que seja mantida a posicao relativa das
freqiiéncias dentro da faixa. A translagao é a operagao bésica da multiplexacao,
sendo realizada por processos de modulagdo, que podem ser em amplitude(AM),
freqiiéncia(FM) ou fase (PM).

A figura 4.4 mostra esquematicamente a translacao de freqiiéncias.
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. Espectro de

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 freqiéncias
faixa original Sfaixa transladada

Figura 4.4: Translacgao de freqiiéncias.

4.1.4 Modulagao e demodulagao

A modulagao é um processo onde duas freqiiéncias ou sinais sao combinados, de
tal maneira que sao criadas novas freqiiéncias.
A figura 4.5 mostra esse processo esquematicamente.

1 sinal modulante 1 portadora 1 sinal modulado
05 05 05

0 0
05 05 05

g 5 wo o 5 10

Figura 4.5: Esquema da modulagao.

Na modulacao um dos sinais que seréd combinado é chamado de onda portadora
e o outro, sinal modulante. Ao produto da modulagao damos o nome de sinal mod-
ulado. Ao processo de restauracdo do sinal modulante, a partir do sinal modulado
e da onda portadora, chamamos de demodulacao.

Tipos de modulagao

Ha varias formas de se modular um sinal e, geralmente, a onda portadora é uma
onda senoidal que pode ser dada por

ap = ApCOS(?’/TfPt + 9)

A modulagao em amplitude é obtida somente pela variagao da amplitude Ap,
de forma que o desvio resultante, em relagao & amplitude, seja diretamente pro-
porcional ao valor instantdneo do sinal modulante, porém independente da sua

freqiiéncia.
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A modulag¢iao em dngulo, que pode ser por amplitude ou por freqiiéncia, é obtida
quando faz-se variar o angulo 27 fpt + 6.

Modulagao em amplitude

Na modulagao em amplitude, o valor méximo da onda portadora é variado pela
intensidade do sinal modulante, que é a quantidade moduladora.
Consideremos a onda portadora representada por

ap = Apcos(2w fpt)
e a onda modulante por
U, = Amcos(27 fint).

Desejamos obter a onda modulada em amplitude. A variagdo de amplitude em
torno de Ep sera senoidal, de forma que a amplitude em fun¢ao do tempo é dada
por

Ap + Aprcos(27 fint)

sendo o valor méximo da amplitude igual a Ap + A,, e o valor minimo igual a
Ap — A,,. A onda modulada sera dada por

A= [Ap + Apcos(2m fint)]|cos (27 fpt).

Am
Ap

A= Ap[l + mcos(27 ft)]cos(2m fpt).

Chamando a razao

de m, temos :

Expandindo a expressao acima temos

freqiiéncia lateral inferior freqiiéncia lateral superior
onda portadora

—_—~
A= ApCOS(Qﬂ'fpt) +

Ap Ap

cos2m(fp — fm)t + cos2m(fp + fm)t

Essa equagao indica a existéncia de trés freqiiéncias distintas na onda modulada,
a saber, a freqiiéncia da onda portadora, uma freqiiéncia superior Ap + A,, e uma
inferior Ap — A,,.

Como exemplo desse processo consideremos a onda portadora dada por a, =
2c0s(407t) e o sinal modulante dado por a,,, = cos(2nt). Representamos na figura 4.6
o sinal modulante, a onda portadora e o sinal modulado, no dominio do tempo e da
freqiiéncia.

Neste caso o sinal modulante foi considerado como um sinal senoidal. No en-
tanto, nos casos reais, o sinal varia continuamente numa faixa consideravel, fazendo
com que as freqiiéncias laterais que encontramos sejam substituidas por faixas de
freqiiéncias, denominadas banda lateral inferior e banda lateral superior, cuja largura
é igual a diferenca entre o valor maximo e ovalor minimo das freqiiéncias do sinal
modulante.



102 Aplicagoes

Sinal Modulante Am;qlimc_ie

1
0.4
u]
-0.5
alk 05 ' 1 Fregiiéncia
, Onda Porvadora Ar@zﬁf_udf _______
1
u}
-1
_20 0e 10 Fregiiéncia
Sirnal modulado Amplitude
u]
2 05—————————|——‘—_|
-fiD oS 10 Fregiiéncica
(@ &)

Figura 4.6: (a)Dominio do tempo; (b) dominio da freqiiéncia.

Consideremos, como exemplo, que o sinal z(t) contém a informacdo que de-

sejamos transmitir. Consideremos o sinal da onda portadora dado por zp(t) =
Apcos(2m fpt). Assim, o sinal modulado ser4 dado por

T (t) = Apcos(2mfpt) + mx(t)Apcos(2n fpt)
= Ap[l + mx(t)]cos(27 fpt).
m é denominado indice de modulagao e é dado por m = ﬁ—’;.
No dominio da freqiiéncia, a transformada de Fourier do sinal x,, é dado por

Xp(f) = L0 — 1) + 007 + o)) + "ELIX( — fp) + X( + f)]

Assim, o espectro de um sinal modulado AM é o espectro da mensagem deslo-
cado, mais um par de impulsos, em +fp, que representam a onda portadora do
sinal.

Por exemplo, quando uma onda portadora de 1000 KHz é modulada por um
sinal de d4udio que varia de 100 Hz a 5000 Hz, a freqiiéncia maxima da faixa superior
serd de 1005 Khz e a freqiiéncia minima da faixa inferior sera de 995 KHz, como
ilustramos na figura 4.7.



Multiplexacao 103

Portadora
Banda lateral Banda lateral
inferior superior
995 KHz 1000 KHz 1005 KH

Figura 4.7: Modulagao em amplitude de um canal de voz.

Ha véarios processos de modulacao AM utilizados pela técnica pelo método da
divisdo em freqiiéncia. Sao eles :

e AM-DSB - Modulagdo em amplitude com faixa lateral dupla

e AM-DSB/SC - Modulagao em amplitude com faixa lateral dupla e onda por-
tadora suprimida

e AM-SSB - Modulagao em amplitude com faixa lateral tnica

e AM-SSB/SC - Modulagdo em amplitude com faixa lateral tnica e onda por-
tadora suprimida.

De todos esses processos o mais empregado é o AM-SSB/SC. Esse é o mais
utilizado pois a transmissao da onda portadora é desnecessaria pois nao contém
informacao e além disso gastariamos energia para a sua transmissdo. Verificamos
também que as duas bandas laterais possuem a mesma informacao e por isso sb se
faz necessaria a transmissao de uma delas o que traz duas vantagens : economia de
poténcia e de faixa de freqiiéncia (ocupa-se uma faixa menor). A onda portadora s6
serd necessaria para a demodulagao, podendo ser gerada novamente ap6s a recepgao
no outro extremo. A supressdo da onda portadora é realizada por moduladores
chamados de moduladores balanceados. A selegao da banda lateral a ser transmitida
é executada por dispositivos chamados de filtros passa-faiza.

A figura 4.7 apresenta o diagrama em blocos de uma modulaggdo em amplitude
com onda portadora suprimida e transmissao de uma s6 banda lateral, bem como
a indicacao das operagoes no dominio da freqiiéncia.

A titulo de curiosidade, a tabela 4.1 mostra as freqiiéncias de onda portadoras
e as larguras de faixa para determinados tipos de sinais.

Demodulagao

Ao processo de restauragao do sinal modulante ou informacgao, a partir do sinal
modulado e da onda portadora, chamamos de demodulagao.

Utilizaremos, como ilustragao, a forma senoidal para a demodulacao tal como
fizemos para a modulacao.
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Banda de freqiiéncia | Freqiiéncia de onda portadora | Largura de faixa
Ondas longas de radio 100 kHz 2 kHz
Ondas curtas de radio 5 MHz 100 kHz

VHF 100 MHz 2 MHz
Microondas 5 GHz 100 MHz
Ondas milimétricas 100 GHz 2 GHz
Faixa otica 5x 10" Hz 1013 Hz

Tabela 4.1: Freqiiéncias de ondas portadoras e larguras de faixa selecionadas.

Tomemos como exemplo um sinal modulado a freqiiéncia lateral inferior, cuja
expressao a seguir representa um sinal senoidal de freqiiéncia (fp — fi,):

L cos|2n(fp — fm)t].

aprLr =

A onda portadora, idéntica em freqiiéncia a8 modulacdo, é representada pela
expressao:

ap = Apcos(2m fpt).
Assim, o sinal demodulado sera dado por

mA

a=[Ap+ Pcos[Qﬂ'(fp — fm)t]cos(2m fpt).

Apos algumas manipulagoes algébricas chegamos a :

freqiiencia lateral inferior freqiiéncia lateral superior

onda portadora N _
a= Apcos(2rfpt) + Tmcos(wamt) + TmCOSQTF(QfP — fm)t

Podemos observar que a demodulagao é a modulagao na diregao inversa, na qual
obtemos uma freqiiéncia lateral inferior idéntica a informacgao original, porém com
uma amplitude menor.

Devemos observar que nao consideramos nesta analise a variagao de fase entre
as onda portadoras na transmissao e na recepc¢ao, somente levando em conta a
igualdade de freqiiéncia. Porém, se estivermos transmitindo um tipo de informacao
que tenha necessidade do reconhecimento de sua forma de onda na recepagao, uma
defasagem entre as onda portadoras pode deformar o sinal, a ponto de torné-lo
irreconhecivel.

Mostramos na figura 4.8 um esquema do processo de multiplexacao e de demul-
tiplexagao.
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N

demodulador
h 4KH; 12-16 KHg 12-16 KHg . 0 4K
gerador @z portadora |||||| ||||| ||||| gerador de portadora
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4...|||II||| A...|||II||| 4...|||II|||
iltro 12 16 20 24
dulad S . . demodulador
passa-faixa
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gerador de portadora gerador de portadora
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. demodulador
passa-faixa
P LEH; 20-24 KHy 20-24 KHy, ° LKH;
gerador de portadora gerador de portadora
20KHz 20KHz

Figura 4.8: Esquema de multiplexacao e demultiplexacao de trés canais de voz.

4.2 Processamento de sinais provenientes de acel-
erometros e transdutores de forca

Para estudarmos a aplicacao de analise e processamento de sinais na Engenharia
Mecéanica, discutiremos uma experiéncia realizada para determinar freqiiéncias nat-
urais e modos de vibracao de uma viga em balanco. A configuragao utilizada é
a da figura 4.9. A viga é excitada através de um vibrador, utilizando, para isso,
um sinal aleatoério. Os sinais da excitagao, captado por um transdutor de forga,
e da resposta, captada por um acelerémetro, sao analisados e processados por um
analisador de sinais. Escolhemos no analisador a op¢ao de funcao resposta em
freqiiéncia. Nesse caso, os sinais provenientes do acelerémetro e do transdutor de
forga sao transformados para o dominio da freqiiéncia e divididos um pelo o outro
(determinagao da fungdo resposta em freqiiéncia : saida dividida pela entrada).
Como exemplo, podemos observar o grafico da magnitude da funcao resposta em
freqiiéncia, mostrada na figura 4.10. A partir dos “picos” desse grafico podemos
determinar as freqiiéncias naturais da estrutura. Para determinar os modos de vi-
bragao, excitamos a estrutura em cada uma das freqiiéncias naturais, usando um
sinal senoidal. Os modos de vibragoes podem ser visualizados usando mascaramento
com um estrosboscopio.

Porém, as principais aplicagbes sdo na area de controle de Sistemas Dindmicos,
mas fica para uma outra vez ...

Estas notas, feitas como um roteiro para o nosso mini-curso, nao sao auto-
suficientes. Recomendamos que os interessados consultem os livros de Oppenheim e
o manual do Toolbox MATLAB de Processamento de Sinais . O uso desse Toolbox
serd coberto nas apresentagoes do minicurso.
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Figura 4.10: Amplitude da fungao resposta em freqiiéncia.

4.3 Sintese de Voz

A voz é o principal instrumento utilizado para a comunicagdo entre os seres
humanos. A linguagem humana, como a conhecemos, desenvolveu-se a partir da
utilizagao da voz de forma articulada e contextualizada, permitindo a transmissao
de idéias concretas e abstratas. Sendo a voz uma ferramenta essencial, a conser-
vagao da saide dos 6rgaos responsaveis pela sua produgao é de extrema importancia
para o individuo e a sociedade. Com a invengao do telefone, no século XIX, a comu-
nicagao através da voz ganhou um alcance antes inimaginavel, e a compreensao dos
mecanismos de produgdo da voz torna-se cada vez mais importante para a crescente
industria de telecomunicagoes.

Apesar disso, durante muito tempo os mecanismos responséveis pela producao
da voz permaneceram como um mistério para a humanidade. Somente a partir da
década de 1950, estudos tedricos e experimentais mais consistentes comecaram a
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ser realizados, inicialmente por grupos isolados. Trabalhos pioneiros importantes
foram publicados nessa época, como o de Van den Berg (1958). No final da década
de 1960, Flanagan e Landgraf (1968) publicaram um trabalho propondo um modelo
matematico para as oscilagoes das cordas vocais, para utilizagao em sintese de voz.

Apos a criagdo da Fundagao da Voz, em 1972, pelo fisico Wilbur James Gould,
as pesquisas tornaram-se mais numerosas, e hoje envolve uma grande quantidade de
fisicos, matematicos, engenheiros, bidlogos, médicos, fonoaudiolégos e outros profis-
sionais em todo o mundo. A compreensao dos processos envolvidos na produgao da
voz esta, entretanto, somente engatinhando, e ainda ha muito para pesquisar.

4.3.1 A producao da voz humana

A produgédo da voz se inicia com uma contragio-expansao dos pulmdes. Cria-se,
assim, uma diferenca entre a pressdo do ar nos pulmoes e a pressao do ar na frente
da boca, causando um escoamento de ar. O fluxo de ar passa pela laringe onde,
ao gerar a oscilacao das cordas vocais que abrem e fecham o orificio glotal, vai se
transformando em uma série de pulsos (conhecidos como trem de pulsos ou sinal
glotal) de ar que chegam na boca e na cavidade nasal. Os pulsos de ar sdo modulados
pela lingua, pelos dentes e labios; isto é, pela geometria destes 6rgaos, de forma a
produzir o que conhecemos por voz. O sinal glotal, porém, possui propriedades
importantes de dificil reprodugao que estao intimamente ligadas as caracteristicas
anatémicas e fisiologicas da laringe.

Atualmente, a teoria mais aceita para a descrigdo do sinal glotal (isto ¢, o aparec-
imento do trem de pulsos) é a teoria chamada de aerodinamica-mioeléastica, proposta
por van den Berg (1958) e Titze (1980). Esta teoria postulou que o movimento de
abrir e fechar as cordas vocais é regido pelas propriedades mecénicas dos tecidos
musculares que constituem, principalmente, as cordas vocais e pelas forgas aerod-
inamicas que se distribuem ao longo da laringe durante a fonacdo. A ag@o neural
consiste apenas em comandar a ativagao de musculos que contribuem de forma in-
direta para o movimento oscilatério, aproximando as cordas vocais de tal forma que
a superficie destas vibrem, e regulando o nivel de tensao & qual estao submetidas
as mesmas.

Para facilitar o estudo do sistema de produgao da voz, normalmente o reduzimos
a quatro grupos distintos, em relagao & onda sonora que é produzida ou modificada
pelos 6rgaos. O primeiro grupo, que chamaremos de grupo da respira¢ao, corre-
sponde & producao de um fluxo de ar; que inicia-se nos pulmoes e termina no final
da traquéia. Na faringe, encontram-se os 6rgaos do segundo grupo, responsaveis
pela producao do sinal glotal, que chamaremos de grupo da vocaliza¢io. As cordas
vocais pertencem a este grupo. O sinal glotal é um sinal de baixa intensidade, que
necessita ser amplificado e que determinadas componentes harménicas sofram “én-
fase”, de maneira que os fonemas sejam caracterizados. Chamaremos este grupo de
grupo de ressondncia. Esse fendmeno ocorre na passagem do ar pelo chamado trato
vocal (por¢ao que vai da laringe até a boca). Finalmente, as ondas de pressdo sao
irradiadas quando chegam a boca. A esse grupo chamaremos de grupo da irradiac¢ao.

Na producao de vogais, o fluxo de ar proveniente dos pulmoes é interrompido
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pela vibragao quase-periodica das cordas vocais. Na Fig. 4.11 mostramos uma
representacao esquematica do sistema de producgao da voz.

Trato Boca
vocal

Cordas

Traquéia vocais

Figura 4.11: Representagao esquemética do sistema de produgao da voz, adaptada
de Titze (1994).

Na representacao esquemética do sistema de producao de voz, podemos obser-
var os quatro grupos destacados anteriormente: respira¢cdo (pulmoes e traquéia),
vocalizagao (cordas vocais), ressondncia (trato vocal) e radiagao (boca).

4.3.2 Modelagem matematica
Visao geral

Apesar do recente desenvolvimento da compreensao acerca dos processos respon-
saveis pela produgao da voz, a aplicacao de modelos matemaéticos a sistemas de sin-
tese de voz é ainda pequena. Uma das objegoes feitas comumente a essa abordagem
é a pouca naturalidade da voz sintetizada. Além disso, ha outros métodos capazes
de sintetizar a voz. Tais métodos, contudo, nao apresentam qualquer relagao com
0s processos fisicos reais. Mesmo programas ditos de “sintese articulatoria”’ normal-
mente utilizam somente relagoes obtidas empiricamente entre a articulagao do trato
vocal e pardmetros arbitrarios do programa. Tais metodologias sao initeis quando
estamos interessados em estudar as relagoes entre a fisiologia e o som produzido.

Iremos discutir aqui um pouco da modelagem matematica relacionada a pro-
ducao da voz, no caso de sintese de vogais e, também, discutiremos um pouco
sobre a implementacao computacional de um programa capaz de simular tais mod-
elos e, conseqiientemente, sintetizar a voz (no caso de vogais). Propomos, ainda,
modificagoes dos modelos, de forma a obtermos sintese de voz com boa qualidade,
que possa ser utilizada em aplicacées onde a correspondéncia com a fisiologia seja
importante, como, por exemplo, no estudo de patologias da laringe e do trato vocal.

Nas ultimas décadas, o processo da produgao da voz tem sido extensivamente
estudado e, também, alguns modelos matematicos para descrever os processos en-
volvidos. Esses modelos tentam capturar as caracteristicas fundamentais do sistema,
embora muitos detalhes fisiologicos sejam de dificil equacionamento.

Para facilitar a modelagem desse sistema complexo, podemos identificar na pro-
ducao da voz dois processos basicos que acontecem simultaneamente: o processo da
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geragao, propagacao e filtragem de uma onda acustica; e o processo de oscilagao
das cordas vocais. Esses processos possuem caracteristicas fisicas distintas, e devem
ser modelados separadamente. Existe, entretanto, um interdependéncia entre tais
processos, resultado da transferéncia de energia do fluxo de ar para as cordas vocais,
que sera traduzido matematicamente como um acoplamento entre as equagoes que
descrevem os dois sistemas.

A seguir, faremos uma revisao da modelagem do sistema actustico e de dois mod-
elos distintos para a dindmica das cordas vocais, conforme descritos em Flanagan e
Landgraf (1968) e Ishisaka e Flanagan (1972).

O som emitido pela fonacdo em seres humanos inicia-se com uma contracao
pulmonar que eleva a pressao sub-glotal. A diferencga entre a pressao sub-glotal e a
pressao supra-glotal faz com que surja um escoamento de ar através da glote. Caso
as cordas vocais estejam suficientemente proximas, o fluxo de ar ird impulsioné-
las, dando inicio a um movimento oscilatério. A abertura e fechamento da glote
fazem com que o fluxo de ar através da mesma varie no tempo, ao que corresponde
uma variagao de pressao. Essas variagoes de pressao e fluxo de ar se propagam
na forma de uma onda acustica pelo trato vocal. No trato vocal a onda sofre
diversas reflexoes, formando padroes de onda estacionaria, que amplificam algumas
freqiiéncias, enquanto outras sao atenuadas. Finalmente, a onda sonora é irradiada
no ambiente externo ao corpo através da abertura da boca.

Esse processo é bastante similar ao que ocorre com uma onda eletromagnética
ao propagar-se por um guia de onda metalico e ao ser irradiado por uma antena
de abertura, num sistema de comunicagoes de microondas. Assim, um tratamento
matematico similar seré adotado.

Embora existam muitos estudos sobre a solugao da equagao de onda para o caso
de ondas acusticas propagando-se em meios confinados, para o caso do som audivel
é possivel adotar uma forma de equacionamento bem mais simples. Para um estudo
recente sobre a propagagao de ondas actusticas e sua aplicagao & modelagem, veja,
por exemplo, Berners (1999).

De forma similar ao que ocorre com sistemas de propagacao eletromagnética, é
possivel descrever sistemas actusticos através de uma analogia com circuitos elétri-
cos. Nessa analogia é feita a equivaléncia entre diferenca de pressao e tensao elétrica
(diferenca de potencial elétrico) e entre fluxo de ar (volume de ar deslocado por
unidade de tempo) e corrente elétrica (quantidade carga elétrica deslocada por
unidade de tempo).

Aqui introduzimos o conceito de impedancia acustica, que é equivalente ao con-
ceito de impedancia elétrica em teoria de circuitos. A impedéancia acustica Z(s) é
definida como a razdo entre a transformada de Laplace P(s) da diferenca de pressao
p(t) e a transformada U(s) do fluxo de ar u(t) em um determinado ramo do circuito,
ou seja

que corresponde a lei de Ohm.
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Se visualizarmos a relagao no dominio do tempo, vemos que a impedancia acis-
tica descreve a equacgao diferencial que relaciona a diferenca de pressao e o fluxo de
ar em um determinado elemento acustico. Dessa forma, é possivel associar circuitos
elétricos equivalentes aos mais diversos tipos de sistemas actsticos. Uma discussao
sobre a aplicagao dessa teoria & modelagem do sistema de produgao da voz pode
ser encontrada em Avanzini (2001).

Seguindo a analogia com circuitos elétricos, o sistema acustico da produgao da
voz pode ser modelado como um circuito elétrico equivalente ao sistema actustico,
ou simplesmente “circuito actstico”.

Modelamos os pulmoées como uma fonte ideal de pressao, que equivale a uma
fonte de tensdo elétrica.

A glote, devido a seu comprimento desprezivel, quando comparado ao compri-
mento de onda do som, pode ser modelada simplesmente como uma impedéancia
que varia no tempo, conforme a glote se abre e fecha de acordo com o movimento
das cordas vocais. Devido a seu tamanho reduzido, contudo, aparecem certas car-
acteristicas nao-lineares na relagdo entre queda de pressao e fluxo glotal. Dessa
forma, consideraremos a glote como uma impedéancia acustica formada por trés
componentes: uma resisténcia estatica independente do fluxo (Ry ), uma resistén-
cia cinética nao-linear dependente do fluxo (Rk) e uma inertancia (ou indutéancia)
glotal (Ly). As expressoes dessas componentes dependem do modelo especifico ado-
tado para a dinAmica das cordas vocais.

Representaremos o trato vocal por uma seqiiéncia de n tubos cilindricos, de pare-
des rigidas, com areas das segoes transversais Ay, As, ..., A,, e os comprimentos
dos cilindros ¢4, 4o, ..., {,, conforme mostrado na figura 4.12.

Essa representacao é suficiente, pois nao consideraremos sons nasalados, os quais
requereriam a modelagem da cavidade nasal, de muito maior complexidade.

Cada um desses tubos pode ser visto como uma linha de transmissao com um
“circuito em T” equivalente, mostrado na Fig. 4.13.

Os valores das indutéancias, capaciténcias e resisténcias sao dados por:

_rt G4
24; " 7 pe?

e Rj:% puw/2 , j=1,..n
J

Lj

onde c é a velocidade do som, p é a densidade do ar, i é a viscosidade dindmica

do ar, s; o perimetro da circunferéncia da j-ésima secdo e w é a freqiiéncia em
radianos por segundo.

Finalmente, a irradiagao do som pela boca é modelada como uma impedéancia
de radiagao, de forma similar & modelagem de uma antena em sistemas elétricos,
formada por uma resisténcia R, e por uma indutancia L, colocadas em paralelo.

O som sintetizado corresponde & diferenga de press@o entre os terminais dessa
impedancia, ou seja, ao produto do fluxo U, pela resisténcia R,.. Os valores dos
elementos sao dados por

R, = % e L, = %\/T(An .
92 A,, T
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Segao da Faringe

Figura 4.12: Aproximacao do trato vocal por tubos cilindricos (adaptada de
Titze(1994)).

Reunindo todos esses elementos chegamos ao circuito actstico mostrado na
Fig. 4.14:

Usando leis das malhas, obtemos as seguintes equagoes para o circuito da figura:
Malha 0: correspondente & segao das cordas vocais

(Ri1 + Ry2) |Uy| Uy + (Rut + Ru2) Uy + (Lg1 + L) 02 + L, % 1 RyU,
t

+é{w¢4mmfg:o

Malha 1: correspondente & primeira segao do trato vocal

t t
dU 1 1
(L1+L2)71—|—(R1 +R2)U1+7/(U1—Uz)dt-f—*/(Ul—Ug)dt:O
dt CQ Cl
0 0

Malha 2: correspondente & segunda segao do trato vocal

t

t
au. 1 1
(Ly + Ls) —= + (Ra + Rs)Us + — / (Uy — Us)dt + — / (Uy—Uy)dt =0
dt Cs Cy
0

e, assim por diante, até a penultima malha.
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Figura 4.13: Circuito em T equivalente a um tubo cilindrico.

Ry Ry Lg " e |
« | Ry N 1 R Ru Lo i Ry
AT A~~~ TP A

N
P I ng) C1T U'D CnT U;;;} Lr UI'J TR[

A Tiate vocal An
glote bock

Figura 4.14: Circuito Acustico.

Malha n: correspondente & tultima segao do trato vocal - n-ésima segao

t
v, AUz 1
+RU, — Lp—2 4+ — / (Up = Up_1)dt =0
n
0

(Ln+ Lr) = it O

Malha da irradiagao na boca:

d(UR - Un)
dt

A equagao da malha glotal (0) sera nao-linear, devido a resisténcia dependente
do fluxo (Rg), e tem coeficientes variaveis no tempo, devido & dependéncia da
impedancia em relagao a area glotal. Essa equacao esta acoplada as equagoes do
movimento das cordas vocais pelo fluxo Uy (fluxo glotal) e pela area A, (4rea glotal).

Ly + RrUr =0
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Modelagem da dindAmica das cordas vocais

O movimento auto-oscilatorio das cordas vocais é resultado da acao de forgas
externas provenientes do fluxo de ar que atravessa a glote, o qual desloca a corda
vocal de sua posi¢ao de equilibrio. Devido as propriedades elasticas do tecido,
surgem forgas restauradoras sobre as cordas vocais que tentam fazé-la retornar a
sua posicao original. Durante a fonagao normal, o equilibrio entre esses dois movi-
mentos é obtido de forma a sustentar um movimento quase periodico de abertura-
fechamento da glote, responsavel pela vocalizacao.

Diversos modelos foram desenvolvidos para explicar o funcionamento desse mecan-
ismo, com diversas abordagens. Aqui descreveremos dois dos primeiros modelos
propostos, que, como veremos, sao capazes de explicar boa parte dos fendmenos
observados.

Modelo FL68 - uma massa

Nesse modelo, proposto por Flanagan e Landgraf (1968), as cordas vocais sao
consideradas como um sistema massa-mola-amortecedor (M ¢é a massa, K é a con-
stante da mola e B ¢ a constante do amortecedor). O sistema ¢ excitado por uma
forga F(t), dada pelo produto da pressdo do ar na glote pela area da superficie
intraglotal. A forca age na face da corda vocal, como esquematizado na Fig. 4.15.
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A forga é distribuida e sua resultante, que ndo aparece na figura, pode ser
pensada como aplicada na massa M.

K TB
P
M
: P. i, P4 U Trato
Pulm-::es1 s i1 Rt i Socsl
|

fo

cordas vocais

Figura 4.15: Esquema do modelo FL68.

A Fig. 4.16 mostra a visao de perfil do modelo FL68.

iy

Figura 4.16: Visdao do modelo FL68 na laringe, adaptada de Titze(1994)
A equagao que fornece a dinAmica do sistema (das cordas vocais) é:

Mi+ B+ Kx = F(x,t)

onde z(t) é o deslocamento da massa M. O sistema é forgado com uma forca
F(t). No presente estudo, a fungéo de forcamento é considerada como a média entre
as pressoes de entrada e saida multiplicada pela area de contato, agindo na face da
corda vocal. Temos,
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Fa,t) = % (Py+ Py) (¢d) .

Medidas experimentais mostram que essas pressoes podem ser aproximadas por

P, = (Ps—1,37Pg) e P, = —0,50Pp

onde Pp = %p \Ug|2 AQ_Q, Ps ¢ a pressao sub-glotal, p ¢ a densidade do ar, U,
¢ a velocidade de volume de ar que passa pelo orificio glotal e A, é a area do
orificio glotal. As constantes £ e d sdo o comprimento e espessura das cordas vocais,
respectivamente. A area A, ¢é variavel e dada por A, = Ay + lx, onde Ay &
area glotal neutra, ou seja, a area entre as cordas vocais quando para a situagao de
repouso.

Quando o deslocamento z(t) é menor do que um valor limite 29 = —A,0/¢, ha
o fechamento da glote. Entao o fluxo glotal passa a ser zero e o amortecimento do
sistema & acrescido de um valor B’, até que a glote se abra novamente.

A relacao entre a queda de pressao na glote e o fluxo de ar glotal é modelada
como uma impedéancia equivalente. Para esse modelo temos

R, = 12ud€2A;3, Ry = 0,44pA;2 e L, = pdA;1

onde p é a viscosidade dindmica do ar.

Esse modelo relativamente simples é capaz de capturar as propriedades basicas
do movimento das cordas vocais, e, como mostraremos mais adiante, é suficiente
para a produgdo de sons convincentes. Contudo, existem certas caracteristicas
fisiologicas que estao ausentes desse modelo, ou deficientemente representadas. O
modelo apresenta condigbes para a fonagao mais restritas do que o observado em
laringes reais, além de nao ser capaz de descrever certo movimentos sutis, como a
diferenca de fase entre os movimentos da face superior e da face inferior da corda
vocal.

Modelo IF72 - duas massas

Para um maior detalhamento do funcionamento da glote, foram introduzidos
modelos de miltiplos graus de liberdade. Um dos primeiros modelos a adotar essa
estratégia foi introduzido por Ishizaka e Flanagan (1972) e sera brevemente revisto
a seguir.

Tal modelo considera cada uma das cordas vocais como um sistema de duas
massas, ligadas as paredes da laringe por duas molas nao lineares S1 e S2, e ligadas
entre si por uma mola linear Kc. As massas movem-se somente na direcao transver-
sal. Novamente, o movimento das duas cordas vocais é considerado simétrico, e
80 sera equacionado o movimento de uma delas. O modelo esta esquematizado na
Fig. 4.17.

Os deslocamentos z;(t) de cada uma das massas sdo regidos pelo sistema de
equagoes abaixo:

{ MiE, + Si(z1) + Bi(d1) + k(21 —22) = Fy
Mois + SQ(IQ) + Bg(i‘g) + kc(l‘g — .’L‘l) = Fy
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Figura 4.17: Esquema do modelo IF72.

onde S7 e S s@o as relagdes das molas nao-lineares dadas por S;(z) = K;z(1+
njz?), para j=1,2. Os coeficientes K; representam a rigidez linear e n; sdo coefi-
cientes positivos que caracterizam a nao-linearidade das molas. As forcas F} e Fy
dependem da pressao sub-glotal, do fluxo glotal e da area da regiao entre as cordas
vocais. Seus valores podem ser encontrados no referido artigo.

Quando ocorre a colisao entre as duas cordas vocais, uma forga de contato
aparece em cada uma das massas, da forma

Ago; Ao\
fn, = hy (xj+ 2“’/) 1+ nn, (mj+ 29/)

para

Ao
907 -
1'j+ i SO,]—LQ

onde Ago; sdo as areas das seces inferior e superior da glote (correspondendo
as massas 1 e 2), quando as cordas vocais estdo em repouso.

Novamente, a relagao entre a queda de pressao na glote e o fluxo glotal é mod-
elada através de uma impedéncia actstica equivalente.

Nesse caso temos que Ry = Iﬁkl + Rps qu =Ry1 +Ry2 € Lyg= Ly + Ly

0 05— 282 1_Ag2 24 4
_ 0,190 _ T A Ay _ By _ pda —
sendo Rkl = A§1 ; RkQ = Agz 3 va = 12#21 Lgl = Tgl s RU2 =

2
12%;22 y ng = % y Agl = Aggl + 2€g5131 s Agg = Agog + QEQQ:Q

onde p é a viscosidade dindmica do ar, p é a densidade do ar, d; e ds sao as
espessuras das secoes inferior e superior das cordas vocais, £, ¢ o comprimento das
cordas vocais igual e Ago1, Ago2 580 as areas neutras do orificio glotal, ou seja a
area entre as segoes das cordas vocais quando as mesmas se encontram em repouso.
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Variagoes dos parametros dos modelos

Os modelos acima descritos sdo suficientes para explicar o funcionamento do
sistema de producao da voz. Entretanto, as informacgoes fisiologicas disponiveis
nao sao completas, de forma que é impossivel determinar diretamente muitos dos
parametros. Muitas das medidas podem ser efetuadas direta e indiretamente em
laringes e tratos vocais dissecados. Entretanto, no que se refere a valores que de-
pendem da atividade de musculos a determinacao torna-se dificil, uma vez que a
atividade muscular pode variar com o tempo.

Alguns dos pardmetros que apresentam maior dependéncia com a atividade mus-
cular, e, portanto, nao podem ser determinados facilmente a priori, sao: a pressao
sub-glotal, que depende da contragao dos pulmoes; a rigidez das cordas vocais, que
varia conforme é aplicada tensdo muscular; a forma do trato vocal, que varia com
movimentos da boca e dos labios.

A seguir descreveremos variacoes utilizadas neste trabalho para esses paramet-
ros. Para os demais pardmetros dos modelos, foram utilizados valores constantes
que podem ser encontrados em Flanagan e Landgraf (1968) e Ishizaka e Flanagan
(1968).

Variagoes de pressao sub-glotal e de rigidez

Nos artigos citados, a pressao sub-glotal e a rigidez das cordas vocais sao su-
postas constantes. Entretanto, sons sintetizados através da simulagao dos modelos
descritos mostraram-se muito pouco “naturais”, isto é, nao se assemelham aos sons
produzidos por seres humanos reais. Investigagoes posteriores nos mostraram que
tal suposicao nao é fisiologicamente convincente, principalmente quando se trata da
simulacao de vogais curtas.

Gardner et al. (2001) mostraram que a complexidade do canto de péssaros
pode ser obtida a partir de um sistema massa-mola simples, com pressao sub-glotal
e rigidez variando de forma senoidal no tempo. Embora existam diferengas fun-
damentais entre a producao do canto nos passaros e a producao da voz humana,
existem semelhancas suficientes para que uma abordagem semelhante seja experi-
mentada para a modelagem da voz humana.

A variagao senoidal da pressao sub-glotal é coerente com o comportamento
ciclico da respiragao, e parece ser importante durante a fala conectada e silabas cur-
tas isoladas. A variag@o da rigidez, entretanto, aparentemente néo ocorre durante a
fala normal, embora seja fundamental durante o canto. Decidimos, entao, néo im-
plementar qualquer variagao temporal de rigidez das cordas vocais, restringindo-nos
as variagoes da pressao-subglotal. Essa variacao segue a equagao:

Ps(t) = Pysen <’;f) (4.1)

onde T é a duragao da silaba e Py é a pressao sub-glotal médxima durante a silaba.
Essa variacao, como veremos mais adiante, é suficiente para produzir vogais isoladas
e ditongos de curta duragao com um grau de realismo consideravel, como mostrado
por Cataldo et al. (2004, 2005, e 2006).
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Figura 4.18: Variacao de pressao subglotal (Ps)

Variagoes da forma do trato vocal

Acrescentamos ao modelo a possibilidade de variar a forma do trato vocal no
tempo, para permitir a sintese de ditongos. Nesse caso, as areas das segoes do
trato vocal sao mantidas na configuracao correspondente & primeira vogal por um
determinado tempo, ap6s o qual had uma transigao por interpolagao linear para
os valores da segunda vogal, cuja configuragao também é mantida por mais um
tempo. Os valores das capacitancias, induténcias e resisténcias do circuito aciistico
sao recalculados a cada amostra, uma vez que dependem da geometria do trato
vocal, que varia no tempo.

4.3.3 Simulagao Computacional

A modelagem matematica discutida no capitulo precedente nos fornece um sis-
tema de equacgoOes integro-diferenciais que descrevem o processo de producao da
voz. Tal sistema, contudo, ndo admite solugdes analiticas, devido & presenga de
nao-linearidades e ao acoplamento entre as equagbes actsticas e a dindmica das
cordas vocais.

Podemos, por exemplo, usar o método de “Euler regressivo” que consiste na
realizagao de um mapeamento do dominio da freqiiéncia continua s no dominio da
freqiiéncia discreta z na forma:

onde T é o periodo de amostragem utilizado. No dominio do tempo, podemos
escrever a relagao equivalente

d _zn]—xn—1]
P A —



Sintese de Voz 119

onde z[n] é amostra do sinal z(¢) no instante ¢ = nT . Analogamente, aproxi-
mamos a derivada segunda de um sinal por:

d? 1 (zn]—xn-1] zn-1]-2n-2]\
az* T~ 7 < T N T > -
_ x[n] = 2z[n — 1] + x[n — 2]

T2

Para as equagbes integro-diferenciais do circuito acustico do trato vocal, adota-
mos ainda uma aproximagao adicional:

nT n
/ z(7)dr = TZ.Z‘[Z]
° i=0

Dessa forma obtemos uma aproximacao do sistema de equagoes integro-diferenciais
por um sistema de equagoes de diferencas.

A aplicagao direta das aproximacoes apresentadas na segao precedente geraria
um sistema de equagoes ainda com certas dificuldades de solugao, devido a presenga
de termos quadraticos e ciibicos e acoplamentos ndo lineares. Aparece novamente,
portanto, a necessidade de solucao numérica. Tal problema é solucionado pela
introdugao de atrasos ficticios, isto é, a utilizagao da aproximacao:

z[n] =~ x[n — 1]

em alguns pontos especificos.

4.3.4 Resultados Obtidos

Neste capitulo mostraremos os resultados obtidos com a simulagao dos modelos
discutidos, fazendo comparagoes entre os mesmos e avaliando sua qualidade. Os
sons sintetizados podem ser ouvidos na pagina

http://www.professores.uff.br/ecataldo/resultados.htm

Simulacgoes de vogais sem variagao de pressao sub-glotal

Nesta secao apresentamos graficos resultantes da simulacao dos modelos apre-
sentados para uma situacao de pressao sub-glotal constante, de 783 Pa. O trato
vocal foi configurado para a vogal “a”; e sua aproximagao foi feita com quatro tubos.
As simulagbes foram realizadas com uma freqiiéncia de amostragem de 22050 Hz.
Cada simulagao foi realizada com o tempo variando de 0 a 0,5s.

Apresentaremos alguns resultados obtidos com a simula¢ao do modelo FL68S.

Na Fig. 4.19 apresentamos gréficos correspondentes as variagoes no tempo da
area glotal (A,), fluxo glotal (U,) e pressdo acustica irradiada (P,), sendo que
os graficos a esquerda mostram uma visao total das variagoes, em todo o dominio
simulado, enquanto os graficos & direita mostram uma ampliacao, mostrando apenas
um pequeno trecho da simulagao.
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No grafico (e), em particular, podemos notar a natureza quase periddica do som
produzido. Tal comportamento é condizente com observagoes realizadas em cordas
vocais reais. Entretanto, verificamos que o som produzido dessa forma, embora
reconhecivel, nao possui uma qualidade satisfatéria, como pode ser constatado na
referida pagina na internet.

Na Fig. 4.20 mostramos os resultados obtidos para a simulagao do modelo FL68,
considerando a variagdo da pressdo subglotal. A naturalidade da voz produzida é
surpreendente, como pode ser constatado na péagina citada.

Simulacao de ditongos e outros sons

Como ja dito, os modelos utilizados permitem, além da sintese de vogais isoladas,
a simulagdo de outros sons, como, por exemplo, ditongos. A seguir, mostramos e
avaliamos alguns resultados obtidos com tais simulagoes.

Para a simulacao de ditongos foi utilizado um trato vocal com forma que varia
no tempo. Aqui mostramos os resultados obtidos para a simulagao do ditongo “ai”.
Foi utilizado o modelo FL68, com variagao de pressao sub-glotal. A duragao do som
foi de 0,4s e a freqiiéncia de amostragem utilizada foi de 22050 Hz. Foi utilizada
uma aproximagcao do trato vocal com dez tubos cilindricos.

Além da sintese de ditongos, realizamos tentativas da sintese de algumas con-
soantes, dentre as quais a plosiva “p” apresenta por enquanto o melhor resultado.
Para sua sintese, fazemos com que a forma do trato vocal modifique-se somente na
ultima secao, que tem sua area reduzida em 1000 vezes, para simular o fechamento
dos labios. Uma redugao a zero nao é possivel, pois acarretaria em divisoes por zero
na solu¢ao numeérica do sistema.

Nesse exemplo simulamos a palavra “papai”’. Foi utilizado o modelo F168, com
variacao de pressao sub-glotal, o trato vocal foi aproximado com 10 segoes e a
freqiiéncia de amostragem utilizada ¢ de 22050 Hz. Os gréficos da Fig. 4.21 mostram
a area glotal, o fluxo glotal e a pressao irradiada.
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da palavra “papai”.
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