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Prefacio

A onipresenca do computador na nossa sociedade, com o uso de sistemas de comu-
nicacao digital nas mais diversas areas, tem levado ao estudo e desenvolvimento de
novas estruturas e métodos matemaéticos que déem suporte a essas novas tecnolo-
gias digitais. Estes véem a integrar a teoria da informacao, uma area de pesquisa
e aplicagoes em pleno desenvolvimento, cujo marco inicial é o trabalho de C. E.
Shannon, “A Mathematical Theory of Communication”, publicado em 1948.

A teoria de codigos corretores de erro é uma subérea da teoria da informacao
que lida com o problema geral da transmissao de mensagens de forma confiavel. Ela
é utilizada de modo essencial nas comunicagoes via computador, radio, televisao e
satélites.

A proposta deste texto é a de ser uma introdugao a esta teoria, enfatizando
o instrumental matematico associado e explorando as propriedades das estruturas
envolvidas numa abordagem, sempre que possivel, geométrica. Procuramos manter
0s pré-requisitos a um minimo: o conteido usual de um primeiro curso de algebra
linear e das disciplinas de céalculo da graduacao.

O texto esta organizado em quatro capitulos. No primeiro, cuja leitura deve
anteceder a dos demais, é apresentada uma breve introducao a teoria de codigos.
Os capitulos 2, 3 e 4 sao razoavelmente independentes e introduzem o leitor a trés
subareas da teoria de codigos: reticulados, codigos esféricos e codigos quanticos.

Este trabalho reflete, em parte, a experiéncia de pesquisa dos autores que in-
tegram o projeto tematico interdisciplinar “Cédigos Geometricamente Uniformes”,
que tem o suporte da FAPESP e conta com pesquisadores e alunos de pos-graduagao
de engenharia elétrica e de matematica.

Os autores agradecem o apoio de suas institui¢oes de origem, da Sociedade
Brasileira de Mateméatica Aplicada e Computacional (SBMAC) e dos orgaos de
fomento a pesquisa: CNPq (processos 304573/2002-7 e 305282/2003-4) e FAPESP
(processos 02/07473-7 e 02/14072-9).

Também agradecemos o suporte técnico de Joao Strapasson na elaboracao da
versao final deste trabalho.

Ressaltamos que o texto foi um trabalho de equipe de todos os autores, aqui
listados em ordem alfabética.

Campinas, 27 de abril de 2006.

Os Autores






Capitulo 1

Codigos Corretores de Erros:

Uma Breve Introducao

1.1 Introducao

Sistemas de comunicagao sao onipresentes em nossa sociedade hoje. Em particular,
o advento dos computadores e seu uso nos mais diversos setores levaram & busca
de bons sistemas onde a informacao é transmitida e processada na forma digital.
Por exemplo, fotos sdo transmitidas de um satélite através da decomposicao do
retangulo em m X n elementos de imagem e a cada um destes elementos é atribuido
um numero correspondente a cor. Assim, se o instrumento a bordo distingue 64 tons
de cinza para uma foto em preto e branco, esta transmissao pode ser feita através de
“mensagens binarias”, isto é, seqiiéncias de zeros e uns que representem o niimero da
tonalidade. Por exemplo, a seqiiéncia especifica 101011 representard a tonalidade
43. E facil deduzir alguns dos problemas que ocorrem em sistemas de comunicacio
digital. Erros podem ocorrer na codificacao original, no canal de transmissao, onde
surgem “ruidos” que distorcem os bits, e também na hora da leitura (decodifica¢ao)
dos sinais enviados. Decorre dai a necessidade de se estudar codigos que sejam “bons
corretores de erros” e que possibilitem, com a utilizacao de redundancias, resgatar
o sinal original, mesmo depois destas distor¢oes. Tais coédigos tém largo uso nas
comunicagoes internas de um computador, no armazenamento de dados em meios
magnéticos (HD, CD, etc), nas transmissoes via satélite, etc.

A teoria dos codigos corretores de erros é parte integrante da area conhecida
como teoria da informagao, uma area de pesquisa que tem como marco inicial o tra-
balho “A Mathematical Theory of Communications” de Claude E. Shannon [30], do
Laboratorio Bell, E.U.A., em 1948. Desde entao, diferentes subareas da matematica
tém sido utilizadas na resolugao de problemas de informagao. Importantes traba-
lhos em teoria de c6digos que contemplam uma abordagem geométrica, que é o foco
deste texto, sao os de D. Slepian [35], na década de 60, e o de G. D. Forney [16], na
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década de 90, que introduz o conceito de cddigos geometricamente uniformes.

Exemplos muito conhecidos de c6digos sao os digitos de controle. Por exemplo, o
registro ISBN (International Standard Book Number) de um livro é uma seqiiéncia
de nove digitos seguidos de um digito de controle, ninsns...ng — nig, onde n; é
inteiro entre 0 e 9, para i« = 1,...,9, e o digito de controle niy ¢é assim obtido:

9
nyp =11 — (> (11 — i)n;) mod 11. Aqui, » mod 11 significa o resto da divisao de r
por 11.

Assim, o controle nig podera ser 0,1,2,....,9 ou 10, sendo que neste ultimo
caso representa-se por X. Exemplo: o livro [18], que é uma referéncia sugerida para
leitura, tem ISBN 85 -244-0169. Seu digito de controle é 11 —233mod 11 =11—-2 =
9. Verifique este calculo em outros livros. A pergunta natural é: por que definir
uma expressao como esta para o controle? Note, por exemplo, que se definissemos
o digito de controle para o registro de livros por uma expressao mais simples, como
fazer a soma dos digitos modulo 10, o controle ndo detectaria a troca de ordem na
digitagao, que é um erro muito comum. O coédigo ISBN é um exemplo de codigo
que detecta (embora nao corrija) um erro (veja o Exemplo 1.1). Um outro exemplo
de codigo detector de erro pode ser encontrado nos digitos do seu CPF (veja o
Exercicio 1.15.2).

Um esquema simplificado para representar a transmissao de sinais é descrito na
figura 1.1.

— ’ Codificagao de Fonte ‘ — ’ Codificagao de Canal ‘

!
!

— Rufdo
I

Demodulador
!

Usuario | «— ’ Decodificagdo de Fonte ‘ — ’ Decodificacao de Canal ‘

Figura 1.1: Um esquema para a transmissao de sinais.

Neste texto, estaremos abordando apenas sistemas de transmissao simétricos,
onde todos os simbolos tém a mesma probabilidade de serem recebidos errados e a
probabilidade de que um simbolo recebido errado seja qualquer um dos outros é a
mesma.

A énfase serd nos chamados cddigos geometricamente uniformes. Tais codigos
sao caracterizados pela existéncia de isometrias ( simetrias ) internas. Estas sime-
trias dao instrumentos para uma analise muito mais aprofundada da performance
de um codigo.
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Neste capitulo, os “geometricamente uniformes” serao representados pelos codi-
gos lineares, no Capitulo 2, por reticulados no espago euclidiano n-dimensional e,
no Capitulo 3, por codigos esféricos. No Capitulo 4, serao introduzidos os co6digos
quénticos, que sao cddigos em espagos vetoriais complexos.

1.1.1 Exemplos de codigos binarios

Vamos exemplificar formas do processo de codificagao com trés codigos binarios.

Exemplo 1.1. O codigo de tripla repeti¢ao. Como proposto em [18], consideramos
um robé que pode se mover em quatro diregoes: leste (L), norte (N), oeste (O) e sul
(S). Um cddigo-fonte pode ser estabelecido associando a L, N, O e S respectivamente
as sequéncias 00, 01, 10 e 11. Para o codigo-canal vamos escolher o codigo de tripla
repeticao. Teremos entdao as associagoes

L — 00 — 000000
N — 01 — 010101
0O — 10 — 101010
S — 11 — 111111

Verifique experimentalmente que este cddigo corrige um erro e pode detectar até
dois - a deteccao de erros € itil quando temos a possibilidade de retransmissao.

Note que esta nao é uma forma econémica de codificar ( triplicamos o nimero
de digitos). Serd que com menor redunddncia consequimos um cddigo-canal que
também permita corrigir um erro? ( Veja exercicio 1.1)

Exemplo 1.2. O codigo de verificagao de paridade (8,7). Muitos computadores
usam a seqiiéncia de 8 bits ( um byte) como unidade de informagao. O codigo
ASCII, que € praticamente de uso geral em microcomputadores representa letras do
alfabeto maiiscula e minusculas, digitos de 0 a 9, etc, por uma destas seqiiéncias.
Para escrever em portugués ou ingles ndo precisamos mais que 80 simbolos, o que
€ um numero bem menor que o numero de bytes, 256, e assim podemos utilizar
apenas sete dos bits para os simbolos ( cddigo- fonte ) e oitavo bit para controle.
Este serd colocado como 0 se o numero de “1s” for par e 1 no caso contrario. Por
exemplo, a letra A e o nimero 1 sao codificados em ASCII por 1000001 e 1000110
respectivamente e com o tultimo digito ficam 10000010 e 10001101.
Este € um codigo muito econdmico que detecta mas nao corrige um erro.

Exemplo 1.3. Codigo de tripla verificagao de paridade. Suponhamos agora que o
nosso robd do exemplo 1.1) possa se mover num tabuleiro também para as posigoes
diagonais, NL,NO,SO e SL. Nosso codigo- fonte serd feito entao com 3 digitos abc
onde cada letra € 0 ou 1. Para o codigo-canal acrescentaremos outros 3 digamos
xyz, com checagem de paridade da sequinte forma : i) O nimero de “1s” em abx €
par i) O nimero de “1s” em acy € par e iii) O nimero de “1s” em bez € par.
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Exercicio 1.1. Monte uma tabela com os cddigos fonte e canal para a movimen-
tacao do robé no exemplo 1.3 e discuta cuidadosamente porque este codigo nao so
detecta mas também € capaz de corrigir um erro e pode também detectar até 2 erros.
Note que este € um codigo bem mais econdémico que o proposto no exemplo 1.1.

1.2 Cobdigos de Bloco, Distancias e Equivaléncia de
Codigos

Seja A um conjunto finito com ¢ elementos (|A| = ¢), um cddigo corretor de erros,
C, de comprimento n é um subconjunto de A™. Cada elemento de C é chamado
palavra-codigo (no alfabeto A).

Seja m = |C|, o ntimero de palavras do codigo. A taxa de informagao de C é

definida como:
log, m
R(C) e

n
Se o conjunto A for um corpo finito e C for um subespago vetorial de dimensao
k
k de A™, teremos que |C| = ¢* e portanto R(C) = —.
n
A taxa de informagcao permite, de certa forma, comparar a eficiéncia de codigos
de diferentes tamanhos.
Nos exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 da primeira segao os codigos sao binarios: o alfabeto

pode ser considerado como A = Zy = {0,1}, corpo dos inteiros moédulo 2, com a
operagoes soma e multiplicagao dadas pelas tabelas.

( identificamos 0 com 0 e 1 com 1).
O codigo (de canal) no exemplo 1.1 é

=
= ol Ol
el
=]

ol of ol
—| Ol

¢ =4{(0,0,0,0,0,0),(0,0,0,1,1,1),(1,1,1,0,0,0), (1,1,1,1,1,1)},

logo4 1
que é um subespaco de dimensdo dois em Z§. A taxa deste codigo é 0827 _ —.
6

3
s ~ . log, 27
Nos exemplos 1.2 e 1.3 as taxas dos codigos sao respectivamente ——— = 0,875 e
log, 8 1
%82° _ ok Como era de se esperar o codigo 3) tem melhor taxa que o 1) refletindo o

fato de que embora os cédigos 1.1 e 1.3 permitam ambos corrigir um erro e detectar
2, no codigo 3 a redundancia é menor, pois o nimero de palavras é maior para o
mesmo comprimento.

Qual a taxa de informacao do codigo do CPF ( exercicio 1.15.2)7

Assumindo que todas as palavras do codigo sao equiprovaveis, escolhemos para
decodificar o principio da maxima verossimilhanca. Isto €, se no receptor chega uma
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palavra com distor¢ao, vamos interpreté-la como a palavra do coédigo que estd mais
“proxima” desta. A nogao de proximidade é geralmente expressa por uma fungao
distancia definida no conjunto A™.

Uma funcao d : A™ x A™ é chamada func¢ao distdncia se, e somente se, satisfaz
as trés seguintes propriedades:
i) d(x,y) >0ed(x,y) =0 x=y
il) d(x.y) = d(y, x)
iil) d(x,y) + d(y,z) > d(x,z) (desigualdade triangular).

Uma fungao distancia muito utilizada é a distdncia de Hamming, que conta
o numero de simbolos diferentes entre duas palavras-codigo: dados dois pontos
x = (x1, T2, ..., 2n) €y = (Y1, Y2, -, Yn) de A™ definimos a distancia de Hamming
entre x e y como

dn(x,y) = |[{i;2: # yi}|

Por exemplo em Z3, dy((1,0,1,1,1),(0,1,0,1,0)) = 4 e em Z3,
dn((2,3,4),(1,7,4)) = 2.

Neste capitulo, salvo mencao em contrario, estaremos denotando por d = dj, a
distancia de Hamming.

Geometricamente, para A = Zs, temos que Z3 sao os vértices de um hiper-
cubo em R™ e codigos binérios sdo subconjuntos destes conjuntos de vértices. A
distancia de Hamming em Z% entre dois deste vertices é dada pelo caminho com
menor niimero de arestas conectado estes vertices. A figura 1.2 representa Z3 e Z3.
Observe geometricamente no cubo e no hipercubo quais sao os vértices que estao a
distancia um, dois, trés e quatro de um vértice fixado.

Exercicio 1.2. Considere os cidigos

Cr={(1,1,1),(0,0,0)} C Z3 e

C> ={(1,1,1,0),(0,0,0,0),(1,0,0,1),(1,1,1,1)} C Z3.

Localize-os na figura 1.2. Quais as distdncias minima e mdxima entre as palavras
destes codigos ?
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1100

Figura 1.2:

Exercicio 1.3. Quantos pontos existem em Z3 que distam ezatamente dois de um
determinado elemento?

Exercicio 1.4. Verifique que a distdncia de Hamming satisfaz as trés propriedades
que caracterizam uma funcgao distdncia.

Definimos a esfera, S(a,r), e a bola, B(a,r), de centro em a e raio r em A" da
forma usual :

S(a,r) ={x € A" dp(x,a) =1} e B(a,r) = {x € A";dy(x,a) <r}

Exercicio 1.5. Quantos elementos tem a esfera em Z3 de centro em (0,0,0,0,0)
e raio 4 ? E a bola em Z3, de centro em (1,2,3) e raio 2? Ezplore outros exemplos
e veja o exercicio 1.14

Para um codigo C C A™, definimos a distdncia minima de C como sendo
d(C) =min{dn(x,y);x,y €C,x #y}

Verifique que a distancia minima dos c6digos dos exemplos 1.1 e 1.3 da se¢ao anterior
é 3. Qual é a distancia minima do c6digo do exemplo 1.27 E dos codigos do exercicio
1.37

Veremos depois que para codigos especiais, como os codigos lineares, nao pre-
cisamos verificar a distancia de todos os pares de palavras do c6digo para determinar
a distancia minima.

A distancia minima é que determina a capacidade de corre¢gao de um coddigo,
como veremos na proposi¢ao a seguir. As bolas centradas em palavras do codigo
com raio menor que a metade desta distdncia conterao apenas uma palavra do
codigo dentro delas( o centro da bola). Esta é a idéia utilizada na proposi¢ao a
seguir onde a notacao |t| designa o maior inteiro que é menor ou igual a t. Por
exemplo, [12,3] =12, |7 | = 3.
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Proposigao 1.1. Um cddigo pode corrigir até {2J erros e detectar até (d—1)
erros se e somente se sua distincia de Hamming minima for d.

Demonstragao: (<) Se a distancia minima for d temos que, como
d—1 . ) .
d>2 5 +1 ( aigualdade s6 vale se d for impar),

. . d—1 - -
as bolas de centro em uma palavra do codigo e raio t = —5 | nao conterao
nenhuma outra palavra do codigo. Ou seja, se o sinal recebido é r, e menos de t
simbolos estao errados, existe uma tinica palavra a do cédigo que dista de r menos
que t (corrigir o erro por verossimilhanga sera tomar esta palavra). De fato, para
qualquer outra palavra do codigo b a distancia seria estritamente maior que ¢,pois,
da desigualdade triangular

d(a,r) +d(r,b) > d(a,b) = d(r,b) > d(a,b) —d(a,r) > 2t +1—-t=t+1>1

Também pode-se detectar (d — 1) erros se a distdncia minima for d. De fato:
se o sinal recebido r difere no minimo em uma e maximo em (d — 1) posigoes de
alguma palavra a do codigo ( de um até (d — 1) erros ) entdo ele nao tera distancia
nula de nenhuma palavra do cédigo e saberemos que houve erro na transmissao:

d(b,r) > d(a,b) —d(a,r) >2t+1—-2t=1

(=) Deixamos como exercicio a demonstracao da reciproca. |

Dado um conjunto A e uma fung¢ao distancia d : A™ x A™ — R, uma isometria
p: A"— A" segundo d, é uma aplicagao que satisfaz:

d(p(a), p(b)) = d(a,b) para todo a,b em A"

Isometrias sdo necessariamente bijegoes ( Verifique!).

Pode-se mostrar ([18]) que isometrias, segundo a distancia de Hamming d, sao
sempre obtidas compondo-se bijegoes de A para cada coordenada com uma permu-
tagao de coordenadas.

Dois cddigos C e C' em A™ sao ditos Hamming-equivalentes se existir uma isome-
tria segundo a distancia de Hamming o : A" — A", tal que ' = a(C). Do que comen-
tamos acima, dois codigos Hamming-equivalentes sao essencialmente permutagoes
um do outro.

Alguns codigos possuem propriedades especiais em relagdo a uma fungao dis-

d—1
tancia. Um codigo C C A™ com distancia minima d é dito t-perfeito, t = {QJ ,

se, e somente se a reuniao das bolas disjuntas centradas em palavras do c6digo com
raio ¢ cobre todo A".

U B(at) = 4"

acC
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Um codigo é t-perfeito se, e somente se, para cada elemento w de A™ (rece-
bido) existe uma tnica palavra a do codigo que dista deste elemento no maximo .
Desta maneira, w sera decodificado como a por verossimilhanga e até ¢ erros serao
corrigidos.

Exercicio 1.6. 1. Verifique que o cddigo Cy do exercicio 1.2 € 1-perfeito. exis-
tem outros codigos perfeitos em 73 ?

2. Procure identificar cédigos perfeitos em Z3 usando a figura 1.2 como apoio.

Como sempre acontece, perfeicao é em geral coisa rara e isto vale também em
codigos.

Um codigo C C A™ é chamado geometricamente uniforme se, e somente se, dadas
duas palavras quaisquer x e y do codigo existe uma isometria ¢ : A — A™ tal que:
(i) ¢(C) = C (a isometria leva o codigo no codigo)

(i) p(x) = .

A proxima segao introduz os codigos lineares, que sao geometricamente uni-

formes e, dentre eles, os codigos de Hamming, que sao perfeitos.

1.3 Cobdigos Lineares e Codigos de Hamming

Se o alfabeto A for um corpo finito com ¢ elementos e se C for um subespago
vetorial de dimenséao k de A", diremos que o c6digo g-ario C ¢ linear (ou de grupo)
e teremos que |C| = ¢* (veja o apéndice).

Uma defini¢ao equivalente é: Cddigos lineares sdo os obtidos como imagem de
uma transformacao linear injetiva:

o AF - A",
(a17a27 "'7ak‘) = ank : (a17a2; '~'7ak)T

onde G, x; € uma matriz de posto k formada por elementos do corpo A.

A matriz G é denominada matriz geradora do codigo e C sera dito um (n, k)-
codigo de bloco linear .

Observagao: Nos textos sobre codigos, muitas vezes o que é chamado de matriz
geradora é a transposta desta. Neste caso a transformagao linear serd dada por
ar—a- GZX k-

Estas definigoes sao de fato equivalentes: Se ® é injetiva as colunas de G, que
sdo imagem da base canonica de AF, sdo linearmente independentes e portanto
geram um subespaco C, de dimensao k& em A™. Reciprocamente dado um subespago
C de dimensao k em A™, se tomarmos por vetores coluna de uma matriz uma base
de C, a transformacao definida por esta matriz (em relagdo as bases canonicas de
Ak e A™) tera por imagem o subespaco C.

A matriz geradora de um codigo linear C nao é portanto tnica ( pois é uma
escolha de uma base de C ), mas sempre existe uma matriz geradora na forma
padrao ou sistematica, isto ¢, de modo que as primeiras k linhas de G formem uma
matriz identidade de ordem k,
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Txk
G = .
[ Bn—kyxk ]

Se tivermos um codigo definido por uma matriz geradora na forma nao padrao,
podemos efetuar operagoes elementares por colunas nestas até obter uma matriz na
forma padrdo (veja apéndice). (Por qué ? Observe que toda matriz geradora tem
posto k). O subespacgo gerado pelas colunas da matriz padréo obtida é o mesmo e,
portanto, temos o mesmo codigo (Justifique!).

Note que, se a matriz geradora esta na forma padrao, a codificagao é dada na
forma

®(a,as,...,ar) = (a1,a2, ...,ax, hi, ho, ..., hn_r),

onde os h;s sao combinagoes lineares das primeiras coordenadas.

Note ainda que a codificacao da palavra e; = (0,0, ...,1,0,...0) ( 1 na j-ésima
posigao) é a j-ésima coluna de G.

Nos exemplos 1.1 e 1.3 da primeira secao as matrizes geradoras sao:

O = O = O
— OO O
O == OO
_ OO~ O
== O = OO

Exercicio 1.7. Qual a matriz geradora do exemplo 1.27

Exercicio 1.8. Escolha matrizes geradoras na forma padrao e construa outros codi-
gos bindrios lineares com estas matrizes geradoras. Pesquise a distdncia minima de
seus codigos.

Uma matriz de verificagao ou matriz de paridade H,_j)x, de um cédigo linear
C com matriz geradora GG, € uma matriz com a propriedade de detectar se um vetor
w de A™ é uma palavra do codigo:

Hwl' =0e A" " eswelCc A"

Exercicio 1.9. Mostre que as linhas de H sdo vetores do subespagco C*, ortogonal
ao cédigo, e que o posto de H é n — k (use o teorema do nicleo e da imagem).
Conclua que as linhas de H geram C*.

Verifique que, se G é uma matriz geradora na forma padrao para C, G =

1 - . .
[ kxk ] , entdo uma matriz de paridade para C é
Bin—k)xk

H(n—k)xn = [ -B I(n—k)x(n—k) ]

Note que se o codigo for bindrio, A = Zs e teremos B = —B que podemos
substituir na expressao acima. Quais as matrizes de paridade para os cddigos de
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tripla repetig@o e de verificacdo de paridade dos exemplos 1.1 e 1.3 da se¢ao 17 E
do exemplo 1.27 E dos cédigos que construiu?

Dado w € A", a imagem deste elemento pela matriz de paridade, H w’ € A"~F,
é chamada sindrome de w. Os elementos do codigo linear C sao entao os que tem
por sindrome o vetor nulo.

Um fato importante sobre os cddigos lineares é que existem formas nao diretas
de se calcular a distancia minima para estes codigos. Estas decorrem do fato de que
codigos lineares sao geometricamente uniformes.

Se um codigo C' contido em A", com |A| = ¢, é geometricamente uniforme,

n
oA . - . q
para encontrarmos a distdncia minima, nao precisamos calcular todas as < 5 ) =
n n
q"(¢" - 1)

calcular as ¢ — 1 distancias entre esta palavra e uma outra:

distancias entre dois pontos. Podemos fixar uma palavra qualquer e

Lema 1.1. Seja C um cédigo geometricamente uniforme contido em A™. Escolhida
uma palavra a do cédigo, a distdncia minima d de C é dada por

d =mind(a,v)
v#a

Demonstragao: Como C' tem um ntmero finito de pontos, sua distdncia minima
ocorre para um par de palavras x e y, isto é,

d=d(x,y).

Seja a o ponto escolhido. Como C' é geometricamente uniforme, existe uma isometria
@ em A" que preserva C' e leva x em a. Logo,

d=d(x,y) = d(ex, py) = d(a, gy).

Para codigos lineares o ponto escolhido costuma ser o 0 de A™ e definimos a
distancia de Hamming de uma palavra x do c6digo a 0 como o peso de x:

w(x) = d(x,0).
Temos entao:

Proposicao 1.2. A distincia (de Hamming) minima de um cddigo linear bindrio
C € o menor peso de um elemento nao nulo deste cddigo.

Demonstracao: Codigos lineares sao geometricamente uniformes. De fato: as
translagoes em A", p(x) = x + b s@o isometrias para a distancia de Hamming,
isto é,

d(u,v) = d(u+ b, v + b) para quaisquer u e v em A",

pois o niimero de coordenadas distintas é preservado pela soma. Além disso, para
b € C, ¢ preserva C' e dadas duas palavras = e y no cédigo, tomando b =y — x, a
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translacao leva x em y. Portanto, pelo Lema anterior, escolhendo o ponto u = 0,
concluimos que a distancia minima é sempre igual ao menor peso para uma palavra-
codigo. [ |

Um (n, k) codigo linear com distancia de Hamming minima d é dito ter pardme-
tros (n,k,d).

Proposigao 1.3. Um cddigo linear C tem distincia de Hamming minima d se e
somente se o numero minimo de vetores-coluna da matriz de paridade linearmente
dependentes € d.

Demonstragao: Seja H matriz de paridade para C. Entdo, para w = (wy, wa, ..., wy,),

w € C < Hw” = 0 mas isto significa que se w # 0, as coordenadas de w com-
m

poem uma combinagao linear nula de vetores coluna de H: Y w;H" = 0. Recip-
i=1

rocamente, a toda combinacao linear nao nula das colunas da matriz de paridade

corresponde uma palavra do c6digo cujo peso é o numero de elementos nao nulos

desta combinagao linear. Portanto, o peso minimo de uma palavra do cédigo é ex-

atamente o niimero minimo de vetores que podem ser combinados para dar o vetor

nulo. Usando a proposi¢ao anterior, concluimos a demonstragao. [ ]

Exercicio 1.10. Considere o cddigo linear bindrio dado pela matriz geradora abaizo:

1 01 0 1 0 1 1
_ | Isxs |. |t 1001101
G—{BM}’O”C’@BM_ 11110000
0001 01 11

Verifique que este cadigo tem 256 palavras e distdncia minima 3.

Observe que, como a matriz de paridade tem posto n — k, o menor ntmero de
vetores-coluna linearmente dependentes é pelo menos n — k + 1 e portanto temos
uma limitagao para a distdncia minima, dada pela tltima proposicao:

Corolario 1.1. Cota de Singleton Seja C um (n, k)-cédigo de bloco linear bindrio
com distdncia de Hamming minima d. Entao temos a limitagao:

d<n-—-k+1

Codigos lineares satisfazendo a igualdade sao chamados de separacao méxima,
MDS ( Maximum distance separable).
Outra consequéncia da tultima proposicao para codigos binarios é:

Corolario 1.2. Cddigos bindrios corrigem pelo menos uwm erro se, e so se, todos
os vetores da matriz de paridade sao distintos. (Verifique!)
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1.3.1 Cobdigos de Hamming

Os codigos de Hamming tem a propriedade requerida no ultimo corolario além de
outras. Tais codigos foram introduzidos em 1950 por R.W. Hamming ([17]) e tem
sido muito utilizados desde entao.

Um codigo de Hamming H,, C Z%mf éum (2™ — 1,2™ — m — 1)-codigo linear
binario que tem matriz de paridade H,,, cujas colunas sao todos os elementos nao
nulos de Z5".

Por exemplo, uma matriz de paridade na forma sistemética para um Hs é

1

01 1 1100
Hy=|10 11010
1101001

Sua matriz geradora correspondente sera entao:

1000
0100
0010

Gy=|00 0 1
0111
1011

110 1

Portanto a codificagao de uma sequéncia abced por este codigo fica sendo
abedzyz
onde, utilizando as operagoes de Zs,
r=b+c+diy=a+c+dez=a+b+d.

Exercicio 1.11. Se vocé escolher uma outra matriz de paridade para gerar um Hs
este codigo serd equivalente ao dado aqui?

Exercicio 1.12. Encontre uma matriz de paridade e matriz geradora correpondente
para o (15,11)-cddigo de Hamming Hy.

Utilizando os resultados anteriores vocé podera deduzir que:

i) A distancia de Hamming minima de um codigo H,, é 3 e portanto ele detecta
até dois erros e corrige até um. ’

ii)Este é um codigo perfeito, isto ¢, todo elemento de ng_l esta a uma distancia
de no maximo um de uma palavra do cédigo:

U B@1=2z""
aG'Hﬂ

Note que a condigao dada em ii) retrata uma distribuigdo muito uniforme do
co6digo no espaco de dimensdo maior. No exemplo do Hs3 teremos as 2* = 16
palavras do codigo muito bem distribuidas nos 27 = 128 elementos de Z3 de forma
que nenhum destes dista mais que um de alguma destas palavras.
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1.3.2 Decodificagao de um cé6digo de Hamming

Exercicio 1.13. A) Discuta e justifique cuidadosamente o sequinte algoritmo para
decodificar um elemento do cddigo de Hamming Hs dado acima pelo critério da
verossimilhanga (supondo que a palavra correta do cédigo que corresponde a sequén-
cia recebida € a mais prozima a este):

- Tome a sequéncia recebida na forma de um r vetor- coluna 7 x 1

- Encontre o vetor-coluna Hsr. (Note que Hsr serd o vetor nulo ou uma coluna
de Hs. Por qué?)

- Se a sindrome Hsr for o vetor nulo de ordem 3 x 1, entao r € Hs; caso
contrdrio tome w como a palavra codigo que troca o j-ésimo bit de r, se Har for a
j-éstma coluna de Hs.

- Finalmente dada a palavra r ou a palavra w, conforme Hsr = 0 ou nao,
considere apenas os quatro primeiros digitos.

B) Ilustre este procedimento escolhendo 3 seqiiéncias de 7 bits para decodificar.
C) O procedimento acima é vdlido para cédigos de Hamming de qualquer ordem?

D) Ao tentar adaptar este procedimento para cédigos que corrijam um erro mas
nao sejam perfeitos, pode ser que na terceira etapa Hsr nao seja nem o vetor nulo
nem um vetor-coluna de Hs. O que estard ocorrendo entdo?

H&a muitos outros codigos lineares conhecidos e de grande utilizagdo, como os
codigos de Golay, Reed-Solomon e de Reed- Muller. (Consulte por exemplo [18]).

O codigo de Golay Go4 pode ser construido a partir de "combinagoes "de
codigos de Hamming ([28]). Este codigo e seu associado o Gaz tem excelentes
propriedades ([24] e [36]) e s@o essencialmente os tnicos que tem os parametros
(n,k,d) = (24,12,8) e (n,k,d) = (23,12, 7) respectivamente. Uma matriz geradora
para o codigo Gay é:
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H O MEF OOOHFRF OOOODODODOODOOHOFRMFEOOO
H P OOOHFR OO0 HFHFOOORRO
O P FRFOFRF OO0 HFFEORFOO
O FR P OO0 oo oo RO FMFEOOO
HFOHHFFRFOOOFRMFHEFOFRFMFEFOODOHFRFOODODODODODOoOoOOo
H =2, OO O RO PP OOOHOODODOODOoODOoOoOOo
OR PR OrHROOORHRPFRPROFRODOODOODODODOODODOO
R~ OrFrRrR P OO0, OFRMHPOOODOOCDOoODOoODOoODOoOo o
HR,OOOFR RO PR OOOHRr PO, OOOHFHRFO
HF O OO0OOR PP OFRFOOOHFFEFFPFOHFHOOORKH—
SO O RO, PP OO O FHF PP OOOF,ORFRFH—
OO R PO FPFOOOFFHFOFRFFEFOOORFRFEO

Todas as palavras do codigo G4 tém peso par ( Por qué?), o que significa que
G4, que é um subespaco de dimensdo 12 em Z3* na verdade estd contido num
subespaco de dimensao 23 e podemos eliminar um bit gerando o Gas. O Golay Gay
tem distancia minima 8. Como vocé verificaria isto usando o computador? O Ga3
tem distancia minima 7 e é um codigo perfeito que corrige 3 erros.

1.4 Céodigos g-arios: A Distancia de Lee

Chamamos cédigos g-arios os que tém por alfabeto o anel Z, dos inteiros modulo q.
Como comentamos, em funcao da tecnologia computacional disponivel atualmente
os codigos em uso sao essencialmente os binarios. Mas outros cédigos sao também
usados em etapas intermediarias e posteriormente convertidos em binarios. Este é
o caso dos codigos de bloco g-arios que introduzimos a seguir com alguns exemplos
e a nogao de distancia de Lee, adaptada a estes codigos.

O anel Z, = {0,1,...,q — 1}, onde a classe @ é formada pelos inteiros cuja
divisdo por ¢ tem resto a. Uma boa referéncia para o estudo deste conceito e suas
propriedades é [18].

As operagoes de soma e mutiplicacao nestas classes sao as induzidas das o-
peracdes nos inteiros, sempre ficando com o "resto "da divisio por ¢: @+ b =
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(a +b) mod q e a.b = (a.b) mod q (ver apéndice).

Ja vimos as operagoes para Zs = {0,1}; qiando trabalhamos com os codigos

adicao e multiplicagao sao colocadas a seguir:

+(0 1 2 10 1 2
0/0 1 2 0(0 0 0
1|1 20 110 1 2
212 01 210 2 1
+10 1T 2 3 10 1T 2 3
0({0 1 2 3 0(0 0 0 O
1/1 2 30 110 1 2 3
212 3 01 210 210
31301 2 310 3 21
+|0 1T 2 3 4 101 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0(0 0 00O
1|12 3 40 1/]0 1 2 3 4
212 3 401 210 2 41 3
313 401 2 310 31 4 2
41401 2 3 410 4 3 21

Z, com estas operagoes sera um corpo se, e somente se, ¢ for um nimero primo
q 9 9
(Apéndice e [18]). Neste caso, teremos a defini¢do de codigos lineares, com as
propriedades ja estudadas anteriormente.

Uma outra nogao de distancia pode ser definida em Z, e Zy, que é conhecida
como distdncia ou métrica de Lee ( [10] e [25]).

Dados @ e b em Z4 definimos:

drec(a@,b) = min{|a — b|,q — |a — b|}

Assim, por exemplo, em Z13, dree(1,4) = 3 e dreo(1,12) = 2. Se colocarmos as
classes de Z, como os vértices de um poligono regular de ¢ lados, a distancia de Lee
entre duas classes serd o menor nimero de arestas que conectam estes vértices. A
figura 1.3 ilustra Z3.



24 Cédigos corretores de erros- Uma breve introdugao

12 1

Figura 1.3: Uma representagao geométrica de Zi3 com a distancia de Lee.

A distancia de Lee em Zq & definida como a soma das distancias nas coordenadas:

ree (1,2, .y @), (b1, b2, 00, 00)) = > dpee (@i, by)
=1

Podemos definir os conceitos de esfera e bola como fizemos com a distancia de
Hamming. Para n = 2, os pontos de Zﬁ sao correspondentes aos vértices de uma
malha quadriculada desenhada num quadrado de lado ¢. Os bordos deste quadrado
devem ser identificados e portanto esta malha ird estar sobre um toro. A distancia
de Lee entre dois vértives é a distancia do grafo, ou seja, o nimero minimo de
arestas nesta malha para ir de um vértice a outro.

A figura 1.4 representa Z2. Observe na figura que dpc.((2, overline3), (4,4)) = 3.
Verifique que dado o elemento (2,3) (e na verdade qualquer outro), existem na
distancia de Lee: 1 ponto a distancia 0, 4 a distancia 1,8 a distancia 2, 8 a distancia
3 e 4 a distancia 4.

Se neste mesmo conjunto Z2 vocé considerar a distancia de Hamming, quais
sao as possibilidades para as distdncias?
Considere agora o codigo linear C dado por:
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C={j(2,1),j=0,1,2,3,4}

Verifique que a distancia de Lee minima é 3 e ele é um coédigo 1-perfeito com
esta distancia.

Este ¢ um exemplo de um resultado mais geral ([10]):

C={jm+1,m),j=0,1,2,....m—1}

, L1 . . 3 . 9
é um codigo com distancia de Lee minima 2m + 1 e é m-perfeito em Z(m+1)2+m2

segundo esta distancia. Verifique este fato no exemplo m = 3.

1.5 Probabilidade de Erro em Canais Binarios Simétri-
Ccos

Uma questao natural a respeito de codigos é o que ganhamos em troca da perda de
informacao que ocorre (a taxa de informacgao é sempre menor que um)?

bit transmitido bit recebido

Oe

o(

ol

Figura 1.4:

Vamos assumir que a transmissao seja através de um canal binario simétrico
BSC ( de binary symmetric channel). Um modelo simples de um canal assim é
esquematizado na figura 1.4. A probabilidade de se inverter um bit, seja este 0
ou 1, é assumida como sendo p, 0 < p < %, e ¢ independente do que ocorre com
qualquer outro bit. Notamos que este tipo de modelo nem sempre é realista, mas
representa bem, por exemplo, uma rapida transferécia de dados num computador.

No exemplo do (7,4)—codigo de Hamming, H3, temos uma taxa de informagao
de % ~ 0,57. O que ganhamos com esta perda de 43% 7 Qual a probabilidade nao
termos erro 7

Se simplesmente transmitirmos 4 bits sem redundéncia a probabilidade de acerto
serd de (1 —p)%. Usando o codigo de Hamming Hz com a decodificagdo de maxima
verossimilhanga, a probabilidade de nao termos erros sera:
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pr = probabilidade de termos 7 bits corretos e 0 incorretos +

probabilidade de termos 6 bits corretos e um incorreto
7

=(1-p)7+ ( 6 ) (1-p)p

= (1-p)*(6p” — 11p° +4p + 1)

Entdo o polinémio f(p) = 6p* — 11p? +4p + 1 é quem d4 uma medida do ganho
na probabilidade de nao haver erro. Note que f(0) = f (%) =1 e, neste caso,o valor
méximo de f no intervalo seréd em p = % ( Verifique!), onde f(p) ~ 1.41. e portanto
terfamos um ganho maximo de 41% caso p tivesse este valor. Naturalmente para

valores pequenos de p o ganho seria bem menor (Ex. para p = 0,01, ganho de 4%).

Exercicio 1.14. Considere um cddigo de tripla repeticao para codificar mensagens
iniciais de 4 bits. Compare este codigo com o Hs analisando: distdncia minima,
detec¢ao e correcao de erros, taxa de informagao e probabilidade de transmissao
correta.

1.6 Leituras de Aprofundamento e Extensao

Uma 6tima referéncia em portugués é [18]. Este é um texto que introduz a teoria de
codigos aprofundando nos conceitos algébricos, numa abordagem que complementa
o texto aqui apresentado. Outras excelentes referéncias para consulta e aprofunda-
mento dos temas aqui abordados sao [24], [28], [23] e [33] que, como [18], serviram
de base para a edicdo deste capitulo. Para suporte e revisao de Algebra Linear,
consulte [8] e [14].

1.7 Exercicios Complementares

Exercicio 1.15. 1. Discuta a afirmagao de que o codigo ISBN detecta um erro.

2. Os digitos de controle, nigni1, ao final do seu CPF sao assim estabelecidos:

CPF: nﬂ’Lz’Ilg...’ﬂg/ nioNni11

9
nyg = ((Z i.n;) mod 11) mod 10
=1
10
n11=((D (i = 1).n;) mod 11) mod 10

=2

a) Teste a expressao acima no seu CPF e de algum amigo
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10.

11.

b) Este cidigo corrige erro?

¢) Detecta algum erro?

. Suponha que o robo do exemplo 8 possa mover-se nas oito direcoes cardeais e

também levantar o braco esquerdo e direito separadamente. Proponha cddigos
fonte e canal e discuta. Acrescente movimento de cabega.

. Estenda o problema anterior para um "tabuleiro 3D .
. Estenda a definicao de do cédigo de verificagao de paridade (8,7) para (n+1,n)

. Pense em aperfeicoar o cddigo de tripla checagem de paridade de forma que

a cada quatro digitos ele acrescente 8 de verificacao e continue corrigindo um
erro.

. Mostre que nao € possivel a um codigo bindrio que a 5 digitos acrescente mais

trés corrigir wm erro.

. Mostre que, se |A| = q, dado a € A™ e r € N;0 < r < n, os nimeros de

elementos da esfera e da bola seqgundo a distincia de Hamming sao respecti-
vamente:

sni= (") a1 e pani=3 (Va1

i=0

. Encontre uma matriz geradora para o cédigo que € ortogonal ao do 1.15.3.

Um cddigo de n repeti¢oes € uma extensao do que foi abordado no 1.15.1. a)
Defina-o formalmente, mostre que ele € um codigo linear exibindo uma matriz
geradora. b) Encontre uma matriz de paridade, a distdncia minima, o nimero
de erros que pode corrigir e taza de informagao deste cddigo. c¢) Estes cidigos
sao perfeitos ?

Para cada n construa um codigo linear bindrio de posto mdximo com distdncia
minima 2.
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Capitulo 2

Reticulados

2.1 Introducao

O problema de encontrar o melhor codigo possivel em Z% corresponde, em R", ao
problema do empacotamento esférico. Ou seja, queremos distribuir esferas de raio
r em R", de modo que

(i) duas esferas quaisquer deste arranjo apenas se toquem em um ponto da “casca”,
ou nao possuam intersec¢ao nenhuma;

(ii) este arranjo de esferas ocupe o “maior espago possivel” .

No ambiente de Z%, vimos no Capitulo 1 que o problema fica um pouco menos
complicado quando se tem alguma estrutura algébrica no codigo (codigos lineares),
ou seja, nos centros das esferas. O mesmo vale para o empacotamento de esferas
em R” e, neste caso, a estrutura algébrica é a de reticulado.

Um subconjunto A de R™ é um reticulado se existe uma base § = {uy,ua,...,u,}
de R™ tal que

X € A se, e somente se, X = aju; + ...+ ayu, com a; € Z para todo 1.

3 ¢ chamada de base do reticulado A. A figura 2.1 ilustra dois reticulados em R?:
o reticulado Z2, dos pontos de coordenadas inteiras no plano, que tem por base
3 ={(1,0),(0,1)}, e o reticulado gerado pela base 3 = {(2,1),(—1,3)}.

A base de um reticulado néo é tnica: por exemplo, 5’ = {(1,3),(0,1)} também
é base de Z2, pois o reticulado gerado por 3 esta contido em Z? e, por outro lado,

(m,n) =m(1,3)+ (n —3m)(0,1).

Pode-se mostrar que dado um reticulado A gerado por uma base 3, uma base « de
R? também ¢é base deste reticulado se, e somente se, o esta contida em A e a matriz
de mudanca de base M tem entradas inteiras e determinante £1 [36].

Vimos também, no capitulo anterior, que um co6digo geometricamente uniforme
possui varias propriedades interessantes e que, neste caso, hd mais ferramentas
para o estudo da geometria do cédigo. Isso da mais uma boa razao para estudar o
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Figura 2.1: Dois reticulados no plano.

problema de empacotamento via reticulados, pois todo reticulado é geometricamente
uniforme.

Exercicio 2.1. Mostre que as translagoes sao isometrias de R™ com a distdan-
cia usual; mostre também que se A é um reticulado e u € A, entao a translacao
X — X +u € uma isometria que leva A em A. Finalmente, mostre que A € geomet-
ricamente uniforme.

No que se segue, estudaremos ferramentas e conceitos basicos da teoria de reticu-
lados em R", tendo a densidade como conceito central. Mostraremos também uma
técnica de construcao de reticulados, a partir de c6digos binarios, e uma aplicagao
da teoria de reticulados ao estudo de grafos.

2.2 Reticulados no Plano

Como primeiro exemplo de empacotamento determinado por um reticulado, consi-
deremos o reticulado Z2?. Um empacotamento esférico (por discos, neste caso) é feito
colocando-se um disco D, de raio 1/2, centrado em cada ponto v do reticulado.

Observe que, se tomarmos discos de raio maior do que 1/2, haveré sobreposigao;
portanto, 1/2 é o maior raio possivel para um empacotamento de discos com centros
nos pontos de Z2. Este maior raio possivel é chamado de raio de empacotamento p
do reticulado. Pode-se mostrar que p é a metade da distancia minima entre pontos
do reticulado.

Para medir a proporcao da area do plano que foi ocupada pelo empacotamento,
recorremos a um arranjo “complementar”, dado pelas regioes de Voronoi dos pontos
do reticulado. A regiao de Voronoi de um ponto v de Z? é o conjunto R(v) dos
pontos de R? que estdo mais proximos de v do que de qualquer outro ponto de Z?
que, neste caso, ¢ um quadrado unitario centrado no ponto v.

Para um reticulado mais geral do plano, uma regiao de Voronoi é determinada
do seguinte modo: dados dois pontos u e v, o conjunto dos pontos que estao mais
proximos de v do que de u corresponde ao semiplano determinado pelo bissetor
perpendicular (mediatriz) do segmento [u, v], que contém o ponto v. Tomando-se a
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interseccao de todos estes semiplanos (na verdade, apenas dos semiplanos relativos
a pontos proximos de v), obtemos a regido R(v). A figura 2.2 ilustra as regices de
Voronoi de Z? e do reticulado A gerado por (2,1) e (—1,3).

Figura 2.2: Regioes de Voronoi de Z? e do reticulado A gerado por (2,1) e (—1,3)

Tendo construido uma destas regioes, todas as outras sao obtidas por translagoes:
se comecarmos de R(0), por exemplo, teremos

R(v) = R(0)+v = {v+x € R*x € R(0)}.

Como cada translagao é uma isometria, todas estas regioes possuem as mesmas
propriedades geométricas. Logo, basta estudar a regiao R(0).

O importante é que estas regioes constituem um ladrilhamento perfeito no plano:
as regides R(v) cobrem o plano inteiro e se sobrepdem apenas ao longo de pontos
da fronteira (vértices ou arestas). Assim, a densidade do reticulado ou, mais clara-
mente, a densidade do empacotamento de discos determinado pelo reticulado, é
definida como a razao A entre a area do disco de empacotamento D e a area da
regiao de Voronoi, e fornece uma medida de quanto do plano foi preenchido pelos
discos. Temos, entao,

_area(D)
~ area(R(0))’

onde D ¢é o disco de raio p, com p o raio de empacotamento, e R(0) é a regiao de
Voronoi de 0.

Exercicio 2.2. Mostre que, para Z2, temos A = w/4 = 0, 7804.

Voltemos ao reticulado A gerado pela base = {vy,va}, onde vi = (2,1) e
vo = (—1,3). Qual é o raio de empacotamento?

Se u = 2(2,1) + y(—1,3), entdo |[u||? = 52% + 22y + 10y>. Dai, se 2y = 0, o
menor valor que ||[u||? assume é 5, e isto ocorre nos vetores £(2,1). Se xy < 0,
entao

5% + 2xy + 10y > 52 + 2zy + 5y > 4a® + 4% + (z +y)* > 8,
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pois z,y € Z e xy # 0; e é logico que se xy > 0, entdo ||[u||? > 5. Portanto, os vetores
de menor norma sao os dois vetores (2, 1) e (=2, —1); logo, o raio de empacotamento
ép=+5 /2. Para calcular a densidade de empacotamento, temos que determinar
a area de uma regiao de Voronoi deste reticulado que, neste caso, é um poligono
de seis lados. Logico que podemos calcula-la diretamente (e deixaremos isso como
exercicio para o leitor), mas existe uma maneira mais simples de fazé-lo.

Observamos inicialmente que nao apenas a regiao de Voronoi ladrilha o plano
pelas translagoes por vetores de A, mas que também podemos tomar como ladrilhos,
relativos a estas mesmas translagoes, o paralelogramo P apoiado na base do reticu-
lado, isto é,

P={avi +bva[0<a<1,0<b< 1}

Na Figura 2.3 vemos o paralelogramo P gerado pela base {(2,1), (-1, 3)}.

Figura 2.3: Paralelogramo gerado pela base {(2,1),(—1,3)}

Como veremos na proxima se¢ao, ladrilhos que tesselam pelas mesmas translagoes
possuem a mesma area, e calcular a drea de um paralelogramo com suporte em
v = (v11,v21) e Vo = (v12,v22) € muito simples:

vl V12
V21 V22 ’
Finalmente, podemos calcular a densidade de A: a area do paralelogramo é 7 e
a densidade é

area(P) = det

57
A=—=0,561.
28
Exercicio 2.3. Construa a regiao de Voronoi da origem do reticulado A gerado
por B = {(2,1),(—=1,3)} e verifique que sua drea € igual & drea do paralelogramo
apoiado em (3.
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2.3 Regioes Fundamentais e Densidade

A definigao de regiao de Voronoi para dimensao n é a mesma de dimensao 2: se v
é um ponto de A, a regiao de Voronoi de v é o conjunto

R(v) ={x € R";||v —x|| <||v —u]|, para todo u € A}.
Uma primeira propriedade destas regioes é
Proposigao 2.1. Para todo v € A,
R(v)=v+ R(0)={v+xeR";x < R(0)}.
Exercicio 2.4. Prove o resultado acima.

Uma segunda propriedade importante é que podemos ladrilhar R™ com estas
regioes. Informalmente, isto significa que cada ponto de R"™ estd em um dos
transladados de R(0) e que dois destes transladados so se tocam nos bordos (ou
nao tém intersecgao).

Como no caso planar, vamos avaliar o quao denso é um reticulado, comparando
o volume de uma regiao de Voronoi R(v) com o volume da maior bola B, (v) que ela
contém. Para isso, seja r = p, o raio de empacotamento de A, isto é, o maior nimero
positivo tal que B,.(0) C R(0) (pode-se verificar, como antes, que p é metade da

norma minima de A, isto é, p = 3 min{||x||;x € A}). Definimos a densidade de A
por

~ wol(B,(0))

~ wol(R(0))

Verifique, por exemplo, que a densidade do reticulado Z2 dos pontos de coorde-
o ., s
nadas inteiras no espaco ¢ A = 5 = (0, 5236.

E claro que determinar a regido de Voronoi de um reticulado nao é um problema
nada trivial e, na forma em que esta, a definicao de densidade é de dificil aplicabi-
lidade. Vamos mostrar agora que, tendo o raio de empacotamento p e uma base de
A, podemos calcular a densidade do reticulado sem problemas (na pratica, o célculo
de p também pode trazer dificuldades, mas isso ja é outra historia).

Seja A um reticulado em R™. Uma regidgo fundamental F' de A é um subconjunto
fechado de R™ que ladrilha R", isto é, tomando os transladados F'+ v, com v € A,
conseguimos cobrir todo o R™ de modo que dois ladrilhos ou nao tém interseccao
ou se intersectam apenas nos bordos.

A regiao de Voronoi R(0) é um exemplo de regiao fundamental de A. Uma
segunda regiao fundamental bastante util para nos é o politopo fundamental gerado
por uma base de A.

Dada uma base § = {uj,us,...,u,}, o politopo fundamental gerado por esta
base é o so6lido

i=1
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Para n = 2, este é o paralelogramo gerado por #. Da mesma forma que nos reti-
culados planos, o volume deste solido n-dimensional é dado por vol(P) = | det(A)|,
onde A é a matriz cujas colunas sao os vetores da base (3.

Proposigao 2.2. P ¢ uma regidao fundamental de A.
Demonstracao: De fato, P ¢é fechado, e se
v+ P={x+v;xeP}

entao
(i) cada vetor de R™ estd em um destes solidos. De fato, se |a] é a parte inteira
do namero real a (ou seja, |a] € Z e 0 < a — |a] < 1), entao para cada vetor
n n
v =) ., au; de R", temos

Z a;u; = ZLaiJui + Z(ai — |ai])u; .
i=1 i=1 i=1
(SN epP

Portanto, R” = U v+ P.
veA
(ii) o interior de v + P, isto ¢, o conjunto dos pontos de v + P que nao estao na

fronteira, é o conjunto

n
int(v+ P)={v+ Zaiui;() <a; <1},

i=1
e disso se conclui que nenhum ponto de v + P pode estar em outro transladado
u+ P (use o fato de que os pontos de A sdo combinagoes inteiras dos u;’s). [

O fato de P ser uma regiao fundamental de A é crucial no estudo dos reticulados,
pois

Proposigao 2.3. O volume de qualquer regiao fundamental de A € o mesmo.

A demonstragao desta proposigao envolve pré-requisitos de geometria que estao
além do escopo deste texto [5].

2.4 Matriz de Gram e o Determinante de um Reti-
culado
Seja = {uj,ug,...,u,}, uma base do reticulado A, e seja x = kyu; +... kyu, um

elemento de A. Escrevendo os vetores na forma de colunas, com as coordenadas na
base candnica, temos

Ui Un1 uyx - Uin k1
x = ki : +...+k, : =

Uln Unn, Unp1 - Unpn kn
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Isso nos mostra que A é a imagem de Z" pela matriz M = (u;;), ou seja, todo x
de A é da forma AvT, para algum v = (ky,...,k,) em Z". A matriz A é chamada
de matriz geradora ' de A. Por exemplo, para cada n, temos o reticulado

7" = {(a17a27"~7an);ai S Z}

Sua base é a base candnica e a matriz geradora é a matriz identidade.
Se A é uma matriz geradora de A, a matriz de Gram associada é G = AT A.

Exercicio 2.5. Verifigue que G € uma matriz siméltrica e que suas entradas sao os
produtos escalares (u;, u;) .

Assim, G guarda informagoes métricas importantes sobre a base escolhida.

Claro que um reticulado tem véarias bases diferentes e, infelizmente, as matrizes
de Gram podem mudar com a base. Considere, por exemplo, o reticulado A gerado
por 8 ={u,v}, comu=(n,n+1)ev=_(—n—1,n), sendo n um namero inteiro
nao-nulo. Os vetores u' = (n,n+1) e v/ = (—1,2n+ 1) também formam uma base
4" de A.

Exercicio 2.6. Verifique que 3’ também € base do reticulado A. Verifique que as
matrizes de Gram correspondentes a 3 e 3’ sao

2 2 2
G = 2n +2n+1 0 } . G,:{2n +2n+1 2n

0 2n? +2n+1 2n? An?2 +4n+2 |-

Assim, um reticulado possui varias matrizes de Gram diferentes. No entanto, o
determinante de cada uma delas é o mesmo e s6 depende do reticulado.

Para verificar isso, considere as bases 8 = {u,us,...,u,} e 8 = {vy,va, ..., v, }
de A e sejam A e B as matrizes geradoras associadas. Como 3 é base de A, podemos
escrever

V;j = ajju; +agjus + -+ + apjuy,, para j =1,2,...,n,

onde cada a;; estd em Z. A transformagao linear 7" : R™ — R", que leva u; em v,
faz a mudanca de base e tem matriz M com determinante +1. Dai

B=MA
e det(BT B) ¢ igual a
det(ATMTMA) = det(AT) det(M7T) det(M) det(A) = det(AT A).

Como ilustragao, é facil verificar no exemplo anterior que ambas as matrizes de
Gram tém determinante igual a (2n? + 2n + 1). Por isso, definimos o determinante
de A, det(A), como o determinante de uma matriz de Gram (qualquer) de A. Este
nimero tem uma interpretacao geométrica que parece surpreendente: é o quadrado
do volume de uma regiao fundamental de A.

1Em boa parte dos textos sobre reticulados, escreve-se vA e ndo Av’. Nesta outra convencio,
sao as linhas de A que geram o reticulado.
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Exercicio 2.7. Mostre que o volume de P ¢ det(A)'/2.

Pela proposigao 2.3, o volume da regiao de Voronoi R(0) é igual ao volume de P;
assim, o volume de R(0) é igual a raiz quadrada do determinante de A. Portanto,
expressamos a densidade de A como

_ vol(B,(0))
det(A)1/2

e o problema de calcular A fica resolvido se tivermos uma base do reticulado A e
sua distancia minima (a expressao para o volume da bola n-dimensional pode ser
encontrada em [36]).

~

Por exemplo, para o reticulado A gerado por (a,b) e (—b,a), temos A = % =

0, 7854 (veja o exercicio 2).
Uma densidade muito melhor ¢ atingida pelo reticulado As (figura 2.4), que é
o reticulado mais denso em R? e é gerado pela base 3 = {(1,0), (1/2,v/3/2)}. As

regides de Voronoi deste reticulado sdo hexégonos e sua densidade é A = Wik

0,9069 (veja exercicio 3). este é o reticulado no plano com a melhor densidade
possivel [36].

Figura 2.4: Regiao fundamental do reticulado As.

2.5 Reticulados Congruentes e Reticulados Equiva-
lentes

Quando trabalhamos com codigos binarios, utilizamos o conceito de cddigos equi-
valentes: dois codigos lineares C e Cy sao equivalentes se existir uma isometria ¢
tal que (Cy) = Cy. Coddigos equivalentes tém os mesmos parametros n, k, d.

No caso dos reticulados, temos a definicao analoga de reticulados congruentes.
Veremos que se dois reticulados sao congruentes, entao possuem mesmo raio de em-
pacotamento, mesma densidade e uma mesma matriz de Gram. Um conceito mais
flexivel, especifico para reticulados, ¢ o da equivaléncia; se A1 e Ay sdo equivalentes,
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sua densidade é¢ a mesma e, embora nao sejam os mesmos, os raios de empacota-
mento e as matrizes de Gram sao relacionados por um simples fator escalar. Como
a congruéncia é um caso particular da equivaléncia, comegaremos nosso estudo por
esta dltima.

Diremos que A e As s@o equivalentes se existirem uma aplicacdo ortogonal
U :R" — R" e um namero real positivo A tais que (AU)(A;) = Az. Note que
(AUu, \UV) = A2 (u,v) e que, por tabela, |[\UV|| = M||v||. Diremos que )\ é a
razao de semelhanca de Ay para As.

Se p; e A; s@o o raio de empacotamento e a densidade de A;, para i = 1,2,
respectivamente, temos

min{||x||;x € A2} = min{)||y|[;y € A1}
= Amin{[ly|l;y € A1}

e segue que o raio de empacotamento de Ay é po = A\p;. E também: se A é matriz
geradora de A1, entdao A\UA é matriz geradora de Ay e

det(AUA) = det(A]) det(U) det(A) = A" det(A),
o que mostra que det(As) = A?" det(A;). Portanto,
UOZ(sz(O))
det(Ag)t/2
)\n’UOl(Bpl(O))
Am det(Aq)1/2
= Al

Ay =

Assim, reticulados equivalentes possuem a mesma densidade. Resumindo as
contas,

Proposigao 2.4. Se A; € semelhante a Ao com razdo de semelhanga A, entdo
existem matrizes de Gram G1 e Go para Ay e Ay tais que

1. Gy = \2Gy,
2. P2 = )\Plf
3. AQ = Al'

Note que, como tanto o raio de empacotamento quanto o volume podem ser cal-
culados a partir de uma matriz de Gram do reticulado, a propriedade (1) implica nas
condigoes (2) e (3) (verifique!). Outro fato importante é que, se vale a condicao (1),
entdo os reticulados sdo semelhantes. Para isso, suponha que 51 = {uj,us,...,u,}
e Py = {v1,va,...,v,}sdo bases de A1 e Ao, com matrizes de Gram G; e G tais que
G2 = A\2G4. Entdo, a aplicagao linear T : R" — R", definida por T'(u;) = v;, é uma
semelhanca de razao \. Para verificar isso, tome u = 2?21 a;u; e v= Z?Zl b;u;
em R™. Temos, entao,
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i i (Libj <TL11', TLIj>

i=1 j=1

= YD aiby (vi,vy)

i=1 j=1

= Zzaib‘i)‘z (u;,u;) (por (1))

i=1 j=1

= A\ (u,v).

(Ta, Tv)

Quando A = 1, dizemos que os reticulados sao congruentes . Neste caso, as
matrizes de Gram e os raios de empacotamentos sao iguais.

Como no caso dos codigos, nao se costuma fazer distingao entre reticulados
congruentes e varios reticulados sao identificados na literatura pela matriz de Gram.
Um primeiro exemplo importante é o dos reticulados D,,, n > 3. Os reticulados D3,
D4 e D5 sao definidos pelas matrizes de Gram

2 0 -1
2 0 -1 2 0o 0 2 -1
0o 2 -1 0

0o 2 -1, 1 1 9 _1 e -1 -1 2
-1 -1 2 0 0 -1 9 0o 0 -1
0O 0 o0

A matriz de Gram do reticulado D,, , para n > 6, tem as mesmas 4 primeiras linhas

de D; (completadas com zeros a direita) e as linhas 5,6,7,...,n sdo obtidas da

quarta linha, que é o vetor (0,0,—1,2,—1,0,...,0), por deslocamentos a direita:
[ 2 0 -1 0 0 0]
0 2 -1 0 0 0

-1 -1 2 -1 0 0
0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 -1 2 -1

0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 —1 2

A matriz de Gram também pode ser especificada em termos dos produtos inter-
nos dos elementos da base correspondente. Ou seja,

(e2,e3) = —1

) )
i) (el, 62> = 0
) )
) )

—lparat=3,...,n—1
Oparai,j=3,....,neli—j| > 2.

-1

—1

= O OO
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Na secao seguinte, mostraremos como obter uma base deste reticulado. Um se-
gundo exemplo importante é o reticulado Eg, que é o reticulado de maior densidade
em RS.

O reticulado Eg é determinado pela matriz de Gram

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
0 -1 2 —1

2

N = O OO OO

coc oo
oo o
o
o
\
—
—F0 RO 00 OoO

0O 0 0 0 -1 0

Das vérias realizagoes deste reticulado, uma das mais simples, encontrada em
[36], é dada pela base formada pelos vetores

€ = (_151707070707()’0)7
€ = (Oa_1,17070a0a070)7
er = (0,0,0,0,0,0,—1,1)e
es = 3(1,1,1,1,1,-1,-1,-1).

Pode-se verificar que estes vetores satisfazem

(Z) <ei7el> = 2

(ii) (e;,€;41) = —lparai=1,2,...,7,
(7i1) (ej,e;) = Oseli—j|>2ei,j#5,8,
(Z’U) <e5,eg> = —1,

que sao as relagoes expressas na matriz de Gram de FEg.
2
O reticulado FEg possui det = 1, norma minima igual a 2, p = g e densidade

igual a ;T@ = (0,254. Ele ¢ o unico reticulado (a menos de isometrias) com esta

norma minima e esta densidade, e ainda determina o melhor empacotamento por
esferas conhecido em dimensao 8. A seguir, mostraremos como obter este reticulado
e o anterior a partir de codigos binarios.

2.6 Reticulados e Coédigos

2.6.1 Construcao A

Existem vérias relagoes entre reticulados e codigos. Nesta se¢ao, apresentaremos
apenas uma delas, chamada “construcio A”, dada em [36]. Mencionamos apenas
que, neste mesmo livro, sao descritos outros métodos “classicos” de construgao de
reticulados a partir de codigos e que varios trabalhos recentes tém por base uma
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generalizacao do método que descreveremos a seguir. A principal aplicacao deste
método, neste texto, serd a construcao de Fg a partir de um cédigo binario, sendo
que a identificacao do reticulado obtido com o reticulado Fg seré feita pela matriz
de Gram.
A aplicacao
o2 — ZY
(ar,a2,...,a,) +— (a1,az,...,0,)

é sobrejetora, e satisfaz a condicdo 2
P(u+v)=>T(u) + O(v).

Isso faz com que a cada coédigo binario linear C seja associado um reticulado, o
reticulado A(C) = @71(0).

Para obter o reticulado FEg, teremos que fazer uma pequena perturbagao na pré-
imagem: tomaremos A(C) = a®~1(C), para uma constante a > 0, que sera escol-
hida de modo conveniente. Vamos primeiro ver como determinar alguns parametros
de A(C) com base nos parametros de C.

Exercicio 2.8. Mostre que o reticulado 2aZ™ sempre estd contido em A(C'); conclua
que a norma minima em A(C) é, no mdzximo, 2a (que é a norma de a(2,0,...,0)).

Além disso, se u € C, dentre todos os vetores v tais que ®(v) = u, o de menor
norma é exatamente u (considerado como vetor de R™), e neste caso, ||[u||? = w(u);
qualquer outra pré-imagem de u tem norma maior do que 2. Dai, se au tem norma
menor do que 2a, entao

lau]| = al[u]| = ay/w(u) < 2a,

o que implica em w(u) < 4. Logo, existirdo outros vetores de norma minima em
A(C) distintos dos elementos de 2aZ™ se, e somente se, d < 4. Concluimos o
seguinte:

Proposigao 2.5. Sejam C wum cddigo linear bindrio com paraémetros [n,k,d] e

A(C) = a®~1(C). Entdo,

1. Sed < 4, a norma minima ¢ av/d e os vetores de norma minima de A(C) séo
os vetores av, com v € C' de peso menor ou igual a 4, bem como os vetores
av’, obtidos deste trocando-se alguns dos 1 “s por —1 ’s.

2. Se d =4, a norma minima € 2a e todos os vetores listados no item anterior
sao de morma minima e possuem a unica entrada nao-nula iqual a +2a.

3. Sed >4, a norma minima é 2a e 0s vetores de norma minima sao os vetores
cuga unica entrada nao-nula € +2a.

Este resultado nos fornece o raio de empacotamento e o ntimero de vetores de
norma minima. Outro resultado importante é

2Isto ¢, ¢ um homomorfismo de grupos.
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Proposicao 2.6. Sejam C um cédigo linear bindrio com pardmetros [n,k,d] e

1
A(C) = —=®71(C). Entao, det(A(C)) = 2"F.
V2
A demonstracao desta proposicao utiliza alguns conceitos a mais da teoria de
grupos e pode ser encontrada em [13]. Prosseguimos agora com a aplicagdo desta
construgao aos reticulados D,, e Eg.

2.6.2 Reticulados obtidos pela construgao A

Um primeiro exemplo importante, e razoavelmente simples, é o do reticulado D,, .
Se ), é o codigo

C, = {(.’E,wg, R ,xn) € ZE”sz — 0}7
i=1

de parametros [n,n—1,2], entdo o reticulado D,, é igual a A(C,) = ®~(C,,) (aqui,
tomaremos o escalar ¢ = 1). Mostraremos os casos n = 3 e n = 4 e deixaremos o
caso geral como exercicio.

Consultando a matriz de Gram de D3, vemos que precisamos encontrar uma
base 3 = {e1, ez, e3} de A(C3) = ®1(C3) que satisfaga as equagdes

<elae3> = _17 <e27e3> = _17 <e17e2> - 0

Tendo isso em mente, considere u = (z,y, z) em A(Cs); como x+y+2z =0 mod 2,
temos também y = —x — 2z mod 2, ou seja,

u=(z,—z—zz2)+ (0,2m,0),

para algum m inteiro. Dai, segue que u = z(1,—1,0) 4+ 2(0,—1,1) + m(0,2,0) e a
terna {(1,-1,0),(0,—1,1),(0,2,0)} é uma base de A(C3).

Uma primeira melhoria a ser feita é tentar substituir (0,2,0) por um vetor de
norma quadrada 2; como

(0,2,0) =(1,-1,0) + (—1,—-1,0)

e (—1,—1,0) é um vetor de norma minima de A(Cj5), podemos trocar (0,2,0) por
(=1,—1,0) e obter a base {(1,—1,0),(0,—1,1),(—1,—1,0)}.

Tomando produtos internos dois a dois, vemos que basta multiplicar (0,—1,1)
por —1 e trocar a ordem dos elementos da tultima base para chegar a uma nova
base, a saber,

B = {(17 -1, 0)7 (_1’ _170)7 (0’ L, _1)}7

cuja matriz de Gram coincide com a de Ds.

Facamos agora o caso n = 4. Antes de mais nada, sugerimos ao leitor que
volte & matriz de Gram de D4. Nota-se que as relagoes entre ej,e; e e3 sao as
mesmas para qualquer n; assim, vamos aproveitar o trabalho feito para D3 e tomar
e; =(1,-1,0,0), e = (—1,-1,0,0), e3 = (0,1, —1,0).
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O vetor e4 tem que estar no subespago ortogonal a e; e ey, e deve satisfazer
(es,e4) = —1. Isso nos da um sistema linear de trés equagdes que tem por solugao
o subespago S = {(0,0,1,2);z € R}. Como e4 é um vetor de norma quadrada 2
que esta nesta reta e z é um ntmero inteiro, obtemos z = +1. Apenas para manter
uma simetria na escolha dos vetores, tomamos e, = (0,0,1,—1) e obtemos a base

8 =1{(1,-1,0,0),(-1,-1,0,0),(0,1,—1,0),(0,0,1,—1)}.

Isso mostra que Dy C A(Cy); deixamos ao leitor a tarefa de verificar que Dy =
A(Cy). Continuando deste modo, pode-se provar que A(C,,) = D,,.

Vamos agora ao reticulado Eg . Considere a seguinte versao do c6digo de Ham-
ming Hs com parametros [7,4,3]: o codigo é o nicleo da matriz

1 01 1 1 00

1 1.1 0 0 1 O

01 1 1 0 0 1
Exercicio 2.9. Encontre o nicleo dessa matriz.

Resolvendo este exercicio, o leitor encontrara 7 vetores de peso 3, 7 de peso 4 e
1 de norma 7 (além do vetor nulo, 16gico). Esta informacao serd importante no que
se segue.

Agora, vamos estender H3 a um cédigo de comprimento 8. Este é um processo
geral: dado um codigo C' de comprimento n, o codigo estendido C' consiste das
palavras da forma (21, za,...,2,, (£1+...+2,)), onde (z1,22,...,2,) estd em C.
Ou seja, acrescentamos a cada palavra de C' uma nova coordenada que é a soma
das coordenadas originais.

Exercicio 2.10. Mostre que C possui pardmetros [n+1,k,d'], sendo que d' = d+1,
se d for impar, e d' = d, se d for par.

Aplicando isto a Hs, obtemos um codigo 7,{3 de parametros [8, 4, 4] que chamamos
de codigo de Hamming estendido. O leitor poderéa (devera!) verificar que o codigo
7,{3 possui 14 palavras de peso 4, sendo 7 com xg = 0 e 7 com xg = 1. Precisamos
selecionar a base de Eg dentre estas palavras de peso 4. Para isso, o seguinte resul-
tado é muito util (a prova fica como exercicio): considerando vetores de Z% como
vetores de R™ de coordenadas 0 e 1,

Lema 2.1. Dadosu e v em Z, sendo w(u) o peso de u e (u,v) o produto interno
deu ev em R™, temos

wu+v)=w)+wlv)—2(u,v).

Dai, tiramos o seguinte: como os pesos nao-nulos que ’I:Eg atinge sao 4 e 8, se u
e v tém peso 4 e u # v, entdo w(u+v) = 8 —2(u,v). Temos, entdo, w(u+v) =8,
e portanto (u,v) =0, ou w(u+v) =4, e (u,v) = 2. Restringindo-nos ao conjunto
dos vetores com ultima coordenada nao-nula, obtemos sempre (u,v) = 2.
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Vamos considerar primeiro os 7 vetores uj,us...,uy, cuja ultima coordenada
é 1, e vamos construir uma base de Ejg, a partir destes vetores. Nesta construgao,

1
faremos a = 1/4/2. Tome f; = —uy; pelo exposto acima,

V2

<f7,7fj> =1,se1 7&]7 €
(f;,f;) = 2, para cada i.

Esta bem perto, mas ainda nao é o que precisamos. Agora, tomamos os seguintes
vetores:

€ - fla
e = fy—fy,
er = f7 — fG-

Das relagoes anteriores entre os f!s, tiramos que

(ei,ei+1> = -1, parai=1,...,6,

(e;,e;—1) = —1, parai=2,...,7,

<ei7ej> = 07 se |Z*.7| 227
e todos os produtos internos de pares de vetores em {ej,es,...,er} “batem"com o
especificado para Fg. Conferindo a matriz de Gram de FEjg, vemos que falta apenas
mais um vetor es tal que (eg,es) = 2, (es,e5) = —1 e (eg,e;) = 0, para i # 5,8.

Resolvendo este sistema de equagoes, obtemos o vetor

eg = (-1,-1,0,0,1,0,—1,0).

Sl

Como este vetor estd em A(?Zv,) (verifique), concluimos que Eg = A(ﬁ;)

Varios outros reticulados importantes podem ser construidos desta forma, como
pode ser visto em [36]. Recentemente, varios exemplos foram feitos usando-se ge-
neralizagoes deste método para codigos sobre outros alfabetos.

2.7 Reticulados e Grafos

Um grafo T' consiste de um conjunto de vértices V e um conjunto de arestas A
conectando (alguns destes) vértices. Representa-se o grafo geometricamente por
pontos (os vértices) ligados por curvas (as arestas) - veja a figura 2.5.

Nesta secao, estamos interessados em uma classe especial de grafos, os grafos
circulantes . Estes grafos sao aplicados no desenho de redes de computadores - os
vértices correspondem as maquinas e as arestas representam conexoes entre estas
méquinas. Também sao estudados do ponto de vista tedrico, pois, embora sejam
exemplos relativamente simples, possuem varias propriedades interessantes. Para
apresenta-los, precisamos antes do conjunto dos “inteiros modulo M”.
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O conjunto Zjy; dos inteiros modulo M, introduzido no capitulo 1, pode ser
identificado com o conjunto dos nimeros (na verdade classes) {0,1,2,...,m — 1},
com as seguintes operagoes:

a 4+ b = resto de a + b na divisao por M,
a X b= resto de a x b na divisao por M.

Exercicio 2.11. Mostre que
1. a+yb=b+y a,
2. (a+mb)+mc=a+ry (b+uc),
3. (M —a)+ma=0,

4. 0+pra=a.

Estas propriedades mostram que Zj,;, com a soma moédulo M, é um grupo
abeliano finito (ver o Apéndice). Como todos os elementos de Z,, sdo multiplos de
um deles (o elemento 1), Z,, é um grupo ciclico .

Para simplificar a notagao, daqui em diante usaremos o mesmo sinal de adi¢ao
para a soma modulo m e a soma em R?. O produto sera usado apenas para abreviar
somas, comoem 4-a=a+a+a+ a.

Exercicio 2.12. Prove que toda sequéncia da forma {a,2a,3a,...}, com a € Zyy,

é ciclica, isto é, mostre que existe um q que satisfaz (i) ga = 0 em Zp, (i1) se
0< ¢ <gq, entio ¢'a#0 em Zyr). O inteiro g é chamado ordem de a e Zyy.

Exercicio 2.13. Verifique que 3 também é gerador de Zs, e que 2 nao é (veja
Apéndice).

Agora, podemos apresentar os grafos circulantes definidos sobre Zj; . O grafo
circulante Cys (a1, ag, .. .,ax) é o grafo cujos vértices s@o os elementos de Zy;, onde
a e b sao conectados se, e somente se, b = a £ a;, para algum 7. A figura 2.5 mostra
o grafo circulante C15(1,5).

Neste exemplo, vé-se claramente que a bijegdo 7(a) = a + 1 preserva todas as
arestas, ou seja, se a e b estdo conectados, entdo 7(a) e 7(b) também estao (ver
também exercicio 7). O mesmo vale para 7,(a) = a + k. Assim, para construir o
grafo, basta ligar os +a;’s ao 0 e rodar a figura obtida pelos vértices.

Vamos mostrar agora como obter este grafo a partir de um grafo sobre Z2. Este
método tem véarias aplicagoes no estudo de grafos circulantes e codigos em grafos
[10, 11, 19].

Dados um reticulado A em R? e uma base 3 = {e1, ey} deste reticulado, defini-
mos um grafo I' sobre A pela seguinte regra:

u e v estao conectados se, e somente se, v— u = +e; ou *es.
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Figura 2.5: O grafo circulante C3(1,5).

Aplicando isso ao reticulado Z? e & base canoénica, obtemos uma malha quadrada
(infinita); note que as arestas do grafo sao as arestas das translagoes do politopo
fundamental. Para tirar um grafo finito dai, basta tomar um conjunto finito de
pontos de Z? e as arestas correspondentes, mas podemos fazer algo ainda melhor.

Considere um subreticulado A’ de Z? e a relacdo de equivaléncia que este define
no plano:

u = v se, e somente se, u — v pertence a A’.

Dito de outro modo, se pudermos obter v somando a u um elemento w de A’, entao
u e v sao equivalentes e diremos que sdo equivalentes modulo A’. Fixando uma
base 3’ para A’, temos o seguinte: todo ponto de R? é equivalente a um ponto que
estd no politopo gerado por 3'. Agora, construimos um grafo finito I's do modo
definido abaixo.

Os vértices de I' g sao definidos por um conjunto V- = {uy, us, ..., up } completo
de representantes modulo A’, isto é,

(i) ndo ha nenhum par de pontos equivalentes em V;
(i) todo ponto de Z? ¢ equivalente a um elemento de V.

Um modo simples de encontrar um conjunto destes é tomar os pontos de Z2
que estao em um politopo fundamental P de A’ e depois descartar, se necessario,
alguns pontos “repetidos” modulo A’, porque pode haver pontos equivalentes sobre
as arestas de P.

As arestas de I'g sao determinadas pela seguinte regra: dois pontos ue v de V'
sao conectados se, e somente se, existirem u’ e v/ de V taisqueu=u’, v=v' eu
e v/ estdao conectados no grafo de Z2.

No conjunto V' podemos definir a seguinte operagao de soma modulo A: dados
u;,u; €V,

u; +u; = ug,

onde uy, € o tnico elemento de V' que é equivalente a u; + u;. Pode-se mostrar que
esta operacao satisfaz as mesmas propriedades que a soma modulo M e que isso faz
com que V seja um grupo abeliano também. Nosso interesse é descobrir se também
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V' é ciclico. Para isso, deve existir um elemento u;, tal que, tomando a sequéncia

{u;,,2u;,,3u,,, ...}, conseguimos todos os elementos de V (claro que aqui estamos

identificando nu; com seu correspondente em V). Neste caso, pode-se mostrar que,

trocando o vértice u; de I'g: por k, quando u; = ku,,, obtemos um grafo circulante.
Um resultado que garante que V seja ciclico é o que segue.

Proposicao 2.7. Seja A’ o reticulado gerado por 3 = {e1,ex}, com e; = (a,b)
e ey = (c,d) de Z?%, e seja u = (m,n) um ponto do paralelogramo gerado por (3.
Sejam A a matriz geradora de A’ com colunas e1 e ey e sejam M; os determinantes
das matrizes obtida de A, substituindo e; por u. Entao,

1. O grafo Tz possui M = |det(A)| vértices;

2.V = {k‘v}i]‘ial € um conjunto completo de representantes mddulo A’ se, e
somente se, mde(Aq, Az) = 1.

Para obter o grafo C13(1,5) deste modo, tomemos o reticulado A’ gerado por
B =4{(2,3),(—3,2)}. O conjunto V consiste da origem e dos pontos no interior do
politopo gerado por 3’ (Figura 2.6).

,/41\
8 13 11 K

7 2 10 /5

1 19 A
/

Figura 2.6: Paralelogramo gerado por 3 = {(2,3), (—3,2)} e um conjunto completo
de representantes modulo A’.

Agora, faga o seguinte: tome u = (0,1) e a seqiiéncia {ku};2; vocé verd que
ela percorre todos os pontos de V. Conectando a e b de Z;3, sempre que au e bu
estiverem conectados, vocé ira reconstruir o grafo circulante Ci3(1,5).

Este processo pode ser estendido para grafos circulantes com mais arestas de
modo natural: para construir C,(ay,as,...,ax), definimos um grafo em Z* da
mesma maneira que fizemos no plano e procuramos um reticulado A’ conveniente.
Pode-se mostrar que este reticulado sempre existe [19] e que esta técnica tem vérias
aplicagoes no estudo de grafos circulantes [10, 11, 19].

2.8 Leituras de Aprofundamento e Extensao

Para aprender mais sobre propriedades bésicas e exemplos importantes recomen-
damos os capitulos 1 e 4 de [36] e o capitulo 1 de [13].
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Um estudo mais aprofundado depende dos gostos e interesses do leitor; Em geral,
quase tudo que foi feito nesta area encontra-se em [36], [4] ou [13]. Uma vertente
mais proxima da teoria algébrica de ntimeros pode ser estudada nos artigos [1] e [3];
as conexoes entre reticulados e grafos podem ser estudadas em [10], [11] e [19].

2.9 Exercicios Complementares

1.

Seja A o reticulado gerado por (2,1) e (—1,3). Determine a matriz de Gram,
o raio de empacotamento p e a densidade A.

. Seja A gerado por u = (a,b) e v = (—b,a), onde tanto a quanto b sdo nao-

nulos. Mostre que

(a) Os vetores de norma minima sao tu, v. Sugestao: determine a norma
de um elemento genérico zu + yv de A.

(b) A densidade de A é %

. O reticulado As é gerado por u= (1,0) e v = (’71, @), e ¢ 0 mais denso no

plano.

(a) Determine a matriz de Gram associada a esta base.

(b) Mostre que a norma minima é igual a 1 e que existem seis vetores de
norma minima. Sugestao: verifique que ||Jzu + yv||? = 22 —zy + 3% e
procure os x,y inteiros que minimizam esta funcao.

_ 3

(c) Mostre que det(Az) = 4.

(d) Mostre que A = ivh

(e) Mostre que a regiao de Voronoi de Ay é um hexagono.

Prove a Proposigao 2.1

. Prove o Lema 2.1.

. Considerando o reticulado D,,, definido na secao 2.6.2, mostre que D, =

A(C,,). Para isso, estude os casos 3 e 4 para “chutar” uma base para o caso
geral (caso nao consiga, dé uma olhadinha em [36]).

Seja I' um grafo circulante. Mostre que

(a) se a e b estao conectados, entdo a+ k e b+ k estao conectados para todo
k;

(b) @ e b estao conectados se, e somente se, a — b ou b — a estao conectados
ao 0.
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Capitulo 3

Codigos Esféricos

3.1 Introdugao

Um cddigo esférico ¢ um subconjunto finito da esfera unitaria euclidiana S™, contida
em R"*!. A razdo para que um cédigo esférico seja também chamado de constelacao
de sinais é que todo conjunto de sinais continuos pode ser representado por um
conjunto de pontos na esfera euclidiana. Esta maneira geométrica de ver os sinais
possibilita um manuseio mais facil desses conjuntos. Um dos principais ingredientes
para que a transmissao de um sinal ocorra sem erros é que a distancia minima entre
os pontos seja grande. Por isso, a analise de desempenho de uma constelagao de
sinais passa sempre pelo céilculo de sua distancia minima.

De maneira geral, dada uma dimensao n e um ntmero de pontos M, queremos
saber: qual o codigo esférico [M,n| com a maior distancia minima? Este codigo
é chamado dtimo . Achar um codigo 6timo é um problema bastante dificil. Na
esfera euclidiana S? C R3, este problema é conhecido como o problema de Tammes.
Segundo Sloane [36], Tammes foi um boténico alemao que estudou o namero de
poros em um grao de pélen. Seu trabalho de 1930, publicado em uma revista de
botanica [37] com o titulo: “On the origin of number and arrangment of the places
of exit on the surface of pollen-grains”, procurava relagoes para a distancia minima
entre os poros de um poélen. Configuracdes 6timas de pontos na S? C R? sdo
conhecidas apenas para M < 12 e M = 24, segundo [15]. Todas as outras sao as
“melhores conhecidas”, sem um prova formal de que sao 6timas.

Ha dois principais esforgos para a solugao deste problema. O primeiro é a cons-
trucao de limitantes para o nimero de pontos M = M (n,d) de um codigo esférico
que envolvam a dimensao n e a distdncia minima d. O segundo é a construgao
de codigos que tenham distancias minimas melhores que as conhecidas para uma
determinada dimensao e quantidade de pontos. Quando um codigo [M, n] alcanga
a distancia minima limite, estabelecida por um limitante para aquela dimensao e
quantidade de pontos, ele é 6timo.

Este capitulo esté dividido da seguinte maneira: na primeira segao, mostramos
como representar um conjunto de sinais continuos como um codigo esférico. Na
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segunda se¢ao, ha uma breve explanacao da probabilidade de erro e da distancia
minima de um codigo esférico. A terceira secao é dedicada aos limitantes para
codigos esféricos, que relacionam distdncia minima e cardinalidade. Na quarta,
secao falamos dos codigos simplex e biortogonal e, na quinta, sobre cédigos de
grupo ciclico, uma classe de codigos esféricos com simetrias.

Nesta se¢ao, mostramos como um conjunto de sinais continuos pode ser visto
como um codigo esférico. Antes do caso geral, abordaremos o problema para um
caso especial: um conjunto de sinais com mudanga de fase, o PSK.

3.2 Representacao Geométrica de Sinais Continuos

3.2.1 Um exemplo: o M-PSK

PSK é uma sigla, oriunda da lingua inglesa, para Phase-Shift Keying, uma modu-
lagao intimamente ligada as rotagoes do espago euclidiano. Suponhamos que uma
informacao pode ser representada binariamente, por exemplo, ligar e desligar a luz
de um quarto, ou, abrir e fechar uma porta. Ligar é “0” e desligar é “1”. Vamos
associar cada uma destas operagoes a uma fase de um sinal continuo, conforme a
figura 3.1. Ao “0” associamos a fase zero e ao “1” associamos a fase w. Tais fases,
por conseguinte, estao associadas a dois sinais continuos

x;(t) = cos[rt + (i — 1)w], t € (0,2), i =1, 2.

1 o
‘ 0 L 0 Fonte Binaria

VT e

Fase da Onda

Figura 3.1: Modulagdo de um 2-PSK
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Figura 3.2: Representagio geométrica de um 2-PSK

Mas, 21 (t) = cos[nt] e xo(t) = — cos[nt]. Escritas como combinagao das fungoes
{— sin[nt], cos[rt]},

temos x1(t) = 0+ (—sin[nt]) + 1 - (cos[nt]) e x2(t) = 0.(— sin[wt]) — 1.(cos[nt]).
Assim, representamos “0” pelo ponto (0,1) e “1” pelo ponto (0,—1), conforme
figura 3.2.
Esta construgao se generaliza para o conjunto de M sinais

x;(t) = cos[nt +2(i — V)m/M], t € (0,2), i =1,2,..., M,

conhecido por M-PSK, cuja representagao geométrica é um poligono regular de M
vértices. De fato,

x;(t) = cos(mt) - cos(2(i — 1)w /M) — sen(wt) - sen(2(i — 1) /M) e, portanto,

ao sinal ¢ associamos o vetor (cos(2(i — 1)w /M), sen(2(i — 1)7/M)).

3.2.2 Representagao geométrica de sinais

Seja S = {s1(t), ..., sp(t)} um conjunto de sinais formado pelas fungoes reais con-
tinuas s; de energia finita, isto é,

ls;| = / s;(t)%dt < oo.

— 00

Queremos dar uma representagao geométrica para S da mesma maneira que
demos para o M-PSK na se¢ao anterior. Para tanto, precisaremos de alguns fatos
oriundos da algebra linear.

Considere C°(R), o conjunto das fungdes continuas reais, e o subconjunto E de
C°(R), formado pelas fungoes com energia finita. O subconjunto E, com a soma de
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fungoes usual e a multiplicacdo por nimeros reais, € um espago vetorial que pode
ser munido do produto interno (-, -}, definido da seguinte maneira:

se f,g € E, entdo (f,g) :/_ f(x)g(x)dz.

Deixamos a prova destes fatos nos exercicios abaixo.

Exercicio 3.1. Mostre que conjunto E = {f : R — R; f € continua e ffooo f(t)2dt <
oo} € um espago vetorial. Nao se esquega de demonstrar que a soma de fungoes
pertence a E. Utilize o fato, conhecido como desigualdade de Hélder parap = q = 2,
que se [ e g sao fungoes reais continuas, entao

i@l < ([ ireipa) - (/" (o)) -

Exercicio 3.2. Demonstre que o produto de fungoes (f,g) = ffooo f(x)g(z)dx € um
produto interno real em E = {f : R — R; f € continua e [~ f(t)*dt < co}.

Em particular, o espago vetorial gerado pela constelagao de sinais S é um espago
vetorial com produto interno de dimensao finita. Podemos, portanto, contruir um
conjunto de fungdes ortonormais {¢;(t)}¥ | através do processo de ortonormalizagio
de Gram-Schmidt, de tal maneira que

N
si(t) = Z 803 (t).

Assim, para cada sinal continuo s;(t) € S associamos um vetor
N
(814, 8215 834, - - -5 Sni) € R

Além disso, quando um dos sinais s;(¢) é transmitido através de um canal AWGN?, o
vetor de onda recebido §;(t) = s;(t)+r(t), onde r(¢) é o ruido acrescido ao sinal pelo
canal, pode ser representado pela soma s; +1 = (s1;+71, S2; + 72, 83; + 73, ..., Sni +
rn), onde r é um vetor aleatério de erro cujas entradas satisfazem a distribuicao
de probabilidade gaussiana, de maneira que toda a anélise de desempenho de um
conjunto de sinais é feita em cima do conjunto de coordenadas {(si;,...,Sn;) €
RM:i=1,..., M}. Este conjunto é chamado de constelagdo de sinais. Para maiores
detalhes sobre modulagoes de sinais e suas representagoes geométricas, veja [40].

3.3 Propriedades Importantes de uma Constelacao
de Sinais.

Seja {&: 1ML, C RY uma constelagao de sinais. Ao transmitir &, o canal de trans-
missao acrescenta um erro 7 ao sinal & e o receptor recebe & = £, + r. Para recu-

L Additive White Gaussian Noise Channel: Canal com ruido aditivo gaussiano branco. A dis-
tribuicdo de probabilidade do erro é gaussiana e aditiva e a densidade espectral de poténcia dos
sinais ¢ invariante.
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perar o sinal transmitido, procuramos saber em qual regiao de decisao ou regiao de
Voronoy
Ri = {z e RN ||z — &]| < ||z — &]|, para todo k # i}

esta & . Se & € R, decidimos por verossimilhanga que o sinal transmitido foi &, .
Se m = k, a transmissao foi um sucesso, pois o canal tinha transmitido &. Caso
contrario, dizemos que houve um erro na transmissao.

Figura 3.3: Representagio geométrica de um 10-PSK e suas regides de decisio.

O desempenho de uma constelagao ¢ medido pela probabilidade de erro na trans-
missao dos sinais, ou seja,

P(e) = P{&, ¢ Ry}

E de interesse diminuir o valor de P(e) preservando a energia média da conste-

lagao
| M
i > IgGIR
j=1

Denote P(c|¢;) a probabilidade de decisao correta, dado que ¢; foi transmitido,
entao

1 M
Ple)=1-P(c)=1- i Zp(c/gj).

Se R; ¢ a regido de decisao de &;, P(c/§;) = P{gj € R;}. Se r for um ruido
gaussiano com variancia Ny/2 e média s;, tém-se que

1 —lr—g12

P(C‘gj) = /R Werr.
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3.3.1 O limitante de Bhattacharyya

Apesar de ter uma expressao clara, a probabilidade de erro é de dificil calculo. As
regioes de decisao nao sao faceis de identificar e a integral da funcao f(z) = e~ é,
em geral, estudada numericamente, uma vez que nao possui primitiva. Portanto, o
calculo de limitantes para essa probabilidade é crucial pois, apesar de nao sabermos
a probabilidade exata, a limitamos por uma faixa de seguranga.

Um limitante conhecido para a probabilidade de erro é o limitante de Bhat-
tacharyya ([6], pp 190-192). Se d;; = |s; — s;|, entao

M _ 42 M 2
1 3 w1 > 4 losa (Mmy
P(G)SM . .64N0 :H : .e e ,
i=1 j#i i=1 j#i

onde € = 2 Zf\il |s:]|? é a energia média da constelagio e 1, = ¥ = e 0NN, ©
a taxa sinal-ruido (SNR) .

Boas constelagoes apresentam probabilidade de erro baixa mesmo quando a
transmissao é ruim, ou seja, a varidncia Ny do canal é grande. Equivalentemente,
elas nao precisam dispender muita energia média € para compensar a transmissao
ruim. Uma maneira para isto acontecer é aumentando a distancia entre as palavras
da constelagdo. Segue dai um dos primeiros objetivos na construg¢ao de uma cons-
telag@o de sinais S:

Maximizar dy,in(S) = min{|s; — s;|;si,s; € 5,1 # j},

para um namero fixo de pontos e energia média fixada.

10°-

102 pooe

104 L=

Poe)

10°¢

108

w—lo

1, (dB)

Figura 3.4: Probabilidade de Erro do M-PSK, segundo [6].
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As vezes, nao basta aumentar a distancia minima, o nimero de pontos vizinhos
também desempenha papel relevante em P(e). Um exemplo deste fato pode ser
encontrado no problema 4.17 de [6].

Para facilitar a procura de boas constelagoes de sinais, vamos supor que todos
os pontos tém energia igual a um, ou seja, a constelagao esta sobre a esfera unitaria.

Exercicio 3.3. A matriz formada pelos produtos escalares de uma constelagao €
chamada matriz de configura¢ao ou matriz de Gram da constelagio S. Essa matriz
pode ser vista como o produto M = a™a, onde a é a matriz cujas colunas sao os
vetores da constelacao. Mostre que aumentar a distdncia entre as palavras de um
cddigo esférico € equivalente a diminuir o produto interno (s;, s;) entre as palavras.
Visualize este fato em R? e em R3.

3.4 Limitantes para Coédigos Esféricos

Dados z,y € 5™ = { € R"™; |z| = 1}, 0 angulo entre estes pontos & cos ™ ((z, y)).
Se d é a distancia minima em um codigo esférico, entao o &ngulo minimo entre os
pontos é

d
0 =2sin""(5).
sin (2)

<

Figura 3.5: Angulo minimo e a distancia minima em um cédigo esférico.

O conjunto dos pontos da esfera S"~! cuja separacdo angular de um ponto
X € "1 ¢ ¢ é chamado chapéu esférico centrado em X e de angulo ¢. Denotaremos
esse chapéu por

Cx(n,¢) ={y € S" 5 (X,y) > cos(¢)}.

Se o ponto central do chapéu nao for importante denotaremos C(n, ¢). E possivel
demonstrar ([15]) que a area do chapéu esférico é

¢
A(C(n,9)) = kn_l/o (sin )" 2da, onde
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(27T)n/2

55T ,sen =2,4,...
k'n = 2'(2(:)(3),!i>/2 e (341)
W ,sen=3,5,...

nll = nn—2)(n—4)...1 ,sen impar
n(n—2)(n—4)...2 ,sen par
Em particular, a area total da esfera é

(2m)™

@(m—1)i sen =2m
A(C(n,m)) = @(m-1)N )
( ( )) { (35721)1)” ,sen = 2m + 1

A densidade A¢ de um codigo esférico C € S™~ ! com distancia minima d =
2sin(4) ¢ a razio entre a area dos |C| chapéus esféricos disjuntos centrados nas
palavras do codigo com angulo 6/2 pela drea da esfera S"~1. Se A(C(n,¢/2)) ¢ a

drea de um destes chapéus e A(C(n,)) é a 4rea da esfera S"~1, entao

A, _ lClAC(n, ¢/2))
¢T T ACCMT)

3.4.1 O limitante da uniao

Dado um angulo ¢, qual seria um limitante para o nimero de chapéus A(n, ¢) nao
sobrepostos na esfera S"~1? Os célculos feitos acima nos ddao um limitante para
o namero de pontos de um coddigo esférico. Um coédigo com M pontos e distancia
minima d implica em M chapéus esféricos disjuntos com angulo /2, onde 6 satisfaz
d = 2sinf/2, sobre a esfera. Logo, a area ocupada por esses chapéus é limitada
pela area total da esfera. Segue, portanto, a proposicao abaixo.

Proposigao 3.1. Limitante da Uniao
Seja um codigo esférico n-dimensional com M pontos e distdncia minima d =
2sinf/2. Entao, em termos do coeficiente k,, definido em 3.4.1, a sequinte de-
sigualdade deve ser satisfeita:
M < A(C(n,m)) _ kn, .
T ACM,0/2) K, f00/2 sen™2ada

3.4.2 O Limitante de To6th, Coxeter e Borockzy

Um dos primeiros limitantes a aparecer para codigos em R? foi o de L. Fejes Toth
[39, 38|, em 1943. Este limitante é alcangado por codigos com M = 4,6 e 12

pontos, o tetraedro regular (d?,, = 8/3), o octaedro (d2,, = 2) e o icosaedro
(d?,,, =2 —2/\/5). Sua construgio utiliza estimativas sobre a area de triangulos

esféricos.

Proposigao 3.2. Limitante de Toth
Em R3, todo cddigo esférico com M pontos tem dngulo minimo 0 satisfazendo

2 M
cot 6(M—2)

0 < cos™!
2
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Figura 3.6: Trés pontos na esfera S2 com seus respectivos chapéus esféricos. O limitante de
Toth envolve estimativas para a area ndo ocupada pelos chapéus, interna ao tridngulo formado
pelos pontos.

Mais tarde, em 1963, Coxeter disse ser “intuitivamente 6bvio” que n esferas
(n—2)-dimensionais sao empacotadas da melhor maneira possivel quando cada uma
toca todas, de maneira que seus centros sao os n vértices do simplex regular. Ele se
baseava nas idéias que Téth utilizou para estabelecer o limitante para n = 3. Essa
conjectura so foi resolvida 25 anos depois, em 1978, por Borockzy [9]. Coxeter havia
obtido como consequéncia da sua conjectura um limitante para codigos esféricos que,
apos a prova de Borockzy, passou a ser chamado limitante de Bordckzy - Coxeter.

Proposigao 3.3. Limitante de Bérickzy - Coxeter

Todo cddigo esférico em R™ tem dngulo minimo ¢ e nimero de pontos M satis-
fazendo

2Fn_1(a)

M <

)

onde sec2a = secd +n — 2 e Fy,(«) € a fungao de Schlifli definida por

271
Fo(a) = v

n.n!V,

onde U € a drea de um simplezo esférico reqular de dngulo 2o contido em S™~1 e
V,, € o volume da esfera S™~' .

Infelizmente, o calculo da area desses simplexos é muito complicado para n maior
que trés, o que torna o limitante Borockzy - Coxeter dificil de manipular.

Exercicio 3.4. Os vértices do icosaedro podem ser obtidos através dos deslocamen-

1-v5
2

. A . L. 7 . 2 7 .
que a distancia minima ao quadrado deste codigo € %‘ Mostre que este cddigo é
otimo.

tos ciclicos do ponto (0,+0,+£1), onde 0 = , perfazendo 12 pontos. Mostre

3.4.3 O Limitante de Rankin

Em 1954, Rankin propds alguns limitantes para codigos esféricos euclidianos que,
além de facil manipulagao, possibilitaram demonstrar que duas classes de codigos
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esféricos, chamadas simplex e biortogonal, sdo 6timas. Veremos este fato na proxima
secao. Para demonstracao desses limitantes, seguiremos a referéncia [15], além do
proprio artigo do autor [32].

Proposigao 3.4. Limitante de Rankin I
Todo codigo com M pontos e dngulo minimo 2¢, contido na esfera S"1 = {x €
R™; |x| = 1}, satisfaz as sequintes desigualdades:

. 2 win— 11
1. M < [%], para %—Fw

IN

s
¢<3

L1
2. M§n+1,para§<¢§§+w

S 1=

3. M < 2n, para ¢ = 7.

E facil reescrever a proposigao acima em termos de distdncia minima. Por
exemplo, a terceira desigualdade é equivalente as expressoes:
sin~!(2)

m n
4 + 2 ’

IN

¢ <

e

o
IN

¢_

<

0 1

o3 1=
)

~—
S|
—

IN

<sin~

2 —

ogsm@¢—g)g

0<2sin?¢p—1<

9

3\’“3\)—!

=
S

¥+
=

2 < 4sin?¢ <

Como o angulo minimo é 2¢, a distancia minima do cédigo é d = 2sin ¢. Con-
sequentemente, a distdncia minima ao quadrado, quando a quantidade de pontos é
no maximo n + 1, deve satisfazer a desigualdade

2(n+1
2< d? < w
n
Exercicio 3.5. Reescrever as outras desigualdades em termos da distancia minima
do codigo esférico.

A seguir, demonstraremos trés limitantes equivalentes aos enunciados acima.

Proposigao 3.5. Rankin I
Qualquer codigo esférico X em R™ com distdncia minima ao quadrado p e M pontos

satisfaz
2M

< .
e VA
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Demonstracao: E facil ver que p < 2 — 2(z;, z;), para todo ;,x; distintos em X.
Assim, temos (z;,2;) < 252 e

SGrss) = Mo MM - )2 D).

]
Por outro lado,

Z<$i,aﬁj> = szik-fﬂjk = szik-fﬂjk = Z (Z.’L’m) > 0.

ij i k=1 k=1 i,j k=1 \ i

Proposigao 3.6. Rankin I1
Qualquer codigo esférico X em R™ com distdncia minima ao quadrado p, satis-
fazendo 2 < p <4, e M pontos satisfaz

M<n+1.

Demonstragdo: Como 2 < 2 — 2(z;,z;) < 4, para todos z; e z; distintos em X,
segue que —1 < (z;,2;) < 0. Em particular,

(xiyxpm) <0 e —1<{x;,xprp), para i=1,...,M — 1.

A ultima desigualdade ¢ estrita pois, se existisse um ponto de X', digamos x;_1,

tal que (zp—1,xp) = —1, entdo xp—1 = —xpr e (@, xp—1) = —(xi,xp) > 0,
i=1,...,M — 2, contrariando as hipoteses.
Assim, defina v; = 1 — (2;,7/)% > 0 e y; = 711/2(:102» — (xj,xp)xar), para

i=1,...,M — 1. Note que
VYV Wi yi) = (i) — (i, xm )@y, xar), para 1<i,5 <M —1.

Logo, (vi,y;) < 0 porque (z;,z;) < 0 para ¢ # j distintos. Portanto, temos
um novo codigo X,—1 = {y1,...,ym—1} com M — 1 pontos e distAncia minima ao
quadrado maior que dois, contido num hiperplano normal a x,;, consequentemente
de dimensao n — 1.

Recursivamente, contruimos um coédigo &} com distancia minima ao quadrado
maior que dois e M —n+ k pontos que esta contido em R*. Para concluir a demons-
tracao, basta ver que o codigo X7, contido em dimensao 1, tem M — n + 1 pontos.
Por ser dimensao 1, M —n+1 < 2. [ ]

Proposigao 3.7. Rankin IIT
Qualquer codigo esférico em R™ com distdncia minima ao quadrado p > 2 e M
pontos satisfaz

M < 2n.
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Demonstracao: Basta repetir a contrucao da familia de codigos Xy, da proposicao
anterior, observando que a distancia minima ao quadrado pode ser 2. Assim, a
cardinalidade diminui de um ponto ou dois. Portanto o niimero de pontos de X}, é
maior ou igual a M — 2(n — k). Logo, para k = 1, segue que 2 > M —2(n—1). ®

Procurar por codigos esféricos com boa distancia minima e por empacotamentos
de chapéus esféricos com melhores densidades sao tarefas que nem sempre podem
ser confundidas, apesar de suas similaridades. Uma consequéncia que fica implicita
no proposicao de Rankin é que se n + 2 pontos podem ser colocados na esfera
Sn—1, entdo 2n podem ser colocados com a mesma distancia minima. Isto quer
dizer que apesar da densidade do codigo esférico aumentar, sua distdncia minima
se mantém constante. Os primeiros a demonstrar esse fato, para n = 3, segundo
Rankin, foram Schiite e van der Waerden [34] em 1951. O resultado acima, além
de estabelecer novos limitantes para codigos esféricos, ilustra essa sutileza entre
densidade e distancia minima.

3.5 Os Codigos Simplex e Biortogonal

Duas classes de codigos 6timos geradas por matrizes sao amplamente conhecidas:
os codigos simplex e biortogonal. Essas classes de cédigos, definidas em qualquer
dimensao, sao generalizagoes do triangulo isosceles e do quadrado, em dimensao
dois, e do tetraedro e octaedro, em dimensao trés (figura 3.7).

Figura 3.7: Os codigos simplex e biortogonal em dimensio dois e trés.
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3.5.1 O cédigo simplex

Considere o conjunto S,, formado pelo ponto (1,...,1,—n) em R**! e seus deslo-
camentos ciclicos, ou melhor, a 6rbita® de (1,...,1,—n) pelo grupo gerado pela
matriz
0 0 1
0
S = I
Id, :
0
onde Id,, é a matriz identidade n x n. Chamaremos S,, de cdédigo simplex.
Da sua definigdo, segue que, se = (v1,...,7,41) € {S'(1,...,1,—n)}t},
entao

%+...—|—xi+1:n—|—n2.

1+ ... +2py1=0¢e x
Logo, S,, ¢ um codigo esférico que mora em um hiperplano de R™+!, portanto em
R"”. E de facil demonstracio que o espaco vetorial gerado S, tem dimensio n,
assim o simplex é um cédigo com M = n + 1 pontos em R", com distancia minima
ao quadrado 25321”732 = 2(1:{"). O limitante de Rankin, proposicao 3.6, assegura
que, na esfera S"~! em R", o maximo que se consegue com distancia minima ao

quadrado w

é colocar n + 1 pontos. Portanto, o cédigo simplex é o melhor

1 L e 2(14n
codigo esférico em R™ com n + 1 pontos e distdncia minima ao quadrado %

3.5.2 O cédigo biortogonal

Considere B,, o conjunto formado por (0,...,0,£1) e seus deslocamentos ciclicos
em R™. E facil ver que B,, é a orbita de (1,0,...,0) pelo grupo gerado pela matriz

Idn—l
0

onde Id,,_; é a matriz identidade (n —1) x (n —1). Chamaremos esse conjunto com
2n pontos de cddigo biortogonal.

Note que ha duas distancias ao quadrado possiveis entre os pontos de 5,,: 2 =
|(1,0,...,0) = (0,...,0,1)]? e 4 = |(1,0,...,0) — (=1,0,...,0)|%. Assim, B,, é um
codigo em R™ com 2n pontos e distancia minima ao quadrado 2. Portanto, o codigo
biortogonal satisfaz o limitante de Rankin, proposi¢ao 3.7, o que o faz um codigo
otimo.

2Seja G um grupo de matrizes n x n e xg € R™. O conjunto Gxo = {gzo;g € G} é chamado
orbita de g por G.
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3.6 Cobdigos de Grupo Ciclico

Considere B uma matriz ortogonal® n x n tal que BM é a matriz identidade para
algum inteiro M. Se xg € R", chamaremos a constelagao formada pela érbita de
xq pelo grupo ciclico gerado por B, {l’)’laco}l]\i17 de cddigo de grupo ciclico com vetor
inicial xg. Os codigos esféricos gerados por grupos de matrizes ortogonais foram
introduzidos por Slepian [35]. Como as matrizes ortogonais sao as isometrias do
espago euclidiano, estes codigos sao geometricamente uniformes, como definido no
capitulo 1. Assim, possuem as regioes de decisdo isométricas e uma distribuicao de
pontos homogénea, o que facilita na hora das analises de desempenho e decodifi-
cagao.

Exercicio 3.6. Demonstre que, para toda matriz ortogonal B, existe uma matriz
ortogonal Q tal que QTBQ ¢ wma matriz diagonal formada pelos blocos

L () ).

As matrizes B e QT BQ sdo chamadas similares. Seque que, em dimensdo trés, uma
matriz ortogonal € sempre similar a uma do tipo

cos(d) —sen(f) 0
sen(f) cos(d) O
0 0 +1

Exercicio 3.7. Dois codigos esféricos X1 e Xy sao equivalentes quando existir uma
matriz ortogonal A tal que Xy = AXs. Demonstre que, dado duas matrizes similares,
existem dois vetores iniciais tais que 0s cddigos de grupo ciclico associados a eles
sao equivalentes.

3.7 Coédigos de Grupo Ciclico em Dimensao Trés

Os codigos de grupo ciclico em dimensao trés possuem propriedades geométricas
bastante interessantes. Nos casos em que eles nao moram em um plano, eles sao
anti-primas e s6 podem ter uma quantidade par de elementos (figura 3.8). Os anti-
prismas sao prismas com uma das base rotacionadas formados pela orbita de um
grupo ciclico de matrizes, cujo gerador é o produto de uma rotagao em torno de um
eixo e da reflexao pelo plano normal ao eixo, ou seja,

Cos(0) —Sen(d) 0
Sen(f) Cos(8) 0
0 0 -1

3Um matriz é ortogonal quando sua inversa é a sua transposta.
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Figura 3.8: O anti-prisma de oito pontos.

Exercicio 3.8. Mostre que toda drbita de um grupo ciclico de matrizes, cujo gerador
€ da forma
cos(0) —sen(f) 0O
sen(f) cos(@) 0 |,
0 0 1

€ planar.

Uma pergunta importante, proposta por Slepian [35], é: qual é o vetor inicial,
para uma dado grupo de matrizes ortogonais, que maximiza a distdncia minima do
codigo gerado?

A resposta para a dimensao dois é facil de ser encontrada. As melhores conste-
lagoes nesta dimensao sao as formadas pelos vértices dos poligonos regulares. Essas
constelagoes podem ser obtidas pelas matrizes de rotagao 2 x 2 e sao conhecidas,
como vimos na primeira se¢ao, como modulagao PSK. Fica claro que, se usamos
matrizes de rotagao, a escolha independe do vetor inicial e todas as constelagoes
serao isométricas. Entretanto, se o grupo escolhido for o grupo das reflexdes pe-
los eixos coordenados e as retas y = 4z, veremos que a configuracao dos pontos
dependera do vetor inicial (figura 3.9).

O problema do vetor inicial 6timo pode ser resolvido em dimensao trés no caso
dos codigos de grupo ciclico. O resultado é um anti-prisma cuja base é um poliedro
regular. O conjunto de vértices deste poliedro é composto por metade dos pontos
da constelagao.

Seja (21, x2,23) o vetor inicial de um codigo de grupo ciclico com M pontos e
matriz geradora

A= Sen(%E) Cos(EE) 0

Note que M deve ser par, do contrario, AM nao seria a identidade. Podemos
supor zo = 0, nao alterando a configuracao dos pontos da constelagao. Deste modo,
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Figura 3.9: Oito pontos gerados por um grupo ciclico e um grupo de reflexdes

os pontos do codigo sao

2kl 2kl
P(l) = (cos (L) T1,8en (L) 1, (—l)lacg) , paral=1,..., M.

Segue que [|P(1) — P(m)|[2 = |[P(I —m) = P(0)][2 = #}(2 — 2eos(*™7")) +
(=1 + (=1)'=™)222. Se | — m & par,

27k(l — m)

||[P(1) — P(m)||? = 222(1 — cos( i )), senao
|P(1) — P(m)|[* = —223(1 + COS(W)) 4.

. ~ . 2k (I— . .
O minimo destas duas expressoes se déa quando cos(%) estiver mais perto

de 1. Se I —m for par, segue que o resto da divisao de k(I —m) por M é par, pois M
¢é par. Da mesma maneira, se | —m for fmpar, entao o resto da divisao de k(I —m)
por M é impar. Logo, o minimo da distancia para [ — m par é quando o resto da
divisao de k(I —m) por M for 2, e 1, quando [ — m for impar. Assim, o problema
Se resume a maximizar

{27301 — cos(11)), ~223(1 + cos(27)) + 4)

, quando 0 < 1 < 1.
Enquanto que uma expressao cresce, quando z; cresce, a outra decresce. Logo,
a melhor situacao é quando as duas expressoes sao iguais, ou seja,

4n 2m
222(1 — COS(M)) = —22%(1 + COS(M)) +4.

Obtendo z7 desta igualdade, segue que a melhor distdncia minima é

4(1 = cos(35))

(2+ cos(%}“) - cos(%))'
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Ao contrario do caso planar, a distancia minima de um codigo de grupo ciclico
depende do vetor inicial. De fato, o vetor inicial 6timo (1,0, 23) tem as coordenadas

satisfazendo
2 2

exs=1—a7.
(24 cos(32) — cos(37)) s !

2=

Exercicio 3.9. Demonstre que nao existem codigos de grupo nao planares em di-
mensao tmpar com cardinalidade prima. Utilize o fato que todo grupo de cardinali-
dade prima € ciclico.

Karlof e Downey descreveram, a menos de equivaléncias, todos os codigos de
grupo tridimensionais que sdo 6timos em [20].

3.8 Exercicios Complementares

Exercicio 3.10. Construa a expressdo em coordenadas do M-PSK, o poligono reg-
ular de M lados. Ele pode ser visto como um cédigo de grupo ciclico em R? com M
pontos. Prove que a distdncia minima de um M -PSK independe da escolha do vetor
inicial. Note que estamos considerando constelagoes com energia constante igual a
um. Vocé seria capaz de argumentar por que estas sao as melhores constelagoes
em R?, ou seja, ndo existe uma constelagdo com M pontos tal que sua distdncia
minima € maior que a do poligono reqular de M lados?

Exercicio 3.11. Qual a distancia minima dtima de um cdodigo de grupo ciclico em
R3 com oitos pontos, o anti-prisma da figura 3.8? Ela é melhor que o cubo de oito
pontos formado pelos pontos {(£1,0,0), (0,£1,0),(0,0,£1)}? Faga um desenho de
ambos e justifique geometricamente os resultados que vocé obteve.

3.9 Leituras de Aprofundamento e Extensao

Um 6timo tratado sobre codigos esféricos é o livro [15], de Ericsson e Zinoviev. Vocé
pode encontrar muita informagao sobre o assunto também na péagina de Neil Sloane:
http://www.research.att.com/ njas/. Esta pagina contém o que de mais novo existe
na teoria de reticulados, empacotamentos de esferas e problemas correlatos, e uma
lista dos melhores codigos esféricos conhecidos para vérias dimensoes e quantidade
de pontos.

Pode-se encontrar mais detalhes sobre cédigos de grupo esféricos na tese de
doutorado de R. M. Siqueira [29]. Neste trabalho, o autor estudou codigos de
grupo gerados por grupos de matrizes comutativas, procurando limitantes e c6digos
otimos, tal como fizemos aqui em casos particulares. O artigo de Slepian [35] pode
ser lido com algum conhecimento em algebra linear e teoria de grupos. A maioria
das perguntas fundamentais da teoria sao encontradas la.
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Capitulo 4

Codigos Quanticos

4.1 Introducao

Este capitulo faz uma introdugao a uma area recente da teoria de codigos: os
codigos quanticos. Para tornar o texto auto-suficiente, apresentamos as ferramentas
necessarias para se ter uma compreensao inicial dos problemas e dos conceitos da
area.

Os postulados da mecéanica quéntica sao apresentados de uma maneira simpli-
ficada, dando énfase a sua estrutura matemaética. Baseados neles, discutimos trés
codigos quénticos: o codigo de inversao de bit, o codigo de inversao de fase e o
c6digo de Shor.

4.2 Os Postulados da Mecéanica Quantica

A mecénica quantica é a parte da fisica que descreve o comportamento de atomos
e particulas. Os seus postulados foram desenvolvidos através de um longo processo
de erros e suas corregoes. Caso vocé nao consiga entender o real significado deles,
nao se preocupe. Mesmo para os especialistas, essa ¢ uma questao nao resolvida
[22]. Inicialmente, aceite-os como sendo a estrutura matematica que usaremos para
iniciar o estudo sobre co6digos quénticos.

Postulado 1: Existe um espago vetorial complexo, com produto interno, asso-
ciado a qualquer sistema fisico fechado (sistema que nao interage com outros sis-
temas). Um estado desse sistema é completamente descrito por um vetor unitario,
chamado vetor de estado.

O sistema quéntico que nos interessa é o bit qudntico, ou g-bit, cujo espago
vetorial associado é o C2, com o produto interno usual. Uma base ortonormal para

1 ~
esse espaco pode ser dada pelos vetores [ 0 ] e [ (3 }, que serao representados
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usando a notacao de Dirac [22]:

0-[1]

Existem vérias maneiras para a representagao fisica de um ¢-bit [22]. Entretanto,
direcionaremos nosso estudo apenas sobre a sua representacao matemaética. Ou seja,
um g-bit ¢ um vetor unitério de C2. Um estado arbitrario |1)) nesse sistema pode
ser descrito por

) = a|0) + Bl1),

onde « e § sao nimeros complexos. A base {|0), |1)} é chamada de base computa-

cional e o vetor |¢) é chamado de uma superposi¢iao dos vetores [0) e |1), com
amplitudes « e 3 (usaremos os termos vetor e estado indistintamente).

Exercicio 4.1. Demonstre que a condi¢io de |[tp) = «|0) + §|1) ser unitdrio é
equivalente a |a|? + |B]? = 1.

O nome g-bit vem do fato de que o bit quantico pode ser visto como uma genera-
lizagao do bit cléassico, que assume apenas 2 estados: 0 ou 1. A diferenca entre eles
é que um g-bit pode, além dos estados |0) e |1), assumir uma quantidade infinita
de estados!

Postulado 2: A evolucao de um sistema quéntico fechado é descrita por um
operador linear que preserva o produto interno (operador wnitdrio). Ou seja, o
estado [¢1) do sistema, no tempo ¢;, esta relacionado ao estado |3), no tempo to,
através de um operador unitario U que depende apenas de t1 e to. Isto é,

[1h2) = Ulahr).

Existe um operador unitario que transforma o estado |0) em [1) e o estado |1)
em |0). Esse operador é denotado por X e sua representagao matricial, na base
computacional, ¢ dada por

X:H H (4.2.1)

Exercicio 4.2. O que acontecerd se o operador X for aplicado sobre um g-bit
genérico?

Outro exemplo de um operador unitario sobre um qg-bit é o operador Z, cuja
representagao matricial, também na base computacional, é dada por

Z = [ oo } . (4.2.2)
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Exercicio 4.3. O que acontecerd se o operador Z for aplicado sobre um q-bit
genérico?

Os operadores X e Z, quando aplicados sobre o estado |0), ainda retornam
estados da base computacional {|0),|1)}. Ou seja,

x10) = |1)

Z|0) = |0).

Entretanto, existe um operador unitario H, cuja representacao matricial, na base
computacional, ¢ dada por

1
o L 1 1 ’
V21 —1
que produz uma superposigao de estados, mesmo quando aplicado sobre o estado
|0). Esse operador é chamado operador Hadamard.

Exercicio 4.4. Demonstre que

1
—(|0) +|1)).
730000+ 1)

Para prosseguirmos, precisamos definir trés conceitos: dual, produto interno e
produto externo . O dual de um vetor |p) € C”, denotado por (|, é o vetor
transposto de |@) com os elementos substituidos pelos seus conjugados. Ou seja,

(ol = o).

H|0) =

Dados dois vetores |¢), |¢) € C", o produto interno (ply)) e o produto externo
|©) (1| sao definidos, respectivamente, por

{pl) = o)1)
e
o) (W] = le) ).
Note que |p), [1) sao vetores “coluna” e (p|, (| sdo vetores “linha”. Exemplos:
(O) =0
e

O =

o=

Exercicio 4.5. Considere dois g-bits |p) = |0
que

|

(pl) =[ o B ] { g } =a*y + %0

=

+8(1) e [) =~]0)+6|1). Verifique
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T I IS S A

onde z* é o conjugado de z.

A interpretagao fisica do g-bit |¢)) = «|0) + 5|1), para « e 8 nao nulos, é que
ele esta simultaneamente nos estados [0) e [1)! Pelo postulado 2, ja sabemos que,
aplicando um operador unitario sobre o estado [¢), 0 novo estado ainda serd uma
superposigao dos estados |0) e |1). Entretanto, se fizermos uma medida sobre |¢),
o sistema deixara de ser fechado, pois o ato de medir provoca uma interacao com o
sistema. Para considerar esse fato, existe um terceiro postulado.

Postulado 3: As medidas sobre sistemas quanticos sao descritas por operadores
hermitianos M (M' = M), chamados observdveis. Pelo fato de M ser hermitiano,
podemos escrever

M = " \li)il,
=1

onde {]i)}, i = 1,...,n, é uma base ortonormal de autovetores de M com os res-
pectivos autovalores \; [22]. Os possiveis resultados da medida correspondem aos
autovalores A; de M. Supondo que o resultado da medida seja “\;”, o estado |1y, ),

ap6s a medida, é dado por o
[hx;) = 7(@@')‘@7 (4.2.3)

onde [¢)) é o estado anterior & medida e py, ¢ a probabilidade de se obter “);”, dada
por

pa; = (W19 (D)) (4.2.4)
Exercicio 4.6. Demonstre que (|21)(i|)|v) = ({i|)) |).

Exercicio 4.7. Demonstre que (|(|i){(i])|v) = ((]i))({i])).

Na realidade, a medida descrita no Postulado 3, chamada medida projetiva, é
um caso particular de uma medida mais geral [22]. Para os nossos propoésitos, seré
perfeitamente suficiente.

Vejamos um exemplo. Facamos uma medida de um g-bit [¢) = «|0) + §]1),
usando o observavel Z, dado em (4.2.2), que pode ser escrito como

Z = 10)(0] = [1)(1].
Usando (4.2.3) e (4.2.4), temos:

pr = (¥{0]0) + 7(1]0)) ((0]0) + F{0[1)) = |af?

B a<0|0>|0>|l-|ﬁ<0|1>0> -,

|11)
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Exercicio 4.8. Verifique todas as passagens acima.

De forma similar, podemos obter

pP-1= |ﬂ|2
‘ 8
[h-1) = Al 1).

Resumindo: usando o observavel Z para fazer uma medida de um ¢-bit |¢)) =
al0) + 3|1), podemos obter o estado ﬁ\O), com probabilidade |a|?, ou o estado

%|1>7 com probabilidade |3|? (em termos de observagao, os estados ﬁ|0> e |0) séo

idénticos, assim como os estados %|1> e |1) [22]).
Para descrever estados com mais de um g-bit, temos o postulado 4.

Postulado 4: O estado composto por n estados [i1), [2), ..., |1, ) € o produto
tensorial |1h1) ® |th2) @ ... ® |1hy,).

Para os nossos propositos, definimos o produto tensorial A® B, entre as matrizes
AeCm*" e B e CP*4, como sendo a matriz

AnB  ApB - ALB
AnB  ApB - Ay,DB
A1B A,2B -+ A,.B

onde A;; é o elemento da linha ¢ e da coluna j de A. Note que a dimensao da matriz
A® B é mp x nqg e que o produto tensorial ndo é comutativo. Por exemplo,

vom=[3]e[4]-|

0

‘ 0
vem=[2][3]-|

0

Exercicio 4.9. Demonstre as sequintes propriedades do produto tensorial (o € C;
[v), [v1), [v2) € C™5w), [we), [ws) € C):

L a(jv) @ [w)) = (a|v) @ [w) = |[v) @ (a|w)),
2. (Jon) + [v2)) @ [w) = (Jor) @ [w)) + (Jvz) ® |w)),
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3. [v) @ (Jw1) + [wz)) = (Jv) & [w1)) + (Jv) @ |wz)).

Usaremos também a notagao |v)|w) ou |[vw) para o produto tensorial |v) @ |w).

Existe uma outra formulacao dos postulados da mecénica quantica em termos
do operador densidade [22]. Essa nova formulagao ¢ util para descrever sistemas
quanticos cujos estados nao sao completamente conhecidos. Por exemplo, suponha
que um sistema quantico esteja em um do estados [¢1), ..., |1,), com as respectivas
probabilidades p1, ..., pn. O operador densidade do sistema é dado por

p="> pilthi) (il
=1

No nosso contexto, utilizaremos apenas o operador densidade de um sistema
cujo estado estd bem definido, ou seja, estd no estado |¢), com probabilidade 1.
Nesse caso, o operador densidade é dado por

p =)l

4.3 Cobdigos Quanticos

A construgao de codigos classicos corretores de erros é baseada na possibilidade de
copiar e observar um bit, sem que seu estado, 0 ou 1, seja alterado.
Considere um operador unitério C' que copie um g-bit [¢), definido por

C ([9)10)) = ) |h). (4.3.5)
Usando C para copiar outro ¢-bit |¢), temos:

Cl9)10)) = lp)#)- (4.3.6)

Calculando o produto interno entre (4.3.5) e (4.3.6), obtemos:

(Wle) = ((B]e)* = (Ple) = 1 ou (Blg) = 0.

Ou seja, ndo existe um operador unitario capaz de copiar g-bits arbitrarios. Este
resultado é conhecido como o Teorema da Nao-Clonagem [22].

Exercicio 4.10. Verifique todas as passagens acima.
Conclusao: além de ser impossivel copiar um q-bit genérico [¢), o postulado 3

diz que uma medida sobre |i)) provoca uma alteragio irreversivel em seu estado.
Entretanto, mesmo com essas “limitagoes”, é possivel contruir codigos quanticos.
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4.3.1 Cobdigo de inversao de bit

Suponha que um g-bit [¢)) = «|0) + F|1) seja enviado através de um canal que,
com probabilidade p > 0, altera o estado do q-bit para X|¢) = 5]0) + «|1) (canal
de inversao de bit). Para definirmos o cddigo de inversao de bit [22], inicialmente,
codificamos o ¢-bit |¢) em um estado de 3 g-bits, dado por [¢)') = «|000) + 3|111).
Isso pode ser feito usando o operador unitario U, definido por

1 0 0 0 0 0

(4.3.7)

O OO OO oo

OO OO O OO

[eoilen i en Bl an B e B e M @)
oS oO oo oo
SO oo~ OO
—_— O o oo oo
SO OO OO
SO OoO OO O

Isto é,
U ((«|0) 4+ 8]1)) ®10) ® |0)) = U («|000) + 3]100)) = «|000) + B|111).

Em termos matriciais, temos:

1000000 0][a o 1 0
01 000000]|]o0 0 0 0
00100000]|]o0 0 0 0
00010000]|]o0 0 0 0
0000000 1|8 o]~ 0|0
000000T10][]o0 0 0 0
00000100]|]o0 0 0 0
00001 000][0] |8 o] 1]

Exercicio 4.11. Verifique todas as passagens acima.

Agora, cada um dos 3 g-bits do estado |¢)') = «|000) + $|111) ¢é enviado por 3
canais de inversao de bit independentes onde, no maximo, apenas um dos g-bits é
alterado. Em seguida, facamos duas medidas, definidas pelos observaveis Z ® Z ® I
el ® Z® Z,onde I éo operador identidade.

Exercicio 4.12. Demonstre que os autovalores dos observaveis ZQZRI e IQZRZ
sao 1 e —1.

O observavel Z ® Z ® I pode ser representado por
Z®Z®I=(]00)(00] + [11)(11]) ® I — (|01)(01| 4 |10)(10]) ® I.

Ou seja, podemos interpretar a medida Z ® Z ® I como sendo uma comparac¢ao
entre os dois primeiros g-bits. Se der 1, indicara que os g-bits tém o mesmo valor;
se der —1, indicara que os g-bits sao distintos. De forma similar, a medida

1®Z®Z =1 (|00)(00] + |11)(11]) — I ® (|01)(01]| + |10)(10])
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faz uma comparacao entre os dois ultimos g-bits. Novamente, se der 1, indicara que
0s -bits tém o mesmo valor e, se der —1, indicara que os g-bits sao distintos.

Combinando o resultado das duas medidas, podemos determinar se houve al-
guma alteracao dos g-bits. Havendo alteracdo, além de identificarmos o g-bit alter-
ado, poderemos também corrigi-lo. Representando por (mq,ms), o resultado das 2
medidas, respectivamente, temos quatro possibilidades:

1. (1,1) indica que nao houve nenhuma alteragao;
2. (—1,1) indica alteragao no 1° g-bit;

3. (=1,-1) indica altera¢ao no 2° g-bit;

4. (1,-1) indica alteragdo no 3° g-bit.

Para fazer a correcao, caso necessario, bastara aplicar o operador X sobre o
q-bit alterado, pois X! = X.

4.3.2 Coddigo de inversao de fase

Agora, suponha que um g-bit |¢)) = «|0) + B|1) seja enviado através de um canal
que, com probabilidade p > 0, altera o estado do g-bit para Z|) = «|0) — 5|1)
(canal de inversao de fase). Antes de definirmos o cddigo de inversio de fase [22],
apliquemos o operador Z sobre os estados % (10) + 1)) e % (10y —|1)):

1 1
z (ﬁ (10 + |1>)) = == (o) = 1)

1 1
z (ﬁ<|o> - 1>>) — 5 (0 + ).

Exercicio 4.13. Demonstre que os estados % (10y 4+ 1)) e % (|0) — |1)) formam

uma base ortonormal de C2.

Para simplificar a notacao, definamos

I+) = —=(10) + 1))

Sl

_ L

(10) = 1)) .

Dessa forma,
Z+)=1-)

Z0-) = |+)-
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Ou seja, na base {|+), |—)}, o operador Z atua como o operador X (canal de inversdo
de bit).

Faremos, entao, os mesmos procedimentos realizados para o canal de inversao
de bit, considerando a base {|4),|—)} no lugar da base {|0),|1)}. Para fazer a
mudanca de base, usaremos o operador H, pois

H[0) = [+), H|1) = [-)

H|+) =0), H|=) = [1).
Exercicio 4.14. Demonstre que H=' = H.

Inicialmente, codificamos o g-bit [1)) = «|0) + §]1) em um estado de 3 g-bits,
dado por |¢') = a| + ++) + 8| — ——). Podemos fazer isso usando o operador H e
o mesmo operador U, definido em (4.3.7):

(H®H® H) (U ((«]0) + 5]1)) ®10) ®10))) = (H ® H® H) («|000) + 3[111))
= a| + ++) + ] — ——).

Cada um dos 3 g-bits do estado [¢)') = a| + ++) + 5] — ——) é enviado por 3

canais de inversao de fase independentes onde, no maximo, apenas um dos g-bits é
alterado. Em seguida, facamos duas medidas, definidas pelos observéveis

H®*(Z®ZI)H®

H® (I® Z® Z)H®®,
onde H®3 = H®@ H® H.
Exercicio 4.15. Demonstre que os autovalores dos observdveis H®3 (Z @ Z @ 1) H®?3
e H®(I®Z® Z)H®? sio 1 e —1.
Os observéaveis H®3 (Z @ Z @ [) H®3 e H®3 (I ® Z ® Z) H®? podem ser repre-

sentados, respectivamente, por

H®(Z© 2@ )H® = H®((|+ H)(++ [+ - —)(—-D T

—(+ M=+ ==+ D@ DH

H®(I®Z@Z)H®® = H®I @ (|+4+){++ |+ - =) ==
1@ (| + =)+ =+ =+ (= +])H

Combinando o resultado das duas medidas, da mesma forma que fizemos para
o canal de inversao de bit, podemos determinar se houve alguma alteragao dos
g-bits. Havendo alteragao, além de identificarmos o g-bit alterado, poderemos tam-
bém corrigi-lo. Novamente representando por (mq,ms), o resultado das 2 medidas,
respectivamente, temos quatro possibilidades:
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. (1,1) indica que ndo houve nenhuma alteragao;
. (=1,1) indica alterac¢ao no 1° g-bit;

3. (—1,—1) indica alteragao no 2° g-bit;
-

4. (1,-1) indica alteragao no 3° g-bit.
Para fazer a correcao, caso necesséario, bastara aplicar o operador HX H sobre
o g-bit alterado.

4.3.3 Codigo de Shor

Os codigos de inversao de bit e de inversao de fase corrigem erros especificos de
um ¢-bit. Entretanto, combinando esses dois cédigos, podemos construir um novo
codigo, chamado cddigo de Shor [22], capaz de corrigir qualquer tipo de alteracao
de um ¢-bit!

Inicialmente, codificamos o g-bit [1)) = «|0) + §]1) em um estado de 3 g-bits,
dado por [¢') = a| + +4) + | — ——). Em seguida, codificamos cada um desses
@-bits da seguinte forma:

_ |000) + [111)

V2

- 1000) — |111)
— 5

O resultado sera um estado de 9 g-bits dado por

I+)

"mno__ L
W > - 2\/5
+ 6 ((|000) — [111)) (|000) — [111)) (J000) — [111)))).

( ((]000) + ]111)) (|000) + |111)) (JO00) + |111)))

Exercicio 4.16. Defina um operador unitdrio que transforme |i) em |[¢").

Para descrever o codigo de Shor, usaremos uma ferramenta chamada operagoes
qudnticas [22], utilizada para tratar sistemas abertos.

Uma operagao quantica € pode ser descrita pela representacao de operador soma
[22], dada por

e(p) = > _EipE],
=1
onde

zn:EiEj =1
i=1

Os operadores {E;}, i = 1,...,n, sdo os elementos de operacao de €, I & o operador
identidade e p é o operador densidade do sistema.
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Exercicio 4.17. Demonstre que os operadores unitdrios U, representados por
ev(p) =UpUT,

e as medidas descritas pelos observaveis M, representadas por
E |2) (il pli)

onde M = 2/\ |7) (i|, sao exemplos de operagoes quanticas.

Além de reprebentarem os operadores unitarios, descritos no postulado 2, e as
medidas, descritas no postulado 3, as operagoes quanticas também sao utilizadas
para representar as alteragoes provocadas pela passagem de um g-bit em um canal
qualquer.

Como vimos acima, antes da passagem do g-bit |¢)) = «|0) + 5|1) por um canal
qualquer, ele é codificado como

1

2V2
A((|000) —[111)) (|000) — [111)) (]000) — [111)))).

) = —==(ar((|000) + [111)) (J000) + [111)) (J000) + [111)))

Vamos considerar o caso em que apenas o primeiro g-bit de [¢") esteja sujeito a um
ruido qualquer. O estado desse g-bit, apos a passagem pelo canal, serd descrito por
uma operacao quantica e, dada por

W)N ,(/)//| ZE |w// //|E;(7

onde {F;}, i =1,...,n, sdo os elementos de operagao de ¢.

Exercicio 4.18. Demonstre que cada operador E;, i = 1,....,n, pode ser represen-
tado como uma combinacao linear dos operadores I, X, Z e X Z.

Considerando a atuagao de um operador E;, ¢ = 1,...,n, sobre o primeiro g-bit
de [¢""), podemos representi-lo como uma combinacao linear dos operadores I, X,
Z e XZ. Oestado E;|9") pode, entdo, ser escrito como uma superposicao de quatro
termos:

|/(/)II>, X|/¢)//>’ Z|/¢)//> eXZ|'(/}N>.

Fazendo uma medida do estado E;|¢)") (descreva essa medida), obtemos apenas um
desses termos. Para recuperar o g-bit original, basta usar os co6digos de inversao de
bit e de inversao de fase! Casos mais gerais sao considerados em [22].

Exercicio 4.19. Defina o cddigo associado ao canal definido pelo operador X Z.
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4.4 Leituras de Aprofundamento e Extensao

Este capitulo foi baseado, principalmente, nas referéncias [22] e [26]. Além de conter
mais detalhes do que aqui foi exposto, elas apresentam outros tépicos da area de
computagao e informagao quantica. A referéncia [31] apresenta uma boa visao geral
dessa area, sem a formalizagao mateméatica. Outros textos importantes sao listados
em [7, 21, 27].



Apéndice

Neste apéndice apresentamos de forma sucinta algumas defini¢bes e propriedades
utilizadas ao longo dos quatro capitiulos deste livro com algumas referéncias.

Um grupo é um conjunto G com uma operagao %, isto é, uma aplicagao * :
G x G — G, tal que

1. (zxy)sz=ax*(y*2)

2. Existe um elemento e tal que zxe=exx =x

1

L (o inverso de g) tal que z * 271 =

3. Para cada x € G, existe um elemento =~

s lxxr=e¢

Se a operacao for comutativa, ou seja, x x y = y * x para todo x e y em G,
chamamos o grupo de abeliano.
Um subgrupo H de G é um subconjunto de G para o qual valem

1. e estda em H.

2. Se hy e hy estao em H, entao hy * ho também esta em H.

3. Se h esta em H, entdo h™! estd em H.

A ordem de G é o nimero de elementos de G e é denotada por |G|.

Proposicao 4.1. (Lagrange) Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de G,
entao |G| € maltiplo de |H|.

Para g € G, definimos ¢" = g* g *...* g (n termos) paran > 0, g™ = (g~ 1)™™

para m < 0, e ¢° = e. Esta definicio permite estender varias propriedades de
poténcias de niimeros para poténcias de elementos de grupos; verifica-se facilmente,
por exemplo, que g™t = g™ x g".

Dado g em G, o subgrupo ciclico gerado por g € o conjunto

<g>={g"in €L}

Pode-se mostrar que este conjunto é um subgrupo de G. Se existir um elemento g
tal que G = < g >, diremos que G é um grupo ciclico. Se < g > € finito e tem M
elementos, entdo < g >= {e,g,9%,...,¢g™~1}. Diremos que M é a ordem de g. Pela
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proposicao 4.1, a ordem de g é um divisor de |G|. No capitulo 3 vimos exemplos
dos grupos ciclcicos Z,,, dos inteiros médulo m com a operagao soma.

Um anel (comutativo e com unidade) ¢ um conjunto A com duas operagoes,
soma e produto, que satisfazem:

l.z2+y=y+z

2.2+ @+z)=(@+y) +=z

3. Existe um elemento 0 tal que 0+ =2+0=20

4. Para cada z € A, existe um elemento —x tal que = + (—z) = (—z) +z =0
S.x-(y-2)=(z-y) 2

6. z-y=y-x

7. Existe um elemento 1 #0talque z-1=1-z ==z

. z-(y+z)=x-y+z-z

Note que as quatro primeiras dizem que A é um grupo abeliano com relacao
a adicao. No capitulo 1, utilizamos o anel dos inteiros médulo m, Z,, com as
operagoes de soma e multiplicagao induzidas do anel dos inteiros Z Se um anel
satisfizer a propriedade extra de que, para cada x # 0, existe um elemento z ' tal
que -z~ = 1, este anel recebe o nome de corpo; neste caso, costuma-se denoté-lo
por F (ou K). Z,, &€ um corpo se, e somente se, m for um ntmero primo [18].

Boa parte do que se faz em algebra linear sobre R ou C pode ser feita sobre
qualquer corpo F’; a defini¢ao geral de espago vetorial sobre F' é a mesma de espago
vetorial sobre R ou C, bastando trocar o que se refere a escalares em R (ou C) por
escalares em F'. Em especial, se I’ é um corpo, o conjunto

F" ={(a1,as,...,a,);a; € F}
é um espago vetorial sobre F, do mesmo modo que R™ é espago vetorial real.

Proposicao 4.2. Se F' € finito, |F| = q o numero de elementos de um subespago
de dimesdo k de F™ é q* Referéncia: [Abramo]

Uma operagao elementar por colunas é uma operagao onde substituimos uma
coluna C; de uma matriz pela combinagao de colunas C;+ kCj, ou permutamos
duas colunas C; e Cj.

Proposicao 4.3. Toda matriz Ay« , k < n, de elementos num corpo F que tenha
posto k pode ser reduzida por operacao elementar de colunas a uma matriz

T ]
G =
[ Bn—r)xk
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Temos ainda, como consequéncia do fato que as operagoes elementares por co-
lunas ser inversivel que A = GM , one My« € inversivel e que os subespaco de F™
gerados pelas colunas de A e de G s@o os mesmos. Referéncias: [8], Cap. 3 e [14].

Um produto interno em um espago vetorial real & uma aplicagao (,) : VxV — R
tal que, dados u, v, w em V e o em R,

1. (u+v,w) = (u,w)+ (v,w)

2. {av,w) = a(v,w)

3. (u,v) = (v,u)

4. (u,u) > 0, e a igualdade ocorre se e somente se u = 0.

Para espagos vetoriais complexos, a definicao de produto interno tem uma pe-
quena modificacao.

Um produto interno em um espago vetorial complezo é uma aplicagdo (,) : V x
V — C tal que

O exemplo padrdo é V =C" e (u,v) = w107 + us03 + . . . + Uy Ty

Finalmente, no espago F'™, onde F' é um corpo finito, usamos o “produto interno”
dado por
((ug,ugy .oy tp), (V1,02, .0 0p)) = wgv1 + .o+ Upy,

Esta aplicacao satisfaz as trés primeiras propriedades de produto interno real
(tomando os escalares em F') mas, como F nao é ordenado, a propriedade 4 nao
faz sentido. No entanto, como a expressao é a mesma do produto interno usual em
R™, e todas as outras 3 propriedades valem, costuma-se chamar esta aplicagao de
produto interno também.
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