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Prefacio

A teoria de fragoes continuas tem vasta aplicacao tanto na Matematica
Pura quanto nas chamadas Ciéncias Aplicadas. Sao ferramentas es-
senciais, por exemplo, na teoria de aproximacao de niimeros reais por
nimeros racionais.

Ao escrever o presente livro, nosso objetivo principal era ofere-
cer ao estudante de graduagao, e mesmo de pos-graduacgao, da area
de ciéncias exatas, um texto introdutério sobre a teoria das fracoes
continuas, destacando aquelas conhecidas como fragoes continuas sim-
ples, isto é, aquelas que tém a forma

1
CLO + 1 9
ag + ————
as + ...
com a hipdtese de que aq,as,as,... sao nimeros inteiros positivos e

ap € um inteiro qualquer. Além disso, apresentar algumas aplicacoes
de fragoes continuas no estudo de polinémios ortogonais, aproximacao
de funcgoes, aproximacao de numeros irracionais por racionais. Ao
término de cada capitulo, incluimos uma pequena lista de exercicios.
Uma extensa bibliografia sobre o assunto foi anexada ao final do texto.

Queremos registrar aqui nossos agradecimentos aos alunos que par-
ticiparam dos semindrios sobre fracoes continuas e polinomios ortogo-
nais, que vém ocorrendo ja hé alguns anos no DCCE/IBILCE/UNESP,
sempre sob a coordenacao de um dos docentes do Grupo de Pesquisa
em Polindmios Ortogonais e Similares. Ao final de cada ciclo de se-
minarios, os alunos preparavam relatorios sobre os assuntos estudados,
originando uma apostila que passou a ser utilizada pelos novos alu-

9
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nos que ingressavam no grupo. HEssa apostila foi sendo aprimorada ao
longo do tempo e foi a base para este livro.

Sao José do Rio Preto, setembro de 2011.
Eliana X. L. de Andrade
Cleonice F. Bracciali



Capitulo 1

Introducao

1.1 Conceitos basicos

Uma fracao continua é uma expressao da forma

by
ag + , (1.1.1)
by
a; +
bs
as +
by
az + ———
ay + ...
onde ag, ay,as, ... e by, by, bs,... sao nimeros reais ou complexos, ou

fungoes de varidveis reais ou complexas. O ntumero de termos pode
ser finito ou infinito.
Podemos denotar a fragdo continua (1.1.1) da forma

by by b3

- =2 = : (1.1.2)
a1+a2+a3—|—...

(lo+

bi

onde —, 7 = 1,2, ..., sao chamados de quocientes parciais. Chamare-
Q;

mos a; e b;, respectivamente, de denominador e numerador do quoci-

. bi
ente parcial —.
a;
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Consideremos a sequéncia {C), }5°, construida da seguinte maneira:

Co = ao
by
Cl = a0+_
aq
_ by by
02 N a0+a1 + as
b b by,
Co = ao+—  — = (1.1.3)

C,, que é uma fracao continua finita, é chamado de n-ésimo con-
vergente (ou aproximante) da fracao continua (1.1.2).

Por se tratar de fracgoes, é possivel que certos convergentes sejam
indefinidos. Por exemplo, C5 nao tem sentido se ajas = —by. Con-
tudo, se quisermos ainda considerar a correspondente fracao continua,
fazemos uso da definicao abaixo.

Definigao 1.1. Dizemos que a fra¢ao continua (1.1.2) converge para
o valor K (finito) se no mdzimo um nimero finito de C,, é indefinido
e

lim C, = K.

n—o0

Caso contrdrio, dizemos que a fracdo continua diverge.

Se a fragao continua converge para K, escrevemos

b by

- = K.
aq +a2 + -

ag +

Esta notacao envolve a mesma ambigiiidade que ocorre com séries
infinitas quando escrevemos > a; = S, de modo que ) a; denota
tanto a série como a sua soma.
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Da relacao (1.1.3) podemos escrever C,, = ]ﬁ, n=0,1,2,...,onde
DPo = ay, qo = 17
p1 = apay + by, g1 = ai,

D2 = apa1as + apbs + bias, g2 = ajas + bo,

Notemos, por exemplo, que ps = asp; + bapy € ¢ = asqr + baqo.
Deste modo, obtemos o resultado a seguir, facilmente demonstravel
usando-se o principio da inducao finita.

Teorema 1.1. Sejam as seqiiéncias {p,} e {qn} tais que

Pn = anpn—1+bnpn—2

>1 1.14
qn = anqn—l+ann—2 ’ =4 ( )

comp_1=1,py=ap, ¢-1=0,q =1 ea, #0 paran > 1. Entdo, o
n-ésimo convergente C,, dado por (1.1.3), satisfaz Cp, = pp/qn, n =
0,1,2,... .

Demonstracao: Para n = 1, o resultado vale, pois

p1 = apa; +bi = aipo+bip_1 e
a = a = ai1qo + big_1.

Suponhamos, agora, que (1.1.4) seja vélido para n < k e mostremos
que vale paran =k + 1.

G = el B b
Pt 0 a + ay + - + ap + A1
by by by, .
= ay + — — — — ks
a + ay + -+ + Q.
b ~ .
onde aj, = a; + GRS C} é o k—ésimo convergente da fracao continua
k41
by by b brto
ap + — - +

CL1+CL2+"'+CL_Z+CL]€+2+"'
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Podemos, entao, usar a hipétese de indugao para C};. Portanto,

bit1
) a + a £ DPr—1 + bkDi—2
o QpPr—1 + bipr—o k+1
Ck;_|_1 = Ck‘ = l: b = = =
arQr—1 + OpQr—2 b1
ay + Qk—1 + brqr—2
Ak+1
br+1
agPr—1 + brpr—2 + Pk—1
_ Ak+1
- e
Qo1 + Drr—s + gy
k41

_ bt (bki1/@rki1)Pe—1  Qhy1Dk + briiPr1 _ Pen g

Gk + (bkt1/@rt1)qe—1 ak+1qk + Okt1Qi—1 Q1

Segundo Chihara [11], as férmulas dadas por (1.1.4) sado conheci-
das por formulas de Wallis, onde p,, é chamado o n-ésimo numerador
parcial e g, é o n-ésimo denominador parcial da fracao continua.

Se multiplicarmos a primeira férmula de Wallis (1.1.4) por ¢, e
a segunda por p,_1, e subtrairmos uma da outra, obtemos

PnGn-1 — @nPn-1 = —bn(Pn-1¢n—2 — Gn-1Pn—2)
(_bn)(_bn—l)(pn—2qn—3 - Qn—2pn—3)

(=bn)(=bn-1) - (=b2)(P1g0 — q1P0)
(—1)”+1bnbn_1 - - baby.

Dai, obtemos o seguinte resultado, envolvendo os numeradores e de-
nominadores de dois convergentes consecutivos:

Teorema 1.2. Os numeradores e denominadores dos convergentes
de ordem n e n — 1 da fragio continua (1.1.1) satisfazem a sequinte
relacao, conhecida como Formula do Determinante:

Prndn—1 — qnPn—-1 = (_1>n+1b162---bn7 n > 1. (1-1-5)
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Dividindo ambos os membros da relagao acima por ¢,¢q,_1, obtemos

& o Pn-1 o (_1)n+1b1b2...bn

qn qn—1 qn—19n
que nos fornece
n " (—1)*hiby. b
p_:a0+2( S bbby (1.1.6)
dn =1 qr—14k
desde que a, # 0 e ¢ # 0 para 1 < k < n. Esta é a n-ésima soma par-
cial . da série
= (= 1)1y by.b
agp + Z (=1 2 k, conhecida por série de Euler-Minding.
—1 drk—19k

Definicao 1.2. Duas fracoes continuas sao equivalentes se 0s respec-
tivos convergentes de ordem n, n > 0, sao iguais.

Defini¢ao 1.3. Uma extensao par (impar) de uma fra¢do continua é
uma frag¢ao continua cujos convergentes de ordem par (impar) sao os
sucessivos convergentes da fracao continua original.

Defini¢ao 1.4. Uma frag¢ao continua € uma contragdo par (impar) de
outra fracao continua se seus sucessivos convergentes sao os conver-
gentes de ordem par (impar) desta outra fra¢ao continua.

1.2 Aspectos histéricos

Citaremos, agora, alguns aspectos interessantes da histéria das fracoes
continuas. Mais detalhes sobre este assunto podem ser encontrados
nas referéncias [10, 18, 24, 29].

Embora os gregos ja conhecessem o algoritmo de Euclides (325A.C.
- 265A.C., aproximadamente) para o calculo do maximo divisor co-
mum entre dois nimeros inteiros (mdc), ndo hé evidéncias de que eles
o usavam para construir fragoes continuas.

Brezinski afirma, em [10], que fragoes continuas foram usadas du-
rante séculos antes de seu proprio descobrimento.
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O primeiro uso conhecido de fracoes continuas foi dado por R. Bom-
belli (1526-1573) em 1572 na aproximagao de v/13 por

4 18
VIB =34 —— = =,
6 _
%

que é um caso especial da férmula

b b b b
24ph ~ —_ = - — . 1.2.1
@t a+2a—|—2a—|—2a—|—2a+... ( )

No século XVI ja se conhecia a aproximacao

b b
240 o~ — .
@+ a+2a—|—2a

Um segundo caso especial de (1.2.1) foi dado por Cataldi (1548-
1626), cientista italiano considerado o descobridor das fragoes continuas,
que, em 1613, obteve a seguinte aproximagao para +/18:

2 2
VI8 > de—F5— = 4+ ,

8& 84—~
2
8&— 8+ :
8 8+

l

que ele abreviou como
2 2 2
4&— &— &— -+ .
8 8 8.

Cataldi também discutiu a férmula (1.2.1).

A primeira expansao em fragao continua infinita é divida a Lord W.
Brouncker (1620 - 1686), 1¢ presidente da Royal Society of London.



Aspectos histdéricos 17

Por volta de 1959, ele encontrou

4. 1* S S S S G
T 32 24+ 24+24+2+2+4+...
52
72
92

2+

2+

2+
24 .

(1.2.2)
mas nao demonstrou. Acredita-se que ele a tenha sido obtida através
da férmula produto-infinito para /2

™ 2-2-4-4-6-6-8-8

2 1-3-3-5:5-7-7-9 '
dada por Wallis (1616-1703) em 1655, que marca o inicio do desenvol-
vimento da teoria de fracoes continuas. Ambas as descobertas foram
passos importantes na histéria de m = 3.14159... .

L. Euler (1707-1783) foi quem, em 1775, apresentou uma demons-
tragao para a formula (1.2.2). Em 1737, Euler iniciou a sistematizagao
do desenvolvimento da teoria de fracoes continuas. Neste mesmo ano,
encontrou o seguinte desenvolvimento para o nimero e:

e = 2+ L
1
14 1
2+ 1
1+ 1
14 1
4 4 1
1+1+_‘
ou,
e—opr L Ll
1+2+1+1+4+14+1+6+1+1+8+
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Em seu trabalho, ele tornou claro que fracoes continuas podiam ser
usadas tanto na teoria dos nimeros como em andlise. Uma outra
contribuicao sua foi apresentar uma solucao para a equagao diferencial
de Riccati em termos de fracoes continuas.

J.H. Lambert (1728-1777) mostrou, em 1766, que

e —1 1
er+1 2 1
4
x N 1
x 10 1
PR

Em 1768 ele encontrou expansoes em fragoes continuas para as fungoes
log(1+ x), arctg(z) e tg(x). Para tg(z) ele encontrou

Lambert usou essas expansoes para concluir que

a) Se x é um numero racional diferente de zero, entao e* nao pode
ser racional;

b) Se x é um nimero racional diferente de zero, entdo tg(x) nao
pode ser racional;

Assim, como tg(m/4) = 1, nem 7w/4 nem 7 podem ser racionais.

J.L. Lagrange (1736-1813) contribuiu com muitos resultados da teo-
ria de fragoes continuas regulares. Ele mostrou que niimeros quadraticos
irracionais sao exatamente os nimeros que tém expansoes em fracoes
continuas periédicas (veja Teorema 2.10). Encontrou expansoes para

(1+z)"e
/z dt
o 1+t
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Como Euler, Lambert e Lagrange, em épocas diferentes, foram to-
dos membros da Academia de Berlim, imagina se eles sempre discu-
tiam seus trabalhos sobre fragoes continuas,
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Introducao



Capitulo 2

Fracoes Continuas Simples

2.1 Introducao

Uma forma mais simples de (1.1.1) é a fragdo continua simples ou
fracao continua regular

1 1 1 1
ag + 1 = ag+ — — — s (211)
a1 + a2 +as + ...
Gt
as +

as + ...

onde ay, as, as, ... sao nimeros inteiros positivos e ag, um inteiro qual-

quer. Denotamos (2.1.1), também, por [ag; ay,...,an,...].

Uma fragao continua simples finita é uma expressao da forma

1 1 1
— = [ao;al,...,an]. (212)

ag + — -
a +as + ... +ay,
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2.2 Convergentes de fragoes continuas simples

Consideremos os convergentes da fragao continua (2.1.1)

a
Co = 7
1
Cl = CLO+—
3]
1 1
Cy = ag+— —
? 0 a; + as
1 1
C, = ag+ — —
a + ... +a,

Vejamos, agora, algumas propriedades algébricas desses convergen-
tes. Como conseqiiéncia imediata do Teorema 1.1, temos o seguinte
resultado para os numeradores e denominadores das fracoes continuas
simples:

Corolario 2.1. Os numeradores p, e os denominadores q, de uma
fracao continua simples satisfazem

Pn = QpPn-1 + Pn—2
o on=12... 221
{ dn = GQpQn-1 + dn—2 ( )

com as condi¢coes iniciais

Po = G p-1 = 1
@0 =1 g1 = 0
Observamos que p_; e ¢g_; nao definem numerador e denominador
de convergente.

De (1.1.5), obtemos a Férmula do Determinante para as fragoes
continuas simples

Pn Pn—1
qn Gn-—1

Como conseqiiéncia deste resultado, obtemos o seguinte

= Pndn-1 — Pn—14n = (_1>n—1’ n > O, (222)
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Pn

Corolario 2.2. Todo convergente C,, = —, n > 1, de uma fracao

n
continua simples € um racional irredutivel, isto é, mdec(pn, q,) = £1,
onde mdc(a,b) significa o mdzimo divisor comum entre a e b.

Demonstra¢ao: Suponhamos que exista r inteiro tal que p, = rp) e
¢n = rq,, onde P/, e ¢/, € Z. Assim, de (2.2.2),

Tp',rLQn—l - pn—qu; = DPnln-1 — Pn-14n
~ (1

Dividindo o primeiro e ultimo membros da expressao acima por 7,
obtemos
(_1)1171

r
Logo, r = +1, o que demonstra o resultado. [ ]

p/nqn—l - pn—lq; = €.

2.3 Expansao de numeros racionais em fragoes
continuas

P, . . . ~ ~ ,

Se = é um numero racional, ele possui uma expansao em fragao continua
q

simples finita dada por

P 11 1

S+ — — — = [ap; A1, ..., Gy 2.3.1
0 a+a+ ... +a, [0 ! ] ( )

Demonstrado este resultado no Teorema 2.1 adiante.
Veremos que, por meio de simples manipulacoes, podemos expres-
sar um numero racional como uma fragao continua. Por exemplo,

8 _ 1+28—1+1 = 1+ L
59 50 59 5 3
- +_
28 28

1 1
= 1+ =l = [1;2,9,3].
2+ 5g 2+ —
_ 9_|__

3 3
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87 ) . .
Observamos que o nimero 9 admite uma expansao em fragao continua

simples finita.

A pergunta natural que se coloca é: qualquer nimero racional pos-
sui uma expansao em fragao continua simples finita? Caso a resposta
seja afirmativa, a expansao é tnica?

Antes, vamos considerar mais alguns exemplos:

1)
873 _ 261 o84 11
R
84 84
=1 Lo ! =1 !
= +2 T~ +2 T +2 I
9 9 3
= [1;2,9,3].
2)
59 1 1
ol
3
3)
87 28 28 | 59 31
—— = Sl =l = -1 = 24 =
59 59 59 59 59
1 1
T Ttwm T 1+28_ 2 1+
31 31 31
28
1
) _2+1+ !
o
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Logo,
87 1 1
55 = —2—1——1 = -2+ 1
1—1——1 1—|——1
1—1—% 1+9—1
3 +3
= [-2;1,1,9,3].

A resposta a questao anteriormente colocada é dada pelo seguinte
teorema.

Teorema 2.1. Qualquer fracao continua simples finita representa um
numero racional. Reciprocamente, qualquer niumero racional pode ser
representado por uma fragao continua simples finita.

Demonstracao: A demonstragao da primeira parte é imediata.

, . , . p
Para a reciproca, consideremos um numero racional = qualquer.
q

Pelo algoritmo da divisao, obtemos

P 71
- =ay+ —,
p - D
onde 0<7<q e ay=|=|. |a] significa maior inteiro menor
q
que a.
g P, , o ~ .
e r; = 0, = é um numero inteiro e, entao, o processo termina.
q

Caso contrario, escrevemos

. . q
Repetimos, agora, o mesmo procedimento com — e obtemos
r

T2
gzal—l——, 0<mry <nr.
T A1
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Se ro = 0, entao o processo termina e, assim,

D 1
= = ao+ — = |ag; a1
a1
. . ~ T
Se ry #£ 0, repetimos o mesmo procedimento com a fracao —.
T2
Observamos que o processo termina quando r, = 0 para algum n,
0 que ocorre, pois ¢ > r1 > ry > ... € uma sequencia decrescente de
inteiros positivos. Temos, entao,
p a1
- = ay+ —, 0<r <gq,
q q
T2
4z = a1+ —, 0 <17y <y,
r1 T1
Tn'—3 Tn—1
= Qp-2 + ’ 0<rp1 <rpa,
Tn— T'n—2
Th
= dp—1, Tn = 0
Tn—1
e, portanto,
P 1
q
as +
as + . . 1
Tt
Qp—1
= [003 ag, ... 7a’n71]7
o que demonstra o resultado. [ ]
1 1 )
Como = 7> segue que lag;ay, ... a, 1 —1,1] é
n—1 (an—l _ 1) + I
também uma expansao de P Ressalva feita & possibilidade de ex-

q
pressar um nudmero inteiro k também como (k — 1) 4+ 1, a unicidade
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da expansao segue do algoritmo da divisao. Por exemplo, podemos

escrever a fragao continua

1
1+—1 = [1,2,3,4]

24+ —7
3+ -

Ccomo

Suponhamos, agora, r,+; = 0 para algum n. Procedendo como
na demonstracao do teorema anterior, obtemos um método para en-

- p - , . .
contrar a representagao de — em fracao continua simples, da seguinte
q

maneira:

r
E:czo—l—j = p=apq+r, 0<r <q.

q

Mas, podemos escrever
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Repetindo o mesmo procedimento, obtemos

q )
- = a1+ — = g=air1+1r2, 0<1ry <,
™ ™
™ T3
— = a9+ — —> 1 = QoTo + T3, 0§T’3<7’2,
() ()
T'n—2 Tn
’ = Qp-1+ r = Th—2 = A 1Tp—1 + Tn, 0 S Tn < Tp-1,
n—1 n—1
T'n—1 T'n4+1
= a,-+ = Tph_1=0auTpn, Tni1 =0.
Tn Tn

Este é o algoritmo de Euclides para determinar o maximo divisor
comum entre p e ¢ (que é r,) e pode ser sistematizado como

ap ax e An—9 Ap—1 (7%
plq | i | ro | | Tp T Tnt1 = 0

Demonstraremos, a seguir, que existe uma unica representagao de

P da forma [ag;ay,...,a,], com a, > 2. Se a, = 1, a representacao
q

nao é unica, pois, como

, . ~ p
segue que [ag, ay, ..., a, — 1, 1], é também uma expansao de —.

. . Tn—1
Do algoritmo de Euclides, temos que a,, = ——. Como r,_; > 7y,

n
obtemos a,, > 1. Sendo a, um inteiro positivo, segue que a,, > 2. A

unicidade da representacao decorre do fato de ser tinica a representacao
para [ag; ay, ..., a,] através do algoritmo de Euclides, com a,, > 2.

Neste texto, consideraremos a, > 2 para fragoes continuas simples
finitas [ag; aq, ..., ay].
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Exemplo 2.1. Encontre a fracao continua que representa o nimero

7
— wusando o algoritmo de Fuclides.

35
Como
97 = 2-35 + 27,
3 = 127 + 8§,
27 3-8 + 3
8§ = 23 + 2,
3 1-2 4+ 1,
2 =21 + 0,
ou seja,
2 1 3 2 1 2
97 | 35 27 8 3 2 1 0
temos
97 1
— = 2+ = [2;1,3,2,1,2].
35 1
1+ i
! 1+ L
2

Propriedade 2.1. Sejamp > q e P lag; ay, ..., a,]. Entao, a4 _
q p
[0; ag, a1, -..,a,]. Reciprocamente, se € _ [0; ag, a1, - .., an], entao
p
P _ .
— = [ag;ay, ..., a,).

Demonstracao: Como, por hipdtese, p > ¢ , entao 4 _ 0+

©|’B‘>—t



p .
Mas, — = [ag; a1, ..., a,] e, assim,

— =0+ 1 :[O;ao,al,...,an.
1
ag + 1

Qn

ay +

Verifiquemos que a reciproca também vale. Se, por hipotese,

1
i:[0;(10,@1,...,%]:0+ i ,
CL1‘|—
a2+.‘ 1
.+_
ap,
entao,
P 1 1 1
—_— q = 1 = 1 :‘/E’
P 1 x
ay +
az + . 1
-+_
ap
onde
1
T =ag+ 1 = [ag; a1, ..., ay]
a1+
az+. 1
-+_
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2.4 Expansao de nimeros irracionais em fragoes
continuas

Nesta se¢ao, vamos estudar, além da expansao de ntimeros irracionais
em fragoes continuas simples, outros tipos de expansoes em fracoes
continuas para nimeros irracionais conhecidos como quadraticos. Ve-
remos, também, alguns resultados sobre convergéncia.

2.4.1 Expansao de niimeros irracionais em fragoes continuas
simples

Para construir a expansao de um ntmero irracional em fragao continua
simples, utilizaremos substituigoes sucessivas, da forma que descreve-
remos a seguir.

Sejam z um numero irracional qualquer e ay = [z|. Podemos
escrever £ Como

1 1
r=ay+——, onde 0<— <1
T T

Entao, 1 = —— > 1 é um ntmero irracional.
T — Qg

Da mesma forma, podemos escrever

1 1
r1=a+—, onde a=|[r]>1 0<—<1
T2 T2
e obtemos o = —— > 1, que é, também, um nimero irracional.

T —a;
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Repetindo-se esse processo, obtemos, sucessivamente, as equacoes

T = a+——, x1>1,
x
r1 = a1+ —, Ty >1, a > 1,
T2
1
z, = a,-+ , Tpr1 > 1, a, > 1,
xn—i—l
onde ag,aq,...,a,,... sao inteiros e x1,xs,...,T,,... Sa0 irracionais.

Notemos que este processo nao termina, pois isto s6 ocorreria se
T, = a, para algum n, o que é impossivel, pois x,, ¢ nimero irracional
para todo n.

Fazendo substituicoes apropriadas, obtemos a fracao continua sim-
ples infinita

1 1 1
TS Gk Sty =Gt —
1 a; +—— a; + 1
L2 CL2+—
xs3
1
= = ap+ 1 = [ap; a1, az, . . .|
ay +
as + -, 1
an + -

Exemplo 2.2. Expressar v/2 como uma fracdo continua simples.

Note que [v2] = |1.414213...] = 1. Podemos encontrar a fracio
continua da seguinte forma

1 1
V2=14+v2-1 —=V2-1 =z =——=V2+1
T \/5—1
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Logo,
1 1 1
V2=14——=14— =1+
V2 +1 24+v2-1 9 L
V2+1
Continuando, temos
1 1 1
1 2+2+242+
2+ I
2
o

Exemplo 2.3. Expressar —/2 como wma fracio continua simples.

Como |—v/2] = [~1.414213...] = —2, entdo ayg = —2.
1
—V2=-2+4(-V2+2) = —=-V2+2
1
N 1 V242
xr1 = =
Va2 2
= a; =1.
2+2 2+2 1 2+2
V2 + :1+(¢7+ ) 1_v2+2
2 2 Ty 2
1
= Iy= =12
V242 :
2
= 1+1 !
B 2+ 2+ .
Logo,
11 1 1 1 1 1 1
V2=—24- —=-24- - - - - = :
1+.2 I+1+2+24+242+ ...

Exemplo 2.4. Expressar v/13 como uma fragao continua simples.

33
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Note que [v/13] = [3.605551...] = 3. Logo, ag = 3.

V13 =3+ (VI3 -3)

VI3 +1
3

VI3 +2
3

VI3 +1
1

=1+

— 14+

=1+

—

—

—

!

!

I

!

l

1
— =V13-3
T
1 VB3
YT V13-3 4
CL1:1,
L _ V343
Ilfg_ 4
o . V341
YT VB+3 3
4
CL2—1,
1_VBrl
X3 3
B 1 V13 +2
T V1341 3
3
CL3—1,
d_vid+2
.’134— 3
o . Vi34l
V1342 ] 4
3
&4_17
v+l
1’5_ 4
1 Vv13+3
T = =
’ ER 1
4
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13+ 3 13+ 3 1 Vv13+3
VIBES gy (VB g — L_YBHI 4
1 1 Tg 1
I 1 V1343
6_\/13+3_6_ 4
1
— CL6:1.
Entao,
(17:1, a8:1, &9:1, &10:6, CLH:L....
Logo,

11 1 1 1 1 1 1 1 1
vV3=34+- - - - = - - - - = .
1+14+14+1+64+14+1+1+146+ ...
Quando os denominadores dos quocientes parciais se repetem, po-
demos usar a seguinte notagao

V2 = [1;2,2,2,..] = [1;2].
Outros exemplos

V13 = [3;1,1,1,1,6].

V18 = [4,43].

V19 = [4;2,1,3,1,2,8].

Vb3 = [7;3,1,3,14].

V82 = [9;18].

Exemplo 2.5. FExpressar m como uma fracao continua simples.
Note que [7] = |3.1415926535897932...] = 3. Logo, ap =3 e

1 1
. 0.14159265358... = xq — — 7.06251331041...
) 1 014159265358, .

= w1 =7+ 0.06251331041...
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Logo, a; = 7.

1 = 0.06251331041...
T2

Logo, as = 15.

1

— = 0.9965932606...
T3

Logo, a3 = 1.

1
— = 0.00341838495...

Ty

e, entao, aq4 = 292.

Fragoes Continuas Simples

1
=15 2606...
0.06251331041,., | >-7909932000

= w3 = 15+ 0.9965932606...

= To =

= 23 = 1.00341838495...
= x3 =14 0.00341838495...

= x4 = 292.535807004...
= x4 =292+ 0.535807004...

Continuando desta forma, encontramos,

as=1 ag=1, ar=1, ag=2,...
Assim,
s g i o1 1Tl
T+1H5+142924+1+14+14+24+14+3+1+14+ ...

Exemplo 2.6. Alguns exemplos de expansdes em fragoes continuas

simples

2+1

e = -
1+

e—1 1 1
e+1 246+
e—1 1 1
2 146+
Vi o= 14l
(& = 1+

S

— | =

11 1 1 1 1 1 1 1 1
1+14+4+1+14+64+1+1+8+1+ .
1 1 1 1 1 1 1 1
+ 14 4+ 18 + 22 + 26 + 30 + 34 + 38 + 42 +
1 1 1 1 1 1 1 1
+ 14 4+ 18 + 22 + 26 + 30 + 34 + 38 + 42 +
111 1 1 1 1 1 1 1
I1+54+14+14+9+1+1+134+1+1+ ..
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Observe que hé padrao para os denominadores a;. E, entao, facil
escrever as fragoes continuas acima com o nimero de termos que de-
sejarmos.

2.4.2 Outras expansoes para os numeros irracionais

Quando z = v/N, onde N € N néo é um quadrado perfeito, podemos,
também, encontrar expansoes em fragoes continuas, que podem nao
ser simples, da seguinte forma:

e encontramos a e b € N tais que N = a? 4 b e calculamos

_a_(\/N—a)(\/NJra)_N—aQ_ b
YN —a = VN +a VN+ta 2a+VN-d

e em seguida, substituimos o valor de vV N — a, que aparece do lado
direito da equacao acima, por todo o segundo membro e obtemos

b b
VN -—a = b - b ’
2a 2a +

_|_—
2a+\/ﬁ—a 2 + b
2a+\/N—a

e procedendo assim, sucessivamente, encontramos

b
VN = a+

2a +
2a +

b
2a—|—-,‘

Assim, todos os numeradores valem b e todos os denominadores
valem 2a.

Exemplo 2.7. Ezpressar \/2 como wma fracdo continua.

Como 2 = 12 + 1, entao

Voo (V2= DV2+ D) 21 1

V241 V2+1+1-1 2++2-1
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e obtemos
1 1 1
24v2-1 5, 1 4
2+v2-1 1
2+v2-1
Logo,
1 1 1 1
V2=t I BRI N S
2
* 2+

que é a fracao continua simples encontrada no Exemplo 2.2.
Exemplo 2.8. Expressar /18 como uma fra¢ao continua.

Como 18 = 42 + 2, seguindo o mesmo raciocinio, encontramos
2 2 2 2
V18 = 4+ 5 =44+- - = .
S+ 8+8+8+ ...

84 *
8+ ..

Neste caso, conseguimos transformar esta fracao continua numa
fragao continua simples, pois b = 2 divide 2a = 8. Para isto, basta
dividir numerador e denominador de algumas fracoes intermediarias
por b. Assim,

=212 2 =22 2
8 = 44202 = =212 =
Vi +€Q{8+8++2{8+8+.“}}
2/2  2/2 2/2 2/2 2/2
18 = 44 L= 22 2= 22 22
vis T82+78 4824+ 8 +8/2+...
1 1 1 1 1 1

= 4+ - = = - = .
A4+8+4+8+4+8+ ...

Exemplo 2.9. Ezpressar v/13 como uma fragao continua.
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Como podemos escrever 13 = 32 + 4, entao

JE_B_(MB—BMJB+3)_ 13—9 B 4
V13 +3 VI34+3+3-3 6+V13-3
Seguindo o raciocinio anterior, obtemos
4 4 4
B3=3+- = - .
Vi3 i 6+6+6+ ...

Neste caso, nao conseguimos transformar esta fracao continua numa
fracao continua simples, pois b = 4 nao divide 2a = 6.

Exemplo 2.10. Encontrar uma fracdo continua para expressar /6.

Analogamente, podemos escrever 6 = 22 + 2 e, assim, obtemos

2 2 2 2
6 = 2+- = = =
V6 I S S S
B 2_+_2/2 2/2  2/2 2/2 2/2
B 4/24+ 4 +4/2+ 4 +4/2+ ...
1 1 1 1
2+4+2+4+ ...

Exemplo 2.11. Outros exemplos de expansoes de nimeros irracionais
em fragoes continuas (nao simples)
4 12 3% 52 7 92 112

1+%> = = = = —
T 2424 242+24 2 + ...

4 12 32 52 72 92 112
T = - — — — — —  —
14+ 24+24+2+24+2+ 2 + .

2 3 4 5 6 7 8 9

e—1 = 1+= = - = = - = =
24+3+44+54+6+7+8+9+ ..

1 1 2 3 4 5 6 7

e—1 = 1+~ - = = - = = =
1+24+3+44+54+6+7+8+ ..

1 __1+1 2 3 4 5 6 7 8
e—2 2434+44+54+6+T7+8+9+ ..
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2.5 Alguns resultados sobre convergéncia

Como ja vimos, os convergentes das fracoes continuas simples sao de-
finidos por

11 1

— , n=>0
a, +as + ... + ay Qn

)

cujos numeradores e denominadores satisfazem as equagoes (2.2.1).
Consideremos, entao, a fragao continua simples

1 1 1 1 1
—14- - - = = . 25.1
S S S S S ST (2.5.1)

Seus primeiros convergentes sao dados por

1
qo0 1
D1 1 3
' ¢ " 2 2 o
2- 1
C2 = ]2 = 42p1 + Po = 3 + = Z = M7
D) asqi+q 2-2+1 5
2-7+3 17
o = P P2t 20T — L 1.4166667
q3 asqe +q  2-5+2 12
2-17+7 41
C, = Do GbsEh S lE DR 137031,
G asqz +¢q  2-12+5 29
2-41+ 17 99
. = B GPatps 209 08sT
qs asqs + qs 2-29412 70

Observe que v/2 = 1.41421356237... . No Exemplo 2.7, vimos que
a fragdo continua (2.5.1) pode ser obtida da expansio de v/2. Além
disso, tudo indica que os convergentes desta fracao continua convergem

para V2.
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Para demonstrar que este resultado é verdadeiro para qualquer
fragdo continua simples infinita, veremos, primeiramente, alguns re-
sultados sobre os convergentes desse tipo de fracoes continuas simples.

Propriedade 2.2. Os convergentes de fragoes continuas simples in-
finitas satisfazem

-1 n—1
Cp—Cpy = ﬁ, n>1, (2.5.2)
An4n—1
€ 1 n—2
Com Oy D" oy (2.5.3)
AnQdn—2

Demonstragao: Para n > 1, dividimos ambos os membros de (2.2.2)
por ¢,g,—1, obtendo

Pn_ Por _ (=D

Qn dn—1 qndn—1

de onde segue (2.5.2).
Para mostrar (2.5.3), tomamos

Cn - Cn—2 — & _ Pn—2 _ DPndn—2 — Pn—24n '

An gn—2 Anqn—2

Usando a relagao de recorréncia (2.2.1) para p, e ¢,, obtemos

Pndn—2 — GnPn—2 = (anpn—l +pn—2)qn—2 - (anQn—l + Qn—Q)pn—Q
= an(panQTL72 - pnf2QH71> = an(_l)n72-
Na ultima igualdade foi usada o Férmula do Determinante (2.2.2).

Logo,
an(_1>n—2

qndn—2

Cn - Cn72 =

Vamos, agora, demonstrar um resultado fundamental sobre os con-
vergentes de fragoes continuas simples infinitas.
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Teorema 2.2. Os convergentes de ordem par, Csy,, de uma fra¢dao
continua simples infinita formam uma Sequéncia numérica crescente,
enquanto que os convergentes de ordem impar, Cy,.1, formam uma
sequéncia decrescente e todo convergente de ordem par é menor do que
qualquer convergente de ordem impar. Além disso, cada convergente
Cn, n > 2, esta entre os convergentes C,,_1 e C,_5. Os termos da
sequéncia {C,} satisfazem

Co<Cy<Cy<...<Cy<...<Cqpi1 <...<(C5<C3< (.
(2.5.4)

Demonstracao: Lembrando que a, > 0 paran > 1 e ¢, > 0 para
n > 0, entao, de (2.5.3), temos

a2n(_1)2n72

CQn - CZTL—2 = ——>0 = an_Q < an, (255)
q2nq2n—2
n -1 2n—1
Cony1 — Copy = azni1(~1) <0 = Copq1 <Oy,
q2n+192n—1
(2.5.6)
e, de (2.5.2), temos
(_1)2n71
C2n - C2n—1 = — <0 = CQn < C2n—17 (257)
q2nq2n—1
(_1)211
02n+1 — an = ————— >0 = an < C2n+1' (258)
Gon+192n

De (2.5.5) e (2.5.6) concluimos, respectivamente, que {Cs,} é uma
sequéncia crescente e que {Co, 41} é uma sequéncia decrescente. De
(2.5.5), (2.5.8) e (2.5.6) podemos escrever

an72 < CQn < an+1 < anfl. (259)

Portanto, C),, esta entre C,,_1 e C),_».
Em (2.5.9), fazendo

e n =1, otemos Cy< Cy < (5 < (Ch.
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e n =2 temos Cy < Cy < Cs < (3. Portanto, Cy < Cy < Cy <
05 < 03 < (.

on =3, obtemos C; < Cg < C7 < (5. Logo, Co< Oy < Cy <
06<C7<C5<03<01.

Continuando desta forma, obtemos
C()<CQ< <02n—2 <an < ... <Ogn+1 <02n—1 < ... <03 <Cl,

que ¢é o resultado desejado. ]

Além do resultado anterior, é possivel mostrar que

Teorema 2.3. Toda fragao continua simples infinita é convergente e
seu limite | é dado por

[ = lim an = lim C2TL+1'
n—00 n—00

Demonstragao: Sabemos que {Cy,} é uma sequéncia crescente e que
{C5n11} é decrescente. De (2.5.4), podemos, ainda, notar que

Con — ly, pois {Cy,} é limitada superiormente por ¢;

Cont1 — I, pois {Capy1} € limitada inferiormente por co.

-1
Mostremos que [y = [1,. Sabemos que Cy, — Cy,.1 = ———. As-
. q2n92n—1
sim,
Cy, — Cy,_1 —> 0, pois os valores g, sao inteiros, positivos e ¢,11 <
(n, UMA VeZ qUe ¢pi1 = Ani1qn + g1 € N. Logo,

lim (Czn - 02n71> =0,
n—oo
ou seja, [, — Iy = 0. Portanto, l;, = [y, o que demonstra o teorema. m

Vamos, agora, mostrar o resultado a seguir.
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Teorema 2.4. A sequéncia dos convergentes {C,}2, converge para
um numero irractonal.

Demonstracao: Suponhamos que liII(l) C,=1= ﬁ, p,q € Z. Logo,
n— q
lim P _ P e lim Pontr _ ﬁ
Do Teorema 2.2,
an: P2n <£<M202n+1, n > 0.
Q2n q q2n+1
Dai,
P2nt1 P S0 = Pan+19 — PYan+1 - 0.
d2n+1 q q2n+19
Pan+1 p
Mas, Pon+19 —P4on41 €Z e q x 7é 7 LOgO, Pon+19 —Pqon+1 Z 1.
2n+1

Dividindo ambos os lados por ¢2,+1q, obtemos

Pont1q = Plon+1 1

Gan+14  Qoni1q
n 1
ou seja, Pmil P > ———. Mas,
q2n+1 q q2n+19
mn n n 1

P2+1_£<p2+1_p2 — Cypi1 — Cop = ’

q2n+1 q d2n+1 qon don+192n

. 1 1
ou seja,

< .
d2n+14 42n+192n
Portanto, ¢o, < ¢ para todo n > 1. Contradicdo, pois {g,} é uma

sequéncia crescente. [ ]

Definicao 2.1. Considere a fra¢io continua v = [ag;ay, ..., Qp, ...].
Definimos como cauda de ordem n da fra¢ao continua x a fragcao
continua

Ty = [Ap; Qpgt, Qpaay -] (2.5.10)
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E facil verificar que = = [ag; aq, ..., ay_1, Tp| € T, = ap+ . Logo,
xn—&—l
an < Tp<a,+1 e
o TnPn—1 +pn—2
Tndn—1 + qn—2

Podemos, agora, demonstrar o importante resultado a seguir.

Teorema 2.5. Se um numero irracional positivo x é expandido em

uma fragcdo continua simples infinita agp; ay,as, . ..], entdo
lim C, =z,
n—oo

onde {C,} € a sequéncia dos convergentes da fracdo continua |ag; ay, as, . . .].

Demonstracao: Seja

1
T = ag+ I
a; +
as + - 1
4 .
(p—1 + ———
Ay + -
Logo,
1
X ::a0'+ 1 )
a; +
as + -, 1
* I
Qp—1 + —
L
onde z,, ¢ a cauda definida por (2.5.10).
1
Tp = Qp + < ay + )
Tn41 Ap+1

Como z,41 > api1 =

1
Ay < Ty < Gy + ,
Qp+1
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ou, entao,

Observe que

1
.C():CL[)<ZL'0<CL0—|—CL—201 = (h <z < (.
1

1 1 1
001:a0+—>x:a0+—>a0—|——1:C’2.
ay L1

a; + —
)
Logo, O <z < (.

1 1
ox:ao+—1<ao+—1:>x<6’3.
R at
az + — as + —

T3 as

Portanto, Cy <z < Cj.
Continuando desta forma, podemos concluir que
Con <7< Cops1, n=01,2 ...
Como, pelo Teorema 2.3,
lim Cy, = lim Cy,p1 =1 = [ =u.
n=00

n—oo

Desses resultados, podemos concluir que o limite dos convergentes
da fracdo continua (2.5.1) é v/2, isto é, lim C, = v/2.
n—oo

Teorema 2.6. Seja x um irracional qualquer e {C,} a sequéncia dos
convergentes da fracao continua simples associada a x. Entao,

\x—C’k|<|x—Ck,1\, k>1.
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Demonstracao: Seja x = [ag;aq, ..., ax_1, G, Tkr1], cOM
Tpy1 = [Ag11; Ao, - - ]. Sabemos que

v — Th1Dk + Pr—1
Th+1qk + Gr—1
Dai, obtemos
T(Tri1qk + Qr-1) = Trs1Pk + Pr—1,
que, para k > 1, pode ser escrita como

Pk—1
$k+1($Qk —pk) = —qk-1 <$ - ) .
k-1

Dividindo-se a tultima equagao por xiy1qx € calculando-se o valor ab-
soluto, obtemos

T Dr| _ | k-1 _ Pr—1
dk Li+19k Q-1
Como xyy1 > 1 para k > 1 e, além disso, qx > qx—1 > 0, segue que
0< B
Tk+19k
Assim,
o L < ‘:c _ Dkt k>1,
dk k-1
o que mostra o resultado. [ ]

Teorema 2.7. Seja x um irracional qualquer e {C,} a sequéncia dos
convergentes da fracao continua simples associada a x. Entao,

1 1 1

<l|z—Ckl < <=, k>1 (2.5.11)
2q1Qr+1 Qdr+1 G
Demonstracao: Temos que
—1)*
Ck+1 - Ck - ( ) k Z 1

Qk—HQk’
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e, portanto,
1
|Cre1 — Ck| = , k>1. (2.5.12)
Qk+19k
Logo, do teorema anterior, segue que
|v —C| = |2 — Cry1 + Cryr — G| > |Chp1 — Ci| — |2 — Cpyt|
> ’Ck+]_ — Ck‘ — ’% — Ck| = — ’33 — Ck| (2513)
dk+19k
Como, do Teorema 2.2 e de (2.5.12), Cy <z < Cry1 ou Ciiy <
1
xr < C}, segue, imediatamente, que |z — Cy| < |Cry1 — Ck| = )
Ak+14k
Portanto, da ultima desigualdade e de (2.5.13), obtemos
1 1 1
< ’x - B <=,
2qkqr11 k| GGr+1 G
POIS k41 > G- u

A seguir daremos um resultado sobre a convergéncia de fragoes
continuas de um tipo especial, ou seja, da forma

BB B B
1-1-1-1-..."
onde B, = (1 — gn-1)gn, 0 < go < 1e0 < g, <1, n> 1. Para isso,
mostraremos, primeiramente, dois lemas.

Lema 2.1. Seja mo = 0. Entdo, o n—ésimo denominador parcial da
fracao continua
1 (1 — mo)m1 (1 — ml)mg (]. — m2>m3

1— =
1- 1 - 1 - 1 — ..

SN

G=01-mo)(1—my)---(1—my_q), n>1 (2.5.14)

Demonstracao: Usando as férmulas de Wallis (1.1.4) e sabendo que
mg = 0, obtemos

gv+1 = gy — (L —my_1)mngn-1
(I—=mo)(1—mq)--- (1 —mpy_1)(1 —my).
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Assim, (2.5.14) vale para n < N. Como B; =1 =1 — my entdo, pelo
principio de indugao finita, (2.5.14) vale para todo n > 1. [

Lema 2.2. Seja o, = (1 — my_1)my,, onde mg =10, 0 <m, <1 para
n > 1. Entdo, a fracao continua
1 a1 Qp Q3 Oy
S 1-1-1-1-...

converge para (1 + L)™!, onde
©° m1m2 DY mn
L= .
Z (I—=my)(L —mgy)--- (1 —my)
Demonstragao: Seja p,/q, o n-ésimo convergente da fra¢do continua

3 * * o ~
dada e considere pr.,/q:,; o (n + 1)-ésimo convergente da fracao
continua

1 (05} (6] Q3

SRR s s
Logo,
p;-l-l:l_ 1 :1_1 ap Qg O
@yt Pn I-1-1-...-1
dn

Pelo Lema 2.1, ¢; ; = (1 — mg)(1 —mg)--- (1 —my) > 0 e, assim,
usando (1.1.6), obtemos

n
Pt Qoo - - - Qg
In+1 =0 T+t

_ Z 10 - [09%
1 —m(] 1 —ml) (1 —mk,1>2<1 —mk)

k=1
_ i mimse - Mg
—~ (1 —m) 1—m2) (1 —my)
Portanto,
Pn 1 1
lim — = lim — = )
n—00 (I, n—oo . Pri1 1+ L

*
qn+1
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Teorema 2.8. Seja 5, = (1 — gn—1)gn, onde 0 < gy <1 e0 < g, < 1,
para n > 1. Entao,
B B2 Bs I —go

1__ - —_ —
111 .. Wty

(2.5.15)

onde
oo

G — g192 - gn
1= g)(1—g2) - (1 — ga)

n=

Demonstracao: O caso gy = 0 é dado pelo Lema 2.2. Consideraremos,
entdo, go > 0. Seja C), o n-ésimo convergente de (2.5.15) e seja C* o
n-ésimo convergente da fracao continua

1_% P B
1-1-1-..."°
1
De acordo com o Lema 2.2, {C*} converge para A onde
L _ gogl...gn

0 (1—=g0)(1—=g1) - (1~ gn)
9o g1 9n 9o

= 1+ 1+G
1 —go Z 1—91) (1= gn) 1—90( )

Como C}.; =1— go/C,, segue que {C,,} converge para go(1+ 1/L),
o que demonstra (2.5.15). n

2.6 Fracoes continuas periddicas

Quando a sequéncia dos valores a; apresenta repeticao, ou seja, apre-
senta algum “periodo”, como nos Exemplos 2.2 e 2.4, a fracao continua
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simples é chamada de fracdo continua periddica e pode ser denotada
por

[ag; @y, ag, ..., g1, Gk, i1y s Chin_1)s

onde ay.,, = aj e os valores ay, Ggi1, ..., Ag1n_1 formam o periodo que
se repete. A fracao continua

[a();al:aQ; -~-7Gn—1]

é chamada fracdo continua puramente periodica.

Chamamos irracional quadrdtico um nimero irracional x que é raiz
da equacao quadratica az® + bx + ¢ = 0, onde a,b, ¢ sao inteiros e
b? — 4ac > 0 nao é um quadrado perfeito.

H4& dois resultados fundamentais sobre fragoes continuas periddicas
e numeros irracionais quadraticos, os teoremas de Euler e de Lagrange,
que demonstraremos a seguir.

Teorema 2.9. Se x € um fracao continua periddica, isto €, se

xr = [ao; a1,42, ..., A1, Ak, Af+1, ...,ak+n,1],

entdo x € um numero irracional quadrdtico.

Demonstracao: De fato, tomemos x = [ag; aq, ..., ax_1, 2], onde xy =
[ak; Ggt1, - - ], um nimero irracional. Assim,
T = [Clk; A+15 -+ -5 Ak4n—1, wk]
e, entao,
_ Tgp+p
- ~ A~
Trq +q
ou seja,
~ 9 ~ ~ A
gy + (4 — D)ok —p =0, (2.6.1)
p p . P
onde = e = sdo os dois tltimos convergentes de [ag, Gg11, - -, kin_1]-
Mas, como
_ TkPr—1 1 Pk—2

TrQe—1 + Qr—2
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entao
_ DPrk—2 — 4g—2%

T .
Gk—1T — Pk—1

Substituindo-se esse valor de x em (2.6.1) e simplificando-se, obtemos

az? +bxr+c¢ =0,
onde

= Cﬁ]i-Q - (‘j - d)Qk72Qk71 - ﬁqi_l,

b = 2(ﬁpk—19k—1 - qpk—2Qk—2) + (Cf - 15) (pk—2Qk—1 + Qk—2pk—1)>

c = cipiq - ((j - ﬁ)pkﬁpkq - ﬁpifl-

Observe que a, b e ¢ sao nimeros inteiros. Como z é irracional, entao

b? — dac > 0.

Teorema 2.10. A fracao continua que representa um numero irraci-

onal quadratico x € periodica.

Demonstragao: Sabemos que um ntmero irracional quadratico satis-
faz a uma equacao quadratica com coeficientes inteiros, que pode ser

escrita como
ax’ +br+c=0.

Se x = [ag; a1, a, ..., a, ...], tomando-se xp = [ax; ari1, - -

x = |ag;aq, ...,ax_1,xk]. Além disso,

TpPr—1 + Pr—2
=

ThQr-1 + Q-2

Substituindo-se o valor acima em (2.6.2), obtemos
Dkliz + Ekxk + Fk = 0,
onde

Dy = app_; +bpr_1qr1 + cqp_q,

(2.6.2)

], entéao

(2.6.3)

Ey = 2apr_1pp—2 + b(Pr—1Qk—2 + Pr—2Gk—1) + 2¢qr—1Gr—2, (2.6.4)

Fy = api_o+ bpr—aGi—2 + cqi_o.
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Se Dy =0, isto é, ap}_, + bpr_1qx—1 + cg;_, = 0, obtemos

—bgr—1 £ \/(52 — dac)qi_,

Pk—1 = %
—b £ Vb% — 4ac
= qk—1-

2a

—bE£ Vb —dac  pr

2a qk—1
Pr—1

qk—1
Portanto, Dy # 0 e a equacao quadratica

Logo, Entao, a equagao (2.6.2) tem um

numero racional como raiz, o que é impossivel, pois x € irracional.

Dyy* + Exy + F, =0,

tem x; como uma de suas raizes.
De (2.6.4) e da Férmula do Determinante, obtemos

Ep —ADyF, = [2api_1pr-2 + b(Pr—1Ge—2 + Pr—2i-1) + 20qr-15—2])"
—4(apj_y + bpr—1qr—1 + cqip_y)(api_o + bpr_agr—2 +
= (b* — 4ac)(Pr—1r—2 — Pr—2qi—1)’
= b —4dac.

1
Pelo Teorema 2.7, temos que zqi_1 — pr—1 > ——. Logo, existe um
qk
nimero d;_1, com |dx_1| < 1, tal que

Ok—1
Dk—1 = Tqk—1 + ——.
qr—1
Substituindo a equagao anterior na expressao de Dy em (2.6.4), obte-
mos

S\’ Sk
Dy = a ($Qk—1 + £) + bg—1 ($Qk—1 + £) + cqr_y
qrk—1 qrk—1
52
= (ax® +br +c)gi_ | +2ax0,_1 + a% + bok_1.
k—1

quq)

(2.6.5)
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De (2.6.2), obtemos

52
Dk = Q(I{L‘(Sk_l -+ a% + bék_l.
k-1

Logo, para todo k,
|Dy| < 2laz| + |a| + |b].
Mas, como Fj = Dj_1, temos que
|Fi| < 2|ax| + |a| + |b].
De (2.6.5), obtemos
E?} < 4|DyF| + |b* — 4ac|
< 4(2lax| + [b] + |e])* + |b* — 4ac].

Observe que os valores absolutos de Dy, Fj e F) sao menores do
que nimeros que nao dependem de k. Como Dy, E; e F}, sao nimeros
inteiros, existe apenas um ndmero finito de triplas (D, Ex, Fy) dife-
rentes entre si. Logo, podemos encontrar uma tripla (D, E, F)) que

ocorre pelo menos 3 vezes, digamos (Dy,, Ex,, Fi,), (Dk,, Ex,, F,) €
(Dpy, Eyy, Fry). Portanto, de (2.6.3), x,, Tk, € Tk, sdo raizes de

Dy’ + Ey+F =0,
E claro que pelo menos duas delas sao iguais, por exemplo, zy, € y,.
Entao,
Aky = Qkys  Qkyt1 = Al +1,  Akp+2 = Ak 425 -+
e a fragao continua é periddica. [ ]

Observacoes:

1. Dos Exemplos 2.2 e 2.4 observamos que a fracao continua para
v N, onde N nao é um quadrado perfeito, é periddica e o periodo
comeca em aq e vai até ap = 2ag, isto é,

VN = [ao; ay, ag, ..., ax—1, 2ag).

Além disso, V' N+ag = [2ag; ay, as, ..., ai_1] é uma fragao continua
puramente periédica. Veja [24] para demonstragao.




Fragoes continuas periodicas 55

2. Note, também, que as fragoes continuas do Exemplo 2.6 sao
numeros transcendentais e suas expansoes em fracoes continuas
simples nao sao fragoes continuas periddicas.

2.6.1 Seqiiéncia de Fibonacci
Veremos, aqui, uma fragao continua simples bastante interessante.

Exemplo 2.12. Considere a fragao continua

bl (2.6.6)
xr = - - - - = . .6.
1+14+14+14+1+ ...
Podemos notar que
1 1 1
1+—1 x x
1
+1+~~
ou seja,
1.61 4989...
, - - 1j:\/3_ 61803398874989
rr—r—-—1=0 = z= =4{ ou

—0.61803398874989...

Como a fra¢ao continua (2.6.6) produz um nimero positivo, temos

1++/5
9

= 1.61803398874989... .

Observe que

-1+45

5 = 0.61803398874989... ,

SHE

isto é,

Il

S

|

—_

Il
— | =
| =
—| =
= =
[l
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O valor de x é conhecido como numero dureo ou se¢ao durea e é
1
denotado por & = 1.61803398874989... . O valor — é denotado por
x
¢ = 0.61803398874989... .

De (1.1.4), temos que os convergentes da fragdo continua (2.6.6)
satisfazem

Pn = DPn-1 + Dn-2
, n>2, 2.6.7
n = Gn-1 t+ Gno - ( )
com as condigoes iniciais
Po = 17 P11 = 27
2.6.8
{ do = ]-7 q1 = 1. ( )

De (2.6.7) e (2.6.8), observe que a sequéncia dos denominadores,
{@n}22, de (2.6.6) estd relacionada com a sequéncia de Fibonacci,
{F.}2,, definida por

Fn = Fp_1+ Fn_g, n Z 2, (269)

onde Fy =1 e F; = 1. Os primeiros nimeros da sequéncia de Fibo-
nacci sao 1,1,2,3,5, 8,13,21, 34,55, ... .

A sequéncia de Fibonacci pode ser originada do problema “quase
real” do nimero de coelhos em um viveiro. Para este problema, deve-
mos supor que:

e num viveiro coloca-se um casal de coelhos recém-nascidos;
e coelhos podem reproduzir-se com 1 meés de vida;

e uma coelha da a luz um casal de coelhos todo meés;

e a partir de seu segundo meés de vida;

e coelhos nunca morrem.

Quantos casais de coelhos haverd no inicio de cada mes?

A resposta a esta pergunta estd na Tabela 1, que fornece o niimero
de casais de coelhos no inicio de cada mes.

Comparando (2.6.7) e (2.6.8) com (2.6.9), concluimos que

Pn = L'ny1 € Qn:F’m TZZO
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meés | no casais descrigao sequéncia de Fibonacci
1 1 primeiro casal =1
2 1 primeiro casal =1
3 2 1 4+ 1 que nasceu =2
4 3 2 + 1 que nasceu F3=3
5 5 3 + 2 que nasceram Fy,=5
6 8 5 + 3 que nasceram F; =38
7 13 8 + 5 que nasceram Fs =13
8 21 13 + 8 que nasceram Fr=21
9 34 21 + 13 que nasceram Fg =34
10 55 34 + 21 que nasceram Fy =55
11 89 55 + 34 que nasceram Fip =89
12 144 89 4+ 55 que nasceram Fi1 =144
13 233 144 4 89 que nasceram Fio =233

Tabela 2.1: Seqiiéncia de Fibonacci, nimero de casais de coelhos

Pn ~ , ,
Como os convergentes — da fragao continua convergem para o nimero

dn
aureo ¢, vemos que
F’I’L n
lim L = lim 2% = @ = 1.61803398874980.... .
n—oo n n—oo qn
Além disso,
) F, 1
lim == ¢ = 0.61803398874989... .

Observe que

o Fy 1
pno_ h_ 2,
1 Fy 1
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Exercicios

Fy 3
F, 2
P13
Fy 8
o 21
Fs 13
Fy 34
F 21
Fy 55
Fy 34
Po _ 89
Fy 55

Fragoes Continuas Simples

= 1.625

= 1.615384615384615

= 1.619047619047619

= 1.617647058823529

= 1.618181818181818

Fys 14930352

Fa 9227465

= 1.618033988749890

1. Mostre que as fragoes continuas abaixo sao equivalentes:

by

ag +

by by by

a4 as +as+as+ ...

klbl k‘lkgbg k’gk’gbg k3k4b4

o k1a1+ k’gag + k:3a3 + k4a4 + ...

onde k; # 0.

2. Mostre que se uma fracao continua é equivalente a

by

a0+

)

by bz by

ay +as+as +as+ ...
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e, se a; # 0 para todo 7, entao ela tem a seguinte forma

P k1by  kikoby  koksbs  kskaby
0 k1&1+ k2a2 -+ kgCLg —+ k4a4 + ...

Y

com escolhas adequadas para k;.

3. Mostre que a fracao continua

A A2 A3 A4

rXr—C — T —C T —C3 T —C4— ...

é equivalente a

ag(z) ai(r) aa(z) az(v)

1 -1 - 1 - 1 —...7
onde
/\1 /\n+1
p— n pu— 5 2 1
ag(l’) C(]—Cl’ «Q (.73) (Cn —ﬁ)(0n+1 —l’) n

4. Mostre que se
by by by by

a = = A =K #0,
0 a1 + a2 +as +ag + ... 7&
entao b b b b 1
0 1 2 3 0
aq+— = = = =a_;+ —.
! ag + a1 + a2 +as + ... ! K

5. Mostre que se a fragao continua
11 1 1
1+ = = =
I1+1+14+1+ ...
converge, entdo seu valor é (1 ++/5)/2.

6. Sejam b;y > 1, a; > 1 para ¢ > 0. Mostre que

Pn Z fn+1 € d4n Z fna

onde {f,} é a sequéncia de Fibonacci: fo =1, fi = 1 e f,
fn—1+ fn—2 paran > 2.

59
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10.

11.
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. Mostre que se a; > 1 para ¢ > 1, entao a fracao continua

1 1 1 1

aw+— — — —
ap + as +asg +aqg + ...

9

converge.

. Sejam a; numeros inteiros positivos tais que a fracao continua

1 1 1 1
ap+ —  —  — 5

a1—|—a2—|—a3—|—a4+
converge para o limite x.
a) Mostre que ag = |z, onde |z] denota o maior inteiro que nao
excede .
b) Mostre que duas fragdes continuas distintas da forma dada
acima, onde 0s a; sao inteiros positivos, convergem para limites
distintos.

. Sejam a; > 0 e b; > 0. Mostre que

{ bibs -+ - b, }
Gn—19n
é uma sequéncia decrescente. Como conseqiiéncia, mostre que
(1.1.2) converge se
b1b2 cee bnan

lim ——— = =0.
nl—I)IOIO (a1a2 LU an)2

Sejam a; > 0 e b; > 0. Mostre que {Cs,}, a subseqiiéncia dos
convergentes de ordem par, é crescente e convergente. Mostre
que {Cs, 11}, a subseqiiéncia dos convergentes de ordem {mpar, é
decrescente e convergente.
1 1 1 1
Considere a fracao continua ag+ — — — —
a1+ as +asg +ag + ...
n
a) Mostre que |p,| < MH(l + |ag]), M = mazx(1, |ag|).
k=1
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12.

13.

o0

b) Mostre que se Z |as| converge, entdao {ps,} converge.
k=1

o0
) Mostre que se 3 Jax| converge, entio {pon}, (B}, {dan} €
k=1
{q2n+1} convergem.
o0

d) Mostre que se E lax| converge, entdo a fragao continua dada
k=1
acima diverge.

a a a
Use o Teorema 2.8 para mostrar que 1——- — — con-

1-1-1-...
verge para (1 ++/1 —4a)/2 quando 0 < 4a < 1.
Faca 1 = 1/2e B, = (n—1)/(n(n —1)),n > 2 em (2.5.15) e

mostre que

14. Mostre que

DO
—~
e~
~—
DO
—~
=)
~—
DN
—~
N
[N}
~—
—_
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Capitulo 3

Polinomios Ortogonais e
Fracoes Continuas

Entre os polinomios associados a relagao de recorréncia de trés ter-
mos estao os polindomios ortogonais. As aplicagoes de tais polinémios
a Anélise Aplicada sdo muitas e novas aplicagoes surgem a todo mo-
mento. Veja, por exemplo, Gautschi [15] e Bracciali, Li e Sri Ranga
[9].

As aplicagoes dos polinémios ortogonais associados as chamadas
medidas classicas, como as de Jacobi, Hermite e Laguerre, tém, par-
ticularmente, papel fundamental em muitos problemas das ciéncias
e das engenharias. Ao contrario do que gostariamos, os polinémios
ortogonais associados as medidas nao classicas ainda nao gozam de
semelhante privilégio. Isto se deve, em parte, as restricoes encontra-
das para gera-los.

3.1 Polinémios ortogonais

Sejam (a, b) um intervalo real, —oo < a < b < 00, e ¢(z) uma funcao
real, limitada, nao-decrescente e com infinitos pontos de aumento em

(a,b).

63
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Se os momentos definidos por

b
,urz/ x"do(x) (3.1.1)

existem para r = 0,1,2,..., entdo d¢(z) é chamada distribuigdo em
(a,b).

Se dop(z) = w(zx)dz, entdo w(z) > 0 em (a,b), mas nao identica-
mente nula, e é chamada funcao peso.

Consideraremos, daqui por diante, apenas o caso em que dp(x) =

w(z)dz.

Definicao 3.1. Dizemos que a sequéncia de polinomios {P, ()},
€ uma sequéncia de polinomios ortogonais com relagao a fun¢do peso
w(x) no intervalo (a,b) se

(i) P,(z) € de grau exatamente n, n > 0;

b
. 0, sen #m,
(13) (P, Pn) —/a P,(x)Py(x)w(x)dx = { on 20, sen—m.
(3.1.2)
Quando p, = 1 dizemos que a sequéncia de polinémios ortogo-
nais é uma sequéncia de polinomios ortonormais e denotaremos por

{ £ (z) )20
Notagao: Representaremos os polinomios ortogonais P, (x) por

P,(x) = Z Uni®', Ay # 0.
i=0

Quando a,, = 1 dizemos que os polinomios sao monicos e os de-

R 00
notaremos por {Pn(x)} :
n=0

3.1.1 Propriedades

Daremos, agora, algumas interessantes propriedades dos polinomios
ortogonais.
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Como, pela defini¢ao, os polinomios de uma sequéncia de polinomios
ortogonais tém graus diferentes, obtemos, imediatamente, o seguinte
resultado.

Teorema 3.1. Sejam Py(z), Pi(x), ..., P, (z) pertencentes a uma se-
quéncia de polinomios ortogonais. Entao, eles sao linearmente inde-
pendentes.

O teorema acima nos diz que os polinémios ortogonais Py(x), k =
0,1,2,...,n, formam uma base para o espaco vetorial dos polinomios
de grau menor ou igual a n, P,.

Teorema 3.2. Seja {P,(x)}32, uma sequéncia de polinémios e w(x)
uma fungdo peso no intervalo (a,b). Entdo, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) {P.(x)}22, é uma sequéncia de polinomios ortogonais com relagio
a fungao peso w(x) em (a,b).

(b) (P,,m) =0, V7(z)degrau <mn—1.
@ b = [t { S0

Demonstracao: (a) = (b) Seja m(x) um polinémio de grau < n — 1.
Como {P,(z)}52, é uma sequéncia de polinémios ortogonais, pelo
Teorema 3.1 Py, Pi,..., P,_1 formam uma base para P,_;. Assim,

m(x) = i ag Py ().

Logo, por definigao,

(P,, ) = <Pn, ;—%akpk(x)> = ; o (P, Py) = 0.

(b) = (¢) Temos, por hipétese, que (P,,7) =0 VY 7(z) de grau
<n—1. Assim, (P,,z™) =0 se m < n.
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Consideremos, agora, m = n. Entao, n(z) = 2™ € P,. Logo,

= Zaij(x), an, # 0
=0

(P,, z") Zaj = o, (P, P,) #0. (3.1.3)
=0, J?fn

(¢) = (a) 1) Consideremos m < n (m > n, andlogo). Seja
Po(z) = amo+ am1z + ...+ @™, Qmm # 0.
Por hipétese,

(P, P,) Zamk a* Pn> = 0.
=0, k;én
ii) Seja m = n. Entao, de (3.1.3),

<Pn> Pn> = Zan,k <xk7 Pn> = Qpn <xn’ Pn> = Qpnln <Pn; Pn> 7£ 0.
k=0

Corolario 3.1. Sejam {Q, ()}, e {Pn(x)}5%, duas seqiéncias de
polinémios ortogonais no intervalo (a,b) com relagdo a fung¢do peso
w(z). Entao,

Q]’(Z’):ijj(x), j:O717"-7

onde c; € uma constante que depende apenas de j.
Demonstracao: Seja Q;(z) € {Qn(x)}22,. Como Py(z), Pi(x),...,
P;(x) formam uma base para o espago vetorial dos polinomios de grau

< j, podemos escrever j(x) como uma combinagao linear desses
polinomios. Entao,

Qi(x) =Y eP(x),  (c; £0).

=0
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Mas, (Qj,7) =0 V m(x) de grau < j — 1. Logo,

(@, Po) =(Qj, P1) =+ =(Qy, Pj—1) = 0.
Assim, para k=0,...,5 — 1,
j
0=1(Q;,P) = ¢ (PP =cp (PP

1=0

Como (P, Py) > 0, entao ¢, =0, k =0,...,j — 1. Portanto,
Qj(x) = ¢; Pj(x).

Teorema 3.3. Seja P,(x), n > 1, uma sequéncia de polinémios orto-
gonais no intervalo (a,b) com rela¢io a fungdo peso w(x). Entao, os
zeros de P, (x) sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragao: Suponhamos que P,(z) nao tenha raizes em (a,b).
Logo, P,(z) > 0 ou P,(z) <0, Yz € (a,b). Mas, por (3.1.2),

/ P, (x)w(x)dx :/ 1.P,(x)w(z)dx = 0. (3.1.4)

Sabemos que

/b P, (z)w(z)dx >0, se P,(x) >0,
ab (3.1.5)
/ P,(z)w(x)dx <0, se P,(z)<0.

Por (3.1.4) e (3.1.5) temos um absurdo. Logo, P, muda de sinal em
(a,b). Assim, existe pelo menos uma raiz real de multiplicidade impar
de P,(z) em (a,b).

Suponhamos que 1, Tp 2, . - ., Tn, (1 < n) sejam as raizes de mul-
tiplicidade impar de P,(x) em (a,b). Entao,

Pn(l’) = (ZL‘ - CCn,l)(x - xn,Q) s ([E - In,T)Q(x)a
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onde Q(z) é um polindémio de grau (n — r) que tem somente raizes

complexas ou reais de multiplicidade par em (a,b). Logo, @(x) nao
muda de sinal em (a,b). Assim,

/ (2= 20 1) (& — Tn2) . (7 — 20 s) Pa(z)(z)d (3.1.6)

b
= / ( —201)% (7 — 2p2)? . (T — 20,)?Q(z)w(z)d # 0.

Mas, pelo Teorema 3.2,

b
/ ga: — Tp1)(@ — Xn2) ... (. — xp,) Po(x)w(x)dr = 0. (3.1.7)

S

o
grau r<n

Por (3.1.6) e (3.1.7) temos um absurdo. Assim, P,(x) tem r > n
raizes de multiplicidade fmpar em (a,b). Logo, r = n pois P,(x) é um
polinémio de grau n. Deste modo, P,(x) tem n raizes de multiplici-
dade fmpar em (a,b),

P,(z) = (x — xn,l)“ (x — xng)iz coi(x— xnn)z"

Como i1, 19, ..., 1, sao indices impares e i1 +is+...+17, = n, temos
queilzigz---:inzl. |

Teorema 3.4. Seja {P,(x)}5°, uma sequéncia de polinémios ortogo-
nais em (a, b) relativamente a func¢ao peso w(x). Entdo, os polinomios
desta sequéncia satisfazem a sequinte relacdo de recorréncia de trés
termos:

Poia(z) = (Yn11® = Bug1) Pu(2) — a1 Poa(z), n>0,  (3.1.8)
com PO('T) = 17 P,l(l') = 0) Ant1, /BTH Tn € R7 n Z 17 €

Ap+1,n+1 <xPn7 Pn>
n = — 07 n = Tn+l 7 5\ Z 07
(3.1.9)

o 1:’7n+1 <Pnapn>
m Tn <Pn717 Pn71>

#0, n>1
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Demonstracao: Temos que P, (x) = @y 0™+ app 12" .. 4 an 12+
anp. Como zP,(z) ¢ um polindmio de grau n + 1, entao

n+1

= ZbiPi(x)

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os
membros da igualdade acima, obtemos a,, = byt1@pt1nt1. Dai,

a’nn
bn+1 - . .
an+1,n+1
b
Porém, (zP,, P;) = / P, (x)zPj(x)w(x)der =0 para j<n-—2.

n+1

Mas, (zP,, P;) Zb (P, P;) = b; (P;, P;) =0 para j <n—2.

Logo, b; —Osej<n—2 Assim,

1 bn— bn
Poa(z) = ——aPu(2) = =Py (2) — 7 Pu(2),
bn+1 bn+1 b'fl-l—l
ou seja,
Pn+1 (ZE) - (7n+1x - 6n+1)Pn(I) - an+1Pn—1(I)7
1 b, by
COM. Y1 = 3, Bni1 = ;€O = L. Como
n+1 n+1 n+1
bn+1 — &7 temos Yntl = M
Qp+1,n+1 Qpn

Calculemos, agora, os valores de a1 € f,11. De

Pri1(z) = (V12 — Bus1) Pu(®) — ang1 Poa(2),
obtemos
0= (Pat1, Pn) = Yot1 (@Pn, Pu) — Bott (Prs Po) — Qg1 (Pt Pa) -
Dai,

B (xP,, P,)
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Do mesmo modo,
0 = <Pn+17 Pn—1> = Tn+1 <xPn7 Pn—1> - ﬁn—l—l <Pn7 Pn—1>
—Qpyq <Pn717 Pn71> .

Logo,
B (xP,, P, 1)
Opt1 = Tntl —<Pn—17 Pn—1> .
Mas, como
P.(x) = (Vor — Bn) Po-1() — 0 Py_a()
obtemos
2Py 1 (2) = S Pu(@) + PPy (@) + 2Py o (a).
Tn Tn Tn
Porém,

(2P Py 1) = / Py(2)2Py 1 (x)w(z)dz = (P, 2Py 1)

e, entao,
1 oy, 1
<Pn7xpn—1> = <Pn7 Pn>+6n <Pn7 Pn—l)”_’y_ <Pna Pn—2> - '7_ <Pn7 Pn> .
Portanto,

Tn+1 <Pn7 Pn)
Qi1 = , n>1.
i Yn <Pn—17 Pn—1>

Para os polindmios monicos, a relacao de recorréncia é da forma

Poa(a) = <x . B,M) Pu(2) — Gnr Boi(z), n>0,  (3.1.10)

(o2
B = - e Gy =————"+, n>1.  (3.1.11)
<Pn—1apn—l> <Pn—1>Pn—1>
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Para os polinémios ortonormais, temos

Pro(x) = (Vi — Bop1)Pi(z) — ok Pry(x), n>0, (3.1.12)

*

com P, (z) =0, Fj(z) = 0, 7, = By = (el Py e

*

an—l,n—l

Yt
:z+1—n_ n =1

A relagéo (3.1.10) pode também ser escrita como
2P, () = Gpy1 Po1 () 4 Brs1 Pa(x) + Py (2). (3.1.13)

Fazendo n = 0,1,2,...,m — 1 na equagao (3.1.13), obtemos, respec-
tivamente,

cPy(x) = BiPy(x)+ Pi(x
P (z) = GoPy(z) + Py
IPQ(I) = OAégPl(.Z‘) ‘|—B
.ﬁﬂpm,l(l') = @umf2(a”.) + Bmpmfl(qﬁ + Pm(fﬂ),

ou, na forma matricial,

Py(x) /1 00 0 0 Py(z)
Pi(x) G fo 1 o o || 2w
Pg(fL‘) 0 dg Bg 1 0 0 Pz(l‘)
x ) = .

pm—?(x) 0 0 0 0 Bm—l 1 pm—?(x)
m—l(x) 0 0 0 0 dm B’m m_l(I)

0

0

0

+ .

0
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Sejam %, , 1 < k < m, as raizes do polinomio pm(x) Entao, como
P,.(2m.n) = 0, obtemos

Po(Zm,k) G 1 0 0 0 0
Py(pk) ay B2 1 0 0 0
PZ(xm,k) 0 ag 53 1 0 0
L.k . = . :
pm—2($m,k) 0 0 0 0 . Bmfl 1
B () 0 0 0 0 & B
Vi G
P;O(xm,k)
Pil(mm,k>
PQ(-iEm,k)
>< .
P;m—2(xm,k)
Pm—l(xm,k)
V;k
Logo,

Tm kVmk = Gmeyk, k= 1, 2, c, M.

Como, pelo Teorema 3.6, P,—1(Zmx) # 0, 0 vetor vy, ; é nao-nulo.
Entao, x,, ¢ auto-valor da matriz Gy, e v, é o correspondente auto-
vetor.

Observe que a relacao de recorréncia para os polinémios ortonor-
mais pode ser dada por:

e () = A P (2) + 7040 Py () + A0 Py (),

n+1
onde Ay i =1/v01, Tosr = Brga/Ynga -
A P*
Como podemos escrever P,(x) = ”*(x), de (3.1.11), temos
an,n

dn-l—l = (AZ)Q € ﬁn-ﬁ-l = T;J,_l'
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Assim, 2P}(z) = \/Gn1 By 1 (2) + Bua B (2) + \/ Qnga Py (2).
Procedendo da mesma forma que para os polindomios ortogonais
monicos, obtemos

P} () B Va0 ... 0
Pl* («Tm,k> vV dg ﬁg AOAé3 e 0
PQ* (xm,k> 0 Vas Pz ... 0
Tk . - . . . . .
B o (@) 0 0 0 N
P:z—l(mm:k> , O O 0 Bm
u:,:,k ~ J‘:n g
Py (T,
Pr(Tm,k)
Pz,
x 3 (@) , (3.1.14)
P o(Tm i)
P (Tm k)
u;k
isto é,

Tm kUm,k = JmumJg, k= 1, 2, e, M.

Portanto, x,, , ¢ também auto-valor da matriz J,,, conhecida como
matriz de Jacobi de ordem m.

Teorema 3.5. Seja {P!(x)}22, uma sequéncia de polinémios orto-
normais. Entao, eles satisfazem a sequinte identidade

1 P;“H(:I:)P;(y) - P;(x)P;H(y)
Yrt1 rT—y

> Pi(a)Pi(y) = . (3.1.15)

conhecida como Identidade de Christoffel-Darbouz.
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Demonstracao: Da relacao de recorréncia de trés termos, temos que

Pra(@)Py(y) — Pr(x) Py (y)
= (17 — Brp) Pr () — ag i Py (2)] P (y)
=Py (@) [(ng1Y = B Pr () — a1 Py (y)]
= (z =y Dn (@) Py (y) + { P (2) P4 (y)
_p;—l(x)P:(y)}O‘;-i-l'

Logo,
Pop(@)Pi(y) = P(@) P (y) = (2 =y (@) P(y) +anpn

<A Py (@)Pr_y(y) — Pr_a(2)Pr(y)} -
Mas,
* _ /7:L+1 <P7>:7 P:) _ 7:+1
X1 = * - x
/yn < -1 Pn 1> ’yn

Assim,

Fra(@)Pi(y) = Pr(x)Pra(y) = %H{P* Py (y) = Pra(@)Pr(y)}

Tn
& =y B (0)Pyy). (3.1.16)
Analogamente,
Pn (‘I)Pn—l(y) - Pn—l(x)Pn (y) = * {Pn—l(m)Pn—Q(y)
n—1

—P @) P (y)}  (3.1.17)

= y)mPra (@) P (y).
Substituindo (3.1.17) em (3.1.16), obtemos

Frn(2)By(y) — Bi(x) P (y)

_ M{%[P;: (BB a(0) = Pofw) Py ()]

Tn
+Ha =y bl W)} + (= )1 (@) P ()
- T [P;_1<x>P:_2<y> - P;_2<x>P:_1<y>]

(@ = y) [P (@) By (y) + Pr(x) P (y)].
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Continuando, temos

P @)Piy) — Pi@)Pia(y)
- ”f;“ [P} (2) Py (y) — Py () P} (y)

*
1

i —y) Y Pi@)Pi(y)]. (3.1.18)

Mas, P (x) = a*l"l(x) +ajy e Py(z) = ap - Entao,
() Pr(z) — Py (2) Pi(y) = ageai(x —y).
Substituindo em (3.1.18), obtemos

P;+1($)P;(y) - P;(@P;H(y)

/Y;: * * * - * *
= Tirl ap o1 + N Z Pi(x)P(y)| (x —y).
1 k=1

a

Como v} = % e Fj(x) = Fy(y) = aj,, chegamos ao resultado
p,0 ’

desejado. [ ]

Se somarmos e subtrairmos P, ()P} (x) ao numerador da Identi-
dade de Christoffel-Darboux (3.1.15), obtemos

Pr() [Pra(2) — Pra()] — Pra(@) [Pr(x) — Py 2l

Y B@)Py) =
k=0

g1 (2 —y)
Fazendo y — = em ambos os membros da igualdade acima, che-
gamos a seguinte identidade, valida para todo x € R,

n

(L@ = o [Pl (Pia@) — Piale) (Fi@)] > 0

(3.1.19)
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n

f(z) = f(y)

Lembramos que f'(z) = lim —————== ¢ (P} (x))* > 0, pois

ey k=0
Po(x) # 0.

. fe'e) A . C A .
Teprema 3.6. Seja {Pj(x)}j:o uma sequéncia de polmqmzos ortogo-
nais. Entao, entre dois zeros consecutivos do polinomio de grau n,
P,(x), existe somente um zero de P,y 1(x).

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que os po-
linomios P;j(z) sejam ortonormais com a;; > 0. Sejam z,1 < Tp2 <

. < Tpy os zeros de P,(z) em ordem crescente. Tomemos ) e
Tnri1, B = 1,2,...,n — 1, dois zeros consecutivos de P, (). Substi-
tuindo esses zeros em (3.1.19), obtemos

Pn—l—l(mn,k)Prrll(In,k) <0 e Pn—l—l(xn,k-l—l)Py,z(l‘n,k—&-l) < 0.

Como P)(xnk) € P (T 5+1) tém sinais opostos, entdao Ppiq(x, ) €
P, t1(xp g41) também. Logo, existe pelo menos um ponto no intervalo
(@ ks T g41) onde P, (x) muda de sinal. Portanto, existe pelo menos
um zero de P, y1(x) entre Z, x € Ty jt1-

Dois zeros de P, 41(x) estdo em (a, T,,1) € (Tpn, b), respectivamente.
Como a;; >0, j=0,1,..., temos que P;(b) > 0. Logo, P, (xyn) > 0.
De (3.1.19), P,41(zpn) < 0. Portanto, P,y1(x) muda de sinal entre
Tpn € b. De modo andlogo mostramos que existe uma raiz de P, (z)
entre a e x, 1. Basta lembrar que sinal[P;(a)] = (—1)7. Como P, (z)
tem n + 1 zeros, o resultado esta demonstrado. [ ]

3.1.2 Polindmios associados aos ortogonais

Definicao 3.2. Dada uma sequéncia de polinomios ortogonais monicos

{P,(2)}2,, definimos o polinémio associado a P,(x) por

Qn(z) = /bw w(t)dt, n > 0. (3.1.20)

Podemos mostrar facilmente que @,(z) é um polinomio de grau
n — 1, cujo coeficiente do termo de maior grau é igual a py.
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Como consequéncia da relagao de recorréncia (3.1.8) e da defini¢ao
acima, podemos demonstrar que os polindémios associados @, (x) sa-
tisfazem a mesma relacao de recorréncia dos polinomios ortogonais

~

P,(x), ou seja:

Qni1(7) = (2 = Brs1)Qu(2) — Gn1Qna(x), n>1,  (3.1.21)

mas com condigoes iniciais Qop(z) =0 e Q1(z) = po.
Além disso,

A

Poi1(2)Qn () — Po(2)Qnir(2) = —pobiadis - - - Gpyy £ 0. (3.1.22)

3.2 Fracoes continuas e polinédmios ortogonais

Iniciaremos esta secao com dois exemplos sobre a ligagao entre fracoes
continuas e polinomios ortogonais.

3.2.1 Polinémios de Tchebyshev de 2a espécie

Os polinémios de Tchebyshev de segunda espécie U,(z) podem ser
definidos por

1
U, (z) = sen[(n + 1) arccose] ~1,1, n=0,1,2,....

VvV1—22

Facilmente encontramos que

UQ(LE) = 1,

Ui(z) = 2,

Uy(x) = 2%2° -1,
Us(z) = 2%°2° —4u.

Vamos, primeiramente, determinar duas propriedades:
a) a relagao de recorréncia de trés termos;

b) que s@o ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao a funcao peso

w(z) =1 — 22
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a) Usando a relagao trigonométrica
sen[(n 4 2)0] + sen(nf) = 2 cos Osen[(n + 1)6],
para x = cos 6 encontramos
Upi1(z) = 22U, (x) — U, (),
0

valida para n > 0 se tomarmos U_;(z) =

b) De
/ sen(kf)sen(j6)dd =0
0
para k e j inteiros e k # j, obtemos

/7r sen[(n+ 1)0] sen[(m + 1)0]

2
sent senf sen-0do

1
:/ Un(2)Up(2)V1 — 22dz = 0,
—1
para m # n. Para m = n a integral acima é igual a 7 /2.

Uma conexao natural desses polinomios com fragoes continuas é
através da relagao de recorréncia, de onde segue que U, (z) é o deno-
minador do n—ésimo convergente da fracao continua

—1 —1 -1 -1
2t +2¢x +2x + -+ 22 4+ ...

O polinémio U, (x) é de grau n e o coeficiente do termo de maior
grau é 27". Assim, o polinomio de Tchebyshev monico pode ser escrito
como

~

Up(x) =27"U,(2), n > 0.
L0g077 ~ ~
Up(z) =1, Ui(z) =z
e, em geral, se U_l(a:) = 0, temos

. 1

Upir(z) = 2U, (2) — vy Up_1(z), n>0.
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Os polinomios de Tchebyshev monicos sao, entao, os denominado-
res dos convergentes da fracao continua

1 1 1 1

2 4 4 4 . (3.2.1)
r + z + z +---+ T + .-

Ainda temos valida a ortogonalidade, pois

1
/ U, (z) Up(x)V1 — 22dz = g 9= (mtms .

1

O simbolo §,,,, € o delta de Kronecker que tem o valor 0 se m #n e 1
se m = n.

3.2.2 Polinomios de Legendre

Os polinémios de Legendre P, (x) sdao dados por
Py(x) =1, Pi(x) ==z
e, em geral,

(n+1)P1(x) = 2n+ 1)zP,(x) —nP,_1(x)

para n > 0, se P_j(x) = 0. Facilmente encontramos os primeiros
polinomios
3 1
P = 22— =
>() 5t T
5 3
Pg(.l’) = 5563 — 51‘,
35 15 3
P, = ot - gty
1() g 17 + 3

Os polinémios de Legendre sao ortogonais no intervalo [—1, 1] com
relacdo a funcao peso w(x) = 1. Na verdade, temos

n
n—+1

S

/1 P (2) Py} —
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A relagao de recorréncia de trés termos pode ser escrita como

2n+1 () n
n-+1 n+1

P () = Po_i(2). (3.2.2)

Se, na fragao continua (1.1.2), tomarmos ag = 0, b; # 0 arbitrario,

n—+1 n
obtemos
1 2 3 _n
b 2 3 4 n+1
L3 5 AR T - (3.2.3)
L e e

A relacdo de recorréncia (3.2.2) é exatamente a relagdo de re-
corréncia para os numeradores p, = p,(z) e denominadores ¢, = ¢, (z)
dos convergentes C,, = C,,(z), n > 1, da fra¢do continua acima. Como
qo(z) = Py(xz) =1 e 1 = Pi(xz) = x, entao a sequencia {P,(z)} ~,
é a sequencia dos denominadores dos convergentes da fracao continua
(3.2.3).

Se multiplicarmos o numerador e o denominador de uma fracao por
um fator diferente de zero, nao alteramos o valor da fracao. Faremos
isso com a fragdo continua acima. Usando o termo 2/3 para o nume-
rador e denominador da segunda fracdo, 5/3 para a terceira e, assim
por diante, obteremos a fragdo continua, equivalente a (3.2.3),

12 22 32

T + T + T + T + ...

A relacao de recorréncia para os denominadores é dada por

A n2 ~

Poyi(z) = 2By (2) — 2 i)

e os valores iniciais sao



Fragoes continuas e polinomios ortogonais 81

Facilmente encontramos que

- 1

PQ(‘I) = ‘Tz - 57

A 3 5

Py(z) = a°— 3%

. 6 3
Py(z) = 2*— 6x2 + 35

e, em geral,
P,(z) = 2" 4+ termos com poténcias menores do que n em x,

isto é, P,(z) é um polinémio moénico. A ortogonalidade, é claro, é
preservada. Assim,

/ P,.(z)P,(z)dx = 0, m # n.

1

3.2.3 Caso Geral

Consideremos, agora, os polinomios ortogonais monicos F,(z) com
relacdo a uma funcao peso w(z) em um intervalo (a, b). Consideremos,
também, a fracao continua dada por

~ ~

Ho %) a3 Qp,

r—=p—x—0Fr—av—F3 " —x— L,

: (3.2.5)

onde 3, e &,11, n > 1, sao os coeficientes da relagao de recorréncia
para os polinomios ortogonais na forma monica, dados por (3.1.11).
O n—ésimo convergente da fragao continua (3.2.5) é dado por

A~ A~ ~

C, = NOA szA Of3A O-/nA :@7 n>1,
=P —x—Py—x—=PF3— " —x—=0
(3.2.6)
600:0.
Pn()

Observe que, neste caso, C,, = C,(z), ou seja, Pn _ .
G qn(T)
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Utilizando as férmulas de Wallis (1.1.4), obtemos

Cn<l’) _ pn(ZL‘) _ (l’ - Bn)pn—l(l') — dnpn_Q(;L‘) n>1

q”(x) (:L‘ - Bn)Qn—l(x) - dngn—Q(m) 7 T

onde &y = —pg, p-1(x) =1, po(z) =0, g_1(x) =0 e go(x) = 1.
Observe que a relacdo de recorréncia de g,(r) é exatamente a
mesma que a do polinomio associado ao ortogonal Q,(z), n > 2.
Além disso, qo(z) = Qo(x) = 0 ¢ q1(z) = Qi(¥) = po- Logo, gu(z) =
Qn(x),n > 0.
Do mesmo modo, concluimos que p,(z) = P,(x), n > —1. Assim,
0 n—ésimo convergente da fragao continua (3.2.5) é dado por

Qn(7) _ Mo Qo o3 Q,
Pn(x) x_ﬁl_x_ﬁZ_x_BB_“._x_ﬁn’
A fragao continua (3.2.5) é conhecida como frac¢do continua de Ja-
cobi ou J-fragao (ver Chihara [11]) devido a sua conex@o com as ma-

trizes de Jacobi dadas em (3.1.14).
Observe que as fragoes continuas (3.2.1) e (3.2.4) sdo J-fragdes.

n > 0.

Exercicios

1. Os polinoémios de Tchebyshev de 12 espécie T,,(z), n = 0,1,2,. ..,
sao ortogonais no intervalo (—1,1) com relagdo a funcdo peso

w(z) = 1/4/1 — x? e sao definidos por
T.(z) = cos(nb), x=cos(@), n=0,1,2,... 0<6O<m.

Mostre que eles satisfazem as seguintes identidades:

™
a 5mn7 > O
B sen

m, sem=mn=0.
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1
) /Tl(x) dr = To().

d) /Tn(x) do =+ [T"“(x) - T”‘l(:”)}, n> 1.

21 n+1 n—1

2. Os polinémios de Hermite H,(x), n = 0,1,2,..., sdo ortogonais
no intervalo (—oo,c0) com relacao & funcio peso w(z) = e~*".
Pela Férmula de Rodrigues, sao definidos por:
Hy(z) = (—1)n€x2£ [e’zz] n > 0.
dz" ’ -
Mostre que eles satisfazem a seguinte equagao diferencial de 22
ordem:

y" — 22y’ + 2ny = 0.

3. Os polinémios de Legendre P,(z), n =0,1,2,..., sdo ortogonais
no intervalo (—1,1) com relagao a fungao peso w(x) = 1. Podem
ser definidos, através da Formula de Rodrigues, por:

(_1)n d" 2\n
Usando a férmula acima e integragao por partes, mostre que eles

satisfazem

/ [P, ()] dz = 2 . n>0.

1 2n+1

4. Demonstre as relagoes (3.1.21) e (3.1.22) para o polindmios asso-
ciados aos ortogonais @, ().

5. Seja P,(z) = 2™, n > 0. Mostre que {P,(x)} -, ndo é uma
sequéncia de polinomlos ortogonais.

6. Seja {P,(x)} -, uma sequéncia de polinémios ortogonais em (a, b)
com relagao a uma fungao peso w(x). Entao,

/P2 dx</|7r

para todo polinémio 7(x) # P,(z) de grau n.
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. Seja w(z) um polinémio tal que

b
/ m(z)z*w(r)de =0, k=0,1,2,... .

Entao, m(z) =0.

. Para os polinémios de Tchebyshev de primeira espécie T,,(x), ob-

tenha a seguinte formula de recorréncia:
Thi1(z) = 22T, (x) — Thoa (), n>1,

com Ty(z) =1e Ti(x) = x.

. Considere os polinomios de Legendre P,(x). Mostre que

1.3 ... (2n+1)

Bopa(w) + Po() = CES (z + 1) F(x),
onde {an(x)} denota a sequéncia de polindomios ortogonais
n=0

monicos em (—1,1) com relagdo a funcao peso w(zx) =1+ x.

Seja { P, (x)},, uma sequéncia de polinémios ortogonais em (a, b)
com relagdo a fungdo peso w(x). Denotemos por x,; < ,2 <
oo < Ty 08 zeros de Py(x) € Yn—11 < Yn-12 <+ < Yn—1.n-1 OS
zeros do polindmios associado @, (x) de grau n — 1, n > 2, em
ordem crescente. Mostre que

Tnk—1 < Yn-1k-1 < Tnk, k= 2, 3, e, N



Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Expansao de funcoes em fracoes continuas

Muitas das fungoes especiais que ocorrem em aplicacoes da Matematica
sao definidas por processos infinitos, tais como séries, integrais, itera-
coes. A fracao continua é um desses processos infinitos. Para mais
informacgoes sobre esses assuntos, referimo-nos a Abramowitz e Ste-
gun [1], Khovanskii [20], Kincaid e Cheney [21], Perron [25] e Wall

[38].

Um exemplo de expansao de funcoes em fragoes continuas, que nao
é Unica, ¢ o da fungao exponencial dada por

Do |8
|8
|8

e’ = = .
+T7-24 ...

— 8
N8
w8

T
+3-2+5-

Euler obteve a seguinte expansao para a fungao exponencial

o . (4.1.1)
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Os primeiros convergentes sao dados por

p o _ 0

o 1

poo_ 1

a1 1

P2 _ (2+z)pi+(—22)py _ 2+

o 2+x)p+(—22)q0 2—=x

ps _ Gppta’p 1246w +a°

qgs  6gy +a2q 12— 6z + a2

ps 10p3+ 22py 120+ 60z + 1222 + 23

@ 10g3+ 22¢; 120 — 60z + 1222 — a3
ps _ ldpg+ x’py 1680 + 840z + 18022 + 202 4 2*

¢ ldqu + x2q3 1680 — 840x + 18022 — 2023 + x4’

Note que os convergentes sao funcoes racionais que podem apro-
ximar valores para a funcao €. Podemos, por exemplo, aproximar o
valor de e~! através desses convergentes. Vamos comparé-los com os
valores obtidos pela expansao em série de Taylor

2 3 4 n
T _ r.rxr . r o r
R TR TR TR S o R (4.1.2)
Vamos aproximar o valor e~! = 0.367879441171... . Fazendo v = —1,
obtemos os seguintes valores:

ne termos | convergentes Taylor
1 0 1
2 1 0
3 0.3333333333  0.5000000000
4 0.3684210526 0.3333333333
) 0.3678756477  0.3750000000
6 0.3678794561 0.3666666667
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A fracao continua

P14 ® z/2 x/6 xz/2 x/10 z/2 x/14 z/2
T T T e R L I
(4.1.3)

também é uma expansao da funcao exponencial.

Definicao 4.1. Dizemos que uma fracao continua corresponde a uma
série de poténcias se os convergentes de ordem n+1 da fra¢ao continua,
quando expandidos em série de poténcias, coincidem com oS n primei-
ros termos da série.

Por exemplo, a fragao continua (4.1.3) corresponde a série (4.1.2),
pois

po_ 1
qo 1
1
LI L
q1 1 1
—x/2 1 1/2 1 1
P2 _ pt(=w/py 1+ L 1
o @+ (—2/2)qo 1—(1/2)x 2 4
1 2 1 2 1
B O 1R e 1
qs3 ¢+ (z/6)q 1—(1/3)x 2
tley Loty
6 18

Observe que, para n > 3, os convergentes de ordem n da fracao
continua (4.1.1), quando expandidos em série de poténcias, coincidem
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com 2n — 1 termos da série (4.1.2), uma vez que

P2
q2

D3
qs

y2!

44

Ds
qs

240 _ o Lo L,
= T+ -—x"+-x°+---
2 —x 2 4
12 + 6z + 22 m +1 2+1 3 1 i 1 54
— = T4+ -+ -t —at 4 —a’
12 — 62 + 22 27 6" Tt T
1204600 4 120% 4 0% 1, 1y 11
= T4 -t 4 -+ —rt+ —=x
120 — 60 + 122 — 23 27 76" Tt T 120
+Lx6+—x7—|—'--
720" T 4800
1680 4 8402 1802 + 200 4ot _ 1, 1 1
= T+ ="+ =2+ —=x
1680 — 8407 + 18022 — 2023 + 22 2V T T
1.1, 1 .1 23
120" T 7207 5020”7 T 03207 T saer200” T

Para calcular a expansao de uma funcao em fragao continua, pode-

mos também utilizar substituicoes sucessivas.

Seja f uma funcao. Calculamos T4, 75, ..., Ty41, ..., tais que
J =ao+Ti,
b
T1 - !
a + T2
by
T, =
? az + T3
bi
i s 2 S 7 S n,
a; + Tiy

onde by, a;, b; sao escolhidos arbitrariamente e podem ser funcoes dos
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argumentos de f. Deste modo, temos que

bl bl b2 bn—l bn

=ap+T1) = ap+ =ap+— — .
f 0 ! 0 CL1+T2 0 a1+a2+ +CLn_1+CLn—|—Tn+1

Continuando este processo de substituicoes sucessivas, obtemos a fragao
continua.

Exemplo 4.1. Considere a expansao em série de Taylor em torno de
Ty = 0
da funcao e*,

2 1'3 .%4 %5 336

x
z _ 1 e s
e +w+2+6+24—|—120+720+

Tomando ay = 1, obtemos

em:ao—i—Tl:l—I—Tl = leex—l.

Assim,
T T T A
! 26 24 120 ' 720
B x
B x x* xt xd -1
e N N
< 9T T 0 "0 )
Como
A S S h
2 6 24 120 720
1
- A A x® ’

T
1+ 42 42 42 42
+2+6+24+120+720+




90

Aplicacoes
b
Portanto, T} = , onde escolhemos by =z, a1 =1—xel;, =
) A &1+TQ
r x
T S Y |
ST *
T r 2P x 1
no— (122 2 )22
? 2(+6 360 ) 2(, v _a 1
<+6_%+'”>
oz 1
2 1 m+a:2 x3+
6 36 540
B x
N 5 N 2x+x2 3 N ’
_x — —_—— — .« .
3 18 270
by
Logo, T, = , onde escolhemos by = x, ay = 2 —x e T3 =
) as + 13
2
; :f_8 — ;%Jr . Porém, podemos escrever T3 como
T 2 L2 x? N 2 1
_= —XT _— — = —X
’ 3 12 180 3 R I
(+E_@+ )
2 1 2r
= - = .
3 . x+x2+ 5 N 3x+3:c2+
—_— — — PR _a:‘ — — “ e e
12 80 4 80
Assim, T bs de by = 2 3
ssim = onde b3 =2r,a3 =3 —x €
y 43 CL3+T47 3 , W3
3 x 3 1
7, = 2 (1 L ...>:_
4 4$ +20+ 4$<1+£+ >1
20
3 1 3x
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b
Portanto, T, = ! ,onde by = 3z, ay =4—x e Ty =
&4+T5
So(1+)
_x e ),
5

Se continuarmos deste modo, encontraremos b; = (i—1)x, a; = i—x

(1 + f: ekxk> ,
k=1

o que novamente sugere escolhermos b1 = iz e a;41 = (1 + 1) — .
Logo,

(S

1
Tiy1 = -
1 7+ 1

T T 2x 3 4x

T _ 1
¢ +1—x+2—x+3—x+4—x+5—x+...

Exemplo 4.2. Considere a expansao em série de Taylor em torno da
origem da func¢ao In(1 + x),

T
nl+z)=0——+—5——+———+---

Fazendo ay = 0 e procedendo de maneira andloga ao exemplo ante-
rior, obtemos a seguinte expansao em fragao continua para esta série
r x/2 x/6 z/3

In(1 -z .
() e i e I R

Um outro exemplo de expansao de fungoes em fragoes continuas,
devido a Lambert, é o seguinte:

. r oz 4x2* 92 162?
tg— () =7

1+34+ 5 + 7+ 9 + ...

Para n > 2 note que o n—ésimo convergente desta fracao continua
¢ dado por

C |zl <1 (4.1.4)

r  x?  4x? (n —1)%z?

C(z)=2 L 2
i T T

e, além disso, Cp(x) =0 e Cy(x) = x. Assim,
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0
Co(z) = 1
xr
Ci(z) = T
3z
Cofz) = 243
43
5523 + 1052
C —
1(z) 92 + 9022 + 105
Cu(a) 64x° + 73523 4+ 945z
I‘ g
b 22574 + 105022 + 945
22072° + 1218023 + 12285«
Co(x) =

22528 + 517524 4+ 1627522 + 12285

A equagao (4.1.4) é definida por meio de

tgH(z) = 1}1—{20 Cn(z), x| <1 (4.1.6)

Se considerarmos que esta equagao é valida, obtemos, entao, um
método alternativo para calcular valores da fungao tg~!(z). Se o método
é pratico, depende de quao rapidamente a equacao (4.1.6) acima ira
convergir.

Para verificarmos isto numericamente, vamos calcular tg=1(1/y/3) =
7/6 ~ 0.5235987756 usando a sequéncia C,(1/v/3) para n > 2 e
comparar com os valores obtidos pela série de Taylor para a funcao
arctg(x)

T

tg () =0 — "+ — 4. 4.1.7
Fazendo * = 1/v/3 em (4.1.5) e em (4.1.7), obtemos os seguintes

valores:
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ne termos

convergentes

Taylor

1

DT~ W N

0.577350269
0.519615242
0.523891910
0.523577450
0.523600319
0.523598903

0.577350269
0.513200239
0.526030245
0.522975481
0.523767457
0.523551464
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Esta tabela mostra que obtivemos seis casas decimais de precisao no
sexto convergente e apenas quatro na série de Taylor com seis termos.

Daremos, agora, um outro procedimento pelo qual uma fracao
continua pode ser obtida a partir de uma série.

Teorema 4.1.

00 2 2 2 2
LI S B B g
— Tk T1— L1 +T2—To+T3—T3+Tyg— ... —Tp—1+Tp— ...
(4.1.8)
Demonstracao: A demonstracao deste teorema pode ser feita por
inducao e a deixamos como exercicio para o leitor. [ ]

Para ilustrar como este teorema pode ser usado, vamos construir a
fracao continua de tg~!(z) a partir de sua série, isto &,

tgfl(l) = x_x_3+x_5_x_7_|_...
3 5 7
1 1 1 1
gl * —3z3 * 515 * Tz 7 *
_ 1 ($_1)2 (_31:—3)2
ool (=3073) — (=3273) + (5w P)
(5a—°)?
— (bxd) + (—=Tz77) — ...
r  —x? —922 —2522

14+22—34+ —322+5+522—T— ...

Observe que a fragao continua de Lambert (4.1.4) para tg~'(z) nao
é a mesma que a obtida acima a partir de sua série. Além disso, o
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algoritmo para se calcular aproximagoes para tg~'(z) a partir desta
fragdo continua é bem mais complicado do que aquele baseado no

calculo das somas parciais da série e produz a mesma sequéncia de
aproximacoes. Fica a cargo do leitor verificar esta afirmacao.

4.1.1 Avaliacao de uma funcao racional
Considere a funcao racional

P(®) @™ A+ @™ 4+ agx +ag
qn () bpx™ + by -+ bz + by

R(z) =

onde a;, 1 = 0,1,...,m, e b;, 5 = 0,1,...,n, sao nimeros comple-
xos e, além disso, m < n. Para avaliarmos esta fungao em um dado
m(m+1) n(n+1)

+ 5 +1

ponto z, observe que precisamos executar
multiplicagoes.
Podemos usar o algoritmo de Horner para diminuir o nimero de

operagoes de multiplicagdo na avaliagdo de R(x), ou seja, podemos
escrever R(x) da forma

(A + @)+ -+ a1)T + ag
(«+- (bpx 4+ bp_1)x + -+ + b1)x + by

R(z) = (

e, assim, executar apenas m + n + 1 multiplicagoes.

Porém, o uso de fragoes continuas pode diminuir ainda mais essa
quantidade de multiplicagoes. Um fungao racional pode ser expandida
em diferentes fragoes continuas. Vejamos isso com um exemplo. Seja

32 4+ 102 + 12

R .
) =35 w12

(4.1.9)



Expansao de fungoes em fragoes continuas 95

Assim,
4
R(z) = 1+ 51 (4.1.10)
T3t
1
= 1+ —7— (4.1.11)
4 6 2
12
= 1+ —0 (4.1.12)
3$—2+—2
x

A fragao continua em (4.1.10) é conhecida como monica, pois os po-
linomios envolvidos sdo monicos, a (4.1.11) como simples, pois os nu-
meradores parciais sao iguais a 1 e a (4.1.12) é chamada de regular,
pois os coeficientes das poténcias de x sao numeros inteiros.

Para obtermos a fracao continua simples para uma fungao racional,
podemos usar o Algoritmo de Euclides, procedendo da mesma forma
que para numeros racionais na Secao 2.3.

_ Png (x)

Py ()’
ny. Suponhamos que p,, nao divide exatamente p,,. Assim, podemos
escrever

Seja, entdao, R(z)

com p,, € P, pn, € P, € ng >

pno(x) — an(z pm(:t) — on(z 1
@ O @ T @y
pnz(m)

onde p,,(z) € IP,, e n; > ny. Analogamente,

Pns ()
Py (CL’) ’

Py ()
Pny (J})

= Oél(I) +

onde p,,(z) € IP,, e ny > nz. Logo,

Pno (T) — an(z 1
Pz 0T
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Continuando, obtemos a fragao continua finita

P () 1 1 1

— = ap(T) + )
Py () o) a1(z) + aa(z) + ... + an,(7)
. pnk <I> ’ . A .
onde oy, (r) = ——-~ € py,.,(r) é um polinomio de grau 1 ou
pnk+1 (SC)
divide exatamente p,, (x), uma vez que ng > ny > ng > -+ > ny >

Ng+1-

Para obtermos o nimero de operacoes de multiplicacao necessérias
para avaliar esta fragdo continua, tomemos a fungao racional (4.1.9).
Usando o algoritmo de Horner para fazer as avaliagoes dos polinomios
do numerador e do denominador, vamos executar 07 operacoes de
multiplicagao no total, ao passo que usando a fragao continua (4.1.10),
obtida pelo algoritmo de Euclides, necessitaremos de apenas 03.

Utilizando a forma (4.1.11) ser@o necessarias 04 multiplicagdes.

4.2 Aproximacgoes racionais para nimeros irracio-
nais

Notamos que os convergentes das fragoes continuas simples (2.5.1) e

(2.6.6) formam aproximagodes racionais para os valores irracionais v/2

e @, respectivamente. Nesta secao, consideraremos o problema de
encontrar aproximacoes racionais para nimeros irracionais.

Definicao 4.2. Chamamos o nimero racional % (irredutivel) de me-

lhor aproximacao racional para o numero irracional x se
|bx — a| < |qxz — p], (4.2.1)

a
para qualquer racional b +# 7 tal que 0 < g < b.
q

E facil ver que (4.2.1) implica em

a

‘x—g) <|z-L (4.2.2)

q

q
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De fato,
1 1 1 1 a P
<b=-<-=|-(bx —a)| <|-(qz — :>’——‘< —=.
q b g 'ﬁx a)| <l M' T <[ J
Por outro lado, (4.2.2) nao implica em (4.2.1). Por exemplo,
179 - 22
T—— T— —
57 7|

mas 577 — 179| > |7Tm — 22|.

Parece mais natural utilizar (4.2.2) para definir melhor aproximacao,
mas utilizamos a Definicao 4.2 por ser mais facil para caracteriza-la.
Por exemplo, vamos mostrar que qualquer melhor aproximagao para
x é um convergente da fracao continua simples associada a x e, como
uma excecao trivial, qualquer convergente da fracao continua associ-
ada a x é uma melhor aproximacao para x, definida pela Definicao
4.2. Por outro lado, se utilizarmos (4.2.2), uma melhor aproximagao
pode ou nao ser um convergente.

Para simplificar, denotemos por dj a k-ésima diferenca

dk = g — Pk, k Z 17 (423)

comd i = —1edy = x—ayg = {z}, onde {z} significa a parte

fracionaria de x.

Primeiramente, vamos investigar as relacoes entre x, os convergen-
Pk
dk

tes e

dy = qrr — pi.
Como py, e g satisfazem as relagoes de recorréncia (1.1.4), segue
que

dk+1 = ak+1dk - dk;—ly k Z 0. (424)
Tomando z = [ag; a1, - . . , Gk, Tpr1], €NLAO Tp11 = [apr1; Qs .- -] €
assim,
o= DEAPET P g g (4.2.5)
Tr+1qk + Gr—1
Portanto,

_pe (=DM

& @@k + Q1)
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Assim, o k-ésimo convergente aproxima x com erro

—1)*
P L (=) . (4.2.6)
qk 9 ( le)
QG | Th1 + —
dk
Logo, da equagao (4.2.6), temos que
(1)
dp = qgv —pp = —————————. 4.2.7
QkTht1 T Qr—1 ( )
Como xyy1 = axy1 + ——, da equagao acima obtemos
Tht2
—1)* —1)*
P S
[ +
p+1qk + qr—1 + Qk+1Tk+2 + Gk
Lh+2
e, de (4.2.7),
d
djyq = ——— (4.2.8)
Ll+2

Assim, a sequéncia {d;} tem sinais alternantes e a sequéncia {|d|}
tende para zero monotonicamente. Como apy1 < Tgi1, de (4.2.7)
temos que
1 1
= <
Ar+1qk + Q-1 Qr+1

(=D*

Tk+1qk + qr—1

|dk’| - ) k Z ]-7

(4.2.9)
pois ¢ = ajas+1 > 2. Note que esta propriedade é andloga a (2.5.11).
Além disso, como x4 < ags1 + 1, obtemos
(=1)* 1 _
Qe + 1| Gl + 1)+ 1 G+ e

[NSRIE

|di| = (4.2.10)

Veremos, agora, resultados sobre os convergentes da expansao de x
em fracao continua simples e aproximagoes racionais para x.

Teorema 4.2. Seja x um numero real. Qualquer melhor aproximacado
racional de x, definida pela Definicao 4.2, é um convergente da ex-
pansao de x em fracao continua simples.
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Demonstracao: Seja x = [ag; ay, as,...|]. Se z é racional, exigimos que
a, > 2, onde a,, é o denominador do tltimo quociente parcial. Como
os convergentes sao aproximacoes de x alternadamente por cima e por
baixo (Teorema 2.2), podemos observar que

:@<@<"'<l’<"'<&<&<ao+1.

qo q2 qs3 q1

Qo

. . a .
Suponhamos, por absurdo, que a melhor aproximacao — nao seja
b

. . a Do ~
um convergente. Primeiramente, consideremos 7 < —. Entao,
do

|bx—a|:b’x—%‘2‘l‘—%)>|i17—ao|7

. a . ~
o que contradiz o fato de — ser uma melhor aproximacao.

Agora, suponhamos a4 > &. Como ) > x, temos que
b q1 q
1 1 1
|bx—a\:b‘x—g o A P N S
b @ b @b @ oa

1 N
Mas, como |x — a0| < —, chegamos novamente a uma contradicao.
(3]

. a [ Po D1 ~ ~
Finalmente, se — esta entre — e — e nao é um convergente, entao

b d @1
deve estar entre dois convergentes de valores consecutivos, digamos os

de ordem k e k + 2, ou seja,

a
@<}2<...<pk+1<...<m<...< pk+2<_<@<...<&‘

o G Qrt1 G2 b q Q1

Assim, de (1.1.5) e das desigualdades acima, temos

L e ;| fa_m| L
Qrqr+1 Qet1 Gk b q qib’
e, entao, b > qr+1. Mas,
a a 1 1
\ba:—a|:b’:v——‘>bpk+2—— = —.
b Q2 b Qr+2b0  Qrgo
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1 a .
Como, por (4.2.9), |qk+1% — prr1| < ——, — nao pode ser uma melhor
qk+2
aproximacao e o teorema esta demonstrado. [ ]

Vamos, agora, mostrar que todo convergente ¢ uma melhor apro-
ximagao, com uma exce¢ao. Suponhamos que z seja um nuimero do
tipo © = ap + 1/2. Entao, |x — (ap + 1)| = |z — ag| e, neste caso, seu
convergente nao é uma melhor aproximacao. Temos, entao, o seguinte
resultado

Teorema 4.3. Seja x diferente da forma ag + 1/2. Entao, todo con-
vergente da expansdo de x em fracdo continua simples € uma melhor
aproximagao para T.

Demonstracao: Consideremos ¢, dado e B um valor para b tal que
0 <b<gq,e |bxr— a|l é minimizado (se ha vérias escolhas para B,
entao tomamos a menor delas). Seja A o correspondente valor para a

e suponhamos que A seja unico. Nessas condicoes, 5 ¢ uma melhor

. - , yZ3
aproximacao e, pelo Teorema 4.2, ¢ um convergente —, para algum
qk

k <n. Se k < n, sabemos, de (4.2.10), que

1 1
kT — Dk| > > ;
‘ ‘ qk + dk+1 dn-1 + 4n

enquanto que |g,x — a,| < . Mas, se |qxx — ax| sdo menores do que

qn+1
|gnx — a,|, devemos ter gn+1 < Gn + Gn—1, 0 que é impossivel. Assim,

. Pn
k =mn e — é o convergente —.
B n

Agora, consideremos a situagao em que A nao é tnico. FKEntao,

1
Bz deve ser do tipo A + 5 onde A é um inteiro positivo. Logo,

142A 14+2A
—;_B Observe que se ;B = 2,

teremos A = ¢ Z. Logo, se (1 4+ 2A,2B) = m > 1, entao

(1+2A,2B) nao pode ser 2 e, neste caso, (2B/m)t—(1+2A)/m =0,
o que contradiz a definicao de B.

1
Bxr — A = - e, entao, v =
4B —1
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1+2A

Assim, o racional x = tem uma expansao em fragao continua

simples que termina quando x = &, comp,=1+2A¢eq, =2B =

n
(nQn-1 + Gn_s, onde a, > 2. Sen=1ea, > 2, ousen > 1, temos
qn-1 < B. Logo,

Dn 1 1 1

AT — Pn-t| = |gno1— —pn-1| = —=—=<|Bx— Al ==

‘Qn 1 Dn 1| Gn—1 - Pn—1 n 2B _‘ ’ 27
o que contradiz a definicao de B. Como excluimos o caso em que
n=1¢ea, =2, ademonstragao esta completa. [ ]

Exemplo 4.3. Considere a expansao de m em fracao continua simples

11 1 1 11 1 1 1 1 1 1
54+ T+202 4+ T+ 1+1 42414341414+,
Seus primeiros convergentes sao dados por

T=3

3
qp 1
1 22
=P34 2 — 22 3149857142857
a1 7 7
P2 agpr+po  15-22+3 333
e T mata  15-7+1 106 2.2219
1. 929
=P _Gspatpr  1-333+ =399 3141592920354
qs asqs + q1 1-106 +7 113
2923554333 103993
P R + - — 3.141592653012

@ g +q 292-113+106 33102
Observe que m = 3.141592653589... .

. 355 . ~ .
Temos, entao, que 13 ¢ a melhor aproximacao racional para 7 com

denominador menor do que 113, isto é, |1137 — 355| < |¢gm — p| para
g < 113.
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Além disso, é possivel mostrar o seguinte resultado

Pk+1

Teorema 4.4. Seja P +
q qk+1

, com 0 < q < qrs1- Entao,

@17 — prt1| < |lawz — pi| < gz —p|.

Demonstragao: A primeira desigualdade ¢ conseqiiéncia de (4.2.8).
Para mostrar a segunda desigualdade, consideremos a equacao

g —p = m(@e1T — pr+1) + nl(ger — pr)
= (mgrs1 + ngp)r — (Mpry1 + npk).

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau em x, obtemos
duas equacoes lineares nas incégnitas m e n:

Y

p = Mpr+1 + NPk
q = Mqr+1 + NG

cujo determinante da matriz dos coeficientes é py . 1qx —qrr1pr = (—1)’“.

, . . P, Pk+1
Logo, m e n devem ser nimeros inteiros. Como = #
q qk+1

, n nao pode

ser zero. Se m = 0, entao

lgr — p| = [n(qre — pr)| = [nl|grr — prl > |grz — prl.

Suponhamos, agora, que m # 0. Como ¢ < gx11 por hipdtese, m e
n devem ter sinais opostos. Mas, qx117 — Pry1 € ¢ — pr, também tém
sinais opostos. Logo,

lgz — p| = |m(qr17 — Pr1)| + |n(@wx — pr)| > e — il
E assim o resultado estd4 demonstrado. ]

355

Portanto, do exemplo anterior, podemos observar que 13 é a me-

lhor aproximacao racional para m com denominador menor do que
33102, isto é, |1137m — 355| < |gm — p| para g < 33102.
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Consideremos, agora, o problema de encontrar uma aproximagao
. a , . .
racional — para um numero real z, tal que |bx —a| < % e cujo denomi-

nador b satisfaca b < qn.1, onde gy11 é 0 denominador do convergente
cnN+1, para algum N > 0. Vejamos alguns resultados preliminares.

Algoritmo de Ostrowski

Embora nossas observagoes sobre melhor aproximacao sejam ver-
dadeiras para numeros racionais e irracionais, suponhamos, por sim-
plicidade, que x ¢ irracional.

Sabemos que a sequéncia {q;} satisfaz

l=¢p<qa<@p<g<--.

Logo, para qualquer nimero natural m, hd um indice N tal que gy <
m < qn+1. Escrevendo m da forma m = |m/qy|qy + R, o resto R
satisfaz 0 < R < qn. Se R > 0, como R < gy, entao ¢ < R < qpy1,
com k < N.

Assim, podemos escrever R como

R=|R/q]qr + R1, com 0< Ry < q.

Se Ry = 0, entdo m = |m/qn|qn + |R/qx]qr. Caso contrario,
repetimos o procedimento anterior até que o resto seja igual a zero.

Este processo de decomposigao é conhecido como algoritmo de Os-
trowski e nos permitira expressar um inteiro m como uma soma de
multiplos dos elementos ¢, para 0 < k < N, que chamaremos de
representacao de Ostrowski de m:

N
m=> Qg (4.2.11)
k=0

Note que a construcao de a1 mostra que eles sao unicos e satisfazem
0<api <apy,parak>1e0<a; <ay,poisq=1¢eq =a.

Exemplo 4.4. Considere a expansao de m em fracdo continua simples

+1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
T+15+14+292+1+14+14+2414+3+14+14+ ...
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Escreva m = 2000 como soma de maultiplos dos denominadores qy
dos convergentes da fragao continua acima, utilizando o algoritmo de
Ostrowski.

Os primeiros convergentes sao

ko 1 2 3 4

; 7 106 113 33102

Como 2000 < ¢4 = 33102 entao escrevemos 2000 = 17 - 113 + 79.
Agora, observe que 79 < go = 106 entao escrevemos 79 =11-7+ 2 e,
assim

pe | 3 22 333 355 103993
1

2000 =17-113+0-106 +11-7+2-1,

ou seja,
2000=17-q3 +0-g2 +11-q¢ +2-qo.

Vamos, agora, analisar ||mz||, onde ||z|| significa a distancia ao
inteiro mais proximo de x. Como a distancia ao inteiro mais préximo
nao muda por translacao inteira, tomando

N N
m = E apr1qy e A= E 1Pk,
k=0 k=0

como dy = qiT — Py, temos

N N
E ak+1qu—§ Ok4+1Pk

k=0 k=0

[Ima]| = [[ma — Al| =

N
E Qpy1dy
k=0

Se a ultima soma (envolvendo os valores dy) é suficientemente pequena
(menor do que 1/2), entdo a distancia ao inteiro mais préximo é o valor
absoluto da expressao.

Para analisar o valor de ||mz||, precisamos ainda do resultado a
seguir.
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Lema 4.1. Seja a,,41 0 primeiro coeficiente ayq # 0 em (4.2.11), tal
que 0 < n < N. Entao,

N
|(an+1 - ]-)dn - dn+1| < Z O-/k—i—ldk < |an+1dn - dn+1|-
k=0

Demonstragao: De (4.2.8) sabemos que dj, alterna de sinal. Entao, se
retirarmos todos os termos d, 2, dy14,... com o mesmo sinal que d,
e incluirmos os maiores multiplos possiveis para os termos com sinal
contrario, obtemos

|O4n+1dn + C(n+2dn+1 + -+ OéN+1dN’ > ’an+1dn + (an+2 - 1)dn+1
Fanyadnyz + .

Mas, de (4.2.4), podemos escrever cada termo ag1d) como uma dife-
renca. Assim, obtemos

N
Z apady| > |anpdy — dpgg + (dpgo — dn) + (dpga — dpga) + -+ |
k=0

= [(any1 — 1)dn — dnyal,
como esperado. Para encontrar o limitante superior, procedemos de
maneira similar e obtemos

N

E Qp1dy| < |an1dn + angsdpio + Anysdpps + - |,
k=0

o que conclui o resultado. [ ]

Teorema 4.5. Seja x um numero irracional e m > 1 um inteiro posi-
tiwo. Considere a representacdo de Ostrowski de m dada por (4.2.11),
com apy; =0 para 0 <k <n <N ea,1 >0. Entao,

N
1. sen>2, ||mz|| = Zak+1dk ;
k=0
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2. se {zr} < 1/2,

N

Z Qe y1dy

k=0
b) [|mz|| > |di|, se a3 >0;

a) ||mz|| = , se ap=0e€ ap>0;

3. se{x} >1/2, oy =0 para qualquer m e

a) [|maz|| = [lz[|, se az>1;
b) [[mz|| > ds, se as =1.

N
Demonstracao: Para simplificar, denotemos por S a soma Z Qpr1dg |-
k=0
1. Do Lema 4.1 e de (4.2.9), obtemos
1
S <lant1dn — dpga| < lanp1dy — dnar| = [ = dpa| < | = di] < 5
Assim, ||mz|| = S.
2. a) Para demonstrar este item, vemos que
1
S < ’Oézdl—d2| < |a2d1—d2] :|—d0| =T —ag < 5

e, novamente, ||mz|| = S.
2. b) Como oy < ay, temos que

|—d1]<|(a1—1)d0—d1|<5<|041d0—d1\ < |(a1—1)d0—d1\
|—d_1—d0| < 1.
Mas, dy = {z} e, assim, 1 — a;{z} < ||mz|| <1 — {x}, de onde segue

o resultado.
3. a) Como a; =1, entdo ag =0 e

|d1’ < |d1 —d2| <S< |042d1 — d2| < ’agdl —d2| = ‘ —d0| < 1.

Assim, 1 — {2} < S < {2}, como esperavamos.
3. b) Novamente, a; = 1 e, entao, a; = 0. Do Lema 4.1,

|—d2|<S<|d1—d2|
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Como | — dy| = dy e |dy — dy| = dy — dy, o resultado é vélido se
1 — (dy — dy) > ds, 0 que equivale a 1 + d; > 2ds.
Note que x = [ag;1,22] € o < 2a9. Assim, = < |agp;1,2as] e

2as > (2a2 + 1)(x — ap). Como dy = x —ag e di = (x — ag) — 1,
obtemos 1 — 2dy > (2as — 1)d; e, entdo

1+ d; > 2aq0dy + 2d0 = 2d2,

que demonstra o resultado. [ ]

Note que, da demonstracao do Teorema 4.5, pode-se concluir que

N N
|mx — Al < 1, onde m = Zak+1Qk e A= Zak+1pk.
k=0 k=0

Vamos utilizar esses resultados para encontrar uma aproximagao
. a . . .
racional — para um nimero real z, com |bxr—a| < % e cujo denominador

b satisfaz b < qn11, onde qy11 é 0 denominador do convergente cy .1,
para algum N > 0.
Vimos que existe uma unica representacao de Ostrowski para b,

dada por
N
b= Z Q14K
k=0

e o numero A, definido como

N
A=AD) =) apr,
k=0

pela demonstragao do Teorema 4.5, satisfaz
lbx — Al < 1.
Assim, o nimero inteiro a definido por

A, se |bx — A| <1/2,
a=ab)=q¢ A+1, se br—A > 1/2,
A—-1, se br—A < —1/2,
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satisfaz |bx — a| < 1/2. Desta maneira encontramos a aproximagao
racional — para um niumero real z, com |bxr — a| < % e b # q, para

todo k > 0.

Exemplo 4.5. Considere a expansao de w em fracao continua simples

+111 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T+15+14292+14+14+14+24+14+3+1+14+ ... °

a
Encontre a melhor aproximacao racional 7 para ™ com b = 57.

Os primeiros convergentes sao

ko 1 2 3 4

pe | 3 22 333 355 103993

g | 1 7 106 113 33102

Como b = 57, pelo algoritmo de Ostrowski obtemos

b=8-¢1+1-qy=8-7T+1-1=57

e, entao,

que satisfaz |br — A| < 1/2 e, assim, a = 179. Logo, a melhor aproxi-
, 179

a
magcao racional 7 para 7, com b = 57, é =

4.2.1 Modelo para construcao de calendario

A construcao de um calendario anual cotado em dias, que dependem
da rotacao da Terra em torno de seu eixo, deve determinar, o mais pre-
cisamente possivel, as estacoes, que dependem da revolucao da Terra
em torno do Sol e é conhecido como ano tropical. A duracao do ano
tropical é de aproximadamente 365.24219878125 dias, ou ainda, apro-
ximadamente 365 dias, 05h, 48m e 46s.

No ano 46 A.C., Julio César reformou o calendario romano para
uniformizar os diferentes calendarios usados pelos territorios ocupados
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pelos romanos. Introduziu o que hoje é conhecido como calenddrio
juliano, de doze meses e com anos de 365 dias, no qual, um ano a cada
quadro é de 366 dias, chamado ano bissexto. Assim, o ano juliano
tinha em média 365.25 dias = 365% dias. Para acertar o calendério
com a primavera, foram adicionados 67 dias aquele ano. Além disso,
o primeiro dia do més de marco de 45 A.C. no calendario romano,
passou a ser primeiro de janeiro no calendario juliano. Este ano ficou
conhecido como ano da confusao.

Como o calendério juliano usou a aproximagao 365%‘ dias para um
ano, depois de 16 séculos de uso, havia uma grande diferenca en-
tre o calendario juliano e o movimento real da Terra em torno do
Sol. Os fenomenos astronoémicos como, por exemplo, a ocorréncia do
equinocio da primavera, estavam ocorrendo 10 dias apds a data pre-
vista. No equindcio, a duracao da noite é a mesma que a duragao do
dia, aproximadamente 12h cada.

Em 1582, o Papa Gregério XIII proclamou uma revisao do calenda-
rio baseada na aproximagcao do ano por 365% dias = 365.2425 dias. O
novo calendario é equivalente a considerar 97 anos bissextos a cada 400
anos e foi implementado de modo a omitir anos bissextos a cada século
exceto em séculos multiplos de 400, ou seja, os anos seculares (com
final 00) seriam bissextos somente de 4 em 4 séculos. Por exemplo,
1600, 2000, 2400 sao bissextos, mas nao o sao 1700, 1800, 1900, 2100,
2200 e 2300. Este calendario é conhecido como calenddrio gregoriano

e ¢ usado até os dias de hoje.

Para que o equindcio da primavera, que estava atrasado em relacao
ao calendério, voltasse a ocorrer em 21 de margo, foi publicado um
decreto no qual o dia apdés 04 de outubro de 1582 deveria ser 15 de
outubro de 1582. Esse ano ficou com apenas 354 dias. Paises catdlicos
(como Portugal, Espanha, Itdlia e Polonia) passaram a utilizé-lo ime-
diatamente. Mas, a Inglaterra, por ser protestante, resistiu por quase
dois séculos. O Japao o introduziu em 1873, quando se abriu para o
Ocidente. China, Bulgaria, Russia, Romeénia e Grécia s6 adotaram o
calendario gregoriano no inicio do século XX.

O ano civil gregoriano ainda é maior que o ano tropical. Mas,
a diferenca sera de mais 1 dia depois de cerca de 3300 anos. No
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momento, isso ainda nao tem importancia pratica.

No ano de 1956, a Conferéncia Internacional de Pesos e Medidas
definiu o segundo da efeméride como 1/31556925.9747 do tempo que
a Terra necessitou para dar uma volta completa ao redor do Sol,
comegando as 12h00 de 4 de janeiro de 1900.

Usando o valor de 1/31556925.9747 do tempo que a Terra necessi-
tou para dar uma volta completa ao redor do Sol para o segundo da
efeméride, e como um dia tem 86400 segundos, conclui-se que o ano
tropical tem, aproximadamente,

31556925.9747
86400

Assim, para a construcao de um calendario, é necessario obter uma
aproximacao apropriada para

= 365.24219878125 dias.

31556925.9747 7750361
— 0.24219878125 — _ags — _(71o0361
¢ = 024219878125 86400 365 = 33000000
11 1 1 1 11 1 1 1 1 1 111
4474345464+ 14+14+34+1+74+14+14+1+1+2"

Os primeiros convergentes de ¢ sao:
k \ 0 1 2 3 4 5

pe| 0 1 7 8 31 163

a | 1 4 29 33 128 673

Podemos, entao, observar que o calendario juliano é a implementa-
¢ao do primeiro convergente de c. Mas, nao ha evidéncias de que foram
utilizadas fragoes continuas na construcao dos calendarios juliano ou
gregoriano.

Para construir um calendario baseado em um ciclo b diferente do
denominador de um convergente de ¢, precisamos encontrar a quanti-
dade a de anos bissextos que devemos incluir durante o ciclo de modo
que |bc — a| seja o menor possivel. Para isso utilizamos o mesmo
raciocinio do Exemplo 4.5.

No caso do calendario gregoriano, b = 400 torna-se

b=3-¢2+0-¢5+0-@+4-¢+0-q
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A=3p1+0-p3+0-pa+4-p1+0-pp=3-31+4-1=097,
que satisfaz |[bc— A| < 1/2 e, assim, a = 97 como esperavamos. O erro

resultante é

97
— 2L~ 0.00030121875
“7 100

o que significa um ganho de 3 dias a cada dez mil anos. Observemos
97
que o calendario gregoriano é aproximagao de ¢ por 100 dias.

Utilizando b = 300, encontramos
b=2-qu+1-¢3+0-2+2-1+3-q
e
A=2-p4+1-p34+0-p2+2-p1+3-pg=2-314+1-842-1+3-0=T72.

Logo, bc — A ~ 0.6596 > 1/2 e, assim, a = A+ 1 = 73. O erro

resultante é

73
2 0.00113455
“7 300 ’

ganho de 1 dia a cada mil anos, obviamente, maior do que com b = 400.
Tomando b = 500, obtemos

b=3-qu+3-@3+0-q+4-q¢+1-q,

A=3p4+3-p3+0-po+4-p1+1-pp=3-31+3-8+4-1+1-0=121
e |bc — A| < 1/2. Logo, a = 121. O erro resultante é

121
— — ~0.000198781
“7 500 ’
que equivale a uma perda de 2 dias em 10 mil anos. O erro é melhor
do que com b = 400, mas um calendario com 121 anos bissextos a cada
500 anos ¢ mais complicado de ser modelado do que o atual calendario
com 97 anos bissextos a cada 400 anos.
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Exercicios

1. Mostre que

1+1+1+ ...

\/5:1+2<9 v )

onde v = 1(z —1).

2. Para a fracao continua dada acima, mostre que o convergente

C, = L.
anrl
3. Se
2 4 6 2n

S = 103430 v
como podemos obter f, 1(x) a partir de f,(z)?

4. Suponha que a fragao continua
1 1 1 1
20 4+ 2 + 20 + 20 + ...
convirja. Obtenha uma expressao para ela em termos de x.

122% 4+ 1223 + 52 + 12

5. Seja R(x) =
i Re) = s s 12
simples para esta funcao racional.

. Obtenha a fracao continua

6. Usando a série de Taylor da fungao cos(z), obtenha a correspon-
dente fracao continua.

7. Construa aproximacoes racionais para o valor 365, 24219878125
com denominador igual a 800. Como se define um calendario
neste caso?

8. Construa a melhor aproximacao para m com denominador igual
a 201.
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