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Prefacio

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida, em 1965, por Lotfi A.
Zadeh, com a principal intencao de dar um tratamento matematico
a certos termos linguisticos subjetivos, como ‘aproximadamente’, ‘em
torno de’, dentre outros. Esse seria um primeiro passo para se re-
presentar e armazenar, em um computador, informacoes incertas, tor-
nando possivel o calculo com informagoes incertas, a exemplo do que
faz o ser humano. Por exemplo, hd um consenso que adicionar uma
quantia em ‘torno de 3’ a outra ‘em torno de 2’ resulta em uma terceira
‘em torno de 5’. Devido a essa possibilidade, de manipulagao com in-
formagoes incertas, a teoria dos conjuntos fuzzy tem se tornado uma
das areas emergentes em tecnologia contemporanea. Nas engenharias,
os chamados controladores fuzzy tém sido largamente utilizados em
eletrodomésticos, com o objetivo imitar o homem na execucao de al-
gumas tarefas.

No texto apresentaremos conceitos e ferramentas basicas desta teo-
ria, como fungao de pertinéncia, variaveis linguisticas, sistema baseado
em regras fuzzy e o método de inferéncia de Mamdani. Em seguida,
ilustraremos o poder de tais ferramentas por meio de aplicagoes em
Biomatematica. Algumas destas aplicagoes sao tipicas de dinamica de
populag@o, como o caso da evolugao da AIDS, e outras que tratam de
diagnostico médico.

Uberlandia, outubro de 2011.
Rosana Sueli da Motta Jafelice
Laécio Carvalho de Barros
Rodney Carlos Bassanezi
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Capitulo 1

Conjuntos Fuzzy

Uma semente nao constitui uma pilha nem duas nem trés ...mas por
outro lado todo mundo irda concordar que 100 milhoes de sementes
constitui uma pilha. Afinal qual € o limite apropriado? Nos podemos
dizer que 325647 sementes nao constitue uma pilha mas 325648
constitue? (Borel 1950)

1.1 Introducao

A caracteristica essencial da modelagem matematica, utilizando sis-
temas de equacoes deterministicas, é a precisao obtida nas previsoes
de fenomeno. Evidentemente, tais previsoes ou inferéncias estao sem-
pre dependentes de informacoes precisas que sao inseridas nos valores
médios dos parametros utilizados. Por outro lado, nos modelos es-
tocasticos, as solucoes médias dos modelos sao obtidas a posteriori
quando se tem alguma distribuicao estatistica de dados referentes ao
fenomeno analisado.

Os modelos estocasticos sao freqiientemente utilizados para anali-
sar variagoes sujeitas as distribuicoes de dados estatisticos. Entren-
tanto, se pretendemos modelar alguma situacao onde seus elementos
ou variaveis sao heterogéneos, relativamente a alguma caracteristica,
devemos considerar o comportamento desta caracteristica no processo
evolutivo. Por exemplo, se temos uma populacao de ‘fumantes’ num
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instante %y, sujeita a alguma taxa de mortalidade, podemos querer
saber como estard composta esta populacao no futuro. Se conside-
rarmos que cada individuo desta populacao é simplesmente fumante
ou nao fumante o problema pode ser resolvido com um modelo deter-
ministico, tomando separadamente ambas as populacoes. Por outro
lado, se temos inicialmente uma distribuicao de probabilidades dos
fumantes desta populacao, podemos usar um modelo estocastico para
estudar a evolugao desta distribuicao inicial. Agora, se a caracteristica
de ser fumante depender da quantidade de cigarros que se fuma diaria-
mente, qualidade dos cigarros fumados, intermiténcia do ato de fumar
etc, devemos caracterizar também o grau de ser fumante. Neste caso,
cada individuo pertence a populagao de fumantes com um grau es-
pecifico de pertinéncia. Se nao fumar, seu grau de pertinéncia é zero,
se fumar 3 carteiras didrias podemos dizer que é uma fumante de grau
1. Agora, se o individuo fumar 10 cigarros por dia o quanto ele sera fu-
mante? Esta subjetividade, ser fumante, pode ser caracterizada pela
teoria dos conjuntos fuzzy.

Um subconjunto fuzzy de um conjunto é caracterizado pois por uma
fungao ua:U — [0, 1], onde ua(z) atribui o grau com que o elemento
x pertence ao subconjunto fuzzy A.

Os modelos classicos de biomatematica, particulamente, os mode-
los de dinamica populacional e epidemiologia sao fundamentados em
hipéteses, quase sempre, provenientes da fisico-quimica onde o encon-
tro de duas substancias (varidveis de estado) ¢ modelado pelo produto
de sua concetracao - lei da acao das massas. Isto é usado nos mode-
los de Lotka-Voltera de interagao de duas espécies ou nos modelos de
Kermak-Mackendrick de epidemiologia. A taxa de predacao do mode-
lo presa-predador ou a forca de infeccao dos modelos epidemiologicos
sao valores médios obtidos empiricamente ou simulados o que nem
sempre traduz corretamente o fenémeno correspondente.

Por outro lado, se considerarmos a populacao de presas de uma de-
terminada espécie, tal variavel pode ser considerada como um subcon-
junto fuzzy, se associarmos a cada presa a facilidade como € predada, o
que esta relacionada com a sua idade, seu estado se satde, habitat etc.
Variaveis deste tipo sao muito frequentes em fenomenos bioldgicos e
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dificeis de serem avaliadas como médias de dados experimentais.

Os modelos variacionais fuzzy podem comportar véarios tipos de
subjetividade (fuzziness), dependendo da escolha da varidvel de es-
tado e dos parametros dos modelos. Temos uma fuzziness demografica
quando a variavel de estado é um subconjunto fuzzy, e fuzziness am-
biental quando somente os parametros sao considerados subconjun-
tos fuzzy. Em geral ambos o tipos de fuzziness estao presentes nos
fenomenos biolégicos.

Esta nova maneira de modelar problemas ligados a realidade bio-
logica, onde tanto as variaveis de estado como os parametros sao em-
pregnados de subjetividade, vem ganhando terreno na area de bio-
matematica com resultados significativos e animadores, sendo o que
motivou este minicurso [6].

1.2 Conjuntos Fuzzy

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo U é definido em termos
de uma funcao de pertinéncia wu que a cada elemento x de U associa
um ndimero u(x), entre zero e um chamado de grau de pertinéncia de
x a F. Assim, o conjunto fuzzy F é simbolicamente indicado por sua
funcao de pertinéncia

up U —[0,1].

Os valores u; (x) = 1 e uy(x) = 0 indicam, respectivamente, a
pertinéncia plena e a nao pertinéncia do elemento = a F .

E interessante notar que um subconjunto classico A de U é um
particular conjunto fuzzy para o qual a funcao de pertinéncia é a
funcao caracteristica de A, isto é,

ua U —{0,1}.

Do ponto de vista formal, a definicao de subconjunto fuzzy foi ob-
tida simplesmente ampliando-se o contra dominio da funcao caracte-
ristica, que é o conjunto {0,1}, para o intervalo [0,1]. O exemplo a
seguir pode ser considerado como um caso tipico de subconjunto fuzzy.
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Exemplo 1 Considere o subconjunto fuzzy F' dos ntimeros inteiros
préximos de zero:

F={ne Z : n é préximo de zero}.

O nimero 0 (zero) pertence a esse conjunto? E o nimero 10007 Den-
tro do espirito da logica fuzzy, poderiamos dizer que ambos pertercem
a I porém com diferentes graus de pertinéncia, de acordo com a pro-
priedade que caracteriza o conjunto. Ou seja, a funcao de pertinéncia
de F' deve ser ‘construida’ de forma coerente com o termo ‘pequeno’
que caracteriza seus elementos no conjunto universo dos nimeros na-
turais. Uma possibilidade para a funcao de pertinéncia de F' é

1
n2+1
Se esse for o caso, poderiamos dizer que o nimero 0 pertence a F
com grau de pertinéncia up(0) = 1, enquanto 1000 pertence a F' com
grau de pertinéncia up(1000) = 1075, Figura 1.1.
Notemos que a escolha da funcao up neste caso foi feita de ma-

up(n) = (1.2.1)

ug(n)
!

10

! L L n L .
-1000  -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

nimeros inteirosr)

Figura 1.1: Conjunto fuzzy dos ntmeros inteiros ‘préximos de zero’.

neira totalmente arbitraria, levando em conta apenas o significado da
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palavra ‘pequeno’. Portanto, existem infinitas maneiras de modelar
matematicamente o conceito de ‘nimero natural pequeno’. Uma ou-
tra maneira possivel é

n+1
up(n) = SR (1.2.2)

Claro que a escolha dessas funcoes para representar o conjunto
fuzzy em questao depende de como tais fungoes estao relacionadas
com o contexto do problema a ser estudado. Do ponto de vista ape-
nas da teoria de conjuntos fuzzy, qualquer uma das duas funcoes de
pertinéncia (1.2.1) ou (1.2.2), pode ser representante do nosso con-
junto fuzzy F'. Porém, o que deve ser notado é que cada uma destas
funcoes produz conjuntos fuzzy distintos. Finalmente, estd implicito
que dois conjuntos fuzzy A e B s@o iguais quando ua(z) = upg(x),
para todo z € U.

Exemplo 2 O conjunto fuzzy dos fumantes dado por u(c, t) = ro_ﬁct
em que ¢ é proporcional ao nimero de cigarros fumados por unidade
de tempo e t o tempo em que o individuo fumou durante sua vida [5].

A seguir apresentaremos algumas representacoes de conjuntos fuzzy.

1.3 Representacoes de Conjuntos Fuzzy

As representacoes das fungoes que definem os elementos de um con-
junto fuzzy facilitam a visualizacao deste conjunto, e podem ser feitas
na forma tabular (ou de lista), graficamente e na forma analitica.
Para conjuntos finitos, as func¢oes podem ser representadas por tabe-
las. A tabela representando um conjunto fuzzy lista todos os elementos
do conjunto com seus respectivos graus de pertinéncia. No exemplo a
seguir temos uma ilustracao deste caso. Os exemplos de 3 a 7 foram
apresentados em [36].

Exemplo 3 Seja A o conjunto dos alunos de uma sala de aula
de uma faculdade. Os alunos desta sala sdo o Fernando, o Carlos, a
Marcia e o André. Este conjunto A é um subconjunto do conjunto
universo X com todos os alunos da faculdade. Nem todos os alunos
do conjunto A estudam diligentemente, logo alguns tém um grau de



16 Conjuntos Fuzzy

mais estudioso, outros menos estudiosos variando entre os valores
0 e 1. Para os alunos citados tem-se a representacao na Tabela 1.1:

Estudante | Grau de estudo
Carlos 0.3
Marcia 0.7

Fernando 0.8
André 0.9

Tabela 1.1: Alunos e graus de estudo.

Alternativamente a Tabela 1, pode-se listar os pares consistindo de
cada elemento com seu grau de estudo, da seguinte forma:

A=0.8/Fernando + 0.3/Carlos + 0.7/Mércia + 0.9/André

Aqui o simbolo ‘/’ é apenas usado para associar o elemento do
conjunto universo X e seu grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy A.
Assim, também o sinal de + nao significa soma; simplesmente conecta
os elementos do grupo. A forma geral para representar o conjunto
fuzzy A quando X é finito tem a forma:

A= ZUA(I)/x

Uma outra forma de se representar um conjunto fuzzy é feita grafica-
mente.

A representacao grafica é a mais usada na literatura fuzzy por ter
uma interpretacao mais intuitiva. No caso de se fazer representacao
em duas dimensoes, o eixo vertical representa o grau de pertinéncia
no intervelo [0,1], e o eixo horizontal contém a informagao a ser mo-
delada.

A seguir temos trés exemplos de representacao grafica de conjuntos
fuzzy. No exemplo 4, temos uma curva que inicia em 1 (no eixo verti-
cal) e se aproxima do eixo horizontal, ou seja, é uma curva decrescente.
No exemplo 5 temos uma curva que cresce e depois decresce, na forma
de sino. No exemplo 6, temos uma curva que inicia préxima ao eixo
horizontal e vai crescendo até o limite de 1.
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Exemplo 4 Um conjunto fuzzy J compativel com o conceito de jo-
vem deve, no minimo, indicar que, quanto menos idade um individuo
tiver, mais jovem serd. Sua fungao grau de pertinéncia uy(x) pode ser
representada como na Figura 1.2.

35 40 45

idade (anos)

Figura 1.2: Fungao de pertinéncia de jovens.

Exemplo 5 O conjunto fuzzy de pessoas de ‘meia idade’ poderia
ser representado pela fun¢ao u,(x) ilustrada na Figura 1.3.

Neste exemplo, a curva tem a forma de sino, crescendo da esquerda
para a direita até uma certa idade, e depois decrescendo com a idade.
Que a curva deva ter esta forma acreditamos que é consenso. As con-
trovérsias talvez aparecam a respeito da idade, onde ha mudanca do
crescimento da curva.

Exemplo 6 Suponha que a universidade defina niveis de ex-
periéncia académica, de acordo com o nimero de créditos feitos pelos
alunos, conforme a Tabela 1.2.

Ao contréario da teoria classica de conjuntos que definiriam preci-
samente os niveis de experiéncia, o termo vago grau de experiéncia
académica corresponde a um genuino conjunto fuzzy. Os créditos
(em horas) é que classificam os niveis dos individuos, porém héa di-
ferencas de créditos dentro de cada nivel. Por exemplo, o individuo



18 Conjuntos Fuzzy

I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90
idade (anos)

Figura 1.3: Funcao de pertinéncia de pessoas de meia idade.

Nivel Créditos (em horas)
Iniciante 0-42
Segundanista 43 - 82
Junior 83 - 114
Sénior 115 - 146

Tabela 1.2: Niveis de experiéncia académica.

com 126 créditos é mais sénior que aquele que tem 95 créditos. Uma
representacao grafica para este exemplo pode ser a Figura 1.4.

Nesta fase, em que os conjuntos fuzzy estao sendo definidos, é de
fundamental importancia as informacoes fornecidas pelo especialista
da area do fendmeno estudado.

A representacao analitica é também bastante utilizada em teoria
dos conjuntos fuzzy. Veja o exemplo 7:

Exemplo 7 O conjunto fuzzy A dos nimeros reais em torno de 6,
(Figura 1.5) pode ser representado analiticamente da seguinte forma:
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0 L L L L L L T L L L L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170

creditos (em horas)

Figura 1.4: Fungao de pertinéncia para o Nivel Sénior.

r—5 sebH <z <6
ualx)=¢ 7—z seb6<x<7 (1.3.3)
0 caso contréario.

Para conjuntos fuzzy triangulares usamos a notagao A(x;a,b,c)
onde a, b e ¢ sao as abscissas dos vértices do triangulo. No exemplo
acima, temos A(z;5,6,7).

Na proxima secao, definiremos as operacoes entre os conjuntos
fuzzy.

1.4 Operacgoes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos classicos de U representados pelas fungoes
caracteristicas u4 e ug, respectivamente. Os conjuntos

AUB={xe€elU;x € Aoux € B},
ANB={rxelU;x € Aex € B},
A ={rel;x ¢ A}
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nameros reaisy

Figura 1.5: Conjunto fuzzy dos nimeros reais ‘em torno de 6’.

tém respectivamente as funcoes caracteristicas, Vo € U,
uaup(x) = maz{ua(x),up(x)},
uang(x) = min{ua(z),up(z)},

uy () =1—us(z).

Pensando novamente em conjuntos fuzzy como sendo caracteriza-
dos pelas fungoes de pertinéncias que sao extensoes de funcgoes ca-
racteristicas, podemos definir unido, interseccao e complementar de
conjuntos fuzzy trocando a funcao caracteristica pela funcao grau de
pertinéncia.

Definicao 1.1. Sejam A e B conjuntos fuzzy. As fungoes de per-
tinéncia que representam os conjuntos fuzzy unido (Figura 1.6), in-
tersec¢ao (Figura 1.7) e complementar (Figura 1.8) de conjuntos fuzzy
sao dadas por, Vx € U,

uaup(7) = maz{ua(r),up(v)},

uanp(r) = min{ua(z), up(x)},
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uy () =1—wua(x).

respectivamente.

Figura 1.6: Uniao dos conjuntos fuzzy.

Figura 1.7: Interseccao dos conjuntos fuzzy.

21
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Figura 1.8: Complementar dos conjuntos fuzzy.

Particulamente, se A e B forem conjuntos classicos, entao as func¢oes
caracteristicas das respectivas operagoes, acima definidas, satisfazem
estas igualdades, mostrando a coeréncia destas definigoes. Por exem-
plo, se A é um subconjunto (classico) de U, entdo a func¢ao carac-
teristica do seu complementar é tal que u(x) = 0 se uas(z) =1 (i.e.
re€A) euy(r)=1seus(r) =0 (1.é. = ¢ A). Neste caso, ou z€ A
ou xz € A. Na teoria fuzzy nao temos necessariamente essa dicotomia,
nem sempre é verdade que AN A" = ¢ assim como nao é verdade que
AUA =U. O exemplo a seguir ilustra tais fatos.

Exemplo 8 Suponha que o conjunto universo U seja composto
pelos pacientes de uma clinica, identificados pelos nimeros 1, 2, 3, 4 e
5. Sejam A e B os conjuntos fuzzy que representam os pacientes com
febre e dor, respectivamente. A Tabela 1.3 ilustra a uniao, intersecgao
e o complemento.

Os valores das colunas, exceto os da primeira, indicam os graus com
que cada paciente pertence aos conjuntos fuzzy A, B, AUB, AN B,
A', AN A’, respectivamente, onde A e B sdo supostamente dados. Na
coluna AN A’, o valor 0.3 indica que o paciente 1 esta tanto no grupo
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Paciente | Febre(ua) | Dor(up) | waup | UanB | Uy | Ugna/
1 0.7 0.6 0.7 0.6 0.3 0.3
2 1.0 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
3 0.4 0.2 0.4 0.2 0.6 0.4
4 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
5 1.0 0.2 1.0 0.2 0.0 0.0

Tabela 1.3: Unido, intersecgdo e complementar dos conjuntos A e B.
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dos febris como dos nao febris. Como dissemos antes, este é um fato
inadmissivel na teoria classica de conjuntos na qual temos a lei do
terceiro excluido (AN A" = ¢).

1.5 Normas Triangulares

As normas triangulares sao generalizagoes dos operadores uniao e in-
terseccao. Formalmente elas sao definidas abaixo:

Definicao 1.2. Uma co-norma triangular (s—norma) € uma operacao

bindria s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes condigoes:

o Comutatividade: xsy = ysz.

o Associatividade: xs(ysz) = (zsy)sz.

e Monotonicidade: Se x <y e w < z entao rsw < ysz.

e Condicoes de fronteira: xs0 =z, xsl = 1.

Claramente, o operador mazx é uma s—norma.

Exemplos:

1. Uniao Padrao: s: [0,1] x [0,1] — [0,1] com xsy = maz(x,y),

Figura 1.9.

2. Soma Algébrica: s:[0,1] x[0,1] — [0,1] com zsy = z+y—xy,

Figura 1.10.
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Figura 1.9: s-norma ’Uniao Padrao’. Figura 1.10: s-nor. 'Soma Algébrica’.

Figura 1.11: s-nor. 'Soma Limitada’. Figura 1.12: s-nor. 'Uniao Dréstica’.

3. Soma Limitada: s:[0,1] x[0,1] — [0, 1] com zsy = min(1,z+
y) Figura 1.11.

4. Uniao Dréstica: s: [0, 1] x [0,1] — [0, 1] com

r sey=>0
xsy=4 y sex =0
1 caso contrario, Figura 1.12.

Definicao 1.3. Uma norma triangular (t—norma) é uma operacdo
bindria t : [0,1] x [0,1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes condigdes:

o Comutatividade: xty = ytx.
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Figura 1.13:  t-norma ’Intersec¢ao Figura 1.14: t-norma  'Produto
Padrao’. Algébrico’.

Figura 1.15: t-norma ’'Diferenca Limi- Figura 1.16: t-norma ’Interseccao
tada’. Drastica’.

o Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz.
e Monotonicidade: Se x <y ew < z entdo xtw < ytz.
e Condicoes de fronteira: Otx =0, 1tz = x.
O operador min é uma t—norma.
Exemplos:

1. Interseccao Padrao: t : [0,1] x [0,1] — [0,1] com zty =
min(z,y), Figura 1.13.
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2. Produto Algébrico: t : [0,1] x [0,1] — [0,1] com zty = xy,
Figura 1.14.

3. Diferenca Limitada: t : [0,1] x [0,1] — [0,1] com zty =
max(0,z +y — 1), Figura 1.15.

4. Intersecgao Drastica: t: [0, 1] x [0,1] — [0, 1] com

r sey=1
xty=4q vy sex=1
0 caso contrario, Figura 1.16.

Na proxima secao definiremos o conceito de nivel de um conjunto
fuzzy que é de fundamental importancia na teoria de conjuntos fuzzy.

1.6 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Defini¢ao 1.4. Sejam A um conjunto fuzzy e a € [0,1]. Definimos
como a-nivel de A o conjunto

[A]* = {2 € Usua(z) > o}

Definicao 1.5. Suporte de um conjunto fuzzy A sao todos os ele-
mentos de U que tém grau de pertinéncia diferente de zero em A e
denotamos por supp(A).

supp(A)= {x € U;ua(x) > 0}.

Denotaremos por F(U) o conjunto de todos os conjuntos fuzzy
de U.

1.7 Numeros Fuzzy

Assim como no caso classico, aqui também temos o objetivo de fazer
‘contas’. A diferenca é que aqui pretendemos calcular quantidades
imprecisas. Por exemplo, todos nds somos unanimes em dizer que o
dobro de uma quantidade ‘em torno de 5’ resulta em outra ‘em torno
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de 10’. Para isto, ‘criaremos’ objetos que generalizam os nimeros re-
ais. Tais objetos serao chamados de nidmeros fuzzy [20]. Inicialmente,
definimos o supremo de um conjunto.

Definicao 1.6. Um conjunto fuzzy N é chamado nimero fuzzy quando
o conjunto universo, onde N estd definido, € o conjunto dos nimeros
reais R e a fungao de pertinéncia uy : R — [0,1] € tal que:

1. un(z) =1 para pelo menos um valor x do supp(N).
2. [N]™ € um intervalo fechado, Yo € (0, 1].
3. O suporte de N ¢é limitado.

Observamos que, com a Defini¢ao 1.6, todo nimero real r é um caso
particular de nimero fuzzy cuja funcao de pertinéncia é sua funcao
caracteristica:

() = { b e (1.7.4)

1.8 Operagoes Aritméticas com Numeros Fuzzy

Definigao 1.7. Sejam A e B dois niumeros fuzzy, e ( um numero real.

1. A soma de numeros fuzzy A e B € o numero fuzzy, A+ B, cuja
fungao de pertinéncia €

Uatp(T) = sup,—yr.minfua(y), up(z)|. (1.8.5)

2. A multiplicagao de { por A é o numero fuzzy, CA, cuja funcao de
pertinéncia €

[ ualCla) seC#0
uca(z) = { 5 se ¢ =0 (1.8.6)
~ 1 sex=0 . . . "
onde 0 = . Uma maneira alternativa, e mais pratica de
0 sex#0

se fazer estas operacgoes é por meio dos a-niveis dos conjuntos fuzzy
envolvidos, de acordo com o Teorema 1.1 [20].
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Teorema 1.1. Se M e N sao dois numeros fuzzy e ¢ um niumero real,
entdo para todo a € [0, 1] tem-se

[M + N]* = [M]*+ [N]*={a+ba € [M]* eb € [N]*}

[CN]™ = ¢[N]* = {¢a;a € [N]*}. (1.8.7)

Outras operagoes algébricas com numeros fuzzy sao definidas de
modo andlogo. Na proxima secao definiremos o Principio de Extensao.

1.9 Principio de Extensao

Essencialmente, o principio da extensao ¢é utilizado para obter a ima-
gem de conjuntos fuzzy através de uma funcao classica. Sejam X e Y
conjuntos e f uma aplicagdo de X em Y: f: X — Y. Seja A um
conjunto fuzzy em X. O principio de extensao afirma que a imagem
de A pela funcdo f é um conjunto fuzzy B = f(A) em Y, cuja fungao
de pertinéncia é dada por

up(y) = supua(x) (1.9.8)

x

para x € X e y = f(x), como é ilustrado na Figura 1.17.
O principio de extensao pode ser descrito da seguinte forma:

e O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido
diretamente pelo grau de pertinéncia de sua pré-imagem.

e Quando um valor do contradominio é mapeado por varios do
dominio, o seu grau de pertinéncia é obtido pelo sup dos graus
de pertinéncia dos valores da entrada.

O principio de extensao pode ser facilmente generalizado para fungoes
de varias varidveis. Sejam X = X; X Xy X ... X X, e Y conjuntos
universos. Considere os conjuntos fuzzy A; em X;, i =1,...,n, e uma
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AY

=\ 4

w10
4
1.0

Figura 1.17: Principio de extensao [31].

fungao f : X — Y. Os conjuntos fuzzy A;, As,...,A, sao entao trans-
formados pela f produzindo o conjunto fuzzy B = f(A;, As, ..., Ay)
em Y, cuja funcao de pertinéncia é

up(y) = sup minfua, (1), wa, (22), ...y wa, (T5)], (1.9.9)

parax € X, z = (x1,...,2,) € X1 X Xo X ... x X, ey = f(2).

Exemplo: Suponhamos que estamos trabalhando com uma popu-
lacao de HIV positivos e sabemos que, ao atingir a corrente sangiiinea,
o HIV lanca seu ataque principalmente contra os linfécitos T, do tipo
CD4+. Se conhecemos o conjunto fuzzy do nivel de C'D4+ e temos
uma funcao da populacao assintomatica em funcao do nivel de C'D4+,
através do Principio de Extensao determinamos o grau de pertinéncia
da populagao assintomética no instante ¢ [15], Figura 1.18.

et se ¢ < 200
zi(c) = ¢ e NI se 200 < ¢ < 500 (1.9.10)
1 se ¢ > 500
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em que A(c) = 23=¢, Cy é o conjunto fuzzy do nivel de C'D4+ em ¢
cuja a funcao de pertinéncia é ug, e Wy é o correspondente conjunto
fuzzy em t com a fungao de pertinéncia uy,. Mais especificamente, a
partir do Principio de Extensao temos, para cada instante ¢:

uw, (x¢(c)) = sup ug, (¢). (1.9.11)

Nivel de CD4+|(c)

Figura 1.18: Wy em ¢t = 3.

1.10 Esperanca Fuzzy

A fim de usar um método de defuzzificacao para obter um valor
real, isto é, um numero real representativo de um conjunto fuzzy,
necessitaremos dos conceitos de infimo de um conjunto e medida fuzzy.

Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto parcialmente orde-
nado E. Ao maior dos limites inferiores de A dé-se o nome de infimo
de A que é indicado por infA.

Seja 2 um conjunto nao vazio e P(2) o conjunto das partes de €.
A funcao p: P(Q2) — [0, 1] é uma medida fuzzy [7], [29] e [34] se:

a) p() =0ep(Q) =1
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b) p(A) < u(B) se AC B.

Seja um conjunto fuzzy de R com funcao de pertinéncia u. O valor
esperado do conjunto fuzzy, denotado por FEV]|u], é definido pela
integral fuzzy
FEV[u] = sup infla, u{u > a}| (1.10.12)
0<a<l
onde p é uma medida fuzzy e {u > a} = {z € R : u(z) > a},
a € [0,1].

Observagao: Se H(«a) = p{u > a} entdo o cdlculo de FEV[ul,
consiste em determinar o ponto fixo de H, que pode ser dado pela
intersec¢ao de y = aw com g = H(a), 0 < o < 1 [19].

Em nosso trabalho FEV [u] também serd usado como o defuzifica-
dor do conjunto fuzzy u.

No préximo capitulo introduziremos as varidveis linguisticas e o
sistema baseado em regras fuzzy.

Exercicios

Considere dois conjuntos fuzzy com funcoes de pertinéncia triangulares
A(z;1,2,3) e B(x;2,2,4).

1. Encontre a intersec¢ao e a uniao dos conjuntos A e B e expresse-
as analiticamente, usando os operadores min e maz.

2. Determine a intersec¢ao com a t—norma Produto Algébrico xty =
xy e a uniao com a s— norma Soma Algébrica xsy = x +y — xy.

3. Encontre o complementar de A e B e intersec¢ao destes conjun-
tos com os conjuntos originais usando as t— normas Intersec¢ao
Padrao xty = min(x,y) e Produto Algébrico xty = xy. Repita o
mesmo com a opera¢ao uniao usando as s— normas Unido Padrao
sy = maz(x,y) e Soma Algébrica xsy = v +y — zy.
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Capitulo 2

Sistema Baseado em Regras
Fuzzy

2.1 Relagoes Fuzzy

Estudos de associacoes, relacoes ou interacoes entre os elementos de
diversas classes é de grande interesse na analise e compreensao de
muitos fenomenos do mundo real. Matematicamente, o conceito de
relacao é formalizado a partir da teoria de conjuntos. Desta forma,
intuitivamente pode-se dizer que uma relacao serd fuzzy quando op-
tamos pela teoria dos conjuntos fuzzy e sera classica quando optamos
pela teoria classica de conjuntos para conceituar a relagao em estudo.
Qual dos modelos adotar, entre estes dois, depende muito do fenémeno
estudado. Porém, a opc¢ao pela teoria de conjuntos fuzzy sempre tem
maior robustez no sentido de que esta inclui a teoria classica de con-
juntos [4]. Definiremos a seguir relagoes fuzzy.

s

Definicao 2.1. Uma relagao fuzzy R, sobre Uy X Uy X ... X Uy, €
qualquer subconjunto fuzzy do produto cartesiano Uy X Us X ... X U,,. Se
o produto cartesiano for formado por apenas dois conjuntos, Uy X Us,
a relagao € chamada de fuzzy bindria sobre Uy X Us.

A principal vantagem na opcao pela relacao fuzzy é que a relacao
classica indica apenas se ha ou nao relagao entre dois objetos, enquanto

33
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uma relagao fuzzy além de indicar se existe ou nao relagao, indica
também o grau desta relacao.

Uma nogao que serd muito importante para o nosso trabalho ¢é o
produto cartesiano entre conjuntos fuzzy.

Definicao 2.2. O produto cartesiano fuzzy Ay X Ay X ... X A, dos
subconjuntos fuzzy Ay, As,..., A, de Uy, Us,..., U,, € a relacdo fuzzy
R cuja fungao de pertinéncia €

UR(T1, Toy ooy Tn) = Ua, (T1) AN uay(T2) A oo Aug, (T,) (2.1.1)
onde N\ é a t-norma min.

A nocao e utilizagao de produto cartesiano fuzzy ficara mais clara
quando introduzirmos o conceito de sistemas baseados em regras fuzzy,
que sao sistemas compostos de regras da forma ‘Se...entao...’; pois
estas regras podem ser interpretadas como produtos cartesianos de
conjuntos fuzzy.

2.2 Composicao entre Relacoes Fuzzy

Considere R e S duas relagoes fuzzy binarias em U; X Us e Us X Us,
respectivamente.

Definicao 2.3. A composicao RoS € uma relacao fuzzy bindria em
Uy X Us, com fungao de pertinéncia dada por

URos(T1,%3) = ggglz[min(uR(xl,xQ), us(x9, x3))]. (2.2.2)
Quando os conjuntos U, Uy e Us sao finitos, entao a forma matri-
cial da relacao RoS, dada pela composicao max-min, é obtida como
uma multiplicacao de matrizes substituindo-se o produto pelo minimo
e a soma pelo maximo.
Definiremos um caso especial da composicao max-min, que sera
utilizada no Capitulo 3 em uma importante aplicacao: diagnéstico
médico.



Equacgoes Relacionais Fuzzy 35

Definicao 2.4. Sejam U, e Us dois conjuntos, F(Us) e F(Ue) as
classes dos conjuntos fuzzy de Uy e Us, respectivamente, e R uma
relacao fuzzy bindria sobre Uy X Us. Entdo a relagio R define um
funcional de F(Usx) em F(Ue) que a cada elemento Ay € F(Us),
faz corresponder o elemento Ay € F(Ue) cuja fungdo de pertinéncia é
dada por:

aa(2) = gy (2) = maglmin(us, (o), un(er, 22))]. (2.23)

2.3 Equacoes Relacionais Fuzzy

As equacoes relacionais fuzzy foram primeiramente citadas em Di-
agnostico Médico [37]. Vamos apresentar um resumo da formulagao
matematica das mesmas.

Uma equacao relacional tem a forma:

SxX =D (2.3.4)

onde S, X e D sao relacgoes fuzzy e * é uma operacao entre relacoes
fuzzy, como por exemplo a da férmula (2.2.3).

A férmula (2.3.4) é uma equagao relacional porque uma, dentre
as trés relagoes, sera incognita dependendo do problema em questao.
Quando forem conhecidas S e X, a incognita sera a relagao D, que é
obtida diretamente da operacao entre S e X. Esta serd a abordagem
enfatizada neste texto. Quando forem conhecidas S e D, sendo X a
incognita, entao estamos diantes de um problema que faz parte da area
de pesquisa chamada ‘Problemas Inversos’. Um exemplo desta area
¢ a resolucao de sistemas lineares Ax = b, cuja solucao é x = A~1b
quando A tem inversa.

O leitor interessado nas equagoes relacionais fuzzy ligadas a proble-
mas inversos pode consultar [8], [20] e [31]. Nosso objetivo é propor
um sistema fuzzy a partir das equagoes relacionais fuzzy que imite a
atuagao de um médico no diagnéstico de seus pacientes.

Apenas para constar, no contexto o problema inverso seria ado-
tado se tivéssemos um banco de dados de pacientes ja diagnosticados.
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Nesse caso, o objetivo seria encontrar a matriz X que produziu esses
diagnésticos. Intuitivamente, X faria o papel do médico que ‘produ-
ziu’ os diagnoésticos do banco de dados.

As operacoes entre as relacoes fuzzy de nosso interesse sao * = o e
* = o, como definidas a seguir:

Considere P e () duas relagoes binarias definidas sobre U x V e
V' x W, respectivamente, as relacoes de composicao Po Q) e P o, @,
definidas sobre U x W por

(PoQ)(x,2) = supyev[inf (P(z,y), Ay, 2))]

(P Ow Q)(l’, Z) = infyev[w(P(ac, y)7 Q<y7 Z))],

sendo w uma operagao em [0, 1] x [0,1] como, por exemplo, a im-
plicagao fuzzy de Godel

g:10,1] x [0,1] — [0, 1]

onde
1 sea<bd
(a:b):g(a,b):{b se a > b.

O teorema a seguir tem grande utilidade no estudo das equagoes
relacionais fuzzy e aqui enunciaremos o resultado.

Teorema 2.1. Dadas as relagoes fuzzy S e D definidas U x V e
U x W, respectivamente, seja A = {X : X € relacio fuzzy em V x W
e SoX = D}. Entao se A # 0, tem-se S~ o, D como elemento
maximal de A.

Note que o teorema anterior fornece S™' o, D como solugao da
equacao relacional S o X = D. Deste modo, este teorema indica uma
maneira de se construir uma relacao fuzzy que, quando composta com
uma primeira (no caso S), produz um resultado pré-estabelecido que,
neste caso, ¢ uma relagao fuzzy D.

Bem, como ja dissemos so iremos explorar o caso de equacoes
na forma em que S e X sado conhecidas. As equacOes relacionais
fuzzy foram apresentadas aqui, porém sua aplicacao aparecera sé no
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capitulo 3.

Na proxima secao sera apresentado um outro tema que envolve
relagoes onde o sistema fuzzy é dado por uma colegao de regras fuzzy
o qual é utilizado na teoria de controladores fuzzy [8], [20] e [31].

2.4 Regras e Inferéncia Fuzzy

Uma regra fuzzy é uma sentenca da forma ‘Se X é A entao Y é B’,
onde A e B sao conjuntos fuzzy em X e Y, respectivamente. Tal
regra pode ser interpretada como uma relacao fuzzy R entre A e B
cuja funcao de pertinéncia ug(x,y) depende de ua(x) e up(zr) para
cada (z,y) € X x Y. Nesse texto, utilizamos a fungdo minimo para
essa dependéncia, ou seja,

ur(z,y)=ua(z) Nup(y).

Desta forma, R = A x B. Essa foi a modelagem dada por Mamdani
para representar a regra ‘Se X é A entao Y é B’. Na teoria de ra-
ciocinio aproximado, essas sentencas sao modeladas por implicacoes
fuzzy [8]. Para uma colegao de regras fuzzy, usa-se um operador s-
conorma para conecta-los, como por exemplo maximo. Ver o Método
de Mamdani na secao 2.5.

Uma variavel linguistica é uma variavel cujo valor é expresso quali-
tativamente por termos lingtiisticos (que fornece um conceito a variavel)
e quantativamente por uma funcao de pertinéncia, Figura 2.1.

2.5 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Sistemas baseados em regras fuzzy (SBRF') contém quatro componen-

tes: um processador de entrada que realiza a fuzzificacao dos dados
de entrada, uma colecao de regras nebulosas chamada base de re-
gras, uma maquina de inferéncia fuzzy e um processador de saida que
fornece um numero real como saida [15]. Estes componentes estao
conectados conforme indicado na Figura 2.2.
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Variavel Linguistica

‘ Temperatura ‘

Termos Ligguisticos

Baixa ‘ Média‘ | Alta |

L

Figura 2.1: Varidveis Linguisticas.

ARQUITETUR A DE SISTEMAS BASEADOS EM
REGRASFUZZY

EASEDE FEGRAS

ENTRADA PROCESSADOR. DE PROCESSADOR.DE 4
ENTRADA SAIDA
R

X F Y Ve ®e
CONTUNTO CONTUNTO
FULZY MAJUINA DE FUZZY
Ll -
ENTRADA IMFERENCIA FUZZY SAIDA

Figura 2.2: Sistemas baseados em regras fuzzy.
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Uma vez estabelecida uma base de regras, isto é, como relacionamos
os conjuntos fuzzy pela forma Se...entao..., um SBRF pode ser visto
como um mapeamento entre a entrada e a saida da forma y = f(x),
r € R" ey € R™ (trajetéria em negrito na Figura 2.2). Esta classe de
sistema é amplamente utilizada em problemas de modelagem, controle
e classificacao. Os componentes do SBRF sao descritos a seguir:

e Processador de Entrada (Fuzzificacao)

Neste componente as entradas do sistema sao traduzidas em con-
juntos fuzzy em seus respectivos dominios. A atuagao de um
especialista na area do fenomeno a ser modelado é de funda-
mental importancia para colaborar na construgao das fungoes de
pertinéncias para a descricao das entradas.

e Base de Regras

Este componente, juntamente com a maquina de inferéncia, pode
ser considerado o nicleo dos sistemas baseados em regras fuzzy.
Ele é composto por uma colegao de proposicoes fuzzy na forma
Se...entao.... Cada uma destas proposicoes pode, por exemplo, ser
descrita linguisticamente de acordo com o conhecimento de um
especialista. A base de regras descreve relagdes entre as variaveis
linguisticas, para serem utilizadas na maquina de inferéncia fuzzy
que descreveremos no proximo item.

e MAquina de Inferéncia Fuzzy

E neste componente que cada proposicao fuzzy ¢é traduzida mate-
maticamente por meio das técnicas de raciocinio aproximado. Os
operadores matematicos serao selecionados para definir a relacao
fuzzy que modela a base de regras. Desta forma, a maquina de
inferéncia fuzzy é de fundamental importancia para o sucesso do
sistema fuzzy, ja que fornece a saida a partir de cada entrada
fuzzy e da relagao definida pela base de regras. Apresentare-
mos dois métodos particulares de Inferéncia Fuzzy: o Método de
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Mamdani e o Método de Takagi-Sugeno. A diferenca bésica en-
tre esses métodos recai no tipo de conseqiiente e no procedimento
de defuzzificacao. Para simplicidade, somente modelos de regras
com duas entradas e uma saida serao ilustradas.

— Método de Mamdani

Uma regra Se (antecedente) entdo (consequente) é definida
pelo produto cartesiano fuzzy dos conjuntos fuzzy que com-
poem o antecedente e o conseqiiente da regra. O método de
Mamdani agrega as regras através do operador légico OU,
que é modelado pelo operador maximo e, em cada regra, o
operador logico E é modelado pelo operador minimo. Veja
as regras a seguir:

Regra 1: Se (z é A, e y é B;) entao (z é ().

Regra 2: Se (z é Ay e y é By) entao (z é Cy).

A Figura 2.3 ilustra como uma saida real z de um sistema
de inferéncia do tipo Mamdani é gerada a partir das entra-
das x e y reais e a regra de composicao maz-min. A saida
z € R é obtida pela defuzzificacao do conjunto fuzzy de saida
C = 0, U, da Figura 2.3.

— Método de Takagi-Sugeno

Neste caso, o conseqiiente de cada regra é uma funcao das
variaveis de entrada. Por exemplo, podemos supor que a
funcao que mapeia a entrada e saida para cada regra é uma
combinacao linear das entradas, isto é, z = px1 + qro + 7.
Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se (z é A; e y é By) entao z = fi(z,y).
Regra 2 : Se (z é Ay e y é By) entao z = fo(z,y).

A Figura 2.4 a seguir, ilustra como uma saida z de um sistema
do método de Takagi-Sugeno é gerada a partir das entradas
reais x e y. Esta saida do sistema ¢é obtida pela média pon-
derada (procedimento de defuzzificagao) das saidas de cada
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Regra 1 -

Regra 2 -

Figura 2.3: Método de Mamdani com composicao maz-min.

regra, usando-se o grau de ativacao destas regras como pon-
deragao.

No caso em que p = ¢ = 0, entdo z = r (conjunto unitario
fuzzy), os modelos de Mandani e de Takagi-Sugeno produ-
zem os mesmos valores de saida, porque a defuzzificacdo no
método de Mamdani, pelo centro de gravidade, ¢é igual a
média ponderada no método de Takagi-Sugeno. Como z; e
z5 sao conjuntos fuzzy unitarios entao w; e wy sao os graus
de pertinéncias de z; e zy, respectivamente.

e Processador de Saida (Defuzzificagao) Na teoria dos con-
juntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificagao é um processo de
se representar um conjunto fuzzy por um nimero real. Em siste-
mas fuzzy, em geral a saida é um conjunto fuzzy. Assim, devemos
escolher um método para defuzzificar a saida e obter um nimero
real que a represente. A seguir, relacionaremos o método mais
comum de defuzzificagao.



42

Sistema Baseado em Regras Fuzzy

min ou
produto

Regra 1- zi=pix+qytr
Regra 2 - Z=pxtqytr
média
ponderada
* Y < 7
NV
J—1] + waz2
Wit w2

Figura 2.4: Método de Takagi-Sugeno.

— Centro de gravidade Este método de defuzzificacao é se-
melhante a média ponderada para distribuicao de dados, com
a diferenca que os pesos sdo os valores C(z;) que indicam o
grau de compatibilidade do valor z; com o conceito modelado
pelo conjunto fuzzy C.

Para um dominio discreto tem-se

G(C) = Z?:o u;C ()

— = . 2.5.5
Zi:() C(z) ( )
Para um dominio continuo tem-se
S uC(u)du
<R/ 2.5.
G(C) fRC(u)du (2.5.6)

onde R ¢ a regiao de integragao.
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2.6 Aplicacoes do SBRF

Nesta secao apresentaremos trés exemplos de aplicacoes do SBRF,
os trés primeiros elaborados pelos alunos Flavia Cristina Queiroz,
Eder Lucio da Fonseca e Edinei Leandro dos Reis, respectivamente,
do Curso de Graduacao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia.

2.6.1 Vitalidade das Violetas

Violeta é um tipo de flor muito apreciada pelos apaixonados por plan-
tas. Possui folhas grandes e flores miudas.

Para que tenha vida longa pequenos cuidados diarios sao necessarios.
Por exemplo:

e Ser exposta de meia a uma hora ao Sol da manha ou ao da tarde
(pois o Sol é mais fraco nestas horas).

e Ser aguada com aproximadamente 33 ml.

Assim, dados os valores da quantidade de dgua (ml) e da quantidade
de Sol (minutos), tem-se como resultado a ‘vitalidade da violeta’.
Neste exemplo, as varidveis linguisticas sao:

e Quantidade de dgua (ml), com dominio [0,66], representando as
faixas < 26, 33 — 53 e > 40, com os termos lingiiisticos: pequena,
média e grande. As fungoes de pertinéncia sao triangulares, como
mostra a Figura 2.5.

e Tempo de exposigao no Sol (min), [0,95], representando as faixas
< 35,20 —70 e > 55, com os termos lingiiisticos: pequeno, médio
e grande, respectivamente; também as fungoes de pertinéncia tri-
angulares, Figura 2.6 .

e O dominio da variavel de saida ‘vitalidade da violeta’ é [0,1] e os
termos lingtiisticos: ruim, média e boa, como mostra a Figura 2.7
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A Tabela 2.1 apresenta as classificagoes da vitalidade da violeta como
fungao da quantidade da dgua A (ml) e tempo de exposi¢ao no Sol S
(min). As regras fuzzy sao apresentadadas na Tabela 2.2.

Assim, dados os valores da quantidade de agua e tempo de ex-
posicao, tem-se como resultado a inferéncia de um valor, no inter-
valo [0,1] que representa a vitalidade das violetas V. Neste sentido, é
possivel obter uma saida do sistema de inferéncia. Por exemplo, com
quantidade de dgua 40 ml e tempo de exposicao do Sol 60 min, apds
a defuzzificacao encontramos um valor igual 0.68, orientando que esta
quantidade de agua e tempo de exposi¢ao no Sol geram uma vitalidade
de 0.68 numa escala de 0 a 1 para as violetas [2] .

A

:
, [Peauena media grande

0.8
06
041

02r

0 10 20 30 40 50 60
Quantidade de &gua (A)

Figura 2.5: Fungdes de pertinéncia da quantidade de dgua (A4).

2.6.2 Grau de Risco da Obesidade

Denomina-se obesidade uma enfermidade caracterizada pelo acimulo
excessivo de gordura corporal, associada a problemas de saide, ou
seja, que traz prejuizos a saude do individuo.

O excesso de gordura corporal nao provoca sinais e sintomas diretos,
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1 pequeno médio

08r
06
04r

0.2F

0
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Tempo de exposi¢éo no Sol (S)

Figura 2.6: Fungoes de pertinéncia do tempo de exposicao do sol (S).

Sol(5) Agua () | 96 | 13-53 | > 40
<35 média boa ruim

20 - 70 média boa ruim

> 55 ruim média | ruim

Tabela 2.1: Classificacoes da vitalidade da violeta como fungao da quantidade de
dgua A (ml) e tempo de exposi¢ao no Sol S.

Sol(S) Agua (4) pequena | média | grande
pequena média boa ruim
média média boa ruim
grande ruim média | ruim

Tabela 2.2: Regras fuzzy.
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Figura 2.7: Fungoes de pertinéncia da vitalidade das violetas (V).

salvo quando atinge valores extremos. Independente da severidade, o
paciente apresenta importantes limitacoes estéticas, acentuadas pelo
padrao atual de beleza, que exige uma massa corporal até menor do
que o aceitavel como normal. Pacientes obesos apresentam limitacoes
de movimento, tendem a ser contaminados com fungos e outras in-
fecgoes de pele em suas dobras de gordura, com diversas complicacoes,
podendo ser algumas vezes graves. Além disso, sobrecarregam sua co-
luna e membros inferiores, apresentando a longo prazo degeneracoes
(artroses) de articulagoes da coluna, quadril, joelhos e tornozelos, além
de doenga varicosa superficial e profunda (varizes) com tlceras de re-
peticao e erisipela.

Como o médico faz o diagnéstico? A forma mais amplamente re-
comendada para avaliacao da massa corporal em adultos é o IMC
(indice de massa corporal), recomendado inclusive pela Organizagao
Mundial da Saude. Esse indice é calculado dividindo-se a massa do
paciente em quilogramas (kg) pela sua altura em metros elevada ao
quadrado (quadrado de sua altura) [1]. O valor assim obtido estabelece
o diagnéstico da obesidade e caracteriza também os riscos associados
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conforme apresentado na Tabela 2.3:

IMC (kg/m?) | Grau de Risco Tipo de obesidade
18 a 24,9 Saudavel Ausente
25 a 29,9 Moderado Sobrepeso (Pré-Obesidade )
30 a 34,9 Alto Obesidade Grau I
35 a 39,9 Muito Alto Obesidade Grau IT
40 ou mais Extremo Obesidade Grau III (‘Mérbida’)

Tabela 2.3: Diagnéstico da Obesidade.

Conforme pode ser observado, o peso normal, no individuo adulto,
com mais de 20 anos de idade, varia conforme sua altura, o que faz com
que possamos também estabelecer os limites inferiores e superiores da
massa corporal para as diversas alturas conforme a Tabela 2.4 :

Altura (cm) | Massa Inferior (kg) | Massa Superior (kg)
145 38 52
150 41 56
155 44 60
160 47 64
165 50 68
170 53 72
175 56 77
180 59 81
185 62 85
190 65 91

Tabela 2.4: Altura X Massa.

Neste exemplo, as variaveis lingiiisticas sao:

e Massa (kg), com dominio [47,81], considerando as faixas 47 — 64,
50 — 68, 53 — 72, 56 — 77 e 59 — 81, com os termos linglisticos:
baiza,média baixa, média , média alta e alta. As fungoes de per-
tinéncia sao triangulares, como mostra a Figura 2.8.

e Altura (cm), [157,183], considerando as faixas 57—163, 162 — 168,
167—173,172—178 e 177—183, com os termos lingiiisticos: baiza,
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Figura 2.8: Fungoes de pertinéncia da massa (M).
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Figura 2.9: Fungoes de pertinéncia da altura (A).
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Figura 2.10: Fungoes de pertinéncia do grau de risco (R).

média baixa , média , média alta e alta, respectivamente; também
as funcoes de pertinéncia triangulares, Figura 2.9 .

e O dominio da vériavel de saida ‘Grau de Risco’ é o intervalo
[18,35] e considerando os termos lingiiisticos: sauddvel, moderado
e alto, com funcgoes de pertinéncias trapezoidais como mostra a
Figura 2.10 .

As regras fuzzy sao apresentadadas na Tabela 2.5.

Assim, dados os valores da altura e a massa de uma pessoa, tem-
se como resultado a inferéncia de um valor, no intervalo [15,40] que
representa o grau de risco R. Neste sentido, é possivel obter uma saida
do sistema de inferéncia, por exemplo, com altura 164 cm e peso 59
kg, apos a defuzzificacao encontramos um valor igual 23.9, orientando
que a pessoa esta satudavel.
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Massa. (M) baixa média baixa média média alta alta
Altura (A)
baixa saudavel moderado moderado | moderado alto
média baixa saudavel saudavel moderado | moderado | moderado
média saudavel saudavel saudavel moderado | moderado
média alta saudavel saudavel saudavel saudavel | moderado
alta saudavel saudavel saudavel saudavel saudavel

Tabela 2.5: Regras fuzzy.

2.6.3 Qualidade da agua

O objetivo deste exemplo é analisar a qualidade da agua abordando
trés aspectos de potabilidade da agua. Para a fuzzificacao foram uti-
lizadas informagoes da SABESP (Companhia de Saneamento Bésico
do Estado de Sao Paulo) que regulamenta e fiscaliza a qualidade da
agua para o consumo humano no estado de Sao Paulo.

As varidveis de entrada escolhidas para garantir a potabilidade da
agua sdo: cor aparente (medida em UH - unidade Hazen), pH (poten-
cial hidrogenionico, ou seja, concentragao de fons de Hidrogénio - onde
os valores variam de 0 a 14), e a turbidez (causada pela presenga de
substancias suspensas e coloidais - é determinada pela quantidade de
luz dispersada quando ela passa através de uma amostra e é medida
em UT, ou seja, unidades de cor).

Além dessas trés variaveis da agua que vamos analisar, poderiamos
utilizar outras, tais como: odor e sabor, nivel de flior, nivel de cloro
residual, quantidade de coliformes fecais e totais.

A variavel de saida é a qualidade da dgua com os termos linguisticos:
boa, adequada e inadequada para o consumo, Figura 2.14.

As variaveis de entrada sao classificadas a seguir, suas funcoes de
pertinéncias sao trapezodais, Figuras 2.11, 2.12 e 2.13.

e Cor aparente:

— Menor ou igual a 5UH - boa
— Maior que 5UH e menor ou igual a 15UH - adequada
— Maior que 15UH - inadequada
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e pH

— De 6,5 a 85 - bom
— De 6 a 10 - adequado

— Menor que 6 ou Maior que 10 - inadequado
e Turbidez

— Menor ou igual a 1UT - boa
— Maior que 1UT e menor que bUT - adequada
— Maior que HUT - inadequada

boa adequada inadequada

0.8

06

Grau de pertinéncia

o
~

0.2F

0 5 10 15 20 25 30
Aparéncia (A)

Figura 2.11: Fungoes de pertinéncia da aparéncia de dgua (A).

Através das informacgoes da SABESP, podemos constatar que a
qualidade da agua é boa para o consumo quando a cor aparente e a
turbidez se aproximam de ‘zero’ e o pH se manter em torno de 7. Desta
forma, o controle da qualidade da dgua para o consumo humano, deve
ser cuidadoso, com o intuito de evitarmos doengas posteriores.

As Tabelas 3.7, 3.8 e 3.9 fornecem a base de regras quando a

o1

aparéncia da agua é boa, adequada e inadequada, respectivamente,
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Figura 2.12: Fungdes de pertinéncia do pH (H).
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Figura 2.13: Fungoes de pertinéncia da turbidez (T).
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Figura 2.14: Fungoes de pertinéncia da qualidade da dgua (@Q).

PH(H) Turbidez (7) boa adequada | inadequada
inadequado baixo inadequada | inadequada | inadequada
adequado adequada adequada | inadequada

bom boa boa inadequada
inadequado alto inadequada | inadequada | inadequada

Tabela 2.6: Regras fuzzy quando a aparéncia da dgua é boa.

23

estas regras foram feitas utilizando as informacoes da SABESP e o

bom senso.

Assim, é possivel obter uma saida do sistema de inferéncia. Por
exemplo, quando a aparéncia da dgua é 15 UH, o pH é 7 e a turbidez
¢ 0 UT , apos a defuzzificagao encontramos um valor igual 0.5, orien-
tando que a qualidade da agua é adequada.

O proximo capitulo é dedicado a aplicacoes da teoria dos conjun-
tos fuzzy aliada a outras ferramentas matematicas, como as equacoes

diferenciais.
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Turbidez (T) .
boa adequada | inadequada
pH(H) b b
inadequado baixo inadequada | inadequada | inadequada
adequado adequada adequada | inadequada
bom boa adequada | inadequada
inadequado alto inadequada | inadequada | inadequada
Tabela 2.7: Regras fuzzy quando a aparéncia da dgua é adequada.
Turbidez (T) .
boa adequada | inadequada
pH(H) b 4
inadequado baixo inadequada | inadequada | inadequada
adequado inadequada | inadequada | inadequada
bom adequada adequada | inadequada
inadequado alto inadequada | inadequada | inadequada
Tabela 2.8: Regras fuzzy quando a aparéncia da dgua é inadequada.
Exercicios

1. Assuma que voceé esta dirigindo em uma rodovia com velocidade
méxima de 100km/h. Como vocé caracteriza descrigoes tal como
baixa, média, alta em termos de variaveis linguisticas? E sobre
nao baixa e nao alta?

2. Considere as regras

Ry: ‘Se x é baixo entao y; = v + 2",
Ry ‘Se x é alto entao yp = 2.

onde z € [0,4]. Determine a saida do Método de Inferéncia de
Takagi-Sugeno [8].

3. Refaca o exercicio 2, inclusive as representagoes graficas, trocando
os consequentes por y; =x +2 ey, =4 —x [8].



Capitulo 3

Aplicacoes

3.1 Introducgao

A literatura matemaética que trata de fenomenos imprecisos tem cresci-
do consideravelmente, principalmente no tocante a teoria dos conjun-
tos fuzzy, utilizada com sucesso nas areas de Engenharia. As primeiras
aplicagoes desta teoria em Biomatematica foi em diagndstico médico
[37] e [38]. Mais recentemente outros autores tém utilizado esta abor-
dagem em problemas de epidemiologia [7], [10], [14], [16], [17], [24]
e [30]. Na secdo 3.2 apresentaremos uma aplicacdo de diagnéstico
médico, nas secoes 3.3 e 3.4, sistemas de equacoes diferenciais or-
dinarias com parametro fuzzy; na secao 3.5 uma aplicagdo do método
de Takagi-Sugeno e nas secoes 3.6, 3.7 e 3.8 apresentaremos o modelo
de Malthus, modelo de evolucao da AIDS e o modelo presa-predador
através de regras fuzzy.

3.2 Diagnéstico Médico

A aplicacao que veremos trata de estabelecer diagnostico para doencgas
infantis. Tal estudo foi desenvolvido pelas alunas Mariana Fernandes
dos Santos Villela e Patricia Borges dos Santos do Curso de Gra-
duacao em Matemaética da Universidade Federal de Uberlandia [40],
apresentado na 7* Semana da Matematica da Universidade Federal de

95
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Uberlandia [41].

3.2.1 Base de Conhecimentos

O objetivo ¢ utilizar equagoes relacionais fuzzy da forma (2.3.4) em
que as relacoes fuzzy sintomas dos pacientes e das doengas, com esses
sinais, ‘captem’ os possiveis diagnodsticos dos pacientes.

Para isto, foi preciso consultar um especialista na area. Neste caso
consultamos dois pediatras. A idéia basica é relacionar os sintomas
ou sinais de pacientes com as possiveis doencas. Tais doencas sao
catapora, caxumba, coqueluche e meningite. Considere os seguintes
conjuntos universais:

e ;= conjuntos dos pacientes do especialista 1;
e ;= conjuntos dos pacientes do especialista 2;
e V = conjunto dos sintomas;
e W = conjunto das doencas.

Foram analisadas as informagoes de dois diferentes médicos, dos quais
obtivemos conhecimento de sete pacientes Py, P, P, Py, Ps, Ps e Pr:
sintomas sy, S2, S3, S4, S5, Se, S7, S8, S9, S10, S11, S12, S13, S14, S15, S16;
S17 € S13 que apresentaram os diagnosticos dy, do, ds e d4, onde:
e s,y = infeccao glandulas saliva-
e 51 = pintas vermelhas no corpo res

® sy = coceira e s;; = tosse seca

e s;3 = febre ® 515 = coriza

® s, = cansaco e 513 = dor muscular

e s5 = cefaléia e sy, = fraqueza

e sg = perda de apetite e 515 = dor ao mastigar ou engolir
e s; = rigidez na nuca e 51 — mal estar

e s3 = calafrios e 517 = vOmito

e so = confusao mental e 513 = dor de garganta
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e ;= catapora e d3= coqueluche

e dy= caxumba e d4= meningite

Esses dados irao compor a base de conhecimentos que serao ex-
pressos por meio de relagoes fuzzy. A Tabela 3.1 representa a relagao
fuzzy R onde seus valores indicam o grau com que cada sintoma esta
relacionado com cada doenca. Esses valores sao as médias aritméticas
obtidas através de informagoes de dois especialistas. As colunas sao
os sintomas considerados e as linhas sao as doencas.

s

d S1 52 S3 S4 S5 56 ST S8 59 510
dy 1 1 0.45 0.4 0.5 0.4 0 0.1 0 0

da 0 0 0.3 0.15 0.7 0.5 0 0.25 0 0.8
ds 0 0 0.9 0.45 | 0.25 | 0.25 0 0.15 0 0
dy 0.2 0 0.95 0.5 0.8 0.8 1 0.75 | 0.4 0

S11 S12 S$13 S14 S15 S16 S17 518

d
dy 0.2 0.3 | 005 | 0.2 0 0.1 0 0
do 0.1 0 0.4 0.4 0.9 0.3 0.05 | 0.75
ds 1 055 | 0.1 0.1 0 0.6 | 0.05 0
dg 0 0 0.3 0.1 0 0.85 0.8 0

Tabela 3.1: Relac@o fuzzy sintomas x doencgas (R).

As Tabelas 3.2 e 3.4 indicam os graus com que cada sintoma se
manifestou nos pacientes, dados por especialistas. A partir da relacao
fuzzy R é possivel obter o diagndstico médico de cada paciente, ou
seja, o grau da doenca para cada paciente, por meio de uma formula:

ur(p,)(di) = lrgnicgt%rs[min[uR(dk, 5i),up;(8i)]] (3.2.1)

onde j=1,...,7ek=1,...,4.

Por exemplo, o diagnéstico médico do paciente Py, via relagao fuzzy
R, é facilmente obtido através da equacgao (3.2.1). O paciente Py pode
ter a doencas d, k = 1,...,4 com os respectivos graus de possibilida-
des dados pelo especialista 1 (da Tabela 3.2):
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P S1 52 S3 S4 S5 56 ST S8 S9 S10
Py 0 0 07 | 05 | 01 | 0.2 0 0.5 0 0
P> 0 0 05 | 07 | 09 | 05 | 09 | 03 | 0.9 0
P3 0 0 05 | 03 | 08 | 0.7 0 0.2 0 1
Py 1 08 | 09 | 03 0 0.7 0 0.3 0 0
Ps 1 05 | 09 | 02 0 0.1 0 0.5 0 0
Ps 0 0 02 | 02 | 01 | 01 0 0.1 0 0
Pr 0 0 0.1 | 0.1 0.1 | 0.1 0 0.1 0 0

P S11 512 S13 S14 S15 S16 S17 518
Py 1 0.5 0.1 0.5 0 0 0 0
Py 0.5 0.1 0.6 0.5 0 0.8 0.7 0
Ps 0.5 0.2 0.3 0.5 0.9 0.7 0.3 0.8
Py 0 0 0.2 0.3 0 0.1 0 0
Ps 0 0.5 0.1 0.2 0 0 0 0
Ps 1 0.3 0.1 0.1 0 0.1 0 0
Pr 1 0.5 0.1 0.1 0 0.1 0.3 0

Tabela 3.2: Relagao fuzzy pacientes x sintomas elaborados pelo especialista

1 (S) [40].

upp)(di) = 1@6&3138[min[u1g(d1, si),up (s;)]] = 0.45

up(p)(de) =

1@%3f8[mzn[uR<d2’ si),up, (s;)]] = 0.4

up(py)(dz) = 1@%8[77”'”[@(6537 si),up, (8:)]] =1

Up(p)(ds) = l@g%g[mm[ujg(d% si),up, (s;)]] = 0.7,

A formula (2.3.4) pode ser aplicada na forma matricial e obter os
diagnosticos de todos os pacientes de uma s6 vez. Para isto, basta
fazer o produto fuzzy (troca-se produto por min e soma por sup da
multiplicagao tradicional de matrizes) da matriz S por X = R’ na
equagao (2.3.4). Assim, S * R* = D (que indica o diagnéstico de cada
paciente), onde D é dada pela Tabela 3.3.
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p d di | d2 | d3 | da
P 0.45 | 0.4 | 1.0 | 0.7
Py 0.5 0.7 | 0.6 | 09
Ps3 0.6 09 | 06 | 08
Py 1.0 05 | 09 | 0.9
Ps 1.0 03 | 09 | 09
P 0.3 03 | 1.0 | 03
Py 0.3 03 | 1.0 | 05

Tabela 3.3: Relacao fuzzy pacientes x doenca (D).

A Tabela 3.3 representa a relacao fuzzy D onde seus valores indi-
cam o grau com que cada paciente estd relacionado com cada doenga.
As linhas sao os pacientes considerados e as colunas sao as doencas.
Portanto, notamos que o paciente P;, pela teoria aplicada, tem maior
possibilidade de estar com coqueluche (d3). O paciente P, pode estar
com meningite (dy), P3 pode estar com caxumba (d;), Py e Ps podem
estar com catapora (d;) e, Ps e P; podem estar com coqueluche (d3).
Segundo o especialista, os pacientes realmente possuiam as respecti-
vas doencas. O mesmo ocorreu com os pacientes do especialista 2, a
doenga que teve maior possibilidade de ocorrer para cada paciente na
relacao fuzzy D, que serd feita pelo leitor como exercicio, também foi
a doenca que os pacientes possuiam.

Note que a resposta da composicao é também um conjunto fuzzy,
ou seja, a composicao nem sempre responde qual doenca o paciente
possui, porém fornece a distribuicao de possibilidades do paciente no
conjunto de doencas dado que ele apresenta uma certa distribuicao de
possibilidades no conjunto de sintomas [23]. Outra propriedade im-
portante da relacao fuzzy é que a medida que tem-se diagndsticos de
novos pacientes, estes podem ser incluidos na base de conhecimentos e
assim aumentar a capacidade de se obter mais diagndsticos por meio
de relagoes fuzzy, tal como faz o médico.

Na préxima segao estudaremos um modelo de evolugao da AIDS
com parametro fuzzy.
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P i S1 S2 | 83 | sS4 | 85 | Se | S7 | S8 | S9 | S10
P 1.0 | 05 | 0.9 0 0 0 0 0 0 0
Ps 0 0 1.0 0 1.0 0 1.0 0 0 0
Ps 1.0 | 07 | 1.0 | 0.9 0 0 0 0 0 0
Py 0 0 1.0 0 0 1.0 0 0 0 0
Ps 0 0.7 0 0 1.0 | 1.0 | 1.0 0 1.0 0
Ps 1.0 | 05 | 1.0 0 0 0 0 0 0 0
P; 1.0 | 09 | 09 0 0.5 0 05 | 0.5 | 03 0

P ® S11 512 513 S14 515 S16 S17 518
Py 0 0 0 0 0 0 0 0
P 0 0 0 0 0 0 1.0 0
Ps 0 0 0 0.9 0 0 0 0
Py 1.0 0 0 0 0 0 1.0 0
Ps 0.9 0 0 0 0 0 1.0 0
Ps 0 0 0 0.5 0 0 1.0 1.0
Py 0.4 0.5 0 0.4 0 0.5 0.7 0

Tabela 3.4: Relagao fuzzy pacientes x sintomas elaborados pelo especialista 2 [40].

3.3 Modelo de Evolucao da AIDS

A Saude Publica considera importante para o controle da populacao
HIV-positivos a contagem de células C'D4+ e da carga viral. Neste
capitulo, iniciaremos tratando a taxa de transferéncia de assintomatico
para sintoméatico dependendo da carga viral v e do nivel de C'D4+.
Nao é raro ocorrer discrepancia entre a contagem de células de C'D4+
e de carga viral, ou seja, diminuicao da carga viral e do C'D4+, ou
elevacao da carga viral e do C'D4+. Nestes casos, a contagem C D4+
¢ o melhor determinador para indicagao terapéutica. Assim, poste-
riormente trataremos a taxa de transferéncia de assintomatico para
sintomatico dependendo do nivel de C'D4+. Neste modelo nao esta-
mos levando em conta tratamento com terapia antiretroviral para a
populagao [15].
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3.3.1 Informacgoes Médicas sobre HIV

Inicialmente se acreditava que a AIDS tinha um longo periodo de
laténcia clinica entre a infeccao e o desenvolvimento da doenca mani-
festa. Contréaria a essa visao, recente pesquisa sobre as contagens de
células CD4+ e a replicagao viral revela que o estagio intermediario
da doenca é, na verdade, altamente dinamico. Essa pesquisa demons-
trou, através da analise da meia-vida das células, da taxa de replicacao
viral e da vida média do HIV, que diariamente sobrevive uma quan-
tidade de virus maior do que as de células C D4+ (o HIV possui uma
replicacdo de 10'%virus/dia e a producio de C'D4+ é, no méximo,
2x10%unidades/dia). Ao longo do tempo essa diferenca confere um
desequilibrio em favor do HIV, levando a apresentacao clinica dos sin-
tomas relacionados a AIDS. Assim, a AIDS é uma conseqiiéncia dos
altos niveis de replicacao continua do HIV em detrimento da menor
velocidade de producao de células de defesa, que leva a inutilizacao e
destruicao dos linfécitos C'D4+, mediadas pelo préprio virus ou por
mecanismos imunolégicos.

A contagem de células C'D4+ em sangue periférico tem implicagoes
prognésticas na evolucao da infeccao pelo HIV, pois é a marca regis-
trada de déficit imunolédgico e pode ser associada a certos parametros
clinicos. E a medida de imunocompeténcia celular mais 1til clinica-
mente no acompanhamento de pacientes infectados pelo HIV e a mais
amplamente aceita, embora nao seja a tunica. De maneira didatica,
pode-se dividir a contagem de células C'D4+ por mililitro do sangue
periférico em quatro faixas [27]:

e CD4+ > 0.5 células/ml: Estdagio da infecgao pelo HIV com
baixo risco de doenca. Neste estdgio, ha boa resposta as imu-
nizagoes de rotina e boa confiabilidade nos testes cutaneos de
hipersensibilidade tardia como o PPD!. Casos de infeccao aguda
podem ter estes niveis de CD4+, embora, de modo geral, esses
pacientes tenham niveis mais baixos.

e CD4+ entre 0.2 e 0.5 células/ml: Estdgio caracterizado por

IPPD (Derivado Protéico Purificado) teste recomendado de rotina anual para avaliagio da
necessidade de quimioprofilaxia para tuberculose.
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surgimento de sinais e sintomas menores ou alteragoes constitu-
cionais. Risco moderado de desenvolvimento de doencas oportu-
nistas. Nesta fase podem aparecer candidiase oral, herpes sim-
ples recorrente, herpes zoster, tuberculose, leucoplasia pilosa oral,
pneumonia bacteriana.

e CD4+ entre 0.05 e 0.2 células/ml: Estdgio com alta proba-
bilidade de surgimento de doencgas oportunistas como pneumo-
cistose, toxoplasmose de SNC, neurocriptococose, histoplasmose,
citomegalovirose localizada. Esta associado a sindrome consump-
tiva, leucoencefalopatia multifocal progressiva, candidiase esofa-
giana, etc.

e CD4+ < 0.05 células/ml : Estdgio com grave comprome-
timento de resposta imunitaria. Alto risco de surgimento de
doencas oportunistas como citomegalovirose disseminada, sar-
coma de Kaposi, linfoma nao-Hodgkin e infeccao por microbac-
térias do complexo Avium-Intracellulare. Alto risco de morte
com baixa sobrevida.

A quantificagao da carga viral e a contagem de C' D4+ sao utiliza-
das para iniciar ou alterar a terapéutica antiretroviral. Quando nao
hé disponibilidade de quantificacao da carga viral pode-se basear na
contagem de células CD4+.

Em caso de inicio ou mudanca de terapia antiretroviral, alguns
autores recomendam uma medida de acompanhamento da carga viral
apos 1 a 2 meses para avaliar o tratamento. Os resultados devem ser
interpretados da seguinte maneira:

e Carga viral abaixo de 10.000 cépias de RN A por ml: baixo
risco de progressao ou piora da doenca.

e Carga viral entre 10.000 e 100.000 cépias de RNA por
ml: risco moderado de progressao ou piora da doenca.

e Carga viral acima de 100.000 cépias de RNA por ml: alto
risco de progressao ou piora da doenca.
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Em 2000 o Ministério da Saide organizou um documento com o
titulo: Recomendagoes para terapia antiretroviral em adultos e ado-

lescentes infectados pelo HIV, que contém a Tabelas 3.5.

Situacao Clinica | Contagem de | Carga Viral | Recomendacoes
CD4+(células/ml) (c6pias/ml)
Assintomético Contagem de C' D4+ nao | Carga viral nao | Nao tratar
disponivel disponivel
Assintomético >0.5 Independente da | Nao tratar
carga viral
Assintomaético >0.35<0.5 < 30000 Considerar trata-
mento
> 30000 Considerar trata-
mento
Assintomatico >0.2<0.35 Independente de | Tratamento anti-
carga viral retroviral
Assintomético < 0.2 Independente de | Tratar e iniciar
carga viral profilaxia para in-
fecgOes oportunis-
tas
Sintomético Independente da Conta- | Independente da | Tratar e iniciar
gem de C' D4+ carga viral profilaxia para in-
fecgOes oportunis-
tas

Tabela 3.5: Recomendagoes para inicio da terapia antiretroviral.

A conversao do portador assintomatico para portador sintomético
depende das caracteristicas individuais, conforme a contagem da carga

viral v e do nivel de CD4+.

Consideramos o modelo fuzzy como um sistema de equagoes dife-
renciais, com as varidveis de interesse, nivel de C' D4+ (c) e carga viral

(v) incertas.

dx
i —A(v,¢)x r(0) =1
Y per=rwai-y  y0)=0

(3.3.2)

Do ponto de vista matemético, podemos pensar em (3.7.36) como
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uma familia de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias depen-
dendo dos parametros. No caso, dependendo de A, que por sua vez,
depende de v e ¢. Assim, nos parece razoavel que o controle de A,
e conseqilentemente da populagao y (sintomadticos), possa ser feito a
partir de v e c.
Resolvendo a primeira equagao de (3.7.36) para cada par (v,c),
temos:
z(t) = zoe AVt (3.3.3)

Com a condicao inicial g = z(0) = 1, temos:

Q?(t) _ ef)\(v,c)t
y(t) = 1 — e, t>0. (3.3.4)

3.3.2 Variaveis Linguisticas e Base de Regras

Como fizemos anteriormente, vamos estimar a taxa de transferéncia
A = A(v,c) baseada nas informagoes médicas. Adotamos a base de
regras fuzzy assumindo como antecedentes a carga viral V' e o nivel
de C D4+, e A como conseqiiente. Os termos lingiifsticos para V' sao
baixza, média e alta e para o nivel de C'D4+ muito baixo, baizo, médio,
meédio alto e alto. Para a taxa de transferéncia A os termos linguisticos
sao fraca, média fraca, média e forte.

A Tabela 3.5 relata uma fase importante da transferéncia de assin-
tomatico para sintomaético, quando o nivel de C'D4+ esta entre 0.2 e
0.5 cels/ml, assim, dividimos a contagem de C'D4+ em duas faixas: de
0.35 a 0.5 cels/ml ndo considerar tratamento; e de 0.2 a 0.35 cels/ml
considerar tratamento.

O método de inferéncia utilizado foi Takagi-Sugeno. As fungoes de
pertinéncia da carga viral e do nivel de C'D4+ sao trapezoidais, Fi-
guras 3.1 e 3.2; e as da taxa de transferéncia sao conjuntos unitérios,
Figura 3.3. Observamos que dividimos os valores da carga viral por
200000 copias de RNA/ml e com informages médicas construimos a
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CDAT v baiza média alta
mutto baizo zg =1 zg=1 zg=1
baizo z3 = 0.65 za=1 za=1
médio 23 =0.65 | 23 =0.65 | z3 =0.65
médio alto 290 =0.15 | 29 =0.15 | 23 =0.65
alto z1=0 z1=0 z3 = 0.65

Tabela 3.6: Base de regras fuzzy.

Figura 3.6. Por exemplo: Se V' é baixa e C'D4+ é muito baixo entao
A é forte.

baixa média alta

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Carga Viral (V) v

Figura 3.1: Fungoes de pertinéncia da carga viral (V).

Simulamos 60 valores para a carga viral e o nivel de C'D4+ em um
individuo HIV-positivo, e determinamos os valores de A, utilizando o
SBREF. Construimos a superficie mostrada na Figura 3.4.

Fazendo um corte na superficie paralela ao eixo do nivel de C D4+,
obtemos a curva da Figura 3.5.

Propomos uma expressao analitica para a taxa de transferéncia A
como funcao do nivel de C'D4+ com propriedades qualitativas seme-



66

Aplicagoes

0.8

0.6

0.4

0.2

muito
baixo

médio '

.
baixo médio alto

alto

0.2 0.4 0.6
Nivel de (CD4+)

0.8 1

Figura 3.2: Fungbes de pertinéncia do nivel de C D4+ .

0.8

0.6

0.4

0.2

z.=0 2220.15

23:0.65 z,=1

0.2 0.4 0.6

Taxa de Transferencia (A\)

Figura 3.3: Fungdes de pertinéncia da taxa de transferéncia (A).
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

Taxade transferencia ()

0.3

0.2

0.1

oo

0.4

0.6
Nivel de CD4+ (c)

11 Cagavird (v)

Figura 3.4: Valores da taxa de transferéncia defuzzificados.

09

0.8

0.7

0.6

0.5F

Taxade transferencia (A)

03

0 . . . . . . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1
Nivel de CD4+ (c)

Figura 3.5: A como fun¢do do CD4+ (v =0.1).
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lhantes a Figura 3.5. Assim, escolhemos um conjunto fuzzy A\ com a
seguinte funcao de pertinéncia

1 se ¢ < Cmin
Me)=19 M= cmn<c<cu (3.3.5)

se ¢y < ¢ < Cnax

em que ¢,,;, representa o menor nivel de C' D4+ na qual a chance do
individuo se tornar sintoméatico é maxima e cy; representa o nivel de
C' D4+ na qual a chance de se tornar sintomatico é minima, e ¢4, €
o maior nivel de C'D4+ possivel, Figura 3.6.

A partir da Figura 3.5, podemos obter os valores aproximados para
Crmin € Cr, 1860 €, i € aproximadamente 0.05 cels/ml e ¢y é aproxi-
madamente 0.5 cels/ml. Estes valores sdo compativeis com as in-
formagoes do Ministério da Satde, se o nivel de C D4+ é menor que
0.05 cels/ml a tendéncia é o individuo ser sintomadtico e quando o nivel
de C'D4+ é maior que 0.5 cels/ml a tendéncia é que o individuo seja
assintomatico.

min C, C

Figura 3.6: Taxa de transferéncia A em funcao de c.

Para calcular a esperanca fuzzy da populacao assintomatica, vamos
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considerar o C'D4+ do grupo HIV-positivo estudado (C), Figura 3.7,
como uma variavel linguistica com valores baixo, médio e alto, sendo
cada um desses valores caracterizados por conjuntos fuzzy triangula-
res, de acordo com a funcao de pertinéncia:

0 sec<c—90
1
_ ) sle=c+d) c—-d<c<c

plc) = Ble—c—6) c<e<cird (3.3.6)
0 sec>c+0

~

1 ..................................
Cc-5 C Cc+s C

Figura 3.7: Funcao de pertinéncia adotada para c.

O parametro ¢ é um valor modal e § é a dispersao dos conjuntos
fuzzy assumidos pela variavel linguistica. Estes conjuntos fuzzy serao
definidos a partir dos valores ¢,in, Car € Cmae que aparecem na definigao

de .

A seguir, vamos calcular a esperanca fuzzy da populacao assin-
tomatica em um determinado grupo da populacao.
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3.3.3 Esperanga Fuzzy da Populagao Assintomatica

Como vimos no Capitulo 1, a esperanca fuzzy é um defuzzificador.
O valor da esperanca fuzzy para populacao assintomética x = x(c) é

FEV[z] = sup inf[a, u{z > a}] (3.3.7)

0<a<l
em que {z > a} = {c: z(c) > a} e pu é uma medida fuzzy. Como

vimos no Capitulo 1, o ponto fixo da fungao Ha(a) = pf{c | z(c) > a},
para cada t > 0 fornece a FEV[z]. Para a =0 e a = 1, temos:

Hy(0) = p{e| x(c) > 0} = p[0,1] =L e
Hy(1) = p{e | x(c) = 1} = plear, Cmaal.

Para 0 < a < 1, temos

Hy(a) = pic|x(c) > a} = pfc] e > a} = pfe | Me) < —lnTa} -

plear, Cmaz] se =12 <0
=< plag, Cmas] se 0 < —Z”TO‘ <1
1 se —Z”T“ > 1

wlears Cmaz] s€ 0 =1
= plag, nae] seet<a<1
1 sea<et

em que

In o
a9 = Cpr — (CM — Cm,m)<—T), (338)

desta forma ¢, < as < cp.
Vamos definir a medida fuzzy por

0 se A=10

para A C R. A p é uma medida otimista, pois o nivel de C'D4+
em um grupo esta sendo avaliado no individuo com o melhor nivel de

w(A) = { Sup.cq p(c) se A# 0
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CD4+. Para estudar a FEV[z] nés vamos considerar trés diferentes
casos, de acordo com as variaveis linguisticas c, e seus valores baizo,
meédio e alto, com cada um destes valores sendo um nimero fuzzy que
depende dos valores ¢,in, Car € Cmae que aparecem na definicao de \.

1. Caso: Nivel de CD4+ baizo (C_).
Neste caso, tomamos ¢,;, > ¢ + J, Figura 3.8.

1
1
P
'y
Cmin CM Cmax C|
Figura 3.8: Nivel de C D4+ baizo.
Como ay > Cpin, temos que plcas, Cmaz] = 0 € plag, ¢paz] = 0.

Logo,
0 seet<a<l
1 sea<e

Hafo) = {
Portanto, FEV[z] = e,
2. Caso: Nivel de CD4+ alto (C4.).

Neste caso, tomamos ¢y <c—0dec+ 9 < Cnaz-

A Figura 3.9 mostra que ay < ¢y e obtemos plcar, Cmaz] = 1
e plag, Cmaz] = 1, logo Ha(a) = 1 se 0 < o < 1. Portanto,
FEV[z] = 1.
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3. Caso: Nivel de C' D4+ médio (CT).
Neste caso, tomamos ¢ — & > ¢pin € ¢+ 90 < cpr € plear, Cmaz) = 0,
Figura 3.10.

Fazendo alguns céalculos, obtemos:

1 se<a< 6,(01\;9;%”)15
Hy(a) = { h(ay) see (o)t < o < e (Grmi)t (3.3.9)
_(-9—:§+szj>t
0 see \em—emin) < <1

_ 1 Ino

em que (az) = 5[—cy — (= Cmin) (F5F) + ¢+ 0]. A partir de
(3.3.9), concluimos que Hy(«r) é continua e uma fungao decres-
cente com Hy(0) = 1 e Hy(1) = 0. Entretanto, Hy tem um tnico
ponto fixo que coincide com FEV[z], Figura 3.11. Portanto,

e NI < FREV([z] < e Mt (3.3.10)

Observamos que derivando em relacdo a ¢ a expressao o = 1(az)

d
de (3.3.9), determinamos d_f:’ dada por:

do (e — Cmin)aIn(a)
dt — tladt + (car — Cmin)]

(3.3.11)

O sinal de (3.3.11) é negativo, pois 0 < a < 1. Assim, a = FEV([z] é
decrescente com t.
A partir de 3.3.10, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 5.1. Para cadat > 0, existe um unico c(t) € (¢,c+9)
c(t)—c
para o qual FEV [z] = €<CM_CmAz/'[n)t

Prova: A fun¢do Hy(av) € continua, decrescente e tem FEV[x] como
seu ponto fixo. A desigualdade (3.3.10) fornece o intervalo que contém
FEV][z]. Portanto, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe um
unico c(t) no intervalo (c,c+ ). Tal que

c(t)—epr )t

FEV[z] = elaiani (3.3.12)
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1
A
1
Cmil’\ CM Cmax
Figura 3.9: Nivel de C D4+ alto.
1
A
1
[
Cmin CM Crnax

Figura 3.10: Nivel de C D4+ médio.

73



74 Aplicagoes

Hy() d

Figura 3.11: A funcao Hy(w).

Consequentemente, a esperanca fuzzy nao é solucao de (3.7.36). A
Proposicao 5.1 mostra que, para cada instante ¢, existe uma solucao
de (3.7.36) em t que coincide com a FEV[x]. A FEV[z] é diferen-
cidvel e satisfaz a seguinte equagao diferencial com o parametro c¢(t)
dependendo do tempo:

dx d\ dc

— = — [ A(c(t t—(c(t))—(t)| x. 3.3.13

== ) + (el )| @ (33.13)
Na proxima secao, vamos calcular a proporcao da populagao assin-

tomatica considerando a taxa de transferéncia do valor modal ¢, para

compararmos com a desigualdade (3.3.10).

3.3.4 Populagao Assintomatica com a Taxa de Transferéncia
no Valor Modal

Nesta se¢ao vamos calcular a proporcao da populagao assintomatica
considerando a taxa de transferéncia correspondente ao valor modal
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c¢. Para comparar com o valor da F'EV[z], em trés casos diferentes, de
acordo com a variavel linglifstica C'D4+, que sao baixo, médio e alto
com cada uma destas sendo um nimero fuzzy baseado nos valores
Cmin, CM € Cmaz que aparecem na definicao de .

1. Caso: Nivel de CD4+ baizo (C_).
Neste caso, tomamos ¢,;, > ¢+ 0. Temos que A(c) = 1, logo,
z(t) = e”'. Portanto, igual a FEV[x].

2. Caso: Nivel de CD4+ alto (C4.).
Neste caso, tomamos ¢y < c— 0 e ¢+ 0 < Cpae. Temos que
A¢) =0, logo, z(t) = 1. Portanto, igual a FEV[z].

3. Caso: Nivel de C' D4+ médio (CT).

Neste caso, tomamos ¢ — & > Cpin € ¢+ 6 < cpr. Temos que
_ i) Vi
Ae) = =9 ogo, w(t) = e (o amin)',
d CM —Cmin’ ’
Assim,

—c—c

(@) < FEV]).

Destes trés casos, concluimos que:
(=)
e \em—emin) < FEV|x]. (3.3.14)

3.3.5 Esperanca Fuzzy da Taxa de Transferéncia

A esperanca fuzzy de A, interpretada como a taxa média de trans-
feréncia associada ao conjunto fuzzy A, é dada por:

FEV[A = sup infla, u{\ > a}]
0<a<l
em que {\A > a} ={ce€R: \c)>a} epéuma medida fuzzy.
Seja Hs(a) = p{c | AMv) > a}. E ficil ver que, se « =0 e a = 1,
entdo H3(0) =1 e H3(1) = ul0, ¢pnin). Para 0 < a < 1, temos

1 se a =0
Hi(a) =< pl0,a3] se0<a<l
1[0, Cnin] se a =1
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onde az = ey — (€pr — Cin ) v

Para comparar com os resultados das secoes anteriores, vamos con-
siderar os trés diferentes casos, de acordo com os valores lingtiisticos de
¢, baixo, médio e alto onde cada um deles é um nimero fuzzy baseado
nos valores Cin, Cpr € Cmae que aparecem na definicao de .

1. Caso: C'D4+ baizo (C-).
Neste caso, tomamos ¢,,;, > ¢+ 9, Figura 3.8, como a3z > ¢pin,
temos que u[0, ¢pmin] =1 € u[0,a3] = 1.

Hsy(@)={1 se0<a<l1

Desta forma, FEV[)\ = 1, logo, e FVINt = ¢=t Coincide com
os primeiros itens das seccoes anteriores.

2. Caso: Nivel de CD4+ alto (Cy).
Neste caso, tomamos ¢y < c—90 e c+ 0 < Cpaz, & Figura 3.9,
mostra que az < vy e obtemos [0, ¢pin] = 0 e u[0,a3] = 0.
Portanto,

1 sea=0
H?’(O‘)_{o sed<a<l

Desta forma, FEV[\] = 1, logo, e FFVINt = =t Coincide com
os segundos itens das seccoes anteriores.

3. Caso: Nivel de C'D4+ médio (CT).
Neste caso, tomamos ¢ — 0 > Cpin € ¢+ 0 < ¢y, Figura 3.10,
fazendo alguns calculos, obtemos:

1 se 0 < o < —&fem
—Z'FCIV[_ CM7cmm—c+(5-&-CM
Hg(oz) = ¢1(a3) Se CM;_W < S m (3315)
—c cM
0 se o <a< 1

onde ¥y (az) = 3[car — (¢ar — Cmin) v — ¢ +0). A partir da expressao
acima, concluimos que Hz(«) é continua e uma fungao decrescente
com H3(0) = 1e H3(1) = 0. Entretanto, H3 tem um tnico ponto
fixo que coincide com FEV[)], Figura 3.11.
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. _ _ _ [ —etdteny t
Assim, —£M < FPEV)] < —ebotem  Togo, e (CJM—Cmin> <
CM —Cmin CM —Cmin
—c+c
_ (=t )y :
e FEVIAL < ¢ (CM—Cmm) . Podemos concluir que:
e FEVINE =29t (3.3.16)

Determinamos o valor de FEV[A], que é o ponto fixo de ;(a3),
resolvendo a seguinte equacao:

1
g[CM — (e — Cpin)a —c+ 0] =« (3.3.17)
— 0
a= M (3.3.18)
CM — Cmin + 5
— )
Portanto, FEV[\ = —etotem Observamos que e FEVINE &

CM — Cmin + 5
solugao do sistema de equagoes diferenciais (3.3.19) apenas para c*
dado em (3.3.20).

dx
- = —\e)x z(0) =1
% =Ac)z = XAc)(1—y) y(0) =0 (3.3.19)

., (c—0—cy)lcy — cmin)
= . 3.3.20
¢ CM — Cmin + 0 eu ( )
Fazendo alguns célculos, verificamos que A(c¢*) = FEVI)] e, de
3.3.16, concluimos que:

“Met o oAt (3.3.21)

Logo, A(¢*) > A(c) e, como A é decrescente, temos que ¢* < ¢. Por
outro lado, sabemos que

e

CM — Cmi
Mmoo, (3.3.22)
CM — Cmin — 0

Apos alguns calculos obtemos ¢ > ¢ — § > ¢pin. Logo, concluimos
que Cpin < c* < c.
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3.3.6 Comparacao entre: Esperanca Fuzzy da Populagao
Assintomatica; Populacao Assintomatica com a Taxa
de Transferéncia no Valor Modal; e Populagao Assin-
tomatica com a Esperanca Fuzzy da Taxa de Trans-
feréncia

Comparando o nivel da C'D4+ médio, a esperanca fuzzy da popu-
lagao assintomética (3.3.10), a proporgao da populagao assintomética
com a taxa de transferéncia no valor modal ¢ (3.3.14) e a proporgao
da populacao assintomatica com a esperanca fuzzy da taxa de trans-
feréncia (3.3.16), e também os nivéis de C'D4+ baizo e alto, concluimos
que

e FEVINE < =29t < PRV (2], (3.3.23)
Das desigualdades (3.3.10) e (3.3.23), temos que:

e FEVINE < =20t < PRV [g] < e~ Mt (3.3.24)

3.3.7 Conclusao

Para o modelo que trata da taxa de transferéncia dependendo de ¢, a
solugao do modelo deterministico considerando o valor de ¢, é z(t) =
e Mt A FEV[x] é menor que e~ ¢! como mostra (3.3.10) e assim
depende da dispersao populacional ¢ do nivel de C'D4+ do grupo
estudado. Quando § — 0, FEV [z] — e 9" isto é, depende somente
do C'D4+. Isto indica que, para uma populacao homogénea, isto é,
para uma populacao com o nivel de C'D4+ ao redor do valor modal do
conjunto fuzzy triangular, o nimero médio da populagao assintomatica
aproxima-se de e~ 91,

Na proxima secao apresentaremos uma parte da monografia da
aluna Wanda Aparecida Lopes que foi desenvolvida no VII Curso de
Especializagao em Matematica da Universidade Federal de Uberlandia
[21] e foi apresentado no BIOMAT2005 [22].
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3.4 Eliminacao de Farmacos do Organismo

O objetivo desta segao é o estudo da eliminagao de farmacos na cor-
rente sanguinea. Primeiro estudaremos o modelo classico e, em se-
guida, faremos o modelo fuzzy.

3.4.1 Modelo Farmacocinético Classico

Um problema fundamental em Farmacologia é saber como cai a con-
centragao de um farmaco no sangue de um individuo. O conhecimento
deste fato permite estabelecer qual a dosagem a ser inserida e o inter-
valo de tempo que cada aplicacao deve ser feita.

O modelo mais simples para descrever a eliminacao do farmaco de
um certo compartimento é obtido quando supomos que a concentracao
(y) de um farmaco decai a uma velocidade que é proporcional, em cada
instante, a sua propria concentragao [9]. Em termos matemaéticos isto
pode ser dado pela equacao diferencial:

dy
dt
onde k ¢é a constante de velocidade de eliminacao do farmaco.
Suponha que seja dada ao individuo uma dose inicial yq, absorvida
pelo sangue instantaneamente, no instante t = 0. A solucao geral da
equagao (3.4.25) é dada por:

y = yoe "t (3.4.26)

—ky (3.4.25)

Quando um conjunto de doses é dado em intervalos de tempos
espagados igualmente, obtemos (3.4.27) a qual representa o nivel de
saturagao da droga para o individuo considerado.

(3.4.27)

onde:

e [ é a constante de velocidade de eliminacao do farmaco;



80 Aplicagoes

® Yo ¢ uma dose inicial do farmaco;
e t é o intervalo entre as doses administradas;

e 1, é a concentracao maxima de farmaco tolerada pelo organismo,
na qual se atinge niveis téxicos para o organismo.

A equagao (3.4.27) pode ser representada na Figura 3.12. Nesta fi-
gura, pode ser verificado que apds a administracao de quatro doses a
concentracao maxima do farmaco tolerada é atingida pelo organismo,
e que a partir da quinta dose, temos uma estabilidade da concentracao
maxima atingida.

Figura 3.12: Curva de concentracao de um farmaco no tempo.

3.4.2 A Meia-Vida (t%) de um Farmaco

A meia-vida é o tempo necessario para que a concentracao plasmatica
de determinado farmaco seja reduzida pela metade. A meia-vida
plasmatica dos farmacos é um dos indices basicos da farmacocinética,
colaborando para a interpretacao dos efeitos terapéuticos ou toxicos
dos farmacos, como a duracao do efeito farmacologico e do regime
posolégico adequado. O conhecimento da meia vida é util para se
conseguir a concentracao maxima plasmatica média constante. Esse
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plato da concentracao constante é mantido pela repeticao das doses

com finalidade de substituir a parte do farmaco que é eliminada.
Partindo da equagao (3.4.26) determinemos a relagao entre a meia-

vida e a constante de velocidade de eliminacao (k) de uma farmaco:

y = yoe M
Iny =Inyy — kt. (3.4.28)
Quando t =t 1 (tempo de meia-vida dos farmacos) entao y = %,
assim substituindo em (3.4.28) temos;
0,693
b= (3.4.29)
%

3.4.3 Modelo Farmacocinético Fuzzy

Nosso interesse principal é modelar a velocidade de eliminacao de
farmacos no organismo do individuo, segundo informacoes fornecidas
pelo especialista. Consideramos que a velocidade de eliminagao de-
pende fortemente da funcao renal. Para isso, consideramos como um
parametro fuzzy que depende das varidveis volume urinario (v), da
clearance de creatinina (cler) e do pH sérico (p). Esta constante pode
variar de um individuo para outro, pois os farmacos que sao excre-
tados pelo rim, sem serem transformados metabolicamente, como por
exemplo, a digoxina? e muitos antibidticos, depende do estado fun-
cional desse 6rgao [13]. Entao, a mesma dose de medicamento pode
produzir as mais diferentes constantes de eliminacao.

Depois de absorvidos e distribuidos no organismo, segundo as in-
formacoes médicas, os farmacos sao eliminados por diferentes vias,
consideramos apenas o sistema renal que ¢é responsavel pela princi-
pal via de excrecao de farmacos. Com as informacoes do especialista
na area em [21], as varidveis que mais influenciam a velocidade de
eliminagao k£ de um farmaco sao:

2digoxina é um medicamento cardioténico (substancias que reforcam a energia do coragdo), e
antiarritmico (que controla os batimentos do coracdo).
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1. Volume Urinario: Consideramos como sendo a producao de
urina em um individuo a cada 24 hs, é classificado da seguinte
maneira dependendo da quantidade;

e anuria: para um volume entre 0 e 100 ml.

e oliguria: para um volume entre 100 e 300 ml.

diurese normal: para um volume entre 300 e 1500 ml.

politdria: para um volume > 1500 ml.

2. Clearance de Creatinina: o teste de clearance de creatinina®
determina a eficiéncia com que os rins eliminam a creatinina do
sangue. A taxa de clearance é expressa em termos de volume de
sangue (medido em mililitros) que pode ficar livre de creatinina
em 1 minuto. Os niveis de creatinina tornam-se anormais quando
mais de 50% dos néfrons* tenham sido danificados. O clearance
de creatinina foi classificado da seguinte maneira dependendo da
quantidade;

muito baixo: entre 0 e 10 ml/min.

e baixo: entre 10 e 50 ml/min.

médio baixo: entre 50 e 90 ml/min.

normal: entre 90 e 120 ml/min.

alto: > 120 ml/min.

3. pH Sérico: Eo pH do sangue, classificado da seguinte maneira;

e basico: < 7.35.
e normal: entre 7.35 e 7.45.
e acido: > 7.45.

3a creatinina é um produto final do metabolismo da creatina (creatina é um composto produ-

zido naturalmente pelo nosso organismo para fornecer a energia necessaria aos nossos musculos.
Creatina é produzida pelo figado e em seguida é levada pelo sangue para as células dos musculos)
que aparece no soro em quantidades proporcionais & massa muscular corpérea.

40s néfrons sdo unidades filtrantes dos rins; cada rim contém 1 milhio de néfrons o que torna
esse 6rgdo capaz de filtrar as excretas que circulam no sangue.
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Consideramos a velocidade de eliminacao do farmaco (k) como um
parametro fuzzy que depende das varidveis volume urindrio (v), clea-
rance de creatinina (cler) e pH sérico (p) [22], o modelo (3.4.25) vem
a ser:

dy _
dt

cuja solucao da equagao ¢ dada por:

—k(v,cler, p)y, (3.4.30)

y = yoe Feert t>0. (3.4.31)

A principal diferenga entre o modelo (3.4.30) e o modelo (3.4.25) é o
fato que o parametro (k) é fungao do volume urinério (v), do clearance
de creatinina (cler) e do pH sérico (p), que permite incorporar as
informagoes médicas, citadas anteriormente.

Na subsecao seguinte faremos um estudo dessa dependéncia por
meio de um sistema baseado em regras fuzzy.

3.4.4 Base de Regras

A base de regras fuzzy tem como antecedentes o volume urinério (v),
clearance de creatinina (clcr) e pH sérico (p), e a velocidade de eli-
minacao (k) como conseqiiente. Os termos lingiiisticos para v sao:
anuria, oliguria, diurese mormal e poliuria, para o cler sao: muito
baixo, baixo, médio baixo, normal e alto; e para p sao: bdsico, normal
e acido. Para a velocidade de eliminacao k consideramos o dominio
entre 0 e 0.693, pois a partir da equagao (3.4.29) e consultando bulas
de farmacos observamos que podemos considerar o menor tempo de
meia-vida do farmaco igual a uma hora. Assim, a maior velocidade
de eliminacao ¢ 0.693. Os termos lingiiisticos para k sao: muito baiza,
baiza e normal.

No modelo via SBRF utilizamos o método de inferéncia de Mam-
dani para obter o comportamento de k, ou seja simulamos alguns
valores para v, cler, p, e determinamos os valores de k, onde os valo-
res assumidos sao traduzidos pelas funcoes de pertinéncia ilustradas
nas Figuras 3.13, 3.14, 3.15, 3.16.

As Tabelas 3.7, 3.8, 3.10 e 3.9 fornecem a base de regras quando
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o volume urindrio estd classificado em aniria, oligiria, diurese nor-
mal e politria, respectivamente. Estas regras foram feitas a partir de
informagoes do especialista na érea [21].

(»)

(cler)

dcido

normal

bdsico

muito baira

muito baira

muito baira

muito baira

baiza muito baiza baiza baiza
média baiza | muito baira baiza baiza
normal normal normal normal
alta normal normal normal

Tabela 3.7: Regras fuzzy quando o volume urindrio é andiria.

(p)
(cler)

dcido

normal

basico

muito baiza

muito baiza

muito baiza

muito baira

baiza muito baiza baiza baiza
média baira baiza normal normal
normal baiza normal normal
alta normal normal normal

Tabela 3.8: Regras fuzzy quando o volume urinério é oligiria.

(p)
(cler)

dcido

normal

bdsico

muito baira

muito baira

muito baira

mutto baira

baiza normal baiza baiza
média baira normal normal normal
normal normal normal normal
alta normal normal normal

Tabela 3.9: Regras fuzzy quando o volume urinério é diurese normal.

Assim, a partir do SBRF com o método de inferéncia de Mamdani
e a defuzzificagao pelo centro de gravidade, podemos determinar k =
k(v,cler,p).



Eliminagao de Farmacos do Organismo 85

(p)

dcido normal bdsico
(cler)

mutto baiza mutto baiza mutto baiza | muito baixa

baiza normal baiza baiza
média baira normal normal normal
normal normal normal normal
alta normal normal normal

Tabela 3.10: Regras fuzzy quando o volume urindrio é poliiria.

angria| oligiria_normal polidria Tln(}d baixa baixa md.baixa normal alta
0,8 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2
0,0 T T T T T T 0,0 T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
volume urinério clearance de creatinina
Figura 3.13: Fungoes de pertinéncia Figura 3.14: Fun. de pert. de clea-
de volume urinario. rance de creatinina.

3.4.5 Insuficiéncia Renal e a Eliminacao de Farmacos

Nesta segao apresentamos a concentracao de farmaco de trés individuos
a partir do volume urindrio (v), da clearance de creatinina (cler) e do
pH sérico (p), utilizamos o Sistema Baseado em Regras Fuzzy para
determinar a velocidade de eliminagao (k) do farmaco, Tabela 3.11.

Assim, com uma prescrigao de 500mg de um certo farmaco de oito
em oito horas para trés individuos, obtemos a velocidade de eliminagao
do farmaco para cada individuo, veja Tabela 3.11.
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1,0 Jbdsico normd dcido 1o mto baixa baixa normal
0,84

0,84
0,64
0,64
0,44
0,44
024
0,24
0,0 T T T T T T T T
6,6 6,8 7.0 7.2 74 76 78 8,0 0,0 T T T T T T T
pH sérico 00 01 02 03 04 05 06 07
velocidade de eliminagéo
Figura 3.15: Fungbes de per-

tinéncia de pH sérico. Figura 3.16: Fun. de pert. de velo-

cidade de eliminagao.

v cler D k(v, cler, p)
Individuo 1 (I1) | 1500mi didrio | 100 ml/min | 7.4 0.6032
Individuo 2 (I3) | 100 ml didrio | 10 ml/min | 7.35 0.0860
Individuo 3 (I3) | 300 ml didrio | 35 mi/min | 7.25 0.2308

Tabela 3.11: Velocidade de eliminacao do farmaco para cada individuo.

Para os valores de k(v,cler,p) obtidos na Tabela 3.11 e através
das equagoes (3.4.31) e (3.4.27), obtemos os gréficos da Figura 3.17,
que ilustram como estao a concentracao maxima de farmaco tolerada
pelo organismo e a eliminacao do farmaco dos individuos 1 e 2, ana-
logamente, obtemos os graficos da Figura 3.18 para os individuos 1
e 3. O nivel de saturagao (ys1) do individuo 1, que estd com funcao
renal normal, é em torno de 500 mg. O nivel de saturacao (ys2) do
individuo 2, que esta com funcao renal compremetida, é em torno de
1000 mg, Figura 3.17. O individuo 3 também tem func¢ao renal com-
prometida. Porém, o nivel de saturacao do farmaco (ys3) é mais baixo e
encontra-se em torno de 600 mg, Figura 3.18. O nivel de concentracao
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do individuo 2 é muito maior do que o individuo 3 porque o volume
urinario, o o clearance de creatinina e o pH sérico do individuo 2 sao
muito baixos em relacao ao individuo 3, Tabela 3.11. Mas, os dois
individuos estao com o nivel de saturacao acima do normal, porque
estao com a funcao renal comprometida e eliminam pouco farmaco.
Logo, é necessario mudar a prescricao do individuo 2 e do individuo
3, pois, caso contrario, provavelmente terao uma intoxicagao medica-
mentosa.

A Figura 3.19 mostra a concentracao do individuo 1 e 2, ambos,
com a mesma dose de
500 mg de farmaco. Para o individuo 2 mudamos o intervalo entre as
doses. As doses estao sendo administradas a cada 24 horas. Isto resul-
tou em um nivel de saturagao em torno de 600 mg, mais préoximo do
nivel de saturagao do individuo 1 cuja fung¢ao renal é normal. A Figura
3.20, ilustra a concentragao dos individuos 1 e 2, porém mantemos o
intervalo de 8 horas entre as doses e mudamos a dose administrada do
farmaco do individuo 2 para 250 mg, o resultado mostrou a mesma
saturagao de 500 mg para os dois individuos.

O procedimento indicado pelo modelo fuzzy de diminuir a dose do
medicamento para que nao ocorra uma intoxicacao do paciente esta
de acordo com o especialista. Pois, segundo o profissional da area
quando os pacientes estao com funcao renal comprometida, o procedi-
mento é diminuir a dose do medicamento, isto é, mudar a prescrigao
do farmaco.

3.4.6 Conclusoes

Nesta secao foram apresentados modelos envolvendo a eliminagao de
farmacos do organismo. Exploramos a teoria dos conjuntos fuzzy para
modelar a constante de velocidade de eliminagao (k), considera-a como
um parametro fuzzy que depende da funcao renal de um individuo.
Desta forma podemos obter este parametro variando de individuo para
individuo como a bibliografia da area afirma [43]. Assim, por meio de
uma base de regras fuzzy, estudamos a influéncia do volume urinario
(v), da clearance de creatinina (cler) e do pH sérico (p) que sao as
principais variaveis médicas que indicam a eficiéncia renal de um in-
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Figura 3.17: Concentragdo de

farmaco dos individuos 1 e 2 com a
mesma prescricao.
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Figura 3.19: Concentragao de
farmaco dos individuos 1 e 2
alterando o intervalo entre as doses.

dividuo.
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intervalo entre as doses

Figura 3.18: Concentragao de
farmaco dos individuos 1 e 3 com a
mesma prescricao.
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35

intervalo entre as doses

Figura 3.20: Concentracao de
farmaco dos individuos 1 e 2 alte-
rando a dose prescrita.

A grande vantagem do modelo fuzzy (3.4.30) sobre o classico (3.4.25)
¢ incluir as variaveis médicas no modelo, ja que é a partir delas que
o médico indica a manutencao ou diminuicao das doses dos farmacos.
No modelo consideramos a prescricao de certo farmaco para alguns in-
dividuos e deteminamos as curvas de concentracao de farmaco destes
individuos. Concluimos que para os individuos com comprometimento
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renal, deve-se diminuir a dose prescrita para evitar qualquer risco de
intoxicagao medicamentosa.

Na préxima secao apresentaremos uma parte da dissertacao da
aluna Juliana Menegotto que foi desenvolvida no Mestrado em Mate-
matica Aplicada da Universidade Estadual de Campinas [25] e foi
publicada na Revista da Biomatemadtica [26]. O modelo apresentado
nesta secao estima o parametro de decaimento do farmaco através do
Método de Inferéncia de Mamdani e o modelo a seguir trata de um
modelo de Takagi-Sugeno-Kang que modela a dinamica da proépria
variavel de estado (concentracao do farmaco em fungao do tempo).

3.5 Meétodo de Takagi-Sugeno-Kang em Modelos
Farmacocinéticos Multicompartimentais

Para estudar a concentracao do farmaco no organismo utiliza-se mode-
los farmacocinéticos multicompartimentais que, via de regra, sao da-
dos por um sistema de equagoes diferenciais ordindrias (EDO). Neste
trabalho propomos um modelo para descrever a dinamica da concen-
tracao a partir de um sistema baseado em regras fuzzy. Para obter a
curva da concentracgao, utilizamos o método de Takagi-Sugeno-Kang
(TSK) e as curvas via TSK e EDO sao comparadas. Quando o farmaco
¢ administrado em doses multiplas, o indice de acumulo do farmaco
no organismo ¢ avaliado através da razao entre as areas sob a curva
referente a dose dada, apds atingir o estado estacionério, e a curva da
primeira dose. Simulagoes sao feitas em ambiente Matlab e os indices
de acimulo obtidos em ambas curvas sao comparados.

3.5.1 Introducao

A farmacocinética é uma area da farmacologia que estuda a concen-
tracao do farmaco no sangue no decurso do tempo apdés administracao
de uma ou sucessivas doses.

O estudo da cinética do farmaco é realizado por meio de modelos
farmacocinéticos multicompartimentais. Os estudos cinéticos podem
ser descritos por modelos matematicos, em que a movimentagao dos
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farmacos de um compartimento para outro modifica sua concentracao
nesses compartimentos, supondo que o corpo pode ser interpretado
como uma série de compartimentos interconectados [12]. Através de
modelos e calculos matematicos, pode-se quantificar os principais pro-
cessos farmacocinéticos: a absorcao, a distribuicao e a eliminacao de
farmacos.

Quando o farmaco é administrado intravenosamente dois processos
sao estudados por estes modelos. Neste caso, a absorcao do farmaco ¢é
completa e esta disponivel na corrente sanguinea para ser distribuido
pelo corpo inteiro, em todos os tecidos vascularizados, bem como para
ser eliminado. Desta forma, os modelos matematicos procuram des-
crever os processos de distribuicao e de eliminagao por meio de com-
partimentos [39)].

Neste trabalho desenvolvemos um modelo matematico, para des-
crever a cinética no farmaco no organismo apdés uma administracao
intravenosa, a partir de um sistema fuzzy.

3.5.2 Modelagem Fuzzy

O tratamento matemaético para modelos farmacocinéticos multicom-
partimentais €, via de regra, dado por um sistema de equacoes dife-
renciais ordindrias (EDO). O nimero de equagoes é determinado pela
quantidade de compartimentos (fases) do modelo. Do ponto de vista
pratico, o nimero de fases é observado a partir do conjunto de dados:
através de estudos locais, determina-se o niimero de retas que ajustam
esses dados, em uma escala semilogaritmica [18].

Na pratica clinica, a aplicacao da teoria de equagoes diferenciais or-
dinarias em modelos farmacocinéticos compartimentais nem sempre ¢é
facil. A complexidade desses sistemas comeca a surgir na medida que
aumenta o numero dos compartimentos, onde o niimero de parametros
e taxas de transferéncias entre os compartimentos aumentam conside-
ravelmente. Além disso, os farmacocinéticos utilizam curvas obtidas
a partir das solugoes de EDO para ajustar os seus dados experimen-
tais. O estudo farmacocinético via EDO é uma “caixa preta” para
estes profissionais, fazendo com que “aceitem” essas solugoes como
“verdadeiras” restando-lhes apenas aprender a explorar os parametros
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nas equagcoes.

Nosso interesse é obter um modelo de decaimento para a concen-
tracao a partir de um sistema de base de regras fuzzy [8]. O nimero
de regras é dado pela quantidade de fases (que coincide com o niimero
de retas) do modelo multicompartimental. Nesse sentido, o sistema
fuzzy é composto por 2 regras fuzzy, pois o conjunto de dados ajusta-
se em um modelo bicompartimental e foram extraidos de [18]. Assim,
duas fases sao analisadas: a fase da distribuicao (fase ) e a fase da
eliminagao (fase /) [39].

Para a base de regras fuzzy consideramos a variavel de entrada
tempo em horas (t) composta pelos termos linguisticos fuzzy “baixo”
e “nao-baixo”. Tais termos foram modelados por ntimeros fuzzy. A
saida de cada regra fuzzy é a concentracao plasmdtica do farmaco
que, numa escala semilogaritmica, é dada pelas retas das fases a e 3
(Tabela 3.12).

Para determinar as retas em escala semilog, utilizamos o método
de quadrados minimos. As retas (consequentes de cada regra fuzzy)
de cada fase sao:

Fase v : ya(t) = 0.11394 — 0.0751¢
Fase 8 : ys(t) = —0.08618 — 0.003995.

Ressaltamos que na metodologia tradicional, via EDO, a reta da
fase a utilizada para obter a equagao (3.5.33) difere da reta aqui uti-
lizada para o modelo fuzzy. Desta forma, se usarmos a reta da fase «
aqui obtida, obteremos uma expressao ligeiramente diferente da que
aparece em (3.5.33).

As meias-vidas de cada fase sao determinadas pela razao entre log 2
e o coeficiente angular de cada reta, elas sao: t1, ~ 12h e t15 ~ 75h.

Na Figura 3.21 encontram-se os dados experimentais e as retas
correspondentes a cada fase, y, e yg e a Figura 3.22 ilustra as fungoes
de pertinéncia adotadas nesta modelagem em que os nimeros fuzzy
sao do tipo trapezoidais.

Como as retas da Figura 3.21 estao em escala semilogaritmica, te-
mos respectivamente para as fases « e f3:

Yo =loglC, < (C,=10%
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Figura 3.21: Retas em escala semilog. Figura 3.22: Funcdes de pertinéncia.

Yg = log Cﬁ = Cg = 107,

Assim, as saidas de cada regra sao dadas por funcgoes exponenciais
(veja Tabela 3.12).
Na modelagem assumimos a base de regras, conforme Tabela 3.12.

Ri: se (t) é baixo (A1), entdo yo = a1 —a.t & Co = 10Y* (fase ).
R3: se (t) é ndo-baixo (A2), entdo yg = a2z — Bt & Csg=10Y8 (fase B3).

Tabela 3.12: Base de regras do modelo farmacocinético fuzzy.

Para obter a curva da concentracao sanguinea em um individuo
como fun¢ao do tempo, usamos o método de inferéncia de Takagi-
Sugeno-Kang (TSK) [8]. A saida geral do sistema pelo método TSK
é a curva de concentracao sanguinea:

oA, (1).10% + g, (t).10%

c) BROERNG)

(3.5.32)

onde C(t) é a concentracao do farmaco no sangue do individuo e
os pesos (definido pelo operador t-norma minimo) sao obtidos pelos
proprios numeros fuzzy A; e Ay, pois temos apenas uma variavel de
entrada [8]. Assim, estes pesos sdo as fungoes de pertinéncia (Figura
3.22) que retratam a contribuigao de cada fase na dindmica da varidvel
modelada.
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A Figura 3.23 é a curva obtida pelo método TSK. Como podemos
perceber, a curva ajusta bem os dados e o método de TSK foi eficiente
para determinar uma curva em um modelo bicompartimental.

Para a modelagem cléssica, a solugao analitica é:

C(t) = 1.3e7 17" 4 (0.82¢ 700092, (3.5.33)

A titulo de comparacao, a Figura 3.24 mostra que os graficos das
solugoes via EDO (equac@o (3.5.33)) e via TSK (equagao (3.5.32))
ajustaram-se num modelo bicompartimental.

8 14r

N

Concentrag

Cuna Classica

Concentragao Plasmatica (mg/L)

F CuvaTsk

=

s

40 50
Tempo (horas)

50
Tempo (horas)

Figura 3.23: Curva TSK e os dados ex- Figura 3.24: Curvas via EDO e via
traidos de [18]. TSK.

Ao compararmos as curvas via EDO e via TSK constatamos que
ambas ajustam satisfatoriamente os dados experimentais bem como
apresentam o mesmo comportamento qualitativo.

A partir da curva da concentragao plasmatica podemos estudar o
indice de acimulo do farmaco (R) e a concentracdo maxima (Cy,a.)
tolerada pelo organismo, quando o medicamento é administrado em
doses multiplas. O indice R é um parametro que indica a extensao de
acimulo do farmaco no corpo apds administrar sucessivas doses. Tal
indice é obtido através da razao entre as areas sob a curva referente
a dose dada, apos atingir o estado estaciondrio, e a curva da primeira
dose.

Considerando T o intervalo entre as doses; n o nimero de doses
repetidas e [T,,, T,,+1] o intervalo da n-ésima dose repetida, a area sob
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a curva para doses multiplas é dada por:

A= / "S- i (3.5.34)

onde nT <t < (n+ 1)T e C(t —iT) refere-se a curva que descreve a
concentragao no sangue na n-ésima dose repetida.

Quando R = 1 nao ha acumulo de farmaco no organismo, pois o
medicamento é todo eliminado antes da administracao subsequente.
Para R > 1 ha acimulo de farmaco no organismo e R aumenta con-
forme reduzimos o intervalo de dosagem.

A partir da equagao (3.5.34), das curvas EDO e TSK obtemos para
cada modelagem os valores R e C),,,. Simulacoes sao feitas em ambi-
ente Matlab. Nas simulagoes, consideramos o intervalo entre as doses
igual a meia-vida de eliminacao, a saber, T = 75h.

Cmaxf-———-————————— = — - -~ - - Cmaxf-————— ————— == — - -1 — -~ -
25 ~ 25}
] 3
g 2 g of
P o
© S 15
g Ace b= Aeef
2 N a g
s ! 2 |\Ag
g s S osf
Q
% 0 20 0 w0 500 th 0 200 00 w00 200
Tempo (h) Tempo (h)
Figura 3.25: Curva via EDO. Figura 3.26: Curva via TSK.

Informagoes obtidas a partir das simulacoes representadas nas Fi-

guras 3.25 e 3.26: via EDO Cn;ax =293e R = ‘éff = % =185¢
CEf

via TSK Cinag, = 2.94 ¢ By = 5 = 2093 = 1.86.

Através de representagoes graficas (Figuras 3.25 e 3.26), de R e
Cinaz, podemos constatar que as duas modelagens sao semelhantes e
ambas fornecem a mesma interpretacao clinica.
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3.5.3 Conclusao

Na modelagem fuzzy, o estudo da cinética consiste praticamente atra-
vés das retas na escala semilog e do conhecimento de um especialista
da &rea para modelar cada fase com as funcoes de pertinéncia. Ao
compararmos com a modelagem cléssica, as representagoes graficas
(Figuras 3.24, 3.25 e 3.26) mostram a semelhanca entre ambas mode-
lagens. Comprovando desta forma, que ambas modelagens sao efici-
entes para modelar a cinética do farmaco no corpo. As vantagens do
modelo TSK sobre classico residem na redugao do ntimero de constan-
tes e parametros; nao exige conhecimento algum de teoria de equacoes
diferenciais ordindrias; descreve os processos de distribuicao e elimi-
nacao por meio de conjuntos fuzzy (fungoes de pertinéncia) de forma
intuitiva. Por se tratar de um modelo linguistico, a nosso ver, esse
procedimento facilita a modelagem do fendomeno uma vez que o espe-
cialista participa diretamente da construcao do modelo matematico.

A préxima secao é dedicada ao estudo de sistemas dinamicos em
que a formulacao é dada por um sistema baseado em regras fuzzy.
Intuitivamente, tal abordagem é sugerida para substituir o campo de
dire¢oes de uma equagao diferencial. A notacao p-fuzzy se refere a
parcialmente fuzzy, j4 que nos utilizamos da logica fuzzy. Porém, a
solugao é tipicamente, uma trajetoria classica.

3.6 Modelo p-fuzzy de Malthus

A proposta de utilizacao da matematica para estabelecer um modelo
para o crescimento de uma populacao humana comecou com o econo-
mista inglés T.R. Malthus (1798). Malthus afirma que ‘a capacidade
de reproducao do homem é superior a capacidade da terra produzir
meios para sua subsisténcia e, a inibi¢ao do crescimento populacional
é devida a disponibilidade de alimentos. A populacao quando nao
obstaculizada, aumenta a uma razao geométrica. Os meios de sub-
sisténcia aumentam apenas a uma razao aritmética. Pela lei de nossa
natureza, que torna o alimento necessario a vida do homem, os efeitos
dessas duas diferentes capacidades devem ser mantidos costantes’.
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Atualmente, em dinamica populacional, o que se convencionou cha-
mar de modelo de Malthus assume que o crescimento de uma popula-
¢ao é proporcional a populagao em cada instante, e desta forma, a po-
pulacao humana deveria crescer sem inibicao. A formulacao deste mo-
delo em termos de uma equacao diferencial nao foi feita por Malthus,
apesar de ser muito simples, mesmo para época em que foi postulado
[11].

O modelo continuo de Malthus é dado por:

P
{ o =P (3.6.35)
P(0) = P,

cuja solucao é dada por P(t) = Pye™, onde o é uma taxa de cresci-
mento constante.
O modelo p-fuzzy é construido a partir de um sistema baseado em

regras fuzzy, onde a entrada é a populacao (P) e a saida a variagdo da
dP

populacao ik As funcoes de pertinéncia sao do tipo trapezoidais

(veja Figuras 3.27 e 3.28), o método de inferéncia utilizado é o Método
de Mamdani e o de defuzzificagdo é o Centro de Gravidade. A base
de regras fuzzy utilizada é:

. : . dP .
e Se populacao é muito baixa entao — muito baixa.

dt

e Se populacao is baixa entao s ¢é baixa.

e Se populacao é média entao ’r ¢ média.

<. _ dP
e Se populacao is alta entao o ¢ alta.

E utilizando o sistema baseado em regras fuzzy apresentado ante-

riormente, determinamos o valor de ’r no préximo instante. Assim,

calculamos o proximo valor de P, com integragao numérica, especifi-
camente o método é o da regra do trapézio. Repetimos o mesmo ra-
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Figura 3.27: Fungoes de pertinéncia da Figura 3.28: Fungoes de pertinéncia da

populacao. variacao da populagao.

ciocinio em 100 iteragoes obtendo a trajetoria da populagao no tempo
como mostra a Figura 3.29.

+  Malthus p-fuzzy
Malthus deterministico

200

tempo (t)

Figura 3.29: Trajetérias do modelo p-fuzzy continuo com zg = 2.

A seguir apresentaremos um trabalho desenvolvidos pelas alunas
Mariana Fernandes dos Santos Villela e Karla Barbosa de Freitas
do Curso de Graduacao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia, que foi apresentado no XIV Congresso Latino-Americano
de Biomatematica [42].
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3.7 Modelo p-fuzzy de Transferéncia da Populacao
HIV Assintomatica para Sintomatica

O objetivo deste trabalho ¢é utilizar um sistema baseado em regras
fuzzy para elaborar um modelo da conversao de uma populacao HIV
assintomatica para uma sintomadtica, sem tratamento com antiretrovi-
rais. Este tipo de modelo é denominado p-fuzzy, isto é, parcialmente
fuzzy [8]. O modelo estudado é baseado no modelo cldssico proposto
por Anderson (1986) [3], o qual estabelece que a taxa de conversao ()
da infeccao para a AIDS esta em funcao do tempo. Na histéria natural
do HIV, seria a transferéncia entre a fase assintomatica e sintomética
com = + y = 1; este modelo é descrito a seguir:

X e #(0) =1
Y (t)e =111 ~y) y(0) =0 (3.7.36)

em que z representa a fracao de individuos infectados, mas que ainda
nao desenvolveram a doenca, enquanto y representa a fracao de in-
dividuos infectados que ja desenvolveram a doenga. O modelo p-fuzzy
é construido a partir de um sistema baseado em regras fuzzy, onde a
entrada é a fracao da populagao sintomadtica (y) e a saida a variagao

d
da populacao sintomaética <d_?i) As fungoes de pertinéncia sao do

tipo trapezoidais (veja Figuras 3.30 e 3.31), o método de inferéncia
utilizado é o Método de Mamdani e o de defuzzificagao é o Centro de
Gravidade. A base de regras fuzzy utilizada é:

T - oody i
e Se a populacao é baixa entao a variacao o ¢ média positiva.

e . ody o, .
e Se a populacao é média baixa entao a variagao pr ¢é média posi-

tiva.

R . . dy o
e Se a populagao é média entao a variacao pr é alta positiva.
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- - o dy
e Se a populagao é alta entao a variacao a ¢é baixa.
e < ody :
e Se a Populagao ¢ altissima entao a variacao yr é baixa negativa.

P < ody »
e Se a Populagao é média alta entao a variacao — ¢é baixa positiva.

dt
baxa  médabaxa méda meédaata alta atissinja "baaneg  baixapos nedia pos " po:
1 1 'm
0.8 0.8
% 0.6 ‘% 0.6
g 0.4 g 0.4
0.2 02
0 0
0 0.2 0.4 0.6 08 1 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
populagdo dy/dt
Figura 3.30: Funcoes de pertinéncia Figura 3.31: Funcoes de pertinéncia
da populacao. da variagao da populagao.

As simulacoes numéricas apresentadas nas Figuras 3.32 e 3.33 sao
realizadas a partir de uma fracao inicial da populacao sintomatica
y(ty), por integragdo numérica utilizando a regra do trapézio, e re-
petindo o processo para 800 iteragoes obtemos o comportamento de
uma populagdo HIV sintomdtica. A populagao assintomatica (z(t)) é
calculada através da equagao z(t) =1 — y(t).

As Figuras 3.32 e 3.33 mostram que as curvas obtidas pelo modelo
p-fuzzy estao préximas dos dados de Peterman (1985) [33], que foram
apresentados no modelo cldssico proposto por Anderson (1986) [3] para
populacao sintomatica.

Assim, através de um sistema baseado em regras fuzzy modelamos
o comportamento da populacao HIV assintomatica e sintomatica, sem
o uso de equagoes diferenciais.

Os dois exemplos de sistemas p-fuzzy ilustram o grande potencial
da modelagem de sistemas dinamicos por meio da teoria de contro-
lador fuzzy. Mais especificamente, o potencial em modelar equacoes
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populagéo assintomatica
09 # _dados de Peterman(1985) 09

populagao sintomatica
% + _dados de Peterman(1985)
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4 4
tempo (t) tempo (t)

Figura 3.32: Evolucao no tempo da Figura 3.33: Evolucao no tempo da
populacao HIV assintomaética. populacao HIV sintomética.

diferenciais autonomas em que a taxa de variacao das variaveis de es-
tado sao modeladas por meio de uma base de regras fuzzy.

3.8 Modelo Presa-Predador Fuzzy

O modelo presa-predador classico de Lotka-Volterra pressupoe que
tanto presas como os predadores estao distribuidos uniformemente
num habitat comum onde todos os predadores tém a mesma chance de
encontrar e comer cada presa. Isto significa que nao existe distincao
entre os predadores, isto é, todos os predadores sao identificados com
o mesmo atributo de predacao e, da mesma forma podemos dizer que
as presas sao idénticas, isto ¢, nao existe distingao entre as presas.
Inicialmente, mostraremos um comportamento real de presa-pre-

dador.

3.8.1 Exemplo Realistico de Presa-Predador: Lebres e Lin-
ces na Baia de Hudson

Por alguma razao funcionarios da Hudson’s Bay Company registraram
o numero de lebres e linces que ficavam presos em suas armadilhas.
Por poder aceitar-se que o nimero de animais capturados é propor-
cional as suas populagoes, pesquisadores conseguiram uma estatistica
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populacional para ambas espécies de animais por um periodo de mais
de 50 anos [35].

O interessante é que as lebres sao a base alimentar dos linces, pois
sao sua comida favorita. A relagao entre estas duas espécies foi primei-
ramente constatada por cagadores de pele. A Hudson‘s Bay Company
no Canada manteve registros detalhados do ntiimero de peles trazidos
a cada ano de 1850 até a década de 30. Em 1924, o ecologista Charles
Elton analisou estes dados, que podem ser observado na Figura 3.34.

Lehres — — — - Linces
(x1000) (x1000)
180 12
120 9
80 6
A
407y 3
o 0
1850 1875 1900 1925

Figura 3.34: Populagdes de lebres e linces em funcao do tempo [35].

Como podemos observar, existe uma oscilacao bem regular nos
nimeros de ambas espécies:

e O periodo da oscilagao é de aproximadamente 10 anos.

e A amplitude da oscilagao é enorme: o nimero de ambas espécies
muda dobrando de 50 para mais de 100, durante o ciclo. No
modelo fuzzy podemos constatar este comportamento irregular
das espécies, enquanto o modelo classico apresenta curvas regu-
lares e o plano de fase é um ‘ciclo’ perfeito, estes modelos serao
apresentados nas proximas secoes.
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e Existem outros ciclos presa-predador na floresta boreal, como por
exemplo: populacoes de pequenas presas mamiferas estao no ciclo
de 4 anos, juntamente com seus maiores predadores:

— Presas: arganazes (ratos silvestres) e pequenos roedores.
— Predadores: raposas articas, falcoes e corujas da neve.

O grafico do plano de fase de um periodo de 30 anos, iniciado em 1875,
obtidos a partir das populagoes, sera apresentado na Figura 3.35 :

Anos 1875 - 1904 comecando em 1875,

80+ 1885

60}
Linces

1875
40t

L I i 1 1 i e
0 20 40 60 80 100 120

Lebres

Figura 3.35: Plano de fases de lebres e linces real [28].

3.8.2 Modelo Classico

Para formular a interacao entre presas e predadores foi usado o modelo
deterministico, que se tornou classico, dado pelo sistema de equacoes
diferenciais:

dx
dt
dy
i —by + Bxy. (3.8.37)

=axr — azy
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Neste modelo, as variaveis de estado x e y sao, respectivamente, a
quantidade de presas e de predadores em cada instante t. Os parame-
tros sao:

e a: taxa de crescimento relativo das presas;

e a: taxa de predacdo (probabilidade de um predador matar a
presa em cada encontro entre eles);

e b taxa de mortalidade de predadores na auséncia de presas;
e [ taxa de 'conversao’ de presas em predadores.

Resolvendo a equagao diferencial com os parametros a = 0.1, a = 0.01,
b= 0.05e 8 = 0.001, obtemos o grafico da Figura 3.36 e o plano de
fase, Figura 3.37.

90
— presa
80 —— predador

70

populagao

0 . . .
0] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tempo

Figura 3.36: Solugao do sistema de equagoes diferenciais.

3.8.3 Modelo Fuzzy

Nosso objetivo é estudar o comportamento das presas e dos predadores
de forma mais complexa, isto é, com populagoes diferenciadas, usando
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Figura 3.37: Plano de fase.

apenas um sistema de base de regras fuzzy para o qual as varidveis
de estado sao as potencialidades das presas, para serem predadas, e
a dos predadores predarem, que estao diretamente ligadas com suas
respectivas idades.

A presa pode ser caracterizada pela sua idade, isto é, um filhote
pode ser mais facilmente predado que seus pais. Ainda, um animal
velho ou doente pode ser preferido na escolha de um predador. Desta
forma, podemos caracterizar o conjunto das presas pelo grau de se-
rem predadas, sendo tal grau determinado pela sua idade. Podemos
caracterizar uma presa, pelas fungoes de pertinéncia (3.8.38), Figura
3.38:

rr se0<a<aq
uz(a)=4¢ ry sear <a<as . (3.8.38)
r3s seas < a

Os predadores também podem ser caracterizados pela idade. Um
filhote é pouco predador no sentido que a caca é realizada por seus
pais, que estao na idade adulta e sao os maiores predadores. Os in-
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Figura 3.38: Funcoes de pertinéncia das presas.

dividuos velhos predam menos que os adultos, definimos as funcoes de
pertinéncia em (3.8.39), Figura 3.39:

s1 se0<b<

uy(b) =< s2 seby <b<by . (3.8.39)
s3 seby<b
Sy —
S| i
s
b, b b

Figura 3.39: Funcoes de pertinéncia dos predadores.

Uma populacao = de presas tem como caracteristica principal sua
potencialidade como presa, definida por (3.8.40), no caso discreto e
(3.8.41) no caso continuo.
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Pr=) wiu, (3.8.40)

P, = / rudx (3.8.41)
0

A potencialidade de uma populacao de predadores é definida de
maneira analoga.

Por exemplo, suponhamos uma familia de 18 predadores onde 5 sao
filhotes, 10 sao adultos e 3 sao velhos. Vamos estabelecer que o grau
de predacao de um filhote seja 0.2; do adulto seja 0.9 e do velho 0.3.
Neste caso, temos:

Py=) yy, =5%02+10%0.9+3%0.3 =10.9. (3.8.42)
=1

E f4cil verificar que populagoes de mesmo tamanho podem ter dife-
rentes potencialidades. Em casos mais gerais, onde se tem interacoes
de diversas espécies, uma dada populacao pode ter potencialidades de
predacao e de presa ao mesmo tempo. O modelo que vamos propor
para a interacao presa-predador é baseado simplesmente em regras
dadas por variaveis linguisticas.

Adotamos a base de regras fuzzy assumindo como antecedentes
potencialidades das presas P,, Figura 3.40 e potencialidades dos pre-
dadores P,, Figura 3.41 e como conseqiientes AP, e AP,, Figuras 3.42
e 3.43, respectivamente. Os termos lingiiisticos para P, e P, sao baiza,
média e alta. Para a AP, e AP, os termos lingiliisticos sao diminui e
aumenta. A seguir apresentamos a base de regras fuzzy utilizada.

. Se P, é baixa e P, ¢ baixa entao AP, aumenta e AP, aumenta.

. Se P, é média e P, é baixa entao AP, aumenta e AP, aumenta.

1

2

3. Se P, ¢é alta e P, é baixa entao AP, diminui e AP, aumenta.
4. Se P, é baixa e P, ¢ média entao AP, aumenta e AP, diminui.
5

. Se P, ¢é alta e P, é média entao AP, diminui e AP, aumenta.



Modelo Presa-Predador Fuzzy 107

6. Se P, ¢ baixa e P, ¢ alta entao AP, aumenta ¢ AP, diminui.
7. Se P, ¢ média e P, ¢ alta entao AP, diminui e AP, diminui.

8. Se P, ¢ alta e P, é alta entao AP, diminui e AP, diminui.

baixa media alta

08 B

a [ 10 15 20 25 30 ) 40 45 s0
P

Figura 3.40: Fungoes de pertinéncia da potencialidade das presas (Py).

A partir das potencialidades das presas e dos predadores calculadas
conforme as equagoes (3.8.40) e (3.8.42), respectivamente, e supondo
que os valores iniciais de AP, e AP, sejam iguais a zero. E utilizando
o sistema baseado em regras fuzzy apresentado anteriormente, com o
método de inferéncia de Mamdani determinamos os valores de AP,
e AP, no préximo instante. Assim, calculamos os préximos valores
de P, e P,, com integracao numérica, especificamente o método é o
da regra do trapézio. Repetimos o mesmo raciocinio em 50 itera-
¢oes obtendo o comportamento das potencialidades das presas e dos
predadores no tempo e o plano de fase destas potencialidades, como

mostram as Figuras 3.44 e 3.45, respectivamente.
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T T T T T T T
biixa media alta
1
o8- 4
06 1
0.4 1
02 B
0
0 1 2 3 4 4 B 7 g 9 10
Py

Figura 3.41: Funcoes de pertinéncia da potencialidade dos predadores P, .

T T
diminui aurment

-1 -08 06 04 02 i} 02 04 0E 08 1
waragdo de Px

Figura 3.42: Fungdes de pertinéncia da variagao de P, (AP,).
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-1 408 06 04 02 il 02 04 06 08 1
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Figura 3.43: Fungoes de pertinéncia da variacdo de P, (AP,).
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Figura 3.44: Comportamento das potencialidades das populagoes de presas e pre-

dadores.
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Presa-Predador Fuzzy

Figura 3.45: Plano de fase.

3.8.4 Conclusao

Os graficos das Figuras 3.44 e 3.45 apresentam similaridade com os
do modelo de Lotka-Volterra, Figuras 3.36 e 3.37. Porém, as Figuras
3.44 e 3.45 do modelo fuzzy tém certa irregularidade visivel, pelo fato
de termos considerado o grau de predacao das espécies heterogéneo.
Estes chegam mais préximos da realidade, que os graficos de Lotka-
Volterra comparados com os graficos das Figuras 3.34 e 3.35. O leitor
com interesse nesse tipo de modelo pode consultar [32].
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Exercicios

1. Determine a relagao fuzzy (D) dos graus de pertinéncia dos pa-
cientes com as doengas utilizando as Tabelas 3.1 e 3.4.

2. Problema Inverso: Determine a relagao fuzzy (X) dos graus de
pertinéncia dos sintomas com as doencas utlilizando as Tabelas
3.2 e 3.3.

3. Projeto: Competicao entre Espécies

Quando duas ou mais espécies vivem em proximidade e dividem
as mesmas exigéencias basicas, elas usualmente competem por re-
cursos, habitat, ou territério. Algumas vezes somente a mais forte
prevalece, conduzindo o competidor mais fraco para extingao.
Uma espécie vence porque seus membros sao mais eficientes para
encontrar e explorar recursos, o que leva para um crescimento
da populacao. Indiretamente isto significa que a populagao de
competidores encontra menos dos mesmos recursos e nao pode
crescer até sua capacidade maxima [12].

O modelo de Lotka-Volterra para competicao de espécies é dado
pelas equagoes:

@:T N kl_NI_BIQNQ

dt L K,

dNo ko — Ny — Bo1 Ny

2% _ N 3.8.1
ar s (3.8.1)

onde N; e Ny sao as densidades das populacgoes das espécies 1
e 2.

Construir o modelo fuzzy para competicao entre espécies, utili-
zando o sistema baseado em regras fuzzy, como vimos na sec¢ao
anterior.
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