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Introducao

Este breve trabalho dirige-se a professores que lecionam Matematica no ensino basico. Como
se sabe, este € um amplo leque de profissionais, desde o professor polivalente dos quatro (ou
cinco) primeiros anos de ensino, até o que leciona a disciplina Mateméatica nos sete anos

subseqiientes da educacao escolar basica.

Trata-se de um convite a reflexao sobre o ensino, na escola béasica, do campo de con-
hecimento que inclui estatistica, probabilidade e combinatoéria. Esse campo do saber esta,
hoje, no centro das praticas cientificas e tecnologicas em todos os niveis, inclusive na fron-
teira do conhecimento e, além disso, permeia as vérias atividades do dia-a-dia do cidadao.
Em particular, os novos recursos tecnologicos do computador e da calculadora, de difusao
crescente na sociedade, ampliaram de forma evidente as potencialidades de tratamento de
dados de experimentos e de observacdes empiricas. Além disso, as pessoas sao constante-
mente expostas a um grande volume de informacoes que, para serem entendidas e levadas
em conta de modo critico, exigem a leitura e interpretagao de graficos e tabelas e demandam

o conhecimento de outras nocoes estatisticas basicas.

Nos ultimos anos, acertadamente, os curriculos de Matematica do ensino fundamental
(BRASIL, 1997, 1998) tém incluido um bloco de contetido abrangendo estatistica, probabili-
dade e combinatoria, que aparece sob a denominagao de tratamento da informacao, que sera

adotada neste trabalho.

A inclusao do campo do tratamento da informacao nos curriculos ocorreu nao sé no
Brasil, mas em muitos outros paises. Nos Estados Unidos, por exemplo, isso aconteceu, pelo
menos, desde a publicacao, pelo National Council of Teachers of Mathematics — NCTM —
dos Standards, em 1989. Mais recentemente o NCTM divulgou os Principles and Standards,

nos quais esta incluido, com destaque, o bloco de contetidos denominado Data Analysis and



Probability.

Em nosso pais, a inclusao do tratamento da informacao nos curriculos repercutiu de forma
evidente nos livros didaticos, que passaram a dar mais atencao ao tema. Em particular, com
a divulgacao, desde 1999, dos critérios de avaliacao dos livros didaticos que sao adquiridos
pelo Ministério da Educacao, para distribuigao nas escolas publicas, (BRASIL, 1999, 2000,
2002a, 2004, 2005, 2005a) observa-se, cada vez mais, a presenca da estatistica, probabilidade

e combinatoéria nos manuais didaticos brasileiros.

Para os professores que lecionam Matematica na escola bésica surgiu, progressivamente,
um enorme desafio: como ensinar esses contetidos? Desafio que se avolumou porque tais
contetidos sao uma parte quase ausente nos dos cursos de formagao inicial de professores e s6
mais recentemente tém sido tratados nos programas de formacgao continuada. Avolumou-se,
também, porque os estudos e as pesquisas em didatica desses conteiidos nao sao suficiente-

mente difundidas na comunidade educacional brasileira.

O presente trabalho é uma pequena contribuicao ao debate sobre o ensino do tratamento
da informacao na escola basica. Deve ficar claro, desde o inicio, que nao se pretende discutir
todas as questoes relevantes ligadas a essa tematica, dadas sua extensao e sua complexidade.
Procura-se, por outro lado, compensar essa limitacao reunindo informacoes sobre publicagoes
(inclusive veiculadas pela web) para que o leitor interessado possa prosseguir seu estudo sobre

este tema.

O trabalho é iniciado com um capitulo em que se faz um resumo de recomendacoes cur-
riculares contidas nos PCN (BRASIL, 1997, 1998) e nos Principles and Standards (NCTM,
2000). A inclusdo desse capitulo justifica-se pela importéncia que tais documentos atribuem
ao campo do tratamento da informagao e pela justeza das recomendacoes neles contidas.
Além disso, tem sido apontado freqiientemente que um conhecimento razoavel do docu-
mento produzido pelo MEC, é bastante limitado entre os professores brasileiros. Um indicio
dessa afirmacao pode ser visto na Tabela 2.2 deste trabalho, em que se verifica que, na rede
municipal do Rio de Janeiro, cerca de 30% dos professores graduados ha menos de 5 anos

sequer conhecem os PCN.

O Capitulo 2 é dedicado aos gréficos e tabelas, que sao representacoes bésicas de da-

dos estatisticos e fazem parte de qualquer proposta didatica no campo do tratamento da



informacao.

No Capitulo 3 sao mostradas formulas mais comuns da Estatistica Descritiva e é ap-
resentado um exemplo de aplicacao dessas formulas. O destaque deste capitulo é o uso de
separatrizes como medidas de classificacao dos elementos de uma populacao ou amostra. Um
professor pode se deparar com a situacao de classificar seus alunos de acordo com as notas.

Esta classificagao é realizada como o calculo de separatrizes.

No Capitulo 4, algumas nocgoes basicas de probabilidades. Opta-se por apresentar, além
da definicao classica, a usual, que aparece nos problemas envolvendo analise combinatoria,
a frequentista, a geométrica e a axiomaética. A definicao axiomatica é importante para o
professor fundamentar seus conhecimentos, embora nao deva fazer parte do contetido pro-
gramatico do nivel basico de escolaridade. A referéncia a definicao geométrica é justificada

por propiciar uma conexao importante entre probabilidade e geometria.

No Capitulo 5, é feito um resumo sobre nimeros de ponto flutuante. Este topico nao
consta, explicitamente, nos PCN, como pode ser visto no Capitulo 1. Entretanto, o quarto
item do “Contetidos para o 2° Ciclo” é “Exploracdao da funcdo do ntimero como codigo
na organizagao de informagao (linhas de onibus, telefones, placas de carro, registros de
identidade, bibliotecas, roupas, calgados”. O ntimero de ponto flutuante é um codigo de
representacao dos reais. E importante que os alunos tomem conhecimento desde cedo das

limitagoes da maquina com respeito a tratar a informacao basica em computacao referente

ao procedimento numeérico.
Ao final, estao as referéncias bibliograficas.

Os autores agradecem & SBMAC a oportunidade de divulgar por meio desta publicacao

suas idéias, que, em grande parte, sao fruto de experiéncia em sala de aula.



Capitulo 1

Recomendacoes Curriculares

Neste capitulo, é feito um resumo do que preconizam alguns documentos de orientagao
curricular no tocante ao tratamento da informacao. De inicio, convém lembrar que os autores
deste trabalho nao defendem todas as afirmacoes e propostas contidas nesses documentos,
mas endossam, firmemente, a importancia por eles atribuida ao ensino de conteidos do
tratamento da informacao. O que se pretende, aqui, é trazer a discussao do tema a um

publico mais amplo, para colaborar na mudanca do ensino e na aprendizagem desses temas.

Nas nltimas décadas, os contetidos de estatistica, probabilidade e combinatoria passaram
a fazer parte dos referenciais curriculares de muitos paises, inclusive do Brasil. Dentre os ref-
erenciais brasileiros, neste capitulo, serao comentados os Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Fundamental — PCN — (BRASIL, 1997, 1998). Comentam-se, além disso,

recentes recomendagoes curriculares dos Estados Unidos.

Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Fundamental

Nos PCN, sao estabelecidos objetivos gerais para todo o Ensino Fundamental e objetivos
gerais por area disciplinar. Além disso, os objetivos gerais por area sao desdobrados em
objetivos especificos para cada um dos quatro ciclos (cada um com dois anos de dura¢ao) em
que propoem sejam divididos os oito anos do Ensino Fundamental. Ao lado dos objetivos
por area e por ciclo, sao propostos contetidos e critérios de avaliagao, também por ciclo de
aprendizagem. Os contetidos e critérios de avaliacao sao agrupados em quatro grandes blocos
tematicos: Numeros e Operacoes; Espaco e Forma; Grandezas e Medidas; e Tratamento da

Informacao. Os PCN para o Ensino Fundamental foram separados em dois volumes, o



primeiro divulgado em 1997, destinado aos dois primeiros ciclos e o segundo, publicado em
1998, voltado para os dois ultimos ciclos. A parte final de ambas as publicacoes contém
orientacoes didaticas, organizadas por bloco de conteido. Na opcao adotada nos PCN,
os conteudos visados sao ampliados, para além de sua dimensao conceitual, predominante
nos curriculos existentes, para incluir contetidos procedimentais e contetidos atitudinais.
Procura-se, também, apontar para o trabalho pedagogico interdisciplinar com a proposigao
dos denominados Temas Transversais (Etica, Satde, Meio Ambiente, Orientacio Sexual,

Pluralidade Cultural, Trabalho e Consumo).

Nos PCN, os temas de estatistica, probabilidade e de combinatoéria sao reunidos no
bloco Tratamento da Informacao, que ¢ um dos quatro grandes agrupamentos em que sao
organizados os conteidos matematicos visados no Ensino Fundamental. Esta opcao revela,
por si s0, a importancia atribuida a tematica do tratamento da informagao, relevancia que
se manifesta, além disso, pela sua presenca em todas as secoes em que é organizado esse

documento curricular.

A importancia atribuida ao tratamento da informacao é justificada, nos PCN, pela forte

demanda social:

E cada vez mais freqiiente a necessidade de se compreender as informacoes
veiculadas, especialmente pelos meios de comunicagdo, para tomar decisbes
e fazer previsoes que terao influéncia nao apenas na vida pessoal, como na
de toda a comunidade.

Estar alfabetizado, neste final de século supde saber ler e interpretar dados
apresentados de maneira organizada e construir representagoes, para formu-
lar e resolver problemas que impliquem o recolhimento de dados e a anélise
de informagdes.

Essa caracteristica da vida contemporanea traz ao curriculo de Matemética
uma demanda em abordar elementos da estatistica, da combinatéria e da
probabilidade, desde os ciclos iniciais.

(BRASIL, 1997, pp. 131, 132)

O texto acima reflete opcoes metodologicas adotadas nos PCN, que sao influenciadas
pelas teorias mais recentes de ensino e de aprendizagem. Nessas teorias, preconiza-se que
se direcione o ensino escolar para a aquisicao de competéncias basicas necessarias a partici-
pacao ativa e consciente do cidadao na sociedade em que vive e nao apenas para o preparar
para etapas posteriores de sua escolarizacao. A proposta de se abordar o tratamento da

informacao desde os anos iniciais resulta da concepcao, hoje advogada por muitos, de que,



ao longo da aprendizagem escolar, os contetidos devem ser abordados e retomados, de forma
gradualmente mais extensa e aprofundada. Defende-se, também, que o aluno desempenhe
um papel ativo na construcao de seu conhecimento; que se dé énfase a resolucao de problemas
vinculados ao contexto social; e que sejam valorizadas as conexoes entre os varios ramos do

saber abordados na escola.

A questao da interdisciplinaridade é tratada nos PCN com base na proposta de Temas
Transversais. Os contetidos matematicos do tratamento da informacao, em particular os
recursos da estatistica, desempenham um papel relevante como instrumento para anélise
de questoes tais como a diferenca de remuneracao de trabalho de homens e mulheres; o
aumento da gravidez prematura entre jovens e adolescentes; o comportamento das doencas
sexualmente transmissiveis; a evolucao da Aids nos diferentes grupos humanos; os indices
da fome, da subnutricao e da mortalidade infantil em vérias regides do pais; as condi¢oes de
saneamento basico no pais, entre muitas outras. O trabalho envolvendo esses temas, com o
emprego do conhecimento matematico, constitui-se uma dimensao importante a ser desen-
volvida no Ensino Fundamental, para que o aluno se torne um cidadao critico, consciente e

participativo.

Nos PCN, sao estabelecidos objetivos e contetidos de aprendizagem relativos aos trés

principais campos teméticos incluidos no bloco Tratamento da Informacgao.

Com relacao a estatistica, preconiza-se que o aluno possa, gradualmente ao longo dos
anos de aprendizagem, construir procedimentos para coletar, organizar, comunicar dados,
utilizando tabelas, graficos e representagoes, especialmente as que aparecem freqiientemente
em seu dia-a-dia. Além disso, nas etapas mais avancadas, calcular algumas medidas estatis-
ticas como média, mediana e moda como ferramentas conceituais para interpretar dados

estatisticos.

Quanto ao campo da probabilidade, a principal finalidade é levar o aluno a compreender
a nocgao de acontecimento aleatorio, com base em observagao de fenomenos do cotidiano,
explorando a idéia de acaso e incerteza, de forma inicialmente intuitiva e, progressivamente,
procurando quantificar a chance de ocorréncia de resultados incertos. Defende-se que o aluno

deva ser levado a realizar experimentos, observar eventos e discutir a nocao de eqiiiprobabil-
idade.



Com relacao a combinatoria, entende-se que se deva dar prioridade aos problemas de
contagem, em situacoes que envolvam diferentes tipos de agrupamentos que possibilitem o
desenvolvimento do raciocinio combinatoério e a compreensao do principio multiplicativo. E

enfatizado o emprego desse conteiido como instrumento para o cilculo de probabilidades.

Mais especificamente no 1°. Ciclo, deve-se procurar estimular o aluno

...a fazer perguntas, a estabelecer relacoes, a construir justificativas e a de-
senvolver o espirito de investigacao.

A finalidade ndo ¢é a de que os alunos aprendam apenas a ler e a interpretar
representacoes graficas, mas que se tornem capazes de descrever e interpretar
sua realidade, usando conhecimentos matematicos.

(BRASIL, 1997, p. 69)
Com esse fim, sao propostos os seguintes objetivos e contetidos, estes tltimos entendidos

apenas como conceitos e procedimentos:

Objetivos para o 12 Ciclo

* Identificar o uso tabelas e gréaficos para facilitar a leitura e interpretacao de infor-
magcoes e construir formas pessoais de registro para comunicar informagoes coletadas.

(BRASIL, 1997, p. 66)

Contetidos para o 22 Ciclo

e Leitura e interpretacao de informagoes contidas em imagens.

e Coleta e organizacao de informagoes.

e Criacao de registros pessoais para comunicacao das informacoes coletadas.

e Exploragao da fungao do nimero como c6digo na organizagao de informagao (linhas de
onibus, telefones, placas de carro, registros de identidade, bibliotecas, roupas, calgcados.

e Interpretacao e elaboragao de listas, tabelas simples, de dupla entrada e gréficos de
barra para comunicar a informagao obtida.

e Producao de textos escritos a partir da interpretacao de graficos e tabelas.

(BRASIL, 1997, p. 74)

Ao longo do 2° Ciclo, deve-se procurar aprofundar o trabalho com coleta, organizacio e
descricao de dados, levando-se o aluno a compreender o papel das tabelas e graficos empre-

gados para comunicar esses dados, salientando-se que tais instrumentos permitem apresentar
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de forma mais rapida os aspectos globais e as propriedades mais importantes do conjunto de
dados. Espera-se que:
Lendo e interpretando dados apresentados em tabelas e graficos, os alunos
percebam que eles permitem estabelecer relagoes entre acontecimentos e, em
alguns casos, fazer previsdes. Também, ao observarem a freqiiéncia de ocor-
réncia de um acontecimento, ao longo de um grande niimero de experiéncias,

desenvolvem sua primeiras nogoes de probabilidade.
(BRASIL, 1997, p. 85)

Os objetivos e contetidos propostos para este ciclo sao os seguintes:

Objetivos para o 22 Ciclo

* Recolher dados e informacoes, elaborar formas para organiza-los e expressa-los, inter-
pretar dados apresentados sob forma de tabelas e graficos e valorizar essa linguagem
como forma de comunicacao.

* Utilizar diferentes registros graficos — desenhos, esquemas, escritas numéricas - como
recurso para expressar idéias, ajudar a descobrir formas de resolucao e comunicar
estratégias e resultados.

* Identificar caracteristicas de acontecimentos previsiveis ou aleatorios a partir de situagoes-
problema, utilizando recursos estatisticos e probabilisticos.

(BRASIL, 1997, p. 81)

Contetidos para o 22 Ciclo

e Coleta, organizacao e descri¢ao de dados.

e Leitura e interpretacao de dados apresentados de maneira organizada (por meio de
listas, tabelas, diagramas e graficos) e construcao dessas representagoes.

e Interpretagao de dados apresentados por meio de tabelas e graficos, para identificagao
de caracteristicas previsiveis ou aleatorias de acontecimentos.

e Producao de textos escritos, a partir da interpretacao de gréficos e tabelas, construgao
de gréficos e tabelas com base em informacoes contidas em textos jornalisticos, cienti-
ficos ou outros.

e Obtencao e interpretacao de média aritmética.

e Exploracao da idéia de probabilidade em situacgoes-problema simples, identificando

sucessos possiveis, sucessos seguros e as situacoes de “sorte”.



e Utilizacao de informacoes dadas para avaliar probabilidades.
e Identificacao das possiveis maneiras de combinar elementos de uma colecao e de contabiliza-

las usando estratégias pessoais.

(BRASIL, 1997, pp. 90, 91)

Ao passar para o 32 Ciclo, correspondente a etapa de 52 e 62 Séries, o aluno deve
ampliar, gradualmente, os conceitos e procedimentos do campo da estatistica com os quais
lidou nos ciclos anteriores: coleta, organizacao de dados por meio de tabelas e graficos,
estabelecer relacoes, fazer algumas previsoes e observar a freqiiéncia de ocorréncia de um
acontecimento. Neste ciclo, pleiteia-se que o aluno aprenda, também, a formular questoes
pertinentes para um conjunto de informacoes, a elaborar algumas conjecturas e comunicar
informacoes de modo convincente, a interpretar diagramas e fluxogramas. Nessa fase pode
ser iniciado o estudo de medidas estatisticas tais como a média aritmética, como instrumento
para interpretacao dos dados. Essas ampliacoes devem levar a progressiva compreensao das
ferramentas estatisticas em seu papel de apresentacao global da informacao, leitura rapida,

destaque dos aspectos relevantes e de meio para descrever, analisar, avaliar e tomar decisoes.

Quanto ao campo da probabilidade, é proposto que:

Neste ciclo, também, amplia-se a exploracao das possibilidades de quantificar
o incerto. Com as nogoes elementares de probabilidade os alunos aprenderao
a determinar as chances de ocorréncia de alguns eventos (langamento de
moedas, dados, cartas). Assim, poderdo ir se familiarizando com o modo
como a Matematica é usada para fazer previsoes e perceber a importancia
da probabilidade na vida cotidiana.

(BRASIL, 1998, pp. 69, 70)

Os objetivos e contetdos para o ciclo sao:
Objetivos para o 32 Ciclo
O ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento do raciocinio combinatorio, estatis-
tico e probabilistico, por meio da exploragao de situagoes de aprendizagem que levem o aluno

a:

* coletar, organizar e analisar informacoes, construir e interpretar tabelas e graficos,
formular argumentos convincentes, tendo por base a anélise de dados organizados em

representacoes matemaéticas diversas;



* resolver situacoes-problema que envolvam o raciocinio combinatoério e a determinacao
da probabilidade de sucesso de um determinado evento por meio de uma razao.

(BRASIL, 1998, p. 65)

Contetidos para o 32 Ciclo

e Coleta, organizacdo de dados e utilizacdo de recursos visuais adequados (fluxogra-
mas, tabelas e graficos) para sintetiza-los, comunica-los e permitir a elaboragao de
conclusoes.

e Leitura e interpretacao de dados expressos em tabelas e graficos.

e Compreensao do significado da média aritmética como um indicador da tendéncia de
uma pesquisa de dados.

e Representacao e contagem dos casos possiveis em situagoes combinatorias.

e Construcao do espaco amostral e indicacao da possibilidade de sucesso de um evento

pelo uso de uma razao.

(BRASIL, 1998, p. 74)

No ciclo final do Ensino Fundamental (72 e 82 Séries), o interesse e a capacidade dos
alunos ampliam-se e temas mais gerais como satide, meio ambiente, pobreza, violéncia, entre
outros, podem ser tratados em conexao com os conceitos estatisticos mais elaborados. Na
resolucao de situagoes-problema, eles podem ser estimulados a formular estratégias, testar
hipoteses e interpretar resultados, recorrendo, inclusive, a calculadora, a planilhas eletronicas

ou a outros softwares.

Com relagao a combinatoéria, os problemas de contagem podem envolver situagoes com
numeros de ordem de grandeza mais elevada e servir de base para o estudo de probabilidade

que, por sua vez,

...tem por finalidade fazer com que os alunos percebam que por meio de
experimentacdes e simulagoes podem indicar a possibilidade de ocorréncia
de um determinado evento e comparé-la com a probabilidade prevista por
meio de um modelo matemaético. Para tanto, terdo que construir o espacgo
amostral como referéncia para estimar a probabilidade de sucesso utilizando-
se de uma razao.

(BRASIL, 1998, pp. 85,86)
Os objetivos e contetidos propostos para este ciclo sao mencionados a seguir:
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Objetivos para o 42 Ciclo
O ensino de Matematica deve visar ao desenvolvimento do raciocinio estatistico e probabilis-

tico, por meio da exploracao de situagoes de aprendizagem que levem o aluno a:

* construir tabelas de freqiiéncia e representar graficamente dados estatisticos, utilizando
diferentes recursos, bem como elaborar conclusoes a partir da leitura, analise, inter-
pretacao de informacoes apresentadas em tabelas e graficos;

* construir um espaco amostral de eventos equiprovaveis, utilizando o principio multi-
plicativo ou simulagoes, para estimar a probabilidade de sucesso de um dos eventos.

(BRASIL, 1998, p. 82)

Contetidos para o 42 Ciclo

e Leitura e interpretacao de dados expressos em graficos de colunas, de setores, histogra-
mas e poligonos de freqiiéncia.

e Organizacao de dados e construgao de recursos visuais adequados como gréficos (de
colunas, de setores, histogramas e poligonos de freqiiéncia) para apresentar globalmente
os dados, destacar aspectos relevantes, sintetizar informacoes e permitir a elaboracao
de inferéncias.

e Compreensao de termos como freqiiéncia, freqiiéncia relativa, amostra de uma popu-
lagao para interpretar informagoes de uma pesquisa.

e Distribuicao das freqiiéncias de uma varidvel de uma pesquisa em classes de modo a
resumir os dados com um grau de precisao razoavel.

e Obtengao das medidas de tendéncia central de uma pesquisa (média, moda e mediana),
compreendendo seus significados para fazer inferéncias.

e Construcao do espago amostral utilizando o principio multiplicativo e indicacao da
probabilidade de um evento por meio de uma razao.

e Elaboracao de experimentos e simulagoes para estimar probabilidades e verificar prob-
abilidades previstas.

(BRASIL, 1998, p. 90)

Os dois volumes em que foram publicados os PCN para o Ensino Fundamental sao

encerrados com Orientacoes Didaticas. No volume destinado aos dois primeiros ciclos, tal

11



secao ¢ bem reduzida, com respeito ao bloco Tratamento da Informacao, restringindo-se
a reforcar a importancia social do tema e fazer breves recomendacgoes sobre atividades de
levantamento e organizacao de dados em tabelas e graficos. Em contrapartida, no volume
voltado para os dois dltimos ciclos, h& extensas consideragoes sobre o bloco Tratamento da
Informacao, em que sao retomados todos os objetivos e conteidos propostos para essa fase
da aprendizagem, com a preocupacao adicional de sugerir tipos de atividades de ensino e de

fornecer mais pormenores a respeito dos conceitos e procedimentos envolvidos.

Os comentarios e citagoes que se seguem procuram dar uma idéia dos temas abordados

nessa se¢ao do documento dos PCN.

Em primeiro lugar, é reforcada a importancia do bloco temético Tratamento da Infor-
macao, do ponto de vista das conexoes com as praticas sociais contemporaneas, com intimeros
exemplos de temas com relevancia social para serem objeto de pesquisas, projetos e outras
atividades pedagogicas, destacando-se em muitos deles o impacto e o papel dos meios de
comunicacao atuais. Menciona-se, também, a relevancia do tratamento da informacao pelas

suas possiveis articulagoes com outros campos matematicos e com outras areas do saber.

Como justificativa sintética do campo em questao, escreve-se:

...0s contetudos estabelecidos no Tratamento da Informagao justifica-se por
possibilitar o desenvolvimento de formas particulares de pensamento e
raciocinio para resolver determinadas situacoes-problema — as que envolvem
fenémenos aleatérios — nas quais é necessario coletar, organizar e apresentar
dados, interpretar amostras, interpretar e comunicar resultados por meio da
linguagem estatistica.

(BRASIL, 1998, p. 134)

Com relagao a conceitos estatisticos basicos sao feitas recomendacoes e sugestoes de
atividades didéaticas no campo do tratamento da informagao, a saber: definicao precisa do
problema a ser analisado, indicando a populagao a ser observada e as variaveis envolvidas;
questoes de representatividade da amostra; organizacao adequada dos dados e observagao de
aspectos relevantes desses dados; representagoes convenientes para comunicar e interpretar
os dados e formular conclusoes e levantar hipoteses; o agrupamento em classes como instru-
mento de organizacao e anélise de dados; os recursos de visualizacao mais adequados para
apresentacao global da informacao, a leitura rapida e o destaque dos aspectos relevantes do

conjunto de dados; indicadores estatisticos tais como as medidas de tendéncia central.
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Os Principles and Standards do NCTM

O National Council of Teachers of Mathematics - NCTM — é uma associacao de profes-
sores com enorme influéncia no ensino de Matemaética nos Estados Unidos. Para mencionar
apenas as ultimas décadas, em 1989, o NCTM elaborou o documento Curriculum and Eval-
uation Standards for School Mathematics, que teve grande impacto nos meios educacionais
daquele pais, gerando um amplo debate, que resultou, entre outras conseqiiéncias, na elabo-
racao, cerca de dez anos depois, dos Principles and Standards for School Mathematics. Ja no
primeiro desses documentos, era proposta a introducao de contetidos de estatistica e proba-
bilidade em todas as etapas da escolarizacao, da educacao infantil ao ensino médio. Havia,
ainda, um bloco de conteidos especificamente dedicado & Matematica discreta, abordando
temas de principios de contagem, iteracao e recursao e grafos. Nos referenciais curriculares
mais recentes, é reiterada a atencao a esses conteudos, sendo proposto um bloco de con-
teudos denominado Anélise de Dados e Probabilidade e distribuindo-se os temas relativos a
matematica discreta no interior dos demais blocos. Nos paragrafos seguintes, sao resumidas

as recomendacoes dos Principles com relacao a Analise de Dados e Probabilidade!.

Um primeiro ponto salientado é a necessidade de articulagao entre os contetidos de anélise
de dados e os de probabilidade. Outra articulacao desejavel é entre tais contetidos e os
pertencentes ao demais campos da Mateméatica — ntimeros, algebra, grandezas e medidas e

geometria —, bem como, sao relevantes as conexoes com outras areas do conhecimento.

Além disso, é dada énfase a vinculagao dos contetidos do bloco em causa com os problemas
das praticas sociais. E apontada a enorme quantidade de dados a que esta exposto o cidadio
nos dias atuais e a necessidade de que ele adquira a competéncia de situar-se criticamente
face a esse aciimulo de informacoes baseadas em dados sobre comportamento do consumidor,
preferéncias politicas, efeitos de medicamentos, evolu¢ao dos indices economicos, e tantas

outras.

O estudo da anéalise de dados e probabilidades deve estar presente em todos os niveis da
aprendizagem escolar e defende-se uma abordagem progressivamente mais complexa, desde

a educacao infantil até o ensino médio, devendo-se: retomar, estender e aprofundar os con-

1O texto que se segue envolve traducdo de trechos do original, em inglés, que é de responsabili-
dade dos autores deste trabalho. O original pode ser conhecido, na integra, consultando-se a pagina do
NCTM.(www.nctm.org).
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ceitos. Deve-se, também, evitar a mera repeticao. As recomendacoes relativas ao bloco de
Analise da Dados e Probabilidade sao agrupadas em quatro grandes competéncias a serem

gradualmente adquiridas pelos alunos, ao longo dos anos escolares:

A) Formular questGes que envolvam a obtencao de dados e coletar, organizar e

apresentar dados relevantes para resolver essas questoes

Nas fases iniciais da vida escolar as criancas revelam grande curiosidade sobre o mundo
que as cerca, em geral, sobre fatos mais proximos de sua experiéncia. As freqilientes inda-
gacoes Quantos? Quanto? Quais? De que tipo? fornecem ponto de partida para a anélise
de dados e probabilidade. O aluno pode se interessar por formular questoes ligadas a sua
vida ou & de seus colegas. Perguntas do tipo Qual o jogo de que vocé gosta mais? conduzem
a coleta, organizacao e apresentacao de dados relativos a classe ou a escola. Progressiva-
mente, temas mais gerais podem despertar a curiosidade do aluno: reciclagem, preservagao

da natureza, cuidados com a satude, entre outros.

Instrumentos de planejamento, coleta, organizagao e apresentacao dos dados provenientes
de levantamentos e experimentos devem ser progressivamente introduzidos: questionérios,

tabelas e graficos de diversos tipos (pictogramas, de barra, de setores, de linhas, etc.).

Uma idéia importante, a ser gradualmente construida, é a de que coleta, organizacao e
apresentacao de dados conduzem a informagdes esclarecedoras sobre a questao formulada ou
sobre o fenomeno em causa. O aluno deve progressivamente desenvolver a competéncia de
representar os dados apresentados em graficos, tabelas ou outras formas de apresentacao e
aprender o significado dos nimeros, pontos e simbolos envolvidos. Por exemplo, ele d4 um
grande passo quando distingue que certos niimeros representam o valor de um dado relativo
a uma grandeza observada e outros representam a freqiiéncias com que tal valor numérico
ocorre no experimento. Etapas subseqiientes da aprendizagem devem levar a capacidade de
ler e interpretar dados expressos em tabelas e graficos e & comparagao entre dois ou mais
conjuntos de dados. Propoe-se que o aluno compare as diferentes formas de apresentacao

de dados e saiba utilizar, inclusive, recursos tecnolégicos para reorganizar e representar

graficamente os dados.
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B) Selecionar e usar métodos estatisticos apropriados para analisar dados

No inicio, o olhar da crianca sobre os dados obtidos em levantamentos pode estar preso ao
seu interesse individual. Por exemplo, num grafico, ela preocupa-se em observar que Minha
familia tem quatro pessoas.... E preciso, entdo, levar o aluno buscar uma visdo do conjunto
de dados obtidos e fazer analises mais globais desses dados, sabendo-se, no entanto, que
ha dificuldades de aprendizagem envolvidas nisso. Por exemplo, concluir da analise de uma
tabela ou de um grafico que a maioria dos seus colegas usa 6nibus para ir a escola. Mais tarde
é preciso desenvolver outras ferramentas conceituais que permitam caracterizar o conjunto
de dados, tais como as medidas de tendéncia central (média, mediana, moda), as medidas
de dispersao (amplitude, desvio padrao) e as propriedades ligadas a curva de distribuigao
de freqiiéncia dos dados. Ao longo da escolaridade, o aluno deve adquirir a capacidade de
realizar comparagoes estatisticamente validas. De inicio, observando que um determinado
grupo tem mais ou tem menos de certo atributo do que outro grupo, depois, quantificando
essas diferencas por comparacao de conceitos estatisticos. As comparacoes entre conjuntos
de dados vao requerendo, gradualmente, a aquisicao de outras ferramentas estatisticas como
histogramas, entre outros. O estudo introdutoério da correlacao entre dados relativos a duas
grandezas deve fazer parte, também, da formacao matematica das séries finais do ensino

médio.

C) Desenvolver e avaliar inferéncias e predigoes baseadas em dados

O aluno deve progressivamente adquirir conceitos centrais da anélise estatistica: definir
uma amostra apropriada, coletar dados dessa amostra, descrever a amostra e fazer inferéncias

razoaveis relacionando a amostra e a populacao.

Nas fases iniciais o aluno é exposto a levantamentos censitarios, por exemplo, as prefer-
éncias dos alunos em uma classe. A idéia de que tal classe pode ser vista como amostra dos
alunos da escola nao é clara nessa fase. Nas fases posteriores, as inferéncias com base em
amostragem vao ganhando corpo, sempre acompanhadas de intimeras dificuldades de apren-
dizagem. Muitas dessas dificuldades originam-se na predominancia dos julgamentos pessoais
a respeito de determinado fendémeno observavel sobre a inferéncia de base estatistica. Nos
estagios mais avancados, em particular, no fim do ensino médio, o aluno deve compreender

a idéia de escolha apropriada da amostra e as maneiras de quantificar quao certo se pode
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estar ao se fazer uma inferéncia estatistica.

Também nos niveis mais avancados é desejavel que o aluno use simulacoes para conhecer
sample distributions e fazer inferéncias informais. Ele deve, também, adquirir a competéncia
de julgar a validade de argumentos baseados em estatistica, cada vez mais freqiientes nos

meios de comunicacao.

D) Compreender e aplicar conceitos basicos de probabilidade

Probabilidade é vista no documento do NCTM como um dos campos da Matemaética
com muitas conexoes com outros campos dessa ciéncia, e além disso, como base tebrica para

a coleta, descricao e interpretacao de dados.

Na fase inicial, o tratamento das idéias de probabilidade deve ser informal. Devem ser
introduzidas idéias e vocabulario referentes a nocoes probabilisticas, tais como: E provavel
que nao va haver aula a tarde; Dificilmente chovera hoje. Experimentos aleatorios simples,
como retirar fichas coloridas de uma sacola podem ser realizados para trazer a tona idéias de
chance e de acaso. Tais experimentos podem ser mais desenvolvidos nas fases subseqiientes,
com moedas, dados, roletas, etc., introduzindo-se a idéia de chance de um evento simples
associado ao experimento. Mais adiante, espera-se que o aluno possa calcular a probabili-
dade de eventos compostos, tais como, a ocorréncia de duas caras em 100 lancamentos de
duas moedas. devem ser calculadas, bem adquira os conceitos de eventos condicionais e

independentes.

O aluno deve gradualmente passar de situagoes em que a probabilidade de um evento
pode rapidamente ser determinada para situagoes em que é necessario utilizar a amostragem

e a simulacao para quantificar a chance de um evento incerto.

O experimento com o lancamento de uma moeda é bom exemplo para a discussao dos
conceitos fundamentais de probabilidade. Dada uma moeda nao viciada, é razoavel supor
que ha a mesma chance de resultar ‘cara’ ou ‘coroa’ na face superior da moeda. Num
dado lancamento, qual face ficard para cima é imprevisivel. Mesmo ap6s 10 aparecimentos
consecutivos de ‘coroa’, no proximo lance o resultado ‘coroa’ tem apenas 50% de chance
de ocorrer, por mais contra-intuitivo que possa parecer. No entanto, se muitos e muitos

langamentos forem feitos, experimentalmente verifica-se que surge um padrao nos resultados
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obtidos. A idéia de que, nesses casos, eventos individuais nao sejam previsiveis, mas que
ocorra um padrao no conjunto dos resultados, € um importante conceito que serve de base

para o estudo da estatistica inferencial.

Consideragoes finais

A leitura dessas recomendacoes curriculares revela que os contetidos de estatistica, prob-
abilidade e combinatoria, aqui englobados na denominacao genérica de tratamento da in-
formagao, ocupam um lugar de inegéavel importancia nos objetivos educacionais do ensino
basico, fase que corresponde, em geral, aos doze primeiros anos da vida escolar, iniciada aos
seis ou sete anos de idade do aluno. O ensino basico, como se percebe, ocorre durante um
longo periodo e abrange fases psicologicas tao distintas quanto infancia, adolescéncia e juven-
tude. Atender a proposta de incluir como componente curricular do ensino bésico, em toda a
sua extensao, o tratamento da informagao constitui-se uma tarefa de extrema complexidade,
mas que se impoe como necessidade, pelas demandas sociais contemporaneas, que reclamam
os conceitos e procedimentos, nos ambitos cientifico e tecnolégico e, mais ainda, no cotidiano
do cidadao. Necessidade que deriva, também, da idéia, hoje majoritariamente acatada, de
que a aprendizagem se da de forma continua e por retomadas sucessivas dos conceitos e pro-
cedimentos no decorrer de um longo periodo. Assim, muitos dos conceitos e procedimentos
basicos devem se fazer presentes, em diversos graus de extensao e complexidade, desde o

inicio da vida escolar.

Observa-se que, no tocante ao tratamento da informagao, é bastante amplo o leque
dos conceitos e procedimentos que sao recomendados nos documentos expostos. Dada a
extensao e a diversidade dos contetdos propostos, é esperado que surjam muitas indagagoes

sobre aspectos didaticos relativos a esses contetdos.

Nos capitulos seguintes, foram escolhidos alguns dos temas que tém relacao com o ensino

do tratamento da informagao no ensino bésico.
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Capitulo 2

Representacoes Graficas e Tabelas

Neste capitulo serao citadas as representacoes graficas mais comumente encontras nos meios
de comunicacao e que podem ser de interesse para o aprendizados dos alunos do ensino
basico.

Inicialmente, convém enfatizar que na Matemaética estamos acostumadas a fazer grdfico
de funcoes, como o grafico da funcao seno, por exemplo. Estes graficos sao distintos dos que
serao citados neste capitulo, nao somente com respeito a forma de fazer (desenhar) o grafico
como também aos objetivos a que se propoem. Entretanto, no contexto do que aqui estamos
apresentando usaremos os termos graficos e representacoes graficas de forma anéaloga. As

referéncias deste capitulo sdo [Azevedo e Campos, 1987], [Jain, 1991], [Pereira e Tanaka,

1990| e |Giampaoli e Lima, 2004].

Na verdade, representacoes graficas podem ser consideradas como a arte de apresen-
tacao de dados. Ha varias boas razoes para se usar representacao grafica em lugar de uma
explicagao textual: (i) uma figura substitui muitas palavras; (ii) é mais rapido entender
as informacoes correspondentes a elas; (iii) uma representagao grafica podem enfatizar ou
esclarecer determinados pontos; (iv) uma figura pode despertar mais o interesse do leitor do

que um texto.

Existem varios tipos de representacoes graficas, assim, um ponto importante quando da

escolha de um deles é saber qual o tipo de varidvel que sera exibido:
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Variaveis
I I I
Qualitativas Quantitativas

[
Ordenadas Nao-ordenadas| |[Discretas Continuas

Figura 2.1: Tipos de Varidveis.

Variaveis qualitativas, que também sao chamadas de categoricas, tém estados, niveis
ou categorias que sao definidas por um conjunto de subclasses mutuamente exclusivas e

exaustivas. Estas subclasses podem ser ordenadas ou nao-ordenadas.

Exemplo 2.1: Variavel qualitativa ordenada

e Nivel de escolaridade dos pais dos alunos de um dado colégio.

Exemplo 2.2: Variavel qualitativa nao-ordenada

e Diferentes regioes geograficas do Brasil.

Nas variaveis quantitativas os niveis sao expressos numericamente. Ha dois tipos de
variaveis quantitativas: discretas e continuas. Geralmente as discretas (nimeros inteiros)
estdo associados a problemas de contagem e as continuas (nimeros reais) a resultados de
mensuracoes sobre o mundo fisico. Voltando ao Capitulo 2, as variaveis quantitativas con-
tinuas, que sao nimeros reais, sao as passiveis de erros numeéricos quando representadas em

computadores.

Exemplo 2.3: Variavel quantitativa discreta

e Nimero de alunos de dado colégio.

Exemplo 2.4: Variavel quantitativa continua

e Altura dos alunos da 52 série.

A representacao de dados estatisticos usualmente é feita por meio de tabelas ou de gra-
ficos. Entre os graficos mais comumente encontradas sdo: (i) lineares, (ii) colunas, (iii)

barras, (iv) setograma, (v) cartograma e (vi) pictorico. No capitulo seguinte o leitor encon-
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trard o histograma, que é um tipo de grafico de coluna associado a tabela de distribuicao de

freqiiéncias.

A seguir sao apresentados exemplos de tabelas e graficos. Os dados estatisticos repre-
sentados foram extraidos do site http://www.ibge.gov.br, exceto no caso da Tabela 2.2 e
do Figura 2.5, que foram obtidos de recente trabalho académico e Figura 2.6 (pictograma)

disponivel em http://www.uaq.mx/matematicas/estadisticas/xu3.html ',

Tabela 2.1: Contas nacionais

CONTAS NACIONAIS

Agregados macroeconémicos 1999 2000 2001 2002 2003
Produto interno bruto

valor (1.000.000 R$) 963 846 1101255 1198 736 1346 028 1 556 182
Per capita (R$) 5771 6 430 6 896 7631 8 694

Renda nacional bruta (1.000.000 R$) 939 739 1068 658 1153452 1294084 1501032
Renda disponivel bruta (1.000.000 R$) 942 766 1071448 1157318 1301351 1 509 785

Poupanca bruta (1.000.000 R$) 150 238 190 793 200 817 249 212 317 172
Capacidade (+) ou necessidade (-) de
financiamento (1.000.000 R$) 46051 -45963  (-)53409 (-)15434 11193

Tabela 2.2: Percentual de professores em relagdo ao nivel de conhecimento do PCN Matemdtica,
sequndo tempo de graduacdo, na rede de ensino bdsico do Rio de Janeiro

Conhecimento do PCN Tempo como graduado

Até 5 anos De 5 a 10 anos De 10 a 15 anos De 15 a 20 anos
Profundamente 1 0,8 5,3 10
Parcialmente 69 93 89,5 89
Nao conheco 30 6,3 53 1

Os dados contidos em tabelas, na maioria das vezes, nao propiciam um rapido entendi-
mento das informacoes nelas contidas. Graficos, surgem entao como um recurso para resolver
esse problema. Para ilustrar tal fato, observe que as informacoes sobre o PIB do Brasil con-

tidas na primeira linha da Tabela 2.1 ficam mais claras no grafico a seguir apresentado.

1Ortigdo, M.LR., Curriculo de Matemdtica e desigualdades educacionais, Tese de Doutorado, PUC/DE-
Rio de Janeiro, 2005.
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Figura 2.3: Grdficos de colunas
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Figura 2.4: Grdfico de barras
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40 %

Aperfeicoananto Extensio
14% 10%

Figura 2.5: Grdfico de setores
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Como sugestoes para a preparacao de boas representacoes graficas, vamos usar a idéia

de maximos e minimos:

MINIMIZAR o esforco que o leitor vai fazer para entender o grafico;
MINIMIZAR, ambigiiidades;

MINIMIZAR quantidade de tinta e excesso de cores;

MAXIMIZAR a informacao.

A seguir sao apresentados erros comuns na elaboracao de gréficos.

apresentar muitas alternativas em um tnico grafico. [Jain, 1991] sugere que o gréfico
de linhas tenha no méximo 6 curvas; o de colunas, ou barras no maximo 10 colunas ou

barras; o de setor no méximo 8 componentes.
representar muitas variaveis y em um tnico grafico;
usar simbolos em lugar de texto;

selecionar escala inapropriada;

representar valores incorretos;

escolher representacao grafica inadequada.

Graficos e tabelas constituem-se ferramentas tuteis para representacao e apresentacao

de dados. Sao faceis de fazer e representacoes graficas podem ser extremamente criativas.

Geralmente informagoes que constam em uma tabela podem ser exibidas em uma especifica

representacao grafica ou vice-versa. Quem sabe nao seria possivel propor desafios entre os

alunas envolvendo a dupla (Desenho x Tratamento da Informacao)!?
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Capitulo 3

Estatistica Descritiva

Neste capitulo sao apresentados os indicadores, ou medidas, estatisticos mais usuais: média
(aritmética), mediana, moda, variancia, desvio padrao, coeficiente de variacao e os quantis ou
separatrizes, que sao os quartis, decis e percentis ou centis. Além destes indicadores também
apresenta-se o histograma. Estes indicadores estatisticos, ou estatisticas descritivas, sao tties
quando o objetivo é comparar as notas de duas turmas, ou o desempenho das alunas em
um exercicio escolar ou até para classificar os alunos dentro da sua turma. As referéncias

utilizadas foram [Azevedo e Campos, 1987, |[Jain, 1991] e [Pereira e Tanaka, 1990].

A primeira decisao quando se tem um conjunto de medigoes para serem analisadas, no
contexto do que aqui esta sendo abordado, é se o computador serd usado ou nao. Se SIM,
o professor ou alunos poderao efetuar seus célculos e fazer graficos usando os softwares (ou
aplicativos) de que dispdem, porque, neste caso nao € necessdrio agrupar os dados. Se NAO,
na maioria das vezes, dependendo do tamanho do arquivo de dados, é imprescindivel agrupar
0s dados (a suposi¢ao é que todos temos um tempo finito para realizar nossas pesquisas!!!).
Entretanto, na nossa opiniao, mesmo que existam recursos computacionais disponiveis é
IMPORTANTE saber como tratar os dados. A situacao é similar a, para quem mora em

edificios, usar o elevador sabendo que, em situacoes de emergéncia, existe a escada.

Agrupar os dados implica em dispor os dados numa tabela de distribuicao de freqiiéncias
para, a partir desta, usando férmulas adequadas, obter os indices de interesse e fazer o

histograma, que é o grafico de uma distribuicao de freqiiéncias.

Exemplo 3.1: Os dados a seguir sao de [Jain, 1991], pagina 195. Correspondem a medicoes
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de tempo de CPU (Central Processor Unity = Unidade Central de Processamento) em

segundos (s):

3.1 42 28 51 28 44 56 3.9
3.9 27 41 36 31 45 38 29
34 33 28 45 49 53 19 3.7
3.2 41 51 32 39 48 59 4.2

Estes dados, x1,29,...,25, N = 32, foram agrupados na Tabela 4.1, onde tem-se k =
5 classes com limites inferiores ;, ¢ = 1,...,5 e limites superiores, L;, respectivamente
1.4,2.4,3.4,4.4,5.4 ¢ 2.4,3.4,4.4,5.4,6.4 e freqiiéncias absolutas, f; = 1,10,11, 8,2 sendo as

amplitudes, h; = L; — [;, sao todas iguais a 1.

Tabela 3.1: Distribuicao de freqiiéncias dos tempos da CPU, em sequndos.

Classes | Freqiiéncia
1.4+F24 1
24+ 3.4 10
34+ 4.4 11
44+ 5.4 8
54F 6.4 2
Total 32

Freqiiéncia
A

» (Classes

Figura 3.1: Histograma com os dados da Tabela 4.1.
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Com os dados da Tabela 4.1 foram calculados os estatisticos descritivos usuais:
1k
Media = z; zifi = 3.9s.

L

2N T2 Janty, g,
IMediana

onde Y fant € o sométorio das freqiiéncias anteriores a classe da mediana e IMediana ¢ 2

Mediana = [; + (3.1)

freqiiéncia da classe da mediana.

fi— fia

Moda = l; + -———h; = 3.6s.
(fi = fi-1)
1 &
iancia = —— > (z; — T)°f; = 0.945>.
Variancia N1 ;(l’l T)°fi = 0.94s

Desvio padrao = +V Variancia = 0.97s.

Desvio Padrao
Coeficiente de variacao = v — M9 _ 0.2s.
Média

Obviamente, os valores podem diferir se esses indicadores forem calculados sem usar a dis-

tribuicao de freqiiéncias. Por exemplo, no caso da Moda tem-se 2.8 e 3.9 como modas, pois
ambos repetem-se trés vezes. A variancia e desvio padrao sao as mais usadas medidas de
dispersao, em particular o desvio padrao pois este tem a mesma unidade de medida de média,
o que facilita comparar a dispersao dos dados. O coeficiente de variacao é adimensional, por-
tanto pode ser usado para comparar grandezas distintas. Por exemplo, é possivel comparar

o peso dos alunos da 32 série do ensino fundamental com a idade dos mesmos alunos.

O calculo dos indicadores estatisticos mais usuais envolve apenas as operagoes aritméti-
cas, mas, do ponto de vista de interpretacao de resultados estes indicadores podem ser

associados, inclusive, com a tomada de decisoes.

3.1 Separatrizes

A féormula da mediana é particularmente interessante porque com uma pequena mudanca de
enfoque é possivel calcular qualquer separatriz, isto é, quartis (Q1, . .., Q3), decis (Dy, ..., Dyg)

e percentis (P, ..., Py). Na verdade a mediana também é uma separatriz (Mediana= @)y =
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D5 = Psy). Por exemplo, se o objetivo é calcular D3 entdo calcula-se 13—032 e a formula (4.1)

assume os valores

9.6 —1
D3 =24+ 0 1 =3.3s.
O calculo do percentil de ordem 90 corresponderé a %32 =288 ¢
28.8 — 22
Pgo = 44—|— T = 5.3s.

O calculo de separatrizes permite classificar um conjunto de dados de acordo com algum
tipo de critério. Por exemplo, se a professor deseja saber qual foi a menor nota entre os
25% melhores alunos da sua turma deve calcular D3 ou Prs; D; responderia sobre qual a
menor nota entre 25% alunos mais fracos ou qual a maior nota entre os 75% alunos mais

adiantados.

Calculo de separatrizes sao interessante porque podem, e devem, ser associados ao con-
ceito de fracoes, isto ¢, divisao do inteiro em um dado nimero de partes. Por exemplo, na
formula (3.1), N representa o inteiro. Assim, se o objetivo é calcular D, entao calcula-se

%N que apontard em que classe na distribuicao de freqiiéncia D- encontra-se.

Exemplo 3.2: Este exemplo mostra como calculo de separatrizes pode ser 1til para classificar

os elementos de uma mostra (ou popula¢ao). Sejam as seguintes notas:

83 68 69 94 85 61 30 85 59 82
76 82 67 83 70 64 98 74 9.0 6.2
76 10.0 75 84 65 62 13 88 7.7 5.1
6.5 72 84 6.2 6.6 7.6 82 10.0 10.0 5.7 7.5

Vamos responder as seguintes questoes, mas sem usar as féormulas vistas anteriormente,

isto é, sem construir uma distribuicao de freqiiéncias.
(a) Qual a menor dentre as 5% melhores notas?
(b) Qual a nota mais alta dentre as 25% menores notas?

Jain [Jain, 1991], na pagina 194, sugere que as a-separatrizes podem ser estimadas
ordenando as observagoes e tomando o elemento (n—1)a+1 no conjunto ordenado. Portanto,

ordenando o conjunto acima:
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1.3 3.0 51 57 59 6.1 62 62 62 64
65 65 66 67 68 69 70 72 T4 75
75 76 76 76 77 82 82 82 83 83
84 84 85 85 88 90 94 98 10.0 10.0 10.0

(a) (41 — 1) +1 = 39. Logo Percentily; = 10.

Isto é, a menor nota dentre as 5% melhores é 10.
(b) (41 — 1) + 1 = 11. Logo, o Quartil, = Percentily;s = 6.5.

Portanto, a maior das 25% menores notas ¢é 6.5.
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Capitulo 4

Nocoes Basicas de Probabilidades

Neste capitulo sao dadas defini¢oes da funcao probabilidade, exemplos e propriedades decor-
rentes da definicdo axiomatica. As principais referéncias para este capitulo sdo |[Campos,

2005], [James, 1981], |[Meyer, 1983|.

Questoes em probabilidade em situagoes praticas basicamente constituem-se, como se-
ria o esperado, em como calcular probabilidades. Ai é onde a situacao se complica. Se o
espaco amostral é finito, podemos usar a definicao classica e a “complicacao” consiste em
contar, o que implica no uso de técnicas de andlise combinatoria, que, nao sao faceis. Se o
problema envolve “volumes de solidos”, é possivel, em algumas situagoes, usar as chamadas
probabilidades geométricas e o problema esta resolvido. Se o espaco amostral é enumeravel,
conhecimentos sobre progressoes geométricas adquiridos no ensino basico resolvem alguns
problemas. Uma outra forma para calcular probabilidades é usar a freqiiéncia relativa como
sendo a probabilidade para um dado evento. Nesse caso teriamos que ter um “grande nimero
de observacoes”, mas, o que é --- “grande”” A construcao axiomatica da teoria da probabil-
idade, abstrai o calculo de probabilidades de casos particulares e nos prové de um método

formal para resolver problemas probabilisticos.

Vamos supor que, por alguma razao, estamos interessados em contar quantas pessoas im-
primem seus arquivos em uma das impressoras de um centro académico. Notem que, mesmo
a escolha da impressora ja ¢ dificil de predizer. Essa escolha depende de diversos fatores.
Experimentos como esse requerem uma modelagem diferente. Tais experimentos sao ditos

aleatorios e, é com esses, que nos preocuparemos doravante. Uma das caracteristicas de um
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experimento aleatorio ¢ que o mesmo apresenta um conjunto de possiveis resultados. Esse

conjunto em probabilidade é denominado de espaco amostral.
Espacgo amostral, €.

Eventos sio subconjuntos de . €, evento certo. (), evento impossivel. {w}, evento elemen-

tar ou simples, onde w € €.

Portanto, os termos béasicos no comecgo do estudo de probabilidade sao:

e experimento aleatorios;
e espago amostral;

e eventos.

Exemplo 4.1: Descreva um espaco amostral para cada um dos experimentos abaixo

(a) Strings de digitos binarios sao gerados até que pela primeira vez o mesmo resultado

aparega duas vezes em sucessao.
(b) Strings de digitos binarios sdo geradas até que o digito 1 apareca pela primeira vez.
(c) Strings de 3 digitos binarios sao geradas. Observe as seqiiéncias de zeros e uns.

(d) Conte o nimero de zeros em uma string de digitos binarios com 3 digitos.

4.1 Definicoes

4.1.1 Frequentista (freqiiéncia relativa)

P(A) = lim "4, (4.1)

n—oo M
onde ny4 é o nimero de ocorréncias de A em n ensaios independentes do experimento (teoria

baseada na observacao).

Exemplo 4.2: Sejam a, b, k,n, N inteiros positivos tais que a,b,N > 2, k =1,---,b — 1,

N

n=1,---,N.Seja N(k) o nimero de vezes que k aparece como o primeiro digito de {a"},_,
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na base b. Sabe-se que

lim N(k)/N =log,(1+ 1/k). (4.2)

N—oo

As Tabelas 4.1 e 4.2 abaixo apresentam resultados computacionais para k, N (k) e
P(k,N) = N(k)/N,

que é a freqiiéncia relativa, onde b = 10, N = 10%,10%,10* 10° a = 2,3. A Tabela 4.3 exibe

valores numéricos aproximados para o resultado teorico,

log, (14 1/k).

Tabela 4.1: k, N(k) e P(k,N) para 2", n=1,---,N e N = 10%,103,10%, 10°

kNG [ Pk, 10%) [ N(k) | P(k, 10%) [ N(k) | P(k,10% || N(k) | P(k, 10°)
1 30 0.30 301 0.301 || 3010 0.3010 || 30103 0.30103
2 17 0.17 176 0.176 || 1761 0.1761 || 17611 0.17611
3 13 0.13 125 0.125 || 1249 0.1249 || 12492 0.12492
4 10 0.10 97 0.097 970 0.0970 9692 0.09692
5 7 0.07 79 0.079 791 0.0791 7919 0.07919
6 7 0.07 69 0.069 670 0.0670 6695 0.06695
7 6 0.06 56 0.056 579 0.0579 5797 0.05797
8 5 0.05 52 0.052 512 0.0512 5116 0.05116
9 6 0.05 45 0.045 458 0.0458 4576 0.04576

Tabela 4.2: k, N(k) e P(k,N) para 3", n=1,---, N e N = 10%,10%,10%,10°

k [ N(k) | P(k,10%) [ N(k) | P(k,10%) | N(k) | P(k,10%) || N(k) | P(k, 10°)
1] 28 0.28 | 300  0.300 | 3007 | 0.3007 | 30101 | 0.30101
2 19 0.19 177 0.177 || 1764 0.1764 || 17611 0.17611
3 12 0.12 123 0.123 || 1247 0.1247 || 12492 0.12492
4 8 0.08| 98| 0.008| 968| 0.0968| 9693 | 0.09693
5 9 0.00| 79| 0.079| 792| 0.0792| 7916 | 0.07916
6 7 0.07| 66| 0.066| 669 0.0669| 6697 | 0.06697
7 7 0.07| 59| 0059 | 582| 0.0582| 5798| 0.05798
8 5 0.05| 52| 0.052| 513| 0.0513| 5116| 0.05116
9 5 0.05| 46|  0.046| 458 | 0.0458 | 4576 | 0.04576
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Tabela 4.3: Valores numéricos aproximados para os resultados teoricos

log(1+ 1/k)
0.30103000
0.17609126
0.12385164
0.09691001
0.07918125
0.06818586
0.05690485
0.05115250
0.04532298

O 00 ~J O U = W N = |

Seja S5 105 = 22:1 37%05,@ onde x195 , € 0 quadrado da diferenca entre o valor teorico aproxi-
mado e o resultado computacional para k = 1,---,9 quando a = 2 and N = 10°. Vemos que

Ss.105 &~ 0 [Campos, Maranhao e Mendonza, 1999).

4.1.2 Classica

onde n é o namero de resultados possiveis e n4 , 0 nimero de resultados favordveis a A dentre
o numero de resultados possiveis. Baseia-se na idéia de resultados igualmente provaveis. A
definicao pode ser aplicada apenas a uma classe limitada de problemas, isto é, aqueles onde
é possivel contar os elementos do espaco amostral, {2, e do evento A. Nessa contagem a

técnica usada é Analise Combinatoria.

Exemplo 4.3: No Brasil, a placa dos automoéveis é uma string, na qual os 3 primeiros

elementos sao letras escolhidas dentre as 26, e, os 4 ultimos, digitos na base decimal.

(a) Qual é o niimero méaximo de automoéveis que podem ser emplacados neste sistema?

(b) Qual é a probabilidade de que uma placa seja iniciada pela letra K7
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Exemplo 4.4: Um poliedro com k faces, k > 3, rotuladas fi, fo, -, fr é atirado aleatoria-

mente em um plano, sendo observada a face tangente ao mesmo.

(a) Descreva o espago amostral.
(b) Seja o evento A, a face voltada para baixo nao excede o numero k/2. Descreva A.

(c) Calcule P(A) para um icosaedro, dodecaedro e octaedro.

4.1.3 Geomeétrica

Considerando o espaco amostral constituido de objetos geométricos tais como pontos, retas e
planos, a obtencao de probabilidades, nesse caso, é referenciada na literatura como problemas
de probabilidade geométrica. Portanto, dado um certo evento A, nesse contexto, de modo

geral,

m(A)
P(A) = —=
()=
desde que todas as medidas estejam bem definidos. Enfatiza-se que o termo medida pode

significar comprimento, drea ou volume.

A defini¢cao geométrica de probabilidade pode ser usada somente quando a probabilidade
de acessar qualquer parte de um certo dominio é proporcional ao tamanho deste dominio

(comprimento, area, volume, etc.) e é independente da sua posi¢ao e forma.

Exemplo 4.5: Um ponto é escolhido aleatoriamente no quadrado 0 < x < 1,0 <y < 1.
Encontre a probabilidade de que o ponto pertenga a regiao limitada por x > 1/2 e xz+y > 1/3.

O calculo de probabilidades através das definicoes geométrica e classica utiliza conheci-
mentos de geometria e andlise combinatoria, conhecimentos estes que fazem parte dos pro-
gramas de Matematica do ensino basico. O calculo da probabilidade freqiientista (o limite
da freqiiéncia relativa) pode ser realizado usando-se um gerador de nimeros aleatorios, um

tabela de numeros aleatorios ou até lancando-se uma moeda!
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4.1.4 Axioméatica (A. N. Kolmogorov, 1933)

Seja €2 um espago amostral e A, uma o-algebra construida a partir de €2. Seja P uma medida,

P: A — R, satisfazendo aos seguintes axiomas:
(i) P(A) >0.
(ii) P(Q) = 1.

(iii) Se Aj, As, ... é uma seqiiéncia de elementos de A tal que A; N A; =0 Vi # j, entdo

P A = 3 P(AL).

Equivalentemente, probabilidade também pode ser definida pelos axiomas:
(i) P(A) >0.
(ii) P(Q2) = 1.

(iii) Seja A;, A, ... A, uma seqiiéncia de elementos de A tal que A;NA; =0 Vi # j. Entao

P(U A) = P(A).
i=1
(iv) Seja Aj, Ao, ... uma seqiiéncia de elementos de A tal que 44 D Ay D ..., com
lim,, o A, = N2, A, = 0. Entao

lim P(A,)=0.

n—oo

O axioma (iv) é denominado de continuidade no vazio.

A terna (2, A,P) é chamada de espago de probabilidade. Intuitivamente quando se
modela um problema através de probabilidade, basicamente, o que se faz é especificar cada

uma das componentes da terna acima.
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Eventos sao os elementos de A, aos quais se pode atribuir probabilidade. Probabilidade é
uma funcao cujo argumento é um conjunto. Portanto, nao somente conjuntos, como também
as operacoes sobre eles, tem uma importancia fundamental em teoria da probabilidade.
Entretanto, é preciso que a linguagem de conjuntos seja traduzida para a linguagem de
probabilidade. A Tabela 5.4, a seguir, exibe algumas dessas tradugoes. A idéia subjacente é

que um experimento aleatoério foi realizado e aconteceu algum evento.

Tabela 5.4: Interpretacoes interessantes

Q conjunto universo espaco amostral, evento certo

w elemento evento elementar

A conjunto A evento A

0 conjunto vazio evento impossivel

A¢ou A complemento de A nao ocorreu o evento A

ANB A intercessao B os eventos A e B ocorreram

AUB A uniao B os eventos A ou B ocorreram

N, A, intercessao dos conjuntos A,, todos os eventos A, ocorreram

U,A, uniao dos conjuntos A, ao menos um dos eventos A,, ocorreu

A notacao usada neste capitulo é a comumente encontrada nos livrso de probabilidade.
Entretanto, fora do contexto de probabilidade, é possivel, ali4s quase certo, encontrar notagao
distinta. Por exemplo, em [Russel e Norvig, 1995 tem-se P(AV B), P(AA B) e P(—A) para
P(AUB), P(AN B) e P(A°).
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Capitulo 5

Numeros de Ponto Flutuante

Neste capitulo sera mostrado como os niimeros reais R, sao representados nos computadores,
porque tém de ser representaveis e exemplos de propriedades algébricas dos reais que sao
perdidas com essa representacdo. A bibliografia deste capitulo é [Claudio e Marins, 1994],

|[Ruggiero e Lopes, 1988] e [Santos e Silva, 2002].

E importante chamar a atencdo para as limitacdes dos computadores com respeito a
computacao cientifica, isto é, operar com os niimeros reais em computadores. Esta é a razao
deste capitulo com noc¢oes sobre nimeros de ponto flutuante. Adicionalmente a realizacao
de experimentos no mundo fisico pode originar medigoes que precisem ser representados e

analisados, o que atualmente, geralmente, é feito em computadores.

Um primeiro tipo de informacao a ser tratada é o nimero que é armazenado e proces-
sado nos computadores. Basicamente, este nimero pode vir de uma regra de contagem ou
ser mensuracao de uma grandeza fisica. No tltimo caso tem-se um nimero real, o que sig-
nifica um problema bdsico de computacao numérica, ao qual também esta associado um erro

numerico.

5.1 Erros Numeéricos

Os erros numéricos mais comumente citados sao:

e Inerente. Se o problema é calcular a area de um circulo de raio 6, na formula ¢ = 7r?, 7

deve ser representado por um niimero. A questao crucial é que o conjunto dos niimeros
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disponiveis em qualquer computador é finito, assim como é finita a excursao de qualquer
elemento deste conjunto. Em outras palavras, o modelo da Matemaética, o conjunto dos

nameros reais, longe esta de ser representavel (e operavel) por qualquer computador.

7

Portanto, expressoes como “para todo x real ...” ou “seja x um numero real tal que ...”

nao tém sentido em computacgoes que exigem um processamento numérico automatico,
incluindo desde as calculadores que realizam apenas as operacoes aritméticas béasicas,

aos computadores dos centros cientificos.

[e.9]

1
e Truncamento. Como calcular Z —'? Nao sendo praticamente possivel realizar tal
n!

n=1
100

feito, o que se faz é truncar a expressao acima, isto é, troca-la, por exemplo, E

n=1

1
n!’
e Arredondamento. Este erro esta associado ao tamanho da palavra na maquina. Sera

visto a seguir.

Por dltimo, lembramos que além dos tipos de erros numéricos mencionados acima, o
processamento numérico nos computadores é realizado na base 2, Figura 5.1, portanto, adi-

cionalmente ainda tem-se o erro de conversao da base.

usuario digita base 10 calculos base 2 usuario recebe
numeros na base — ! — | realizados | — l — resultados
10 base 2 na base 2 base 10 na base 10

Figura 5.1: Seqiiéncia de passos para processamento numeérico.

O conjunto dos niimeros reais é um corpo ordenado completo. O fato dos reais consti-
tuirem um corpo possibilita que nele sejam resolvidas equacoes dos tipo ax = b, a # 0, onde
a solucdo tinica é x = a~'b. Como é completo, equacoes do tipo 22 = 2 tem solucdo. Por

razoes de ordem prética, os computadores, em geral, representam constante de bits.

IEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Figura 5.2: Um byte com 32 bits.
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No caso dos reais é necessario substitui-los por um outro conjunto que os represente,
usualmente o dos nimeros de ponto flutuante. O problema porém é que o conjunto dos
numeros de ponto flutuante, diferentemente dos reais, nao tem propriedades algébricas que
garantam os resultados dos calculos efetuados. Por exemplo, a soma de dois nimeros de
grande magnitude pode dar overflow, ou seja, nem sempre a soma de dois ntimeros de ponto

flutuante é sequer um nimero de ponto flutuante.

5.2 Ponto Flutuante

Definicao 5.1: Um numero de ponto flutuante, x, é da formula
x:mxbe::I:O-dld2~~dl Xbe,

onde m é uma mantissa de comprimento [, b é a base, a qual é um inteiro maior ou igual a
2,e é o expoente, tal que epin < e < epax S0 nimeros inteiros. Os digitos da mantissa sao
restritos a 1 <d; <b—1e0<d; <b—1,71=2,...,n. Porque d; # 0, z é denominado um
numero de ponto flutuante normalizado. Um sistema de ponto flutuante, F', é usualmente

representado por
F= F<b7 la €min, emax)~

A representacgao do 0 (zero real) é
0=+0-000---0 x bpmin,

Os elementos de menor, x,,;,, € maior, .., valor absoluto em F' sao,

Tmin = +0-10---0 X bemin’
Lmax :+0 (b— 1)(b— 1)(b_ 1) X pemax

O nimero de elementos de F', # F', é

#F = 2(b - 1)61_1(6max — €min T 1) + 1a

40



isto é, F' tem um numero finito de elementos!

O termo numero de ponto flutuante deve-se ao fato de que o ponto se move no niimero
dependendo do expoente da base. Alguns autores usam a virgula ao invés do ponto; neste

trabalho adotou-se o ponto que é a notagao usada nas méquinas digitais.

Exemplo 5.1: Seja o sistema de ponto flutuante F' = F'(2,3,—1,2). Portanto F' tem base
2 (binaria), a mantissa tem 3 digitos, o menor expoente é e, = —1 e 0 maior expoente
emax = 2, assim a excursao do expoente vai de —1 e 2 e todos os expoentes deste sistema
sao {—1,0,1,2}, isto é, tem-se um total de 4 expoentes, que vem do céalculo €yax — €min + 1.

Para este sistema tem-se:

e representacao do zero: 0 = +0.000 x 271,

e maior elemento de F' : &y, = +0.111 x 22;

e menor elemento de F': —2. = —0.111 x 22

e menor elemento positivo de F' : zpim = +0.100 x 21

e maior elemento negativo de ' : —zy,;, = —0.100 x 2!;

e numero de elementos de F': # F' = 33.

Exemplo 5.2: Considerando F' = F'(10,5, —98,100). Neste caso a base é decimal, tem-se 5

digitos na mantissa a excursao do expoente varia de -98 a 100.

e 0 =0.00000 x 1079,

® T = +0.99999 x 1010,
o —Tpa = —0.99999 x 1009,
® T = +0.10000 x 10798;
® — Ty = —0.10000 x 107%;

# F = (2(10 — 1)10°1(100 — (—98) + 1)) + 1 = 32820001.

O leitor ja pode concluir dos exemplos anteriores que tem-se um niimero finito de ntimeros
reais possiveis de serem representados em um sistema de ponto flutuante. O subconjunto
de R que é representavel em F' sao niimeros nao-igualmente espacados localizados na regiao

hachuriada mais o zero.
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Figura 5.3: Distribuicao dos nimeros de ponto flutuante na reta.

Exemplo 5.3: No sistema F' = F(2,3,—1,2) tem-se:

0.100 x 271 = 0.25

0.101 x 271 = 0.3125
0.110 x 27 = 0.375
0.111 x 271 = 0.4375
0.100x2° = 0.5
0.101 x2° = 0.625
0.110 x 2° = 0.75
0.111 x2° = 0.875
0.100 x 2! = 1
0.101 x 2! = 1.25
0.110x 2! = 1.5
0.111 x 2! = 1.75
0.100 x 22 = 2
0.101 x 22 = 25
0.110 x 22 = 3
0.111 x 22 = 3.5
Portanto, a apresentacao aproximada destes é:
0 ==+ttt l l l l l l l
0,25 0,5 0,78 1 1,25 1,5 1,75 2 2,5 3 3,5

Figura 5.4: Nimeros positivos e o zero no sistema F(2,3,—1,2).
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Supondo o sistema F' = F'(10,3,—1,2) entao 0.3125 e 0.4375 tém de ser arredondados.
Logo, 0.3125 ~ 0.312 e 0.4375 ~ 0.438. Convertendo-se estes tltimos resultados para a base
2 tem-se

0.312;p = 0.010011. ..

0.4381p = 0.1110. ..

Chamando de R o subconjunto de R representavel em F', entao
R = {_xmax <z < _xmin} U {O} ) {mmin <z < xmax}'

Enfatiza-se, mais uma vez, que # R é finito e ainda, nem todos os racionais sao representiveis

por F.

Exemplo 5.4: Considerando F' = F(10,5,—98,100),

R = {-0.99999 x 10'%° < z; < —0.10000 x 10~%} U {+0.00000 x 10~%8}U

{0.10000 x 107 < u; < 0.99999 x 10190}

5.3 Propriedades Algébricas

Além da restricao com respeito ao nimero de elementos, uma vez que R é nao-enumeravel e
F é finito, propriedades algébricas que sao validas em R nao sao validas em F'. As referéncias
[Claudio e Marins, 1994] e [Santos e Silva, 2002] trazem varios exemplos. Aqui sao citados

alguns.

Exemplo 5.5: Falha na Lei do Corte Aditiva. Sabe-se que em R:
Va,b,ce R, a+b=a+c=b=c.

Sera mostrado que em F',

Ja,b,c € F taisquea+b=a+c# b=c.
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Seja F'= F(10,4,-9,9) e
a = 0.3245 x 102,
b= 0.4587 x 103,
c=0.8794 x 1074,

Colocando os niimeros na poténcia dos maior expoente,

a = 0.3245 x 102,
b = 0.00004587 x 102,
¢ = 0.000008794 x 102.

Somando,
a+ b= 0.32454587 x 102,

a+ c=0.324508794 x 102

Arredondando porque [ = 4,
a+b=0.3245 x 102,
a+c=0.3245 x 102,

Portanto, tem-se que a + b = a + ¢, mas b # ¢!

Neste exemplo surgiu o erro de arredondamento mencionado anteriormente uma vez que

F' nao admite 4 digitos mantissa.
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