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Prefacio

Entendendo por computagao tudo o que os computadores podem realizar, entao
é necesario definir precisamente o que é um computador. Essa resposta poderia
ser dada em termos de hardwares e tecnologias, mas deve haver o cuidado para
que nao haja uma limitagao & tecnologia do momento, pois nessa definicdo deverao
coexistir os primeiros computadores, as calculadoras, os supercomputadores, até
os computadores que estao por existir. Ou seja, é necessario unificar essas carac-
teristicas essenciais e comuns de TODOS os possiveis computadores e chegar a um
modelo matematico capaz de realizar qualquer tarefa realizavel nos computadores
reais. Com isso é possivel definir precisamente o que é uma tarefa executada por
qualquer computador, i.e. uma tarefa computavel, dando, assim, origem & nogao
de computabilidade. A teoria da computabilidade procura responder a partir
desses modelos questdes como: o que, em principio, os computadores podem fazer?
(sem qualquer restricdo de espago, tempo, nem recurso) e quais sdo as inerentes
limitacdes teoricas?, i.e. o que pode e o que nao pode ser feito por um computador?
ou qual a classe de fungoes que um computador consegue implementar?

A computagao em cada um desses modelos implementa uma nogao do que
vem a ser um procedimento efetivo, i.e. uma regra mecanica, ou um método
automdtico, ou um programa para executar alguma operacdo matemdtica (c.f.
Cutland [8]). Um exemplo de procedimento efetivo é o algoritmo da divisdo de
Euclides, que demonstra que os gregos antigos ja se preocupavam com esse tipo de
procedimento. Mas s6 em 1936 os mateméaticos Alan Turing e Alonzo Church, de
maneira independente, propuseram formalizagoes (“modelos”) distintas para esse
conceito. Essas e outras formulagoes, que vieram posteriormente, mostraram-se
equivalentes, ja que computam a mesma classe de fungoes, a saber, a classe das
fungoes recursivas parciais que é uma sub-classe prdpria da classe de fungoes
sobre os naturais. Isso significa que todos esses modelos tém o mesmo poder com-
putacional e que a noc¢do de computagdo limita-se a essa classe de fungdes. A
correspondéncia entre procedimentos efetivos e esses modelos formais é conhecida
como tese de Church-Turing.

O minicurso apresenta 3 classes de modelos de computagdo que captam aspec-
tos distintos da computagéo atual, a saber: (1) RAM: Random Access Machines
que capta o aspecto dos hardwares; (2) Programas While, que capta o aspecto das
linguagens de programacao — “Software” e (3) Fungbes recursivas parciais, que
captam o aspecto funcional da computagao. Mostra-se a equivaléncia entre essas
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classes, fortalecendo a validade da Tese de Church-Turing.

A segunda etapa do curso, descrita no capitulo 6, apresenta o conceito de pro-
gramas universais, demonstrando que existem modelos, em cada uma dessas
classes, capazes de abstrair as atuais arquiteturas von Neumann. Esses programas
universais modelam os computadores de proposito geral, i.e. computadores pro-
gramaveis que simulam qualquer programa de propdsito especifico.

A terceira etapa, apresentada no capitulo 7, introduz a no¢éo de procedimento
de decisao, que sao procedimentos que verificam se uma propriedade é satisfeita
ou nao por um dado de entrada. Esses procedimentos sao divididos em trés classes:
procedimentos decidiveis, semi-decidiveis e indecidiveis. A primeira e a segunda
classe sao sub-classes dos procedimentos efetivos. Ao passo que a terceira classe
é disjunta da primeira e da segunda. Dentre os problemas pertencentes as duas
tltimas classes encontram-se os problemas da parada e da divergéncia, um
sendo a negagao do outro, e ambos pertencentes a teoria da programacao, onde
o primeiro é semi-decidivel e o outro completamente indecidivel.

A quarta e tltima etapa, contida no capitulo 8, apresenta, de maneira sucinta,
alguns topicos que nao foram abordados neste texto, indicando uma bibliografia
suplementar e a importancia deles no contexto da computacao. Dentre esses tépicos,
destacamos, por enquanto, as questoes de paralelismo, computabilidade no continuo
(j& que a computabilidade vista no minicurso serd sobre conjuntos contdveis) e
computacoes com oraculos.
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Capitulo 1

Pré-requisitos Matematicos

1.1 Conjuntos, relacoes e fungoes

Esta secao deve ser lida rapidamente e revista posteriormente caso seja necessario.
Ela se propoe a ser uma introdugao da linguagem matematica utilizada neste texto.
Observe cuidadosamente as defini¢oes de fungao, produto cartesiano e tuplas dadas
aqui. Pressupoe-se familiaridade com a teoria elementar de conjuntos e os conceitos
de pertinéncia “€”, uniao de conjuntos “U”, interseccao de conjuntos “N”, comple-
mento “A”, conjunto vazio “f”, inclusdo de conjuntos “A C B”, e inclusdo prépria
de conjuntos A C B.

Se X e Y sao conjuntos, entdao o conjunto X x Y = {(x,y) : x € X,y € Y}
chama-se produto cartesiano de X e Y, e é o conjunto de todos os pares orde-
nados, (x,y), formados a partir de X e Y. Um subconjunto R C X x Y chama-se
relagao entre X e Y. Observe que se X = ) ou Y = (), entao X x Y = (), nesse
caso como () é tnico, entao a relagao () chama-se relagao vazia. .

O dominio de uma relagdo R, escrito como dom R, é o conjunto {z € X :
(z,y) € R, para algum y € Y}. Se x € dom R, entdo R estd definida para z, o
que pode ser escrito como: “R(z) |”. Se x &€ dom R, entdo R nao esta definida
para z, o que pode ser designado por: “R(x) 1”. A imagem de R é o conjunto
im(R) = {y € Y : (z,y) € R, para algum z € X}. A imagem direta de um
subconjunto A C X é o conjunto R(A) = {y € Y : (x,y) € R, para algum z € A}.
Assim, R(dom R) = im(R). A restrigao de R & A, onde A C X, denotada por
R| A, éarelacio {(v,y) € R:x € A}. A relacdo inversa de R, designada por R},
¢ o conjunto de pares ordenados {(y,z) : (x,y) € R}.

Uma relagao f C X x Y é uma fungao parcial de X em Y, representada por
f: X — Y, se para cada x € dom f existe um tnico y € Y, tal que (x,y) € f.
Se, além disso, domf = X, entao a funcao f chama-se funcgao total. Dessa forma,
uma funcao total é parcial, mas a reciproca nao é vélida.
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f é uma funcgao injetora, se f(x) = f(z'), entdo x = 2’. Ou seja, dois objetos
distintos sempre estarao relacionados, via f, com dois elementos distintos de Y. f
é uma funcao sobrejetiva, se im(f) =Y. Assim, uma func¢do é injetora se a sua
relacdo inversa f~! é uma funcdo parcial e é sobrejetiva se dom f~! =Y. Uma
funcao total injetora e sobrejetora chama-se bijecao ou fungao bijetora de X em
Y.

O conjunto de todas as fungoes totais de X para Y é um subconjunto do
conjunto poténcia P(X x Y), e sera denotado por Y.

Proposicao 1.1 Se f : X — Y € uma funcdo total, entdo: (1) se X # 0,entdo
Y#0D;e(2) seX=0,entio f=0 (ie. f=0CXxY =0).

Prova: Suponha que f : X — Y é uma fungao total. (1) Se X néo é vazio,
entao existe pelo menos um elemento em X. Portanto, pela definicao de fungao
total deve existir pelo menos y € Y tal que (z,y) € f. Logo Y # 0. (2) Se X =0,
entdo X x Y = (). Logo, o tinico subconjunto de X x Y que satisfaz a definicdo
de funcao total é o conjunto (). Note, que () satisfaz a definicao de funcao total por
vacuidade, i.e. §) ndo possui qualquer par ordenado (x,y) que viole a defini¢ao de
funcao total. O

Corolario 1.2 Eziste uma tnica funcio de ) em qualquer conjunto A; a saber o
conjunto vazio O (também chamado funcdo vazia).

Proposicao 1.3 Ndio existe funcao total de A em 0, para A # 0.

Prova: Para existir uma funcao total f de A em @, onde A # (), entao ¢ suficiente
que para cada a € A, exista um unico = € @ tal que (a,x) € f. O que é absurdo. O

Corolério 1.4 Para todo conjunto A, AY = {0}, e para todo conjunto B # (),
0B =0.

1.1.1 Cardinalidade e enumerabilidade

Um dos resultados da teoria dos conjuntos de George Cantor foi a definicao da
cardinalidade ou tamanho de um conjunto. Ingenuamente, a cardinalidade ou
tamanho de um conjunto é a quantidade de elementos que ele possui. Portanto
os conjuntos {a}, {a,b}, {a,b,c}, ... sdo conjuntos, respectivamente, com 1, 2, 3,
. elementos, e portanto possuem cardinalidade 1, 2, 3, .... Entretanto, isso faz
sentido para conjuntos finitos, onde se pode associar a cada conjunto um ndmero
natural e dessa forma concluir que os conjuntos que possuem a mesma quantidade
de elementos possuem o mesmo tamanho; i.e. a mesma cardinalidade. Entretanto,
como estender esse conceito para conjuntos infinitos? Cantor propds o seguinte:
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Defini¢ao 1.5 (Cardinalidade, Conjuntos contaveis e incontdveis) Dado
dois conjuntos A e B. Se existe uma bijecio entre A e B, entao diz-se que A
e B possuem a mesma cardinalidade. Se A = () ou existe uma bijecdo entre A e
o conjunto {0,...,m} (param >0), entdo A chama-se conjunto finito. Quando
existe uma bijecao entre A e N, o conjunto A € chamado conjunto enumerdvel.
Se A ¢é finito ou enumerdvel, entdo A é dito um conjunto contdvel, e se A ndo
for um conjunto contdvel, entdao ele chama-se conjunto incontdvel.

Exemplo 1.6 Os conjuntos {a,b,c} e {x € N:z =2- K para algum k € N} sao
conjuntos contdveis, ao passo que R ndo é um conjunto contdvel.

1.1.2 Familias e produto cartesiano genérico

“Existem ocasioes em que a imagem de uma fungao é tida como mais importante
do que a propria fungao. Quando este é o caso, a terminologia e a notagao, ambas,
passam por radicais altera¢oes.” — Paul R. Halmos [14] p.55.

Suponha, que x é uma funcao total do conjunto I para um conjunto X. Se neste
caso quem estara em evidéncia é a imagem de x em vez da funcao em si, entao serao
necessarias algumas terminologias novas. Um elemento ¢ € I se chamara indice,
I serd chamado conjunto de indices, o contradominio de z serd dito conjunto
indexado, a funcao em si serd denominada familia, e o valor da funcao x para
cada indice i € I, recebera o nome: termo da familia e serd indicado por x;.

Exemplo 1.7 Uma seqiiéncia s : {1,...,n} — R € um bom exemplo de uma
familia, onde I = {1,...,n}, R estd indexado por I e s; é um termo da seqiéncia
S.

“Um inaceitavel mas geralmente admitido caminho de comunicar a notacao e
indicar a énfase (no contradominio) é falar de uma familia {z;} em X, ou de uma
familia {z;} quaisquer que possam ser os elementos de X; quando necessério o con-
junto de indices I é indicado por alguma expressao entre parénteses como (i € I).”
— Paul R. Halmos [14] p.56. Duas outras alternativas de notagdo sao {x;}icr €
{ZCZ' 11 € I}

Dois conceitos bem simples porém muito importantes sao o de familia constante
e o de familia de conjuntos.

Definicao 1.8 Dados dois conjuntos I e X, e um elemento x € X. Uma familia
constante € uma familia ¢ : I — X, tal que ¢; = x, para todo i € 1.

Definicao 1.9 Uma familia de subconjuntos de X ¢ uma familia da forma
A : I — P(X). Seguindo as observagées acima, pode-se, entao, designar uma
familia de subconjuntos como {A;}ier ou {A; :i € I}.
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Exemplo 1.10 Sejam os conjuntos I = {1,2,3} e P({a,b,c}), entao a fungao
A:1— P({a,b,c}), onde: A(1) = {a,b}, A(2) =0, e A(3) = {c}, é uma familia
de conjuntos. Observe que para o conjunto de indices J = {u,v,z}, a familia
B:J — P({a,b,c}), onde: B(u) = {a,b}, B(v) =0, e B(z) = {c} € uma famdia
diferente de A, porém equivalente. Infelizmente essa equivaléncia nao serd forma-
lizada nesse texto.

Definicao 1.11 Se {A;}icr € wuma familia de subconjuntos de X, i.e.
A: T — P(X), a uniao da imagem da familia é chamada a unidgo da familia
A; a notagao padrdao para isso é:

i€l i
Dessa maneira, a unido de uma familia de subconjuntos de X € também um sub-
conjunto de X.

A linguagem das familias pode ser utilizada para generalizar a nogao de produto
cartesiano.

“O produto cartesiano de dois conjuntos X e Y, foi definido como o conjunto
de todos os pares ordenados (z,y) com z € X e y € Y. Existe uma natural
correspondéncia um-a-um entre este conjunto e um certo conjunto de familias. De
fato, considere qualquer par particular ndo ordenado {a, b}, com a # b, e considere o
conjunto Z de todas as familias z, indexadas por {a, b}, talque z, € X ez, €Y. Sea
fungéo f de Z para X xY é definida por f(z) = (za, 2), entdo f é a correspondéncia
um-a-um prometida. A diferenca entre Z e X x Y é uma mera questio de notagao.
A generalizacdo de produtos cartesianos generaliza Z mais do que o préoprio X x Y.
(Como conseqiiéncia hd um pequeno atrito de terminologia na passagem do caso
especial para o geral. Nao ha como evita-lo; é com o a linguagem matematica é
usada atualmente). A generalizacdo agora é direta.” — Paul R. Halmos [14] p.58.

Definigao 1.12 Seja {A;}icr € uma familia de subconjuntos de X , i.e. uma fun¢ao
A: T — P(X), o produto cartesiano da familia A, denotado por I;c;A; ou
11; A;, € 0 congjunto de todas as familias
v I — Uer Ais tal que x; € A;. Dessa forma, fazendo U = J;c; Ai, o pro-
duto cartesiano I1; A; € um subconjunto do conjunto de todas as fungdes totais de I
em U, i.e. II;A; CUL.

Produto cartesiano e exponenciagao de conjuntos. Se X e Y sdo conjuntos,
considere a familia constante de conjuntos ¢: Y — P(X), tal que o valor constante
é¢ A, onde AC X, ie. ¢, =A, paratodo y € Y, entdo Uer cy = A. Por definigao,
o produto cartesiano Il,cyc, é o conjunto de todas as familias f : ¥ — A, tal
que f, € A, ou mais precisamente, o produto cartesiano, nesse caso, é o conjunto
de todas as funcoes totais de Y em A, i.e. “AY”. Portanto, quando a familia de
conjuntos ¢ : Y — P(X) é constantemente igual a A, entdo o produto cartesiano
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dessa familia coincide com o conjunto de todas as fungdes totais de Y em A.

Observe que para dois conjuntos quaisquer X e Y, quando Y = (), entao existe
apenas uma e somente uma funcao de Y em X; ou seja a funcao vazia (), o que
significa que X? = {§}. Portanto, se o conjunto de ndices é vazio, i.e. se I = 0,
entdo qualquer que seja a familia de conjuntos A : I — P(X) ela serd uma funcao
pertencente ao conjunto P(X)? = {(}. Mais especificamente, observe que § é igual
a qualquer funcao f : ) — (), portanto a imagem de A que é um subconjunto do
contradominio P(X) s6 pode ser (), e portanto a uniao (J;c; A = 0. Assim, uma
familia = : I — |J,;o; Ai, na verdade serd uma funcao da forma x : ) — (), que serd
igual a . Logo, o produto cartesiano II;A; que é o conjunto de todas as familias
z : I — U;e; Ai, na verdade é o conjunto {f : § — 0} que é igual a 0, e por
conseguinte igual a {(}}. Em resumo, o produto cartesiano quando o conjunto de
indices é vazio é igual ao conjunto unitdrio {0}.

1.1.3 Produto cartesiano e tuplas

Se I é um par {u,v}, com u # v, e {A;};c; é uma familia de conjuntos, entao é
costume identificar [],.; A; com o produto cartesiano A, x A,. Observe que os
elementos de [],.; 4; sdo fungdes, ao passo que os elementos de A, x A, sdo pares
ordenados (p,q). Tem-se, portanto, duas formas de representar um par ordenado,
quer como um objeto da forma (p,¢) ou como uma funcao x : {u, v} — U;c 40y Ai-
Seguindo a generalizacao do produto cartesiano, vista anteriormente, pode-se entao
pensar numa tripla ordenada como sendo uma familia z : {u, v, w} — Uie{u}vﬁw} A,
e portanto um elemento do produto cartesiano Il;e(y v w1} Ai, onde A @ {u, v, w} —
P(X) é uma familia de conjuntos. Nesse caso denota-se uma tripla ordenada
z : {u,v,w} — Uie{u,u,w} A;, como (T, Ty, ). Observe que se o conjunto de
indices ¢ igual a {1,2,3} obtém-se a notagdo comumente usada: “(xy,z2,23)”.
Semelhantemente, pode-se definir tuplas ordenadas, i.e. quadruplas ordenadas,
quintuplas ordenadas, etc. como familias cujos conjuntos de indices sao tuplas nao
ordenadas, i.e. triplas nao ordenadas, quadruplas nao ordenadas, etc.

Um caso particular da generalizacao do produto cartesiano diz respeito a si-
tuagdo em que o conjunto de indices é um conjunto unitario, digamos I = {v}.
Nesse caso, a imagem de uma familia de conjuntos A : I — P(X) é um conjunto
unitdrio A, = {B}, para B C X. Em outras palavras, cada familia estd associada
a um tnico subconjunto de X. Além disso, (J;c; Ai = Ay, e o produto II;4; que
¢ o conjunto de todas as familias z : I — (J,c; As, onde x; € A;, é o conjunto de
todas as fungoes da forma f : {v} — A,. Dessa forma, é possivel construir uma
correspondéncia biunivoca entre A, e o produto cartesiano Il;c;A;, é suficiente
estabelecer a correspondéncia entre cada k € A,, e a fungdo fi : {v} — A,, onde
fr(v) = k. Assim, cada elemento de A, pode ser visto como uma fungao de Il;cr A;
e vice versa. Logo pode-se aplicar um abuso de linguagem e confundir A, com
II;c 1 A;, onde os elementos de A, sao vistos como tuplas de tamanho 1. Observe
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que essa construgao justifica a visao de um elemento de um certo conjunto como
sendo uma funcao.

Outro caso particular, é o caso em que o conjunto de indices é (). Esse caso ja
foi comentado anteriormente, e portanto IT; A; = {#}. Dessa forma, a idéia de tupla
vazia, que alguns livros representam como se “()”, na verdade é formalizada pelo
conjunto ). Assim nos casos em que a tupla (z1,...,z,) for vazia, por exemplo em
situagoes de vaquidade, i.e. n = 0, as notagdes (z1,...,x,) e f(z1,...,T,) podem
ser entendidas como “()” e “f()”. O leitor deve observar que existe uma dificuldade
de padronizagao notacional para esses casos, por exemplo f() é na verdade f(0)

O conhecido produto cartesiano m-ario sobre um conjunto X qualquer, é
comumente definido como X™ = {(z1,...,2m) : @; € X A1l < i < m}. Pode-se
recuperar essa defini¢do através do conceito de familias da seguinte maneira: Um
ntimero natural m pode ser visto como o conjunto de todos os seus antecessores.
Por exemplo 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,1}, 3 = {0,1,2}, etc. Assim, tomando um
namero natural como um conjunto, pode-se entao pensar num numero natural como
um conjunto de indices I. Além disso, como as componentes de um produto m-
ario (m > 1) s@o elementos do mesmo conjunto X, entdo o produto cartesiano em
questdo ¢ o produto Iyectq, . m—13¢y, onde ¢ : {0,...,m — 1} — P(X) é a familia
de conjuntos constantemente igual & X. Note que, segundo o que foi comentado,
o produto yego, .. m—13¢y coincide com o conjunto de todas as fungoes totais de
{0,...,m—1} em X, ou seja X™. Para o caso em que m = 0, i.e. m = 0, X° = {0}
(veja os comentdrios precedentes). Logo, a linguagem de familias formaliza também
a nocao de produto cartesiano m-ario, para m > 0, sobre um conjunto X.

O conceito de tuplas infinitas generaliza-se diretamente do precedente, bastando
para isso tomar um conjunto infinito de indices. Observe que a notacao de tuplas
(1,...,2pn), € (x1,...,2Zp,...), tem um limite, pois quando o conjunto de indices
I nao é contavel essa notacao nao tem como expressar as componentes da tupla,
visto que a quantidade de componentes é maior do que se pode escrever. Portanto,
a notagao de familias, embora um pouco rebuscada, é uma notagao mais geral
para expressar os conceitos de produto cartesiano e tuplas ordenadas. Entretanto,
algumas bibliografias utilizam a notagao (x;);c; para recuperar a notacdo usual de
tuplas para um conjunto de indices qualquer.



Capitulo 2

RAM: Maquinas de Acesso
Randomico

Por questoes de eficiéncia, os computadores modernos permitem que os dados arma-
zenados na memoria sejam acessados de maneira aleatoria, i.e. nao é necessario que
eles sejam acessados de maneira seqiiencial (um apéds o outro). Para isso, é atribuido
a cada dado um endereco de memdria que quando localizado pelo computador faz
com que os mesmos tornem-se “disponiveis” para a computagao. Matematicamente,
poderia-se pensar na memoéria de um computador digital real como um vetor:

M:{0,...,n—1} — {0,1}F,

onde {0,1}7 é o conjunto de seqiiéncias finitas nao nulas de 0’s e 1's — e.g.
0,1,01,101, 001100111 € {0,1}* — que representam as informagdes no formato
digital e os indices 0, ..., n —1 representam os enderecos de memoria. Essas cadeias
sao chamadas strings binarias, e sao uma dentre muitas formas de representar a
informacao.

O nome maquina de acesso randémico, RAM, representa o fato que os
antigos modelos de computacao nao possuiam acesso aleatorio; eles eram baseados
em fitas seqlienciais (e.g. mdquinas de Turing) ou tinham natureza funcional (e.g.
A-calculus). Como ponto de partida, considera-se um modelo que em muito lembra
uma maquina assembly, ele € uma variagao do modelo RAM proposto em Smith
[27]. Ao contrario de uma mdquina assembly real, ele possui instrugdes muito
simples, pois objetiva-se simplificar as provas matematicas. Entretanto o poder de
computacao dessa maquina serd o mesmo de qualquer maquina assembly concreta.

2.1 Arquitetura da RAM

O leitor pode perceber que no modelo vetorial de computador descrito acima, a
quantidade de memoria é finita. Entretanto, para que se possa ter uma teoria do
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que é computavel em qualquer maquina, é necessario que ela seja desenvolvida para
computadores com qualquer quantidade n de memdria. Dessa forma, daqui por
diante, um computador terd o seguinte aspecto vetorial:

M :N — {0,1}%,

Isso pode ser ingenuamente interpretado como: “nao importa o quanto se au-
mente a capacidade de meméria de um computador, os fatos estabelecidos na teoria
da computabilidade continuarao valendo para o computador com memoria esten-
dida”. Outro ponto que precisa ser observado, é que sera considerado tanto meméria
primdria como secundéria (tapes, HD’s, CD’s, DVD’s, etc.) como simplesmente
membéria, pois o que se quer modelar sao: dados e computacoes sobre esses dados,
nao importando a maneira como eles estao armazenados.

2.1.1 Estrutura de memodria das RAM

Antes de definir a estrutura da memoria da RAM, vale observar que como as strings
bindrias, citadas acima, sdo apenas uma das varias maneiras de representar a in-
formagao, é possivel encontrar uma maneira equivalente que seja mais intuitiva para
representa-la. Essa equivaléncia é dada pela conversao de base entre os sistemas de
numeracao bindria e decimal. Assim, uma string bindria nada mais serd do que um
numero natural, e o modelo vetorial de computador terd o seguinte aspecto:

M:N—N (2.1)

Maquina de acesso randémico — RAM: Possui uma quantidade enumeravel
de registradores Rj, R, .... Cada registrador armazena um nimero natural. Gra-
ficamente, pode-se pensar na memoria da RAM da seguinte maneira:

Registrador | R1 | R2 | R3
Contetido 19 | 2 | 165

Ou seja, pode-se pensar na RAM como uma funcao bijetora

M*: Reg — N,
onde Reg = {R1,Ra,...,Rpn,... }.

2.1.2 Programas RAM

Os programas RAM sao abstracoes de programas na linguagem assembly. Em outras
palavras, a linguagem de programacao da RAM é um conjunto bastante reduzido
de instrucoes basicas de uma linguagem assembly real. Cada programa RAM é
uma seqiiencia finita de instrugoes, que referencia apenas uma quantidade finita de
registradores.
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Definicao 2.1 Sejam ¥ = {NO,N1,N2,...} um conjunto enumerdvel de rétulos e
R = {R1,R2 ...} um conjunto enumerdvel de nomes de registradores. O con-
junto das instrugoes RAM, 7, € o menor conjunto cujos elementos sao definidos
como segue: para todo 1 € N,

1.
2.

9.
10.

INC Ri — incrementa o conteudo do registrador R; em uma unidade;

DEC Ri — decrementa o conteido do registrador R; em uma unidade. Se o
conteido de Ri € 0, o valor permanece inalterado;

CLR Ri — coloca 0 no registrador R;;

. Ri <- Rj — substitui o conteudo do registrador R; pelo conteido do registra-

dor R;. O conteido de R; permanece inalterado.

JMP Nia — executa a proxima instrucao com rotulo Ni, imediatamente pre-
cedente a instrucao atual. Caso Ni nao seja um rétulo do programa, entdo a
mdquina pdra*;

JMP Nib — executa a proxima instrucao com rotulo N, imediatamente pos-
terior a instrugao atual. Caso Nt nao seja um rétulo do programa, entao a
mdquina pdrat;

Rj JMP Nia — executa a instrugao JMP Nia, caso o conteiudo do registrador
R; seja 0;
Rj JMP Nib — executa a instrugao JMP Nib, caso o conteiudo do registrador
R; seja 0;

CONTINUE — faz nada.

SeNjeX eméeI, entbioNj m €L.

Definicdo 2.2 Um programa RAM é uma seqiiéncia finita de instrucoes RAM:.

*Essa é uma das mudangas no modelo RAM em relagdo ao proposto em Smith [27], pois naquele
modelo um programa RAM nao admite “jumps” para rétulos inexistentes.

TObserve que esse tipo de desvio permite que se tenha rétulos repetidos no mesmo programa,
e os “jumps” desviardo a execugdo para o rétulo mais préximo (acima ou abaixo, dependendo).
Isso permitira a juncao de programas RAM sem a preocupagdo com os rétulos das instrugoes, pois
é possivel justapor programas que contenham os mesmos rétulos.

fAqui, um programa RAM é apenas uma seqiiéncia de instrugdes bésicas. Em outras variacoes
da RAM, exige-se também que cada instrugdo JMP (condicional ou ndo) possua um destino vélido

(i-e.

o rétulo referenciado no JMP faca parte do programa) e a instrugao final seja CONTINUE;

entretanto isso nao serd imposto aqui.
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Préxima instrugao
NO R2 JMP Nib
INC R1
DEC R2
JMP NOa
NO R2 JMP Nib
INC R1
DEC R2
JMP NOa
NO R2 JMP Nib
Nib CONTINUE
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Tabela 2.1: Simulacdo de um programa RAM

Exemplo 2.3 O programa que seque implementa a func¢io SOMA 5.

NO R2 JMP Nib
INC R1
DEC R2
JMP NOa

N1 CONTINUE

Definicao 2.4 Para executar uma computagcao na RAM, ¢é necessdrio que se
forneca para maquina uma configuracao inicial de memdria, sobre a qual a
RAM executard as instrugoes do programa em questdo — i.e. € fornecida uma
sequiéncia ay,asg, . .., a, de numeros naturais nos registradores

Ry, Ry, ..., R,. Assume-se que os demais registradores possuem valor igual a zero.
Se P consiste de s instrugoes Iy, Is, ..., Is, entdo a RAM comeca obedecendo a
istrucao I, entao I, I3, e assim por diante, a menos que uma instrucao JMP seja
encontrada, o que fard com que a mdquina obedeca a instrucao de acordo com o que
foi descrito anteriormente. A computa¢do da RAM pdra se ela executa a instru¢do
final CONTINUE ou se ela executa um “jump” para um roétulo que ndo existe no
programa. Um passo de computacdo na RAM é a execugdo de uma simples
instrugdo. Um estado da RAM durante uma computagdo, € o par o = (¢, j), onde
c € a configuracdo de memoria atual e j o prorimo passo a ser executado. Observe
que um passo de computacdo altera o estado atual da RAM Y.

A tabela 2.1, descreve o comportamento do estado da RAM durante a com-
putacao do programa acima para as entradas 3 e 2. Observe que se for considerado
que o programa acima computa uma funcio f : N> — N, entdo o resultado es-
perado encontra-se no registrador R1, e portanto o programa computa a fungao

§Essa funcio é basica na maioria das linguagens assembly reais, e aqui ela é construida a partir
de instrugbes mais primitivas.
9N&o necessariamente o contetido da memodria.
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soma. Entretanto, convenciona-se que um mesmo programa RAM computa fungoes
f:N™ — N” para m,n > 0, onde o resultado contido em R1,..., Rn apds o final
de uma computagéo é interpretado como f(x1,...,x,,). Essa abordagem é devido
ao fato de se querer tratar func¢oes computéveis da forma f : N™ — N" em vez
de apenas fungoes da forma f : N™ — N (como na abordagem tradicional). Ao,
simplesmente, interpretar o conteido de n registradores como o resultado de uma
funcao f : N™ — N”  aplicada a m argumentos, evita-se que se precise alterar a
arquitetura da RAM estabelecendo uma &drea de memdria para dados de entrada e
outra para dados de saida, ou adicionar instrucoes de entrada e saida aos programas
RAM, mantendo dessa forma a estrutura original da RAM.

Exemplo 2.5 Assim, se o programa:

NO R3 <- R1
R1 <- R2
R2 <- R3
CONTINUE

for interpretado como a implementacdo de uma funcio f : N2> — N, entdo ele
computa a funcdo sequnda projecio UZ(x,y) =y. Caso ele seja interpretado como
a implementacdo de uma funcdo f : N? — N2, entdo a funcdo calculada € a funcgdo
permutacdo f(x,y) = (y,x), e assim por diante.

Mais precisamente, pode-se definir o seguinte:

Definigao 2.6 Um programa RAM P computa uma fungao parcial
f:N™ = N" (m,n >0), se, e somente se, quando P € iniciado com {x1,...,Tm}
nos registradores R1, ..., e Bm, respectivamente, e todos os demais registradores usa-
dos por P contém Oll, P pdra se, e somente se, flx1,... 2y estd definido e os regis-
tradores R1, ..., Rn contém valores yi, . . ., Yn, respectivamente, onde f(x1,...,Tm) =
(Y1, -5 yn)™™.

Exemplo 2.7

1. Seja SOM A(z,y) o programa do exemplo 2.3, entdo esse programa computa
a funcdo x +y

2. Menos evidente, o programa CONTINUE computa as sequintes funcoes:

(a) z: {0} — N, onde z(0) = 0. Nesse caso m = 0 e portanto o conjunto
{z1,...,2m} da definicao € vazio. Assim os “demais registradores usados
por P7 comecam a partir de R1. Ou seja, todos os registradores comecam
com zero e portanto o programa termina com zero no registrador R1.

INote que no caso de m = 0 todos os registradores sao inicializados em zero.
**Note que no caso de n = 0, P computa f se: P pdara para a entrada x1,..., T, se e somente
se f(z1,...,Zm) estd definido.
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(b) m: N — {0}, onde n(x) = 0. Como CONTINUE pdra, para qualquer que
seja o conteido do registrador R1, w(x) estd definido e w(x) = 0, entdo
CONTINUE computa a fun¢do .

(c) id : {0} — {0}, onde id(D) = 0. Como {0} = N° entio m =n =0
e portanto este caso é de certa forma a jun¢ao dos anteriores, pois o
conjunto {x1,...,2,} da definicdo € vazio, id(0) estd definido e id(()) =
(). Note que para o caso em que m > 1, o programa CONTINUE computa
também a fungdo id : N™ — N™  onde id(x1,...,Zm) = (1, .., Tm).

Observe que para cada m,n > 0, um programa RAM computa exatamente uma
funcao f: N™ — N™.

Definicao 2.8 Quando existe um programa P que computa uma funcao
f : N* — N" f chama-se RAM-computdvel. Dessa forma, denota-se por
RAM, a classe de todas as funcoes RAM-computdveis. Sempre que uma

computacao pdra para x1,...,T, diz-se que ela converge para xi,...,T,, CASO
contrdrio que ela diverge para x1,...,xy.

Observe que afirmar que um programa P diverge para z1, ..., T, é 0 mesmo que
afirmar que ele entra em loop para x1,...,x, e que f(z1,...,x,) estd indefinido

quando P computa f. Por questao de brevidade, introduz-se as seguintes notagoes:
Notacao 2.9 Seja P um programa € 1, ...,Tm,Y1,---,Yn € N
1. P(z1,...,2m) |, significa: o programa P converge para as entradas x1, ..., Tm;

2. P(x1,...,2m) | (Y1,-..,Yn), Significa: o programa P converge para as ent-
radas x1,...,%, e retorna, respectivamente, yi,...,Yn nos registradores R1,
.., € Rn;

3. P(x1,...,xm) T, significa: o programa P diverge para as entradas 1, ..., Tm,.

Dessa forma, pode-se afirmar que SOM A(3,2) | 5, ao passo que o programa
SQRT que segue e calcula /T converge somente para os quadrados perfeitos, ou
seja SQRT(4) | 2, enquanto que SQRT(3) 1. Porém, antes de apresentar SQRT
apresenta-se outras fungoes RAM-computéaveis.

E conveniente ser capaz de abreviar uma seqiiéncia de programas RAM que
serao re-utilizados. Para ilustrar, a re-utilizacao do programa SOM A, dentro de
um outro programa, teria o seguinte formato:

Rj <- Ru + Rv (2.2)
Essa abreviacao, resume o seguinte trecho de programa:
R1 <- Ru
R2 <- Rv
execugdo do programa SOMA(R1,R2);
Rj <- R1

CONTINUE
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Em geral, uma vez que uma fungao f : N — N” tenha sido demonstrada como
RAM-computavel é possivel construir seqiiéncias de programas RAM, dentro de
qualquer programa, que calcularao as fungoes cujos argumentos estejam nos regis-
tradores Rpi,...,Rym e o resultado seja colocado nos registradores R, ..., Ry,
para que em seguida o controle de execucao retorne para a préxima instrucao do
programa mais externo. Assim, dada uma funcao f : N — N RAM-computéavel,
a seqiiéncia de instrugoes associada a f que sera re-utilizada dentro de um programa
P pode ser representada por

(Rp1>---aan) — f(Rk17---aka) (23)

Isso ndo deve ser interpretado como uma abreviagdo exata do cédigo RAM asso-
ciado, mas como um cédigo convenientemente adaptado para utilizar registradores
de entrada e de safda ', ndo necessariamente todos distintos, e que retorne o con-
trole de execugao para a préxima instrucao apos a fungao ter sido calculada, a menos
que f seja indefinida para os valores contidos em Ry, ..., Rgm, neste caso o con-
trole jamais retornard a instrugao apds. Seguindo essa convencao, apresenta-se as
seguintes fungées RAM-computdveis. O nome atribuido aos programas referem-se
as fungoes da forma f : N — N que sao calculadas por eles.

Exemplo 2.10

1. SQR(x) = 22

R4 <- R1
R3 <- R1
NO DEC R3
R3 JMP Nib
R2 <- R4
R1 <- R1 + R2
JMP NOa
N1 CONTINUE

sex >y,

2. SUB(z,y)o:'y{x_y o
0 caso contrario
NO R2 JMP Nib
DEC R1
DEC R2
JMP NOa
N1 CONTINUE

tie. com as devidas alteracdes dos nomes de registradores.
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3. DIST(z,y) =|z—y |

R3 <- R1

R4 <- R2

R1 <- SUB(R1,R2)
R5 <- R1

R1 <- R4

R2 <- R3

R1 <- SUB(R1,R2)
R6 <- R1

R1 <- Rb

R2 <- R6

R1 <- R1 + R2
CONTINUE

4. SQRT(z) = /&

R2 <- 0 % inicializa varidvel de teste
R4 <- 0 Y% inicializa variavel de busca

NO R3 <- DIST(R1,R2)
R3 JMP Nib % testa para verificar se achou ou nfo o valor desejado
INC R4 % incrementa a variavel de busca
R2 <- SQR(R4)
JMP NOa
N1 R1 <- R4
CONTINUE

Imitando o que foi feito na tabela 2.1, onde foi feita a simulagdo do comporta-
mento do programa soma, o leitor pode verificar que o programa SQRT para quando
o valor inicial do registrador R1 é um quadrado perfeito, por exemplo 4, e retorna
o valor da raiz quadrada no registrador R1, ao passo que o programa entra em loop
quando o valor inicial do registrador R1 nao é um quadrado perfeito, por exemplo 3.
Isso indica que existem fungoes RAM computédveis cujos programas que as imple-
mentam nao param para qualquer entrada, mas param justamente para os pontos
em que a funcao esta definida.

2.2 Exercicios

1. Verifique se as seguintes fungoes numéricas sao RAM-computaveis:

(a) = xy; (c) a¥
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0 sex=0

{1 se x # 0, (g

1 sex=0

)
)

(e) 57 = {O w0, (i) rm(z,y)
)

2. Verifique se as fungoes caracteristicas x : N™ — N associada aos seguintes
predicados sao RAM-computéaveis:

(a) z <y; (d) z é divisivel por 5. e
(b) x é um quadrado perfeito;
(¢) x ¢ par; (e) x|y — x é divisivel por y.

2.3 Consideracgoes finais

O leitor pode ter percebido que as maquinas RAM sdo capazes de calcular certas
funcées numéricas. A questdo é:

1. Que tipo de fungoes ela é capaz de calcular?

2. Existem outras fungoes que nao sao capazes de serem calculadas por méquinas
RAM?

A primeira questao é respondida no préximo capitulo enquanto que a segunda
s6 serd respondida no capitulo 6. Observe que a resposta da ultima questao seré
capaz de impor ou nao um limite no poder de computagdo das RAM. Caso esse
limite seja imposto, serd que ele, como conseqiiéncia, também serd limite para toda
a computagao? Esta questao é respondida no capitulo 5.

No capitulo seguinte apresenta-se uma maneira alternativa para demonstrar que
uma determinada fungdo é RAM computdvel. Por questdao de simplicidade, a de-
monstracado da computabilidade de certas fungdes que serdo importantes para o
desenvolvimento deste curso sera adiada para o capitulo 6.



Capitulo 3

Funcoes Recursivas Parciais

No capitulo anterior, verificou-se que as fungoes RAM computaveis sdo fungoes da
forma f : N™ — N™. Nesse capitulo caracteriza-se uma classe de fungbes RAM-
computdaveis. Posteriormente se provard que ela é exatamente a classe de todas as
fungoes RAM-computéaveis. Essa classe, chamada classe das fun¢oes recursivas par-
ciais, é gerada a partir de um conjunto finito de fungoes bésicas e é algebricamente
fechada sob certos funcionais. Dessa forma, se concluird mais adiante que as fungoes
RAM-computaveis apresentadas anteriormente poderao ser expressas através de ter-
mos formados a partir das fungoes basicas mais esses funcionais.

A definicao que segue é um pouco diferente da usual, principalmente no que
diz respeito as funcgoes basicas. Isso se deve ao fato de se estar lidando com
funcoes da forma f : N™ — N”, onde m,n > 0. Mais adiante apresenta-se um
processo, chamado numeracao de Godel, que é quem fundamenta a abordagem ge-
ralmente utilizada em varios textos de fungoes recursivas ou teoria da computagao
(c.f. Cutland[8], Peter [23], e Smith [27])*.

3.1 Funcoes basicas

Definicao 3.1 Seja N o conjunto dos nimeros naturaist. Chamam-se funcées
recursivas bdsicas qualquer uma das sequintes funcgoes:

1. funcado zero: z : N — N, onde z(0) = 0.
2. funcdo terminal: 7w :N — N°, onde 7(z) = 0.
3. funcgoes identidade: id™ : N™ — N™ tal que id™(Z) = &, para m > 0.

4. fungdo sucessor: s: N — N| tal que s(z) =z + 1.

*Nesses textos sdo consideradas fungoes da forma f : N — N, onde m > 1.
fPara uma definicdo rigorosa de N™ (m > 0) veja o capitulo 1.
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5. funcdo i-ésima projecao: U™ : Nt x ... x Nim — Nim+1  onde cada
ij€{0,1} comj=1,....m+1lem>1, U(x1,...,2m) =x;, e 1 <i<m.

Lema 3.2 Toda func¢do recursiva bdsica € RAM-computdvel.
Prova: O programa CONTINUE computa as fungoes zero, terminal, e identidade

(Veja o exemplo 2.7). Os seguintes programas computam as fungdes sucessor e
i-ésima projecao, respectivamente:

1. INC R1
CONTINUE

2. R1 <- Ri
CONTINUE

O

Fungoes mais complexas, podem ser expressas a partir da aplicagao dos funcio-
nais que seguem.

3.2 Produto

Como este texto leva em consideracio funcoes cujo contra-dominio é da forma N¥,
k > 0, é necessario um operador capaz de criar n-uplas de ntimeros naturais, per-
mitindo a sintese de funcoes.

Definicao 3.3 (Produto de fungées) Sejam as fungoes f : N™ — N" e
g:NP - N9. A funcdo f x g: NP — N**¢ definida por

f X g('rla sy Ty Ty - e - axm-i-p) = (y17 sy Yny Ynt1y - ayn-i-q)? (31)
onde (Y1, ... Yn) = f(@1,-- s Zm) € Unt1s- - Yntq) = 9(Tmt1s- - -, Timtp) chama-se
produto de f e g. Quando ¥ = (z1,...,2,) € § = (Y1,...,Yp), abrevia-se (3.1)

por [ x g(Z,§) = (f(), 9(7))-

Exemplo 3.4 Sejam as funcoes Soma : N> — N e Fac: N — N (soma e fatorial
respectivamente). Com o operador produto, € possivel obter a funcdo
Soma x Fac: N3 — N2, tal que Soma x Fac(z,y,z) = (x + vy, 2!).

Observe que para funcdes em que o dominio ou o contradominio é N° a definicao
nao se altera. Por exemplo, dadas as funcdes s e 7, a funcao s x 7 : NxN — Nx NV é
definida por s x w(z,y) = (z+1,0). Note que o caso em que alguns textos classicos

3

de computabilidade (por exemplo [4]) falam que N™ x N0 = N™+0 = N™_ ¢ na
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verdade um abuso de linguagem, pois os elementos de N™ x N° sio da forma (%, ),
onde & € N™_ enquanto os elementos de N sdo da forma Z, ferindo portanto o
axioma da extensao da teoria dos conjuntost. Entretanto, esse abuso de linguagem
decorre do fato de que existe uma bijecao entre os conjuntos N x N° e N™. Esse
abuso de linguagem pode ser estendido para fungoes. Por exemplo, a fungao s x 7
pode ser pensada como sendo a fungao s’ : N x N — N definida por s'(z,y) = = + 1.
Isso 86 ocorre devido as fungoes id? : Nx N — NxNe U? : Nx N° — N da defini¢ao
3.1 serem bijecoes e o seguinte diagrama comutar.

NxN 27, NxN°

idzl lUf
NxN . N

Generalizando, funcdes do tipo f : Nt x --. x Nim — Nt x ... x N/», com
W1y bmyJ1s- -+ Jn € {0,1}, serdo tratadas, a menos que se explicite o contrario,
como a funcao f : N™ — N"' definida por f = 3o foa, onde m’ = STligen =
1 ks i.e. m’ e n' sdo a quantidade de uns que ocorrem em i1, ..., im € Ji, ..., jn,
respectivamente, e « e 3 s@o as bije¢bes naturais entre N™ e Nit x ... x Nim ¢
entre N/t x -+ x Nin ¢ N/ , respectivamente. Por exemplo a funcdo f : N x N° x
NY x Nx N — NY x N x N x N’ x N definida por f(z,0,0,y,0) = (0,y,2,0,y) é
identificada com a funcao f'(x,y) = (y,x,y), onde nesse caso a(z,y) = (z,0,0,y,0)

€ 6(@;55,?%@72) = (xvyaz)'

Observagao: A nocao de fungdo RAM-computavel pode ser estendida para fungoes
do tipo f : Nt x -+ x Ném — NIt x «.. x NI» com iy, ...,0m,J1,---,Jn € {0,1},
da seguinte forma: f é RAM-computdvel (estendido) se e somente se f/ é RAM-
computavel.

Observagao: Daqui em diante, s6 consideraremos fungoes do tipo f : N — N”
com m,n > 0.

Lema 3.5 Se f: N™ — N" e g : NP — N? sdgo RAM-computdveis, entao a fun¢ao
f x g também é RAM-computdvel.

Prova: Suponha que f e g sdo fungbes RAM-computdveis. Sejam Pf e Pg os
programas que computam f e g respectivamente. Suponha que nenhum registrador
R; ¢é referenciado por esses programas para qualquer j > k. Assumindo que os
registradores R1 a Rm contém inicialmente x1, ..., x,, e os registradores Rm+1 a Rm+p
contém Tpy41, ..., Tmip, €ntao o seguinte programa computa f x g:

NO Rk+1 <- Rm+1 ¥ Salva os argumentos da fungio g
etc

fDois conjuntos A e B sdo iguais se eles possuem os mesmos elementos [14].
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Rk+p <- Rm+p
CLR Rm+1
etc
CLR Rk

N1 Pf % Calcula f(x_1,...,x_m)
Rk+p+1 <- R1 % Salva f(x_1,...,x_m)
etc

Rk+p+n <- Rn
N2 R1 <- Rk+1 % Recupera os argumentos da fungdo g

etc
Rp <- Rk+p
CLR Rp+1
etc
CLR Rk

N3 Pg % Calcula g(x_1,...,x_p)
Rk+p+n+l <- R1 % Salva g(x_1,...,x_p)
etc
Rk+p+n+q <- Rq

N4 R1 <- Rk+p+1 ¥ Recupera (f(x_1,...,x_m),g(x_1,..., x_p))
etc

Rn <- Rk+p+n

Rn+1 <- Rk+p+n+1l

etc

Rn+q <- Rk+p+n+q
N5 CONTINUE

Dessa forma, quando fungdes RAM-computaveis sdo combinadas via produto, o
resultado serd uma funcao RAM-computavel. g

3.3 Composicao

A composicao de funcoes é uma operagao conhecida da matematica. Aqui ela é
generalizada para ser aplicada a varias fungoes computaveis.

Definicao 3.6 Uma funcdo h : N — NP € definida por composi¢cao ou substi-
tuicdo a partir de m funcées g, : N* — NP1 . g N* — NP* ¢ uma funcdio
f:Nt - NP, ondet=pl+p2+---+pk, se e somente se:

hzy,...,zn) = f(g1(z1, s xn), ooy Gm(T1, .o, T0)) (3.2)
ouseja h(x1,...,xn) = f(Yi's .- Ypis-- - Y1 -, Ynr), onde para todoi = 1,...,mk,
¢ = gi(T1,...,70).

Quando m = 1, obtém-se a defini¢ao usual:

h(z1, ... zn) = flgi(z1, ..., 20)). (3.3)
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e escreve-se h(xy,...,x,) = fogi(z1,...,Tn).

Alguns livros como o de Kleene [19] em vez de h utilizam a notacao
S (f,91,---,9m) para enfatizar a existéncia de um operador de composigdo sobre
fungoes. Entretanto, por questoes de simplicidade isso sera evitado.

Exemplo 3.7 Sejam as fungdes de subtragcio natural, SUB(x,y) = x ~y, vista no
capitulo anterior, e a primeira projecio: Ui(z,y) = . A expressao
min(z,y) = SUB(U%(z,y), SUB(z,y)) é definida por composi¢io e descreve a
funcdo que calcula o minimo entre x ey §.

Observe que em vez de escrever explicitamente a projecao na expressao:
min(z,y) = SUB(U%(z,y), SUB(x,y)), pode-se omiti-la afim de obter uma ex-
pressdo mais simples como: z = (z — y). Seguindo esse principio, daqui por diante
omite-se sempre que for possivel o aparecimento das projegoes.

Exemplo 3.8 O valor absoluto de x — y pode ser expresso por composi¢cao como:
lz—yl=(@-y) + -2

Como na substituicdo os argumentos em ¢ sdo repetidos, podemos usar esta
operacao para obter fungoes de N — N" com m < n.

Exemplo 3.9 A funcdo f : N — N? definida por f(x) = (x,x) é obtida como
f(a) = id*(id' (), id" (x)), i.e.

f=S3(id?,id",id")
Jd a funcdo f : N — N x NY definida por f(x) = (x,0) é obtida como f(x) =
id' x id°(id (x), 7 (z)), i.e.
f = S3(id" x id°,id", )
Note que esta tltima funcdo é a inversa da fungdo bije¢io U? entre Nx N0 e N,
Lema 3.10 Se as fungdes g, : N* — NPL g :N" — NP ¢ f: N — NP (onde

t = pl + p2 + -+ + pm) sio RAM computdveis, entdo a funcdo
hzxy,...,xn) = flg1(x1, . s @n)s ooy Gm(T1, ..o, Tp)), também é RAM-computdvel.

Prova: Suponha que h é uma fungao de n argumentos definida por composicao
a partir de f,g1,..., € gm. Sejam Pf, P1,...,Pm os programas que computam f,
g1, -- -, € gm respectivamente. Seja k um ntmero natural tal que nenhum registrador
R; com j > k ¢é referenciado por qualquer desses programas. O seguinte programa
computa h:

8Se a notacdo de Kleene [19] fosse utilizada, isso seria explicitamente descrito como
min(z,y) = S3(UZ, SUB)(x.y).
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NO Rk+1 <- R1 % Salva os argumentos das fungBes g

Rk+2 <- R2
etc.
Rk+n <- Rn

N1 P1 % Computa a fungfo gl sobre os argumentos R1 & Rn
Rk+n+1 <- R1 % Assumindo que (yl1,...,yq) é o resultado
% da computagdo de P1. Este trecho guarda
% esse resultado nos registradores Rk+n+l a Rk+n+q
etc.
Rk+n+q <- Rq
N2 R1 <- Rk+1 %, Recupera os argumentos das fungles g
R2 <- RK+2
etc.
Rn <- Rk+n
CLR Rn+1 % Limpa os registr. utilizados durante a computag&o
CLR Rn+2

etc.
CLR Rk
P2 % Computa a fungdo g2 sobre os argumentos Rl a Rn
Rk+n+(g+1) <- R1 ), Assumindo que (z1,..., zp2) é o resultado
% da computagdo de P2, este trecho guarda esse
% resultado nos registradores Rk+n+(q+1) a Rk+n+(q+p2)
etc.

Rk+n+(q+p2) <- Rp2
N3 7, Assim como anteriormente recupera-se os argumentos,
% limpa-se os demais registradores e executa P3. Esse
% processo &, entfo, repetido até a execugdo do programa Pm.

Nm R1 <- Rk+1 Y, Recupera os argumentos das fungles g
R2 <- Rk+2
etc.
Rn <- Rk+n
CLR Rn+1 % Limpa os registr. utilizados durante a computag&o
CLR Rn+2
etc.
CLR Rk
Pm % Computa a fungfo gm sobre os argumentos Rl a Rn

Rk+n+(j+1) <- R1 J, Assumindo que Rk+n+(j+1) é o primeiro registrador

% n8o utilizado até este ponto, e que (wl,...,wu) é o
% resultado da computagfo de Pm, esse trecho guarda esse
% resultado nos registradores Rk+n+(j+1),...,Rk+n+(j+u)

Rk+n+(j+u) <- Ru
Nm+1 R1 <- Rk+n+1 % recupera o resultado de P1

etc.
Rq <- Rk+n+q
Nm+2 Rq+1l <- Rk+n+(q+1) % recupera o resultado de P2
etc.

Rg+t <- Rk+n+(q+p2)
etc..
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Rj+1 <= Rk+n+(j+1)
etc.
Rj+u <- Rk+n+(j+u)
CLR Rj+(u+1) % limpa o restante dos registradores
etc.
CLR Rk+n+(j+u)
Nv CONTINUE

Dessa forma, quando fungoes RAM-computédveis sdo combinadas via composigao,
o resultado serd uma funcao RAM-computavel. (]

3.4 Operador de recursao primitiva

Recursao é um método para definir fungoes que descreve como uma fungao retorna
valores a partir de resultados previamente obtidos. Pode-se pensar que o valor da
fungao para um determinado argumento é “construido” passo-a-passo.

As progressoes geométricas e aritméticas sdo exemplos de funcgoes definidas por
recursdo. Por exemplo, na PA ay = 5 e ap,41 = a, + 4, o valor ay é obtido
calculando-se primeiramente ag, em seguida a expressao a; = ag + 4, e finalmente
a expressao as = a1 + 4. Note que houve a repeticao do processo * adicione 4” em
cada resultado previamente obtido até as ser alcangado. Mais geralmente, temos a
seguinte defini¢ao:

Definigao 3.11 Sejam g : N — N® ¢ h : N TS — N funcées arbitrdrias.
Entdo a funcdo f : N™+1 — N* ¢ definida por recursdo primitiva a partir de g e

h, se
{ 120 =g
z,y

,y) = hl[Z,y, f(Z,y = 1)], paray > 0; (3.4)

onde & = (z1,...,%y). Seqgundo Kleene [19], isso pode ser designado por R*(g,h),
onde k = m+1, entretanto por questdo de simplicidade evita-se essa notagao sempre
que possivel. As equagoes acima sdo conhecidas como equacgdes de recursao.

Observe a possibilidade da existéncia de circularidade na segunda equacao. Note
ainda, que quando hé circularidade, a cada passo, f(&,y) solicita uma avaliacao
f(& y = 1), assegurando que se todas as fungoes estiverem definidas durante o pro-
cesso de avaliagdo, em um ndmero finito de passos o valor de f(Z,y) serd obtido.

Quando n = 0 as equagoes de recursao possuem a seguinte forma:

f(0) =a
{ fly) =hy fly=1)). (3.5)

onde a € N.
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Exemplo 3.12 A fungédes

| | SOMA(z,0)
"\ SOMA(z,y+1)

que sequem estao definidas por recursao primitiva.

Ui ()
s(SOMA(z,y))

0! =1

2 { (n+1)! =(n+1)-n!
f(0) =1

3.0 f1) =2
f(n) = f(n-1)

+2f(n—2).

Observe que as defini¢oes estdo numa forma simplificada, onde ndo ocorre a
presenca de todos os simbolos de fung¢do necessdrios para a definicdo por recursdo,
pois a presenca deles tornariam as expressoes rebuscadas.

Lema 3.13 Se g : N — N® ¢ h : N™t1+s  N* sdo funcdes RAM-computdveis,
entdo a funcdo f : N™+t1 N definida por recursio primitiva é RAM-computdvel.

Prova: Suponha que as fungoes g e h do enunciado sejam RAM-computaveis, e
que f esteja definida por recursao primitiva. Sejam P, e P, programas que com-
putam g e h respectivamente. Assuma que nenhum desses programas referenciam
qualquer registrador Rj (para j > k) e utilizem os labels Nu e Nv. Entéo o seguinte
programa implementa o esquema de recursao primitiva.

Rk <- Rm+1
Rk+1 <- R1
Rk+2 <- R2
etc.

Rk+m <- Rm
CLR Rk+m+1
Pg

Rk+m+2 <- R1
etc

Rk+m+s+1 <- Rs
Nu Rk JMP Nvb %
INC Rk+m+1 9%
R1 <- Rk+1 Y%

R2 <- Rk+2
etc.
Rm <- Rk+m

Rm+1 <- Rk+m+1
Rm+2 <- Rk+m+2
etc

% salva o valor de y em Rk
% Salva os argumentos de x1..xm

% inicializa o numero de iteragdes: y’
% computa g(x1,...,xm)
% armazena o valor da fung3do

Testa a terminagdo do loop
Incrementa y’
Recupera os argumentos x1..xm

% copia o valor atual de y’
% copia o dltimo valor calculado

Rm+s+1 <- Rk+m+s+1
CLR Rm+s+2 % Limpa os registr. utilizados durante a computagio

CLR Rm+s+3
etc.
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CLR Rk-1

Ph % Computa a fung8o h sobre os argumentos R1,...,Rmt+s+1
Rk+m+2 <- Rl % Guarda o resultado da computagdo de Ph

etc

Rk+m+s+1 <- Rs
DEC Rk J decrementa o nimero de passos da computag&o
JMP Nua

Nv CONTINUE

Dessa forma, o resultado de combinar fungoes RAM-computdveis via recursao
primitiva produzird uma funcao RAM-computdvel. (]

Definicao 3.14 (Exponenciacao) Seja uma funcgdo f: N™ — N™  a exponen-
ciagdo de f, f# : N™+1 - N™ ¢ definida por:

Yy vezes

———
(@ y) =F(F(.. (f(@)), (3.6)

onde f(&,0) = &, para todo .

Assim, para calcular f#(%,y), f é composta consigo mesma y vezes. No lugar
de f#(Z,y), usualmente escreve-se f¥(x). Note que f¥(x) estard definido somente
se “f(x), f(f(x)),...” estiverem todos definidos, i.e. (z,y) € dom f# se e somente
se fF(z) € dom f, para 0 < k < .

Exemplo 3.15 SOMA(x,y) = s%(z,y) = s¥(x), onde s(x) = + 1.

Lema 3.16 Seja m,k1,k2 € N tais que k1 < ky < m. A funcdo U[’;?l k2] N x

.o X Nim — Nt x . x N2 onde cada i; € {0,1} comj=1,....m+1em>1,
definida por U[’,;”Ll k2] (@1, oy Tm) = (Tk1, - . ., Th2 € primitiva recursiva.
Prova:  Trivialmente, Uy o = Ufl x id" =K1 =1 =2+, 0

Proposicao 3.17 Toda funcao definida por exponenciacao pode ser definida por
recursao primitiva.

Prova: Sejam as funges: f : N™ — N™ & = (x1,...,&m), id(Z) = T e
(m+1)—vezes
_ m—+14+m
h = U[m+1+1,m+1+m

e e ~ . ~
| © (mx - x 7 xf), entdo as seguintes equagoes definem a
exponenciacao:

{ [#(2,0) = id(%)
Z,y) = h[Z,y, f#(Z,y ~ 1)], para y > 0.
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Ou seja, f7#(£,0) =&, e f7(Z,y) = f(f7(Z,y = 1)) (para y > 0). O

A proposigdo acima permite que certas fungdes como a SOM A sejam expressas
mais facilmente através de exponenciacao do que através recursao.

Definicao 3.18 (Recursao primitiva) A menor classe de fungdes sobre os na-
turais que contém as funcdes recursivas basicas e € fechada sob as operacoes de
composicao, produto e recursdo € chamada classe das fungoes recursivas pri-
maitivas, aqui denotada por RP. Em outras palavras, uma fungao recursiva pri-
mitiva ou € uma fungao bdsica ou ela é obtida exclusivamente utilizando a aplica¢do
da composicao, do produto ou da recursao.

Observe que todo programa associado a uma fungao recursiva primitiva é um
programa que para para qualquer entrada, pois tanto as fungoes recursivas basicas
como aquelas que sao o resultado da aplicagao da composicao, do produto ou da
recursao sao funcgoes totais.

No que segue demonstra-se que alguma fungées bem conhecidas sao recursivas
primitivas, e por conseguinte computaveis.

Proposicao 3.19 As sequintes fungoes sGo recursivas primitivas:

Adigao: z +y 6. Valor absoluto da diferenca: | x —

Multiplicagao: x -y a

E jacao: x¥ L .
LPOnENCIALao: & 7. Minimo de x e y: min(z,y)

Predecessor: © — 1

SR I

Subtracao propria: T~y 8. Mdzimo de x e y: maz(x,y)

Prova: As provas que seguem utilizam os operadores de recursao e composicao,
as fungoes recursivas basicas e fungoes que ja foram demonstradas serem recursivas
primitivas.

1. usando recursao e sucessor: 0 =1
x40 =z ) — (zY) -
r+(y+1) =s(x+y).

4. usando recursao e projegao:
0-1 =0

2. usando recursao e (1): { (z+1)=1
x — =2X.

{ z-0 =0
z-(y+1) =(z-y)+uz. 5. usando recursao e (4):

z-=0 =z
3. usando recursao e (2): r-(y+1) =(@x=y) =1
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6. usando composigao (1) e (5): min(z,y) =z =~ (x ~y)

r—yl=rx—y +y—z
| yl=@=y+y-2) 8. usando  composigao e  (5):

7. usando  composicdo e  (5): max(z,y) =z + (y — x)
(|

Mais adiante apresenta-se outras fungoes recursivas primitivas importantes que
serao utilizadas neste livro, mas antes de prosseguir é necessario introduzir um
conceito necessario para aquelas fungoes e para alguns capitulos subseqiientes: o
conceito de predicado. A sec¢do seguinte introduz este conceito e relaciona-o com a
nocao de computacao até aqui desenvolvida, dando origem a definicao de decidibi-
lidade.

3.5 Predicados e decidibilidade

Uma das nogoes importantes que é utilizada em matematica é a de predicado. Esta
secao nao apresenta uma definicao 1égico-formal, mas procura ser intuitiva.

Um predicado (de primeira ordem) é uma frase escrita numa certa linguagem e
expressa uma propriedade que certos objetos dum determinado universo de discurso
possuem. Por exemplo: Ao pensar na classe de todos os animais, a propriedade “x
é humano” é uma propriedade de certos elementos desta classe que é expressa na
linguagem do Portugués. A propriedade “x é um nimero primo” é outra proprie-
dade expressa em Portugués que caracteriza certos elementos da classe dos ntimeros
naturais. Dessa forma, ao estabelecer o conjunto dos seres humanos e dos nimeros
naturais, obtém-se a partir dos predicados anteriores, respectivamente, os subcon-
juntos dos seres humanos e dos numeros primos — que em notagao matematica
geralmente tem a forma: {x € Animais : z é humano} e {x € N : z é primo}.
Além disso, a substituigdo, por exemplo, de x por algum elemento do conjunto dos
nimeros naturais resulta em proposicoes como: “5 é um nimero primo” e “4 é um
nimero primo”, que sao sentencas respectivamente verdadeira e falsa. Dessa forma,
pode-se interpretar um predicado como uma funcao da seguinte formas:

Definicao 3.20 Dado um conjunto A e um subconjunto B, a fung¢ao carac-
teristica associada a B € da forma Cp : A — N, onde

1, eB
oo ={ 5 NTET (37)

onde 0”7 representa o valor verdade “Falso” e “1” representa o valor verdade “Ver-
dadeiro”. Logo, se P(x) é um predicado que descreve os elementos de B, a equagdo
acima pode ser reescrita da sequinte forma:

1, se P(z) é verdadeiro

0, se P(z) ndo é verdadeiro. (3.8)

Cp(z) = {
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Exemplo 3.21 Seguindo os exemplos acima, a fun¢ao caracteristica associada ao
conjunto dos numeros primos pode ser descrita como Cprimoes : N — N, onde

c (@) 1, “sex € primo”
; x) = o
Primos 0, “sex mdo € primo”.

Ja a fungdo caracteristica C< : N x N — N, onde

Ce () 1, “sex € menor ou igual a y”
< = L ! )
<\5Y 0, “se mndo € o caso que x € menor ou igual a y”.

interpreta o predicado bindrio (que contém duas varidveis) “x é menor ou igual a
y” que estd definido sobre o conjunto de todos os pares de naturais N x N.

Observe que, os predicados podem ser undrios, bindrios, etc. Designa-se um
predicado n-drio da seguinte forma P(z1,...,2,), onde P é apenas um nome da
propriedade em questdo. Como os predicados sobre os naturais sdo interpretados
como fungoes sobre os naturais, entao eles se tornam candidatos a serem implemen-
tados em programas RAM. Agora, serd que todo predicado sobre os naturais pode
ser implementado num programa RAM? Isso d4 origem a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.22 Um predicado n-drio P(x1,...,x,) € um predicado decidivel, se
sua fungdo caracteristica é RAM-computdvel. Se além disso, a fung¢do caracteristica
€ recursiva primitiva, entdo ele é um predicado recursivo primitivo.

3.6 Um pouco de recursao primitiva

Esta secao pretende ser uma referéncia e apresenta varias fungoes recursivas primi-
tivas que sao importantes.

Proposigao 3.23 O predicado “sg(x): x € positivo” e a sua negag¢do “sg(x)” sao

recursivos primitivos. Além disso, a igualdade “r = y” e a sua negagdo “r %
y” também sdo predicados recursivos primitivos.

Prova: As seguintes fungoes recursivas parciais demonstram a proposi¢ao acima:

1. usando recursdo: .amy=3g(lx—vyl).
sg(0) =0
sg(x+1) =1

2. 5g(x) =1 = sg(x). 4L awgy=sglz—yl)

O

Proposicao 3.24 (Divisibilidade) As seguintes fungdes sdo recursivas primiti-
vas:
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1. rm(z,y) — “o resto quando y € dividido por x”.
2. gt(z,y) — “o quociente quando y € dividido por x”.
3. div(z,y) — “x divide y”.
Convengoes: Para obter uma funcgdo total, convenciona-se que rm(0,y) = y e

qt(0,y) = 0. Observe que, div(0,0) =1 mas ndo € o caso que div(0,y) = 0 quando
y#0.

Prova:

1. o resto pode ser definido como:

_f rm(z,y)+1 serm(z,y)+1+#=x.
Tm($7y+1)_{ O se Tm(x,y)‘f'l:x

e reescrito na seguinte equacao recursiva:

{ rm(z,0) =0.
rm(z,y +1) = (rm(z,y) +1) -sg(| = = (rm(z,y) + 1) ).

2. visto que

| qt(z,y) se rm(z,y) + 1 # x.
qt(z,y +1) = { gt(z,y) +1 serm(z,y)+1=uz.

tem-se a seguinte defini¢ao recursiva:

{ qt(x,0) =0.
gt(z,y +1) =qt(z,y) +359(| = — (rm(z,y) +1) ).

3. como
div(z,y) =1, se “z divide y”.
div(z,y) =0, se “z nao divide y”,

entao faca div(z,y) = sg(rm(z,y)).

3.7 Operador de minimalizacao

O leitor pode observar que cada fungao recursiva primitiva estd definida para qual-
quer numero natural, logo elas sao fungoes totais. Note que se deseja caracterizar
a familia de todas as funcoes RAM-computéveis, assim toda fungao que seja imple-
mentada por um programa RAM devera constar dessa caracterizagdo. Entretanto,
nem todo programa RAM para para todos os seus argumentos. Por exemplo, o
programa
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N1 INC R1
JMP Nila
CONTINUE

nao para para qualquer numero natural. Dessa forma, as fungoes recursivas pri-
mitivas nao podem interpretar esses programas. O programa que calcula a raiz
quadrada de x, visto na se¢ao anterior, é outro exemplo de um programa que com-
puta uma fungao numérica que nao é total. Portanto, quais tipos de fungao sobre
os naturais interpretam esse tipo de programa? Isso motiva o operador a seguir: o
operador de minimalizagao.

O operador de minimalizagao é um operador de busca andlogo aos conhecidos
“loops while” do Pascal e de outras linguagens. Basicamente, ele busca nos nimeros
naturais (partindo de zero) pelo primeiro nimero que possui uma determinada pro-
priedade, caso afirmativo ele retorna tal niimero, caso negativo a busca passa para
o sucessor do nimero corrente. Assim, se a tal propriedade nao for satisfeita por
algum nimero natural (e.g. | 2> — 3 |= 0) entdo o operador entra numa busca
eterna. Logo, dependendo da propriedade em questao o operador pode dar origem
a uma funcao que nao é total.

Escreve-se:
iy () (3.9)
para expressar: “o menor y tal que ...”. Inicialmente, tome a seguinte definicdo:
Definigao 3.25 Seja uma fungdo f : N1 — N, ¥ = (21,...,2,,) € o conjunto

Az ={y : f(Z,y) = 0 e f(&,y) estd definido para cada y' < y}. Seja min(Az) o
menor membro de Az, desde que Az # (. A minimalizacdo de f é a funcgdo
wf :N"™ —= N tal que

min(4z), se Az #0; ou

(f)(@) = { indefinido, se Az = 0. (3.10)

Denota-se o elemento min(Az) por “(u,)[f(Z,y) = 0]”. Assim, (uy)[f(&,y) = 0]
pode ser calculado computando-se f(Z,0), f(&,1), ..., até que um desses valores
seja igual a 0. A computacdo nao ird parar se houver uma tentativa de calcu-
lar f(Z,y) usando um valor de y para o qual a fungdo nao esteja definida, ou se
f(@ y) =0 para nenhum valor de y.

Lema 3.26 Se f: N™T! — N é RAM-computdvel, entao a funcio (uf) : N™ — N
€ RAM-computdvel.

Prova:  Suponha que f é RAM-computavel e Py é o programa RAM que im-
plementa esta funcao. Se k é tal que nenhum registrador R;, para j > k, seja
referenciado por Pf e tanto Nu quanto Nv sao rétulos que nao sao utilizados por
Pf, entdo o seguinte programa computa (g f):
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Rk+1 <- R1 7 Salva os argumentos da fung&o f

RK+2 <- R2
etc.
RK+m <- Rm

CLR Rk+m+1 % inicializa a varidvel de busca
Nu R1 <- Rk+1 7 Recupera os argumentos x1..xn

R2 <- RK+2
etc.
Rm <- Rk+m

Rm+1 <- Rk+m+1 % copia o valor atual da variivel de busca
CLR Rm+2 Y, Limpa os demais registradores

etc.

CLR Rk

Pf % Computa f(x1,...,xm,Rk+m+1)

R1 JMP Nvb % verifica se f(x1,...,xm,Rk+n+1) = 0

INC Rk+m+1 % incrementa a varidvel de busca

JMP Nua % Tenta novamente
Nv R1 <- Rk+m+1
CONTINUE

Corolario 3.27 Se R(Z,y) € um predicado decidivel, entao a fun¢ao

o . | o menory tal que R(Z,y) € verdadeiro, se tal y existe; ou
9(E) = py [R(Z, )] { indefinido, caso contrdrio.
(3.11)

€ computdvel.

Prova:  Faca ¢g(Z) = py(59(Cr(#,y)) = 0); onde Cr é a funcao caracteristica
associada a R. O

Exemplo 3.28 Seja f(z,y) =| © — y? |. Essa funcdo é recursiva primitiva, e
portanto uma fungdo total. A partir de f defina o segquinte predicado decidivel
f(x,y) =0, cuja funcdo caracteristica é 5g(| x —y? |). Segundo o coroldrio anterior
a fun¢do g(x) = py(f(x,y) = 0) € uma funcdo computdvel. Observe que essa fungdo
implementa exatamente a funcao “/x” cujo dominio é o subconjunto préprio dos
quadrados perfeitos.

Note que a fungao parcial \/x é computdvel e qualquer programa que compute
essa funcao entrara em loop para argumentos que nao sejam quadrados perfeitos.
Assim, o operador p pode produzir fungées computdveis que nao sdo totais a partir
de fungoes computdveis totais. Portanto, ao utilizar o operador de minimalizagao
juntamente com os operadores de recursao, produto e substituicao, é possivel se
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produzir fungoes computaveis que nao sao recursivas primitivas, ou seja a classe das
fungoes RAM-computaveis nao é suficientemente descrita somente com recursao,
produto e composigao, é necessario também a minimalizacao. Isso da origem a
seguinte definigao:

Definicao 3.29 (Recursao Parcial) A classe das funcées recursivas par-
ciais, aqui denotada por FRP, € a menor classe de fungoes sobre os naturais que
contém as fungoes bdsicas e € fechada sob os operadores de recursao primitiva,
produto, composicao e minimalizacao.

Proposigao 3.30 Toda func¢do recursiva parcial é RAM-computdvel; i.e. FRP C
RAM

Prova: Direto dos lemas 3.5, 3.10, e 3.13, e do corolario 3.27. ([l

A proposicao acima, entdo caracteriza uma classe de fungdes numéricas que é
RAM computavel. Entretanto, serd que essa classe é exatamente a classe das fungoes
RAM-computaveis? i.e. serd que FRP = RAM? Essa resposta serd dada no que
segue, por enquanto surge ainda mais uma questao: Serd que existem fungoes totais
em FRP que nao recursivas primitivas? Do ponto de vista dos programas RAM, isso
significa que mesmo sendo fungdes que sempre param, é necessario uma operagao
de busca para implementar essas fungoes, i.e. é necessario uma minimalizagao.

3.7.1 A funcao de Ackermann

Ao contrario do que se possa imaginar, a minimalizacao nao produz sempre fungoes
que nao sao totais. Existem fung¢bes computédveis totais que somente podem ser
expressas por meio da minimalizacao. No que segue apresenta-se um exemplo de
uma fungao recursiva parcial que é total, mas em cuja expressao a presenca da
minimalizacdo é essencial. A func¢do é uma modificacdo de Rozsa Péter [23] de um
exemplo dado por Ackermann, apés o qual a fungao recebeu o seu nome. A fungao
possui a seguinte definigao:

’(/)(Ovy) =y+1
(x4 1,0) = (x, 1) (3.12)
Y@+ Ly+1) =99+ 1y)

Essa definicao envolve uma espécie de dupla recursao que é mais forte que a re-
cursao primitiva. Entretanto, é possivel perceber que essas equagoes de fato definem
uma fungdo, pois é suficiente notar que qualquer valor ¥ (z,y) (z > 0) estd definido
em termos de valores anteriores ¢(x1,y1) com x1 < x, ou x1 = x e y; < y. Pode-se
estabelecer por inducdo sobre x e y que ¥ (z,y) pode ser obtida usando-se apenas
um numero finito desses valores. A prova da computabilidade e do fato dela nao
ser recursiva primitiva é bastante dificil, e por questées de simplicidade nao fazem
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parte deste curso. Entretanto o leitor pode verificar esse fato em Rozsa Peter [23].

Note que na defini¢ao da classe das fungoes recursivas parciais nenhuma restrigao
foi imposta ao uso do operador de minimalizacdo, de maneira que a classe FRP
possui tanto fungoes totais como fungoes que nao sao totais. Note também que com
essa definicao nao se tem como distinguir algebricamente todas as funcgoes totais
das nao totais, ja que existem funcoes computaveis totais cuja definicao necessita
do operador de minimalizacdo. Dessa maneira, daqui por diante define-se fungao
recursiva toda funcao recursiva parcial que é total.

3.8 Um pouco de recursao

Os operadores que seguem sao abreviagoes para se definir funcdes recursivas. Quando
as fungoes envolvidas forem recursivas o resultado serd uma fungao recursiva, e se
elas forem recursivas primitivas, o resultado serda uma funcao recursiva primitiva.

3.8.1 Recursao por curso de valores

Definicao 3.31 (Recursao por curso de valores) Se fi(Z),..., frx(Z) sdo fungdes
recursivas e Py(Z),..., Px(Z) sao predicados decidiveis, tal que para cada T erata-
mente um dos predicados € vdlido (i.e. eles sGo mutuamente exclusivos). Entdo a
funcao

f1(@), se “Pi(Z) é verdadeiro”.

9(7) = : (3.13)
fe(@), se “Pp(&) é verdadeiro”.

chama-se fun¢ado recursiva por curso de valores.
Observe que nao se exige que as fungoes f; envolvidas sejam recursivas primitivas.

Proposicao 3.32 Uma fungao g(Z) recursiva por curso de valores é RAM-computdvel.

Prova: Assumindo a definicao acima, a fungao pode ser expressa através da
seguinte equagao: g(z) = Cp, () - f1(Z) + -+ + Cp,(Z) - fr(¥); onde Cp, ¢é a fungao
caracteristica associada ao predicado P;. O

3.8.2 Soma limitada e produto limitado

Definicao 3.33 Suponha que f(Z,z) € qualquer funcao. A soma limitada de
f (&, 2), denotada por EKU f(#,2), € dada pelo sequinte esquema de recursao pri-
mitiva: (
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Zz<0 f(f, Z) = Oa
S (i 2) = (zz@f( >) L iEy).

A partir da soma limitada a expressdo Zz<y (Z, z) significa Zz<y f(&2)+f(Z,y).

(3.14)

Exemplo 3.34 A expressio ) . _, f(Z,z) descreve, portanto, a série finita
O+ f(#,0) + f(2,1) + f(#,2) + f(£,3)7, enquanto que a expressio ), , f(Z,2)
descreve a série 0+ f(Z,0) + f(Z, ) f(:z:,?) + f(£,3) + f(£,4)”. -

-

Defini¢ao 3.35 O produto limitado de f(Z%,z), denotado por HZ<U (Z,2), ¢é
definido como:

Hz<0 f(fvz) = ]-7
My F(3.2) = (H /@, z>> 1(@y).

Semelhantemente, a expressao [, f(,z) significard [, f(Z,2) - f(Z,y).

(3.15)

Exemplo 3.36 A eapressio [[,., f(¥,z) descreve, portanto, o produto
“1-f(2,0)- f(2, 1) f(Z,2)- f(Z,3)”, enquanto que a expressio ||, ., f(Z,z) descreve
o produto “1 - f( 0)-f(&,1)- f(#,2)- f(£,3)- f(£,4)”.

Proposicao 3.37 Se f(&, z) € uma fungao recursiva, entao as fungoes Zz<y (Z, 2),
Yoy F(@2), [Loy, (& 2), e [l<, f(Z,2) sao funcdes recursivas.

Prova: Direto das definigoes, ja que elas sao definidas por recursao primitiva. O

Corolario 3.38 Suponha que f(Z,z) e k(Z,w) sdo fungdes recursivas, entio as
' 2),

funQOeS Zz<k(m7w) f($7 Z)’ Zzgk(m w) ( Hz<k(f,w) f(‘/f’ Z)’ e Hzgk(f,w) f(f7 Z)

também sao.

Prova: Por substituicdo de y por k(Z,w) nas expressdes ). _ f(Z,z),

Doy [(@2), [oy F(E2), e [g, f(, 2).

3.8.3 Minimalizacao limitada

Assim como na minimalizacdo, é possivel definir um operador de busca para uma
faixa finita de nimeros naturais e garantir que o processo de minimalizacao também
seja finito.

Definigao 3.39 Chama-se minimalizacao limitada, e denota-se por

(= <y)(...) (3.16)
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0 processo pelo qual se busca e Tetorna 0 Menor z que € MENOT que Yy € Possua
a propriedade “(...)". Caso esse z nao exista entao o valor resultante do processo
serd y. O operador (p. < y) é chamado operador de minimalizagcdo limitada
ou p-operador limitado.

Lema 3.40 Dada wuma  fung¢dao recursiva  f(Z,y), entdo a  funcdo
(n2 < y)(f(&, 2z) =0) € recursiva.

Prova:  Considere a funcao recursiva h(Z,v) = [[,«, s9(f(Z,v)). Dados Z e y,
suponha que 2o = (., < y)(f(¥,2) = 0). Logo, caso v < zp, entao h(T,z) = 1; caso
20 < v <y, entdo h(Z,v) = 0. Portanto, 2o é o niimero de v’s menores que y tal que
h(Z,v) = 1, ou seja 20 = >, _, h(Z,v). Caso tal zp nao exista, entdao a expressao
Y uey P(Z,v) serd igual & y. Portanto, (. <y)(f(Z,2) =0) =3, _, h(Z,v). O

Dessa maneira, quando as fungoes envolvidas nessa busca sao fungoes recursivas,
entao a fungao resultante também serd uma fungao recursiva. Observe, ainda, que
se elas forem recursivas primitivas o resultado serd uma fung¢ao recursiva primitiva.

Coroldrio 3.41 Se f(Z,z) e k(Z,w) sdo fungdes recursivas, entio a fun¢do
(12 < k(@ w))(f(Z,2) =0)

Prova: Por substituicao se k(Z, w) em y. O

Assim como no caso da minimalizagdo, agora generaliza-se o lema acima para
um predicado recursivo qualquer.

Corolario 3.42 Suponha que R(Z,y) € um predicado recursivo, entdo a fun¢ao
f(&y) = (e < y)(R(Z, 2)) € recursiva.

Prova: Faga f(Z,y) = (u. < y)(59(Cr(Z, 2) = 0)). O

Observe que assim como no caso do produto e soma limitados, a expressao
(1> < k(Z,w))R(Z, z) também é uma funcao recursiva, quando k(Z,w) é uma fungao
recursiva.

3.8.4 Algebra da decidibilidade e quantificagao limitada

A partir dos operadores anteriores é possivel demonstrar que as operacbes usuais
com proposicoes e as quantificagoes limitadas sao fungoes recursivas.

Proposicio 3.43 (Algebra da decidibilidade) Se P(Z), Py (7) e Py(Z) sio pre-
dicados decidiveis, entao os sequintes predicados também sao decidiveis:

1. =P(Z): “nao € o caso que P(Z)”

2. Pi(y) A Pa(2): “Pi(y) e Pa(2)7
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3. Pl(zj) \Y PQ(Z) “Pl(yﬂ) ou PQ(Z) 7
4. Pi(§) — Py(2): “Se Pi(¥), entao Py(2)”

—

Prova:  As funges: C_p(%) = 1 = Cp(&), Cp,ap,(¥,2) = Cp,(§) - Cp, (%), ¢
Cp,vp, (¥, Z) = max(Cp, (¥), Cp,(Z)) computam, respectivamente, os dois primeiros
predicados, enquanto que P (%) — P»(2) é equivalente & “~Py(7) ou Py(2)”. O

Proposicao 3.44 Suponha que R(Z,y) seja um predicado decidivel, entdo os se-
guintes predicados sao decidiveis:

1. P(Z,y) & (V2 <y)R(Z, 2)
2. P(Z,y) & (32 < y)R(Z, 2)

Prova:
1. Cp,(#,y) = -, Cr(#. )
2. Py(Z,y) & —[(Vz < y)-R(Z, 2)]
O

Observe que como nos casos da minimalizac¢do, soma e produto limitados se k(Z, w)
é uma fungdo recursiva, entdo os predicados Py (7, k(Z,w)) & (Vz < k(Z,w))R(Z, 2)
e Po(Z, k(Z,w)) & (2 < k(Z,w))R(F, z) também sdo predicados decidiveis, j& que
é s6 substituir y por k(Z,w) nas expressoes.

3.8.5 Estendendo a minimalizacao limitada

Se existe somente um z tal que z < y, e para o qual o predicado recursivo R(Z, z)
vale, entdo z é calculado pela minimalizagdo limitada (u, < y)(R(Z,2)). Partindo
disso, é possivel utilizar essa minimalizacao limitada para calcular

“O maior z, tal que z < y e para o qual R(Z, z) é verdadeiro.”
Nesse caso, representa-se essa minimalizacao, por:

(7. <y)(R(Z,2)) (3.17)

Se tal z existe, entdo ele é o iinico z menor que y (e portanto o menor z: f,) para o
qual R(Z, z) vale e para todo k, onde z < k <y, “R(Z, k) é verdadeiro. Portanto,
isso pode ser escrito em termos da minimalizagao limitada () da seguinte maneira:

(72 <y)(R(T,2)) = (p= <y)(R(Z2) A ((Vk <y)lk >z — -R(Z F)])  (3.18)
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3.9 Exercicios

1. Usando fungoes recursivas parciais, mostre que as seguintes fungoes sao recur-

sivas:
(a) mme(z,y); (e) (x), = *“o expoente de p,
(b) mde(x,y); (n-—ésimo primo) na fat.ora(;éo
(¢) D(z) =* ao nimero de divisores prima de z — convenciona-se
de 27 que (z), = 0 caso z = 0 ou
7 n = 0;

(d) pn =“o n-ésimo nimero primo”;

2. Mostre que fungdo n : N> — N, n(z,y) = 2% - (2y + 1) — 1 é uma bijegdo e
encontre as funcoes 71,72 : N — N2 tal que n(n1(n),n2(n)) = n.

3. Usando fungoes recursivas parciais, mostre que os seguintes predicados sao

decidiveis:
(a) x é par (d) x é uma poténcia de um nimero
(b) z é impar primo
(¢) Pr(z):“c é um nidmero primo” (e) x|y — ie. y é divisivel por z.

3.10 Consideracoes finais

Nesse capitulo, provou-se que FRP C RAM. No que segue apresenta-se um esbogo
da prova de que RAM C FRIP. Logo é possivel concluir que o limite computacio-
nal das RAM’s é exatamente calcular fungoes recursivas parciais. Isso responde a
primeira pergunta das consideragoes finais do capitulo anterior. Com isso, o limite
da computa¢ao depende de se chegar a conclusao, ou assumir, que todo e qualquer
possivel modelo de computador é equivalente & RAM.

Teorema 3.45 RAM = FRP.

Prova: A proposigao 3.30 mostra que FRP C RAM. O oposto, RAM C FRP, é
provado da seguinte maneiras:

Suponha que f(Z) é uma fungdo RAM-computdvel por um programa P com
instrugoes (I1,...,Is). Um passo na computacio de P(Z), onde & = (21,...,Tpm)
¢é a execugao de uma unica instrugao I; desse programa. Considere as seguintes
fungoes que estao relacionadas com as computagoes de P:



3.10. CONSIDERACOES FINAIS 37

Contetdo dos registradores Ry, ..., R,,
apds t passos da computacao de P(Z),
se P(Z) ainda nao parou; ou

e (Z,t) =
Conteudo final dos registradores Ry, ..., R,,
se P(Z) parou apds uma quantidade de passos menor ou igual a .
(3.19)
O indice da préxima instrugao na seqiiéncia (I, ..., I5)
quando ¢ passos da computacao de P(Z) tenham sido completados,
im(E ) = se P(Z) ainda ndo parou apds uma quantidade de passos menor ou
n ) -

igual a t; ou

0, se P(Z) parou apés uma quantidade de passos menor ou igual a t.
(3.20)
Intuitivamente, ¢’ e j;* sao funcoes totais. Observe o seguinte:

Se f(Z) estd definida, entdo P(Z) converge apds exatamente to passos. Nesse
caso to = (ue)(F7(@,t) = 0) e f(¥) = (&, tg). Se por outro lado f(Z) néo
estd definido, entdo P(ZF) diverge e j7*(Z,t) nunca é zero. Nesse caso, a expressao
(1) (JI(#,t) = 0) estd indefinida. Portanto, em ambos os casos tem-se:

F@) = e (x ()G @ 1) = 0>). (3.21)

Portanto, para mostrar que f é recursiva parcial, resta apenas demonstrar que as
fungoes ¢’ e j* também sdo. Na verdade, essas fungdes sdo recursivas primitivas,
mas a prova rigorosa disto serd adiada até o capitulo 6, onde serao apresentados al-
guns conceitos necessarios para iso. Por enquanto, o leitor deve inicialmente aceitar
que essas duas fungoes sao recursivas primitivas. Isso conclui a prova e o capitulo. [



Capitulo 4

Linguagem de programacao
WHILE

Até o presente foram apresentados dois modelos de computacao que capturam dois
importantes aspectos da computacio real: o primeiro, as maquinas RAM, cuja ope-
racionalidade se assemelha aos computadores reais, e portanto capta o computador
enquanto maquina (hardware). O segundo modelo, as fungdes parciais recursivas,
que capta a natureza funcional dos computadores.

Neste capitulo serd abordado um terceiro modelo: a linguagem de programacao
tedrica WHILE, que, como o préprio nome diz, é uma linguagem de programacao e
portanto capta o aspecto de software da computacao real.

Todo modelo de computabilidade se baseia na premissa de que certas operacoes
ou fungoes bésicas sao inerentemente computaveis. No caso da linguagem WHILE,
considera-se trés operagoes basicas: escrever zero, somar um a qualquer nimero
natural® e comparar dois nimeros naturais para decidir se eles sao iguais ou nao.
Além dessas operagdes béasicas, a linguagem WHILE considera atribuigoes simples
e o comando while. Assim a linguagem WHILE pode ser vista como uma sub-
linguagem das linguagens de programacao procedural de alto nivel, tipo Pascal,
Fortran ou Java, sé que mais pobre em comandos assim como em tipos de dados (s6
considera o tipo de dados dos niimeros naturais). O primeiro ponto néo é problema
uma vez que, como serd visto neste curso, esta linguagem é tao poderosa quanto
qualquer linguagem de programacao real com a diferenca que a linguagem WHILE,
por ser tedrica, nao possui limitacoes de maquina, como representar somente uma
quantidade finita de nimeros. A segunda limitacao, também como sera vista no
decorrer do curso, é aparente, uma vez que a mesma linguagem usada para repre-
sentar nimeros naturais pode ser usada para representar inteiros, pontos flutuantes,
listas de inteiros, etc.

*Na verdade, representacoes de nimeros naturais em alguma linguagem formal.
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4.1 Sintaxe da linguagem WHILE

Para descrever a sintaxe da linguagem WHILE serd usado, como usual em linguagens
de programacao, as formas de Backus-Naur (BNF). Uma BNF é um conjunto de
producoes da forma

(nome) ::= expressao (4.1)

onde palavras entre “(” e “)” sdo varidveis auxiliares e podem ser substituidas
pela expressao ao lado direito do simbolo “:=". A expressao do lado direito é
uma cadeia de varidveis auxiliares com simbolos terminais (os simbolos béasicos da
linguagem), podendo até ser vazia (nesse caso denotada por ). Quando houver
mais de uma produgao com a mesma variavel auxiliar no lado esquerdo, abrevia-se
colocando o mesmo lado esquerdo e separando os direitos com simbolo “|”. Por
exemplo, abrevia-se as produgoes (a)::= exprl, (a) ::= expr2 e (a) ::= expr3, por
(a) ::= exprl | expr2 | expr3.

A linguagem WHILE possui quatro classes basicas de palavras (“alfabeto” da
linguagem):

Nomes de varidaveis. Um nome de variavel valido é qualquer cadeia de letras
maiusculas e digitos numéricos que comece com uma letra. Por exemplo,
TEMP, X, NOME1, N23TXRO0, A5, etc. Distinguiremos entre dois tipos de
varidaveis as de entrada, que sempre comecaram com a letra A e as que néo
sao de entradas.

“w oy

Simbolos de operagao. Os unicos simbolos de operagdo sao e “0”, que
denotam a fungdo sucessor e a fungao constante zero, respectivamente. Note
que outras constantes, por exemplos 2 (dois) ndo sdo permitidas.

Simbolos de relagao. Considera-se apenas o simbolo de relacao “#”, que denota
a nao igualdade dos valores de duas variaveis.

W, n Wy “
) € ot

Simbolos de programa. Existem os simbolos “« O simbolo «
denotard atribuicao, isto é, o valor da expressao que estd no lado direito de
« ¢ atribuido & varidvel que estd no lado esquerdo. O simbolo “;” denotara o
final de um comando e o simbolo “,” serd usado para separar nomes de uma
lista. Além dos simbolos existem seis palavras reservadas: input, output,

begin, end, while e do.

Como usual, um programa numa linguagem procedural é uma seqiiéncia de
comandos os quais sao executados seqilencialmente na ordem em que aparecem a
menos que ocorra um desvio. Um programa WHILE, antes de comegar o programa
propriamente dito declara quais varidveis serdo de entrada e quais serdo de saidaf

TDeclarar as entradas e saidas nio é essencial. De fato muitas linguagens tedricas, por exemplo
WHILE de [18] ¢ PL em [4], ndo usam esse tipo de comandos. J4 na linguagem LPM em [9] e
WHILE de [16], as varidveis de entrada e de saida sdo declaradas explicitamente.
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seguida pelas palavras reservadas (begin e end) para indicar o inicio e o fim do
programa. Estas declaracoes das varidveis de entrada e de saida sé sao feitas se o
programa WHILE tiver entradas e/ou saidas. Assim, um programa WHILE é descrito
como

(programa-while) ::= (comandos de entrada-saida) begin (comandos) end
(comandos de entrada-saida) ::= (entradas); (saidas); | (entradas); | (saidas); | A
(entradas) ::= input (lista de varidveis de entradas)

(saidas) ::= output (lista de varidveis de saida)

(lista de varidveis de entrada) ::= (varidvel de entrada) | (varidvel de entrada),

(lista de varidveis de entrada)

(varidvel de entrada) ::= (varidvel de entrada)(letra) | (varidvel de entrada)(digito)
| A
(lista de varidveis de saida) ::= (varidvel nao de entrada) | (varidvel ndo de entrada),

(lista de varidveis de saida)

(varidvel ndo de entrada) ::= (varidvel ndo de entrada)(letra) | (varidvel)(digito) |
(letra diferente de A)

(letra diferente de A) =B |...| Z
(letra) ::= A | (letra diferente de A)
(digito) ==0|1]...]9

Comandos de um programa sao uma seqiiéncia (podendo ser vazia) de comandos
validos.

(comandos) ::= A | (comando); (comandos)

Um comando pode ser dois tipos: de atribuicao que indica que uma varidvel do
programa, independente do seu valor atual, passa a ter o valor zero ou o valor de
uma varidvel do programa (podendo ser ela mesma ou outra varidvel) incrementado
em um. O outro tipo de comando é o while que indica que uma seqiiéncia de
comandos vai ser executado enquanto o valor de duas varidveis forem diferentes.

(comando) ::= (atribuigao) | while (condigdo) do begin (comandos) end

(atribuicdo) ::= (varidvel nado de entrada) < 0 | (varidvel ndo de entrada) «
(varidvel)’

(condigao) ::= (varidvel) # (varidvel)

(varidvel) ::= (varidvel de entrada) | (varidvel ndo de entrada)
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Exemplo 4.1 Ezemplos de programas WHILE:

input A;
output B;
begin
B« 0;
while B # A do
begin
B «— B’;
end
end

Programa a.

input Al, A2;
output B;
begin
U~ 0;
B« 0;
while U # Al do
begin
V «0;
while V # A2 do
begin
VeV,
U—U';
end
B — B/;
end
end

Programa c.

input Al, A2;
output B;
begin
U0
while U # A2 do
begin
Al — Al';
U — U',’
end
B« Al/;
end

Programa b.

input A;
output B;
begin
U0,
B« 0;
while A # U do
begin
U — U',’
while A # U do
begin
U—U';
B — B’;
end
end
end

Programa d.

4.2 Semantica informal de WHILE

A execugao de um programa WHILE obedece os seguintes requisitos:

1. Os comandos sao executados na ordem que aparecem;

2. Os comandos de atribuicao sao interpretados da seguinte maneira:

(a) X < 0; associa o niimero natural zero & varidvel X.
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(b) X « Y’; associa a varidvel X o valor associado & varidvel Y incrementado
em uma unidade.

3. Um comando while X # Y do begin (comandos) end, executara (comandos)

enquanto o valor associado a variavel X for diferente do valor associado a
variavel Y. Note que se estes valores nunca tornam-se iguais, entao o programa
entrard em um ciclo infinito e portanto nao parara nem retornara qualquer
resultado.

O comando input (lista de varidveis de entrada); nao sé declara que as
variaveis da lista sao de entrada, mas também aciona um mecanismo que
permite receber valores de algum “médio fisico”. Porém como a linguagem
WHILE ¢ tedrica, pode-se somente supor que ela é executada numa “méaquina
tedrica” e portanto nao hd um médio fisico como nos computadores reais (que
sao teclado, memdria primaria e memdria secundéria), assim pode-se pensar
que a maquina tedrica que executa o programa possui uma quantidade ilimi-
tada de registradores cada um permitindo armazenar um nimero natural de
qualquer ordem e que sao usados tanto para armazenar valores de entrada
quanto de saida e temporarios. A méquina tedrica associa a cada varidvel o
conteido de um dos registradores.

O valor inicial de uma variavel nao declarada como entrada é sempre 0.

O comando output (lista de varidveis de saida) é andlogo ao comando input.
Quando executado pela maquina tedrica ele declara que as varidveis da lista
serao consideradas como saida, e que portanto os registradores a elas associa-
dos, ao final da execugao (caso termine), serdo preservados enquanto os outros
serao limpados. Note que varidaveis declaradas como de entrada nao podem
ser de saida.

Exemplo 4.2 Seja

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)

input Al, A2;

output B;
begin
U«—0;
while U # A2 do
begin
Al — Al/;
U—U
end
B — Al
end

o programa WHILE b. do exemplo 4.1 com as linhas numeradas. A semantica
informal deste programa é a sequinte: Em 1) declara-se que as varidveis Al e A2
serao de entrada e recebe valores para a computagdo varidveis; em 2) declara-se que
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a varidvel B serd de saida, no final da execucdo ele retornard o wvalor associado
a B; em 3) inicia-se o programa propriamente dito; em 4) atribui-se & varidvel
U o valor zero (note que este comando é desnecessdrio, uma vez que toda varidvel
inicialmente tem associado o valor 0, mas por motivos de claridade optou-se por
atribuir explicitamente & U o wvalor 0); em 5) compara-se os valores associados
as variaveis U e A2, se os valores sdo 0s mesmos entdo o programa executard a
instrugdo 10), caso contrdrio executard o bloco de comandos entre o begin e o end,
i.e. as linhas 7) e 8), apds uma execugdo do bloco volta-se comparar os valores de U
e A2; em 7) atribui-se a varidvel Al o valor atual de A1l mais um; em 8) atribui-se
a varidvel U o valor atual de U mais um; em 10) atribui-se & varidvel de saida
B o0 wvalor atual da varidvel A1 mais um; em 11) pdra-se a execug¢ao do programa
retornando o valor associado a varidvel declarada como de saida, ou seja associado
a B. Analisando esse programa, percebe-se que o bloco de comandos ligados ao
while serd executado k-vezes, onde k € o valor associado a A2. A cada execugdo,
o valor de Al € incrementado em uma unidade, Al terd o seu valor inicial (dado
como entrada) mais o valor dado como entrada para A2. O sucessor desse valor é
entao atribuido a varidvel de saida B. Portanto este programa calcula o sucessor
da soma de dois valores dados como entrada.

4.3 Semantica formal

Existem muitas formas de tratar formalmente a seméantica de uma linguagem de
programacao. Entre as mais conhecidas estd a semantica denotacional, introduzida
por Dana Scott e Christopher Strachey em [26]. A idéia da seméantica denotacional
é associar a cada frase da linguagem de programacao um objeto matemaético, de
formas que o significado de um programa sera a composicao do significado de suas
frases [21]. Portanto, a denotagdo de um programa é determinada pela denotacao
de suas frases. Seméantica denotacional permite que se dé defini¢gdes candnicas de
significados de programas, e portanto livres de técnicas de implementagao. A parte
matemadtica é chamada de teoria dos dominios (alguns textos sobre esta teoria sao
[1, 25, 29]).

A seméantica denotacional da linguagem WHILE é dada pela fungio parcial

[ ]: While — [N* — N*]
onde [N* — N*] = {f : N¥ — N™ : f é parcial e k,m € N}, ou seja
k,meN

com [N¥ — N™] sendo o conjunto das funcdes parciais que mapeiam k-tuplas de
numeros naturais em m-tuplas de niimeros naturais.

Seja P = inputAj, As, ..., Ag;ouputBy, By, ..., By;begin C end um pro-
grama WHILE, onde X1,..., Xy, Y1,...,Y,, sdo varidveis validas da WHILE, entao
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[P] = wim o [Cloag (4.2)
onde n ¢ o ntiimero de varidveis usadas no programa P. af é chamada funcao de
entrada, e ¢é definida por of (z1,...,2;) = (21,..., 25, 0,...,0 ). J4 a funcao

——

(n—k)—vezes
W, ¢ chamada fungao de saida, é definida por wy, (%1, .., T5) = (Tk41, -+, Thm)-

Seja i : Var(P) — N a fungdo que atribui a cada varidvel que ocorre em P o
numero de sua apari¢ao. Note que se uma variavel ocorre mais de uma vez s6 é
considerada sua primeira apari¢cdo. Assim, no caso do programa b do exemplo 4.1
tem-se que i(Al) =1, i(A2) =2, i{(B) =3 ei(U) = 4.

Se C' = ¢1;...;¢p, entdo [C] = [cp] 0. .. oc1], onde para cada j =1,...,p tem-se
que [¢;] : N* — N é definida por:

1. Se ¢; = X «+ 0 para alguma varidvel X entao
I[X — ](zla s ,ZIJn) = (,1317 ce 7xi(X)—l7O7xi(X)+1a s 7'1:”)-

2. Se ¢;j = X « Y’ para varidveis X e Y quaisquer entao
I[cj](xh e ,(En) = (xla e 7xi(X)717xi(Y) + 17xi(X)+17 ey l’n)

3. [while X # Y do begin C; end|(z1,...,2,) =

(X1, 2n) ) S€ Ti(x) # Ti(y)
[while X # Y do begin C; end|([C](x1,...,2,)) , sendo

Exemplo 4.3 Seja P o programa a. do exemplo 4.1. Entdo para k=1, m =1,
n=2,i(A) =1 ei(B) =2. Assim,

af(z) = (z,0),

w%,l(%i‘/) =Y,

[B < 0l(z,y) = (,0),

[while B # A do begin B «— B’; end|(z,y) =

(2,9) ,sex =1y
[while B # A do begin B «— B’;end][B < B'|(x,y) , sendo

Assim, para a entrada 2 tem-se que
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[Pl(2) =wi,o[while B # Adobegin B — B’; end]o[B « 0]caf(2)
= w}, o[while B # A do begin B — B’; end] o [B — 0](2,0)
= w}, o[while B # A do begin B — B’; end](2,0)
= w} | o [while B # A do begin B «— B’; end] o [B «— B'|(2,0)
= w?, o[while B # A do begin B — B’; end](2,1)
= w? o[while B # A do begin B — B’; end]o[B — B'|(2,1)
= w}, o[while B # A do begin B — B’; end](2,2)
= w%71(272)
=2

Generalizando, tem-se que [P](z) = .

4.4 Funcoes WHILE-computaveis

Diz-se que uma funcio f : N¥ — N™ & computada por uma programa WHILE
P, se [P] = f. Uma funcio f : N¥ — N™ ¢ dita WHILE-computéavel se existe
um programa WHILE P que computa f. O conjunto de todas as fungoes WHILE-
computaveis serda denotado por FWC.

Os programas a., b., c. e d.,do exemplo 4.1, computam as fungoes f(z) = z,
fle,y) =x+y+1, f(z,y) = qt(y,z) se y divide z e f(z,y) T caso contrério,
e f(x) = & = 1, respectivamente. Um programa WHILE que computa a funcao
multiplicacao entre dois nimeros naturais é o seguinte:

input Al, A2;
output B;
begin
B« 0;
U«—0;
while U # Al do
begin
V «—0;
while V # A2 do
begin
V V"
B~ B
end
U—U
end
end

Todas estas fungoes sdo recursivas parciais. A seguir sera provado que todas as
fungoes WHILE-computaveis sao também recursivas parciais.

Teorema 4.4 If f : N¥ — N ¢ WHILE-computdvel entdo f € parcial recursiva.
Isto é, FWC C FRP.
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Prova: Seja P um programa que computa f, isto é [P] = f. Mostra-se, entao, que
[P] é uma fungdo parcial recursiva. Uma vez que composi¢ao de fungdes recursivas
parciais é parcial recursiva e que a semantica denotacional de um programa WHILE
é a composicao da fungdo de entrada com a funcao que denota cada comando do
programa com a fungao de saida, é suficiente mostrar que cada uma delas é parcial
recursiva.

al =1Id* x Z x...x Z*
————
(n—k)—vezes
Wem =T X . X @ XId™ X wX...xX®m

k—wvezes (n—(k4+m))—vezes
[X — 0 =I1d")"t x Zom x [d"—X)

[X — Y= Sp(Id", 1d"X) 7 (S o Uflyy) x @ x ..., [d"=* X)),
n—i(Y)

[while X # Y do begin C; end] = S5 ((CF, Id", u(S3 (=, Ull ), Uliy) o [C]).

Inversamente, a seguir serd provado que toda funcgao parcial recursiva é WHILE-
computéavel e portanto FRP C FWC.

Teorema 4.5 Se f:NF — N™ ¢ uma funcgdo parcial recursiva entdo f é WHILE-
computdvel.

Prova: Se f é parcial recursiva entdo pela definiggo 3.29, ou f é uma funcao
bésica, ou pode ser obtida a partir de duas ou mais fungoes recursivas parciais via
operagao de composi¢ao, ou via operacao de produto cartesiano, ou via recursao pri-
mitiva, ou via minimalizagao. Sera provado por indugao na quantidade de operagoes
usadas para obter f que existe um programa WHILE que computa f. Mas sé se
mostrard o programa sem demonstrar que ele realmente computa f, pois seria ne-
cessario provar que a seméantica denotacional do programa resulta em f, o qual é
bastante mais complicado, pois provavelmente a expressao da funcdo obtida via [P]
nao sera igual a expressao da fungao parcial recursiva original.

e A funcao zero é WHILE-computdvel. De fato, um programa WHILE que com-
puta Z é o seguinte:

input ;
output B;
begin

B0
end

fLembre que aqui se estd fazendo um abuso de linguagem, na verdade ap = Idk—1 x
Sp_pr1(Id"=F+t1 1dY Z o, ..., Z o).
~— ——

(n—k)—vezes
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e A funcgéo terminal é WHILE-computével. De fato, um programa WHILE que
computa 7 é o seguinte:

input A;
output ;
begin
end

e A funcdo identidade é WHILE-computdvel. De fato, um programa WHILE que
computa Id™ é o seguinte:

input Al,..., Am;
output B1,...,Bm;
begin

B1 < 0;

while B1 # Al do

begin

Bl BT’
end

Bm «— 0;
while Bm # Am do
begin
Bm «— Bm/
end
end

e A funcao sucessor é WHILE-computavel. De fato, um programa WHILE que
computa S é o seguinte:

input A;
output B;
begin

B— A
end

e Paracadan >1el <1i<n afuncao i-ésima projecao é WHILE-computavel.
De fato, um programa WHILE que computa U é o seguinte:

input Al, ..., An;
output XB;
begin

B« 0;

while B # Ai do



4.4.

FUNCOES WHILE-COMPUTAVEIS 48

begin
B« B’
end
end

eSe g : N — NP . g, : N* — NP ¢ f : Nt — NP, onde

t =", pi, sio WHILE-computdveis, entao por hipéteses existem programas
WHILE Pyi,..., P, ¢ Py tais que [Py] = g; para cada ¢ = 1,...,m e
[Pf] = f. Claramente, se renomeia as varidveis de um programa, e o novo
programa continuard computando a mesma funcao. Assim, pode-se renomear
as varidveis dos programas Pyi,..., Py, de tal forma que todos tenham as
mesmas varidveis de entrada (por exemplo Al,..., An) e diferentes varidveis
auxiliares (por exemplo o i-ésimo programa poderia ter as varidveis auxiliares:
B;1,...,Bik; onde k; =| Var(Py;) | —n) de tal modo que as varidveis de saida
sejam sempre as primeiras (B;1,...,B;pi). Assim, o programa WHILE que
computa a fungao g; tem a seguinte forma:

input Al,..., An;
output B;1,..., B;pi;
begin

C;
end

onde C; é o corpo (comandos) do programa. Analogamente o programa Py
pode ser modificado renomeando as varidveis de tal forma que as varidveis
de entrada sejam Bi1,...,Bipl,...,B,l..., B,pm e as variaveis auxiliares
sejam diferentes das usadas nos Py; (j4 modificado), por exemplo F1,..., F},
onde r =| Var(Py) | —t (assim as varidveis de saida seriam F1,..., Fp).

O programa WHILE que tem como varidveis de entrada Al,..., An e como
varidveis de saida as varidveis de saida de Pr e como comandos: Ci;...;Ch; Cy,
onde C; sado os comandos de P; (ja modificado) computa a funcéo
h : N® — NP, definida por:

h(zy, ... zn) = f(gr(z1, - s Tn), ooy G (X1, - oy X))

Se f:NF — N™ e g: N* — NP sdo funcdes recursivas parciais e WHILE-
computdveis, entdo por hipéteses existem programas WHILE Py, ..., P, tais
que [Pf] = f e [P,] = g. Sem qualquer perda, as varidveis desses programas,
podem ser renomeadas de tal forma que ambos tenham diferentes varidveis.
Seja o programa WHILE

input AF1,... AFk, AG1,..., AGn;
output BF1,..., BFm,BG1,..., BGp;
begin
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Cf;
Cy
end

onde AF1,..., AFk sdo as varidveis de entrada, BF'1,...,BFm e Cf os co-
mandos do programa Py (ja modificado) e AGL, ..., AGn sdo as varidveis de
entrada, BG1,...,BGp e Cy os comandos do programa P, (j4 modificado).
Claramente este programa computa f X g.

eSeg:N" — N°eh : Notlts _ N° sio WHILE-computdveis, entdo
existem programas P, e P, que computam g e h, respectivamente. Por sim-
plicidade pense que as varidveis de entrada de P, sao Al,...,Am e as de P,
sao Al,...,An, onde n = m + 1 + s, pense também que as varidveis de saida
de P, e Py sao BG1,...,BGs e BH1,...,BHs, respectivamente. Entao

input Al,..., A(m +1);
output BH1,..., BHs;
begin
Cy;
B« 0;
while B # A(m + 1) do
begin
Ch;
B «— B’
end
end

onde Cj, é C}, substituindo todas as ocorréncias de Apmi1, Amt2, .-y Amtits
por B, BG1, ..., BGs, respectivamente.

Este programa computa a funcdo f da definigdo 3.11 (recursdo primitiva a
partir de g e h).

e Seja f : N™*t! — N uma funcio WHILE-computdvel. Entao existe um pro-
grama Py que computa f. Sejam Al,..., A(m + 1) as varidveis de entrada,
B a variavel de saida e Cy os comandos de Py. O seguinte programa

input Al,..., Am;
output Y;
begin
Y < 0;
Chs
while B # 0 do
begin
Y <Y’
X1« 0;
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Xk« 0;
Cy
end
end

onde C} é Cy substituindo todas as ocorréncias de A(m+1) porY e X1,..., X},
sdo as varidveis auxiliares de C'y que nao sao de saida (assim, k =| Var(Py) |
—(m+2)).

Este programa computa a minimalizacao de f, isto é uf.

Corolario 4.6
FWC = FRP

4.5 Exercicios

1. Identifique os erros sintdticos no seguinte “programa” WHILE:

input Al; B2,C3;
output
begin
Al — 0
while C' # B2 do
begin
1 1;
while i = C3 do
begin
C i
1 — 1]
end
end
end

2. Dé a semantica informal e formal para o programa WHILE a seguir:

input Al, A2;
output B;
begin

B« 0;

C 0

while C' # Al do

begin

C—C
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end

while C # A2 do

begin
B «— B’;
B «— B/;
C—C

end

end

3. Descreva informalmente que faz o programa do exercicio anterior.

4. Faga programas WHILE que computem as fungoes:

(a) f(z,y) = (y,2).
(b) f:N? — N definida por f(x,y) = = +y (note que o exemplo 4.1, b.,
faz f(x,y) = x + y + 1 enquanto o exemplo 4.1, d., faz f(z) =z = 1).

¢) fac: N — N definida por fac(z) =>.7_, i.
(d

(
(z,y) = 1se x <y, caso contrario f(z,y) = 0.

(e

(f

)

) f

) f(z,y,2) = max{x,y, z}.
) f

(x) =1sex épare f(x) =0 se x é {mpar.

4.6 Consideracoes finais

A linguagem de programagao WHILE, por ser tedrica, é uma linguagem de baixo
nivel (sem uma grande quantidade de variantes de comandos nem de tipos de dados).
Porém, assim como na computagao real as primeiras linguagens de programacao fo-
ram de baixo nivel e paulatinamente aumentaram de nivel, incorporando comandos
mais poderosos. Na linguagens de programacao While isso também pode ser feito
através de um recurso conhecido como “macros”. A idéia é incorporar comandos
mais complexos a linguagem, por exemplo atribuigoes do tipo: B «— C, B «— C+ D
e B— CxD (com a sua seméantica natural) ou comandos de controle tipo:

for B=0to C do
begin

(comandos)
end

onde B néo ocorre em (comandos), e

if (condigao)

then

begin
(comandos)

end
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else

begin
(comandos)

end

Como usual, pode-se pensar que um comando desses tipos é, em “tempo de com-
pilacao”¥, substituido por uma seqiiéncia de comandos, por exemplo a atribuicao
B « ( seria substituida pelos comandos:

B« 0;
while B # C do
begin
B« B’
end

Ja um comando do tipo:

for B=0to C do
begin

(comandos)
end

seria substituido pelos comandos:

B« 0;

while B # C do

begin
(comandos);
B «— B’

end

Note que quem determina o tipo de dados em WHILE é a fungao semantica.
Assim, incluir outros tipos de dados em WHILE poderia ser feito simplesmente,
classificando os nomes de varidveis (por exemplo aquelas que terminem em Z seriam
do tipo Inteiro, as que terminem em F seria do tipo ponto flutuante, etc. Assim,
WHILE poderia suportar varios tipos de dados.

8Essa expressio é usada em linguagens de computacio real para indicar que no momento
da compilagdo do programa, o compilador substitui a macro pela seqiiéncia de comandos pré-
estabelecidos. J4 numa linguagem tedrica como WHILE, quem faz a tarefa do compilador é a fungao
semantica, e a semantica de uma macro seria igual & composi¢ao da seméantica dos comandos que
ele sintetiza.



Capitulo 5

Tese de Church-Turing

Neste capitulo serao apresentadas as nogoes intuitivas de procedimento efetivo e
algoritmos e a tese de Church-Turing que liga essas nogoes com a de fungdes com-
putdveis por alguns dos modelos apresentados aqui (assim por outros ndo apresen-
tados neste texto).

5.1 Procedimentos efetivos e algoritmos

A nocao de procedimentos efetivo é uma nocao intuitiva que tenta refletir processo
estritamente mecanico, i.e. processos que se seguidos a risca sempre proporcionem o
mesmo resultado. O interesse por este tipo de processos é antigo, de fato ja os gregos
antigos tentaram encontrar processos efetivos para algumas operagoes matemaéticas,
por exemplo o algoritmo da divisao de Euclides é um tal processo.

Definicao 5.1 Um procedimento efetivo ¢ uma descricao finita e nao ambigua
de um congunto finito de operacoes as quais devem ser efetivas, no sentido que exista
um procedimento estritamente mecanico para realizar estas.

Observe que uma destas operacoes efetivas num procedimento efetivo pode ser
do tipo “va para a operacao n”. Assim, o conjunto finito de operagoes pode descre-
ver um conjunto infinito de passos computacionais (execugdo das operagoes). Um
conceito estreitamente ligado ao de procedimento efetivo é o de algoritmo?

Definigao 5.2 Um algoritmo ¢ um procedimento efetivo que especifica uma seqiiéncia
de operagoes as quais sempre param.

5.2 Tese de Church-Turing

No exemplo 2.10 o poder da maquina RAM foi “aumentado” ao se permitir a abre-
viagao, e a re-utilizagdo de programas RAM ja conhecidos. Ou seja, os programas
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RAM ja conhecidos foram incorporados a linguagem. O mesmo ocorre com a lin-
guagem de programacao WHILE, que pode ser estendida considerando macros (veja
as consideragdes finais do capitulo 4). Isso ndo somente mostra como um programa
RAM (ou WHILE) pode ser construida de partes mais simples, mas destaca um
aspecto negativo ao se trabalhar com modelos de baixo nivel, i.e. modelos que po-
ssuem instrugoes muito primitivas, pois enquanto se necessita de pouca imaginagao
para construir novos programa RAM utilizando macro-instrugoes (como o programa
SQRT do exemplo 2.10 que usa os macro-comandos SQR e DIST), fazé-los sem elas
tomaria muito tempo ou facilmente levaria a erros de implementagao e nao acres-
centaria nada ao entendimento. O conjunto de instrugoes da maquina RAM é tao
restrito que qualquer argumento, solugao ou prova matematica de que um problema
nao trivial pode ser implementado na RAM seria extremamente trabalhoso.

Apesar dessa dificuldade, se quer argumentar que as maquinas RAM podem
efetuar nao somente operacgoes simples para as quais sao oferecidos programas
explicitos, mas também processos mais complexos. Observe que adicionar novos
comandos as maquinas RAM, que podem ser computados pelas préprias RAM, nao
incrementa o poder computacional das maquinas, s6 as tornam mais manipulaveis.
Por outro lado, pode-se perceber que essas maquinas sao capazes de realizar tare-
fas mais complexas através do artificio da macro-instrugao, mas fica a pergunta do
quao complexas podem ser? ou em outras palavras, qual o seu verdadeiro poder de
computagao? Desse modo, seria desejavel achar uma maneira de efetuar uma dis-
cussao razoavelmente rigorosa que conduzisse a conclusao de que um determinado
processo é computdvel em alguma méquinas RAM sem ter que escrever o cédigo
de baixo nivel, mas infelizmente ndo existe maneira completamente satisfatéria de
fazer isso. A saida para esse problema é a aplicacao da tese de Church-Turing, que
sera apresentada mais adiante.

Suponha que, em algum sentido, as méquinas RAM tem o mesmo poder de com-
putacdo que qualquer computador tipico. Como pode-se defender ou refutar essa
hip6tese? Para defendé-la seria necessério se tomar uma seqiiéncia de problemas
crescentemente mais complicados e mostrar como eles sao resolvidos por maquinas
RAM. Deveria-se também tomar o conjunto de instrugoes da linguagem de méquina
de algum computador especifico e projetar uma maquina RAM que pudesse efetuar
todas as instrugdes no conjunto. Embora isso seja totalmente enfadonho para qual-
quer um, é algo totalmente possivel, em principio, se a hipdtese estiver correta.
Entretanto, enquanto todo sucesso nessa diregao fortaleceria a convicgao na ver-
dade da hipdtese, ela nao levaria a uma prova mas seria apenas uma evidéncia do
fato. A dificuldade estd no fato de que néo esta claro o que seja exatamente “um
computador tipico” e ndo se tem meios de tornar essa definicdo precisa. Assim,
ao comparar as maquinas RAM com um computador especifico, por exemplo um
Pentium X X X X, se deixaria de fora computadores mais poderosos que certamente
vao surgir no futuro (inclusive talvez com novos paradigmas computacionais).

Pode-se também abordar o problema de outra perspectiva; a saber, tentando
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encontrar algum procedimento para o qual se possa escrever um programa de com-
putador, mas para o qual também se possa mostrar que nao pode existir nenhuma
maquina RAM que implemente este procedimento. Se isso fosse possivel teria-se
uma base para rejeitar a hipétese. Entretanto, até agora ninguém foi capaz de
produzir um tal contra-exemplo. Portanto, essas infrutiferas tentativas de con-
tradicao também devem ser tomadas como uma evidéncias circunstancial de que tal
contra-exemplo nao pode ser dado, e portanto que a hipdtese é valida. Dessa forma,
seguindo as evidéncias, tudo indica que as maquinas RAM sdo, em principio, tao
poderosas quanto qualquer computador.

Argumentos como esse levaram Alonzo Church e Alan Turing, em torno de 1936,
de maneira independente, e usando formalismos diferentes®, a hoje conhecida Tese
de Church-Turing’. O texto abaixo é uma citacio de Andrew Hodges [15] sobre
Alan Turing [31] :

7

“Diz-se que uma fungao é “efetivamente calculavel” se seus valores po-
dem ser determinados por um processo puramente mecanico. Embora
seja relativamente fécil captar intuitivamente essa idéia, é contudo de-
sejavel dispor de alguma definicdo mais precisa, matematicamente ex-
primivel. Uma definicao desta natureza foi formulada primeiro por
Godel em Princeton, em 1934 ... Tais fungoes foram descritas como ‘re-
cursivas gerais’ por Godel ... Outra definigao de calculabilidade efetiva
foi dada por Church ... que a identifica com a A-definibilidade. O au-
tor [ou seja, o préprio Turing] sugeriu recentemente uma definigdo que
corresponde mais estreitamente a idéia intuitiva ... Afirmou-se acima
que ‘uma fungao é efetivamente calculavel se os seus valores podem ser
determinados por algum processo puramente mecanico’. Podemos inter-
pretar este enunciado literalmente, entendendo por processo puramente
mecanico um processo que poderia ser levado a cabo por uma maquina ...
O desenvolvimento destas idéias conduz a defini¢do do autor para uma
fungao computdvel e a uma identificagdo da computabilidade [no sentido
técnico preciso de Turing] com a calculabilidade efetiva. Nao é dificil,
embora trabalhoso, provar que estas trés definigoes sao equivalentes.”

Pode-se perceber nesta citagao, que na época ja se tinha a nogao intuitiva de
que um procedimento efetivo era um procedimento capaz de ser realizado por uma
méquina. Alan Turing propds uma maquina conceitual, chamada maquina de
Turing, para ser a “maquina” a qual se refere o conceito intuitivo de funcao efeti-
vamente calculdavel. A proposta de Turing estabeleceu o principio do computador
moderno e deu origem a ciéncia da computacdo. A sua proposta mostrou-se equiva-
lente as propostas de Church e Godel, entretanto o modelo de méquina de Turing,
difere das demais, pois, num certo sentido, deixa de lado o universo formal e coloca

*Enquanto Turing usou suas maquinas, Church usou um modelo chamado de fungdes A-
definiveis.
TEsta tese também é conhecida como “Tese de Church” ou “Tese de Turing’.
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em cena o0 mundo fisico como uma alegagao do que pode ser feito.

A equivaléncia entre as propostas é obtida do fato delas “computarem” a mesma
classe de fungoes; a saber a classe das fungoes recursivas parciais — FRIP. Partindo
disso, pode-se concluir que as RAM sao também equivalentes & esses modelos, e
portanto que é permitido se reescrever a tese de Church-Turing da seguinte maneira:

Tese de Church-Turing. “Qualquer computacao que pode ser efetuada por
meios mecanicos pode ser efetuada por uma maquina RAM”.

E importante ter em mente o que é a tese de Church-Turing. Ela nao é algo
que possa ser provado. Para isso seria necessario uma defini¢ao precisa do termo
“meios mecanicos” e isso requereria algum outro modelo abstrato que nao levaria
muito mais longe do que o anterior. Esta tese é vista mais apropriadamente como
uma definicdo do que constitui um procedimento efetivo; ou seja:

Definicao 5.3 Um procedimento efetivo que calcula wuma funcgao
f: N™ — N" € um programa RAM P que computa f. Uma fun¢do chama-
se funcao efetiva, efetivamente calculdvel, ou fungcao computdvel se ela é
uma fung¢do para a qual existe um programa RAM que a computa. Se P € um proce-
dimento efetivo que calcula f e f € uma funcgao total, entao P chama-se algoritmo
que calcula f.

Assumir a tese de Church-Turing como uma defini¢ao, deixa em aberto a questao
do quanto essa definicao é suficientemente abrangente, ou seja, com relacao aos
computadores ela é suficiente para cobrir tudo o que foi feito até hoje e o que é
concebido como um futuro factivel? Um “sim” inequivoco nao é possivel, mas as
evidéncias em seu favor sdo muito fortes. Alguns argumentos para aceitar essa tese
como defini¢do sao os seguintes:

1. O resultado fundamental: Muitas propostas independentes (por exemplo as
propostas de Godel, Church e Turing citadas acima) para uma formulagao
precisa da idéia intuitiva de procedimento efetivo tem conduzido a mesma
classe de fungoes; a classe das fungoes recursivas parciais.

2. Uma vasta colecao de funcgoes efetivamente computdveis tem sido mostrada
ser recursiva parcial.

3. A implementagdo de um programa P numa méquina RAM para computar
uma funcao é claramente um exemplo de um procedimento efetivo; assim
diretamente da classe das fungdes RAM-computaveis RAM], pode-se perceber
que todas as fungoes nessa classe sao computaveis no sentido informal.

4. Ninguém até agora encontrou uma funcdo que pudesse ser aceita como com-
putével no sentido informal, que nao fosse RAM-computéavel.
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Esses argumentos nao podem ser utilizados para provar a tese de Church-Turing,
eles sao apenas evidéncias, ou seja, a tese desempenha o mesmo papel em ciéncia da
computagao como fazem as leis basicas da fisica e da quimica. A fisica classica, por
exemplo, é baseada fortemente nas leis do movimento de Newton. Embora sejam
chamadas de leis, elas nao sao logicamente necessarias. Em contrapartida elas sao
modelos plausiveis que explicam o mundo fisico. Sao aceitas porque as conclusoes
que sao tiradas a partir delas concordam com a experiéncia e a observagao da reali-
dade. Semelhantemente, elas ndo podem ser provadas verdadeiras, embora possam
ser refutadas por um experimento que resulte na contradicao de alguma conclusao
baseada nas mesmas, a partir disso comecaria-se a questionar a validade dessas leis.
Por outro lado, repetidos insucessos de refutacao de uma lei fortalece a confianga
nela. Esta é a situagao para a tese de Church-Turing. Portanto, nao hé problema
em considera-la uma lei basica da ciéncia da computacao, pois as conclusoes que se
tiram a partir dela concordam com o que se sabe acerca dos computadores reais.
Entretanto, existe sempre a possibilidade de que alguém aparega com outra de-
finicao que explique alguma situagao sutil que nao possa ser coberta por maquinas
RAM, mas que ainda caia no escopo da nog¢ao intuitiva de procedimento efetivo.
Em tal eventualidade, algumas das discussoes subseqiientes teriam que ser consi-
deravelmente modificadas. Algumas discussoes mais aprofundadas sobre a validade
da tese de Church-Turing, considerando argumentos a favor e contra, podem ser
encontradas em [2, 28, 30]. Com base nas evidéncias, daqui por diante assume-se
a tese de Church-Turing, e portanto a definicao de procedimento efetivo em termos
de maquinas RAM.

Identificar um procedimento efetivo com um programa RAM permite provar
rigorosamente argumentos como “existe um procedimento efetivo...” ou “nao existe
nenhum procedimento efetivo...”. Entretanto, para construir explicitamente um
procedimento desse tipo, mesmo para problemas relativamente simples, pode ser
bastante trabalhoso. Para evitar isso pode-se apelar para a tese de Church-Turing
e alegar que qualquer coisa que pode ser realizada com qualquer computador pode
também ser feita por uma maquina RAM. Conseqilientemente, pode-se substituir as
maquinas RAM por um programa em JAVA, por exemplo, na definicao 5.3. Isto
facilita consideravelmente a exibicao do tal procedimento, visto que a linguagem
em questdo é mais poderosa que as maquinas RAM, entretanto o leitor deve ter
em mente que é a tese de Church-Turing que suporta a possibilidade de se escrever
uma maquina RAM para o tal procedimento, ja que ele pode ser implementado num
computador concreto.

5.3 Consideracoes finais

Considere, agora, o seguinte argumento contra a tese de Church-Turing:

“A méaquina RAM é um computador de propdsito especifico, pois uma
vez que um programa RAM P seja definido (instalado na maquina), ela
fica restrita a efetuar a computagao particular que esse programa faz.
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Os computadores digitais, por outro lado, sao maquinas de propdsito
geral, i.e. méquinas que podem ser programadas para fazer diferentes
tarefas em tempos diferentes. Conseqiientemente, nenhuma méquina
RAM pode ser considerada equivalente aos computadores digitais de
propésito geral.”

No entanto, esta objecao pode ser superada projetando-se um programa que
“imita” todos os programas, o chamado programa RAM universal. O que é e
como seria construido um programa universal para maquinas RAM é uma assunto
para o proximo capitulo.



Capitulo 6

Numeracao de Godel e
Programas universais

Este capitulo mostra que programas podem ser armazenados na meméria da RAM
para serem processados. Dessa forma, a RAM, como qualquer PC, é um computa-
dor de propésito geral. A idéia por trds é a mesma de que programas sao cadeias
bindrias carregadas na meméria do computador e simulados pela CPU. O conceito
matematico associado & CPU é o de programa universal.

No que segue, essas idéias sao formalizadas. Mostra-se também que o conjunto
de todos os programas RAM é um conjunto enumerével, e portanto tem a mesma
quantidade de elementos que o conjunto dos niimeros naturais. Isso da origem ao
primeiro limite da computagdo nas RAM; a saber que existem mais fungoes do que
programas RAM para computé-las, o que significa, em outras palavras, que nao se
pode fazer tudo com as RAM.

A enumeracdo aqui proposta baseia-se nas propriedades de nimeros primos,
que permitirdo a transformacdo de seqiiéncias finitas de niimeros naturais em um
tnico numero natural. Além da transformagao de programas em nimeros naturais,
apresenta-se o conceito de cardinalidade e enumerabilidade.

6.1 Enumeracao efetiva

Algumas referéncias bibliograficas introduzem o conceito de conjuntos efetiva-
mente enumeraveis (veja Cutland [8] p.73). Um conjunto X é efetivamente enu-
merével se existe uma bijecio f: X — N tal que f e f~! sdo funcoes efetivamente
computaveis. Quando X C N™, para algum m > 0, nao ha qualquer problema,
visto que para mostrar que X é efetivamente enumeravel é suficiente reescrever a
bijecdo f e a sua inversa f~! como funcdes recursivas parciais, ou, equivalentemente,
encontrar um programa RAM que as implemente. Na verdade isso acontecerd mais
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adiante neste capitulo (se¢ao 6.3) quando for estabelecido, por exemplo, que o con-
junto de todas as seqiiéncias finitas de niimeros naturais, | J, N*, é efetivamente
enumeravel. Uma outra maneira nesses casos seria mostrar que existe uma fungao
recursiva parcial f : N™ — N tal que dom(f) = X — veja Brainerd [4].

O “problema” surge quando X nao é parte de N”. Ou seja a natureza dos obje-
tos nao estd ligada aos nimeros naturais. Por exemplo, para o conjunto dos niimeros
inteiros existe uma bijecao “efetiva” com os niimeros naturais. Mas também existem
subconjuntos dos inteiros para os quais toda bijecao entre eles e os niimeros naturais
é “nao efetiva”. S6 que os modelos usados para capturar a nogao de procedimento
efetivo geralmente sé trabalham com fungoes de N™ em N™. Todavia, a idéia de
fundo é a mesma para o caso N, i.e. X é recursivamente enumeravel se existe um
meio efetivo capaz de gerar todos os elementos de X. Entretanto, por questoes de
espaco isso ndo serd aprofundado neste texto, apenas se mencionarda que X é efe-
tivamente enumeravel, e quando isso acontecer o leitor deve imaginar que existem
meios efetivos capazes de transformar X em N e vice-versa. Por exemplo, quando
X é o conjunto de programas RAM (i.e. um conjunto de seqiiéncias de instrugdes
RAM) pode-se imaginar que existe um programa que analisa cada instrugdo na
seqiiéncia e a transforma num numero natural, transformando uma seqiiéncia de
instrugoes (Iy,...,Is) numa seqiiéncia de naturais (aj,...,as) que em seguida é
transformada no nimero natural n. Assim, no que segue apresenta-se bijegoes que
indicam que o conjunto de todas as instrugoes RAM, 7, e o conjunto de todos os
programas RAM,P, sdo efetivamente enumerdveis, e como conseqiiéncia existe uma
método efetivo capaz de armazenar cada elemento destes conjuntos na meméria do
computador sob a forma de nimero natural.

6.2 Numeros primos e algumas funcoes recursivas

Os dois teoremas que seguem suportam o desenvolvimento deste capitulo. O pri-
meiro deles garante a existéncia de tantos nimeros primos quantos forem necessérios,
enquanto que o segundo estabelece a relacao entre nimeros naturais e seqiiéncias
finitas de nimeros naturais.

Teorema 6.1 FExistem infinitos nimeros primos.

Teorema 6.2 Sejam os numeros primos dispostos em ordem crescente de magni-

tude: po,p1y---yDny--- (i-e. Do =2,p1 = 3,p2 =5,...). Todo inteiro positivo “a”

pode ser fatorado num produto de numeros primos que € unico dentro da ordem dos
fatores.

Isso significa que para todo nimero natural a > 0,

a=py° pitpit (6.1)
onde a; é o numero de vezes que p; ocorre como fator de a. Note que se p; nao é
um fator de a, entao a; = 0, o que justifica o produto infinito acima e caracteriza
uma representagao infinita para nimeros naturais.
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Exemplo 6.3

1.18=21.32.50.70. .
13=20.30.50.79.110.131.170. ...
100 =22.30.52.79. .

e

16=2%.30.50.79. .

Observe, entretanto, que existe no maximo uma quantidade finita de a;.s que
caracterizam o natural a > 0 e o restante dos expoentes serd zero. Isso d& origem
a seguinte proposicao:

Proposigao 6.4 Considerando os niumeros primos em ordem de magnitude:
D0, D1y P25+ 3 Pny- -+, Para cada natural positivo a existe uma unica seqiiéncia fi-
nita de nimeros naturais (ag,a1,...,a,) que corresponde, respectivamente, aos
expoentes de po,p1,P2,---,Pn NG decomposicdo prima de a — ou seja a =
pg° - Pyt phe -p?H_l -p?H_Q - .... Inversamente, associado a cada seqiéncia
(ag,a1,...,a,) de nimeros naturais estd associado um tnico nimero natural a tal

An

quea:pgo prlLlpn .

Exemplo 6.5
(a) 18 estd associado a (1,2)
(b) 13 estd associado a (0,0,0,0,0,1)
(¢) 100 estd associado a (2,0,2)

(d) 16 estd associado a 4

A proposicao que segue mostra que algumas fungoes que serao necessarias para
o desenvolvimento deste capitulo sao recursivas primitivas.

Proposicao 6.6 (Divisibilidade e recursao primitivas) As sequintes funcoes
sao recursivas primitivas:

1. D(z) = ao ndmero de divisores de x; onde por convengio D(0) =1

1, sex € primo;
. P = ’ R
2. Pr(z) { 0, sex nao é primo.

3. pn = ao n-ésimo mumero primo; onde por convencdo pg = 0, e obviamente
p1 = 27p2 = 37 etc

o (@) = ao expoente de p, na decomposicao prima de x, para x,n > 0,
"1 0,sex=0o0un=0.
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Prova:

L. D(z) =3, <, div(y, v)
2. Pr(z) =35g(| D(z) —2 )

{ po=0
' Pnt1 = (Mzg(pnlﬂ))(z >pp e Pr(z)=1.)

4. ('T)n = (Mz<a:)(ﬁdiv(pfz+1’x))

6.3 Numeragao de Godel

Como mencionado anteriormente, esta secao se encarregard de mostrar que um
programa RAM pode ser transformado num nimero natural, gragas as fungoes e
propriedades de ntimeros primos vistas acima, e por conseguinte pode ser carregado
na memoria das RAM. Esta segao juntamente com a que segue mostra a existéncia
de programas RAM que fazem o papel da CPU em computadores convencionais —
0s programas universais — demonstrando que a arquitetura da RAM é uma arqui-
tetura de propdsito geral.

Antes de desenvolver o capitulo, é necessario demonstrar que algumas fungoes
auxiliares sao recursivas primitivas.

Numeros naturais na base 2 e fungoes auxiliares. Todo niumero natural
x pode ser escrito na base dois da seguinte maneira: x = Y = a(i,z)2%; onde
a(i,z) = 0 ou ai,z) = 1. Por exemplo, o nimero 35 pode ser reescrito como a
seguinte expressio: 1-2°41-2140-2240-2340-244+1-2°4+0-26+. ... Entretanto,
observe que «(0,35) = «(1,35) = «(5,35) = 1, enquanto que «(j,35) = 0, para
Jj # 0,1,5. Isso significa que existe uma quantidade finita, I(x), de i’s tal que
a(i,35) = 1; no caso 1(35) = 3. Assim, o ntimero 35 poderia ser escrito com uma
quantidade finita de parcelas; ou seja [(35) parcelas: 35 = 1-20 4 1.2t +1.25,
Fazendo b; igual ao j-ésimo expoente na soma finita: “1-2%+1-2! +1-25" entdo
by =0, by =1, e by = 5. Assim, 35 pode ser, entdo, reescrito como um somatoério
finito sem parcelas nulas: “2°t 4 202 4 2%135” | Generalizando esses fatos, se > 0
e l(z) =1, onde | é a quantidade de posigoes i tal que a(i,z) = 1, entdo pode-se
reescrever ¢ segundo a seguinte equagao:

r =20 4202 4 ... 4ok (6.2)
Sendo assim, dado um nimero natural x, tem-se associado as seguintes funcoes:

1. @ :NxN =N, onde a(i,z) é a; na expressao z =y o, -2
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o~

, como em (6.2), se z >0
0, caso contrario.

2. l:NHN,ondel(x)—{

b;, comoem (6.2),sexz>0e1<7i<lI(z)

3. b:NxN— N, onde bi, ) = { 0, caso contrario.

Proposigao 6.7 As funcies a(i,x), l(x), e b(i,x) sao recursivas primitivas.

Prova:
1. Como z = > 2 a(i,z)2", entdo ¢t(2,z) = a(i,z) +2-a(i +1,z)+..., e
portanto a(i, z) = rm(2, qt(2¢, x))

2. I(x) é o nimero de i’s tal que a(i,z) = 1; logo I(x) = ), _, (i, x)

3. Se z > 0, entdao x = 20(1®) 4 2b(2@) ... 4 9b(l2).2) aggim, se 1 < i < I(z),
entdo b(i, x) é o i-ésimo indice k tal que a(k,z) = 1. Portanto,

i) = | o) (Suzyalha) =i). se1<i<ii@en>o,

0, caso contrario.

Numeros naturais positivos e seqiiéncias. Assim, como a todo nimero na-
tural positivo z > 0 estd associado uma unica seqiiéncia de nimeros naturais

bi,ba, ..., by, tal que x =20 +2%2 4 ... 4 2% entdo dada uma seqiiéncia finita
de ntmeros naturais (aq,...,ax), existe uma Unica expressao para x associada a
b b ) p p
(a1,...,ax); a saber:
r =90 4 gumtaxtl | gartartas+2 gaitaz+--tap+(k—1) (63)

Dessa forma, a; = b1 e a;4+1 = bjy1 — b; — 1. Portanto, dado um nidmero
positivo z, a i-ésima componente da seqiiéncia (ay,...,ax) associada a x pela
expressao acima, pode ser obtida através da seguinte funcao recursiva primitiva:
a:Nx NT — N, onde:

{ a(i,x) = b(i,x), sei=0oui=1;

ali+1,2) = (b(i+1,2) = b(i,2)) =1, sei> 1. (6.4)

Para transformar um programa num nimero natural (ntimero de Godel), o pro-
grama serd primeiramente transformado numa seqiiéncia de niimeros naturais que
posteriormente serd transformada no natural desejado. A proposi¢ao que segue
demonstra que o passo da transformacao da seqiiéncia de naturais num numero
natural, de fato é um processo efetivo pois pode ser expresso numa fungao recursiva
primitiva, além disso introduz-se duas bijegoes efetivas que sao necessarias para
especificar uma bijegao efetiva entre o conjunto dos programas e o conjunto das
seqiiéncias finitas de naturais.
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Proposicao 6.8 Os sequintes conjuntos sao efetivamente enumerdveis:
1. NxN
2. Nx Nt x N

3. Uiso NF — 0 conjunto de todas as seqiiéncias finitas de nimeros naturais

Prova:

1. A fungdo n : N x N — N, definida por n(m,n) = 2™(2n + 1) — 1, é uma
bijecao recursiva primitiva. A inversa n~! : N — N x N, dada por n~!(z) =
(m(x),n2(x)), é uma funcao recursiva primitiva, pois 71 (z) e nz(z) sdo fungdes

recursivas primitivas definidas por ny(z) = (z+1)1 e n2(z) = & (;ﬁf(zl) - 1).
2. A fungao § : NxNT xN — N, definida por §(m, n, q) = n(n(m,n—1),q) é uma
bijecdo recursiva primitiva (c.f. o f{tem anterior). A inversa
0~ N — Nx N xN, definida por 6~ (z) = (m1(m(x)), n2(m (2)) +1,m2(x))

é recursiva primitiva.

3. A fungao 7 : (Jyoq N* — N definida por:

T(al, . ,ak) =901 1 ga1+az+1 + 9a1+az+az+2 N 2a1+a2+-~+ak+(k71) 1
(6.5)

é uma bijecao recursiva primitiva. Da proépria expressao, pode-se concluir
que ela é recursiva primitiva. Observe que a expressao 291 4 281tea+l
Quitastas+2 4 ... 4 gartasttart(k—1) degigna um ndmero positivo, assim
para que o 0 seja imagem de uma seqiéncia foi necessario a subtragao de
uma unidade nesta expressio — na verdade 0 = 7(0) = 2° — 1. Por outro
lado, dado um ntmero positivo z a fungdo 771(x) é calculada da seguinte
forma: Como x possui uma unica representagao bindria, pode-se encontrar
unicamente k > 1 nimeros naturais by,...,bg, tal que 0 < by < by < --- < by
ex+1 =201 422 4. .1 2% g partir dos quais calcula-se 771 (z) = (ay,...,a,),
onde a; = by € apy1 =bpy1 — b, — 1 (1 <n <k).

O

Exemplo 6.9
1. 7(0,2,3) = 20 4 2042+L 4 90424342 1 — 148+ 128 —1 =136

2. 771(136) € calculado da sequinte maneira: calcule o sucessor de 136, i.e. 137;
em sequida encontre a expansao literal de 137 na base 2, mo caso
137=1-2°40-21+0-224+1-2240-2*4+0-254+0-25+1-27. Portanto,
137 = 29 4+ 23 4+ 27; fazendo by = 0,by = 3 e by = 7, recupera-se a seqiiéncia
anterior (0,2, 3) do sequinte modo: a; = by, ap =bos—by—1 eag =bz—bs—1.
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Figura 6.1: Esquema da numeragao de Godel

6.3.1 Numeracao de programas

Seja P um programa RAM visto como uma seqiiéncia de instrugoes (I1,..., ),

(a1,...,as) uma seqiiéncia de nimeros naturais e “e” um nimero natural. Entéo o
processo de numeragao de Godel que segue pode ser visualizado na figura 6.1.

Ou seja, a enumeragao do conjunto dos programas se da através da trans-
formagao de um programa numa seqiiéncia de niimeros naturais através da fungao p
que ¢ seguida pela transformagao da seqiiéncia resultante no niimero natural corre-
spondente. A proposicao 6.8 garante a segunda parte da prova. Como um programa
é uma seqiiéncia de instrugoes, e portanto uma seqiiéncia de objetos que nao sao
numeros naturais, a bijecao efetiva “p” esperada é apresentada a seguir, entretanto
como ja mencionado, por questoes de espaco nao ha como expressar matematica-
mente a efetividade da funcao p : P — (J,- N*, onde IP é o conjunto dos programas,
pois seria necessario todo um desenvolvimento para isso. Entretanto, apela-se para
a nogao informal de efetividade; pode-se por exemplo pensar em p como sendo um
compilador (um programa) que 1é programas RAM e transforma cada instrugéo do
mesmo em numeros naturais. Partindo disso, pode-se concluir que a numeragao
de Godel, nada mais é do que a aplicagao da bijecao 7o p: P — N. No que segue
mostra-se como p pode ser definida.

Para simplificar as provas, a quantidade de instrugoes basicas da RAM é re-
duzida, pois nem todas as instrugoes bésicas até aqui apresentadas sao primitivas,
algumas instrugoes basicas podem ser obtidas de outras fungoes bésicas, mas, por
questao de simplicidade de programacao, se preferiu nao adotar antes um conjunto
minimo de instrugées primitivas para a RAM.

Proposigao 6.10 Para todo programa RAM P, existe um outro programa P’ que
computa as mesmas funcoes, e tal que P’ ndo possui as instrucoes CLR Ri,
Ri <- Rj, JMP Nia, e JMP Nib.

Prova:  Suponha que P é um programa RAM. No que segue elimina-se a cada
passo uma das instrugoes acima. No primeiro passo eliminam-se os jump’s incon-
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dicionais JMP Nia e JMP Nib. Escolha o menor nimero natural n tal que Rn nao é
referenciado por P. Construa o seguinte programa, P2, a partir de P substituindo
cada “Nk JMP Nix”, onde “Nix” é ‘Nia” ou ‘Nib”, pelo seguinte pedaco de codigo
RAM:

Nk CLR Rn
Rn JMP Nix

Para eliminar a instrucao Ri <- Rj, escolha os menores niimeros naturais m e
n, tal que P2 nao faca referéncia aos registradores Rm e Rn. Sejam Nc e Nd dois
rétulos que nao sejam utilizados em P2. Forme entao o seguinte programa P3 a
partir de P2 substituindo “Nk Ri <- Rj” pelo seguinte c6digo RAM:

Nk CLR Ri
CLR Rn
CLR Rm
Nc Rj JMP Ndb
DEC Rj
INC Ri
INC Rn
Rm JMP Nca
Nd Rn JMP Ncb
DEC Rn
INC Rj
Rm JMP Nda
Nc CONTINUE

Finalmente elimina-se a instrucao CLR. Seja Nc¢ um rétulo nao utilizado pelo
programa P3. Escolha um n tal que nenhum registrador Rm é referenciado por P3
para qualquer m > n. Isso garante que o registrador Rn inicialmente contera zero.
Finalmente construa P’ a partir de P3 substituindo cada instru¢ao “Nk CLR Ri”
pelo seguinte cédigo RAM:

Nk Ri JMP Ncb
DEC Ri
Rn JMP Nka
Nc CONTINUE

O

Utilizando o conjunto minimal de instrugoes, descreve-se agora como codificar
um programa RAM em um tinico nimero natural. O processo que segue, encarrega-
se de especificar a fungdo p: P — (J, Nk, Para isso, é necessario descrever como
cada instrugao deve ser individualmente codificada num ntmero natural.

Proposigao 6.11 O conjunto das instrug¢oes I é efetivamente enumerdvel.
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Prova: O método efetivo que transformaré cada instru¢do da RAM num nimero
natural é interpretado na bijecao 3 :Z — N, onde:

B(Ni INC Rj)=5-n(i,j—1)
B(Ni DEC Rj)=5-n(i,j—1)+1

(

(
[B(Ni CONTINUE) =57+ 2
B(Ni Rj JMP Nka) =5-6(¢,7,k) +3
(

B(Ni Rj JMP Nkb) =5-4(i,j, k) + 4

O

A funcao estabelece, portanto, que qualquer bijecao efetiva que seja implemen-
tada entre o conjunto das instrucoes e o conjunto dos niimeros naturais devera ma-
pear os cinco tipos de instrucao, respectivamente, em numeros naturais da forma
5n, bn+1, bn+2, bn+3, e bn+4, e o valor resultante devera obedecer as expressoes
analiticas acima.

A decodificagao de um numero natural numa instrucao RAM, obedece a fungao
871 :N — T a seguir. Como para cada x € N, existe um tinico ¢ € N e um tnico
reNtalquex =5-¢g+7re0<r <5, entao o valor de r indica o tipo da instrugao
codificada, enquanto que o quociente g contém informacoes referentes ao rétulo e
possivelmente ao registrador referenciado ou ao rétulo de destino (no caso de desvios
condicionais). Assim, a decodificacdo da instrugdo a partir de um niimero natural
é especificada da seguinte maneira: Dado « € N e ¢ = ¢t(5, ),

1. se rm(5,2) = 0, entdo S~ 1(z) =Nn1(q) INC R(m2(q) + 1)
,x) =1, entao B~1(z) =Nn1(q) DEC R(m2(q) + 1)

se rm(5
se rm(5,z) = 2, entdo 71 (x) =Ng CONTINUE

AT el B

serm(5,x) = 3, entdo 871 (x) = NU(67(q)) R(U3(6-(q))) IMP NU3S (5~ 1(q))a
(5,2) ) =NU?(67*(q)) R(UF(67"(q))) JMP NUZ(6~(q))b

Se o programa RAM que se esta tentando codificar possui instrugoes sem rétulo,
entao coloque nestas instrugoes o menor rétulo que nao estd sendo usado pelo pro-
grama.

serm(5,r) = 4, entdo 371 (x

Exemplo 6.12 Segundo essa regra, o programa:

NO R2 JMP Ni1b
INC R1
DEC R2

N1 CONTINUE
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€ transformado no programa equivalente abairo, para posterior codificacdo:

NO R2 JMP Ni1b
N2 INC R1

N2 DEC R2

N1 CONTINUE

Proposicao 6.13 O conjunto de todos os programas P € efetivamente enumerdvel.

Prova: O método efetivo que transformara um programa num ndmero natural é
interpretado na bije¢ao v : P — N, onde dado um programa RAM P = (I1,...,I),
no formato discutido anteriormente, v(P) = 7(8(I1),...,08(Is)). v é uma bijecao
efetiva pois as funcoes 7,771, 3 e B! sdo bijecdes que interpretam métodos efe-
tivos. Observe que a funcdo p : P — |J,-, NF ¢ definida por p(Iy,...,I5) =
(BUL1), .-, B(I)) e 7 =70 p. 0

Defini¢ao 6.14 Dado um programa RAM P, o valor v(P) chama-se cédigo de
Gaddel ou nimero de Gédel de P. Define-se P, como sendo o programa cujo
ndmero de Gédel é n.

Dessa forma, dado um programa P, pode-se efetivamente encontrar o ntimero
de Goédel v(P), e dado um ndmero natural n, pode-se efetivamente encontrar o
programa P,,, obedecendo assim o esquema da figura 6.1.

Exemplo 6.15 Tome o programa P

NO INC R1
N1 INC R2
N2 CONTINUE

entdo 3(NO INC R1) =5-n(0,1—1) = 5-1(0,0) = 5-(2°(2-0+1)—1) =5-(1—1) = 0,
B(N1 INC R2) =5-n(l,1)=5-(6—1) =25, e (N2 CONTINUE) =5-2+2 = 12.
Portanto p(P) = (0,25,12) e y(P) = 20 4 20+25+1 4 2042541242 _ 7 — 90 4 226
239 — 1 =1+ 67.108.864 + 549.755.813.888 — 1 = 549.822.922.752. Assim o cddigo
de Gaddel associado a P € 549.822.922.752, o que € denotado por Psig.822.922.752-
Inversamente, dado 549.822.922.752, calcula-se v~1(549.822.922.752) como segue:
primeiramente calcule 771 : N — Uk=o NF, i.e. encontre by, ba,..., b tal que 0 <
by < by < oo < by e20 4202 44 2b = 549.822.922.752 + 1. Com certeza
o leitor encontrard a expressdao 2° + 226 + 239, Em sequida calcule a; = by = 0,
112:(1)271)1)71:(2670)71:25 66L3:(b37b2)71:(39726)71:12.
Dessa forma 7~ 1(549.822.922.752) = (0,25,12). Por fim, o programa listado acima
¢ a segiiéncia (371(0), 371(25), 371(12)).
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Existem, obviamente, outras bijegoes efetivas entre P e N, a escolha aqui foi
arbitraria e nao obedeceu qualquer critério especial. Para a teoria que segue, qual-
quer outra bijegao efetiva 4" é suficiente. Todavia, é necessdrio fixar uma forma de
numerar os programas RAM, e para isso elege-se a codificagdo acima, ou seja para
o resto deste livro fixa-se a numeracao de Godel como sendo a fungao v proposta
acima.

Um primeiro limite. Uma das conclusoes desta secao é que existem no maximo
tantos programas quantos sao os numeros naturais. Isso significa que é, por exemplo,
impossivel gerar computacionalmente todos os numeros reais, ou qualquer outro
conjunto incontavel*.

6.3.2 Numeragao de funcoes computaveis

A partir do método de numeragao proposto, pode-se enumerar também fungoes
computaveis juntamente com o seu dominio e imagem. A seguir se introduz a
notagao que sera utilizada no restante deste livro, esta notagao segue a utilizada
em Cutland [8]. O principal resultado desta se¢do é a existéncia de apenas uma
quantidade enumeravel de fungoes computaveis, reescrevendo o comentario anterior
de que existem apenas uma quantidade enumerdvel de programas RAM; entretanto
a abordagem aqui é um pouco mais rigorosa.

Definicao 6.16 Para cada a € N, e m,n > 0:
1. (bgm’") € a funcdo (b,(lm’") :N™ — N" ismplementada por P,
2. Wimm = dom( ((lm’n)), ie {(z1,. . xm) : Pa(1,...,2m) |}

3. ES™™ = 4 imagem da funcdo o™ e, {(y1y--syn) @ Palxy,...iom) |
(yh ) yn)}

Escreve-se ¢, W, e F,, respectivamente no lugar de qb,gl’l), W(gl’l) e E,gl’l).

Exemplo 6.17 Seja a = 549.822.922.752 do exemplo anterior. Sabe-se que
P, ¢ o programa (NO INC R1, N1 INC R2, N2 CONTINUE). Portanto,

1. ¢o(z)=2z+1 5. ¢22’2)(x7y):(x+17y+1)

2. 68 (z) = (x +1,1) 6. 6% (z,y) = (x + 1,y + 1,0),etc.
3. o3 (2) = (x+1,1,0), ete. 7. W, =N, E, =Nt

4. 0V (@) =z +1 8. Wi'¥ =N, E, = N* x {1}

*Na verdade existem conjuntos contaveis cujos elementos nao podem ser gerados computacio-
nalmente, mas isso nao serd tema deste livro.
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9. W =N, B, = N* x {1} x {0}, ete.

Se f: N — N é uma fungao computdavel, entao existe um programa P que
computa f, e portanto f = ¢,, onde a = y(P). Diz-se que a é um indice para f.
Como existem varios programas que computam f, entdo f possui vérios indices.
Assim, toda funcdo computével da forma f : N — N aparece na enumeracao.

¢Oa¢17¢27"'

O mesmo se aplica para fungoes da forma f : N™ — N™; para m,n € N; i.e. pode-se
pensar numa enumeracao

(Om,n), (1m,n), (Z)(Qm,n)) .
para cada m,n € N.

Proposicao 6.18 Dados m,n € N, seja C"™ o conjunto de todas as funcoes

computdveis da forma f : N™ — N e C = [J{C"™™ : m,n € N}. Entio C(™"™ e

C sao enumerdveis.

P . ~ (m,n) (m,n) (m,n)
rova: Tomando a enumeragao @, , 01 , 05

constréi-se a seguinte enumeracao sem repeticoes:

,. .., que possui repeticoes,

f(0)=0
Fll41) = pa (6™ # @Y A A g™ £ o)
assim, gzbf ©) gzbgcml)" , QS;";)" ... é uma enumeracao de C"™"™) sem termos repetidos .

Como C = |JC™™) entdo a enumerabilidade do conjunto C segue do fato que
a uniao enumeravel de conjuntos enumerdaveis é um conjunto enumeravel. O

Revisitando o limite anterior. O teorema que segue é na verdade uma ou-
tra versao do limite descrito anteriormente; a saber: que existe uma quantidade
enumeravel de programas disponiveis para a toda e qualquer computacao.

Teorema 6.19 Eziste uma funcio f : N — N, tal que f ¢ CWY), e portanto f & C.

TObserve que esta enumeracio possui ocorréncias repetidas da mesma funcio, j4 que vérios
programas computam a mesma func¢ado, e portanto varios indices de programas estdo associados a
mesma funcio.

A enumeracio f ndo é efetiva. Entretanto existe uma bijecio efetiva proposta em
Friedberg [11].
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Prova: No que segue constréi-se uma funcgao total f que é simultanemente di-
ferente de toda funcéo na enumeracdo @g, ¢1, d2, ... do conjunto C(:D. Explicita-
mente define-se:

(k) +1, se ¢i(k) estiver definido;
0 (6.6)

, caso contrario.

o) = {

Assim, para cada k € N, f(k) difere de ¢ (k), pois se ¢y (k) estiver definido, entdo
f difere de ¢, j4 que retorna o sucessor de ¢ (k). Se ¢ (k) estiver indefinido,
entdo f difere de ¢y, pois f(k) estard definido. Como f difere de toda funcao
computavel ¢y, entao significa que f nao aparece na enumeracao acima e portanto
nao é uma funcio do conjunto C . Logo, existem funcdes numéricas que nao sio
computaveis. O

6.4 Programas universais

O computador moderno é capaz de carregar programas na memoria juntamente com
os seus dados e simular o comportamento descrito pelo programa sobre os dados in-
formados. Programa e dados de entrada sao carregados no formato binario e a CPU
se encarrega de simular o comportamento do programa carregado. Dessa forma,
pode-se pensar na CPU como sendo um programa que imita todos os programas,
i.e. ela é um programa universal. A prova da existéncia de programas universais
é um dos pilares da computabilidade e depende do processo de numeragao descrito
anteriormente. No que segue demonstra-se a existéncia de programas e fungoes
computaveis universais.

6.4.1 Funcoes e programas universais

Considere a funcéo U(x,y) definida por

Num certo sentido, a fungao U engloba todas as fungdes computaveis “¢g, ¢1, po,..."

pois para um k particular, a funcao f : N — N definida por:

fly) =U(k,y) (6.8)

é por transitividade a fungao computavel ¢;. Diz-se entao que U é a fungao uni-
versal associada as fungoes computaveis “¢g, ¢1,¢s2,...”7. Mais geralmente,
dé-se a seguinte definigao:

80 argumento desta prova utiliza um método de prova criado por George Cantor, chamado
método da diagonalizagdo de Cantor, que é geralmente utilizado para demonstrar que certos con-
juntos sdo enumeraveis.
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Definigao 6.20 A fung¢do wuniversal associada as fung¢ées computdveis
“gbgm’n), gf)gm’n), ;m’n), ...7, designada por U™ . N™+1 . N" ¢ definida como

U(m,n)(e7xl7"'7l‘m):(bE(xl?""xn) (69)

Escreve-se U(e, ) no lugar de UMY (e, x).

A questao que surge é: As fungoes universais sao computaveis?. Se sim, entao
isso garante a existéncia de programas universais, i.e. programas que sao capazes
de simular programas. A proposi¢do que segue, demonstra a computabilidade das
funcoes universais. A prova descreve as funcbes universais como funcoes recursivas
parciais. Mais especificamente, como fung¢ées que decodificam o cédigo de Godel
de um programa e simulam o seu comportamento diante de um argumento. Isso ja
era de se esperar, visto que os programas universais sao versoes da CPU dos nossos
dias.

Proposicao 6.21 Para cada m,n € N, a func¢io universal U™™) é computdvel.

Prova: Na definigao 2.4, foi comentado que o par ordenado (c, j), caracteriza o
estado corrente de uma computagao, onde ¢ é a configuragao atual dos registradores
e j o proximo passo de computagao a ser executado. Na verdade, como ¢ contém as
informacoes do contetdo dos registradores r1,79,..., entdo ¢ pode ser especificado
como sendo o nimero ¢ = 2" -3 .. ... Diz-se que ¢ é o c6digo de configuracao
do programa de indice “e”. Dessa forma, o nimero natural o = n(c, j), armazena
a informacao sobre o estado corrente. Note que o conteido 7; do registrador
R; pode ser facilmente recuperado de o pela expressao (11(0))1 e j pela expressao
n2(0). Convenciona-se que se P, parou, entdo j = 0 e ¢ é a configuracao final.

A mudanga dos valores ¢,j e o durante a computagao de P., a dependéncia
desses valores em relagao ao cédigo de Godel e, da entrada & e o nimero ¢ de passos
completados é expresso através das seguintes fungoes: Para T = (z1,...,2Zm),

1. (e, @,t) =“a configuragdo c¢ apds t passos da computacao de P.(Z) haver
sido completada; ou & configuragao final, se P.(Z) | em ¢ ou menos passos.

“ao nimero da
préxima instrugao
de P.(#), quando

2. jm(e,#,t) = ¢ tenham sido completados
t passos”, se P.(Z) nao parou apds t passos
ou menos;
0, se P.(Z) | em t passos ou menos.

3. o(e,@,t) = n(cl(e, @, t), 57 (e, Z,t)) — i.e. o estado da computacdo de P, (%)
apds t passos.
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No que segue define-se a funcéo o] e mostra-se que ela é computavel. Ao definir esta
fungao, tem-se que (e, @, t) = n1 (o] (e, &, 1)) e ji (e, &, t) = n2(o] (e, Z,t)). Logo,
a computabilidade dessas funcoes estd em fun¢ao da computabilidade da fungao o))"
Observe ainda que, em demonstrando a computabilidade de o', se a computagao
de P.(Z) péra, entdo isso ocorre em (u)(ji*(e,#,t) = 0) passos, e a configuracao
final da RAM sera (e, &, (pt) (57 (e, Z, t) = 0)), e portanto se tera:

U (e, @) = (€)1, ()2, ()n) (6.10)

A funcao o, é recursiva primitiva. A prova que segue é uma adaptacao de
Cutland [8]. Define-se duas fungdes “config” e “nxt” que descrevem as mudangas
em c;' e j;* durante a computag@o. Suponha que em algum estigio da computacado
de P. o estdgio corrente é o = n(c, j) e que P, possui s instrugoes. Pode-se definir

o efeito da j-ésima instrugao de P, no estado o através das seguinte fungoes:

a nova configuracao apos

a j-ésima instrucao de P,

ter sido executada, se 1 <j <lnfe);
c, caso contrario.

1. config(e,o) =

o numero da proxima instrucao

apés a j-ésima instrucao de P,

ter sido executada sobre

a configuragao c, se 1 <j <ln(e) e

2. nzt(e,0) = o L
a proxima instrugao
existe em P,
0, caso contrario.
Assim, o) é definida por recursdo primitiva a partir de con fig e nzt:
{ Uzn(eafvo) :77(2:1:1 - 372 ""'pfnmv]-) (6.11)
ole,Z,y+ 1) =n(config(e,ol(e, &, t)), nxt(e, ,t))).

Observe que o] (e, &, 0) expressa o estado inicial do programa, i.e. o estado antes
da primeira instrucao de P, ser executada. Note ainda que nao se deve confundir a
j-ésima instrucdo do programa P. = (I1,...,I;) —ie. 1< j <s— com o cédigo

B(I;).

o, serd recursiva primitiva, caso con fig e nxt forem recursivas primitivas. Para
isso, é suficiente estabelecer que as fungoes: In, gn, ch, e v que seguem sao recursivas
primitivas:

1. In(e) = “é o ntimero de instrugdes do programa P.”
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“O c6digo da j-ésima instrugdo em P.”, se 1 < j <lIn(e);

2. gn(e, j) =
0, caso contrario.

3. ch(c, z) = “a configuracdo resultante quando a configuragao ¢ é operada com
a instrucao de cédigo z2”

“O numero j’ da préxima instrugao,
quando a configuracgao c¢ é operada com
. a instrugao de codigo z, e isso ocorre
4. v(e,j,2) = como a j-ésima instrugao do programa”, se j > 0;

0, caso contrario.

Como o = (e, j), c =m(o), e j = n2(0), se essas quatro fungdes forem recursivas
primitivas, entao, as funcoes con fig e nzt definidas abaixo também serao recursivas
primitivas:

ch(n (o), gn(e,m2(0))), se 1 < na(o) < ln(e);
771((2), ! ) caso co?ftrério. (6.12)

config(e,o) = {

nat(e, o) = v(m (o), n2(a), gn(e,n2(0))), se este ntmero é < In(e); (6.13)
’ 0 caso contrario. ’

As fungées In(e) e gn(e) sdo recursivas primitivas. Com efeito,
In(e) =1l(e+1) e gnle,j) =a(j,e+1), onde [ e a sdo as fungdes da proposic¢ao 6.7.

As seguinte fungoes também sdo recursivas primitivas:

1. u: N — N, tal quese z = B(Ni INC Rj)ouz = B(Ni DEC Rj), entdo u(z) = j,
para isso é suficiente fazer u(z) = 12(qt(5, z)) + 1, sempre que rm(5, z) =
ourm(5,z) = 1.

2. se z = [(Ni Rj JMP Nka) ou z = ((Ni Rj JMP Nkb), entdo vo(z) =
vl(z) = j e vy(2) = k, para isso faca vo(z) = U (67 1(qt(5,2))), vi(z )
t(5 z))) e va(2) = U3(6-Y(qt(5,2))), sempre que rm(5,2) = 3 ou

4. dec(e,j) = “a mudanca na configuragio ¢ causada pelo efeito da instrucao
Ni DEC Rj” = ¢t(pj,c)

inc(c,u(z)), serm(b,z)=0;
5. afuncdo ch(c, z) descrita acima: ch(c,z) = < dec(c,u(z)), se rm(5,z) =1,
c, caso contrario;
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6. a funcao v(c, 7, z) descrita acima, onde:

j+1, se rm(5,2) # 3 ou rm(5,z) # 4
— i.e. se z é o cddigo de uma
instrucao Ni INC Rj, Ni DEC Rj,
ou Ni CONTINUE;

j+1, se rm(5,z) = 3 ou rm(5,z) =4,
€ (C)vl(z) 7é O;
v(e, g, 2) = In(e) + 1, se rm(5, z) = 3, (c)vl(z) =0,

(1 < J)(v2(z) = vo(gn(e, k))) = j
(T < 7)
(va(2) = vo(gn(e, k))), serm(5,z) =3, (c)y, () =0, ¢

(11 < J)(v2(z) = vo(gn(e, k))) # j
(ux < In(e) +1)
(k>jANAwva(z) =
vo(gn(e, k))), se rm(5,z) =4 e (¢)y, () =0

(6.14)

Observe que v(c, j, z) retorna o valor In(e)+1, nos casos em que a minimaliza¢ao nao
satisfaz a igualdade va(2) = vo(gn(e, k)), o que significa que o destino do “jump”,
codificado em v9(z), ndo é encontrado no programa, e portanto a maquina deverd
parar. Isso completa a prova que a fungao o, é recursiva primitiva e portanto que
a funcéo universal U™ é recursiva parcial.

O

6.5 Exercicios

1. Encontre o nimero de Gédel dos programas abaixo:

INC R1 INC R1
INC R2 DEC R2
CONTINUE CONTINUE

2. Encontre os programas que correspondem ao cédigo de Godel 100 e 453.

3. Encontre o dominio e imagem das fungdes ¢10o, qﬁ(l%’ol) e (b%g)

6.6 Consideragoes finais

Como mencionado a prova original da existéncia de programas universais, proveu
o principio para o computador de propésito geral dos dias de hoje. Além disso,
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uma importante conseqiiéncia do fato da funcao o] ser recursiva primitiva é que
é possivel se provar que toda funcao recursiva parcial pode ser obtida de funcoes
recursivas primitivas com no maximo uma aplicagao do operador de minimalizagao
— este importante fato é conhecido como a forma normal de Kleene.

No que segue, apresenta-se outros limites da computagao além daqueles apre-
sentados aqui. L4 mostra-se que certos problemas, nao podem ser tratados compu-
tacionalmente devido & sua natureza.



Capitulo 7

Problemas Nao Computaveis

Os capitulos anteriores caracterizaram o que pode ser feito com os computadores,
entretanto nao ficou claro o que nao pode ser feito. Embora a tese de Church-Turing
leve & crenga de que essas limitacoes nao sao muitas, em vérias ocasioes observa-
se que nao existe um algoritmo que resolva certos problemas que sabe-se que tém
solugdo — ou seja, nao existe uma solugao efetiva para o problema. De fato, pela
enumeracao de Godel das méquinas RAM, sé existe uma quantidade enumerével
de tais maquinas, porém a quantidade de funcoes parciais de N em N é incontavel.
Logo, existe uma quantidade incontavel de funcoes que nao podem ser calculadas
por maquinas RAM. Assim, existem mais questoes que nao sao computdveis do
que computaveis. Felizmente, a maioria das fungoes conhecidas sao calculaveis por
méaquinas RAM. Na verdade é dificil encontrar fungées que néo sejam computéaveis,
entretanto nao se deve confundir o fato de nao conhecer um algoritmo (ou maquina
RAM) que compute uma determinada funcdo com o fato de nao existir um tal al-
goritmo.

O argumento que o poder da computacao é limitado nao é surpreendente. In-
tuitivamente, sabe-se que muitas questoes vagas e especulativas requerem idéias e
raciocinios bem além da capacidade de qualquer computador previsivel. O que é
mais interessante para o cientista da computagao é que existem questoes que podem
ser claras e estabelecidas de forma simples, aparentando terem solugao algoritimica,
mas que nao sao computacionalmente soluveis.

Partindo dessas consideragoes, este capitulo apresenta os conceitos de problema
de decisa@o e reducao de problemas. Sao apresentados alguns problemas classicos de
indecidibilidade como o famoso problema da parada. Desse problema segue um
numero de problemas relacionados que também sao indecidiveis.
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7.1 Computabilidade e decibilidade

A definicdo 2.6, estabelece que uma funcao f : N — N" é RAM-computavel se
existe um programa RAM P que computa o valor de f, para todos os argumentos no
seu dominio, isto é P(z1,...,%m) | f(z1,...,2m) quando (x1,...,Ty) € dom(f) e
P(x1,...,2,) ] caso contrario.

Por simplicidade, se estudara a classe dos problemas de decisao, que sao
os problemas de determinar se um elemento x de algum universo U pertence ou
nao a um determinado subconjunto A de U (ou equivalentemente, se satisfaz uma
determinada propriedade); i.e. dado = € U, determinar se x € A . Se existir um
algoritmo que receba = e dé como resultado um simples “sim”, caso x € A ou “nao”,
caso x € A, diz-se que o problema de decisdo para o conjunto A é decidivel. Se tal
algoritmo nao existir, entdo diz-se que o problema de decisdo para o conjunto A é
indecidivel.

Observe que todo problema decidivel é computavel, no sentido de que existe
um algoritmo (programa RAM) que computa uma solu¢io para o problema, mas a
reciproca nao ¢é verdadeira, isto é, existem problemas que sdo computaveis mas por
nao serem problemas de desi¢ao nao sao decidiveis.

Quando se estabelecem resultados de decibilidade ou indecibilidade, deve-se,
sempre, saber qual é o dominio em questao, porque isso pode afetar a conclusao.
Um problema pode ser decidivel sobre algum dominio mas nao sobre outro. Espe-
cificamente uma tnica instancia do problema é sempre decidivel, pois a resposta
é sempre ou verdadeira ou falsa. No primeiro caso a maquina RAM que sempre
responde “verdadeiro” da a resposta correta, enquanto no segundo caso uma que
responde sempre “falso” é apropriada. Isso pode parecer uma resposta falaciosa,
mas enfatiza um ponto importante: O fato de nao se saber qual a resposta correta
néo faz nenhuma diferenca, o que importa é que existe alguma maquina RAM que
dé a resposta correta. Por exemplo, o problema de dado qualquer niimero natural
determinar se sua expansao decimal ocorre ou nao na expansao decimal de 7w, nao
é decidivel, porém qualquer instancia deste problema é decidivel. Por exemplo, o
problema de decidir se a seqiiéncia 1234567890 ocorre ou nao na expansao decimal
de 7 é decidivel, pois mesmo nao sabendo, ou ela ocorre ou nao ocorre. Se de fato
ocorrer entdo o programa RAM abaixo do lado esquerdo computaria a resposta
correta para esse problema. Senao ocorrer, entao o programa do lado direito seria
quem computaria a resposta correta.

CLR R1 CONTINUE
INC R1

CONTINUE

CLR R1
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7.2 O problema da parada para maquinas RAM

Dentre os problemas indecidiveis, o mais conhecido é o problema da parada, para
as maquinas RAM. Estabelecido de modo simples, ele possui o seguinte enunciado:
dado um programa RAM P e valores ¥ € N™, P(Z) | ¢. O dominio desse problema
é o conjunto de todos os programas RAM e N isto é RAM x N™. Assim, se
estd procurando um programa RAM H que, em dado o nimero de Godel e de um
programa RAM arbitrdrio P e uma, também arbitraria, entrada &, H(e,Z) | 1 ou
H(e, %) | 0.

A resposta para esse problema nao pode ser encontrada simplesmente através
da simulagéo da acao de P sobre & (efetuada num programa RAM universal) pois
nao existe limite no comprimento da computacao. Se P entra num lago infinito,
entao nao importa quanto tempo se espere, nao se podera, jamais, estar seguro que
P, realmente, estd num lago. Pode acontecer, simplesmente, o caso de ser uma
computagdo muito longa* O que se precisa é um algoritmo que possa determinar
a resposta correta para qualquer P e T, ao efetuar uma andlise da descricao do
programa (cédigo de Godel) e da entrada. Mas, como se verd, esse algoritmo nao
existe. Para discussoes posteriores, é conveniente ter uma idéia precisa do que se
quer dizer com o problema da parada. Por isso, se dara a seguinte defini¢ao.

Definigao 7.1 Suponha que kp € a codifica¢ao de Gddel de um programa RAM, P,
e seja & qualquer elemento de N™. Uma solugao para o problema da parada ¢
um programa RAM H, onde para qualquer kp e &, fornece a computacdo:

H(kp,%) | 1 se P(Z) |

H(kp,%) | 0 se P(%) 1

Note que o problema da parada s6 faz sentido se m > 1, pois caso contrario
(m = 0) somente o programa que sempre fica em lago infinito (e o qual pode ser
computacionalmente detectado) ndo péra o resto sempre ird parar. Assim, sé se
considerard daqui para frente m > 1.

Teorema 7.2 Nao existe qualquer programa RAM, H, que se comporta como as
exigéncias da definicao 7.1. O problema da parada € portanto indecidivel.

Prova: Assuma que existe um algoritmo, e conseqiientemente um programa
RAM H, que resolve o problema da parada. A entrada para H serd a descricao
(codificada de alguma forma) de P, kp, assim como a entrada #. A exigéncia é,
entdo, que dado qualquer (kp, ¥), o programa RAM H parard com um sim (R1 = 1)
ou um nao (R1 = 0) conforme a definicdo 7.1. H é da forma:

*Por exemplo, o problema de se achar os fatores primos de um nimero grande, por exemplo
de 200 digitos levaria bilhdes de anos, usando um computador que efetue uma instrucao a cada
microsegundo.
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Instrugdo 1 de H

Instrugdo s de H
CONTINUE

Seja o programa RAM H' descrito a seguir:

Instrugdo 1 de H

Instrugdo s de H

N1 R1 JMP Nfb
JMP Nla

Nf CONTINUE

Comparando H e H' observa-se que, na situacdo onde H retorna 1, o programa
modificado H’ entra num laco infinito. Formalmente, a acao de H' é descrita por

H'(kp,%) | 0se P(Z) 1

H'(kp,Z) T se P(Z) |

Defina agora o programa RAM H. Este novo programa toma a entrada kp, a
copia para o registrador R2, e entao se comporta exatamente com H ’. Formalmente,
H é o programa descrito a seguir:

R2 <- R1
Instrugdo 1 de H

Instrugédo s de H

N1 R1 JMP Nfb
JMP Nla

Nf CONTINUE

Assim, a acao de H étal que ﬁ(k:p,f’) = H'(kp,kp, @), onde & = (z2,...,Tpm)
quando & = (X1, X2, ..., Tm). Assim,
H(kp,@') 1 se P(kp,&) | e H(kp,#)|0se P(kp,@)1

Agora H é um programa RAM que tem uma descri¢do (codificacao) k. Esse
valor além de ser a descrigao de H pode, também, ser usado como entrada. O que
aconteceria se H fosse aplicado a k? Assim, identificando P com H se obteria:

Hk, @)1 se Hk,Z) | e H(kp,@)|0se Hk, &)

o qual é um absurdo. Essa contradicao resultou da suposicao de que uma maquina
RAM H existe e portanto a decibilidade do problema da parada, deve ser falsa.
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E importante ter em mente o que o teorema 7.2 diz. Ele nao proibe a solugao
algoritmica do problema da parada para casos especificos. Freqlientemente pode-se,
via uma anélise de P e Z, dizer se a maquina RAM parara ou ndo. O que o teorema
diz é que isso nao pode ser feito sempre, ou seja nao existe um algoritmo que retorne
a decisao correta para todo P e .

7.3 Reducao de um problema indecidivel ao pro-
blema da parada

Diz-se que um problema A é reduzido a um problema B, se a decibilidade de A
acarreta a decibilidade de B. A idéia é expressar a solucao do problema B em ter-
mos da solucao do problema A e de problemas conhecidos como decidiveis. Assim,
se A for decidivel, entao poderia-se concluir que B também é decidivel. Inversa-
mente, se é sabido que B é indecidivel entao necessariamente A é indecidivel.

Exemplo 7.3 O problema da parada para registradores zerados Seja P um
programa RAM qualquer. Eziste um procedimento de decisao que mostre que P ao
final da computacao parard ou ndo quando todos os registradores forem inicializados
com 0?2 Suponha que este problema seja decidivel, entdo existe um programa RAM
Z tal que Z(kp,0,...,0) =1 se P(0,...,0) | e Z(kp,0,...,0) =1 caso contrdrio.
Defina o segquinte programa RAM P’:

R1 <- x1
Rm <- xm
P

Claramente, Z(kp/,0,...,0) | se e somente se H(kp,x1,...,2m,) |. Logo, se Z
for decidivel entao H também serd.

Exemplo 7.4 O problema de zerar um registrador Seja P um programa RAM
qualquer et € N tal que 1 < i < n. Decidir se P parard ou ndo com 0 no registrador
Ri é um problema indecidivel. Suponha que este problema seja decidivel, entao existe
um programa RAM I tal que I(kp,Z) =1 se P(Z) = (y1,--+,Yi-1,0,Yit1,-- -, Yn)
e I(kp,Z) =0 caso contrdrio. Defina P como sendo o sequinte programa RAM:

P

CLR Ri
CLR R1
INC R1
CONTINUE

Este programa pdra (com R1 =1 e Ri =0) se P pdra (com Ri =0 ou nao), e nao
pdra caso contrdrio. Assim, I(kp,Z) = 1 se e somente se H(kp,Z) |. Logo, se I
for decidivel entao H também serd.
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A construgdo dos argumentos desses dois exemplos ilustra uma abordagem co-
mum para estabelecer resultados de indecibilidade.

Uma solugdo para um problema de decisao é uma fungéo cuja imagem é {0,1},
isto é, uma funcao caracteristica de um determinado conjunto. Para ver se fungoes
mais gerais sao computaveis a técnica de redugao ao problema da parada é, também,
adequada. Devido a tese de Church-Turing, esperasse que fungoes encontradas
em circunstancias préaticas sejam computdveis. Assim, para achar exemplos de
fungbes nao computaveis deve-se ir um pouco além. Muitos exemplos de fungoes
nao computiveis estao associados a tentativa de prever o comportamento de um
programa RAM.

Exemplo 7.5 Considere a funcdo f(n) cujo valor é o nimero mdzimo de coman-
dos que sao executados por programas RAM de n instrugdes que pdram quando
inicializados todos seus registros em zero. Esta fungao, como nao poderia deizar de
ser, nao ¢ computdvel.

Antes de provar a afirmativa, mostra-se que f(n) é definida para todo n. Ob-
serve que existe um numero infinito de mdquinas RAM com n instrucoes. De todas
essas maquinas, eristem algumas que sempre param. Por exemplo, aquelas que nao
tém instrucoes JMP. Por outro lado, algumas dessas mdquinas nao param quando
iiciam com todos seus registros zerados, mas essas nao entram na definicao de f.
Toda mdquina que pdra executard um certo numero de comandos. Desses tomasse
o mator para fornecer f(n).

Tome qualquer programa RAM, P, e m um inteiro positivo. Tudo o que se tem a
fazer é simular P, via um programa RAM universal, contar os comando executados e
terminar quando este nimero exceder m. Este programa RAM universal modificado
serd denotado por Py. Assuma, agora, que f(n) é computdvel por algum programa
RAM F. Pode-se, entdio, juntar P' e F. Primeiro obtém-se via F, o valor de
f(| P]), onde | P| € a quantidade de instrugoes de P. O walor obtido junto com
o numero de Gaddel do programa P € dado como entrada para f’(\J quem retornard
1 se o programa P quando inicializado com seus registradores em zero pdra antes
de executar f(| P |) instrugdes ou retornard 0 caso contrdrio. €, entao, usado
como m para construir P', conforme jd esbocado. Se P quando inicializada com
todos seus registradores zerados executa mais do que f(| P|) movimentos, entdo,
devido o definicao de f, se pode concluir que P nunca pdra. Portanto, teria-se uma
solugao para o problema da parada para registradores zerados do exemplo 7.3. A
impossibilidade da conclusdo leva a aceitar que f nao € computdvel.

7.4 Semi-decibilidade e divergéncia

Na verdade problemas, como o problema da parada sao chamados problemas semi-
decidiveis, pois existe um algoritmo (programa RAM) que consegue detectar quando
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o programa RAM péra, embora nem sempre consiga detectar quando nao para. Ou
seja resolve parcialmente o problema da parada. Formalmente um problema de de-
cisdo para um conjunto A é semi-decidivel se existe um programa RAM P4 tal que
Py(Z) | 1se & € A. Analogamente, um problema de decisao para um conjunto A
é co-semi-decidivel se existe um programa RAM P, tal que Pa(%) | 1se @ & A.
Seja A um conjunto e A seu complemento. Assim, claramente P4 é semi-decidivel
se e somente se PPz ¢ co-semi-decidivel. O problema P; é chamado de comple-
mento do problema P4 e algumas vezes é denotado por P4. Dualmente, Py é
co-semi-decidivel se e somente se Pz é semi-decidivel. Note ainda que P4 € semi
e co-semi decivel se e somente se P4 é decidivel. Como corolario tem-se que P4 é
decidivel se e somente se, P4 e P; sao semi-decidiveis. Note também que se P4 ¢é
semi-decidivel e P é co-semi-decidivel ndo implica que P4 seja decidivel.

Assim, todo problema decidivel é semi-decidivel mas a reversa nem sempre é
verdade, por exemplo o problema da parada é semi-decidivel mas nao é decidivel.
Analogamente, todo problema decidivel é co-semi-decidivel mas a reversa nem sem-
pre é verdade, por exemplo o complemento de problema da parada, também con-
hecido como problema da divergéncia, é co-semi-decidivel mas nao é decidivel
nem semi-decidivel. Ou seja existem problemas que séo semi-indecidiveis (ou co-
semi-indeciveis) que ndo sdo decidiveis (sdo indecidiveis) mas nem todo problema
indecidivel é semi ou co-semi decidivel, ou seja existem problemas que sao comple-
tamente indecidiveis, por exemplo o problema de “dado dois programas RAM
determinar se um para e o outro nao para quando todos seus registradores forem
inicializados em zero”, ou seja computar a fungao

1 ,se P,(0,...,0) ] e Ppy(0,...,0) 7
fn,m)=<¢ 1 ,se P,(0,...,0) 1 e Py,(0,...,0) |

0 , caso contrario

onde P, é a n-ésima maquina RAM na enumeracdo de Godel.

7.5 Exercicios
1. Mostre que os seguintes problemas sao indecidiveis:

(a) Dado um programa RAM P arbitrario e k > 1 fixo, decidir se a fungao
f:N¥ — N* computada por P é uma funcdo contante ou nio.

(b) Dado um programa RAM P arbitrario e k£ > 1 fixo, decidir se a fungao
f:NF — N* computada por P é a funcao identidade ou nao.

(¢) Dado um programa RAM P arbitrario e k > 1 fixo, decidir se a funcao
f:NF — N computada por ela satisfaz f(#) > k para todo & € N*.

(d) Dado um programa RAM P arbitrdrio e k > 1 fixo, decidir se a fungéo
f:NF — N* computada por ela tem uma imagem finita ou infinita.
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2. Dos problemas descritos no item anterior, indicar quais deles sao semi-decidiveis,
quais sao co-semi-decidiveis e quais sao completamente indeciveis.

3. Seja F' o conjunto dos nimeros de Fermat, onde n é um nimero de Fermat se
existem numeros naturais x,y, z maiores que 0 tais que z" + y™ = z”. Deter-
minar se P é decidivel, semi-decidivel, co-semi-decidivel ou completamente
indecidivel.

7.6 Consideragoes finais

Os problemas indecidiveis mostrados neste capitulo sao aparentemente artificiais.
Mas, é sé aparentemente, pois a indecidibilidade do problema da parada tem como
conseqiiéncia a impossibilidade de se determinar computacionalmente (construir
um programa) se um programa qualquer ficard em lago infinito para alguma ent-
rada. Outro problema mais natural que pode ser reduzido ao problema da parada
é o de determinar se dois programas RAM (o dois programas em alguma lingua-
gem de programacao) computam a mesma fungdo. Existem, também, problemas
matematicos que sao indecidiveis, por exemplo o problema do exercicio 3. Um
outro problema que nao é computavel é o problema de “dado um nimero natural n
arbitrario determinar se a expansao decimal de 7 possui n 7’s (setes) consecutivos”.



Capitulo 8

Assuntos nao abordados

8.1 Paralelismo

Um programa RAM é uma seqiiéncia de instrugoes que modela algoritmos seqiiénciais
e portanto computadores convencionais mono-processador. De fato, para muitos au-
tores, esses programas sao considerados a formalizagao mais elegante da arquitetura
von Neumann [32]. Esses modelos tedricos de computa¢do proporcionam um am-
biente propicio para desenvolvimento de softwares, sem a necessidade de que haja
preocupacoes com detalhes de implementacdo ou com restrigoes fisicas, dando ao
software resultante uma portabilidade e uma performance previsivel.

Para modelar algoritmos paralelos e computadores multi-processadores, diver-
sos modelos tedricos foram desenvolvidos [17]. Entre eles destacam-se: maquinas
de vetores (Vector Machines) [22], maquinas de Turing alternadas (Alternating Tu-
ring Machines) [6], mdquinas apontadoras paralelas (Parallel Pointer Machines)
[7] e méquinas paralelas de acesso aleatério (Parallel Random Access Machines —
PRAM).

As PRAM foram introduzidas por Fortune e Wyllie em [10] com o objetivo de
modelar algoritmos paralelos e computadores multi-processadores sem custo de sin-
cronizacao ou overhead de acesso a memoria. Esse modelo consiste de uma colegao
de processadores RAM que sdo executados em paralelo e se comunicam via uma,
memoria compartilhada que é ilimitada [13].

A méaquina PRAM pode ser usada para obter limites tedricos de rendimento
(performance), escabilidade e programabilidade de computadores paralelos. Assim,
modelos PRAM sao computadores paralelos ideais sem custo de sincronizagao de
acesso & memoria. Na realidade, nao existem arquiteturas paralelas de computado-
res concretos baseados nas PRAM, porém as PRAM tem-se mostrado um veiculo
extremamente 1til no estudo da estrutura légica da computacao paralela em um
contexto diferente da comunicagao paralela [17]. Algoritmos desenvolvidos para ou-
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tros modelos mais realisticos s@o geralmente baseados em algoritmos originalmente
projetados para a PRAM.

Implementagoes da arquitetura PRAM devem especificar como ocorrem as operagoes
de leitura e escrita concorrente na meméria. Quatro opgoes de acesso sao usual-
mente considerados:

ER (Exclusive-Read): permite que no mdximo um processador leia de qualquer
posicao da memoria em cada ciclo,

EW (Exclusive-Write): Permite que no maximo um processador escreva em uma
posicao de memoria,

CR (Concurrent-Read): Permite que multiplos processadores escrevam em uma
posicao de meméria por ciclo de escrita, e

CW (Concurrent-Write): Permite que escritas simultdneas possam ser feitas na
mesma posicao de memoria.

A combinagao delas, resulta nas arquiteturas PRAM-EREW, PRAM-CREW,
PRAM-ER-CW e PRAM-CRCW.

Obviamente, pela tese de Church-Turing, o poder computacional da PRAM §é
exatamente o mesmo que o da RAM, ou seja s6 computa fungbes recursivas parciais.
Isto pode ser levado para o ambito de computadores paralelos concretos: tudo o
que um computador paralelo pode fazer, uma RAM também pode, a diferenca entre
computadores paralelos e seqiiénciais reais estd na capacidade de armazenamento
(que em uma RAM, por ser tedrica, ¢é ilimitada) e a velocidade de computagcao.

8.2 Computabilidade sobre conjuntos nao contaveis

As abordagens cléssicas para teoria da computabilidade, como as vistas até agora,
tratam com problemas discretos (por exemplo, sobre os niimeros naturais, ntimeros
inteiros, strings sobre um alfabeto finito, ou sobre grafos, etc.). No entanto, cam-
pos da matematica pura e aplicada tratam com problemas envolvendo niimeros
reais, nimeros complexos, superficies, etc. Isto acontece, por exemplo, em anélise
numérica, sistemas dinamicos, geometria computacional e teoria da otimizagao.
Assim, uma abordagem computacional para problemas continuos é desejavel, ou
ainda necessaria, para tratar formalmente com computagoes analdgicas e em com-
putagoes cientificas em geral.

A computabilidade sobre conjuntos contaveis é obtida a partir do desenvolvi-
mento de uma teoria da computabilidade sobre os nimeros naturais de tal modo
que nos outros conjuntos discretos (contaveis) a computabilidade se reduz a com-
putabilidade no conjunto dos ntimeros naturais. Como o representante natural dos
conjuntos continuos sao os nimeros reais, é de se esperar que eles tenham um papel
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numa teoria da computabilidade para conjuntos com a cardinalidade do continuo
semelhante & dos nimeros naturais na teoria da computabilidade para conjuntos
contaveis.

Na literatura, existem diferentes abordagens para a computabilidade sobre os
ndmeros reais, mas, uma importante diferenga entre estas abordagens, esta na ma-
neira como sdo representados os numeros reais [12], dentre as quais destacam-se
os intervalos encaixantes, expansdo r-adica, seqiiéncias de Cauchy, ntimeros reais
preguigosos, etc. Num dos primeiros artigos sobre teoria dos dominios, D.Scott [24]
sugeriu que o cpo consistindo de intervalos da reta real poderia ser usado para estu-
dar computabilidade sobre os niimeros reais. Previamente Martin-Lof [20] construiu
um espago similar de aproximagoes. Em ambos os casos a reta real é mergulhada
num espago de aproximacoes onde a nocao de computabilidade pode ser definida
de uma maneira natural. Muitos resultados de computabilidade sobre os ntimeros
reais, podem ser obtidos neste contexto. Nesta abordagem, uma aproximacao da
saida com precisao arbitraria é computada a partir de uma aproximacao razoavel
da entrada [5]. Esta abordagem parece natural, uma vez que seja qual for o modelo
computacional nunca se terd como manipular um dado infinito em sua totalidade,
assim se recorre as aproximagcoes do valor, como por exemplo usando pontos flutuan-
tes dinamicos. Do ponto de vista tedrico, pode-se dizer que uma fungao f: R — R
é computavel num determinado modelo, se para cada nimero real x e seqiiéncia de
ndmeros racionais qi, ¢o, . . . convergindo para z, tem-se uma maquina M, no mo-
delo, tal que M(q1), M (q2),. .., onde M(g;) é a saida da méquina M para a entrada
gi, ¢ uma seqiiéncia de nimeros racionais que convergente para f(z).

Uma outra linha de pesquisa para computabilidade real foi desenvolvida por
Blum, Shub e Smale [3]. Nesta abordagem, um numero real é visto como uma
entidade acabada e as fungoes computaveis sao geradas a partir de uma classe de
fungoes bésicas (numa maneira similar as fungdes parciais recursivas). Um outro
modelo nesta linha altera o tipo de dado dos registradores das maquinas RAM de
naturais para permitirem nimeros reais [33].

Mesmo sabendo que cada uma destas propostas tem seus méritos, nenhuma tem
sido aceita pela maioria dos matematicos e cientistas da computacao.

8.3 Oraculos

O uso de oraculos em teoria da computacao tem por objetivo modelar agentes ex-
ternos ao computador. Por exemplo, o acoplamento de um sensor que possa ser
acessado e manipulado por programas através do acréscimo de comandos “novos”
da linguagem.

Incorporar ordaculos em modelos computacionais entao é simplesmente adicionar
um novo comando ao modelo, de forma analoga como se usam as macros, s6 que
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aqui nao se exige que esse comando seja traduzido em termos de outros comandos
mais primitivos do modelo (como nas macros). Ou seja pode-se adicionar como
ordculo uma fungao nao computdvel. Claramente, se o ordculo é computédvel (uma
macro) entdo as fungdes computadas pelo modelo mais o ordculo serdo exatamente
as mesmas que sao computadas pelo modelo sem o ordculo, ja se for adicionada uma
fungao nao computavel como oraculo, necessariamente a quantidade de fungoes com-
putadas ird aumentar.

O estudo das fungoes que sdo computaveis estd bem consolidado, porém, para
entender melhor este universo é necessario conhecer o que nao é computavel. Dentre
o conjunto de todas as funcoes de N em N, que é incontavel, tem-se que s6 ha uma
quantidade contavel de fungoes computaveis. Felizmente, a maioria das fungoes
que se conhecem (e portanto se usam) sdo computdveis. Um exemplo de uma
funcdo nao computdvel é aquela que resolve o “problema da parada”, denotada
por H. Como visto no capitulo anterior, diversos outros problemas podem ser
reduzidos ao problema da parada, isto é, se eles forem computdveis implicariam na
computabilidade do problema da parada, porém nem todo problema nao computavel
pode ser reduzido ao problema da parada. Assim, se a funcdo H for considerada
como um oraculo, todas as fungdes computaveis e aquelas que resolvem problemas
que se reduzem ao problema da parada seriam agora computdveis neste modelo
estendido. S6, que novamente surgiria um novo problema da parada para esta
nova classe (denotado por H'). Agora, H' pode ser considerado com um ordculo,
obtendo uma classe maior de problemas, e assim por diante. Ou seja teriam-se
infinitas classes de problemas ou graus de redutibilidade.
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