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Prefacio

H4 alguns anos traduzi parte do livro Técnicas de andlisis de datos multidimen-
sionales, do Prof°. Lucinio Judez da Universidade Politécnica de Madri, para dar
um treinamento sobre essas técnicas na Embrapa Cerrados. Pensava para este mini
curso fazer uma traducdo integral daquele texto. Porém, pareceu mais conveniente
apresentar o tratamento teérico do Prf® Judez apenas no tépico de Analise Fatorial
de Correspondéncias que é o foco desse mini curso. Para os demais tépicos tra-
duzi textos do livro Analyses factorialles simples et multiples de Brigitte Escofier
e Jérome Pages. A Prof* Escofier foi precursora nas técnicas de anélise de dados
multidimensionais e oferece um texto que aborda todos os aspectos dessas técnicas
sem o rigor matematico apresntados pelo Prof°. Judez, o que considerei mais ade-
quado para esse mini curso. Textos de outros autores também foram traduzidos e
aproveitados em diversos locais na composigao do texto final. Em nossa pagina da
Internet eles aparecerao com maior presenca.

A motivagdo para compormos esse texto e apresentarmos esse mini curso vé do
fato de que nos dias de hoje, é bastante comum afirmacoes do tipo: “os dados sao
0 que hd de mais importante”. Porém, é bem sabido que, de um mesmo conjunto
de dados podem ser extraidas as informagoes mais diversas, dependendo da escolha
e do emprego de uma metodologia de andlise.

Em 1971, ao escrever o preficio do livro Introduction a I’Analyse des Données,
de F. Cailliez e J.-P. Pages, G. Morlat afirmava que podia ser identificada, por
aquela época, uma cisao dos estatisticos em duas categorias: uma que praticava
uma estatistica classica, que pretende formalizar a indugao, e segue a escola anglo-
saxOnica; e outra que passou a se apoiar numa visao puramente algébrica e visava
a descrever, reduzir e classificar as observagoes multidimensionais: esta categoria
segue a escola francesa da analyse des données (chamada andlise de dados multidi-
mensionais).

O texto aqui apresentado foi montado na intencao de tornar familiar, aos pes-
quisadores e estudantes, a escola francesa de analyse des données, represntada pelos
chamados: métodos fatoriais de andlise de dados multidimensionais. Tais métodos
sao utilizados para que se obtenha a sintese de vastos conjuntos numeéricos, com
uma visao geométrica, permitindo aos analistas observar dos préprios dados as evi-
dencias das relagoes existentes em tais conjuntos. Para isso, sao abordados aspectos
conceituais e tedricos, extraidos de autores assumiram que a essa escola como uma,
alternativa ao estudo dos dados. Buscamos no texto, dar uma idéia dos diver-
sos métodos de analise de dados multidimensionais, dissertando sobre a Anélise
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em Componente Principais (o método fundamental) e realizando uma abordagem
tedrica, um pouco mais detalhada, da Anélise Fatorial de Correspondéncias, método
que é considerado o mais 1til para as mais diversas aplicagoes e particularmente nos
assuntos relativos a producao agricola. Também, é feita uma rapida abordagem da
Anaélise Fatorial de correspondéncias Multiplas, um método derivado da Anélise
Fatorial de Correspondéncias, para o tratamento de dados qualitativos. Por fim,
sao listadas algumas aplicagoes realizadas dentro da Embrapa Cerrados (unidade
de pesquisa ecorregional da Embrapa, para os Cerrados).

Assim, este texto busca contribuir para a expansao da capacidade de andlise de
dados dos pesquisadores brasileiros e (é bastante pretensioso) conduzir os estudantes
a uma nova seara dentro da estatistica matematica. Exemplos de aplicagao desses
métodos encontrar-se-ao na pagina do mini curso, em desenvolvimento.
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Capitulo 1
Sobre Dados Multidimensionais

1.1 Introducgao.

Os analistas (mateméticos ou estatisticos) que executam a tarefa de interpretar os
dados obtidos por outros pesguisadores, devido ao predominio de um enfoque na condugdo
das andlises de dados, podem se deparar com situagdes como a seguinte: depois de realizar
as andlises e alcancar um resultado, alguém lhe pergunta “qual o nivel de confianca dos
resultados...”.

Existem questionamentos feitos na conducdo de uma andlise de dados que estdo
estritamente ligados ao enfoque adotado. A pergunta sobre o0 nivel de confianca esta dentro
do marco das andlises baseadas em inferéncias.

As técnicas de andlise de dados multidimensionais, ligadas a escola francesa de
analyses des données sdo uma aternativa para a aplicacdo de um enfoque diferente, por
estarem baseadas em desenvolvimentos essencialmente algébricos que, além de oferecer
umainterpretacdo geométrica dos resultados, permitem aos proprios dados evidenciarem as
relagbes existentes dentro do conjunto analisado. Ademais, como 0s objetivos estdo
relacionados areducéo, classificacdo e agrupamento das variaveis (ou individuos), ndo sdo
necessarios mais que elementos da estatistica descritiva, para que sejam obtidas tipologias a
partir de uma dada massa de dados.

Assim, para a pergunta. “mas qual € o grau de confianca dessa tipologia?’, ndo
existe uma resposta dentro do campo da andlise de dados multidimensionais.

As técnicas podem ser resumidas nas seguintes. Andise em Componentes
Principais, Andlise Fatorial de Correspondéncias, Andlise Fatorial de Correspondéncias
Mltiplas, Andlise Fatoria Discriminante e Técnicas de Classificacdo. Neste capitulo seréo
abordados, primeiramente, aspectos relacionados a organizacdo dos dados, aos quais se
aplicardo as técnicas. Em seguida, no capitulo 2, serd dada uma nog¢do do desenvolvimento
tedrico da Andlise em Componentes Principais, sendo concluido o capitulo com uma rapida
mencgdo sobre a importancia da Analise Discriminante e das técnicas de classificagdo, sem,
contudo, qualquer aprofundamento tedrico.

No capitulo 3 € feita uma abordagem um pouco mais detalhada dos aspectos
tedricos da Analise Fatorial de Correspondéncias, enquanto no capitulo 4 a Andlise Fatorial
de Correspondéncias MUltiplas é levada em consideracao.

1.2 Generalidades sobr e dados multidimensionais.

S80 chamados dados multidimensionais, agueles que compdem o conjunto de
valores de um certo nimero de variaveis estatisticas, observadas sobre um individuo de
uma populagdo dada. Podemos, entdo, consideré&los como a realizacdo de um vetor
aleatdrio, definido sobre a populacdo, com valores em um espaco a definir.

Consideremos, por exemplo, 0 peso, a atura, a idade e 0 sexo de uma pessoa que
faz parte de uma populagdo qualquer. Supomos que pessoa pese 60 kg, meca 1,65 m,
tenha 26 anos e sgia do sexo feminino. A realizacdo do vetor aleatorio (peso, atura, idade,



sexo) definido sobre um individuo do grupo estudado € o dado multidimensional (60 kg,
1,65 m, 26 anos, feminino).

Uma tabela multidimensional €, entdo, uma amostra de um vetor aeatério: as
mesmeas variaveis sdo medidas sobre um certo nimero de individuos, vindo, de outro lado,
elas mesmas constituirem-se em vetores aeatérios também. A maioria das tabelas tem a
seguinte forma:

X Xy o X Xp _ .
: Figura 1.1. O termo da i-ésima
1 : linha e j-esma coluna é o vaor
_2 : observado para a varidvel x; sobre o
' ! individuo i.
| o Xijj
n

A seguir sdo apresentados diferentes tipos de tabelas de dados encontradas na prética, e
para o que se segue é definido I={ 1, 2,...,i,....n} eJ={1, 2,...,],...,.p} .

1.2.1 Tabelas quantitativas (ou deindividuos x caracteristicas).

Esse € o tipo mais simples das tabelas, tem o formato como o da figura 1.1, acima:
0s componentes de vetor aleatorio (X;, X,,... X;..., X,) S0 variaveis quantitativas, de valores
reais, ndo necessariamente continuos. O termo X; €, entdo, um numero real que representa a
medida da varidvel (caracteristica) X; sobre o individuo i.

1.2.2 Tabelas de Contingéncia.

Numa tabela de contingéncia fornece-se a reparticdo de uma populagdo estatistica
por dois caracteres qualitativos expressos, cada um, por modalidades exclusivas (um
individuo da populacdo ndo pode possuir mais de uma modalidade) e exaustivas (possuira
uma e somente uma modalidade). Pelo fato de que linhas e colunas representam
caracteristicas, em uma tabela de contingéncia, os papeis que desempenham sdo similares.
Nesse tipo de tabela, os individuos da populacdo ndo aparecem diretamente; entretanto,
certos autores se referem & linhas como individuos e & colunas como varidveis. No seu
devido tempo estabel eceremos nossa notago.

Os dados socioecondmicos sao freqlientemente apresentados na forma de tabelas de
contingéncia; em efeito, as variaveis apresentadas sdo freqlentemente qualitativas:
categoria socio-profissional do chefe de familia; setor de atividade de uma empresa, etc.
Por outro lado, pode ocorrer, fora desse campo, situacbes em que sera Util representar em
uma tabela de contingéncia, dados que representam medidas fisicas.

O caso dos dados socioecondmicos pode ser ilustrado nas tabelas do IBGE. JA o
segundo caso € ilustrado na pagina seguinte, numa tabela onde sdo encontradas 25
variedades de manga, como individuos (ou observactes) e, nas colunas, tipos de patologias
encontradas, em diversos graus de incidéncia, como variaveis.



Tabela de contingéncia onde as variaveis (caracteristicas) sdo: an - infestagdo de antracnose; oi - infestagdo de oidio; ma - infestacdo de mancha
de lagrima; mo - ocorréncia ou ndo de mosca do fruto; pol - ocorréncia ou ndo de podriddo penducular; am - ocorréncia ou ndo de amolecimento do
fruto; rh - ocorréncia ou ndo de Rhizopus;. As linhas correspondem &s variedades de manga (os individuos). Cada célula é a quantidade de frutos de
uma dada variedade infectada por um determinado patégeno, num nivel de intensidade (os nimeros indicam este nivel).

anlan2 an6 o0il 0i2 0i3 0i4 0i5 0i6 mal Ma2ma3 ma4 mab mab mol mo2 pol po2 rhl rh2 an3 and an5 anl am2

vi 2 7 0 0 2 5121 0 13 5 2 0 O O 19 1 14 6 20 0 4 7 0 15 5
v2 9 2 4 0 0 0O 4106 4 7v 5 2 2 0 8 12 11 9 16 4 1 1 3 20 O
v3 2 2 2 1 4 6 5 4 013 6 1 0 0 0 15 5 7 18320 0 7 4 3 20 O
vi 141 2 0 0 3116 0 6 9 2 3 0O O 1r 3 15 5 200 2 1 0 20 O
vw 5 6 2 0 2 3 6 7 2 2 8 6 4 0 0 14 6 12 8 19 1 2 3 2 20 O
vi 0 1 18 0 0 0 0 31720 0 O O O O 16 4 5 1517 3 1 0 O 19 1
w 2 6 2 0 057 7 114 5 1 0 0 0 12 8 9 1116 4 7 2 1 19 1
v 412 0 0 1 0 7111 4 8 6 1 1 0 12 8 17 3 20 0 4 0 0 20 O
vio 5 7 0 8 8 4 0 0 0 20 0 0 O O O 15 5 14 6 11 9 5 1 2 13 7
vir 1.1 5 0 0 0 3 413 7 1 1 4 4 3 11 9 11 9 20 0 7 5 1 19 1
vz 0 8 2 0 0 112 7 1 9 6 3 2 O O 12 8 9 1118 2 9 1 0 20 O
vi3 1 4 5 0 1 712 0 0 112 7 2 O O O 18 2 7 13191 7 2 1 18 2
vi5 4 5 1 0 0 0 1 6 13 0O 0O O 1 4 15 16 4 15 5 19 1 10 0 0O 20 O
vie 1. 9 2 0 1 1 10 4 4 3 2 4 4 4 3 17 3 10 1017 3 5 2 1 16 4
vty 4 6 3 5 7 3 5 0 0 1r 1 1 1 O O 11 9 15 5155 4 1 2 20 O
vi 1. 0 9 0 4 1 8 3 418 0 0 1 1 0 19 1 12 8 19 1 3 4 3 20 O
v 3 5 4 0 0 0 512 2 11 4 1 3 O O 1r 2 12 7 14 5 6 1 0 18 1
vv0o 0 5 5 0 0 57 41 3 5 3 4 1 1 9 8 5 12143 2 2 3 17 0
v21. 5 4 8 0 1 4105 0 8 5 4 3 0 O 11 9 12 8 155 2 1 0 18 2
v22 0 4 11 0 10 2 3 4 1 18 2 O O O O 11 9 9 1Mm18 2 2 1 2 20 O
v23 0 2 11 0 0 0 1 6 13 8 O O 4 3 5 18 2 4 1616 4 2 4 1 15 5
vz4 0 3 7 0 0 0 9101 4 5 6 3 1 1 17/ 3 14 6 18 2 4 4 2 18 2
vz 0 5 5 0 8 46 0 0122 5 1 0 O O 17 1 10 8 18 0 3 3 2 17 1



1.2.3 Tabelas L 6gicas, Tabelas Disjuntas Completas.

Nas tabelas légicas indicamse a pertinéncia de cada individuo de uma populacédo
estatistica a um grupo particular em gue, o que é evidente, a modalidade de uma variével
dada possui aguela caracteristica. O codigo utilizado € o cédigo légico: 1, quando existe a
pertinéncia O, caso contrério. Cada individuo pertence a um e somente um grupo. Os dados
sd0 apresentados na seguinte forma:

Tabela 1.3 Tabela Iogica. O termo x;;, da
i-ésima linha e j-ésima coluna, tem valor 1 ou 0
, segundo o individuo pertenca ao grupoj (ou se
) possui a modalidade j de um carater qualitativo)
b e X ou ndo: assim, cada em cada linha, apenas um
' termo serdigual a 1.

TN

D& se 0 nome de Tabela Disjunta Completa aquela formada pela justaposicéo de
diversas tabelas l6gicas. Uma Tabela Digunta Completa teria o seguinte aspecto, para o
caso de trés tabelas |6gicas.

Tabela 1.4 Tabela Disjunta Completa
1 2 e Pl 2 o Pl 2 ljee Pa

n

O termo Xij, seraigual al ou 0, segundo o individuo i pertenca, ou ndo, ao grupo jy,

parak=1, 2, 3, neste caso. Cada linha da Tabela Digunta Compl eta contera tantos 1 quantas
sgjam as Tabelas Légicas.

1.2.4 Tabelas de Dados Ordinais.

As tabelas de dados ordinais sdo muito utilizadas em técnicas de comerciaizacéo.
Em efeito, os especialistas dessas técnicas consideram fregientemente que uma resposta
dada sob a forma de classificagdo aporta uma informagdo mais coerente que uma resposta
dados, por exemplo, sob a forma de nota: é solicitado, numa enquéte, que se classifique um
certo niUmero de objetos (itens, marcas), por ordem de preferéncia



No caso em que 0s ex-aequos’ ndo sdo permitidos, os dados se apresentam da
seguinte forma:

1 2 ... p
1 :
2 : Tabela 1.5 Tabela de dados ordinais. O termo
: : Xij, da i-ésima linha e j-ésima, € a classificagdo dada
Pl X para o individuo i considerando o objeto j
n

Como o0s ex-aequos ndo sdo admitidos, teremos:

"iT3iT Jemil o jr ik x;tx;. 1EX Ep

A soma de uma linha é constante e igual asoma dos p primeiros nimer o inteiros, ou
sga p(p+1)/2.

No caso em que 0s ex-aequos sejam admitidos, a codificacdo é um pouco mais
complicada; se procede como se segue: sek objetos tem classificacdo ex-aequos na posicao
I, cada um sera codificado I'=%(l +(+)+...+(+k-1)) de manera que a soma da

linha fique igual a p(p+1)/2. Ex: dois objetos classificados na £ posicdo serdo codificados
como 4,5; trés objetos classificados na 6 posi¢ao serdo codificados 7.

Exemplo de dados ordinais. Uma empresa pretende lancar um novo dentifricio em
carater nacional; uma enquéte aplicada a uma amostra representativa da populagcdo é
efetuada para determinar as caracteristicas do produto e a sensibilidade do publico a
certos argumentos. Solicitamos entéo as pessoas interrogadas que classifiquem por ordem
de preferéncia os itens abaixo:

1. brancura dos dentes

pureza do hélito

protecéo contra caries
limpeza da gengiva
eliminacdo de tartaros

6. possuir um gosto agradavel.

Uma pessoa interrogada responde da seguinte maneira: 4 2 1 3 6 5. O item brancura dos
dentes ficou em terceiro lugar; o item pureza do hélito em segundo; o limpeza da gengiva
em primeiro, etc.

o s~ owbd

! Pode-se entender por empates



1.2.5 Tabelas de distancias, de proximidades.

Da mesma forma que as tabelas ordinais, as tabelas de distancias ou de
proximidades sdo freqlentemente utilizadas em técnicas de comercializacdo. Precisamos,
inicialmente as nogdes de distancias ou de proximidades: Seja dado uma populacdo
estatistica |, chamamos:

% Indice de distdncia: uma fungdo simétrica com valores reais e positivos
definida entre dois individuos i e i’; quanto mais os individuos i e i'se
“assemelham”, mais o vaor desse indice é fraco. Definimos

il 1,"iT | tem-se d(i,i')=d(i',i)30 e d(i,i)=0

¥ indice de proximidade, uma funcdo a valores reais definida entre dois
individuos, i e i’, e simétricaa quanto mais os individuos i e i'se
“assemelham”, mais o valor do indice de proximidade se eleva. Escrevemos,
entéo:

il LT 1 tem- se p(i,i') = p(i',i)

Vé-se que podemos deduzir facilmente um indice de distancia de um indice de
proximidade e reciprocamente; escolhemos freqlientemente um indice de proximidade entre
-1 e 1, por analogia com o coeficiente de correlacéo.

Uma tabela de distancia aparece sob a seguinte forma:

N R
o

0

Onde (i ,i’):d(i:’ )30

1.3 Os principais méodos de analise multidimensional

Consideramos que a base para 0 desenvolvimento das técnicas de tipificagcdo é a
Andlise em Componentes Principais, porém as Técnicas de Discriminacdo e Classificacdo
ajudam muito nesse estudo. Por sua vez, a Andlise Fatoria de Correspondéncias aborda
dados de uma maneira mais geral ao ter nas tabelas de contingéncia o objeto de andlise. A
seguir, faremos uma apresentacéo genérica e rapida da Analise em Componentes Principais
e indicamos a utilizacdo da andlise discriminante e as técnicas de classificagdo. Nos dois
capitul os seguintes, abordamos a Andlise Fatorial de Correspondéncias e a Andlise Fatorial

de Correspondéncias MUlltiplas.



Capitulo 2

Nocdes de Analise em Componentes Principais
(Extraido de Escofier, B. e Pages, j., 1998)

2.1 Dados e obj etivos de estudo.

Vinte anos desde as primeiras publicacdes e aplicactes, os métodos de andlise de
dados demonstraram largamente sua grande utilidade nos estudos de grandes massas
complexas de informac8o. Esses sd0 os métodos, ditos multidimensionais, que tratam de
mais de duas variaveis simultaneamente. Eles permitem a confrontacdo de numerosas
informagdes, o que € infinitamente mais rica que seu exame separadamente.

A Andlise em Componentes Principais (ACP), aplica-se a tabelas, chamadas de
forma concisa, de IndividuosxVariaveis quantitativas, ou Individuosx Caracteristicas
guantitativas, como visto anteriormente.

Nessas tabelas as linhas representam os individuos e as colunas as variaveis. A
intersecéo entre linha i e a coluna j exprime o vaor da variavel j observado no individuo i,
como visto natabela 2.1.

Xp Xy X Xp
1 :
_2 Tabela 2.1. O termo da i-ésima linhe
: : e j-ésima coluna é o valor observado
T paraavaridvel x; sobre oindividuo i.
n

Ressaltamos que os termos individuos e variaveis podem expressar nogdes diversas.
Por exemplo, dependendo do estudo, a tabela pode ser composta de individuos que
representam vinhos e as variaveis os diversos critérios de apreciacdo do vinho (acidez,
adstringéncia, etc.). As questBes que propomos aos individuos e para as variaveis ndo sao
da mesma natureza.

Com respeito a dois individuos, desgamos avaliar as semelhangas existentes entre
eles: dois individuos se assemelhardo, quanto mais préximos forem seus valores dentro do
conjunto de variaveis. Em ACP, adistancia d(i,i’) entre dois individuos i ei’ € definida por:

d?(i,iN=Q (% - %)%, ondeJ=(1, 2,..., p).
i3

Com respeito a duas varidvels, desgjamos avaiar sua “ligagdo” (como se
relacionam, se possuem interdependéncias, etc.). Na ACP, a ligacéo entre duas varidveis é
medida pelo coeficiente de correlacdo linear (em raras situagfes utiliza-se a covariancia),
denotado, usuamente, como fi. Ou sga



covaiang a(j,j')

0.0 = Jvaianca jvaianda (')

_1g AiC
n S

X Xio- X
J)( J] J )
il i Sy
sendo X; e sj amédia e o desvio-padréo davariavel j el=(1, 2...., n).

Aplicadaaumartal tabela, a ACP objetiva a realizacéo de:

- Um baanco das semelhancas entre individuos. Buscamos responder &5
seguintes questfes. quais sdo os individuos que se assemelham? Quais séo 0s
mais distintos? Existem grupos homogéneos de individuos? Podemos colocar
em evidéncia umatipologia dos individuos?

- Um balancgo das ligagdes entre variaveis. As questdes podem ser as seguintes:
quais varidveis se correlacionam positivamente? Quais so as variaveis, duas
a duas, em que existindo a mesma caracteristica, numa € marcante numa e
noutra é débil, podendo-se dizer que essas variaveis se opdem
(correlacionamse  negativamente)? Existem grupos de variaveis
correlacionadas entre si? Podemos evidenciar uma tipologia das variaveis?

Um outro aspecto do estudo das ligacdes entre variaveis consiste em expressar um
conjunto delas por um pequeno numero de variaveis sintéticas chamadas aqui de
componentes principais. Esse ponto de vista esta bastante ligado ao precedente: um
componente principal pode ser visto como o representante (a sintese) de um grupo de
variaveis ligadas entre s (que possuem fortes relacbes que as ligam de uma ou outra
forma).

Naturalmente, esses dois pontos de vista ndo sdo independentes da dualidade
inerente ao estudo de uma tabela retangular: a estrutura da tabela pode ser analisada tanto
por meio da tipologia de individuo, como por meio da tipologia de varidvels. Assim,
buscamos, em geral, redlizar as duas tipologias. Para tanto, caracterizaremos classes de
individuos por certas variaveis (selecionaremos, entdo, variaveis para as quais os individuos
de uma classe formam um conjunto que possui valores particularmente grandes ou
pequenos). Da mesma forma, caracterizaremos grupos de variaveis ligadas entre s por
individuos tipicos (selecionaremos, entdo, os individuos que possuem vaores
particularmente grandes ou pequenos para um conjunto de variaveis correlacionadas
positivamente). Enfim, numa situacéo ideal, as duas tipologias poderiam ser superpostas:
cada grupo de varidveis caracteriza um grupo de individuos e cada grupo de individuos é
formado pelos individuos tipicos de um grupo de variaveis.

2.1.1 Pesos de individuos.

Na maior parte dos casos, os individuos desempenham o mesmo papel. Somos,
entdo, levados a dar a mesma importancia a cada individuo, atribuindo- lhes 0 mesmo peso.
Por comodidade, tomamos 0 peso de maneira a que a massa total dos individuos sgaigua
a l: acadaindividuo atribuimos o peso 1/n. Entretanto, em certos casos, poderemos atribuir
pesos distintos aos individuos. Essas situagBes ocorrem quando os individuos representam,



cada um, subpopulacfes; atribuimos, entdo, a cada individuo os pesos proporcionais ao
vaor efetivo da sub-populacdo por ele representada. Esses pesos intervém no célculo da
meédia de cada variavel (por assim dizer, na definicdo de um individuo tedrico médio), no
clculo da variancia de cada variavel e, assm, na medida da ligagdo (o coeficiente de
correlagdo) entre varidveis. Entdo, chamando R a0 peso atribuido a um individuo i

(ondeéiPi =1):

X =@ Rx; sf = Q P(x; - X))?
i i

rGh i) =8 R Ty
’ i | Sj Sjr

Os programas de ACP permitem introduzir individuos ponderados.

2.1.2 Pesos das variaveis.

E muito raro, na prética, avaliarmos varidveis com importancias distintas, ao
observarmos um mesmo individuo. Essa assertiva € téo forte que a maioria dos programas
de ACP ndo permite que sgjam atribuidos pesos distintos & variaveis. Por isso,
consideraremos, a priori, que as variaveis tém o mesmo peso. No entanto, para ndo
desconsiderar a possibilidade de que sga dada importancia distinta & variavels, um
coeficiente, chamado peso das variaveis, sera utilizado. Denotando por m; 0 peso da

varidvel | adistanciaentre doisindividuosi ei’ é definida por:
2/ sy ¢} 2
d=(i,i )—a_ m; (% - Xirj)
i
Entretanto, como veremos adiante, esses pesos ndo influenciam em nada os
principios gerais da andlise. Assim, para nd complicarmos, consideraremos, neste capitulo,
0S mesmos pesos aos individuos (P, = }{] qualquer que sgja il | ) assim como para as
varidveis (m; =1qualquer quesgja j1 J).

2.2 Transfor magéo de dados.

Em ACP, as tabelas de dados devem ser, antes de tudo, centradas. De cada valor
numerico, dever ser subtraida a media da variavel em questdo: (x;- X;). Esse
procedimento ndo provoca nenhuma alteracdo sobre as propriedades que possam ser
encontradas no conjunto de dados original.

Embora a ACP possa ser realizada sobre o conjunto de dados centrados, seus
resultados seréo sensiveis & unidades de medida existentes. Geralmente, se escolhe
medidas segundo unidades arbitrérias: em exemplos classicos de medidas de animais, a
variavel atura pode ser expressa em metros ou centimetros. Essa escolha pode levar a uma
grande influéncia sobre a medida de semelhanca entre individuos.

A forma classica para se evitar as diferencas causadas pelas diferentes unidades de
medida, consiste em reduzir as variaveis centradas: divide-se o dado centrado (subtraido da
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media correspondente avariavel j) pelo desvio-padréo davariavel (x; - Xj)/s;. Todas as
varidveis apresentam entdo a mesma variabilidade e desse modo a mesma influéncia sobre
o cdculo das distancias sobre os individuos.

o0 Em estudos que ndo apresentam diferencas entre unidades de medida, a etapa de
reduzir variaveis pode ser suprimida.

Procedendo assim, estamos atribuindo a cada varidvel um peso igual asua variancia,
pois d?(i,i") = é iz(xj - X )? . Segundo um outro ponto de vista, a definicdo de d(,i’)
i S
mostra que a variancia da variavel j é igua acontribuicdo média da varidvel | ao quadrado
da distancia entre individuos. Isso se deduz da definicdo da variancia

2
Sj=——a (- %)
Desde ponto em diante as varidveis sdo consideradas centradas e reduzidas.

2.3 Nuvem dos individuos.

E interessante considerar os individuos como uma justaposicdo de linhas. A cada
individuo é associada uma série de p nimeros. Segundo essa abordagem, um individuo

pode ser representado como um ponto no espaco vetorial & p dimensdes, denotado RP,
onde cada dimensdo representa uma variavel. O conjunto de individuos constitui a nuvem |
com centro de gravidade G coincidindo com a origem O dos eixos, de fato centrado; G
representa os individuo médio previamente citado. Essas nogdes so representadas na figura
2.1, abaixo.

Figura 2.1 Tabela de dados centrados e reduzidos e huvem dos individuos associados

ao espago R” Devido aos dados serem centrados, a origem dos eixos coincide com o
centro de gravidade da nuvem.

No espaco RP: a nocéio de semelhanca entre dois individuos, ndo sera mais que a
distancia euclidiana usual. Essa interpretagdo geométrica constitui uma justificativa, a
posteriori, decisiva para a escolha da medida de semelhanca: o fato dela ser uma distancia
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euclidiana confere-lhe um grande nimero de propriedades matematicas indispensaveis no
gue segue.

O conjunto das distancias interindividuais constitui 0 que chamaremos a forma da
nuvem |. Realizar um balago dessas distancias, equivale a estudar a forma da nuvem, ou
sgja, identificar particdes de pontos ou das distancias entre eles.

Sendo p superior a 3, o estudo da nuvem é impossivel devido a termos uma
limitacdo visual a trés dimensdes. Dai 0 interesse nos métodos fatoriais em geral, e da ACP
em particular, que fornecem as imagens de planos que aproximam, o melhor possivel, a
nuvem de pontos situada num espaco de grande dimens&o.

2.4 Nuvem dasvariaves.

Considerando-se a tabela de dados como sendo uma justaposicéo de colunas, cada
varidvel estard associada asérie de n nimeros. Define-se, dessa forma, uma varidvel que
pode ser representada como um vetor do espaco vetorial & n dimensdes, denotado por R™
onde cada dimensdo representa um individuo: por exemplo, a varidvel | € representada por
um vetor z; onde a i-ésima componente € (X;- X ) /s . O conjunto das extremidades dos
vetores que representam as variaveis congtitui a nuvem J. Observando-se a figura abaixo,
temse uma nogao dessas notacoes.

-3 % RVY 4
T [

n
Figura 2.2. Tabela de dados e nuvem de variaveis associadas ao espago RP:

A escolha da distancia em R" consiste em associar a cada dimensio um coeficiente
igual a0 peso de cada individuo na nuvem | de RP No caso geral, em que esses pesos Si0
idénticos, a distancia utilizada, com coeficientes 1/n, € a euclidiana usual. Com essa
disténcia, os vetores representando as varidvels centradas e reduzidas, possuem as seguintes
propriedades:

a) Cada vetor representa uma variavel de norma 1. Ou sgja:

_ 2
g 18X - X;

s 8,
i:lng ST .

., 2
||var|ave| zj” =
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A nuvem J esta, assim, situada numa esfera de raio 1 (nos referimos a uma hiperesfera

quando R" tem dimensdo maior que 3). Por razéo, a ACP sobre dados centrados e
reduzidos é dita normalizada®.

b) O cosseno do angulo formado pelos vetores representando as variaveis z; e zj,, obtido ao
se cacular o produto escalar, <z, z>, dos dois vetores, € igua ao coeficiente de
correlacdo entre tais variavels:

oz, 7)=<z, 7> é l‘a‘e(” al %’ al g:correlagéo(zj, zp).
Tng s & s g

Interpretar uma correlagdo como serdo o cosseno define uma propriedade bastante
interessante porque da um suporte geométrico, logo visual, ao coeficiente de correlagao.
Essa propriedade necessita que as varidveis sgjam centradas, justificando assm a
transformacdo dos dados apresentada anteriormente, como uma técnica intermediaria. Essa
propriedade, também justifica a escolha da métrica e implica que, na representacdo de
variaveis, se podera, sobretudo, conhecer as diregbes determinadas pelas variave's, ou sgja,
conhecer 0s vetores porém, e sobretudo, para onde apontam suas extremidades.

O comprimento dos vetores que representam as variavels € igua a 1, a coordenada
da projecdo de uma varidvel sobre uma outra se interpreta como um coeficiente de
correlacéo.

Assim, buscar a colecdo dos coeficientes de correlacdo entre as varidveis equivale a

estudar os angulos entre os vetores que definem a nuvem J. A dimensdo de R" torna
impossivel um estudo direto desses coeficientes. O interesse na ACP é definir varidveis
sintéticas que constituem uma sintese do conjunto das variaveis iniciais e expressam uma
base para uma representacéo num plano aproximado, das variaveis e seus angulos.

2.5 Representacao da nuvem de individuos.

Neste ponto, 0 objetivo é fornecer as imagens, no plano aproximado, da nuvem |
situada no espago RP. Objetivamente, buscamos uma série {u,: k = 1, 2,..., h} de direcdes
privilegiadas de RP chamadas eixos fatoriais que, fixados dois a dois, definirdo planos
fatoriais sobre os quais projetamos a nuvem |. Cada direcéo uy retém (ou explica) ainércia
maxima com respeito aorigem O (que se confunde com o centro de gravidade, pelo fato
dos dados terem sido centrados) da projecdo del sobre uy. Na busca dessa série, obrigamos
que cada eixo fatoria seja ortogonal aos ja encontrados. Pode ser mostrado que o plano
engendrado pelos dois primeiros eixos u, e u, retém o maximo dainércia projetada sobre o

plano por eles definido. Em se tratando de RP, para p>2, dar-se-4 0 mesmo aos trés
primeiros eixos e 0s seguintes.

2 Quando as variaveis forem apenas centradas, seu comprimento serdigual ao desvio padréo e dizemos que o
ACP énao normal.
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Isso é equivalente a reter 0 maximo de § F* ou reter o minimo de § &’ . Essa
segunda expressdo, forma classica do critério dos minimos quadrados, mostra que 0s eixos

Figura 2.3 Representacdo da nuvem de pontos dos
individuos.
O individuo i tem projecdo F sobre u;. Buscamos

- R 2
encontrar y que retenha o maximo da inércia g i Fi©.

Depois, encontraremos y ortogonal a Yy, que sdisfaz o

mesmo critério e assim por diante. No caso em que os
> individuos tenham pesos p; diferentes, o critério consiste em

o]
reter omaximode g P; Fi2

uz

fatoriais retém o menor desvio padrdo entre a nuvem de individuos e sua projecéo.

Do fato dos dados serem centrados, o critério (inércia maxima com respeito a
origem ou ao centro de gravidade G) permite interpretar os eixos fatoriais como os de
comprimento médximo da nuvem de pontos |, nas diregdes por eles definidas. Dizemos
também que esses sdo 0s principais fatores de variabilidade, pois no que € possivel dédo a
medida da diversidade dos individuos.

Podemos mostrar que, ainda do fato dos dados terem sido centrados, a explicagéo do
méaximo de § F; é equivaente a explicar o m&ximo de § g (F, - F,.)°. Estadltima
expressdo é de fato a disténcia entre os pontos projetados. A projecdo ocorre de maneira a
reduzir a distancia entre os pontos, os eixos fatoriais aprecem numa direcdo tal que &
distancias entre os pontos projetados aproximamse o mais possivel das distancias dos
pontos homélogos na nuvem |.

Segundo os objetivos da andlise, adiante mostramos outras interpretagdes do critério
de maximizar ainércia explicada.

Figura 24 Representagdo das distancias
interindividuais. Representando por H; eH, as

projegdes de i e i’ (os valores originais da variaveis
transformadas z; e zj) sobre o eixo u4 (associadas a

F, eF,), esse eixo explicam entdo a inércia

> éiél(ﬁi-ﬁi')z maxima, ou sgja
a

[o]

aa;
possivel de é.é_i,dz(i - I)

dZ(Hl-Hi-) é ta que é a mais proxima

2.5.1 Individuos suplementar es

Com fregléncia chegamos a conclusdo do interessante que é de que certos
individuos ndo intervenham na determinacdo dos eixos; porém, mesmo assim, é desgjavel
gue se conheca a posicdo de sua projecdo sobre os eixos determinados pelo restante da
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populacdo. 1sso pode ser feito, atribuindo-se pesos nulos a esses individuos, no critério de
gjustamento.

Esses individuos sdo chamados individuos suplementares. Introduziremos um
individuo suplementar na andlise, quando € desgjado que ele participe da interpretacéo que
faremos dos dados, porém ndo da construcdo dos eixos fatoriais. Esse € 0 caso dos
individuos que apresentam caracteristicas excepcionais, ou que suspeitamos de erros de
medida ou, enfim, consideramos que o individuo destaca-se dos demais por qualquer
motivo.

2.6 Representacao da nuvem de variaves.

Para obtermos a série de variaves sintéticas {v: s = 1,..., h} e uma representacéo
aproximada das correlacdes entre variaveis, a ACP aplica a nuvem J, das varidveis, 0
mesmo enfoque aplicado anuvem de individuos.

R" A Figura.2.5 Representacdo da
nuvem de variaveis. Sgja H projecéao
do ponto (G) que representa a
variavel Y (transformada, ou a
variavel k original) sobre o eixo vj.
Procuramos v, que explica 0 maximo de

o —2
a kOH k Em seguida, procuramos

v,, ortogonal a v;, que satisfagca o

mesmo critério e assim por diante.

O critério (inércia projetada maxima) que conduz aescolha dos eixos é exatamente
0 mesmo que para a nuvem de individuos. Ele, porém, terd uma significacéo diferente pelo
fato da projecdo daguela nuvem ndo ser mais centrada (seu centro de gravidade ndo € mais
a origem) e de que todos seus pontos estarem situados dentro da esfera unitaria: seréo,
entdo, os angulos, entre os vetores que representam as variavels, que serdo deformados
pelas projecdes, e ndo as distancias entre os pontos da nuvem. Em efeito, o plano (v;, v,),
a0 maximizar a inércia a origem da nuvem projetada, explica o0 méximo da soma dos
cossenos quadrados dos angulos entre os vetores e sua projecado: este plano gusta os vetores
e deforma o menos possivel seus angulos.

2.6.1 Componentes principais.

O vetor v,, que caracteriza a diregdo da inércia méaxima, define uma nova variavel.
As varidveis estudadas estdo centradas e reduzidas, sua projecdo sobre v, € igual a0
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coeficiente de correlacdo deste eixo com essa variavel. Desse fato, procurar o vetor v, que

. , . o —2 . . ~ - .
explica 0 maximo valor de I(OH k equivale a procurar a combinagdo linear 0 mais

associado possivel a estas variaveis (no sentido do critério que maximiza a soma dos
guadrados das correlagbes). Assim, esse sera 0 eixo que melhor sintetiza o conjunto das
variaveis iniciais. Os eixos fatoriais, que sdo ortogonais dois a dois, pdem em evidéncia
uma série de varidveis sintéticas, as componentes principais, ndo correlacionadas entre elas,
gue melhor resumem o conjunto de varidveis iniciais.

2.6.2 Variaveis suplementares.

As variaveis, como os individuos, podem ser tratadas como suplementares. Essas
serdo aquelas que ssimplesmente sdo projetadas nos eixos que foram determinados pelas
outras varidveis, ditas ativas. Pode-se, entdo, conhecer as correlacdes entre quaisquer
variaveis e 0s componentes principais, mesmo agquelas que ndo pertencem ao dominio de
estudo.

2.6.3 Efeitotaille (de valor da variavel).

Se, num conjunto de dados, as variaveis sdo todas correlacionadas duas a duas,
entdo a nuvem J esta distante da origem, proxima da superficie da esfera. O primeiro eixo
fatorial se refere, entdo, principalmente a posicdo de J com respeito a origem:
paralelamente, a forma da nuvem J é mal representada, no sentido de que as projegdes das

Figura 2.6. O efeitotailleem R".
As variaveis, correlacionadas duas a duas,

formam entre si angulos agudos. A nuvem de
pontos J fica concentrada sobre um pequeno setor

da esfera. A projecdo das variaveis sobre o
primeiro eixo fatorial, definido por v,, se refere

principalmente aposicao de J emrelagdo a O.

varidvels sdo todas préximas umas das outras.

O caso dessa figura €, na Franca, costumeiramente chamado efeito taille: ele
corresponde asituacdo na qual, lembrando o fato de que as varidvels se correlacionam duas
a duas, certos individuos possuem peguenos valores com respeito a um conjunto de
variaveis, outros possuem grandes valores com respeito a outras variaveis e outros, enfim,
valores intermediarios entre esses extremos. Existe, neste caso, uma estrutura comum,
caracteristica, associada ao conjunto das variaveis: caracteristica tipica é o que traduz
a primeira componente principal.



16

2.7 Dualidade e férmulas de transicdo na ACP.

A nuvem |, dos individuos, e J, das varidveis, sdo duas representacbes de uma
mesma tabelas uma pelas linhas e outra por suas colunas. Algumas relagbes bastante
expressivas, ligando essas duas nuvens, sdo chamadas relagdes de dualidade.

2.7.1 Inércias.

Deve-se saber, antes de tudo, que ainérciatotal dessas duas nuvens é amesma; ela é
igua a0 numero de varidveis (desde que as variaveis sejam centradas e reduzidas)

_ 2
- lo o a(ij - X 0
Inérciatotal del (ouded)=—gq a &——: =P
n- S =
joi ]

A projecdo de cada uma dessas duas nuvens sobre uma série de eixos ortogonais
corresponde a uma decomposicdo da inércia total. Pode-se mostrar que as decomposi ¢coes
s80 idénticas. as inércias das nuvens projetadas sobre os eixos fatoriais de mesma
dimensdo, sdo iguais. Serg, para o k-ésimo eixo encontrado:

Inércia(l/u,)=Inercia(J/v, )= &,

onde &, € o valor proprio associado ao k-ésimo eixo.

2.7.2 Fatores.

O conjunto das projecdes de todos os n individuos, pontos da nuvem de individuos
|, sobre os k-ésimo eixo fatorial uy, chamado k-ésimo fator sobre os individuos, constitui
uma nova variavel, denotada F,. Demonstra-se que variavel se confunde com a k-
ésima componente principal obtida na anadlise da nuvem de varidveis. Mais precisamente, o
quadrado da norma do fator F, (um vetor de R, é a soma dos quadrados de suas

coordenadas, por & arelagdo entre o k-ésimo fator sobre | e 0 k-ésimo eixo fatorial de R"
Se escreve:
1

i

Assim, as projecdes planas em RP sdo representages gréficas de pares de variaveis
sintéticas obtidas em R"- Os resultados obtidos do estudo de cada uma dessas duas nuvens
possuem fundamentalmente a mesma significaco, mesmos se s80 expressos em termos de
individuos em uns casos ou de varidvel's em outros.

Nafigura 2.7, aseguir, ilustra-se esses resultados.

Vy = Fy
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Os atributos da nuvem de individuos e da nuvem de varidveis sdo, em certa medida,

Figura 2.7. Uma das duas formas da dualidade. As coordenadas de | sobres u (k-ésimo

eixo fatorial del) constituem o k-ésimo fator sobre osindividuos (denotado por Fy). O vetor Fi em RP
écolinear av | (k-ésimo eixo fatorial deJ).

simétricos, e a dualidade se formula de maneira anadloga ao tracar o papel das duas nuvens:
aprojecéo das p variaveis sobre o k-ésimo eixo fatoria vy, danuvem J , define um valor
para cada uma das p variaveis. esses valores constituem o k-ésimo fator sobre as varidvels
(denotado G ) que €, de alguma maneira, um individuo novo. Essa nogéo de individuo
tipico (ou caracteristico) € menos classica que a de componente principal (estamos,
praticamente, considerando artes de tudo, individuos reais como individuos tipicos).
Entretanto, em casos particulares, como agueles em que os individuos estdo em uma curva

e as varidvels sdo seus vaores em p pontos de discretizacdo, esses individuos sdo
representavels e assim utilizados.

Mostra-se que o ponto em RP representando esse individuo tipico esta situado sobre
0 k-ésimo eixo da nuvem dos individuos. Mais precisamente:

Figura 2.8. A segunda forma da dualidade. As coordenadas de J sobre v (k-ésimo
eixo fatorial de J) constituem o k-ésimo fator sobre os individuos (denotado por Gy). O

vetor G em RP é colinear a0 k-ésimo eixo fatoria del, Uy -
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‘\/I k
Essa relagcdo mostra que, referindo-se ao coeficiente /I  , valor proprio do fator
Gy, as coordenadas das variaveis sobre v, 0 0s coeficientes da combinagdo linear das
varidveis que constituem o eixo u, de RP- Essa propriedade é uma caracteristica dos
principais eixos (componentes principais) e essencial para a interpretacdo (inversamente a
dificuldade de interpretacdo dos coeficientes da regressdo multipla quando eles ndo séo do
mesmo sinal dos coeficientes de correlagdo associados).

2.7.3 Relacbes de transicao.

Chamam:se relagdes de transi¢éo entre os k-ésimos fatores, F\ e Gy, aexpressio
algébrica das propriedades ilustradas nas duas Ultimas figuras. Considerando ./l ;, ea
inércia projetada de | (ou de J) sobre 0 k-ésimo eixo, essas relacdes se escrevermn como a
seguir:

. 1 o
st(') = a
j

Iy

X

- 71. .
Gy (1)

Si
1 o %j-

a
nyl i S

A primeira relagd exprime o fato de que a projecéo F (i) de um individuo i, € uma
combinagéo linear das projecdes G, (j) de todas as varidveis. Nessa combinagdo linear, o
coeficiente de uma variavel j sera positivo se o valor X j dessa \aridvel, com respeito ao
individuo i, ultrapassa a média X, . Caso contrario, o coeficiente sera negativo. Assim se
olhamos simultaneamente os dois graficos, um individuo estard ao lado das varidavels que
possuirem valores fortes (altos) e estard em oposi¢do aquelas que possuirem valores fracos
(pequenos).

O gréfico de individuos € uma representacdo aproximada da distancia existente
entre ees. O das varidveis pode ser considerado como o0 elemento explicativo dessa
representacéo: dois individuos situados na mesma extremidade de um eixo estaréo
proximos porque os dois terdo, geralmente, valores atos (significativos) com respeito &
varidvels situadas no mesmo lado e valores insignificantes nas variaveis situadas em lado
oposto.

Reciprocamente, o grafico dos individuos pode intervir de maneira a gjudar na
interpretacdo do gréfico das variaveis: se duas variavels sao fortemente correlacionadas
positivamente, elas estardo Situadas do mesmo lado sobre um eixo. Sobre o eixo
correspondente da nuvem de individuos, os individuos que possuirem valores expressivos

para aquelas duas variaveis, ficardo situados ao lado delas e os que tiverem valores sem
expressdo se situardo em lado oposto. Os individuos mais expressivos com respeito agquelas

: X
Gy()) = F ()
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variaveis se encontrdo mais afastados da origem. Sdo facilmente reparados, agueles
individuos particulares que induzem a essas correl acles fortes.

2.7.4 Representacao simultanea.

A necessidade de uma interpretacdo conjunta das representacGes dos individuos e
das variaveis conduz asua superposicao. E importante ressaltar que a justificativa para uma
tal representacdo simultanea, de individuos e variaveis, € essencialmente pragmética: a
representacdo das variaveis guda a fazer uma interpretagdo dos individuos e
reciprocamente. Ela aponta, ndo obstante, o problema da representacéo sobre um mesmo
grafico de pontos de natureza distinta, avaliados em espacos diferentes. Essa dificuldade
ndo é somente de principio: a presenca simulténea, de individuos e variaveis sobre um
mesmo plano, engendra as proximidades entre varidveis e individuos que, por sua vez, pode
sugerir idéias que ndo se verificam dentro dos dados. As observacfes seguintes garantem
gue se pode utilizar sem perigo a representacdo simultanea na ACP:

- As formulas de transicdo reléem a coordenada sobre um eixo de um
individuo com o conjunto de coordenadas de todas as variaveis sobre um

eixo de mesma ordem. Ndo se pode interpretar a posicdo de um individuo
pela ocorréncia de uma so variavel e reciprocamente.

- Fundamertalmente, as varidveis sdo vetores e ndo pontos. Nao € a posicdo
entre um individuo e um conjunto de pontos, que representam as variaveis,
que é importante, mas o desvio que tem o individuo com respeito adirecdo
definida por daquele conjunto de variavels.

2.7.5 Projecdo de vetores unitarios da representacéo de individuos.

Uma outra idéia, tendo em vista a representacdo simultanea de individuos e
varidvels, consiste em projetar os vetores unitérios de RP sobre os eixos u,. Obtém-se,
entdo, uma representacdo sobreposta mais natural que a precedente, no sentido de que os
objetos representados provéem do mesmo espago.

Pela relagdo entre u, e G, e observando que a j-ésima coordenada de u, € igual a
projecéo sobre u, do vetor unitério do jésimo eixo de RP: essa nova representacdo das

varidveis € homotética aprecedente eixo a eixo numa razio constante de ,[I .

2.8 Ajuda ainter pretacao.

Os eixos fatoriais fornecem uma imagem aproximada de uma nuvem de pontos. Se
faz necessério poder medir a qualidade de aproximagao, tanto para cada ponto, como paraa
nuvem como todo. Ou sga, os planos fatoriais representam as coordenadas dos pontos e
ndo as inércias que levam asua determinaco. E ent&o bastante Util consultar essas inércias.
Resulta, assim, num estudo do plano realizado com a consulta de um conjunto de
indicadores reagrupados sob o termo de gjuda ainterpretacéo.
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2.8.1 Definicoes.

2.8.1.1 Qualidade de representacdo de um elemento num eixo.
A qualidade de representacéo de um elemento i (individuo ou variavel) num eixo s é
medida pelarelacéo
QLTk(i)=[inércia da projegdo do elemento i sobre o eixo K]/[inércia total de i] que
€ também o cosseno quadrado do angulo & entre o segmento Oi e o eixo u (figura2.9).

A

o) .Hik Figura 2.9 Qualidade de representacdo de um
elemento em um eixo. Hj, € aprojecéo dei sobre

0 k-ésimo eixo.

QLTK()=H2 /Oi° = cos?q

Essa definico se generaliza no caso de um plano. Além disso, pelo fato da
ortogonalidade dos eixos fatoriais, a qualidade de representacdo de um elemento i num
plano (eixo k, eixo h) é a soma das qualidades de representacdo de i sobre 0 eixo k e sobre o
eixo h. E também o cosseno quadrado do angulo entre o vetor Oi e o plano de projecio. Se
a qualidade de representacdo da projecdo de um ponto sobre um eixo, ou sobre o plano, é
bastante préxima de 1, entdo este ponto estard bem préximo do eixo ou do plano. Tratando-
se de um individuo, sua distancia ao centro de gravidade (que é o ponto médio) é entdo
visivel sobre a projecdo. Ela ndo sera visivel (distinguivel) no caso contrario (quando a
qualidade de representacdo € proxima de zero). Da mesma forma, a disténcia entre dois
pontos sobre um plano, traduz t&o bem sua distancia na nuvem na mesma medida em que
esses pontos tiverem uma qualidade de representacdo. Tratando-se de uma variavel
centrada e reduzida o vetor tem norma igual a 1 e sua quaidade de representacdo é o
guadrado do tamanho de sua projecdo. Sobre um plano, ela se visualizada diretamente por
sua proximidade ao circulo de raio 1, tracado de uma hiperesfera de raio 1 sobre o plano
fatorial. Esse circulo € chamado, usualmente, circulo das correlacdes.

2.8.1.2 Qualidade de representacdo de uma nuvem sobre um eixo.
A definicdo precedente se generaliza ao conjunto de uma nuvem pela relacéo:
inércia da projegdo da nuvem sobre o €ixofinércia total da nuvem

Este indicador, chamado porcentagem de inércia associada a um eixo mede, por sua
vez, a“importancia’ relativa de um eixo fatorial na variabilidade dos dados.
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Como no caso de um Unico elemento, essas percentagens podem ser acumuladas
sobre varios eixos; falamos entéo da porcentagem de inércia extraida por um plano ou pelos
K primeiros fatores. Devido a dualidade € equivalente calcular essas porcentagens de
inércia a partir da nuvem de individuos ou daquela das variaveis.

2.8.1.3 Contribuicdo de um elemento ainércia de um eixo.

Um eixo fatoria contribui com o méximo (sob a condic&o de ortogonalidade com os
eixos precedentes) da inércia projetada de uma nuvem. Essa inércia projetada da nuvem
pode ser decomposta ponto por ponto. O cociente dainércia projetada do el emento i sobre o
eixo k pelainércia da projecdo do conjunto da nuvem sobre esse mesmo eixo, representa a
contribuicdo do elemento i ainércia do eixo k.

Esse indicador se generaliza aos subconjuntos dos elementos. Sua contribuicdo a
inércia de um eixo é a soma das contribuicdes dos elementos que o compdem. Essa razéo é
preciosa para por em evidéncia o subconjunto de elementos que contribuem principal mente
aconstrucéo do eixo e sobre o qual se ap6iaem primeiro lugar a interpretacéo.

2.9 Técnicas de agrupamento
2.9.1 Andlise Fatorial Discriminante

As origens da andlise fatorial discriminante se inscrevem nos anos 30, do século
passado, sendo os primeiros desenvolvimentos se devem a R.A. Fisher, sob a hipétese de
normalidade das variaveis.

Dentro do escopo da andlise de dados multidimensional a andise discriminante
pode ser tomada quando, ao caracterizarmos grupos de varidvels (por exemplo, aguelas que
compdem um fator qualificando uma variavel sintese) se tem objetivos como os abaixo:

1. De carater descritivo, quando:
Desgjamos obter uma representacéo do conjunto de observagdes que nos permita
verificar se estamos realmente na presenca de grupos bem diferenciados;
Pretendemos encontrar a varidavel, ou conjunto de variaveis, que melhor
discriminam a grupos preestabel ecidos de observacoes.

2. Quando forem para uma tomada de decisgo:
e se tratar de reclassificar certas observagdes do conjunto inicial |,
temse por finalidade, classificar novas observacOes (observacbes que néo
estavam presentes no conjunto | inicial) em um dos grupos existentes.

O quadro de dados, objeto de uma andlise discriminante, € um do tipo de dupla
entrada, de varidvels e observagdes, no qual existe uma particdo prévia destas Ultimas. Ou
sga, e 1={1, 2, ..., i,..., N} € 0 conjunto de observacdes, devera existir uma particdo em
grupqs, (PP P Ih Iq, com ny, Ny, ooy My ey Ny elementos, respectivamente, de ta
maneira que se verifica
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Em nosso caso cada subconjunto de | pode ser caracterizado a partir dos fatores
obtidos pela aplicagdo de uma ACP ou de uma andlise fatorial de correspondéncias.

Colunas

Grupos | | . L, 2 -« ] - p

1
2

n-nq+1
n- nq+2

n
X = valor davaridvel j naobservagdo i

Figura 2.10 Quadro para definic¢éo dos dados de entrada para uma Analise Fatorial Discriminante

2.9.2 Técnicas de Classificacao

Segundo Judez (p. 147) a historia da classificagdo pode ser remontada aidade antiga,
encontrando-se em trabalhos de Galen e Aristiteles, sendo posteriormente desenvolvidas
no dominio bioldgico (séculos XV1I e I1X1) e da zoologia.

Os dados sobre os quais se aplicam as técnicas de classificagdo sdo do tipo de dupla
entrada no qual um conjunto de observagdes 1={1, 2,..., i,..., N} esta caracterizado por um
conjunto de variaveis J={1, 2,..., |,..., p}. As varidveis podem ser do tipo quantitativo ou
qualitativo e os conjuntos | e J ndo apresentam nenhuma particéo prévia.

As técnicas de classificacdo compdem o que se costuma chamar taxonomia numerica
e seu objetivo € obter um conjunto de classes, diguntas ou ndo, de elementos de | ou de J.

Divide-se em dois grandes grupos as técnicas que se ocupam da obtencdo de classes
diguntas. as técnicas hierarquicas e ndo hierérquicas, ou de agrupamento.

As técnicas hierarquicas conduzem a um conjunto de particfes dos elementos de | ou
de J que podem ser representadas segundo uma arvore de classificacéo.

Entre as técnicas ndo hierdrquicas mais utilizadas, encontram-se as chamadas técnicas
otimizantes.

Essa técnica, assim como a andlise discriminante € de grande gjuda para tipificacéo
de varidveis e individuos na andlise de dados multidimensionais
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Capitulo 3

Andlise Fatorial de Correspondéncias
Fundamentos Tedricos
(Extraido de Judez, L., 1988)

3.1 Introducéo.

Embora certos trabalhos, dos anos quarenta, de R. A. Fisher e Guttman, sgam
citados como precursores da Andlise Fatoria de Correspondéncias (AFC), € reconhecido
gue foi nos anos sessenta que J.P. Benzecri e B. Escofier que desenvolveram suas
propriedades algébricas.

Em sua origem, a AFC estava associada ao estudo de tabelas de contingéncia (ou
tabelas cruzadas). Tais tabelas, como ja foi visto, constituemse de dados relativos ao
nimero de elementos existentes nas modalidades combinadas, de duas caracteristicas
medidas. Por exemplo: considere 0 nimero de variedades de manga que contraem algum
tipo de patologia. Pode-se elaborar uma tabela em que se confrontam as caracteristicas
variedadexpatologia: cada linha da tabela correspondera a uma modaidade devido a
variedade e cada coluna a uma modalidade devido a patologia. Cada valor dentro da tabela
sera o nimero de frutos de uma variedade no qual se observou a existéncia de uma certa
patologia.

De uma maneira gera, se cruza o caraer 1={1,2,...,i,...,n}, que expressa n
modalidades, com o carater J={1,2,...,},....p}, expressando p modalidades. Os valores
constantes na tabela serdo N;; que representam o nimero de unidades estatisticas que

possuem, simultaneamente, a modalidade i do caréter (caracteristica) | e a modalidade j do
caréater (caracteristica) J.

Embora, como se pode notar, a distingdo entre variaveis e observagdes sgja
artificial, para esse tipo de tabela, adotaremos a pratica de denominar as modalidades do
carater disposto nas colunas de variaveis e aquelas do cardter que define as linhas de
observagdes. 1sso nos permitira ter como base os resultados devidos ao desenvolvimento da
ACP.

Embora os resultados obtidos no desenvolvimento tedrico da AFC se refiram,
particularmente, ao estudo dos quadros de contingéncia, veremos que existem outros tipos
de tabelas & quais a aplicacéo da AFC pode obter excelentes resultados.

3.1.1 Objetivos da Analise Fatorial de Correspondéncias.

De uma maneira geral pode-se considerar que 0s Objetivos que se perseguem
guando se aplica a AFC sdo similares aos buscados com a ACP . De maneira resumida sdo
0S seguintes:

- Estudo das relaghes existentes no interior do conjunto | e no interior do
conjunto J. Ou sgja, 0 estudo das relagcOes entre as modalidades, dentro do
caréter | ou J.
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- Estudo das rel agGes existentes entre os elementos do conjunto | e os elementos
do conjunto J. Quer dizer, o estudo das relacOes existentes entre as
modalidades das caracteristicas | e J.

Desenvolvimento Tedrico.

Por poder ser considerado como um caso particular da ACP, o desenvolvimento
tedrico da AFC € andogo ao daguela técnica. Assim, seréo analisadas as nuvens de
observacOes (individuos) e variaveis, como na ACP, porém, neste caso, serdo construidas as
nuvens de perfis dos pontos-observactes e de perfis dos pontos-variaveis.

No entanto, antes de efetuarmos essas andlises, examinaremos a construgdo de ditas
nuvens, mostrando uma de suas propriedades (da equivaléncia distributiva), que constitui,
em certos casos, a vantagem de se fazer utilizacdo da AFC, em relacéo a ACP.

3.2 Nuvem de pontos-obser vagdes e pontos-variaveis.

3.2.1 Perfis de observacOes e variaveis.
Numa tabela de contingéncia sgjam:

= g N;; =total de unidades estatisticas da modalidade i.
j=1

n
é N;; =total de unidades estatisticas da modalidade j.

o

o

i=1
N=3a é Njj = é_ N; =@ N; =total de unidades edtatistices do conjunto de
i i j
modalidades.
Uma primeira caracterizagdo das modalidades i do caréter | (observacfes i) pode ser
feitaa partir do peso relativo de cada modalidade de J na modalidade i:
No Nip Ny N

N, , N, e N,

gue chamaremos perfil da observacdo i e é a dstribuicdo de freqiéncias condicionais do
carater J para I=i.
De um modo andlogo podemos caracterizar as modalidades j da caracteristica J,
pelo que denominaremos perfis da variave j:
Ny Ny N; N

Nj N N ; N

que é adistribuicdo de freqliéncias condicionais do carater | para J=j.
Considerando, entéo:

—_ . - . -
ey fTaf REal
] |

i nj
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como as freqléncias conjuntas e das caracteristicas | e J, respectivamente, pode-se
reescrever atabela de contingéncia origina da seguinte maneira:

J _ Total
I 12-jp colunas
1 . .
2 .
| ...... PIJ ...... Pl
n
Totd .
linhas | P-J ...... 1

Sendo que: é é Pij :é P; :é P;=1
i i i
Em funcéo dessas frequéncias, o perfil da observacdo i sera:

PP B R

PR R"R
edavariavd |, ser&

LTI T I}

Pi P; Pi Pi

3.2.2 Construcao da nuvem de pontos-obser vagoes.

Os perfis das observacOes, definidos acima, podem ser representados mediante
vetores x; num espaco vetoria de p dimensdes:

Associa-se a cada perfil, que corresponde a um ponto em RP* um peso Pj (que pode

Ser expresso como aimportanciarelativade i no conjunto ).
Na AFC a distancia que se define entre pontos ndo € a euclidiana classica, sendo

uma distancia chamada ¢ 2, cuja expressao &:
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$ S 1aP PO
a2(i) =8 5[ - % =8 o - 112
P - P. &P 7
j=1 . j=L . | 1" @
= (Xj - Xj)'M p(X - ;)
onde:

él u

e, O O

g1 a

ég L ou

Mp=€~ P, 4

e : - u

é G

80 0 -

e P-pg

€ a métrica associada amencionada distancia.

Transformagcao da caracterizacao dos pontos-observacdes para trabalhar com a

métrica euclidiana classica.

Fazendo as devidas consideracfes, qualquer métrica pode ser transformada na
euclidiana cléssica. No caso presente, bastara caracterizar as observagdes, segundo o

seguinte vetor:

ex’j U

€

A

&z

u

U

&Xipf

Deste modo pode ser verificado como a distancia euclidiana entre os pontos i e i’ nos

conduz a (X' - X )'M , (X' - X';-)

Vemos, pois, que a eleicio damétrica c 2, que consiste em multiplicar por]/,/Pj 0S

vetores que caracterizam o perfil das observacdes, tem como consequéncia o fato de que a
distncia entre os pontos ndo esta dominada, forcosamente, pelas varidvels de maior
importancia (maior peso). Essa ponderagdo ndo tem uma interpretagdo tdo evidente, porém
se justificard adiante ao ser abordada a equivaléncia distributiva e a condicéo de 6timo da
representacdo simultanea de observagtes e variaveis.

Ressaltamos, enfim, que a AFC consiste basicamente em uma ACP da nuvem de
pontos-observacfes e pontos-variaveis. Essas andlises se efetuam, como visto, em valores
centrados e reduzidos. Assim, tendo em conta que a média m; davariavel x'; é:
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m, aP P —F
ek

as observagOes i serdo caracterizadas por vetores z; :

€z u

R
°%
ey ey e

N
©
[«o Y e e exY ex N

N
Il

onde z; = \/7P \/7

.o N

@ D> D> D> (D
c

3.2.3 Construcéo da nuvem de pontos-variaveis.

Como foi visto no capitulo anterior, a caracterizacdo da nuvem de pontos-variaveis
se da de maneira analoga a de pontos-observagdes. Partindo de seus perfis, associados a
vetores N-dimensionais, tem-se:

R
onde y;; —P—.

]

, 127 PO
dZ(J,J)—a;éT,” 5L T

i=1 1. e I'og

= yYi)Malyj-yj)

sendo:

é1 i

éP_ o - Ol]

~ 1 7

e u

ég L .. qu
M,=é P, d.
€ g

e u

80 0 -

e Pt
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Transformagao da caracteriza¢éo dos pontos-variaveis para trabalhar com a
métrica euclidiana classica.

Caracterizando as variaveis segundo Vetores y'; :
€Y1
&Y'2j

Y=

> (D>

sendo y'ij =

A
JR P,

ey;ij

o D
(o] e ¥ exlY e Y et ¥ el en”

8Yn
se obtém a distancia d(j,j’) expressada em (y; - y;:)'M(y;- yj) utilizando a férmula
para definir a disténcia euclidiana classica.

O translagio da origem de R" ao centro de gravidade da nuvem de pontos-variaveis

faz com que, para proceder a andlise, seus pontos devam ser caracterizados por vetores w ',
tais que:

éWl i

=

2]

=
1

onde w; _J_P - R

> (D> (D> D> D> (D
e =

éan b
Devemos notar finalmente que a caracterizagdo que fizemos dos pontos-varidvels
corresponde aque seria feita & observacdes se transpuséssemos a tabela de contingéncia

Esse aspecto de simetria entre observacOes e variaveis, da andlise de correspondéncia, ndo
se encontra na ACP.

3.2.4 Propriedade de equivaléncia distributiva.
1. Equivaléncia distributiva em RP.

Se dois pontos zj e zj, seconfundem em RP entZo:

P Pl paratodo]j,
Fr =R

OuU sgja, se temos:
R

Ri _ R

=)

|1. |2.

paratodo j,
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a substituicdo dos pontos i; e i, por um outro, iy cujos valores dos efetivos sgam

N:

i,j =Nijj +Nj,; ndo variara adistancia entre os pares de pontos nem em RPouem R".

Demonstrac&o da invariancia das distancias em RP.

A distancia entre pares de pontos, excluidosi; ei,, ndo variara. Deve-se demonstrar,
entdo, que a distancia entre qualquer ponto i e i; (ou i,) € a mesma que aquela entre i e iy,
Como paratodo j, tem-se:

R _Rai _ Py v Ry _Nig # Ny Nigj R (ED)
R, P, R +R_ N +N_ N,

Iy iy Iy. [ iy. ip- ig-

e assim, a expressio da distncia entre o ponto i, e outro qualquer en RP é escrita da
seguinte maneira:

aeP
d?(i,iy) = a—JSF R

1

9
5
e, por (E1), pode-se obter d(i,i;) =d(i,i,) =d(i,ip)

Demonstrag&o da invariancia das distancias em R™

Como:
n &R RS 0 @R PO
0%(j.j)=8 = G- L =R 2 o
LSR&P Py L '§RP; PP
.2
=g RE . U2 g B W .zaep' ST
S 'SRPy RPp;  "SRP; APz "ER,P PPy

para demonstrar ainvariancia da distanciaem R" basta mostrar que:

eR; PR; o _®P; PO @R, PR
Pcll_ JT+c21_2JT=onJ_0J—(2)
“¢R P, R.Pyz ?¢R P, R Pyz °SPR P, P P;
&F.Pj i1 [} g I2." ] "' g % lo-" )
Considerando que
Py _ P, _ R
R. R, R
1 2 0-

o primeiro membro da expresséo (E2) sera, entdo:
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(R, +PR

|1.

0 que demonstraaigualdade (E2), pois N; +N; =

2. Equivaléncia distributiva em R".
Pela simetria existente entre a nuvem de pontos-variavels e a nuvem de pontos
observagdes a demonstracio anterior pde também em evidéncia que se em R" dois
pontos w j, € w j, se confundem, ou seja, se:

Fiy
P .

1 J2

sua substituicdo por um Unico w taI que Nj, +Nj

ij, = Njj, para todo i néo

modifica as distancias entre pares de pontos nem em R" nem em RP.

Esta propriedade de equivaléncia distributiva en R" ou em RP mostra que a
substituicdo de modalidades (tanto em | como em J) que tém um perfil aproximado por
uma Unica, ndo muda os resultados da andlise, 0 que faz com que tais resultados sgjam, em
certa medida, independentes das modalidades que se estabelecam para caracteres objeto de
estudo.

3.3 Andlise da nuvem de pontos-obser vagao.

Esta andlise consiste em uma ACP. O ponto de partida € o conjunto de elementos de

| caracterizados pelos vetores z;de um espago vetoriad RP dotado de uma métrica
euclidiana cléssica. Por outra parte, como ja foi assinalado, a cada ponto-observacdo se
associara um peso P; .

A matriz de dados para a andlise sera:

= [21 "ZN]
p n

Antes de obter os eixos fatoriais a partir desta matriz de dados, apresentaremos as
expressdes da inércia com respeito a origem, da inércia explicada por uma direcéo e da
matriz de inércia, para esse caso particular.

Inércia da nuvem de pontos | com respeito éorigem € defi nida por:

9 g ¥ o -PP;
H(1,00=q Rd%(,00=a P.a Zu aa \/7 aa( )

i=1 i= =l j

Esta expressdo é a da estatistica para o teste ¢ 2 de mdependenua e seranula se os
caracteres | e J forem independentes.
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Define-se aInércia da nuvem de pontos | explicada pela direcdo u,de RP

n
_ A8 2
H(,uy) =a RFj
i=1
onde, como na ACP, F; € aprojegdo do ponto i sobre o eixo unitério u; (que chamaremos
simplesmente eixo u;). Assm:
Fll = (ZI )'Ul.
Denominando F, ao vetor cujas componentes ddo as projegdes dos elementos de |
sobre u4, como na ACP, teremos:
F1=(2)u;
utilizando-se a expressdo dainércia explicadade | com relagdo adiregdo u, resultaem:

H(l,up) =FiP Fy

tendo:
¢ 0 0
é a
-0 P 0,
p =€ 2 U a matriz dos perfis.
€: : v
80 0 . P.g

Com isso podemos notar que H(l,u,) =u'; ZP, Z'u, edefinir amatrizdeinércia S,
como sendo:S, =ZP,(Z)'.

O termo geral desta matriz, sj,€ a covariancia das variavels zj e zj que é a
mesma que das variaveis x'j e X'

n 0
= é R Z: 7

R G A e B e R T

A matriz de inércia S; €, entdo, uma matriz de variancias-covariancias e tem as
propriedades:
a) € uma matriz Ssmetrica;
b) pelo fato de ser o produto de uma matriz por sua transposta, se trata de uma matriz
definida n&o negativa e ndo possui autoval ores negativos;

d) O traco da matriz (a soma de sua diagona principal) é igual ainércia de J com
respeito aorigem (€ a soma das variancias das variave's).

3.3.1 Eixos fatoriais.

Na abordagem da ACP, na busca dos eixos fatoriais e na projecéo dos individuos
sobre eles, foram encontradas relagdes que, nesta abordagem para a AFC, pode ser escrita
COMO Se Segue:
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S| ug = I kUk -
Tal expressdo evidencia que os eixos fatoriais u, s30 na verdade vetores proprios
damatriz deinércia S, .

Algumas propriedades dos vetores e valores proprios
1. Ovetor ug, definido por:

¢ /P, U
&' —1
&vP2u

c U
—Uu
Ju
2
e —u
e/nt

€ um vetor proprio de S, associado ao valor proprio | ; =0.

D> D

A

D D

2. Osvalorespropriosde S; sdo menores que 1.
Consequiéncias dessas propriedades:
d Chamando ug,uq, -, Uy, -+, U,_1 @0s p eixos fatoriais da nuvem de pontos

|, associados aos valores proprios 1,141 ,-,1 ., & condicdo de
ortogonalidade dos vetores uy implica em:

&
Ugup =a JF?J- Uy =0 parak=1.2,..., p-1.
j=1
b) A inércia explicada por um eixo fatorial € igual, como na ACP, ao valor
proprio associado a0 eixo. Assm, a inércia explicada por u, é nula, o que
implica, como veremos, que todos os elementos de | se projetem sobre um
SO ponto do eixo ug.
c) A inércia com respeito a origem da nuvem de pontos-observactes | sera,
como na ACP, igual asoma dos p valores propriosde S;.Sendo | ,=0,

essa inércia tera a seguinte expressao:
p-1
[¢}
H(1.00=g l k-

k=1
A parte de inércia explicada (PHE) pelos h primeiros eixos fatoriais, sera

Iy

Qo=

=~
1

1

P"lEh = 1

[e}=)

I

QD

=~
11

1



33

Demonstracéo da propriedade 1.
Se uy éum vetor proprio deS, , associado aum valor proprio | ; =0, se verificara

Sjug=1lgug=0.

ousga
P
a S;Usn =1 oo, =0 paraj=L1, 2,..., p.
h=1
Porém, como:
S o ® P, Cee P 0
a Sihlon —a a R Zjj ZinUon —a a P.g - [P - Py [Py =
h=1 h=1i=1 h &/Pif. £V PhR. p
o & Pij 0, &P, 0
=a R&=—-+P A&z Pni=
i &/PiR. on &0 2
desde que :
5
é aa%_ P,==0, 0 que demonstra a propriedade.
h I 2

3.3.2 Célculo prético dos eixos fatoriais.

Lembremos:

n
O
1/ 1/ j¢s
|—1 \/ \/ P
Consideremos agora amatriz Q,=[qj] onde

_4_ AR

djj
8 e e

Esta matriz tem as seguintes propriedades:

1. Paratodo K O o vetor préprio ux associado ao valor proprio | ¢ da matriz S é
também vetor proprio associado a um mesmo vaor préprio da matriz Q;.
Demonstracéo:

Sglam u vetor proprio de Q, associado ao valor proprio | k, entdo:

& . -
Quy =| KUy € a qjhukh = ekukj ) paraj—1,2,.., p
h=1
desenvolvendo, temos:
S R P

C? o] (o]
a djntn = A ga PP B
jhUkh th\/—J—P kh=

h=1
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pela condicéo de ortogonalidade é ﬁukh =0 para kK 0. Logo os vetores uy, para
h
k! O, sdo também vetores proprios da matriz Q; como definida acima.

2. O vetor proprio Up de S, que esta associado ao valor proprio | o=0, é também
vetor proprio de Q,, porém associado a um valor préprio | o=1.

Demonstracso:

Considerando que paraj =1,2,..., p severifica

aqjhuOh aarrpf JPi

h=1 i
temseque Q,uq = ug.

3. Chamando A aumamatriz n x p, cujos elementos &; tém a seguinte definicéo:
P

a.. e S
ij \/P7] \ﬁ

pode ser verificada a seguinte igualdade: Q, = AAc.

Estas propriedades implicam em:

a) A propriedade 1 tem como conseqiiéncia que os eixos fatoriais de | sdo os vetores
préprios de Q;.

b) A segunda propriedade evidencia que a inércia total com respeito a origem da
nuvem pontos-observacdes | serd a soma de todos os valores préprios de Q), a
excecdo do valor proprio | p=1, ja que o vetor proprio uUp ndo contribui para a
explicagdo dainércia

) A terceira propriedade sera Util para a definicéo das relagdes de transi ¢&o.

3.3.3 Componentes principais. Caracteristicas.

Uma vez obtidos os eixos fatoriais ux podemos representar, como na ACP os

elementos de | mediante suas projecOes sobre os eixos F¢. Ou sga, poderemos

caracterizar as observagdes a partir das novas observacdes, ou variaveis, (que sdo as

componentes principais) F.

S30 as seguintes, as caracteristicas dessa novas variave's.

a) O valor davariavel F¢ na observagdo i, Fyj, em funcdo das fregliéncias e das
componentes do eixo fatoria ug, € 0 seguinte:

, $ &R 0 R
Fik:(Zi)UK:aQP—Pl \/7 a—|P Iyj » parak® 0.

ji=len -] g iANmin
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Deve ser notado que Foi=0 para todo I, pois

Fox = (z)ug =
Ok 0 qle\/fp

todos os elementos de | se prOJetam em um sO ponto demonstrando que Up hao
contribui para explicar ainércia obtida

b) A médiade Fx énula

/ JP O que reafirma o fato de que, neste caso,

$ Ri
m- =a PF P . =0
F a 1.0k — a a ,—PJ P| kj

i=1 i
c) A varianciade Fy éainérciaexplicada pelo eixo uy, | «:

[e]
V(Fk):a RFf=uxSuc =1y
i

d) A correlacéo entre Fy e Fe € nula (os fatores sdo ortogonais)

3.3.4 Estudo da disper sdo dos pontos-obser vacoes.

Como na ACP, a dispersdo dos pontos observacao é estuda nos planos fatoriais
definidos pelos fatores, como na figura abaixo.

F2

€¥6

@

€ Q ®

Figura 3.1 Dispersdo dos pontos-observagdes no primeiro plano fatorial

No entanto alguns valores gjudam neste estudo.
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3.3.4.1 Contribuicéo absoluta da observacgdo i ao eixo k.
Expressa a parte da inércia explicada pelo eixo de ordem k atribuida aobservacéo i:

n
se ainérciaexplicada pelo eixo ug €l | = é P F,2 , entdo a contribuigéo absoluta de i
i=1
) .2 d D pE2
a0 eixo k ser& C{®) :@, esevéque g Cif(a) = é @:1.
K i=1 i=1 'k

3.3.4.2 Contribuicéo relativa da observagdo i ao eixo k.

2 h? p-1
Se define como sendo C{!) :2':—'_", tendo em conta que d?(i,0) = Q z} = aF2.
d (I’O) J:_’]_ k=1
p-1 p-1 2
entdo g C’ :ézF—'.kzl
k=1 k= d°(1,0)

Figura 3.2 Projecdo de um vetor variavel sobre um fator e o angulo, cujo cosseno determinard a

Baame F:i.i E(

correlagdo entre avariavel e o fator.

A contribuicdo relativa € o cosseno quadrado (cosCi(li) :coszqik) do angulo formado
pelo vetor z e 0 eixo Fy. Quanto mais proximo a 1, mais proximo do eixo estard o

ponto. Essa contribuicdo pode ser interpretada como um coeficiente de correlacéo
entre a observacdo e o eixo. Os pontos que possuem uma forte contribuicdo relativa,
sem ter uma contribuicdo absoluta importante, denominam-se pontos ilustrativos do
€iXo.

3.4 Representacdo smultanea 6tima de pontos-obser vacoes e pontos-
variavels sobre um eixo.
Sgjam Fy;, para i=1,2,..., n as projecdes dos pontos-observagdes sobre o eixo 1, e
sgam Gy, paraj=1,2,..., p as projegdes dos pontos-variaveis sobre 0 mesmo eixo.
Definamos
2 R

Fi =a 561
= h
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como o centro de gravidade das projegdes das variaveis, sendo estas ponderadas por seu
peso na observacao (avariavel j seraatribuido umpeso P, /R).

Segja, por outra parte, definido sobre 0 mesmo eixo, a variavel j como centro de
gravidade das projecdes das observagoes F;, atribuindo a estas uma ponderagdo igual a seu
peso navariavel P, /P;:

_2 A

i=1 "]

Em geral, é impossivel que as expressdes acima se verifiquem simultaneamente.
Considera-se que a representacdo conjunta Otima de variaveis e observacOes € aguela que

associa 0 mais possivel, as coordenadas de variaveis e observagoes a F 1 € Gy;.
Dadas, entéo, as seguintes relagoes:

o P

Fli =Ca ?”Glj y
j I.
o P

Glj :CaiFli'
i P

N
trata-se de encontrar um valor de c>0 que mais se aproxime de 1.

Se conservamos, para a coordenada Fi;, 0 valor da projecéo de i sobre o primeiro
eixo fatorial, entéo:

F=a By
i —Ad =2 VYij
i YPihR.
para que esta expressao sgjaigual ao valor obtido anteriormente:
1 o R
—a =Gy,
T 2%
0 que define ¢ =1/ \/H e a expressdo para Gij, que da a representacdo Otima simulténea
sobre 0 eixo de variaveis e de observacoes, ser&:

G, =iy

1]
) /PJ.'
Veremos que esta € a projecdo do ponto-variavel j sobre o primeiro eixo fatorial da
nuvem de pontos J.

Fli:

Para demonstrar que ¢ =1/ \/H € 0 maior vaor proprio de Q) distinto de 1, teremos
dois pontos:
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P.
1. Considerando que, de um lado, Fy; = cé F”Glj entdo Fy; /c éocentrode
j l.
gravidade dos pontos G11, G1p,..., Gyj,.... Gyp, €M consequéncia, se tais
pontos ndo coincidem:

. R
min Gy; <L <max Gy,
j

J c

F:
max —- < max Gy .
i C j

P.
Por outro lado, de Gy; = cé_ F” Fi temseque G;;/c €o centro de gravidade dos
i I
pontos F11, F2q,..., Fjp,-... Fp1, NOvamente se esses pontos néo coincidem, teremos:

. Gy
mn Fj; <—<max Fy;,
i c [

logo
max — < max Fy; , 0 que conduz a max G;; < max cFy; , resultando em:
i ¢ i j i

F.
max_JJ<maxGlj <max cFy; ,
i C j i
0 que implica que c>1; ¢ sera um se tanto os pontos F4; como 0s Gy; se confundirem em um
SO ponto.

2. Nesta segunda etapa, mostraremos que &; =1/ c? é um valor préprio da
meatriz Qy, pelo que, para satisfazer ao ponto 1, & sera o maior valor proprio
distinto de um, desta matriz.

Das expressdes precedentes para F ;; € G1; obtemos:

np P

—~282 i
G =c’a 5 a
i=1 .} h=1

Fazendo a seguinte mudanca de variavel:

Dy, =+/PrGyp, tem-se:
Dij _ 20 o PRjPFn

c —D
P, caag P

B

G -
P, 1h

ou sga
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D, =8 A BB b (E3)
2 “1j 1h
h i \/P.j Pi_\] h
Se dissermos que:
€D11 U
é
ePr2
5 é: u
1-é U
&b1j
¢:d

é u
8P1p

-----

1
QD1=—D;
c

onde 1/c2 é um valor préprio damatriz Q.

3.5 Analise da nuvem de pontos-variaveis (analise dual).

Como para a nuvem |, a andlise da dispersdo e das relagdes entre os elementos da
nuvem J das variaveis, é feita a partir de uma ACP desta nuvem.

O ponto partida desta analise € a matriz de dados

W :|_W1W2"'Wj WpJ

na qual os vetores w; representam os pontos-variavel's pertencentes a um espaco R" dotado
de uma métrica euclidiana classica. Esses pontos estao associados a um peso P .
A simetria existente entre o conjunto | e o conjunto J na AFC, faz com que as

expressdes ja obtidas para 0 caso da nuvem |, possam ser utilizadas neste caso
simplesmente invertendo-se os indices.

Assim, nos limitaremos a recapitular conceitos e expressdes ja visto para aguele
Caso.

(R -RP P
‘. . . ! _ o o Ij 1.7
Inércia da nuvem J comrespeitoaorigem: H(J0) =g a —TRp.

i BN
Inércia da nuvem J com respeito a origem.

Chamando G;; = (WJ- )vl aprojecdo da varidvel j sobre o eixo unitario v,, entdo a

inércia explicada por esse vetor, sera H(J,vl):é Pijj .
j
Definindo adequadamente a G,, pode-se chegar a H(J,v,) = G'1 PG,
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Se amatriz de inércia se escreve como S; =wP;w' entdo ainércia explicada pode
ser escritacomo: H(J,vq) =V’ Sy v,.

Os eixos fatoriais v, da nuvem J serdo os vetores proprios de S; expressos na
equagéo: SJ Vk =éka .

A simetria entre as nuvens de dados conduz a que as propriedades da matriz de
inércia associada anuvem de individuos sejam analogas & da nuvem de pontos-variaves.
Ousga

O valor proprio &, associado ao vetor proprio v, tem valor 0, o que implica que

g Vi ﬁ =0 paratodo kUJO.
i=1

Osvalores de S; sdo menores que 1.

A matriz Q; tem 0s mesmos valores proprios e vetores proprios v, que S;, para
k=1, 2,..., n-1.

O vetor v, € um vetor proprio de Q; associado ao valor proprio igual a 1.

A matriz Q; pode ser colocada em fungdo da matriz A, anteriormente definida.

Essa propriedade pde em evidéncia que o nimero de vetores préprios associados
a valores proprios ndo nulos da matriz Q; serd 0 mesmo que o da matriz

Q,=AA’, jaque ambas sdo sSimétricas e tém 0 mesmo posto.

3.5.1 Caracteristica das variaveis Gk e estudo da disper sdo dos pontos-
varaveis.

Novamente, a sSimetria existente entre observacles e varidveis na AFC leva consigo
que as caracteristicas das variaveis Gy (componentes principais da nuvem J) sgjam
andogas & de F |, ou sgja

1. Asvariaveis Gy sdo combinagdes lineares das variaveis iniciais. Neste caso,
aexpressdo da projecdo davariavel j no eixo k serd, para klO:

J_‘k.—

Gy =W’ vk—ag\/—P

pois como jafoi visto a vkiJP_L =0 para ki10
i=1
O valor de Gy serd nulo para todo j, posto que os €lementos de v, s3o ﬁ eem
conseguéncia

\/7P
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2. A media das variaveis Gy € nula e sua variancia é igual ainércia explicada
pelos eixos v, .

3. Asvaravels Gy sdo ndo correlacionadas duas a duas.

Por outra parte, a dispersdo e as relagdes entre os pontos do conjunto J se estudam
da mesma forma como as dos pontos do conjunto |: mediante as projecdes dos pontos em
planos fatoriais, utilizando-se como ajudas para a interpretacéo as contribui¢des absolutas e
relativas das varidveis aos eixos, gue neste caso serao:

Contribuicéo absoluta da variavel | ao eixo k:

2
c@ = Pi%q
Ki "
€k
com
ép_ c =1

j=1
Contribuicdo relativa da variavel j ao eixo k:

2
cm - S
ki = 42,
d=(j.0)
com
p-1
8 cip =1
k=1
3.6 Relagbes de transicao.

Como no caso da ACP, as relacdes de transicdo permitem obter os eixos fatoriais da
nuvem de pontos J (nuvem de pontos 1) e coordenadas dos elementos de J (elementosde )
sobre ditos eixos, em funcéo dos eixos fatoriais do conjunto | (conjunto J), 0 que evita ter
gue efetuar duas ACP, sobre cada nuvem. Estas relagdes de transicdo nos permitem, por
outra parte, ressaltar as propriedades baricéntricas das projecdes dos pontos-varidvels e dos
pontos-observacdes. Estas propriedades permitem a representacdo simulténea de varidveis e
observacOes, que ndo esta plenamente justificada na ACP.

As relagdes de transicdo na AFC so as seguintes:

Vi —LA Uk

Ji_k
N

i
I
|
|
Iuk
t
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Se uy € um vetor proprio de Q, = 1AA' associado ao valor proprio &, diferente de
zero, se verifica: "
%AA' U= €Uy
pré-multiplicando por A’, temos:
(SAA) (A" = 8(A )
logo A’ u, é um vetor préprio de Q, associado ao valor proprio ..

Um vetor unitario v, que tenha a mesma diregéo de A’ uy sera o eixo fatoria de J,
que explicara uma inérciaigual a &, logo:

Vi = CA’Vk
onde ¢ € uma constante tal que se verifique v’ vi=1, ou sgja
2 ] 1 —_
cc vV kAA vk—l
Como ja vimos que:
c=1/./l K

logo:

A equacdo para uy € obtida de maneira andoga
Como consequéncia dessas relagdes de transicdo, as coordenadas Fy; das

observacdes podem ser obtidas em fungdo dos eixos fatoriais vy de J, e as coordenadas Gy;
das varidveis em fungdo dos eixos fatoriais de |. Em efeito:

/Ik
Fi = _Pi.Vki (E4)
’Ik
G, = |—/—u,. (E5
Kj P.j kj( )

Pi

PR

Demonstracéo.
Recordando que:

eque
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{
i=1 P, J/P.

aequacdo (E4) pode ser obtida do valor para vg:

Fri =

Vi = ! g_ a;u 1 ‘9 R \/— ‘P A «/P_
ki = — ijUkj = Ug = Ug =
J 2 X J_l'\/ Rl —1x/ iR Al
De modo similar pode ser deduzida a equagao para Uy;, partindo-se do valor de Gy;
em (E5).
Pelas equacOes obtidas para Fy; e Gy; pode ser mostrado como as projecdes dos

pontos-observacOes ficam proximos do centro de gravidade dos pontos-varidvels e vice-
versa

Partindo-se da express3o anterior para Gy e substituindo vy; por (E4), obtén se:
o R 1 o B

Gy=a Vii = a 5 F«

i VPP Ve 5 P

De modo analogo, obtém:-se:

Fkl

_ 1 2R
Fu=7=a 5" Gy
w/ kK j i
As equacdes acima tém formas andl ogas s obtidas na busca da representacdo 6tima
das coordenadas. Caracteristica que ndo existe na ACP.

Esta propriedade de “6timo” juntamente com a de equivaléncia distributiva,
constituem as vantagens mais notéveis da AFC diante da ACP.

3.7 Representacao de observacles e variaveis suplementares.

Em agumas circunsténcias tais como quando existe um grande ndmero de
elementos nas nuvens | ou J, ou quando se desgja ressaltar a presenca de uma certas
caracteristicas em relagdo & demais etc., é conveniente, para facilitar a interpretacéo,
realizar a AFC considerando somente uma parte dos elementos dos conjuntos (agueles que
se desga dar relevancia). Os elementos excluidos da obtencdo dos eixos podem ser
posteriormente projetados sobre tais eixos e, como ja foi visto, se denominam observactes
ou variaveis suplementares.

As equagles acima proporcionam as expressdes para obter as mencionadas
projecoes:
0 A projecdo do ponto suplementar i, danuvem | sobre o fator k, sera



1 & N

Fu, =—7=a — Gk
0 .,” k j=1 Nio.

0 eaprojecdo do ponto suplementar j, danuvem J sobre o fator k, ser&
1 & Nj,

Gy, =——a
’ «/' k i=1 N-jo

Desta forma € possivel num mesmo plano fatorial compor variavels sintéticas que
permitem tipificar as relagbes entre os dados e observar o comportamento daquel as tratadas
como suplementares diante das que dao a forma da andlise dos dados originais.

ki
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Capitulo 4

Anadlise Fatorial de Correspondéncias M ultiplas
Nocdes e conceitos Teoricos

(Extraido de Escofier, B. e Pages, j., 1998
Extraido de Judez, L., 1988)

4.1 Introducéo.

4.1.1 Os Dados.

A Andlise de Fatorial Correspondéncias Mlltiplas (AFCM) permite estudar uma
populacdo de | individuos descritos por J variavels qualitativas.

Uma varidvel qualitativa (ou nomina) € uma aplicacdo de um conjunto de |
individuos num conjunto finito sobre o qual ndo definimos uma estrutura particular: Por
exemplo, um conjunto de trés cores (azul, branca e vermelha). Os elementos desse conjunto
sdo chamados modalidades da varidvel e dizemos, por exemplo, que um individuo azul
possui a modalidade azul.

A aplicagdo mais comum da AFCM aparece no tratamento de dados de resposta a
uma enquéte. Cada questdo constitui uma varidvel na qual as modalidades sdo respostas a
propostas (entre as quais de que o entrevistado deve fazer apenas uma escolha).

Faremos uma revisdo de diferentes formas de transcrever numericamente o conjunto
desses dados.

4.1.2 Codificacdo condensada.

Esses dados podem ser rearranjados uma tabela do tipo IndividuosxVariaveis em
tudo analoga agquela estudada na ACP. As linhas representam individuos (ou observacoes),
as colunas representam as variaveis. na intersecdo entre alinhai e acolunaj encontramos o
valor x;; (diremos também a codificagdo condensada) do individuo i devido avariavel j.
Geralmente, X;; indicaem i 0 numero da modalidade (variavel j).

Naturalmente, os valores xj; s30 codificacbes que ndo possuem propriedades
numeéricas. Se a variavel j € a cor dos individuos, cor pode ser codificada assim:
azul=1; branca=2; vermelha=3. E claro que a média de azul e vermelha ndo faz sentido e
ndo pode ser considerada como branca. Parece, entéo, ser impossivel tratar tal conjunto de
dados pela ACO (ou AFC). As tabelas IndividuosxVariaveis qualitativas constituem-se de
suas especificidades e devem ser tratadas com um método especifico.

4.1.3 Tabela Disjunta Completa.

Uma outra forma de representar os mesmos dados € pela construcdo de uma Tabela
Digjunta Completa (TDC). Nessa tabela, as linhas representam os individuos e as colunas
as modalidades das variaveis: o valor xj; que representa aintersecdo dalinha i com acoluna
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j, seraigua a1 ou 0, segundo o individuo i possua a modalidade j, ou ndo. A origem da
terminologia Tabela Digunta Completa € a seguinte: o conjunto de valores X;; de um

mesmo individuo, para as modalidades de uma mesma variavel, comporta o valor 1 uma
vez (completa) e somente uma vez (digunta).

variavel 1 variavel j variavel p
Soma
1 1 Kk Ki K linha
1 : p
ilo100 Xik 0 01 O p
n p
Soma | | |
coluna 1 k K np

Figura 4.1 Tabelade dados sob aformadisjuntacompleta. Ali setem:
K = nimero e conjunto das modalidades davariavel j;

o |=
K= a : _1p K i énumero e conjunto das modalidades detodas asvariaveis indistintamente;

X =1 seoindividuoi possui amodalidade k, 0 senéo;
o k:KJ- _ ... 9 k=K _ .
a k=1 Xk =1 paratodo (i,j) a ket Xy = P paratodoi

o i=| _ o k=K  _ )

a i:lxik = |y paratodok g ot I, =N paratodoj

As colunas dessa tabela tém funcBes numéricas definidas sobre o conjunto dos

individuos, sdo chamadas indicatrizes da modalidade (obs: indicamos por uma indicatriz a
variavel que tem maior peso, pelaqual os individuos podem ser caracterizados).

4.1.4 Tabela de Burt.

Pode-se fazer uma generalizacdo da andlise de correspondéncias no estudo de mais
de duas variaveis, construindo uma tabela contendo o conjunto de tabelas de contingéncia
entre as variaveis duas a duas. A Tabela de Burt ndo é exatamente uma tabela de
contingéncia, porém uma justaposicao de tais tabelas; cada individuo aparece J2 vezes. As
tabelas cruzam na diagona as varidvels com elas mesmas. elas apresentam valores iguais a
zero fora da diagonal que, por sua vez, contém os efetivos das modalidades.
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4.2 Objetivos.

A problematica da AFCM se parece com aguela da ACP mas pode ser também
considerada uma generalizagdo de AFC. Esses dois aspectos estdo mai's ou menos presentes
nos objetivos de andlise da AFCM apresentados aqui em trés familias de objetos que
intervém na AFCM: os individuos, as variaveis e as modalidades das variaveis.

4.2.1 Estudo dos individuos.

De maneira analoga aACP, um dos objetivos da AFCM é redlizar uma tipologia dos
individuos. Essa tipologia se apdia numa nocéo de semelhancatal que dois individuos serdo
bastante proximos se possuirem um grande niimero de modalidades em comum.

Por outro lado, em grande parte das aplicacdes de AFCM, os individuos sGo muito
numMerosos e ndo sdo conhecidos, sendo pelas suas caracteristicas, presentes na tabela de
dados. Por exemplo, numa pesquisa de opinido, ndo dispomos para cada individuos de
gualquer outro conhecimento que ndo aquele presente nas respostas. Nesse caso, 0S
individuos sdo estudados através de classes definidas pelas variaveis. Assim, numa enquéte
de opini&o, nos interessamos, por exemplo, pelas mulheres, pelos jovens, pelos aposentados
etc. Uma andlise dos individuos por suas classes deve ser ta que duas classes se
assemelhardo tanto mais quanto os perfis das parti¢cbes do conjunto de modalidades sgjam
préximos.

4.2.2 Estudo das variaveis.

Procedendo da mesma forma que na ACP, podemos adotar dois pontos de vista no
estudo das variavels.

O primeiro € aguele de realizar um inventario das ligagbes entre as variaveis. O
estudo das relaces entre duas varidveis qualitativas necessita levar em consideragdo a
tabela cruzada de suas modalidades. Um levantamento pouco detalhado das relacbes
implica, entdo, em se situar no nivel das modalidades, aquém daquele das variavels.

O segundo consiste em expressar 0 conjunto de variaveis originais (qualitativas) por
um pequeno nimero de variaveis numéricas. Por exemplo, podemos buscar expressar um
conjunto de variaveis socio-profissionais por um indicador ce status social. O interesse
nessas variaveis sintéticas provém do fato delas serem ligadas & varidvels estudadas.
Assim, uma varidvel somente podera ser considerada como um indicador de status social se
estiver ligada, ab mesmo tempo, acategoria socio-profissional, a diploma etc.

4.2.3 Estudo das modalidades.
Estudar o conjunto das modalidades corresponde a realizar um levantamento de seus
relacionamentos. Onde uma modalidade pode ser considerada segundo dois pontos de vista:
- Uma variavel indicatriz, correspondente a uma coluna, que abarca os individuos,

da Tabela Digunta Completa;

- Uma classe de individuos em que a reparticdo sobre o conjunto de modalidades,
sgja uma linha ou coluna na Tabela de Burt.
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A nocéo de semelhanca que se estabelece entre as modalidades difere segundo o
ponto de vista adotado. No primeiro caso, as semelhancas entre duas modalidades devem
repousar sobre sua associacdo mutua: duas modalidades se assemelham quanto mais elas
estiverem presentes, ou ausentes, simultaneamente em um grande nimero de individuos. As
outras modalidades n&o interviréo.

No segundo caso, a semelhanca entre duas modalidades € andloga aquela utilizada
na tabela de freguéncias. Uma linha da Tabela de Burt caracteriza a associagdo da
modalidade com as modalidades de todas as variaveis. duas modalidades se assemelham
guanto forte, ou fraca, € sua associacéo & mesmas modalidades.

4.2.4 Conclusao sobre os objetivos.

O edstudo de uma tabela IndividuosxVariaveis qualitativas pdes em jogo trés
familias de objetos: individuos, variaveis e modalidades. Resulta numa problematica mais
rica e complexa que a tipologia cléssica: tipologia de linhas, tipologia das colunas e as
relaches entre as duas tipologias. Essa riqueza ndo deve, entretanto, deixar esquecer a
unicidade da tabela: ela a0 pode ser um problema para 0 estudo separado dos diferentes
aspectos da problematica por métodos sem relacdo entre eles. Praticamente, essa unicidade
€ verificada ao se articular as interpretagdes em torno da tipologia das modalidades. Em
efeito, essa tipologia permite estudar a associagcdo mutua entre as modalidades, ou sgja, as
ligacOes entre os pares de varidvels. Ela permite abordar os individuos aos examinar o
comportamento médio de classes de individuos.

4.3 A ACF aplicada a uma Tabela Digunta Completa.

4.3.1 AFCM e AFC.

Embora a AFC, como método de andlise de tabelas de frequéncia, ndo sga
apropriada a aplicagdo a TDC, os calculos que sdo realizados pelos programas de AFC,
podem ser aplicados a essas tabelas. Porém, dependendo do caso, esses calculos devem ser
reinterpretados em fungdo da natureza particular da tabela. Esses calculos, munidos dessa
nova interpretacdo, congtituem um méodo a parte, conhecido por Andise de
Correspondéncias Fatorial Multiplas (em alguns casos Andlise de Correspondéncias
Multiplas) . A AFC de uma TDC n&o é mais que uma forma prética de realizar os célculos,
de resto incompleto porque ignora a nogdo de variavel e ndo Ihes fornece algum resultado
que as concerne.

Dessa forma, seguimos esse caminho histérico e cdmodo para apresentar a Andlise
de Correspondéncias MUltiplas.

Uma TDC possui ndo somente uma natureza distinta daquela de uma tabela de
contingéncia (se codifica os dados diferentemente) mas também das propriedades
numeéricas particulares. As mais importantes sdo:

- osvaores natabelasdo O ou 1;

- as coluna podem ser reagrupadas por pacotes (que correspondem cada um a uma
variavel) onde o resultado é uma coluna composta de 1;
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- asoma dos nimeros de uma mesma linha é constante e igual aJ, nUmero total de
variaveis.
As se¢les seguintes mostram que as distancias, os pesos e os fatores da AFC de
uma TDC corresponde aos objetivos previamente fixados.

4.3.2 Nuvem de individuos

A margem sobre | € constante, a transformacéo em perfis linha praticamente ndo
modifica os dados. Um individuo é representado pelas modalidades que possui. Dois
individuos se assemelham se apresentam globalmente as mesmas modalidades. Mais
precisamente, a distancia entre dois individuosi e i € definida por:

2
n 0 1, n

dz('y'):a p?rl; - h; ?I_(Xik - Xi'k)2
K

A expressio (x; - xx )*> vale 0 ou 1 e nfo é mais que 0, sendo para aguelas
modalidades k presentes em um sO dos dois individuos considerados. A distancia d(i,|)
cresce com 0 numero de modalidades que diferem para os individuosi el (o que él6gico!).
Uma nodalidade k intervém nessa distdncia com pesos N/ly, que sdo o inverso de sua
freqiiéncia. A presenca de uma modalidade rara distancia seu ou seus possessores de todos
0s outros individuos.

A distancia induzida pela AFC aplicada a uma TDC é entdo satisfeita. O peso
correspondente a cada um individuo é o mesmo (pelo fato da margem ser constante).

4.3.3 Nuvem das modalidades

A modalidade k é representada pelo perfil da coluna k. Os nimero da TDC ndo sdo
diferentes de 0 ou 1, o perfil da coluna k somente podera ter, por sua vez, os vaores 0 ou
Vly.. Em outras palavras, o centro de gravidade da nuvem de modalidades, que se confunde
com o perfil da margem sobre |, € caracterizado por um perfil perfeitamente plano. Resulta
gue o perfil da coluna k se assemelha tanto mais ao perfil médio quanto maior € o nimero
de individuos possuidores da modalidade k. Reciprocamente, uma modalidade rara se
assemelhara o menos possivel do centro de gravidade da nuvem de modalidades.

A distancia entre duas modalidades k e h € definida por:

.2
X, X,0
| :

d?(k,h) =& ng—* -
(k,h) a gﬁ
Utilizando o fato de que (x; )* = x;, € desenvolvendo o termo quadrado, obtemos:

dz(k,h)zln

k"' h

numero de individuos que possuem uma e somente uma das modalidades h

ek.

Essa distancia cresce com 0 nimero de individuos que possuem uma e somente uma
das duas modalidades h e k, e decresce com o efetivo de cada uma dessas modalidades.
Duas modalidades de uma mesma varidvel séo obrigatoriamente bastante distante uma da
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outra no espaco. Duas modalidades possuidas pelo mesmo individuo se confundem. As
modalidades raras estardo afastadas de todas as outras. Essa distancia traduz bem o
primeiro dos dois pontos de vista sobre a semelhanca entre modalidades indicados nos
objetivos.

Ao aplicar esse calculo adistancia entre uma modalidade k e o centro de gravidade
Gy da nuvem de modalidades (equivalente a uma modalidade possuida por todos os

individuos), encontramos: d?(k,G,)=(n/1,) - 1; que especifica a influéncia dos efetivos
de uma modalidade sobre sua disténcia ao ponto meédio.
O peso damodalidade k vale |, / np; o que é proporciona ao efetivo .

Observacoes

Um elemento (linha ou coluna) influencia a construgcdo dos eixos por intermédio de
suainércia com relacéo ao centro de gravidade. Um calculo simples resulta:

Inérciade k com relagéo aG, :%(1- %“)

Esse resultado mostra que, sob influéncia de uma modalidade rara, 0 pequeno peso
serd suficiente para compensar seu distanciamento. Por exemplo, uma modalidade presente
em apenas 1% da populacdo possui uma inércia (ou exercerd uma influéncia) duas vezes
maior que uma modalidade presente em 50% a populacéo. Concretamente isso significa
gue é costumeiro ver os primeiros eixos fatoriais de uma AFCM determinados quase que
exclusivamente por essas modalidades bastante raras repartidas pelos mesmos individuos.
Como, freglientemente, serd bem mais interessante observar os fendmenos de uma maneira
geral, buscamos, na prética, evitar essas modalidades raras.

Pela soma das inércias das modalidades, mostramos facilmente que a inércia total da
nuvem estudada vale (K / p) - 1. NaAFCM, como na ACP, mas diferentemente da AFC, a

inérciatotal das nuvens ndo intervém na interpretacéo.
A inércia das K; modalidades da variavel j vde (K;-1)/p. Essainércia estando
ligada diretamente ao nimero de modalidades da varidvel j, leva a exigir que o nimero de

modalidades sgja igual para todas as variaveis ativas. De fato, essa diferenca de inércia
entre as variaveis que possuem numero diferente de modalidades vale para todo o espaco

RN. Desde 0 momento em que consideramos apenas uma diregdo de RN, que € o caso dos
eixos fatoriais, a inércia da nuvem de K; modalidades de uma mesma variavel | €
certamente inferior a 1/p, quantidade que ndo depende de K;. Isso resulta em que ndo sera
danoso, redlizar uma intervencdo simultdnea nos efetivos das varidaveis que possuem
numeros distintos de modalidades.

4.3.4 Relagbes de transicao e representacéo simultanea.

Com 18s notagBes ja utilizadas na ACP e na AFC, as relagdes de transicdo da AFC
aplicadas auma TDC, se escrevem como a seguir:
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. 1 o X
Fi)=——Qa =X G_(k
( A .(K)
Go(k) =—— § Sk F(i)

a
s iy 1
Do fato de que x;, n&o possui valores outros que 0 ou 1, essas relagdes de transicéo
tém uma interpretacdo simples. Na projecdo sobre 0 eixo s, o individuo i é colocado, com
coeficiente 1/\/: proximo do baricentro das modalidades que ele possui. Inversamente, a

modalidade k é colocada, com coeficiente 1/ J: proximo do baricentro dos individuos que

a possuem. Disso resulta que, sobre um eixo, uma modalidade (coluna da TDC) representa
uma dilatacéo proxima da média dos individuos que a possuem. Também, no estudo de sua
projecdo, podemos considerar uma modalidade como o baricentro de uma classe de
individuos e como a indicatriz de uma variavel. O coeficiente de dilatagcdo varia com 0s
€iX0s, 0 que ndo é incdmodo pois a interpretacdo dos resultados se faz fator a fator e prima
por examinar conjuntamente as preferéncias dos eixos inerciais comparaveis (principio
comum atodas as andlises fatoriais).

Essa equivaéncia deve ser feita sem que se esgueca que as modalidades, de uma
parte enquanto indicatrizes e de outra parte enquanto baricentros, estdo situadas em espacos
diferentes. Disso resulta que as qualidades de representacdo de uma mesma modalidade
segundo cada ponto de vista ndo sdo relacionadas. Em outras palavras, a nocdo de
proximidade entre esses dois tipos de objetos, difere.

Em €feito, a proximidade entre indicatrizes da a medida de sua associacdo mitua.
De outra parte, a proximidade das médias das classes dos individuos se depreende das
distancias definidas entre os individuos: duas classes de individuos k e h estaréo préximas
daguelas com caracteristicas idénticas no que diz respeito ao conjunto de variaveis, ou sgja,
as modalidades k e h se associam da mesma maneira & modalidades de todas as variaveis.
Essa nogcdo de proximidade corresponde ao segundo ponto de vista sobre as semelhancgas
entre modalidades listado nos objetivos. Observamos que, exceto as dilatactes nos eixos, as
duas nocbes de proximidade, fundamentadas em principios diferente, conduzem aos
mesmos graficos na andlise de uma TDC.

Na pratica as duas noc¢des de proximidade se utilizam conjuntamente; em particular,
interpretamos freqlientemente a proximidade entre modalidades de varidveis diferentes
tanto quanto a associagdo de modalidades e a proximidade entre modalidades de uma
mesma variavel, como do ponto de vista da semelhanca das classes de individuos. Por
exemplo, a0 descrever um plano fatorial no qual aparecem diferente aspectos sociais,
interpretamos a proximidade entre as duas modalidades seguintes, aposentados e mais de
60 anos, em termos de associacdo (serdo proximos os mesmos individuos que possuem
essas modalidades) e a proximidade entre 60 a 65 anos e mais de 65 anos em termos de
semelhanca (as duas classes de individuos possuiréo caracteristicas idénticas no que diz
respeito &6 outras variaveis). Assim, as relacfes de transicéo, mesmo se ndo sao utilizadas
no marco estrito de uma representacdo simulténea, conferem a representacdo das
modalidades as propriedades esperadas, emanadas na exposi¢ao dos objetivos.
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4.3.5 Asvariaveis atr avés de suas modalidades.

As varidveis qualitativas ndo sdo introduzidas explicitamente numa AFC de uma
TDC. Elas aparecem nada mais que através do conjunto de suas modalidades. As
subnuvens de modalidades de uma mesma variavel tém propriedades que sdo interessantes
de compreender para interpretar os resultados, mas também para codificar quaisquer
variaveis em vias de serem tratadas como qualitativas numa AFCM.

4.3.5.1 Baricentro das modalidades de uma variavel.

Como mostra a relaco abaixo, o baricentro das modalidades de uma variavel se
confunde com aquele do conjunto da nuvem.

2 Loxe 1
Wk N Ik n
A projecdo conserva essa propriedade. O conjunto das modalidades de uma mesma
variavel é entéo centrada sobre a origem para todos os gréficos; os fatores permitem que se
comparem, a0 mesmo tempo, as modalidades de todas as varidveis com as de uma s
variavel.
4.3.5.2 Subespaco engendrado pelas modalidades de uma variavel.

Considerando a caracteristica digunta de uma TDC, os vetores de RN ,que passam
pela origem, (ja centrada) definida pelas modalidades de uma mesma variavel sdo,
ortogonais entre eles. O conjunto de r modalidades de uma variavel engendra um subespaco
de dimensdo igual ar. Considerando a caracteristica de uma TDC ser completa, todos esses
subespagos possuem uma direcdo comum: aquela que converge apara a origem do centro de
gravidade da nuvem. Por essa direcdo estar eliminada devido a centralizacdo, podemos
considerar que , em AFCM, uma variavel apresentando r modalidades engendra um
subespaco de dimensdo igual a r-1. dai resulta que, por representar perfeitamente as r
modalidades de uma mesma variavel, sdo necessarios ao menos (r-1) fatores.

Essa propriedade possui varias consequiéncias praticas:

qualquer que sgja a estrutura da tabela, a porcentagem de inércia associada a cada
fator, em particular o primeiro, € recessariamente baixa desde que as variaveis
apresentam muitas modalidades;

mesmo que um fator esteja fortemente ligado a uma variavel (no sentido de que
ele reagrupa os individuos que possuem a mesma modalidade daquela variéavel), €
impossivel que todas essas modalidades sejam bem representadas por esse fator;
na elaboracdo de uma tabela de dados, mesmo quando 0 nimero de individuos é
muito grande, ndo € Util multiplicar as modalidades de uma mesma varidvel: o
ganho de defini¢cdo que se pode obter obtido, corre o risco de ndo ser aproveitado.

A inércia de uma variavel com r modalidades (igual a (r - 1)/ p) é ento repartida
num subespaco de r-1 dimensdes. De outra forma, pode ser mostrado que ela é igual a1/P
em todas as diregdes desse subespaco. Dai resulta que uma varidvel com um grande nimero
de modalidades, ainda que engendrando uma inércia importante em RN, ndo influencia na
orientacdo do primeiro fator de forma privilegiada, porque essa importante inércia esta, de
qualquer forma, diluida num subespaco de grande dimensao.
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4.3.6 Sintese das variaveis qualitativas.

Um aspecto do estudo de um conjunto de variaveis € colocar em evidéncia um
pegueno numero de variaveis sintéticas, ligadas mais possivel ao conjunto de variaveis
originais. Para mostrar que os fatores da AFCM constituem essas variaveis sintéticas, nos
utilizamos correlacdo, que mede a ligacdo entre uma varidvel numérica (agui o fator) e uma
variavel qualitativa.

Relembrando a definicéo de correlacdo. Uma variavel qualitativa define as particoes
sobre o conjunto de individuos em tantas classes quantas sgjam as modalidades. Utilizando
o teorema de Huygens, a inércia total (ou variancia) de uma variavel numérica pode se
decompor na soma da inércia inter (i.e. inércia dos centros de gravidades das classes) e das
inércias intra (i.e. inércia dos individuos com relacdo ao centro de gravidade da classe a
gual ele pertence, a qual €ele particiona). A correlacdo € o quociente da inércia inter pela
inérciatotal. Elavariaentre 0 e 1. Quando €ele é proximo de 1, os individuos de uma mesma
classe estao bem reagrupados e as classes séo nitidamente separadas umas das outras: essa é
onde existe uma situacéo de ligacdo bastante forte entre a varidvel numérica (o fator) e a
varidvel qualitativa. Quando de é proximo de 0, as médias das classes sdo bastante
proximas da média gera e os individuos de uma mesma classe s80 bastante dispersos. a
variavel qualitativa e a variavel numérica ndo sao ligadas.

Na figura abaixo, ilustra-se a situagdo

r’»1 -5 B oo XX

r’»>0  —me—X o= mxe

Figura 4.2 llustracdo de dois valores extremos da correlagdo para 8 individuos
representados por um simbolo diferente segundo sua modalidade para uma variavel
qualitativa, sobre um eixo representando a variavel numeérica.

Denotando por G, 0 baricentro dos individuos onde se encontra a modalidade k, a
correlacéo entre umavariavel j eo fator Fgvale:

o] |k 2
—(F.(G
L . _inddainte & (%.(G.)
ro(Fs )) =— =
inércia total I
Ao utilizar o fato de que, en AFCM, a modalidade k tem peso |, / np e se encontra
préxima (por um coeficiente) do baricentro dos individuos que a possuem, sgja

Gs(K) = FsGy) /4l s

Encontramos:
r?(F,,j)= pé_ inérda das modalidade sde j, projetadas sobre 0 exo deordemss
K K

Notamos que a relacdo de correlacdo esta compreendida entre O e 1, a inércia ca
sub- nuvem das modalidades de uma mesma variavel sobre um eixo esta compreendida
entre 0 e 1/P: elavale 1/P se F4 pertence ao subespaco engendrado pelas modalidades da

variavel.



A quantidade maximizada pelos eixos fatoriais no subespagco R" é a inércia
projetada da nuvem do conjunto das modalidades. Ao reagrupar as modalidades de uma
mesma variavel, esse critério ndo € outro que a média das correlacbes entre o fator e cada
uma das variaveis. 1sso resulta em que os fatores da AFCM s as variaveis numéricas com
maior ligac8o ao conjunto de variaveis qualitativas estudadas e, nesse sentido, constituem
entdo as variaveis sintéticas anunciadas.

As propriedades enunciadas nos dois Ultimos paragrafos permitem apreciar a
influéncia relativa de uma variavel na AFCM: para um dado eixo a importancia a priori de
cada varidvel € a mesma, mas 0 nimero dos eixos sobre 0s quais uma variavel pode influir
est4 diretamente ligado ao nimero de suas modalidades. Isto implica notadamente que se
algumas variaveis muito ricas em nodalidades sdo ligadas entre elas, os primeiros fatores
ndo expressardo mais que essas ligaches e serd, entdo, necessario avancar na sequiéncia dos
fatores para perceber outras ligagoes.

4.3.7 Representacdo das variaveis na AFCM.

O conceito de variavel (e ndo mais de modalidades) aparece na AFCM e conduz a
gjuda ainterpretacdo. Esses indices completam agueles ja obtidos em uma AFC simples da
TDC concernentes aos individuos e modalidades.

A contribuicdo de uma variavel ainércia de um fator é a soma das contribuigdes de
todas suas modalidades, ela permite também medir a ligacdo (a correlacdo) entra a variavel
e o fator. E interessante comecar a andlise dos resultados de uma AFCM pela consulta
sistematica desses coeficientes que coloca em evidéncia as variavweis que estédo mais ligadas
a cada um dos fatores.

Pode ser Util construir para avaliar a dispersdo no primeiro plano fatorial onde na
abscissa e na ordenada figuram dois fatores, por exemplo: Fq e F;. Nesse quadrante,
podemos representar cada varidvel j por um ponto cuja coordenada sobre Fg
(respectivamente F;) € a correlagdo entre avariavel | e Fg (respectivamente F).

Ademais, mostramos que esse grafico se interpreta também como a projecéo de uma
nuvem na qua cada ponto representa uma varidvel, a proximidade entre dois pontos-
variaveis expressam a semel hanca entre as particdes engendradas pelas duas variaveis.

4.4 Codificagdo das variaveis qualitativas

Na prética as variaveis qualitativas estudadas na AFCM resultam freqlientemente de
uma transformagéo de variaveis numéricas. Além disso, mesmo quando a variavel é por
natureza qualitativa, existe com fregiiéncia, para descrevé-la, uma escolha entre varias
particdes mais ou menos finas. Os resultados dependem da escolha das particdes associadas
& variaveis, esse problema é crucial.

Na andlise de dados chamamos geralmente codificacdo a construcdo, a partir de
dados brutos de uma tabela pronta para ser analisada: nesse sentido, o problema da escolha
das classes é um problema de codificacdo e ndo existe método sistematico pararedizéla A
prética e a teoria tém, entretanto, esbogado um certo nimero de principios que € prudente
respeitar. Ademais, os resultados de uma andlise permitem a validagdo ou a reconsideracéo
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da codificacdo utilizada. Detalharemos aqui apenas alguns problemas relativos a
codificacdo das variaveis numéricas como varidveis qualitativas.

4.4.1 Por quetransformar asvariaveis continuas em qualitativas?

Dois objetivos principais conduzem a codificar por classes das varidveis continuas
partindo seu intervalo de variagéo.

Antes de tudo, podemos querer tornar homogéneos dados que se compdem
inicialmente por varidveis numéricas e qualitativas. Assim, na andlise de um conjunto de
eventos sociais (sexo, profissdo, idade, renda etc.) o fato de transformar as variaveis
numeéricas idade e renda em variaveis qualitativas permite tratar o conjunto dessas variaveis
pela AFCM.

Podemos também ter interesse em redlizar uma codificagdo qualitativa mesmo
guando dispomos de um conjunto de variaveis huméricas sobre o qual uma ACP pode de
toda maneira ser aplicada. Em efeito, na AFCM sobre essas mesmas variaveis codificadas
em classes oferece uma outra aproximacdo dos dados. Ao representar cada variavel pela
mesma quantidade de pontos quantas sdo as classes, a AFCM pode colocar em evidéncia,
se elas existem, as ligagdes ndo lineares entre as varidveis. Esse tipo de ligagdo é bastante
fregliente porque muitos fenémenos apresentam efeitos de umbral: um estado patol 6gico
pode ser caracterizado por um valor muito fraco ou muito elevado; um queijo sera tdo mais
apreciado quanto for salgado até um certo ponto (desse ponto de vista, os dois extremos do
intervalo de variagdo do carater salgado sdo t&o proximos entre eles como de sua media).
Concretamente, sobre os gréficos aproximidade de modalidades extremas demonstra a
atitude da AFCM em colocar em evidéncia as ligagdes néo lineares.

Tais fenbmenos sdo naturalmente invisiveis nos resultados de uma ACP gue néo
déo conta mais do que de suas ligagdes lineares. Paradoxa mente, reduzindo a informacéo
tratada (a pertinéncia a uma classe ou a um intervalo € menos preciso que um valor
numeérico), aumentamos a rigueza do resultado! Notamos por exemplo que a média de uma
classe de individuos compreendendo individuos muito grandes e individuos muito
pequenos, corresponde a um individuo médio para uma varidvel numérica embora ela
corresponda a uma particdo dentro dos dois extremos por ela mesma codificada como
qualitativa.

A AFCM de variaveis numérica codificadas como variaveis qualitativas € uma
aproximacdo de uma andlise ndo linear, no seguinte sentido: tratamos de encontrar as
varidvels sintéticas que sdo combinages lineares de funcbes quaisquer das variaveis
estudadas e ndo, como na ACP, das varidveis elas mesmas. Esse problema encontra se téo-
somente dentro dos limites de um modelo onde a populacéo € infinita. Na pratica, na
AFCM sobre uma populagéo finita, em lugar de considerar o conjunto das fungoes de uma
varidvel, dividimos o intervalo dos vaores da funcdo em sub-intervalos e consideramos o
conjunto das funcdes constantes em cada sub-intervalo. Em efeito, quando tratamos pela
AFCM uma variavel qualitativa j, essa variavel esta representada em R pelo subespaco E;
engendrado pelas indicatrizes de suas classes; Ej ndo € outro sergo o conjunto das variavels

gue possuiam 0 mesmo valor para todos os elementos de uma mesma classe. O primeiro
fator € a combinagdo linear dos elementos desses P subespacos E; (cada elemento € uma
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funcdo constante sobre as classes de uma variavel) que melhor se aproxima desses

subespacos.

Essa codificagdo permite também estudar variaveis em que as distribui¢des sdo
bastante irregulares e para as quais o coeficiente de correlacdo é uma medida de ligagdo
inadequada. Por exemplo se um elemento tem um valor muito afastado dos valores dos
outros elementos influi de maneira preponderante sobre os coeficientes de correlacdo e uma
codificagdo qualitativa o neutraliza.

4.4.2 Escolha do niumero de classes.

Para codificar por classes uma varidvel continua, quer dizer dividir seu intervalo de
variagdo em sub-intervalos que definem a mesma quantidade de modalidades, € preciso
determinar de uma parte o nimero classes e de outra parte seus limites. Essa separacéo é
um pouco formal na medida em que as duas escolhas sdo freqlientemente efetuadas
simultaneamente.

Quantas classes € preciso utilizar? Nem muitas, nem poucas.

Diminuindo o0 excesso de nimero de classes, reagrupamos cada vez mais individuos
diferentes, perdemos assim muita informacéo. As modalidades atingem entdo as situactes
mais variadas e seu estudo ndo coloca em evidéncia nada mais que os fendmenos ja os mais
destacados.

Aumentando o nimero de classes arriscamos obter classes com um pequeno efetivo
com todos os inconvenientes que isto comporta. Se o efetivo da populagdo € muito grande,
descartamos esse risco e somos tentados a tomar um grande niimero de classes. Contudo, 0
numero de classes excessivamente grande ndo deixa de apresentar problemas. Quanto mais
criamos classes mais arriscamos fazer aparecer as ligagdes pontuas entre as modalidades.
De outra parte, cada variavel intervém na andlise pelo subespaco de dimensdo r-1
engendrado por suas r modalidades. Assm gue aumentamos r, 0 nimero de fatores sobre
0S quais uma variavel pode influir aumenta e o aspecto sintético da andlise ndo melhora,
muito pelo contrério!

Indicamos, para fixar as idéias, que a experiéncia mostra gue ndo é Util ultrapassar o
nimero de oito modalidades na codificagdo de variaveis quantitativas e que 4 ou 5 sdo
freglientemente bem suficientes.

4.4.3 Escolha das classes.

Para escolher as classes, examinamos primeiramente se existem limites naturais, ou
classicos, para a varidvel medida. Dessa maneira, em um estudo social, a idade para a
aposentadoria € um limite “natural”.

Ainda que esse ponto de vista ndo é suficiente, estudamos as irregularidades da
reparticdo dos valores. Para isto construimos um histograma com numerosas classes. Os
vazios na reparticdo sugerem cortes no intervalo de variagdo. Ainda que os dois principios
precedentes ndo imponham nenhum limite, realizamos uma divisdo sistematica do intervalo
de variacdo. O principio arespeitar nesta operacao € o de obter classes de mesmo efetivo ao
invés de intervalos com mesma amplitude. Esse procedimento de divisdo estd sempre
previsto nos programas para analise de dados.
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Existe justificagbes tedricas para essa prética. Um certo nimero de argumentos
diretos militam por essa escolha.

As modalidades representam um conjunto de individuos e para que a comparagao
entre eles tenham sentido é desgjado que esses conjuntos sejam andl ogos do ponto
de vista de seus efetivos. 1sso € particularmente importante na AFCM onde a
distancia das modalidades ao baricentro cresce quando o efetivo decresce.

Esse procedimento evita as modalidades de efetivo pequeno que nos apontamos
onde ressaltamos o efeito perturbador. Além disso, o perfil dessas modalidades é
muito sensivel & pequenas variagdes da populagdo; isto é particularmente
embaracoso mesmo que populacdo seja proveniente de um amostra.
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